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ABSTRACT 

A boundary method is applied to numerically solve the pro

blem of scatter.ing and diffraction of seismic waves by a 

three-dimensional topographic irregularity on the surface 

of an elastic, homogencous and isotropic half-space. The 

method makes use of thc connectivity complcteness of a 

family of wave functions in order to construct the scat

tered and refrnctcd displacement fields. Thcse functions, 

which are solutions of thc Navicr cquation, are given in 

terms of spherical Besscl or Hankel funcitons. Such so

lutions have been widcly uscd in scismology to <leal with 

the free oscillations of the carth and surface waves. Coeffi

cients of the linear forros thus constructed are obtained 

from a least-squares point matching of boundary conditions. 

The numerical treatment is extended to part of the half

space surface, because each of the solutions does not 

satisfy in itself the free-boundary conditions. Axisymrnetric 

scaterers are assumed to make allowance for an azimuthal de

composition. Then, it suffices to solve a "two-dimensional" 

problem for each azimuthal number. Results are presented 

for severa! topographies and incidence of P, SV and Rayleigh 
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waves discussing. t~e.ir. significance from the viewpoint of 

engineerÚÍ.g· seismology. 
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RESUMEN 

Se aplica un método de frontera para resolver numéricamente el 

problema de dispersión y difracción de ondas sísmicas por una 

irregularidad topográfica tridimensional sobre la superficie 

de un semiespacio elástico, homogéneo e isótropo. El método 

hace uso de la complctez en conectividad de una familia de fu~ 

ciones de onda, con el fin de construir los campos de desplaz~ 

mientos difractados y refractados. Estas funciones, que son 

soluciones de la ecuación de Navier, se expresan en términos 

de funciones esféricas de Bessel o de Hankel, asociadas con -

funciones trigonométricas y de Legendre. Dichas soluciones -

han sido ampliamente utilizadas en sismología al tratar con -

las oscilaciones libres de una esfera y ondas superficiales. 

Los coeficientes de las formas lineales así construidas, se 

obtienen de un ajuste de mínimos cuadrados de las condiciones 

de frontera. El tratamiento numérico se extiende a una parte 

de la superficie del semiespacio, ya que cada una de las solu 

ciones no satisface por sí misma las condiciones de frontera 

libre. Se suponen difractores con simetría axial para hacer 

posible una descomposición azimutal. Por lo tanto, basta re

solver un problema "bidimensional" para cada número azimutal. 

Se presentan resultados para varias topografías e incidencias 
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de ondas P, SV y de Rayleigh, discutiendo su importancia des

de el punto d~ vista de la ingeniería sismol6gica. 

1 
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l. INTRODUCCION 

La gran variabilidad de la amplitud de los desplazamientos del 

terreno registrados en sismogramas, a6n en sitios próximos, ha 

sido objeto de gran interés por parte de los sism6logos. Al p~ 

recer, uno de los factores más i~portantes de dicha variación 

es la difracción generada en la zona cercana a la superficie 

del terreno, o bien sobre la misma, debida a irregularidades 

geológicas y topográficas y a la rugosidad de las interfases 

en los estratos. Esta 6ltima no es un factor muy importante, 

ya que el grado de rugosidad es generalmente muy pequeño com

parado con la iongitud de las ondas incidentes (las longitu

des de las ondas sísmicas en la Tierra cerca de la superficie 

y en el rango de frecuencias de 5 a 20 Hz varían entre los 30 

y los 300 m.). 

El estudio de la difracción de las ondas sísmicas generada por 

irregularidades geológicas y topográficas es relevante en dis

tintos aspectos del modelado, ya que tales imperfecciones prod~ 

cen una alteración significativa de la amplitud sísmica, la 

cual, si se habla de estratos, dependerá de la curvatura de 

las interfases; disminuirá en estratos convexos y se incremen-
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tará en estratos c6ncavos (Sheriff, 1975). Lo anterior es 

consecuencia de la divergencia y convergencia, respectivamen

te, de las ondas sísmicas incidentes (Jackson, 1971). 

La difracci6n es una característica general de los fen6menos 

ondulatorios que ocurre dondequiera que una porci6n de un 

frente de onda es obstruida. Tal es el caso cuando una onda 

encuentra alguna irregularidad cuyas dimensiones y radíos de 

curvatura son comparables o menores que la longitud de la on

da. El fen6meno es de gran relevancia en ingenierta sísmica 

y sismología, debido a que las longitudes de las ondas sísmi

cas de interés son comparables con algunas dimensiones geol6-

gicas y topográficas. 

El problema de calcular la distribuci6n espacial del movimien 

to en la vecindad de una irregularidad topográfica o geol6gi

ca, ante incidencia de ondas sismicas, ha sido tratado como 

un problema de difracci6n de ondas elásticas de un tipo deter

minado. Debido a su complejidad matemática, el problema dista 

mucho de estar completamente resuelto. Muchos autores han es

tudiado el problema de irregularidades bidimensionales ante di

versos campos de ondas incidentes haciendo uso de diferentes 

técnicas numéricas (por ejemplo, Gilbert y Knopoff, 1960; 

Me Ivor, 1969; Aki y Larner, 1970; Boore, 1972; Bouchon, 1973; 

Trifunac, 1973; Wong y Trifunac, 1974a, b; Sabina y Willis, 

1975; Sills, 1978; Sánchez-Sesma, 1978; Sánchez-Sesma y Rosen

blueth, 1979; Sánchez-Sesma y Esquivel, 1979; England et al, 

1980; Bard, 1982; Dravinski, 1982 a,b; Wong, 1982; Ohtsuki y 

llarumi, 1983; Ohtsuki et al, 1984). 

Los problemas tridimensionales son más complicados y solo se 

conocen algunos trabajos. Hudson (1967) present6 una solu

ci6n para el caso de cavidades o inclusiones de pendientes 

pequeñas en la superficie de un semiespacio elástico, en la 

que se utilizan cargas superficiales equivalentes para repre-
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sentar los campos difractados. Con ella se obtuvieron estima

ciones de las ondas de Rayleigh difractadas que se antojan ra

zonables al compararse con observaciones (Iludson y Boore, 1980). 

Bajo la hipótesis de medio acGstico, Singh y Sabina {1977) ob

tuvieron una solución analítica para el caso de difracción de 

ondas P por una cavidad semiesférica. Desafortunadamente, los 

restultados son de poca utilidad debido a que tal condición es 

difícil de encontrar en la práctica. Para la misma geometría, 

Lee (1978, 1982) ha obtenido resultados para incidencia normal 

y oblicua de ondas P y S pero considerando un medio elástico. 

Además, ha analizado el caso de un depósito semiesférico (Lee, 

1984). Su metodología consiste en expander las funciones de 

onda esféricas en series de potencias, para satisfacer así las 

condiciones de frontera pertinentes. Sin embargo, la solución 

conduce a una ecuación matricial infinita que, aparentemente, 

solo puede resolverse en forma aproximada para bajas frecuen

cias. Para el caso de irregularidades topográficas axisim~

tricas, ante incidencia normül de ondas S, se ha presentado un 

análisis de diferencias finitas con el que se han obtenido acuer

dos razonables con observaciones (Liao et al, 1980) . 

Recientemente, se ha desarrollado y aplicado un método de fron

tera en la soluci6n de difracción bidimensional de ondas elás

ticas por diversas geometrías (Sánchcz-Sesma, 1978, 1981; Sán

chez-Sesma y Rosenblueth, 1979; Sánchez-Sesma y Esquive!, 1979; 

Hong, 1979, 198.2; England et al, 1980; Dravinski, 1982a, 1982b; 

Sánchez-sesma ~ ~~! 1982, 1984b). El método consiste en cons

truir los campos difractados con combinaciones lineales de 

miembros de una familia T - completa (T en honor a Trefftz) de 

funciones de onda que son soluciones de las ecuaciones que go

biernan el problema. Tales familias de funciones pueden cons

truirse de manera muy general empleando ondas planas o fuentes 

sencillas o multipolares cuyas singularidades yazcan fuera de 

la regi6n de interés. Esta manera de proceder se inspira en 
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las ideas de Trefftz (Sokolnikoff, 1956). Recientemente, es

ta tficnica se ha formalizado en una teoría algebraica de pro

blemas de valores en la frontera (Herrera, 1984). Por otra 

parte, debe mencionarse que, en los casos de incidencia de 

ondas P, SV y de Rayleigh, cada una de las soluciones mencio

nadas no satisface por sí misma las condiciones de frontera 

libre en la superficie del semiespacio elástico considerado, 

por lo que el tratamiento numérico debe extenderse a parte de 

la misma. Lo anterior ha dado resultados satisfactorios en 

un problema bidimensional de incidencia de ondas P, SV y de 

Rayleigh (S§nchez-Sesma et al, 1984b). 

Esta técnica se ha extendido al análisis de problemas tridi

mensionales (S§nchez-Sesma, 1983; Sánchez-Sesma et al, 1984a; 

Chávez-Pérez y Sánchez-sesma, 1984}, en los casos de ondas P, 

SV y de Rayleigh incident·as ante irregularidades axisimétri

cas en la superficie de un semiespacio elástico; se ha formu

lado haciendo uso de una descomposici6n azimutal. Los campos 

difractados se construyeron con soluciones multipolares de la 

ecuaci6n reducida de Navier en coordenadasesféricas (Takeuchi 

y Saito, 1972; Aki y Richards, 1980).Los coeficientes de las 

formas lineales así construidas, se obtienen al minimizar el 

error cudrático en las condiciones de frontera. El tratamien

to numérico incluy6 la frontera libre. Sin embargo, solo una 

pequeña parte de la misma debe considerarse para obtener re

sultados satisfactorios para el rango de frecuencias que se 

considera (Sánchez-Sesma et al, 1984b). 

El prop6sito del presente trabajo es evaluar los desplazamien

tos superficiales producidos por una onda plana incidente ante 

un rasgo topográfico tridimensional en la superficie de un se

miespacio elástico, homogéneo e is6tropo. Para ello, se ex

tenderán los casos ya resultes de incidencia normal de ondas 

P.Y SV (Sánchez-Sesma, 1983; Sánchez-sesma et al, 1984a} apli-
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cándolos al análisis de incidencias oblicuas del mismo tipo 

de ondas, e incidencia de ondas de Rayleigh {problemas de de

formaciones planas) ante diversas .topografías y propiedades 

del semiespacio considerado (Chávez-Pérez, s. y F.J. Sánchez

Sesma, 1984}. 

Se presenta brevemente el método de soluci6n, el cuál, al su

poner simetría axial de la irregularidad, permite que la so

luci6n general se obtenga a partir de una secuencia de probl~ 

mas bidimensionales. Posteriormente, se presentan algunos re

sultados numéricos, discutiendo sus implicaciones, y se sugie

ren posibles aplicaciones y extensiones de la técnica numérica 

utilizada. 
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2. ONDAS SISMICAS 

Es usual considerar, en distintos estudios en sismología, que 

la Tierra es un semiespacio elástico, lineal, homogéneo e is6-

tropo. En un medio continuo de este tipo, pueden propagarse 

ondas de cuerpo P y S y ondas superficiales de Rayleigh; un 

movimiento sísmico se podrá modelar razonablemente mediante 

trenes de ondas elásticas, bajo la hipótesis de que los es

fuerzos aplicados al medio por la acción sísmica permiten uti

lizar la teoría de la elasticidad lineal. 

Suponiendo que las ondas son periódicas con dependencia del 

tiempo dada por eiwt, donde w = frecuencia angular, i = /:T' 
y t = tiempo, el movimiento de las partículas del medio, en 

coordenadas de espacio y tiempo, estará gobernado por la ecu~ 

ci6n reducida de Navier (Fung, 1965), cuya forma vectorial 

(sin considerar fuerzas de cuerpo) está dada por 

(2.1) 

donde Ü = vector .de desplazamientos, >.. y µ = constantes de 
: '- .. ~ -,- ' -- '·~. . <._ --> _":· - ' : . ' 

Lamé, p= densidad de masa y 17 =' operador gradiente. 
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Es posible demostrar, utilizando el teorema de Lamé (Aki y 

Richards, 1980), que la ecuaci6n anterior se satisface si 

el vector de desplazamientos se expresa en términos de pote~ 

ciales de Helmholtz mediante 

Ü =V~ + vxV, con v.~ o (2. 2) 

donde ~ (potencial escalar)y ~ (potencial vectorial) son, 

respectivamente, soluciones de las ecuaciones de Helmholtz 

(ecuaciones reducidas de onda) 

(2.3) 

(2. 4) 

donde q = w/a, k = úl/e, a= .I(>. +2µ)/p'= velocidad de propaga

ci6n de las ondas p y e= /µ/p'= velocidad de propagaci6n de 

las ondas S. Las ondas P o primarias son ondas de compresión 

u ondas longitudinales, mientras que las ondas S o secundarias 

son ondas de cortante, las cuales usualmente se desomponen me

diante el uso de planos de polarización, de tal manera que hay 

ondas SH (polarizadas en un plano horizontal) y ondas SV (po

larizadas en un plano vertical). 

La ventaja de utilizar. los potenciales de desplazamientos ~ y 

~ se hace evidente cuando es necesario seleccionar una combi

naci6n particular de ondas planas que satisfaga ciertas con

diciones de frontera. Tal es el caso en el presente trabajo. 

En ausencia de imperfecciones, la existencia de una superf i

cie libre (como la superficie del terreno) introduce reflexio 

nes de las ondas que inciden en ella. Con el fin de estudiar 

la naturaleza de las mismas, dicha superficie debe considerar 

se libre de esfuerzos. Además, ya que a grandes distancias 
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de la fuente es válido suponer frentes de.onda planc; y, para 

las longitudes de onda que nos interesan, la curvatura de la 

Tierra puede ser despreciada; es conveniente estudiar el pro

blema de rcflexi6n de ondas planas por la superficie de un m~ 

dio elástico infinito. Se supondrá que la superficie es pla

na. 

-(ff) Sea u la solución de canpo libre, es decir los desplaza-

mientos producidos por las ondas incidentes y reflejadas ante 

una superficie libre y sin imperfecciones. Las expresiones 

para los desplazamientos y esfuerzos de dicha solución se pre

sentan en el apéndice A para los casos de ondas P, SV y de 

Rayleigh; el análisis es similar al presentado por White 

(1965}. 



13 

3. FOI'ii·l'JLACION DEL PROBLEMA 

Sea una irr~gularidad topográfica tridimensional en la super

ficie de un semicspacio el~stico, homogéneo e is6tropo, tal 

como se muestra en la fig 1; la irregularidad y el serniespa

cio están definidos por las regiones R y E, respectivamente, 

siendo a1E y a1R las fronteras libres de las mismas y a2E = 
a2R su frontera común. 

Es necesario resolver un problema de valores en la frontera 

para las ecuaciones de elasticidad lineal. Es decir, el vec

tor de desplazamientos ü satisfará la ecuación reducida de 

Navier (ec 2 .1) . 

Ante incidencia de ondas elásticas, la irregularidad produci

rá campos refractados y difractados. Estos últimos, deben 

superponerse con la solución de campo libre, dada por los ca~ 

pos en ausencia de la irregularidad. Esto es, escribiendo 

los campos totales como 

(3 .1) 
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para la región E, y 

-R -(r) u = u (3.2) 

para la región R, donde ü(ff) = vector de desplazamientos del 

campo libre, ü(s) = vector de desplazamientos del campo difrac 

tado y u(r) = vector de desplazamientos del campo refractado. 

El campo difractado debe satisfacer la condición de irradia

ción elástica al infinito (Sommerfeld, 1949; Kupradze, 1965), 

ya que la energía irradiada por las fuentes debe dispersarse 

al infinito sin que pueda irradiarse energía desde el infini

to hasta las singularidades del campo de desplazamientos. 

Además, los campos totales deben satisfacer las siguientes con 

diciones de frontera 

t(ÜE) = o en a~ (3.3) 

t(ÜR) = o en a1R {3.4) 

t(ÜE) = t(ÜR) en a2E = a2R (3.5) 

para tracciones (condiciones dinrunicas), y 

en (3.6) 

para desplazamientos (condición cinemática), donde t repre

senta el vector de tracción asociado con el vector normal de 

la frontera y el estado de esfuerzos del desplazamiento ü. El 

vector normal se considera dirigido hacia la región R. Las 

ecs 3.3 y 3.4 representan las condiciones de superficie libre, 

mientras que 3.5 y 3.6 son las condiciones de continuidad de 

tracciones y desplazamientos, respectivamente. 
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Conocidos los vectores Ü(s) y ü(r), los campos de desplazamie~ 
tos totales se calculan como se indica en las ecs 3.1 y 3.2. A 
continuaci6n se construirán representaciones de ü(s) y Ü(r) en 

la forma de combinaciones lineales de soluciones de la ec de 

Navier (ec 2.1). Esta forma de proceder esta inspirada en 

ideas de Trefftz. Se requiere que dichas soluciones formen -

parte de familias completas. 

3.1 Familias T-completas 

E -E -E R -R -R Sean B = {w1 , w2, ... } y B = {w1 , w2, .•• } familias T-comple-

tas (T en honor a Trefftz) de soluciones de la ecuación 2.1 

para las regiones externa (El e interna (R), respectivamente 

(Herrera y Sabina, 1978; Herrera, 1984). Además, los miem

bros de BE satisfacen la condición de irradi.aci6n elástica. 

El uso del concepto de T-completez permite construir sistemas 

de soluciones que son completos con respecto a los valores de 

la frontera, independientemente de la regi6n especifica que 

se considere (Herrera, 1980; 1984). 

Por lo tanto, es posible aproximar los campos de desplazamie~ 

tos a través de combinaciones lineales de miembros de las fa

milias BE, para los campos difractados, y BR, para los campos 

refractados. Así, a partir de las ecuaciones 3.1 y 3.2, los 

campos totales pueden expresarse como 

u E u(ffl 
3 N n 

A~ -E = + r. ¡: l: wjnm (3.7) 
j=l n=O m=O Jrun 

uR 
3 N n 

B~ -R = ¡: ¡: r. w. (3. 8) 
j=l n=O m=O Jrun Jnm 

donde A~run y B~run son coeficientes indeterminados, N es el o~ 
den de las expansiones y w. son elementos del conjunto com

JnID 
pleto de soluciones de la ec 2.1 en cada regi6n. En la sec-
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ción 3.3 se darán expresiones explícitas de éstas soluciones. 

La ventaja de utilizar familias T-completas (Herrera, 1984) 

consiste en que puede garantizarse convergencia uniforme de 

la solución al satisfacer, en el sentido de mínimos cuadra

dos, las condiciones de frontera. Por otra parte, la propi~ 

dad de T-completez es independiente de la forma particular 

de la región considerada. Estos conceptos han sido ya disc~ 

tidos e ilustrados con detalle en conexión con problemas bi

dimensionales de ondas SH (Sánchez-Sesma ~al, 1982). 

3.2 Campo libre 

Considérese incidencia de ondas planas en las que el vector 

normal al frente de onda es paralelo al plano xz; el semies

pacio ocupa la regi6n z > O y la superficie libre yace en el 

plano z = o. Considérese, además, un sistema de coordenadas 

esféricas .(r,8,<jl con vectores unitarios er' ee, e«1» como se 
muestra en la fig 2. Por otra parte, puede demostrarse que 

la solución de campo libre, para ondas incidentes P, S y de 

Rayleigh con variación amónica en el tiempo, se puede es

cribir en coordenadas cartesianas mediante expresione~ de la 

forma 

f(z) exp [iw(t - x/c)] (3. 9) 

tanto para esfuerzos como para desplazamientos. Donde f(z) 

se define de acuerdo con el tipo de onda incidente y e es la 

velocidad de fase aparente de la onda en la dirección de x. 

Al desarrollar el factor de propagación, empleando coordena

das esféricas, en funciones cilíndricas (p. ej. Abramowitz y 

Stegun, 1972) se obtiene la identidad 
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(lQ 

¿ fm(-i)m Jm(lrsen9) cosm~ 
m=O 

(3.10) 

donde e: = factor de Neumann (= 1 si m = O; = 2 si m > O), m 
Jm(.) =función de Bessel ciH.ndrica de primera E'.specie y or-

den m y l = w/c = número de onda horizontal. La expresión an 

terior muestra que el factor de propagación es una función 

par con respecto al ángulo azimutal ~. 

Por otra parte, al hacer una transformación de coordenadas a 

las componentes del campo libre refiriéndolas al sistema es

férico, se observa que para movimiento plano (ondas P, SV y 

de Rayleigh) las componentes de desplazamiento ur y u9 son 

pares y u~ impar con respecto al ángulo $. Los esfuerzos 

ªrr' a09 , ª$$, y ªre son también pares y ªr$ y ªe$ son impares, 
con respecto a 9. La situación opuesta se observa en el caso 

de ondas incidentes antiplanas (ondas SH). Tales propiedades 

de los campos incidentes permiten el uso de una descomposi

ción en términos del ángulo azimutal 9. 

3.3 Campos difractados y refractados 

En problemas de propagación de ondas sísmicas, es usual consi

derar que la energía irradiada por la fuente se transmite en 

forma de ondas de cuerpo y superficiales. Tales movimientos 

ondulatorios pueden verse, dentro de un contexto más general, 

como parte de los modos oscilatorios o vibratorios de una es

fera. En 1882, Lamb clasificó los tipos generales de vibra

ciones de una esfera uniforme como de "primera clase" o toro:!:_ 

dales y "segunda clase" o esferoidales. 

Con el fin de construir los campos difractados y refractados, 

se hará uso de las soluciones de la ecuación de Navier utili

zadas en el análisis de las oscilaciones libres de una esfera 

y ondas superficiales en la Tierra (Takeuchi y Saito, 1972; 
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Aki y Richards, 1980). 

Las soluciones vectoriales características de la ecuaci6n re
ducida de Navier, omitiendo_eLJ:actor eiwt de aquí en adelan
te, están dadas por 

-T w = yi(r) (3.11) 

wp = y~{r) ~(6,$) + y~(r)~(8,$) (3 .12) 

ws = yi(r) ~(6,$) + yi(r) ~(8,$) (3.13) 

donde 

~(0,$) = ~(8,$) er (3 .14) 

a~ - 1 ayffi 
~{8,cp) n (3 .15) all ee + sene éllf> e$ 

1 
;iyffi a~ 

~(6,$) = n - (3.16) -- ee - ---e 
sene a¡p ªº 4> 

son los arm6nicos esféricos vectoriales y 

(3.17) 

En la expresi6n anterior, P~(.) = función asociada de Legendre 
de primera especie de grado n (número radial) y orden m (núme
ro azimutal) con m = O, 1, 2, ••• , n. 

Las funciones radiales están définidas por 

1 
r. 

(3.18) 

-",.· ~- =--:=-~-- ~ 

Yi (r) - ~ [n((qr) .; qr~n+l (qr)] (3 .19) 



donde 

y~(r) 

y~(r) 

y~(r) 
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= ~ Í:n(qr) (3. 20) 

= 1 
tn (ntl)f:n (kr>] (3. 21) r 

= !. [~<n+l)f:°n(kr) + krtn+l(krl] (3.22) r 

funci6n de Bessel esférica de primera espe

cie y orden n (para la regi6n limitada R); 

h~2 ) (.), funci6n de Hankel esférica de segunda es

pecie y orden n (para la región ilimitada E), 

k = w/B = nGmero de onda S, q = w/a = nGmero de onda P. Se 

adopt6 aquí la notación utilizada por Takeuchi y Saito (1972), 

agregando Gnicamente los superíndices !• ~ y ~ para denotar 

oscilaciones toroidalc.~s de ondas Sll y esferoidales de ondas 

P y SV, respectivamente. 

En el apéndice B, se muestran las expresiones de las componen

tes de desplazamientos y esfuerzos en coordenadas esféricas, 

asociadas a los arm6nicos vectoriales definidos por las ecs 

3.14-3.16. 

Se supondrá que las soluciones mostradas forman familias T-co~ 

pletas en conectividad, en el sentido introducido por Herrera 

(1980, 1984). 

3.4 Descomposici6n azimutal 

Cuando la forma de la irregularidad bs axialmente simétrica 

con respecto al eje z, su independencia con respecto al ángu-



20 

lo azimutal • y la ortogonalidad de las funciones azimutales 

asociadas, permite una descomposición del problema en térmi

nos del nGmero azimutal m. Es decir, que las propiedades de 

paridad e imparidad de la solución de campo libre también se 

observan en los campos difractados y refractados mediante la 

elección de alguno de los factores azimutales de la ec 3.17. 

Como ejemplo, considérese una condici6n de frontera par, cu

ya ecuación es de la forma 

~ ~ Amn Gmn(r,O) cosm• = f(z) exp (-ilx) (3.23) 

donde A son las incógnitas, G representa a los campos di-mn mn 
fractados y refractados y f(z) es una función, t~~bién par, 

de la solución de campo libre. De acuerdo con la expresión 

anterior y la ec 3.10, se obtiene una ecuaci6n de la forma 

(ver apéndice C) 

l: A G mn mn n 
(3. 24) 

para cada m, donde m =O, 1, 2, .•. y f(j~ son términos cono-
m±J 

cides y funciones solo de las coordenadas r y e. Todas las 

condiciones de frontera se descomponen en forma an5loga, lo 

cual conduce a resolver un problema bidimensional para cada 

nGmero azimutal, superponiendo cada una de las soluciones 

obtenidas. 

Cuando la excitación incidente es vertical, esto es, ondas 

planas sin dependencia de x, solo se requiere un número azi

mutal. En este caso la solución para incidencia vertical de 

ondas P solo requiere de m = O; para incidencia vertical de 

ondas SV o SI! solo se requiere de m = l. 

Si los campos incidentes son oblicuos, o de ondas superfici~ 
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les de Rayleigh, la solución requiere de varios números azi

mutales. Sin embargo, cuatro o cinco términos de m pueden 

dar buenos resultados si las longitudes de onda horizontales 

del campo incidente son del orden de la máxima dimensión ho

rizontal de la irregularidad. 

El grado de aproximación de la descomposición azimutal puede 

estimarse con un caso particular de la expresión 3.10. Por 

ejemplo, el presentado en la tabla. Tal estimación permite 

determinar el número azimutal máxi.mo, hasta el cual deberán 

superponerse los problemas bidimensionales resueltos. 

En el apéndice e se presentan los factores utilizados en la 

descomposición azimutal de acuerdo con las componentes pares 

e impares del campo libre. 
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4. SOLUCION NUMERICA 

Sustituyendo las ecs 3.7 y 3.B en las ecs 3.3-3.6 se obtiene 

un conjunto de ecuaciones para cada punto de las fronteras. 

Al imponerse que tales ecuaciones se satisfagan en un número 

finito de puntos, se obtiene un sistema de ecuaciones linea

les para los coeficientes indeterminados, el cuál estará ex

presado en sus términos independientes por la soluci6n de 

campo libre. Los coeficientes de las ecuaciones 3.7 y 3.B 

se determinarán al hacer que el error cuadrático medio en las 

condiciones de frontera sea mínimo. Ello se logra utilizando 

el método de colocación y mínimos cuadrados, imponiendo las 

condiciones de frontera en la mitad de las fronteras a2E, a1R 

y a1E en L, K y M puntos, respectivamente (fig 3). Se busca

rá que el número de ecuaciones sea mayor que el de inc6gnitas 

(sistema inconsistente), de tal manera que se tenga un sistema 

de ecuaciones de la forma 

(A) {x} {B} (4 .1) 

con más ecuaciones que inc6gnitas. Se ha demostrado (Noble y 

Daniel, 1977) que la soluci6n que minimiza el error cuadráti

co medio, se obtiene al resolver el sistema 
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donde el asterisco denota compleja conjugada. La matriz de 

coeficientes resultante en la ecuación anterior es hermitia

na y positiva definida. 

Debido a que la frontera a1E es infinita, solo se considerará 

un número finito de M puntos. Esta forma de proceder fué uti·· 

lizada en el caso bidimensional de difracción de ondas P, SV 

y de Rayleigh (Sánchez-Sesma ~ al, 1984b) encontrando que bas

ta considerar una distancia de dos o tres veces la dimensión 

horizontal máxima de la irregularidad para obtener excelentes 

resultados, 
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S. RESULTADOS 

Se presentan resultados numéricos para los casos de inciden

cia de ondas P, SV y de Rayleigh en tres tipos de irregulari

dades topográficas: cavidades, depósitos aluviales y promont~ 

.rios. 

Para ello se define la frecuencia adimensional 

donde As = longitud de una onda S incidente y a = semiancho 

de la irregularidad. Tanto las ondas incidentes, como las 

difractadas son funciones de dicho parámetro, el cual deter

mina la extensión con que se desarrollan los patrones y am

plitudes de los desplazamientos superficiales calculados. Pa

ra cada difractor, las componentes normalizadas de los despla

zamientos verticales y horizontales corresponden a una frecuen 

cia adimensional unitaria, nk = 1.0. 

Con el fin de determinar el orden de los desarrollos as! como 

el número y la posición de los puntos de colocación en las 

fronteras, se emplea un procedimiento de prueba y error. Tal 
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procedimiento se basa en el análisis del error en las condi

ciones de frontera y de la estabilidad del campo de superfi

cie libre. En todos los cálculos, el orden de los desarrollos 

fué de 12 y el número de puntos de colocación de 50 distribui

dos en forma uniforme en la mitad de ~R, u1R y en una porci6n 

de a1E con longitud igual a tres veces el semiancho de la irre

gularidad (fig 3). Se obtuvieron tracciones residuales que no 

excedieron 4% del máximo esfuerzo en la solución de campo li

bre. En los casos de incidencias oblicuas de ondas P y SV y 

de ondas de Rayleigh, se utilizaron 9 términos de m en la des

composición azimutal. 

Con objeto de hacer comparaciones y notar las amplificaciones 

y reducciones de los desplazamientos en la superficie libre 

del terreno y de la irregularidad,con respecto a los despla

zamientos en ausencia de imperfecciones, es conveniente indi

car los desplazamientos de campo libre para las incidencias 

consideradas. Estos son: 
ONDAS P 

lu (ff) 1 
X 

o.oo lu (ff) 1 z 2.00 para y ::: p Oº 

lu (ff) 1 = 
X 

1.1211 luz (ff) J l. 6901 , para Yp= 30° 

fu (ff) 1 
X 

l. 7321 luz (ff) 1 = l. 0000 , para Yp= 60° 

ONDAS SV 

lux (ff) 1 = 2.00 luz (ff) 1 0.00 , para y = s Oº 

lux (ff) 1 = l. 7321 lu (ff) 1 z l. 0000 , para y = s 30° 

lux (ff) 1 = 0.5000 luz (ff) 1 1.1180 , para ys= 60° 

ONDAS DE RAYLEIGH 

lux (ff) 1 = 1.00 luz (ff) 1 = l. 4679 
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Por otra parte, debe notarse que en este trabajo no se reali

za un análisis de las fuentes de error debidas al proceso nu

mérico; por ejemplo, los errores de redondeo en el cálculo de 

las funciones de Bessel, de Hankel y de Legendre. 

5.1 Resultados para una cavidad semiesférica 

En las figs 4-8 se muestran los resultados obtenidos para es

te difractor. Se obtuvieron para un valor v= 0.25 de coefi

ciente de Poisson. Cab0 señalar que, debido a la tridimensi~ 

nalidad de las soluciones, los resultados que se presentan de 

aquí en adelante corresponden únicamente a los planos y = O 

(con abcisas x/a) y x =O (con abcisas y/a). Lo anterior per

mito una mayor resolución al observar los distintos patrones 

de desplazamientos, aúri cuando se pierda la variación de los 

mismos con respecto a la coordenada azimutal ~. 

La fig 4 presenta el caso de incidencia normal de ondas P. De

bido a que los desplazamientos son independientes del azimut 

0 1 esta es la única gr5fica que representa el patrón tridimen

sional completo, consecuencia de la igualdad de las curvas en 

cualquier dirección. En la fig 5, la incidencia de las ondas 

P se analizó con un ángulo d~ 60! N6tense las importantes am

plificaciones que aparecen en el lado de la incidencia y sobre 

la irregularidad, así como el surgimiento de desplazamientos 

horizontales producto de la conversión de modos. 

Las figs G y 7 muestran los casos de incidencia de ondas SV 

con un ángulo de 0° y 30°, respectivamente. Nótcnse, en la 

fig 6, las reducciones de los desplazamientos dentro de la 

irregularidad. En cambio, en la fig 7 se observan importan

tes amplificaciones en el lado de la incidencia. Compárese 

con la fig 5 en el caso de ondas P. 

Finalmente, la fig 8 correspondiente a incidencia de ondas de 
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Rayleigh, muestra reducciones de los desplazamientos en el in

terior de la cavidad y amplificaciones importantes én el borde 

de incidencia. 

5.2 Resultados para depósitos aluviales 

Las figs 9-11 corresponden a lasamplitudes de desplazamientos 

sobre la superficie plana de un depósito aluvial scmiesf6rico 

con propiedades materiales dadas por µR/µE = 0.3, Pn/~E = 0.6 

para módulo de rigidez y densidad de masa, respectivamente. 

Los subíndices R y E denotan al depósito y al semiespacio, re! 

pcctivamcnte. Se suponen coeficientes de Poisson de vR = 0.3 

y vE m 0.25. En la fig 9, incidencia normal de ondas SV, se 

registran amplificaciones hasta de 200% en el centro del depó

sito y el surgimiento de importantes desplazamientos vertica

les aún cuando el campo incidente solo posee una componente ho

rizontal. 

Las figs 10 y 11 corresponden a los casos de incidencia de on

das SV ,, 60º e incidencia de ondas de Rayleigh, respectivamen

te. Es notable la scmeJanza entre las gr~ficas. Sin embargo, 

las amplificaciones en el interior del dcp6sito son mayores p~ 

ra las ondas de Rayleigh. 

Las fig& 12 y 13 corresponden a un dep6sito con profundidad 

h/a "' O, 5 y forma de~ la in ter fase dada por 

donde~= (x 2+y 2J 112;a. En la fig 12 se presentan los despla

zamientos superficiales para incidencia vertical de ondas SV. 

Las propiedades de los materiales en este caso son las mismas 

que las usadas en el depósito scmiesf6rico. Nótese que al ha

cer más suave la variación de la forma de la interfase se re

ducen de manera significativa las amplificaciones y la conver-
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sión de modos. En la fig 13 se muestra qué sucede para inci

dencia de ondas P a 30°. Los resultados no son muy espectacu

lares. 

5.3 Resultados para un promontorio 

En las figs 14 y 15 se presentan resultados para un promontorio 

axisimétrico con altura h/a = O.S y la forma del depósito alu

vial estudiado antes. Se han considerado incidencias de ondas 

SV a Oº y de ondas P a JOc, respectivamente. En los dos casos 

se observan considerables amplificaciones en la cima del pro

montorio y estas llegan a 100%. Estos resultados son sorpren

dentes si se considera la suavidad del perfil de la superficie 

considerado. En estos cálculos se han tomado v = 0.25 y, obvia

mente, idénticas propiedades para la inclusi6n, que simula al 

promontorio, y el semiespacio. 
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6. CONCLUSIONES 

Se ha aplicado un método de frontera para resolver el problema 

de difracción de ondas P, SV y de Rayleigh por irregularidades 

superficiales tridimensionales de forma axisimétrica. El méto 

do consiste en aproximar los campos difractados y refractados 

mediante combinaciones lineales de funciones de una familia 

T-completa (T en honor a Trefftz) de soluciones de la ec de 

Navier. r.a descomposición azimutal utilizada permite resolver 

el problema mediante la superposición de una secuencia de pro

blemas "bidimensionales". 

Los ejemplos presentados, correspondientes a distintas irregu

laridades, confirman la importancia del problema desde el pun

to de vista de la ingeniería sismológica, ya que muestran im

portantes efectos de conversión de modos y amplificaciones de 

los desplazamientos superficiales. 

Dichos efectos son de particular importancia en la evaluación 

del riesgo sísmico, en estudios de niicrorregionalización y en 

planeación y diseño sísmico de estructuras civiles. 
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Sería conveniente que, en estudios futuros, se automatizara el 

cálculo de los parámetros de cada modelo, a fin de que puedan 

obtenerse de manera más eficiente las respuestas para un rango 

de .frecuencia más amplio. 

La metodología presentada podría emplearse para estudiar el 

problema de difracción de ondas elásticas por irregularidades 

no superficiales, tales como inclusiones elásticas. 
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TABLA.- Estimación del número azimutal máximo 

Argumento Suma* Número de términos de la serie Error(%)** 

o.s 0.9384698 1 6.15 

o. 9996779 3 0.03 
0.9999993 5 o.oo 

2.0 0.2238908 1 77.61 

o. 9295588 3 7.04 

0.9975503 0.24 

0.9999551 o.oo 

3.5 -0.3801277 l 138.01 

o. 5371306 3 46.29 

0.9459412 5 5.41 

0.9967991 7 0.32 

0.9998852 9 0.01 

s.o -0.1775968 l 117. 76 

-0.0844665 3 108.45 

0.6979982 s 30.20 

0.9600956 7 3.99 

0.9969061 9 o. 31 

0.9998417 11 0.02 

* 1 = J
0

(lrsenel+2J2 (1rsen0)+2J4 (lrsen6)+2J6 {1rsene)+ •.• 

**Error= f1-suma\xlOO 
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Fig l. Definición de las regiones E y R y sus fronteras 

Fig 2. Sistemas de coordenadas cartesianas y esféricas. 
Vectores unitarios en el sistema esférico 
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K Puntos 

-X 

L Puntos 

z 

Fig J. Puntos de colocaci6n en las fronteras 
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: . ::t ..... -_-.--..... -..... -.... -..... -t U-z ,---,,.---.----.-_ --~~-$_/_!_-___ -:-_-.. 

2.00 +, ·,... ¡ ·- ........... · ....... 
, I ............ 

' 1.00 '·-1 

0.00 ~-------+----------! 
0.00 1.00 

R*SENCTHETA)/A 

2.00 
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dencia vertical de ondas P. Frecuencia normalizada nk = 

l. Coeficiente de PoiS$On v = 0.25 
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incidencia. Frecuencia nonnalizada ~k =l. Coeficiente 
de Poisson ~ = 0.25 
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normalizada nk = l. coeficiente de Poisson v = 0.25 



44 
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Fig 7. Amplitudes de desplazamientos superficiales. Cavidad se
miesférica. Incidencia de ondas SV con 30° de ángulo de 
incidencia. Frecuencia normalizada nk =l. Coeficiente 
de Poisson v = 0.25 
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Fig 8. Amplitudes de desplazamientos superficiales. Cavidad se
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normalizada nk =l. Coeficiente de Poisson v = 0.25 
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nonnal izada '1k = l. Propiedades materiales: i1R/µE = O .3, 
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Fig 10. Amplitudes de dcspla1~mientos superficiales. Depósito se· 
miesf6rico. Incidencia de onda~ SV con 60° de ángulo de 

incidl!ncia. Frecuencia nonnal izad,1 '1k = l. Propiedades 
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m.ee 
~-

1 

1-.i~v----hl_ . ' 

~.00 L 

l u )(1 
~.~ 

luzl 
~.~ 

.,,. ,.. ..... ""' _..,,,.- .... 
-2.~ -1.ea 0.~ 1.63 2.&a 

X/A 

6.6~ 

~-ª~ IUxl 

2.0~ 

El.0~ 
-2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00 

Y/A 

Fig 12. Amplitudes de desplazamientos superficiales. Depósito se
nDidal con h/a = 0.5. Incidencia vertical de ondas SV. Fr~ 

cuenci a normalizada nk " l. Propiedades materiales: 
µR/µE = 0.3, pR/pE = 0.6, vR = 0.3 y vE " 0.25 



50 

DESPLAZAMIENTOS NORJJJULAD'JS _ 
4.00....-~~~~--~~~--~--- -----

3.00 

2.00 

1.60 

T,,...,....:;·····~-
11L - -··-v -, ~ 

-- -¡, _. 
,,'' 1 .. ..,., . IUzl.,,,· :llxl · .... _ . _ - ·--· ~ -._,, ·--. .. .._ ..... ·--·--· .. - "'-.. --· 

~·~.1 

0.00-- --+-----~ ..... ----+-~---.¡ 
-2.00 -1.ea 0.Ba 

X/A 

i.ca 2.00 

4.00 ....--------------------

3.00 

2.00 

1.00 
d .......... _ -------1 

\U 1 
----· y -----· 0.00 -

-2.00 
- - • • • "' • • •·· ::;_"'::..·..:~ ............... ....=.:=-'I 

-1.00 0.00 

Y/A 

1.00 2.00 

Fig 13. Amplitudes de desplazamientos superficiales. Depósito se
noidal con h/a = 0.5. Incide~ci~ de ondas P con 30º de án
gulo de incidencia. Frecuencia norma.l izada nk = l. Pro
piedades materiales: µR/µE • G.3. pR/pE = 0.6, vR = 0.3 y 

VE = 0.25 



51 

DESPLAZAMIENTOS NORHALIZADOS 

5.09 ..--.----------------. 

4.69 

3.69 

2.02 

1.69 r·--·- .... tuzl ..... ·--·--. ·""' ""' . ...... _ _ ._.-,....... '· "' ·---·--· o.ca--------_,_ _____ _ 
-2.ca -1.~ 0.83 t.ea 2.63 

X/A 

5.00-------------------. 

4.00 

3.00 

2.00 

1.00 

0.00 +-----i~----+-----t------t 
-2.00 -1.00 0.00 

Y/A 

1.00 2.00 

Fig 14. Amplitudes de desplazamientos superficiales. Promontorio 
con h/a = 0.5. Incidencia vertical de ondas SV. Frecuencia 
normalizada nk =l. Coeficiente de Poisson v = 0.25 



52 

DESPLAZAIITENTOS NORMALIZADOS 

4.00 ....----------------·---··----

3.00 

2.00 

1.00 

0.ea -t-----+-----+-----· '1-·-·----1 
-2.00 -1.09 0.00 LOO 2.ea 

X/A 

4.00 --------------~·:~~;......;, __ .,_----. 

3.00 

2.00 

.~ ..... ' ~ ' -·-'~:... I / IUxf ' ' ,,..;.-·--· ... 
.... .1 ' , ... 

'·-~· . ,. - -.- . ,,..... ... 
~,,,_,,./"' 1.00 

-- .. ---. ,._ .. __ !Uyl ~ ..... -~ ......... ---.. 
0.09 . -··- .. --· -····--!:.:.".·------i 

-2.00 -1.00 0.00 2.00 

Y/A 

Fig 15. Amplitudes de desplazamientos superfidc'.les. Promontorio 
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APENDICE A.- EXPRESIONES DE ESFUERZOS Y DESPLAZAMIENTOS DE 

LA SOLUCION DE CAMPO LIBRE. ONDAS P, SV Y DE 
RAYLEIGH 

Sin perder generalidad, sup6ngase que las direcciones de pro
pagaci6n de las ondas están alojadas en el plano xz y, ya 

que en el caso de ondas P y SV el movimiento también está 
en dicho plano, las ecuaciones reducidas de onda se satis

fnrán si f = ~ = ~. 
y 

Por lo tanto, consid~rense los potenciales 

~(ff) = 

= (Beikz + 
·.· l 

donde 1 = w/cLln ,;. 

(A.l) 

(A, 2) 

(A. 3) 

(A. 4) 

La velocidad de fase aparente en la superficie está relacio
nada con las velocidades de propagación a y B mediante 

c = -ª-·-ªsenyp senys 
(A.5) 

donde yp y y s = ángulos de incidencia y reflexi6n de las on-· 
das P y s, respectivamente, como se muestra en las figs A.1 

y A. 2. 

Los coeficientes A1 y s 1 son las amplitudes de potenciales 

de ondas planas incidentes P y SV, respectivamente. A2 y 

s 2 representan a las ondas reflejadas. 
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Los desplazamientos de campo libre que satisfacen la ecua

ci6n reducida de Navier están dados por 

u (ff) ;¡~, ( f f) 
+ 

d'Y (ff) 

X ;Jx dZ (A. 6) 

(ff) = 
a¡p (ffl J'l' (ff) 

uz az dX 
(A. 7) 

y las componentes del tensor de esfuerzos de campo libre son 

au (ff) ílu (ff) Clu (ff) 
(] (ff) = ). ( X + Z ) + 2µ _x __ 
xx ax az <Jx (A. B) 

au (ff) auz 
(ff) au (ff) 

(ff) = >. ( X + ) + 2i1 
z (A. 9) ºzz ax az az 

Cl (ff) a (ffl 
o (ff) uz + l1x ) (A.10) xz = µ < ax az 

Al sustituir las ecs A.l y A.2 en las ecs A.6-A.10 se obtie
ne que 

u (ff) 
X = -il<P¡ + iklf2 (A.ll) 

u (ff) 
z = im<P 2 + il'i'1 (A.12) 

o (ff) = ->. (1 2+m2H> 1 + 2µ (-12
<P 1+kl'i' 2 ] (A.13) 

XX 

(ff) 
ºzz = 2 2 [ 2 ] - >.(1 +m )$ 1+2µ -m <P 1-kl'i'

2 
(A.14) 

(ff) 
0 xz = µéml<P2 + ( 12 - k2) '111 J (A.15) 

donde <P1, <fl2, '111 y 'i' 2 están dados, omitiendo el factor eiwt, 

por 

(A.16) 
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$2 = (A 
0

imz _ 
1 

A e-imz} 
2 

e-ilx (A.17) 

'1'1 = (B 0 ikz 
1 

+ 6 e-ikz) 
2 

e-ilx (A.18) 

'1'2 = (D eikz 
1 8 

-ikz1 -ilx - 2e , e (A.19) 

Para incidencia de ondas P, se tiene que e1 =O y B <a< le!. 
Las condiciones de frontera libre en z = O es decir ~(ff)= 

(ff) , zz 
ºxz = O, conducen a 

(A. 20) 
4f f - (f

2 - 1) 2 
a B B 

(A. 21) 

que son las amplitudes de los potenciales de las ondas P y SV 

reflejadas, en t~rminos de la amplitud de la onda incidente. 

En la incidencia do ondas SV, A1 = O, se tienen dos casos; 

cuando B < a < !el y cuando B' icl < a. Este dltimo produce 
ondas P reflejadas que son inhomog~neas, es decir f será una 

a 
cantidad imaginaria. Si se acepta que Im(f l < O se tendrá, 

a 
para las amplitudes de las ondas reflejadas, que en los dos 

casos 

= -

2 4f 6 (fB - 1) 

4f f +(f 2 -11 2 
a B B 

4f f - (f
2 - 1) 2 

a B B 

(A. 22) 

(A.23) 
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Además, existe otra condición dada por lcl<B<a que no corres

ponde a ondas incidentes P o SV finitas, ya que en nste caso 

fa y f 8 son imaginarias. Entonces, si se acepta que Irn(fa)<O 

e Im(f 6)<0, hay que tornar A1 = s1 = O. El sistema de ccuacio

neLl resultante de imponer condiciones de frontera es homog~

neo. Así, se obtiene que 

A2 2f B 
(A.24) 

B2 (f2 - 1) 
B 

A2 (f2 - l) B (A. 25) -= 
2f (l B2 

las cuales deben ser ig~ales, de donde la condici6n que debe 
cumplirse es 

(A.26) 

que es la ecuación de Rayleigh. Debe notarse que esta ecua

ci6n es cúbica en c 2; la raíz real c = cR es la velocidad de 

propagaci6n de las ondas de Rayleigh. Las ondas de Rayleigh 

son ondas superficiales que se atenúan con la profundidad, 

están compuestas de ondas P y SV que viajan acopladas con 

una velocidad cR<S. Las partículas en la superficie descri

ben trayectorias elípticas retr6gadas. En la fig A.3 se es

quematiza el movimiento característico de las ondas de Ray

leigh. 

En un caso dado, basta conocer la velocidad de fase, median

te la ec A.5 o la A.26, y calcular fa y fa de las ecs A.3 y 

A.4, con la precaución de tomarlos, cuando sean imaginarios, 

negativos. Las amplitudes se calculan con las ecs A.20 y 

A.21 o A.22 y A.23 o A.24 y A.25, dependiendo del caso. 
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Finalmente, las ecs A.11 a A.15 proporcionan los desplazamien
tos y esfuerzos de )a só1u'c;Í.6n de campo Úbre. 
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Fig A-1. Incidencia de ondas P 

z 

Fig A-2. Incidencia de ondas SV 

Dirección de propagación 

Velocidad lnst.\ ca-

------
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---------------- --------- - --------

------------------------- -------

Fig A-3. Ondas de Rayleig h 
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APENDICE B.- EXPRESIONES DE ESFUERZOS Y DESPLAZAMIENTOS EN 
COORDENADAS ESFERICAS 

Los vectores definidos por las ecs 3.14 a 3.16 forman un con

junto de armónicos superficiales vectoriales ortogonales (Ta

keuchi y Saito, 1972), por lo que un vector arbitrario defin! 

do sobre una esfera ur.itaria puede expanderse en términos de 

ellos. Por ejemplo, considérese una solución, para el caso 

de oscilaciones de ondas s, de la forma 

donde u = vector de desplazamientos y las funciones radiales 

se definen por las ecs 3.18 a 3.22. 

En forma general, las componentes de desplazamientos en ~oor

denadas esféricas podr5.n expresarse, en tl!rminos de las solu

ciones de oscilaciones toroidales de ondas SH(supcrindice !) 
y esferoidales de ondas P y SV (superindices ~ y ~), mediante 

ur =[yi(r) + yi<rU ~(8,cj>) (B.2) 

íl~(S,cj>) T l íl~(S,cj>) 
ua = [y;(r) + y~(r)J ílO +Y1 sene ílcp (B. 3> 

= [yP(r) + ys(r) J-l __ a~(S,cp) T íl~(S,cp) 
ucp 1!3 3 sena a9 - Y1 (r) as (B. 4> 

donde de acuerdo con la ec 3.17, i°(S,cj>) es una función esfé-
n 

rica superficial (armónico zonal) que representa, si la expre-

samos en expansiones asintóticas de funciones asociadas de Le

gendre de primera y segunda especie, una superposición de una 

onda progresiva hacia el polo y una onda progresiva hacia fue 

ra del polo (Brune et al, 1961). 
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Los esfuerzos asociados a las componentes de desplazamientos 
anteriores, siguiendo con la misma notación de superindices, 
est&n dadas por 

T 
0 rr o 

3yllln 
oT = - YT2 r~ Te 

para oscilaciones toroidales, y 

~2.¡n ai1' 
p 1 º n cose n 

= YG (sene aoa.p - sen2e ~) 

(B. 5) 

(B. 6) 

(B. 7) 

(B. 8) 

(B. 9) 

(B.10) 

(B.11) 

(B.12) 

(B.13) 

(B .14) 
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(B.15) . 

(B.16) 

(B.17) 

(B.18) 

(B.19) 

(B. 20) 

(B.21) 

para oscilaciones esferoidales. Las funciones radiales están 
definidas por 

y~(r) = 3! [i kr (n-1) f:n (kr) 
r 

l 2 2r:. J - ! k r n+l (kr) (B. 22) 

yi(r) = ;t [ krf:n (kr) J (B.23) 

Y~ (r) = ~ [<n<n-1) - ~ k 2r 2 )~0 (qr)+2qren+l(qr>J<s.24) r 

Y: (r) = 
2i [<n-l)~n(qr) - qr~+l(qr>J 
r 

(B.25) 

Y; (r) = ~ [cq2r2-~k2r2-n2>f:n(qr)-qrfíi+1(qr)J (B.26) 
r 

y: (r) = - 2~ ~(qr) 
r 

(B. 27) 

y~(r) = 
2 ~ [-n(n+l) [<n-1) 'é:n(kr)-kr(::n+l(kr>JJ (B. 28) 
r 

y~ (r) = 
2 ~ [-(n2 -1-ík2r 2 )~(kr)-kr~+l(krl] 
r 

(B. 29) 
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y~(r) = 
2 ~ [n(n+l) [n~(kr) - kr(;,+l<krl]] (E.30) 
r 

y~(r)= -~~ [-(n+l)f:
0

(kr) + krfii+l(kr)J (B.31) 
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APENDICE c.- FACTORES DE LA or.sr.OMPOSICION AZIMUTAL 

Bajo transtormaci6n do coordenadas, considerando que para geo

metr!as axisimfitricas el esfuerzo ~ •• no intcrviano en las con 
die.iones de íronten., L1!J cor.ip<>n••ntco do csfuorzos y desplaza

mientos de la soluc16n de c.'l!llpo libro on coordenadils csf6ricas, 
pueden exprccmrn~ e:n 1.1 fQr-r.ia 

a "' 

u "' 

2 
l. ajcouH 

J"'º 
(C .1) 

(C. 2) 

(C.I) 

ce. 4 ¡ 

?ara u~I dond~ 40, 41 y 4: •<m eon1t1nto~ q~o doponden d~ laB 
\.Ol'Aporu:mt1;rn d•J ~r;tUlill :v;i y d~!$piu~1~nto1 on coordcnAd;'ls c.lr
ta!i1An4t1 (t.'ll t.'<'i'~ü ;,te ~lo1ftr.M1 _,fl ~1 ;'lp4ndic~ A), y do ll'\ coor

d~n3dil 41'HJUliH' '" f'ti; <'l<"#!!ph;i, µilfA ¡;'\}tí l.\l.i COtll'lt4ntt'!l r,:on 

• 
~~f~ ~ ~ (C. 5) 

(C. 6) 

(C. 7) 

y on ol caso do u0, 
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(C.8) 

(C.9) 

Nótese que en estas ecuaciones, las componentes rectangulares 
no incluyen el factor c-ilx que ya se ha considerado explici
tamcnto en las ces c.1-C.4. 

Por otra parto, conuidcrando que c.3 y c.4 representan casos 
part1cularua do C.l y c.2, respectivamente, bastará operar 
con C.1 y C.2. Ao!, sustituyendo la oc 3.10 en C.l y C.2, 
se obtiene que las partos pares u impares de cualquier compo
nente del c~~po libre cr.tarán dadas por 

cosm4> (C.10) 

... 2 ... 2 
't r i: 9

111
(j)[scnrcm+j)4>1-senrcm-j)Ql]=m .. r

1 
r {9(jl_9 Cjl}x 

m•O j•l L :.J L.: ::J j=l m+j m-j 

senm.j>, (C.11) 

rospcctivamentc,donde f~j) .. g~j) = ~- cm(-i)mJm(lrscnO) aj, 
j .. O, 1, 2. 

En las CCB c.10 y C.11 se han factorizado las funciones trigono
m6tricas y son d.ircctamcnte utilizables. No obstante, utilizan
do relaciones de rccurrcncia de las funciones de Bcssel, los fac
tores azimutales del campo libre pueden expresarse mediante for
mas m~s simples para fines de cómputo, es decir 

(C.12) 
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2 -o--~-

r {g(j> ~ g(j~}=a1Ail+a AI2 
m+J· m-J 2 j=l 

(C.13) 

donde los f¿;ci::ires azi¡nutáles pares están definiOCllS- lJOr 

APO (C.14) 

APl = €;1c.~J):~:g·c .. J~>l~:<·>.+~rn+~'·>J. ·.- (C.1.5) 

AP2 = ·cm c-1iin+rtr~;~~~-~~) · -J>Jrn á>.l'~~V Jtn*l c.J+ 

" i ;mj2f, D] (C.16) 

. ' 
para m = o,· F~ 2,::~. ylcís factores azinú1ta.les L'.lllJPar:e:s por 

Ail ·~ ~- j~fJ2i~~+;t(~) Jm ( •) J . ce .111 

AI2 =;..; 2 ,_,.1¡1M·2 [el~ 2rncm~1>)J (.)+(111-t¡J .C.)+ 
•- -- _ __ __ 2 ( • ) 2 - m . _ ( • , 111-tt 

(C, 18) 

para m = 1, 2, ••• y, en ambos casos, (.) = (lt15el'll6 l-

Los factore.1 anteriores se utilizan al resolver loG :sist-ernar. 

de ecuacion~.;, surgidos de las condiciones de f!ontc:ra, parll 

cada nfunerc azimutal rn, por lo que los términos coi:m ~ y 

senmqi, tal corno aparecen en C.10 y C.11, se elLmintt.r~IJ pcrrn::.

tiendo que el problema quede en términos de lat; •coord-enadas 

r y a (ec 3. 24) • 
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