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RESUMEN 

la .. tetrabajo.ae obtu•o el llOdelo .. t-'tico que pe'l'9ite d•.! · 

cribir ttl .loYiaiento de .l.Oe fluido• en loa yaciaiento• de cowpodd&I. 

. variable en laa cercanfa• de uno de aua P.,aoe, el .odelo fue realia!. 

do coa el .. fin de crear un·•i.w.ador mmfrico que repreeente el flujo 

de fluido• en e1to• yaciaientoa, .... ceptible de eer utiliaado en el 

an&liaia • interpretaci6n de prueba• de·preei6n. 

Para l• ob~enci.Sa de ••t• aidelo .. t ... tico •• ... 1 .. ron loe 

principios f {aicoe que 1o'biernan el flujo de f luidoa en .. dios por~ 

aoa n • e:lst ... coorde.Mdo (r, s, l") "pbr c&neiñrarae el eiet­

.aa COft'INlliente en la deecripcilla •• ••t• probl .... 



IWnODUCCIOll 

Con el ad9eniaiento de perforacionea profundaa en el sureate de 

·Mlxico0 han·aido deacubiertoa nuevoa yacillientoa de aa• y aceite a 

alt .. preaioaea con propiedadea en au cOllf>oaición, diferente• de 
'. ·., 

aquello• yac:bdento• anterior9tllte encontr.ldoa, lo cual ha dado l.!. 

aar al eleaauollo de nuevu t•cnicaa de ai91llacU5n de yaciaientos. 

que contemplen. o aiaulen au comportaaiento al aer S011etido1 a dife-

rentu proar•aa de asplot:aci6n. 

11 fluido de aatoa yaciaientoa eatl COllPU••to por una .. acla ele 

bidrocarburoa. en la• cual•• ae tiene la preaencia de aceite volátil 

· y 1aa ·tonda1lAdo • eat'ii t:i)o de· flúidoa ae lea ha dado el namltn de 

flui~ da "coapoeici&t variable" y loe yaciaiantoa donde H eru:~ 

tru racibn al nOllllra da "yac:laiantoa ele compoaici6n varl .. 1•". La 

fipra 1, .. atra un diaar_. •• fuaa ele preeión-ttl!lll'•ratura de una 

.. acla ele hidrocarburoa. 

In eatoa yaciaiantoa de compoaici6n variable exiata coneidarabl• 

tran1ferancia de .. aa entre laa faaea. !ata tranaferenct. de ... a 

complica el eetudio de loa ya da por ai aiat ... a de hidrocarburoa CO!! 

plejoa, por lo que deba 'hacarae un balance ..... a para cada COllflOI'•!!. 

te o fracci6n fluyente ea vea de cada fa••· Z. cOllÚn que an loa yaci-

aiantoa axiatan vario1 ca.ponente• da hidrocarburos. eatoa c011Ponan• 

tea varfan en concentraci6n en las diferantaa faaes, y cada fa1a fluye 

con gaato difarant1. 
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Dada la frecuencíá con que •• pre•entan eatoa yacíaientoa pe-

trollferoa en nuestro Pals, ae conaidera conveniente desarrollar 

un 110delo .. tealtico que deacriba este proceao, la diaponibilidad 

de un modelo d• eeta naturaleaa, pueda facilitar la predicciiSa dal 

co.port-iento ele esto• yacíai•toa bajo divenaoa regmnaa de .,tE. 
' . 

dUccitSn. Eri •ata .fora. el 90de1o viene a .ser un .. inatru.ento 11.ie 

~. aer ..Piado para prCJlr.-.rel deHrrollo de yaciaientoa. 

Loa objetiYOll principal•• del presente eatudio son loa de obt!, 

nar la• ecuacionee diferencial•• parciale1 que daacriben el flujo 

radial de do•, .... (liquido-vapor), en doa dimandonea (r, a), con 

tr ... ferencia de ... a entre la• fa .. • y a travla de la aolucilSn de 

1ae ac•cionea diferncia~u parcial•• no-lineal•• que •• obten1an 

... arrollar .a •imulador n..adce que repree1111te el flujo de fluidoa 

• ,.ciaimt09 de eomt1HicUJn ftdaltle, ••ceptiltl• de .... utiUaado 

•el ..iuda • illterpr•taci&a .. pruebu •• pnai&a. 



·3 

REVISION BIBLIOGIAFICA 

El •canua> de flujo de do• fa••• de siatf!llla8 de hidrocarburos· 

en lledioa poro.oa, con tran•ferencia de uaa entre las fases fluyendo, 

ea altamente CCJ91Plejo. Desde los inicio• de la explotaciSn pet~olera 

ae.ba percibido que loa proce•o• de producci6n. ele composici&lv•ria­

bla implicaban flujo con tranaferencia de hidrocarburos entre .las fa-

•e•. 

!l priaer intento para foraular el prObl... de producci5n de un 

yaciai.ento de eataa caracter{aticaa, fue el e11pleo del -'todo de bala:! 

ce de aateria, en el ae con•idera el yacilliento cOllO un todo y au cott­

port .. iento. para un tit!llpO dado .. lleva a cabo utiliaando valorea 

promedio de preaiSn, Htul'8ci6n y COllPoeición. Bato es lo que M cono­

ce con el nOllbre de 80delo en diaitnai6n cero. 

!l aipiente pa110 fue Mrcaclo por la coneidaraci6n de preaion .. 

y aaturacionea variables en el yacillianto ya no •• con•ider6 como un 

todo o un recipiente con una preai6n y aaturaci6n pr011edio, aino que 

tanto la prasi6n ca.o la asturaci6n se consideran c090 funciOIMI• da 

ti9111Po y poeici6n en el yacilliento. 

!n 1954, W.et, Carvin y Sti.ldon1 cOllbinando la Ley de Darcy y 

la ecuaci6n de continuidad, incluyeron c011preaibilidad. capilaridad 

y 1ravedad. Su llOdelo aate9'tico consisti6 en dos ecuacionaa difaran-

cialee parclalea no lineales de aogundo ord9tl. 

Loa coeficientes en laa ecuacionea únicamente fueron funcione• 



4 

de Pt'HiiSn y .. turación aunque laa ecuaciones obtenidas inclulan capil.! 

ri.._.. y 1ravedad, eatoa tlnlinoa resultaron despreciables de reaolver 

cuando laa ecuacionea fueron resuelta• por ticnicaa nttmaricaa. El au­

tor aubatituy8 laa derivada• por aproaiaacionea en diferencia• finitas. 

As!~ las ecuacionea diferencial•• parcialea fueron reducida• a un ~on­

j uato de ecuacionea algebr,icaa Qo,--linealea y reaueltas por el illtodo 

de Rewton. Se prob8 el -'todo de . eoluci&i con aiateua radial•• y lin•.! 

lea. 

Stono y Garder reaolvieron en 1961 lea ecuacionea diferenciales 

parcial•• qua deacriben el deaplas .. iento de aceite por 1aa en una di­

..... i6n. La preai6n capilar y la aravedad ae conaideraron deapreciablea, 

y lea propiadadea de loa fluidoe •• aupuaieron que eran fl.Glci& de la 

praai6n Gaic...anta. Loa autorea combinaron laa dot1 ecuacionea diferen­

cial.ea parcial•• para el:lainar derivadaa en el ti9111Po de la aaturaciiSa. 

Ml la aoluci&a da lae doa ecuacionaa •• dividiiS en d09 atapus 

PlillllA1 Soluci6n de la lcuaci6n de la Preai6n 

S~1 Soluci6a de la lcuaci& de la Saturaci6n 

Loa coaficientea, COllO funciiSa de la aaturación, fueron evalua­

dOll en el eatra.o auperior de todo el intervalo eapacial. 

Para repre .. ntar con .. yor fidelidad el probl... f taico •n el 

..,delo .. t..&tico, ae incluy5 la tranaferencia de .. ea entra laa fa­

••• fluyente•. 

Loa pri .. roa intento• para incluir la tranaf erencia da .... en­

t ~ la• fa1ea, ae biso en modeloa de di .. naiiSn cero. 



5 

El procediaiento c01l8i•ti& esencialllenta en calcular el balance 

de .. teria usando coeficiente• de equilibrio (valores K). 

Collina(2), en 1961 con•ider6 el probl ... de flujo con callbio 

114' f~e, fo'lllUlÓ el proceao de empuje de gaa en soluci6n en la forma 

de trea ecuaciones b'sicaa: Una ecuac1ón diferencial parcial coabina.!! 

do flujo y balance de -teri.8. una ecwición de concentraci&i y una 

•cuaci&t de aaturaci6n. No di.Scutió C0110 •~ podría resolver eate sia­

t- de ecuaciones. 

Taylor(3), en 1966, reaolvi6 la• ecuaciones de Collina2 para 

yaciaientoa de aceite YOlitil, consideró loa fluido• del yaciaiento 

CGllO un siat ... ternario de hidrocarburos. 11 llOdelo empleado despre­

cia loa efecto• de 1ravedad 1 aupone equilibrio entre las faaes. 11 

trabajo •• liait6 al eatuclio de un aiat ... lineal. 11 autor r .. olvi& 

por _.io de diferencia• finita• el aietma 4• ecuacionea diferencia­

l•• parcial•• ~ue obtu110, ua3 un .. todo n\lllfrico expllcito para la• 

acuacionea de tipo biperb&lico y un -'todo :t.pllcito pera la ecuaci&n 

tipo parab&lica, tratando 1 .. acuacionaa como 1i fuesen independiente•. 

Se fij6 una reatricci6ft en el paso da tiempo a fin de a•e1Urar 

la eatabilidad en el eaquema eSl'llcito. Ali(, Taylor reaolvi6 prt.ero 

la ecuacilk\ para 1• preaiSa t..pllcit11191ftt• y entone•• reaolvi6 ellJlll­

cit .... t• para la• saturaciooea y CCJllPOaicionea. Sa recalcularon loa 

coeficiant•• y •• discutieron loa afecto• de •atoa procediaientoa. 

La variaci6n espacial de la coiepo1ici6n da loa fluido• en yaci­

eientos de aceite volltil durante la explotaci6n fue ••tudi•da por 

He Farlane(4). en 1966, JU conetder6 condicione• do flujo no eatacion!. 
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ria• para doa fases fluyendo en yaciaientoa sometidos a inyecci6n de gaa. 

El autor aupuao un .. dio poroso lineal y despreció efectos de gravedad 

y preai.6n capilar. 

La ecuación usada para la presión fue una ecuación diferencial 

' parablSlica · nl>'."lineal de segundo orden. El autor substituyó la ecuaci.Sn 

diferacial por una ecuaci6n de dife:renciaa finit .. , uaando un etaq~ 

de Cr.nk-Kicolson. 

Laa ecuaciones para la aaturaci6n ae reeolvia.on expl{cit ... nte, 

y loe coeficiente• •• evaluaron con datoa del paso del tb .. o llllt:erior; 

el modelo ae probl5 con elatos de cmpo y datos de laboratorio. 

trice y Donohue(?) en 1967, in,,.atig~ron el proceao de deaplaaa­

aiento iaotfraico con tra1U1ferencia de ... a en la interfase. Loe auto­

rH •aron la• ecuacionea da Colliaa, condderando tan aiat_. ternario 

de bl•rocarburoa. 

la reaolvieron la• ecuacion•• difarencialea parciales nUlllric ... !!. 

te, Ull&lldo aproxillacionea illpllcita• da diferenciaa finitas. Lo• auto­

r•• eetudiaron la condenaaci6n dal aa• y el 11111>uje del aaa disuelto. 

Laa conatantea de equilibrio (valor•• k), ae consideraron ca.o fUl'lci6n 

de la c.-.oaici6n poi' .-dio dal uao de un• preai&i da cDftveraencia va­

riable. Loa eutoraa reportaron auaencia del c&llbio da aenaivilidad del 

.. cani8'IO 1iaulado, y coacluyeron que todos loa efactoa hablan eido 

elialnadoa por la aupoaici!Sn da equilibrio condnuo ent.re laa f&11H. 

Culh .. <6> en 1968, raalli6 una aiaulación experimental y n~r.! 

ca del flujo da do• fases con transferencia de aaaa entre laa faaea. 
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··Considero flujo en una y dos dimensiones. Loa efectos capilares y de 

difuaitin se consideraron despreciables y se supuso la existencia de 

equilibrio termodiniaico para todo tiempo. El sistema resuelto consi.!. 

te en dos ecuaciones diferenciales parciales cuaailineales de segundo 

orden. 

El sist ... de hidrocarburos se dividi6 en dos componentes, se co~ 

.. ·aideró que laa constantes de equilibrio no dependen de la presión. 

Para el modelo Wlidillensional el autor empleó un esque11a de di­

ferencias finit•s el que consistió en una .odificaci6n del eaq11e11a de 

Crank-Hicol9'Jll. 

Los coeficientes de las ecuaciones se deterai.naron por .. dio de 

'valorea promedio de eapacio y tiempo. La permaabilidadea relativas fil!. 

ron evaluadas en el eatrtl90 superior del intervalo espacial. 

l!n el caao del modelo bidi11Bnsiona1. el autor considera que la 

peraeabilidad abaoluta ea funci6n de la localiaación en el yacimiento. 

11 111Ddelo fue desarrollado para un poao en el centro del yaciaiento. 

ConsideriS ad el autor que bajo condiciones de equilibrio, loa 

efectos dal gaato no deben aer eaperadoa. 

ltoabuck, U.nderaon. Doual•• y Ford< 7> en 1968 reportaron loa r!. 

aultadoa de un estudio de aiaulación ca.posicional da yaci.Slientoa. El 

90delo fue deaarrollado por un aiate11a lineal. 

Laa preaionea fueron obtenidas iaplicitallente, y laa aaturacio• 

nea expl{citamento. El aodelo fue probado usando dato• ~xperi•entalea 

para un •i•t.,.. binario. 
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Sayder(B) en 1969, deearroll~ un llOdelo bidimeneional para doe fa 

eea parcialmente aiaciblea. Las preaiones y la• aaturacionea fueron ob­

tenida• impl!citaaente usando un procediaiento de iteración Newtoniana. 

Se supuso la existencia de dos componentes en el yacimiento aceite y gaa. 

La solubilidad del gas en el líquido se consideró s61811ente como función 

de la presión. Los resultado• del aodelo fueron CQllParados con reaultadoa 

_experiaentales para un sistema lineal. 



METODOS PARA LA PREDICCION DE YACIMIENTOS DE COMPOSICION VAJ.IABLE 

La siaulación de yacilllientos tiene C"-0 objetivo el de predecir 

el ~01tportaaiento de un yaciaiento de.hidrocarburo• bajo diversas condi 

cione• de producci~ ••. 

Anteriol:lll'!nte l• siaulación trataba a loe yaciaientos en foraa 

1lobal, con propiedad•• ho.o1énea• y valorea pra..dio de presión y aat_!! 

raci6n de todo el yaciaiento. Cualquier ca.bio en el yaciaiento ae aup.2_ 

ne que •• in•tantineo y uniforme, y au coaportaaiento ea determinado 

por la aplicación de la• leyea fíaica• y principio• teraodin'2aicoa que 

aobiernan el flujo en .. dio. poroaoa. 

Actualaente la ai:aulaci6n de yaciaientoa c011aidera el yaciaiento 

COllO ua conjunto de bloques individualee, cada uno de loa cuales puede 

tener propiedad•• diferentea. Sin .. barao e1toa bloqu .. no •on indepen­

diente• a cauaa de la continuidad de flujo entre elloa. El coaport~•.!!. 

to de ••te aiate.a c(ftlflejo ea detel'llinado por el c(ftlfortaaiento aiaul­

tineo de au• partea. 

El planteaaiento aateaitico •• obtenido a partir de loa aiauien• 

tea principio• ftaicoa1 

a) Principio de conservación de ..... 

b) Ley de Darcy. 
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c) Ecuación de estado, 

METODOS PARA LA PREDICCION DEL CCllPORTAMIENTO DE YACIMIENTOS. 

Loa aitodos que si11Ulan el comportamiento de yacimiento• pueden 

se~ clasificado& como: 

1.- llltodo de curva• de declinación. 

2.- Jllltodos volumltricoa. 

J.- Mat:od• de balance de .. teria. 

a) Balance 1lobal. 

b) Balance fraccioaal (llltodoa c091posicionalea). 

Loa .. todoa ... conocido• de predicción del coaportaaiento de ya­

ciaiantoa aon loa de balance de .. teria. cuya utilidad prevalece peee a 

la exiatencia da nueva• t•cnicaa de c•lculo. ya qua eatoa proporcionan 

infor-ciSn del yaciaianto en for. 1eneral 0 y da gran utilidad en aru­

chaa circunatanci ... 

11 u.o da la ecuación d• balance de aateria para realizar eatu­

dioa de predicciSn fue• cuando laa c011putadoraa no tenfan el au1e y P•!. 

faccion .. lento actual. 

Tarnar. Tracy, Muakat y Pireon presentaron variante• del .. todo 

da balance de aaterla cuya• diferencia• ••trihan Gnic ... nta en cuanto 

al arraalo algebr,ico de la ecuación o a la fof'Bll de au presentación. 

con el fin de evitar hasta lo poaibla lo tedioso y repetitivo de loa 
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cllculos. Estos 9'todos fijan la *Presión para obtener cOlllO respuesta 

en el' futuro, la produccilSn de fluidos del yacimiento. 

La aplicación del balance f raccional ó c011posicional es lila labo-

rioáa que la del global, y está encaminada específicamente para aque­

llo• aistemas donde se tiene traneferencia de-••· Este balance,ha si• 

do 119ado tallbien en la explotaci6n por empuje de gas disuelto con bue-

Con el uso de la COlllputadora digital se ha incrementado en la in-

duatria petrolera el uso del balance fracciona! para los yaciaientoa en 

que la composición de loa fluido• varla en fonaa importante durante su 

explotación. A eatoa yaciaientoa ae lea ha llaaado yacimientos de COllp.2_ 

aicilia variable. 

Lo• 9'todoa voliafitricoa auponen que el fluido del yaciaiento es­

ta fonaado por doe paeudoc011pOnent•• (eceite y 1a•)• y que la relación 

vol~trica y propiedades fíeic.. da aceite y aaa aon funcionaa única­

.. nt• de la preai5n de faae. 

El proc .. o de explotación por 119puje de a•• diauelto en yaciaien-

toa da aceite puede aer estudiado por eatoa aiauladores obteuifndoae P.!. 

qu.ñoa errorea. Por el coatrario. la eiaulaci6n aerl totalaente errónea 

cuando la transferencia de ... a eatre laa fa••• ••a deterainaate. 

*Debe considerarae l• presi6n cota<> el par&l!Mttro in.la delicado a llllllnejar en 
lo• cálculos do prodiccl6n. 
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MODELO MATEMATICO 

El fen6meoo de flujo de fluidos de c011posici5n variable de dos f.!_ 

aes en doe diMnaiones puede deeéribirae por' una ecuación diferenciá. no' 

lineal, la cual. se obtendd en este trabajo. 

Conaiderando un 11edio poroso en el cual eatin presentes "R" c'*P.2. 

nentea, y dos faHa (Uquido-au), lu fraccione• Mol de laa COlllPonen-

t .. ••tari dado por: 

e Cy 
li • il -

el c,L +cu+ 

e civ 
'1 • ...!!. • 

cv c1v + CJv + 

ci ·-· ci 
zi e e, + c2 + 

*Ver nomenclatura al final. 

Donda1 

c1.• cil 8t + civ 5v 

y 

••• + cnt 

••• + cnv 

+e n 

Uaando denaidadea y pe1oa .olecularaa 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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(7) 

Se tiene que la suma de las fracciones mole de las componentes de-

be de ser igual a la unidad: 

(8) 

(9) 

(10) 

Las constantes de equilibrio (K) entre las f aae1 l{quida y vapor 

•• definen en la for111a siguiente: 

(11) 

Elltableciendo un balance molar se obtiene: 

nv(K1-t) 
----+ n 

(12) 

.ff.-.. 

(13) 

n 

Uaando lan ecuacionea (12) y (13) laa ecuacionea (8) y (9) aerlant 
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N z. 
l l. 

- 1.0 n (K.-1) 
i•l V 1 + 

(14) 

n 

N Ki zi 
l nv(Ki-1) 

• LO 
i•l + l n 

(15) 

VELOCIDAD MASICA PROMEDIO DE VARIAS COMPONENTES~ EN MEZCLAS DIFUSIVAS; QUE 

CONTIDEN VARIAS COMPONENTES QUIMICAS QUE SE MUEVEN A DIFERENTES VELOCIDA_ 

DES. 

Para una mezcla en una sola fase (vapor, líquido o sólido), en la 

que la velocidad de la componente "i" con respecto a un eje fijo está dada 

por Vi. su velocidad .i1ica promedio local se puede definir en la fot"IMI ai-

guienta 

N r Pi vi 
V• 

i•l 
n 

(16) 

r pi 
i•l 

Donde! 

pi • densidad de la i-eaiaa coaponente 

11 flujo molar de la componente "i" relativa a un eje fijo eati dada 

por: 

(17) 

Laa ecuaciones (16) y (17) ae aplican a mezcla• en una sola faae. J\>r 

lo tanto, estas pueden 1er usadas para cualquiera df' la• faae11 1 {quidn o 

1a11. 
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A- continuación, se hace un balance 110lar para la componente "i" en un 

voluaen elemental fijo a través del cual esti fluyendo un fluido en dos fases 

(Fig. f). 

En este trabajo se considera flujo única111ente en las direcciones r y 

Z entonces estableciendo un balance de masa en este elemento se obtiene que: 

Masa que entra en el volumen de control en At • masa que 

entra en r, At + masa que entra en Z, At + masa inyectada 

v.c.At 

MOLES QUE ENTRAN E1C LA UNIDAD 1 1 
DE VOLUMEN A TRAVES DE "r" • rASt.z (N, ,) + (Niv) r r 
POR UNIDAD DE TIEMPO. 44- r 

!ELES QUE SALEN EN LA UNIDAD 
DE VOLUMD A TRAVES DE "r+t.r" - t.e(r+Ar)AZ 1 (Nu) ... (Ni ) 1 
POll UNIDAD DE TIEMPO. r v r r+t.r 

FLUJO NETO DE MOLES EN LA MOLES QUE ENTRAN A TRAVES MOi.ES QUE SALEN A 
DIRECCION DE "r" POll UNIDAD • DE LA CARA DE "r" POR - TRAVES DE LA CARA 
DE TID!l'O. UNIDAD DE TIEMPO DE "r+Ar" POR UNIDAD 

DE TID!l'O 

Por lo tanto 

FLUJO NETO DE MOLES EN LA 
DIRECCION DI "r" POll UNIDAD. AElóZ{rl (Nu>r + (Niv>rl - (r+lir) 1 (Nil)r + (Niv>rl ; 1 
DE 7.IEKPO r r+Ar 

En la ai111aa foMIMI rara la dirección "Z" 



T8111bien 

VOLUMEN POROSO DEL 
VOLUMEN ELEMENT!.J. • cfirt.rL'.9t.Z 
(FIG. 11

) 

EL NUMERO TOTAL DE MOLES DE LA i-ESIMA COMPONENTE POR 
UNIDAD DE VOLUMEN - ci .. cu sl + civ sv 

Por lo tanto 
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El nÚllero total de JDOles del í-esimo c0111ponente en el ele11ento de vo-

lumen de la Fig. (/) ea igual a: 

• Volumen X Moles/unidad de volU11en 

LA VELOCIDAD D! ACUMULACION b.z· 
DEL i-ESIMO CCl'IPONENTE EN • cfirt.rt.~ (Cil Sl + Civ Sv) (18) 
EL ELDfEMTO DE VOLUMEN (FIG. Í) 

Si hay fuente• o euaideros localizado• en el elemento de volu•n, un 

t•naino •• añadido a la ecuación (18) CClllO sigue: 

El gasto voluiMltrico 110lar repreaenta una fuente o un s1111idero • ± Q1 

El gasto aolar se obtiene multiplicando el gaato volU1111,trico o •olar 

real (lll'les/ti.-po) por el volUS1en ele111entMl. 

Todoa los tlt'lllinoa en la acuaci6n (18) tienen unidade• de nK>lee/ti..po¡ 

entonce• P.l g1111to 1110lar por una fuente o sumidero H convort ido a las unida• 

das convenientea. 

GASTO HOl.AR rARA UNA 
FtlF.NTF. O UN SUMIDERO • Z Qi t.rA\Jnr 
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Entonces el balance total de masa en la i-esiaa componente da las 

ecuaciones siguientes: (considerando las tres direcciones r, 0, Z) 

A0Az{rl(N.,tl + (N. ) 1 - (r+lir>ICN:i.l) +(Ni) J l + ArAZ{l<Nil)B 
1 -r l.V r r r v r r+Ar 

+ (N. ) 1 - j~Nil"') 0+ (N. >el } + rArAB{l (lif.'.l.)z+ (N .. >zl - 1 (Nil)Z 
l.V e. e ' 1V e+Ae 1.{ 1V z 

Dividiendo la ecuación (19) por rArABAZ y cllllbiando signo obtene110s: 

(r+Ar)j(Nz~).+ (N. ) 1 + rl(Ni.l) +(Ni) 1 
;u. ~ 1v r r+Ar r v r r 

Ar 

tia 

AZ 

(20) 

TOllllndo lfaite• ~~ ln ecuación (20) confor11e Ar. AO. AZ y At tienden 

a cero, •• obtiene: 

(21) 
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Por medio de la definición de divergencias 

La ecuación (21) puede escribirse en forma general para cualquier sis 

tema de' ejes coordenados, empleando notación vectorial: 

(22) 

De la ecuación (17) 

(23) 

(24) 

Se tiene que: 

(25) 

y 

(26) 

Por lo tanto aubatituyendo en laa ecuacionea (23) y (24) la• •cuacio-

nea (25) 1 (26), ae obtiene1 

(27) 

(28) 

Subatituyendo laa ocuacionoa (25), (26), (27) y (28) en la ecuaci6n 
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(22): 

. . a 
- V• ex. et v ·t + Yi e v. > + Q. • 4' -.r- lx. el sl + Y. e s 1 (29) 

1 1 V lV - 1 Clt 1 1 V V 

!eta ecuación (29) se aplica a cada componente i. La suposición hecha 

es que el movimiento de la i-esima componente de un poro al siguiente es 

por 1110viaiento voltlllétrico mis q 1 por difusión. 

Bata suposición de dif~ílSn 11<>lecular cero implica que la veloddad 

de cada componente ··_i(Vi) es la aia- que la velocidad a.Ssica promedio de 

cada fa1e. O 1ea; 

(30) 

V. •V 
lV V 

(31) 

Entonces substituyendo la• ecuacione1 (30) y (31) en 11 ecuación (29) 

ten-.01 que: 

A partir de la ecuaci6n 11 1e obtiene: 

(33) 

Sub1tituyendo la ecuación (33) en la ecuación (32)1 

Factorizando a Xi •n e1ta expre1i6n: 
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Las velocidadea para aab .. faaea pueden obtenerse por medio de la 

Ley de Darcy. Entonces despreciando la presión capilar, las velocidades 

estarán dadas por: 

kt 
V¿• - µl V(p + P¿ gZ) (35) 

k 
V • - _y V(P + p gZ) 

V }JV V 
(36) 

Substituyendo las ecuaciones (35) y (36) en la ecuación (34) obte-

nt!lll>a que: 

(37) 

Donde: 

k • coeficiente de pet'1M!abil1dad 

K • con1tante de equilibrio 

Pt • denaidad de la fase l{quida que se define como: 

P • P
0 

C 
C(P-Po) . 

(Para fluidos de compr .. lbilidad con1tante) 

Po1 Po • de refencia (38) 

pv • denaidad de la faae vapor que •• define coao1 

(39) 
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Substituyendo las ecuaciones (6) y (7) en la ecuación (37), se ob-

tiene 

p s p 
.. 4> 2 IX.(~+ K ...Y-!.) 1 

llt 1 Ml i Mv 

Esta Gltima ecuación tambifn puede escribirse como: 

p s p s 
• ~ _! 1 X (...LJ._ + K -L...Y.) 1 ot i Ml i Mv 

(40) 

Si conaider11110s flujo radial en Y, Z, la ecuación anterior queda: 

pl Sl p 
- • !t. IX (-- + K -'!-...!.) 1 at i "t i "v (41) 

La ecuación (41), e• la ecuación diferencial parcial no lineal 

qua relaciona presiones, saturaciones y c0111posici6n con respecto al 

ti .. po, en un &istf'llls de do• dimen1ione• considerando flujo de doa fa-

aea con tran&ferencia de masa. En el desarrollo de la ecuación (41) se 

hicieron las aiguientea con&ideracionea: 
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l.- Existe equilibrio termodinámico entre las fases. 

2.- El flujo ea radial (r, z) 

3.- No existen efectos capilares. 

4.- Existen efectos de gravedad. 

5.- No existen efectos de difusi6n. 

6.- La porosidad y permeabilidad son unifor111es. 

7.- El flujo es isot~naico. 

Para generalizar la solución de este probleaa es conveniente eacri-

bir la ecu•ción (41) en foraa adimensional para lo cual se define: 

(42) 

(43) 

Subatituyendo las ecuaciones (42) y (43) en la ecuación (40), se 

obtienes 

(44) 

Adicionalmente se definen 101 grupos adimenaionalea aiguientea1 

p (45) 

Vt/Vo 
(46) 



. . . 
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A ,. (47) 
v* .. V/V0 V 

(48} 
µ* 

t • µt/µo 

(49) 

* µV - µV/µO 

k . -
kt 

rl 1t 

(SO) 

k 
k • .J. 

TV \t 

(51) 

Prt • 
P¿ 

Po 

. (52) 

Pn • 
pv 

Po 
(53) 

z• - !.. 
zo 

(53') 

•r - L 
•o 

(54) 

La diver1encia para coordenada• r. Z puede eacri~irae en la forw.a 

l'liauiente 1 

V•I •~ir Ir( >I+ ~z 1 1 

S• definet 

V*• LV 



obtiene: 

., 
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As{ mismo: 

(55) 

Subatituyendo las ecuaciones (45) a (55) en la ecuaci6n (44) se 

Esta ecuación se puede escribir como: 

Si esta ecu~~i6n es dividida por x k 2 obteneao11 
V

0 
¡¡

0 
L 

• 

(56) 

(57) 

U8) 
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Con el objeto de permitir que la permeabilidad sea función de la 1.2, 

calización en el yacimiento, se define una permeabilidad absoluta adillen-

siO'nal de la forma siguiente 

,· - k 
k •--

. ~ 
(59) 

Multiplicando la ecuación 58 por k se obtiene la expresión siguiente: 

(60} 

Si dividi1110s la expresión anterior por "p " con el objeto de definir o 

otToa grupo• adimenaionales ae obtiene: 

* PrtPo gr Bo Z* zo + Ki k krv * Prv Po B., B~ Z* z 
V (P + V (P + --· - ~ 0

)) 1 

Po * * Po Vv \Jv 

\J L2 
o 

kHAX Po 
(61) 

Para escribir en forma adimenaional la ecuación (61) ea necesario el 

definir doa grupos adimenaionales adicionales: tinpo adimensional (62} 

(62) 



y ga 11 to adillensional: 
A 2 

* Qi Vo L µo 
Qi • 11t.u p

0 

Se derivamos la ecuación (62), se obtiene 
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(63) 

(64) 

Subatituyendo- las ecuaciones (63) y (64) en la ecuaci6n (61) se ob-

tiene: 

(65) 

donde 1 i • 1 , 2, J, ... , M 

Ld ecuación (65), es le foraa adi•naional de la ecuacilfo. 41 • 

ECUACIONES DlFEP.ENCtALES 81\SICAS MODIFICADAS PARA SU SOLUCION N\!HERICA. 

Considerando las superpoaicione• blsica19 de que el 1i1tema descrito 

anteriot111ente está en equilibrio y que ta pre1íón y la temperatura son i .. 

•ismaa para ambas faeea de hidrocarburoa, ae puede emplear la regla de fase 

de Cibba 10 • 

F.n un a lstetll4 de do11 fa11ea de hidrocarburP11 compuesto de "N" cOtSponen-

tss, los gra•loa totalea du libertad, de acuerdo <:on la re11h de fa11e de Cibba, 

ª''º "N" (d nllmero de grado11 d.i libertad J1:1 11n 11htl!au1, 011 •l 11Ú111t>ro de vari!_ 
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bles independientes que se requieren para determinar de una manera única, 

el estado del mismo, en ocasiones se puede hacer uso de un número mayor 

de variables, pero en este caso no todos ellos serán independientes). Ast, 

es suficiente especificar "N" variables independientes para fijar las pro-

piedades de cada fase. Sin embargo, esto no fija las propiedades del sist_!, 

ma e:i general. 

La especificación de P-1 relaciones independientes, concernientes al 

sistema en general son neces~rLa•,para fijar completamente el sistema. Esto 

es, la especificación de "o+l" variables independientes, de las cuales al 

aenos P-1 deben referirse al sisteaa en general, las cuales son necesaria• 

para fijar la• propiedades intensivas de cada fase y tambiln aquellas del 

10 sisteaa en general • 

Por ejemplo, especificando la presión, temperatura, fracciones aiole de 

N-2 coaponente• en la faae líquida y la saturación líquida •ervir&n para fi­

jar laa propiedades de fa•• aa! cOllO aquella• del aistetaa de hidrocarburo• 

en aeneral. 

Con e•te concepto y un 9'todo particular de aolución en mente, la ecu!. 

ci6n (63) serf •odificada para ponerla en una forma adecuada para una solu-

ción nlll9érica. Esta 11adificación implica expansión del tfrlllino derivada del 

tieinpo, considerando que lae variables dependientes aon funciones de la pre-

si6n y de la compoaici6n. Eato conduce a: 

Definiendo: 

(66) 
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(67) 

(68) 

(69) 

(70) 

(71) 

Expandiendo el lado derecho de la ecuación (63) se obtiene: 

(72) 

S X. S X 
.L 1-1-..l + ,, V i¡ ar • ~i ~ 

vt vv 

Por .. dio de la definición de las constante• de equilibrio dada por la 

ecuaci8n (11), la expresi6n anterior puede escribirse como: 

(73) 

Sub1tituyendo las ecuaciones (67) y (68) en la ecuaci6n (73) 1e obti.!. 

ne: 

(74) 

Considerando qu~ ei medio poroso est6 a5lamente aaturado por hidrocar-
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(75) 

Substituyendo esta ecuación (75) en la ecuaciSn (74), ya desarrollan-

do las derivadas se obtiene: 

(76) 

Se tiene que: 

Bi • f(P) 

Ci • f(P) 

Entoncee: 

(77) .. 

(78) 

Substituyendo las ecuaciones (77) y (78) en la ecuaci6n (76) se obti.!. 

ne: 

Reagrupando t~nninos en estn expresión: 

(79) 



JO 

Definiendo "Gi" por medio de la expresi6n siguiente: 

(80) 

La ecuación (79) puede escribirse: 

(81) 

Substituyendo las ecuaciones (66), (69), (70), (71) y (81) en la ecu!. 

ción (65) se obtiene: 

Supriaiendo la notaci6n eatrella en la e~uación (79) se obtienot 

(83) 

La ecuación (83) ea una ecuación adillll!nsional, laa coordenadas (r, e , Z) 

Para nuestro 111odclo únicamente usaremos laH coordenadas r, Z entonces 

desarrollando la ecuaci6n (8J) para el flujo radial se obtiene lo siguiente: 

Si conaiJeramo8: 

ltntonctn 1 



1 a r- ar 
an. aF. 

Ir (Ai V + Ei ar 1>1 
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(84) 

La ecuación (84) es una ecuaci6n diferencial parcial no lineal. 

Esta ecuación representa el 1110delo matem§tico que describe el flujo de una 

.ezcla de hidrocarburos en dos fasea. en un sistema (r, Z), conaiderando 

transferencia de masa entre las fases. La cual debe de reaolverse para cada 

una de las "i" componentes del sistema de hidrocarburos.y ea suficiente para 

determinar la relación entre presión, saturación y c0111posici6n en este tipo 

de yacimientos de cOllposición variable. 
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MODELO DE DIFERENCIAS FINITAS 

Las ecuaciones diferenciales parcial.es obtenidaa anteriormente son 

imposibles de resolver por métodos analíticos por lo que es necesario 

usar unmltodo numérico. Se uaarin técnicas de aproximación de diferen-. 

cias finitas para la solución de estas ecuaéiones dada su confiabilidad 

en la solución de probleaas de flujo de fluidos y las ecuaciones alge­

bráicas resultantes deberán ser resueltas por técnicas no iterativa 

illplícito-explícito, de esta manera las presiones deben ser calcula-

das i•plicitamente. 

La distribución de presiones en el nuevo nivel de tiempo es obteni­

da i11plicitamente, usando la bien conocida tEcnica "ADIP" (alterning 

direction iaplicit) eliainindose primero la derivada de la saturación re.!. 

pecto al tiempo, con el objeto de eliminar los tét'lllinoa explícitos de la 

saturación, la cual es considerada a través de los coeficientes (An, En, 

Cn) que son funciones de presión y saturación. 

Para obtener una mejor soluci6n, el paso de tiempo " t" fue dividido 

en dos partes iguales, con esto la primera ecuación de presión se obtuvo 

a laa preeiones intermedias, a ts mitad del paeo del tiempo. Posteriorme.!!. 

te la ecuaci6n de preaión ae obtuvo a laa presiones finales, al final del 

paso del tiempo t. 

J,oa coeficienten de las derivndae de espacio y tiempo contenidoa en 

laa ecuacion«'A que reprtuu:-ntnn el modelo han sido definidas anterionnente 

y Ron funciones de prewi6n y aaturaci6n. 
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS, 

Podemos escribir en coordenadas cilíndricas la ecuaci6n diferencial 

parcial que describe el flujo radial de dos fases de la siguiente for118: 

l a aD 3F élD aF 
1 r(An aºr + En §rn) 1 +E_ IA _..!!. + E --2!.j + Q r ar az n ítz n az - n 

o"' 1, 2, 3, ••• • N 

Si dividimos esta últi .. expresi6n por (B
0 

- Cn) obtenemos: 

1 a 3Dn ilF
0 

ilD ilF 1 l 1 (A + E ) 1 + L IA _n. + E --...!!.j + Q 
(lln - en) r ar r n ar n ar- az n ªª n az - n 

(}P} 3S -G - -~·O i 8t oT 

Reescribiendo la ecuación anterior, 

as ªi ar 
ar - es - e > Wf n n 

Exp~nJ1~ndo los productos de derivadas tenl!lllOfl quer 

(84) 
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Gn oP 
(B - e > ar n n 

(8.S} 

La ecuación (85) es resuelta para obtener las nuevas presiones al fi-

na!. de cada paso de tiempo. 

Forma en diferencias finitas: 

1 o aon 1 aDn 3Anr 3 3Fn 1 3Fn oEnr 
...,(-Bn---C"""'

0
),...i-,-j {An 3R <a;-> +rara;-+ Dn aR (ar ) + r atar-

+ IA .L cººn, + ªºn 3An + E ..L ª'n ª'n 3Enll 
n az az az az n az <az-> + az- 3z i,j 

Introduciendo loa índices: 

1 

3 31n ar"· ()E r 
+ (En>i,j la; <a;->I i,j + r:,j 1 <arn>i,j <arn >1,jl 

3 3Dn an 3A a aP n 
+ (An>t,j l¡r.-<31>li,j+ l<azn>i,j <azn>1,jl + (En>i,j laz <rz>li,j 

(as) (Gn) i. i CIP 
• 3T i,j - (11

0
)i,j - (Cn>i,j <3r>1.j 

Si eacribilaoa eato en diferencias finita• 

(miando dlftttcnciaa hacia 
atl•l.imte) 

(86) 

(87) 
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Donde: 

llr D 
Si (D ) • • • (D ) i+l • k .. l {-.!!} + ,. , ... 

n i,J n ,J, r i+l,j 

Entonces despejando 

(88) 

Ahora: 
D 

{-.!!} + ...... 
r i,j 

Esto implica que: 

· an co > i . - CD > . 1 • 
( n} n , 1 n 1- ,J 
h i,j, • !J.r (89) 

Substituy~ndo (88) y (89) en la ecuación (87) se tiene: 

Los coeficientes "An, En" deben ser evaluados en cada uno de 101 pun-

tos. Por lo tanto An, En serán ~valuados en los puntos intermedios 

1 
(i+ 2• j) cuando usemos (Dn)i+l,j' (Fn)i+l,j' (D

11
)i,j y (Fn)i,j y cuan-

do uae11as (D ) 1 1 
. (F ) . 

1 
. , (D )

1 
j y (F )i j entonces 101 coefi-

n - ,J, ni- ,J n , n , 

cien tu serán evaluados en loa puntos intermedioff (i - Í• j). 

Toaumdo en cuenta t'staa consider11ciones podHIOll eacrf.bir la ecuadlln 

(90) ,~omo: 

30 
A f·L (-'l)) 

n ar ar i ,j 

_<nn)J..i.l_:__~n) i.::l,l 
hr 

(91) 
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Para la solución de la ecuación diferencial en diferencias finitas 

harC!!llOs uso de las siguientes consideraciones: 

a) Todos los coeficientes implicados en la ecuación de diferencias fl 

nitas serán evaluados a la mitad de cada paso de tiempo (k +t). 
usando una aproximación de diferencias hasta adelante, donde refe-

riremos a "k" COllO el paso anterior y á (k+l) colllO el paso siguie.!!. 

te. 

b) El paso de tiempo ser! dividido en dos partes iguales con el obje-

to de ser desarrollado en dos etapas, a partir de un ti (inicial) 

a un tf (final). Iniciando la primera etapa 

donde tl - ti 
+ 6t 

2 • 

donde tz .. tl + 6t 
2 

Definiendo; 

ti • k 

k + 6t "' (k+l}* 
2 

k + 6t • (k+l) 

y la segunda etapa será 

a partir de ti a t
1

, 

a partir de tl a t 2 

e) Durante la primera etapa (de ka (k+l}*), todas las derivadas de 

pre.ai6n en la dirección de "r" serán tomadas al nuevo tie•po, ea 

decir en (k+l)", mientras que toJas lae derivadas de presión en 

direcci6n Z aedn tomadas al p-!l!IO antRrior, es decir en "k". 

d) Durante la ugunda etapa (de (k+l)"' a (kH), todao las derivadas 

de preail'in en la dirección de "Z" scr5n trnn.ld1u1 en el nuevn nivel 

de tiempo para e .. ta et:apa, ei: .tecir trn (le.ti), mientra• quo toda• 
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1aa derivadas de preai6n en la direcci6n r ser«n evaluadas en el paso 

anterior de tiempo, es decir en (k+l)*. 

La ecuaci6n (86) en diferencias finitas para la priaera etapa 

(donde se considera como nivel anterior de tiempo • k, y nuevo nivel 

de ti911po • (k+l)*) quedar( expresada de la siguiente manera: 

( 1 ) 
(B )k+l/2_ (C )k+l/2 

n i,j n i,j 

(A )k+l/2 
n i+l/2,j 

(k+l)* (D ) (k+l)* (lt+l}* (lt+l)* 
(D ) - (D ) (D ) 

k+l/2 n i,j n i-l j 1 k+l/2 n i+l,j - n i,j 
- (A.:i) i-1/?.,j _ _..;;..w. __ !J_r-=2-..;;;....;;...r..• ._ + (r) i,j 6.r 

k+l/2 i+l/2 
(A r) - (A r) 

n l+l,j n i,j + lt+l/2 
(E ) 

Ar n i+l/2 ,j 

(F )(k+l)*_ (F ){k+l)* 
n i+l,j n i,j 

(k+l)* (k+l)* (F )(k+l}*_ (F )(k+l)* 
/ (F ) - (F ) k+l /2 

- ( 1 ) k+l 2 __ º_.i.,.,_J ___ º__.i;...-.-l ... ,j._ + ( l) _º__.1_+_.1 .... J.__ __ º-=1 .... J.__ 
n i-1/2,j 6r2 r i,j Ar2 

k+l/2 k+l/2 
(E r) - (E r) 

n i+l,j n i.i 
6r 

k k 
(D ) - (D ) 

lt+l/2 n i j+l n i j + (A ) ._ • 
n i,j+l/2 t:.z2 

k k k k+l/2 k+l/2 
- (Dn>i,j-1 + .(Dn)l,j+l ~ (Dn)!.J. (An) • (~)i.J 
luz t>z Az 

k 
lr.+l/2 (Dn) 

- (A ) -----1...J 
n i,j-1/2 



k+l/2 
(G ) · (k+l)* k 

n i . P. . .. ~ p • ---..:.&"'----- 1,J :_ i,J 
(lll )k.+1/2 _ (C )k+l/2 M . 
ªij n. 2 • 1,j 

Definiendo: 

·Il. 
1 

12. 1 

(I )k+l/2 _ (C )k+l/2 
n ;i,_i n i,j 

k+l/2 
(A ) 

n i-1/2,j 

Ar2 

(E ) K+l/2 
n i•l/2.j 

b.r2 

-(A )k+l/2 (A )k+l/2 

13 -
1 n i+l/2,j _ 

t:.rf 

n i-1/2,j 

Ar2 

+ 

A r)k+l/2 
n i,j 

Ar2 

(A r)k+l/2 
n i,j 

Ar2 

l 

l k+l/2 
(-) 
r i,j 

-·(E )ic+l/2 (E )k.+1/2 

14 • 
(B )k+l/2 _ (C )k+l/2 

n i,j n i,j 

n i+l/2,J - n i-1/2,j 

Ar2 b.r2 

U• 

(1 )k+l/2 
nr i+l J 

1 + 
Ar2 

(E r)kH/2 
n i+l ,j 

h:r 2 

l 
(B )lt+l/2 _ (C )k+l/2 

ni,j ni,j 

l k+l/2 
(-) 
r i,j 

(A )lt+l/2 

_:_i+l/2,j 

Ar2 

38 

(92) 

(93) 

(94) 

(95) 

(96) 



(A )k+l/2 (A )k+l/2 
isr '+l . nr . j 

1 ,] - __ 1:.J'l.ol-1 

A r2 6. r.2 

1 k+l/2 
«r>i,.; l 

(E )k+l/2 

39 

(97) 

(E )k+l/2 (E )k+l/2 

.. f 1 
(B )k+l/2 _ (C )k+l/2 

n '+1/2 · 1 1J + 
!::.r2 

nr i+l,j - ~......hi_ e!.> ~1/2 
6.r2 b.r2 r i,j 

n i,j n i,j 

(98) 

(Bn)~~/2 - (Cn)~~/21 
1,J 1,] 

1 1 

:A }k+l/2 
n i,j+l/2 

(D )k - (D )k 
n i,j+l n i,j _ (A )k+l/2 

t::.z2 n i,j-1/2 

(D )k - (D )k 
n i . n • • l ,] 1,1- + 

6,Z2 

(D )k -(D )k 
n n • 

i,j+l Í.J 
!::.Z 

~ )k+l/2 _ (A )k+l/2 

n i,J+l n i,j + (E )k+l/2 

AZ n i,j+l/2 

. )k _ (F )k 
n n i,J i,i-1 + 

(! )k+l/2 _ (E )k+l/2 
n i,j+l n i,i 

(99) 
!::.Z2 

Sub•tituyendo la• ecuacion•• de la (93) a la (99) en la ecuación (92) 

1 obtiene: 

l (O )(k+l)* + 12 (F )(k+l)* + ll (D )(k+l)* + 14 (F )(k+l)* + 15 (D )(k+l)* 
n i•l,j n i-1,j n i,j n i,j n i+l,j 

16 (F )(k+l)* • 17 
1\ i+l,j 

(100) 
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segunda Etapa: 

Para esta segunda etapa se toman las siguientes consideraciones: 

El nivel anterior de tiempo • (k+l)* 

El. núevo nivel de tiempo • (k+l) 

Usando la ecuación (91) y las expresiones similares para todas las 

as derivadas de la presión, la ecuación (91) en diferencias finitas 

la la siguiente foraa: 

1 
a )n+l/2 (C )n+l/2 
n i,j n i,j 

{(A )k+l/2 
ni+l/2,j 

(D )(k+l)* _ (D )(k+l)* 
n i+l,j n i,j _ (A )k+l/2 

Ar2 n i-1/2,j 

)(k+l)* _ (D )(k+l)* 
~ i.i n i-1.i + c!>k+l/2 

(D )(k+l)* _ (D )(k+l)* (A )k+l/2 _ (A )k+l/2 
n í+l,j 11 i,j nr i+l,j nr i,j 

Ar2 · r i,j r r 

(F )(k+l)* - (F )(k+l)* 
n i+l ,j n i,j 

(P )(k+l)* _ (F )(k+l)* 
(E )k+l/2 · n i,j n i-1,j (E )k+l/2 

n 
i+l/2,j Ar2 n i-1/2,j t.r2 

(F )(lt+l)* _ (F )(k+l)* (E )k+l/2_ (E )k+l/2 
n i+l i n i.i· nr i+l,j nr i,j 1 k+l/2 (A )k+l/2 (-) + Ar Ar r i.j n i.j+l/¿ 

_ (D )k+l 
ll i. i 

~ )k+l/l _ (A )k+l/2 
"··¡ ºt.l l1J• 1 - + 

M. 

(l> }lr+I _ (D )k+l 

k+l/2 n i,j n (A ) _--.. .... _.__,,___ __ + 
n i,j-1/2 t.z2 

(D )k+l _ (D )k+l 
n i,j+l n i,j 

Ka 

(F )k+l _ (F )k+l 
k+l/2 n i "+-1 n i t ( fi ) _---!.J.J ____ _.!..1,.,L -

n i ,j +I /2 hr. "J. 

(E )k+l/2 
n i.j~l/2 
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(P )k+l _ (F )k+l 
n • . n .• 1 

(F )k+l _ (F )k.+l (E )k+l/2 _ (E )k+l/2 
n i,j+l n i,j n i,j+l n i,j 1,1 1,J- + 

f':.z2 f':.z f':.z 

(G )k+l/2 
n i • 

p~+~ - p~k:1>• s~+~ - s~k;l>" 
1,3 1,J 1,J 1,J 

(B )k+l/2_ (C )k+l/2 
n i,j 

t;T/2 +------1':.T 
n .• 

1,J 

Definiendo: 

18 - { 
1 

(! )k+l/2 _ (C )k+l/2 
n i,j n i,j 

19 - { 
1 

(! )k+l/2 _ (C )k+l/2 
n i,j n i,j 

IlO .. { l 
(B )k+l/2 _ (C )k+l/2 

n i,j n i,j 

(A )k+l/2 
n i,j-1/2 

6&2 

Ill • { (B )k+l/~ - (C )k+l72 
n i,j n i,j 

(A )k+l/2 

n i,j-1/2 

llr.2 

(E )k-H/2 
n i,j-1 

6.z2 

(A )k+l/2 (A )k+l/2 
n i,j+l/2 _ n i.j 

6.z2 f':.z2 

-(E )k+l/2 (F. )k+l/2 
n i,j+l/2 n i,j-1/2 _ 

612 Aa: 

(101) 

(102) 

(103) 

(A )k+l/2 
n i • 

+-_.;;.~al~ 
Ar.2 

(104) 

(!! )k+l/2 

n i,j+l. 
fJ,z2 

(105) 
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(A )lt+l/2 (A )lt+l/2 (A )k+l/2 
n .. 

n i 1j+ll2 + n i.j+l 
112 • { 1 11] (106) 

(B )lt+l/2 _ (C )k+l/2 Az2 Ar.2 Az2 

n i.j n i.j 

(E )lt+l/2 (E )k+l/2 (! )k+l/2 
n •• 

1 n i 1 j+l/2 + n iaj+l } UJ • { 1aJ (107) 
(B )lt+l/2 _ (C )k+l/2 Ai2 Ar.2 Az2 

n i.j n i.j 

(G )lt+l/2 
(lt+l)* 1t 

Pi,j - Pi,j 
n i,j 1 tl4 • 

(B )k.+1/2 _ (C )lc+l/2 AT/2 (B )k+l}2 _ (C )k+l/2 
n i,j n i.j n i,j n i,j 

(A )lt+l/Z 
0 i+l/2,j 

(D )(k+l)* _ (D )(k+l)* 
n i+l

1
j n i.J (A )k+l/2 

n i-1/2,j 

(D )(k+l)*_ (D )(k+l)* 
n i

1
j n i-l

1
J 

t:.r2 

+ 

(D )(lt+l)* _ (D )(k+l)* (A r)k+l/2 _(A r)lc+l/2 
n i+l .j n i,J . c!/+1/2 n i+l d n i ,j 

16 r i,j /Jr 

cr >(lt+l)* _ cr >(k+l)* 

+ (E )k+l/2 
n i+l/2,j 

n i+l,J n i,j (E )k+l/2 
n i-1/2,j 

(r )(k+l)* _ (P )(k+l)* (! r)k+l/2 _ (E r)k+l/2 
+ c!>k+l/2 • i+l,J n i,j n i+l,j n i.J 

r i.J Ar /Jr 

(k+l)* k 
si.J - si,j 

+ AT 

(108) 

Sub•titUJando i .. acuacion•• da la (102) a (108) en la ecuaci4n (101), 

•• obtiene: 

18(D , ... +l + I9(r )k+l + IlO(D }k+l + Tll(r )ktl +- tli(IJ )k+l + tll(P )k+l • 
n i,j-1 n i,j•l n i,j 11 i,¡ n i,i+I n i,j+l 

• 14 

.. ~ (109) 



IEPUSENTACIOM EM DIFEllENCIAS FINITAS PARA EL GASTO MOLAR. 

De la ecuaci6n (83') se ohtiene:withdrawal 

Expandiendo las derivadas parciales: 

Pero: 

¡ 3D
0 

" ílD 3D 3A r él élF n " 3F0 ()F 3E r 
(A ) • ., ( n) + n n (E ) E r o ( ) + __ll_ _n_ "Jr' nr ar ... nr ilr ar ar- ar ai nr ar- - n ar ar ar ar 

Donda: 

3 ao a <lDn élDn ílAn 
h (An ilz n) • An 3z (¡¡-;-) + aJ° az-

ar , ar
0 

ar a! 3 (E __ll_) E 0 
( ) + __11_ __11_ a& n 31: .. n az ¡¡-;- ch: az 

Substituyaudo (107) en h ec. (106) 11e obt lene 
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(110) 

(111) 

(112) 
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La ecuaci~n (112) en diferencias finita• tOllA la siguiente fo1'91l: 

Q* • (A )k+l/2 
n ':' i+l/2,j 

(D )(k+l) _ (D )(k+l) 

n i+l,j n i,j _ (A )k+l/2 

Ar2 n i-1/2,j 

(A r)k+l/2 _ (A r)k+l/2 

n i+l,j n i,j + (E )i+l/2 

Ar n i+l/2,j 

(F )k+l _ (F )k+l 

n i+l,j n i,j _ (E )k+l/2 

Ar2 n i•l/2,j 

(F )k+l _ (F )k+l (P )k+l _ (F )k+l 
n i.j n i-1,j + n i+l.j n i.j 

6r.2 Ar 

(E r)k+l/2 _ (E r)k+l/2 
n i+l,j n i,j 1 k+l/2 

¿r (-) + 
r i,j 

(D )k+l _ (D )k+l 

(A )k+l/2 n i,j+l n i,j 

n i,j+l/2 Az2 
(A )k+l/2 

n i,j-1/2 

(D )k+l _ (D )k+l (D )k+l _ {D )k+l (A )k+l/2 _ (A )k+l/2 

n i,j n 1:..J.=.!. + n i,j+l n i,j n i,j+l n i,j + (E )k+l/:l 
llz2 iiz llr. n i,j+l / 2 

(E )k+l/2 
n i,j-1/2 

(F )k+l _ (F )k+l 
n i,j n i,j-1 + 

6r.
2 

(P )k+l - (F )k+l 
n i,j+l n i,j 

óz 

(E )k+l/2 _ (E )k+l/: 
n i,j+l n i,j 

Az 

_ (B )k+l/2 _ (C )k+l/2 

n i.j n i,j (113) 
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DISCUSION Y CONCLUSIONES 

Los objetivos principales del presente estudie han sido el obte­

ner las ecuaciones diferenciales parciales que describen el flujo ra­

dial de dos fases (líquido-vapor) en dos dimensiones (r,z), con trans 

ferencia de masa entre las fases, usando un sistema de ''N" componentes. 

La ecuación diferencial parcial no-lineal puede ser resuelta usa.!!. 

do técnicas numéricas, desarrollando así un simulador num~rico que des­

criba el proceso de flujo en yacimientos de COL-posición variable. 

Se propone una solución numérica para resolver las ecuaciones di 

ferenciales parciales no-lineales que describen el proceso de flujo de 

la siguiente fonna: 

a) Planteamiento de laa ecuaciones que describen el flujo de 

fluidos en yacimientos de 11111 componentes, con transferencia de masa 

entre las faaes. 

b) La solución de lae ecuaciones anteriores puede obtenerse me­

diante su adecuada presentaci6n en función de diferencias finitas, lo 

cual a su vea nos conduce a un problema algebráico. Una vez resuelto 

esta proble- algebraico, estaremos en condiciones de obtener una so­

luci5n nU111érica nproximada. 

e) Esta ooluci6n ser! m5e precien conforme se refine la 11111lla y 

se ~:onoideren Pª"º" en el tiempo más cor toa, n iemprtl y cuando e11ta11 

ma11ni1·ude11 no violen lne condiclone11 do eetabi lidnd propina del oaqu.! 

ma .,111pl11ado al r-epr€'11cntar Ja,¡ 1t<•u11done11 difenrndllle11 finitas. 
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d). La solución numérica obtenida puede ser empleada para simu­

lar el flujo de los fluidos en el yacimiento, basado en la información 

obtenida a partir de datos de campo y de indicaciones realizadas en el 

laboratorio. Esto puede permitir el probar la eficacia de las técnicas 

simplificadas de análisis de presiones para yacimientos de composici6n 

variable. 

e) Dentro de la información requerida para ld simulación (repor­

tada en la literatura de estos yacimientos de composición variable ea 

la siguiente: 

1.- Propiedades físicas de los fluidos que fluyen a través 

del medio poroso durante la explotación del yacimiento. Entre 

estas propiedades podemos ennumerar: Una tabla de viscosidad 

contra presión para cada uno de loa fluidos, una tabla de fac·· 

tor de desviación contra presión para la fase gas, constante de 

equilibrio para el sistema que e11tamos considerando, ••• etc.) 

2,- Propiedades pctrofísicas del yacimiento, tales como per­

meabilidad y porosidad, 

3.- Caracterlsticna de pruJm·ción tales como presi6n pseudoe_!!. 

tática¡ historia Je producción del po~o; distribuciones de satu­

ración i.nirinle11 para cada una de las fa1111a, a11t'. como 111 diatri­

bucí(in inicial de preaíune9, 

IU típo il« yncimi1•nt1• y 111 fllttt>n!lil.ln por 111 cual e!I conm'.ido, d~ 

tt1rminará ln naturah-za Jel p,ra<lo de co111ph1j IJa.1 del mo1lrlo nullllirico. 

fül H'•'OmV\Hliibl1• lllil11' lill l!l<>th•lo l'l>m!'Oflll'Íi•n~I t!'ll yn<:imil"IH•HI que 

,·nnt<'IH\•lll fluid"" ,¡., '""'l""'¡,.¡,)11 v;1r í11!>le y 1'11 Ion 1·ui1l«H t .. 11¡¡11 111gar 
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la transferencia de masa entre las fases, para considerar una composición 

mas detallada de las mismas. 

El uso de un programa de computadora para predecir el c0111porta­

miento del pozo. o para interpretar los resultados de una prueba de 

presión, dependerá de los datos de campo, algunos de los cuales son di­

fíciles de obtener con toda la precisión deseada. 

Datos acerca de las condiciones de producción del pozo y de las 

características del yacimiento, son de utilidad muy importante para la 

determinación de las condiciones óptimas de producción del pozo y el 

yacimiento. 
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NOMENCLATURA 

Coeficiente de la ecuación real 

Coeficiente de la ecuación real 

Concentración molar 

Coeficiente de la ecuación real 

Coeficiente de la ecuación real 

Coeficiente de la ecuación real 

Coeficiente de la ecuación real 

Coeficiente de la ecuación real 

Penneabilidad 

Permeabilidad absoluta adimensional 

Permeabilidad efectiva del aceite 

Permeabilidad efectiva del ges 

Pemreabilidad relativa del aceite 

Permeabilidad relativa del gas 

Constante de equilibrio 

Longitud del yacimiento 

Peso molecular 

Número total de 1110les 

Número d~ 1110les de gas 

Pusión 

Presi6n adimensional 

C:astt> volumétrico 1111>lar 

Cauto volU111i'hrico 1110lar 

Soturaci5n de aceite 
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• Saturación de líquido 

Saturación de vapor 

Tiempo 

T Tiempo adimensional 

~i • Velocidad de la "i-esima" componente 
... 
V Volumen molar 

V* Volumen molar 

r,z • Coordenadas del sistema empleado 

Fracción mol en el aceite 

Fracción aol en el gas 

Fracción aolar total 

Viscosidad 

p Dengidad 

• Porosidad 

SUBlNDICES O SUPERINDlCES 

g • C::as 

8•• Fase vapor 

1 Líquido 

íquido Aceite 

Dl&X • ~xiJna 

o Aceite 

V • Vapor 

vapor • , .. 
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Shabolos aat-'ticoa 

d Derivada total 

a Derivada parcial 

I Sumatoria 

V Operador (gradiente o divergencia) 

V* Operador adillensfonal 
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'~EMENIO DE y<LUMEN PARA LA OBTENCION DE LA 
E~UACQ:f DE GONTINUIDAD, PARA FLUJO RADIAL. 

z 

'z 1 

fúr +t.t'u,), 

/ ,' 

I 

(FIGURA 1') 

1 

1 
1 

' I 

' ' ' 

/ 

h 

' r+Ar , 
/ 
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1 

! .. 

. . ·~f--rw 
1 ..-r 

i 

FIG. 2 REPRESENTACION GEOMETRICA DEL SISTEMA. 
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CELDA· CUADRADA DE E!n.JNA 

FIG. 3- rQ¡:LQ DE ~".DA D&k MEDIQ 
eoooSQ. 
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FIG. 8:- PRESIONEN EL POZO COMO UNA FUNC:IOO CEL TIEMPO. 
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TEW'ERATURA = 280º F 

"-C.o . 

FIG. 12 INFLUENCIA [E LA PAESION SOBRE LA COM­
POSICION DE UNA MEZO.A A TEMPERATURA CCMTANTE. 
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'ero: 

APEHDICE A 

DEMOSTRACIOM DE ECUACIONES 

C•CS+CS e e v v 

Partiendo de la definición de concentración {C) 

Nl.JM.E1l0 DE MOLES DE LA MEZCLA 
C • UNIDAD DE VOLUKEN DE LA MEZCLA 

MUMERO DE MOLES DE LIQUIDO + NUMERO DE MOLES DE VAPOR 
UNIDAD DE VOLUMEN DE LA MEZCLA 

•e(!N V) •v(EN V) 
Me + '!Y • ~--------v ____ ..._.. __ _ 

P• V• Pv Vv 
C•-+-

"• Mv 

...!. • e 
"· . 

V ¡r• e 
V V 

V 

. • 

1.q.q.d. 
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(5) 

de d,1nde •• deduce quu loe 111<1lea de una fue dad11 poT unidad de volumen p~ 

ro,.1•, ea el producto de la 11atur11d1Sn de la faae ''S" y la co11ccmtraci6n de 
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la 11i... "C". De la mis.. forma se obtiene el total de aoles de la compone!!. 

té "i" por unidad de volmaen. 

Delll0Stt:aci6n de las ecuaciones de balance molar (12) y (13) • 

Partiendo de la definición de que: 

n • n + n e V 

y que para una componente (i) tenemos que: 

(total de masa) 

Deapejando xi 

0 11 .. 11 - "v 
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lí 
zi (n) -n - nv + Ki ºv 

li -
zi (n) 

n + nv(Ki - 1) 
(A.l) 

Dividiendo (A.1) entre "n" obteneaos que: 

(A.2) 

n 

Esta expresión A.2 corre1ponde a la Ec. 12 del texto de este trabajo. 

Esto implica que taabifn se C'.-.ple que: 

zi 

- 1 (Be. 14) 

11 atamo procedi•iento anterior puede seguirse para demostrar las 

ecuacionea 13 y 15 y por aupuesto talllbi•n se ctm1ple la ecuaciSn 2, 

Delloatraci6n de la ecuaci6n (16) 

(16) 

Se parte de la definici6n de centro de IDllla (PcH) la cual tiene por 

objeto concentrar todas laa usas (velocidadea) y laa fuerzas que actuan a~ 

bre un 1i1t ... en una coaponente (punto) con el fin de tener una idea de la 

velocidad promedio con la cual se mueven cada una de las coaponentee del 

aiateu. 



Por definición sabemos que: 

+ 

Rc.M. • 

y 

+ 
• d+P 

dt 

Donde: 

p • -9ntta total del centro de masa 
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Si estos conceptos los aplic81110s a nuestro problema, tenemos que: 

En un sistema (yacimiento) en el cual fluyen "n" componentes hidr.2 

carburos con una velocidad (vi) deterainada y cada una de estas cOllponen­

tea posea una "pi" entt:lnces si nosotros queremos expresar la velocidad pro­

medio con la que se mueven las componentes tendremos la aiguientd expre-

d6n: 

(A.3) 

Donde: 

Vp i • mo-.entua por unidad de volumen 

De la ecuaci6n (A,J) se obtiene: 

r pi vi 
V•---· 

í. pi 

(A.4) 
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de un aolo componente. 

El 11011ent1111 (A.3) por unidad de volumen en solución es igual a la ª.!! 

Ga de los 111011entU11 de las componentes individuales. 
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APENDICE B 

APROXIMACION DE DERIVADAS USANDO SERIES DE TAYLOR 

Las series de Taylor son la base principal usada en la aproximación 

de derivadas por diferencias finitas. Considerese una función f(x). El va-

lor de esta función en ":x+Ax" se puede expresar en términos de las deriva-

das y del valor de la función en "x" como sigue: 

f(x-+óx) • f(x) +Ax ·ddfl + (112~)2 d22fl + • •• • O 
X • dx 

X X 

fi+l • f. + !>.x dfl + (A~)2 d2fl + ...••.. • ... • 
1 dx 2. d 2 

i X Í 

(B. l) 

Despejando la pri.aera derivada de esta ecuaci6n tenemos que: 

dfl • fi+l - fi _ (6x)
2 

d
2
fl _ 

dx t:.x 2! d 2 
i X Í 

fi+l - f. 2 
- ----.1 +o (A- ) ....... - /l:a. L1A (B.2) 

En donde 0(!1x) ea una notaci6n para iniciar que el error ea de órden 

1 t.ix2 entonce1 una aproxhlaci6n a la priaera derivada en el punto i ea: 

dfl "' dx 
i 

(B,3) 

En esta aproximaci6n ae uaa una diferencia proareaiva 

En forma similar a la ecuaci6n (1) 

f • f - Ax~[, + ~ d2f - ....... 
i-l i dx 2. d 2 

i X i 

(B.4) 
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De donde: 

di • . AX + """'-2r d ~ - • • • • • • • i ~ 1-_1 + O(h2) dfl fi-1 - fi (l\x)2 21 f - f. 

i dx i 
(B.5) 

Por lo que otra aproximación.de la ~rimera derivada. en donde se 

utiliza una diferencia regresiva es: 

(B.6) 

Un procediaiento para obtener una aproximación para la segunda 

derivada ea el siguiente: 

SU11Ando las ecuaciones (1) y (4) 

de donde: 

- <t>2 d4:¡ 
dx i 

- ... -f - 2f + f 
i+l i i-1 + 0(6x)2 

(llx)2 

en1toncea: 

d2
fl r1+1 - 2f + r i i-1 

d 2 "' 2 
X i (Ax} 

(B.7) 
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