
1 

Universidad Nacional Autónoma de México 
FACULTAD DE OENCIAS 

li•ite ·Clásico ••I Ef11t1 lr1•11tr1•1111 
••• E•i1ió1 •• In F1t1111 . 

.. i · 

T E 
QUE PARA SUSTENTAR EXAMEN 

.... P R O.F ES.J.O.N.AL 

P R E s E N T Ar 

Jorge Alejandro Bernal Arroyo 

......... '· Ea.9·dt 1tl7 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



PAGINA 
SECCION I 

INTRODUCCION •••••••••••••••••••••• , •••• ,......................... 1 

SECCION II 

AMPLITUD DE PROBABILIDAD DEL EFECTO BREMSSTRAHLÍJN CON EMISION DE 

DOS FOTONES ••••••••••••••• , ••••••••••••••••••••••••••••• •.• ••• ,.•.• 8 

SECCION III 

AÑALISIS DE LA CONTRIBUCION EN POTENCIAS DEA\ DE LAS LINEAS DE 

ELECTRON Y DE FOTON A LA AMPLITUD DE PROBABILIDAD •••••••••••••••• 13 

i) LINEAS DE ELECTRON ••••••• , ••••••••••••••••••••••••••••••• 13 

ií) LINEAS DE FOTON •••••••••••••• · ............................ 18 

iii) ESPACIO FASE ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 20 

SECCION IV 

LIMITE .n...,o PARA EL CASO DEL EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON EMISION DE 

UNO Y DOS FOTONES.. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 23 

i.) _DISPERSION DE RUTHERFORD ••••••••••••••••••••••••••••••••• 23 

ii) EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON EMISION DE UN FOTON ••••••••••• ; 24 

Íii). EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON EMISION DI'. DOS FOTONES ••••••••• 27 

CONCLU~. , ••• , ••••••••••••••• , ••••••••• , ••• , •••••••• , • , •••• , • • 33 

~ICE~ 

A. CALCULO DE LA AMPLITUD DE PROBABILIDAD DEL EFECTO BREMSS­
TRAHLUNG CON EMISION DE DOS FOTONES •••••••••••••••••••••• 34 

.. 
B. CALCULO DE l Mif\ • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 38 

C RELACION ENTRE INTENSIDAD DE HAZ Y NUMERO DE FOTONES ••••• 43 

D. LEY DE PROBABILIDADES DE POISSON PARA FOTONES SUAVES ••••• 44 

" BIBLIOGRJ\FIA • , ••• , •••••• , •••••••••.•••••••••••••.• , •••••.•••••• 1,6 



1 

SECCION I 

INTRODUCCION 

Se conoce como física clásica a la que se desarrollo hasta antes de 

la aparición de las teorías cuántica y relativista; éstas son generaliz.e_ 

ciones de aquélla, y por tanto se debe esperar que en ciertos límites se 

reduzcan al llamado caso clásico. En general cuando una t.eoría par ti cu-­

lar se puede deducir de una teoría más general, usando cierta aproxima-~ 

cion, es posible utilizar este criterior para dar un argumento de ver.os.!_ 

militud para dicha teoría general. Esta es una de las razones de la im-­

portancia de hallar límites clásicos a las teorías cuántica y relativis­

ta. 

En términos generales, cuando se habla del límite clásico de la me­

cánica relativista se hace referencia explícita al límite de la veloci-­

dad de la luz tendiendo al infinito, al hacer éste límite es posible re­

cuperar la descripción de la mecánica newtoniana del fenómeno analizado*. 

Para el caso de la mecánica cuántica se invoca al principio de correspo!!_ 

dencia (LIBOFF, 1984) para indicar que es posible recuperar los resulta­

dos clasicos a partir de dicha teoría; éste principio fué establecido -­

por Niels Bohr en 1918, y en su forma original afirma que la descripción 

clásica del fenómeno considerado se obtiene de la cuántica al tomar el -

límite del n!Ímero cuántico principal teridiérido al infinito. Es claro que 

el principio de correspondencia tal y como se ha descrito aquí no puede 

ser aplicado a cualquier fenómeno, porque para usarlo se requiere que la 

energía del sistema este cuantizada. Esta no es la única forma del prin­

cipio de correspondencia; aun antes del trabajo de Bohr, Max Planck señ.e.. 

* Esto no implica que la mecáncia relativista sea conceptualmente idénti­
ca a la mecánica clásica en el límite c..,.~. Existen resultados de la mecá 
nica relativist.a que no tienen paralelo en la mecáncia cl5sica, por este­
motivo su límite clásico no fSta bien definido. Por ejemplo, la energía -
propia de una partícula m c2--tiene valor cero en la mecánica newtoniana, -
y no valor infinito como ~ugeriría el límite e~ ob , 
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lo que el límite de la constante ~. que ahora lleva su nombre, al tender 

a cero reduce la ley de la radiación de cuerpo negro, encontrada por él, 

a la ley de Rayleigh-Jeans, que corresponde al resultado clásico. Usando 

esta misma forma del principio de correspondencia, Wentzel, Kramers y -­

Brillouin mostraron en 1926 que la ecuación de Schroedinger tiene como -

límite clásico la ecuación de Hamilton-Jacobi. 

El principio de correspondencia se ha caracteri'l:ado por la falta de 

unidad en los criterios para obtener límites ·clásicos a partir.de los r~ 

sultados cuánticos. De aquí que la forma en que se encuentra el límite -

clásico de ciertos fenómenos en mecánica cuántica no-relativista depende 

del tipo de descripción que se esta utilizando. De esta manera en la de§_ 

cripción de Schroedinger. se usa el teorema de Ehrenfest (MERZBACHER, 1980), 

en la descripción de Heisenberg se hacen corresponder los conmutadores -

entre operadores con el paréntesis de Poisson de sus observables clási-­

cas aso.ciadas (MERZBACHER, 1980), y en 1.a descripción de Feynman se apl_i 

ca el método de la fase estacionaria para .propagadores (SCHULMAN,.1980). 

Otro problema que se presenta es el· de la equivalencia entre las -­

distintas formas de tomar el límite clásico. Se ha mostrado (LIBOFF,1984) 

que los límites Yi -o y n-.., , donde n es el número cuántico principal -

asociado :il espectro de energí:i, no son equivalentes. La diferencia entre 

ellos sur~e al considerar sistemas cuánticos periódicos; el límite h..-!10 

permite obtener el espectro clásico de energías a partir de la predicc{ón 

cuántica, ~ientras ~ue en el límite n_.oo sól.o en ciertos casos se ~u~ple 

esta .característica. En general de éste ·último .límite se obtiene. la dis,-­

tribución d·e frecuencias clásicas y (E) en función de la energía, 1.o que 

constituye una forma más débil del límite clásico. 

El ~roblema en la electrodinámica cuántica es que el límite clásico 

no ha sido establecido claramente (BARUT, 1980). Sin embargo, Moniz y 

Sharp (MONIZ, SHARP, 1977) han realizado un avance para la comprensión de 
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este problema al resolver el caso del límite clásico para un fenómeno 

particular. Estos autores se propusieron comprender los problemas que a­

parecen en la ecuación de Abraham-Lorentz nara la aceleración de cargas 

puntua1es, considerando la reacción de radiaciOn, en presencia de una -­

fuerza externa: 

) .. ~ ..... ;:;-,.) 
i=H:) - (~i.. R.tU -t - '""'• .le;~ 

donde ·¡m es l.a autoenergía electrostática dividida entre l.a vel.ocidad 

de l.a luz al cuadrado. Los problemas que tiene esta ecuación son: 

i) Preaceleración de l.as cargas. 

ii) Soluciones divergentes. 

iii) La autoenergía del. electrón· es infinita. 

En vista de estas dificultades que aparecen en la propia teoría.clásica 

de.l electrón puntual, diversos autores* encontraron la expresión corres­

pondiente a la ecuación de Abraham-Lorentz pero en el caso de cargas ex­

tensas. La ecuación clásica así encontrada no adolece de los problemas -

citados, en particular arroja que la autoenergía del. sistema es finita.­

Al hacer tender a cero el radio de l.a distribución de car~a, se encuen-­

tra de .. nueva cuenta la ecuacion para cargas _puntuales de Abraham-Lorentz. 

~oniz y Sharp -consideraron el mismo probl.ema del. electrón con distri_ 

bu_ción -de carga en presencia de una fuerza externa, pero utilizando el -

* SOMbRFELD. "Procedings of the third international mathaematics congress" 
Heidelberg 1904, ,,.27.;-L.PAGE. Phys. Rev • ..!.! .• 37b.(1918) ,etc. 
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formalismo de la mecánica cuántica no-relativista (descripción de Heise!!. 

berg). El resultado fue una ecuación esencialmente idéntica a la clásica 

para cargas extensas, con la diferencia de que el papel del radio del e­

lectrón lo representaba la longitud de onda de Compton. Así, al tomar el 

límite de la longitud de onda de Compton tendiendo a cero y considerar -

cargas puntuales se vuelve al caso de la ecuación de Abraham-Lorentz; -­

por otra parte, tomando el límite de carga puntual manteniendo fija la -

longitud de onda de Compton se obtiene una nueva ecuación para cargas -­

puntuales, la cual no presenta los problemas de la ecuación de Abraham­

Lorentz y predice que la autoenergía del electrón es igual a cero. Esta 

ecuación es a juicio de M.S. la descripción clásica correcta de las ca.E_ 

gas puntuales en presencia de una fuerza externa. Un trabajo detallado -

sobre este problema fue. relizado por E. Roa y J.L. Jimenez (ROA, 1985),­

quienes analizan el comportamiento de una ecuación cuántica integrodife­

rencial que describe el comportameinto de la autofuerza para u"na partÍc_!! 

la con estructura interna. 

El presente trabajo tiene por objetivo el encontrar el límite clási_ 

co de un proceso particular: El efecto bremsstrahlung (radiación de fre­

nado) con emisión de dos fotones. Este caso se toma como ejemplo de la ~ 

plicación de un conjunto de reglas que se proponen para calcular límites 

clásicos. para procesos radiativos. El tratamiento utilizado esta dentro 

del marco de la mecánica cuántica relativista, utilizli'.ndose las reglas -

de Feynman para calcular las amr-litudes de probabilidad. Para encontrar 

. el lími.te clí\sico se hace un recuento de .las contr_ibuciones de potencias 

de ~ de las distintas partes de los diagramas de Feynman, ademas de con­

siderar las aportadas en el espacio fase; una vez hecho esto, se consid~ 

ra el l.ímite -15. _.,O, bajo condiciones que 13e precisariln mas adelante, y -

se propone dicho resultado como el clásico. Es de observarse que utili~-
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zando este procedimiento para el efecto bremsstrahlung con emisión de un 

·fotón se recupera el resultado clásico, y cuando se aplica a la disper-­

sión de Rutherford se comprueba que se trata de un proceso con naturale­

za clasica. En base a estos resultados se propone una manera general de 

encontrar el límite clásico de un proceso radiativo cualquiera en la e-­

lectrodinámica cuántica. 

El límite ~ ... o es una de las muchas posibilidades para obtener un 

límite clásico en un proceso cuántico; ya que se han mencionado varias 

formas alternativas _que tienen valiza en casos especiales. Un ejemplo -­

mas específico es el caso de la ecuación cuántica de autofuerza para pa,E_ 

tículas con estructura hallada por M.S.; aquí, como ya se ha mencionado, 

se encuentra que la ecuación clásica de Abraham-Lorentz se obtiene al hi!_ 

cer la longitud de onda de Comoton tender a cero l.,= l'l/(mc) y consideran. 

do el límite de cargas puntuales, pero en la expresión de la longitud de 

onda de Compton_ es claro que ;l,--. O puede ser tomado de acuerdo a las si­

guientes posibilidades: 

i) Se toma ~ ... o dejando fijas a la masa de1 electrón y a la veloci­

dad de la luz. 

ii) Se dejan fijas ~ y c, y se toma el límite de la masa del elec-­

trón tendiendo al infinito. 

iii) Se dejan fijas -tí y m, y se toma el límite de la velocidad de -

la luz tendiendo a1 jnfinito. 

No se han considerado las posibilidades de variar dos par ame tros o los 

tres simultáneamente. De esta discusión se manifiesta la arbitrariedad 

de tomar el J.ímit<? .fi.-.0, y enseña que al tomar el límite sobre alguno de 

los parámetros que intervienen en 1a descripción del fenómeno. es neces!!_ 

rio precisar el comportamiento del resto de ellos. 
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Para el caso de la discusión contenida en este trabajo, los paráme­

tros que entran en juego son-H, m, e y e, además de parámetros derivados 

como ~ y :i.., los cuales se relacionan con los primeros de acuerdo con las 

siguientes ecuaciones: 

.{ . -----ll 

t ~) 

Para hallar el l.ímite .fi _,,o se supondrá que los valores de e, m y c están 

fijos, y de esta manera se ve de la ecuaci6n ( 1 ) que.¡_....,. y de la ecua­

ci6n ( l) se tiene ), , - o • Es to significa que &\. no es un parámetro a­

propiado para hacer un desarrollo perturbativo en el límite considerado; 

sin embargo, sí es posible usar el paramento ri .¡, , el cual es finito en el 

límite .f¡ _., ó (Esto aclara la elecci6n hecha en la ecuaci6n (3~ ) ). 

En este punto es pertinente aclarar el enfoque que se da al ccnsid~ 

rar el límite clásico de un proceso como' el examinado en este trabajo.­

En principio, se debe hacer hinca.'?ie que la manera de d.;?rivar el límite 

clásico a partir del resultado cuántico no es única, pero esta caracte-­

rística no es privativa del proceso aquí analizado, sino que es parte de 

la diversidad que les '?ronia al principio de correspondencia. La legiti­

midad del límite clásico adopt.ado está en su acierto para predecir los -

límites clásicos buscados, ya que no c:<i~.te un criterio a priori para la 

elecci6n de ·una aproximación adecuada a un proceso particular. 

A continuación se hará un resumen del pl.an general del trl\bajo. En 

la sección II se cal~ula la amplitud de probabilidad del. efecto br.emss-­

trahlung con emisión de dos fotones; haciendo enfasis en l.as ideas gene­

rales del procedimiento de.cálculo, más que en el calculo mismo. 



La sección III constituye la parte r.entral de este trabajo. En ella 

se analizan las contribuciones de potencias de h a los diagramas de Feyn. 

man, debidas a las líneas de electrón y de fotón. También se discute la 

aportación de factores de h provenientes de la selección del espacio fa­

se correspondiente al proceso estudiado. 

En la sección DJ se aplican los resultados obtenidos en la sección -

e III para encontrar los límites de .fi.....,O de tres procesos específicos: Dis­

persión de Rutherford, y efecto bremsstrahlung con emisión de uno y dos -

fotones. Como conclusión general de los resultados obtenidos al tomar el 

límite -fJ....,. O en los procesos mencionados se tienen• : i) La dispersión de 

Rutherford es un resultado cl5sico; ii) bajo las condiciones de m y e f_i 

jos, el J.ímite 11 .. 0 para el efecto bremsstrahlung con emisión de un fo-­

ton arroja el resultdo· predicho por la teoría electromagnética de Maxwell; 

iii) tomando el límite del inciso ii, p'1ra el efecto bremsstrahlung con "' 

emisión de dos fotones se obtiene que los fotones emitidos con suaves, -­

esto. quiere decir que. sus energías son mu:::ho .menore.s que: la energía del -

electrón en. repo~o. La sección eficaz diferencial obtenida.'se expresa co-

. · :mo la suma de dos términos'; el primero de ellos es el mismo .que se ob tie­

ne para el lí~ite -ít ....,o en el efecto bremsstrahlung com emisión de un fo-­

ton, elac~u~oa es el producto de dos factores idénticos al primer sumando, 

pero que corresponden a cada uno de los fotones emitidos. Este segundo -­

término en la sección diferencial es proporcional a e 4 , lo que significn 

que 1:ª teoría electromagnética· de Maxwell ya· no lo predice, pues.to que -­

esta teoría sol~ 'I>~~Úce' i~ emisión de tin haz i:J.e ondas electromagnéticas 

de intensidad proporcio.na·l a e 2 • 

En los. apéndices se d.esarrollan cálculos, cuyos resultados es tan ci­

tados en el cuerpo del texto, que no son esenciales para la comprensión -

de las ideas esenciales. 
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SECCION II 

AMPLITUD DE PROBABILIDAD DEL EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON EMISION DE DOS FOTONES* 

Desde el punto de vista de la electrodinámica clásica, el efecto brem~ 

strahlung consiste en la emisión de radiación electromagnética como resultz. 

do de la aceleración de una partícula cargada, este fenómeno se presenta -

cuando un electrón es dispersado por una partícula mas pesada (p~r ejemplo, 

un núcleo atómico), Para éste último caso, la ecuacion predicha por la físJ:. 

ca. clásica (JACKSON,1980) para la intensidad del haz de luz por uriidad de -

frecuencia y unidad de ángulo sólido es : 

= 
_, - ) /1. 

(~ - ~ ----( l ) 
i-~·r' ,_,.., 

donde ( [.f) as el vector de polarizaci6n del fotón, ( iT ) es la velocidad -

del electron entrante. y ( ·v') la. del electrón saliente' (Esta ecuación es u­

na aproximación para el caso de tener fo tones suaves 11 eS to es, para aquéllos 

·cuya energía es mucho menor a la energía en reposo del -e.lectrón). Al consi;_ 

der.ar la sección diferencialtanto del electrón dispersado como del fotón e­

mitido se debe escribir: 

dlS'" 
donde ( ;.A ) representa la sección eficaz diferencial de la dispersión de -

r 
Rutherford. 

* La notaci6<1 utilizada aquí es la misma que la usada en: BJORKF.N y DRELL. 
"Relativistic Quantum Mechanics". Me Graw-Hi.11 1964. 
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En la mecanica cuantica relativista se utili?.:'!- la t~cnica de los diagr.!!_ 

mas de Feynman (FEYNMAN, 1948) para calcular las amplitudes de.probabilidad 

de este tipo de procesos. Para el caso particular de]. efecto bremsstrahlung 

con emisión de un fotón los diap,ramas correspondientes son: 

FIGURA 

·;-----~ 
~P, 

donde e1 potencial dispersor e" el ele Coulomb. Utilizando las reglas de FeY!!_ 

man es posible calcular la amplitud de probabilidad, dando como resultado: 

donde ( E ) es el cuadrivector de polarización del fotón, ( I<. )*es eL momen­

to del fotón y ( A ) es el potencial disperslvo (coulombia.no). 

A partir de la ecuación ( ' ) se calcula la sección efica?. diferencial 

para foton'i!S suaves ( k <.<..,. ) , la cual es: 

A~ 
donde ( dAp) representa la. sección eficaz de la dispersión elástica (en este 

*En esta parte del trabajo todavía se u~an unidades naturales,, esto es, aquí 
se consí.deraque ( .. :11/)y (Cwl). 
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caso la sección eficaz de dispersión de Mott), y ( Ja'0) es: 

Por otra parte, de acuerdo con la teoría de perturbaciones, la amplitud 

de probabilidad exacta K(2, l) de un proceso de dispersión poi: un potencial -

esta dada por: 

(FEYNMAN, 1965). En este desarrollo el primer término representa la propag.l!._ 

ción libre de la partícula desdel el punto (1) hasta el (2), el segundo re­

presenta el movimiento libre de la partícula desde (1) hasta (3), y aquí es 

dispersada por un potencial V(3) para después continuar con su movimiento -

libremente hasta (2), y de forma similar se interpretran el resto de los -­

términos. De esta manera, el desarrollo también se puede entender corno la -

siguiente suma de diagramas: 

FIGURA 2 

Para el caso especial del efec~o bremsstrahlung, el desarrollo en términos -
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de diagramas es como sigue: 

--·-(!> 
+···)~··· ( 8 ) 

A 

FIGURA 3 

donde el primer término entre parén~esis es la contribución con emisión de -

un fotón, el segundo abarca los diagrams que tienen dos fotones, y así suce­

sivamente. La amplitud de probabilidad correspondiente a el efecto bremsstra.l!_ 

lung con emisión de dos fotones se detalla en el 1 péndice A, para el caso -

de 'fotones suaves se tiene el resultado: 

€, ·_P,) ¡¡ (P.) 't° -"'~ )-···. ( 'f) 
~-~ .f . 

donde ( N: (-,·•>' i' ) , siendo ( (k.) ) y Clic.) ) las energí'.as de --
y'.a, 11!0 ¡(~) l(lt..)1 V ' • 

los foton"s emitidos, ~V ) el volumen de normalización y, C 1:1 )y C cf) son 

las energías inicial y final del electrón respectivamente. 

Al momento de pasar a calcular ia probabfli.dad por unidad de tiempo del 
. & . 

proce~o ~s necesario calcUlar <IM~\) y ·sumar sobre las polarizacionés ini--

cial y final del electrón, así'. para el caso del efecto bremsstrahlung con -

un fotón la expresión completa (sin ninguna clase de aproximaciones) conti~ 

ne treinta y dos términos (MORENO, 1984). En el presente trabajo no !'le in te!!_ 

tará deducir la expresión de el .... ,1~ en forma completa,. puesto que este re--

sultado no es esencial en la deducción que se hará; sin emhargo, <>n el apén. 
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dice B se esboza un nuevo procedimiento para hacer esta clase de cálculos -

en forma simplificada.(MORENO y SALAS, en preparación) y este trabajo sed~ 

riva de (MORENO, 1984) y ( CAFFO y REMIDDI, 1982). 

Se debe recalcar que cuando se tiene el cuadrado de la amplitud para -

el desarrollo esbozado en la ecuación ( !l ) , se suman separadamente los cu~ 

drados de las amplitudes de cada conj;Jnto de términos encel:rados entre pa-­

ri?ntesis, esto se debe al hecho de que cada caso se representan prot:.esos -­

di5tingüibles, y -por tanto resultaría incorrecto superponer las amplitudes. 
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SECCION III 

ANALISIS DE LA CONTRIBUCIO:-l EN POTENCIAS DE.!'\ DE LAS LINEAS DE ELECTRO~' 

Y DE FOTON A LA AMPLITUD DE PROBABILIDAD. 

La finalidaJ de la presente sección es hallar las contribuciones en 

potencias de .l'\ de cada una de las partes de los diagramas de Feynman, que 

se utilizan en el cálculo de la amplitud de probabilidad del proceso; es­

to significa hacer un cambio de unidades naturales por unidades M.K.S. 

Al hacer esta deduccion se toma como ejemplo el proceso bremsstrahlung 

con emisión de dos fotones, pero al procedimiento se le atribuye un caras. 

ter de aplicación general para procesos radiativos. Como resultado del. a­

nálisis se obtienen dos teoremas que sugieren la asignación. de potencias 

h a las líneas de electrón y de fotón. Dichos teoremas establecen reglas 

inducidas de casos concretos que en forma alguna son unívocas, esto sip,n_:i,_ 

fiC'.a que las potencias de;!\ halladas para las líneas de electrón y de fo­

tón pueden alterarse al considerar, por ~jemplo, una norm~lización dife-­

rente para los espinares de Dirac. Sin embargo, sea cual fuere la elección 

de potencias de h para los diagramas de Feynman,_ esta elección debe gara~ 

tizar una correcta combinación con los factores de ..fi proveientes del esp.!!_ 

cío fase y de la regla de oro de Fermi, para que el límite m-'>0 sea ade-­

cuado a los resultados clásicos. 

i) LINEAS DE. ELECTRON 

Uado un diagrama del proceso es f acil distinguir las líneas de elec­

trón como aquellas que son continuas. El comportami~nto de los electrones 

en la mecánica cuántica relativista. esta descrito por la ecuación de Di-­

rae, la cual en unidades es: 

( ,· ';t - m ) .¡, M =o - - - - · - - - - -- ( 'º ) 



14 

Es posible cambiar las unidades de esta ecuación a unidades físicas, -

esto es unidades M.K.S., haciendo la sustitución: 

ln--~ --------·-------( ,, ) 

La sustitución dada en la ecuación ( 11 ) será de mucha utilidad 

para averiguar las modificacion~s que-trae consigo este cambio de unid!!_ 

des en las funciones de onda del. electrón entrante y saliente,.así como 

del propagador electrónico. 

Para empezar, considérense las relaciones de normalización para e~ 

pinores de Dirac: 

------------- l/2.) 
...ü' .P-' 

Usando ( fl ) en la segunda de estas ecuaciones, y ajustando :las unidades 

de la primera para que coincidan con la segunda, se· obtiene: 

--- . < 13 ) 
jj. T .JJ..' 

La primera de estns ec~aciones se usa a continuación para calcular la -­

constantes de normalización de un electr§n libre contenido en una caja -

de volumen V: 

·b.. . 
-¡.-~ ' e -- - -- - - - - · --- { , ., J 

y es fácil ver que se satisfar.e la normalización: 

- - - - - - - - - ---(/ &) 
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En seg11ndo lugar, se va a investigar lo que ocurre con el propaga-­

dor de Feynman del electrón*. La ecu~ción de Green del propagador en uni 

dades naturales es: 

( iY- m) SF Cx-i<')-= i S"c ... -... •)---- --- --( /(,) 

efectuando la sustitución ( 11 ) se encuentra que: 

*Un sencillo análisis dimensional del propagador hará clara la validez de 
la ecuación ( /"} ). El propagador se puede escribir. en términos .~e las fun. 
ciones de onda (BJORKEN Y DRELL, 1964) de acuerdo con la. ecuacion: 

SF (K) .,. r:. 'íf. ,,.) ~./x) . . ' 
De la ecuación ( 15 ) se tiene que las un:i:dades de las funciones de onda 
son: 

[4'1 .. lfi· 
entonces las unidades del propagador son: 

1 ts, 1 ~ li 
Dada .la ecuación de Green ( ' ' ) y considerando que ..,1 operador del miem­
bro derecho tiene unida.des de momento es posible averiguar las unidades -
de 1.a constantes k

0
, la cual se incluye po?ra investigar cuales son las u­

nid:ides del factor de proporcionalidad: ~ 

. (,·;1- i..)S"' r,.i = i1t. ~"1,.) 
En esta ecuación sólo hace flata determinar las unidades 
considera la ecuación: 

de (x)' 

5 i"1,.1 J"x"' 1 
se encuentra que las unidades de la delta de Dirac 
deben ser: 

en cuatro dimensiones 

Por lo tanto, las unidades de k
0 

son: 
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"t'or otra parte, 1a de1ta de Dii:ac y e1 pro9ag'1dor en e1 espacio de 

momentos se pueden escribir de 1a siguiente manera: 

S (it-x•),, __!. S" {p)¿•-r- ____________ ·(1r) 
) 

J~ . ,,,. .... ) 

F (1Jflt)'f f 

s•tx-ic.1) .. s~ 
( ~irt;.YY 

. ,.,,._,.,, 
_, -t. e --- --- - - ----( l'f ) 

sustituyendo ( 11 ) y ( /'I) en ( 11): 

• ¡G(l(-1<.•) 

é'-r-

donde "p i .IÓfl esta expresado en el espacio de momentos. Entonces: 

y se concluye que: 

·------------(20) 

De aquí que el propagador libre del electrón en e1 espacio de momentos -

se escriba. como aparece a continuac.iOn: 

¡~ SF(r) .., ___ _ 
f-w.c 

- -, • - - - - •• - - ( 3.I . J 

En el caso de que e1 electrón se encuentre interaccionando con un -

campo e1ectromagnético, e1 propagador exacto s; está dado en el espa~io 
de momentos por: 
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1a ecuación de Green correspondinte a esta solución es: 

y usando ( 10): 

que es la ecuación ( .20) haciendo la sustitución mínima P->P - ~ 

De las consideraciones hechas hasta este momento, es posible llegar 

a una regla respecto de la con tribucii5n de potencias de .fi a la amplitud 

de probabilidad debidas a las líneas electrórdcas en los diagrams de Fey!!_ 

man. ·considérese uno .d<? los diagramas del proceso bremsstrahlunp, con emi-· 

sien de <los fotÓnes, mostrado en la figura 4. 

Se asigna una contri':>ución de.¡;¡;' a las líneas del electrón entrante y -

saliente (ver <'cuación {/'f) ) ; debido al resultado <iel propag<!dor lihre 
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en espacio de momentos ( ecuacion ( 11 ) ) se asocia una h a .las líneaB -

del propagador, y, de acuerdo a la ecuación (:Z:a..), se debe considerar un 

factor l/~ por cada v~rtice del diagrama. El resultado final es: 

> 

~ 
l/f---@ 

Ver ecuaciones (I '/ J, (21) y (:u.) 

·----- FIGURA S. 

al hacer el producto de todas estas contribuciones de potencias de-U el 

resultado es~~ por tanto: 

Las..J4~~lectrónic~~tri.E..!!Yen con potencias de ~ al~cer el -­

calculo de la amplitud d~robabilidad del proceso. 

Es importantes subrayar r¡ue este result:ado es generalizable para cualquier 

orden de perturbación del proceso, 

Los fotones reales emitidos durante el proceso bremsstrahlung 

se les da,por conveniencia, un tratamiento semiclásico. Se dice que es s~ 

miclasico porque se calcula la energía electromagn~tica total contenida -

en un volumen V, y esta cantidad se iguala a la energía correspondiente a 

un fotón. 
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Fscribiendo 1a ecuación de onda para el caso de fotones reales, se 

tiene: 

O~.tv"(x_¡1c) .. o -------·- -----(.2."I) 

la solución a esta ecuación es: 

.gbsorción 

e' ... 11- G 14" _ - - l H ) 
emisiOn 

donde (I" es el cuadrivecror de polarización, y la constantes de normali­

zacii5n se elige de acuerdo al criterio expuesto al principio de esta su]? 

sección (DE LA PE9A, 1979). 

Para el caso de fotones virtual~s, la ecuación de Ma'KWell adquiere 

la forma: 

donde J (x) es una cuadricorriente electroma~nética. Las transformadas -

de Fourier de A~ y -JI' se pueden escribir como siguen: 

/' ( JYp - ¡ '-t A lxl= Jü~.,A~tr1e. ----------b.vl 

Jl'lx1=f J"t 1,,..ll>e'~ -- --------(2o::11J (sit<J" -, 

sustituyendo en :ta ecuación (~1) se sigue que: 
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de donde: 

A"' lr) 
) P"f o - - - - - - - -(ao ) 

siendo p 2 
= p~ p , cuando ocurre que p2~o se requiere imponer condicio-­,.. 

nes de. frontera. Por tanto, establ.ecemos: 

La transformada de Fourier del camp" electromagnÉÍtico contrihuyr. con 

un fa;~-de -H2 a la amplitud de probabilidad, mientras que los fotones -

reales lo hacen en un factor {i:: 

Esquemáticamente: 

iii) ESPACIO FAS~ 

t.& 
-----® 

Ver ecuaciones (:") y (30) · 

FIGURA 6. 

En teoría de perturbacion~s dr.pendir.ntes dr.l tiempo, la aprox!_ 
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mación a primer orden de la probabilidad por unidad de tiempo de transi­

ción de un estado a otro viene dada por la regla de oro de Fermi (DE LA 

PEtlA, 1979): 

1 
donde \Mif\representa el cuadrado del elemento de matriz de dispersión y 

dJ simboliza la densidad de estados finales (por unidad de energía o de 

frecuencia). Es precisamente d! la cantid9d que contiene la definición -

de espacio fase. En el preRente p:w:oblema los estados finales del proceso 

con el electrón :r los fotones emitidos, para describir d 

se usa: 

regularmente,-

donde el primer factor del espacio fase representa el n!imero dé ·electro­

nes por unidad de energ!a; el segundo y tercer factores describen el. nli­

mero de fotones por unidad de frecuencia. De este espacio fase es ·evide!!_ 

te la diferencia entre los factores del elect=ón y los de fotón; esto se 

debe a que se utilizan unidades físicas, y en dichas unidades el momento 

del fotón esta dado por ~k-~ lo que permite la cancelación del divisor ~3 • 
Las cantidades Ef y w que aparecen en el espacio fase· estan tomadas d': -

las ecuaciones (l'f)y ú'), y corresponden a factores de la cons..:ante de 

normalización de los electrones y fotones respectivamente. Esto signifi­

ca que estos factores se consideraran como parte de las constantes de -­

norma1ización y el espacio fe.se que se usará es el que sigue: 

'l_J'i.. V J '1<' 
l~111· ~ -------·----(33) 
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Como en este trabajo se busca hallar el límite clásico de J.a sección di­

ferencial eficaz, es necesario cinsiderar un espacio fase donde sea posi_ 

ble determinar intensidad del haz de luz en lugar de tomar en cuenta el 

nlimero de fotones; en tone es de acuerdo c.on los resultados deduc:l.dos en -

el apénd5.ce (C) y en particular en la ecuación (C-'/) se puede escribir 

un nuevo espacio fase: 

c~ ... >vJ•k (ti.>')v.1>1<' ..•.••. (J'I > 
.... e.1. {.JJ1)J ~.,~ (.U)~ 

El factor m c2 , que es la energía en respopo del electrón, se agrega pa­
o 

ra dejar adimensional el espacio fase. 

La sección eficaz diferencial se define de la ecuación (a 1 } en le. -

siguiente .forma: 

Jw 
J ..... ······--·----·-{3S) 

donde jinc es la corriente de partículas. incidentes. En el presente caso 

como jinc= vi/V, donde vi es la velocid~d inicial del electrón y V el v~ 

li.Jmen de normalización, entonces combinando las ecuacion~s (SI), (l'I) y 

C3f) se tiene: 

Vl.Jr.i.:.) J1 1< 
\to.,.. {:¡I() ~ 

que es el espacio fase utilizado en este trabajo. 

( 'Jift.' V <w .. ·-· (3 , J 
~º(,.'J. (.lJf)~ 
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LIMITE .tí-.O PARA EL CASO DEL EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON UNO Y DOS FOTONES 

En esta seccii5n se apl.icarli el. l.Íuú.te l'i.-0 a .tres casos especial.es: 

Dispersii5n de Rutherford, y efecto bremsstrahl.ung con emisii5n de uno o -­

dos fotones. El. l.ímite se l\pl.ica de acuerdo 11 l.as condir.iones descritas 

en l.a seccii5n I • 

. i) DISPERS ION DE RUTHERFORD 

El. diagrama de Feynman correspondiente a l.a dispersii5n de Ruthe.!. 

ford por un .e.ampo exterior ·en el. primer orden de perturbacii5n, se represe!!_ 

ta en el. figura 7. 

~ Á-----~ 

FIGURA 7 

A ~s~e diagrama. se i;.· asociarán l.as poteiícias de .fí. con· l.as ·que· con.tribu.,. 

ye cada l.ínea. De acuer.do con los . teorP..mas l y II, se sabe que las·· líneas 

electrGnicas no aportan f1tctores l'i. a l.a amplitud de °!'robabi.l.:Í.dad, ·míen-­

tras que el. fotón virtual lo hace con h 2 • entonces· el diagrama <¡ue t:ept:e 

sen ta la amplitud de probab:i.lidad contiene un factor gl.obal -ií2 • Usando : 

el. espacio fase correspondiente a este proceso, la secci.i5n eficaz dife-­

rencial se escribe como sigue: 



24 

se observa que las potencias de .fi se cancelan* y al tomar el l'í'.miteh-" O 

la expresion queda inalterada; por tanto, la dipsersion de Rutherford es 

un proceso clásico**· 

ii) EFECTO BRE-ISSTRAHLUNG CON EMISION .DE UN FOTON 

En este caso los di~gramas de-Feynman son: 

En donde se han considerado las contribuciones de factores de h de cada 

línea (Teoremas I y II). Escribiendo la sección eficaz correspondiente 

*La no~-malizacion de espinares de Dirac elegida en este trabaja (ecuaci5n ._ 
. 13), indicaría, la presencia de factores de h en la cantidad 1 u(pf)4u(p. )j, 
puesto que Ü u-1}11: En real.idad sucede.que l.a .. transformada de Fourier lle 
A(x) es: · · .tl-P·\•i 

A(l'l•lR-lóc: H•,-1,)f.íª" ~ é' ~ . ..,. 
En el caso especial del potencial coulombiano: 

A {P): .>11 kc:. ~llf ~~) t ~. 1f r,.\' \.U:lli) P.l<lfz) 1 J 
Esto significa <!Ue l~ transfoTmada de Fourier del ;!ampo electrom'1gnético 
~ontiene un factor .f'i ; que junto con el. f2ctor procedente de la normali­
zación de los espinares dan •in to ta~. de 1'i • Y esta es la pot<'nci a de .il.2 

asociada al fotón virtual. 

**Esta expresi6n es la sección eficaz de Mott 9 ~iendo la disp~rsión de -
Rutherford sólo un caso especial de ell.a. La deducción coTpleta de esta -
ecuación aparece por ejemplo en: GUPTA, 1977; BJORKEN y DRELL, 1964; LEI­
TE, 1977, etc. e' (1- i.~ss,..•ev,) 

( PSG,. t)/a J"i 
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a este proceso se tie.ne: 

con la amplitud de probabilidad dada por la ecuación ( 6 ) , Haciendo las 

sustituciones 6 -¡:ii • y k- -fík (la primera sustitución esta justificadA 

por 1a ecuaci15n (:a"> y la segunda por· el paso de unidades naturales a !!. 

nidades físicas) en la amplitud de probabi.lidad se tiene: 

obs~rvese que como en el caso de la dispersión de Rutherford, el factor 

· -ll2 asociado áJ.' fotón virtual se. c-'tlcela con el factor de -K procedente d.e 

. l.A regla de oro dé- Fermi y .con el factor· -t'.3 asignado al espacio faRe del 

electr¡;n, Sustituyendo <1•) en (31) ae tiene: 

Jtr • .!J.. l• fMl 1ª V J'r Vw J,IL 
1ll 1 (all')~ ,.,~ ( ain1 

1.i - ( ) Í (.!.!J?. '. P1) ,, 1 .~é'/.I. Ef:L.)} ( ) d donde _Mif. ~.u Pe\ \K.P, - K.P, "+ ~• 2~.K - 2i¡.K _ u pi , toman o 
el 1!1D1te .r.;..•,c:i- se c.bnene el result,,.do el 1co P.ara el .efecto bremsstra!! 

lung con un fotón ( ecuación 1 ~ coincidiendo con el r.~sult!ulo par11 ··un. • 

€otón guave: 

Usando el resultado de la ecuación (~1 ), esto se puede reescribir en la 

siguiente ~arma: 

* Salvo el factor mc2 

** La no tac ion M llll se usa para distinguir a la amplitud de probabilidad ª!!. 
tes de tomar el límite .(.....,o 
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J11. .. c.r. _ r ª Jtr = L €;!.; Jk 
2.6. le .... ••·r; ... c'l&lili - - - - - ('/ I) 

y dada.1a ecuaci6n (C•'I): 

Jrr = dO'. u: 
J.O.cJn.r .lAc .lJ\.r 

J l' t: ·-..._,. -----{.i¡:a.) 

que expresa que la seccion diferencial total del proceso es el producto 

de la secciSn eficaz el&stica y la seccion del haz de ondas electromag­

néticas. 

Cuando se efectúa. la suma sobre polarizaciones del foton saliente, 

la ecuaci6n ( f#) se puede expresar de ls siguiente manera: 

donde se ha aplicado el resultado que sigue (BJORKEN y DRELL, 1964): 

2: (~ a.-)ll., L") = - a..1 
·'•L. . . . ... 

donde A y la representán ·dos corrientes conservadas. Integrando ia e-­

cuaci6n ( "/ 3) con respecto al lingulo s6lido (GUPTA, 1977) se otiene: 

r 11,_ ( "• p. J~ rrr (. t ) 
- d,.. -.. -- __!_. = - la.~ - 1 Je..> -·('/'/} 

"'"'• k•P: C )h'tª 



27 

expresión que es valida en el caso de que -q2>) m2
r.

2 , donde q = pf-pi y 

mes la masa en reposo del electrón. Sustituy?ndo (~~) ?n (13) se en-­

cuentra que: 

Jtf'=< Jl1'c. ( IP e' :ié:) (1.., - 41 - 1) J"-> ----( '/S J 
·2 ~e • h.•.c:• 

Vemos que la intensidad del haz de lu~ es: 

En reaJ.idad l.o que aquí esta escrito e.o; la :tntensidad entre rJc2 , l.o que 

perl'lite tener una cantidad adi~ensional.. Este hecho es importante par.a -

el poter.ior de~arrol.lo p?rturbativo. 

iii) EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON EMISION DE DOS FOTONES 

Para este proceso ~ólo se considerará un diagr'lma de Feyóman,­

pues to que el resultado obtenido del resto de ellos ·es semejante. !lea el 

di.agrama: 

~a amplitud de probabilidad asociada es (Apéndice A): 
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(-ie )3 í 
donde N = tY (k j simboliza la energ a del ..¡ 2Ef V 2Ei V 2(K

0
)

1
V 2(K

0
)
2

V o 

fotón. Como en el caso anterior ya no se considera el factor -l'l2 asocia­

do al fotón virtual, y só~-º se hacen las sustituciones:t;. ... ¡;¡;'Ei y k ... !'!k ; 

entonces 1-a amplitud queda: 

de aquí se tiene: 

Este factor l/~ se puede obtener de cada uno de los diagramas; entonces 

factorizándolos y sustituyendo este resultado en la ecuación ( Jy) se -­

tiene: 

donde los únicos fac.tores de . .¡{ c¡ue permanecen se encuentran ·en la .. ampli­

tud de probabilidad, la cual es una suma de cantidades como la dada en -

la ecuación ('/-¡). Haciendo .¡'¡_.,.Q se obtiene que la ecuaci6n ('Sf"l) se -­

convierte en: 
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que coincide con 1a aproximación de fotones suaves obtenida en e1 apénd.i_ 

ce A. Usando e1 resul.tado que en dicho apéndice aparece para 1a amp1itud 

de probabi1idad tota1,se obtiene que: 

y la sección efi.caz total del proceso se «scribre co'llo: 

Record11ndo que .se deben sumar ··las probabilidades de emisión de un fotón -

y de dos fotones para este proceso: 

., ... . - -· . - ·:. ·- -

donde se ha considerado e1 factor 2 por 1a indistinguibilidad de lo.s .... fot.2_ 

nes (BERESTETSKII, LIFSHlTZ y PITAEVSKII, 198%). Este es. e1 1!mite clásico 

que se propo'le p;ira e1 efecto. bremsstrahJ.ung con emj.si5n de dos fotones.­

Sumando sobre 1as polarizacior.es e integrando con respecto al Sngu:Lo s5l,i 

do (como P-n el caso de un fot5n) se puede ver que: 
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donde se han integrado las frecuencias w y w 1
• En el caso de la emisión 

de un número infinito de haces secundarios 9 es posible dar u.na genera] iz~ i 

ción <le la ecuación (SO), Si se cumple queyw<.l,"lw'<. 1, ••. , entonces-· 

se tiene que los te'rminos del desarrollo siguiente: 

son cada vez mas pequeños. Suponiendo ~ue las frecuencias de los fotones 

no sean muy distintas y observando ·que en la l!CUaciÓn ("5 f ) la COntrihu-­

ciÓn lineal predomina, dada la pequeñez de los términos posteriores, l!S -

posible aproximar la ecuación ( 51 ) como sigue: 

- -------(SJ.) 

Esta ecuación expresa la sección diferencial del efecto bremsstrahlung -­

con la emisión de hasta una infinidad de fotones suaves, cuya frecuencia 

esta próxima a w • Usando el resultado de la ecuación (52.), es posible 

mostrar que los fotones suaves son emitl.dos de acuerdo con la ley de pr.2_ 

babilidades de Poisson. (Ver apéndice D) 

De la t0cuación (5'1. ) se observa que la intensidad del haz de fotones 

emitidos es porporcional al factor lw- 1. La constante de proporcionali_ 

dad se propone como mc2 para obligar· _que. e~ término lineal: coincida con -

l.a predicción maxwelliana, entonces <.s posible escribi.r: 

1 ( ..... ) I-=l..c e -1 -------·-ts:i) 

Y el término lineal de este desarrollo es: 

-- -------(H) 
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Debe recordarse que l"" e 2 , esto implica que en l.a ecuaci.5n (Sl) no s5l.o 

existe l.a contribución maxwel.l.iana del. término con el. factor e 2 (ecuación 

S~·), sino que están presentes términos con potencias e 2n. Esto signifi­

ca que el. resul.tado C SJ) no puede ser derivado directamente de l.as ecua­

ciones de l.a teoría de Maxwell.. 

En conclusi5n., l.a ecu<'lci5n ( .5' 3) puede ser in::erpretada como un re-­

sul.tado cl.asico en el. sentido de que carece de factores de .M. Sin embar-­

go, la teor!a de Maxwe11 del campo el.ectromagnético s5l.o predice l.a aprox_i 

maci5n l.ineal. de dicha intensidad de haz de ondas el.ectromagnéticas, por 

tanto debe considerarse l.a- posibil.idad de una teorra mas general. par.a el. 

campo el.ectromagnético. 

Para final.izar esta .secci5n,supóngase que se util.iza el. espacio fase 

de l.a ecuaci5n (33 ) para determinar l.a sección eficaz del. efecto bremss­

trahl.ung con emisión de un fotón suave, el. resultado que se obtiene es -­

bien conocido (BJORKEN Y DRELL, 1964): 

( -e'' )('f' a& . ¡;.r,,. 
donde ya se ha sumado sobre l.as pol.arizaciones del. fot5n. Usando el. rest11_ 

tado de Gupta al integrar sobre frecuencias y ángul.o s5lido (GUPTA, 1977) 

se deduce que: 

2 
Y como· d = _<>:.._ en el. sistema de unidades físicas se c:oncluye que:. 411!1(

0
c 

- 1) !¡., ---- (S?) 
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que es vlílida sólo en el caso de que -q~., m2c 2 • b:sta sección diferencial 

se obtuvo bajo la hipótesis___1~~.l.9_tones '!ºn suaves, eRta aproxima­

ción es distinta a la de tomar el. límite .\\...,o. Esto se debe a que en el -

primer caso no sólo se presupone que los fotones son suaves, sino que ta.!!!_ 

bién se sabe que ~1a con~nte de estructura fina es_f} .. nita; mientras que 

en e.l. segundo caso se observa que una vez gue se ha tom:>do el~ s:e -

encuentra que l.os fotones emitidos son suaves, y en esta aproximación la 

constante de estructura fina no ·es finita. Otra diferencia fundamental -

as que la ecuación (~~) presenta la divergencia al. infrarrojo, que con­

siste que en el 1ímitei.> .. ,~ ... o la sec.ción diferencial. es divergente (BLOCR 

y NORDSIECK, 1937 ); y por otra parte, en la ecuacié5n ( 52.) no aparece e~. 

te problema. 
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CONCLUSIONES 

l. Uados los resultados de la electrodinámica cu5ntica en procesos 

radiativos, el límite ~->O lleva a predicciones que se proponen como r~ 

sultados clásicos. Este límite se debe efectuar en las condiciones señ!!_ 

ladas en este trabajo, éstas son: Que las cantidades e, m y c permenez­

can fijas, y que el espacio fase sea seleccionado convenientemente al -

caso. Los procesos tratados en el desarrollo del texto son: La disper-­

sión. de Rutherford y el efecto bremsstrahlung (<Lb.) con emisión de un 

fotón. En el primer caso se demuestra que se trata de un proceso clási­

co; el segundo tiene como límite clásico el mismo resultado que se ob-­

tiene al tomar ..f1 .. o. 
El aspecto crucial en el tratamiento del e.b. con emisión de un f.!?_ 

tón esta en la elección del espacio fase. El espacio fase que se usa r~ 

gularmente (ecuaci5n 33) hace recuento del número de ·fotones; este he-­

cho. hace difíc~l considerar ~l límite clásico, puesto que ·el concepto -

de fot5n -no es clásico; La elección de un espacio fase que considera i!!. 

tensidad del haz de luz, hace posible que el· H'.miLe .t\_..O no !lea diver:..-. 

gente. y qeu se recupere el resultado clasico. Además, al usar el espa-­

cio fase usual, el resultado que se obtiene presenta el problema de la 

divergencia al infrarrojo, problema que no aparece al usar la nueva de­

finición de espacio fase. 

11. Cuando ~e toma el límite .ti-o para el e.b. con emisión de dos 

.fotones, se encuentra .. q.ue los f~tones ~en suaves. Este resultado se pu~.· 
de generali~ar para el caso del e.b. con emisión de un número arbitra­

rio de fotones. Cuando los fotones emitidos tienen una frecuencia cer­

cana entre sí, el c~mportamiento de la emisión de hasta una infinidad -

de ellos es proporcional al factor (e1w - 1). La aproximación lineal de 

este resultado conduce a la expresión clásica de la intensidad del haz 

emitido, el resto de los términos no son predichos por la teor~a de Max­

well. Esto permite pensar que la teoría de ~axwell es el caso particular 

de unA. teoría mas general. 
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APENDICE A 

CALCULO DE LA AMPLITUD DE PROBABILIDAD DEL EFECTO BR~SSTRAHLUNG CON DOS 

~-

Como ya se ha mencionado en la sección I, la amplitud de probabilidad 

del efecto bremsstrahlung con dos fotones se Calcula considerando seis di!!_ 

~ .... 

(4) 

&.;··-~ 
~~ 

") \ 

®:---·;e: ,. ') 

"'~ 
,""T. Le) 

FIGURA 10 

(Y-:~-,. "> 

1 

""" (fl 

se puede observar que el diagrama (b) s6lo difiere del (a) en el cambio d,e, 

!ndices del fotón, lo mismo se puede decir de (d) con respecto a (e), y de 

(f) con respecto a (e). En lo que sigue, se evaluará explícitamente la am­

plitud de probabilidad correspondiente al diagrama (a). 

De, acuerdo a las reglas de Feynman, la amplitud de probabilidad del -

diagrama (a) se escribe como sigue: 



:!S 

.:i 

llamando (/J r L·itl 
.,/H,v ~e,v llfl.J,v l 11<.>,v 

las energías de los fotones (!) y (2) 

ecuación (,. •\ ) se oh tiene: 

) donde ( (1<.\) y ( lk.),) simbolizan -

respectivamente. Racionalizando la -

El siguiente paso consiste en simplificar esta expresión_ Y ara conseguirlo 

se utilizan la ecuación de Di~ac y su adjunta: 

- - - - - - - - - - • (.A·3 ) 

---------- (1'-'I} 

entonces aplic,;ndo (/4•3.) y (1\-lf) se sigue que: 

}1'"~ __,_,,-.o-'!"-,.-,. c-o_,.it.-:ü.C~) { (1,,_·14-~ ~,+~,jl1+'rn )F1 (J!.t tlzt Jl,~m) IJ.M-tf.-) 

: ~~ {,¡¡rr.1 li-~ l,+,,,)t1 {~+~1-' ~ 1+'h.)#'}~tf:) .f.J.l!J~~ .. ~~~zl;lz+1n)¡f,+(~+Jlr+jl,.f ... W" J .. ~l·{.A·.S} 
.D?bidO a i"a ecuación de Dirac (1,-'f)~ el primer término- entre corchetes- de 

13 ecuació~ (A·&) se. cancela. Utilizando en forma r~iterada este procedimie.!i 

te.'. ~e oht4ene: 
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"\I•>: ~4¡¡ 1'tl l'lCE,·lf)(&,·~H'/{L',·P,)(E1•1<,) + 1l~,·r4)f,f/.1+2(~·r¡) ;,¡l,-H~·~'fl.at,+2Ck¡E¡ )f~ 'tf1+~2.,//.1~Jr. J<{P¡) 

••·•(J.·C ) 

Es claro que la amplitud de probabilidad del diagrama (b) se puede obtener 

de (A·f.) con sólo intercambiar los índices (1) y (2). Siguiendo un proce­

dimicn'to idéntico al anterior,. pero usando también la ecuaci6n (h- '"-l), se 

encuentran las ·amplitudes de pt:obabilidad J.e los diagramas (e) y (e): 

donde ( o," ·'f~-1<,)tP.·1<.) ). Y finalmente, se escribe ( M,t>.) como sigue: 
f • . 

-",,¡ {_.iu.i f/. {" t~ .. E,)CP;·,,1- ~ lf; ·E,*,·1<,)-1<~ ·Go l44f';2 c,.,.,n1,;, +iC'1·1c,)¡i.it;·n(t<,·6'JIL,ft, tll,l.1~,I, }ti':) 
·····v.-~) 

La amplitud de probabilidad total para el efecto bremsstrahlung con emjsión 

de dos fotones será: 

En particular, par.a fot:ones suaves <"i«\n) y {li11ath )., en unidades ni!_ 

turales, la amplitud de probabilid~d se reduce a: 
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M= ftJ (€,·1',. €.·P:)(t:·P. E.·P.)-1(.p - ~· .::,:..!J>k - ..:::L-.!:' -'" ~) '1"''·' -·· {Jt-10 J 
1 f lc1 • 1'1 1·P1 1<, P, .- • 

~" ~ .... 
De acuerdo a este resultado, losfotones suaves sé .comportan como entidades 

. probabilísticamente independientes, y por tanto, ;.;,.f posible calcular con -

facilidad -'esta cantidad para un n<imero arbitrario de dichos fotc;rnes suaves. 

De esta forma, la amplitud de probabilidad de emisión de (n) fotones suaves 

es: 

~ .. p,.) 
~ ;:¡lf.)//;.14.lf¡) ------ (A-11) 
k .. '· 'f • J 
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Se define (~Jl 4 /1•rl,,11¡)1i.._., ) que es un elemento de la matriz de dispe!_ 

si5n, aquí se considera por comodidad el bra como ( ¿M,11• ). De acuerdo a -

la relaci5n de completez de la base. de espinares de Dirac se tiene: 

- 't - \" - - - - - - - - ~ - - (l.-\ J 

donde 

De la ecuaci5n (t.-\ ) •se oh tiene: 

donde se ha mulÚplicado y dividido por el mismo escalar, y de aquí se sigue., 

que: 

"',., -= <.A(d~ºIJt/> ~ ( r IJti> (4; 1 YºIJ(+ ><.u., Irº) 

= <.u,l~ºtJt., '> '}r ( rP,Pt) - .. - - - - - - - - . - - - - - - - --- ( B-1 ) 
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don« ( P¡> (k, >'-o 1 ••) ' ( P,' ""' "'}") •on 1o• p<oYº''º'º" >••" o1 o.codo 

(i) y al estado (f) respectivamente. 
Si en la ecuaci5n (l~-'Z.) se hace <t'••I) se obtiene lo que sigue: 

esto implica que: 

o lo que es lo mismo: 

•='" ( <f) •• =• fa•• a<bi•<"riO nin ningan •oo«do fhi•º• oundooy•ndo - . 

( n-~) en ( ~-~' se deduce que: 
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los proyectores se pueden escribir de acuerdo a: 

donde (.,4 .. )y ( 4; ) son las pol.ariza.ciones del electrón en su estado final. e 

inicial. respectivamente. 

El. siguiente paso consiste en escribir la expresi5n que genéricamente 

se le ha" l.lamado ( r ) en términos de la base covariante de ].as matrices de 

Di.rae (MORENO, 1984). Dicha base es <l:t, ~~l.-1 t•t-"'> ,,....,.l) y de acuerdo -

a ella, se puede cl.esarrollar una matriz ( r ) arbitraria como: 

l.os términos contenidos en el. primer paréntesis corresponden a los productos 

pares de matrices de Di rae ( o en forma equivalente conmutan con ( YS) ) , y 

e;l segundo conjunto de términos es impar, ya que corresponden a los produc­

t;,s· impares de matrices· de Di.rae ( o en forma _equivalente anti.conmutan con -. 

( 1-') ) . Adernlis, también se debe expresar e.l producto de los proyectores de 

acuerdo con la base covariante, suP6ngase qu~ en· eSte caso e1 desarrollo qu~ 

da en la forma siguiente: 

p. P. -. ~ -
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1 'l ,, ( 1 1 1 - -1 l i lJ¡¡ ** 
Usando la ecuación ( M~¡\ "- 1 SS -Pl'tvv +.P.·A -¡ "Jr ) (MORENO, 1984) en don-

de se sust.ituye la ecuación ( G-2.) se sigue: 

donde ( f't{P;P,..):'1',t$'): 4s'). d~do que la tra~a de todos los elementos de 

la base es nula, & excepción de la matriz unidad, Y, entonces se puede es-­

cribir: 

I~ .¡\,,..!.. (ss'-tp'+v11'+~·~1-lT"r,. 1 )----("'-•) ·I' 1 S' - ~ 11f ~ 

Para el caso particular del efect.o bremsstrahlung (en cualquier orden 

de perturbacion). la matJ:iz - -( r.) está expresada como un producto impar* de 

matrices de .Dirac, por l.o que es posible escribirla .en l.a forma general.:. 

-donde ( f ..,.-_-_)$"~ .. l) son· 1os ·elementos impares de la base covariante de las -
\ '- l 

matrices de Dirac. Usando las ecuaciones (&-t ) y (D-1'-) se tiene: 

* En el apéndice A se comprueba este hecho para el caso de la ecuación (A-t~, 
la cual describe Ja amplitud de probabilidad que corresponde al diagrama (a), 
en este caso los términos que aparecen son: fl., j 1'j.

1
¡f.J '1.1.'1.trf.,1'/2.f/

1
1f) f,,<f. 1 f/.) 

r/-a!l.:rf. ".) f/:.lf..,_</,V.1/:J 
**La notación empleada en este case es: VV' vrv:,.. , A'A' 
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---------lti-Cl) 

doride (S~ f1~ ~ 'i>': f 1'.,.l l.-r) 
1 

YY',. ~'Z. (l"~f. )1 PI"• ~1; (l•~r)'f A'-'f. f ~ (l~f;~ 
Con esto es posible hacer un tratamiento simplificado del cuadrado de 

la amplitud promediado sobre los espines del electrón. La referencia princi 

pal de es te trabajo es: ( MORENO y SALAS, en preparación). 
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El siguien~e desa~rollo esta ba3ad~ en la sección 15.l del libro de -

electrodinámica clásica de J.D. Jackson (1980), se usa la misma notación -

que en dicho libro. 

La intensidad de un haz de ondas electromagnéticas se puede escribir 

como sigue: 

( .ri: ) 
clw J..n.. 

j.Jk --· (C-1 ) 

De la ecuación ( c-1) es posible deducir que: 

-- -~ :--- (t-z. J 

donde se han utilizado los cuadrivectores (( .. (o.,~} ), CP=(,..c1•ii)) y 

(\<•-~V1 A)). Sustituyendo la ecuación (l-4.} en la (e.¡) se tiene: 

Por otra parte, la relación entre el nlímero de fotones ( JN ) y la i!!. 

tensidad del haz de ondas e>lectromagnéticas ( Jr ) se puede obtener de la 

siguiente manera: 

- - - - - - - - - -- ( <- "' ,. 
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APENDICE D 

En lo que sigue se probarñ que los fotones suaves son emitidos de -

acuerdo a la ley de probabilidades de Poisson. 

Consid~rese la probabilidad obtenida de los diagramas de Feynman si 

guientes: 

IK1, l' 0 

\ )----& 1' + \ )~-~ • :¡ .. .,\~ .. 
Estos diagramas corresponden a la dispersión de Rutberford en unión a 

los del efecto bremsstrahlung con emisión de hasta un nGmero infinito de 

fotones. En el límite,h~o, en las condiciones especificadas en este tr_!!. 

bajo, los fotones emitidos son suaves._ De acuerdo con el resultado de la· 

ecuación (5l.,), en este caso es pcsible escribir la sección diferencial 

total como sigue: 

- - - - - - - - - lb-1 } 

De esta ecua~ión se obtiene que la proba~~lidad de emisión de (n) fotones 

suaves es: 

P()I) = ------·-· (D-2.J 

Si se desea normalizar la prob2.bil idad dada en le ecuación ( ~-i.) para que 

la prol>abilidad de ewisión de hasta una infinidad de fotones sea igual a 

la unidad, entonces se debe la probal">il;_dacl P(n) como P' (n)=ell'"'l'(P), v -

por tanto: 
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Entonce'> se encuentra que la ley de probabilidades satisfecha por los fg_ 

tones suaves es: 
-l'... .. 
e l~..:>) ------ {D-3) 

k! 

Que" es la ley de probabilidades de Poisson. 
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