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SECCION T
INTRODUCCION

Se conoce como fisica cldsica a la que se desarrolld hasta antes de
la aparicidn de las teorias cudntica y relativista; &stas son generaliza
ciones de aquélla, y por tanto se debe esperar que en ciertos limites se
reduzcan al llamado caso cl@sico. En general cuando una teorfia particu-—
lar se puede deducir de una teorfia mis general, usando cierta aproxima——
cidn, es posible utilizar este criterior para dar un argumento de verosi
militud para dicha teoria general. Esta es una de las razones de la im—
portancia de hallar 1lf{mites cldsicos a las teorias cu@ntica y relativis-—
ta.

En términos generales, cuando se habla del limite cldsico de la me-
‘cHnica relativista se hace referencia explicita al limite de la veloci--
dad de la luz tendiendo al infinito, al hacer &ste limite es posible re—
cuperar la descripcidn de la mecZnica newtoniana del fendmeno analizado*.
Para el caso de la mécdnica cudntica se invoca al principio de correspon
dencia (LIBOFF, 1984) para indicar que es posible recuperar los resulta-
dos cldsicos a partir de dicha teoria; &ste principio fué@ establecido —-
por Niels Bohr en 1913, y en su forma original afirma que la descripcidn
cldsica del fendmeno considerado se obtiene de la cuﬁnticé al tomar el -
limite del nfimero cuintico principal tendiendo al infinito. Es claro que
el principio de correspondencia tal y como se ha descrite .aquf no puede
ser aplicado a cualquier fendmeno, porque para usarlo se requiere que la
energfa del Sistema este cuantizada. ksta no es la Gnica forma del prin-

cipio de correspondencia; alin antes del trabajo de Bohr, Max Planck sefia

* Esto no implica que la mecdncia relativista sea conceptualmente idé&nti-
ca a la mec@nica cldsica en el limite c-»w. Existen resultados de la mecd
nica relativista que no tienen paralelo en la mecdncia clisica, por este
motive su limite clisico no_esta bien definido. Por ejemplo, la energia -
propia de una particula m,c ~tiene valor cero en la mecdnica newtoniana, -
y no valor infinito como Sugeriria el 1limite c-» o ,




18 que el limite de la constante H, que ahora lleva su nombre, al tender
a cero reduce la ley de la radiacifn de cuerpo negro, encontrada por &1,
a la ley de Rayleigh-Jeans, que corresponde al resultado clidsico. Usando
esta misma forma del principio de correspondencia, Wentzel, Kramers y -—
Brillouin mostraron en 1926 que la ecuacidn de Schroedinger tiene como -
limite cldsico la ecuacidn de Hamilton-Jacobi.

El principio de correspondencia se ha caracterizado por la falta de
unidad ‘en los criterios para obtener limites -clisicos a partir de los re
sultados cu&nticos. De aqui que la forﬁa en que se encuentra el limite -
clisico de ciertos fendmenos en mec@inica cudntica no-relativista depende
del tipo de descripcidn que se esta utilizando. De esta manera en 1la des
cripcidn de Schroedinger se usa el teorema de Ehrenfest (MERZBACHER,1980),
en la descripcidn de Heisenberg se hacen corresponder los conmutadores -
entre operadores con.el paréntesis de Poisson de sus observables clidsi--
cas asociadas (MERZBACHER, 1980), y en la descripcifn de Feynwman se apli
ca el mBtodo de la fase estaclonarla para propagadores (SCHULMAN 1980).

Otro problema que se presenta es el de 1a equivalencia entre lag —-
distintas formas de tomar el lfmite clésico. Se ha mostrado (LIBOFF,1984)
que los lfmites =0 y n-» » , donde n es el nfimero cuintico principal -~
asociado al espectro de energia, no son equivalentes. La diferencia entre
ellos surge al considerar sistemas cuidnticos periddicos; el limite H-0
permite obtener el espectro clésico de energfas a partir de la prediccidn
cudntica, mientras que en el limite n-vaﬁﬁélo en ciertos casos se cumple
esta caracteristica. -En general de &ste Gltimo. 1imita se obtiene la dis=-
tribucidn de frecuencias cldsicas Y (E) ‘en. funcidn de la energfa, lo que

constituye una forma mds débil del limite clisico.

El problema en la electrodindmica cudntica es que el limite cldsico
no ha sido establecido claramente (BARUT, 1980). Sin embarge, Moniz y ~—-—
Sharp (MONIZ, SHARP, 1977) han realizado un avance para la comprensidn de
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este problema al resolver el caso del limite clidsico para um fendmeno --

particular. Estos autores se propusieron comprender los problemas que a-

parecen en la ecuacidn de Abraham-Lorentz para la aceleracidn de cargas

puntuales, considerando la reaccidn de radiacidn, en presencia de una —-—

fuerza externa:

M) = Fue)

- v . -1_21- see
-~ {($w) RL&) % Tl R

donde " $m es la autoenergia electrostética dividida entre la:.velocidad =~

de la luz al cuadrado., Los problemas que tiene esta ecuacidn son:’

i) Preaceleracidn de las cargas.

ii) Soluciones divergentes.
i

ijii) La autoenergfa del electrdn es infinita.

En vista de estas dificultades que aparecen en la propia teoria.clisica :

:del electrdn puntual,; diversos autores* encontraron la expresidn corres-

pondiente a la ecuacidn ‘de Abraham-Lorentz pero en.el caso de cargas ex-

tensas. La ecuacidn cldsica asi

encontrada no adolece de los problemas -

citados, en particular arroja que la autoenergia del sistema es finita.-

Al hacer tender a cero el radio

tra de. nueva cuenta la ecuacidn

Moniz-y Sharp consideraron

bucidn de carga en presencia de

de la distribucidn de carga, se encuen—-

para cargas puntuales de Abraham~Lorentz.

el mismo problema del electrSn con distri

una fuerza externa, perc utilizando el -

* SOMERFELD. "Procedings of. the
Heidelberg 1904, 0.27.;-L.PAGE.

third internatidnal mathaematics congress”
Phys. Rev, 11, 376" (1918) ,etc.



formalismo de la mec@nica cufntica no-relativista (descripcidn de Heisen
berg). El resultado fu&€ una ecuacidn esencialmente idéntica a la clasica
para cargas extensas, con la diferencia de que el papel del radio del e-
lectrdn lo representaba la longitud de onda de Compton. Asi, al tomar el
1lfmite de la longitud de onda de Compton tendiendo a cero y considerar -~
cargas puntuales se vuelve al caso de la ecuacidén de Abraham-Lorentz; —-
por otra parte, tomando el 1imite de carga puntual manteniendo fija la -
longitud de onda de Compton se obtiene una nueva ecuacidn para cargas --
puntuales, la cual no presenta los problemas de la ecuacidn de Abraham-

‘Lorentz. y predice que la autoenergia del electrdn es igual a cexo. Esta

ecuacién es a juicio de M.S. la descripcidn clﬁéic& correcta de las car

gas puntuales en presencia de una fuerza externa. Un trabajo detallado -
sobre este problema fué relizado por E. Roa y J.L. Jiménez (ROA, 1985),-~
quienes analizan el comportamiento de una ecuacidn cufntica integrodife-
rencial que describe el comportameinto de la autofuerza para una particu

la con estructura interna.

El presente trabajo tiene por objetivo el encontrar el limite clasi
co de un proceso. partlcular. El efecto bremsstrahlung (radlaclsn de fre-
nado) con emisidn de dos fotones. Este caso se toma como ejemplo de la a
plicacidn de un conjunto de reglas que se proponen para calcular limites
clésicos,pata procesos radiativos. El tratamiento utilizado esta dentro
del marco de la mecdnica cuidntica relativista, utilizindose las reglas ~
de Feynman-para calcular las amplitudes de probabilidad. Para encontrar
el 1imite c1351co se. hace un recuento de las contr1buc1ones ‘de potencias
de # de 1las dxstxntas parces de los dlagramas de Feynman, ademas de ‘con-
siderar las apcrtadas en el espacio fase; una vez hecho esto, se conside
ra el 1lfmite A —» 0, bajo condiciones que se precisardn mas adelante, y -

se propone dicho resultado como el cldsico. Es de observarse que utili—-



zando este procedimiento para el efecto bremsstrahlung con emisidn de un
- fotSn se recupera el resultado cldsico, y cuando se aplica a la disper=--
sidn de Rutherford se comprueba que se trata de un proceso con naturale-
za cldsica. En base a estos resultados se propone una manera general de

encontrar el lfmite cldsico de un proceso radiativo cualquiera en la e--

lectrodindmica cuintica.

El limite X %0 es una de las muchas posibilidades para obtener un -
limite cldsico en un proceso cudntico; ya que se han mencionado varias -
formas aiternativas_que tienen valiza“eun casos especiales. Un. ejemplo -—
mis especificc es el caso de la ecuacidn cuintica de autofuerza para par
tfculas con estructura hallada por M.S5.; aqui, como ya se ha mencionado,
Se encuentra que la ecuacidn cldsica de Abraham-Lorentz se obtieme al ha
cer la longitud de onda de Comoton tender a cero X, = h/(mc) v consideran
do el limite de cargas puntuales, pero en la expresidn de la longitud de
onda de Compton_es claro que A,—» 0 puede ser tomado de acuerdo a las si-

guientes posibilidades:

i) Se toma f-¢0 dejandc fijas a la masa del electrén y a la veloci-
dad de la luz. ‘

ii) Se dejan fijas B y ¢, y se toma el limite de la masa del elec—-
trdén tendiendo al infinito.
: iii) Se dejan fijas i y m, v se toma el limite de la velocidad de -
la luz tendiendo al infinito. o .
No se han considerado las posibilidades de variar dos parémetrés o los -
tres simultdneamente. De esta discusidn se manifiesta la arbitrariedad -
de tomar el limite %-;0, y ensefia que al tomar el 1Tmite_sbbré,alguno,de
los pardmetros que intervienen en la descripcidn del fendmeno, es mecesa

rio precisar el comportamiento del resto de ellos.



Para el caso de la discusidn contenida en este trabajo, los parime-
tros que entran en juego son 4, m, e y c, ademds de pard@metros derivados
como ¢ y X, los cuales se relacionan con los primeros de acuerdo con las

siguientes ecuaciones:
2

. -] -..-----.----_--_.—(‘ )
* dn &k c €,
2, = * ) e T |
™ e

Para hallar el limite h 50 se supondrid que los valores de e, m y c estdn
fijos, y de.esta manera se ve de la ecudcidn (1') qued-ra y de la ecua-
cidén ( )) se tiéne M.—~» o . Esto significa que:ak no es un pardmetro a-
propiade para hacer uﬁ desarrollo perturbativo en el limite considerado;
sin embargo, si es posible usar el paramento #id , el cual es finito en el

1fmite i—»p . (Esto aclara la eleccidn hacha en la ecuacidn (34 ) ).

En este punto es pertinente aclarar el enfoque que se da al -ccnside
rar el limite clisico de. un proceso como el examinado en este trabajo.-
En principio, se debe hacer hincapiZ que la wanera de derivar.el 1fmite
cldsico a partir del resultado cudntico no es finica, pero esta caracte—-—
ristica no es privativa del proceso aquf analizado, sino que. es parte de
la diversidad que les oropia al principio de correspondencia. La legiti-
midad del 1limite cldsico adoptado estd en su acierto para predecir los -
1fmites cldsicos buscades, ya que no existe un criterio a priori para la
eleccifn de ‘una aproximacidn.adecuada a un proceso particular.

. ’A continnacién se hari un resumen del plan general del tfabajo._Eﬁ
la seccién II seiqaléula la ampiitud de probabilidad del efecto bremss—-
trahlung con emisidn de dos fotones; haciendo &nfasis en las ideas gene-

rales del procedimierto de.cdlculo, mds que en el cdlculc mismo.



La seccidn III constituye la parte .central de este trabajo. En ella
se analizan las contribuciones de potencias de h a los diagramas de Feyn
man, debidas a las 1lTineas de electrdn y de fotdn. También se discute la
aportacidn de factores de h provenientes de la seleccidn del espacio fa-~
se correspondiente al proceso estudiado.

En la seccidn IV se aplican los resultados obtenidos en la seccién -
III para encontrar los limites de A-¥0 de tres procesos especificos: Dis-
persidn de Rutherford, y efecto bremsstrahlung con emisiSn de uno y dos -
fotones. Como conclusidn general de los resultados obtenldos al tomar el
1Im1te'h- 0 en los procesos mencionados se tienen: @ i) La dispersifBn:de
Rutherford es un resultado clisico; ii) bajo las condiciones de m y e fi
jos, el limite h—+0 para el efecto bremsstrahlung con emisién de un fo--
tén arroja el resultdo predicho por la teorfa electromagnética de Maxwell;
iii) tomando el lfmite del inciso ii: para el efecto bremsstrahlung com =

.emisiSn de dos fotones se obtiene que los fotones emitidos con suaves, ——

" esto, quiere decir que sus energlas son mucho menores que la energia  del —
~electrdn en’ repogo. La secclon efxcaz d1£erenc1a1 obtenidad. se expresa co-
-ffmo 1a‘suma de  dos termlnqs; el ptlmerokdg ellos es_el mismo que se obtie-

e para el 1fmite £ -0 en el efecto bremsstrahlung com emisidn de un fo--~
tén, el sgquwoe es el producto de dos factores idénticos al primer sumando,
pero que corresponden a cada uno de los fotones emitidos. Este segundo ~--

término en la seccidn diferencial es proporciohal a eh, 1o que significa

~ que la teoria electromagnetlca de Maxwell ya.no ‘lo predice, puesto que --

esta’ teorfa solo predlce la emisidn de ‘un haz -de ‘ondas’’ electromagnetlcas
de 1nten51dad proporc1onal a ez.

En los ap@ndices se desarrollan calculos, cuyos. resultados estan 01—
tados en el cuerpo ‘del texto, que no son esenciales para la comprens1on -

de las ideas esenclales.




SECCION TI

AMPLITUD DE PROBABILIDAD DEL EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON EMISION DE DOS FOTONES*

Desde el punto de vista de la electrodindmica clasica, el efecto brems
strahlung consiste en la emisidn de radiacidn electromagnética como resulta
do de la aceleraci&n de una particula cargada, este fendmeno se presenta -
cuando un electrdn es dispersade por una partfcula mas pesada (pcr ejemplo,
un ndcleo atdmico). Para &ste Gltimo caso, la ecuacién predicha pdr la fisi
ca clasica (JACKSON 1980) para la intensidad del haz de-luz por unidad de -

frecuencia y unidad de dngulo s&lido es:

2 T

J’I _ € / *..' TS' _ -.E-_ ,--.- R
dudn /¢ We.C € (l-fﬁ-p' l-i‘-}) (3)

"“donde ( E*) es el vector de polarlzaclon del fotén, ’(i; ) es la vélbcidad -

ﬂdel electron entrante. y C %'y la. del eleCCron sallente (ESCa ecuaclon es u- -

‘na aprox:.maclon para el caso de tener fotones suaves, esto es, para acquéllos

’cuya energfa es mucho menor a la energia en. reposo del electron) Al consi-
derar la seccidn diferencialtanto del electrdn dispersado como del fotdn e—

mitido se debe escribir:

- e [ oy s (Jf)_____( gy
~ Tla “dwial/\dagl T
aonde ( J ) revnresenta la secclon eflcaz dlferenclal de la dispersidn de -

’Rutherford.

* La notacidn utilizada aquf es la misma que la usada en: BJORKEN y DRELL,
"Relativistic Quantum Mechanics'. Mc Graw-Hill 1964,



En la mec@nica cudntica relativista se utiliza la técnica de los diagra
mas de Feynman (FEYNMAN, 1948) para calcular las amplitudes de probabilidad

de este tipo de procesos. Para el caso particular del efecto bremsstrahlung

con emisidn de un fotdén los diagramas correspondientes son:

ok

FIGURA 1

donde el potencial dispersor es el de Coulomb. Utilizando las reglas de Feyn

man es posible calcular la amplitud de probabilidad, dando como resultado:

N M""‘-“(Q‘){ (.G_ﬁ- i_g:) K+ S’.’L&-M}#m"_(s )

kg :(’;;k gk

donde ( € ) es el cuadrivector de polarizacién del fotdémn, ( K )*es el momen-
to del fotén y ( A ) es el potencial dispersivo (coulombiano).
A partir-de la ecuacidn ( 6 ) se calcula la seccidn eficaz diferencial

para fotones suaves (K<«m), la cual es: _

dr _ de. & epp &b\ 1Pkl
; (5% - 48) Hfte

3 1o K
L4

40 )
donde ( I“) representa la, seccifn eficaz de la dispersidn eldstica (en este

*En esta parte del trabajo todavia ce uran unidadess naturales, esto es, aqui
se considera que (Ral )y (cw}).
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caso la seccidn eficaz de dispersién de Mott), y (JO",) es:

cld' ze S(E‘*Ek"ﬁ)lﬂlf)f ,uml._g_f.f.'_l_gﬁ-il_&i, ....... (# )
E (-0 151

Por otra parte, de acuerdo con la teorfa de perturbaciounes, la amplitud
de probabilidad exacta K(2,1) de un proceso de dispersidn por un potencial -

estd dada por:

K= Kotan+ (..-)su,l,'nw,) koo d% + e gu,u,:) via) k,,p,q)vmk,(q,,)mgi}y,...

(FEYNMAN 1965)._ En este desarrollo el primer término representa la propaga
- eifn libre de la patticula desdel el punto (1) hasta el (2), el segundo re-
presenta el movimiento libre de.la particula desde (1) hasta (3), y aqui es
dispersada por umn pot:enclal’V(S) para después continuar con su movimiento -
libremente hasta (2), y de forma similar se interpretran el resto de los --
términos. De esta manera, el desarvollo también se puede entender como la -~

siguiente suma de diagramas:

2

~
Lo
)
<

i

-+

®

[

'

1]

t
w
+
L]

Para el caso especial del efec-o bremsstrahlung, el desarrollo en términos -



de diagramas es como sigue:

&
?

MG nl={ .

®n

FIGURA' 3

-donde el primer t&@rmino entre paréntesis es la contribucidn con emisidn de -
un fotdén, el segundo abarca los diagrams que tienen dos fotones, y asi suce-
sivamente. La amplitud de probabilidad correspondiente a el efecto bremsstrah
lung con emisidn de dos fotones se detalla en el a péndice A, para el caso -

de fotones suaves se tiene el resultado:

[G,l} _ E.p ) (VG,-ﬂr.( €,p

T AT )7 s 9)

o '
donde (N= Lve) ), siendo ((lt,)) v (U(,) ) las energias de —-
st,za,z(u%au.s v

los fotones emitidos, v ) el volumen de normalizacidn y, (& )y ( E}) son
las energias 1n1clal y final del electrdn respectivamente.

‘Al momento-de: pasar a calcular ia probabllldad por unldad de clempo del
proceso es necesario calcular (lM ‘) Yy sumar sobre las polarlzacxones ini-—
cial y final del electrdn; ‘ast para el .caso del ‘efecto bremsstrahlung con —
un fotdn la expresién completa. (sin ninguna clase de aproximaciones) contie
ne treinta y dos t&rminos (MORENO, 1984). En el presente craba;o no se inten
tard deducir la expresidn de (‘M“\) en forma completa, puesto que este re-—

sultado no es esencial en la deduccién que se hard; sin embargo, en el apén



dice B se esboza un nuevo procedimiento para hacer esta clase de cdlculos -

en forma simplificada.(MORENO y SALAS, en preparacidn) y este trabajo se de
‘riva de (MORENO, 1984) y ( CAFFO y REMIDDI, 1982).

Se debe recalcar que cuando se tiene el cuadrado de la amplitud para -

el desarrollo esbozado en la ecuacién ( 8 ), se suman separadamente los cua

~drados de las amplitudes de cada conjunto de términos encerrados entre pa--

. réntesis, esto se debe al hecho de que cada caso se representan Procesos -—-

diécinghibles, y ‘por tanto resultarfa incorrecto superponer las .amplitudes.




SECCION IIT

ANALISIS DE LA CONTRIBUCION EN POTENCIAS DE i DE LAS LINEAS DE ELECTROM
Y DE FOTON A LA AMPLITUD DE PROBABILIDAD.

La finalidad de la presente seccidn es hallar las contribuciones en
potencias de X4 de cada una de las partes de los diagramas de Feynman, que
se utilizan en el cdlculo de la amplitud de probabilidad del proceso; es-
to significa hacer un cambio de uuidades naturales por unidades M.K.S. —-
Al hacer esta deducci®n se toma como ejemplo el proceso bremsstrahlung -~-—
con emisidn de dos fotones, pero al procedimiento se le atribuye un caric
ter de aplicacidn general para procesos radiativos. Como resultado del a-
ndlisis se obtienen dos teoremas que sugieren la asignacidr de potencias
h a las lineas de electrén y de fotén. Dichos teoremas establecen reglas
inducidas de casos concretos que en forma alguna son univocas, esto signi
fica que las potencias de A halladas para las lineas de electrdn y de fo-
‘t8n pueden alterarse al considerar, por ejemplo, una normalizacién dife--
rente paiavlos espinores de Dirac. Sin embargo; sea cual fuere la elecbién
de potencias de h para 1los diagramas de Feynman{ esta eleccidn debe garan
tizar una correcta combinacidn con los factores de - proveientes del espa
cio fase y de la regla de oro de Fermi, para que el 1lfmite Ai-»0 sea ade--
cuado a los resultados clidsicos.

© 1) LINEAS DE ELECTRON .

- Dado un diagrama del proceso. es fdcil distinguir las lineas de elec-
~trdn como aquellas que son continuas. El comportamiento de los electrones
en la mec3nica cudntica relativista esta descrito por la ecuacifn de Di—-—

rac, la cugl en unidades es:

(¢ =m)$0=0 ---neamemea(ro)
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Es posible cambiar las unidades de esta ecuacién a unidades fisicas, -

esto es unidades M.K.S., haciendo la sustitucidn:

> BE ()

&

"

La sustitucidn dada en la ecuacidn ( {} ) serd de mucha utilidad -
para averiguar las modificaciones que- trae consigo este cambio de unida
des en las funciones de onda del electrdn entrante y saliente,.asi como
del propagador electr@nico.

Para empezar, considérense las relaciones de normalizacidn para es
pinores de Dirac:

- T’ - 297 .
cemmmeaeee=a(2)
I ARNL RN SN

Usando ( {} ) en la segunda de estas ecuaciones, y ajustando las unidades
de la primera para que coincidan con la segunda, se obtiene:

MQY "uy = 28 src ) o
ke reeiem e 1)

- »,
g Tut s Ame ¢V3
S
La primera de estas ectaciones sSe usa a continuacidn para calcular la —
.constantes_de normalizacidn de un electrdn libre contenido en una caja -
de volumen V- o _ ' R
%’: /e, é”!’é‘ SO (D
. aEy :

y es fiacil ver que se satisfare la normalizacidn:

TR —



En segundo lugar, se va a investigar lo que ocurre con el propaga—-
dor de Feynman del electrdn*. La ecuacidén de Green del propagador en uni

dades naturales es:

((¥-wm) Sp {x-x1) = { ) R (7))

efectuando la‘'sustitucidn (I} ) sSe encuentra que:

(ik ¥ me) S emxt) = K §xmmiy == =om (13)

*Un sencillo andlisis dimensional del propagador hard clara la validez de
la ecuacidn (3 ). El propagador se puede escribir en t&rminos de las fun
ciones de onda (BJORKEN Y DRELL, 1964) de acverdo con la ecuacidn:

Sg () = ﬁ. ?;u)tﬁ(u)

De-la ecuaeidn ( {§) se tiene que-las um.dades de las funciones de onda
son - .

, ‘ ‘ [ﬂ = "',_Ti_.
entonces las unidades del wnrovagador son:
. \
Is,1=

Dada la ecuacidn de Green (/€) y considerando que el operador del miem-
bro derecho tiene unidades de momento es posible averiguar las unidades -
de la constantes k_, la cual se incluye para investigar cuales son las u-
nidades del factor de proporciomalidad: -

o B {dA-m)S, = (ko $Y00
7En esta ecuacidn solo hace flata determlnar las unidades de (x), si se -
considera la ecuacidn:

S ¥ 4= |
se encuentra que las unidades de la delta de Dirac en cuatro dimensiones

deben ser:
[S'llz)] =

Por lo tanto, las unidades de ko son?

[k1=%



Yor otra parte, la delta de Diyaec y el provagadot en el espacio de
momenntos se pueden escribir de la siguiente manera:

- q < Pl sty
§p (-3 = Ei—’w Sl €T F ceemieeee (e )

cPlx-nt)y
Teexny s V3. S'TX S
S xexry j(“m.’ e (1)
- ‘sustituyendo (f2) y (/9) en (J?}):
< P (= x8)
X

elx-xu =,
j(ﬁ"*)" (ﬂ h‘)-s (pje * ok Ii‘ é

donde P = i-ﬁ}festa expresado en el espacio de momentos. Entonces:

t Fll-l')

| J(m«y{(!-mds - .J:.'k e .

© .y se concluye que :

(P-me) S =k ool SR (20)

De aqui que el propagador libre del ealectrdm en el espacio de momentos -
se escriba comoc aparece a continuacidn:

L4 :

Se(p) s =nt-comcem=(a)

F=mc

"“En el caso de que el electrdn se encuentre interaccionando con un -

. v .
campo electromagné&tico, el propagador exacto Sg estd dado en el espacio
de momentos por:



S\;") =S, - 5 (P) = Ky SYR) —o- - e em- (22)

la ecuacidn de Green correspondinte a esta solucidn es:
(F mc) S (p) = (ff-mc)s #) - (F-m) s,m = M) SY )

y usando (20):

v .
C(F- 2 mtn-me] S5 (P = ik wmaemne (a3)
. . - e P el
que es la ecuacidn (1p) haciendo la sustitucidn minima p—p ~ F— -

De 1as cons:\.deraclones hechas hasta este momento, es posible llegar
a una regla respecto de la contr1buc1on de potenc:l.as de £ a la amplltud
de proba.b:.lldad debidas a las 1£neas electrcmlcas en los dlagrams de Feyn :
ma ConS:Lderege uno da los dlagrama«; del procesc bremsstrahlung con eml—

sifa de dos fotones, mostrado en la figura 4. -

B

. g
FIGURA _4

Se asigna una contribucidn de y# a las lineas del electrdn entrante y —

saliente (ver ecuacidn (/4) ); debido al resultado del propagador libre
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en espacio de momentos ( ecuacidn (21 ) ) se asocia una h a las 1fneas -
del propagador, y, de acuerdo a la ecuacién (23.), se debe considerar un

factor 1/4 por cada vértice del diagrama. El resultado final es:

: o3 »
Ver ecuaciones (J¥), (1) vy (a2)
FIGURA - 5

al hacer el producto de todas estas contribuciones de potencias deh el
resultado es 4% por tanto: ’

TEOREMA I

Las_lfneas electrdnicas no -contribuyen con poteucias de ¥ al hacer el —-

cilculo de la amplitud de probabilidad del proceso.

Es importantes subrayar que este resultado es generalizable para cualquier
orden de perturbacidn del proceso.

~ii) LINEAS DE FOTON

Los fotones reales emitidos durante el proceso bremsstrahlung -—-—
se les da,por conveniencia, un tratamiento semiclidsico. Se dice que es se

micldsico porque se calcula la energia electromaguética total contenida -

en un volumen V, y esta cantidad se iguala a la energia correspondiente a
un fotdn.
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Fscribiende la ecuacidn de onda para el caso de fotones reales, se

tiene:
DtA’(X)khrb mmeeeeee oo (24)

1a solucidn a esta ecuacidn es:

‘ [ kA oiw .
A"("'}“) = 2_75,52’ e ‘G/"..- (a5 absorcidn

. emisidn
A (0 - ;}"‘ et et lae)
wé,
donde €” es el cuadrivector de polarizacidn,.y la constantes de normali~
zacifn ce elige de acuerdo al-criterio expuesto al prinecipio de esta sub
seccidn (DE LA PENA, 1979). ' ' ‘
. Para el caso de fotones virtuales, la ecuacidn de Makwell adquiere

la forma:
A% = - -é—: P Rl ) R z23)

donde J (x) es una cuadricorriente electromagnética. Las transformadas -

de"Fourier de A" y -J” se pueden escribir como siguen:

e o S
A% (x) = g-(—‘g—i).,A"me‘{' - e --mmalag)

Jrea s | A T &R e es(ag)

sustituyendo en la ecuacidn (27 ) se sigue que:



j‘“ [A"(p):}e %+E‘;J"tp)é;e‘l]’=°

(3nx)?
de donde:

kY
Ay = -f—‘; IE) , PHO meeme oo (a0)

-siendo p2 = pHt D, cuando ocurre que p2=0 se requiere imponer condicio--

nes de frontera. Por tanto, establecemos:
TEOREMA IT

La transformada de Fourier del campn electromagn€tico contribuye con

un' factor de h a la amplitud de probab111dad mientras que los fotones -

reales lo hacen en_un factorﬁﬁ.

T Esquemdticamente:

" ‘Ver ecuaciones (2¢)y 30)
FIGURA 6

iii) ESPACIO FASE

En teoria de perturbacioncs dependientes del tiempo, la aproxi
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macién a primer orden de la probabilidad por unidad de tiempo de transi-
cidn de un estado a otro viene dada por la regla de oro de Fermi (DE LA
PENA, 1979):

A Y T, B e C10

-donde \Mif\trepresenca el cuadrado del elemento de matriz de dispersidn y
df simboliza la.densidad de estados finales (por unidad de energia o de
frecuencia). Es precisamente df la cantidad que contiene la ‘definicidn -~
de espacio fase. En el presente problema los estados finales del proceso
con el electrdn ¥ los fotones emitidos, para describir d regularmente,~

se usal

Jf -=.1£—P— ._V..L— 4% -__-_-‘.-(3; ]
& (RR’* w (EF W'w’ » ,

donde el primer factor del’ espacio fase representa el niimero de ‘electro~
nes por unidad de energfa; el segi.mdb y tercer factores describen el nﬁ—
mero de fotones por unidad de frecuencia. De este espacio fase es ‘eviden
te la diferencia entre los factores del elect=dn y los de fotdn; esto se
debe a que se uc:.llzan un1dades fisicas, v en dichas unidades el momento
del- fotdn esta .dado por Kk 1o que permlte la cancelacitn del divisor 4’1
Las canu.dades Ef ¥ wque aparecen en ‘el espac1o fase estan ' tomadas de -_'
las ecuaciones (Iq)y Qe¢), v corresponden a factores de la conscante de
normalizacidn 'de los electrones y fotones respectivamente. Esto ‘signifi- .
ca que estos factores se considerardn como parté de las constantes dé -

normalizacidn y el espacio fzse que se usarid es el que sigue:

J vie wde vd'%
f ~ LagE®  (am® Gm® T T {33)



Como en este trabajo se busca hallar el limite cldsico de J.a seccifn di-
ferencial eficaz, es necesario cinsiderar un espacio fase donde sea posi
ble determinar intensidad del haz de luz en lugar de tomar en cuenta el

n@imero de fotones: entonces de acuerdo con los resultados deducidos en -
el apéndice (C) y en particular en la ecuacidn (C-4) se puede escribir -

un nuevo espacio fase:

dg - VP hoavi eVl
(rk)? e (an’ I WY

El factor mocz, que es la energia en respogo del electrfn, se agrega pa—

eeee (39)

ra dejar adimensional el espacio fase.

La seccidn eficaz diferencial se definede la ecuacidn (I} en la -

- siguiente .forma:

do = "—VL LT TN ¥ 3 B
")lnu.
donde jinc es la corriente de particulas incidentes. En el presente caso
como j; = v; /¥, donde v, es la veloridad inicial del elﬁctan y Vel vo
~ 7 ldimen de‘normalizacisn, entonces combinando las ecuaciones (3)), @) y
» (35) 'se tiena: o ST R

-

dos Loam 0 v vike) Py !
« % (amEY 2 (3R)° ey c® (amr)?

que es el espacio fase utilizado en este trabajo.

=

---=-(3¢)



SECCION I

LIMITE f-»0 PARA EL CAS0 DEL_EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON UNO Y DOS FOTONES

En esta seccidn se apl:.cara el linu.te X—0 a tres casos especxales.
stper516n de Rutherford y efecto bremssc;ahlung‘canem1519n de qno q —
dos fotones. El 1lfmite se aplica de acuerdo a las condiriones descfitas -
en la seccifn I.

i) DISPERSION DE RUTHERFORD

. E1 dlagrama de Feynman ‘correspondiente a la dlsper516n de. Ruther
'ford por un _campo_extetriorien el prlmer orden de perturbarlon, se represenk

-ta en-el figura 7.

FIGURA .7

'-A este dlagrama se 1e asoclaran las po:enclas de ﬁ con las que contrxbu—
ye cada 1fnea. De ‘acuerdo con los teoremas Ly II qe sabe eue'iéé'iineaq
elpctr6n1cas no’ aportan factoteq ﬁ a ]a amplltud de orobabllldad, mlen-- :
tras que el fotdn virtual lo hace conlﬁ , entonces el dlagrama que’ repre
senta la amplitud de probabilidad contiene un factor global K . Isando -
el espacio fase correspondiente a este proceso, la seccidn eficaz dife—-

rencial se escribe como sigue:

Y. -
JJ&’ v zEsze l“")#“"’[ J,' srosmemoo 0¥
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se observa que las potencias de i se cancelan* v al tomar el limite £A-=>0
la expresidn queda inalterada; por tanto, la dipsersidn de Rutherford es

un proceso clasico**,

ii) EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON EMISION DE UN FOTON

En este caso los diagramas de- Feynman son:

En donde se han considerado las contribuciones de factores de h ‘de cada

linea (Teoremas L y II), Escribiendo la seccidn eficaz correspondiente

*La no.malizaciSn de espinores- de Dirac elegida en este trabajo (ecuacidn .
-13°), indicarfa l1la presencia de factores de h en la cartidad fju(p Yéu . ),
puesto que G u~1/i. En realidad sucede.que la transformada de Fourier &e
A(x) es: " S R Lo e
: - L - _LE-ENE
Ap}*10%e su‘-i,-).f.l'g,ui‘;e e’ 3

. ™~ S
En el caso especial del potencial coulombiano: : .

2e £ 1o
A (»= ke Stg -y [—‘-; I ae law) sl

Esto significa cue 1z transformada de Fourier del éampo electromagnético
contiene un factor i”3 que junto con el factor procedente de la normali-
zacidu de los espinores dan un total de K°. Y esta es la potencia de &
asociada al fotén virtual.

**fsta expresidn es la seccidn eficaz de Mott, siendo la dispersidén de -
Rutherford s6lc un caso especial de ella. La deduccidn cowpleta de esta -
ecuacidn aparece por ejemplo en: GUPTA, 1977; BIORKEN y DRELL, 1964; LEI-

TE, 1977, etc. iy _ e M

3O T ime  (psewwe/s)?



a este proceso se tiene:

dr

vV oam sy ' vikw) B
- ——— “.- ————  ———————— = = = > W e & o P s ar o- -
v, K I ¢! GrE)? wet (ap)? (3r)

0

con la amplitud de probabilidad dada por la ecuacibén ( § ). Haciendo las
ausutuciones ._"r—.. y k- fik (12 primera sustitucidn esta Jusnflrada
por la ecuacifn (26) y 1a sepgunda por-el paso de unidades naturales a u
“nidades ffsicas) en la amplitud de pr'obabivlida.d ge tiene: »

(03 ol .
= 25 Al (.:__;: AL +.x(ﬂ_~£ - K41} ur-ton)

JrQﬁk. ¢|§.L

M

obsérvese que como en el caso de la dispets.iﬁn de Rutherford, el factor
:H asociado al’ fotén virtual se cancela con el factor de procedente de
" 1a ‘regla de. oro de Ferni y con el £accor 4\ as1gnado al espaclo faqe dnl '
electrdn, Sust:.tuyendo (34) en (39) se tiene: . )

Jo'-.!.;. a2 VA Vo Ik
et (un'h“(am

donde - My - u(PE)(\(K B~ 'P‘) kv g{l’l‘ﬁ gp € } u(p;), tomendo

el lfmite A0 ge ‘obtiene el resultado. clisico para el efecco bremsst:rab ;

- lung con un fotén ( ecuacidn 14 )‘.'. cou\cldlendo con el resul.r.ado para un
fotdn suave:

drex _e' .L\s_,

Y 1628 16,1 Lp I’;“ lill‘)#ur,)l O (76)

hm v-.; ul)

Usando el resultado de la ecuacifn (33 ), esto se puede reescribir en la
siguiente €orma:
* Salvo el factor me?

**% La notacidn M'® se usa para distinguir a la amplitud de probabilidad an
tes de tomar el limite fi~s0



do = Ja‘_f_‘gﬁ_ ‘;__?‘,\tpk

26, .“(;m’ ’-—--(’II)

¥

y dada la ecuacidn (C-¥):

¢ i
__J____- JD‘. 4—:— J 1“__-:_; -.-_.(j’:;)
dade, Ta, da, et L9
que expresa que la seccifn diferencial total del proceso es el producto
de la seccifn eficaz elfstica y la seccidn del haz_de ondas electromag~
néticas.
Cuando sc efectfia la suma sobre polarizaciones del fotfn salien_te,

la ecuaciSn (42 ) se puede expresar de la siguiente manera:

derda u.m.. ol i,
: N L
() L)

donde se ha aplicado el resultado que sigue (BJORKEN vy DRELL, 1964):

Z'. (€. G“)(G,,L") = -al

‘donde & 'y L representan dos cortlentes conservadas.' Integrando 1a e-—
cuacidn (‘IJ) con respecto al 5ngulo sol1do (GUPTA, 1977) se _‘oti‘ehe:

'S"""(J.‘.,- L) I (2 o) deo - (y)
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expresidn que es vialida en el caso de que -q2>> m cz, donde q = pg~p; ¥
m es la masa en repnso del electrdn. Sustituyendo (¥4) en (¥3) se en--

de= do. (JE’ lc"e‘.)( P "") doo - (45}

Vemos que la intensidad del haz de luz es:

4r __ & ) e
| ho‘t - 21’(’5\-‘.(" h‘t -1 dw o (y‘)

cuentra que:

En realidad lo que aqui esta escrito es la intensidad entre mcz, lo que
permite tener una cantidad adimensioral. Este hecho es importante para -

" el poterior decarrollo perturbativo. .

iii) EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON EMISION DE DOS FOTONES

Para este proceso sBlo se considerard un dlagtama de Feynman,

puesto que el resultado obtemdo del resto de ellos-es semejante. nea‘ er -

diagramas:

[}
FIGURA_9

La amplitud de probabilidad asociada es (Apéndice A):




N .
Mu)' 20616 1 B-byt B Kt K, ,,) () ¢¢(|:+ V.“")?’a(‘:ﬁfﬁ Kar) £40F;)

donde N = (~ie)
MZLEVZE V2(K)V2(K)
fotén. Como en el caso anterior ya no se considera el factor 4{ asocia~

do al fotdén virtual, y s8lo se hacen las sustituciones .e—n‘f € y k»tk

w,‘y (k ) simboliza la energfa del

entonces la amplitud queda:

M" ¥
tay ©
2 (6 kk)a (R kbt B b o ny)

de aqufi se tiene:

5itg,) {VRE, (€4 kim0 B, (ki ki) B bustp)

M(t) e N

, . Ale) L d, (8t ki tmo) & (£ 1Ry, H‘Wnt’} tpy-L¥
@ ka2 lekn 2o Bk tRbck] A A g TR, TR | K -¥3)

Este factor L/A se puede obtener de cada uno de los diagramas; entonces
factorizindolos y sustituvendo este resultado en la ecuacifn (1Y) se -—

tiene:

d - Yol mipr _y_L’L Vi % Vo'’
*\' (2ak)® et gy hz‘b&‘)"

donde los finicos factores de # que permanecen se encuentran ’en’la':ampbli—
tud de probabilidad, la cual és una suma de cantidadas como 1a dada en -

la ecuacidn (47). Haciendo A-»0 se obtiene que la ecuacidn (§4) se --
convierte en: T



L N _
T T by B (B (B i)

que coincide con la aproximacifn de fotomes suaves obtenida en el ap&ndi
ce A. Usando el resultado.que en dicho apéndice aparece para la amplitud
de probabllldad total,se obtiene que.

Lklnla M‘k)g u (€3-"~ e: Po‘ )(_J__L i__’_)# (P)#.alf’) -"L”)
-7 0 k.-" “’.p' k, f' k‘ P‘

y la seccidn eficaz total del proceso se escribre como:

e (gl ) (16h - Sl

Recordande que se deben sumar ‘las probabilidades de emisiﬁn de. un foton -
v de dos fotones para este proceso: ‘ :

H.hr do, __4 2 ,.,.-.i( } m’\s’_&. e &% ) L sty

k'f’,, OIS PPy u.clm

donde se ha conslderado e1 factor 2 por 1a 1nd15t1ngu1b111dad de los foto
nes (BERESTETSKII, LIFSHITZ v PITAEVSKII 198&). Este es.el limite clésico
que se propome para el efecto- bremqstrah .ung, céh emisisn‘de dos fotones.—

Sumando sobre las polarizaciores e integrando con respecto al dngulo sdli

do (como en el caso de un fotdn) se puede ver ques
do = Jd',_ { ?pw + —L X’JJ:.:J»'} --ewe-(50)

hznh G‘.l" =r) —'1
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donde se han integrado las frecuencias w vy w’. En el caso de la emisidn
de un nflmero infinito de haces secundarios, es posible dar una generaliza i~
cidn de la ecuacidn (§0 ). Si se cumple queYw<l,¥w'< 1, ... , entonces -

. s - - -
se tiene que los terminos del. desarrollo siguiente:

dr= ds, [ Yw + i'-,x‘wu'+ 3'-, l"ww'w“l»...] e 10
son cada vez mas pequefios. Suponiendo que. las frecuencias de los fotones
no sean muy distintas y observando que en 1a ecuacidn (51 ) la contribu-——
cidn lineal predomina, dada la pequefiez de los t&rminos posteriores, es -

posible aproximar la ecuacidn (5f) como sigue:
: ~ Ll ) reew--(52
do =~ JD:_ ( e 1 -- (52)

. Esta ‘ecuacibn expresa la:seccifn.diferencial del efecto bremsstrahlung --
con la e_misib’n de has‘ta una infinidad. de ’f.ot:ones :suavas, cuya ffeqﬁencia
esta préxima a w . Usando el resultado.de la ecuacidn’ (§2), es posj:b];e
mostrar qﬁe los fotones suaves son emitidos de acuerdo con la ley de pro
babilidades de Poisson. (Ver ap&ndice D)

De la ecuacifn (52 ) se observa que la intensidad del haz de fotones
emitidos es porporcional al factor e’""e 1, La constante de proporcionali_
dad se propone comoumcz.‘para obl'igary'_que‘e.:!." _témi.no' liveal coincida con -
la pr‘ed‘iccién'maxwerlliaha, enitonces ‘e'?s posible esé-ri‘\:-\{i'r:' ‘
Temc(e™=0) coieciii (53)

Y el término lineal de este desarrollo es:

e CHEEEE R O
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Debe recordarse que ¥~ ez, esto implica que en la ecuacidn (§3) no sdlo
existe la contribucidn maxwelliana del término con el factor o2 (ecuacién
£4), sino que est3n presentes t&rminos con potencias ezn. Esto signifi-
ca que el resultado ( £3) no puede ser derivado directamente de las ecua~-
ciones de la teoria de Maxwell.

En conclusidn, la ecuacidn (53 ) puede ser interpretada como un re——
sultado clé@sico en el sentido de que carece de factores de #. Sin embar——
g0, 1a‘tedria de Maxwell del campo electreomagné&tico sS8lo predice la aproxi
macidn lineal de dicha‘incénsidad de haz de ondas electromagnéticas, por
tanto debe considerarse la posibilidad de una teorfia mas general para el

campo electromagnético.

Para finalizar esta seccidn,supfngase que se utiliza el espacio fase
de la ecuacifn (33 ) para'. determinar la seccidn eficaz del efecto bremss-
trah].ung con emisidn ‘de un fotén suave, el resultado que se .obtiene es —-

‘bien conocldo (BJORKEN Y DRELL, 1964 ) :

. ..
do - do, (__e._)( - _e_)..u__ ...(ss)
1{60 k- ', Clﬂ’)w
donde ya se ha sumado sobre las polarizaciones del fotdn. Usando el resul

tado de Gupta al integrar sobre frecuencias y &ngulo s8lido (GUPTA, 1977)
se deduce que:

do - do, ( 24’»€.le)‘)( It.-z‘—, —-I) ‘h ..an ---(5‘4)

e . . - - ;
rnh—cc‘ en el sistema de unidades fisicas se concluye que:’.
x : -

dr: s, (Qt_ré)( :f, - u) b Lmex (53 )

Weein

y como d =
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que es vdlida s8lo en el caso de que —q%i> mzcz. Esta seccidn diferencial

se obtuvo bajo la hipltesis de gue los fotones son suaves, esta aproxima-—

cidn es distinta a la de tomar el limite #~50. Esto se debe a que en el -

primer caso no sdlo se presupone que los fotones son suaves, sSino que tam

bi€n se sabe que la constante de estructura fina es finita; mientras que

en el segundo caso se observa que una vez que se ha tomado el Limite se -

encuentra que los fotones emitidos son suaves, y en esta aproximacidn la

constante de estructura fina no _es finita. Otra diferencia fundamental -

2s que la ecuacién (5% ) presenta la divergencia al infrarrojo, que con-
siste que en el limitewm:_-oO la sec;iSn diferencial es divgrgente (BLOCH
y NORDSIECK, 1937); y por otra parte, en la ecuacidn ( 52) no aparece es_.
te problema. v .




CONCLUSIONES

1. Dados los resultados de la electrodindmica cu@ntica en procesos
radiativos, el 1lfmite 4 —+0 lleva a predicciones que se proponen como re
sultados clédsicos. Este 1limite se debe efectuar en las condiciones sefia
ladas en este trabajo, &€stas son: Que las cantidades e, m y ¢ permenez-
can fijas, 'y que el espacio fase sea seleccionado convenientemente al -
caso. Los procesos tratados en el desarrollo del texto son: La disper--
sidn de Rutherford y'el efecto bremsstrahlung (¢é.b.) con emisidn de un
fot8n. En el primer caso se demuestra que se trata de un proceso clési-
co; el segundo tiene como limite cldsico el mismo resultado que se ob--
tiene al tomar h-»0, ‘

El aspecto crucial en el tratamiento del e.b. con emisidn de un fo
tén esta en la eleccidn del espacio fase. El espacio fase que se usa re

gularmente (ecuacién 33 ) hace recuento del nfimero de -fotones; este he--—

cho hace. dlflc;l consxderar =l limite ‘cldsico,- puesto que el concepto -
de fotdn~ no es: claslco. La elecclou de un espacio fase que considera in:
ten51dad del haz de luz, hace p051b1e que el’ 1lfimite h-wo no- sea dlver——

gente Y geu- se recupere el resultado cla51co. Ademas, ‘al usar el espa-—'
cio fase usual, el resultado que se obtiene presenta el problema de la
divergencia al infrarrojo, problema que no aparece al usar la nueva de-

finicidn de espacio fase.

< ILs Guando’ se toma- el llmlte-ﬁ—vo para el e.b. com em1510n de dos
fotones, se encuentra- que 1os fotones son suaves. Léte resultado se pue:.
de generalluar para el caso del e.b. con emisidn de up nﬁmero arbitra-
rio de fotones. Cuando. Los fotones emltldos c1enen una frecuenc;a cer-
cana entre sI, el compurtamlento de la emisidn de hasta una infinidad -
de ellos es proporcional al factor (e¥ - 1). La aproximacifn lineal de
este resultado conduce a la expresidn clidsica de la intensidad del haz

emitido, el resto de los términos no son predichos por la teoria de Max-

well. Esto permite pensar que la teoria de Maxwell es el caso particular
de una. teoria mas gencral.




APENDICE A

CALCULO DE LA AMPLITUD DE PROBABILIDAD DEL EFECTO BREMSSTRAHLUNG CON DOS
FOTONES,

Como ya se ha mepncionado en la seccidn I, la amplitud de probabilidad
del efecto bremsstrahlung con dos fotones se talcula considerando seis diag

vgramas de Feynman:

’d
T

o . €
k, - FEEER . © % JFIGURA 10 o .
(X)) . . B -T_—-—_-—— . ) - (f)
se puede .observar que el diagrama - (b) s5lo difiere del (a) en el ecambio de '’
fndices del fotdn, lo mismo se puedc decir de (d) con respecto'a (¢), y de.
(£) con respecto a (e). En lo que sigue, se evaluard explfcitamente la am~

plitud de probabilidad correspondiente al diagrama {(a).

De acuerdo a las reglas de Feynman,. la amplitud de probabilidad del -

diagrama (a) se escribe como sigue’

o it d - ; : '
M“’ = e =\ “lf,) ¢1 J 4 : ?’
Vigvagva iy aky AL Sl

l
' ﬂ—+¥.1*¥("“ '

B late)-(n )
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<
{-ce)
4 Na dond ( [k simbolizan -
1lamando ( Totviey iy iloy ) donde ( (“J‘) y L.-\) : n
las energias de los fotomes (1) y (2) respectivamente. Racionalizando la -

ecuacidn (A-) se obtiene:

= A% w d wfn-2
C UG )UK B k.-u.)'uuv é(l“w‘m) &L+ )t 48] ~(a-2)

El siguiente paso consiste en simplificar esta expresidn. ?ara conseguirlo

se utilizan la ecuacidn de-Dirac y su adjunta:

(F-m) =06  ~c--eoeem o (and)

J—;' (ﬁ"‘h) =0 ---.-......‘..-_ (ﬁ"")

.’ entonces aplicando  (A3) y (A=) se sigue que:

A ‘ﬁm%mc—ﬁ‘fi) { (26,6~ ¢ 14 fam)E, (e ke Fitm) 4‘5“’-‘) |

K %‘ [z i) {(‘& £em)E (Begake h)i_ya (g) 4314 (_(zé‘-lp . em¥e, &(14#,'5!,{..)9(]4(,.}.- -s):

D=bido d la ecuacifn de Dirac "(M-4), el primer t&rmino entre corchetes de. :..
la ecuacién {A-§) se cancela. Utilizando en forma reiterada este procedimien’

to, se obfiene:



l‘)

H -
2 {qce, DGR HIERNE 1) + 2, LIRS GNP RTS u,);f £l yt.#,#,;,ﬂ’_\wu,)

e (A-C)
€5 claro que.la amplitud de probabilidad del diagrama (b) se puede obtener

" de’ (A-L) con sBlo intercambiar los fndices (1) y (2). Siguiendo un proce-
dimiento idéntico -al anterior, pero usando tambi@n la ecuacifn (A "), se
encuentran las -‘amplitudes de probabilidad Jde los diagramas (c) y {e):

e . _
Moy 2 {‘l (RGP - 2R Rikhy +200-6) g, 4 - ;!,u,#yé,qx',}nsﬁ.)---- (a-#)

donde ( ) -ju{ k,)lp;-h! .):. Y,vfi’nalmente, se esc.r.i.bg (‘M,’e)») Fomo sigue:

", ;—f,’- ) 4 {wv ~€)06e6) = 486 k=20 dir Gk A '2('1€.>¥.¢*b‘=$'“}“‘f“)

.La amplitud de probabilidad total para el efecto bremsstrahlung con emisidn
" de dos fotones serd:

M= Mg s My s M My by b My -=m s (])

En particular, para fotones suaves (kl“"‘ Yy (Hlay,, )}, en unidades n:-_x.'
turales, 1la amplitud de probabilid:;d se reduce at



m=n (&f _g.p (

AL AT e (A=
T fy P/ \ kK ‘P; _R‘._P)#(p) Facte) - h-10)

-
. De acuerdo a este resultado, losfotones suaves se comportan como entidades
probab;listlcamente 1ndepend1entes, y por tanto, e55p031b1e calcular con. -
facilidad ‘esta cantidad para un nfimero arb1trar10 de dichos fotones suaves.

De esta forma, la amplitud de probabilidad de emisidn de (n) fotones suaves
es:

% _c-p
M- ,JT,r v ('t) p ’%T)J‘lf)#atﬂ)— ----- (a-u1 )




APENDICE B

k 3
cALcuLo DE Mgl

Se define (4»‘14"‘,"'/‘.’)5 h“, ) que es un elemento de lz matriz de disper
sidn, aquf se considera por comodidad el bra como ( Lugpee ). De acuerdo a -

la: relaeidn de completez de la base de espinores de Dirac se tiene::

PR AR u,:x-m;><“,n-m,‘-.j>’= _— Z_ AN I ><a 10l 4
K

1}
1"7
~

ra,) ey
dgnde " M{i = I“. ){“" |~‘-
Dé la ecuacidn (B-\ ) se c‘)btiene':

Wy = u1viuy 4 (1 Lu,><.u+u°)

<.a (¥ i;q
.~ donde se ha inult‘:iinliyéadb 'y ‘dividido por el wismo escalar, y de-aqui.se sigue. . ...
que: ' s ’ '

L i
¢ (M:I\°lﬂf>

T, ( r Lies> <t 1 Y01t > < |g°>

= S Y
< H‘"Ul > (WP P{—) 8-2)
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p:oyeqtotes hacia el estado

)Ya) son los

donde (Prelayeuse) ¥ (BF L
@G) y al estado (f) respecr.ivamenr_e.
a-z ) se hace W=T) se obtiene lo due sigues

Si en la ecuacidn ¢

a1V = b (e
* el (%)

esto implica que:

Cugrwtay cagreiad =T (r.R)

o mismos .-

| <uvtao )

o 1o que €8 1

= -of", U’:P’) .

<O
Y
~
L]
[
1
]
1
[
~
. 4
[]
@
A

PRTAV e 4T (P

donde () es una- fase arbitraria ‘si\"\’t}ingx‘m sentido fisico. sustituyendo =
) se deduce quet. : B

B v.( B-;) en (B~
| LT, (TRR) (=)

h\'b. =/
e’ 4/ (RR)




los proyectores se pueden escribir de acderdo a:

P = Eiw 13¥W
2] 2m 2

P = Btm ey
‘ IJm 2.

donde (A* )y (A:) son las polarizaciones del electrdn en su estado final e . .
inicial respectivamente. 7 .
El siguiente paso consiste en escribir la expresidn que genéricamente

se le ha llamado (r ) en términos de la base covariante de las matrices de
Dirac (MORENO, 1984). Dicha base es (‘.I f‘ LA o Lo U“’} ) y de acuerdo -

a-ella, se puede desatrollar una matriz (r ) arbitraria como:

- -(S-+£P¥5"§,‘fvo ) (,.‘4"‘};}),1"8/‘)---- B'SJ,:

los términos contenidos eun el primer paréntesis corresponden a los productos

s .
pares de matrlces de Dirac { o en forme equivalente conmutan con (¥ ) ),y
. el segundo conjunto de términos es impar, ya que corresponden a los produc——
"t:os :\mpares de’ mat:rlces de Dirac ( o en . forma _equivalente anticonmutan con -

(“ ) ). Ademds, también se debe expresar el producto de. los proyectores de
acuerdo con la base covafiante, supdngase que en este caso el desarrollc')'qug‘
da en la forma siguiente: ’ ' )

RR = s+ Py \/m;m A/.,w L 0 e ()

v
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k1 ! - dp *¥%
Usando la ecuacidn (IM“\ = 4 (SS'—PP+VV'+P‘A"¥‘4“T f (MORENO, 1984) en don~
de se sustituye la ecuacidn (8-1) se sigue:

2

’h+‘.l =

! <z ! I t = x| < )
S5 LR L P Yl fae
% (AR I (sseplvv's AR ‘T‘I’T ) (p-?%)

donde (?'(P;P*):“{' le).: sy, da"do que la traza de todos los elementos de

la base es nula, a excepcidn de la matriz unidad, Y, entonces se puede es~-
eribir: '

%y l§= -;— (ss'-ep'+vvly BR-1TP 'YL,) ----(p-2)

. *

Para el ecaso particular del efecto bremsstrahlung (en cualquier orden
Cide percurbac:.on), la matr:.z (r ) esta expresada ‘como un. producto 1mpar* de

matr:.ces de Dirac, por lo que es posible escrlblrla en la’ forma general

= v

Sym
Vi ¥y

a

"donde ( ‘(14 \sz“) s6n los ‘elementos 1mpares de la base covariante de las - -

watrices ‘de Dirac. Usando las ecuaciones (B-Z ) y (ﬂ~—l) se tiene:

* £n el ap8ndice A se comprueba este hecho para el caso de la ecuacidn (A-L},
la cual describe la amplitud de probabilidad que corresponde al diagrama (a),

en este caso los términos que aparecen son: ,X' é-‘g‘# 4:.“ 5( ¢z¢ # ¢34'¥
AN PERTEN P

#**%La notacidn empleada en este casc es: VV' = V# V'}A , A*A' = A2 A'/*



IR;.'P = l,(v v'/‘ + 75-5') """ """(B-?)

donde (S l? r'vﬂg,T'Lyﬂp) v, _L’];_ ('hpp) P Lt(;l”r)v hl “ ‘_3"3“")

Con esto es posible: hacer un tratam:.em:o simplificado del cuadrado de
1la amph.tud promediado sobre los esp:.nes del electrdn. La referencia prinei
pal de este trabajo es: ( MORENO y SALAS, en preparacifn).




APENDICE G

El siguiente desarrollo esta basads en la seccidn 15.1 del libro de -

electrodindmica clidsica de J.D. Jackson (1980), se usa la misma notacidn -

que en dicho libro,

La intensidad de un haz de ondas electromagnéticas se puede escribir

como sigue:

2 1
d'T = il Br= I Pr. _c ( )Pk’—-(c—t )
J' ktdkda w? \duln
De’la ecuacifn (éfll) es posible deduci'r‘ que s
4L - & ER _ &8\ ez
dwdn Jur‘e 3 P I<-P: T .
donde se han utilizado los cuadrivectores (€~ (0,3) Yy (P=(memd) ) y | -

(\“"—i—’(‘,“)). Sustituyendo la ecuacidn (¢-2) en la {¢-) se tiene:

26€,

’J‘iz'_sf“\g;f;_ EL\LE ey

‘e " ,C-P‘

tz5)?

Por otra parte, 1a relaclon entre el nﬁmero de fotones (JN ) b4 1a in

tendidad del haz de ondas electromagnetlcas (dT ) se puede obtener de la

s:.gulen te maneras

dr= fw dnv oo -- - )



APENDICE D

En lo que sigue se probari que los fotones suaves son emitidos de =
acuerdo a la ley de probabilidades de Poisson.

. Considérese la probabilidad obtenida de los diagramas de Feynman si
guientes: ’ '

‘M(.;r = e ® _‘_ o Ne® v I {,

"'Estos diagramas- corresponden a la dispersifn de Ruthe’rfo“rd en unidn a. -
'_lqé.del efecto bremsstrahlung con emisiBn de hasta un nﬁﬁerd ‘iﬁlfinito de
‘fotones. En el 1fmite A=»0, en las condiciones iespecifica‘das ‘en y'este tra
bajo, los fotones emitidos son suaves. De acuerdo ‘con el resultado de 1a’
ecuacidn (53.), en este caso es pcsible escribir la seccidn diferencial

total como sigue:

do x ds, ¥ e (ot )

De esta ecuacidn se obtiene que la probabilidad de emisidn de (n) fotones

suaves  es:d

Py = 82X )

nl

Si se desea normalizar la probabilidad dada en la2 ecuacidn (p-2) para que
la probabilidad de ewisidn de hasta una infinidad de fotones sea igual a
la unidad, entonces sc debe la probabilidad P(n) como P' (n)=5’"’l’(n), v -
por tanto: - J
& ()

Z nt =
o !

=20
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Entouces se eacuentra que la ley de probabilidades satisfecha por los fo

tones svaves es:
. - Y

"
F'(M = € .L:LLT) ----- - (D-g)

7 Que»és"ia ley de probabilidades de Poisson.
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