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I.- INTRODUCCION,

En ol andlisis do pistemas lincales disoretos, se

utiliza un método operacionsal andlogo al de la transformade

de Laplace, conoocido como trunsformads %, cuyos origence se

remontan haata DeMoivreo y Laplamoce en el campo éde la teorfan des

probabilidudes con ol smpleo de funciones generadoras (9), Agc

tualments, estes tranoformaciones funcionmles encuentran apli

caciones en muches campos como sont odloulo de diferenocies fi

nitas, combinatoria, praobabilidad y estadistica (16); ademéds,

con el incremento del uso de las computedoras digitales en —-

operaciones industrisles, se¢ aplicmn ampliemente en ingenieria
eléctrion y electrdénica, sistemus de comunicaciones, andlisis

y procesamiento de seflales y sistemms de control (10, 28, 29,

30},

Por todo lo anterior, es mi objetivo proporcionar -
una revisién genorasl del método de la transformade Z, no como
algo novedoso ni ilimitedo, pues no lo es, sino como medio de
anflisis y solucién de algunos problemas de ingenieris quimi-~
ca.

Por otro lado, durante les primeras etapas del desa
rrollo de este trabajo y conforme avenzaba en la bisqueda, --
seleccidn y clasificacién de la informacién, comprend{ que --

para lograr que el lector entendiera los conceptos y termino-



logia relacionados con esta técnioca, ere necesario incluir, de
manera suointa y con fines propedéuticos, un capftulo en el -
cual ss mencionaran temas tratmdos superficialmente o exolui-
dos de los oursos normales de matemédticas de la licenciatura.
De este modo, la estructura final del escrito, quedd
integrada de manera que 103 capitulos II y III sirvan como -
fuente de informacidn y de consulta pars la comprensién de los

ejemplos que se dan en ol capitulo de aplicaciones.




Il.~ ANTECEDENTES MATEMATICOS.

Bouaciones en Diferencias.

Al analizar slgunos problemas que se presentan oon
frecuencia ¢n el campo de la ingenierfa quimica, se encusentran
ecuaciones como las siguientes:

R A CEIR R ORI IR

gus representa el bualance del componente Y en una extraccidn

se e (201)

liquido-liguido & contracorriente (26).
ii) La ecuacidédn de Riccati (32), generada sn problemes de
destilacién:

ﬁx~\%x+&‘ixk-\ *\OUX;L FC=0

iii) La ecuacidn de rupidez, para la concentracién de reactivo,

cieen T (2.2)

en ouelquier tanque de un sistema de reactores de tangue agi-

tado, para una reuccién del tipo A= B,(23).

1Can (ROt ) Can
5 +(6M /CM-—%M SRR (2.3)

Todas ellas reciben el nombre de ecuuciones en difg
rencias (la Yltime es una ecuamcién diferencial y en diferen-
cias),Aporque se rcfieren = situaciones representadas por -
modelos de variables discretas.

Las diferencias de una funcidn y=y(x), es decir, el

cumbio que ésta sufre debido a un incremento de su argumento



X, «on: X\:XQ‘\'\KAX, \\:O/t\lh\:‘z‘/' / bx:\“ ' V\)O
Yo=Y (Ky)

a) Diferencias hacia adelante:

L‘i\\: ‘A\R\\"\ﬁ\“
NN Apv - 8%y = Lan = 2% pan ¥4y - | -
! < e D ’,
\ N - Jk : :
b) Diferencias hucia Etbrég, Lo : i

V\&‘G\ = \'&\\“ﬁ\\n = Ay,

o e ot < o iiee s (248)
N U&V\: \ V“\-N Yn-v= A t&\"‘ PSR

Una ecuacidn en diferencius, relaciona una funcién

desconocidu con sus diferencias y su(s) varluble(q) mdepen--

diente(s) (25). Su forma general ess

F(\KM‘ oy ;‘&\m\«\"o S (2.6)

uwl orden de uns ecuacuSn en dlferenaiaﬂ ea ,Lu. Ui~-
ferencia entre el mayor y el menor argumento de y.
La forme de uru ecuncidn en difereneius linewl as -

la que a continuucidn sc muestra:

200y T et - AR (R =} (R e (22D)

4 su vez, este tipo de ecuaciones pueden dividirse
en ordinarias, si relacionun valores ‘&\K'A‘&Qkﬁ\\u\)l\\zc,t\,tx,..._

de una funcién y=y(x), y parciales si relacionan valores --

Bii...= POGTEAR Yo th MY, 3y, = 0,80 82,

de una funciéng - ¢(x,y,...), (19).



Ut

Ejemplos:
R} Ecuaciones lineales (25):

T N NI Y
Foszy-2 ey va by = 28

b) Ecuaciones no lineales (32):

%M&*‘Z“\,\%M\«U&,\ = XS v %ﬁ
ol Y &%y v hYy v e =0

c) Orden de la ecuscidn: o
e *g\?\%\‘io, = REU ~ = 4
Yo L = O, Mz We2-REL =4
Resolver una ecuacidn en diferencias, significe en-
contrar una funcidn gque al sustitulrls en dicha ecuacidn, la
transforme cn una identided (25): ademds, la solucidn generwnl
tendréd tantas constantes arbitrarias como sea el orden de la
ecuacidn,
Tomando en consideracién 1la ecuacién (2.7), hucemos
las siguientes observaciones:
u) Si £(k)#0, la ecuacién es no homogénea.
b) St f{k)=0, la =2cuacién es homogénea.
c) Si los coeficientes de la variable dependiente son constan
tes, se trata de una ecuacién oan coeficientes constantes.
Lu solucién completa de (2.7), consiste de la suma
de la solucidn de liu scuacidn homogfénea llamadu complementa--

ria f;? ¥y la solucién de 1lu ecuacién no homogénea llamada ~-~



(23}
particular f y entonces:
ce) (Q\
g\k g se s e (2.8

M A Y
Las n funciones fk, fk""’fk’ son linealmente in-

sependientes, s8i y edlo sl el determinunte llamado Cusorati,
de las n funciones es diferente de cero.

El Casorati gueda definido de la munera siguiente:

() (LAY [CAY
L&k Y . Y
[}
A X} \X\u\ . N Ls\*\
C= " ‘ T (229)
: (§)) (;‘\
- \&‘\H\d \3\\“«-\ R \3’;\§M~\

Lu =olucién propuesta paru una ecuacidén lineal homp
génen y de couficientes constantes, s una funcibn del tipot
R
Lj‘i\: &J_) (2.10)
pauru que esta proposicidén sea verdadera, debe satisfacer la -

ecuacidn:

Ao e TR Yy ¥ Gt Yy + 0 Y= © SETE (2.11)

sustituyendo (2.10) en la dltima ecuacidn: i
(oLoQ;w (5 Qe Br ) Qb 0-'--]? (2.12)
como(b #0 (solucidn trivial), debe cumplirse la. condicidn que

sigue: , ﬁt,;;,,
< ALY e L E
a,\hm.&’s £ F Qe Oe = O e (2.13)
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A estu ecuacidén se le llama ccuscién caracteristica,
de ella se obtienvn "r" solucrones linwalmente indepeudientus,
la solucidn general de (2.11), es unus combinacién linesl de -

de ellas.
(G A

e 0 Gt Cx Y e (2.18)

Lus constantes que aparecen nuedan determinadas por

condiciones iniciales o de vulores a lu frontera, dependiendo
de lu naturalezs cepecificn del problema.

51 la ecuwcidn curacter{stica tiene "m" ralces igua

leu,v @ -‘%MA , la solucién tomz la forma:
“ mty R
SQQ:(C.%CM-CE,Q*..,*CW\\ ) 0 reero o (223)

y pura rulces complcjas, en el caso de unu ecuacidn de segun-

do orden:
(€3}

U =X (s Wb E CumenRO ) weer (2016)
donde "r", es la norma de lus rufces complejus y 8, el 4ngu-
lo formado por los componentes reuwl e imaginario ael ndmero
comnlejo.

La solucidu particular, en el caso de ecuacioncs no
homogéneas, puede obtenerse mediante los métodos de coeficien
tes indeterminados o por el de variucidn de pardmetros. Tstors
métodos de solucidn son similares a sus homélogos empleados -

en ecuaciones diferenciales (25, 26).



Variable Compleja.

a) Generalidades sobre nimeros complejost

Definiciént Seu @ el conjunto de los mimeros comple
Jos y z uno de sus elementos, 2 es un par ordenado (x,y), con
X, yEY&, y slendo éstos loe componentes real e imaginario res

pectivamente, con las operaciones siguientess

1.~ 248, (xl,yl) + (x?,y2)= (Xl+X2,y1+Y2)

20= 2= (30, ¥) ) (%505,)= O Xm0, Y00 X Y+ XYy )
y la ipgusldad definida comos

3o (xlyyl)=(x2,y2) 81 y s88lo si x1=x2, yl=y2

Considarando estus operaciones, puede demostrurse gque
el conjunto de los nidmeros complejos tiene estructuru de cam-—
po: bajo las operaciones de suma y producto (exceptuando el -
elemento z=0, en la segundn), forma un grupo abelimno y existe
la distributivided del producto sobre la primere operuciédn (12).

Algunag propiedudes son:

4.- (x,0)= x, esta pareja se¢ identifica con el mimero real x.

5.- {(0,1)= i, unidad imaginsria.

6.~ (0,y), nimero imsginario puro.

T.- 2= (x,y)= 0 &i y 86lo sl x=y=0.
8.~ (X,O) + (O,Y)z (xvY)
9.~ (0,y)= (YIO)(Ovl)

10.- z= (x,y)= x + yi



12.- 2y=2,= X=X, 4 (yl—yz)i

13.- Zy x1x2+yly2 . Xle-xly? )
22— x?+ 2 x2+ 2
o*¥o AL

14,- vzt = lx+yil=\/x(+y2, valor absoluto.

Geométricamente, los mimeros complejos se represen-
tan en @l llumaudo plano couplejo, cuyo origen repregentas al -
punto z=0, del cual parten dos ejes ortogonules, el de las
absciaas correasponde & los valores de x (eje real) y el de 1as

ordenadas a los de y (eje imaginario).
2
)

. 2
5, - -7 = - - 5 ——
15,-1 2 4?| b/(xl x2) + (y1 v, , distancie entre dos

puntos,
Voo~ \zq3 )= \zﬁ 1%4

17."‘ Zl

m—————

Zz :

2|

18, - 1zl+zé‘£\zﬂ +\22\

e U L R o P A L TR
70.~ %= (X,~y)= X-y1, nimero complejo conjugadb,‘
2le- ‘

22,-

23~

24."' \2‘= \Z!
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La forma polar de un ndmero complejo z= x + iy, es:

g= r(coa® 4 isen®)
con x= reosf, y= rasenf, entonces:
25.~ 8= r(008® « 1penB), re\z\, O= ang ten (y/x).

26 .= 2,2,= rlrz[c05(01+62) + isen(51+82)]

27.~ 2" r(coe (nb) + isen (n®))

28.- 2, Ty e
;;a ;; [cos(91~82) + 1sen(61—62)]’,v,r2f Q :
28.- Ve 1la ecuacibn z?r z: ,
. - P/ (Cos CRIARY . isen EYA AN )
[~ ~M M

k=0,1,2,...,(n-1), cs decir, existen n valores de z1

b) Punciones Anulfticas:
Sea w una funcién de 2 tal que :

w= £{z)= ulx,y) + iv(x,y), con z= x+iy,

.

81 existe una corregpondencia uno & uno entre los -elementos -

del dominio y los elementos del rango de la funcién, w es una

funcién univoca de z. 51 mis de un valor dv w corresponde a —

cuda z, la funcidn toma el nombre de multivoca o multitorme.

Una funcién multf{voca puede munejarse como univoca,

seleccionundo una rama particular a la que se le llama princi

pal y su valor correspondiente valor principal (41).

La definicién de 1{mite puru funciones de vuariublc

compleje es igual a la estublecida para funciones de variable



i1

real: lo que significa gque si %ig £(z)= W el valor de la ~-

diferencia de f(z) menos W puede hucerse arbitrariamente pg

queita cuando se escogen los puntos z suficicntemente préximos

a2, excepto posiblementc en z= z . Se establecen ademds los

siguientes teoremas (7):
Teoremu 2.1: Sean f(z)= u(x,y)+iv(x,y), z=x+iy, --

z°=xo+iyo. Entonces, la condicién para que el limite de f(z)

exista en z , Lim [{z)= u +iv_, se satisface 8i y s6lo si
0’ Zw 2 o o

1{m x\;(x,y)= U 1im ;{ix,y)= Vo
y=.9, =y, :

Teorema 2.7: Seun [ y F funciones cuyos lfmites —-

existen en zo

%{'-ﬂ-‘- g(z); Wo!

entonces:

2N SQu

1£ngf(z) ! F(z)] = ﬁd,;fw\i7‘

%Egzof(z)F(z) = wowo,‘_~" 5

flz) 0 S
%imzo z) Wo ' wo¥ 0

Todo lo anterior, conduce directamente a las condi-
ciones que debe reunir unu funcién f(z) para ser continua en

un punto Z, u suber:



ot
n

1.~ f(zo) exista,

2.~ 1fm f(z) existe
L 7,

3.~ %fm ggz): f(zo)

——tpn

como consecuencia de lo anterior y del teorema 2.1, f(z)=u+iv
68 continua 81 y 86lo g1 las funciones u y v lo son.

La funcién derivada en un punto z, se define comos

fla+hz)-F(2)
0 L2

£'(z)= M,
siempre que el 1limite exinta.

Les fSrmulus de derivacién de sumas, productos, co-
cientes, potenciss y composicidn de funciones corresponden u
las mismas empleadas en Cdleculo ue variuble real.

Loa siguientes teoremas rresentan lus condiciones -
necesarias (teorema 2.3) y suficientes (teorema 2.4), que ase

guran la existencia de la derivada f*{z) (7):

Teorema 2.3; i la derivada f'(z) de una funcién
fu u+iv existe en un punto z, entonces las derivadas paroiales
de primer orden, con reapecto a "x" y "y", de cada uno de loe
comnonentes "u" y "v", existen en dicho punto y satiafucen las

condiciones de Cauchy-Riemann:

(U /N dV - W
X7 AT 3w X
y la derivada de f(z) estd dada en términos de las siguientes

seene (2-17)

derivades parciglests



%(1 .EE’, w2 - N LoV (2.18)

X RAT TR

Teorema 2,41 Sean u y v funciones reales de "x' y -
"y": ademés éstas y pus derivadus parcisles de primer orden -
son continuas c¢n el punto (xc,yo). 53 las derivades parcisles
satisfacen las condiciones de Cuuchy-Riemsnn en ese punto, en
tonces la derivada f‘(zo) de la funcifn f= u+iv oxiste, donde

Tm X4 4 2 = X +1y .
Yo 2, ot

Se dice que una funcidén "f" de una variable comple-
ja "z" es unmlitica en un punto Ty 81 su derivada £'(z) exis
te en zo y en todo punto z de una vscindad de zo. Upa funcidn
entera es aquelln que oes unalitica en cude punto del plano -~
complejo. Me le mimme munera, una funcidn que es la suma, -
producto o cociente {pura denominadores no nulos), de 408 ~=-

funciones enuliticas, es tawbién analftica,.

¢) Punciones Elementales:

S1 z= x+iy, la funcién exponencial estd dada pors
1 CRYARY

e’;@ _‘6 (Qoﬁ‘l“r Asevvk\ ssasse (2‘19)
de donde: ;
© 7 cos W A Sen Y » .‘._."»..'-k ~ (2.20)
£ -z Cos A —x Sew Y\ ”:.; (2.21)

sumando y restendo las dos ¥ltimus eéuaoiones, y arreglando -

la expresidn resultante para ambos casos:



14

Ay
COS‘A:\E((ZA \_, (2 ) PSP (2.22&)
Se“";"ix(eﬂ - e (2.22b)
de los resultados anteriores:
A, x
€=UtaN, U= @ cosu V-2 seny eee (2.23)

lur funcliones seno y coOSeno y £eno y coseno hiperbdlicos, se
definen de la formu siggiente: T
°°5"’*:\71(Cn"@m)zse‘\v?\‘—*(eh"e viene o (2.20)
cos,\\'}_:li((’;:%él\/Sew"u\'}’.f-\z‘(t?l« Cx‘\ cvewes o (2.25)
todas ellas son funciones enteras, Asimismo, se pueden definir
otras funciones (tar. z, cot z, coth z, ete.), y encontrar pro
piedadcs similares a sus wundlogas reales.

Otrus funciones importuntes son lasg logaritmicus, -
lus trigonométrican inveruus y aquellas de la formu zc, donde
c es complejo. |

La primera de ellas, se define puru la variable com
pleja z= r exp(ift 2K¥), con O medido en radianes, mediunte-

1la ecuacidn:
A0
W=tmz = lve ):QMY ¥k(8ti§ﬂT\
‘V\ "0, \‘?_,,

seeas (2.20)

es decir, w es une funcifu multfvoca, para cada.z existe un -

némero infinito de w.

Fl valor principal.de-ln:z ;sy,obtiene:pnra k=02

w=1lnz=1lnr+ i0

para cualquier intervalo de longitud W, puede utili




zerse.  También vulen las siguientes igualdudes:

n(z,2,) - oug + Inz,

2
1ln

7 = lnz1 - lna?

.

ln(zn/m)= n

Ademés, las férmulas de derivacién de todas estus -
funciones son iguules a aguellas cuyos argunentos no pasees

componentey imuginurios,

d) Integracién Compleju y Teoremus Helucionados:

ecibe el nombre de lisa una curve, si pﬁéde repre-
senturse parsmétricamente; z= f(t), afitb, con f(t) derivab1c
y £°(4) continua ' y nunca nulu {(42). | |

Para unu funcién compleja f£(z), cohfiﬁud éﬁ todos -
los puntos de unu curva 1isu)‘,1gllntegrui de {{nna

S fw bz | e (22

se define mediante una particidn del intervalo [a b] Yy a par-
tir del lfmite, cuando tiende & cero la‘norma de la particidn,
de lu suma dc¢ Riemunn formudu, con l:.a siguientes propiedudes:

- XAAQ(zHB«S(z\%Az: AXAQ(L\ A2 ¥ BS;W\ dz

con A y B constantes,
- [V

2.~ Sﬁtzx &z':-\ % A 4z

R (2 d=
S)‘M”“ . o (2) 4= \ (242 & %1:}5 2

4.~ SL%R\&?\: S K42 A1\~Y 2y a2 e,%m €A
) 9 , Y,
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Empleando los componentes u(x,y) y v(x,y) de la fun
cidn f(z), se puede escribir la integral de lfnea en términos

de integreles reales de linea sobre A :
Hm dz :\ (U&w\/o\gwig (UdYM £V OX )
2 A

Teorems de Gauchy-Goursat (7.5): Si una funcién f,
es analftica en todos los punios en el interior y sobre lu -
frontera C de una regidn R, entonces

% ﬁ%(z\ A2:=0 (2.08)
<

Teorema de Morera (2.6): Si una funcién f es conti-
nug en ung regifn R simplemente conexw, y 8i pure cada curva
simnle cerrada C en R, se cumple

‘% g(lﬁ 42 =0 (2.29)

entonces f es anal{tica un H.

Algunua connnnucnciun‘du1”§C;f6m;'d C&L?hy non lun
siguientes (41): .
Purp f(z) unalftica'éﬁJup mpi;;éﬁtc co-

nexus e 7
b g

l.- La intcgral Suf(z) dm,'Cs‘ihdepeédiehte de 'amino que -
une los puntos L yb . S
2.- 8iayb son dos puntos en R‘§;f ntqﬁCes se
cumple: - b

U h da=F (v -F a

}.- Pars una regién limitada por dos curvas simples cerradas
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CyCy (01‘°5 une regién limitade por C); sea f(z) unelftica

en dicha regién y sobre las curvas, entoncesi

&gc &: (2ydz = %Q §g 2\ 4z

A}

lo anterior puede generalizurse pars n curvas simples cerra-
dag disjuntas interiores u C: )

% ngz\rxl“ Z% =) dz (2.30)

Para ilustrar lo anterior, se presentun los siguien
tes ejemplos (41)1

Bjemplo 2.A. La integrai de f(z)= (z—u)kl; alrede-

dor de C, una curva simple cerrada, y con O fuera de ella.

C o

teorema de cuuchy. R L rﬁdb51
% 1‘“‘

S}mrn &§—~— =0
Ejemplo 2.B. Lur integralen de lus funciones -
t{g) - (z-m)-l y e(z)= (z-&Jn, n=2,3%,4,...; con O.dentro de

C en umbos cusos.
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Se conatruye un c{rculov‘ de radio € dentro de C, du

tal muners que:
\z-al=€ z-az=€€  g4p<2Tm

: . A0 A0
Z=ote'e dz=aice’ do

Y haciendo las sustituciones pertinentes en la integral unte-

riors: a2 - dz - ZGWA
Z-a, r -

siguiendo ol miswo procedimiento, nucde demoBLTarse que paru

la integrel de g{z) se verificu:
Az

(Z-o" - ‘

=23,
Teoremu ©.7: Sea lu funciéﬁ'f“éhai¥t;ca:dentrd"&'sobre
una curva vimple cerradu C. 3i z, CS:cuéiépiﬁffﬁéﬁpg;interior
u C, entonces | :
J{<zo\=-‘—.% &f\* 0\1

24 ). A~ 2o

donde 14 interral se recorre en el sentido posxtlvo alrededor

2.31)

de €.

Le cxpresién (7.31), recibe el nombre de férmula in
teprul de Couchy; lu primera y scgunda derivadas de c¢lle son
reanec tivamente

maci
g‘(lo\ : i'\;‘: = d‘ A

(Z-z\* veeer . (232)

ﬂ\(( — —&g—\—— Az (2.33)

(2203
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por induccién matemética pucde establecerse (7) la férmula ——

general:
™y

(203 = mnl, mg (z) Az

. ‘ ,mx»zr“;;;é;}  o (2.34)

y el teorema nue sigue;

Teoremu ?2.8: Ui une funcidén es anal{tica en un pun_
to, entonces sus derivaaut de todos los Srdenes, ', ', t''',
«vey también son funciones analiticus en el punto considerado.

Lic importunciu de vstos dltimos resultwsdod radica —
fundamentulmente en que nonen de munifierlo que si los valo--
res d¢ una funcidn se conocen sobre la frontera de una rvgién,
entonces loc valores de la funcién y los de todus sus deriva-

du:: pueden cneontrurse en todos les puntos dr dicha regidn.

e) Uingulari&&aes. Séfién Qc T&yibrry de Léﬁrentf

chibe el nombre de punto singular o singuluridud de
una funcidn, ul punto en el cual ésta no es analfiica. Se dis
tingen vurios tipos:
1.- Sinpularidades uisladus: 2, es un nunto sinpular aislido-
de f(z), si existe alguna vecindad de z, en la cual la fun--
ci‘n sea anul {tica, exceptn en el punto mismo Zo (?).

?2.— Polos: aparecen al considerar funcicnes racionules

S CA
™(2)= CYEN)
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dadas como el cociente de dos polinomios sin factores comunes.
Los polos de la funcidn R(z) son los ceros del denominador. Se
define ¢l orden de un polo como el orden del correspondiente-
cero de C(z).
3.~ Puntos de rumificacidén: Son aquellos puntos, comur:: w to
das las ramas de una funcién multfvoca.
4.- Singularidades removibles: Un punto singular es removible
81 puede hacerse anulf{tica lu funcidn en el punto en cuestidn,
agigndndolc ¢l valor adecusdo.
5.~ Singularidad en el infinito: Una funcidn tiene un punto -
singular ¢n ¢l infinito, si 4l hseer lu trancformacidn 2= Fl‘l,
f(g‘l) en K =0, no es mnalftica.
6.~ Singularidades esenciales: Son aquellas que no-perienecen
8 ningunu de lae anterjoru:.,

Lu expinsién de una tuncién £(g) por una serie de ~
Taylor, alrededor del punto N queda establecida mediunte el
siguiente teorema:

Teorema 2.9: Sea 1s funcidn f{z) analftica en todos

los puntos dentro de un cfrculo Co con centro en Z, ¥ radio -

T Entonces, en cadu punto z dentro de C

by b s feazza e &2(—\9— (z2a0% .

(O] ™M
+'-£E%3§ LZ"ZQ oo



@
(n),
{z)= f(zo) + Z »E«»Hgaii’..)a (z-’zo)n cese (2.35)
e

Cuando se sabe de la analiticidad de f(zo) en todos
los puntos dentro del circulo OO, la convergencia de la serie
gueda ssegurada. El radio miximo de CQ, 8 la distanciu dsl -
punto z al punto singular de f mds préxiwmo.

Lu misma forma utilizads para presentar la serie de
Taylor, se emplea para introducir le llamada serie de Laurent.
Teorema 2.10: Ses f(z) una funcidn analitica sobre-

Cl y 02 (C1 y 07 son dos cfrculos concéntricos de rudios ¥

T, respectivamente, tal que rAT s ¥ centro zo), y & través -

de lua regidn comprendida entre los dos cfrculos, entonces en-
cada punto z entre ellos, f(z) estd representada por una seric

convergente de potencias positivas y negativas de (z-zo):

(-} <

Q e
‘Q(z):z&m(l"za + m veees (2.36)
Mee mey L
donde: e .
bde
Qe =28 Jor(zry ™ A2, o e f,(2.37)
(- \ ..f‘_..’:)_._.d\z,m—_\,z,s,..r e (2.38)

M 3 L)
284 le(7.-.7( o3
c1 Yy 02 se recorren en sentido contrario al de las manecillas

del reloj.
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Considerando que los integrundos de las ¥ltimas - --
expresiones son funciones unaliticas en la regién amlar, cusl
gquier contorno cerrado C alrededor del anillo puede usarse ¢g

mo trayegtoria de integracidn, en veu de 01 Ng C2; asl, la se-

rie {2.36) puede escribirsc como:
"

M .
%L—;\\:Z 0w ( Z-20) ,((&<\ Z-Zo\< ) veees (2.39)

¥y los coeficientes Gm:

Gz ——g—(——ﬂ—~(&1,“*°/‘:‘,t7~,--~ veeee . (2.80)

ATh ) (2 -2,)""
C
las partes ocorrespondientes & los exponentes positi
vos y negativos de una serie de Laurent, reciben respecctive--
mente los nombres de parte analitica y parte principal de la

serie.

f) Residuos, Teorema de los Residuos, Célculo de Integrales

por Residuos:

Tomando en cuenta la expansidén de una funcién en una

serie de laurent:
. "M
L2) =000 40, (224 (22 % -+ 4 G (226) 4

b
b o \’1,~+--~ \)”‘M
(Z-24) {2-2..\ (Z-~Z.
¥y la ecuacién (2.38) para b, :

Yeor e (2aa)



V-t CAWVA
D\*Z“A§Cg \ ta et (2042)

)

al coeficlente de (m—zo)‘l, bl' se le llama al residuo de lu~

funcién. De acuerdo con é&sto, el residuo de una funcién f(z),

en el punto Zgy €8 el valor de la integral de la funcibén con-

slderuda dividida entre la constante 2Wi, en sentido positivo

alrededor de cualquier contorno cerrado G, quc contenga a g

i C es tal que f(z) seu anulitice dentro y sobre el contorno
cerrudo, exceptuando en z (7). Cada funcién tiene un residuo
en cada uno de sus puntoe singulares sislados.

Los residuog ge cualculan utilizundo las expresiones
siguientes:

Para un polo de orden k

-t

% :
A 4 - cees (2483
b\- z\:\x,("‘“, H‘v\ (Z Zo) %(Z) e » ( )
para un polo simple, la expresién se reduce a:
B\:\{M (2“Z°3¥ KZX see v (2044)
A%20

Teorema ds 1os Kesiduos (2.11)t Sea € un contorno -
cerrado, dentro y sobre el cuul, unu funcién f es unalitica -

excepto en un nimero finito de puntos singulares zl,zz,...,zn,
interiores a C. Si Kl' Kz,...,Kn, denotan los residuos de la

funcidén en ¢sos puntos, entoncess
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(S’ QCI\)A\‘L: 2«#(\,{\*\)\1*_”‘_\‘%,“} cesee (2.45)

donde la integral se efectda en sentido contrario al de las -
manecillas del reloj, alrededor del contorno C.

El teorema de los residuos se aplica para evaluar -
ciertas clases de integrales (42), dentro de las cuales apare

cen las del tipo:

S QXY AR

-t .
con R(x) una funeci$n recional. Las integrales de esta forma,

pueden escribiruse como 4 contimiacidn se indica:
o L]

\ P\ma\x:&\m XY AKX covee o (2.46)

) -

lu expresién del ludo derecho recibe el nombre de valor prin-
cipul de Cauchy y puede existir aidn en ¢l caso de que no exis

tan los sipuientes limites:

w0 ha) b
\ RLX)AK = Viw SQ\U\M*r\'\W\ \@\&)«)é\x (2.47)
- A0 Ja bro v ’ ) '

si se verifica que cada una de las integrales de (2.47) con--

vergen, se cumple lu igualdad (.46),
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Transformuda de Laplace.

Unu transformacién integral se repraenenta mediunte

lu expresién (B)L

T{vm}: FOKEAdE={ (Y it

&

en la cual, K(t,1) es una funcién de t y del pardmetro Ay se
llama el kernsl de 1w trunsformacién;: P(t) es la funcidn obju
to y la funcién resultunte es la transformuda de P(t).

Ademds, la transformacidn integral (2,48) es lineal,
8i para cada par de funciones ¥(t) y G(t) y para cada par de

constuntes A y B, se cumple la siguiente relacién:

T{AF@M%&){.—,ATi\:(ﬂhmggmk e (2049)

Para el caso en el que la funcién objeto esté defi-
nida pare todos los valores positivos de la variable indepen-
diente, el kernel de la transformacién sea e—st ya=0 ybv=00 ,
8e tiene une funcidn £(s) llamada la transformada de Laplace

que definifia negdn los términos unteriores, es
@

iiF(‘t\}: F(‘t)eso\'t—_-_ %(h\ (2.50)

°
Para que una funcién P(t), pueda ser transfermuda -

mediante lu aplicacidén de (2.50), debe ser secéionalmentes con

tinua en un intervalo finito cerrado, y de orden exponencial

(8,35).
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a) Transtormaciones de Funciones. Tablas y Propiedades:

Tomando como buse la expresifn de definicidn de la
trunsformade de Laplace, es posible y muy dtil, obtener las--
trunaformaciones de algunas funciones y construir a partir de
ellas tablas en las cuulen se encuentren las funciones y sus
regpectivas transformacionec.

Ejemplo 7.C. Las transformadus de las funciones --
P(t)- 1y G(L)=ekt, Aon:

1) F(t)= 1

o e
® st © U \ ) v
1\‘1‘;&-2 MI=% @A’C:‘-*ge o=j¢; :

1) 6(t)=e*"
® (st |

A\ AN
e'lrjeestaje st ooy

I
Las transformadas de laplace de las funciones que -~

se utilizardn en este trubajo, se muesiran en la tablu nime--
ro I.

Algunas propiedadcs de la trensformada de Laplace -
su establecen a continuacidén. P'ara todos los casos, lu funcidn
objeto redne todas las condiciones para que su transformada -
exista (8):
1.~ La transformada de la derivada enésima de una funcién ¥(t),
tiene 1la expresién algebraica siguiente en térmiﬁéérde cada -

una de sus derivadas.



TARLA

No.,

TRANSFORVADAS DE LAPLACE

No. #(t) 20 £(9)
1 1 ——
2
3 L sen at e
a 2 2
: 8" + a
s Ccennii 2
. : 8 4+ u
5 tn—l 1
(n - 1) g
T (ne1,2,000)
6 n‘i tn--l cat 1 -
; . (s ~ a)

(n= 1,2;-.0)
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1{\*“@\\: s biey- €7 POy - 87 (o)

. 5”\‘3 F“(D\ - - F kM“\\(O‘ sesen (2'51)

Egtu ep una de lus propiedudes mds importantes de -
la trensformuda, porque convierte unu ecuacidn diferenciul 1i
neal en un problema aulgebraico, incorporando simultédneamente
lus condiciones iniciales dol problemu.

2.- La divieién de la transformada de uua funcién entre s, ——

corresponde u la integracidn de la funcién entre los lfimitee

Oy t:
P rmar] = 1 b e (252
14 f \Ts_méxlu)g -5 by LT sy

}.- Lu diferenciucién de lu transformada de una funcidén, --

correspondo & la multiplicacién de la funcidn por -t
ey M
£ (s) = ﬂ_i -1 F‘(t\llw“ﬁaw“ cevie (2.54)

4.- La divisidn du la funcién F(t) entre t,_cor:espodde a la

integracién de lu transformudu f{s):

B = | b

5,~ Peorema del Valor Pinal: Para f(s)ftiangqumg@@!de}?(t),

se verifica:

e <s) = Ln ®10) e (2.56)

&= 40 Laoe

6.~ Teoreme del Valor Iniocial: Pare f(s) transformads de F(%),



L]
3

se oumples

&__'m _tqo LA A RN J
Te= La sustituoidn por (s~o), de la variable s en la transfor

mada, corresponds & lo multiplicacidn de la funoién objeto —
ke
a

por la funcidn € , os decir:

at
%(s%n:j_%g? F () % ceees  (2.58)

8. 51 f(a)ai{?(tf%, y 0 o8 una oonstante positive, entoncoss

lesy: -CL- j % - (:C_m) } ceees (2459)

-

9.~ 31 P(t) es una funcidén periddics, oon perfodo b cuando ~-~

LIRS
Vo ) €T at
e e

Les tranasformadeas de Laplace de algunas funciones

t70, entonces:

(2.60)

de frecuente ocurrencia sont

10,- Funcidn escaldn unitario:

< . \° o<dt<ly
hﬁﬁ.i‘ ‘>
C_Rs : ,
‘SSS\&H}:»%- Ceesee  (2461)
11, - , . o O(t‘<\)
FolB): ir—'(t-m t >l

1 Fun} = é“%(s) e (2.62)
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Lu gréifica de Ja fTuncién Ph(t), se obtiene trasla-—

dundo lu de 1la funcidn F(t) unu distencia b & lu derechu. Fa-

tu propiedad de Fb(t), en combinacidn con la funcidn esculdn

uniturio, puede usarse para describir la traslacién de cual--

quier funcidn F(t) escribiéndola de¢ la manerw siguiente:

Folt)=Suy (M) Flt-%), t>0 .. (.63

cuyo eignificado c¢u el de despluzar la funcidn F(+), b uni--
dades a la derecha y hacer cero todos los valores & ly iz—-
quicrda de b.

1?2.~ Puncidn deltu de birsc o impulso uniturio.g.'Con las -
siguientes propicdndes:

o

S € (t-to) gt = )

" L7(2.o4)
S s (t"‘to\ F(t\ dt=F¢ (to\ : '-- (2.65)
° -sto ‘

figeals e 1‘,5;:,3&-», -

(2;66)

b) La Transformada Inversa:

(s

Lu correspondencia entre funciones f

1lume transformada inverssa.de Laplace,*se'déhbtafpér
-y . *,  f?7'i'
Fety= L i%(s\§~ s

¥y también se verifica que sea un operador lineel, es decir:



3
y’ & I\\(s}-\?)’ht‘o\} = Aﬁ-‘ JRITA i"\; Csﬁ
TAFM) R 6

Para efectuar una inversidn, la funcién f(s) debe -
provenir de una funcidn P(t), para la cual la integral de defi
nicién de la transformada converja; ademds, esta funcién debe
ser continua parua toda t 2 O paurs asegurar que la tragnstormada
inversa seu unica (15).

Exicten varias formus de invertir wnu transformada,
de lus cuales, la mde directn es mediante el empleo de tablas,
Bamilares & la presentads en pdginas previas, En ellas, se --
localigs la funcidén en ¢l eupacio de la transformada y se lee
la funcidn en t adjuntu 4 la primera,

Con frecuencia es necesario modificar o arreglar —-
las funciongﬂ por invertir, mediante procedimientos algebrai-
cos, puara obtener las expresiones incluidas en las tablus. En
el cuso de cocientes de polinomios en los que el grado del nu
merador sea menor al del denominador, un método muy utilizado
es ol de fracciones parcialen aue, en general, consiste en ex
presar una funeidn racional como una suma de términos, llama-~
dos fracciones parciales, cuyos denominadores estdn formados-
por cada uno de los factores del polinomio divisor de la fun-

ciédn original:
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PO - A,
o) = — o
R A . (x-%0

tal que | O\&X\:rﬁ ( x__c\_);\

P
los factores de Q(x) pueden ser lineales o cuadrdticos, en tal
caso, la expresién anterior sufrirfia una ligera modificacidn,
como se ilustrard posteriormente.

La trunsformadsa inversa de lz funcién racional con-
siderada gerd ipucl o lo csume de lus transformadas inversuas de
cadu uno de los sumando: .

Otro método purua encontrar transformadas inversus de
cocientes de polinomios en 1, muy similar al anterior, y ha--

cindo las mismmus consider:iiciones:

A |
‘I% ()= ey e (2.67)
o) = T (s-a;) (2.68)

k=t )

Tomando en cuentu cualquier término de (2.08), lu -

ecuacidn (2.67) puede escribirse como:

T AleYy T (s-a)

- _C '
5{(83.. — + i)

gxm_ L®) ¢ ()

(2.70)

donde P (s) e: un cociente de polinomiqsfy,h(j esenta lu
suma de las fracciones parciales que édrrespohdénqd'loé otros

factores lineales de q(s).
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(S =¢c 4 WesY)(s-a) (2.71)
¢ (a) e (2a12)

Lo anterior indice que, el procrdimiento para obte-
ner las transformudas inversus de cada uno de los términos --
-1 _ )
c(a=-0ov) 7, conmiate en lu evalumcrdn del polinomio ¢(u) on cu
da rafz de q{s), para calcular el velor de los coeficientes ¢
. R t Iy
vy multiplicar éstos por &, que es la funcién inversa de --

(8- &J—l.

De la ecuacidn (2.69):

- S ‘ ST
CREN N AN K—.{:; e (2273)

Y ¢y - &Nw\ Py U B2
R o 4;(53

paru obtener el regunde 1{wite, se cmplea la regla de L'liopitul

&xﬁ:_?ié\ - ,€)0*3 &NW

- i & CKB

ey - _{&)_SE\.L__ (2.74)
5 Cc‘\

As{ pues, la transformada inversa de f(s) puede eg
cribirse en la forma COn(\de cono eXpan516n de Heav141do-

USRI chi‘;:% & o

AT

Kxisten expresiones semejantes para los casos en los

que q(s) tiene factores linecales repetidos y cuadrdticos (8).



34

Ejemplo 2,0, Ut:lizundo la exphnai6n de Heaviside,~

obtener lu inversa de la funcién (8):

X
As - 4 s

S\ 2 — ‘ —_
%(\ CASYV (8P 50

descomponiendo en factores e} nuperador y el
denominador

> —
g\m_ PSS - s (5-2)

de la ecuacidn (2.67)
RN= 5Cs-2) A4(s)= (84 )(S=(si)) 2= "X, Aazh, Ag=-d

/

aplicando la ecuacién (2.75)
-t -t L
3.-‘51 g(s\}' s(e-2) @ S 3s0e y 2lema) e
(2-3eerd) | (o f YY) | (s¥f)(se)

.i Y A
__!‘t i Lt . -J‘\t

- N =L %% A
4 H(b}} 1 € - "““(L:; A c + (-A:‘-:-L)(-%}:\_

iy 2 sie sne™
Tl €r 2538

\ - »Lt ""t -Lt ] }\t ; t
g SJ}(s)g: einé ies e +41 }‘(€°€A )

A aSCeray

. 4t
F& =4 o=@ - A At
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Un tercer método pura encontrar transformadus in--
versas, es el oue aprovechd lu representacidn de f(s) por se-
ries infinitus de transformadas conocidas. Si f(s) es unu se-
rie infinita de potencius positivas de sn], absolutamente con

vergente, e decir:

o
\
z R
bz ) on L
M6

entonces, ju saerie de polencion en t obtenida al aplicur el
b
oporudorni g la serie anterior, término a término, converge u

la funcidn P(t), cuya trunaformada es f{s8):

© tM
-1
U
() :Z (R ‘LQ@»%
f‘)\\
MO
La operi2idn de convelueién de las funcioncs P(t) y
G(t), proporcionu directimentie la trunsformuda inversa del -—-
producto de ~2astas funciones, en términos de las funciones ori
sinales. Lio convoluceidn de dns ftunciones F(t; y G{t) se defi-

e como:

t
F(t)* Gl S FOEYO ()T e (2078)

[}

fe ALSY= 1 i(‘:m* C:(ﬂ'lx o (2.77)

De esta forma, la transformadu inversa del producto

de doyu funciones,resté dada por:

t LE |
F )k G(‘Q:K'i%&)%(gkz &F(z\(; (t-e) 4T '(2‘78)

Cabe hacer mencién, que la operucién de convolucién



es conmututiva, asocimtiva y distributiva con respecto & la -
adicidn,

La forme mds gonergl de invertir una iransformada,-
es modiante el empleo de uns integral en el planc couplejo =--
1lumada la integral de inversidn; en ella, ¢l pardmetroe s es-
complejo y la integracibn se efectda u lo lurge de uuz lfnea-
vertical a la derecha de todas las singuluridades de f(s) (36).

tn concordanciu con el teorems {(2.7), unu funcién -
f{a)} puede conocerse s partir de sus valores sobre laz fronte~
ra de unu regidn. Si dés’u es 1n regién limitada por la linew

xv%, la integrul de Cauchy esn:
fim
{ j(tz\ L
o e——— -— Z semae (2079)
%L:-» R \ W (Ae 22

oS-z /
(b"'hm

51 f(8)- i &P(t)} y ve aplica la transformuda inver—

sa intercambiando el orden de esta operucidn y el de la inte-

én:
gracion Xl

Uit { | 150
%‘rm
!

e 13 m}u

.a;ﬂ_g“ “3“gmwm‘

P-BD
+~m

l‘“h S peAw 6 ¥(2) 42

1

|

11



by

huciendo la sustitucién: z_ ! 1y, dz= idy
‘& %.\ &w——»- e -Q(@**M&éxg
finalmente
¢ (T
€. .
F '-‘-;;(;\e g(.%*“i\é‘i\ (2.80)
—tQ

Ksta inteprul impropiu existe si y sélo si la in--
tegrnl de Qiiytr(g + iy), deade -gd u O y desde O a® existe.
$i lu integral existe, su valor principal existe, ecuacién ~-
(2.46), y es llamado la integral compleja de inversién pura -

lu transformada de Laplace, y e3:

@&kl .

F(‘QJL \{tﬁ\‘g el 9‘16 ()62 (2.81)

purd eviluurlu, se utilizu el teoremu de los residuon,

¢) Solucién de Lcuaciones Diferencisles Ordinarias y Parciales,
Integrules y en Diferencias:
Habiendo expuesto lus propieduades de la transformu-
da de Laplace y sus métodos de inversidn, es posible ahoru, -
1lustrar la resolucidn de problemas como los enunciados en el

t{tulo de esta seccién.
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Ejemplo 2.E. Solucién de una ecuucidn diferencisl -

linesl, no homogéneu de coeficientes constantes (8):

2t

YOrr(e)+Y ' (t)= 10 e°7, Y(0)=Y'(0)=Y'*(V)

aplicando la transformada de lLuplace & ambos lados de 1la BEc.

W \ W ' c
LTI ere]= J 11" et = oy ‘zé’a {
utilizando la Be. (2.51), v 1la tabla No. I
2 - e
SWR) v 34 (8) ~s
‘o
S (s-aj(ede)

AeY T

desarrollando en fracciones narciales:

A =) Ced D
% T e e —
AR T g v oea 2™ b\

la Bolucidn del sistemu que resulta pura encontrar los valores

de Ay B, C yD esa: A= ~5, B= 1, C= 4 y D= -2, entonces

5 \ 43 N
@y - = + -
1@ s T en &R 4y 5%

\((t\:-SYiﬁ "U .y }*‘*ﬁsi\ § —1}"5(53“1

de lu tabla No, 1, trunsformedas 1, 2, 3 y 4:

at
Y1 z-5 4 € +4 coaT - 2senT
Las ecuuciones diferenciales ordinarias con coefi--
cientes variables, también pueden resolverse con la transfor-
mada de Lupluce, siempre y cuando la ecuacidn resultante se -
3implifique. Si los coeficientes de la ecuacién original son
pblinomios de primer grado en s, la ecuacién transformada es-

una ecuacién diferencial lineal de primer orden.
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Ejemplo 2.F, 3olucién de una ecuacidn diferencial
lineul, ordinaria, homogénea, con coeficientes variables (8):
tY"(‘tb)»(t—l)Y'(t)'Y(t)w, Y(0) -0
tY  (t)4+tY (t)-Y' (t)eY(t)=0
aplicando le transformada de Laplace:

LY BT ml s iw) = 0

de las propiedades 1 vy 3:

- -—£b ie) -8 Y (oY ~“{ ]- < sxcs) ‘{\o\:\ E\sm -\l(o]Jr AYz0

A‘(s\[:s“*s FASAEY =0

ﬂ

) 35
Nesrn

1w exprenidn wnterior vo unn te. diferuneiul lineal de urimer

B(&) =0

orden, cuya solucidn es:

%(53 . _A . A €8 una constante de.--
T oCeany? ' integracién

Vitv= A fu ey =9 s §

lu transformada No. 6 de la tabla 1, indica que:

\tt) - Amte]--te

- P - _A
Yivs e thet, es A
La transformada de Laplace, hace posible la soluciédn

de algunas ecuaciones diferenciules parciales y ecuuciones 4}

ferenciales y en diferencias. A continuacién dos ejemplos de



ellasa,
Ejemplo 2.G. Yolucién de la siguiente ecuacién di--
ferencisl parcial (8):

A Kt t
X gxl) *B:g ) YA 2 XFRY) 5 4 (x,0)24 (ot )=0

aplicundo lu transformads e Laplace y considerundo‘ti%:uaxz'1‘5)

\X}( at.z&:\,ﬂ a%&cx,t\ “w/ﬂ% ‘y\x;@}; '{x(b):",\‘('ﬁ(xm}

x 35 Lol +{ 0] 1 fawnl < x| | pw]

XWS) & SAEY =W (X,0) & W) =% %Ls)

XYQUEY +40S) (sh 1) = X %ca

' <,
W o) & =L wesy = o)
A
la solucidén de este ecuacidn diferenciul ordinaris es:

-~ 3w\

oy z )

P X X C, C es una constante de integracién,

para x= 0, y= 0, C= 0, de esta maneras

AT
VX

S 4 A

%(X,t\t(g\{i(::: } ﬁ 35*9, } :

utilizando la integral de convolucién y haciendo

%C:ﬂ: 3}(5} ) aGQ§,3:

A(S)Z




se llegn us P(t)= P(t), G(t)= e-2t'

-alt-2y

.
4 “"‘1: ForGh: \Fye At

S

finalmente, la solucién de la ecuaciédn diferencial purcial es:
-at 2%
WxE)= X€E Faye 4B

(-]

Fjemplo 2.H. Solucién de una ecuacién diferencial y
en diferencias.(8).
Y'(t)-o.Y(t-1)= P(t), Y(t)= O cuando t£0

b cuando t> 0

0 Cuundo t< 0
Antes de proceder u encontrar la regpuesty a este -
problema, se introducird un concepto de fundamental importan-
cia en el desarrollo de este trabajo.
Unu serie geométrica con primer término igual & uno

¥ rezén x (12, 41), tiene la forma:

o8]
L XX x’“+-~-:z X veewe o (2.82)

LX)

la cual converge & T ai Y xV<1, y diverge si \x\!l?}En'resg

men, se cumplen las siguientes igualdades:
®
\

" Gl o
Para \z\(l:z Z = Tz ceeve o (2.83)
[l SR mi
- ~ M :
Para lz'Kl:S Z : *3‘———" ceens (2-84)
x -\

M0



Y(t)-ay(te1l)= P(t)

aplicando la transformada de Laplace u la Ec. anterior:
LY} -al Y0l =4, teo, B =b

-5 \
S~ "R U = b —

A LS) [&

- b | \ b s
S\ 7T =2~ % -2 .
ESaEhey S~ s"[\.. bt ]'s‘ V=)
s e® (‘-vf}

la Wltime cxpresién, puede escribirse en términos de la Ee. (2.83)

SN

=0

& -8 L
\\gs\~~\°%-<\+-€+°$“’ Er oy (P,*...>

S s

LS o ~mb
xks\— E‘“"'"‘—"e'{’ s“e‘\‘""\‘g:ﬁ*e\-"]

para invertir y(s), de la propiedad 11 y la transformada ni--

mero 5 (tabla 1), se tiene:
A )

\((’C\:\D[t +°‘Lt_\¢ + & w"; 4 @ (£-3) b g Sltom) *]

A} 3\ Y\ S ey
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Una ecuacién integral, es decir, una ecuacién cuya
funcién desconocida se hulla dentro de una integral, si ésta-

es del tipo convolucién tiene la forma general:

‘((t\=ﬂ‘c\+\6(t—z,3\{(l\d“e s (2:85)

Y(t) es la funcién incégnite y P(t) y G(t) son cono
cidas.
La aplicacidén de lu transformada convierte (2.85)--

en un problema algebraico con solucidn:

NOSSTUNENY \\ %(h\\ (2.96)

Bjemplo 2.1. Hesolucidén de la siguiéﬁté esouucidn -~

integral (8):
f

N(t) = o genl -2 x N () cos £-T)ATG

la integruol gue aparece en el sepgundo sumando, e: una integra.
1
de convolucidn, Ec. (2.76):

+
Nty %6y = \Ym G(t-z) T

[}

N =Ny, OoU-T) = cog(’c"é)
A\ sy = 4L XL N & G(ch} -

aplicando la transformadu de Laplace & la Ec

| AR e “45¥ 
ARIE ﬁmwf*\ﬂncos‘(t‘m -
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“H\“N =0 i\mﬂ - ‘i‘i Xt\( (%) cos (t—z)u,’g

\
v Ao A

sy @w

N &) n{\m-—w—n - o ,
By B~ he S

|
(N7 o —
3 Ls*\\*

bl bl

la transformuda No. 6, de ]a tabla I es la que correeponde -

en este cuno:

NiEY = m“t C—t

Siguiendo procedimientos similares, pucden: resol---

verse ecuaciones integrodiferenciuler (8):

t
2N YL ‘m—-wm\ G TNRY b

y ecuaciones integrales no lineales (8):v

oYt + S RSN CE AP IS cpf;. e




Sigtemus Lineales,

Al hacor referencia uw le transformada de Luplace, -
ae menciond la condiciédn que debe cumplir una transformacidn
pars ser lineal; a continuucién se emplemrd este mismo concep
to en ¢l desarrnllo de otro no menos importante: el de siste~
ma lineal.

P{sicamente, un sistema es un conjunto de elementos
interconectados (10), gue si son lineales, obedeccen relacio--

nes del tipo:

v_\}\&\: ‘r\[x AN ]

LN BN (2089)

donde B es una tranaformacidén lineel, es decir, cumple con --

lus propiedudes de homegeneidad:

afox Tz anfxtw]

y superposicidn:
H 00 000 = W] + W[ ]

kn realided, muchos de los sistemas fisicos reales
no son completumente lineules, pero pueden ser representados-—
gsatisfactoriamente mediunte este tipo de modelos que facilitan

en gran medida su estudio.

a) Sistemas Continuos y Discretos:

Ia definicidn de sistemas lineales, permite subdi--




vidir a éstos en continuos y discretos, segin sea el tipo de
variable que mancjen.

St en el siutema que se conviders Be munejun secuen
c1us de ndmeros f(n), reales o complejos, tul que seun trans—

formudos sn otra secuencia g(n):

Rmy = \.ﬂrﬁm\\ (2.90)

ge trate de un sistema discreto o digital, al fndice n ve le~
1lamu tiempo disereto. En general, los intervslos discretos de
tiempo pueden no ser constantes, pueden variar de un intervalo
&l siguiente, o pueden ser constantes entre perfodos.

Los modclos que resultan del andlisis de este tipo-
de sistemas, ee forman utilizando ecpaciones en diferencius.

De forma sewmejante, si en el gistema se trunsforma-
una funcidn f{t) real o compleja, definide para cada real t,

en otra funcidn gf{t):

=1 § ey e (2a)

ge trata de un sistema lineal continuo o analégico, cuyo mo--

delo puede representarse mediante ecuuaciones diferenciales,

b) Concepto de Funcidn de Transferencia:
Un sistema lineal se simboliza esquemdticagmente con
un rectdngulo yue represente al sisteme; una flechn que llega,

la varieble de entrada (funcidn de entrude, funcidn de exoie-



a7

tucidn); y con otra que sale, la variable de respuestu (va-e

riable o funcidn de salida, funcidn de respuesta).

L F—— L)

81 la relacién entre la funcién de¢ excitacidén y la-
de respuestu, es une ecuacidn diferencisl linesl con coeficien

tes conatuntes, el sistema queda representado por:

R ()W, ) G S ae 4, () =

\m‘\?\m*‘\nw\ﬁwz LA L Ua () e (2092)

Si se denota (4/4t) por el operador "p", tal que

" _ Aty
£ At

notacidn conocida como de Heaviside (40),1lu ecuacidn anterior

puede escribirse como:
M

}M?’“&om:} \OM’QM‘X:U:\ i ”'(2.93)

o de la forma: ‘.:7
ARYAL () = Blgyualt) (2.90)

en la cual:

A(Q\IQmQM*Q«\.\Qw“\‘- L WRT e .. ©(2.98a)

%k@:bmy"“ir‘uw&"”&...*c‘wxr ' ceeee  (2.98b)

I R R ORI A  _ _———



Arreglando la ecuucidn (2.94) c¢n otra forma:

otz %{% B GEWN) cons (2099)

Gle)= it’?} ceeee  (2.200)

G(p) recibe el nombre de funcién operacional del sistems y --
actde sobre la funcidn de entrada para producir la funcidn de
salida.

Ll concepto de funcién operacional de un sistema, -
es de particuler importancia cuande se trabaja en el dominio
de Laplnce,

Considéresc¢ une ecuacidn diferencial lineal, no ho=

mogénea, con condiciones iniclales nulas, de la formas

4 4>
At

en lu que G es unu constunte caracteristica del sistema de -=

4 + W)= X () (2.101)
interés.
Aplicando la trancformada de Laplace y arreglundo--

la ecuacibn:

{C M +'{\U:\} z L&i)\(’c\&
T OUS) AWIS) = X8y

5 “X(m
(8=
Ay —=
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finalmente:

Wiy {
ST

La expresidn do¢l lude derecho de ectu ecuacién, se-

tesee (2.102)

conoce como funcién de transtercvncia del sistema, x(s) es lu-
transformpda de la funcidén de exci£acidn y U(s) es la truns-
formaua de la funcidn de respuesta.

A Vo funcidn de¢ trunsferencia se le simboliza por -
G{s), y poser lu propiedud de desmcribir completamente las cu-
racterfaticas dindwicas vel sistems del que prbyiene (6). u -
cada funecidn de entrauda que se releccione, le corresponde -—-

simplemente unm respuesta dade por:
Ws)z G &) XY (2.103)

lu que &l ser invertida, proporcina la respuesta y(t) del «-
sistemn.

Bs importante mencionar, que los sistemas f{sicos -
con funciones de transferencia como la de la ecuacidh (2.101),
ge 1leman sistemas de primer orden o de fase exponencialr -
simple (6).

La funciédn de transferencia uasociauda -&-un sistoma de
segundo orden, o gca, qui se obtiene de unu,eguacidn;diferen—

cial lineal de segundo orden es;

Nie) o - evess - (2.104)
sy 6oy Th AR Es ¥ ) '

Ty E denotun caracterfsticas del sistema.



Cuando se presentan varios sistemas coneciadoS ene-~
cuadena o en serie, puede obtenerse una funcién de transferen-
ein lobal que abaraque lus de cade uno de los siotemas tomados
individuaimente.

A n funciones de transferencia en serie, les correg

ponde la siguiente representacién:

Kol Qs x“t’)v Gats) M . .W.‘:.‘.‘_’},‘G*(s) | Y XM-\(”)

A (5)
G b

) NN
'S
haciendo el productu"ﬁ( Gi(s) ¥ simplificando, se obtiene:
Az

- KD Xs(8) Ko (),
(s - S
G Ge) - Galey: %o 05) Ralsy Amla)

G "S( Gz Bt (2.105)
A=A X\ LS\
que significa, gque la funcién de transferencis totul (eguive-

lente), es ¢l producto de todus las tunciones de iraneferenciu

individualen, y constituye una relacidn simple e importante.

¢) Diagramas de Bloques:

Ya se indicé en la seccidn anterior, la representu-
cidén gréficu de un sistema lineal, cuya extensién y el empleo
simultdneo de la notacidn de Heaviside, hace posible la apre-

IS

ciacién esquemdtica de sistemas y ecuuciones por medioc de dia
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gramas de bloques,

Los diagramun de bloques, facilitun en gran medidn
la comprensidn del sistema gque se analiza, undlogamente al ob
Jetivo que persiguen los dragrumas de flujo cn programacidn:
ayudan a determinar reluciones entre variables y facilitan 1la
solucibn de las ecuseciones involucradas, porque determinan el
orden y la secuencia del proceso en forma légica y concretan
(40).

Bésicamente se utilizan dos sfmbolos en 1lu construc
cién de esto. disgremus, Lu suma slgebraica, se indicu mediun

te una pequera circunferencia a la cual confluyen los sumandoss

EPEN < % 2z

1N | |
y la multiplicacidn, simbolizuda por un rectdngulo, como ---

sipgue:

JTA— 6 (S) b e
S
A= Gs) X

lo unterior truc como ventaju adicional que, de --
1
acuerdo s la convenlencia, pueden formarse diagramas equiva--
lentes para un mismo sistema.

Ejemplo 2.J. Para el proceso y= AX -b, son diagra--

mae squivalentes (40);



iy
[N

v
X *_? LS e
L&
T

Parue la multiplicacidn, si el término dentro del --
rectdngulo es funcidn del operamdor diferencisl p, la represen
tacién en blocues indice la diferencincidn o integracién de la
variable de cntrada.

Ejemplo 7.K. Una eccuacidén de la forma:

V=G (S + X, &= ‘5%‘

puedo representarse de¢ las siguientes dos maneras (40):

&) Derivacién

Koo TR & Cp s &

L) Integracién

]
Pt

& C\Q"(‘Cl
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IIX.~ LA TRANSFORMADA Z,

Le Transformada 2.

a) Suocesiones, Seflales y Funciones Generadorast

Una sacesifn os unse funcidn ouyo dominio 98 9l ocon-
Jjunto de los onteroe positivos, y cuyo rango estd formado por
némeros reales o complasjon.

Una sefial discretu, es una sucesidn que lleva infor
waoi1dn acerce del estudo o comportamiento de un sistema fisi-
co (29),

Entre un mimero infinito de sucesiones gue pueden =
formarse, existen algunas que s conmrideran espociales por su

inportancia y caracteristicas partiocularess

1.- Impulso unitario, & :

\ wa o \ "\a\R
&[] 6 [m-¥-
O m#D o MER
'9\&0,
‘l
-3 - - ® N a s adi

en importante, porque cualquier otra, pusde expresarse como =
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au sume de impu%gos.
£l :} M\x\ SN
Wt

Ejemplo 3.A. Lu sucesidén dada por:

»et00 (3.1)

f {n} - 4,3,2,0,0,1,2,3,0,-0,1; ron t‘[u}: 1

puede caeribirse mediunte (1,1) como:

Qm; N8 Ines 4% (mid) 425 (W) 4§ IR 14 L6 (me 1) 436 -2 =2 & (=) 4§ (m-5)

2.~ ¥Bculdn unitario:

Ulm)=

e e et i et St e b

-3 3, -1 0

R S Tin

Ademds, puede huber sucesiocnee exponsnciales, perid
dicas, de tipo geométrico o aritmético; pueden ser finitas --
{(ejemplo unterior), o infinites segin el nimero de téxminos -
que contongan, ote,

31 entre una sucesidn dade y una serie de funciones,

de 1a forma (A{®) puede ser funcidén de vaerias varisblaes):

A=A A A GV h . A AV, et (3.2)

tal ouc los. coeficientes de los términos de la serie, corres-

ponuait & loc términos de lu primera, existe una corresponden-



A%
w

¢la biunfvooa, sntonces & la serie anterior, en oaso de que =~

gea convergente, se le llama funcién generadora de la sucesidn

Qm,

b) Definicidn de la Trensformuds %

Gomo we establecil previamente, existe una correapon

denoin sucesidn-funcibn generadora, si ete es de la formos

F‘,(z\";ai: Flw) 2™ veeer (343)

MY e w8

@ la funoidn P(gz) que resulta, se le llame transformada 2 de

le sucesidn conelderuds y se indioa por:
. 2 ¢ bl
vcz\w«\ﬁu\lg
Dado que la ecuacidn {3.2) no indica ninguna forma
exnlfcite parn la funcidn nx(s), existen algunas variantes de
la definicidn.de. la transfarmada.
as{, se tienc lu transformada 7 negativu:

AT § Q\M\J 2" - (3.4)

)

y lu transformada Z2 exponencial: : e
o I B
F.z)= z h”\l A e (3.)
e M\ = . = 2 ’
M0 L] .
ambus definidas solemente, npary aquellos valores de z, reales
o complejos para los cuules las series converjun.

Las series (3.3) y (3.4), estdn en forma bilateral,

pern pueden aparecer como series unilaterales:



F, m:ﬂi b 2™

MR

: Ofs.o V (306)

w

F.@)e) Q 2™

MO

LR (307)
En los dos casos, si f{nj= 0, para teda n 0, enton
o8 lan merles unilateraies y bilsterales son equivalentes.
De la misma forma, guedan esitablecidas las expreaio

nos pars lss transformsdas 7 de funcionss de dos variablea

LY

Fo 22 ,&}: & [l 20 2y

B FANED

(3.8)

%,i‘?‘ ? 7 eaA “M
F“mi*,% ez Ze L G

Bjemploe 3.B. Ia sucesidn Tinita del sjomple 3.4, -
en términos de una tropsformada 2 positiva, tomaria 1la forma

sigulente:

[NEAE RN A NN T R P PAT L

Un prablema que ge nreasent. a menuda. es el de la -
exietensia de variss cucesiones cvygs expresicies algebraices
en %, llamadas de tormu cerrads (10), tienen la mieme forma.
Bsta situncién ambigua se corrige eapecificando, para cada —-

funcidn, le regibn de convergencia de la serie considerada.



(%3]
-l

Ejemple 3.C. La sucesién escaldn wiitario, dofiniwe

dn oon anterioridud:

MM:\':U{»]:

0 m<o

su lransformada 2 os:

R zued) e Aoz

Ry

_ . -1 ' )
le serie geoméirica converye para \z ~\< 1, su regién de con-~
vergencia ~u ¢l exterior del cfrcule unitario pars el que --

18171, mientras que i so trutars de la sucesidn definide

por:
-\ MmO

iz [ome] s

con transformuduy 2:

6(1\2 \JLN\‘} ZZ 22 22 :-ZEZ-\-Z- zz-‘

108 al-+ Lt
la serie converge para \z\<~l, lu regién de convergencia es -

¢l interior \z| <1 del circulo unitario.

Sin embargo, es posible prescindir de la eapecifica
cibn de la regién de converpgencia cuando se tiene conocimien-
to del tipo de serie que e mane ju., Considérese una serie de-

Luurent, con &m constuntes comple jus y z, en el origen:

%(z\ Z(LMZ e (3.3)

que constituye la ecuacidn de definicién de la transformada 2
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oonly= £, y converge u« £(z) on todos los puntos de una -—
regidn anular, glrededor de z = 0 (serie bilatersl),

31 la merie de Laurent ests formads dnicamento por
8u parte analfticu (serie unilatersl derecha), la regidn -
de oonvergencin es un efrculo alrededor del origen. Y es el
exterior de ests ofrcule, pars sl caso de estar compuesta por
s parte entere (esorie unilateral izquierda),

La trausformacidn w= z“l, convierte la expresidn da
da por (3.3), en una transformads 7 negativa, e intercambia -

lan regiones de convergenocla de sus partes snalitics Yy entera.

¢) Formas de Obsenwr Transformadas de Punciones:

El método wds direoto parae obtoner expresiones de -
transformadas 2, a partir de sucesiones, consiste en la susty
tucibn de éstas en lu ocuacidén de definicién de la transforma
da.,

Bjemplo 3.D. Se dan algunas sucesiones ¥ se calculan

sun transformadms:

l.- f£{nl= 1, n=0,1,2,3,...
FQ(Z\:ZE }\{“\1‘%: Z(WZ NI
2,- wea

\ Mz 04,53,

.‘[m} .

o Mz S b,
7



[84] [es]
M
el = £ \%Dﬂ\z ZZ Zz
"o teb s
[} S’.D
:ZZM-Z E"{M
M0 M0
\ § - 2"
= -z t_.- 172
\ -z V-2 v -z

Jo= £t {n] = a/, & ey una conutunte.

b, (2= Zi Y“Mk >—G,A Z(O\J Mo Z

Z - o

A M0
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Para otro tipo de sucosiones, pusde derivarse la =--

expresidn de la transformada:

hjemplo 3,8, 51 fu}= kn, k constante y n=0,1,7,...

Fo(2)= 2§ ST Ekmi \«szz

MY

A 6L \V-z
- Kz -1 - KZ
(V=20 7 (v-zW

Una transfermad: de mucha utilidad, porque permitc-

obtener trunsformadus de funciones trigonométricas, es la pro

veniente de un decuimiento exponenciuls

fln= g«kn’ k constante.
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T (2) zi—glmkk:i‘ e 2 :i(ékz"j«:“ \ -
MO O \ 2
“Rm
ZX@' k _Z_?NC;_\: ..... (3.10)

Otra sucesidn de importancia esy
f{n}= cos nk, & constante y n= 0,1,2,3,..:
gue puede eccribirse en términos de una suma de exponcneiales:
ink ‘—lnk>

£ln)= 5(e™™ s

Am -kuk
JCRRSCaNS Fae

utilizundo {3.10):

7 {eo i}zl [ S \;]

7w sy S ]

|
2| \=(e®Nre™ 7y 2

Z%Qtss.«\\\a:% -2 Z oo :]

\"ZZ cos R & 27F

'.ZiQOSM\‘?\Q Lo -Z-Qld\ (3.11)

V=272 R v



Bl

Todos los procedimieritog anteriormente iluatrados,-
hacen posible la construccidn de tablas de transformadas, si~
milares & las obtenidas en el capfiulo precedente para 1o «w
transformuda de Lupluce.

A partir de ecte punto, se desarrollardn lus propie
dades de la transformada 2 negativa, porque serd éste la que=
se ntilizard posteriormente. Las propiedamdes de las otras trens
formadas son gemejantes a las que pe presentardn a continuacibn,
sin embargo, pusden oonsultarse las referencias ndmeres 10 y
16 de le dltims seccidn de asnte trubajo.

Antee de proseguir, ee hard un pequeflo paréntesis -
pera introducir un concepto muy importante y til, cuyas ime-
pliceciones son fundamentales en el andlisis de problemas me~
diante el método que nos ocups, y se establecord la relacidn

exigtente entre £sta treasformade y la de Laplace,

d) Concepto de Muesireo:

Siempre, en todo fenémeno aque e analiza, es necesg
rio obtener datos que, al ser procesasdos, proporcionan infor-
macidn del comportamiento fisico o de la naturaleza del sig-
temsa estudiado,

En algunas ocasiones, no es posible o0 no es conve~-
niente manejsr informacién continua, por lo que surge la nece

]
pidad de trutar seflales discretas o conjuntos de datos.
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TABLA No. 11
TRANSFORMADAS 7.

No. () ¥lz)
1
1 1
-3
(lez ™)
-1
- Ty,
2 t PO A——
(1—z~1)2
L)
n pr . 1
3w oo (PRI
3 {1l-e 7
4 (n+l)m‘Hl a;p~5
(Le-az )
. e Ut 1
/ 1 —af -1
-8 Z
i -
0 sen wi z -ien bl -
i—2z cos wl+z
7 og wt 1-2" cos Wl
cog =1 g
1-22 “¢os wT+2
z‘lsenh aT
8 senh at ) s
1-2z “cosh uT+z
1=z cosh af
9 cosh at = -
1-22 "cosh aT+z
. -1 -al
10 e—atsen "t 2 € sen Wl
-1 «aT ~-2aT =2
1-22 “e cos wl+e )
1 e~ eon wi luz‘le—aTcos wT

1-2z-1e'dyéos wrso— Bl =2



Cuando una seficl continua ce transforma c¢n discreta,
se dicr aue se 1llevd u cabo un proceso de mucstreo o "digita-
Jiza~ién" (22), por cjemplo, una computadora digital utilize
nimeros, representados dentro e un cireuito ¢lectrdédnico, por
fluctuuciones en sus voltujes {31).

Al instante de tiempo durante ¢l cuel una gerial es-
convertida en un ndmero ce lcillama "punto de muestra y ul -
nﬁmero obtenido una "muestra" (36).

vin embuygo, el mucstreo debe contemplar wlgunan -
conaideraciones importuntes, comn ron: la determinucidn del -
espacio dptimo cnlre puntos de muestra, es decir, la frecuen-
¢ia con que éstos deben scr tomados para que, ni se caira en-
la reduncunciv, ni haya pérdida de intormacidn.

Conaiderando cue en todo proceso de mueatreb;'ihde;'
fectiblemente se prerde informucién, purs gursntizar lu recons
truceidn de la serial que s¢ recibe, se estublece el teoremu -
de Nynuist o del Muestreo (15,22):

"Para recupersr la sefiwl de entrada, 1o frecurncin
de muestreo debe ser al meno.., del doble de la frecuenciu --
més alty de la sefinl muestreada".

En otras pulabrus significa que, el cbmpartamiento—
de una funcidn pvede rucornstruirse utilizando algﬁné téenicu-
de interpolacidén, con tal que =v conozcan los valores de 1la -

funcién en un gran nimero de muestiras.
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Cuuando el estudio de un proceso se efectia muestrean
do seflalec y éstas son cuptadas a intervaloé iguales de tiem-~
po {el perivdo de muesirec), o dice que se tratu de sistemus
de datos muestreados. lLov sistemas continuos pueden considerar
ge como un caso especial de los anteriores, en los que el pe-
riodo do muenitreo T, me uproxime w caro.

tin sistema de datos muestreados, pueae represcntar;

se mediante ¢l siguiente diupgrama:

Loy ?C §' (b

fit) es la sednl continus,

Y1) es L seuwl discreta,

T ec.el per{odo de muestreo,
el mucstreador produce sefiales a lapsos regulares, sin embar-
¢0, lu duracifén del pulse tiene un tiemno de contacto h, de =
modo gque la ralida t*(t) de un muestreador real, esturfe re--

prescntadu por franjar:

* S e




[}
Ut

Aqui debe recordarso gque, une sucésidén puede ropro-
gonturse por ung suma de impulsos, lo cual se emplea para in-
troducir el concaopto de wmisntresdor idea), cuyg oplida estd -
representade por segmentos de flechas, con megnitud proporcio

nel sl valor de la seffal recibida:

£t

> $iempo
l P

Un musstreador ideal debe cumplir las condiciones -

que en seguida s¢ enumeran (15):

1.~ Bl muostreador hace e interrumpe el contacto instanténea-

wmente.,
2.- Su operacidn es periddica.
1,~ La informacién muestreada se alimenta & un sistema lineal.

La souscidn bdsica que describe la salida de un --

muestreador idesl west
w©

Q\*('H:z %(M‘\’\ ST (t) (3.12)

w0
donde ST(t) representn &t
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B ()= & (1-wT) e (313)
\ =iV

8.‘. (.t\ < o-nco: i (3014)
o t £ wV '

sustituyendo (3.13) en (3.12)¢
©

Wey=) ) 6 (e e (3.25)

Mz~
1e dltima relacién proporcionsa los valores de la funcién mues

treada on t= n? (obsdrvese la similitud de esta scuscidn con
18 No. 3.1). Para seyies unileterales, que 801 lag que 88 -

twatarde duunuéb, po tienes

%(h\ EQ(M\“\S(T w1 veres  (3416)

Ahora, mplicando la transformada de Laplace a lg -
ocouacifn anterior:

&Wm}ﬂﬁ'_ TEaLYet e

MY O

o))

2 (" -t
IRENUIED S LT § (- e &t

MO fe)
recurriendo a 1ls oxpresién (2.65) para avaluar la dltima intg
gral y heolendo:
toz m Vv

6 (b-t.)= © (1-wTY
.sT
Fty =t (wTY €
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ae llega al. sipuiente reg sultados

RS
EACHACE Z Ly €
oda PPN
F(:"} = Z { \vr\'\T W e ¢ s e s (}'17)
[N
8l se hace el cambio de variable: z= cuT, con s8=a+ib, --
of] T o
y =@ Peib s Vale & T, entonces (3.17) se transformu en:
a;v

F”(s}:i Q{MT}(LZSM) 21> ... (3.18)

~eo

que congtituye la ecuwcidn de definicidn d. la trunsformada 2
negativa,
Ei resultando unterior, indi-~a que la transformuiyn 2

es la transformads de Laploce de unu funcidn muestreadi (20):
¥(z)= #¥(0)

por tanto, lus propiedades de ambas transformadas serdn muy -
N
&emajantes.

8) Propiedades de la Transformade 2:
1.~ Linealidad.~ la t%runsformada 2 es una trunsforﬁacidn -

lineal.
Z{atey b a)t = o 2 ] £ b Z fa ]
Z(\tp{(k‘)*-\aaz)({'\‘ﬁ:mF(ﬂ‘rb(}L’x} ceeee o (3419)

2.~ Desplazumiento hacia adelante (avance).- El desplazamien=-

to, debe ser un mimero en%ero de perfodes de muestra,
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AT Z Ty v] 27

gaa k= n+l, entonces:

Zig SRR —2 ey 7 &
AGANE Zﬂi X{(\\T\z'\‘

‘Q\c\

esta suma seria zP(z) si emperara en k=0, as{, sumando y res-

tando z£(0"):
244 J“*W‘ZE %(\\T)z‘“u%(o";-z% (6%)
i\(mxk f,z‘g Lty 2™ - 24 (o%)
Fileent = z [Fa - | Loh)]
axtendiendo este resultudo pura mayores desplazemientos:
2 il 2 F -2 d o -2y -
ZM% m)—,,,-zi; ¥ ol (3.20)
3.- Teorema de Trasla<316n teul (Retrasos).-

FRTCANE Z Rewv ey ”

sea m= n-kK f e} 'y

AR NN Z %[m-\w] 7

ey
zﬂ(t ~\\’“\‘\%=§ jx (W T z
xR

oomo 86 mancjen series unilateralaes, £(m?)=0 para toda m< 0
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SEGENAE z"“i bty

MO

2 a-en}: 7F (x e ()

4.~ Multiplicacidn por t: tf(%)

Z{t &m’g:i (wvY 4wty 27"

M0

2 {thin: ~'\"z£ § ) fom "M.]
Z&‘t \\*\%:-TZE J{‘(MT\)% :
z{thy = Tzr[z Lweyz” ]

M

2&’4—(%\% : -T=x (’}&TEF (.:L\]

la multiplicacidn por t en 21 dominio del tiempo, corresponde
& la derivacién con reupecto a 2z, en el dominio de la trange

formada. En general: ‘
Nl Tz (2 ) (3.22)

5v~ Toeorema del Valor Inicial.- Este teorema, permite calcu-~-
lar el valor inicial de una funcién, dada su tranasformada 2.

la expresidén de la transformude I es:
)

F(2)z Z b‘ (mTY) 27"

Mo
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expandiendo la serie y tomando limites cuando z—>o :

Fl: tm«."m )&_ﬁl j‘m.\
Al

b F 120 - b D(M\m tun ]

2 D -

B Y= by (3.23)

L
6.- Teorem~ del Valor Pinal.- Considérese lu siguiente trans-

formade:

ZH(H-“H l{(t\i

,’Me

[)y (M) T "%(MT):] Z-M

0

y utiligando la propiedad ndmelo P

2 -z Looy-Fa: }'D(wﬂm boeey] 2"

tomunds li{mites.cuando z—— 1:

b [ Ee 212 0] = xm[Z[kumﬂ L) 2]

Z-

Y 3 (1) - Rto) = ‘t:'m Z[i (,L»m\ﬂ- LGy ]
1 kR -
- mi - Loy Lok o) + Loy - o)
wooe b T -G
z 3\-\»:«\ [-ﬁvm x % UM\Y\']
Lo F@)(=-0) = % (@) L e (Se28)

Z~)




n

Debe observarse, que la expresién (3.24), puede es-
cribirse de otra forma {38):

Vi By it-z7Y) = (%(003 e (3.25)

2

en vista de que:

bw  F)(-27) = Mvcﬂki Yzl

2= R S

bwe EC2) (A-2) = Jw w2y (2-4) o 27

y v\ 2%\

{1

il

Jn B (=27 = S B (R) (2-1)

2\ A=A

7.~ Teorsmu de Traglocidn Compleja.~ Bs muy dtil paru obtener

tronsformadas de funciones que contengan términos exponencia-

les.
Seun z,= zf't, y Ft)= e—*tf(t):
ol o ~aml
fe twl=) e fuma"
MED
» R
zﬂéd{at\\: %m*\(zeﬂ)m
M=D

ziehn] =Y Loy 27"

]

Al

T
Z‘zzeﬁu

/

Ml Flz) e o
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8.~ Teorema de Difsrencimoién Paroial .-

Z% E(t ou)} 3%—& %(N\T, a.) 7
Z%MUtM EMMT oz

R

f) Inversidén de la Trensformada 2i

Bl problema fundamontal ds invertir wia transformada,
08 o1 de encontrur uns suoesidn tel, que de data se obtenga ~
diche iransformnda,

S1 P(e) estd renresentada por la oxpsnsidn de 1la w=

garie:
(4]

Flz\= z Mm} 7"

Mzt

entonces f{n\ es dnica y es igual ag
Qimlzzs}(\\e\\%(w\a\ (3.28)

de modo que los coericlentes de z-k, son los valores de la su

cesidn f(k) y el exponente n, el valor para el cual S(N\*\):\-
Cuando P(z) estd especificada por una expresién al-

gebraica y no se indios de que tipo ds sucesiones se obtuvo,

ni su regién de oonvergencia, su inversa en genergl no 68 e
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inica (10,30).

Por lo que respecta 4 la inversa de la transformada
de unu funcidén muestrends, debido a que ¥{z) s8blo contiene in
formucién en los puntos de muestra, no es posible encontrar -
la funcién continua; para una transformada 7 dada en forma —-—
numérica, lo més que puede obtenerse es una funcién continua
que coincida con la funcidén muestreada en los puntos de mues-
tra, wdn mdr, ees imposible determinar el perfodo de muestra T
(4).

Existen cuatro métodos para pasar del dominio de le
Z Bl doaginio del tivmpo, ellos son:

1) Utilizando tublas de transformudas.Estu técnica es dtil --
cuando se tienen oXpresioners de funciones conocidas (reporta-
das), que gson el resultado de arreglur o modificur forma= ul-
getraicus on », por lo que e usa como etapa final del método
giguiente.

ii) Expansién en Pracciones Puarciules., Se trata de un método-
idéntico al degarrollado puru la inversién de transformuadus -
de Laplace. Consiste cn determinur la inversa de cada uno de
los términos mds simples que se obtienen al hacer la expansién,
en nrimer lugar, delen obtenerse los polns de la funcién y al
exprndirla, considerar en los términos si se trata de raices
sinblcs o miltiples. |

Ejemplo 3.F. Determinar la transformeda inverss de

1a sigiiente funcién muestreada, T=1 (38):
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)
(=2 Y (\~0.52™)

desarrollando en fracciones parciales:

- 3 - N % c
T\ z x
) =2 (v—0.827) (1= DN (\-27 *(\-o.'si‘)

Fez):

del sistema de ecuaciones resultante: A- -6, B= 6, C= 3.

- 6 3
2\~
Pz (A= 1“) ¥ (\-z“)" N (\=-0.82")
T =)z - — . 3

(1~ “‘)* (v=-2™) (rv=o0.527%)

%(Mﬂﬂsﬁﬂiéi\{m}"’fio— "\}*’ 52(1(\ ~0.5Z \}

de la tabla TI, las tranaformadas 4,1 vy 5 respectivamecnte:

\

- a. wh
Z i(wzﬁ%\£§:(m*q&

L)z GCmd ) =€ (V) B C05Y

fiuulmente, lu transformadu inversa de la funcién es: .

b\ = 5[% 5 (ﬂ"‘]
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Para algunos valores de n, £(n) es:

n £(n)
0 3.0
1 | 7.5
2 ~ 12,75
3 1o
o e i ,24.19
30.09
36.05
42,02
| 48,01
9 54.01
10 60.00

1i1) Inversién por Divisibu Diveota. Basédndose en el heoho de
qus los coeficientes de z*n, corresponden direotamente a lop-
valores de la sucesién f(n]; si se tiene una expresidn racio-
nal, dividiendo el mmerador entre el denominador, se geners

uns serie en g de la cual, se obtienen los valores de los -~

coeficientes que se identificen como se indicé arriba,

Sea

¥ (1\: a-o+0~\7:‘+‘0~17;1'\‘ .. ~\-CL~A7:M

cenes (3.29)
bot SZ'H 0T Y o T

y el coolente:




f @7y
vo finT)=3(2ne (V2)"), T=1 o o A

50

40 ¢

18

20

o 4

(]  § 21 R 4T 'L e 71 T " 107

L8
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- -2 -
F@YTCAC Z +CaL 4. 4 CnZ &... (3430)
Cox g(ﬂlc\'&%(ﬂ,.../CMt%LM)I... ;."'... (3.31)
y para una funcién muestreada:

b ety L cm=b G L )

iv) La Integral de Inversién. Partiendo de la ecuaoidn de defi
nicién de la transformada 2, puede demostrarse que existe una
integral de imveraidén (20). De ellas, se obtianen para valores
onteros de n, Euoaaionéa‘f(nT), por lo que las funciones f£(t)
no quadan determinadas de manera ¥nica.

La expresidn de la integral de inversién es la gi--

guientes

QY(";“ &F(z\z 4z cevee  (3.33)
Co

Co designa un contorno de integracién circular que encierra -
todes lus singuluridades de F(z).
EBjemplo 3.G. Obtener la transformuda inversa de:

-
. 2
ek (z.= o

que corresponde & la transformada nimero 4 de la tabla II.

Sustituyendo P(z) en la integrgl de inversién:

(M_\_ & i M\
&\‘ \aﬂg%(z\ i mxgc'(z_:;\—r

[}
esta integral puede evaluurse medisnte el método de los resi

dz

duos. Obsérvese que el integrundo diene un polo de segundo ~-




orden entonces, el residuo b, ectéd duado por:

1

s Yo b Lt 27

v & bz (Z-oy"
bz W ey 20

Z-eo
bz Cmiryal®

por tanto:

&m) wm[

(M'\'\\ aC ]

M?\

\-(m‘\'\ 2 (V) o
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Le. Transformada 72 Modificada.

El método de la transformuda Z modificude surge, de
bido al inconveniente que se presentu ul munejar sistemus de-
dutos muestreudos mediante la transformuda 4, poraue éstu uni
cumente proporciona informeicidn en los puntos de muentru.

n la deduccidn de la expresidn de la transformuada-
modificuda, #e utiliza el artificio de incorporar en ¢l siste
ma mueatreador, un elemento retardador gue puede retrasar una
geilal continus miltiolos enteros y fraccionarios de T,

Gréficamente, el =istema puede quedar reprecentudo

por el siguiente diagramu {1):

T

fltv) Elemerito f(tﬂo)T2<:\\ ff(t_g)
- " lictardador

en el cual:

W= ndmero. entero. de mqes@h@ﬁ;dggﬁ}aQQQQS;

b .- ndnero fraccionario de mucetras desplazadus,

A introducir el término §, se presents la dificul-
tud udicronul de cue los valores muestreades de 1a‘funci6n -~

original no vorresponden u los de lu funciédn retrasada; del -
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mismo wodo, lu trunsformada %4 de lu primern no contiens 1la

misma informucidn que lu de lu segunda, pues el perfodo de
muestra permenece constante, como se ilustra en ¢l esguema que

sigue;

h‘(’(\ ,

!

|

|
T a4y 3T 4y ST ¢Y v

La trandiormada % dr lu funcién retrasuda-es:

o)z ) ) Lm-orT) 2

\/!

»
i

z
o
a

chm N - A\T}

it
3,!'\/19

L
a

i[MT NT-AT]z™

(<]

3} (WT-NT- AT T ""32

#
=4

™18 3 18 2PV13

(oo s (o] 20

3
n
<
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Sea we l-& y k= n-N-1, sntoncesi
[+ ]

twof: ) borewmy 20

AL

Yy pars eoirles uwallaterales deyechaos

Z} L (- 6\% = iﬁ_i&i ey 27 (3230

“?\; s}
Bri la ecumoifn de definicidn de la transformada % modificada,

no se inocluye el nﬁmaﬁ% de muestres desplasndan N, y oo (4):

F(:n,mzl%%(h}:fz,Q.(erﬁim cevee (3.35)

Hob

Como fue indicudo, la transfoxwada % modificada pro
poxoions informacidn entro sefialen, porque ol término m toma-
ouslquier valer snvpe vero y 1la unided, d¢ noedo gue puede =«
recorrer completemente dioho intervalo. La relacidén que exis-
te antrs las transforsedss modificnda y ordinarie (negativa)

o8

Tz): bwn 2 F (2, m) ceves  (3036)

A~ 0
6) mismbro dereocho de ia dltime iguelded, do informacidn del

sictema en los puntos de musstra, por tanto, puede afirmerse-
que la traneformeda % es un cano espeoisl de la transformada-

2 modifiosda, cusndo so verifics la scuacidn (3.36), (15).

a) Obtenoidn de Trauneformadss de¢ Punciones

El método pars obtener expresiones cerradss de trans
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formadas 2 modificadas, consiste en la sustitucién directa de
las funciones en (3,35), y en la evaluacién de lu serie resul
tante.

Kjemplo 3.H. Obtener lu transformada %4 modificada

de la funcidén f(t)= t.

!((‘L'\ Z\i yy(MT“rmT\Z
Zwiitfz T2 Z AR Z

M0
la transformada 7 del primer sumando, se calcula siguiendo el
procedimiento utilizade en el ejemnlo 3.E.

*» o
“th -t d DA
:ZN\Z = -2 -~ :‘Z\H Z

MR O Mz 0 MN=0
LT N \ - A Z
S R at

S
(z~ 1)

la transtormade del segundo sumando, corresponde a la .de lu -

Z{rﬁ =

func:idén f(t)= 1, entonces:

Z (300} T2 (e ) o 2 (55 )

L=\

finulmente:

. v Loy
Miti' G T Cze
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Ejemplo 3.I. Transformada 2 modificada de un decai-~

miento exponenaiasl.

£(4)= ot

~a& - BB SO - m
tui€ }=2') e z
RO
_oi. - _’M;T ..g,,T-mGZT \ -MT-M&;“_&
Emie I=z e +e 'ie z+...]

2 Eiﬁﬁ‘-z"‘c—?m:r \%éTz"+ gxz“»f-. . ]
Emg‘e—a&{ - Z.-\ éM«T émvTim
Mo

oty ~maa \ \
Zmi@m }- z. € e

sty o owel 2
Zmie § -7 e ——

SO
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b) Propiedudes de la Transformade Z Modificada (15, 39):

1.~ Linewlidad.-

ZMS o ’( (t) %r\:*skt)}: @B (Z) Mo Gun () e eee  (337)
".- Teorema del Valor Inicial.-

1 = } Erw :
()”“; _%,9 31";”2 2 ¥ (2, ) e (3238
2, €0 S

3.~ Teorema del Valor Pinal.-

-\[&Mm\]’\ = Yo (z-) F (7, N“\ e .7.7 (3.39)

- D o\

4.~ Diferenciacidn con Pespecto a m.= ST
b B R s
— N - 2 :
ZW\%BM\&(‘ /W\)T} QWFMLZ'MA\ (3.40)

5.- Teoremu de Traslucién Compleja.—
@c )

v L
Z«Mie %(L\S FM/\(Z..e/M/\\ o-..‘i,: (3.41)
6.7 Multiplicac.én por t.-

-Zm&(t \'&Yﬁ :T[("“"\Fm('lm\“zﬁ&-gé_m] vees | : (3.42)

¢) Inversién de lu Transformada 2 Modificuda:

El método mds directo vara invertir transformudus es
mediunte el unélde tublas, Existe tambiédn una iniekrul de in-
viaraidn, purecida u la presentada en pdpinas anteriores para-
la transformada 2 negativa (15), sin embargo, como el objetivo
principal al manejar la transformada modificeda es el de obte

ner el comportamiento de la funcién entre puntos de muestis,
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TABIA  No. 111

PRANSFORMADAS & MODIFICADAS.

Ne ., £(t) ¥{z,m)
-1
1 1 =
(1-277)
5 t mTz~1 Tz-g
T -1
lez {(1-2 )¢
e n -amT -1
3 t° 8 Tim (—1)n é?l ‘-E-—:Erfg:i—
a~+ O Ba l-e z
4 e’&t,f~ “””":7 e"aqunl
-l -}
1l-e Z
E el = AP, "l
5 semwt ")) men meliz gen{ L) wT
e 1—22-1005 Whez°
© S : : J —1 .
6  cos wh e zhl cos mwT-2z cos{l~m)wT
L 1—?z-1cos wT+z°2
T i -.1. J -2
7  semh at z “senh amT+z “senh(l-m)aT
s 1—22_lcosh aT+z-2
S -1 -2
8 cosh it 2z cosh amT-z “cosh(l-m)a?
sied 1-22 ' cosh atez”
9 --atsén‘»w"tig-, : z-le—amTS sen mw’Prz_‘le‘aTsrvn(l-—m)w'l‘.l
4 D - - - -
e (1-2-2 10 aTcos wl+e 28Tz ‘ }
ot 1 —~afl
10 “Veos wt

z~1e-amT cos mwT-z e cos(l—m)wT}

1-2z-1e-aTcos w‘1‘+e-?'a"rz'-2



o
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al procedimiento més utilizado es el de divisidn directa, que
proporciona unu expresién numérica pare cada intervalo
nf 4t <(ns1)T,
correspondiends cada uno de ellos a cada coeficiente de la ~—-
aserie.
Ejemplo 3.J. Calcular la inversa de la gigulente --

transfornada % modificada, por divisién directa (4):

. ~na /2 . -y
Flzm)2 " (\-e Y-z '“(o:\m»e }
T (\=-27"Y (\=oA7% 27

Y - =G
- 011882 +Z &

P- L3827 %+ ovve 27d

PR =My
Flzpm) sl 2 €

-\ - -t - -M/“
7 61882 (z'-z") e
1-\A128 277 R0 ARRES  |-{ 887 A 011887

F (Z,NJ\\ =

efectuando las dog divisiones:
-t I T . -4 -
Flz,my22 2 2 YZ +2Z LT o

-l - " A - 5
€ (L 40T +0.60¢5Z +O.M113Z w6218 2 4. .. )

agrupando términos comunes:

- - A -k e ~3
Pz, m\e (- ew“\"l_ t(\~omgée /“\1 *y (\~0.b0L5 e r

(\- 04123 éw”\f‘+(\~o.59185w“\is+...



~1 - -n
# )= @ % 2o Y: se e
P(z,m) ul(m)/ + Cg(m)z + + Cn(m)a +

¢, (m)=
C2(m)=
CB(m)ﬁ
C,lm)=

Cs(m)z

1_P—m/4

10,7788/
1—U.6065e“m/4
1-0. 47230/

1-0.3678¢"/

87

Para difereates valorcs de m, la inverfa de P(z,m),

se comporta de la manera siguiente:

1,0000
0,0606
0.1175
0.1710

[p%d

0.2212
0,2684
0.3107

0.3544

0.3975

3
0.4302
0.4648
.4972

0.5277

g

L4  i<ff

0.5277

0.5563

0.5832

0.,6084

0.6322

%

0.6545
0.6754
0.6951

0.7136
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Aplioaoidn ul Andlisis de Disgrames

de Bloques,

En ests secoidn se aplicerd la transfornadn 7 gl =
andlisin de disgremes de blogues, utilizando oomo oonoeptos
primarios loo da funcidn do transferencis y de disgramas 4o
blogques) & eéntos ¥ltimos, 8o les afladird ol oimbolo de un mues
treador y junto con los de suma y multiplicacidn, constituirdn
los alementos bdsicos para 1a representacidn de siptemas,

Bl siguisnte esovems muestra un sistema lineal:

by T
ms) X (s oo a(o) W (o)

en el que se han incluldo dos muestresdores sincrénicos, el -
asterisco denota una funoién muestreada.

La salida de un tyen de impulsos puede ser represen
teda, en el dominic del tiempo (5), mediente una variante de
la ecuacidén (3.1):

Q(JC\:ZN“O@-“G\G(T'\F\T) (3.43)

neo
1a sefial de salida es la suma de las respuestas de cada pulso.

Por la escuacidn (3.18), la transformada 2 de la se-

fal de Balidea es:
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CLI.) Z C(MT\Z ‘ OOO'lt (3-44)

MNs
sustituyendo (3.43) en (3.44): :
C@=) ) wmEDYWT-RTIZ™ coss )

h=o \\;;c
Y haciendo el cambio de variadble i= n-k

ctz\:Z} m\m\%ur\z_‘m a

PR )
ol se manejan serices unilaterales:

Q(:L\:Q—-OKQU"\' Lm(\mAk (3.47)

And

(3.46)

cadu una de las sumas de le expresidn anterior, representan -

las tranaformadas de las funciones g(t) y m(%), entonces:
cezy: GLzYM =) cevee  (3.48)
por tanto:
C) Loocezy e
(2): MY ceeee  (3449)
G(z) es la funcién de transferencia de un sistema de
datos muestrezdos o la funcidn de transferencia de impulsos;
relaciona lu trunsformada Z de lu sefial de salida con la truns
formada Z de la seflal de entrada, como corresponde a una —~-—
trunsformacidn de esata clase.
Dadas funciones de transferencia, pueden desarrollar
ge expresiones correspondientes a funciones de transferencia

de sistemas muestieados.

Ejemplo 3.K. Si G(a)= 1/s, entoncess



2

tl

s =1t =

Gay= £ =

3
,,M 8
N

3
!
[ P
Nl

lijemplo 3.1. Pura un sistemsa lineal de primer orden,

la funcidn de transferenciu es:

QYT o

\
e -4
sl L a”
@) Z%ohm%: Z é% -

finulmen*n:

6(4\

Ohusérvese que si s

tunto transforuuadas de Iupluce como' 7

se estd haniendo, ésto es:

6(1\ z[‘& i\(?(ﬂ\} Ei"\gk‘ﬂ‘g | ceeve (3.90)
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Ejemplo 3.M. Obtener la transformada 7 des
R(s)= (1-e°7) G(s)

Zi\:(g\g: zig;‘{m\\ = 2§ &m’;

Zti‘a\‘g < Zi G- 6‘36(%\“
2iEGat = 248 - g (=T

ompleando lus propiedades de linealidud. yidéfff9§1g§i6n real-

Wiz G -7 62

Z%F(sﬂ’g - Zz—\ 6(23’

A partir de la relacidn (3.49), es factible encontrur
lu3 funcionesa de transferenciu de cualquier sistemu lineal -~
(15), %xisten ciecrtas confipuraciones que por su frecuencis -
de aparicidn y su representatividad, son considerados bésicos,

#1las son lus auce a continuuridn se presentan.

T T
Rex) R(9) M) X MY
?< A (2 G () v M (R)

M@:SRORE)

que corresponde al sistemu -unulizudo pura obtener lu relacidn
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(3.49).
20"
T T T
fALs) 7< %) Mgy K M) 78 A
6\ (%) Cj 1(,53 K
A (2) W (%) <Ry
1s funcién de transferencia pura M (sj es:

M) = 6,(2) R LR rreen o (3052)

Yy lu salida del tren de impulsos:

C(z) = Ga(x) M2y i(3.53)

sustituyendo (3.52) en esta dltima, se 11ega~nlfresultado ——

deseado.

(2 6@ G RN =Y 1.54)
3.-
@X:\%?- AUs) Gy b Guls) _‘_‘3)_\(%%2

en ecote case, 3e tratus de un sistema con n funcioner ae trang
ferencia conectad:is en serie, oin ningdn tipo de interuccidne
entrv ellas; ya se ha.demos’.rudo.que lu funcién de transturen
cia total es vl pi-o_dukr':/to d2 todas ellas, entonces la respues-
ta del sistema quéda>sihbolizuda pors

cuj—_zf( %QA.@\'% Q(R) e (3055)

~ A=A
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31 se simboliza

CREARY (2% CM(S\%

Az

14 ecuacién (3.55), puede escribirse comos:

Clny=Gap (2) R R e (3.56)
4.~
- T
LN R @) *
(5) W) | 608 Xc@
- ML2) =)
G als)

como primerv ctupa, w6 hace un anilisis en el punto (ov), con=
aiderando lua entrads R(s) y @l circuito cerrado formado por =
amb.s funciones ae transferencia (en serie). En el punto (o),

se verifica 1la relacién:

S N E R

MY 2 W) Gy MY oo

despe jando M(z)
(=
M(Z) = AN S

(3.58)

¢(z) estd dada por:
) = Bu@) M (2 R

combinando (3.58) ¥ (3.59), se obtiene la salida del éisﬁema:

ACATANEA \ %‘éiz_ﬂ (3.60)

de igual manera, existen rclacinnes para 1a transformada 2 -~

e
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nodificada de estas configuraciones (15).

Yu se ha hablado de la necesidud de obtener sedflales
continuas a partir de conjuntos discretos de datos; cuando no
se maneja transformada 2 modificudn, existen otros procedimien
tos que permiten tal conversidn. Bl propésito gensral de esta
operacibn, es suminisirar & un dispositivo analégico, por -
ejemplo un sistema de control, una gefinl reconstruiia a partir
de otra que ha sido previumente muestreadu.

Se trats pues, de extrapolar el Ultimo valor recibi
do para obtener el comnortamiento de una funcién entre éste y
el consecutivo, gue serd recibido al siguiente perfodo de mues
treo.

Plcicamente, estos extrapoladores se forman, ya sSea
mediante combinaciones adecuadas de elementos electrénicos en
los circuitos de una computadora, conocidos como generadores—
de funciones (6}, o simulundo las caracteristicas de 1las fun-
ciones de trunsfercvncia decl extrapolador (15).

Como la salida de un extrapolador es una serial con-
tinug, se emplean funciones de transferencia dependientes de~
3, las que deben incluirse en el desarrollo de las funciones
de transferencia de impul-os para sistemas comnletos.

Los dos métodos de extrapolucién més utilizados, son
el extrapolador de orden cero (o de escalera), y el de primer

order (o0 trapezoidal), (36). la clusificacién por 6rdcnes, se
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basa en lo complejo del procedimiento para reproducir las --
funciones, lo que significa que existen métodos de Srdenes ne
yores (15,35); sin embargo, para los objetivos que se persi--
guen ea suficiente ilustrar y manejer el referido en primer -
lugar,

El extrapoclador de orden cero, simplemente mantiene
el valor de la sefial de salida hasta el siguiente pulso, for-

mando una sucesidn de escalones de base igusl a T.

<) ol
A [

. )
fom o — - -

4
-

[T =:

La forma de generar ¢Sculones es mediante la dife—-
rencia de las funciones f(t)= 1 y escalén unitario Sk(t). Si
el perfodo de muestreo es T, lu transformuda de Laplace del -

extrapolador de orden ccro tiene la siguiente expresién: -
-Ts -Ta

e . \-¢&

s - S LN BN ]

S

Para ilustrer la inclusidn de la funcidén de trans--

ferencia del extrapolador, en la correspondiente funcién de ~

un sistema completo, se obtendrd la funcifn de tranderencia de
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pulsos de un proceso, representado por un sistema de primer~-

orden con un extrapolador de orden cero (5).

T T

A M_‘E\* W LAy G (8) _ii?l_m

~1Ta
t - €
para el extrapolador de orden cero: Y\ (a)=Z —g
|
ara el proceso: SN o/
p P G ) TS+

la respuesta de lu combinacidn de H(s) y G(s) {configuracidén-

en gserie), es:

c(ty= fi(ﬁ.((s\%: ‘f{‘i Ny G (sB%

c(t}:ﬁ"{"f“. ‘ E

53+

aVh

clys ‘l% \_____€ }

sz st (TS + )

~Ts
“ ~t | = 63
ey ) isusﬂ}‘ - 3 }m i

nétese que la UYnica diferencia entre las dos funciones, estd

en el factor exponencial de la segunda.
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Desarrollando en fracciones purciales:

\ S T
T s

- \
S(TSHY) © S T sk

S 4V

entonces:
“Ts Vs
o T T 11 VRS

utilizando la tabla No. I y las propiedades de la transformea-

da de Lapluce.

s s
chy: FH)-€ - Ewmr e 5 Fwy=t
-t/ /%

C(t): By -fE-TY - (\-e )
aplicando transformada 7 & lu funcidn anterior:

~-t/e LY
G 2{Fn-FeTy-e (e )

- ¢T)

GTR\ZZE(FMS~Zaﬂt:ﬁl"53ém +2ie i

empleando la transformada mimero 1 de la tabla II,-y las ecua

ciones (3,10) y (.21}, se tiene:

&
Crlayagm T




Q,(w‘\: =~

finalmente:

\ -y “Te ., -
-z V=8 2 exz
\-e7% " T (- @ve g

REIXX]

2%

(3.62)
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Solucidn de Ecuuciones en Diferencias,

Los sistemas que se modelen empleando ecuaciones en
diferencias, er decir, gistemus cuyas funciones de excitucidn
y de respuecta no son continuas, pueden manejarse utilizando-
trunsformada %, lo que permite obtener lu solucidn en el domi
nio del tiempo mediante cualquiers de los métodos de inversién
ya desuarrollados.

Tomando una ecuucién lineal en diferencias de coefi

cientes constantes, no homogénes, de lu formas

Q‘V\&m'\'d“\sm-\'\'-- 2 Q\\%m-\»\: EQYM‘\'quN\'\'\'"‘*'%'AX M-S reeee (3.63)

en la cual el término de lu derecha es lu purte no homogénea,
y ambas variables (x,y), son funciones de un pardmetro t defi
nido solamente para t=n (n es un entero positive), ademds to-
dus las condiciones iniciales se suponen nulas.

Aplicande transformuda 2 a (3.61):

{000 e A G T2 N Kb oo

%Zt\mz +...+<k\}:‘iw\\l \DEY\MZ+...*\'\ZXM.

M= O Mo MO

por el teorema de truslacidén real:

oG vad N oy TN @ kS 2 KR . 4 by 72 K@)
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agrupando términos:

Y@ [ara s, AL ]:xm [\,,, Yot 4 \Q;\ii]

“ -
Y(Z):X(z\ bo'&‘h\z; *' "+¥)‘S Z ssvee (3'64)
ao‘\*Q\Z‘*\*-. K Q\ﬂ\jz:‘@\ :

en forma abreviada, puede escribirse comos:

Y (&)= X(2) D)

(3.65)
D(z) es el cociente de polinomios, y por'défihiéidn €8 ung --
funcidn de transferencia.

N2y
X ()

De lus dltinus evuaciones se derivan dos resultados

D)= (3.66)

importantes: el primero, gue rroporcionan una expresién paru-
la funeidn de transferencin de un sistemu discreto y lu scgun
da, que indican la forma de resolver una ecuzcibn en diferen-
cing do lus caracterfsticus Jdescritas antes. Lu Ynica aclara-
¢idn wdicional nue dobe bacersc es que, en el caso de existir
condiciones iniciales diferentes de cero, deben incluirse en-
el proceso de transformacidén, 1o nue modifica un poco las ex-—

presiones decarrollacas.

Fjemplo 3.N., Resolver lu siguiente ecuacién en dife

renciass



102

bawtada=t boz |, meo, e,
aplicando transformada 7, se tienes

{2 b} =2 1Y
2 b a2zl = 244

de la ecuacidn (3.20), ¥y la tabla II:

2 F Ry -2 (D) ¥A F(“-!-\:-—-E:-———

z z
AY %
Rz CzZs{(z-\) Zra
AN \
(*\: -
F (-2 vt

tyaz!

descomponiendo en factores el primer sumando, del miembro de-

recho, y desarrollando en fracciones parciales:

Fays L2 - %3 PR
(=271 (V¢ az™) (V3™

la transformuda inversa de esta funcidn es:

xhﬁ () - “‘3“ CIVARE

¥y factorizundo:

e kirer]
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V.- APLICACIONES.
4athe Destilucidn Binaria en una Columne de Platos.

Considérese la seccién enriquecedora de una columna
de platos, en donde se efectia una destilacidn binaria de unea
mazela iadeal (26).

los puatos de ebullicidn de los componentsas pures,
se aencuentran en un intervalo pequefio de tenmperaturas, por lo
gue lz volatilidnd relative puede suponsrae constante (3). ——
Ademés, los flujos de lfgquido y vapor son constantes, lus pér
didas encrgéticas son minimas y la eficiencie por pluto es -
del 100¥.

Con buse en todas lac aclaraciones antcriores, al -
l.acer un balance de muteria, se llegard a une ecuacidén en di-
ferencias no lineal 1a -nal, mediante una sustitucidén adacuads
(32), puede reducirse a uns Torma lineal, cuya solucidn pro--
porciona la composicidén del componente més voldtil en lu fase
l{gquida en funcién del nimero de plato.

laciendo un bulance para ¢l componente més voldtil,

en la zoni encerraia de la figura anexa:

\j‘iM“ = \-—XN\ +DX_§ ceeve o (4.1)

V&WFLXM“DXp:O ceeve (4+2)
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La volatilidad relativa de un componente con respec

to al otro es:

ae = TR .
XA jég (443)

P, .- presidén parcial del componente i.
P .- presién totul del si:tema.
aduemds:

X, .- fruccidn mol del componente més vol4til en el destilado.

X .- fraccidn mol del componente més»volétil,_?n la fase liqui
da, drl plato n.
yn.n fraccidn mol del componerte al: volétll, er la fase vupnr,
del enésimo plnto.

Bajo la suposicidn ve iduwlided, puede utilizarse -
1a ley de Dulion, de lus =resiones parciales: BA: yAP. enton-

c¢rs, la ecuacibn (4.3) se transforma en:s

ag 4, P (V= XA)
XA (V-4 @

oy (V= Xa) 4

Xa OV =4
Pura el vomponente mds voldtil, en ¢l enésimo plito:
o o&: A\ - XM %M ) S .-._”t..v'.r....“‘) : (4“4)

doﬂpejando,§h¥'

W, st R

(4.5)
{ & °<XM - XM
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Sustatuyendo (4.9) en (4,0):

ol Xpe, _ _ -
N [\‘\‘f’(xm-\"XM.\ LXm DX» = O

Vet X = L XMC\'\"’LXM-\"XM-\\” DXDK\*'OQXM‘\”XM’\\
Vb ool Xwey ™ K

o

\J"‘*XM-\"\..XM" ARC XMXM-\%LXM%M*\ 'DXD \'D"‘*x 9XM~\ A DXhXM.:"O
(\""\\.XMXM—\— L¥m & (\lﬁ"b"LXy\—'DXg\XM-\ "‘SXD =0

Uividiendo entre (l-d)L:

XowYores o By [OXG (=) 44V X, - DXs - g
(o) LV =) L=}

Konbwer g Ky (DX =5 DX oo
[PEIS NP e

To3 coeficien'es del zegund., tercer y cuarto suman

dor, son conatantes. S« o &stos desipmadoc por:

-\
= (ok=\)

b: DXh<d~\3 \ol‘\l
Lok -\)

- 2%
L(et-\)

L. ccuacién (i.2) sustitulda puede escribirse como

cigues
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Aot PR QA D Yoy = 0 (4.6)

Esta ecumecidn es unu ecuacidn en diferencias no —-
lineal, llamada de Riccuti. Puede reducirse wul tipo lineal,

mediante la transformncidng

N = T ceer(42T)

Xi= Rm
giendo X5, la abscisa del punto correspondiente & le inter-—-

seccién de las 1lfneas de equilibrio y operacidn en un diagrs-

me y-va-x; y rafz del polinomio:

W (et e =0

arreglando (4.7):

X 2 \ F XiNm veeee (4.8)
sustituyoendo (1.E) en (1.6):

(wx;\xm)(\*rxﬂm) w(‘””&) ,,\gc\‘f?fa\ba-\)w: O .. (4.9

Nm N M Moy

s a VAR .
“ultiplicando per V V. o+

(\‘\‘XNM\( - XLVM-\\‘\’\IW\ OK-L\"\'xk\lm\'\'\lM\D(\‘\'x}«\}ws)‘\'VM\l w & =0
V2 OtV H VN ey ey YOXN ey N F X N $V i 2 0

(o ¥ 2N ¥ (LN e b Jrx?\JM\JM.\*xu«.%WM\JM-\WM\JM.\cm

pero

'S
YA \IM\]M,\'\'X;("‘J"‘b}\JM\lM—\ '\‘\lNNMﬂ t=06
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entonces:
(ot X W ¥ (O i W ¥4 =2 0 ceees (410

8i e designan vor las literales A y B los coeficientes de Vn,

y Vv respectivamente, -~ obtiene en forma mds compuctua una

n-1

ceuacidn lineal, que puecde resolverse por transformadua 2.

ANm + BNwey dV =0 (4.12)

Aplicando tran formada 2:

AR SR S Y
AZNWE + RN = - 2 {0

AN+ B2 (=) = =

\ -z
\M-ﬂ(M »z" ):———-L-;T
\ -2
' -\
-\ \ -\ A
2\Z ol
v e AR IR
""\ \ V \ ) 1 .
V(z : . evese \A-IC)
\ A [

\=z™' U4 Gﬂzf\

serurrcllanio en fruccioner parciales:

\zcz\:m%r £ (=)

T (=)= a T
@VyTg= (B2
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\= \\(JH- (% 7_“) +’L(\-z_“‘ )

Zz\vi A= (\ XS %t) W ) \\-:-7I£27€;—
F )z A : ® \

Ard =27 N i \+(%\7_-\

U S S W l
Vie)z A A+ -2 A %A \+(%\z“

Trvisctienc:

V== A\w: Z‘\i\iz-.%* A&*A\Zﬂi V¥ \(b\f\k

v~

de la tob’a No. 3T v dal elfemple 2.D. inciso 3:

[ha)

\o om \ _ [ (_b)
NTOOAAYD AR\ A
\ \ & % e
Ve =~ Beh (’- l\)k~ f\s
A j S
o - _ T
ACE M%[( A ) \]1

lus cquivalencias de £, 3 yryrﬁﬁﬁnéfii” T

Az Codzd o Baladxd
e
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\ - \ K_ wrx;)m“ -\
You~ X (A XY+ (ot ) by

(e + 21+ b+ 2)

XN\-X": Lo\t
__.?:.i&) -
G

finulmente, se despeja X . &y b son constantes definidas en
n

pdrrafos anteriores.

Yo = %o+ (@) % (bt xa)

e ]
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4.b, Destilaoién Multicomponente en una Oolumns ds Platos.

Eate segundo ejemplo, es una extennibn directa del
precedente. Se obtendrdn expresiones para las composiciones ~
de laa fauses liquida y vapor, en cuslquier plato de la seccidn
enriquecedora de la colwma (28). Ademds de las oomsideraciones
heohas en 4.n, 84 heoan las sigulentes solaraciones adiciong-
les,

a) La relaoidn de squilibrio ifaquido~vapor (K), es funcién —-
de la temperature y de lu presidn, ss decir; se trata de so—-
luciones idsales o presiones moderadas (43).

b) La oomposiocidn del destilado es fija.

6¢) Se utiliza un condonsador total.

d) Loe platos ge numexan de¢ arriba hacia abajo, el plato su-
perior se designa oon al subindice cero.

Nomenclaturu:

L, V, D.- Flujos molares de ilfquido, vapor y destilado.
R,~ Relacidén de reflujo. R-L/V=1-D/V

dy - Relacidén de volatilidad.d;= Ki/Kb

Ki'- Relmoibn de equilidrio lL{quido-vapor, del componente i,

¢.~ Ndmero total de componentes.
Y.~ Se refiere &l componente patrén, en ei~qu3’&y&K estin —-
basedos.

n.~ Nimero de plato de la seccifén enriquecedora.
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Kbn'_ K del componente que tiened =1, en al plato n.

Nota: Al escribir los simbolos de las composiciones (y,x), se

omite el subfndice i, sunque se trate de cualquier componente.

Haciendo un balance de la seccidn considerada:

\iu... xp esde (4013)

oL N
Aty R v o Xe

Y™ BUMR Q=RY Xy e (4.14)

Kmz 3 i,‘zéi;;;;.ﬁ (4.15)
W St

o{l: -—%_‘:— 7 ’ ": "00-;. (4.16)

V\bM

\AN\: \&-:\N\: “-'AM' = qubM sene (4.17)
V\Mz =4 Nom | (4.18)
QZLK\N\: ‘—"(&"t:‘ seese (4019)

en cada plafo. debe cumplirse lo siguiente: .
LY . g
Z X:\ - \ gt ‘,.,.... (4.20)
el ' S

de la ecuacidn (4.15):

)(M z 1 cores (4.21)
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sustituyendo (4,21) en (4,20) y desarrollando para un pleto--

determinado:
[
- 30 Y Ye
J“""""‘— '\' L T : \.O o ers e 4»22)

Kﬁ Wy We KL, . (
i -
maltipliocando por sz

4 9 Xb Lﬁa\’\b ‘M\)\b LA

— Ky - e :
A3 [ ‘ : g

(4.23)

A=) R
smpleando (4.16), esta ecuacién se oambia por ‘la siguiente-

<
\‘\‘n E ol
).—.\
para el enésimo plato:
<
K E NAMC e e e (4424)
&hv\ o<‘ 7 et
N ‘  :wl,f'fti~:_
Definioidn:
; : \j\\o;\- K\qo \{\o\ (4025)
DefiniciGn~ |
- L A n :, i,;,},ﬂi,_ﬁ, ;
®M~’th\ - ) : : sese e . (4026)
R b
. Y Ym
ZeM°Z"eN\\ o - ‘QM.\ A :‘Ieu\-\\&\om' 'EM
LT, &,
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<
Z @N\: ”em [ER NN (4-27)

Multiplicendo (4.14) por Kbn’

\«\’"‘%Mk\:\&‘om?\xh\*‘kb‘?\\ V\‘OMXQ eoese - (4.28)

despe jando x, de la Bo. (4.19) y sustituyendo en (4.28):

\\\QMUSH\“V\:\{\\ON\ ?\~%M~—— -§-L\"&\\l\\’j"\xp eesse (4029)
TR

maltiplicendo por 1 l &l.

_§ﬂi\k‘om\)\m\.‘_&,%"’\ rr:{\ _\&\ \)\\XD -&)'v AT \(\)N\ caves (4030)

1\ A

de la ccuacidén (4,25): p,= pn~lxbn

de la scuacidn (4.26)s O - (p Y )0("1 , entoncess

n+l

@,M\- ?\ Om+ (A=) %y Q’“ s (4.31)

para el primer plato:
N £
Oz dk@o\(\ ) Xo 7,

de la eouacidn (4.25), para n=0:

L (a32)

¥ _E)_ Gt (1-R) Xy Dbe \ﬂbo | (4 33)

multiplicando por o(i:

°(}\( 'Qo:tﬁ\ >:°(;i\»eb % (\"(ﬂo)ip \k\ovo“' ".“:‘. (4.34)

~



115

Re %13 R 8o + (\-R) X Wy, ceees  (4435)

84 se hace n=0 en (4.29) y se compara oon (4.35), @e obtiene

lo siguiente:

Kooy s & :5: F Q=R %5 K,

A

eo': _L§_°_. ': x» "...' (4036)

EabN AKX

Aplicando transformada 2 a la ecuacién (4.31):

Z{0u=2 b (o B
210wt 20 BB 298,

2 @@ -2 Gz WK

sustituyendo (4.36) en esta Wltima:

Ky _ (1=R) K p
z@m—z?—k— Ty @szwdk ¥ (=)

2 ® =)~ 3 O@-SL%&-P(-LM—Z X”A

A

@m%z-%% : 3(\-&\?@ +z§ X

Q2= (“ MTE) vz ) Z(&i e (4237)
o
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la transformada Z de la ecuaoidn (4.27), se obtiene en segulda:

Z&Ze,ﬂ&= ?&3&{

Peay = Z ® (=) (4,38)

AN

sumando tedos los componentes, en la eouscién (4.37):

¢ - (Xs/ )
) o/ A cease (4039)
?@gx\.(zafc\»m@&\) Z\ 2z~ (R /et 5
=\ AT =
pare abrevier la notacidn, se hace SC - Z (Z_XD(/:;;\

p Y
sentonces, lu ecvacidn (4.39), se reduce a:

(=)= (z«»(v?\\?(z))%c 2 ZSe+ (\-A) 5 ¥ C2)

(&A% Z Se ceoen (4.40)

bo— (V=) Se

sustituyendo (4.40) en (4.37):

N7 B Z Se :
QLA TV Z v (\-R)

\ - (\"(\\sc_

AXo AN [ V- (=B (V-8 Se
®(7\)-Z..'(?\/o(i\ l_ V= (V=R Se J

S Xo/ADNZ |
®(ﬂ'1~(?\/o<k‘,[ TR 5;] veees  (4.41)
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Nota: Obeérvese la ecuacidén (4.26) y nétese que © n® Gn(yn).
Por lo oual, la transformada 2 de én puede esoribirse como -=
&®;(x), ya que se refiere a cualquier componente en el enésimo
plato.

Volviendo a la definicién ae 8,

L

CXD/&’R»\
Set )z (&/tn)

A

q - (Xp/d\) (Xo/oia\\ (Xn/dﬂ b (X /A
- (A 1~(?\/o«<\ 2.~ (9\/«3\ Z -~ (RN

[«2X

(Wx \“W (Z- (B4R (ww"\“‘r (e (R AN e b xv/,gW (2~ (R/,1)
cq?i < R = (.R\/Ci,\ﬁ\

- “‘[xp/m"Y\ (z - (9\/@\]

SC' “né’& seene (4042)

TT (g - (?\/04,&\\

sustituyendo en (4.40):

Z (K 40 °W (z- (xRN

?TQZ_(R/AA“
P:-z =

Ve (V=)

f_ QYN ﬁ(z - (&/4p)
= 24
RTCZ = (R /44))

A =0




ALy

multiplicando numerador y denominador por:

ﬁ(zn—%—:}

Z (X»/m‘iﬁ” (Z- (WA
P@=7- o (4.43)

z-—\ (- %\z(xn/x,\"W(z (Si)

A"‘ AN

En el miembro derecho de la ltima expresién, se éis
tinguen dos factores, el primero formado por la z ¥y el segun-
do por un cociento; para éste, su denominador esté compuesto
por un polinomio de grado ¢ y @l numerador por un polinomio de
grado (c-1).

Para el polinomio de grado o, su forma factorizeda

et

(Z'Z\\(L‘Zm\(1’15\- .- ( 2.“ Zg\

entonces:
9 Z(xu/n’W (2~ (R &)
LZ\,..Z A% nh.

(r- “\\[u &\ (z—~> Z(\«»/A\T\‘Qz (?\/,(7\)}
, Zm/ﬂ 11 (2~ (?\/aa D

44 (4.48)

?Ll\— (\'K\ (Z 2\\(2 Z‘L\LZ"Zg\ . e LZ."'ZQ\
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desarrollando en fracoiones parciales el segundo faoctor de --

(4.44):

Y () T
Yo/li: -(R/.

;Z;('24£:)%;;L(Z~ ( /4;7> ~ &, N [ PR ket Ovc
Y (Z*ZL) (-2 C&-2a) (-2
-')\...

c e\
7<><0/.,<5ﬁ (z- (VN> aTT(2-2) v 40 (T2
FERN - A=

POTR 27T,y desaparecen desde el segundo hasta el dltimo suman

dos, lo que permite despajar& H

}: (m/m"r\”(z (/AgY)

o=
fWQz zA
ZQXD/“YW( (%/’(f% C (4445)
0. o .
[YT/ (2 Zi)
%'#‘R

a3y .
4 3 PRI Qe
( ‘?f\ - 321 L~Zs o L-Zc
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Pz LSy N N <
\ - Z"Z«\ LZ'X'). - L-Ze

para invertir este expresidn, se utiliza el resultado obteni-

do en el inciso 3 del ejemplo 3.D¢

[
M
ot R tecee (4.46)
\'-KZ G\LZ’- |

Multiplicando numerador y denominador de la ecumcidn

(4.41), por:

(=4
‘Tf‘ (z -~ %—;\

Q) ;xo(/m; {\ R } "},T (z- &)
?\/U(A) - c. "n’ (Z" _%_
i~ t
/. R
@; (XDAA\Z ;"Y\ < W>

2= (R/AL ’W(Z --—-—> (\- (\\SCWY‘Q 3

T (2- )

OXGAR (Xp/o(,g\l-—-ii-&———- el 2

f\‘((z—~\ (\-ms m (z-

= T
[N X XY (4047)
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lo gqua a oontinuacidén se escribe, es anflogo & 10 hecho sn la

deduccién de la expresién de las et ol razonemiente es simi-

lar.
- !
\ (Z"‘;‘C}) - Y « kk ek “‘
(ﬁ (Z ‘ZA\ T 22N (a- za\ (2-Z¢)
AT
C ' ca
(Z--——-) b ’TV("L‘Z. AR R bc’ﬂd(z-zﬂ
2 TSN et
44X
paTa =g,
C
by 2 A% LQZV ER Ceeese  (4.48)
T (2 73
k=) .
sustituveado en (4.47)s
SOWAY by e ke
VRN 2 - z‘t Z-Z24% z z';;*"j

- Ko (S \ z o A
®"u\'o&x TR ~g 1}-&- % °'z-z:

invirtiendc cata eouscidén:



¢ )
- Yo, N B -
GM; - ;Z-:‘.Z \OA z A Yy ‘4.49)
AS) B

Despajandp y  de la ecuacién (4.26): l

U&w«f\: d%@’*& o ,"'-‘-,--‘; ~ (4.50)
) et - :

sagtituyendo on ésta §4.46) y (4.49)s

<

. am
°<A--—~*-K°_ bi L,

(ﬁ .- A ady
Mma - l c M-t
V- z L

AR

¥
YA "

‘&MJ\:(\~“3X“:\ ‘:-:\ lroo‘oon (4051)

Mt
EE G L,
AR

ép las souaciones asiguiontes, pueden sustituirse (4.46) y (4.

51), pare obtener la eapresién correspondiente a Xyt

XM': ‘AML
WA Kom

T L

K mes



XNA: (\ ’G\)X\)g z::\

vy et \ S M
t) izl IR ) 0422
At \ C Q: Mt
V- @] fi ¢ A
[
* AN
x - (\‘R\ka A3y i V (4.52)
MAT e c M e )
> o Zs o
Az

Las eounciones (4.51) y (4.%2), den las fracciones
mol en el liguido y en el vupor pare ocualquier componente en

cualquier plato de la zona enriquecedora de la torre.
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4,c. Roaooionss de Polimerizecidn.

La importancias de conccer la distribuoidn de pesos=
moleoulares en un polimero, rgdioa fundamentalmenis en que ==
detos estdn oonstituidos por mezclas de macromoldoules de igual
naturalega ouimica nero de longitud de cadens diferente, lo =
que trae como conaecusneln que les propiedadesn fisices de une
nisma sustancis verfsn conaiderablemsnte,

Debldo a que lams reaceoionen de polimerizacidn son ~
procesos muy complejos vor le presencia simulténea 40 diveraos
fenémenos como son: aumento de viscosidad del medio de reasoidn,
problemas de dislipacidén de anargfa y de meozclado, 0t0., 88 =
han desarrollado algunos métodos para obtenor modelos matemfe
tiocos aque predicen lug distribuciones de pesos moledculares de
compuestos polimdricos, En general, ninguno de ellos tiene su
premacia absoluta sobre los dsmidns, sino gue ol empleo de cada
uno depende de la informucidn disponidle, de la situaciédn pap
ticular, o dado el caso, pueden combinsrse varias técnicas —
{(18), que faoiliten el tratumiento matemdtico del problema.

Le utilizaocidn de la transformada 2 en la solucién
de este tipo de problemas, proporciona soluciones directas y
senocillas en ulgunos casos. En términos globales, el procedi-
miento consiste en incorporar lus conceantraciones de todas ~-

las especies presentes en la reaccidn, en la expresibén de la
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transformada y hecho ésto, encontrar ecuaciones que muestren
oomo oambian éstes oon el tiempo. Ademds, o8 posible obtenere
informacibn respecto & los momentos de la distribucibn de pe-
808 moleoculares,

Asimismo, existe una vartante de ls tranaformeds Z,
llameda normalizede, que resulta de la normelivaciis de lw -
primera, puede considerarse como une funcidn genersdora de =
momentos (17), lo que le da ciertas propledades muy dtiles,
pudiéndose obtensr expresiones deducidas por razonamientos es
todfstiocos; se le hs usndo on la investigacién de daistribucio
nee de pesos moleculares en reactores continuos de tanque agl
tado y en roamctores intormitentes, efectos de raoirouléciones
én reactores de flujo taupén y distribuciones de tiempos de —=
residencia en policondensaciones irreversibles {17,18).

51 ee denomina por Py & la coucentracién de la es--
pecie n (de cadena 1linenl de N unidades de longitud), en moles
por un;d&d de volumen, 1@ composicidn de la mezcle queda do--
terminada en cualquiar instante, indicuando las concentracic-—-
neps individusles de cuda uno de los componentes de igual lone-
gitud de cadenn:

Pl(t) monémero

Pz(t) dfmero

P.(t) polfmero de longitud N
N @
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1a funcién generadors de ssta secuencia, pusede esoribirse en
términos de una serie ds Laurent unilateral alrededor 4el -

origent
?(z,ﬂ:\JQQHW;(Hi\’r...\f\’“kﬂi:--~ (4.53)

oomo no exinten moléculas cuye longitud sea cero, la serie se

tranaforma ent

P (zx)= ¢ (fz%?ut)br v o (4.54)

- ,
Pzt fhZ” (4:55)

y se verifics que: r:‘ s :
Y ¥(2,1) Z m (1) e (8.56)

& A
88 la ooncentracidn total de moléoulas al tiempo t,

Del mismo modo, P(z,t) a t=0 es la concentracién del

mondmero:

e -\ ’
Plz,0)= Y (o) = coees  (45T)
Las derivedas 4e (4.55) con respecto a &, vienen a-

ser loe momentos de la distribucidn de pesos molecularest

o]

3¢ ; - (ad)
SN RN
Bi z o Tty veeve  (4.58)

LZayh
que e# ol primer momento, Para ol segundo momento:
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3 302t By
73 31_3.(;.).% _Z TN L (4.59)

mat
AL

Lag longitudes de cadena promedio en mimero y on pe

80, 88 obtienen on forme dirscta a partir de las relaciones-
e

anterioxent
_ m fa
M: ‘ Ses e \4.60)
>t o
0 G
A _ M‘L\M T
Nld— Ty T thooo' (4061)

5w a

Ny

A continuaocién se define la tmansformada 2 normali-

zadat

C(z,1): g(f\ {;i

(4.62)

en la oual se tienes

Clz =) Cor™

[ Y

?Mgz,'t\
EAG

A manera de ejemplo, se conaiderard un homopolime--~

-

C s

ro lineal en un reasctor intermitente isotérmico, dentro del -
ocusl hay un gren exceso de mponémeroc R, que reaccliona irreverw
siblomente con pequafias cadencs presentes al iniciarse la —-

reacolén (1). Pusde suponerse que todas les reaccilones poseen




la misma constante de rapidez (34, 44), om decir, la repidaz.
de reaccién es independiente del grado de polimerigacién; pa-
ra un aisteme de reamcolonos miltiples del tipo serie paralelo
(1)

?\ * ’E‘ ———— Ry,

B+ ?k“”“’“f”’ Qs

: K (4.63)
R+ P un

R.~ conoentraoién de mondmere constante (moles/unided de vo—
lumen).
Pura wna cinétice de segundo orden, laa eocusociones

de rapidez del sigtema (4.63), son:

2 - -RRS, |
A RRU-RRR e

9’ 9’

if;& - B - RS,

Derivando (4.54) con respecto al tiempos

G AR 0\“ ____ B |
W At L4 7“ &t A (4.65)

sustituyendo en (4.65) lan ecuaciones de rapidez:~gﬁu

:“\G\Q\?\i“\' (‘\\J\?H\@Q\?QJZ-Z{‘ . .'u. k(74..66)

agrupando términos:



1ze

B’C ANGALVEREAAS VR Q2T T?NZLM:\3

EBSE: *RQ\(Q'ZJFQQ‘Z:Q&" k ?Nii)*\?\i_‘ (?\i‘ ‘r'e;.il-\... 4 ?N i’: )

%%: RS ) (B2 4 07w £ P e )

que puede escribirse comos

BED - /Y G Rz, ) R P,

hastu aqui, 1o dnica variable independiente que se ha manejsdo
ha sido ol tiemwpo (z ha permanecido constanée), entonocen puge
de ocgmbiarase el s{mbolo de la diferencial, separar variables

o integrar.

“RR vz YAt

pit) t
&—% v o
?(’c‘ SR e T

Bt

Q(e\ ; :
‘?\M‘\’rz\’t e e
P )0z 0) 6 B T 1)



sustituyendo la ecuacién (4.57):

RR GV yzY .
Pz,t)=0wz & veees (4.69)
qud puede escribirse como sigus: '
JaRt RAEZ

PP e &
sxpandiendo el dltimo factor en series de potencias:

1\

E’(a,ﬂ:ﬂ@i'@ [\mx\ri\,g\%??_tjier _gm -w-q }
. km—
ceces (4.70)
finalmente:
it
?Ll,t\:?.(o)@[ \«Wum\ﬂu é(\‘:“‘?“ J

eves e (4-71)

comparando esta expresidén con (4.53), se¢ ha encontrado la .-
forma funcional de cada uno de los coeficiontes de la serie.
Intonces, (4.71) proporciona la concentracién de la especiow—

de longitud de cadena n en funcidén del tiempo, siendo éata:
- Jket

Pul£)= oy iﬁ:?\t\ﬂ (EE? veeee  (4272)
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4.4, Sistemas de Control.

La transformada % puede utilizarse tambidn en @l ~-
anélisip de sistemus de control, aplicando los concaptos do--
sarrollados en los capftulos anteriores.

Antes de describir ol método de sndlisis y proveder
t presentur un caso partiouler, ee importente introduoir algu
nag nociones referentes a la teoria de control de procusos,

Deffnese un sistoma (31), oomo un conjunto de ole—-
mantos organizados ¢ interconectudos de tal wanera que Torman
una unidad ceomplets para realizar una funcidn u operscidn de-
terminada. En particular, un sistcma de control desempurha tres
funciones bédsican:
1° Medida: Se refiers & lu estimacién de la variable de proce
80 que estd siendo controlada por el sistama;
2° Comparacidén: Indica el prudo éen que difieren los valores -
degseado y medido de Lla variable.
3° Correceidn: Consiste en le modificacidn de los valores de-
operacidn, para que el proceso alcence el nivel de operacién
adscuado,

Otros términos que aparecen frecuentemente en la 11
teratura de eusta drea son:

a) Varisble controlada (c).- Es la variable que se desea men-

tener en un valor fijo, puede ser funcién del tiempo, de otrus
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variables o de todas ellas.

b) Punto fijo (r).~ Bs el valor que la variable controlada dg

be poseer, |

¢) Brror (o).~ Diferencia entre la variable ocontroleda y el -

punto fijo. ‘

d) Perturbacidén o carge (g).- Indica slgdn cambio de cualquier
variable que pueds producir una alteracién de la variable con

troleda.

e) Selida del elemento de control (m).- Su magnitud y tipo —--

dependen del error y de la clase de control que se use,

En generel, los sistemas de control pusden dividire
se en dos grandes grupos (31,32). El primero rooibe el nombre
ds alpbemus de olrouito ablerto, porque no so utilice infor--
macién de la varieble controlada pars ajustar las otras varig
bles de prooono; el nombre del .segundo grupo o8 8l do slatow
mas de oirouito cerrado porque en gstus, el valor de la veria
ble controlada se omplea para modificar otrus.

Con un dlagrama do bloques, un sistema &e control de
18 segunda olase puede representarse medlante sl siguiente w-

diagrema:

+
_T "T ¢ |Gontrol| m

Proceno o
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El punto fijo me compara con ol valor de la vuriable
oontroleds, para genorar un error, ol que & gu ves es utilizg
do pere gue el conitrol preduzos una respuesta gque combinada
con lag carghn, ge aplice al proceso para corveglr al valer de
la variable controlada.

Aungue axision vardos tipos de controles, es sufie-
cliente cmplear agui el llameda control proporcional (6), gque
debe su nombre a_que producs una sefisl de salide proporciomal
al error,; lupidiendoe un aumento desmspurado de la varisble ¥y
obligdndola o permanccar on un velor fijos

Cugnide un cigtemi se encusntre on esfado fvtacionis
rio, nipguns de lao variables que intervionen cumbian ocon ol
tiempe (sisteme balanceado) sin embargo, al snalizar sistepas
de ocontrol, lae magnitud del error o8 lo medida del grodo ds «
denviacidn con respecto & los velores qus tendrim ol sistema
pi estuviers balsnceasdo, por tanto, es conveniente trabajar -
relaciones que sc encuentren en términcs de sus desviaclones
bysadas en los valores del estado estucionario. Asf, se defi-
nen las "vurisblas de deaviacidn”, como le diferencia del wva-
lor real monos el valor sl estado estacionario de la variable

consideradas

Az X = xﬂ ens e (4'73)

X~ valor renl de 1la variable

xa.— velor de la variable en el sistema balanceado
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Xe~ varigble de deaviacidn.
Otros términos relevantes son zquecllos gque aparesen

en la expresidn de la funoidn ds transferencia de un sistema

de primer orden:

WY Y
X(S\" ’(;5 + \ s ead

(2.102)

61l tdrmino K se llama gunancia vl estado estaoionario (6), es
simplemente ol factor de conversidn quo rslaciona y(t) oon ~-
x(t) owando el sistemu estd balonceado. Al término T se 1o cg
10ce como constants de¢ fiempo dsl nistema,

El método do andlisis do sistcmas de control comsta
de lss siguiontes sitaprs:
1.~ Desarrollar las scuaciones para cada oomponente del ciroui
to de control.
2ew Trunsformar les ecuaciones obtenidas en el punto anterior
al dominio de Laplace, lo que permite manesjar ecuaciones alige
braicas,
3.~ Combinaxr las ecusciones del sistema original, para repre-
sontar el proceso por medio de diagramas de blogues.
4, A partir del diagrems, obtener las ecuaciones que descri-
bann la respuesta del sistema.

En sintesis, se representan los sistemas por dia--
gramas de bloaues en 10s cuales estdn contenidas lus funcio-
nes de trancferencia 3e cuda elemento; de la combinacidn de

éstus @e obtiene una sxpresién globval que permite hacer el
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andlisis.
Aplicacidn a un Sistemu de Control de Nivel.

Considérese el diugrama, en 1m pdgina siguiente, de
un sistema de oontrol de nivel (39), donde la variable contro
lada es el nivel del lf{quido en el tanque (H).

Nomenclatura (todo en unidades consistentes):

Q.~ flujo volumdtxrico

Qo.u flujo de malida

Q, «~ flujo de entrada

1
H,~ nivel del liouido

PB.- presién de descarga

P~ presidn a la sntrade de la vélvﬁia,Vl -

Pl.- presidn do descarga de V1

B.- veiial del indicador des nivel

Me .- salida 4el elemento de control
D.- didmetro del tangue

Cd.~ coeficiente de la vélvula

A.- frem de la abertura de la vdlvula

¢ .- densidad del 1{quido
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Btapa No. 1.
Desarrollo de las ecuasdiones del oirouito de ocontrol.

a) Bl flujo hacia el interior del tanque estd dado por {32)3

t[*

Q‘ :Cé‘ AF}&. (?\,\)w?\\ } coébe (4074)
3

b) Dentro del intervalo de operacidn, la relacién entre la —-

aberturs de la vdlvula y le sefial puede suponerse lineal (39):

Az W, ™M (4.75)

K, .~ constante de proporcionalidad,

1
Sustituyendo (4.75) en (4.74)1
~'n
Q.- C&K\MH"&— (P -mj
Qo= Ka ™M o | ';;;§4 L ﬁ(4.76)
= Oy (o P "
con hm“ &V“l P (Qm‘W‘\

la ltima ecuacién numerada, en términos de la varisble de -~
desviaocién correspondiente es:
CX‘ = \(I\a_ M evaea ) (4077)
¢) Mujo de sglidu de 1la vdlvula de descerga:
A A -
e 18
QO:CA\A[? \-\gqé _?6 . (4.78)
3
esta relacidn entre el flujo y la alture del liquido dentro -

del tenque no es linegl, sin embargo, pucde hacerse linepl en

el punto de operacidén (H,0,), suponiendo que la variacién de
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nivel es my pequeflu, lo quo ee jJustifics recurriendo e la ng
turalezs del control smplesdo, pues si dste es dbueno, las dos
viacionoey en el nivel del 1liguido deben ssr peguefiac,

Desarrollendo en seriss de Taylor QO(H) slrededor de

QuCH)E Q. () 62, ) LW \\,m-‘\*‘\““ Qs Gt
Qo W)= O (i) * Go M N -\e) + & (4 )

cortandc e serie despuds do 1los dos primeros términos (epro-

ximacidn lineal):
Qo Y = Q.Y F G ad) (N -e)
Qo V) = G (e} = Q0 Cns) (LR -We)

y en términos de les veriables de desviesidn:

Qim E Cﬁ: QN\Q\ \\

3G |
o - - ; tesee (4.79)
4 Al } R B ,

que puede abreviarse, si a la dorivada se le simboliga del -

modo siguientet i
(k K \(\ oo‘.‘a:u: (4.80)
4) Balanoe de meteria para el tanque completqﬁ;f

a
Q.- QO-A“
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Qo= T Al
Q-Go = Fm D"

con varisbles de desviecidn se trunnforma eng

"V .
q{ qf -D K‘% (4.81)

Sustituyendo lus ecusciones (4.77) ¥ (4.80) en este

Yltima se tionse:

KQW \/\1“:’2‘ ‘D*%—\%M

T g -

que es8 une scuacidn difsrencial linesl de primer orden,

N avaee (4.82)

e} Otras relasoiones:
la relacidn que existe entre lu sefial del indicador
ds nival ¥y la altura del 1fquido es (39):

bz Kt h ) esoe e (4083)
*
Sefial de salida del control proporcional Mo :
L3 &% &
rj\c = ¥<c Q Q\ -5 )

Ko os la ganancia del control; para desviaciones ceroanas a la

condiocién balanceadas

= Yo <‘° - b“\ teves (4.84)

la sefigl m: se alimenta 8 un extrapoledor de orden cero para

obtener la selida continue de m, la variable controlade.
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Etapa No. 2.

Obtencidn de las trensformadas de Laplace de lpg ==

aocuuciones de la secoidn anterior,

Reuscifn {4.82):

TU O 4\ _ X
SN Y e oo DR
R oYy AT N L e

ﬁjﬁ% t\‘zk i&k\“l iv\a %
Y SRALEE AL

%ﬁl [‘s\\%\%\(b\} *Hisy -

3

8l inicio, o1l nivel de referencia y el del liguido coinciden,

lo que significs que & =0, H=0.

WY oy - Ra |
T shesy + Wsy = " Misy

W (s W{L\ v ‘r\] " ss 3

BT

W - (Ra/g) ML)

gy -‘l‘-ao.‘,, (4085)
T Xt o By
S+ |
N Wy




L4

comparande (4.85) con (2.102), se encuentra 1u constante de

tismpo ¥ la ganencis del estedo estacionarios

.l WY . ¥a
o - WA, K= \'KT

entoncest

(eSHy Wy = \é: V\(ﬁ\ - (4.86)

Beuacidn (4,83)

b= Wi \a | e
T T LgReVy
%(g) \/\17‘ ‘Y\ (%) |

121

- - (4.67)

gt

Bcuscidn (4.84)¢
= Re G e
Bmrdokedge-vy
MS () = Ke [ W) - ©' sy ]  (a8)

E‘t&pu NO . 39
A partir de (4.86), (4.87) y (4.88), se forma el ~=
diagrama de blogues que represente el sistema de control com-

pleto.



. : . o : : g
R < -
s) / Ri(s) E(s) Ke My 1~ o~ 8T Bls) LYWA 3

~ N\ ] v XN T

Cemy ] gy nis

DIAGRAMA DE BLOQUES. SISTEMA DE CONTROL DE NIVEL.

AL
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Etaps No. 4,
Obtencidn de las ecuamciones que desoriben la respues
te del sistemu.
a) Respueste muestreade (c¢“(t)).

Del dimgrama de bloduests
et

C*(S\: Gl:j? ’)\ Kz/Ka)rA\ sy

TS A\

-

el primer factor proviene del extrapolador de orden cero, -

ecuaoidn (1,61), Sustituyendo (4.88):

4T

Cb(ﬁ\.:(\ﬁ e ” \AJ/K'B \ Q’[P\b(s\‘&%(s\] eaede (4089)

S /c&\r\/

b

JT
3—\N vﬂKt& x;k/%b \

R,

5 /
AN

huciendo 1la mioma sustitucidn que en (4.89):

: AT
@Ls\:{?&b} - (5\]Ka\<t<\ - X Doty ) seee (4090)
’ S TSt

Utilizando las propiedades de los diagrames de blo-

ques y teniendo en mente que P(z)= ?Q(s), las transformaedas %

de (4.89) y (4.90), son respectivamentet

TS A

AT
ccz\:zi(l:gﬁ-\)(i\ At Mx\m %m]v\ e (A92)

.

b, .
6(1\ :z %(..\_—_@... \l/___“‘\ / n[?\(‘z\ %Qz{]‘(\ \{ (4.92)
. s sy, et



oliminando B{z) de las dos dltimas ecuaciones:

Clayz--8 0 3&\?\(13

[N R K] (4993)
\ A c <J‘." Q}C“\ .

en la que

= 2{0-€7) @l L e

\ /\<z./&§3 \
SEOE S\'@S&-\ )

o (4.98)
(4.95)

del ejemplo 3.HM., e tiene:

CYCARE RN CH A ” ; Ceseen o (4496)

en lu deduccidn de {3.62), se demostré lo siguientet

lN

}_, [ S SRR S
S STy Yy T2 2 - g
Z Z
6 (7‘\ \Rh [ - 72 - e‘wﬁ]
sustituyendo en (4.96): | |
Gz 2ot e gl U
ST E T 2 e

V;a v : Z -\
G (2): (z—l\H?T [\- _~.:_~.~7~]

Ve

A - ) e (497)
G2 \«3( _—
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sustituyendo (4.97) en (4.93):

-X/g
V- &
Xe R\(A\T‘{W(Z - e““/c )

C(:L\:' “Yi
Ka (N~ € >
\+ \i<c. \(\‘L \;\5(1“ E>:‘~/.G
e
s SR 1€ ) o (8.98)

Ko lZ =@ 7))+ Ke Kt Ka (V- E7%)

Eata 05 la expresién de la respuesta del sistema.
Si se supone que la constunte de tiompo tiene una equivuloencia
de 5 (en las unidedes correspondientes), que el perfodo do -
mueetreo vale 1o unidud y un velor adecuzdo pava la ganancia
del control Ke= 3.0, {37). Ademds, sc les asigna un velor &r-
biirario és uno a Kt’ Ko N k%’ o8 Pagtible obtener unu rels =~

¢idén numdrice de la funcidn de transfersncial
C (=
6(1\ : — \‘_ sesen (4099)

sustituyendo los valores supuestoss

C(X\ Q !sﬂ 5‘&'
Q) oz o2 AY
Si se abre de mansera repentina la vdlvula V1, medign

ceees (46100)

te un cambio manuul del punto fijo, me logra para BR(z) un in-

pulso tipo escalén uniterio, entonces:

2
D
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sustituyendo en (4.100)1¢

Cezt Rery —-2 5N 2R
Z=0. 2149
Clzy—= °.543%
Z=-\ Z~-0.a149
C(z\: ©0.54%% z e veees (44201)

(z2- ) (Z—-0.2149)
debe invertirse (4,101), para consegulr la respussta c.(t), del

sistema.

-t

Clzy T Os™3y _—

(=27 (- ooz

Desarrollando en fracciones vparciales:

i A B

TV 0 mmay - 0 2y T (- 0a14az)

de)l sistema de ecuaciones que resultas: A= 1.3791, Bwe -1,3791

Lz 0,54 ’\%(m i

cakll LR Ky )
\ (V-2 “ (\~0.20432™)

\ \ '
&2 0‘15(—w . e |
N RS \ - 0.2 49 z-‘/)

la tabla No. 1I, es la forma mds sencilla de encontruar ambas

funciones inversas:

ceese  (4.202)

- L3Ib
) = (T = 05 (1= € )

T 1
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logc valores pars diferentes n sons

0 ‘ “e{n?), P=1
o | 0
1 ,1‘”  1’1.  10,5438
il .. 0,5933
. 0.7344
- 0.7457
0.7488

0.7497

Por simple inspeccidn, se deduce que ¢( ) ez 0.75
ain embargo, por medio del teorsma dsl velor final puede vo~-

rificarses

-\

O.54
G-z ()

— ]

-

C(RYZ —

,il‘"

BE .
-0

ST ERY

Cleoyz Mwa (1-27)___ 0.8438% 77
Z -\ G-z~ o. a4g 27

C ooz Yo Q- S43R 2
z 1 (1 - 003%1‘7“)

)=z oms
es8 este el nuevo valor que adquiere la variable controlada, al

alcangzarse la condicidén de sistema balanceado.
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Lu respueata del sistema para valores intermedios -
entre nT y (n+1)?, se logru con la utilizacién de la trunsfor
mada 7 modificodsa. Nuevamento, las releclones neceparias ge -
obtienen del disgruma de bloques., Remitiéndope a éste, puede-~

verificarse lo siguientes:
[J\*Ia‘t‘_(s"\: KL{K ( \ % L%\jk asase (4088)

como la salida M¥c proviene de un dispositivo digital, ver --

esquema de control, se trabaja con la $ransformada Z orxrdinaria,

MR \éw{r\’\“ﬁ - & ] eores  (4,103)
Lu relacidn entre M'c(s) y C(8) est

sY ,

(A= N K/4 ) ' © (4.108)

(‘S (S s e e teecs »
¢ \ V\ ‘S \'C,‘S v\ SL .

y su transformada Z modificada:

\ { e T/ Wa /WA ..;;}:; .
Clz.w)z M & LS(\-\ ;--.)KE%J‘_ 3\)13, (4.105)

adenés

Bey: M‘ch\\z\t (J_T,.,.C’ \/\z‘_’/\éa_ \ cvens  (4.206)

= /‘\zs+\ /
topando en cuenta que lu sefiul del error sélo se capta en los

instantes de muestreo, de la ecuaciln anterior se obtiene lu

transformada 73

X
B : MAKN%ZYT\JS»-— )(—\35“-—/4\)\3 >£ veees (82207

TSH

sustituyendo en (4.,103) la Ee. (4.107), y la resultante en -

(4.105), se obtiene:



sesen

€ (2 = $e 862) Z.36 Y
TV HcKtEXGgA}

eon

S [T

1e ecuncién (4.97), da G{(z):

sl \j\a‘ ‘e‘_“"’— B 'Q.ll'l
Gz (z: & ) L

Y :
PR VS L S I SN Va/dy )
fm%k =Y >(‘6&.&\)§ Tz im%%tz“g%\\z

2 &Q(x ‘%1 Z-\ Zw%\ o %

Y L S Vs

Q&(%\:l\\ e ><\’\/\A3,,-> |
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{4.108)

(4,109)

(4.97)

Notu: En el dltimo paso, se hizo una expansidn en fracciones

parcialas,

entoncaes

ha z - \ c _
ok v\;-z-.-{ﬁ )
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7. Q(GCS% ‘6*{. z(2 ‘S }

3L Z

sustituysndo (4.110) ¥ (4.97) en (4.108):

( { g -l
Katlzlz-& )-z-) e }
(%
C (-Z,Nq:”KC% ) \ASL Z%(‘z-'— e.vc\
VK Ky X e
Wil 2z

v
7 —

A

e RE%, 8, (z- & \@-“ e)--n € z]

Q(‘Z‘th\“) e e e

Nfbe Yok K (1= € )}\452(2 ey

para ez L
Z -
e |, T -l
\"\c.ZV\xV\g(Z“ev )((l"ev )-('z,-\\ e C]

C (Z’m\ = Vg - pi\T4 o/
%, (2-€ K MR- € )} K, Z(z-\)(z-€ )

C(z, \~~«\<c~,\fi.{(_m .. V> - (Z2-1) éﬁ/ﬁ ]

W\ (2-6" )«\«Q\«m(vé"‘)} (21

sustituyundo los vulorss dados a T, & y demds constantes:

. {4.111)

-1 7]

C(Z,m Y it e o S —

“ [(/ )¢5\~ & )J (z- )
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3 (zmo. 0w - (z-0) &™)

C(Z,my 2
[(z- o881V %3 (- 03181 (z-1)
s 220 - 20 €77
' ( Z-0.2143) (2 -\
_Z-0% (z-) &7F
C(‘A,»«):B[ LAY Lo J
27 AHR Z AT 2T\ 404148

la inverss de ssts funcidn se calouls por diviseidn directal

C(2,m)= ':‘3[2:# OMECIE N 05007 T h 0k SLZ K 0.A5KBT b,

A -» - -l -6\
-C (z. L+ OARZ 40, 01S5Z ¥ 003012 +0.00572 &)J

agrupando términos comunes:

=03 : TV

C(’A,m\:'b{(\”e V2 4 (04s561-0048E V2T 4

-0.0m, -3 -0, kw, =Y

(03000~ 0.0155€  )Z +(0AUSL-0.000T1C  )Z +

- OuP 0

(0.a543-0.0051& )Z *.. }

-1 -2 -1
Clz,m)= Cl(m)z + Cz(m)z 4 aes # Cn(m)z 4 eee
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¢, (m)= 3(1 - o™ 0Lt %1
. - -0.2!11

Cz(m)r-» 1.3683(1 « 0,602%¢ ) T4 4427
- . P - ., =0, Pm £
b3(m)u 0.9198{1 ~ 0.2462¢ ) 2T 5 ¢ < 3D
\ . - . (s 2m Fa—
04(m)z 0.7968(2 ~ 0,0779e ) ITS <4
Gs(m)m 0.7629(1 = 0.02249“0'2‘“) 4T 4 ¢4 5T

Pare diferenies valores de wm, le respuesta del sis~-
toms (la inverss de C{z,m)), se comporta de la manerz siguie-
ta:

™ o ¢ "G Gy G Cs

0.00 0.0000  0.5439  0.6933 0,7347 0,7458
0.25 0.1463 0.5841 0.7044 0.7378 0.7466
0,50 00,2855 0.6224 0.T149 0.7406 0.7474
0.75 0.4179 0.6587 0.7249 0.7434 0.7482

1.00 0.5438 0.693} 0.7344 0.7460 0.7489

En seguida se presentun gruficamente las respuestas

de) simtems de control, obtenidas con ambus transformudas.



RESPUESTA DEL SISTEMA DE CONTROL

CinT) 4

0.7

0.8

8.%

0.4

0.3

0.2

049

a ¥ 27

C((nvmmﬁ

6.7

0.6

0.9

0.4

0.3

0.2

0.4

(TRANSFORMADA 2Z)

e

11 it 57 ny

l

-3y,

a T 27 1t it 5T “them) T

(TRANSFORMADA Z MODIFICADA)

—

o
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V.~ CONCLUSIONES,

Ia mayor{a de las publicaciones & la9 que me hace re
ferencia a lo largo de todo el deserrolle anterior que tratan
sobre la transformada 2, dan por hecho que sl lector maneja -
términos como sont muestreador, extrapolador, tren de impul -~
808, eotec.; y que se conocen lus propiedades bdsicas de la --
trensforpada de Leplece. Lo que motivd la inclusidn de las -
custro secciones dsl capitule on ol que se revisaron algunos
tomus de matemdticen do fundamsntal importanocia para la com--
prensidn de lus pronicdades y wenejo de la transformeds 2. La
primera seccidn de Sste (ecuacivnes en diferencias), tuvo como
objetivo informer de la forma deé las ecusoiones que se iban a
presentar y resolver postericormente. En 1e segunda seccidn, -
se hizo un resumen de las ideosas principales concernientes a -
lu teor{e de funcionen de variable compleja, pues aunque los
conceptos que se mane jaron fucron muy pocos, fue necesario ~-
mencionur los demds para que aquellos no aparecieran aislados;
por ejemplo, &l evaluar una integral de inversién se requiere
el método de los residuos, pero para entender éste se necesi-
ta saber sobre singuluridades, las que 8 su vez exigen el co-
nocimiento de otros antecedentes; lo mismo puede decirse de -
lus series de Luurent (relacionadas directamente con la trans
formada Z2) y de las funciones complejas.

Aqui, es oportuno hacer una aclaracién: los libros-
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y artfoulos en los que se aplica directamente ol mdtodo dv la
traneformedn 2, indican qus 1a integral de inversidn se utili
2& raramente, sin embargo, es mi opinidn que Ya actividad cons
tante on una drea detsruinsda debe impulsar & las personas &
ampliar sue conooimientos paras sumentar ou competencia y evi-
tar defioienoias producidas por rigidas mécanigacionesy 68 -
erréneo encerrarac on formes unicas de txrubajo (manejo de t@=
blas), ya que pueden presentarse situscionas, aunoue sean po~
co frecuenttes, qus obliguen & buscar otrc tipo de soluciones,
y la falte de informacidén impedird llegar & resuitados con--
cretos.

La parte correspondisnte a la transformada de Laplace
y el oapftulo IIT, exhiben una olars similitud en cuanto se -
refiere a propiedudes, formas de inversidn y aplicaciones, ——
que culminan al demostrarse la rslacibn entre ambas transforma
dag,

La dltima seccidn, tituleda “Sistemas Lineales", es
el sntecedente directo pura l& aplicacidn de la Transformada
en ol andlisis de procesos, sirvif pars introducir conceptos
como los de diagrameas de bloques y funciones de transferencia,
Ademds, el andlisis de sistemas lineales es importente por su
utilidad, pues en muchus situaciones es nosible sustituir --
scugoiones no lineales por lineslss que las eproximen de ma-

nera adecusada en la obtencién de resultados tiles. Sin ember
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g0, Be debe tener conocimiento de las limitaciones de los mf~-
todos analitioos, para que dado el ocaso, optar pox soluciones
numéricas que en algunes ocasiomnes son las dnioas posibles.

Pinalments, un fendmeno real se caracteriga por lo
complejo de las roelaciones entre los miltiples factores que -
influyen de manera individual y combinada en su desarrollo.
Con frecuencia las variables son muchas y de diffoil identifi
cacidn y medicidn, Por fortuna, el andlisis y couprensidn de
situaciones sencilles permite entendsr otrme mée ditfciles de
bido & que los principies fisicos son los mismos,

Lo anterior viens s consideracidn porque todas las
suposiciones hochas en los sjemplos presentudos, impiden que
éntos pusdan tomurse como problemes rselss de imgenieria. Sin
embargo, la forms de trabajar con la Yransformada Z ens
1.~ Ecuaciones en diferencias
2.= Sistemes que involucran un nimero muy grande de varisbles
discretas
3.~ Andlisis dindmioo y control de procesos,
es general, y proporciona elementos bésicos y suficlentes para

el planteamiento y solucién de problemas mds complicados.
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