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Il~TRODUCC!ON 

Debido a qnei la extracción 1Íquido...:1íquido 

es una operación industrial importante, y e.1 uso de la ... -, 

computadora, como herramienta del ingeniero químiéo, es -

cada día mas necesaria. tanto para el diseño como en el .,._ 

control y operación del proceso, el objetivo de este tra-· 

oajó (tes.is) es el de aplicar uno de los lll.étodos numéri-

cos y de ajuste que .resuelva cualquier problema de es,tá -

operac:U5n unítaria. dando resu:ltados mas coni'.iables por .me 

dio de un programa de comp~tadora, así, como de proponer 

un método que comp"i.ta con los tradicionales de cálculo. 

t. GENERALIDADES DE EXTBACCION LIQUIDO-LIQUIDO., 

La extraqción líqUido-líquido es ilna oper~ 

eión unitaria de separación de uno o mas componentes de -

una solución liquida por medio de un disolvente líquido, 

el cual es insoluble en el diluyente de la mezcla a sepa

rar. Esta .operación se. utiliza principalmente cuando :no -

es posible I,"ealiz~r la. separación por medio de mia desti

lación, ya sea por la. cercanía de los puntos de ebulli--

éiÓn de los componentes o. porqU,e la solución sea sensible 

al aumento de temperatura y llegue a descomponenrse 1 o -

bien, porqu¡;¡. ~ea mas económico en las condiciones del pr.Q 

ceso en comparación con otros medios de separación., 
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1 .1 Equilibrio tísico. 

En el caso de ext:racció'n líquido-.lícfuido -

siempre se, i:;emtrá Uh sistema. multi.com:ponente 1 .siendo ei -

mas común el Sistema tern<ixio. ApJ,iaando las reglas ele -

la.s fas.es., la cual establece que 

F.::::C.,.P+2 

donde: F es .e1 número dé gr.ados. de libertad,. 

e es el. núme.To de componentes y 

P es el núm.ero de fases en equilibrio, 

a. µn_ sistemá ternario de una :rase. líquida en equilibrio -

se obtiene lo siguiente: 

e = 3, P = 1. 

F::::.3-1+2 

F = l¡. 

Esto implica. que fi.jan.do. cuatro vari4bles. 

intensivas, EÜ sistema queda totalmente d;EI:finido. (Por -

eJemplp ;. la presi.Ón, la tempera.tura y dos composiciones}. 

'1 .z Diagramas de equilibrio :tísico .• 

La representaéión gráfica de pn, sistema 

ternario ·normal.mente se hace :por .µretiio de diagramas tria!! 

gulares; por sus Vélitajas: geométric.as se: prefieren los ....... 

tr±án~los .rectáneulos y los equiláteros, en donde cada -

lado representa la col:llpo$iC1Ón de los componentes dél :~is 

tema. 
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La figura 1 .~ muestra la representaci6n -

gráfica de un sistema ternario. Este representación es a 

una ,pres.ión y temperatura determinadas, si se varía la 

presi6n o la temperatura, la curva tendrá otra i'orma. 

FIG ~ 1 .1 



El.."isten cuatro tipos de sistemas ternarios. 

Tipo 1. Tíos que forman un par de líquidós parcial-..; 

menta miséiblés. 

Tipo 2. Los que forman dos pares de líquiO.os par--... 

ciaJJrHmte miscibles. 

Tipo 3.. Lo.s que forman tres pares de líquidos par...-

eialme.nte miscibles., 

Tipo lr. Lc.s que :forman fases sólidas. 

1 .2.1 'Ti];)o 1 • Este sistema se· presenta. mas 

fl,'ecuentemente. De acuer:do· a la fi~a 1 .2 los componen,....

tes l:Cqu±dos .A y C son miscibles en todas. proporciones, ,.... 

s:i:milarfu.ente ocurre con. los componentes E y c .• Sin embar

go·, los componentes f!.~ y B son parcialí:nente :miscibles y ..,,.... 

¡os punto.s, D y 'E representa una. solución .saturada del co..m 

ponente B en el componente A y una .solución sat.ura.da d-e A 

en J3: re.spectívamente, los. cuales. son puntos limitante:s ~. 

ra 1a existencia de dos fases d:el s.istema binario A-B .• 
e 

FIG. 1 ,.2 
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Todas la.s mezclas rep:résentadas por los -

punto~ fuera de la curva DNPLE son soluciones de una fase 

líquida simple homogénea., mientras que las mezclas del in 

terior del área. limitada por la curva y la línea D-E for

man dos fases líquidas insolubles. La curva DNPLE repre-

senta los p1,ID~os de cada fase en donde la solución está -

saturada y rec;i.be el noII1bre de curva hinodal .o curva de -

solubilidad. 

Una mezc·la de composición M formará dos S..Q. 

luciones líquidas inmiscibles de composiciones L y .N, el 

punto M se encuentra sobre la línea de unión o d,e reparto. 

la cUá.3. determina la composición dé las da.s tases q:ne se 

forman. .El á:r-ea de heterogeneidad estl! totalmente llena. -

de lÍñéas de retarto (o de unión) .iníaginarias, de las cu,g_ 

les. se muestran sol.amente unas cuanta.s en la fígttra 1 ~ ..... 

:Estas líneas no son paralelas y de ordinario ca.mbian de .... 

pendiente lentamente en up.a dirección al cambiar la con-

centración, sin étnbargo, son bástante comunes los casos ... 

en que hay una in:vers:i6n de la pend.:iente y estos sistemá:s 

han sido 1iamados nsolutr6picós0 , como por ej.emplo e.l Si§: 

tero.a. benceno ... piridina-agua. 

En e.l caso del sistema de la figura 1 .2 9$ 

evidente que, cuando se añade el componente C a uná mez-

cla líquida hete:r:ogénea de A y B, 1e distribuye desigual

mente. entre las dos capas conjuga1a::; con mayor concentra-
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ción de las so].uciones ricas en B; a medida que se agrega 

mas componente e a una de estas mézélas aUlnenta la so1ubi 

lidad mutua entre A y B. E1 punto P (punto de -PliegueJ es 

en donde se juntan las a .. os :ramas ·de la curva de solubili

dad, y no siem.Pre es el. punto máximo con respe.cto a C en 

la curva. Al punto P se le llama también punto' de condi-

e-i6n cl.'ít.ica. 

1 ,.2.2 Tipo z. Este caso sé representa en ·~ 

la f'igura. 1 .3. Se óbsel,"va que los paxes de líquidos A y B 

son parcialmente miscibles lo m.ismo que los pares B y e, 
y el componente A es miscible en todas proporciones con c .• 

Un. .sistema ternario que presenta este comportamiento es; 

A..-n hep.tano; E-anilina y C-metil.ciclohexano. 

Este tipo pue.de obtenerse por una va:ria---

ción en la temperatura de un sistema del tipo 1. Al dism1 

nuir .la tempera.tura, ltf. inmisc'-bilidad aumenta en uno o -

en dos de los pares de componentes·, como lo muestran las 

secuencia$ de las i'iei.1.tRs 1 .. :lf. Y 1 .s. 

A 
FIG"' 1 .. 3 
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°FIG •. 1 ,.5 
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1 ... Z.3 Tipo 3. Estos s:tstema-s son muy com,......, 

plej os y dif~ciies de manejar. Un e j.emplo del m~smo es -

ilustrado en la f'igura i .6 e;1 donde .A es etileh glicol,. B 

es: a1c.oho1 lau:rílico y C es nitrometano. 

e 

L-.-'1---"':"-'.,.._""'=:::'. ....... "' ~s .. t 
~ 



- 10 -

Este sistéma a 29°c presenta tres zonas de 

irtmiscibilid.ad separadas de dos líquidos en equilibrio y 

Uha peroieña regi6n de un líquido en equilibrio. A 28°c 

las reg.;i.ones de solubilidad incompleta han aurnen:tado y 

aparece una pequefía región de tres líquidos en equilibrio 

en la zona cent1•a1 del triángulo. Bajando la temperatura 

a 22.°C la zona central de inmiscibilida.d completa h•:l au-

mentado y como la temperatura está :por debajo O.el punto -

de :fusión del alcohol laurílico·, se :forma un área de equ1:, 

librio sólido-líquido. 

1.2.4. '.Cipo 1+ •. Estos sistemas son muy com:

plejos en lo que se refiere al mímero de ;fases en equili

brio existentes. En el proceso dei extracci6.p lÍqU:ido.-lÍ-

q:uido, algunos. de los sistemas mas simples llegan a tener 

interés, como :por e .. jemplo la .ext.ra,cción de un disolvente 

orgd"nico que tenga a1gWi sólido orgánico disuelto-, que, ... -

por el p:roc.eso de separa<!iÓh. de éste disolvente la solu-

ción llegara a sobresaturarse al grado de que e1 sólido -

comience a f.ormarse en una :fase y presipite tapando los -

conductos 'por donde :fluye la fase líqu:i.da. 

La figura 1 .7 representa un tipo que ocu-

rre frecuentemente. ,A uná temperatura t 1 los componente$ 

A y B son liquido$ parcialmente solubles y el componente 

C es sólido. La solubilidad de e en el componente A Pt!r-O 
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y en el B puro e.stán representtidas por los puntos. D y E ... 

·respectívam:ente,, y la solubilidad se mod.if'ica cuando los 

líquidos A y B están pi>eserrtes como lo ll1U:est:ra la cu;rva ..., 

DGE'.,. Una ,mezcla texnaria de composición F forma :u.na solu ... 

ción :saturad.a de composición G y están p!'esentes crista.-

les del s.óJ.ido e. La ;zona de equilibrio de do.s líquidos ... 

limitada. por 1.a curva .TP:H es similar a ia presentad.a pa¡oia 

sistemas del. tipo 1 ~ En este caso éXiste una zona de una 

fase 1íquida en equilibrio que separa a las dos áreas. de· 

he:terogeneidad. A una temperatura inf e:rio:r· t 2 dism.irruyen 

.las solubilidades nn1tuas y J.as :regiones d.e inmiscihilidád. 

atlnlentan y llegan .a uni;t'se .. Si se baja aún ·.mas. la. tempé!'i! 

tura a u..11a t
3 

_, la curva bincd:a1 de ¡:(quid.o es interrmnpi .. 

d.a por .la. cu:rv:a de sol:übilida:d de Solido_. Todas las II!eZ-

e:la:S ternarias q:ue se encuen:tr~n d.entro del triángulo CKL. 

f'orman. una f'ase en equilibrio y las. puntos K y L represen 

tan solucione.s líquidas Sé: tura:da$ de B ·en A y de .A en. B . .,.. 

respec.tívamente. un ejemplo de este comportamiento es eJ.. 

sistema A-anilina:; B-isooctano y C-nal'ta;leho., 
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A 

FIG. 1 .7 

1 .3 Ley de partic·ión o de reparto. 

Si logramos obtener un sistema ternario de 

dos f'asés, éstas pueden ser separáda.s por un proceso de ... 

extracci6n liqu:ido-1Íquidó ¡:iara recuperar, ya sea un sol:g 

to º' el disolvente, y es importante entonces conocer en. -

que razón se reparten entre las dos fases. 

cuando dos .líquidos son parcialmente mise! 

bles e.s evidente que el comportamiento dé uno con raspee!-



to al otro y viceversa dista mucho de ser ideal. Sin em ....... 

bargo, é:l te:¡'cer componente soluble en ambos pµede: compO.!: 

ta'rs.é idealmente s.i se en:cuen:tra SU:ficiéntementa diluJ~do 

en. la.$ do$ tases .. En estas condicd..ones ;pued.e ¡:1plica:rse l.á 

ley de _partición o de reparto .. 

En el eqU:ilibr.io, .e1 po~encial .qllÍitt:ico p. -

d.e la e$pec:ie i deberá ser igual en ¡as dos f~se.s o< y.€'·, 
es':t.e es 

Por o.tro laqo 7 en cacla una de .las fases 

}íi = p,;~ + RT ln x1 

... ,.(1' .1) 

.... ,,(1 .2) 

siendo :x:1 la tracción molar d,él solut0c y pi* el valor del 

:poi:;eneia.I químico p. cuando ~i :::: 1 " 

Apl::Léando la ecuación (1 .2) a l<ts dos .ra .... -

ses., de acu_erdo a 1a eéliac.i.Ón (1 •. 1 ), resultar( 

.

·n. °' * + 'Cm·· ln. :x:. ·~ - n. ~ * ~. RT. · ;j·"". ... ~· ri · ·. · :u..i. i - r:t -r · . .LJ.J., """i. 

RT J.n X¿_tl ..., RT 1n xi~ = Pl * - Pt * 
RT (In ;t:,i« - .ln x.f ) = u.!* .... u; * 

-.u~*. n ·d> .. ., - 1·i · - ri 

•• ,.{1.~3) 



El enunciado de 1a ley de part.ición o de ... 

reparto se puede deducir a partir de la ecuación O .4) • 

ºA u.ria tempera tura constante, la raz &n en

tre las 'concentraciones molares eln las do.s fases es cons-

tante11. 

Esta ley de pa.rtiei6n o de reparto sólo es 

apl1cab1e~en el caso de so1uéiones diluidas. 

Lo$ :procesPs de extracción líquido-líquido 

se utiliz.an cada vez más porque la éonstancia del coef'i-

cie.nte de reparto no es :tmpre'scitld.ible en tanto que :sus .. 

variaciones :no sean demasiado grandes* Desde el. puntó de 

v;tsta práctico .se desea que, e1 coef'lcíente de te}larto ten 

;ga tlI1 valor elevado y que los dis·olventes sean de fácil -

tecuperación2 además de que los disolventes empleados de

ban. tener l.a~ capacidad de alcanzar e1 equilibr·i:o, en un -

tiempo cortp. 

í )+Equipo :para extracción líq:uido-l:fquido,. 

El equipo utilizado para esta opéración ,.._ 

\lri:ita:ria: depende de .la forma de la o:pera.ción y del proce

so •. Se utilizan t .. orres de platos o e-mpacadas, tanques. con 

º sirl agitador, depe,ndiendo de la .facilidad ae separac:tón 

del sqluto de la sol.uqión y con las boquilla.s :para entra

das y salidas nece.sa.rias. En todas las ·formas de pper,a .......... 
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cl6n y dependi,endo de1 proceso pueden usarse en regímenes 

contínuos o por lotes. 

En la figura 1.8 se muestran los tanques -

usado$ para la separación con y sin a.g~tador. Cada tanque 

constituye una etapa de op.eración., 

El"lt1"~c\':l k . Ef\.\~:atla 
d.c - So\uc\o~ d.i.~\..n.~te.. 

s.hch.. 
c!e 

t....Ct~a;ct'o 
s~\1J;¡ Je. 
T"G~ ~ n ~ áo. 

La .fig:Ura 1 .9 mues.tra una torra de platos 

y una torre empat;ada en donde .se míleStra la entrada d.e s;g 

lución con el componente a separar, la .entrada del dilü-

yente que servirá' de e:xtractor, la salida de la solución 

rica en el componente extraído y la del disolvente que -

originalmente contenía á.1. soluto separado. 



------------

$;¡l:.J.a J.e 
a.xh·a.:tó 

FIG. t .9 

S;>lida J.<Z.. 
:orLfinóldo Í 
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a;) •. 0.ontac:bo ún.icc. 

Es cuando la operación se lleva á (!abo e_n 

una sola ert~pa,, en que la so1uci.6n qu,e ha de dividirse en 

sus componente$ ;¡ ei disol:vel'.lte de extrac·ción se po1l~n e_n 

contacto una scla ·vez y se separan las :fases de extraeto

Y retinado • .El equipo pa:ra este tipo de operación puede .... 

ve:r_se en la f'igüra 1.8. Es un tanque en que se alimentan 

por la parte su.peFior· la solución y el disolvente. Para ... 

·tener tma mayor eficiencia en 1a separación., el tanque •

puede estar provisto de un agitador con e1 objeto de que 

-proporcione ·un mayor contacto entre ambos líquidos. 

Si .;La ;fase .retinada ·es me.nos densa .qµe 1a 

fase e.str:a-!da ,, ésta saldrá por· la :pal'te lateral del tan ... -. 

q_ue y s.i es mas densa sala±a' por el fondo. 

Esta o:perac:Lón puede lleva:rsé a cabo en ré 

~imen cont:fnuo o por l:ot·es. 

b). Contacto mú.ltiple en corriente t:rans-..; 

versal_. 

En este tipo de operación, el r-eíi:nado de 

cada .etapa se pone en contacto con rlisólvente de extra.c--

ción nuevo, esto es,- e1 X"afj,nado que sale dé .la primera -

etapa pasa a 1a ~e.g:unda y· ,ahí se pone en con.tactr:> con di

solvente :puro de donde se produce otro refinado que pa.sa 

.• 



tor:re- de ?lato~ ~on {i:limentaci.5n d~ disolvente y salida -

de extracte en ead~ pl~to, como puede o0bservarse en 1a f~ 

1=. 'r\T \" aJ .. :. ó ~ 
óiso\'lfe \'\te 

FIG •. 1 .10 

E 00 t<-'aJ.a 
~(;}~•Jll": l.Ó T\ 
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~s.t;a t1po 1·e eqni¡v; ~as..1 !'!O S$ usa por ser 

.muy co.ro.ploj.o además da no ser eeo_-;Ól~i-,;r.:, ¡rt:i. q:ue. los cos;..

tos de inversiÓl.1 J.- de operación snn elovad:og, delJid.:o a la 

gran cantidad de tubería nec~sor:u. ·y· 4 lo s.ofisticado del 

equipo. 

e) .. Con.t:lcto múlt:tpl,.· ::: e;::mtracor:rifa~nte .... 

Bste tipo de vfal'frnión ~~!> '31 m·1.s usado, no 

solam1mt~·~ t:>1J.ra la ez'f;r~cción l:f.1.üa~,-lf14uido, ;Zi.."lo tam~-... 

bi:.~n paT'.'l ;,t;ra::_, npei>r1cJon~s nnt t 0:;;-:.L11 ~omo destil'lción1 .... 

3dso1•e1~:n, de~rnrción~ etc~ Consta ele ~rtirt torre de platos 

f) ~mp~-c-;e\r:i en d.oude: la alimentación del d:lnolvertt.e: y 1:a ... 

de la solución se encue:nt:rsn e11 VJs ex.tramos opuestos de 

la fa)l'l'í~., L~s. fases extrae.to y rli)f'L"lado f'luz,=en en di:rec

ci~mes e•:intrarias y también sal:en por los e:.ctxamos opu,es ... 

tos, como lo muestra la t"igura 1, ,. 9. 

Puéden estar las alimentaciones por 1.a pa;t 

te supel"ior y la.s salidas por la pa:r'te infel*iO'.!.'.' de· la to..; 

rre .• 

dJ .. Extracción diferencial~ 

Ltr extracción dif ereneiel se ut:ilize prin

cipaJ.mente a nivel de laboratwio Y;· &1 igual que la de.$-· 

tilación ·diferencial., se comporta éo.mo U..'l'.\a etapa adeal, ,... 

s:i. es qµ.e el tanque se encttent.ra perf ect?mente agitado pa 

ra mantener la me·.zcla en equilibrio .. Este tipo de extrac

ción opera como sigue; 
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15ri tm taJJ.qu,e perfectatn.ente agitado, como ,.. 

en el. mostrado en ia f igu:ra ·1 ·~ lt ; s.e encuentTa uria canti

dad dé solución con eJ. solu.to q:i¡e ha de ·e'Xtraerse.; se ali 

menta. e1 d.i.sol.vénte por el fondo de.l tatJ..Q.ue, si es que é,g 

ta: f'ase es. d..g menor densidad quÉ3 la solución que se en--"" 

cuentra en. el tanque, o po:r la paxt.e superior si és d.e !fi.§!. 

yor dens.idºa.a: .. Si la soluci6n inici:a1 no éstá saturada:, e:2_ 

to quiere. decir qué el punto de representa e.sa 1condición 

en ~l di·ag:rama de fases s·e encuentra sitp:aQ..o por encima -

(le la ·curva 'b±riod'<H., las pr.imeras cantidades de disolven

te ag:rega.do· se irán. disolviendo hasta saturar a. la solu-... 

c.ióµ. de este' componente. La siguiente gota. de. d:iso;Lvente 

.que entra a .la solu.ción formará una .capa de ex.tracto en -

la s:uperi:icie <leJ. líquido o en al fondo, O,.ependiendo de -

la difer.ep:c:ia de dens.idades y sera extraída del tan.que in 

meO.i.a tam.e.rrt;e .• 

FIG. 1 .1'1 

E.Y\-\~aóa J.t. 
<:::.o\oc¡ón 
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e). ContactomUltiplé a contracorriente --

con reflüjó., 

Ei uso de reflujo en un tipo de óperación 

como el de c-ontacto múl.tiple a contracorriente proporcio

na un pl'oceso que en lo esencial es análogo al de la des

tilacj;.Ón 1'rac<üonada. 

Con el uso adecuado del re:flujo es posible 

enrique.car el extracto mas aún que en el caso sin xeflujo. 

La i'igtll'a 1 .12 muestra una torre de. platos en donde la .... -

al:imentación de la solución se encuentra en la paxte in-

termedia, y en la parte superior la torre cuenta con un. -

s.istezna separador del disolvente y proporciona el rei'lujo,. 

La solución alimeµtada se divide en un r.e

f'inado y iln extracto. que ambos se apartan dél comporta--

iniento de la solución alimentada. Mientras avanza e1 ex-

tracto, aumenta la concentrac1Ó.n del componente que se d~ 

sea se:párar y se produce la fase 'f:i.na1, de extl"acto que eg 

tra al sistema separador del di.solvente y se obtiene él _, 

p!'oducto casi pur.o .. Parte del ext:racto se elimina del --

equipo y otra pa?>te se refluja a contracorriente del ex-

traéto en vías. de enriquec.imiénto. 

El sistema de. separación de:l disolvente 

:puede ser una columna de destilación o un tanque herméti

co a baja presi6n en dopde uno de los componentes se eva-

.. 



pora. La selección de este sistema depende de la ,di!'eren

cia de propiedades de ambo.s éomponentes, si .la dife:rencia 

de puntos de ebUllición es alta :puede utilizarse un tan-

que a baja :presión para que la sepaJ:>acióp se realice por 

medio d~ una destilaci6n ;f'lash, si 1a di:ferencia de Ptm-

tos de ebUllición no es muy alta puede utilizars.e una co

lumna de destilación. 

Al reáliza:rse la separaci6n de estos cbmpo 

nantes, los puntos que representan a estas concentracio-

nes en un diagrama de .equJ.librio ternario se encuentran -

precísamente en los extremos de .la curva binofü.ü"" 

S.Q \td:i ác 
~>< ·t-r ~ r: to· 

5:¡\\.l.o¡: J.<. 
:\"C~\nad..o 

$e\".::r~s c:'ldn ¿,c.\ 
i--~_....~ .~:l'lO\ ve:t\tc:. 

FIG. 1 .• 12 

S.;> \.tó.a ~e.\ 
a;~\.vil!.nb:. 
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2 .1 Fo:rmu.lación de los :modelos matemáti'C:os. 

A). Balance de materia .. 

2.., 1' .,:A,.1 • Be anaMza primenro el ba.l~nce de 

JIJ.ateria en una sola etapa. (C.ontacto único). 

f ,,----~·R 

FIG. 2,.1 

F es la e~n:tidad! da masa de la sol.uc:l.ón -

que ha de sépararse en sus componentes por medio del d::t-... 

solvente d:e ext'.racción s j;lara obtene.r· una. cor.riente :refi

nada R; que es la soluci6n pobre en el componen.te extraí

do, y ll.Il extracto E que es la solució'n rica en el c:ompo--

nente separado ,de F. 

El balance d.e. materia nos d.ice que l.a suma 
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de, la$ corrientes de entrada es igual a la suma de· l:as C.Q.. 

rrientes de salida mas la acumulacioh,. En este tipo dé 

procesos no existe acumulación por lo que se puede decir 

que las entradas son iguales a :tas salidas. Aplicando es

to .al. modelo de la figura 2.1 se obtiene; 

F+S:::::R+E ••• (2.1 ) 

Si A es e.l componente. de la alíIIlentación -

que se desea separar, el balanc.e de materia para é.ste· com: 

ponente serd.~ 

••• (2.2) 

donde la !lo.ta.ci6n XAF es la .fr.acc.ión en peso del compone,g 

te, A en la alimentac;Lón F, XAs es .la fracción en peso del 

comp.onente A en el disolvente de extracc.ión .S, etc. Tam ...... 

bién p'ú.edé r·epresentar fracción l?,lol,. 

Por lo :regtü.ar, el disolvente de extrac--

ción. es puro, por lo que no existe el componente A en es . .

ta corriente, esto quiere decir que XAs .;::=: o. A menos que 

por condicHón del proceso, el disolvente. de extracción se 

recil'cUle después. d.e haber sido destilado para .separar lo 

mas posible el componente extra!ao, pero como sabemos, no 

puede ha'ber 11Ilª separación dél 100 %. 

Por costn.únbre se denota. por B' el componen ... 

te o sustancia diso;I.vente con la que se ef ectuartÍ la éx-

tra.ccitfo y la cantidad de este disolvente que entra al --

sistema es s. 
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Si representamos el balance d,e materia en 

un diagrama triangular de Uli sistema dél tipo 1 {:fig. t .1 ) 

el balance total de materia para la operación e.s: 

.F + S = R + E :;.:11 ••• (2.3) 

.donde M represt:111ta. 1.a cantidad de mezcla de la solución -

de alimentación y de. diso;I.vente. Las composiciones del -

punto M pueden determinarse analític.amente resolviendo -

los balances de .materia para dos de los componentes. En -

base a las ecua.clones (2.2) y (2.3), él balance de mate-

ria para eJ.. componente A sera: 

F x.AF "+ s XAs = .M ~·J 

despejand.o XAM de la ecuación (2)f) 

XAM =' .FXAF + S XAS:: F XAF + S XAS 
M F+S 

haciendo un balance para el componen.te B 

.... (2. .)+) 

..... (2 .5) 

••• (2.6) 

Re.solviendo las ecuaciones (2.5) y (2 96) -

·encontramos las· composic·iones XAM y XBM' además ya conoc~ 

mos las compoS.iciones de la alimentación y del disolvente, 

por lo que podemos localizar .;Los, pun.tos F 1 S y .M .• 

Como suponemos que se trata de un~ etapa -

ideal, el punto M produc;e soluciones de extracto y ref in! 

do, .E y R, situados en las extremos de la lfuea de repar ... 
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t;o que p~:;;a por 11. 

r,a.s composiciones ;¡ pe.so.s de la.s corrien;:;.

tes de extracto y de refinado se pueden conocer además -

realizando los balances de materia. Haciendo l1n balence -

•... <2:n 
que resolviendola simultaneamente con la ecuaci6n (2.3) 

despejando R 

sustituyendo en {Z.7) 

de donde 

E XAE + (M . .; E) ~R = M XAM 

E XAE + l~ XAR .... E XAR = M XAM 

E(XAE - XAR) = M(~M .... XAR) 

••• (2.9} 

y R puede resolverse a partir de· la ecuación (2 .m . 
Si la mezcla M no se encuentxa dentro de ~ 

la i'egión de dos fa.ses. líquidas no podrá haber separación 

por madio de ttna ex.tracción; por lo tanto habrá U..11.a cant_! 

.dad máxima y una mínima de disolvente para s.itu.ar a M en 

esta región. La cantidad mínima de disolvente está dada -
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por la .siguiente ecuaci6n~ 

.... c2.10) 

y situará al punto M en el punto D del diagrama de la fi .... 

gura 1.i. ta cantidad de di.solvente m:Ú:ima. está dada por! 

._.. (2 .11) 

qu.e situará al pun.to M en el punto G. Siémpre deberá usa~ 

se una cantidad de disolvente S que e~té' dentro del ;ínter 

V'alo comprendido entra Smín Y Smáx" 

2.1 .A.2. Balance de materia en un proceso 

de contacto mÚltfple a. contracorriente~ 

En este tipo de proceso se emplea una se-

r ie de .etapas interconectadas en donde 1a alimentación y 

el disolvente son introducidos al sistema por los ert:re-... 

mos Cl;puestos de todas las etapas:. Este J:>roceso se re:pre ....... 

senta en la f'ignra 2 .?a. El equipo ut.il1zado en este tipo 

de proceso es una columna ele e~tracció"1 de plátos en don~ 

de cada plato representa una etapa de contac'to y se mu,es

tra .en la. f'igura 2 ··ªb. 

FIG. 2.?a 
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Haciendo un balance en un diagrama de coox 

denadas triangulares de un sistema del tipo 1 , i'igu:ra 2 •. a, 
y haciendo notar que en .los procesos de este es.pecie se -

conocen 1os valores de F, E, B. y S; y lo que se desea de

termi...11.tr es el núm.enro de etapas o platos para llevar la 

corriente F de una composición XAF a. una corriente E con 

composición XAE y con esto se lleva a la corriente S de ... 

composición XAs, que en 1a mayor·ía de J.os casos. és c.E!ro, 

a una corriente R de composic1Ón X.AR • 

. - n 

F E 

FIG. 2.~b 
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.E1 balance total de materia será (pñrá un 

sistema ternario de componentes. A, B y O): 

••• (Z.1) 

que es. el mismo ba:lanc~ para todos los casos. 

El. balance parcial ;para el componente A:: 

F XAF + S XAS :::: R X~ut + E XAE •• ~<2.2) 

El ba:J.ance· parcial par-a el componente B: 

., ..... (2 .. 12) 

EJ:. balance parcia.1, para el componente e: . 

F X-.· · ..._ S Y - . - R y _R -l. E x _. · · -\JF ' -"CS - ~"C • · -¡;E ••• (2 •. 13) 

Por l;o .general., 1as composic.ioll.es de, la.s .,,.. 

corrientes d~ entrada son conocidas y :tas :incógnitas s.on 

las composic;i.ones de salida,. además sabemos qúe la suma ... 

de las ·comp"os:.ici.ones en fracción masa o .fracción mol en ... 

cada ~orJ;;iente debe ser 1 .. o .. 

Por lo tan·to en la corriente a; 

Y en la corriente E; 

De estas seis ecuaciones, solo cinco son -

linealmente independientes y la otra no es .independiente, 
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entonces tenemos un sistema de cinco ecuaciones con seis 

inc6gnitai;;, el .otro medio de ín.f'ormación que. se tie11é pa

ra que el .sistema esté comp1etamente definido es el dia-

grama de eqUilibrio tísico del sistema correspondiente .• -

El . .mét.odo de cálcUlo se. discutirá en el capítulo siguie:n-

te. 

El método grá:fico para. la determinaciórt de 

la cantidad de etapas necesarias de una. torre de ~:>:trac ..... -

ci6n líquido-liquido es como sigue: 

Al conocerse los valores y composicione.s -

de las :corrientes F, E, R y S se conocen también su:. loca

lización en el diagl:'ama de eqUil.ibrio. Siguiendo la .nota

.ción de la numeración de 1os platos d.e: la figura 2.2b, la 

cor.riente E sale del plato No. 1 , por l.o que tendrá ima ... 

notaci.ón ~· y la cor.riente R sale de la etapa n, entonces 

será R:n.. 
El balance total. con esta notación es• 

... (2.16) 

podemos hacer entonces: 

.... <2.17) 

Al punto o se le c'onoce como punto de .ope

raci6n y se localiza pt'olongando las lineas E1F y Sl\i, lo 

caliza.dos en el diagrama de eqUil;Lbrio, hasta que se cor-

ten. 
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Haciendo un balance de materia de las eta-

F + E 1 =E,, + R m+ 1 m 

F - E1 ::: l\n - Em+1 = O 

•• ~ (2 .18) 

,. •• c2.19) 

Sl balance para la etapa m exclu.sívamente 

l\n-1 + Em+1 =·!\u + Em 

R. -E -'R. -E 1 -O• -111-1 m - -'ln m+ -

••• (2.20) 

••• (2.21) 

Se puede nota:r que las ecuaciones (2.1. 9) y 

(2 .21) son equivalentes, esto demuestra. que e1 extracto -

Em+·1 puede localizarse a partir del refinado ~ prolon&.an 

do la. línea 01\n hasta la curva. de solubilidad rica en B. 

A partir del punto .~ y siguiendo la línea 

de u,nión hasta el otro extl'amo de l~ curva binodal se lo

caliza el punto Em' qué está' en equilibrio con la corr·fen; 

te I\n_ •. Trazando una línea desde el punto o hasta el punto 

Emy en donde esta línea corta a la curva bip.odal se lo~'ª'

liza el punto 1\n-1 y así sucesivamente. El punto M puede 

localizarse en el cruce de las líneas que tmen a E1 ~ y -

FS. La :figura 2.11- ilustra este método~ 

2., 1 .A .3" Balance de materia. en. extracc:ión 

cli.ferencial. 

La notación que utiliza.remos para este an,g_ 

lisis es el siguiente: 



. o 

c . 

Fl:G. 2.,.3 

dS moles de entrada 

dE moles piioducidas da extracto 

.Q;R moles producidas de refinado 

R moles iniciales 

fil 'balance de· materia total es: 

R + dS :::: (R - dR) + dE 

dS = d;J,5 ... dR 

... 32 ... 

• ~· ·• (2 .?.2) 

El nuevo· :retinado, R - dR, tiene una compo 

sición XAR - d~R; XBR - dXBR; XcB - dXl;.a" 
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Hacíendo un baJ.ance para el componente· e 

Haciendo un balance para el componente :A 

•••• (2,.24) 

.Eliminando dS "3' dE de las ecuaciones ----

(2.22), C.4.,,23) y (Z.21+) de la s:iguiente: fol'ma: 

fü~ ::I,a eouac;t·ón (.2 .. Z4) 

dE - dR = ~ dE _ ... ll a:XAR - XAR dR 
. 4-as 

dé la ecuación re .. ~3) 

tenemos 

dE ... dR ::: XcE __ dE ... .R _ dXcn ... XCR dR 
Xcs 

XAa(dE - d1Ü ::::: xliE dE ,... R dXAR .... ~R tta 
JrcsC:dE - dR) :;; X°cE dE - R <iXcR ... lrcR dR 

XAS dE ... ~S dB -~ XiE élFJ .... R dXAR - XAR dR 

Xcs dE - Xas dR ·;;;:: XcE dB: ... R d1icR - XcR dR 

(X:AS - x:AE) dE = ~s dR - R üXm ... XA..1-"f dR 

CXcs ... Xos) dE = XCs ·d.11 .... R dX'cB. ..... AcR dF~· 
- - - . 

. d.E = XAS dR ... R dXAR ,... .XAR dR 
XAS .., XAE -



;peró también tenemos dE = Xcs dR ... R dXna -- XcR d.R 
Xcs ... · Xc& ·· 

por lo tanto podemos igualar estas dos ecuaciones 

<~s ... .XAR) d'.R ... R dXAR = C_Xcs -_ XcR) dR - R dXcR 

XAS - XAE Xcs -· XcE 

dX"cR ... dXAR R = dR 
XCs - 4Cs xAs - xAE 

~~~Ro 
Xcru-

Xcs - XcR - XAS - XAR 

Xcs ... XcE XAS -- ~AE 

donde el subíndice f denota: e1 estado final y el subíndi

ce o el estado :U'licia1,. 

.El extracto final Ef'' qua está compuesto -

de tódos los extractos .separados·, se obtiene por elim:l.na-· 



cion dé dS de las ec.uaciones {Z,.22) y (2.Z3}. sustiteyeu

do dS d:e la ecuación (2 .•. 22) en la (2,.23) obtenemos• 

Xcs (dE ... dR} =·Xcm dE - R <lXC:a-- Xcn dR 

Xcs dE .... ~s .dR ;:: XcE dE ... a ªXcR - XcR dR 

Xcs ·dB ... XcE! dE ::::: iros dR ... R ª::\ca ... Xc.a. tiR 

a.E = CXos - XcRJ dR - R. ªXCn ...... (2.27). 
(Jrcs •·" X'cE) . 

y como Xcs es constante 

••• (2 .,28) 

que pt1.ede evaluar::u.~ c.o:n. lo$. d~t.os obtenido.s al resolye;co . .

la: ecuá.ci6n (2 .26) • 

ta cantidad de disolvente ut.iiizad.o sérá; 

••..• (2..2.9) 

En caso d.e .que ¡a s.olttción inicial. no estl 

sa.turada t habr' que adicionar una c;L.:erta cantidad de· di-

sol vente necesaria para llevarla a la so.turacd:ón,. 

Para los componen.tes A y d ~ el balance: de 

materia. es~. 
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La composición del extracto final es; 

•• ~l2 .. 32} 

... • (Z .33) 

••• (2.3lr) 

En el caso de que el disolvente, que es el 

componente B ,. esté puro~ esto quiere decir que ~S = O y 

Xcs =o, la ecuación (2.26) 

re Ro 
. . . Ro · 1 . dY'CR ln-= 

·11r XaE XAR - Xcn 
·XcM ~ XCE 

se reduce a;. 

Y l~ ecuación (2.28) se transforma en; 

••• (Z.36) 

2. .. 1 .A ... 4. Balance de materia en operaciones 

con corriente tr.ansversa1 .. 

Este ti·po de operación puede ser represen

tado de acuerdo al diagrama de flujo de la figura 2.4:. .. 



... 37...., 

FIG. 2.W 

Se. puede. observar qu.e el extracto combina

do E es. la suma de todas l:a.s salidas de ext:ract-o •. 

E ::: E1 + Ez + E3 + • • • + En 
~E ·~ ;_E1 15j. + J{AE2 E2_4 XAE3 E3 + 

E 

.. .. • (2,,37) 

-. . + X,..-ci . E •••• · _ ~n .n. 

•• it .(2.38) 

••• .<a.J9J 

XcE = XcE1, Et + XcF2 Ez + 7~E~. E3 4 • • • + XCEn En 

E " • .,(2)+0) 

Para resolver este t.ipo de problemas hay . .,. 

qtte proceder haciendo un balance en cada eta.pa como si --. 

í'uéran aisladas,, e$ decil" 1: consttd~re:ndo a cada etapa como 

:Un sisitema de contae:to rln:ico. 

Pueden presentarse dos. variantes ért Ios -~ 

problemas a re.solver·; cuando se cóhoce e·l nUm.enro de etá-· 
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pas y hay que calcular la composición dél refi..'"lado o de 

.los extractos, este es el ce.so mas sencillo; el otro es -

cuand-0 se quiere obtener un X'efinado o un extracto de una 

concentración determinada, entonces se hacen balances en 

fc;ri:ma iterativa, haciendo un balance por cada etapa hasta 

llegar a la composición deseada, teniéndose as! el número 

de etapas nec.esarías. 

2.1 .A.I} .• Balance de materia en operaciones 

de contacto 1I1Últiple a contracorriente con reflujo. 

Podemos observar ~ste tipo de operación en 

el diagrama de flujo de la í'igura 2.~. 

FIG~ 2.~ 

Haciendo un balance ep él sepnrador d~l d! 

solvente tenemos; 



Pero como se vé, J,a co:rJ."ienteE 1 ,se divide 

en las oorr·ientes R
0 

y PE, por lo tanto 

E' ='Ro + .PE 

Por lo q11e la E.=lCUtición .(2. .. >+1 ) se convierte 

.... (2.,h.Z) 

···~(2..43) 

.... ,.c2.lf.4.J 

Si hacemos un balance s.olo en J.a etapa de 

enr:iquecimien:ho de .la planta, tenemos que: 

E¡,.-'"1- = 8E + PE + Re_ 
Y-¡:"' - -

••• (2.1;?) 

Sus ti tu:renO:o Q de- 1a. ecuación (Z .43) 

Eé+1 :::: Q +Re 

Q = Ee+1 .... :ne 

••• {2 .lf6) 

... (2.47) 

Esto quieta decir qu~ Q rep;resentá. el flu,... 

jo neto en lá. sección del extracto de la planta -para las 

etapas 1 a '(:f' ... 1 )~ siendo la etapa r· por la :g~e se al~-

menta la ·so1tléión .al. extra~torio. 

Para: la ::;ecci6n del .Tefinado, un balance: -

de! materia de las eta:pas p ~ n del diagrama de 1a .figtl.ra 

2.6~ tenemos.: 

s + R .1 .. ==E + R p... P' n 

haciendQ S-R-=E ... :a 1 =W -11 p P-

··~(2,.48) 

..... (2.'+9) 
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Donde W representa la diferencia constante 

entre los flujos. de extracto y rei'inado en la etapas de -

toda la secci6n. Un balance dé materia alrededor de la ... -

etapa de alimsntación da: 

••• (2:.,50) 

Esta ecuación se :pueda acomodar como s.igqe: 

•••. (2.51) 

Observando la :figura 2.?· s.e puede decir --. 

E:f = :Ee+t S Rf-1 =Re; Ef+.í = Ep y Il:r ~ RP-'1 

y la ecuaci6n (2.51 ) qttefüi: 

.... (2.52) 

Esta ecuación. demu.estra lo qtte s-e dijo de 

Q y W anteriormente. Haciendo un balance total én la plan 

ta se obtiene: 

Por lo qµ.e la cantidad de diso1vente reaue 
" .... ~ 

rido será; 
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2 .• i .B. l3a1ance de energía. 

La.: gran mayoría de las operacio1:ies de ex ..... 

tri'lccion .líquido.-lÍquido se llevan a cabo en forma isotér. 

mica, e.sto es debido a que los éomponentes que interv.ie-... 

nen en la ·Dít:)zcia. f'orma:n soluciones ideales,. esto quiere -

decir que el. cálo:t' de so1ucióil as ªª~i eero. En los casos 

en. q11e lE!S sofüueiones no son ideales, el ca1or de solu ........ -

ción es dif'el'ente de cero, e-sto provoca un cambio en la -

temperatura del sistema y por lo tanto altera al proceso., 

.En. estos cas.os e1 'balance de energ!a se :Plantea con .la .f! 

nal:l,da<l. de¡c encontrál' el área oe transfer.encia de ca_lor n~ 

.cesari,a para mantener al sistema en una temperatur!i cons

tante., 

como sigue:; 

En9rgía ,que 

entra 

~1 planteamiento del balance de ene:rgfa es 

+ 11 Generación° = Energía que 
+ Acumu.1a.ción - . . -

A régimen per.manente la acumulación e.s --

igual a cero.. E1 término- de Generación es la energía que 

se provoca por el ca1or de solución,. que puede .ser p:ositl 

vo o negativo dependiend.o si el calor d.e solución es endo 

térmico o eJtotérmico. 

Este balance está plantead.o dé acuerdo a -

la f:igUJ:la 2:.6, en donae: 



~u.a a~ 
en~ ~\4.\ '(riila.n ~o 

FIG •. 2~5 

r~"''<'e Óc:. 

<z:.xh·~c:c. \Óv-. 

- .qz -



Energía que entra ~ FAHF + SA.98 
Energía que se g.enera = -AR

501 

Energía que sale :::: Rli.HR + E~ 

- lB -

Si la mezcla de alimentación está formada 

por los componentes A y e, y el disolvente de extracción 

es l3 puro en un sistema del tipo 1 , el balance se escribe 

de la siguiant.e forma: 

F(CpAC' T) + S{CpB T) - l1H
50

l = R(Cp1 T) + E(Cp2 '.!!) 

••• (2 .57) 

Donde CpAC es la capacidad calorítica de ,... 

la mezcla de alimentación. Por lo tanto Q:ebé conocerse la 

composición de la alimentación. Entonces. 

• •• (2 .• 58) 

cp1 y cp2 son las capacidades calor.ü'icas 

de ;Las mezclas de réfinad.o y extracto que están formados 

.Por lo,s tres componentes, por lo que es necesario hacer -

el balance de mate.ria para conocer la composición de am-

bas corrien.tes. 

Para .mantener el sisteoa en .forma isotérm1 

ca es necesario extraer· el calor que se geneta por J.a en

talpia de solución, :p~ra lo cual es tteeesaric de'!ierminar 

el á?'13a de trtms:ferencia de calor,. '.Ecta se deterr.:i:r.:a de -

la siguienté manera~ 

Q =U A ATml 



-·~ ... 

En este c~sa Q = ..-4H
501 

tr = Goef'iéiente total, d:e tra!lsferencia de 

calor, que dep$nde del mél·terial .del recipiente. 

AT .. 1 = DU'erenoia i!e tempeJ?atura media lom. 

garítmica entre los. fluidos i'río y caliente. 

El co.efic1ente total de trans:fer.encia de c~h

lor se calcula con la sj.guiente ecuación 

..... (2.;60)3 

domle h
0 
~ Caei'ie:iente paréia.l de trans.fe:rencia .a.e· la pel,;í 

cula del líquido caliente. (BTU/hr ft2 ) 

h1 = Goe:ficdente parcial d.e tra11s:f'ereneia lie la pe:tí 

ctil.á del líquido trío. (BTU/hr ft2) 

k = (fünductiv±dad térmica del material. que separa -

ambas líqu;tdos. {BTU/hr :rt2/:tt) 

:x. =: Espesbr del,mater',i.al que s.epa::ra ambos líquidos. 

(ft) 

Despejando el área de t:ransf erencia. de la -

ecuación (2.,.59) :. 

A:: 9 " ••. (2.6!>)b 
U 6.Tml 



2 .2 Análisis del modelo matemát:ico e .iden

tificación. de los tipos de ecuC;Iciohes • 

.Haciendo un resumen de las e-e.u.aciertes de ,,.. 

1.os balances de materia en todo.s los casos tenemos.; 

By C. 

Balance ·total 

F+S~R+E 

Bálánces parciales :pa:ra los compone.:ntes A, 

F XAF + S XAS = R XAR + E XAE 

·F XJ3F + S XBS =< R ~R .¡.. E :xaE 

F XcF + $ Xcs = .R Xcá + :m XC& 

<j .... <2 .. a:> 

..... (2.t2) 

••• (2,:13) 

Camo fuá mencionado en, el. capítulo ante-..-.-. 

Tiór, el disolvente de extracciÓ.!l., por .lo general, e& ptt

.ro, por lo gue }CAS = Ot J:Cs = O y .XBS = 1. .; el co~ponente 

B no existe en la corriente de alimentación F, esto es --

:XBF = e. 
Sustituyendo esto en las ecuaciones ante-

rieres resUJ..ta el .sigll.i~nte sistema; 

F+S:::R+E 

F XAF' = R X.AR + E XAE 

S = R lJ3R + E XBE 

F ircF = R XcR + E XcE 

... .,(2 ~1) 

.. " •. (2 .• 61) 

••• (2.62) 

..... (2.,.,63) 



- 45" -

Z .2 Análisis del modelo matemático e 1den

ti·ficación de I,0s tipos de ecuaciones. 

Haciendo un resumen de .las ecuaciones de. -

los bala.neas de mate.ria en todos los casos tenemos= 

Balance total 

F+S::R+E .... (2,,:1 ) 

Balances parciales para los componentes A, 

l3 Y e 

F :XAF + S XAS = R XAR + E XAE 

F Xi3F + $ XES ::::: R :z'..BR + E XnE 

F XcF + S iros = R XcR + E XcE 

••• (2.2) 

.... (2.12) 

.... (2.13) 

Camo :i'uá mencionado en el cap!tttlo ante---

rior, e1 disolvente de extracción, por lo general, es· pu

ro, por lo que Y':AS = o, Xcs = n y XBs = 1 ; .el componente 

·B no existe en la corriente de alimentaci6n F, esto es --

X.SF == e .. 

Sustituyendo esto en las ecuaciones ante

riores resulta .el siguiente sistema: 

F+S=R+E 

F XAF :::: R XAR + .E XAE 

S = R. X.SR * E ~E 

F y"CF = R XcR + E 7'CE 

••• <2 .. 1) 

••• (2.6t) 

.... (2.62) 

••• (2.63) 



tas composiciomes dé la corriente de ali~

mentaci6n son conocidas (XAF y X'cF), a.demás de que para -

todo tipo de procesos se desea separar una cierta canti ..... -

dad ,. la may.or posible., del componente A de la corriente F, 

por lo tanto ;I.a composición de A en el extra.eta E (XAE) ,.. 

ya está definida y :por lo tanto. es conocida. 

Qtredan entonces cinco incógnitas: X(;R, XcE' 
!nR' X:BE y XAR• Sabemos que las composiciones en :fracción 

masa o :t'ra.cci6n mol en cada corriente süinan 1 .o, esto es: 

XAF + XBF + iCaF = 1 .o 

XAS + ·XBs + Xcs = 1 •O 

XAll + XBR ~ XcR = 1 •O 

XAE + XBE + XcE =1 .o 

~· .(2,.64-) 

.... c2.65) 

••• (2.,14) 

•• ,.(2.1 ?) 

Tomando en cuenta lo mencionado anter:ior--. 

mente 1 la ecuáción (2.61+) se pueQ.e eliminar, as.'Í como ta!!! 

bien la (2.65)., Para 1ograr én la corriente E u.na cierta 

cantidad de A se necesita Una c.ie::rta cantidad de B, q:ne -

en este caso B = S numéricamente 1 por lo tanto s es otra 

incógn;ita • 

E:¡.::iste ahora un sistema. de cinco ecua:cio~

nes linealmente :independientes, ya qu.e de éstas se~:ts· ecua 

ciones una es de.pendiente de las otras., y la infó:mnac:t6n 

de eqüilibriP :tísico, la cual para facilidad de cálculo, 



es d,eseable tenerla en .f:orma de ecuación y: para ello hay 

.que nacer un trafarmiento a !os datos ,e:¡;:périmentales me-...... 

ctiante t.écnica:S de ajuste 11' las cuales se tn.encionan en el 

siguiente capítUlo. 
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3 • MODELOS MATEMATICO.S PARA LA REPRESE,N' .... 

~AGION DE DATOS DE E:QU!LIBRIO • 

3.1 Tratamientos· de datos .c¡e eqlJ.il:Lb;r;fo,. 

En este cap:Ltulo se· tratará di:=i obtener trn. 

modelo matemático que :represente a los elatos de eqU.ili--

brio fÍ$iG:O para di$poner de la sexta ecuación falltan.te -

dél si~tema de ectiaciones con seis mcógn.itas !ndica~o en 

el capítulo: anterior·'"' 

Se han: elégido cuatro sistemas ternar.ips -

pa.ra analizarlos numéricamente. Estos son; 

a).. A.-Agni::r.;. B-.i;fetil lsobutil O.etona; C-Ac. Acético .• 

b)" A-Agua; B~Benceno; C-Piridi:i:la. 

e) • *1 ... Etilbenaeno,; B-Etilén Giico:Li C..:Estneno. 

d) ,. .A-Agua;: B-Metil !sobutil. Cetona.7 C.-..~c:etona: . ., 

Los datos de equilibrio corra.spcmcl:tentes a. 

estos sistemas se encuentran. tabtüados en las ta}Jlas 3.1, 

3.2, 3;.3 y 3 .>+y su representación ~r1ffj_ca en diagrama ...... 

triangular en las t::t~as 3 .;1 , 3 .2, 3 .• 3' y 3 .. 4. 

S.istem:a: a} .. A...Agua; B.,.Metil Isobutil. eetona; C',.Jtc, •. Aéét,1.:co 

Curva de'. I."éf'.i:nado CurV'a dé e:xt~ac:to 

A B e A B o 
9$ .. -1+? 1 ~5'5 º~º z..12 97.88 o,.o 

9;.lt) 1: .7 2.85 2 ... 8 95.33 1 .. 87 

88 5 .. 2. .• , n .. 1 5 .. 4 8~.7 8.'9 



75.7 .3.8 20.5 9 .2 73 .5 17,.3 

ra .a 6.o 2'6-2 -· 1 l;.,.5 6.0 .. 9 24 •. 6 

55,.0 12.í: 32.s 22.0 47.2 30.8 

42~9 22.5 34.6 31 ·º 35.l+ 33 .. 6 

*Estos datos son en porciento én masa 

,- TABLA 3.1 

Curva de rei'inado Curva d.e extracto. 

A B e A B e 
91t~7 0.2 ? .. 1 0.15 '87 .• 35 13.9 

87 •. 2 ó 6 .. - 12 •. 2 ~ .8 71 .2 21 .• 0 

71 .6 2 .. 5 2.5 .9 3.1 61 .6 35\3 

5lt-5 3.8 41 .1 q._a r;6.8 38.4-

36.3 10.0 53 .. 7 5~8 )O)t l+3.8 

•Estos da tos son en porciento en m:asa. 

TABLA 3.,2 

Sistema e) • A ... Etilbencen.o.; B,...EtiJ.én Gl;tc.01; 0-Est:i,reno 

Curva de rei':tnado Gurva de extracto 

A :B e A B e 

90.56 0.81 8 .•. 63 9,.85 8á51 
, - ·-' 1 .64 

80 4 . •. 0.93' 18.67 9.31 BT.'?. 3.49 

70.1+9 1 ·º 28.511 8.72 ª'":a !J'.48 

60.93 1 .09' J7 .• 98 a.01 81t .. lt8 7.4,5' 

53.55 1 .2 45'.25 T.35 83.4 9.25 
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52.96 1 .2 1+5.81+ 7.31 83.2 9 .lf.9 

!+3.29 l .39 55.32 6.3 81 .Íf 12.0 

4-1 .51 1 .l+ 51.9 S.06 81 .. 4 12.54 

21.6 
1 ·ª 76.6 3.73 77.65" 18.,62 

*Estos datos s.on en porciento en masa 

TABLA 3.3 

Sistema d) • A-Agna; B-Metil Isob'U.til Cetona.; O-Acetona 

Curva de refinado Curva de extra et.o, 

A B e A B e 

0.98 o.c2 º·º 0.02 0.98 O .:O 

0.955 0.,022 0.023 0.025 0.9295 O.If;'5 

0.94 ó.025 0.035 0.03 o.87 0,.1 

0~875 0 •. 03 0.095 o .• olf. 0.78 0.18 

0 .• 82 0.035' o .11+5 0.05 0.1 0.2,-

0.16 o.olt- 0.2 0.06 0.62 0.32 

0.115 o .04-5' 0.2lr 0.015 0.565 0·.36 

o.65 º·º' 0.3 0.085 os15· o.4 
0.575 0.075 0.35 0.105 o,.465 o 4-3 ·-
º·5º5' 0.097 0.398 0.13 0)+15 o.455 
o .4J+5' o .125' o.lr3 0.11+ 0.395 o.465 
0.265 0.255' o.1+8 0,.265 º·ª?5 o~ - . 
*Estos datos son en í'.racción .masa 

TABLA. 3.4 



- 51 .... 

3.1.1. Representaciones g:ráficas. 

a). Diagrama de coordonadas base disolvente 

libre. 

En este diagrama se grafica, en el eje de -

las ordenadas ia concentración del diluyente· B en base li .... 

bré de disolvente (lb B/l.b(A-t0)) y en el eje de las abci-

sas la concentración del soluto C en base libre de disol-

vente (.J'.b G/1b(A+C)) de las fases refinado y extracto. 

Las representaciones grái'ieas de este tipo, 

para los cuatro sistemas antel'iores.? se encuentran en. las 

'figuras 3.5, 3.6, 3.TY 3.8 y los datos se encuentran tabu 

lados en las tablas 3.5., 3.6, 3.7 y 3.8. 

b). "Diag:rama triangulo rectangula1,". 

La representación gráfica de este tipo se en 

cuentra en las figuras 3. 9 1 3 .1 o, 3 .11 y 3 .12, siendo los 

datos los mismos de ras tabll:ls 3.1, 3 .. 2, 3.3 y 3.4. 

Si.stema a). A-Agua; B-Meti1 Isobutil Cetona; G-Ac~. Acético 

Curva de retinado Curva de extracto 

X y X y 

o.o o .01 571+ o.o 46.672 
0.02899 0.01729 o .1t0043 20.1+1328 

o.:12 0 .. 02564- o.62238 5 .99301 
0.2131 0.0395 o .. 65'283 2.77358 
0.27872 0.06383 0 .. 62916 1 .5575lr 



o.37358 
O.lflt.61t5 

'0,.13895 
0,.29032 

0.58333 
os2012 

TABU 3,.~ 

Si.s.t.e.má b) ... A-Agu.aJ B.-Benceno; C-P:i.ridina 

o 

.Cu,rv:a de refinado 

X 

0.0511 
o .. 122.74 
0.2656!+ 
o.4331+-7 
º~J:9667 

ó.002 
0 .• 00601+ 
0.,0256!+ 
0.0395 
0.11111 

.X 

0.91t881 
o .• 9375' 
0.919Z7 
0.88889 
0.88306 

TABLA 3.6 

y: 

o.89391+ 
0 .. 5479.9 

5 .•. 82594 
Z)+7222 

1 .6olft7 
1 .311+81 
1~01613 

Sistém;;i e)• .A•Etilbenoeno; B .... Etilén GlicolJ c..;Estireno 

X 

(),.087 
0.1884? 
o.aa798 
0.38399 
·O .• lf5'8 
0,.1¡.6397 
0.561 
(J.57901 
a.1sootr 

curva de e:x:trac'to 

y 

0.00817 
0.00939 
0.0101 

0.011 oi 
o .01215' 
0.0121~ 

0.0141 

o.ot 42' 
0.01833 

X 

0.11¡273 
o.,27z66 
0.38592 
o.48003 
0.55723 
0.56488 
o.~65??lr 
0 .• 67419 
0.8331:1 

TABLA 3.7 

y 

1.10322 
6.812.~ 
G.0422.5 
5.'-flf33 
5.0Z-41 
lr.9$238 
'4,.46448 
l.r-.37634 
3 .J+7lt27' 
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Sistema d). A ... ,Agua; B-Metil Isabutil Cetona; C.-Acetona. 

Curva de refinado 

X 

º·º 
0.02352 
0.0359 
0,.097 94 
0.1. :?026 
0,.20833 
0.25131 
0.31579 
0.37838 
o.tflto7? 
o.491 lf3 
o.61;J+3 

y 

0.0201+1 
0.02249 

o.0256!.r-
0.03093 
0.03627 
0,.04167 
0.04,712 
o.o;-z63 
0.08108 

0.10742 
0.14286 
o.34228 

curva de extracta 

X 

o.o 
o.64-$39 
0.76923 
o.81818 
o.,83333 
o.84211 
0.82759 
o.82474· 
o.,8<J311r 
0.77778 
0.7686 
o.6443 

y 

49:.0 
13.184lf 
6.69231 
3.54545 
2 .• 33333 
1 .631 ·58· 
1.29885 
1 .. 06186 
0.86916 
o.109tr 
0 ... 65289 
0.34228 

TABLA 3.8 



Sistema a) 

A Agua 
:B Metil. :rsobutil Cetona 
C Ac:iclo .Acético 

...___._...,....._ __ ....._ __ ~~ .. ~~-~~'--" 
llló •/. 70 ~ ~o 4o 
A FlG. 3"'1 



Sistema b) 

A Ag:ua 

.B Benceno 
e Pidélina 

FW. 3.2 



Sistema e) 

A Etil Benceno 
B E"tilén G1ico1 
e Estiren.o 

,/ 



SistemF.1. d) 

A Agua 

B Met:tl Isobu.tii Cetona 

C DimatU Cetona (Acetona) 

FIG. 3.1.¡. 

- 51 .... 

... 



,...,.-,,.....--...-...,~- . ~~ ::··.--·-·..-.-~.---- - ~-"' ... ..,. " 

¡· 1 . ¡ ' ' . ' ' ' • 
.. -511.., __ ~;:_:·~7 : ·r 

'----~ .. -~ 
.•. -~·~': i j 

. ;; ·~ 

--.--~-- .:._·-~-.. ....;.d 
-~ . ~ ~ .. ~\~.~:.-~·~·- ~~ -~·-· ···I 

;_--~-~-;~~r ~ . ·:·~---~---'·'" '_,,; ---~ 

,.---_--.--+ '·--~~-

- .: • .. ~: -.- ""::r 

' ~~~ 
·- .i 

,.:;.._¡~ •. _-:, ~-:..~. ------~ 
---r~'~t<-~:t~~-.~)_ 

1 : -, . ·--· - --; 

-- .¡..-,-..,,.--'. - .. ----
. . ~ . . .. - - ' - . . ! - . -; 
-"'.""~~-~ 

!" " ' • "'"'.,..., ....... -&-..,,.,,...,. .. _.. ___ _.-·1---. --------~~~t-:-:¡-

.~~--"·· • "'·1,1 - -- --~¡' i . o: ;); .•• -- :¡ :f :- ' 
'-"'?J!!-+:-::.;::-.;;-.;.;.o:.¡c.._~.._ ....... -._..._r,,.,71 " ... r..- -~ 

-:.:~~F:~t--, ~ ~¿ 
·--...-. ..... -' 

" ·• -¡ •• 'i- -~ 
¡ 

·····~ 
.. :.::!".· ,· 

·1 .::·:rJr .. :·i~ .. ·:· 
-í'"~-""f-'.._...¡.~_~.:~-~-.~.---.~ .. ~ • ...¡,.,-.-.• ~ .. ~:~.-.,-~.--~-¡n.~ .... _;~ __ ,,?:_,~ :.' .•.... -.'.· ... : .,......._..~-~-~~~~~-

=i.,..r-+-.• ~ .. :~~:.~-:·~·~_:1~~;~ ~~;~~~:.· "'t. . _, ~ 

·• - -



1
(1!.1t1/1b(ll;+c.))-:-·-- '.'' ·~-;-- .. 

: . E'IG j 6' 
6.( ---¡---·-·--·· - ---~·"-'-· 

t • ·· _ S.istema !b) 
1- ~-;..-. {l. Jl.gJ,la .. '. 

j . _- B .Benceno 
J;~T-'i "·-· p I?.i~i~igtt 

_ _;:~; .... -1,t 

' 
1,cit~....: ~-· 

.. ,_, _.,_ .. 

l
.....;,_1__;__ :. -

;.. -'f . .,..... ., ..+-__;_ ____ _ 
. f J. ' 

:-~- -

¡-

- ' ¡ 
..._.., .... ..:,~"'~'·-~-,.....;_ 



. ~ ~ ,.__ -
~f,;·.'t ~ó ,o;. 

¿ ______ """"""~-- -~-~~ ·-' 

.. 

,..,...<.,..-

IT' ¡----------=;"" --;--=>-<= '.._, 

.. . :. 

~;--r~+·-~1- )~,~-:,~~---, 

-~:..:-- .. .__;:. . .. -- -~ -~-------

.. ... : 
~---""'"'~ 

'* -·~~ I: 
,!, _ __.,______._ ...... --....... --~-.. ~ .... -----~ 
t ~ 

.,.~J.·~-: 

_...,_. 

º·1 o.e, 



,-,, 

' t·· 

.. 

( . 

.. t 
< 

~~_1,...,.~-- .. ~~ ...--,--=,,,.~ ,,._.~ 

~ ..... ..---. . 
' ' ' =__¡__~ 



« 

i 
.¡ 
' 

.. 
_} 

i 
t .. , ~ 
' 1 

1 1 1. 

1 

l. 

. ; 
l 

~.~ ~ '• k!: . 

. ; 

¡ .,_ 

:-"¡ 
l 

.i . ! ,, . 

-.. -- -1 

... i :: 

" -~ .~--~, 

.ti 

! 
~ 
' 1, 

---! 





.... 

()., 

0.1 

FIG. 3.11 

Sistema é) 
.A Etil Benceno 
D Btilén ól:too1 
O Estireno 

º·'-



0:1 

o.G. 

0.5 

0.2 . 

. O;l 

o.t 

FIG •. 3 .• 12 

Sistema d) 
.~A P.gua 

B Metii lsobutil Ce.tona 
G Acetona 



3 ,.2. ~ 1'1'...ode.lo mate:mático 

(Estimación de pará:m.etros) 
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Cómo se puede. observar en las gráficas, es -

muy dificil poder predecir el modelo matemático; además de 

los verdaderos tr<:1zos de l<'ls curvas si n.o se cuenta con S.Q 

t'iéiente informa.ción. Teniendo el mode:lo ma:temát.ico que 

desct'ide el diagrama de equilibrio físico entonces el sis

tema de ecuaciones simultáneas descrito en él capítulo an

terior estará completo. se, tratara de encontrar por dife.-... 

rentes métodos de ajuste la ecuación o ecuaciones que de.s

criban las curvas de equ;Uibrio. y se anal.izarán para encon. 

trar el método óptimo qu¡;i proporcione resul.tados coilf ia--

hles ·pará .nuestros propósitos. 

Los métodos de ajuste de modelos que se uti

lizarán y analizarán para lograr encontrar la eéuación o .,... 

ecuaciones son: 

í) Dii'erencias ,Finitas Divididas 

ii) Mínimos cua.drados 

Debido a .que son los métodos más usuales P!!. 

ra ajustar puntos. de curvas a modelos matemáticos. 
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3 .2 .• 1 .. Técnicas de a juste de modelos .. 

a). Diferencias Finitas Divididas. 

Es una técnica que se basa en la aproxima-....... 

ción de 1as derivadas de Uha función p.or medio de Di:feren-. 

cias Finitas Divididas, bbteniéndo con ésto un polinomio -

interpolante a partir de .la expansi6n en series de Tay1or. 

Dichb polinomio se conoce como Polinomio Fundamental, de - ... 

Newton y es el siguiente: 

f'(X) - :f X - . o 

ex ... x0 ) ex -· ~ ) :r Xz,X¡ ,x0 + ••• + 

(X - %_1 ) (X - l:h_z) .. ., • CX: - X0 ) 

f'X'X - X 
. -11 7-"'Il:-1 ' • • • ' o 

en donde ;n, es el grado del polinomio y las diferencias se 

calculan de acuerdo a la tabla 3.9. 

Orden 

o 

1 

2 

3 

• 
• 
• 
n 

Notación Def in.ición 

i'(Xo) 

f 5 - f X0 
x1 - X

0 

f ~,5 - :f :; ,xo 
JC ..... X --G o 

f X3,Xz,5 - f X2'5 ,Xo -
x3 - X 

º' 
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b). Mínimos cua.drados. 

Este método, para ajustar un modelo matemát! 

co a una curva, es hasta cierto punto el mas sencillo, 1.a 

única complicaciÓl.'l sería el hecho de que es necesario ha ... -

cer diferentes pruebas para tratar de ajustar diferentes .

modelos, uno p?.ra cada grado de la ecuación. 

Como su nombre lo indica, el método busca 

que la. suma del cuadrado de las diferencias entre los pun

tos ob.sel'vados y calculados tiendan a cero, esto es: 

••• (3 .,2) 

E'n donde y1 es la ordenada del punto ca1cu.J.~ 

do, y
0 

es. la ordenada d.el punto observa.do experimentalmen

te y n es el número d.e puntos por ajustar. 

Es obvio que no ·irn'.'\tratará de a justar líneas 

rectas pa:ra los dj_agrmas de eqµilibrio de .las tablas 3 .• 1 a 

3 .8, :tignras 3 -5 a 3 .12, por lo que -se· usará modelo.s mate

máticos :para cttrvas, en caso de que .no se ajuste el :modelo 

de segundo orden probaremos de tercer, cuarto, etc,., hasta 

que se ajuste el modelo a la curva lo mas posible. 

La dedu.cci6n de la$ ecuaciones normales para 

el ajuste .de una ecuación. de segundo grado es e1 s:tgu,iente: 



El modelo gene.ral. para una ecttaci6n de ,seg:tl!! 

do. orden e:_s: 

••• (3.3) 

Sustituyendó la ecuac.ión (3 .3) en la (3 .• 2) -

se obtiene:: 

~ (y- .. 4
0 

- A1X - A2· ~)'
2~ ó 

i:::1 o . . . 
••• (3 .4) 

:Para hacer que lg suma de las d1.:f eren:c.1a.s. el~ 

el m:!nilno, derivanms pa2'ci.almente a .la ecuac.1,·6n <3.lf), q11e 

ilámaremos $, con respecto a A.
0

, A1 y A2 e :igualamos ;tas -

derivadas .a ce.ro~ 

(y ... A - A'i. X ,... A-:3,!-) (-X:) = O • •~<3 .• 6'.) o o 1 4-. 

Divid:Lendo esta·s ecuaciones entre (-2) 7 des!_ 

·rrolléindo 1as .sun:tas: y .reacomodando nas queda; 

n n n y 
·~ Y ~ nA

0 
+ A1· .~ X + A2· 'L X_; 

.i=1 .. o . . i=í • i=1 
..... (3.8) 

, .f .Yof..':::; Aº€ X+ A1 ~ ;¡¿:. * ~2;_ x3 
1:1 1:....:1 i-'1 1=1. 

••.•. (3.9) 
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Las ecuaciones. (3.8), (3.9) y (3.,tó) son J_a,s 

11amad8:_s' i;!C1.lacione.s normales; en donde tenemos un s.istemá 

def'in.iclO de t:rE:lcS ecuaciones con ·tre$ incógrüta s q'll.e .son ,_.._ 

los coei'icientes del modelo mat.emático ~ue desc:riben a l:a 

ecuación de segundo ~ado,. eouaaión (3 .. 3). En caso Q.e que 

el ajuste I_ló se realiza satisfactoriamente usa:remos'E3nton

<:!és .léls e.cuaciones normales para un ajuste d,e una ecuac;i.6n 

de tercer grado, las cuales son.: 

·1-f-="yº = .pAO + A1 ~X+ ªz ~ J!. + A3~ x3 
:¡ . . i=1 i::1 :J..:;:::1 

.... (3.11) 

'En····· .. Yo:X: =Aº. ~.n X+ A.1-:. x2 + Az E x3 + A3·-l' .x4' ••. (J.l2) 
&=1 1=1 ~1 i::1 b1' 

Estas ecuaciones se deducen de la ecuaci6n -

gene:raJ. de tercer grado y S.iguiendo ,ei mismo trata.m,iento -

que sé le dió a. 1.a ecuación geheral de segundo orden. La -

ecuación general de tercer grado es la siguiente; 

••• (3.15) 

Como podemos :notar, la~. acuac;tones normales 

de un ajuste de tercer gr~d.o :puédGl'i obtenerse a. partir de 

las' eé:'tlaciones normales de .segundo orden 1de la siguiente -

.. 
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:forma. 

A la ecuación (3 .8) se le suma e,l término --

.n 3 
A

3 
Z: .X , a la ecuaci6n 

- 1=1 

n .· 
0.9) se le suma el termino A3¿: xl+, 

n ·i=1 
a la (3.to) s.e la suma el término A3 L. x5 y se adiéiona la 

i=1 
eCU.áción (3 .,1 ~l que se puede obtener multip¡icando la ant& 

rior, (3.13) por x. 

Si queremos encontrar las ecuaciones norma-.,. 

les para un ajuste. de cuarto gra.do, así' como para grado::¡ -

mayo.res, basta seguir con la regla anterior, o si s.e pre-

fiera, se puede seguir el proceso para la deducción de las 

ecuaciones normales •. 

Para resolver el sistema de .ecuaciones siDml 

taneas dadas por las ecuaciones normales. existen varios mcí . 
todos .numéricos qu:e son: Eliill:inación Gaussiana., Gauss-Sei-

del, Ganss-.Tordan, etc .• 

3.3. Comparación de técnicas ... 

Cada una de las técnicas mensionadas ante--..-. 

riór.mente .corresponde a ·un enfoque de apro:d,mación. del com. 

portamiento de modelos matemáticos a un conjunto d.a datos 

experimentales .. 

La técnica de Dti'erencias Finitas Div;tQ.idas 

obtiene un polinor.:i::lo que pasa r,:oro lo~ puntos experimenta-

les (la suma residual de cuadrados es cero),. pero no nece-
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sa:riamente :representara a lbs valores intermedios entre --· 

punto y punto por lo que e1 polinomio podría presentar .......... 

oscil.aciones. 

Dado que en el JiiUéStreo exper±menta1 puede -

axis tir er~or, ini.pl:icá que al .eale.uJ.ar un politiomi.o, este 

error se e$té conse.rvando y ta.1 ve.z hasta aum:entanCio. 

La técnica de mínimos cuadrados apro~a tm 

modelo al conjun.to de puntos de mailéra ta! que se canee .me. 

nos error en. ia :representa:.ci.6n de 1os pt.uitos: 1 pero no nece. 

sa:riamente que pá .. se por ellos, de tal forma que el error -

experimental. es absorbido en este análisis .• 

3.3.í. Selecci.ón de la. ·técnica de ajuste·. 

Sé hicieron dos prográtnas da c.omputaélora.., ......... 

uno pára caa.a. tácnica: y se compararon lóS: ré.Súltaclos obte

nidos, observándose una mayor :representati"'l'id.ad de los (la ... 

tos por 2a técnica de lil:ÍI¡imos cuadrados, por lo que se,se-

·l:ecciortó ésta conio técnica de ajuste., 

El programa de computa.dora usada pa:ra .ésta ,.., 

técn.:±ca de ajuste se :m.uestra .en. el Apéndice I •. Este progr.a 

ma está· diseñado para que presente los .resUltados pa.rcia-

les. en 1.os ajustes de cad.él. grado de polinomio, desde el -

{l'juste de seg~do hasta noveno grado~ 

3 .3 .• 1 ., 1 ~ Aplica.cl.ón. en base 1ibre de disol--

vente. 

Los resultsdos i'1nales son l.ó.s ·sign;tentes • 
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Haciend.o tiñ an?lisis dé estos resultados po.-. 

demos observar que: 

Para el sistema a). 

La ecuac:Lón de la curva. de refinado de mejor 

ajttste es: 

Y = 0.015744 + O .0270385 X+ 1 .079879 -jf-

... 5.324-3205 x3 - 25 .4191682 xl+ + 321 ,.035875 x5 

- 912.,7915293 x6 + 866.9258956 x1. . •• (.3.16) 

y .l.a ecuación de la curva. de extracto de mejor ajuste es.: 

Y:::::: 46.1698lf6 - 91778.4149504- X+ 453592.576012:8 x_2 

- 34897.2678766 x3 - 2742o3lt-.622316B x4 

+ 2913551 .888736 x? + 3319228 .• 928896 x6 
- 1756252. 5244-736 x1 - 9132690 .2399488 x8 

+ 7519209 ,,4488o6lt- x9. • •• (3 .,1. 7) 

Donde Y as la re1aci6n B/(C+A) y X es .la re-. 

. 1ación C/(C+A). A, By C son las composiciones de estos -

componentes en :fracción tnasa.. 

Para el sistema h). 

:ta ecuación de la curva de. rei'inado de mejor 
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Y == o .0042231 - o .,0925108 X + 1.011830) J!!. 
- o .93025e1 x3 ... 1 .31. 35818 x.4. ... 2.,ífi:63277 x5 

-+ 1 .lt030ó99 xf;· + 16.1999625 x7 - 10.250011+1 x8 

••• (3.1.8) 

y la ecttaci6n de la curva de extracto de mejor :aj11s.te es:· 
. . 

Y := 39590., .. 8288636 - 1771+39 .8267928 X 

ajuste es: 

+ 262109.97!+0861+ i3- .. 96135 .659991+4 x3 

.... 139a57,.74B1lf4. .x4 + 22073I+.00869Z8 x.'5 

- 165~69.66·1f8568 x6 + 5601t-1' .576291e x? • •.• C3.J9) 

Para el sistema e) ."' 

!.a ecuación de la curva dé ref'inado de mejor 

y = ·- o" 002359 + ó .2519892 X: - 2.. 177:2925 .¡:· 
+ 9 .22a111t2 x3 - 1 a.2i+515't 3 x4 + 9 •. 5993344 x5' 
+ l i+ .2111111 .xf + 1 .1 9167lr9 x7 - 44 .480591+2 x8 

+ 32. 01+96 'ºª x9. • •• C3 ... 20) 

y 1a ecµación de la curva d:e extracto dé mejor a.juste e.s: 

Y = 11 .'2667858 _, 55 .• 0394298 X + 341 .0260232 f! 

- 1151 ,.9983009 x3 + 114lr.4169528 x4 

.... 126 ,.,o6J6425 x5 - 31 11 )t308329 x6 

+ 3766.,9239679 x1 ... 1lt21 .,.l:¡.:t.63803 x8.. .",.c3~1) 

Para el sistema d). 

'La ecu,~ció.n. de J:a cUl'va ·dé :refinado, a.e mejor 



Y ::::: O .,0198402 + O .3721164 X - 11 .0039294 X2 

+ 156 .4lt01491 x3 - 1007.0238353 x4 
+ 3093. 4o59105 x5 - 36lt3 .. 9001188 x6 

- 230' .2171+965 1] + 9194"8117111 x8 

- 91 ... 

.. 591a.7719724 x.9• .. •• <3 .22) 

y la ecuaci6n de la ctll'va de extracto de mejor ajuste es: 

Y =1+9.,0000481 - 126952.,649688 X+ 290677.218128 Yl-
+ 347397 .6159136 x3 ... 989335.,9831168 ~ 
.... 5011 H4.811f.91+4 x5 + 1629453 .. 9918528 x? 
+ 1' 297lf0. IJ.178848 x7 - 12531t67. 1111t301.¡. x.8 

+ 4694lf2 .157728 x9. • •• (3 .23J 

Al graficar estas ecttaciones sobre el diagra 

ma de equilibrio del sistema correspondiente se podrá ob-... 

servar que tan cerca pasa la curva de la ecuación ajustada 

a1 '&tazo de la Clll'Va de eqUilibrio. Estas gr¿:ricas se en-

cuentran en las figuras 3.13, 3.14, 3.15 y .3.16. 

De .las· figuras. 3 .13 y 3 .16 vemos que 1.as ctt,1: 

vas de retinad.o ajustadas s:tguen el trazo de las curvas d,e 

equilibrio cbrrespondiente.s casi perfectamente. Sin embar

go .las curva~ de enracto ajust9das se comportan totalmen

te di;t:erente al trazo. de los ;puntos de equilibrio cor.res-

pendientes. 

La.s f':igul'aS 3 .14 y 3 .1 5 nos muestran un. aju.§. 

te casi perfecto de las cu.rvas de r-ef inado y extracto a --
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los trazos de las curvas de equili'brio correspondientes, a 

excepción de la región en donde se enccuentra el punto de -

pliegué. 

3.3.1 .2. Aplicación dél método utilizando -

cóncentraciones en f'racción masa. (Diagl"ama. 'triángulo Rec

tangular). 

Para este t.ipo de representación., los resul

tados que se obtienen son los siguientes: 
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Analizando los resultadós óbténidos observa .. 

Para el s.isterna a.)~ 

La ecuación 'de la eurva de ré-f inado de mejor 

C' ·= ... O ~W72601 + 1t6 • 8160887 B - 1 ?1+0. 9064-91 !+ B2 

+ 29490.0022556 B3 ... 288202,, 1680072 El+ 

+ 91.f.3520.0293952 BJ + 2518964.533632 B6 

.... 1369915s .. 01001:6 n7. 'q ... o.2y;J 

'Y' ia écuación. dé la curva de extra.etc de mej.or ajuste es: 

O ;:::: ,... O .2298075 + ~.396772i+ B - 11 ~5359988 B2 

+ 1 O .'4'7)6187 B3' + 2. 8!.¡;.771 .BI+ - 1, 3 .1f.2712&2 B5 

+ 14.4139741 :B6 .... 1,5'.91906.21{. By+ 13. •. 4:707736 ES 

... lf.:. 5oso1 z1 n9.. • ... e 1~2,) 

D.ónd~ . e .es la composición del soTuto y ¡J, la 

cqmposición dél diluyente,, compo.nente.s e y B respectívámeg 

te;. en .fracción In.asa .. 

Para 1el Sistema b) • 

La ecuación de la cu11va de· refinado. de mejor 

ajuste: es: 
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e= o.0060.35~s + 24.1983972 B - 881.1711466 Bz 
., . . ' 

-+ 11 !}'61 .,3608441 B--' -. 21 533 .217732 B'+ 

+ 37011 90 .,6311168 B5' ... 39497'1: 09 .20111152 B6 • 

" ... (3.26) 

y la ecuación de la curva a.e extracto de mej()l' ajuste es:, 

O. ~ !.f. .. 001741 4- - 1 5 .. '}2775'+9 B + 1 9 .. 4089 ,5'27 B
2 

ajuste e:s.: 

+ 2 .75'4:5131. B3 - 28 .. 3435624 B4 + 31 .. 5"168366 B5 

+' 6 .. 099701 5 B6 - 58 .,4117269 B7 + 39 .8410801;. BB., 

~ .• (3~27) 

Para el. sistema e)~ 

La ecuación dé la cUl'va de refinado de .mejor 

C = 41 • )128051 - 15790. 426204 B + 2066083 ,.'91 04'128 B2 

_, 81795231 ~7579264- B3 ... 4167071)952. .2500608 B}+. 

+ l.f.3t272.286303~,6563lf.?6 B5 

-- 959581+042:5203.7021696 n6~ ...... <3.28) 

y- la ecuación de la c'til'\Ta. d~e axtraeto de, '!nejor .ajuste es: 

0 = 59 ,.1734444 - 234,.lf.394285 B + 191 -547144 rl-
+ 189.,1'705685 B3 + 45,.634769? B4 .. , 702.728794 B5' 

+ 226..s'233953 a6 + 598;>77579'+~ B7 

- 41 9 .6964833 BS + 47$ .• 5885377 B9-. ..... ( 3 .,29) 

Pal'& el sistema d) • 
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e = 03887121 .. 55.5334063 B + 2579,!)~81332 B
2 

,... lr.3812.8893733 Bj + 291399.li6054o8 B4 

- 65l~1!f.4854lt6!+ n5 ... 6573146.7924992 :a6 

+ 17396107. 779012 B1. • • wC3 .30} 

y· la ecuación de la curva de extracto de mejor· ajuste es•: 

C = O eo5085Z9 + 3 .6614661 B .... 9 .. 1+982495' B2 

+ ~~ .. 714-9317' e3 
-l- 27.,1117566 Bl+ - lf7 .lJ-052632 B~ 

+ 4)+81 ?526 B6 + 62.Z465092 p,1 - 62.,7785931 B8 

. o 
+ 19 .3-983098 B"". • •• (3 .31) 

Al g;rái'icar las curvas de las acttaciones ......... 

asustadas en las .mismas gráficas de :tas curvas de equUi~

brio cqrraspondientes .Qpse:rvamos lo $lgu.i.ente. 

La :figUI'a 3.17 nos muestra 1,lil ajuste casi. - ... 

:perf'ecto para .la cu;rva. de extracto, en cambio, la curva d,e 

refin.ado muestra un buen ajuste sólo hasta el quinto :Plll'.lti:» 

de equilibrio, después del cual la curva. ajustada pasa po:r 

lo$ dos Últ:l::mos puntos,.. pert> no signo el. tra;z:o de la ourva 

de solubilidad, A,demás vemos que por eneilná del Último pt;fi, 

to de equilibrio ningtina de las curva:s s:igtte el trazo dé .... 

La :ti.gura. 3 .1' 8 nos :muestre que l.a curva de -

e:.:tracto ajustada solo pasa por los ¡:.u:~tos de eqttil.ibrio, ... 

que se p::iH:iporcicn~ron como datos; i"!~r?r{" dé est~J: región 1.a 
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da pasa por' todos los Pl.llltos de equilibrio, pe.ro no sigue 

el trazo de la GUl'"VE! de solubilidad entre los puntos de -

equilibrio 4 y 5. 

ta :f.igµra 3 c19ll .muestrá 1a gl'~f1ca de la CU!: 

'V'a de extracto ajustada,, l:a cual se st:ibrepone a todos los 

puntos de equi1ibrio, pero por encima del último. punto no 

sigue :ta t.raZr~,::ctoria de la c'Ul'Va de solu.hi1.idad. En la :fi:o-

gµra 3 .;1 9B. observamos el ajtu¡te realizado po·r le curva de 

refinado,. vemos que e4iste un muy buen a.juste a 1os puntos 

dé equiLibrio, pero solo hasta el punto :número 8, ·por encá; 

ma .de éste, la curva ajustada no sigue. el tr.azo de 1a cur

v~ de solubilidad at1Ilque sí pasa por el Último punto, tam• 

poco la .curva ,ajustada sigu'e el trazó d.e equUibrio por de 

})ajo del primer 'Ptltito,. Rubo necesidad d,é ampliar la escala 

del. ej~ X ·pa¡-g podex· a:precia.r el ajuste realiZado .. 

La f igU:ra 3 .,20 mu.e . .st:ra que 2"1 ,ecuación ajus,,.. 

tada a la ctirva de refinado 'sigue un ajuste ca.si perfecto 

hasta el punto No. 8 de :J.os datos fü~ equili.orio., por arri

ba de este p:t.lllto la curva ·pasa :pcr todos los fitmtos resta.n 

't~s hasta el No. 11, pero no sigue el. trazo ae la curva de 

sol:ubilidad. Al llegar a este ptinto la curva pasa a la pa,t 

te negativa de Y para :luego volve:r a estar en I.a parte po

sitivé; de Y y pasa'!' po2" el :punto ,dé pliegi¡e', Sim embargo, 

la ecua.cióh ae la curva de extracto ajustada pasa por to-... 

dos los puntos de equilibrio siguiendo el trazo de la eur ... 

va de solubilidad. 
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3 .3 .• 2. Discusión y comentarios de los resul

taci.os obtenidos. 

Para el pri:mer tipo de representación (b13se 

libre de disolvente) se ve que par.a los sistem~s ~), b) y 

d) ho se,.·po.drá encontrar resultados correctos para l,as co

l"rientes de .refinado cuando el punto de mezcla, dado por -

las ecuaciones (2.5) y {2.6)*, s.e encuentre por debajo de 

la primera lfuea de ttni6n, en este caso el punto estaría a 

la izquierda de esta l:fnea. Además los resultados obteni-'

dos para esta corriente tendr!an un error :mayor al 1 o % pa 

ra los casos de los sistemas a) y d) .• 

Para los cuatro sistemas se tiene un aj'uste 

casi perf.ecto para la curva de extracto., pero solo hasta ..,. 

el Último punto de equilibrio., No se Obtendr;Ían resultadas 

correctos en .la zona donde· se encuentra el punto de plie--

gue. 

Para los sistemas b) y e) se ·podrían encon--

trar resultados casi cor:recto$, esto es, con Ut"'l error me-

nor del 1 % , pero soio donde se tiene inf'.ormací6n de eqUi

librio, porque t;u.era de esta zona: la curva ajustada sigue 

una trayectoria. diferente a la de la curva de soJ.;uhilidad ~ 

No se podr.á confiar de los :resultados que se obtengan del 

sistema b) cuando el punto de mezcl~ se encuentre a la iz,... 

quierda de la primera línea de unión ni a la derecha de la 

últ:Lma, sin embargo para el s.istema e) solo los resultados 

* Teniendo las composiciones de dos componentes del punto 
de 'mezcla, se. puede encontrar la tercera por diferencia. 
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que se obtengan cuando el pun,to, de mezcla est,é a a.a dere ...... 

cha de la última línea de unión serán falsos. 

De lo anterior se deduce que solo en el caso 

deJ.. sistema e} se tiene un a,juste casi perf'ect'o y ,por lo ... 

tanto los resultados de las corrientes de !iefinado y e4--... 

tracto serían correctos a excepción de la zona cercana, a]. 

punto de pliegue. 

Del segtlndo tipo de representación (tracción 

masa en diagrama triángulo rectangu1.a:r) se tiene que para 

el síst1:,1ma a) no se lograría result,ados correétos por ene,!, 

ma del ,quinto punt,o de equilibrio en la corriente de ref i

nado y todos los res'Ul:tados obtenidos para la corriente de 

extl'aCto serían correctos~· Pero por encima de la última r,! 
nea de uni6n no se tiene :forma de obtener resultados co--

rrectos y~ que la éttrva de refinado aj'ustada sigue una tr-ª. 

ye,ctoria ascendenté y la curva de extracto .ajustada des-.. -

ciende a la izqu.ierda de ,este punto. 

Para el. sistema b) los resultados que se ób

tengan para le corriente de refinado, euando el pU.."ito de -

mez.cla se encuentre debajo de la cuarta l:Úlea de u:nión, -

son correctos'; pero por encim!:l de esta línea los resülta .. -

d.os serían falsos •. Para la corriente de extracto, solo los 

resu.ltados que se obtengan ,cuando el punto de mezcla se en 
cuentre entre la primera y la última l!neas de unión se--

rían coi"rectos o con un máximo de un 3 % de error. Los re-
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sul.tados obtenidos cuando el punto de mezcla esté por ene,! 
f 

ma de 1.a últilna lín.ea de un.ion s.el'án f~lsos y cuando está 

por débaj o de la primera.. no será posible encontrar ningúh. 

resultado, ya que la curva a.justada no pasa :por esta zona. 

Para el sistema e) los resultados de la co;.~ 

rriente de extracto será.o todos correctos a excepción. de -

los que se obtengan en el caso de que el. punto. de. mezcla -

se encuentre por encima de: la Última línea de unión. Los ... 

resultados que se obtengan para la corriente de .refihado ...... 

en los casos en que el pUnto de mezcl~ esté e:n.tre la prime 

.:ra y la: Ultima líneas de UiiiÓn serán correctos o con tin -

máximo del 1 .'%· de error. Por encitna de la iíltima línea de 

unión y por debajo de 1a primera no se logrará encontrar -

ning1Ín resliltado. 

Para el sistema d) todos J:os resultados an. -

las corrientes de refinad.o y extracto serán correctos o -

con 'Uil :maximo del 2 % de e:r.ror a excepci6n de los ·casos en 

que el punto de mezcla se encuentre por encima de la Últi-. 

,ma línea de unión yr solo para la corriente· de re:finado 7 en 

donde la curva ajustada no sigue la trayectori.a de la cur

va de solubilidad. 

Se puedé decir entonc1~;¡¡._; q,ue .el segundo :tipo 

de re.presentación es mejor que el primero, :para nuestros· .. 

propósitos, aunque no lo óptimo que se desea, ya que por -. 

falta de información de equ.Uibrio tiene ciertas lií:ó;itaci,g 

nes. 
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3 .I+. C~lculo dé tm ex.tractor. 

Se elaboró un programa dn cámputadora, el .... 

cun1 se enc.uont:rti. en el ApÓn(Hce rr, pare calaulE!r las 

compos:tc:l.onés y flu.1os de las corrientos de :refin11do y ez. 

tracto en un extractor de unn sola etapa, teniendo como ... 

datos los puntos da equilibrio, el flujo y composici6n de 

la mezcla 11 sepnral" y el flujo y composición del disolveg 

te, bajo las siguientes condiciones: 

a) Presión constante 

b) Temperatura: constante 

e) A estas condiciones de presión y temper_!!. 

tura, el sistema ternario p¡>esente un diagrama de equili

brio del tipo I. 

Este programa utiliza él método dA ajuste -

por mínimos cuadrados del listado d.el. Apéndice I y resue1 

·ve el extractor por el siguiente método:. 

Conociendo lo.s flujos. 'Jl composiciones dé' _.., 

las cor-rientes de alimentación y del diluyente con el que 

se hará la extracci6n y después de haber ajustado un moda 

lo ma.tematico a los datos de equilibrio físico, por medio 

de un balance de ma'teria: 1 ecuaciones (2-5) y (2.6),. cal ... -

cula lás composiciones del punto de mezcla y lo localiza 

dentro de la campana de equilibrio, en caso de .que el pun 

to de mezcla quede fuera de la. campa.na, el p;rograma. está 

diseñado para dar el siguiente .mensaje: 11EL PUNTO SE EN--
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CUENTRA FU8RA DE LA CQRVA DE SOLUB!LIDAD. 11 Y por lo tantó 

no puede haber lnea.r a que ~e lleve a cabo una ert;racei6n 

y termi.nan los cálculos. 

En ca :;;o de que el punto de mezcla e·sté den

tro de 11.1 cámpa® d~e equiJJ.brio, la computadora estiina. -

las ecmrn1.ones de todas las rectas de un:i6n y busea entre 

cuales recta o ::e en~tte!ltl'a el pu,.'"lto de mezcla, interpo1a 

la ecuación· de la :recta de U.."1!.6n que 'pasa por- el ptmto, -

.( llama a la subrutiná mr~v::ou que, por I:ledio del :método ?{SJ! 

ton-Raphson, que se describe en e: ~:;é~:dice rv, ca1ctt1a. ·-

lfls composiciones de las corrient.es de re:f'i.'lado y extrac

to; por último hace un balance de materia :para calc:ular ... 

los flujos de estas corri:entes y presenta los resultados 

en forma de tabla. 

Previniendo los problemas que se ·pres.entan 

en los a.justes,. el programa. está diseñado para que en ca

so de no encontrar solución debido a lo que se mencióna -

en la sección 3 .3 .2, enví~ estos !r.ensaj es: '*NO HAY Conv:ER 

GE~iClA EN NEY11!0ll-:RAPBS01f EN 101 ITEE.t~cc:rrmes ."- ó "NO con .... 

VERGE: EN 6 ITE.:.1l~CCIC:r:"~ • 0 c'.¡e.!!dO: ya p.a sé seis veces por -

correcto. 

Los resultados obtenidos para. un problema -

al azar de los ctu:rt!.'o sistemas anteriormente mencionados 

son los siguientes:. Estos problemas. se encuentran ejempli 

ficados gráficamente en las .figuras 3 .21 , 3 .22, 3 .23 y 3 .21+. 
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l+. CONCLUSIONES. 

I. Tratando los datos de equilibrio de los cua

tro sistemas tern<:rios por el ~·!étodo de Mínimos Cuadrados pa.ra 

la representación de Diagrama. Triángulo Rectangular se tienen 

menos problemas que en la realización por la representac·ión de 

Diagrama Base Disolvénte Libre y por el Hátodo de Dii'erenci?-S 

Finitas Dividida~, logrando además resultad:os muy cercanos a -

los verdaderos para problemas de extracción líquido-líquido en 

extr.ac.tores de 1L'1a sola etapa para los sistemas ternarios tra

tados. 

II. Para localizar las composicione·s. dl3 las co-..

rrientes de re.finado y extracto se utilizó el Método de Newton 

Raphson, ya qué después de varias pruebas con diferentes méto.:... 

dos se encontró que éste converge e:on mayor rapidez y :reporta 

resultados más confiables, dél orden de un 95 a 1 oo % de· e4ac'

titud,. 

III .. En base a lo anterior.mente mencionadó, se -

puede concluir que este método a.e cálcule> se puede aplicar a -

cualquier diagrama ternario del cual se proporcione más de 10 

d;:;tos d.e equilibrio repartidos a todo lo largo de la campana, 

los datós de·l sistena binario A-B y las coordenadas deJ.. punto 

de pliegue. 'De lo uontrario se corre el riesgo de que el traz.o 

de la curva ajustada tenga una trayectoria diferente a la del 

diagrama real, ocasionando con és'to que se tengan resultados o 

mensajes falsos. 

IV. Este programe no está diseñado para hacer --



.célculos d~ intBrpó13ci6n o extra1Jolac:ión para la obtensión dé 

datos de equilibr:i.o, debido ~ nue éstos se dan como informa--

ción de un sistema dete:rrnin~do. 
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1\ ~ 1il,1 J -S..i•1i1<¡ 

1\ l l 11te!):.S.uM·1 ll 

.t.:tt.n,JJ;.s.,nJtt t. 
l\ l 1C1q)•Sy•lit1 e 

,q \.,11¡':>J-S..i>t~1 ·~ 

~{t.11,ul-i>v f,q1¡ 

A [ ~ 1), I) ;.s.,.•11<. t '; 

r ~ l.01 ti):::;., l:J. IJ; 

i\'ll u,., J ;;!>1,; l!d 7 

l\t t G, l!JJ =~U·'1~Í'J 

c')U ilJ T : l ~ ll) 

l\¡,.ll) = u.u 
r.r~Nltrwt. 

Qu 1~11 JGh~UE = $, 111 
.J~R:iJ¡,R,.¡)t;-í, 

~ctrE lu,JU!J Jü~ 

.Ci\LL ~lffilL.I t!t.;c '.h J.!.io?~~!Jt., A~) • 

QU 8 !J: J~ JUR~d~ 

cuE,. ( !Jt.1,;,H! 1 Cllifllf.J;:AJ.ll.t) 

E!fFW~='l,l•U 

•JIJ j l'=.1• fli" 

YLAt.tl J •Au tl 1 + l\U i2]* HJ )+A~ l;$J • lf. \ !) ü<.') +1•H4p llt lJ •• S) tMH :>) ~· 

i l.dl) **-t) 'A11'((>) • lt l!) *"~J tílu ~/J.• lX (1:) HbJ •Ali l8J• l¡c ~.lj u I) ~ 

000.111'130 

UOllUltJljO 

uuu11111.~1J 

Ulll!Ulll&O 

!lUOUl.1170 

UIJIJUllJl'I) 

QllllUl 1191¡ 

IJU0Ul5PO 

UOOv1.'J11J 

·!lVIJUl!jZIJ 

OIJU\11530 

()UOUi!lllO 

IHJIJUl 5.SIJ 

CíUUUl'>blJ 

110 IJ!I l 'l'7 O 

!100111'$11 

11110111572. 

lil1Vul573 

i}ll()Ut'J1/I 

u1111ut~1~ 

O!JUu ('576 

OOO<ll.57 7 

0UfJlll57il 

ouourr;1•1 

Oil0ut5lHj' 

Ooúu15ttl 

UOIJut'ie2 

ovou.15115 

OOOul S~11 

UUIJ1ft 5tl'> 

()llúlll!i8b 

011ou1se1 
QOOU1'i6tt 
ll1JUU1$1\'f 

!iOOul 5'10' 

llUílul'l''l I 

OUOl)Jc;l<!<l 

0U0U15':'3 

011.UU1594 

u1,10u1S'l5 

uoout'i'1i> 

ouu11.tst_17 
IJIJOU1~'1tl 

Olll1Uf'i99 

uuuu.t66Q 

0001.11670 

OUOOlMIO 

ouuott.'Jo 

11\ll.IUi 7()Q 

Qt¡Oul7!1'> 

01rnut110 

Quou t t.c:o 
Uui)uí'i ;1¡ 

.líül)Ul7 lil.'i 
OUOUl7~1) 

'()ú01Jl7f1ll 

u .u (lii ;11' , o 

~l 

r 

l
li.t1tun. "". un1¡1¡111111. ¡s11i1tu1n1 u"ff'º"'""I' • "'~" ·~º'"':·::· : 1· , : 'I m• •m : .. r i '! ¡' n : : : . :: : •. :!- -: J,·, ...... ,¡ l ! ::¡ 
lli• ill ·~ 1. ··¡: : 11 r. '1"'1"1111 'l"."1 

........... 11111
• 1 IU ~·- 01 n'-u1ntt1UlfH Hlll 

1 

t: 
+ 

k 

l 
1 
1 
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.1780 
.\790 
iooo 
l(\ 1 o 
1.020 

tll'$0 

1632 

163/l 
l811ÍJ 

tásó 
18b.O 

1ato 
HISO 
1.890 

l.900 

t'HO 
.i920 
1930 

194!) 

1950 

t<JS1 

1955 

1957 

1950 

19!iÓ 

t'16J 

1%2 

t963 
1964 

-1965 

1%6 
19&7 
1 'U:oó 
1970 

lSO 

6 

s 

7 

1 rill l9 l li tA U)"'AllJ t·Í\'3 Ü Ql* (.l\(lJ•**·'f J +1¡pt l l) • l>.li.J **i OJ 

YlC.llRllí!t.UkVEl ~ YC/\t.\lJ 

Ef!R(O:\ Yc.ALt'lJ-r lU i **2 

ERROR=EnRut!+fRR(l) 

/lf!ONG ( 11.U~Vt. 1 Jtkj ::ERR!)H 

tONTil-IUc:. 
lllHIE to,.1Uil) Ur Xt!J• f(tJ,. YCAL(X11· !=.11 IW.) 

~RitE {or[d~l ttURVE, J&kr ~kUNG{tCOHVE1 JCRJ 

CON T J:tll)t. 

JGR:2 
ERRMlN=oRl)NbtICURVE;JGt<J 

JtR:~ 

IF (rlRO~.GV~URVE, jGR) .L t.ERRMLN) GO tu 5 

.1GRi::JGR+l 

lF lJGR 0 Lt.•~) 60 to ~ 

i;;o rn 1 

E!IRMJ N=nRul'lll (!CukVE dGIQ 

JG!í•HNi::JGI\ 

GU TO 6 

J'C.RMPl·:,,Gn:M~ "l+t. 
7l(ff.J'E to, iUJ) ERit~tlH1 JGtH'!fH 

tlHHE (u,éU!l 

bO 9 IJ~t, JGR"lPl 

9 1lf!!TE lO:r 1.lÍ~l lJ 1 toEflJJ rJGRMll'ltlCl.IRVE) 

·1 t CON 1 INUt. 

100 f(}fVIAT ~l111!_/l/,19)t 1 "l"•i!ílll.r• ·x, D!llfiINr.L•,11.ítt• Y 01{lG.lfl11L•, 

r1-0x,• t ~ALCULAoA•1/l,(16~,12r1oX,{3F2~.s.tJ)) 

tOl FORMAT Util~/l•S~r"llJU:llt POij E.L "le'TOOO Of 1illfl1WS Llli\!ikAUO$•.,r¡, 

104 

r5x,iPR0t'ONlt:.•soo GRMO•tl¿d/) 

FIJPMA'f tll 11, s~ 1 "ERRUR ot li\ cuiryA fil)¡¡,! 13,. cORllEli!>UNólf.rlTE Al GR 

/AOCl".I3,~ =':,F2f>.~0 1 /I) 
FOkMAl llhl!///,5Xr"!R"Ulf ~INIHU ~·,pl5.to, 

, .. CORRC.::.puNUJ:ENfc. M., AJIJ:!TE· Dti GRA00"rl3rll) 

FORHiH lítil!lOx,·~·· CUHV.\ UE Rff'Hll\OU u;.",llJ 

OU0Ul7t10 

OU!l!Jifi;IO 
ll'UQVlf\00 

llOUUlflllJ 

0001111.120 

ououtn'o 
ouourn.3~ 

uuoura311 
OUOUH\.ÍIQ 

ouov<t:'JSO 
0U00lll60 

'(l(JiJ\¡í67fl 

OOOU.181\0 

OllOl.IUl':lO 

ouou1'ioo 
(IUOllll'! l O 

OIJ0Ui'120 

OUOU1CJ30 

OUóot<JllO 

l!CIOlll'ISO 
(lll00l'1$.1 

OUOll\'155 

uoo¡¡tqst 

1)<000'1'158 

OUOU1%0 

0110Vl9b\ 

nur;ví%~ 

Ol)OUt<JbJ 

1H1.o.11·i 'l6 ll 

ouou1"li>S 

OúOU1'1"6 

O!i0Ul967 

OllOU1'lf:8 

OU0Ul9.70 

•·1[11f'l.11111m11n11 .. n.111. n111m. '. t¡'I 
·1ll11111··!1 . . i 

' u '. 1 "' ... !.~! ,-.! llil1111.I.1.. .1 •• 1.íl ........... 1 ... 1 

ú + 

e 

' .1 



t9M 
1990 

·~99.1 
··~ ·~óOO 

· ·2010 

~02.Ó 

z;o21 

~oa2 

aois 
2030 
20ti0 

aoso 
eo&o 
·i'!oro 
20~0 

2Ó90 

¡rn.91 

2.092 

209,3, 

20'74 

2095' 

a.o96 

2097 

2098 
2(19~ 

.21.,0il 

2101 

2102 
21!!.3 
21:o4 

2105 

ató& 
~$'0:•1 

~100, 

2L09 

211() 

a1u 
211<! 

:2.:H3 
2íHI 
2ll5 

2116 

21 t7 
2:11ll 

2It9 

2:t;"?:O 

2.1;'!1 

212.2 

~123: 

21211 

2HS 

~l~~ 

'1127 

~H'l 

\?lSIJ 

21$(1 

217:> 

?1''º 
iW1G 

~· e~Q.'!l·-- --

2211> 

2:<??,Q 

<!1? l~ 
2t?q0 

~t'!S't) 

á~~I): 

rbs f'UfütAl .\lttl l 1 UXr ".O/tfl.IS 4JE: l:...iU .. ll,.l.J.:lfHO",ln'r l.SlC,.;Jf\!)1.oX, ~f\~.r 
/Sx, 3'A5 ,.,,¡ V:t ~,.;., 5F;>Q •. 1it 1 i J 

tos FORMAl lll ·~!J:<,'1 l(( .. , .{;.<!,'" } =:"tfif:..-n 

lOT FtiRH~T tlhl!IOXs~•~~ CUHVA OE tiX!~AClD ~-~·~llJ 
i!04 FOln·ll'\.T(Jlll!'.:rX.~"~ev.1sAtt. UAJUS Ot. El.ll.líl,...líllHU"l/h~.l(T"C.tJi'iCtfllRAClUU 

fDE .n 11E«iQti '"E CE..tU", N J 

201 FURH4t V! f-!;(l~ü"Ll)S c;,Jt+·ltH:NJES 'lJE .LA CURVA .oe ftEJUtt A.Jú~J,E $U~r;or 
1 1 /1/) 

250 FURt1Al U¡¡!)J 

500 CALt l:.JG!T 
.EN/), 

3 

4 

i?l>O 

i?Ol 
202 

20ll 

205 

:2.11 
21.a 

Zli 
?l11 

<!l S· 

sutmour.uk ::i111ui.r tA. iJ, "1'11 ;<) 

o U~EN!;;l•.liV Af "(Q, Ju J 1 Uq;SV, :Ulj J I.PS (30) i e (51/J, X l311) 
ou s ·:t = i, ~o 

x:tn = ir.v 
cuurl:ritJi:. 

,-jff¡TE 'l.l.>(,;\l::ÍJ 

JIJHtE C,i;,~tJV) túl Ih t.::.l.r1111) 

n= .c11,..-1)1 ¿! ?.. ;s 
'IH!tE fo,¿U';"l 

Go ro 4 

mttTE Cun::l~J 

lf" (1~1,i..t..~.i',) .l.IUlE v~.~~o HAUrJl1 
lF l ~l,hi:.·'J. $) 'l!ll'Jf (,6,¿Qq) U4lJ;1Jl1 
!F (M!ht.;·l,11;1 -~!fil.E ((l.,.¿01J' l(.l!(t¡J)t 

lF ,tf·l:l,i..U.,':>.} :NI1E {t>-;40.'Jf) .{(A (l t J) ,, 
lf (·•·tlht:ll .. ~J .mi1e t&,1H!ll' llAU1Jh 
lf UIM.i;..;/~/ J ·¡q-11 E. (61i!ll) {lAU,J)J. 

IF Ü·nt •. ~,~.u] . ..,_ .. 1RTlE (6,. ¿i¿J (ll\llrJ)¡ 
.If (l<IM.t:. ~ •. <JJ ~·;1~! l E (& ,~1 .$.) ltJ\Clc,JJt 
ll"' (M:·l-1:.U. lli) i-1.ottrE t~·~l(l) Hll.UrJJr 
CALt uti,.11(1)1' ('111; <'l, Ut..1 l •IUl(,:J 

H trr~oic.1;1o1.11 s rnp 
C!ALI.. liOi,,y1;., ~•l'l<' o.JL¡ 'd; J:J 

.J:itt•!f), ,J,.-::J;H11J 

J::·i ·•· i•\fJ , l;:J, iH) 

.J;: l • ~·~1), l;;l. ¡ liM) 

J:1 T l'l.f) f 1:1,M~Ü 

J= l 1 ""º' l=t,wiJ' 
J=ik"'·lJr l:::.h~l~I} 

J~ l d'!fJ' l;:.lyMM) 

J::OJ!. ~·"!), Io<:::l .1 11~JJ 

J!; l .1.t~•' , .i;:r..mo 

CALL lM~~~' r~Pl, A, OLt u~ Xi UlGITt l~DJCr !ft~J 
1¡. ( tN0,1 C .. t.u .• ! } S l'llf! 

•l1drE c .. ,~11!1 
t;hJ e¡, I=,i n41 

•11\.ÍTE'. .tu.,c:!I~) l., XUI 

Ff .. ll~M¡\f .~.!1M1""2S.5,ll¡ 

~UAMAf l/i¿~,2~1U.G,//J 

F'ORl!Af ~lt;'.:ll(,"JHl1 1 12,~ ) ='",f~~.:i) 

FURIU.l lt,¿x, ~P1u .• c1.1,.rn 
FURl•IA.f ·~ 1 1 i!llg,, "!! tl) ·• .... ü V1~Il·: "• I) 

~OIMAr ,,,~~x1•EL!ffE•ru~ U! LA ~·r~rz;•·'l 
FPRl-IA.l ~lrrl~t/l~:tux,"t,\lb CJ.t.f'it:lt:.NrES AJV:trAtillS 5t1N: 1\;//J 
F.U¡;t1Af l:J'<\•1·'11'"10.,4,/1} 

FURM~r tl~1!Xr~ F1$~4,t/1 

FoR~t..I L//•f.x,& Ft3.4,/{J 

~URNll &l11ti,1 ~IS.q,f/J 

FollNt..J vt .. !k'.1!'.I i:1s.11,1n 

roR~IAl ~.111.tx,,•¡ Ft.5.-0..;JIJ 

FU~llA r VI ,~·lt; 1w•1 s.•1,111 

FURfll\I llnt1/l/1'.)-X,"E.4t.1.Jl:.1'.ll'IJS .U¡;¡ 1.A '·ll'ilJ{l:z;w,fl' 
t{f T111W 

f.t1ll 

'Sl!l'IHloT .e-Ir. u:r.r,.i~·w C"':<J~ '" '''-~ Um.LCJ 
t U /.lt-lt) N. u> .J 

•JllleNSlu-"' Aoo,.~llh Ut.l30,$U), .:>CALES (3ft·),, "IPSl.SlJJ 

1U ~ l=l fil 

rt·slU=.i. 
:\'l,1Wf41M:v •ti 

r')O it ,¡:=~., i'f 

ill.th J) ::.J\ ~1!1) 

U- tJ:~n.li~1"'"'JfÍft1l.01 HJl h ;t, ~· 
'&' \ • & é1 

UUlllltQll(I 

OtHJv:J•<Jq(I 

O!ill'U'JJFH 

(1(1{1112001) 

0111111.aoio 

!)(l'OU2020 

.0110.u.:o.21 

OU0'\12022 

l).Q(>V202S 

(H1(!1J2030 

QIJ00"20'4{.I 

Ol!OOi:!ó50 

ouou~o6o. 

UOOU2llíO 
ouoo2o:ao 
0Utl!12()90 

(l!JtltrZt'.191 

•Oll01JiM9?. 

o.tmu<?fiq3 
:l){l.0U¿>()IHI 

~HIOlli?OCJ!;i 

0(Hl(l2t19f.>. 

-0!l\!U21l97 

Pt1011.zOq/1. 

0110112099 

u11uu21 oo 
OuOllí:!ítlt 

ouo-u~:1:02 

ouov.2103 

ouuv;:n ori 
011uuau1~ 

Oll0112l ll6 

Ol.101t2Hl7 

a11ou<!trJll 

IJ1JQ1J2:10•; 

1,l·uoui't to 
C,IUl.ll.!21 l l 

OUQl.l<!U<! 

llUll\l!!l.,t3 

OIJOUrJlll 

OlllHli:? t 15 

Olló!.121111 

0110V?.U1 

OOUU2.I t./J 

o li·l' u 2t l'J 

!1111.Hl~!i?O 

Olll!Ui!\<!'¡ 

OUOVcH<! 

UUílQC'j.?J 

fJIJ;c :
1 L_~ll 

UOL"'~c,, ~ it"lS 

lfUt.hlZ !.f!6 

{llJOV.?1~7 

IHIOUc!li?ll 

(lnlJui? t$0 

(lt;ttU.?lM 

lltJUOi:!l7.1J 

·lltl(l\INl.1l! 

Q\l{IV21Q(l 

l.tlltitrc:';>(lt} 

(lV'\JUi!~ f.fl' 

OUOVC!.?eo 

ílfJIJ\/el?)O 

OlHl\li?i!aO 
QIJO\l~f!(}.O 

' 
~~·~i~H,.)¡ !: :-,:, 

• 
,_ tr t 

ll•llmUfü1if1rmn1unt1iltfl1"j"' 
UU,UltUIOOttUi.li1u¡uu .,,.. u J 1-· - ·ntu · ··n tt '1 u· 

f . 1 i ,,, .. :i=~ ..... ~ f • :: e ¡1··••11·.t ... ' 
11, 1! .• ::. : . : f· : :: ' 

1 Ji t !111 11 'JI, ,f' 1. 1 U ~ 

Iifl .:: jf . : . U . L : l' U '""""' 
u::1n::uu~.:;;::uu::t:::;:;::::::1 

ti ~.-



O::!l<!:J 

20~0 

ao40 
2oso 
20&0 
ao10 
2090 
2090 

209.l 

2092 

2093 

~094 

2Q95 

a!19& 
2097 
209Íl 

~09.9 

.?,fl)O 

s 

2 

3 

IJ 

t,.r .; . . :z;. _QS4$ .FUI(.·, l_,,.c;¡ l ª'-' ªfo-' _ ¿ 
CALL tl(l T 

ENO 
SUf:IROUT Ph •. bl/l!H,, 1' (A, li1 !-!'Ir X) 

OU!LN$IVI~ A~~01JUJ1 tJl.~.5\l,.50)r \lf'S(JQ), B{.30)1 Xt3UJ 

ºº s ! ;.; l 1 50 
XCI) = lf.\I 
CUtJr 11~UL. 
llH t TE (u,~o::i¡ 

..iwtrE (o¡¿UOJ CrHIJ 1i:L ,mo 
IF ( '11·i:"I>) ¿{ a, ;s 

illl TE (t>í ""º1 
GO ro 4 

l'Jltl fE. (o,.:.1:>) 

lF (Mr¡;t.'1,c;'J llH1E ((),¿\JO 

Tf (l·l•t,;;.11. SJ ·¡r~rtE tfu<!<J'f.) 

lF l~IM.v/,tlJ .. m r 1.c lf>r¿uu¡ 

IF _tMH.¡:.Q, ':JJ :•1tUlc (1'.11 c!O'i} 

UAU,JJ, J::t1t"lJ.r t::1,m1J 
tfl\0,JJ, J:q,i•"!}, (~·q,1MJ 

lt4C!rJ)r J=l1~"~~l {::1,n1-i) 

ttAtlrJJ, J:1,rM}1 l=S,MN) 

t'll tr.;r¡,c\~· .• óJ 1H! lE {á, dl!IJ · 21:()'1 t(.HltJJr J::;¡;tn1}, .t::!,Mri} 

2102 1 F {M11.t->J. 1) /l{l l E ((;i,·¿llJ l(A l.t 1 J} ,. J:p.'"'0 1 l :¡, WlJ 

C! l 03 lf t'lt1.1...t, IJ) Vl~I l·t. (~, i:!l ¿J ((A tl ul), .1=1 tl•~1), .l;t .tMri} 
··---~~-~..._......,.;-.,,,_ - . 

21011. .u t•m.i:..J,'IJ ~mru: c1i,¿1.s1 ttA(l,Jh J::q,~·4J, r=i,MMJ 

2105 lf- (•!H.t.~l.111) l'h{lff (7,¿l!¡¡ (tl\U1JJ, J::t,~l!!lJ l=t1Nl.J) 

2106 

21ót 
21on 

ctn9 

r!Uli 

211.1 

21 ti? 

<?'113 
2114 
~t\S 

2Htl 
2117 
21113 

2119 

21;io 

íH~l 

21~2 

2i2J 

i?J~IJ 

~.l~S 

~1~~ 

2127 
~J2'l 

215/J 

21so 
2110 

21?~ 

21,90 

Zi'.!OIJ 

2eu1 
2.(!~t). 

2~31} 

Zt,!4ó 

~~so 

a2r,Q 
2<!71J 

?é,)!JO 

ªºº 
.201 

CJ\LL O'b.0111• t •,1H, A1 UL.1 1 ~!J re~ 

!F tIWUlC.tO~l) SfOP 
CAlL l>Oi:..v .. ~\!'Ir ·,IL~ '.I~ l(J 

Cl\LI .. lHl'liu.\I" 1 '1'11 ll; 11!.• tt,. Xr IU.111 T t l'llH(:,. I UalJ 

,t¡.. (INO·iC:,t:.u.ll '5ll]fl 

<11d tE (.,,,.,11! l 

Oll 1 !"Ít1l·1'1 

•Hi'TTt (1>;C:Oí:!) l, X(!) 

FURHAt l':JA!P25~S,IFJ 

FORHAJ L/rdlr2FJ0,4•//J 

aoa l"U~llA't ~/.f 1:>JC1 "XI ",I?.f ~ J .e",l'J':J.~J 

20/j FURHAT \/;di.; 3FIO,Jl, l/1 

ZO'!l FORMAt \ 1, i!;lfJ(, "tt l 1 J.• .:U l"1'íJ ! ~, I J 

ill>S ~UflHAr i111:iic,~x:.1:..e:11E'fn.JS Uf. l..A 1111.:rnr.n"1tJ 
201 FOk~Al ,lnl!//l,tOx,"~Ub CJtF~CJE~lES AJU~rAnOS suh:",J¡) 
<10~ Hlhf!Al l'.J,.,,'<Fltl.Q 1 i/l 

zo~ l".URMA.r lNi!ll:,!i F'fS.''1'11 
219 FUR~AT \/tr!l 1 b FtJ.q,//J 

2tt ~ofll1A1 tl1.iic,1 F1.s~11.,n1 

212 

215 

fUM"AI '''•!~ 1 U ~13,41 1/J 

rURhAI tltl!X 1 ~ FtJ.q,1¡¡ 

FVl\11.Ar '"·' !l!:,lOl".t3 0 ll,l/J 

FUUllllt ~tnI11¡:1 1 ':Jt.,"f.t,~l·ltl'llUS l)i:. J..\ •1A!Rlzz"1/) 

'?E ~,!RN 

é.';il.ll 

SU!llWUT.1~r. 11~C!J•W ('~N, Á.• dLt HHHC) 

CHMtitlN l~,:, 

~l"E~stu~ Ats~,4UJ, Ut.t&U,~Ul~ ~CALES t30), IPStloJ 
·1::1:r, 

')U ·~ l<=i1i. 

J~•S (IJ:: L 

·~uwrm11=-11." 

•)(J ¿: J::J. 1 I~ 

llf:. ( lt J, :.,\ti t J} 

rt c~u·~~~~~~llükllrJJJJ 1, ¿, ¿ 

~O~NRH::íl8~{UL(f,JIJ 

!;!Jf\I r INúr. 

!C !. 
J)(l<J:i:'iJC:q 

oot1u2<130 

b!IOIJ2040 

()U0020SO 

OUUU20.ó0. 

OU(lU207•0 

()O(JU208ó 

OQOU201'!0 

OU002l19.l 

OU.0Uc09c? 

IJV0Ui?093 

o.ouu209ii 

o 001120'95 

0Ufl1120% 

011002097 

OllOl)¡?ll9tl 

OUOU2099 

l.HIOU21 ()Q 

OU-00210 l 

01101.I<'? 102 

ouovato3 
•U.IJOU2t0 11 

UllOU210~ 

0UQU2{Q6 

ouour?l rH 
tJU(IU¿tOH 

QUlhliH09 

OUOUi'UO 

l.IOOu~t'l 1 

OUl}Oell¿ 

(JUO\i,c!lll 

·Uill}Ucl 114 
ooou.?115 
ouou2U6 
ovo112u1 
OUOJJ21 H\ 

uvov.? 11q 

iH>UU2.l 20 

m.muát<!1 

011nuttc•¿ 

!:Ufill~l ?.3 

IJll!:, ·,· \,?11 

mw.,.¿·~~·s 

fJIJ(liJi'l2f1 

ouuu<?l ¿1' 

llUOU1Hi?ll 

(1Ullt121~0 

IHHlllllblJ· 

OUl.lu.2{70 

Utl{ll.lrH f'O 

UUO\fZ!lll): 

1.1vouc:?i70ll 

lllJ002210 

ooou2c?20 
ouu1122io 

(!JJUv2i?llO 

<IVOu?<H>tl 
Quauí!?.M 

!>!JOll2?7 O 

O!!ll!t22110 

2@:j.1231 ;;u 2 JU .. <>;e 

11111. t1íll.tlflrt1.lliUllnl!lllnljlll,tr1> 

.i' 'if' ... 1 ... ';"1mr::·:Jki .. 1' :"id ·c.· 
11 :. .: ! " 1 ' : • .. .. · t. :·11' ·: u • . l l : u 
j
111_111111111u +~ 

:•, 1U 'I 1 lf l J f U 
~bn::i11ntlu:~_n11uu;i~:~:~Jn;i;; 

.. 



22'10 Jf ~R lh'l 1d( 11 l h 11.r :s OUOU22'Jf) 

23QO 3. SCAL!St1l=l::.8/~0#N~q 
oou_u23011. 

.~rr~q1p~q,rpu11~~ 23io cu TO !>. 
ouou23.t o e-

2li!Cl lí lNU.lC:l.U 
UOOU23.21J 

233.0 CALL s1,.r,. l1) 
OOOU1Ü)(l ruhudl.w~111,u:ílu~nl1 .. u + 

23'110 StA!.E:!lH ).;.U::. ¡1 
QU0\123llQ 

23!;0 5 tuNTlrWt. 
UUOU2l!j1l 

23&0 l'IN1 :l~-l 
OUút.lllbO 

2310 l)U 17 K:t 1 r_1'11 
ououc?310 

~3J!O 'lJs=o~o 
Oú()023110 

23'11). l)IJ ¡t l;í{j r; úUUU.<?3'lQ 
E. 

iqoo ff':<lPS l J.) 
lhlOU211llll 

' 2410 ¡il 71:.=.il~" l1;L~lP~ iO J-SC:A,~l:i lll') 
1,10011211.10 

211.20 lF lS1lt:-.,lLt) llr. 11, io ()úl)l)i!lli!O 1 

2430 10 •llr.=S llt. vuou2'130· 

211110 11n:N.v=1 tlllóu;!i!llO 

21150 ti CUNI !HUI:. 
uuoua4Só 

211&0 11" ~!HG¡ J3! l2r u ooou211lio 

21170 1.2 wu1c=1 
QU()u2471J 

;?11'30 énLL ·Sl·•G l~l 
ouo112il(IO 

21191J GO TO 1. r ouuuztt•10 

aso o ll 11' UOiO•'l v-1\ l J'lt iS, lll· IJO!JUt!5(10 

2510 14 J:tF'S(~¡ 
llllOU<!;'illl 

<!5\?!l IliSl KJ = LP.:i l~ l)XPIV) 
0110025;>0 

a:; 30 l jiS l fú)(,.-1 ~) =J 
OlJl/1125,30 

.t?,5~0 15 KP:.tP$.ll\.) 
uuoui.'<:illll 

é!SSO PH'(Jl=Oi..tl\l'•K) 
IJUOl,f?SSO 

~SS.O l<l't=K:+ 1 
·óllUU2"i60 

~511) ~(J 1& Í"·K1•l !. tí 
llUlU.té!'HO 

cSSQ· ¡p::;o!?Sb.J 
útHIU2"(11l 

.2590 EM=~uL (lP, ¡q /PlV'Jf 
Q'Oúué!S<!I) 

~(..O.O !.ILLlP ,.K·¡:.t.11 
0111111261.10 

2Ci10 ou lb J;..Kr·.l '. !) 
ÍHHIUC!(1 IO 

iH\!~ UL Urt, J 1=ui..~ !f'dJ ft:J-1;,,JLll\¡;>¡ J) 
0Ul)U21.1i!IJ 



2&31J 

26ÍIO 

2650 

2660 

267ó 
2(>60 

2b'19 

270P 

~710 

?.720 
2no 
2.7 !IO 

?750 

27~0 

2770 

27.'YI? 

2ao 
2600 

2lHO 

2i:l'a() 

2&3Q 

.2C'llO 

anso 
21lbO 

.2nro 
2fi~O 

21190 

2qoo 
2?10 

2<120 

2•no 
21?Í!O 
2.?SQ 

29$1) 

16 
1.7 

19 

1 

5 

Cl}t!lHiUc. 

cufflll'iOc. 

l(P=lPSli)) 

If (ULlnP,NJ) l9, 18, I~ 

!NIHC=l 

C.Al.L SfoG.l¿:J 

Rt::.T¡1RN 

lr•QIC=O 

~t:l'OR-l'l 

é:N{) 

$UllROUl tNt:. !'1PR~IV (WI, ,., <JL. 8, ltr Dl:Gfl, more, J. ltkJ 

Dl»EilSl.UN A~:S!ldtt¡, •ILPU:1:SU)r 1Jl50j, t.(3(\), R(..Sú¡¡ ú)'.(JO¡ 

OUllllLE t'llt:.C~ $.Hl'l SU!i 

~=NU 

EpS:l.01:;•..> 

Ip1~1':l1> 

i<riOnai::o • º 
?O l J'=u 111 

x1m1a1:A..,A>,l ~i<•IUH 'I• A.11s e~ tl 11.J 

JF (Xnu" "' 7, 2, .5-
0lGlTS=-•LUbtOIE~sJ 

GO lQ tu 

QO q llcA:l~ lT~AI 

\lU S l=• t, ~ 

su11=0.o 
\':lll q J.:::.'"' 
SU~=SUMtlll~J)•ttJJ 

SOM=lH1J-,.,un 
fHt):Su ... 

CAL!i. S!ILIJt:. :.'I~ IJL> R: úld· 

~J¡¡llQR .. 1:::11. u 

ou f¡ !:1, ,•1 
1:x:(tJ 

JC l;t )::;X.( L) .f\IA.l t )· 

U.UOú2f>30 

OllUUi:'bl!IJ 

OUIJU2t.'ifJ 

OUOU2660 

00002&,io 

0UOU?61)Q 

0UOU26?1J 

000112100 

!)ll0Ui!7 l.O 

IJUU11~72Q 

OliOU2731) 
b11(jU271lO 

OUU027!i!l 
UUóll27hll 

.Q\lllu2770 

i>OOU2780 

lloOu27'lfJ 

IJUóUC!{IQO 

UUUU2(ll.O 
011002(12(1 

OllOUzllJO 

OUOll2Ól!JJ 

.ouov211so 
OllOli!?tlfiO 

ouoo?87o 

OU~vt!M!l 

.OUOl/21191) 

11ulJu?noo 
0110uc?'JIQ 

-01J1Jv¿n211 

ouou¿':l3n 

01100.2,'"illO 

QUIJi!C!'l')IJ 

IJ00\12%0 

,~m¡r1l1m111m11:'.'ilil1111111:ni 
, , • 

1
· 

1

1

1

1 1 ·
1

: 1 11 ij v 
l 11-11dl ·:-· 111l ... l1··'•1i' .. i, .. l,· 1 

- a IU. HllU_ HU tlan .1!& 

g: 

l 
1 
1 



'2?70 

29$0 

2990 
3000 

WlO 
3020 
3030 

3040 
3050 

3()60 
3()70 

30/JO 

3090 

3100 
.3UO 

3f20 

:n30 
3\QO 

3150 

31!!0 

$170 

3lJJ0 

3190 
3200 

3é?l0 

32ao 
5230 
3240 

3250 

3?.40 

3'.270 
3a!lo 
'32.90 

3300 

7 

8 

1.0 

i 
2 

CtJlli:.:~6.,, l1, l !.l .,.T J 

ÍF (OXth,;~~1 .a:.·pC0>1E) !H) IU. S 

U· (0itr,uR/'l'•b1 .tt,JllEJ 0¡¡1l0íül::C01H~ 

COtlT mue. 
!F !tlER~lf ~, 1i 8 

trIGtr:::.,.ALµG!O (1\ 1Ax1 lUx•~llr<H!l(NV~tl; E.pS)) 

U- lOXNulh.¡•a:.p:;"l(~t)l{•I) IO, 111 1 '1 

lM>lC=l 

LíWT!NuE 

CALL SI•1GUJ 

~HUR~{ 

1NtHc::O' 

"Rt:TURri 

ENO 
suMOuT Ple. ~OLV~ lNll• º'-' u, .() 
l)'lME.~ISlu.'l OL(301 jQ~, .íl:SU) • :X{:.Só.¡, !P:S!3ll) 

COM!:Otf L P:. 

>j::Jltl: 

;.ip1:m+l 

TP=IPSCl) 

:q lJ;:tt( •. P'J 

no ? l.:"' u 
JP::!PSUJ 

l•Ü:I-1 

su11::0.u 

1)0 l J:: 11 lMl 

SUH:SUl-h-01. t 1 P, J l <t l( lJ) 
~U)=!! l,Lf'J .. :r•l'l 

lP:tPS l1!J 

XtN):X(1¡)/ULt V'r"4l 

00 4 lllACi\·:¿, N 

t.::UPl • JaA.1.i<:. 

ll'=IPS l!J 
tpl::fl-1:1 

OUOU2.'97ll 
OoQOc?CJll() 

l)ilCJIJ2'71l\) 

(1001i3000 

11.UOUJ.OíiJ 
011{1UJ020 

OIJUU.5030 

OUQUJ01!Q 

OtiooJOSO 

OU00306iJ 

OUOU3071l 

.OllOllJOBQ 

OIJQll.50'10-

000li.HCtn 

Oll!HtJUi! 

OOUIJJ.li!·O 

O!l0!J~l30 

Ó00\13.tllO 

00(1113150 

0.110úJ1C-O 

1111003170 

OllOl/JIM 

QOOll31 1rn 
l)o0o3?.l!O 

00003210 

0!100:5220 

000113?.30 

0U!!ll.S21iO 

00011:32SQ 

QOQú;32bU 

QÚ00.!$270. 

0110113280 

011011329(1 

ouou.noo 

~
"'nnl""l"'"'r.I'l""jfll""'" '"Ir· I'" ~'Pi•' · 1;n · '01n·· 

. . .:1 , 'I 1 u 1. , , ¡ 1 • , 1. ¡· . • : .. 
l1 ,1• ·I 1 1 ut 1nln nnnnl11uunni1 1 

, l1ulut!11llu1u1utt11_11nt~1.11.~~J 

t:Y 
+ 



3310 

33:?0 

3HO 

'33!10 

3350 

33&0 
3;)1q 

33'lfr 
3390 

311(}0 

3lliO 

3ll?O 

!S/130 

311/J(} 

3115!> 

31l.&0 

31l71) 

í4~o 

'.51190 

3500 

3 

11 

::itl'·t=u. o 

;)lJ 3 J:.i p l, 'J 

suM::sbM~UL(lp,J¡•XtJJ 

'X.(1 ):Ül I.J-;?llM) /•Jl, UP; l) 

1'E ruRr1 
E'@ 

sv1.mouT.1 Ne. 1:1rnc lí~1t1Y J 

~(JJ?lll\T \lhll!''LJ\ 'IATíl:ll H~ IE. .!lf'.NGLQN Ct.~IJ EN ot::cl)11f'\ISl:."1'J 

12 FlJ!lHl\l \ loiJ! "!111 rit.tl SI"ll;tJLAH t:l OEC0'1f'11$E, O·.CvISlOlf t.t.l'.Jil:. C:E:f.l(J trJ 

/SUi.VE •. ",/) 
IS FU!iH/;I dtiºt''rll) '1AY CQl'IVtR,lé.NC!A EN 1~11·1:iuv, LA MATRIZ ES c;ASl slrt:; 

/•ILAR0:1l'l 

Gff TO ti.er~1 fíl~Y 

111dJF. tu, OJ 

(;0 TO lu 
mH'rE lt.>d¿J 

'JU TO 11.1 

t;ttl'l'E. ttifl:S) 

R~fUR~ 

:e.111) 

JIVUtffH O 

ouou.nen 
OOQUH311' 

0110113'Hll) 

01101133~n 

IJUllU51!10 

'JU()JJ:H](} 

oui¡,·, ;¡1,11 

0Utl!l3 '••'! 

1) 111111 Ho f.\ 

•011()0•311JO 

011003'1;?(1 

0110U3'l:SO 

QO(lo3M!O 

O IJOU3'151) 

ovou346o 
Ol!Q05ll70 

VV!,1113/f!!li 

0Ullll3'l"'D 

Ot/OU35QU 

~.
rn"¡·1m·(:u·11·.·i.'¡l¡imf. l!,¡l11 .• 1m· .• ¡11¡1 

1 
fl ., 11 .. ' 1 11 (} 

1 l 1 ¡t ~· ., 1 1 ! i! -1--

!¡ .... 1.J ... li ... ! ... !_, ....... _i .. ! ... fl ' 
• nuh IU10UUJU UllOIO~UfO 

g 

l 
1 ., 



A P E N D I C E II 



1 
QRi(FJt.E: TE'.SIS (U5/2iJ/!lJJ 

l 
2 
3 

10 

20 
30 

llO 

50 

bO 
to 

'º 'JI 
n 
in 
54 

100 

é!DO 

300 

1100 

~DO 

60Q 

TOO 
600 

1)00 

?so 
:1.000 
noo 
1201) 

!.300 

.111.0D 

tSOP. 
tt.DO 

SRt;:SEt t-REE 
FILE & (l<:HIO=l\ENll,I E,'iii (!{ECSit.t;':UJ 

r.J;LE ,(Y.lflo::.,hK!,nU:írf't.=71liflt:.='"LUl .") 

e•-*·**"''* ....... **.._" *~"·--11:·ft.•·-* .. *** *:**·.:·•:• •.•·.-:1 •·1':-~ .- ..... ••:•" ~ • •• lll·*•*·* • •·• •" t:•:"-* • ~ .. *''fl*1t t • r: 
e 
e 
e: 

e 
e: 
e 
e 
e 
e 

PlfüGltAti!I ¡-Atlf\ CALCllLM Li\ ~E.i>ll"AcfUN t.tl Ull. t.l! fl{AClUl'C .t.tJUlOó~ 

LJ.QUlOU Ot. tl'JA SULA E. r A p>\ • 

TtSIS 
ELAOOHIHIJ f'Uiu JIJSE l.UlS R•JIJIHGUEl 'Hllffl 

4~E$1lf{: 

n.i4A.: 

·t· Et/. C• LA!(.l:lfl\10 iJOftl::tlll l'MHLLI. 

A'lA.L.tSl:> 1J.E EX l.RACClUI~ t.IólllOU~L.WUlUU 

P'JR ttE fllUUs NOnE~lCUS: 

e 
n 
e 
e 
e 
e 
.e 
e 
e 
e 

e•·•,«•·*.·•·**"* t·*.•t;t ~.il • li:** ó *, •·*•·•,.a;t jt1tl'!•.llc>t• •o I< a A •;,•.\O:li:J! • lt'll * ~·• • elHra·i!. ••i1·*~*~.C 

01MEN~tu~ XJSO)r tC50)1 -lt50Jr Yl(JQ), YCILljUJ 
plti!'t4~1UN XC:.l'$11J, YZl3UJ'1 l1Ul$U), All\1130); 8{$U) 

QHiE'NSiu~ ll~!J'lli!UJ; ,~CllNli?U), CC0Nt211) 

á!M.t:.Nstu~I !:..ttR(J'l.!l, .~~i)NG(.5,$0), CIJEF(.50,.Sii,~) 

OlMENBJ~~ AU¡QJJO)r 41lu=3u)1 YMZC(O:Sn) 
OÜ·1EN5lü~ YMC(So~SJ, yJ.(:UH:tiJ:;SO,!i) r xiCUll(i'J!J01:>) 

ó.l~ENSlUI~ CU•tPA ('!lh .Ci)l".lf'll UiJ. cum'C(S) 

41.Hé.!ISlUl'I JJGllt'51t llA'l~o\ll¡, r1MlEu(311 tJl\llEC(JJ 

nrl<if.Ns.Iull ,<Meo es J 

IJit.11:.IJS!t>N Cliéfl l~O¡ 

vAfA fl0(, rv::t I í o. I 

READ }5tl~UU) ~A~EA 

REAO t51 l:>ilü) 'IA>IES 

RE/ID (Sd!JUUl t~.A<iEC 

t5QO FOIH¡llT ist.::iJ 

llEAO ~51./J l'il> 

00 11 l ... urtVC !:. 11 2 

ououOO!l\ 
ouuuo.002. 

uuouooo:s 
o.uouooto 
11UOO(!ll20 

l!UOUOOJO 

(IU0\101\111,1 

11oouooso 
'OUOOtlO&O 

Üll0Uó070 
1111ouoor.o 
tlOll\Hll)ll t 

ouuuoon.? 
lllil>UOll0..5 

OUbUOObl! 
(ll,IOUOlOIJ 

IJOOUO;?OO 

ouo1103oó 
UUOllOAOÓ 

iltl(HlOSOil 

lllJOUOliOO 

OuOU0700 

OU!NOUOO 

OUOUO'lQl) 

OUOUOIJ!:iO 

ouov1000 
l)UOl/1100 

OUUl/}200 

0\)0!"1300 

l)UOUHOO 

Íllll)Ul!iOO 

DUOVlísOO 

IHIUflHllJl-ltt!IÍIUUU(llHil-UUlll 
, uu¡un1 u:n. 111¡1uu t u1 "".u• 
• 1 .= . m •1•1• ·r: 
I! •t 1 '': ¡ u : • 1 ¡: • ¡1 • 1. - : 1 • • 

11 ' I' 1 •· • '' •• 
:!; •• :! ,: 1 ii l i '¡ !i 

lltnuu1u1uJura11n111tln1 n 11u¡ 
. ~··•~•1ut11n11111-tn.J~•-•_uu11•••u• 

o 

g 

l 
1 
l 



1100 
.1óoo 
l9ÓO 

··- · ~tro·o 
2100 

?200 
2.3óó 

-2400 
:i'!SOO 
2l1.00 
¿100 
i'OOQ 

<!'JOO 
.3.QOQ 

'310.0 

~~·ºº 
~300 

~400 

JS.oo 
~(>OQ 

370.0 

38óó 
390() 

400.0 

4100 

q?.oo 

"~ºº 
1111~0 

450.0 
""-._··¡¡6of) 

-•47'00 

400·0 

IJ91}Q 

·snoo 
'5fo(l 

5200 

530() 

541)0 

5.500 

56QO 

5700 
snoo 
5?00 
6000 
6l0Q' 
&.i.!oo 

Hóo 
61:1()1} 

&Soó 
6.6'00 

&ton 
i'i&OO 
6190(1 

1(101) 

n.o o. 
720,0 

t:S:oo 
'f4oo 
l~OO 

7MO 

1700' 

7MO 

Moo 
c!lf!OO 
;.11n1 

"ªºº 

.,,.. 

ou i l. .. :! , l<Jfl 

.RE:AD {"!$111 ~cON(lJ., i;cuNHj 

llcONt.1.J :; '1;:~.i\.CO'llO'.J-ti:;IJl'!llJ 

.íf .cacd~f!J.:J>f.:.o •. iiJ so to eo 
'lllr!Tf: (ur.~O~J "tA'lr;:i;t 

i'¡(J TQ SúU 

é¡-0 :x (t ! ;::: u.t1;:N.t.r) 

YUJ = f..C'.tiN~¡) 
lCtCURthlvtl"'VE) ~ l\\l!J 

Y l.cuR(l ,.. l.\. U.t<!JEJ :: Y ( lJ 

CONTll'IUt. 

tF .tit:t!RVt.·e·1~ t 1 .vruta tti, io.111 

ff tlf..Ql\\Ít..t•¡..i?.l r/ll!TE lu,.Hll'l 

rlRlfE (~.d\1=>1 Ni\11Efl1 •JA14t.tJ; l'Mr~tc;, tl'ít:ntJtJJ, ac:tiN.(.J:J, cc:UNUJ 

1, T = 1'.., 1~fl~ 
StJM'( :: v.,v 

sui1.JI : u•\!' 

SUflYX :: O. u 
SUMY'K~ = u.u 
$WIYX$ ::. u.u 

l)]J~J\'.){11 ~ •U¡ V' 

simrx~ .::. 11 ~.u. 

S!Jlt'líCb, .. o.u 
sun'fl(.7' = v,.·u 
suH.:YXIJ = U·• V 

$ut1YX<J :: u,.·U 

:S\Jlrf~I -- V. u 

SUllltc?" - o.u 
SU11X3 = o.u 
SU'1Xl.I :: u. u 

SUtlit~ : º"'º 
Suf.!Xb = u,o 

sum<1· - 11.u 
.sut4.l('t! ::: ct •. o 

SUMX9 ;: t1·.o 
SUJ1lilll "" 11,¡v 

SUl1lClJ. - v.U 

SWt~!¿ u.11 
SJ.H!li::l•.S ;.. !J ,U 

SO'iX l.<I, - \l •V 

sur.1;'1'!> ,;: u.u 

~tJ:.1xlb ,.. <t .u 
SUUX'\ 1 - :11.,11 

:SQMXHl .;; 11,.v 

:>U :2 l ;.; i r' ll/í' 

$UllY : ¡)!Jti Y + YC t) 

SUMX: :::: ... o.,x + u u 
suiir~. = s.,·nx ,,. tYU:> w ii;nn 
SU!~YXt! - .:i.ú~'YX? ·~ (fl.r.f*.,Xt.l)~~eu 

SUltY.JC5 - lll1l"ll":f$ r l'itV•·txnn·-".S.JJ 
SUl-1\'Jt4 ::. ~út>lYl{1! t (ftl)~LXU.)U·qj) 

SIJfl~X~ • .,uMy~'l t (Yt..IJ•tXll-)~it!l)J 

SIJtlY:Cu - ,,l)l'ly;¡r .... trU.J •txlU*n.il) 
SIJtlYX:f : 4.l.IMr>.:1 t t'((¡J•11·Uq)i':*/)) 

StJ11txu.::. ..,•ittyic1J ~ CYtlht;tllJ:u'U>J 

':IUt<IYlN :: ,:,Uriy~<J t (YlV"tXlD*.1t'IJJ 
sunrxt = .. UMYll • (Y((J•tXlll~4IUJJ 

Suf.'Xi! ., S1.1HA¿ .. lX.(1) Ocl· 

'H1t•lt! • S11't-'~ '' UUH«.SI 
SU'!Xq • Sb"lt'l + t:tCll!iAl¡J 

:Sut!X~ .. Sv-!J<;\ ,. txtil·U'.'lJ 

SU'Ut(t :: Su.'lAt> t- txUl"''bl 
su~iX7 .. S:1.r•1~7 .¡.. lX(U t'•l.J 

3UMIA - S~t•• • \l(l}~*D1 

~UMXf ~ $~·~¡ ~ \ltl>••VI 
l~MXlV ~ ~drtrln • tttlJ~•lU} 

(lUllu17!lO 
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APENDIC.E III. 

Método de Eliminación Gaussiana usando 1a e_! 

tra:tegia del máximo pivote. 

Pór el m¿todo dé Eliinina.c.ión Gauss±ana se .:::... 

trata de resolver un sistema· de ecuaciones lineal.ea simuJ._, 

táneas por modio de la constru.cción de la m.atriz de coef'i

cientes aumentada y por ~edio de un proceso se obtiene .1.a 

éiiagona1unitar1a, o sea, se triangular.iza la matl!iz:. Pos ... 

teriormente,, por .medio da sustituciones hacia atrás se io-· 

gran obtener los va.lores de 1.as incÓgni.tas. La estrategia 

del máximo pivote se usa para eliminar e-1 error de redan-

deo cuando cualquier elemento de la diagonal tiene :un va ... -

lor muy pequeño. 

Teniendo construida la m.at:riz de coé.:Cicien,..

tes. aumentada se procede a buscar el elemento de máximo V,! 

lor absoluto,. aunque éste no sea el del renglón 1 ,,.·cID1umna 

1. Este elemento A:t,j es elemento pivote. Todo e.1. :rengl.6n 

i se camb.ia de lugar para. q11e este elemento pivote:, quede -

en posición A.¡ 1 , o· s.ea, queda como eiemento de 1a diago--_, 
nal. Se busca otro elemento pivote, el que sea de máximo: -

valor· absoluto dé los elementos que no pertenezcan"al ren

glón i que .fu.é cambiado de lugar. Teniendo en 1a d:tagonlll. 

todos los el.amentos piv.ote encontrados se. procede a l.os pa 

sos d.e .normalización Y' neducci6n necesal"ios·. 



El primer paso de normalización trata de ha

cer 1 a1 elemento A1 , 1 , esto se logra dividiendo todo el -

renglón 1 entre e.ste el.amento, a continuaci6n se hace el -

paso de re.ducción que tiene por objeto hacer cero todos -

los eie:nentos debajo del A1 , 1 ·~ .esto se obtiene mUl tiplic~n 

do el renglón 1 por -Az, 1 y sumando este resuitado a todos 

los el.ementos del. renglón .a, y as::í sucesivamente :para to.-... 

dos los renglones,; 

Posteriormente .se hacen los pasos de no:rmali 

zación seguidos dé los de reducción necesarios. Al final -

se obtiene la diagonal. UJlitaria y el Último renglón :ihdic~ 

el valor de la tlltima incógnita, realizando sustituciones 

hacia at:rás obtenemos los valores de las demás incógnitas. 



AP~IéE IV. 

Método d.~ Ne~tton-:Rapñson. 

Este mé'tod.o sé empl~a para encontrar 1a s9lució!l de 

úna ecuaci6n o sistema de ecuaciones s:i::tnult~neas no, lineal.es,. 

Es:pec:Íf'icam.ente, para nuestros propósitos, para e'ªcontra:r la -

sQlución de l?.s ecuaciones de la recta de reparto o de ttniÓn. -. 

con la curV'éi de 're:finado y de extracto. 

Para encontra-r la solución .de estas ecuaciones, una 

J.j_neal y la otra no lineal,, sé :resta una de la otra y la salu• 

c:ión será .La X que haga q,ue esta dU'erencia d:é cero,. 

La ecuación de la curva de refinado o d:s extract. o es;· ' . . . ' - --·. - . - . 

Y. " Ax· ·. a_-2 A-:x3 ;; "'"4 . 1 ;;::: ~Q + t .. •'.+ -?!-~ + . s- + A4.n. 

y la ecua:ción de la recta de reparto es; 

J?.or lo qµe la dif:el'encia FX es~ 

Y1 ""' Y2 = FX ;::: (Ao..:Bo) +. (A1 -B1 ne + Azr + A3X3 + A4X4 

ta X a¡ob;itrá.r.ia q,ue p:ropo¡iociones FX ::;:: o es la soltl.-

aiÓ.n de este par de ecuaciones .. Si FX ?. o se calctUa la¡ deriv~ 

dl'}. de rx. 
DFX -;::; (A1 -B1,) + 2.AzX + 3A3~ + 1t~lt.x3 



La nueva X para el cál,culo de FX es~ 

J<'hueva; = X~mterior - (F)C/DFX} 

y se re.pite la secuencia hasta ql,le FX sea cero o nienor a u.na ... 

tolerancia arbitraria. 

El diagrama de flujo de este nt~tcdo es el siguiente. 

X,. 1'bL,A4.~, 
A'll\1 .~¡.••·•í'm 

• f)(:;.(Jk6.)t
(f\?.-E!12.))( t 

(?.~-e>)~.i..,.. ... 

.. ]~~(Ai-.óz} + 
(Al•~/íK+ 
(14,-~ 1')(.z-;;. ... 

'
1 LA. $01.UC.\OÑ. 

E.-;>" )!.. 'f l~ 
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