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1. INTRODUCCION

Una conguista por la que estamos dispuestos a luchar
todos es la del bienestar, su consecucibn progresiva para
todos es una aspiracién noble y digna en la que no podemos
ser neutrales los que queremos hacer honor a nuestra civi-
lizacibn.

Quiero con esto dar a conocer otro punto de vista 6
un enfoque un poco diferente respecto a los ideales en la
vida de cada uno de nosotros, como tambi&n lo que podrfamos
hacer para mejorar la industrializacibn actual y darnos
cuenta de que existe gente que necesita algo de lo que no-
sotros podemos hacer.

Como parte integrante de una sociedad en la cual se
lucha por la superacién del hombre en el saber, siempre de
see con toda la fuerza de mi voluntad contribuir modesta -
mente en el logro de una educacibén verdadera, plena de ac-
tividades, las que han de obtenerse en un ambiente de sana
comprensifn, para que de este modo adquiera principios que
que fundamentalmente lleven al triunfo y a la confianza en
la vida.

Por lo que una de las principales razbfnes que me lle
varon a la realizacifén de este trabajo ha sido el darme
cuenta que una gran parte de la ingenierfa quimica descan-
sa en principios matemdticos y su relacibn es tan estrecha
que sin la ayuda de las mateméticas serfa casi imposible
‘abordar una gran cantidad de aspectos de la ingenierfa qui
mica asf como el hecho que se presenta en algunas ramas de
la ingenierfa gufmica en las que sus fundamentos son ma -
tematicos, especificamente, fenbmenos de transporte.
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2.1 PRODUCTO INTERIOR

Definicibn: 8i A=(aj}, ...,an) y B=(bj, ...,by) son dos vectores
en V,, su producto interior, denotado por A-B, est#
definido por la ecuaci®n

A.B = ag by

~py 3

Para calcular A-B, multiplicamos las componentes correspon
dientes de A y B, y sumamos todos los productos. Esta multipli-
cacibn tiene las siguientes propiedades algebraicas.

Si A,B,C son vectores en Vn Y © es cualquier escalar , se
tienen:

a) A:B = B*A {(ley conmutativa)
b) A-(B+C) = A-B + A-C (ley distributiva)
c) c(A-B) = (cA)+B = A-(cB) {homogeneidad)

d) A-A 0 si A¥O {(positividad)

e) A-A = 0 si A=0

2.2 LONGITUD O NORMA DE UN VECTOR

Definicibn: Si A es un vector en Vp, su longitud o norma, deno-
tada por |A| esta definida por la ecuacién

[A{ = (A-n) 1/2

Propiedades de la norma de un vector

a) |A] 0 sl A¥0 (positividad)

b) |A| = 0 si A=0

c) |en| = |ef| [A] (homogeneidad)
d) |A+B|g |A| + |B] (desigualdad del

triangulo)




2.3 Ortogonalidad entre vectores

Definicibn: Dos vectores A v B en Vn son ortoaonales si A-B=0
Adontaremos la convencién de aue el v~ctor cero es ortoconal a
todos los vectores. Por consicuien... .. producto interno nos
provee de un método conveniente para determinax si dos vectores
son ortogonales. Por ejemplo, los vectores ig= {cos8)i + (senb)-
v 6= -(senb)i + (cosb)j son ortogonales, ya gua:

ig°jg= -cosflsend + senfcosbé =0

2.4 Yroyeccién

Definicién: Sean A y B dos vectores en V, con B#0. El vector
tB, donde

es llamado la proyeccifén de A a lo largo de B.
Si ambos, A y B son diferentes de cero, el angulo 8 entre
A y B esta definido por la ecuacién

0= arc cos _A-B

|AT 18|

Notar que la funcibn arc coseno restringe a 6 al intervalo ,
0< 8 s7 , notar también que 6='/? 1 cuando A+B=0.

El producto interior entre dos vectores en V, tiene una
interpretacifn geométrica interesante. En la figura se mues -
tran dos vectores A y B diferentes de cero haciendo un angulo
0 entre ellos. En este ejemplo, tenemos 0<6<'/2n. En la siguien
te figura vemos el mismo vector A y dos vectores perpendicula -
res cuya suma es8 A. Uno de estos, tB, e¢s un multiplo escalar de
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B el cual es llamado la proyecci6n de A a lo largoc de B. En &ste
ejemplo, t es positivo ya que 0<6<}2am,

.-
B . s

po e - nn .o

usando el producto interior para expresar t en terminos deA y B
primero escribiendc tB+C=A y aplicando el producto interior a
cada miembro con B cobtenemos

tB-B + C-B= A-.B

perc C-B=0, ya que C es perpendicular a B. Por tanto tB-B= A-.B
de donde

AL
|B|2

por otra parte, el escalar t presenta una relacifn simple con
el angulo 6. De la figura ocbservamos que

B como 6 € (0,nfp)
cos8 8= _-Lt_BJ.;—. _-Lt-l_l_.d__ = ¢t TA_‘—— It'= t'
[a| |Aa] entonces

de lo cual tenemos que

. _A.B
089 =TT 18|




a‘B = |A| |Blcos 6

2.5 Producto cruz

Definicifn:Sean A= ajit+azj+azk y B= bli+b2j+b3k dos vectores
en R3. E1 producto cruz de A y B, que de denota por AxB,se de-
fine como el vector

ajs a a; a a a
AxB = 3 i- 3 j + L 2 k
b3 b3 b1 b3 by b2
o, simbolicamente
i 3 k
AxB = | a3 a; aj3
bl bz by

Notese que el producto cruz de dos vectores es otro vector,
Propiedades b&sicas del producto cruz. Para todo vector A
B, C en V3 y para todo real c, tenemos:

a) AxB = -(BxA)

b) ax(B+C) = (AxB) + (AxC) (ley distributiva)
c) c(AxB) = (cA) x B

d) A-(AxB) = 0 (ortogonalidad a A)
e) B-(AxB) = 0 (ortogonalidad a B)

f) AxB = 0 si y solo si A Y B son linealmente dependientes.
notese que:

ixj=k jxk=1 kxi=j




2.5.1 Interpretacidn geom&trica

El vector BxC es ortogonal a cualquier vector en el pla-

no generado por B y C, en particular es ortogonal a B y C
"sin embargo, hay dos vectores posibles que satisfacen esta copg
dicibn, ya que hay dos elecciBnes para la direccidn, cada una
de ellas perpendicular (o normal) al plano generado por B y C.
La regla de la mano derecha determina la direccidén de BxC.

Tome la palma de su mano derecha Y cologuela de tal modo
que sus dedos se curven desde B hacia C cOmo se muestra en la
figura. Entonces el pulgar apuntard en la direccifn de BxC.

8x¢C

Si By C son colineales, sen 6= 0 Y, por tanto, BxC = 0,
81 By C no son colineales, entonces generan un plano y BxC es
un vector perpendicular a este plano. La longitud de BxC, |B| |c|
| sen 8|, es justamente el &rea del paralelogramo que tiene como
lados adyacentes a los vectores B y C.

z

3

bXxc




2.6 Divergencia.

Operador diferencial Nabla.
Se representa por V y se define por

3 3 3

V=iva—x-+jay+kaz

V es un operador; esto es, tiene sentido cuando actdia u opera en
funcifnes con valores reales, esta notacifn formal es muy dqtil
en la aplicacifén de tres magnitudes muy importantes en la practi
ca. denominadas gradiente, divergencia y rotacional.

Divergencia es una operacibn bisica, definida por

— . = . BFJ_ BFQ BFL
div F = V.F X + Sy + T

es un campo escalar, se lee ((divergencia de F)).

El significado fisico de divergencia es que en un punto P
div F(P) es la raz6n de flujo neto que sale por P, por unidad de
volumen. Asf, si div F(P) > 0, consideramos a P, por unidad de
volumen, como una fuente, para la cual hay, cerca de P, un flujo
neto exterior. Si div F(P) < 0 P es un pozo, sumidero, de F.

2.7 Integral doble sobre regibnes generales.

En primer lugar definiremos la integral /p f(x,y) dA en
regifnes D mas generales que rectangulos y en segundo lugar desa
rrollaremos una técnica para evaluar este tipo de integrales. Pa
ra lograr esto, definiremos tres tipos especiales de subconjunto
del plano xy y extenderemos a ellos el concepto de integral doble.

Supongase que tenemos dos funcifnes continuas con valores
reales ¢ : (a,b)» R, ¢ : (a,b) » R que satisfacen by (t) <
¢1 (t) para toda t ¢ (a,b). sea D el conjunto de todos los puntos
(x,y) tales que

x ¢ (a,b), pp(x) £y < ¢1 (x)




Diremos que esta regidn D es del tipo 1. La figura muestra varios
ejemplos de regifnes del tipo 1. Las curvas y segmentos de recta
que acotan la regidn, considerados en conjunto, constituyen la
frontera de D, que denotamos como 3D.

vooady)

¥y =d\) '

i D
- = X 4 >~ N\ —‘— X
a b ' ay.,°,(x)b a b

Diremos que una regibn es del tipo 2 si existen funcibnes

continuas ¢3, ¢2 : (c,d) + R tales que D es el conjunto de pun-
tos (x,y) que satisfacen

y e (¢,d), ¢2(y) £ x < ¢1(y)

donde ¢5(t) 5 ¢;(t), t € (c,d). Nuevamente, las curvas que acotan
la regibn D constituyen su frontera 3D: En la fiqura se muestran
alqunos eijemplos de regiénes del tipo 2.

= y) X = 6dy) X - x = ¢y)
£

. x = ¢dy)
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Finalmente, una reqién del tipo 3 es aquella que es del ti-
Po 1 v del tipo 2; un eiemplo de una reqi®n del tipo 3 es el dis-
co unitario.

¥y o= ody)

- —\/l -

el disco unitano como

. el disco unitanio como
una regidn del tipo |

uni region del tipo 2

Frecuentemente nos referimos a las regibnes del tipo 1,2 v 3
como reaifnes elementales. Notese que la frontera 3D de una regién
elemental tiene &rea cero.

Definicibn: Si D és una regibn elemental en el plano, podemos en-
contrar un rectangulo R que contenga D, siendo D cerrado . Supo -
niendo que se ha escoqgido dicha R. Dado f: D -+ R, donde f es con =-
tinua (y por tanto acotada) para definir fD £(x,y) dA. la inte -~
gral de f sobre el conjunto D. Para ello, (extenderemos) f a una
funcibn f* definida en todo R mediante

£f(x,y) (x,¥) ¢ D
£* (x,y) =

0 (x,¥) £ D y (x,y) ¢ R

Ahora bien, f* es acotada (porque f lo es) y y continua excepto ,

quiza, en la frontera de D. La frontera de D tiene 8rea cero; asi,
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f* es inteqgrable sobre R. Por tanto podemos definir
Jp £(x,v) dA = Jq £* (x,y) dA
cuando t(x,y) > 0 en D, podemos interpretar la integral /p f(x,y)dA

como el volfmen de la regifn tridimensional entre la gr&fica de f
y D, ver la figura.

z z
L
grafica de la superficic ’
[ z = f(x.y) grafica de f*
-
1
\ ¢ \ d [ 4 c d
[ T ey
s ’ 7 s
SRR g 2 'iv",

x region elemental £ R .

P Oy

Si R= (a,b) x (c,d) es un rectangulo que contiene a D, en -
tonces tenemos:

Jp f£(x,y) da= fg f*(x,y) dA = fg fg £* (x,y) dy dx

=& B e (x,y) ax ay

donde f* es igual a £ en D y es cero fuera de D. Suponiendo que D
es una regifn del tipo 1 determinada por las funcifnes ¢1: (a,b»*R
Y ¢2: (a,b) + R. Considerando la integral

B8 gx(x,y) ay ax

Y, en particular, la integral interior fg f* (x,y) dy para alguna
x fija (figura) como por definici&n, f*(x,y)=0 s8i vy>¢;(x) o y<¢2(x)
obtenemos




1 e ix,y) ay = f$183 £*(x,y) dy = f:;:&; £(x,y) dy

b y = #x)
y = dy(x)

Asf si D es una regifn del tipo 1

Ip £(x,y) aA = /B fi‘{ig £(x,y) dy dx 2.7.1.

en el caso f(x,y)=1 para toda (x,y)e D, fD f(x,y) dA es el
drea de D.

Los métodos para tratar regibnes del tipo 2 son entera-
mente andlogas. Especificamente, si D es el conjunto de pun -

tos (x,y) tales que y ¢ (c,d), ¢2 (¥y) < x < ¢1 (y) entonces
para f continua tenemos

. ¢ (y) :
Sp £(x,y) da= Jo ! f¢; (¥) £(x,y) dx ) dy 2.7.2

para encontrar el 8rea de D substituimos f=1; esto 4%
/p da = 13 (4;(y)-02(y) ) ay
D c ‘"1 2

Para integrales sobre regifnes del tipo 3 se puede uti-
lizar cualquiera de los dos métodos, para regifnes del tipo 1
0 del tipo 2.

De las formulas 2.7.1 y 2.7.2 también se sigue que f £
es independiente de la eleccién del rectangulo R que conten -
ga a D, utilizado en la definicifn de ID £.

12




Ahora definiremos la integral de superficie de la com--
ponente normal de una funcibén vectorial F(x,y,z). Esta canti-
dad es denotada por,

ffs Fen ds

y como puede notarse, la ley de Gauss est8 expresada en estos
terminos, Siendo z=f(x,y) la ecuacién de alguna superficie.
Consideremos una porcifn limitada de esta superficie la cual
designaremos S. Primeramente aproximaremos S por un poliedro
consistente de N caras planas cada una de las cuales es tan -
gente a S en algln punto. La figura muestra como &sta aproxi-
macién poliédrica puede verse como una concha esférica.

L 4

Concentraremos nuestra atencifn en una de estas caras
planas. Denotando AS)} su 8rea y siendo (x3,yj.z}) las coorde-
nadas del punto en el cual la cara l-&sima es tangente a la
superficle S. Evaluando la funcifn F en €ste punto y entonces
efectuando el producto interior con nj, el vector unitario nog
mal de la l-€sima cara. La cantidad resultante F(xj,v;,z;)'nj
es multiplicada por el drea de la cara AS, para dar

F(xl,yl,zl)-n A5,

Si efectuamos el mismo procedimiento vara cada una de las N ca
ras realizando la suma sobre las N caras:

? F(x1,¥1,21)° n1 481




la integral de superficie es definida como el lfmite de é&sta
suma con N. nfimero de caras. aoroximadamente infinito v el § -
rea de cada cara aoroximadamente cero. Por tanto.

n
Z F(x).y,,2z))+n) 48,

/fg Fon @S = 1im
s (835. a51~0) !

estrictamente hablando esta integral a través de toda la supeg
ficie es,

ffs F(x,y,2)'n(x,y,z) ds

Ya que ambos F y n son generalmente funci®nes de posicibn. Sin
embargo, la integral de superficie no esti bien definida hasta
que especificamos cual de las dos direcciénes posibles de la
normal usaremos.

Una integral del tipo

ffs F(x,y,z)*n ds

es frecuentemente llamada el flux de F, por tanto la ley de
Gauss es una medida de flux.

14
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2.8 La integral triple.

Dada una funcién continua f: C R, donde C es algGn para -
lelepipedo rectangular en R3, podemos definir la integral de f
sobre C como un 1lfmite de sumas. Brevemente, partimos los tres
lados de C en n partes iguales y formaros la suma

n

S = .%

1
n i=0

£ (cijk) Av

donde cijk Cijk, el ijk-&simo paralelepipedo rectangular en
la particién de C y AV es el volumen de ciijk.

Definicifn: Sea f una funci6n de tres variables, acotada, defi
nida en C. Si existe %i& Sn Y el limite es independiente de los

puntos cijk, al 1lImite de S, lo llamamos integral triple de £
sobre C y lo denotamos por

fcf, fcf(x,y,z)dv, fcf(x,y,z)dxdydz, o féf f(x,y,z)dxdydz.

Por analogfa con la integral doble, consideremos el pro -
blema de calcular integrales triples sobre regibnes generalecs.
Para conjuntos acotados WCR3, cuya frontera 3w tiene <volumen
cero> , toda funcibn f: W+R es integrable extendiendo f a una
funcibn f* que coincida con £ en W Y sea cero fuera de W. Si
B es una caja que contiene a W. Definimos

fw f(x,y,z) dv = fB f*(x,y,z) av

como en el caso bidimensional, esta integral es independiente de
la eleccién de B.

Como en el caso de dos variables, restringiremos nuestra
atencifn a regi6nes de tipo especial. Una regifn W es de tipo 1

si podemos describirla como el conjunto de todos los (x,y,2) tal
que

asxgb, b (x) 2¥< 6y (x) ¥y vy (xey)<z<y, (%) 2.8.1

en ésta definicibn: yi: D-+R, i=1,2, son funcibnes continuas, D

es una regi6n del tipo 1, y Y=Y, ©n la frontera (por el momento)
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la Gltima condicién significa que las superficies z=yl(x,y) Y
z=y2(x,y), si se intersectan, lo hacen solo en (x,y) e 3D.

También una regibén es del tipo 1 si puede expresarse co-
mo el conjunto de todos los (x,y,z) tales que

¢ sysd.  poly) <xs valy) vy v (xey) 222 v, (x,y) 2.8.2.

donde los Yi: D+*R son como antes y D es una regifn bidimensional
del tipo 2

z z
2z = 7l(x:y)
2 = x5, y) z2=ydx»

|

t

|

| d

I y —y

x = ¥{y)
y= :,(x) y = &(x)
x x = ()
7 = y{x,¥)

Una regifn W es del tipo 2 si puede cxpresarse en la for
1 0 2 intercambiando los papeles de x Y z, y W es del tipo 3
si puede expresarse en la forma 1 o 2 intercambiando y Y z. Un

ejemplo de una regi6n del tipo 4 es la bola de radio r, x2 + y2

+ 2% < 12,




2 34 2z
173 ¢
PO 3 Iah ad
—_ — ¢ ' y
e——__ p .
region del tipo 1 region del tipo 2 / region del tipo 3
X x

la parte superior ¢ inferior ol frente y la parte posterior 12 pante izquicrda y derecha
son supcrficies z = f(x, y) son superficies x = f(z,)) son superficies y = f(x, z)
—— A — y

region del tipo 4

COIMO una region como una regioén como una region
del tipo 1 del tipo 2 del tipo 3




Suponiendo que W es del tipo 1. Entonces

- b ¢, (x) Yi1(x,y)
fw f(x,y,z)av fa f¢2(x) IYz(x,y) £(x,y,2) dzdydx

= Jp |fY1(x’y) f(x,y,2z) dz | dyax

y2(x,y)

fw £f(x,y,z) av £(x,y,z) dzdxdy

a vi1(x,y)
fc fwz(xoy)

rY1(x,y)

IDI Yz {x,y)

f(x,y,2z) dz | dxdy

segn como se defina W, por 1 o por 2.

17
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3.1 DEFINICION. Teorema de la divergencia

Sea @ una regidn del tipo 4 en el espacio. Denotando por
30 la superficie cerrada orientada que acota . Sea F un cam--
po vectorial suave definido en Q, entonces,

o alternamente
fQ div F 4V = faQ (Fen) ds

Definicibnes:

Una funcién diferenciable de R3 en R debe ser tal gue a-
dem8s de no tener ((grietas)) en su grdfica, esté bien defini-
do el plano tangente en cada punto de la gr&fica. Asf, no de ~-
be haber dobleces, cortantes, esquinas o picos en la gr&fica.
En otras palabras, la gr&fica debe ser suave.

esquina

Esta grafica no cs suave.

19



Una superficie orientada, es una superficie con dos la -
dos: uno de ellos se llama lado exterior o positivo y el otro
e llama lado interior o negativo. En cada punto (x,y,2) ¢ S hay
dos vectores normales unitarios n, Y n,, donde n,=-n, cada u-
no de é&stos dos vectores puede asociarse con un lado de la su-
perficie S, elegimos en cada punto un vector normal unitario n
que sefiale alejandose del lado positivo de S en ese punto. Esta

definicién supone que nuestra superficie wiene dos lados.
3.2 DEMOSTRACION

Si F= Pj+Qj+Rk, entonces por definicibn

i = P , 3Q 3R
div F 3x+3y+az,

usando la aditividad de la integral de volumen, tenemos,
i = fq & o 2 /o 9R
/Q div Fadv T av + Y av + Y av

Por otro lado la integral de superficie en cuestion es

J3q Pi-nds + Y30 Qj-nas + 3 Rk-nds

El teoréma quedari demostrado si se establecen las tres siguien
tes igualdades

fgq Pi.n dS =/ 35032 gy

/39 Rk.n ds =790 av

20




Probando la tercera; las otras dos igualdades se prueban
exactamente de manera analoga.

Como @ es una regibn del tipo 1 (asi como de tipos 2 y 3)
existe un par de funcibnes

z= £ (x,y)’ z= £a(x,y)

cuyo dominio comin es una regifn elemental D en el plano xvy,
tal que Q es el conjunto de todos los puntos (x,y,z) gque satig
facen

fz(XIY) gz f]_(XIY)r (x,y) € D

tenemos

IR = z=f3 (x,y) 3R
Ig 557 4V = Jp Iz=f2(x,y) 5z 42 ) dx dy

y asi

fn%g'dv /p IR, ¥, £1(x,¥)-R(x,y,£5(x,y)] dx dy

La frontera de @ es una superficie cerrada cuya parte -
superior S1 es la gr&fica de z=f3(x,y), (x,y) € D y cuya parte
inferior S, es la gr&fica de z=f5(x,y), (x,¥) € D. los cuatro
lados de 30 constan de las superficies 53+54,85 ¥y Sg cuyas nor
males siempre son perpendiculares al eje z. Po definicién,

Saq Rken dS = [g) Rkeny @5 + fg, Rk-np as +,§. /o, Rkeny ds
como la normal n; es perpendicular a k en cada S3, S4, Sg y Se¢

tenemos k-nj = 0 a lo largo de estas caras y asi la integral
se reduce a

f3n Rken ds = fsl Rk-ni 48 + fsz Rk.np ds
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la superficie S, estd definida por z= fa(x,y), ast

22 5 4 22 _ g

Y L,
T
Asi
nptk = T 1/
35217 #1322 1] Ve
Y

/sy R (kenp) ds =

| ! %512, afo| 2 ]
- 2144 2
/p R(X, ¥, £2(x,y) ) l 1%;2 2 +g§2 +1 l*ax | Iay l + 1] da

= -fD R(XIYIfZ(XIY) ) dXdy

Analogamente, en la cara superior S, tenemos

1
8f1, |8f1|2 l 3

K~nl —I

X

y asi

Jgq R(ken) ds = sp R(x,y ,£1(x,y) ) dA
substituyendo y comprobando

R




te

I =fi(x,p)

Las igualdades restantes se pueden establecer exactamen-
de la misma manera.
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4, APLICACIONES

4.1 Transferencia de energia

4.2 Transferencia de momentum

4.3 Transferencia de masa




4.1 TRANSFERENCIA DE ENERGIA

La ley fenomenolSgica que govierna la transferencia de
energia por difusifn molecular es la ley de Fourier. La ecua-
cibn de energia es desarrollada en forma vectorial para un
sistema s6lido estacionario vy entonces extendido a un siste-
ma de flujo a regimen laminar.

LEY DE FOURIER

Iniciaremos definiendo algunas formas de energia y exami -
nando las unidades de algunas de las cantidades gue encontra-
remos en el desarrollo.

Algunas de las formas mds importantes de energia son:
a) Interna
b) Cinética
c) Potencial

nosotros representamos la energia interna por unidad de masa
{Btu/Lb) con la notacién E.I. . La relacibn entre la tempera-~
tura y la encrgia interna para un fluido de un solo componen-
te y en solo una fase es:

E.I. = Cv (T - To)

donde

Cv = capacidad calorifica a volGmen constante (Btu/Lb°F)
= Temperatura de la masa (°F)

T
T,= Temperatura base, arbitraria (®)

25




Para sblidos y liquidos
Cp v Cv
la ecuacibén puede entonces ser escrita como
E.I. = Cp (T-T,)
La notacidén E.K. se usa para representar la energia ci-

nética por unidad de masa (ft-Lbg / Lb) esta relacibn viene
dada por

2
= Vv
EQK. - zgc
donde
v = masa velocidad (ft / seq)
gc = conversidn gravitacional constante (32.2LB§E;§; )

La relacibn entre la energia potencial E.P, y la posi -
relativa, a cero como punto de referencia en 2z es:

E.P. = —L z
gc
donde
g = aceleracitn debida a la gravedad (ft/segz)
z = coordenada de posicibn vertical (ft)

la conversibn constante J se incluye con unidades ft-Lbge. J
viene dada por
ft-Lbe¢

Jd = 778 ~BTa

donde J representa el equivalente mecanico del calor.
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Las unidades de la rapidez de cambioc de la energia son
la energia dividida por el tiempo

Btu
seg

rapidez de energia =
finalmente, el cambio de temperatura con respecto a la posi -
cibn esta definido como el gradiente de temperatura cuyas u -
nidades son °F/ft .

Ahora procederemos con la ley de Fourier de conductivi-
dad térmica. Considerando un fluido estacionario ( gas lfqui-
do o s6lido ) contenido en una regi6n limitada por dos platos
horizontales, paralelos infinitos separados por una distancia
h.

z2=h
T=Ty /7~
: = r=0 AN
t O:=O / 4
t
' r=Q y

rew

El plato superior se mantiene a una temperatura T = Th>C

mientras el plato inferior se mantiene a T = 0. El gradiente
de temperatura en una rcpresentacibtn de dos dimensiones es,

27
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2mp T=7

r=r

N~

r=0

que resultard despu&s de un largo peribin de tiempo (t-+w).

Experimentalmente se ha demostrado que la energia en for

ma de calor es transferida desde el plato superior al infe -
rior y que la rapidez de transferencia de energia Q por u -
nidad de 8&rea A es proporcional al gradiente de temperatura

en forma m&s general

Q _ AT
A Az

cuando Az + 0, %% -+ %% » por tanto

Q . 4T
A dz

escribiendo la expresibn en forma de ecuacién mediante el
reemplazo de una constante de proporcionalidad, -K

el término K se define como conductividad térmica. Es una
propiedad del fluido y generalmente se eval@a en forma expe-
rimental, sin embargo depende de la temperatura y de la pré-
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sibtn del fluido. Nosotros lo asumiremos constante.
El termino % es un término conocido como flux de ca -

lor y es designado como q, , por tanto

un fluido cuyo flux de calor se puede describir por esta e-
cuacibn se define como un fluido gue obedece la ley de Fou -
rier.

La temperatura aplicada en 2= 0 y z = h tiene como re-
sultado una transferencia de energia en forma de calor en la
direccibn negativa del eje z. El signo negativo de esta ecua
cibn se introduce debido a quec la transferencia de energia
se presenta en la direccibn negativa del eje z en presencia
de un gradiente de temperatura positivo.

El analisis anterior fue hecho para un sistema simple,
generalmente un fluido posee tres gradientes de temperatura
con sus correspondientes componentes de flux de calor que son
dx: dys 4z, los cuales vienen dados por

aT
qx="'Ka_x‘
= - 9T
Ay = K 3y
aT
qz=-Ka_z"

representando estas tres componentes escalares en un vector,
flux de calor g
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q = 61 gx + 85 qy + 83 q,

-6y K X+ 63 K

=— + 63 K %%

i}

- K VT

TRANSFERENCIA DE ENERGIA EN SOLIDOS

La ecuacibn que describe la transferencia de energia
para un s6lido en reposo sirve como un excelente punto de a-
poyo para el desarrollo de la ecuacibn general de transfe -
rencia de energia. La ecuacibn de transferencia de energia
se desarrolla a partir de la ley de la conservaci®én de la e~
nergia con una base de tiempo y por unidad de voldmen fijo.

Considerando un elemento de volGmen fijo T con una su-
perficie f las cuales contienen un s6lido homogeneo. La tem-
peratura, densidad, capacidad calorffica y flux de calor es-
té&n definidos en cada punto del sistema incluyendo en la su-
perficie, la ley de la conservacifn de la energia dice:

cantidad de cantidad de cantidad de
energia que energia quej + energia =
entra sale generada
(1) (2) (3)
acumulacion
de energia 4.1.1
interna

(4)

ya que el elemento de volGmen es s6lido y en reposo, no sur-
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come el término (1) -~ (2) es la evaluaciébn neta de energia
dentro del sistema entonces, tenemos:

- Jgf qedf 4.1.2

los efectos de conveccibn no se presentan debido a que es un
s6lido en reposo

Término (3)

Este término representa la energia generada en 1 debi-
do a reaccifnes quimicas y nucleares. Los efectos elé&ctricos
Yy de radiacibn pueden incluirse en &ste t&rmino. Definimos
el término " fuente " A como la cantidad de energia generada
por unidad de tiempo y por unidad de volGmen

A = Btu
ft3—seg

la energia generada viene dada por
A dr

integrando a través de t para obtener la cantidad neta de e~
nergia generada en el elemento de volGmen tenemos

f{f A dr 4.1.3

Termino (4)

Es una medida de la evaluaci®n del cambio de la energia
interna dentro del sistema. Si dr (£t3) es un elemento dife-
rencial de volGmen, dentro de dr

(E.I.)dT o pCp (T-T,)dT




representa la energia contenida en dr. La evaluacién del cam
bio de esta energia con respecto al tiempo en un punto fijo
del espacio viene dado po

0

5T (pCp (T=-T} dr)

notese que hemos considerado el cambic de energia interna so

lamente producido por el cambio de calor sensible dentro del
sistema.

La temperatura de referencia es constante y no contri-

buye. Si p y Cp son constantes, la ecuacibn anterior se con-
vierte en:

5T
o ce % 4
por lo que el cambio neto es
T '
oCp SIS latl dr 4.1.4

substituyendo las ecuaciénes 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4' en la e -
cuacibn 4.1.1 tenemos:

_ T
~fgf @.df + ff5 A dr = oop spr |2F
esta ecuacibn no es geométricamente consistente. El primer

término del lado izquierdo puede ser convertido en una inte-
gral de volGmen por aplicacifn del teorema de Gauss

=S¢/ q.df = —f{f (v-q) dr
por lo que la ecuacién se convierte en

~S{f (V:@) dv + [pf Adr = oCp sfJ |%§ ar 4.1.5
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rearreglando

Sff (=V.q + A - pCp %3 ) dr = 0

si q, Ay T y sus derivadas son continuas en 1, los integran
dos de la ecuacibn anterior son también igual - esto es,

pCp %% = =Veq + A 4.1.6

esta ecuacibn describe la variacibén de la temperatura en un
s6lido debida a la transferencia de energia. Si el sélido
cumple las hipbtesis de la ley de Fourier, el vector flux
de calor puede reemplazarse por:

q = ~-K VT
por lo que la ecuacién 4.1.6 se convierte en:
9T

PCP 5 = ~K V3T + A

dividiendo entre pCp

AT _ -K  gap 4 A
at pCp VIT + pCp

o
AT _ a2 g2 A '
TE a< vV°T + nCp 4.1.6

a?= K = difusividad t&rmica
oCp
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ECUACION DE TRANSFERENCIA DE ENERGIA

35

Obtendremos esta ecuacion en forma vectorial. Esta e-
cuacién diferencial describe la distribuci6n de temperatura
en un fluido en movimientd’a régimen laminar. Serd desarrolla
da a partir de un balance de energia y ia ley de Fourier en

un elemento de volGmen.

Primeramente consideraremos un elewento de volumen fi-
nito con una superficie f a traves de la cual un fluido en
movimiento esta fluyendo. Este elemento de volfimen esta fi -
jo en el espacio. La velocidad, densidad, capacidad calorf -
fica, presibn, esfuerzo cortante (1), flux de calor, té&rmino
fuente y fuerzas estan definidos en el elemento - incluyen -

do la superficie. La ley general de la conservacién de la e-

nergia es:

rapidez de energia
en forma de calor
que entra, por
conduccibn.

(1)

rapidez de energia
_interna que sale

por conveccibn
(4)

rapldez de energia
en forma de calor
que sale, por

conduccién
(2)

rapidez de energia
cinética que entra
por conveccibn

(5)

rapidez de e -
nergia interna
que entra, por

conveccidn
(3)

rapidez de e -
nergia cinética
que sale por
conveccién

(6)

rapidez de energia que rapidez de energia

generada dentro del
sistema

+entra en forma de tra-
bajo hecho por los al-
rededores sobre el
slstema

(7) (8)




rapidez de acumulacion
de energia cinética
e interna

Cada término de energia en la ecuacién anterior sers
expresado en unidades de Btu para mantener una consistencia
dimensional. Ahora procederemos a evaluar cada término:

Término (1) - (2)

Este término representa la rapidez neta de energia den
tro del sistema debido a la presencia de gradientes de tem -
peratura, este término ya fu& evaluado anteriormente

-fff g.df

Término (3) - (4)

Este término de energia surge debido al movimiento del
fluido, entonce;

- v.df 4.1.9
representa el flujo volumétrico ( ft3/seg ) de un fluido que
entra por una df. La energia interna de un fluido por unidad

de vollimen (Btu/ft3) viene dado por

p(E.I.)

pCv (T=T,) 4.1.10
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si T, = 0, el producto de la ecuacién 4.1.9 Yy 4.1.10 nos d&

la rapidez de energia interna (Btu/seg) que esta pasando por
daf

- PCv T( v-df )

la rapidez neta de energia interna dentro (entrada-salida)

del sistema se obtiene por 1la integraci6n de la expresién an
terior

-fff Pcy T( v-daf ) 4.1.11

Té€rmino (5) - (6)

La energia cinética por unidad de masa de un fluido en
movimiento viene dado por

2
;;c , ft-1bg/Lb
(@)
2
;CJ , Btu/Lb

la energia cinética por unidad de volGmen es simplemente

ave_
2gcd

si (v-df) es la rapidez de vol@men de flujo que pasa por df

DVZ_ af
"~ 3gcd (v-df) 4.1.12

es la energia cinética dentro de df. El1 efecto total se ob -
tiene por la integracifn de la ecuacién 4.1.12
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2
pv )
fff TTeN) (v-4af)

Término (7)

El trabajo es una forma de energia que puede ser trans
ferido dentro y fuera de un sistema. Esto surge si hay mo -
viniento del fluido dentro del sistema y debe ser considera-
do por un total y completo analisis de energia.

El trabajo se define como el producto interior de 1la
fuerza aplicada y el vector desplazamiento. La rapidez de
transferencia de trabajo es el producto interior de la fuer
za aplicada y la velocidad (desplazamiento por unidad de tiem
po) . Consideraremos tres efectos de trabajo:

Gravedad, Presibn y Viscocidad

a) Fuerza de gravedad. Si
p dr
es la masa en dr, Yy
g/gc
es la fuerza de gravedad por unidad de masa.
p g/gc dr

es la fuerza de gravedad que act@a sobre d;. El producto in-
terior de este vector con el vector velocidad del fluido

p (v gb) de

p ( v 5%3 ) dr




es la rapidez de trabajo hecho sobre el fluido en d¢. la in-
tegral

: A
f{f p(v gcJ) dt 4.1.14
representa el trabajo neto de gravedad

D) TFuerza de presibn

S5i el vector df estd dirigido haci:: afuera desde el e-
lemento de volfimen

- p df

es la fuerza ejercida sobre el fluido por los alrededores en
df debido a la presifn p, entonces:

- pv-df

- BY
J. df
representa el trabajo hecho sobre el fluido por los alrede -
dores en df. Integrando el término anterior obtenemos el tra

bajo total que surge debido a la fuerza de presién

~res B at 4.1.15

c) fuerza debida a la viscocidad

Este término surge debido a la presencia de efectos vis
cosos en el sistema, &ste se presentard siempre, si el fluido
esta en movimiento. E1l trabajo sobre df viene dado por
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- (7-v) *df

J - asg .

nota: (Tv)T = TV

si t es una matriz de 3x3, v es un vector columna de tres com
ponentes.

El trabajo total es entonces:

AL ') P

¥ F . 4.1.}6

Término (8)

Este término fuente ya ha sido desarrollado anteriormen
te y viene dado por

J[J a at 4.1.17

Término (9)
Las energias cin&tica ¢ interna contenida en 47 es

|pCV T!

<

ov2
2gcd

respectivamente. La encrgia cinética e interna contenida en
dt es entonces

o_|p Q!E_ T
5E Cv T + 5gc3 d
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la rapidez de cambio de la energia cinética e interna en T

se obtiene por la integracién de la ecuacibn anterior a traves
de 1

frf <2 (Pevr + Y2 1 4r 4.1.18
I 3% l TThy -1.

substituyendo las ecuacifnes 4.1.8, 4.1.11, 4.1.13, 4.1.14,
4.1.15, 4.1.16, 4.1.17 y 4.1.18 en la ecu:acibn 4.1.7 tenemos:

2
=S¢/ q.df = [ SpCVT(v-df) - [S %%EJ (v-af) + /[J p(v.agE) at

{5 plveaf) _ £ S |(reo) 193
- ¢ 5] £ | J . dfl + T Ad

2
- _9 oV
= f{f St | pCVvT + 2gcJ dt 4.,1.19

esta ecuacibn no es geometricamente consistente. Las cinco in
tegrales de superficie del lado izquierdo de la ecuacién ser&n

convertidas en integrales de volGmen aplicando el teorema de
Gauss

- Jgl q.af = - J[f (Veq) at

-fff pCv T (v-4df) -f{f (VepCvT v) dT

_ pv2 . . —frf . (V2
fff 7gcd (vedf) = J{f Ve | 3gGT v ) dT
- (vedf) _ _ . (BV
fff E——j“‘“ = f{f v (g_) dt
((tev ) = ol

la ecuacitn ahora se convierte en:



2
IS (V@) At = Sgf (VepCVT V) dT ~ffs Ve (B0 a4

+1f0 otve 2z av - s v BY) ar - sy Va0 4 srraan

gocJd
- 3 pv?
= f{f 5t { pCvT + 2963 )y dx 4.1.20

por continuidad a traves de T tenemos:

2
= Veq - Ve eevT v) - Ve (BEST) 4 o(ve Lo - v (BY) -

gcd
_ Ve(1ev) - 3 pv2
—5 + A = E (pCVvT + 2gcJ) 4,1.21

Esta es la ecuacibn general que describe la transferencia de
energia y puede ser aplicada a fluidos a régimen laminar.

-
-
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4.2 TRANSFERENCIA DE MOMENTUM

La ley fenomenol6gica que govierna la transferencia de
momentum por difusibn molecular, es la s=gunda ley de Newton.
La difusibn molecular, momentum y energia pueden ser trans -
feridos por movimientos de masa. Por tanto este movimiento -
involucra la transferencia de masa de un punto dentro del
sistema a otro por lo que se hace necesario desarrollar la
ecuacién de continuidad (ecuacibn de transferencia de masa),
ademis esta ecuacibn de continuidad sirve como un excelente
punto de apoyo para desarrollar la ecuacibén de movimiento .
Estas ecuacifnes pueden ser usadas para describir el compor-
tamiento de cualquier fluido isotérmico a régimen laminar con
propiedades fé&sicas constantes.

LEY DE NEWTON

Primeramente examinaremos las unidades de algunas de
las cantidades que usaremos posteriormente.

El momentum esta definido como el producto de la masa
y la velocidad del sistema

momentum = masa x velocidad (Lb-ft/seq)

las unidades de la rapidez de cambio de momentum son las u -
nidades de momentum divididas entre el tiempo
Lb-ft

Rapidez de momentum = §E§7_

por comcdidad podemos cambiar las unidades m&s conveniente -
mente si dividimos entre gc para obtener unidades de Lbg

- - 2 -
Rapidez de momentum = (%2353) (ng:g%% ) = Lb¢
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Ahora procederemos a desarrollar la ley de Newton. Con
siderando un fluido que fluye entre una region limitada por
dos platos paralelos horizontales, infinitos, separados por
una distancia h. El fluido se mueve paralelo a la direccién
del eje y. Si aplicamos una fuerza suficiente en el plato su
perior a z=h para mantener el plato superior en movimiento

con una velocidad Vy = Vp .

2=

si la densidad del fluido es constante y el fluido es
isotérmico y a r&gimen laminar en cualquier parte del siste-
ma, el gradiente de velocidad en dos dimensiones quedars re-

presentado como:

7]

230 y
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Experimentalmente se ha visto que la fuerza por unidad
de 4rea F/A requerida para mantener el plato superior en mo-
vimiento a una velocidad vy es proporcicnal al gradiente de
velocidad, entonces

« ‘—r:h 4.2.1

b le!

en forma mis general introduciremos gracientes por lo que

%“ %‘E’x 4.2.2
cuando Az+0 , %%¥ -+ %% , por tanto
%“ g%l 4.2.3

para eliminar el signo de proporcionalidad por el de igual -
dad introducimos una ‘constante de proporcionalidad (-M) por
lo gque obtenemos:

dv.

Iz

>\
"
=

se define como coeficiente de viscocidad. El1 término F/A ,
representa un esfuerzo cortante desde donde F es aplicado pa
ralelo al movimiento del fluido, por lo que la fuerza apli -

cada por unidad de &rea puede ser designada por Tay? por tan
to

= MU dv
T a;¥ 4.2.4

un fluido cuyo esfuerzo cortante se describe por esta ecua -
ci6n se define como un fluido newtoniano.
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El analisis anteriormente hecho es un sistema simple ,
pues generalmente un fluido en movimiento posee tres compo -
nentes de velocidad con sus tres correspondientes gradientes
de velocidad. Cuando este es el caso surgen nueve términos
de esfuerzo cortante. Estas nueve componentes escalares pue-
den ser representadas por una matriz de 3x3 de la siguiente
manera:

Txx Txy Txz
- * L] ®
T= Tyx Tyy Tyz 4.2.5
Tzx Tzy Tzz

* para mayor informacién consultar bibliografia (9)

el término t(F/A) es equivalente a la cantidad de momentum
por unidad de &rea, por tanto la matriz esfuerzo cortante y
sus componentes son también definidas como flux de momentum.
Si nos referimos al término esfuerzo cortante sz' y dividi-
mos la ecuacibn entre gc tenemos:

=-u dv
Tzy gc Iz 4.2.6

- Lbf - — Lb
donde 1,, = ( fE§ )y uw= ( Feogeg !

Fluidos no-newtonianos

Estos fluidos no obedecen la ley de newton de la vis -
cocidad, la ecuacibn equivalente de esfuerzo cortante para
no-newtonianos viene dada por

T = _ K dv¥ n 4.2.7
zy gc ( dz )

K se define como un nGmero de consistencia y en casos espe -
peciales puede ser iqual a pu. E1 exponente n se define como
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indice del comportamiento del fluido y es un nlmero real que
generalmente es diferente a la unidad. Para evitar problemas
que pueden surgir cuando el gradiente de velocidad es nega -
tivo podemos reescribir la ecuacifn como sigue:

_ K dv dv

n-1
Toy T T ge azt | &

ECUACION DE CONTINUIDAD

La ecuacibn de continuidad describe. la variacibn de
la densidad con respecto a la posicibén y el tiempo, de un flu
ido en reposo o en movimiento. La ecuacibn de continuidad se
r8 desarrollada aplicando la ley de la conservacibn de la ma
sa, en un elemento de volGmen fijo para un fluido en movimien
to de un solo componente y en una sola fase.

Considerando un elemento de volGmen finito T con su --
perficie £ a través del cual se mueve un fluido. Este ele -
mento de volGmen se encuentra fijo en el espacio y no ofrece
resistencia al paso del fluido a través de su superficie. El
vector de velocidad v y su densidad p estan definidos en ca-
da punto del sistema, incluyendo en la superficie.

.
’ S/

v
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La ley de la conservacifn de la masa dice:

cantidad cantidad cantidad cantidad

de masa - de masa + de masa = de masa

que entra que sale generada acumulada
(1) (2) (3) (4)

evaluando por términos
Término (1) - (2)

Representa 1la cantidad neta de flujo de masa dentro del sis
tema. La cantidad de volGmen de flujo que sale por la dife -
rencial de 8rea df es iqual a

v-df 4.2.10

donde v es el vector velocidad en este punto y df es el vec-
tor diferencial de &rea perpendicular y dirigido hacia afue-
ra de la superficie, sus unidades son ft3/seg. Multiplican -
do esta ecuacibn por la densidad (Lb/ft3) obtenemos la can -
tidad de flujo de masa que sale por df

(Lb

pV'df seg

4.2.11

integrando la ecuacifn a través de toda el 4rea, obtenemos
el flujo neto que sale del sistema

fff pve df
por tanto el flujo neto dentro del sistema es

- fff ove af 4.2.12




Término (3)

Este término representa la cantidal de masa generada
en debido a reaccibnes quimicas y nucleares. En nuestro ca
so este término es cero

Término (4)

Este t€rmino es una medida de la cuntidad del cambio
de masa dentro del sistema. Si dr (ft3) 28 un elemento dife-
rencial de volGmen fijo dentro de

p dr

representa la cantidad de masa contenida en dr. El cambioc de
esta cantidad con respecto al tiempo viene dado por:

%E dr 4.2.13

Y el cambio de masa en 1 se obtiene por la integracibn de
esta ecuaci6n

I {}t— dr 4.2.14

substituyendo estos resultados en la ley de la conservacién
de masa tenemos:

esta ecuacifn no es geom&tricamente consistente por 1lo que a
pPlicando el teorema de Gauss

= Jgf vt Af = - rrp (yepv) de
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por tanto
§s -g-% dt + Sff (V'pv) dt = O
rearreglando
T 22 4 vepv ) dr =0 4.2.16

se puede demostrar matematicamente que la suma de los inte -

grandos debe ser igual a cero si la densidad , la velocidad
y sus derivadas son continuas en Tt

.3_3 ° =
e+ (V*pv) 0 4.2.17
esta es una forma de la ecuacibn de continuidad. Esta mide
la cantidad del cambio de la densidad con respecto al tiempo
en un punto fijo dentro del sistema.
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ECUACION DE TRANSFERENCIA DE MOMENTUM

En esta seccibn desarrollaremos la ecuaci-on de trans-
ferencia de momentum, mas comunmente conocida como ecuacién
de movimiento -~ en forma vectorial. Esta ecuacién diferencial
describe la distribucibén de velocidad y la caida de presibn
en un fluido en movimiento.

Consideraremos un elemento de volGmen finito ¢ con su-
verficie £ atraves del cual un fluido en movimiento eta flu-
yendo. Este elemento de volGmen permanece fijo en el espacio.
la velocidad, densidad, presifn y esfuerzo cortante estan de
finidos en cada punto del sistema- incluyendo en la superfi-
cie. La ley general de la conservacifn de momentum dice:

cantidad de cantidad de cantidad de
momentum . ~Tmomentum que _ momentum que _
que entra por sale por entra por
conveccién conveccién difusién molecular
(1) (2) (3)
cantidad de fuerzas externas cantidad de
- momentum que entra + ejercidas sobre = momentum
por difusién el fluido acumulado
molecular
(4) (5) (6)

Cada cantidad de momentum o término de furza de la e-
cuacibén anterior ser8 expresado en unidades de Lbg para man-
tener una consistencia dimensional. Ahora procederemos a e-
valuar los términos de la ecuacifn 4.2.18

4.2.18
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Téxmino (1) - (2)

Representa la cantidad neta de momentum del fluido den
tro del sistema, esta cantidad de momentum puede ser descri-

ta en terminos de conveccidn. En la seccién anterior habfamos
visto que

- vp+ d4f

representa la cantidad neta de fluido dentro del sistema en
df. El momentum de un fluido en movimiento se define como el
producto de la velocidad y la masa del fluido. lLa cantidad de
momentum por unidad de tiempo , por tanto:

- v(pv-df)
o simplemente

- pvv-df 4.2.19
es la cantidad de momentum por unidad de tiempo que entra al
sistema por df. Integrando esta ecuacién atraves de tada la
superficie f obtenemos la cantidad neta de momentum por uni=-
dad de tiempo del fluido dentro del sistema

- fff pvv.4af

para obtener unidades de libra fuerza, dividimos la ecuacién
entre gc

- éE fff pvv: d4f 4.2,20
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Término (3) - (4)

El momentum puede también entrar al sistema por difu -
si6n molecular. Este mecanismo de transporte surge debido a
la presencia de gradientes de velocidad en los limites o su-
perficie del elemento de volGmen.

Esta cantidad de momentum ser8 descrita en términos de
fuerza de corte y serd representada mediante una matrfz de

esfuerzo cortante que describe esta fuerza alrededor del sig
tema, entonces

- T. df
es la fuerza que actfia sobre el sistema en df debida a .
esta fuerza es equivalente al término de momentum por unidad

de tiempo. Integrando este término obtenemos la fuerza neta
que actfla sobre el elemento debido a la difusién molecular.

- Jgf T. af 4.2.21

Término (5)

Este términos se presenta por las fuerza externas que
actuan sobre el sistema. Hay dos tipos de fuerzas externas
gque pueden actuar sobre un sistema - superficiales e internas.

a) Superficiales. Una fuerza superficial se presenta siem-
pre debido a la presifn externa que actfia sobre la superficie
del elemento de volfimen. Esta presifn es una cantidad esca -
lar. La fuerza (un vector) ejercida en df esta dada por:

- p df

y la fuerza total que actfia sobre toda la superficie es,
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- fff p df 4.2.22

el signo negativo esta presente ya que la fuerza ejercida por
los alrededores sobre el fluido es en direccibn opuesta a d4df.

b) Interna. Si r es la fuerza ejercida por unidad de masa ,

es la fuerza por unidad de volGmen. La fuerza interna que
actfia sobre el elemento diferencial de volGmen dt esta dado
por

p ¢ dt 4.2.23

{
integrando atraves de todo el volimen obtenemos la fuerza
interna total

f{f pr drt 4.2.24
Término (6)

El término (6) mide la rapidea de acumulacién del momen
tum dentro del sistema debido a (1), (2), (3), (4) y (5). si
el producto de la masa con la velocidad se definen como el
momentum de un fluido, el producto de la densidad (masa por
unidad de volfimen) con la velocidad v, es el momentum por u-~
nidad de volfimen.

El momentum contenido en un elemento de diferencial de
volimen es entonces

pv drt 4.2.25

la rapidez de acumulacién del momentum en d es la derivada
de la ecuacifbn 4.2.25 con respecto al tiempo




dividiendo entre gc e integrando obtenemos la rapidez de a -
cumulacién total de momentum en

1oy 2 T
35 { < (P a 4.2.27

Substituyendo los términos 4.2.20, 4.2.21, 4.2.22, 4.2
24, 4.,2.27, en 4.2.18 tenemos:

1
gc

3 .
=L s (”Z) at 4.2.28

gc 3

esta ecuacifn no es geometricamente consistente, las tres in
tegrales de superficie del lado izquiardo de la ecuacién, se

rén convertidos en integrales de volfmen mediante el teorema
de Gauss

1 1
gc Jglovv: df = 5e f{f (yepvv) dg

fgf t- df =rfs (ver) dp
Jgf P df = srrovp dy
la ecuacibn 4.Z.28 ahora se convierte en:

1
- 55 T (y.puv) at - {5 (ver) Ao =prr 9 P dr +fpp g dr

1 3(Pv) 4t

gc 5 4.2.29

por continuidad atraves de la ecuacibn 4.2.29 puede escri-
birse como

1 1
- g (VepWvV) = (yer) =~ yp + pr = == 4.2.30
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note que esta ecuacibn es una ecuacidn vectorial a pesar de
la presencia de matrices, y cada término tiene unidades de
libra-fuerza por unidad de voldmen de fluido. Esta ecuacion
es una forma de la ecuacibdn de transferencia de momentum.

4.3 TRANSFERENCIA DE- MASA

Desarrollaremos la ecuacidén de tra-sferencia de masa
para un sistema binario, iniciaremos definiendo la concen -
tracibén, en base mol y en base masa, la densidad y la ve-
locidad.

La ecuacibdn de transferencia de masa difiere de la e-
cuacibén de continuidad en que esta toma en cuenta los efec-
tos de difusibn molecular y de reaccibdn quimica.

La ley fenomenol6gica que gobierna la transferencia de
masa por difusibn molecular es la ley de Fick.

La ecuacibdn de transferencia de masa se desarrolla en
forma vectorial considerando la ausencia de los siguientes
efectos:

l.- fuerza difusional: transferencia de masa que surge de-
bido a gradientes de fuerza
2.- Presibn difusional: transferencia de masa que surge de-
bido a gradientes de presibn
3.- Difusibn térmica: transferencia de masa que surge debi-
do a gradientes de temperatura.

LEY DE FICK

El proceso de transferencia de masa generalmente invo-
lucra la transferencia de masa de un componente. Muchas a -

plicacifnes en ingenierfa son preferentemente abordados en ba
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se mol que en base masa.

Para una mezcla de multicomponentes, denotamos vi{ como
el vector velocidad del i~&simo componente relativo en un 8is
tema coordenado fijo. Dfinimos el vector velocidad de mezcla
promedio en base masa (v) como

0.
v _g 1”Vi
T pi
1
n
v = ?p'i V4
P

V=35 wivy

donde: pi = concentracifn masa del componente i Lb/ft3
p = densidad masa promedio de la mezcla Lb/ft3
wji = fraccibén masa del componente i Lb/Lb
n = nGmero de componentes en la mezcla

el vector velocidad de mezcla promedio en base molar (v*) se
definird como:

n
vk = § ci vi
£ c
i 1
v*:—-z_cj-_.‘—,i
c




donde Cj = concentracibén molar del componente i Lbp/ft3
¢ = densidad molar promedio  Lby /ft3
xj = fracci6n mol del componente i  Lbp/Lbp

Esta velocidad molar promedio no puede ser medida expe-
rimentalmente pero es muy usada en proce=0s de transferencia
de masa en fase gas.

Ahora procederemos con la ley de Fick de la difusién.

Considerando un fluido en reposo (B) contenido en una
regién limitada por dos platos paralelos, infinitos, separa -
dos por una distancia h. El plato superior a z=h se mantiene
a Xp = Xpp >0 , mientras el plato inferior se mantiene a Xp=0
parte del sistema se representa a continuacifn:

Z= AN

El gradiente de concentracifnes, en fraccién mol, pue -
de representarse en dos dimensiones y después de un largo pe-
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riodo de tiempo (t+w=) como

K = Ay

Se ha mostrado experimentalmente que las moles de A son
transferidas desde el plato superior al inferior y la canti -
dad de transferencia molar por unidad de &rea (A) es proporcio
nal al gradiente de concentracifn (fraccién mol)

g <

x EEh 4.3.1

en forma m&s general

X - 4.3.2
cuvando , Az + 0 , %%k -+ g%l ¢« por tanto
g « g.’.z‘L 4.3.3

Para cambiar el signo de proporcionalidad por el de i-
gualdad introduciremos una constante de proporcionalidad,
=CDpp + se conoce como difusividad de masa y es una propiedad
del fluido que generalmente se evalua experimentalmente, no -
sotros la consideraremos constante, c es la concentracifén pro

medio molar. S§1 c es constante la ecuacifn 4.3.3 puede escri-
_birse como:
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SN N

donde cp = C Xp

el término M/A es conocido como flux molar y se representa
por

Jaz = = DaB 3—2‘

Un fluido binario cuyo flux molar se puede describir
por esta ecuacifén se define como un fluido que obedece la
ley de Fick.

El analisis gue he presentado es para un sistema sim-
ple de dos componentes, generalmente un fluido posee tres
gradientes de concentracién con sus correspondientes compo-
nentes de flux molar. Cuando este es el caso los tres tér -

minos de flux molar Jxx, Jpy, Jaz ©n coordenadas rectangula
res quedan expresados como

= - aca
JAx DAB 3%

J. = -p,. 252
Ay AB 3y

= - 4ASA
JAz DAB 92

representando estas tres componentes escalares en un vector
flux molar JA tenemos

J, =13, +34J

A Ax + kJ

Ay Az




notar que las unidades de la difusividad de masa (algunas
ces referido como coeficiente de difusividad) son ft2/seg.
La ecuacifn anterior para la ley de Fick puede desarro
llarse en base masa como

JA = - DABVpA 4.3.5

donde JA es el vector flux de masa

TRANSFERENCIA DE MASA EN SOLIDOS

Muchas operacibnes en ingenierfa involucran m&s de dos
componentes pero el sistema puede quedar descrito en términos
de dos.

En estos sistemas el componente bajo estudio es trata-~
do como el primer componente y los componentes restantes son
" eslabonados" y definidos como el segundo componente.

L. ecuacifén cue describe la transferencia de masa en
36licos en reposo sirve como un buen punto de apoyo para de-
sarrollar la ecuacibn general de transferencia de masa.

La ecuacibn es desarrollada a partir de la ley de la
conservacifn de masa o mol en un intervalo de tiempo en un
elemento de volGmen fijo. Por el momento manejaremos moles.

Considerando un elemento de volGmen finito que contiene
un s6lido homogeneo. La concentracién molar y densidad, coe
ficiente de difusividad y flux molar estan definidos en cada
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punto del sistema - incluyendo la superficie. Como se trata
de un s6lido en reposo, los efectos de conveccidn no apare -
cen y el efecto de transferencia de masa por considerar es
la difusibn molecular. Basandonos en una cantidad de moles
de A tenemos

cantidad de cantidad de cantidad c¢e
moles de A -~ moles de A + moles .de i =
gue entran gue salen que se gensran
(1) (2) (3)
acumulacidn
= de moles 4.3.6
de A
(4)

evaluando por té&rminos tenemos:

Término (1) - (2)

La finica forma por la cual las moles de A pueden ser
ransferidas a los alrededores es la difusién molecular. Sur-
ge debido a la presencia del gradiente de concentracifn. La
cantidad de moles de A que salen de df en el elemento de vo-
lumen dado es:

Jp - daf
con J, definido como el vector flux molar del componente A
y df el vector diferencial de &rea, positivo, perpendicular
y dirigido hacia afuera de la superficie. Las unidades de es
ta ecuacifn son mole/seg si las unidades de J y df son moles

ftZseg

Yy ft2 respectivamente. Integrando atraves de toda el &rea ob
tenemos la cantidad neta de moles de A fuera del sistema,
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I !t JA . 4af
por tanto, fuera del sistema es

- I I
£ Jae daf 4.3.7

T&rmino (3)

Este término es la evaluacifn de las moles de A gene -
radas en el elemento de volumen ¢ debido a reaccifnes quimi-
cas y nucleares.

Definimod el t&rmino fuente RA como la cantidad de A
generada por unidad de tiempo y de volimen en un elemento di

ferencial de volGmen dr

RA dt

integrando atraves de obtenemos la cantidad total de moles
de A generadas en el elemento

f{f RA dT 4-3-8
Término (4)

Este t€rmino es una medida de la rapidez de cambio del
nimero de moles de A dentro del sistema. Di dr (£ft3) es un
elemento diferencial de volGmen fijo dentro de TY G, es la
concentracién molar de A

C d'r

A

representa las moles de A contenidas en d; . La evaluacién

63



64

del cambio de moles de A con respecto al tiempo en un punto
fijo del espacio es

% CA d'r
o]
Ca
( 3 ) dr

la evaluacibn de A en 1 se obtiene por la integracibn atraves
del volfimen

9C
spr C3gR ) ar 4.3.9

substituyendo estos resultados en 1la ecuacibén 4.3.6 tenemos
_ c
T Jgf Tpe @F 4 fpr Ry du= gy %EA ) dr 4.3.10

aplicando el teorema de Gauss a la integral de superficie,
la ecuacibn 4.3.10 quedara

c
TIES Ve3R) AT+ pps Ry dro= gpp (2B ag
rearreglando
- - < =
f{f ( V-JA + Ry %EA) dr 0 4.3.11
si JA' RA' Ca Y Sus derivadas son continuas en entonces
- = 3Sa
V.d, + RA ot 4.3.12

esta ecuacibn describe la variacién de la concentracin en
s6lidos debido a la transferencia molar



Si el término fuente no existe esta ecuacifn se reduce

C = 2
%El Dpap V2 € 4.3.13

y si la superficie exterior del sistema se aisla y es imper-
meable a la transferencia molar se puede mostrar que la e -
cuacién inicial se convierte en

-g-EA= R, 4.3.14

las ecuacibnes correspondientes en base masa pueden obtener-
ge de un analisis semejante, obteniendose:

%—gA = —v.JA + IA
%%A = DAB V2 pa * T
%f;m = DpgV® pa

donde pp concentracifn masa de A, Lbp/ £t3

o
]

A vector flux de masa , Lbp / ft2-geg

[}

ra término fuente de masa , Lbp/ft3-seg
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ECUACION DE TRANSFERENCIA DE MASA

En el analisis son incluidos la difusién molecular, los
efectos de conveccibn y los efectos de reaccibn quimica. De-
sarrollaré la ecuacibn en forma vectorial. Esta ecuacién di-
ferencial describe la distribucifn de concentraciénes en un
fluido binario en movimiento a régimen larinar. Se desarrolla
ra aplicando un balance de moles conjuntzmente con la ley de
Fick en un elemento de volfimen fijo en el espacio.

Iniciaremos considerando un elemento de volfimen < con
superficie £ atraves del cual fluye un fluido de dos compo -
nentes.

La velocidad molar promedio, la densidad, el coeficien
te de difusifn y el flux molar estan definidos en cada punto
del elemento, incluyendo en la superficie. La ley general de
la conservacién de moles de A en el elemento de volumen es:

moles de A que moles de A que moles de A gue
entran por - salen por + entran por
difusibn molecular difusién molecular conveccibn
(1) (2) (3)
moles de A que cantidad de acumulacifn
- salen por + moles de A = de moles 4.3.15
conveccidn generadas de A
(4) (5) (6)

evaluando por términos tenemos

Término (1) - (2)

Este término representa la rapidez total a la cual mo-
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les de A entran al sistema debido a la presencia de qradien-
tes de concentracifn. este término va fue evaluado anterior-
mente, v es:

- rgf Jp. Af 4.3.16

Término (3) ~ (4)

Este es un término de conveccién v surqe debido al mo-
vimiento del fluido, si

- v-df

representa el fluio volumétrico que entra por df, siendo v

la velocidad m&sica promedio del fluido, entonces el flujo

volumétrico molar promedio que entra por df viene dado por:
- v*. df

donde v* es la velocidad molar promedio.

La rapidez a la cual las moles de A pasan atraves de
daf es,

- cp v*. df meles del/scg

las unidades de cp y de (v* . df) son moler der/ft3 vy ft3/segq
respectivamente. La evaluacién total de este término ce:

= gl ©a V¥ . df 4.3.17
Término (5)
Este término fuentce ya ful o - oo,

I{/ R, ar 4.3.18
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Término (6)

El término de acumulacibn ya ha sido analizado ante-
riormente y es:

ac
o (53R an 4.3.19

substituyendo en 4.3.15 tenemos:

3C = - - .
j{f 5EA dr = fff JA‘df fff cp v¥. df + f{f RA dtr 4.3.20

como esta ecuaciédn no es geometricamente consistente , apli
camos el teorema de Gauss en las integrales de superficie
para obtener

3c = - J. - [T/ (Vecav¥
I 3g» dr = J{S (VeT,) dn J{/(Vecpv¥) dr + J{/ R, dt
4.3.21
Y por continuidad finalmente obtenemos:
-QEA'_"-. - \feo *
3t v JA Vecp v + RA 4.3.22

desarrollando en base masa obtenemos

m:— [ ] - -
°YS v Ja = Veopa v + 1p
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5. CONCLUSIONES

Como podemos ver el teorema de la divergencia es de
gran apoyo para el desarrollo de ecuacifnes sumamente impor-
tantes para la ingenierfa quimica como son las ecuacibnes ge
nerales de transferencia de masa, energia y momentum. Adem&s
juega un importante papel en la teorfa de electromagnetismo,
y es bdsica tambi&n para hidrodinamica.
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