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N 

La mayor.ta de 1as personas,. us&nos las'matem!tica.e d!a 
. .. 

con dta, ·coma. una herramienta que nos es titil para resolver 

al.qunos problemas, sin embargo, en general. .ignoramos la gran 

cantidad de informaci6n que .• podemos extraer . de ·ella. 

El obj.etivo de esta ·tesis es hacer ver la importancia 

que tiene el. álgebra lineal. en el planteaniiento, resoluci6n 

e interpretaci6n de alqunos problemas de aplicaci6n en la 

enseñanza de la qu!mica en esta Facultad de Qu:tmica. 

En la primera parte se da una introducción a la teor!a 
. 

del álgebra l.ineal, con el fin de tener un lengW...je comun,: 

que se utilizará en el resto de la tesis. 

En la segunda parte se estudian los sistemas de ecuaci2 

Debido a que e-1 balanceo de ecuacione.s es uno de los 

~· tema• ®119Ad~ (b4:1=s) pal:'a lo• czuúd.co• 1ndegend1•n 

temente d,e su especialidad hemos considerad.o adecuado inoluir -
lo en esta tesis junb>_ C:9!'1· J~lgg,nqa c~ent:arj.n• a~ ~4:-~ta.~~oc ~ 
-- --::=---~- -;;-;- --o-_o_-:..·~ .:....=--== :=- ~=-= ~--=---=--=-==-=-;:;-· :---;--- - -- ----

Se incluye asimismo una parte de .an4lisis dillensional y un 

problesaa de mezclas. Se hace un liqero tratamiento de ~ato$ 

problemas tratando de evidenciar las caracter:lsticas aás re­

l«tvantes de cada caso. Las conclusiones se e:ncuentr~ 1.Dclu! 

du en cada cap!tulo. 
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TEMA I ·E§fAC 1 OS VECIQR JALE$ . REALES 

Grupos 

,• 

Dentro d~ la matemática •JDOderna• destaca como WlO de 

los principales co~stituyentes {piedras angulares 6 cimie!!_ 

tos) el concepto de qrupo,,,debi4o a la gran variedad de ~s 

tos que se presentan dentro de los.4iferentes campos de e!_ 

tudio de tal disciplina, y dE;? sus aplicaciones. 

a 

--:: ~-·--~.;.o-_=;--.--~-,. - --- -- __ :;_-.--:::;__,. ___ -.---'---"'"-.---__:;e~-- -:;_7_ -- =-=.r:--=~-~---:0,,- ~--,-~:;- ..... __ -:..;;.------'-=..:.....--- -

Definici6n: un grupo (G,.t-) es un conjunto G (cuyos eleme!!. 

tos se l1aman loa elementoe del grupo) junto con una opera-

ci6n binaria +. (esto es, una. regla de compósici6n queºaso 
- - .__ 

cia a cad.il pareja ordenada {a.,b} de elementos de G un 

tercer elemento a.-1-b que pertenece tasbi~n a G) y que S!, 
-.,..:___ -- __:_-=-= ---=-=-- --.=-- ------·----=------- - ---=- -;:::;...o-_---=---= :::-o-.·-··--

tisface los siguientes axioaas: 

1. Ley Asociativa (a.+b) + e • a. + (b+c.J 
o 

2.. Existencia del idi§ntico. Existe e en G tal que., 

e + b a b. 



- 3. - Existencia de un inverso para cada _a. de G, o sea 

y 4 e G, ab e G~ a.+b • e. y en todos los .grupos con 

lo$ que trabajaremos en esta tesis,- se-cumple adetn!s 

l:a 

4.. Ley COnautativa -a. + b 11 b + a. .. y estas pt'opiedades de 
- - .... 

ben cumplirse para t-ooos los elementos a., by C. de -G. 

Para distinguir los qrupos para los que vale la~ropi,2 

dad 4 dé losdemas grut>Qs, se usa para los priméros el-nom­

bre de grupos. abelianos 6 conmutativos, y es para !stas, p~ 

ra los que en -.general se usa + como súnbolo dé la oper.a­

ci.én.. -?or supuesto que en lo-s casos en -los que se conoce la 

operaci-6n -del grupo; (ej .. 1,9 .... ,_10) se usa para ésta su s1!! 

bolo usual. 

l) (Jl,. +) 

los enteros.- con la suma .. 

los . racionales,, con la suaa. 

los reales, con la suma. 

_____ -~_4) ___ i~_,!'J____ los complejos, con la suma .. 
- ·- ----· ·---- --- ---~-~:o_·=--:--..=----c-'=-=---~---=.-:=-=----=--=-:=-=-=·-=-"-=----=-= -~=--=-:_~--=--=-"'~-=----=--=-o---=.=~-=-·"---=--.=..- ____ ~__::::------~-

5) 1t•,· 1 

6) . (:R* # .. , 

los racionales menos -el cero, con la multi -
" plicac16n. 

los reales menos el cero,, con la •ultipli­

caci6n • 
. 

los complejos Jaén.os el. cero, con la. ault.i-

plicaci6n .. 



8) - M[•x.K;lO .+ l.a.s aatr:tces reales de MUJ, con la suma .. 

9) * GL { 11;Jt), • ·- e1 •grupo lineal" de las matx-ices inverti­

bles de nxn1 (con determinante f O) con 

la multiplioaci6n .. · 

10.) .In xl • + los polinomios con una va.riabl.e, t 1 con la. 

suma. 

11) S.i S es un conjunto y lG1c'" 1 

con la operación definida: si 

= ó{xJ•gfxJ. 

·un 

!. g 

9rupo
1
, 

\\_ 
e F 

. ~;-:_; 

f • {ó:S -+ GJ 

' +q)(~} = 

12}* Si S es un conjunto Ah 1 • { 6;S -+ S; 6 es biyectiya} 

con la composici6~ de funciones. 

12 • )* Si S e$ finito y consta de n elementos, A (4] se 

denota sn. y se llama "ei.grupo sim6trico de orden n.• 

6, •e1 grupo de las permutaciones de n elementos". 

13) {~)t, + 1 las eneadas con la s1lma de aneadas,- Jt Elf 

En vista del interlSs que tendrln para nosot~os estos d! 
timos cp:upoair 1oa definiremos ~u:ci tamente y probareaoa 

las cuatro propiedades antes mencionadas . 
- - = ---=R?~ ~ -{c{~,-~-~2• •• ~~ .. ~,xn-t;--x-1-e-Jt} ~a-onde~ fx-t ,-í

2
,. ~. ;i~ J s 

., { Y 1 • N 2 , • • .. ~ Y n ) • xi ·*= y i para cada .C. • 1 , •••• , n • 

Defird.ci6.n: se define la auaa de eneadas cQllponente: por CO!! 
1· ·n, SX1. (iiiíitiE!vas. 



nente, es decir; 

Consecuencias 

· 1} C fx
1
,x

2
, .. ~.,xn) + (y 1 ,y

2
, .... ,.yn}J + fz 1 ,.z.

2
, ..... "zllJ • 

Cx
1 

+ y1 ,x
2 

+ y2 ,, ••• ,.xn + gn) + lz
1
,z 2 ,. .... ,zn} • 

y en vista cde que es ,.:J.a suma de nmne:ros reales, 

2) Sea ~ .,,. {O, O, ........ , O l, obviamente 

3) Se define el inverso ... i • {-x.1 ,-~ 2 .,. •• , "'Xn l entonces 

4) {:t1•"2•·º•~n) .,. fg,, Y21· ••• ,y:n} • Lx.,+y,,x.2"'Y2•···-. 

xn+ynl • fg1+x.1,!f2*x2, ..... ,,gn+x..nl ª lY1df21••·•Yn) .,. 

.. 



el P. riJllexo de ellos CO:Eresponde a las·~ 
- . . .-

rej·as ordenadas de: ~J.úneros reales, y puede interpretarse 
. . 

geQID.~tr.iearnente como los ·puntos del plano,.· En este paso:, 

la sµma de vectores corresponde a la suma de flechas .que se 

use! en t!sica pa.ra representar la suma de fuerzas~ 

El caso . n ~ 3, ternas•· ordenad.as de níimeros reales.,. 

puede pen:sarse qe0111étricaniente como lo$ puntos del espac.io 

ordinario, y . también en este caso la sgma coordenada por 

coordenada se interpreta. ge~tiicaraente como suma de fle-

.cr.as .. 

lid.ad es el de campo, (aunque en nue~o caso s61o nos re­

fe~iremos. al de l.QS nCiDteros real$S} :filUe corresponde a los 
' ~ i 

modelos más completas (en 'el sentidó del. álgebra eliiliantal) . 
-· 

de los sistemas nurn6rieos. 

Definic16nt un ca.po as (K, + • .. J 1 ·en donde 

CQnjunt.o (cuyos el~ntos se llaun los el.amentos eel ca.a-

po). ., • ft son do.a operaciofli!lhl binarias tales 

.que,: fK,+J e• un grupo abeliano y pata valen: 

-=-· ~--

o 



2) t.ey comutativa ttb s ba. 

3} EXistencia del idEntico 

4) Existencia de inversos ·para v a., a. I O, s b ~. ab :; 1 

en donde', por supuesto, a.b_ quiere deci~ a• b. 

Las do$ operaciones anteriores deben estar relacion!! 

das por medio de la; Ley .bi.stributiV'a a. l b+c'r .ºz t.ib + a.e .. 

·A1qu,nos ejemplos de campos: 

1) {f.,+, ·} los racionales, con la suma y· el producto. 

2) fJ<, +1. ·} los reales, con la suina y el producto. 

3) {C, +, • 1 los complejos, con la suma y él. producto. 

4) ({{.11) ,+, ., • {a+bJ"2;a,b eQJ con la suma y el produc-

5) 

to de reales. 
- --

{Z , +, • J el campo de los enteros DilSdulo 
p P r p un primo, 

con las operaciones m6dulo p :. 

a. ,,. b • .JI. Bi 4 + b • q1p + IL 

a.b • s si a.b • 'l2P + s 

--- - - ---·1f - ~-_,_ -4; 4~ ~- f-~­
ejelÍplo, en l 5 

3·· J • 4 

" < 4 < p 

O<S<p 



Espacios vectorillles 

El dltimo concepto de la matemltfca abstracta que men­

cionaremos aqu!.r {que es el que nos proporcionará el marco 

de refe~enc.ta.denti:o del cual colocaremos a ~oetos los obje­

. tos que estudiareinos en esta tesis), es al dé espacio vectorial~ 

"' Y solo nos .referiremos aquí a los espacios vectoriales rea-

lés.· 

e 

Definici6n: se dice que un grupo abeliano (.f.I, +) / (cuyos 

elementos se llamaran vectores, y que; en general se deno­

tarán como x, y, etc.} es un espacio vectorial real si ex.is -
te una funei6n (que se llama producto de un escalar por un 

vector) 1 tal que, si denotamos al vector 6 Ua,iJ l come 

ax, pasa que: 

_____ .... _lt~ J~Ji_~·"==-il -~~ si~~~"-~!i 

2) fa + bJi • ai • bi 

3) a{bi) • (a·bJi 
o 

4l ii • i 

A1gunos ejeinplos de espacio• vectoriales (real~•): 

1) C/R el espacio vectorial de los complejos 

2) ~/R el e•pacio vectorial de los reales 
o 

3) · R(x.J/R el e•pac.io vectori~l de los polino•ios reál.es 

4) MfttxrtJ :JO IR el espacio vectorial de las JDatrices reale!a 

de JrlXK. 



5} sea V IR un espac:Lo vectorial real. Y. S un conjunto 

no _vac!o~ f (S,V} s {6 : S -+ V} en el qUe se define= 

al $i & , g e f, ~ + g ; S ,.. V es la funci6n definida, 

<6 ~. gl Jzl • if~} ~g(xt 

b) si 6 t: · F y a e 'R, cid ; S - V es la fun.ci6n 

a6t"l s attrxn es f4ctl observar que F es uno 

espacio vecto.rial ·real. . . 

·61 · ~n IR es el espacio vectorial de las ~neadas reales. 

·sueva:mente consideraremos este 11lt:i!no ejemplo y deseribire­

.-os en detalle sus propiedades • 

. Cbmo ya se v.i6 para e1 caso de los grupos, las eneadas 

rea1e$ con la suma coordenada por coordenada, forman gr~J?OS. 

abelianos.. Definimos ahora el producto de un nfímero real 

-==--~~ ~-~'º~ ~~:mc!_~º~tn~!i3:~!~ _lf:!PS~lil!.~~~cyªgJ'.~~t ~-e~ __ !fe\ _~~~~~=JI~~-~~=. 
sulta de multiplicar cada componente de la eneada original 

por el escalar dado. Es decir, alx. 1 ,,x
2

,. .... ,xnl • 

:íir · f 1uc
1 

.; ax2 , ..... ·, tt~n l ae tiene entonees que, 

1) a{ h:,,x2, ..... ,x.nJ + fy1,Y21"••1YnJI = a(x.1 +yi•"2 rY21••1 

=--c~~.~~---"~º~-.. -;i~º-+yn)~-;º-Tafx~-·-+=¡;;1:aTi;~ +!/2-1:~--:. ~co.=ix~-+y~TT- ;-~~~--= 

• (ax.1 +a.y1•11X2 "'ªY2••'"'" 14~n +a;yn) "' (a.~,,a.x2'' .... ,a.x.n)+ 

+ fa.y1"ª!12,. .. :,a.ynJ s afx,,x2•• ... ,xn) + a.fy,,y2, .... ,ynJ. 



2) (a+bl (x
1
,x

2 
..... ,,xnl .e {ta.+-b)x

1
, !.a.+blx2 , ••• , (a.+blxn) = 

•. (ax.
1 

+bx
1

,a..x
2 

+bxi, ••• ,a:xn +óxnl.,. [a.x.1 .. a.x. 2 , .... ,axnl+ 

+ (bx
1

,bx
2

, • •• ,bxnJ • a.{x1-_,x
2

, .... ,xn) + b(x 1 ,x 2 ,~.,xnJ. 
:;; ~f. 

3) a,(·b(x
1
,x

2
, ..... ,x

11
}J • a(bx1 ,bx2 ,~ ... ,bxn) • {a.{bx1 ),a{bx2 1. 

••• ,a.f bxn)) ~ ( ('a.blx
1

,, (ablx
2 

, .... , {a.blxnl = a.btx1 ,x.2 , 

4) 

Su}?espacios 

consideraremos ahora un espacio vectorial real V, y un 

subconjunto w e v. Se dice que ~ es un subespacio de V 

en el e.aso de que fJI sea un espacio vectorial. con 1as oper!_ 

ciones inducidas por 1as operaciones de V. 

Debe observarse que hay subconjuntos de espacios vect2 

riales que son a su vez espacios vectoriales reales,. pero 

con otras operaciones que no .son las.del conjunto original. 
' 

En. estOS. casos el subconjunto no es un subespacio del orig-!_ 

_Aªt~=~º(:_ol?lQ _µn ejemplo de 6sto podríamos considerar al conjun. 
- - - - -.- - - - - . - ---= ::·_::-- -::::-o ·- - - -- ---:::" 

-:::._·-·--- -,------- ~- --=--- = --=-- --=---

to de los ndmeros reales con la su:ma, que como hemo$ visto 

en el ejem.ple 2, es un espacio vectorial real¡ y como Cd. 

al conjunto de los reales positivos.. supongamos ahora que 

la operaci6n de suma es la niultiplicaci& ordinaria y, gue 

la ilaltiplicacitsn por un esca.lar ea la exponenciaci6n .• .. 



- 10 -

Sea · 'R• • {x, e- :R ~-- O < x} - a los ele!i)entos de· ll.,. (rea 
' . . . . - ' ~ 

-1-es pósitivoa) los denotaremos· x para señalarnos cQlllO los 
' . . . . 

elementos del espacio vectorial que con$idera:temos .. 

s~ define la suma en + 'R ¡.131 , como la mul tiplieaci6n. · 

usual. (en _ 10-. Es deci:r:,. 

come> el PX""oducto de dos reales positivos esa su~vez un 

real posí tivo, • define. una operacidn en R·• ~ que es aso­

:ciativa y t;:anmutativa. 

El 1 funoiona como el idéntico "aóitivo", y para cada 

definin\Os su inverso lt:dit.i.vo como -1 
X .·. (como. todo 

rea1 diferente de cero tiene inverso multiplicativo, y el i_!! 

tiene inverso) .. 

La •multiplicaoi6n• de un" escalar a(un ntímero r~al) 

por un vector i E x+ {un real positivo) se define como la­

exponenciaeidn. Es decir. 

se tiene que 

l) (a+Bl i • xa.+B • xª xD • x.ª • ;a- • ai • ai 

__.._... -----"' ~ 
21 a(i • y) • a.txjl • it.,/1 

• xa.fa • x« • 1/" • ai • aj 



- - 1 -4) h. : X' = X 

- 1.1 .. 

l~Bja •« (BiJ. 

se observa pues,· que con las operaciones asf .definidas 

es un espacio vectorial, sin exnbarg-o no es un subespacio.Ve!,""' 

torial ee ·R · dado que las operaciones que estamos def!n:len_ 
- .J· 

do en R no son las de lt. 

Para probar que un subconj.unto W de un espacio vec.to­

rial V es un=·sú?espagio, bay que co:mpJ:."obar que se satisfa- · 
. . . 

e.en e::. ~: todas las condiciones que :caracterizan a un grupo 

abeli.ar:.-::> como espacio vectorial. Es necesario probar .que, 

siendo un subgrupo, y por' lo . tanto . un ~grupo abeliano .~ acf(ia 

sobre él el. ca'llpo de los n1imeros reales y que tiene las prE, 
o u 

:_--;~;__:-~-=.::_...=-:o......-;-.!....-.-;:::-.;:..:_~-----:::=--- =--=-=-=~.--:---:::==--'-"-=--:__-;:._-:.:::_ __c.-;:...,.--=:::....:.------=___;-.,...;...::-~·::..o _o·--·~ 

piedades 1-4 de la definici6n. 

~' 
Para asegurar que W es un subespacio vectox-ial de. 

fl, se óan tres éonaiciones- necesarias y sttfici.entes: 

TEOREMA: Sea V un espacio vectoria1 real y ft e V 
--~"~""~~~~ -=------~~-c~-~·---·c-- -- - -=~~--~-~ - ---~-·- ~---·~-"-= -~ "-·~-i-~-

l) Ó E W l' > OJ 1 , . 

2) 
... - fil 

... 
fil {ff X y y E ... 

" + y e éS cerrado bajo la suma 

de ele.entos de ,,, 
3) - ·e Wt_. ER - 111 (si -X e: ... ax e ~ es un vector de w y 

~- o . -

escalar, entonces el 
JIÍllÍ 

al a un. vector a.x pertenece 



Entonces fJJ es un subespacio vectorial de V. 

Demostración: Debido a la. hip6tesis 2, la suma d.e dos el,!!_ 

, llléntos de !tf es.tá en fil, y por lo tanto la suma de V 

.. induce,. una suma en flJ. que es asociativa y conmutativa., 

. dado que ya teri1a ecSas pro:Piedades en V. 

La existencia del cero en fJJ .queda automátic~nte 

garantizada por la .hip6tesis l .. 

La hi.p6tesis 3 garantiza que el oampo .. acttta• sobre 

{JJ en el ~entida de que el producto de u.n·vector (de ti) 

por un esca.lar es un vector (de Cll}, y cOfllQ esta muLtipli .... 

cacil5n ya tenta (en V), todas las propiedades requeridas 

por la def..inici6n, resulta pues gue . W es un espacio vec­

torial real y por lo tanto un subespacio de V. 

estS en fll .. (bip6tesi:i 3) y que • ... cada vector en tie -
ne inverso,. que es la !inica condicidn que faltaba comprobar .• · 

Algunos ejemplos de subespacios vectoriales de un es­

pacio vectorial dado: 

I) Sea el espacio vectorial de lo.s polinomios en una inde­

terminada x, R[ xJ, y W el conj.qnto de todos los pol! 

nomios de grado menor que 3 1 adem&s del polin011lio cero 
e 

(que no tiene grado) .. 



- 13 -

Cuando se samán d.óS polinoxnios de grado menor que. 3, la 

suma est4 en Cil ya que! e,l resµltadóde una suma de po-

1inomios,- o es el polinomio cero;- 6 su grado· e!J menor· o 

iqual que el grado del polinomio de mayor gr~do. 

Al multiplicar un polinomio por un escalar,.· dadq que se. 

efecttia multiplicando él escalar por cada com_oonen.t.e,- el 

grado no a'Uinenta. 

:. W · ... forma un: suJ:>espacio del es.pacio vectorial de lQs 

polino:mios·reales. 

:Igualmente se ptido haber escogido el conjt.into de l.os po-

_ linomios de grado menor que n, más el cero, para cual.-

quier n natural. 

Il:J Sea V .el. e.$pacio vect<>rial de las -matrices de :ntxn -• 

con_coefieientes reales, y trJ el subconjunto !le las ma 

a 
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la matr1:2 ·<:ero pertenece a Ctt y pox lo tanto. w no es vacto. 

Al sumar ~·tr.ices :t $,é. suman componente por componente1 de for 

ma que al swna~ dos matrices con la primera columna de cetos, 

se o.b~ier.e otra matri2 <?uya primera columna es de ceros, y 

rJr le ta::~o ~ es cerrado bajo la suma de e1ementos de W. 

c.....~o la .multiplioaci6n de un escalar por una matriz se 

realiza mu1tiplicando el escalar por cada ca..ponente de la 

matriz,, ent.O.nces el resultado de multiplícarunam.at.riz con 

la prillera columna de cex-os, por un escalar, es otra matriz. 
·' 

_ --·· ._J::UYª p:r:~ra column~ es de ceros. 
~~-- ___ ,_ - -- --~· -~ ~--=-~=-:.~~---=-·--·=--;:::.....:;'--·-=-~----;c=-r: .:;:-;:c,_:,;;;_c;_-;c:_~...,...;..-----=---- _...;-::..:::::...:._:~-:.....--;-=.---•- -o-",.-·~.;o~.-::-._··-·_--, __ -_~..=.---~...;::_ __ ;:_ .- ----·· ___ --__ :.___• __ -· _ __:-_::-_- _ 

I.II) .sea el espacio vectorial V formado por todas las fun -
_clones que son eontiriuas en un intervalo cerrado 1 .Y frl 

el conjunto de todas las func~onea de V que adem!s 

son derivables.. Otro aubespacio serta ·el conjunto de 
- ~~ -~~ -~-~.---~~---·=·- --~-co~-2~c-·.·c3 ~---. ·---¡¡·~ ·---~- ·--·e~ .. = .. ~~~.e= 

las qué Son de Clase·· C ~ C , • • • ~ C • AqU! tenellOS una 

colecci6n inf1nitá de subespacios. 

IV) Sea V el espacio vectorial R3 .. Caracteriz.aremos a 

~ sus aubespacios. 



_1) los subespaé.ios f.ormados por todos los planos que 

pasan por el origen: 

se~ V· '1! 'R 3 y W un plano de J?3 que pasa por el 

orig.en, -es decir, que a ª"' b.,e, E ~"'1 W = { t~.y, z,J 

e 1< 3 ; -a.~ + by + cz s-. O} entonces, .Ó "' f.0.110,D) e W 
. . (}· 

a.x. 
1 

+ by1 + cz 1 
... o 

a.xi + b!12 +.c.z2 ;;: o 

Entonces., 4{X
1 

+ x2 L +b(g . 1 + !f 2) + <d '-1 + z2 1- :s 11 
.. 

lo que dice que, cx,,,y1,z1} + fx2,!f2~z2l e (JJ 

Si (X.,!J,Zf e ·w - y (l e R, como ttx + by + ez = o 

pasa que1 a(ax + by + ez) • O :; a:faxl + b(cr.yJ + 

+-e fiX-if ~ ;-,,-=~-;;itie-fnciicá~ que Tái,, áy-,-u-if ~e- i ;--~ º'~ º~ ~ ~= ~-- ---

2) lo• subespaoios formados por todas las rectas que 

pasan por el origen. Sea L 

pasa por el origen, es decir, a a :&' ta., ,a,2,43) tal 

~~- _ -~ 0 ~-c. ---<!Ue-~ J ~~~JL..Y __H_ .7i.c__ .. ,(;LW~.!___(_y _..ll___?_L ~----"la _.J!L. -ª _L...:t___E.__1l l __ ~ __ •. - "'.,-r-<,-·-:TT-O ~· ,,- ._,-.,-T--oc-·- --...,-rr-r~3~-,,- -- ·--~ -· ··---

entonces: 

i) á • (O, O, O I E L ya que si t • O, .(O, O> O) • 

• 'ºª1• 14210«-3>• 

ii) suponga.moa que ( x 
1 

, y 
1 

, ~ 1 J y 1 x 2 , !f 2 ,. z 2 J E L 



entonces tx
1 

,y
1
,z 1J ~ fta.

1
,ta.2,ta.31 ; lx2 ,y2 _,z 2 l= 

• (4&·
1
,4a.

2
,.a4

3
) :t,~ e F. entonces 

{x1 + x
2
.y

1 
+g2 ,z 1 +t2 ) • {{~+3)4 1 ,{~+A)a2 ,{~+~}a 3 J 

~ • [ .t + -4 J ( O. 1 , 4 2 • tt 3 ) y .: f X. l t y 1 , Z 1 } + { X 2 • y 2 , z 2 l E l. 

iii) Si (~.y,t) E L, es decir fx_,y_,z} ~ 1tai•ta 2 ~ta 3 ) Y 

á e R, alx;g,.z) • fax,ay 1 az) -= ( {atlt.t1. !u.t}a.2. {c,tJ4;1;) 

• a.t(4t,42,a.!) E L. 

3) El conjunto que consta s6lo del cero. 

Observaci6n: todo espacio vectorial V, tiene 2 subespacios 

triviales, 

(1) el que consta s6lo del cero, que se denota ={O} y 

(2}. el espacio total V 

a estos casos pertenecen los incisos Ol y 3) .. 

Sea fl e V un subespacio de V. Si ti consta a6lo de 

01 obviamente fil • {O} es uno de los •ul>espacios de Jl3 ya 

considerados. 

gen.erada por -x y que ·pasa por ~, est& contenida en W. 

Si esta. recta es todo es uno de los subespacios ya con-

siderados. Si no es aa!,. y existe y e "1 que no es mt1ltiplo 

de -x, entonces, Y .t, A e :R, .ti + 4Y e l!J, es decir# el plano 
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=-: __ ==que--Pa5a- por~~~~v-=y-que es~ -qeneraoo por --y-3'==x- -e-s-:r:acoE_"- _e_~= 

tenido en·· C'1 .. 

una -vez ~s, si ese plano es fbd.o IJJ, es de los an-

·tes considera.dos, de.no ser as!, 
.. 

sJ. a. t. e W que no es. s!!. 

-ma demültiplos de x yde y, entonces en. - ~~ deben es- -

tar tQda$ las sumas de mtiltiplo$ de i; - de y, y 9& z,. 

que. no siendo ;coplanare:J,· gen~ran todo R3 
0 

(ver adelante) .. 

Con todo
0
lo anterior se ve que lostlnicos subespacios 

vectoriales· del espacio vectorial ~3 
1 son ios mencionados -

.. ·anteriormente. 

" 
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TEMA 11 tOMSlHAClONES LINEALES 

COM13ISACIONES LINEA.LES. 

Consideremos ahora un espacio vectorial V y $ un 

conjunto de vectores de v. e. { i,$i2.iti3• .... ,in} .. 

-Se dice que -X es una combinaci6n lineal de si X 

se pued.e eser ibir como una suma de nuil tiplos de las -X., 
l. 

o 

sea 

El vector ~ es coi!l.binaci6n lí.neal de cual.quier sub-

conjunto 8 puesto que, tomando .t
1 

• .t2 ,t3 , •••• , tn iguales. 

a cero,. se ve que: 

-· 0.;~-~~co;venci6!i -bitpartarite°;=es qué s:c -a~-~ea·un ·conjü!!.--- -~--~-~= 

to vac!o de vectores,. B • I se define1 la dnica combina-

ci6n linéal de a como o. 

SubeSpi;1CiO Generado 

Sea B s Cl, j, k} e :R3 podemos decir que el vector 

(41,a.2,a3 ) es catlbinaci6n lineal de a.. Ya que 

a.1.t + «2 j + t.t3k • (a.1,«
2
,4

3
1 y :. todo véctor de R3 es 

co!llbi.na~i6n linMl de flf> 
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consideremos un subconjunto de vectore~ a.e V y el· 

conjunto de todas sus combinaeia.ne"$ lineales. 

l) 

2) 

3) 

Sea v~; a= {i 1 ,~ 2 ,i 3 , •• ,i.nJ e v 
Ct1 :s {i e V; i es calrlbiñaei6n lineal de fl}, f:sto es, . - . e -

n 
i = i~t.tí ~i,. 

.se quiere delllostrar que W es un subespacio de V. 

·~· 

eS" combinaci6n lineal de 

a= Oi + Oi + Di + •••• +Oi e W 1 2 3 ~ n · 

- -si ~ + y e JJJ, listo es, 

entonces x + g •0 .2
1
.t.i

1 i= l. 

La suma de 2c0mbinaciones lineales de B es una com-

binaci6n lineal de e. 
--.:::______.,-_-__ --~ -'= - _-:;._-·.-- • .....,._::_,. --=- -::; ' 

si i e CIJ y, a. e J?, entonces 
n 

: 1! 1pt1 Jii e w. 

n 
ai • at 1z1~.i._J ~ 

•. 1. 1 

cualquier 11110.ltiplo de una co•binaei6n 1ineal de a 88 

una com.binacidn lineal de a. 

El conjunto de todas las combinaciones lineales de S 

f ti} forma un subespacio de V, que se conoce como el sub­

eapacio generado por a, y se denota l 6) .. 

En el caso en que el sube•pacio generado por a aea 



·todo . V, se d:.tce que 6 es un conjunto de qeneraélotes de· .. 

V 6 tUl CQnjunto generadox- d., 11 .. 

En uno de los ejemplos.-an~eJ:1ores~ el de S • {.l~j~kl 
] .. -

a es un conjunto de generadores de ~3 , dado que como ya 

se vi6 tQdo vector de ~3 es una ccimbinaci6n l.inea1 de ~s.-

tos .. 

~ 

Para caracteri.zar a los espacios 9enerados por un con-

junto a de vectores, de otx'a manera, vamos a utili~ar el 

siguiente teorema. 

TEOREMA.. La .Intersección de 2 subespacios de U es un sub-

espacio de V. 

Sean ~ 1 , m2 subespacios de V, entonces W1 n W
2 

es 

un subespaciQ de V. 

Dem.ostraci6n: 

1} 0 e W
1 

y, 0 E W2 ya que los doa son aubespacjoa '!{ 

.. •. o e cq 
1 

n ff 2 

i • 1,2 entonces 

3) -suponer que x E 611 n11
2 

y te~. por de:fin1.ci6n de 

interaaocJ.6n. i E-~~ ~ • 1,2 
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:.. ti e W i·# i. • 1 , 2 

:.. ~i e w 1 n e1
2 

De fo~ análoga se prueba que si UtiJiE:t es una f ami 
. -

e.s un au.bespacio de v .. 
.Lo que $e necesita en este·caao, es extender loa argumentos 

Cor.sideremos V un espacio, y e un conjunto de vec­

tores, y fij&onos en todas las·f~milias a~ subespac:ios de 

V c;t:.e contienen a ~- Esta familia no es vac!o porque el 

espac· io t:ota l V es un miembro de ella J y .como la intersec .... 
ci6~ :!e los subespadios es un subespacio, entonces la inte!_ 

se~e~6n de toda la familia es un subespacio gue coincide con 

el espacio vectorial. de todas las combinaciones lineales de 

- ·--- __ _R ____ - ·- . -·· ------ -----·-...,....--- ---- "' ----

·Sea [ SJ el subespaaio de V generado.por a. Enton­

ces, dado que cada vector.de ~ ea una combinacidn lineal 
,- .. ~ . ..,, 

de a. ,x1 • Dx 1 +.- ... +ix1 ...... ,,+Dxn}, f SI ea un aiombro . 
de la familia. ''WJ. f iE:t de aubespacios de V g:ue contienen 

--- ---=- -·-- ---= :., ·:::::----=0_--=- ~--= -- -- - -=-=--:::'. -=---:- _-- ·-- --~ - -- ~ - -~-, :- -- -c-::-

a. e y :. n1e:r~i e t Bl • 

Por otra parte, co.o B e niE.I"' todo atiltiplo de cada 

ii e a., debe estar .itn niex"'i y por lo ~to toda combina­

ci6n liríeal .de 8 deba ser elemento de n iEl~ i.. Entonces 

r•su1ta_~ f IS} e n ..... w &_ y_ _••·t• con.te~~ :JJlllto con la ~ Wlil--• w 
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En resumen, vemos que el espac~o generado por a,, .. es 

por una -parte é;1 conjunto de todas las COrnbin~Ci:Ol)eS l.inea-

le_s de y por otra, ei-· menor subespac.io ·.ae 
t:=: 

V .que con- ,'.! 

. tiene ~ (!,. Ej em.plo ·1. 
_,. .. ' ' 

'~r.!~;2 
seéif - V • R3 

- y e • -{ i } , en donde ~ -es un vector 

cqalqttiera diferente-de cero. El espac:io·qenerado por a,, 
- - -

es el eonjunto -de todas las combinaciones lineales de -_ B., 

o sea,, la recta_ que pasa por el origen y esta 9enerad_,, por 

el .vector -x .. Ejemplo 2. 

- -Sea a a. y 

no están alineadó-s (uno no es. mtlltiplo del otro}. Bl su.P­

e5pacio generado por a consta del plano.que pasa .por e1 
---~= - -= .~ ~~iqé'n ~Y-~;-=;~~= get;;~"'iií~-por - 4---~y--&~:=~--i::JeiP10 ~-3-.--~----- ~~- ~ -~~ 

Sea a • !l,J,iJ no s<>n copl-ana-

res.. :entoncets el espacio qeneraao por 8 es el -conjunto t.2; 

tal :R3
, y p es un -conj1,111to generador de :E3 .. 
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DEPEND:J!:NCI:A .E INOEPENDEMCIA I.Il'ilEAL. 

Considere.-os un conjunto ·e de.vectdx:es de un espacio 
~ 

v~. se dirá que 8 es un conjunto 11.nealmente 

dependiente,= 6 qUe sns vectores son,l!.neablente dependien . . . - .' ..,.._ 

tés, cuandc> algunq .·de el.los -sea combinac:i6n ltnea1 de los 
- G .. - -

demás, ·e~to es, que se pide que exista una colecci6n de 

n..,J núme~os reales, 

+.h ... +.t i 
n n 

TEOREMA. a es linealmente dependiente •s{t1 ~-t2 "-t3 _.~,.., ·n 

., ..... ,~nl 1' {O}.;• O• i~t.tiX,i 

Demostraeidn: ... 

La hip6tesis es ~e B es linealmente dependiente y ae 

debe deIJiostrar que O es una co.binaci6n lineal. no ttivJ.al 

_de __ {3. 
- n 

S1. _xi• j!í~jij~ entonces 
ji"i 

aea éste .t
1
., en ton-

ces 

B1i el caso ae que s no sea linealmente dei;fendient.e, 

entone•• ae dice que e 4::S 1:1.nealJlenta independi•t:e, 6 



D 
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gua. sus vectores son linealmente .ind~pendi.entes. 

Usando la negación 16gica se hace notar que un conjunto 

,de vectores es· 1inealmente independiente1 st y s6lo s1, cada . . 

~~z ,que' el cero sea combinaci6n lineal de ellos, los coefi­

c1.ent~s son ne~esariamente ceros. 

,, ·Es decir B es, linealmente independiente • Y 

- .t1 .. .t.z • ~3 
' . - . 

Observ•ciones: 

,\ 

•• ••• •::t . • . (J 
n 

n 
o 1 il:1:t.i. 6 a J. J. 

n -o ;: .~1 z1x .. . i= . 1 

1} un conjunto 8 • {i} es linealmente dependiente • i s: .a 
-(Y• ~e si quitamos a · x de S 1 queda ', cuya t'inica 

i:Omb.inaci6n lineal es el i~ por definici6n} .. 

6 Es decir, {i!! y} es l.i -
nea!ente independiente • i y Ü no son colinealea. 

Análogamente { i, · g~ i} es linealmente independiente 

• - .... 
~, y y 

.. 
z no son. coplanares. 

=-- -~ ----~-~ 

3) ai a ea ~inealmente dependient:e. y a e B, entonces S 

:Q linealmente dependiente (ya que si mciste una caabina .. 
-~ 

cUie l..ineal de a. que da el cero con coeficientes no t2 

4os: aro, esa Jlisaa- con ceros pua cada i e a - ª• da 

e 



1a que se requiere para la definici6n de d~pendencia 

11neal para rr es decir; si; a. {~1,xr·· "-"xn} 

S :.:: { x 1' x 2, •• '" , ~ n •y l , Y2, .. ,. " , y .mJ 

(.no toda J:.. • O J , entonces-
i. . 

y~ obviamente no todos los coefi• 

cientes son ceros .. 

corolario: 

Corolario: 

Ejemplo 1. 

si O e a,. a es linealmente deJ?endiente. 

si 8 es _lin~lmente independientet y a e 8 

entonces a es linealmente independiente.. º 

Sea V s Jl2 

ya que si .t1 fl, 1J + .t2 (1, O J • f O, OJ , 

f ~1 +.t2 ~~1 J • (O,O} entonces ~1 + .t
2 

• O 

Ejemplo 2. 
~-::------ ""' oc. - -- - - • ---::.-

B s {(1,0}, (t,D)} 

.f(J,:O} - l.f2.,0J • 11.0J l.t, .. 2ff,OJ •"(.%#0} 

~ los vectore# llCXl lineal -



S~ V• R
3 

a • t ti.,o. 01, (o,, 1 ,.or, (·o, o, o l lmealaente inde-

pendiente • 

. Deliso•t.ra.ci6n ;: t 
1 

U ,. o , o J + .t2 t o, 1 • a) + :t 3 t 41, O , 11 =' ó • 

f.t
1 

• .t
2
,t

3
J ;111 ta.0,01 • .t1 • .t2 • .t3 == ti 

Ejemplo 4. 

Sea V • R 3 

+ 

8 • {ll~t,TJ. (1"1.'1),.{l' •. 0,011 lineal.ntente inde-

pendiente • 

.oemostraci6n: .t
1
!1,1,i} + .t

2
(1,1 1 CJ + .t3 (1,o.,c::: 'a• 

~-~~--~=~~~~~ =~ -·- _____ {~L_ ... _~g_ + ~3~"- .t1 _..: .t2,.t1l .,. {O .. O,OJ ,. 
. - ~ - -- -- --~ ·-~·-""..-;:;,__ -~__:;:-..:.:::-~-=-...--=;.....~ --~-- --=--= ,..::-.;:;::_-~~-- ......=:::----:._::;. -,,;.;::.· --;:=- ::_ -::---- ~"';"-,,,_ --::._ ~""-'=-

l 

Ejemplo S. 

Sea V • R3 

t + ~ + t., "" o 1 . ,2 .;> 

~1 + t ¡ir; o z 

a• lO.o,01,10,1.oJ,(o,o,11 .. i1,2,3J} 

11ente depenéliente. 

es lineal -
- ----·--- -
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nemostraci6n; Si .t
1 

{ 1., 11, (1) + t 2 LD,1, Dl .,. .t3 lD, I! ,1 l + 

+ :t4l1,~,~J * ~., •• ,tll 

Ejemplo 6. 

C.t
1 

+ .t4 ,:t
2 

-f. ít
4

,.:t
3 

+ 3.:t
4

1 = t0,0 1 0) y 

se pueden encontrar ·valores de ·t1 ,t'2,.t3.,.t4 
no tt:>dos cero t.alesque satisfaqan (1) 

.t, .. -~4 

t2 # -i:t. 
- 4 

.t3 = -3.t.; 

en particular, si 

:t ~ -1 
1 

:t :s -2 
2 

:t .. 1 
4 

.t • -3 :. es linealmente dependiente 
3 

6 

(1,0.,0J +- !lD,1,0l + 3[ll,0,1l • 0~2,31 

En el espacio vectorial de las funciones reales de va­

riable real, el conjunto P • {~~K x, ea~ x} e$ lineal..Jlente 

independiente. 

Demostra:citSn; ai .t
1 

4e,11 X + :t
2 

t!O.li X • 0 der.ivando obtenemos 

.t1 eo..s x - .t
2

4 e.n x • O para cada x e Jl,. 

·1 .6.f.tt X 

e.o.& x. 
• -1 ; o y :,, 
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:t · :;;: :t • O necesariamente. Es decir 11 .6 en x y e.0:3 x · 
. t 2 

son lJ.nealmente i.ndependientes. ... 

Ejemplo 7. º 

En el ntismo espacio vectorial del ejemple 6~ 

a ::: {e.x.,_.e2x.e3x}. a es linealmente independ.iente. 

Dexnostraci6n: si :t e.~ * ~ e.2x + :t e.lx = o deriV'ando .. 1 2 3 
2 ve 

t e.X + ft; e2x 
2 

+ 3:.t:3e.3x = o cea, se obtiene 
1 

.t. e. X + 4t2e.2x + 9.t.3e.3x • o y . V x, 
1 

.. , 
__ , 
~_r ~ 

. e.X 'e. 
2x e.Jx 

¡; 

. ex 2 e.2X. $e.3x 6·x , o JI! 2e. 

{!..X 4 e.2x 9e3x· 

' y .: • .t, • .t2 • t'.3 a o necesariamente. 
. ~--- --- =------,, 

criterios para Determinar IndePf!ndencia Lineal. 

Es importante saber si un conjunto de vectores es li­

nealmente dependiente o nor y por eso se han desarrollado 

l} se considera una cOllilQinac16n lineal de cualquiera de ellos 

que sea c:ero. Y si .a partir de ~sto., se puede concluir 

que todos los coeficientes son necesariaMente ceros, se 



habrá.probado que el conjunto es lin•lmente ind.~pen-.. 

diente. 

2) ~todo d~;t determinante.. consiste en. considerar los de­

terminantes que se pueden extraer de una matriz de mxn. 

Diremos que un determinante de orden Jt . se puede extraer 

de una matriz, si tachando un ntimero adecuado de renglo-

nes y/o columnas.,. se obtiene un arreglo cuadrado de Jt.xJt, 

que corresponda al determinante .que se quiere considerar.. , 

Ejemplo .. si U· es la nra.triz ·(1 
·5 

2 

6 1 

és un de-

terminante que "se puede extraer"' de IJ# tachando la la .. y la 

4a. columnas. Supongamos que tenem.os ~ vectores del espa-
l:l;; 

ciO vectorial '.Rn 1 ésto eS # tenemos o· IL~"l.eada$ de ndméroa. t"ea 
' -

les. Si de li matriz que se for¡na poniendo los vectores, uno 

que sea diferente de cero, entonces el conjunto es linean.en. 

te independiente. S~ todos los determinantes de ~X~ que ae 

pueden extrae~ da la aatriz de l()s coeficientes •on ce~o, -.i.­

tonces el conjunto e& linealllente dependiente. 

Este :mt!todo .es el que se usa con :m4s frecuencia para los 

subconjuntos de vectores en los espacios de diaensi6n fin1ta~ 
"' 

Sea o {; ; • ) C ~D 
p • "'"1 ' "'2' ....... "•"" .... 



A • • 

4 
•1 

o 

a. 2· ...... '4 a . •r• 

TEOREMA: B es l.inea~nte d.ependiente • ~ á de mxm ex­

tra!do de A. A • O, y, equJ.valentemente B es 1ineal.rnen 

te independiente • all de 11xa extra!do de A ..J A t O. 

Este crLterio· puede usarse cuando • < n.. Como se v~­

r4 despu~s, si m > .n, entonces la colecei6n de m vectores, 

siempre resulta linealmiente dependiente. (ver corolarios del. 

Teorema del Cambio) .. 

Dem.ostraci6n del.Teorema. 

(Ind/~) Sea n e M fija 

Base m • 1 

Si 6 • {i}, 8 es linealmente dependiente• i ~ O 

(~~ se vi6 en la observaci6n 1} y .~. todo 
-- - - - -- _---'----=- ---=--=----==-==----:.:::::~--"'- -----===·----

de 1 x.1 ex-
. ·-

traído de U (cada componente de il es cero. 

Paao inducti.vo4 IJ 

Suponemos cierto el teorema para el c~so * • fz, Esto 

U;: un conjunto con i vectores ea lineal.mente independiea, 



,,·,;;¡0-~--

te • a un determinante de k ~ t / a, extraído (le la ma..;.. 
0 

Primero supong~os que todo A de tk,,.1 l x lk+ 1 l es 

cero, y probaremos que en est.e caso B ,. es linealmente de­

pendiente ... Si {i
1

, i
2

, •••• , ik} son l,.d. ·no hay nada que 

probar (por la observación . I?} ·~ supondremos que son li­

nealmente indépendiente$ y :. (hip6tesis de inducci6n} 

:ic&-:! e en donde 

ª1i1 
4 ....... .• ·ª1 ik l 1i2 

.. 
~ - l • 

ªk~ a. . ..... " .... 4kik l -1 1ici2 

~/ 
ª1j 4

1i1 
4 1i J k .. 

. Y~ 
~ 

A_ x._./J --- - - - ----- -- - --:¡ 1 

1 • • :. :.-• ~k+UJ 4\+1:1 ~+11, 

Yá que si j ea algunas de las 1 1 , A • O por tener 2 

colUl!lQas iguales. (ver •l!s ade.lante) • 

Y •i. i fJ {.i1 ,.l2, .... ,Lk}, Aj ea uno de los determina!!. 

tes de A de ( k,. f ) :e f k:+ 1 l ,. que por hip6tea:is es cero. 

Desarrollando ae9dn la. la. columna, se obtiene: 



-·~=~~~---="·-----~-~---=il;?~~~=-a:;·j~i=-'+~~~;-~---~=--1~~±,ctt¡-~,-~~----~~-~~ ----~~=~~----~~-·------=~-=~~== 

{ojo, A i 0) 

+ + 
ªk+1jl ~ (-a~j61 •a21A2 --~·~·-

k 
+- Ai 

def ini~ndo c 1 • - -¡- , se t;ie~i a • ;c1a .. 
k+ l 4 s 1.J 

..J 

-· .• 

2a.. pai;tf! .. 

Si. .. a . es l:ineal.menté fü~pendiente,. entonces .. uno de sus 

vectores es combinaci6n lineal .de los dem!s, y. :. _ en A un 

rengl6n es -combinaci6n lineal de los otros y :. todo determinan 

te de (k+t l x. (k+1} . que se ex.t'l.'aiga de ella,. es cero, ya 

que ll.. deb.e incluir necesariamente a todos los renglones 

{fl+1J. 

3} M!todo éle.l Wronskiano. e:n el estudio de las eouacíones 

diferenei.ales como las soluciones de las ecuaciones 1inea1es · 

··hcm!:I;¡,~~, 6 de Sistanas lineales l~, fOll!Bn ~ice- vect::>-

t:iales a. di:nena;i6n fin,j.ta, e4 impoi;tante sa:ber, cuándo un nt1 
"""' 

me?::q adecuado de sol;uciones es linealmente independiente. 

u ElStos casos, se ha desarrollado una t~nica que s,e conoce 
-_--_;;:_=-=---==--'-·--==-==---"---:-::----~---=----e; :C-'- ---=-..=;:::_ =:;-:----=-. ,_ -'--- ._ --~_-_-=-;---'=- - ---=--=-----_ ---· ---:-;---=--_::::==---- .· -=-:-.:_-----=- -·=-=·- ;-___e::---~-==---~=-------..,-=..------== 

con el nombre de método del Wronskiano, y que, consiste en cal -
cu1ar un detenninante de funcicnes que cX>nSta de las solu::iales y sus &ti 

- -
vadas. 

Definici6n: sean y 
1 

y !/.z dos funciones que tienen pri-



- ll"" 

de ellas 

Y1 Y2 
·flll!f1,y2 1 • ! 

Y~ Yif 

que es una funci6n de I en R~ 

'W {x J ,.. 

Cl1 {y 1 • g2 J {o) = 

f . !11 Ld 

, .. !/; M 

!12 bd 

y~(~J 

1 
e.• . 2(0) .. • 

:~2(Ólr 1 
7 

e.• j 

ya que Y x e l, U ( x.) ~ 
1 ' 

es un ntímero real • 

1 . • 1.·· . 
• 1 

2 

se ·extiende la def in1.ci6n de Wronskiano para e1 caso de 

-~-~o~m:ri:r~-rtt.11C-10'rfa,·~{cié"JlC)1ta.1té~-ñacural}~''Si.t=--~ ~ ". ~ º~ - .. -.·~~ ~~ -7~~ 

~ • 4en ~,., g2 • AU 2x, g3 • ;6~tt 3x entonces: 

l 
o " o 

wc·o 1 .. J 2 3 lle o 

• o o 
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'Wronskiano de 11 funciones es diferente de cero, entonces 

1as il funciones son linealmente independientes. La cond! 

ci6n es necesaria y suficiente. 

Para el caso de 1a.t:; ecuaciones diferenciales se ·puede 

probar algo ~s, que el. Wronskiano siempre es negativo,. sis.! 

pre es positivo, 6, siempre es cero, y por lo tanto en este 

caso basta calcular el Wronskiano para un valor adecuado de 

1a variab.J.e. Si resulta diferente ae cero, entonces '11 es 

siern.px:e diferente de cero, y las- $Oluciones que l.o componen 

son linea~nte independientes. Se prueba que en general, 

1.t _,,. ke.f {X)_. • • t.. 0 111 o· u w - # ·• SJ. " :.: , w • ' " X 1 si k > O, ~ { x.} > O 

Vx., etc. 

Definici6n: Sea S- un conjunto de vectores de un espacio ve5. 

torial V1 se dice que $ es una basé de V si cuap1e 2 

condiciones: 

2) B es un conjunto de generadores de V.,, 

Bs decir, a es una base de un espacio vectorial V# 

s1 y solo at. todo veétor de V se puede escribir como coa -
o - --
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binaci6n lineal de los vectores de B en fo~ W::üea9 

Aceptaremos sin demostrar un hecho fundamental. Todo 

espacio vectC)rial tiene al menos_ una base •. El conjunto ve_ 

c:to cuya única combinaci6n lineal es el conjunto cero.1 se 

supondrá, tambi~n linealmente independiente.. En este qaso, 

es la tínica base del. espacio vectorial que consta solamente 

del cero. .Si un espacio vectorial tiene una base con un nti 

mero finito de vectores, se dirá que es un espacio de dimen­

si6n finita. 

Definici6n.o un espacio vectorial es de dimensión finita, si 

ti.ene al menos una base con un número finito de elementos. 

Son espacios de dimensión fin.ita además del que consta 

s6lo del cero, todos los espacios de ·eneadas que hemos esta 

do considerando ñasta aqu! .. 

. ~y. !~ .. _pu~tl~~J.>;ol;?~~ oq~e -~.ocn .. tgdtJ.ª.1. -~~ll Jll :?-e.Qt.idp __ .g_e_ q~~;t_ 

cada espacio vectorial de dilllensi6n finita n es isomorfo 

(indistinguible desde .el punto de vista del álgebra) a· un 

espacio- de eneadas. 

Como ejenplos de espacios de dimensi6n infinita~ cons.!_ 

deremos el conjunto de ~los i?Oiinomios -en una indeterminada 

x. 

El anillo de los polinomios reales en una indetermina-



da x. ... 'R[ ~l 1 es e1 cQnjunto 

~[ :c.) ,. {.& : JI. ...;.._; ~ ·; ~. f n J • O para .casi toda n}. 

Entonces el conjunto, infinito de ptilinomio$ ( 1. a,_ J1, ... } , 

{0,1,0, • .o..),{O.,D, ...... ,1,0, ••• J eslinealmente
0
independiente 

y genera a todo JU xl , gµe, por lo ·tanto tiene una basé con 

un nGme.ro infinito de elementos. Se dice entonces que ~l~l 

·es de dimensi:6n infinita ... 

dhrt IZ( .xl • ·:::. bil,} 

sea 11· =- { 6 : [O. 11 .._ J?..} que, como vimos antes, es un 
.,/¡ 

espacio vectorial real. '.Entonces el conjunto. a. {6 :{ 0, 1J .... :R; 
- )t . 

:r. e {O:, 7 ll en donde cada á se define 
X 

es un conjunto linealaente independiente •. 

Luego di..• ti ? • (R 
1 

) .. 

pacio de las funciOlles reales de clase en. 

Debe q-.iedar claro que las definiciones anter.iores fun• 
1 

cionan bien a condioi6n de que se cwnpla la siguiente af ir• 1 

maci6n• ai 81 _y_ 82 "'°:~·de un •illllO- _espacio •ecto- __ __J 
. -·1 
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rial, ambas tienen el mismo n1lmero de elementos.' 

Esta afirt1aci6n se demuestra f4cilmente en el caso de 

los espacios·~e dimensi6n finita" como un corol.ario del Teo 

remadel Cambio, (ver adelante) y tambi~n es cierta en el 

caso general. 

Teorema del Cambio. .. 

El Teorema eel Cambio debe su nombre al hecho de que se in­

tercambian unos vectores de un conj:unto por otro. Se enun­

cia a continuaci~n y se deja sin demostración. 

TEOREMA DEL CA..~IO: Sean Cl • {i1 , ••• ~in} l!nea~ente inde-

pendiente. a: • {y1 I .... .t yJn} B un conjunto g~ 

nerador de V a, a e V entonces n: < 11 

es dec.ir, •en todo espacio vectorial el ntúlero de e1e.entoa 

de los conjuntos l.inealmente independientes es ~r o igual 

que el. ntm.e:ro de elementos de los conjuntos de qeneradores'. 

Entre las consecuencias de este teorema tenemos: 
-- --- ·=-

1) Para todo espacio vectorial V, 2 bases cualesquiera si .. -
pre tienen el Jlismo n6Inero de elementos. 

Sean :::z • {:t
1
.x2 , ..... xn} y 8 • {y1 ,.y2 ~ ..... ,g.} doa ba ... 

ses de 11.. Entonces, puesto que a qenera y S ea li-
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s es generado y a el!I ltnealllente independiente.- Jt < • 

.:~ Jf. ;r: .•• 

2) En vista dél punto anterior y del "dogma de fe ... de que 

todo espacio vectorial tiene al menos una base, se puede 

ver q¡.;e hay para cada espacio vectorial un nmnero muy 

bien deteDninado y que en algunos casos lo caracteriza, 

a saber, el número de vectores que tiene una cualquiera 

de sus bases. A ~ste se le llama la Dimensión del Espa-

cio •.¡ectorial,., 

Asl pues~ para cada espacio vectorial !!, si 11 es el 

nt'.b.ero de elementos de cualquiera de sus basee, ~ se 

J.lar::a la dimensi6n de V. 

3) En U."l e$pac~o vectorial de diDlensi6n fJ.nita vec .... . ,.. -. 
., t<;>rt?~~~.21:!~~.l:.emPFe.tbl~~,.d,ep.endi.eni:e~:t: ~ ---~""!,. -~ec-, 

tores no pueden generar a todo el espacio. 

-4) Todo conjunto de vectores linealmente independiente pue"'."' 

de completarse y formar una base de un espacio vectorial. 

- - ~ - ,-o_- ·-----= --

COil!l:O vimos, arriba, se dice que un espacio vectorial es 

de diaensi6n nf •1 y .solo s1. tiene una base con n ele-

mentos. En este ea.so todas laa bases tienen exactamente n 

elementos. As! por ejeeiplo,, el espacio Jl3 es un espacio 

de díaensi:ón 3. J?orque t~_eru: una base formada por loa vac-
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· En general los espacio$ vectoriales J! e tienen C(80 

bases a los conjWltos que se conocen 001110 {e i }, -y 1 _ que se 

definen c:omo.sigUe: 

sea 

e.1 s {1_,0,,.. •• ,0J 

-e.2 ... { o,. 1 •••• J o l 

e a ra,0 ••.• ,11 n 

Resulta inmediato que si u • { e.
1 

, ._ .... ,_ e. } , entonces <l n . 

es linealmente independiente y genera ·v. a. se conoce co­

mo la "base: canónica• d.e ~n. 

Una consecue!'.cia del. hecho de que -todo. conjunto linea!, 

mente independiente puede completarse a una base, es que 
;¡ 

mente independientes siempre forman una base, y por esta r~ 

z6n. s~ conocemos de antemano que la dimensi6n de un espa­

cio vectorial es "n•# para determinarlo completamente,nors 

bastará con encontrar - vectores linealmente independien-

· t-es-;- --w·-aní=--ia -ilipm:ta-nc1a~-ae· 1;ener-m~l:óCfos-p-a:ra·_poae-r--=av.!f 

riquar la independencia o dependencia lineal de los vect:o­

res .. (refe.i-enc1.a, ecuaciones diferenciales). 



TEMA tll. eBonucm PUtIDh IBANSFÓRMAC!ONES LINEAL.Eº$ y MA-

.· IRlCES .... 

PROOUCTO PUNT,O. 

·Con .objeto de inic;\~r.el. estudio de las matt"ices.Y l.as 

. T,. L.. comenzaremos dpor def iPir una. ;;Perac:i.6n, .que se etect'Úa · 
- - , - ' . 

·entre dos vector~$,· y, cuyh. I?rotl~lS~r;~es un nfimer6 real,. Es 
.. . - . -<l ~; ' - ,, . .,,::::...,., -:- . _-1:-::- - - - ~ - i{ 

decir, es una funci6n de·' V x V.........,;+ 1{, , que se ®nace .como . . o ... 
- - . -

:=:=oduct:o puni;o 6 producto escal:ar de 2 ·vectores~. Para el. 

caso de lo.s vectores ~n, 
é 

las eneadas., tenemos que: 

., : V x. V :.-..,. :R ~e deftne; · 

n 
x • g !.i!14 i &i 

""-- ----""~,_,_-__ ;:::_ ~----=-=-::::.:~--- ----- .. -· - - -- - - --- - --·- --- - --- --- --- --- - .._ ___ - -- -- ----- -
-~- -------~------- ~-~-~-~-- - ·----~- ~- ~ -

Si n • 3, i s U • t, 31 , y • f ·3 1 t, J} entonces 

¡. i. 1{5) + 2(2J ,,. !(JJ ~ 10 

Resultan inmediatas las propiedades siguientes: 

21 - .... -X . !J • IJ • X 

31 - (y Í) - - - -X . + ., X. • y + X .. z 

4) - - ati yl .t. " ay • • 
... .. .. e Jt..., « e ~ %, g. % y 

o 
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Las pxopiedades _ 3 y 4 se expre$an t.aJubii!n diciendo que_ 
- -

el. producto punto es lineal. en el sequndO factor. 

ta de la propiedad l qUe dice que ,el produc·to punto conmuta, 

se resumen 1as propj;edades. 2; 3""'y=--4~iciendo que el J;>róduc -

to ¡>unto e$ una funci6n bilineal.. A la propiedad 11- tam.bián 
~. 

se le menci,.ona _-_ di~iendo que el producto punto está definido 

en forma _,oositiva. -
--:ot<; -, . 

1 e:·. 

Enál9ebra-l..tneal es costumbre abstraer las propiedad.es· 

de 1-as operaciones-~ y--asi en qeneral,- toda funoi6n de·._ 

V x V --+- ~ que tenga las Pl='Opiedades de 1 a 4, se llaoa un 

producto -escalar, {o una forma bilineal definida posit.ivamen _... ·~ 

te) .. · 

Definici6tu en vista de .que_ 
_.,.. -
X. • X siempre es unnGm!, 

ro real,. mayor o igual que cero 1 y que todos los números re.a 

___ l.~~- _cl!l~yores o iguales que cero tienen una finica ra1z _cuadra-
--~. -- -~·--~;;;--=·-:-;;:-~--=-.._.:;:::_:.-o·~-.~.:.-----=·~--;;~-"·"':=..=.:..::.:::. ~- _-:;._;.-=.---=:::__o..=_~--=--~~-'------'--=-O:c:;-:~.::;.-_:-.::;,::__;:;~ :::.=_:::___.=-_-=-=:..:::-,.....::=::;_-, __ -"~---"-.::..::::--·::;~-;;~.,:_.;:~--=-=.;;.-:--·-

da positiva, se suele tomar ~sta CO!llO la NOR..\!A del vector 

i, o sea, "el tamaño de i 111 es por -definición (i.i.) 112 

1 ... 1 r;.. -- t 112 ,.._ ! x-..x, 

1> •ir >a lit 

2) 1 cxil ~ 1 a l 1 il 

(en particular lil • 1-il 
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1-il • 1 1- lJ iJ s 1-111 il • t :d } 

3) 

4) t i + yl < 1 il + 1 yl 

:'oda función de un espacio vectorial V en los ntlmeros 

reales g-.Je satisfaga las px;opiedades 1,2 y 4, se conoce como 

una !".:0:-!"_a. Los espacios vectoriales de dimensi6n finita, 

f.eneadas de nG.merosreales} son espacios que tienen norma, 

f.".'.;= lo que se llaman también espacios normados ... 

~=-- t~rminos de la norma se def.tne la distancia ·entre 2 

lfesr-o~es de".la.ma.nera. si9lJiente: 

Sea V un espacio vectorial norma.do, con norma 1 l. 
~:;,~;;:-__ ·-~.___:::__ 

Defin.ici6n: si i y y e V, d(i, y) • ti - yl, y entonces 

l) 

2) 

dfi,il > o , d{i,jJ # o • 
dli, y) • d{y,iJ 

- -X • ·Y 

La funci6n que asocia a cada pareja de vectores un nii­

.ero rea1 que satisfaga las condiciones 1,2, y 3 de la fun• 

ci6~ distancia se llama una Métrica.. Pod.as decir, que los 

espacios normados, (Y en particular las n-adas) son espa• 

- __ :C.ios _aif;.t'i_cos .. __ 
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Por i11timo, Jllencionaremos que apártir de 1a •6triva 

se puede definir el concepto de "'conjuntos abiertos•• Se 

puede.introducir .en el e~pacia de que se trate, una topQlo 
.. .. . ; ..... 

qta, con lo cual se podl::I hablar de continuidad,- etc. 

" Con el producto punto ea puede · estud.tar la. g:~trta 

e"' : de los espacios :Rn ... 

En vista de que 

. 1 i. y l < t xi. ql , pasa que 

- -
l < x .. M < 1 

- . 1 it H11 .· 

y ya que a cada número que está e 1-T, 1J le correspqnde 

untin.:ieo .uqulo ·cmyo.cosena~ es ese nfuner9,..se acostul;lbra de 

finir el ángulo que forma 2 vectores, como el ángulo cuyo 

en el caso de que tanto -X como -y sean diferentes de ce-

rqpues el vector O no forma ángulo con ningún otro veo-

tor. 

De acuerdo con esta def inicidn,. dos vectores son orto­

gonales, st y solo s1, su producto punto vale cero. R6tese 

que para esta definici6n de ortogonalidad, el vector O ya . 
__ 

0 
__ ~puad.eº µtcl~irae. __ ~y~"_en v~~~!t_CI• ~e~ .it • i • _ ~*~ \!_ 2: 'f'&Ctor1r_ -~~~ 



=-o·=-,---~-if=--es ~o-rt0gonai==21 ~eua1qu!er vector;~nrCl:ux-a-c.~~u~m.t~mo-c:"-ly ---~C=---- - ~ 

es el tin,cico con tal propiedad," ya que si. i I O• i. i l ñ 

y ~: i .,_ i .. 

Matrices 

Como es frecuente en el estudio de .la tnatemátic:a, los 

conceptos nacen de U.na situación en parti,cular i · se d.esarrg ~ · 
,- - . -

llan para -llenar: las necesidades explicitas. de un problema .. 

dado~ pero despu~;¡, e/l .c~ncepto desarrollado sigu.e crecden 
- • - .-1 ._- -

. do por s1 mismo,, y su.pera con mucho al problenia que le di6 

origen. Tal.es el caso de las matrices. 

Prill\ero defini~emos paI:'a cada n e JI* {N* .. { r. 2, ~ •• }) 

In: ft,2~ •••• n} ej. 13 "' {l,.2,3} de acuerdo con ~sto_, 

si m,,. n e 11 .. 

Definioi6n: una matriz M de 111x.n con coefl.cientes rea-

" : 
Se acostumbra describir expl!citamente Ji(, por medio 

de manera que el elemento (real) que J.f asocia a la pare­

ja f ¿,¡J se escribe' en el ~-lafilo renglón y én la j­

~s.iJ:aa columna. 



sean.·· m • ·.!., n ,. 4 y sea la ~triz M 
G • 

11 . f IJ-
~ :..1 

u .:: • 1/t (}~!e~ :.' »/! 

2 1 . o 

en donde. Ml2,3J • 0,,3 

. 
·coeficientes reales• es un espacio vectorial real (ej. 5 

. ce espaaios vectoriales)., -·y: 

1) Si M, 1J son matrices,. M • N · sf y .solo si.,, - tienen 

iqila1-dóm!nio· tmi:smo n.l'imero de renglones y decoJ.um-_ 

;;::::¿; 

nas) y en cada 11casilla" (lugar) tienen el mismo n6mero 

~~~~--~==~-º~lu·s.=11,-•so11--1¿r~iiEic-aiif:---~=~~-~~~~-~~--~,--~-~~:=-~=---~·~~,~~~,-~~-~~ 

-Sea. ~. {: :) i:J N • f ~ \g 
« • f. 

& • ' 
e • g 

d • h. 

~1 
h} 

2) ii y N •• puede!t •u.ar, a! y íJOlo at. tienen igual d2, 

_•inio.!'-3' .. .flll _eat•~t'!a.s_;~f _!Je au.a.n c:011ponente por componen 
-- - -= -=---e---=---=-- ------- -=- --=;-=.------=- - - - - _"""1!W 

o 



sean 

1 

1 

.. 
6 

$. 

y., 
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o 

N • -t 

-6 

1 5 

1 g 

1 

-4 

o 

3)' Si a e "R, · i:d4 es la matriz que resulta de multiplicar 

cada componente de M por a . 

. Sea · a :r;: ... 1 y, 

'(' 1 M :r;: .O. 
-1 

1 ;) 

4) Una matriz cero es la que tiene O en cada cOJRponente, 

·- ----

y si U e lt..-u es 1a que tiene en cada cOfllponente al 

inverso de la correspondiente componente de M~ 

- --· - - ·- .&. a - ~ 
' - -e o· --~ ._3 

f l {; e 

3 ·:1 Sea M ;111 -ll 
1 -2 -1 2 o 

(º 
o () 

:) u ,,. t-in lf e 

o º"' o 

-.atriz cero 6 nula de 'U t ~ .f • :R) • 

.~-·-· 
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Mul.tiplicaci6n de Matrices 

Para podel:' estudiar las transformaci.onesl.infi!a;les {y ~ 

sus compos.icion.es) de una manera c<Smoda, introducimos aquí 

l.a def:í.niei6n de multipl.ioaci6n de matrices, que es úna o~ 

~ación de J.(Jpxa .: ~.l x. J.\,. fmx.n ; EJ -+ .iu p_, n : 10 defi.ni.da: 

·Si . A E ~t;[pxm : RJ y B E: At,{mxn : :Rl entonces. A x B es 

la matriz de J4.{pxJt. ; :RJ que tiene en el lugar .(i..jl al. 

producto punto del .i-~simoreng16n de A por ia· j-ésima 

columna de B. 

Ejemplo~ 

s~ A ·f: 
1 

AtB • 2 

.(} 

Aunque esta def inici6n pueda parecer artificial. se ju,! 

tifica plenamente cuando se consideran las transfor-.ac~ones 

lineales, sus composiciones y las matrices asociadas a éJlas. 

(ver p&g.. 53 ) .. 
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Transformaciones-lineales 

Una parta medula.i: del ilgebra. lineal es el estudio d~ 

las transformaciones entre l.os espacios vectoriales que pr!. 

servan su estructura. Tale$ funciones se conocen· como t:ran_! 

foi:macibl\es lineal.es. Puede decirse que el !lqebra. lineal 

-· es el estudio de l.os espaciQs vectoriales y s"'s trans.forzna­

c.i.ones {lineales) y~ .a ellas nos referiremos en. los párra­

fos ~e s:íquen~ 

De-finici:6n: consl:;11eremos (los espacios vectoriales {V;+,•} 

y. {fa . ; •" e} en donde + y e. son las correspondientes 

s.µ.ma.s de. vectores y .. y e los productos escalares .. 

Ona función f : V -+ W es una transformación lineal si: 

f(i ~ iJ s F1il • f(j}, y 
- C-T .:--;._~-•-~ :;..o_ ___ - ~- ::=:-- - = - - - - ~ -~--:- ----_.:;:• 

para vi y y e V, o. e E· 

.Obsérvese que se ha usado distinto s!mbolo. para_ la 

suma. y el producto esealarz para enfatizar el hecho de: que 

pueden ser diferentes operaciones en cada espacio .. 

- -:-=-----~--·_----=--;::::= __ - -- - --=-; - =---- -.-.,-_-;--- -· --
-=--o--=-=----~-=---~. 

Algunos ejemplos de Transfor111acioiies -"tineaies:- -

1) Para Yi f (iJ s a (la f unc16n cero) l 2) Vx G?i.J 
.. 

{la funci6n id~ntica ::: X 

( n«lil J 1 V•Rº frl•Jtª 

3) w(iJ 
lf -~ en donde - { ' X • x 1, .... ~~nJ 

- -
-

('A' es la .l-t'isima proyecci.6nl l•~: J :r • 



4) Las rotaciones del plano -alrededor del origen }v-~n 
{11-J(Dl 

( i1 ... l!'f$ 2) . -

5) ,sea V "" .R"" en donde l.a suma es el producto usual y el 

producto e~ealar es la exponenc·iaei6n tve~ ejemplo._ p!g. 

10) y fl1 • R4 - con las operacione$ usuitles.. Se define 

F : 1!'" _.. ·:¡¿,_ como sigue: f{i} :r.:- 1ni. ObviaiJ.ente esta 

- funci6n tiene las propiedades que definen la,s transfó!, 

rnaciones lineales. 

f(a. $ bl z 1n. a.b :-: ln·-.(;t. + 1n-b 

f(a e a.l ;s:: 1n a.o.= a1na. 

Con objeto de usar este ejemplo. para una ap:licac1-6n 

posterior haremos dos obser(;aciones: 

1) V . • "fD+ · _en JI\. el •cero• es 1 y F(O} • 1 rt1 • O 

N6tese que s1- ~ vea de usar el 11t, se hubiera defJ. -
ni.do f • log

4 
{para lo cual a r 1) lA funci6n resultai;-ta 

igualmente lineal. 

Algunas propiedades de las Transformaciones Lineales. 
- ......... ~ . - -- .. 

1) Si F ee una T.L. f i~J • O 



2) Las T .. L. son continuas .. 

3) La composici6n de transformaciones lin~les es una T.L. 

4) 

(es decir: si T : V _.. W y S : W - Z son T.L., en-
. 

tonces S . .., T : V - Z · es :r.L.) 

TEOREMA: Sea V un espacio vectorial de di.men$iÓn n , 
una base de V. Sean 

- .... ~ 

Y 1 ; lj 2r • • • 'Ym vectores de un espacio vectorial 

W. Entonces · ::rf T.L •. T : V _., w..l r' X. J =: tJ. ' 
1 l. l. 

i •· 1 , 2 ~ • • • , n • 

Es decir, que una transformaci6n lineal queda bien de­

terminada por las imágenes de l.os elementos de una base del 

dominio,, 

Demostración: 

e .. {i1' ·"·,, ... ,in} base de v. 
rü.,;1!4t•tÜ.n} e fJJ {no necesariamente diferen­

tes). 

Y despu~s se ha -
r~ ver que es la dnica T.L. con esa propiedad. 

Observaciones: 

1) para. cada i e V,,'~ la.
1

,, H .. ,anJ e ~n .¡ i • a
1
i

1 
..... +a.nin 

o 
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ejentplo:. s.i { ( 1, o J r 1, 1 J} es base de ~, 

-f a.1 , ••• , a ) n 
se llama "el vector de coordenadas de x 

con respecto a á"'. 

2) euando el. vector de coordenadas de 

EntOnces si i ....... {a.
1

, .... ,4n l 

y..._fb
1

, ••• ,bn) 

-X sea 

i + y-( ..... 1 a. + b., . ~ •. ) y ai-z.....{ •••• , 
.l. l. . 

• • • , aa. i i ••• , J 

3) V .l,, i. • 1, • •• , n,. 

ii ......_ {o, ..•• ~~o i • ".·o} 

,i .. ~simo lugar 
::- - - .e -~-.- - __ , __ -=---::..'O: -

n 
Se define T : V -+ W, T ( i ) • 

1
,; 

1 
a . Ü. • , 

• l. J. 
en donde 

es el vector de coordenadas de -x. 

En vista de l., T está bien definida, y por 2) es 

II .. Sea S: fl.,... fJJ una T.L.~ S{iiJ ª ü1 i""' 1, ..... ,n 

entonces 

~. $ • T 

Sfi) • SfEa1i 1 J • ~ aiSliiJ • Z a1üi s T{iJ 

~.d. r ªª fintea. 
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Considereaos el ejemplo de las rotaciones R6 de un 

!n:qUlo a. alrededor del origen, en el plano .. 

En este caso, la ba~e c.an6nica del dominio {~2 ) es 

{ r , , o J , f a~ 1 l } y se tiene que. 

,¡_ 2t {11'0), 

j: l0;1) 

o 

Ref..l.) • (eo46# 4e.ttSJ 

R6 tjJ • ( ... 4e.ne,. ea.a&} 

Aplicando la transformao16n Re 
ra, dic¡amos 

a un vector cualquie -
"' = - - - ~ --

i · 4 1 + b:I, R6 {iJ Ir 4Jiaf.lJ + Tl~(,111~• 

• aleo¿&. •ene) + bl-A~ne, co.6&J • 

• laco&a - b.6tne, a~~ne + bcl>A'O). 

::.__ - - = - =-= 

Cbaexv.-os que la primera componente se obtiene fo~ -
- do cel Producto_ .i:Dt:N'.iOt de f é?0!.8 1 -" t.KB} con fa, b J, 

mientras que }.a seqwida :4~9 obt:tene al •ult:f.pliCiar (Ji.e.xe # 



e.o.¿ e) con {a, b l . 

Luego la rotaei6n R9 coincide con la transformaci6n 

lineal detin!da por medio de la matriz 

donde 

Generalizando ~l resultado que se ve en este.ejemplo, 

si 

i""' 1~ ..... ,n, 

T está dada por la receta T:{il ·"" Ai en donde A es la 

matx:-iz cuyas columnas son los vectores óí (í"" 1, •••• ,n). 

Es es_ta ~~E9!-H~!!t~_i,a_1a )'}l..!e-, ne$~S:lte 01dentifi~~ras<-~-~ __ ,=,=' 
~-.::_:O---= ·_-:.,__ .-·...::--:::::- -.=..:_:;:_=.. ----- ~~·~ 

transformaciones lineales con las matrices4 

COMPOSICION !!,! TRANSFOWIACIONES LINEALES ! MULTIPLICACIQN 

DE MATRICES. - ------
=--'- ,,.-;----. -- ---" -.::...-- - -- - ~=--·-.:;:_ --

son trans 

- --=== 

suPC>n9-runos que r : i¿n -+ 11.• ·-
formaciones lineales dadas por las matrices A y B de 6rde 

- -
nes cixn' y pxm respectivamente .. 

La composición S ~ t : Rn ... ~P tambiln es lineal y 



·-..• _-._ 
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En vi.sta de la identificaef6n de_ transformaciones lineales 

con matrices .que .señalamos en el párrafo anterior, quisié­

.ramps asociar tam.biEn al producto de transformaciones li• 

· nea.les - (su composici6ri), un producto. de matrices y con este 

·prowsitoen mente se busca definir este producto de manera 

que C resulte ser pr~isá.mente el prpducto AB. 

Entonces el elemento. eij de· e tiene que sex: el pre_ 

dueto interi.or· del .i.-~simo reng16n de A por la j-ésima 

columna de B. Resumiendo e -= AB significá que _ 

- -j c.. . ;:: .A_ B ,. 
l.J 1 

'N6tese queestadefin.tci6-n de pro4ucto requiere que la 

dimensi6n de los renglones de A {que corresponde al núme­

ro de columna,s;- q:Ue tiene} sea igual a la dé las columnas de 

8 (nlimero de renglone.s de 8). 

Sj emp.lo: Sean A, B y C :: 

-1 

o 
-r. 

8 • (: 
o 
2 3 

-3 2) 
4, 

C .:: AB 

Como la dimensi6n de A es 3x2 y la de B 2xA 1 A 

puede multiplicarse por B, {en ese orden A8}, y C re­

sulta de dimensi6n 3x.4. El elemento ce la matriz producto 

que est& en el segundo renql6n y en la tercera columna, 



~~~~::-, ";--=-- =---=--=--·· 

·. -=--.-._- __ .:; __ -:::e-;_-___ • 

c23.t es A2 
-3 8 • ••decir l3,.0J•(-3,3l &' -9 

1: 
_,) r f -$ :} . o -f -6 

-f 1 o . l .f J 3 o .. 9 . 6 

z _, 
1 ..,z -9 .. · o 



... 
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e A p I T u L o" -11 

·sISTEMAS DE ECUACIONES V APl:.ICAClONES. 

o 



,· - . - . -

'TEMA·· t SISJEKASDE, ECUAClPHES 
. ' 

Resol.vamos el siguient~ sistema X. • y = 10 

x_.;.,s1, 

p:or una soluC:iSndel. sistema se entiende' un par orden!_ 
e 

do de n&.eros_reale• tx, yJ - que satisfaqa simul'b5.nea.lrtente 

las 2 ecuaciones. 

~ 

· Deftn.tci6n; . - - . - 2 sistemas de ecuaciones son equ~valentes si 
. . 

cada solución de un sistema.es soluci6n.del otro.sistema y 

.rec!p.rocament.e.. Pueden encontrarse sistemas equi.valentes 

·· intercaumiando ecuaciones,. mu:lti.plicando cada ecuaci<Sn por 

una.constante diferente de cero, 6, áñadiendo a cualquier 

ecuaci6n un m1lltiplo constante de qtra • .Resolver un siste 

mi de- ecuacionea es· encontrar tod.aa sus soluciones 6 desc:r~ ·-
birlas (.en el caso de que sean infinitas) dé una manera /'lo 

más e&pl!cita t>osible". Lo qtte en qeneral se hace es rean .... 

pla:ai' al·siste!!!a-dado por otro equivalente* en donde el 

•conjunto soluci6n"' resulte-da fáci1*ente reconocible. 

X. + !I • 10 

X. .... g • 2 
.. 

---- x + y • ro 
e.-

IJ • ' y .. ' 

Hemos obtenido putas un sistema de ecuaciones equivalen-



Bn notaci6n •tricial el s·tstema puede escribirse como: 

{

. 1 

1 . ~: l l :J . t: l ó Ax • l 

. (' . 1) d. onda A • .· . •• 1& ~tri• da coéfici•ntu 6 la aatr1• 
. f f,.f 

d~l •1-tatla.. . 

X • (:) y, 

TOmell.os ahora la matriz •aumentada" 

· supondremos que representa al sistema. 

(

1,.· 

, 
-1 

10) que . 
i 

Y escribamos los sistemas anteriores con esta conven-

ci6n,. Se tiene pues: 

8.E. 

donde B.E. .significa ª·Bien Escalonada•. (en forma "nor-

mal hermitiaua"}. Diremos que la idea aqu! es, lograJ: a_ par ~= 
·--- - ·_-:=-::::-_. =-'--- -~- --=-- -··--:::::__::...-- -,- ___ -.-::-- ---=- --=-~--~_;-·'----- --=---- --==:;;;._ --· - _. 

--. - ---=--~ =-- --=----=: - ----- -

tir de la matr.iz •aUJlenta.da" ori9inal, una J1Atriz escal.onada 

y despu6s uná bien escalonada1 dado que en astas 6ltimas las 

soluciones •saltan a la vista• .. 

Definic:l6nt Se dice que una aatriz es escalonada &i. el pri• 

mer elemento .no nulo _d.eH cad2J, rengl6n {egcepto el p~".,...rol S!_ 
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t( en una cól.'Umlaposterior al p.rimer elemento distihto de 

cerodel.rengl6n anterior .. En el caso de que.algunos :ten­

qlones est~n foraado• s6lo de ceros, tal.es renglones deben 
\:, " 

ir ha~ta abajo. En particular diremos que la matriz c:ero 

es escalonada. 

Sean A, 8 y .e: 

4 1 '1 ' 
A • o 4 ! f 

o o (J o 1 

(

q 

e • : 

' .; 
t1 

10 

Q 

o 

2 

3 

a 
o 

8 

; 

o 

o 

• 

o 

4 

1 

(J 

o 
(] 

3 

1 

o 

(J 

11 

o 

8 3 

o o 
o D 

3 

3 

o 

t 

2 

o 

se ve que A, B son matrices escalonadas y e no lo es .. 

Una vez habiendo definido lo que se entiende por matriz 

escalonada, daremos alqunas definiciones m§s, que nos serán 

de utilidad en lo que sigue. 

En todos aquellos .renglones diferentes de cero, lla:naare­

moa •coeficiente principal• al pr±aer elemento distinto de º!. 

ro (en el orden natural). Una matriz es escalonada cuando el 

eoef !ciente pr.1ncipal de cada renglón (e~cepto el priaero} es 

tS a la derecha del coeficiente principal del rengl6n anterior. 



¿¡ 

Pefin!ci6n~ Cuándo una .atriz es escalonada, se dice que es . 

S .. E. si; 

ll 1.os c:;>ef:l.cientes principales·son 1 y¡ 

2) $Cn c~Qs te>dos_los demás elementos, -en cada c:o1wma en 

doncle hayul1coeficiente.principai • 

. -··. Cuando una matriz B. E.. . se piensa como un .~elo de 

.un sistema de ecuCl,ciones: · llamareitlos Ittc6gnitas Fijas a las. 

que cprresponden a las coluranas de loa coeficientes princiP!_ 

leStY par&e.tl:os a.l resto- de las inct)gn~tas. 

Ejemplo: sea la matriz a.E .. 

X y 

:() o 

;e ~l- .. -~•""=.D. o~· 

o 1 

Entonces :re, z y t son las inc69nitas fijas; y,l:i 

son los partimetros; y la.columna {4,1,fl es la columna de 

términos independientes. 

Por definici6n la .matriz cero es B .. E. 

Para el estudio de los sistemas de ec~ciones no nos 

intereaara la matriz. cero, puesto que, si. ésta representara 

un sistema de ecuaciones, sel:'ía el ·sistema.a 

.. o 



Ox . 
1 

. Ox1 
• 

·-· ... .-.... 

.. ~ .. ·• •• 111 

+ o~ ·• o 
ll 

+.t1x. • o 
n 

. y tai ,sistema, tendr!.a como so1uci6n a todo Rll.. 

Bn el.caso de que la <:ólu!O:Íla de t¡rm.nos independientes 
. . . 

tuviera un.coeficiente:pJ;in~ipal, -ei sistema ser!a inconsis~-
. . 

tente (de lo que .hablaremos má·s adélante} .. 

Como. ejempl.os de matrices :s. E.. tert.emos: 
: = 

X. lj 
J ~. 

~·.- ...... ·- j.: ·-·-~ ;. __ •.. _._; t :::;_d:0:::~:~~::~~n-~~:s_ :~j~=-·. -~·:~~--~, -----
lJ .. ., 

t. e i¿ 
lj • 3 - t.t 

------ 1 -- - .. -- ; l 
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fl 

o 
f 

o 

(} 

o 
1 

Aqu!,. hay 2 inc6gnitas fijas 

la sQluci6n e$:· 

X: ti I ~1 y 

. 2 2 {{x,yJ E E ; ~ • 1} n {(x,y} e~·~ y~q} n F 

n {fX.,y} E.Jl2; Qx + uy ,, 1} lo cual es 

•v:a.c1o. 

se dice ptir ~sto que er sistema es incon 

· s:tste.nte·, 6, que. "no tiene so1uci6n"' .. 

En los ej.emplos anteriores se ve que las soluciones de 

un sistema .de ecuae1ones representa(lo Por una matriz B.E., 

son ds o menos fáciles. de obtener. l?or tanto, alg:o que se 

puede hacer siempre que se tenqa una matriz ase>aia.da a un si!_: 
~ 

tema de ecuaciones, es·., obtener a partir de ~sta una matriz · · 

. hien escalonada gue . represente a un sistema. equi:valente (con 

el mismo conj.unto de soluciones). 

'~ + Sy + 6z 1:' 15 

- 1x +.fy ~ 9'Z: ~ 24-

X . .,. 1.g + 3 z. ... 6 

-~~=-y- tratemos~ae oJ5tetrer~-una -ma"trJ:z-oren ___ escaionacla~º -asocraaa~--~~~ 

a ~l eliminando 1nc6gnitas con el m.6todo de •swna y resta• .. 

S interpretemos lo que se. le va haciendo al sistema 

usando el mOdelo ~ati-icial. 



- 63 - 'y= X z 

J .••.••• 4x. + 5!1 :+ 6z • f S 5 6 

2 ••••• 7x + 8g .. !z • 2.f 1 & '1 24 

3 •.•. ~ .... ~ + fg' + 5% e- 6 1 '2 3 6 

Pasemos la Jera. ecuaci6nhasta arriba. por "c®lodi~d" 

"!' " !:;. •• 
l} ,z 

' 

X. + ty .,. S:z s 6 ,2: s 6 

.fx f 5~ + 6z • 15 5 6 15 

1x. + llj + 9% • !.f '., '1 24 

Mu1tiplicartdo la primera eouaci6n por [ -4 l y sumándola a 

la segunda 

y z 

2 3 

-3 -6 
- ·-_, -::::-""· ---= 

' CJ 

dividiendo la segunda ecuaci6n entre (-3): 

Y·'" + 2-.l · s - 3 

1x • 8y + 9z • 24 

IJ 

~~:-J 

mqlt.ipliqu9llOS l.a pr1Ael:a ecuaci6n pOr ( • 7 ) y Sl.Dlt!imosla. a 

la tercera 



X 

·%_ + tg .,. 3% • ó 

!I + !.% • 3 

-6g _-11.z ..... ,, 

fi f g + 3% • 6 

IJ + tz :11! .3 

g :+ fz • s 

restemos la da -~ 

·X f' tg ... !z • "-
y + 2z .. 3 

Ox + Og .,. Oz ., 11 

X !l z 

1 2 ' 6: 

o 1 1 3 

o -6 -12 -l& 

X. y t 
1 -':::. "2 5 

o 1 2 

1 f 

de la tercera. 

X lj z 

t t 3 6 

o 1 ~ 3 

o o o o 
~-·--,::, _-_.,,._;:__~ _ _:::....;::-~==.--_-=~..=-=-.-=~;::-_;:__"°_--:._:_-·:::-:;--:--o_ -=o----=-:----- -_-.,::- - -o::•_::_-.::'.::--_::,-.;:__--;.·_:-:-~--::·-_;_.-~_-- ~~--_;;~;:-=-=::--_-_;:::.o-:..-==--;._--o:;:_ 

nmJ.ti.pliqUeMO$ la segunda ecuación por ·r:. z~r -~y suaf'iilOsla ~¡~= 

la primera 

:. X. • .t: 

1J • 3 - 2z y • 3 - 2z 

* __ ~_obtener uta utriz 8 .. E. lo qua bici-=>• fu& ef-=:t.u.tt opera ... 
cicirié-. "íhiiw!as~ ~w- ett ru-•wu:rl'c•• ~-

e· 
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nefin.tci6n: Se llaman opex-aciones~l~ntales en las ma­

trices a las·· sigui.entes: 1} Intercambio .de 2 renglones, 

2) Multi.plicac16n de un rengl6n por una constante=dife.-

" rente de cero,. 3) ·sumar a ·un· renglón ot.ro reng16n. 

· . Podr!aaos preguntarnos si las ·operaciones elementales 

· cadl:.tan_~os conjuntos soluéíe5n de los sistemas de ecuacio ..... 

. .ne.s, 6 no. 

De heého, lo que hicimos para óbtener unamat:ríz bien 

escalonada., fué efectuar las mismas operaciones que se, uti. -
lizan en el m!todo de •suma y resta" que se aprende en la . 

. matemática .eleinental, y que se usa dando como· cierto que·el 

m!.todo es válido eti el sentido de :no al tet-ar las soluciones. .· 

del sistema origine!.1.. Ahora probaremos <¡r..ie esta S1..tposici6n 

estS justificada •. · 

TEOREMA: Las operaciones "elementales" efectuadas. en un 

sisteltta de ecuaciones no alteran al conjunto so1u.ei6n. 

D001ostraci6n: Sea el siguiente sistema 

=·~º-=~·~~ ~-~- "=-~1f t1~);1~~~-=((12Xi~~-cr1 )XJ~ .. e:• ~tr;;;t';-s-it1·--.-~-;-~~ .. ;:.(;~-~~~ ~~~~ 

4 21 ~1 + 4 22x.2 + 4 23lt3 + .. " .. +a2nx.n • k.2 "·'" '\_"; w ... .\2 .. 
¡ 

• 
•••• ..... A 

Jft 



411•12~··•'."41n k, · 
4 21 4 22•" •" • • • 4 2n · i2 

• 

k • 
' . 

A
1 

·ai PJ::imer renql6n~ A. al segundo, y as1 
·. 2' 

sucesi:v~ente hasta.e1 A • • 
-

{c.1 • c2, el' • .. " , ea): e Rn es soluoi6n de· 

e.d. e e S • A . • ·~ • · k • para i • 1 , 2., ••• , m 
. 1 i ~ 

n .............. n. s1. 
. . .. 

donde s 1 es el conjunto soluci6n y . s 1 i para i• 1 # 2 t 3, ... ,. r 

las soluciones de cada eeuaci6n. 

í) sea II el sistema que se obtiene al cambiar el reng16n 

A
1 

por A
2 

a.21x1 + "22X2 
.,. 4 23x3 

.,. ,. .... + a. X • k 2n n 2 

4 11X1 + a.12"'2 "' 4 13X3 f ........ 41n~n •k 1 

4 3tx1 
.,. 4 32X2 + 4 33X3 + ...... + 43u~n •k .3 

XI • .. 
.. 

IL _L __ +-=-4*2~7 +_ l1 _x_._ 'f~ ~ t_.f.~ j¡IUl&I • ll. -l -.1-~ . .,,, ~ ----JI( -
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y ·~ s2 .. su conjunto soluci6n.. Demostraremos que 

s ., s~.· ·como s "' s . n s,... n s'l'Sn • • • • n s . . • 1 .... .2 . 11 ,&; u . . - 1• 

• s12 n: s11 n $ 13n. ~ ... n s1_ •. • s1 

s • s 
1 2 

iil sea XII el $istema qUe se ~Obtiene .a1 mU.lt:iplicar A1 . 

por . • o.
3 

Q ; D 

(1(!;11 ~1 + u~U?x.2 + aa., 3x.3 + •••• ·+ ª4 1nxn 

4 21 X1 + 4 22x2 + 4 23:X'3 
,,.,. ... ,.+ ª2 ~ n n 

Ill 

«., x.1 + 4112x2 
,,. 4 •3x.3 + .... • + a. 'X mn n 

sea s
3 

su conjunto· soluc16n,,_demostJ;aremos que 

sea . .. A. ~ é = k . 
1 l. 

s 

• 

~ 

s-
1 

ak · 
1 

ak2 

cikm 

• s 
2 

----~~ ~~ ~~~ - --- ---=~ 

cada eei&aéi6n ele III es id,ntica a. la de I para~ i • 2,3,4,,., 

y .la primera de XII es aÁ ·• i • ak 
1 1 

o 1 



' - ~ - ' . 
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-• e: . 1, resulta que 

- Sea ahora é e S
3 

:.,. e -. satisface todas las écuac;tones 

de I., cleade la aeg-unda basta l:it m-.4silia y ~ae.&s 

se tiene- • k. 
1 

~·· s • s 
1 3 

• •• e e s 
1 

· .. 

iii) Sea IV el sistema que $e obtiene apar~i,i Q.e I sumaa 

do l.a primera con 1a segimaa ecuación: 

1 
l 

f A + A J - .--;e" $ - Ji' '"-+ k 
~-~-~------1-c-=~~--;_a-_-~~~-~~ ---4~---. -----2: 

A .. X: ~ k 
2 2: .. 

A x • k m 11 

a x. mn n 

sea S 
4 

S-U conjunto lf01Uci6n df!llC>strare1K>s que S1 ~ S4 • 



.~.: - ::--_ """'·---=-=- - e::..-.::" -:::O:;_- -

Si -c. e s1 

si e E s
4 

(.~ _A2J -+ • e • 1 

.. - e s .. e 1 . s1 .. 
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... -

• e • "' "1 

¡1 
.. 

•· e + 

~ s4 

A. . 
2 

x2 • 

A, . 

e .. k 
1 

+ k2 
-

k2 c. )lf 

- k.1 e • 

y aceptaremos el siquiente teorema que se puede demostrar 

por 1nducci6n sobre el ridrneró~ae--renglon.es -de---la-JM.tri;~z 

.aunque a.qui no dax-emos tal demostraci6n. 

e 

TEOREMA: De toda. matriz se puede obtener una matriz bien 

escalonada por medio de operaciones elementales. 

gu:tentes sistemas de ecuaciones: 

X lj z t o 

-:.-co._: --=-. :,._·=.:-

Ejemplo 1 

u l 3 ... , 3) 
(H., ntimero de i!! 

donde n.•4 
1 5 -1t 4 clSqnitas). 

1 6 • 13 s 

1 
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trataremos de obtener una :matriz B •. f.. a partir de ella. 

· Con el fin de mostrar las operaciones que se van realiza.!!. 

- do.,- usaremos (¡') para designar rengl6n ik y por 

© {-a} .fo; © • {fJ <Jebe entenderse que se mul tipliea el. re!! 

q16n <D por -2, _ y se le sUJ\la al renc¡16n © para obte~ 

ner el nuevo rengl6n ~ por ejempl.o: 

1 1 3 -: 1 3 ... g .3 (3(-2)i()G 

2 1 s -1Z Q)(-3)+ CJ. -1 -1 4 -2 O} f@ 2 (j) 

- QJ(-1) ;;:..{)· 
3· f 6 -13 -2. -3- 11 -4 -

" y z t 
1 O· 2 ... 4 ¡) Q+G)=Q 

(: 
o o 2 

:) o· 1 -4 :,:~;;:: 1 o -1 

n n ~ r~-- :z - --(j r ·- ... ;;: -- -
- - - ·~-.- - UT \"' 

- .. - - .;-· 

que ya esta B.E. 

Finalmente: x • l - 2:t 

z • 3.t 

obsérvese que .t e.s parámetro; el n.úmero de renglones di­

ferentes de cero de la matriz ea 3, y es igual al ntímero de 

renglones diferentes de cero.de la matriz aumentada .. 
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Ej•plo 2;. Sea la aatX'i~ JI 

u B y o 

{' 
o ó ~t 

4 l donde " $ 4 

•. 3 J. B ..,.,6 ·l(}¡ • 

e~:::-· - . . 
· · Tratemos de encontrar una matriz S,. E~ 

· · rIK-3>00( 
.·~ (1 D J ... , 1: - . : ·<D ·3 1 • •6 

de donde· " • t ... 3y + ~ 

B • 4 + y + 3& 

a y a 

:l o 3 -J ; 

1 ..;.¡ -l -~ 

Cb~ que. y y. 6 son pa.rálnet~os: el nllmero dé renqlo . 

nes diferentes de cero-de la matriz ·-es 2, que, otr:a vez es 

-iqual al. nO!!lero .de renglones dife;rentes. d~. cero de la matriz 

aumentada 

. Ejempl.o 3 t 

l 3 1 

1 -1 

a -t 

Gk-:~(: 
a 
1 

o 

o 
1 

o 

, 



ceilllo no t,iene ni~ soluci6n se dice qµe .el sistem.a es 

inconsistente • 
• 

se ve que el ntiaero de r~lones diferentes de cero de la 

matri.s es 2 y que el nGmero de renqlone$ diferentes de e~ 

·-z:o de la atriz aµmentada es 3. 

oaSERVACIONES: En loe ejenple>s anteriores (1 y 2) result6~­

lA qUS el. nfimero"de renglones diferE!nteS tte cero de la I&a­

~_j.z ee igual al nmaero de renqlones ~ f O de la matriz au 

mentada, y segundo que el ntmero de par~etrQs es igual al 

nGmero (le inc6gnitas, menos el nthnero de renglones ; IJ. 

n - 4 • nG.mero de par&netrps. En ambos casos, existen so1,!! 

ciones. Llamemos .t al número de renglones diferentes de 

cero-. 

Del ejemplo 3 se vi6 que 1i.(U} < Jt(U*) (donde M• es la .ma -
~~--=..:...:: --- ---==- -

triz aiinienti.Cíal;-- y ·que -ei~ Sis-tema --es ~cooai-stent~- -- --e-- ~ -- ""- ~---"=-

~ 

Con objeto de elevar las observaciones. anteriores al 

rango de teoi:"t::was hare=os las consideraciones qUe s:l.guen: 

Def inici6n: se dico que el rango de una IJlatriz 

A• 

4
11 

a..21 
• 

4 12• · • • • ·ª1n\ 

4 22 ..... ".tt . . 2n 

4 2······ª •· an 
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es. Jt., si. .t··· es la diliensi6n. del .subeepacio vectorial de . 

"1 • 
A2• .. 

1 411~_4121413' • ;q,.,,&1n.J. 

'4:21' 42~7423' • • • • • 4 2n:J 

aonde Jt < at y como A1 ,A2 , •• ,.¡An pertenecen a •n, la 
rf-~ :: 

dimensi6n h.. del :subespacio que,.qéneran es menor 6 igual 

~e · n, = este; es, 1r... < m y JL < n. 

Ei'l vista del. teorema: el rango de una matriz A es 

igual a 1t · .s·i y solo s! .· existe una su.bmatriz cuadrada de 

orden Jt en A cuyo determinante sea distinto de cero y 

·ros~-ctét.emrunf'ea ·ere ~oaalf ":Lcta··-ullbmatrí.'Cea~~~aanu~s-~d~"4~ - ~~~~· 
de orden mayor que Jr., son cero, resulta claro que 

TEOREMA: _Las operaciones elementales en A no alteran 

Demostraci6n1 Resulta casi obvio que 

[{A11 A
2

, .... ,At11}J • ({A
2

,A
1
,q.,A.}J• [{kA 1 ,A

2
, ••.•• Am}J 

• [ { °'1 + A2, A2' • • ":t "•}) lz. I o 

v lis :Uü:lidit trd:lta~-e-l. "CU!-" y - n!)t.nndQ .que. cualw,ti.er_ CofDbf."" 
o 



· naci6n lineal de uno de l.os conjuntos generadores., se pu~ 

de obtener {fác;i.lmente} COIOOCóElbinaci6n lineal de cual-

. quiera de los otros~ , 

corolario: El .l:ango de una matr.iz es igual ~l ntlmero de. 

renqlones distintos· de cero de.QUa.lquierzatri.z éscalonada 

obtenida·de la. pf'imexa por aedie> de tr~fon;uaciones ele­

m.entales. 

Sea: I ~l.. sistema de·• ecuaci.ones con n inc6g:n;t .... 

tas el siguiente: 

a.11:it1. + 4 t2x.z .+ '" • .... f/ + 

a.21~1 + 4 22X,2, +. • ... .+ 

al cual le asociamos la matriz 

4.1 X: ~ b.1 n n 

• a. X ¡¿ 
·2n n 

M = {a. •• J 
l.J 

i 

y la matriz 

M* = {~ij'kiJ a la primera le llamaremos, como antes la 

matriz 

cada renql6n de la matriz JA puede conaiderarse como un 



vector del espacio vectorial Jil de dimensi6n n: 

A1 .. ht11' 4 1·2' ... ' ••• , ª1 n J 

A2 • (421' 4 22""' ••••• ' 42nJ .. 
• 
• 

. En forma análoga •cada colwma de la matriz M* puéd.e con­

siderarse ce.o un vector de1 espacio vectox-ial ~ dé di­

-~-= =mensi6n w: 

B 1 
~ I 4 11• '4 21·' ....... , 4 m1J 

82 • ra.1·2' 4 22, ........ ,. (1.IQ2) 

Las soluciones del sistema, es decir, las colecciones de 

n n6meros, a 1 , u2 ,, •••• ,.an que satisfagan a todas las 

ecuaciones del sistema, tám.b14n pueden eer .cort$idet"adas co -
ll'lo vectores. 

del espaéio vectorial Jl.n. 
D 

Se dir4 que un si•~ ·de ecuaciones es consistente si 

tiene al menos una soluci6n.. En caso contrario, es decir, 

_ cuando no tenga ninguna soluct6nt ae llamará inconaistepte. __ 
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S.i el sistema I es tal que ••••• #k • o • 
entonce$ se dice que es hcaoqt!neo. 

Si denotamos con 

/{ • { k1 t k2# k3,. ...... , i.l 

al vector.de -¡¡.• foruaado con los términos libres, entonces 

el si.steila. I, puede e~scribirse en fo.Pila vectorial con una 

· sola ecuacidn 

Es claro que el sistema :tes consistente 

solamente .sl existen n nt'.llneros 

Esto equivale a decir que K pertenece al espacio vecto­

rial generado por 13
1
,8

2 
...... ,Sn lo cual· es lo mismo que 

-decir que !os conjuntos de vectores {8
1
;8

2 , .... ,8n,K} 

generan el mismo subespacio vectorial, 

__ pbViarnente ele igual dim.ensi6n que ~1 mismo, lo que, a su 
:o--;-=--=-"=-=---=- ----=--=--;::-·o_-----:::-_--,-____,_~ -- ..=-=.-·-=---=--- --'---=-·o- - - -- - -- -- -_----ce.---:=.--_:...::=__-.~-=--·-=-~-

vez significa que el rango de la niatriz del sis·tema es 

igual al rango d.e la matriz aumentada. 

As1. pues, usando el Jlltodo descrito en los. párrafos 

anteriores, i:eaulta ficil. conocer cuando un sistema es o 
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consideremoJS: el 11.istesa: 

X + y -W * 0 

~ + z - w • ~r 

-~ ~ y - 2z + ~ • J . 

su matriz aumentada es 

t 1 o -1 o 1 o 1 -1 it {M*J ., 3 

J o •1 -1 ··:..1 1 -1 ~ o 1 1 1t { MJ e 2 

1 -z 1 5 q t1 .o • 1 

se ve que Jt_(M* J I JtfliH :. el sistema es inconsistente .. 

Sl.STEMAS HOMOGENEOS: 

Consideremos el. sistema homoeféneo 

11 

4 11X1 • 4 12x2 + ••••• +a,nxn • O 

ª2;x, + 4 22x2 + ••••• +a2nxn ~O .. 

• 
+ « 2x2 + ••••• +a X ~ 1 

a inn n 

SVidentemente (0,0 1 ..... 1 0J es una soluci6n de este siste­

ma, o $ea, 6ste siempre es consístente .. 

Usando la misma notacidn, ••cribiresaas el sistema II 

X 8 • O. n a 



--~, 

TEORBMA: El conjunto tt de todas las soluciones 

S • +6 1 ,_ li 2 , .•• ~· •• ,. .6 n J d~ un sistema homoq&le(> {IIJ es un 

.atJbespacio ,;e~rial de xº •.. 
-r~-

. ·, ., . ' \:'; 

l3n efecto por la observao!6tt anterior, O • l O,{); ... , O} e • 
r,: - - . o .-.. - ~ 

~(_,. 

de donde 

"41 8 1 + 42 82 + • • • • "+ ~n8n • O 

:tl 8t + .t2S%+ ........ + '.tn8n ,,e o 

[.& +:t ) B • O n n n 

es decir, S +·r .•· fA;, +t1 ~~2 +t2 , ••• .,.&n +.tnJ es también 

· una so1uci6n. En -otras palabras, :si $ y . T pertenecen 

a W; S + T _también pertenece a w. Sea k un escalar 

cualquiera. Entonces tenemos 

de donde 

... 
por lo cual kS • {k.6 1 -k.a.

2
,. •• ..,k.s.n} es tanlbién soluci6n. 

teorema hoja 11 subespaciós vectoriales), de .la definici'5n 

de subeapacio vectorial. 

El •19uiente teorema nos serviri para relacionar la 

d.imen•ltin d•l aubespac:lo ti de •oluc ioJll!UJ con el ra1190 &sl 



o 
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si.st~ y con el número cie inc6qnitas. AnalizarémOs el caso 

no necesarJ.amente homogéneo, pues este misrao teorema nos ser -
vira para encont:rar todas las so1uciones de un sistema. a~bi-

t.rario. 

TEOREMA*: Sea H:1., ~':' • ,. : , 8 r} una base del subespacio vec-
" torial V fie Rn generado por las columnas fS

1
.B

2
, ... _.Bn} 

del áiatea:a, 

~ 1 B 1 + x 2 82 + ..... + x n B n • K 

que s1*pond:raaos que tiene soluci6n. Entonces dados n-JL 

ndaero• ºr+t' ~r+2• • ..... ,4n 

41,.&2' ... •" ,~ r tal que,. 

~ 

es. una soluci6n del sistema .. 

existen JL ne.eros únicos, 

oemostraci6n: Formemos el vector 

c ..... 8 + 1 B + •••• + .. s 
""r+t r+t "'r+2 l='+2 "'n n 

~Ya que e ts; ;-~ .-~;a;;}~. -qen~ran a - ir .. - ~l:o _aJ1_t:eri~1." .. _i!ldic~-- c;¡ue 

e 15-V .---com<> .tambidn K e "' pues suponelDOS que el sist!!_ 

ma tiene soluci6n, resulta. que K - CE V. Por consiguiea. 

te K - C es c:ombinaci6n lineal de {8
1

, .... ,Br}, es de­

cir, existe nberos ¿ 1 ,.~ 2 , .... '" r tal~• qUe 



de donde, 

4.,,81· + • .... +.&rBr. · .+ .! +._.8 .1 + ..... • +t; 8. :ir #L. • r , r+ n n , 

lo cual dem.uest:r::a que S " {4' 1 ... ,. .. ,4 • ,a. -"-",,. ... -.._,.a ) ·es solu - r r-.-- ,, -· n e -

ci6n. Probaremos lá u_n.tcidad de los na.eros '6 1 , ...... ~:,6r· 

Si hubiera otros ndmeros t , ... -
11 1 ."' .. •, •r _w talet; que 

S , _-·. f :l. t - . . • , .- :.: ' ... - t J 
· ; <gl 1 _,- • ..... • ' 9 r' ""r+1 '• ~ • ' 9 -n 

fuera tambi.~ soluc.i6n, entonces 

lo cual implica que - .& 
1 

- .a ~ 

puesto que, {B1 ,. a.2 , .. :_: .. Br} 

por ser base. Luego 

• o .. ~- ~ A'. • o.~.~,a - ~· • o 
~ 2 2 ' · r r 

es linealmente independiente 

Según. la unicidad que demostramos bajo las hip6tesis 

antel:'iores, para que 2 soluciones sean iguales, basta que 

téngan iguales las tiltimas n ... Jl. coordenadas .. 

Aplicaremos ahora este resultado a sistemas homog~neos. i 
--=-=----o:-:::-=---..--,-.-, -_--:::_ =-- -"------'--=--., ... -~=-~-----"-':_= =-~ -,------ ---~'-'----_'.:-.,.o_--=----;=---:--:;.~-=--.---=--- - .,"C.--,_--;---;-..,.----_~-'"=:-=----"=-----=--;-~, _____ -=---- - ___ -----:--=-- -- ------=~ 

TEOREMA: Si V es el subespacio vectorial de Jlm generado 

por las columnas de la aatriz de un sistema homog~neo 

~ 1 8 1 • ~2s2 •.~.+ xnBn • o 

1 íJ1 es el subeapa.cio de ~· f orm.ado c:on todas las aolucig 
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Demostraci6Ju Corusideremo.s las n - ~ soluciones corres­

pQndientea a los. valores de .a-t+l' ·,,¿r+2 , ••• .,,.6n que COJlá­

ten de'un 1 y o los demla (su ex:tatencia queda cSéi¡Uráda 

por e1 Taormaa•li 

s, ~ Í~1)iªt2•••·•,41r''' O, ••••• ,OJ 

$2 • {421'"a2•••H•:62r'º* t; •.•.• ~O) 
• 
• 
• 

s • '• 1'~ 2'·~···4 ,0,0, ...... ,11 n-r n-r · n-r n-rr 

Delttostrare1n0s que {S 1 ,S2 , ....... ,sn-r} es una base de (11 .. 

En primer lugar., es linealmente independiente, pues uno de 

los deteD:linante& formados con sus coordenadas es dist1.nto 

de cero: 

Veremos que 

1 

o 

. . 
• 
o 

D 

' 
-... 
. . .. . 

.. . . . 

o 
o 

{S
1 
,S

2
,.. •• , S J n-r 

-- - - -- - ·:___.- -- ,_-_ -- .- r _-::;.-, -, =--..-·.-

genera a ct. 

' 
sea S • f:41 , ••• , 4r' 4r+1 , •••• , .6nJ una soluci6n cualquiera. 

El vector 
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(Construido usandQ las tiltilla.s n - Jt coordenadas de Sl 

pertenece a fl, pues s
1

, ••• ,s e(ll. n-r un cálculo direc· -
· to prueba que S' es de la forma 

.S' • (a1'•~2·, ••• ,4',...t> .+1.•¡ +--~····•:6 l . r r ·. r ~ n 

As1 pqes. s y . s• tienen sus 6ltilaas K - lt coordena­

das iguales# por . lo que (ver unicidad tear•a*) ·· S ~ S' 

y S e W, con.lo que queda probado el teo;-eJ11A. 

# 

corolario: La dillensi6n del súbespacio W de solucione& 

de un si.stema hoaoq6neo de ecuaciones lineales es 

donde · n es el ntúnero de inc6gnitas y Jt el rango. 

TEMA IT APLICACIONES 

Existe una qravs confusi6n entre muchos alumnas y no 
·- ,\ 

pocos profesores de qubtica por el.hecho de que algunas 

reacciones tienen s<;>luciones múltiples. Este hecho fué 

observado en 1944 po~ Steinbacb que enlist6 media docena 
-- - - - - - - -- --- -

de lo que él llam6 ecuaciones "no estequiom~tricas" junto 

con varioa: juegos de coef i9ientes qUe pocl!an u•arse para 

balancearlas. Más tarde, Me Gavock objet6 la etiqueta •no 
~ 

estequioa6trica• usada para eaaa ecuaciones, haciendo ver· 
• 

que repre11entaban. ca.binaciones de reaccione• •imulUnea• 



.que· .podr!aa ser escritas como ecuaciones separadas.. Sin 

enbatj¡o; p~s6 que habla alqunas reacciones qUe quizá, sí 

debertandeeiqnarse ~estequiom6tJ:icas, tales cmo el 

(cracking} de hidroc•rburos, por ejélnplo, que da mezclas. 

variabl.es.ae:productoa. ~r supuesto que tal fen6.J!leno. pu! 

de verse ccao una aazcla dé .reacciones independientes que 

se dan en diversas.proporciones bajo diferentes cond!cio-· 

nes. Es inco~ct:o etiquetar una reaccidn comQ lliD-"est:e­

quiadtrica, puesto que cada átomo en los.reacti.vos se en­

cuentra entre loa productos sin importar.cdntas rea.ce.iones 

simult,neas puedan estar ocurriendo. 

Y esta confusión surge de la creencia de que ~iste 

solamente una relací4n adecuada de coefi.ai-entes para balan 

cear una reacci6n qu!mica. 

o 

-·----- -~ ..;....'.-=-
--- -oT;-.- ~--- ;::- _-:::-_-;:-;-, _-;:---~ _._;_ ----=--~ -

-- --- - Y-es--po;;=¡st~-~;-=¡~~Íu!mos entre las aplicaciones de 

esta tesis, el balanceo algebraico de las ecuaciones y alqB, 

~os comentarios al respecto. 

t>ax-a resolver el. problema de balancear correctamente 

una. ..r~t'!l'!~-- •''"*""'"',;L..,· -- o"-...,---~,_,,¡.~.- .. ...._. q·~-1-~c~~o·~g: ~~~a· -=,='-a. =...n-t{a].:.:.-----·=-"=- = 
=" ~ "-~ -·--'· ~~-----T · _,.....,,.. -.:i>icr l:DliQJ:l me~v... ..a.- 1 •e -:a.-

ca se le proporciona mucha inf ormac~6n: estados de oxida­

ci6n; presJ.ones parcialesJ tesaperaturai energía libre; 

anerg!a de activaci6n; calor de foX'llaci6ru difusi6n,. etc .. 

JIU.entras que en •lºcaao análogo, a la •pobi;eeita• matemá-
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tica la Gni.ca.luz que sel.e brinda es la ley de la eonser­

va~i6n de la materia.,. @sto es, que el nl'imero de átaaos de 

cada elemento presente debe conservarse constante entre 
- ~ 

productos y reactivos. No debe ser ~traño, entonces.- que 

los rqul tadO&J algebra.icos puedan parec&r 11enoa precisos 

(en <:iel:tct sentido) • 

consideremos el siguiente ~ejemplo. Se desea encontrar . . 
los coeficientes gue b~lancean la sigúiente eeúaci6n: 

Ejeaplo 1. 

t:ttQ 
3 

+ UCl __,. K et.+ R
2 

O + ~ 

panqútosle coeficientes arbi.trarios a las moléculas 

aKC.f!J 
3 

+- Bllct -

conde, a, a, y y -o representan el número de moléculas 

productos como en reactivos, clebido:a que el potasio y e~ 

hidr6qeno s6lo apa~ecen en una mol~ula en produetós y en 

u.~a en reaet~v~s. 

La ley de la conservaci6n de la materia aplicada a ca -
Balance de 

et : a .,.. a • o. + ty + ó 

O : 3a • 8/t + 26 

ffrS•8 

o 



., 
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del sistema anter;f.or obtenemos la sigui.ente .. ·matrii. 

(& e Y. 

~:)~t -•J- -51 (: 
... , . (J (6 o •! 

' -t 
l 2 ... 1 o 1 -1. ... r 

-1 o 

-3 . . -5/6} 
{' ' -1/'$ 

,,., ' 

. (J 1 -! ... z 

de aome 

a • J / 3y + S /6 6 

B • ?.y + o. 

* El. c~i;Q indica que aqt.iello• reactivvs o productos con tal coefi­
di•te .simple.ente 1\0. intervienen en la reaeción 

Dando "7~!-o~es_~a~~ft;~:+o~ ·ª J._9s _parámetros _,y -y --é-~-· 

podemos obtener soluciones part.1.culares del problema ori­

ginal.. Esto es,. a cada par de valores que asignemos a 

y y o co~r•sponde una reacc16n bien balancead.a que re­

suelva nue•t.ro probl.a. X alqo~.Ss, todo juego de coef 1.­

cientes que sea soluci6n del problema original puede obte­

nerse de la •anera antes descrita. En esta sefltido se dt-



ce que la expresi6n (l) es la soluci6n general del proble-

ma. 

Una observaci6n que es importante 1Bencicmar es: la 

forma en·que· queda expresada la soluci6n general.nos per­

iaite •f ;irwar que la ecQaC.;l6n original. puede interpretarse 
;:!: 

e;¡ 

como. si estuviera caapuesta de 2 reacciones [A y ll ~ 

depelldientes y balanc.eadas y que al me~c:larse en foz:ma a~ 

cuada pro(lucen todas las soluciones part:rcula:rea. 

En efect:Q, sea y = 3, lS • O, 1 entonces . . 

y si y ~ O; 6 • 6 se obtiene 

Al.9unos ejemplos de soluciones particulares podr1a.~ 

ser 
e 

--
{ 2A + 81 1KCIJ13 + I fHCl--+ 1K.Cl. + 9H 2 0 .'*' ~ + la1J2 

{A .,. fBJ, n #l:.l{}l + 1 IHct-1 I KCl..,. 9EI 2º .,. ~ + lX!O 2 

Todas involucran los Jl\ismos react.i.vos y productos y 
o 

todas están balanceadas., pero cada reacci6n es diferente 

y las 3 son igualmente válidas: {desde el punto de vista del 

balance de 11aterialea que u lo dnico que se eaU conside -



,ra?Jdo aqu1) .. 

otra forma de e:xpr~sar la $Olúcl.6n general es: 

con a., b no negativos .. · 

~a nobleza de la matem!ti.ca es tal" $le· a pesar de· los 

escasos datos q~e se·le clan de apoyo:.r nos propoJ:ciona infor 

maci6n dentro ele la eua1, algunas veces nos env!a señalesde 

alarma para hacernos volver la mirada SQbrecalguna partiCJ! 

:i.aridad del ca.-nino que hemos recorrido,, Una lla~ada i:;ue 

nos hace el. ál9ebra, en el tema que estam.as tr_atando,, es la· 

que aparece cuando en la solución general se pr.e.sentan t~r- . 

minos con s,tgno nega{:.ivo, debe intexpretaJ;se como si dijera 

que alguna. 6· algunas. mol~culas que aparecen en los re.actí.-

vos_, no son reactivas sinQ proauctos: 6 viceversa. Xlustr~ 

remos esta situaci6n con el ejemplo 2. 

Ejemplo 2: 

sea la siguiente reaeci6n 

H .. e& • a . 
N : a • B+y 

o : la .,. ta + y + a 
y 

-sa·-r-4& _,&,. fy-..... 

o 
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Q. 8 y a 8 'Y . 
{: -f} (: :) 

-f o -· _, -t . ' 
i. y{=:) 

-0. -

sea ahora y • 1 : 

Resultado que dice simplemente que el VO. no estaba 

del. lado cor:recto.· De la e(:uaci6n original vemos que el 

u5+ se reduce a N4 + y N2+, lo cual es :inposible, pues -
to que siempre el proceso de red.ucci6n del nú.':lero de oxi.-

daci6n va aeompañi!do de urt proceso de aUDlento del. número 

de oxidaci6n en otra de las. especies del sistema.. Esto 

es., siempre que hay una reducci6n hay oxidac16n"'Y-~ vicever­

sa.. Vemos puél:l, qu~ el criterio qu.ú,tico no$ dice igua-1.mea 

te que la reacci6n está mal. Para asentar la ecuaci6n de 

cualquí.er reacción es' necesario conocer los i:eactantes y 
;;-_::.-::__--;::::-----,-_-=o--=--= """"70 __ --::=_-_--·- _------===o--•----,:-;------=--~--.• - ::::___-~-=--=-. _•,--__ ·--- --==~=-==- '"""="""- - - =-::-- - --_- --:::;--:;:-::::- - -- - ---= - --=--=-·--=----=--=-:c.-=-~-= 

loa productos de la •isma. Ea.to requiere info.i::aa.ci6n de 

tipo experaental 6 una gr.an experienc.1.a ~ 

Ca:ao otro ejemplo podrilUIOe usar la coabusti6n del carbonar 



OC R(} .. ~ 2 

o : ta • ., + t6 

et B y 

(: " •1 

t. ·1 

-X • 

ó 

1) :t - (: 
2 ., 

t 
1 T 

e 2 o 
o 1 

sean y • .!; ó • O; obtene:nos: 

o 
1 

B : C +O~ - C() ,. 2 

.. , -1} 
·1lt -1 

y., o e Jl.f-

"1: otra vez podemos obtener tantas ecuaciones "particulares• 

como queramos simplemente combinando estas 2 anteriores. 

3C + !O ..__. 
2 

tCO + co
2 

qc + 502 
__.. 

ICO + co_ 
"' 

IC + so --+ óCO 2C0
2 2 



---=_,._-::·...:-..::-:-.===--.:.:.--=-----::...:.~--=----.=--......,; . .,..; =-~-==-- .;::::.-;::::-_:_--=-.---:-:--=------"= -_-:;;:_:.,,.--= . . ::=-:-:-=:- --==-==~~..:._;,..,¡,;.-~sv-=~·--:=--_,;-=::--=-~- -= -=- - --= ------~-=- -- -~- - ----- -=--- -~=~.:._~-=--=~---=--;.::-===-~ 

' -

Un cuarto ejesaplo i.ntei-esante sería; 

N .,. N·o· ... H"" - o UA u o Ej élllplo 4- . __ u, t- _ _ 
2 

- + _ ~ N 
2 

-· + nv + o 2 
- ' -

Que no solamente es una reacci6n con eategqi0metriil 
- -

•c:onfu••" ce.o algunos 1-a llaman (puesto q~e N exhibe 4 

estados-de oxidacitin diferentesl sino que 'talabihesuna 

reaccd6n c:on cen)untos ~tiples ~e coeficientes {soluci~ 

nes con e!s de un grado de libert::a4) • 

uu + .auA - u+ 
a~n4 + ~v2 + Tn 

N . a. • ~ • to + e ~ • 

H ~ 4a. + y ., !0 .. 

o .. ta 11: ~ + e +'e . 

ba1ance de cargas ~ - ~ -~ y • a 

Cl s y iS e e a a y o e a 

1 1 o -2 -1 o ' 

I 6 o IJ o -1 -4 .-, 

4 Q 1 Q o ... 2. D ó a Q ... 5. ...g 

- lo (1 2 o -1 -1 -1 a 3 o ... f -2 

r -1 1 o o a o 1 lo o 3 -2 -5 
- ----=-- ·--:::::---=- -;:--=.- -- .:..-:-=--:.-_--:: ----- - - -::::--·-----=-- - - ~ ---=-=--=_-_--,;::-

~o-=--~_-=--=:=-:==- -,,.--- ---=-· =-----:::-

(! 
2 

' .. e ... ~ 2 
e,~ 'R+ X: ~ l' l' e 

\! 3 

o 
~ -

"' v -..-- . 
Q 

--=------== 

- J 
_J 

1 



... 91 -

. $ i E:. • O; 6 • 3 obtenemos S:: 

6NO + 4H O .. 2 . 

fNH + "' 4N02 "' + U{" - 3N, .. O • SH O 4 .r; . 2 

De~• algunos juegos de ce&ficientes que balancean 1a ecu~ 

ci6n original 

5UH4 
+ 18N0

2 

.. J4H+- 18NO 3N O 17H O + + + + . 2 2 

SNH
4 

+ 13N0
2 
- '" .... _ 6NO 6N

2
0 14fl20 4- + 4- + 

2NH
4 

+ 
!NO - . + gi;-:· N O 1Hi') + + 6fl -......- .. + . 2 2 

Hemos encontrado que una reacc i6n queda ha.lanceada eléc 

tricamente al resolverla de la manera antes descr~ta, y que, . a 

en una reaeci6n escrita en forma i6nica .como la anterior, 

debe agregarse 1a ecuaci6n del balance de cargas. (Dejar,! 
- --~ - =-- "-...-~::-..;- -

_.:,_-· __ :_-::_- - - -:: 

~. ~ . mus :tltt~d.emo·striíci.6ri . el. hecho~'ántes mencionado} • 

-- ~ __ -_:; __ ..:-;-~ 

cabe mencionar que hasta áhorar hemos exclu!do de nue,! 

tt"as ao1uciones por comod::idadt los valores negativos para 

J.os parámetros. Aunque puede darse el caso de que tales 

valores __ (nega~.tv:o~Jº sean __ O,e~ ~titex4s para a1gunJ\ -otra ~nsi~-----~" 

deraci6n te6r!ea. 

En los ejemplos anteriores, las soluciones generales 

='· ~-"'~!:~~~ i7ón ·~ien coaportadas• en el sentida de que· 

las variables fija• quedaron dea<:ritaa expl!citamente en. 



términos de parámetros aultiplicados por coeficientes po­

sitivos. Esto no ocurre siempre ast, puede muy bien darse 

el caso de que queden coeficientes negativos. Sseogimos 

inten.cionadallente como par!metros, 10$ coeficientes ae a­

que1las láol~culas de los prodw:to$ que involucran a l~• 
r: 

elemento& que ~ian su estado de oxidaci6n, con el fin 

de obtener s-übreacciones independientes "decentes". Tome­

mos un ti.ltimo ejeupl.o: 

Ejemplo 5. 

ttCu. + 26HN03 -
Y escojamos como parámetros a y y a f! para obtener una 

so1'1ci6n con su.breacciones •decentes". 

Cu . a: = a . 
H . f ó s: 26 . 
H . 26 • 2~ + y + 26 . 

o 

o . 6ñ • 6a -i' 6 + y + 3'3 . 
56 • 6ci .,. y "' 3S 

- ~- -. ªe -~o a; -- " & ~-- - ----!!---- - -V- - y-= y 

t: -t 1 

:) (' o -l/2 
-21 --s t o (J 1 -2 -3 
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se ti.ene pues i 

5 .. · 2 

" 3 

1 ~ b o • 

a 1 

' ·~ ··~ , 

a., b > o 1 

sea a. • 1, b • O: a • 5; B • O; y • 2¡ 5 • 4 

sea ·b • 1; a. = f: a = 2; 8 • 1i y r O; 5 s 3; 

8 : -2:Cu. + f.HNO 
3 

'f. ~or~_ r~solvamosla escogiendo como par&ietro11 a y y o 
aCCL .f 2oHU03 

N . 2« + 2a e -y + t6 .. 
o . 611 .,. 38 .. -y + Só . 

- a -~~: - r -6 a B y o 

t 2 1 -f) (: 
o -116 -213) -3 1 -5 1 2/3 -1/'!i' 

- t (-;) ' ~m X. • 



r:; 

sea pues " • 1 J .t ilt a 

sea. .& • O; t, • J 

la reacci6n S no es decente, ast pues, necesitamos obte""'-

:ner los rangos entre los que pueden variar y t. de nia 
- -

nera que todos los coeficientes que aparezcan en la reac-

-~~~;.i._6_J!._ ~~-~~Jl~"t-!VO~"~~----A IlQ_tJQtJ;O§:_ ª:<lf;t AA~~º~~ J.Q§ ~J.,._<! ____ =~ 

res de .6· y ..ti a, Ji, y y 6 E J<.+ 

ClJ ••••• a • ~ + 2~ 

(2} ••••• e • -4~ + ~ 

'3) ...... y • 6~ 

{ 4} ••••• 6 • 3.t 

de 3 , . .¡ y 1 se ve que .6 > O, ~ > O y de f ~ > .f .6 

se escoge l.a regi6n dél plano que nos. interesa,, seqtin 

serta dentro del. primer cuadrante, la re-



1J¡;.: 

Sean ..s • 1; L. • S; a. • 11; a ·~ 1 ; y « 6; o • 1 S 

Pero ahora, :no·s queda la duda, a simple vista pareciera co:-

mo si de. ra ·sol~ci6n'qeneral ·que obtuvimos,. pudiera 
- - ' . - '__ ._, 

mos sacar más soluciones particulares que dé la segunda. 

b. 



¿Serl qu;e cualquier soluci6n que se saque de @ pueda es­

tar en @. 6,. al rev~s? Y es m4s, ¿serán .iguales las solu · 

oiones de .@ 'y de ~ 

Prob&loslo: 
;~-::"-- - '.-

;¡ 8 . ,~!'.<¡, • 

°'º de.·@ ·s~emos qué: ,~ i\¿''~ 3a. ,;¡.y tb 

.a •,,J, ,. ' -.., _.,, ,: ~' ú ; . 

·t¡, ,_. ; 

y; • .ta 

" 6 .. 4a. + 3b 

de @ 

a = .s + 2.t 

a "" -4¿, + .t 

y = 64 

o ::: 3t; 

l.) ne@ sea a > O; b > o 
A + 2X • 3a + tb 

-4ll + :t. • b 

6.6 :ir 2a. 

3.t "' 4a. + 3b 

de donde 4 • 34 

b "" .t - 4-.& 

. .. 

o 

t -

.. 

4.4 > o 
.t ;.. 4& 

.t > o 

1.::::, 

.;.~, 



- - ---- - -~--~Z}--- oere--sea;n" -~ 4-~ "íT" - -t;-';F y-~ : -~:,, ~.Q-

de: a. • 54 

.& • a:./3 

t • & ... .f /la.. 
. .. a>t1 

~ .. b > o 

Al presentar -el método algebraico, no se pretende· decir 

que es el llej.or 6 e.l Oni:co#" pero s!,, que bien empleado Pod,! 

mos extraer informaci6n si somos·capaces. 

Debemos mencionar que, además del m'todo algebraico P!. 

ra balancear ecuaciones:, existen otros método$: el del núm,!! 

ro de oxidaci6n, en d.onde la suma de los números de oxida­

ci6n de los elementos en cualesquiera especies químicas de;... 

be ser igual a la carga en aquellas especies,, y la suma de 

. ,-~i~-; ~-- ;Ginér=o:; de o~idaci6~- en-- una: ecuac.i.6n- balancea-da : -~~ 
debe igual a cero. Y el de1 ión electr6n en donde se escri -
ben medias :reacel.ones (de los que se oxidan y los que se r!:. 

ducen, balanceando los electrones perdidos y los ganados. 

que es importante la capacidad de ba1ancear reacciones, mu­

chó más importante es, para el estudioso de la quhli.ca el 

s~ ;t.nterpretarlaa. •Entender lo que lá• ecua.e.iones ba-



(1) .. 

,IJn probleaa 1iá.s 9enera·1. serta. por ejemplo .et de encontrar 

":/~l{l .colecci6n (vacta. o no vareta) de todas las posibles real?, 
~··, 

ciones ent;re una +1sta de e$pecie$1·qutmicas .. Sean por e-

jemplo: H2,. ffl-J, Cfl4 , co;" CO y s~ quiere'enccntrar todas.· 
u 

las l:eacciones posible• entre ellos.-. . As1 se tiene: 
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(l .. $ 46 + se t: -1 e .-t6 X a! o 1 + 
8 • - e 

Q 
y • ~6 - E 

o 

Q • & 

e o Q E • ,, 

se.is posib1es reacciones.correspondientes sbr!an: 

1) .fff 2 + co .._...... 
2 21120 + CH

4 f 6 •f, e • º' 
2) 3H2 

.,. co __,, H O ... Cff 4 f 6."' o,e "' ll 2 

3) H20 -+ co- H2 .,. ca
2 

{ó. = -1 I e • 1 J 

4) .f.ff 2º .,. CH
4 

+- 2CO ---+ 6H2 
.,.. 5C0

2 fo X -3, ¿ • tJ 

5) H20 .,. 2'CH 
4 

+ C02 5H
2 

.,. 3:CO {6 "' 1, e = -3} 

6} 10H
2
0 + 6Cfl 4 22H

2 
+ 4CO 2 + 2CO {ó :s:: -4, e =: .,.z} 

MEZCIAS 

· · " · 'Otro probl.ema ·ere ap'Iicací6n. sería el. de mezclas. 

Supongamos que se desea fabricar un al;imento especiel 

con las siguientes caraeter!Lsticas. 4.oi proteínas, 20% fi-

bra; 10\ vitamina Ar 101 vitamina D. A partir de loa si-

quientes al~ent-os~~. 9:u~s9_gX'\lYE!l:e1 l~che. en po.l.vo!'. sa.1m6n;\' .. 

espinacas, aacarela. frijoles, cereal All Brand.o Y tienen 

los siguientes contenidost 

o 



p:rote1nas - pr 

fibra .... fb 

vi:ta:mina A - VA 

vitamina D - VD 

queso 9rüyere - G 

leche en po.1110 - LP 

espinaca - EC 

macarela. <:ruda - MC 

frijoles - F 

cerea1 All Brand - AB .. 

L EH PORcu:tt-ro ._ 1 pr 

~- q..le.SO G 1.oz (30 g} · 1 6 

· leche en p:>lvo entera loz (30 g) 4 

sa.146n al va¡:or Soz {150 gl 

-~ --- ~=~. _p~~ ~~~loz.= {30._gl _~ " _. 

r.-.acarela cruda 1oz (30 g) 

1 
frijoles bakodcannecl 11 /'2.0Z (45 q 

l (2 tbs) 
! 
, All Bran lfe1 ]OJS loz (30 9) 

G LP SV EC MC 
= ~~~ ~--- f'-=~ =. -~~~ - ~ =-:c._---.,.- --= -=--- ~ - - . - ------=-----:-:.= 

/ 3 o o o 15 

6 " 16 o- 3 . 
o ll. o i• l2 lO ; 

' . 
\ o o a 20 o 
\ 

16 

o 

3 

o 

3 

--

o 

O· 

o 

15· 

fb VA vn i 
o u 3 

t 
1 

n 10 o 

15 

12 12 

AB 
- -· ~ - - -- - - - - - 'L - - - -- -- - \ - - - -

14 -10 \ vO 
• 

3 -40 \ pr 
l 

12 -10 
I 

VA 

12 -zo 1 fb ¡ 



3 o o o 
o 4 o o 
o {) 40 o 

o o o 20 

. MC 3 x • TI o 
.,. 

15 o l.4 =lO- VD 

-24 -33/10.-506/25 82/5 pr 

-3014 33/4 

o 15 

f -33 

rnr -120 

-119/10 -91 

12 -20 

·¡.=l4 
X 400 

. 506 X 4 .. 

-119 

VA 

fb 

10/3 
-41/10 . 

91/40 A.B . '*" . . + Tí{ .... 240 .· 
• ',.¡ 

16 o 
o 160 

o I o 

. Sea MC .. x,, F e y, AB *' z 

-5x - Jf z + lf > O 

s. 3 -4 y - J' z + 1 > o 

61 + 33y +. 506_z _ 41 > 0 -.;-[... . ToJ 10 

o 
o 
400 

o 
o 
o 

Y sean las regiones entre el origen y los planos 1,2,.3,4 

1'1: •15x - 4tz > -10 

P;z: -15y - 12z > -zo 
P3: J X. .33 V + "'i > 91 

TE - rro 7R' - TO 

·:;::;-,'-.:¡ 



... 102 -

y sea P
0 

el origen 

X 

n = (-1.5, ... 42, O} 

7

~~~=~~ - --ii~~~1ri~-=-J--,:J;,---;.~1s1 -

d. 2 ;ir ( " 0 , P 2 1 • r. 041 'l 



---=--=-~-

z 

(6 33 j __ g~)-, n • 1401 

--·-.::....- -- - -:o 

~-- - - -

de aquí~ se ve que: 
.,..-~e ..,..,,,. 

_.,,.......-~~coge _pues la más pequeña, d
4

, y por comodidad 
,,,,,. 

/ • 114. Así las cosas: podemos eacoqer cualesquiera de c. 2 
..,,r' 

_,..,..,,-~_,;:- reg-iones: 

-- ~z-
Regi6n l 

donde Jf.. • 1/4 

J 
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6 Regi6n 2 

!a. • b 

31% • 1 
Tl 

a. 1 s 
~· 

ANALISIS DIMENSIONAL 

El anS.lisis dimensional es un m~todo para obtener in­

for:mac.i6n acerca de un. f en6meno, suponiendo que este f en6-

meno puede describirse por medio de una ecuaci6n entre va­

·rias variables. No se consigue una solución completa, ni 

tampoco se descubre el mecanismo del problema ... 

Lo que se logra con el análisis dimensi-0nal es la re-

ducci6n,,...del nt.írnero de.variables. La ventaja que se tiene 
=-·-·-~, ...... ~.........-~·;J~·--- - -

con Asto, es la facilitaci6n de la labor para la determ1-

naci6n experim.enta1 de una funci6n. Esto es; una funci6n 

de una variable se graf ica con una curva; de 2 variables con 

una familia. de curvas,.. (una curva para cada valor de la 2a. 
-- ---==-- - :-;:::-_--_ -::=-

variable); una de 3 variables por un conjunto de familias 

de curvas (cartas),. y as1 para 4, etc. Si cada punto inv2 

lucra un alto costo, (lo cual no es raro) esto representa 

que los gastos de experimentaci6n van en aumento. Y la 

reducci6n del ndmero de variables én un problema amplia la 



- -__ . :::.__-_ -= -- , --

1foraaci6n que se obt.iene de pocos experimentos ... 

EXi.sten 5 sistel1las comunes de medic.i6nr CGS, llKS, 

/~:.:s sis de fuerza, sistelfta inglés de aasa,, sistema. americ.!:> 

cano inqenier.ií~ 

Siendo eus unidades funda.ntentales: 

Del. CGS : cm, gram>,. seq (long. , .masar tiempo) 

MKS :. s, kg, seg (long, masa, tiempo) 

Ingl.~s: Ib, .ft, seq {masa, long',.~ tiempq) · 

El razonamtento cient1f ico está apoyado en conceptos 

de varias entidades abstractas como: masa,. fuerza, longitud, 

tiempo, aceleraci6n, temperatura, calor espec!fico,etc~r a 

cada una de ellas se le asigna una unldad de medici6n. Las 

entidades XJiasa, longitud, tiempo, temperatura y carga el~c 
::-- -::----:- --;;~·e;;.-_ .- . ~ 

trica, son independientes u~s- de -otras.-~- Súsº uniCía.aes --de- ·· 

medición est4n prescritas por normaa internacionales. Y 

las unidades de estas en.tidades deteminan las unidades de 

todas las otras entidades. Se usa ( FJ ( MJ [ LJ l TJ [ SJ 

- . - -

po y temperatura.. "LAS DIMENSIONES SON UN CODIGO l>ARA-DE;;..-- ~ 

CIRNOS COMO CAMBIA EL VALOR NUMERI'CO DE UNA CARTIDAD CUANDO 

LAS UNIDADES BASICAS DE MBDICIOJI SE SUJETAN·A CAMBIOS PRE! 

.!RITOS•. 
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•;$:s DICE QUB.UNAECUACION ES DiMENSIONALMENTE HOMOGE­

NEA SI su FOBHA NO DEPENDE .DE LAS .UNIDADES FOlff>AMENTALES. 

vqr... la ecuaci6n para el periodo de oscilaci6n de u.n 
. 

pEndulo simple T ,,. 2lt/f7B es yálida ya sea que la longi-

tud se mida en &t, m,. 6 millas y el tiempo en min, dias 

6 segs, por ésto se dice que es dimensiónalmente homogénea. 

Si en cambio tenemos T e L 11 ./L (usando g· 11t. 3f. t 6tf..seg. 2 J­

ya no es dimensionalmente homogénea porque la [ f.] debe me 

··----. =- "di;~~ -en~ 'iº·-~i ei t:ia¡)O -fin~~ ~eg4 ~.~si =tenemos una ecua:. 
ei6n que canbine una swna de términos, Y. si todos tienen 

1~ mtsma dimensión ser! dimensionallllente homoq~nea. 

La aplicaci6n del analisis dimensional a un problema 

b1ema es expresable por medio de una ecuaci6n dimensionalme_a 

te homog,nea en t~rininos de las variables especificados~ 

Esta hipótesis se apoya en que las. ecuaciones fundamentales 

de la fisica .sc:n dlllen•ionalmente hOlloq~neas, al igual que 

_ lu _re~ciones 'JUE!'º _se _dtt~iv~ de el?•• 
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Bl pr!aer paso para eíiltrar al análisis dimensiona,1 de 

un problaaa es decidir cuales variables entran en el pro= 

hlema,.. 

Esto es importante por las siguientes ra~ones::: 

1. Si MJDeten va:d.ables que no afectan el fen6meno pueden 

resultar demasiados t~rminO'$ en la ecuaci6n final. 

2. Si se omiten variables que s! influyen,. se puede obte­

ner un resultado completamente err6neo .. 

3~ Alin cuando algunas de 1as variables sean pr,cticamente 
~ . 

.... ----M~~t:es (vqr.: acción de la gravedad} son esenciales 

porque se combinan con otras variables para formar 

productos adimensionales. 

Para to,::10 esto, uno debe de entender y cot1.prencler el 

ble influye en ~1. 

E~isten muchos campos en donde el análisis dimens~onal 

tiene poca aplicací6n, debido a que el conocimiento ~i-s­

tente en estas áreas es inadecuado para señalar las varia-

bles significativas .. 

JUEGOS COMPLETOS DE PRODUCTOS ADIMENSIONALES 

se dice que un producto de variables u un qrupo adi-

menaional si al sustituir por las unida.da& fundawnta.lea y 
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-~i~~~l~~~ _. l,()ºS .expon~t.e&-~~U-1-tañtett-U-eºl.as unl.áade-s~.fU!!_ 
., 

damenta1es son iguales a cero. 

Un ejemplo de producto adimensional es el n1imero d'E! Reynolds 

Como otros ejemplos tenemos: 

coeficiente de Presi6n F 
P • :z E 
~ 

námero deFroude . 2 . 
f a" .v /LG 

Número de Hach 

Ntimero de Weber Crf • po2 L /a 

donde F • fuerza 

L • longitud 

v • vele><;i.dad. 
- ·- ;_ - -~ ___ .-:::----. --

p .. densidad de masa 

u • coeficiente de •iscosidad 

g • acoi~n de l• gravedad 

e • velocidad del aonidQ 

(p presi6n) 

.---:.::.="".'.'=--'---=.;:--::;o= 
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a • tenel.6n superficial .. 

Se. pueden ~armar auchos pZ'oductos adiaensionales_ .con 

estas variables6_ pero -.cualquier -producto adiaensional de 

'" estas ·variables. ea de la forma 

a 
1 

, a
2

, ..... , a 
5 

_ exppnentes constantes. Y tOdos son indepen­

clientes uno de otro, puesto que ninguno de estos productos 

es un :oroducto de potencias d:e los deJrl4s • 
• zoad= • ._..~ ... _r - -: - - ·-.-· ..... ,. 

Un conjunto de productos adimensiona1es de variables 

dadas está completo, si cada producto en el c.onjunto es in­

dependiente de.losotros, y oua1quier otro produetoaóinten­

sional de las variables es un producto de potencias d«i! los 

üna condi:ci6n auf iciente para que una ecuaci6n sea di-, 

mensionahtente hom0qénea es que sea reducible a una ecua-

ci6n entre productos adimensionales, y el teorema de 

TEOBF.MA DE BUC'.KINGSAM: 

~sx UNA ECUACION ·gs DI!IBNSIONALMENTB HOMOGBHBA PUEDE SER RE -
OOCIDA A ONA .RBLACIOU ENTRE UN CONJUli'l'O COMPLETO DE PRODUC­

TOS ADXMENSIOHALU• 



Bate teore91a j.ust,if ica. la · t.eor1a del análisis diaensig_ 

nal. 

Tratemos er p;roblema del efec;:to de la temperatura so-
o 

bre la viscosidad de un qas~ 

ComJide~emos la fuerza_ de arrastre f que experim~ta 

un cuerpo esférico liso en una corrient~ deflW.do incom­

presible consideremos 5 variables involucradas: ·fuena de 
• 

arrastre; v,elocidad, diámetro, . densi.dád de masa· y viscosi-

dad, y supongamos que estan relacionado$ por una ecuaci6n 

dimensional.aente.homog6nea 6 f F, v , fJ, P.1 µJ • O en don-

de fi es una f unci6n no especificada .. 

Sl teora:ia de Buckingham asegura que. n es función 

de un. conjunto completo de productos adimensionales de las 

De acuerdo con esto., el conjunto completo de.productos 

adiDensJ.onales de l.as variables cc.npr~ al coeficiente de 
f 

-----=~~~ º~-=----ségfih -e·r-·te:OremtCété-ltlfcitiñgnantl~~:ra-ecuac:iOn es=reau,..-~-.,.~c= 

cible a la foraa á (.P ,. Re.J • O 6 P ~ '6 {Re.) .. 

Esto significa que podemos·qraficar una cuxva que nos 

de la relaci6n entre P y Rt .. 
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mensionalmente ba.og:énea desconocida, el teor:ema de 

Bttckinghaa nos permite concluir que la ecuaci6n se puede 

expr~ en l.a forma de una. relaci.6n entre n-~ productos 

adi:mension~les, en donde n-4 e$ el ntímero de productos en 

un conjunto eompleto de productosadimens.ionáles de las V!!_ 

riahles. Bn la ~yot"!a de los casos ~ es ei ntimlero de 

dilliensiones fundamentales en el problema ... 

CALCULO DR PRODUCTOS ADXMBNSIONALES. 

En general el nW.ero de f!roductos adaensionales que 

pueden formarse es ig~l al n1lmero total de va:r:iables menos 

el nW.er6 de unidades fundamentales que. esteaos de considé 
~· 

rando. 

bles en un arreqlo tabular. 

suponqam.os que las variables a considerar son: Velo -
ciclad V; longitud .l., fuerza F, qensidad de aasa p, 

En la !7i.gUi.énte tabla, cada col1llt\tla consta. de los expo .... 

nentes en la expresi6n di•nsional de la variable con••""' 

pondiente,. escogiendo ~ unidades funaa.ent:.l•• M,, L. 

r. Vgr: g • u.r0 tr-2]' 



Je 

L 

T 
(_; 

l 

o 
1 

' 

f 

1 

1 

.-2·· 

p J1 g 

' 1 
-3 -1 

o - -1 

o 

r 

-f 

<? 

- El. ndi&e:ro de productos adtmensionales en un conjunto 

conipleto e!!I iqualal nthne.r:o. de variables menos el rango de 

su aatr1~ de dimensiones. 

En este caso 6 .. 3 .., 51 ~¡ número de productos adi-
-

mensionales. débe se;' 3 (R~,, F, P}.. Cualquier producto .n -

{que denota un producto a.dimensional l .de: estas variables 

- debe t~er -la siguiente forma: 

II ukflk2Fk3 k4 ks k6 
l!l' ·v . p µ g 

y la dimensí6n correspondiente dé n 

como se requiere que n sea. adimensional los expone!! 

tes de N, l, T deben ser cero: 

M : k3 + k• + k5 • o 

L : k 1 • t 2 + k 3 - 3k4 • t 5 - k 6 • o 

_r , _...1c._ ~ ~_Jc'2__ ... _ k_c._ _ - ~k-' • o 
_T ___ - w---- :W:- ... 

o 



Esto equivale • resolver la matriz de dimensiones 

k1 k k3 X:, ks k_ 
.·. ·2. o 

o " 1 .. 1 l (J 1 () o -2 -1 ·2 

l 1 l ~3·· -1 1 (J J o -2 !'"" 1 -1· 

_, 
Q -.2 o -1 .-t (} o 1 

-
1 1 o 

I k \ 

t . 1 \ ~\-1 .· .- ... - .. 
' 

k2 ·. f 1 ~ 1 
\ .. 

l 
. 

f . 

( Jt3 I· 
_, 

-1 o 
! x k . +k6 1 .. +k 
i k4 • 1 .. s o o • 
¡ 

J \ ks 
o 1 1 

\ o i 

o O I '\ l • k6 / 1 

tenemos, sean k .. -1 $e tiene k1 ·* -2 . 4 

ks - o Jt2 ·- -2 

k6 - o k3 - l 

obtenemoa·as1: 
. . F 

_____ __eL.coeficiente__de___J)res.i.6_n_ _p _1!___ ___ ~-- _• _lL ________ -~------ - -- - - - - . ,._. --- --- .... _ .. - 'lf"L'"'p --- -.- -- -- - - -

si ahot'a k 4 • 11 Jc5 • ... 11 k6 • o 

k2 - 1; k3 • o 

tt vto .... 
11ot. • µ • º2 

se tiene k 1 - 1., 

-__ j . . .. . 1 
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y finalmente.:. k
4 

.. - tt5 •_p, k 6 • -1 se tiene k 1 - 2, 
2 

k
3 

• O, k 2 • •1 n3 • F •fu (nUJl• de 'Proude). -

El. procedimiento anterior es 4el todo .:irbitrario, pu• _ 

dimos muy b:t~n ~r escogido k 1 - 10, it2 •-5, t 3• • k.4 • e, __ _ 

k5 ~ -16~ k~ • ~~ 

Se pudo-haber anticipado una relací6n de esta forma 

puesto que P:, R y F forman un conjunto completo de pr2_ 
• 

duetos adimens;ionales de las variables .. 

El nt'.lmero de soluciones linealmente independientes es 

n-lr. y un conjunto de soluciones de estás caracter1sticas 

se denQ!lina un sistema fundamental de soluciones. Cual~ 

--~·-q:u1;;~~ti-a "801uéi6íl~é;-;ma~e:Oinb~na:Ci611-1J:nea.1~d.é-1as ~ió1-u:.:1 -- =-=~= 

ciones en cualquier sistema fundamental 

4CP, Rt, FJ ~ O 6 

Hay un sinnúmero de conjuntos completos de n, que 

puecien formarse de un conjunto dado de variables, pero 

hay algunos -conjuntos de ll's que son mAs dtiles en la 

práctica que otros. El_investigador desea que cualquiera 

de las variables ad:laensionales independientes sean 1nusce2 

t.ibles de co.nb..'"Olard por tlcnicaa exper.taental•• JU.entra• 
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se obtiene mayor· control ex.perimenta1 sobre ·los pi:o--­

ductos adimensionales si las variables oriqinalea que pu!_ 

den regulars' apar:e.cen .~da 'una en so1o un producto a.di­

mensional .. 

Las variables dependientes del problema _.también deben 

cqnsiderarse. ·Se desea c~noceX' como-depeÍiden·~stas de las 

d.em:is. Por tanto e!ltas variables no deben aparecer en niás 

de ~ prod~~~,=a-~,~~~i~pal y este producto puede . llamar·se 
-·- ·- - _,.,,.- - -...;._~~-- ; 

la •variable adittlension(11 dependi,.ente~, para cada caso .. 

-
Para lograr ésto.podemos observar ciertas condiciones 

al formar la matriz~ 

"En la matriz dimensional, la pri.!ner variable será la 

'variá'.ble dependiente que nos interese, la sequnda ·aquella 

q\le sea la más fácil de regular eltperimentalmente, la ter-

-="-'~º~,-- - ccccera --aquei1á-.-cq1le--Y~i~-si9a-~ e1i-=íacfiiaaa:-=ci-e-~re(júl:ai~experiine!f =--"~= 

tal.JI.ente y as1 sucesivamente•. 

También es deseable transformarlos productos adimen-

sionales,. para obtener por ejemplo productos •conocidoslf 

ejemplo: 

el anlli$is de m::r:aat.re de un barco, las variables se ei¡­

cr.iben en el siquiente orden .(F; v, L, \J,, p, gJ (de a­

cwn:eo con ro que dijimos) se obtiene 



- 117 -

donde 
pf 

n - -, , µ2 

supongamos ahóra que deseamos despreciar la µ,. -Obviame.n­

te no_podemos descartar todos los productos que lo· contie­

nen porque son todos, encambii;:> pcidemos obtener otro con ... 

jtinto completo: 

p F 
- = pv2L2 

5 · P = ÍJ {_Re, 6J y si µ es desprec.:.able se puede descar­

r:.ar a1 t€rmino Re, 

cuando se hace una transformaci6n de productos adime!! 

slonaJ.eses'-nece-sari<i.asegilrarse ~de Ciue~ha-Y tantos- ?roCiü§. 

tos nuevos eomo el nCimero original. 

Ejeiuplo A 

cat& de 1Presi6n. en un· Tubo Unifonie.. La ca1da de pre-
--=--...:.-- =.----=-:..:::::-""-- -- -=---=,--::--,=-o-=--=----=·--= .. .::-.=--:;---_ -=-- - =----.-e_----=------=--.----:--=--_------=--'---'--

s:i.6n f!.P de un l.!tquido en un tubo horizontal uniforme d~ 

pende de la longitud L,. en donde ocurre la ea!da de pre -
si6n, el diametro fJ. del tubo, la velocidad promedio V 

del flutdo~ la 'Viscosidad u. la densidad de masa p y 

una medida de la rugosidad de la su~rficie del tubo 
- ....6. -

~·· 

i 
! 

l 
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'CAP, L, 1), t, V, p, µ} • o 
-

k1 k2 lt3 k_. ks Jt6 k7 

AP L V V e. p µ 

M l o " o o 1 l· 1 a o o o 1 

L 
_, 

1 1 1 1. -3 -1 ~' 
o :f .O 1 1 o 

T -t o -1 o o {} ... f o o 1 o o -2 

/k1 ( º\ 
k2 -1 \ 

k.3 o 
l
. o 

-1 

' 1 o 

-1 

\ I ~,\ 
·O f -1 \ . 
2 t . 

l 

' • k .. Jt 1 
4 . 4 o + k6 o + k7 -O ~ 

= ' 

ks o t o o 
. 

k6 o o 1 º I 
i 

o o 1 , 

y as! obtenemos 4 productos $dimensionales, aean Jc 5 • 

___ n •. 1111 -··-,- -~..-

Sea.n k1 ... k2 • k~ • kG 

1 
2 • ~lfl 

Y, f ~'.JNllJWJ(1.te uan •, • 

Jt1 - k3 - o 
k2 • 1 

/llt ft.7 • ·O . 
~ k4 

·l • 1t • a1 
2 5 

• ... 7 .. , ks • 1 

.. 6 -.. 3 • &, llí ,, 

1 

1 

-1 

Ir. •·1 1· 
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As! se tiene 6f'P, Rt., L/tJ,, e/fJl • IJ 

que se puede escribir · P • 'lR~# L/1J, e./fJ) 

Ejemplo B: Condensaoidn en Wl tubo Vertical. 

·Considere vapC>r a la temperatura de saturac!(Sn & que 

pasa a trav§$ de una tubería vertical lisa cuya temperatura 

de pared es e ... A6 • J?l condensado forma una pel!cula en la 

pared qtte es una pel!cula ai.s1ante.. Consecgentemente, la r!. 

pidez de condensación es afe<;tada por el coeficiente de con-

ductividad t~nnica k del condensado~ La rapidez de .can~~n-

saci6n se determina directamente por el coeficiente promedio 

vapor por unidad de tiempo es hA ~e, en donde A es el 

~rea de la pared del tubo. La principal variable geot16trica 

en el problema .es el espesor de la pel!cula de condensado~ 

Este depende de la rapidez de condensaci~n y de la naturale-

de del calor latente de vaporizac1(5n del flu.jo. Como el volu -
m:en es más siqnificativo que la masa de condensado, el calor 

latente debe expresarse como •calor de vaporizaoi6n por uni­

dad de voluaen". Esto esta representado por p", en donde -

P es la densidad de masa del condensado. 
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~· -~ '~- 'Lia=fal:i°l;¡;aa-<Y-·con~~ue ra' pe1reur1C&:f cronaensa<lo- xfuye tie'~-~ ~~"== 

la pared se determina principalmente por su viscosidad µ y 

su pe1;0 especifico pg.. Tambi~n como el espesor de la pelí-

cula· no es constante a lo largo del tubo, L afecta al coe­

ficiente de tránsferencia de calor. El di4m:etro del tubo no 

afecta el. e~pesor de_ la pel!cl.lla .. La velocidad del vapor en 

el tUbo influye en e1.espesor. pero este ef~ct.o es pequeño si 

la velocidad no es :grande. Si se. desprecia la interacción e!! 

tre el flujo de vapor y ·el flujo de condensado, la densidad 

de1 vapor es irrelevante. 

En vi.ata de toa.o.lo anterior, suponémos que existe una 

relaci6n: 6(k, A6 1 L, p;\,. k, pg, JJ) • Q 

k. 22 
. 

k. k.. ks f¿6 k7 • 3 

k A6 L pA &!. pg µ 

. - -- ~ -

M' 1 o o 1 1 1 1 

L o o 1 -1 1 -2 ... 1 

T -3 o o -! ... 3 ·2 ·1 

e \-1 1 ' ' -t o () 

A .l. - J.. _.:&... L. - - . . L-- _._ 
-- -1 --2 .. 3 ..... ·.· -x Jtó J[.7 5 

f a o o 1 f 3 

a 1 o o o ! 3 

o a 1 , 1 ... 3 .3 

a o • 1 • "'' ,.f 



k\ 

k~' 

kl 

k.4 . • "s 
/¿5 

k6 

It, 

-~-~-:::.--=- - .;:.- ----

-1 

o 
-f 

o + k6: 

J 

o 

" 
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3 

1 

.o 

:! e' 

... i 7 

3 

2 

o 

\'i 

. Y obtenemos tres productos· ~di.!aensionales. Si cons~deramos: 

los siguientes valores; k .'l/f k . ., lt .. k ~ O; k
1 

,. k
3 

s -1; 
6 1 2 4 

obtenemos rr • k . 'h. L 
1' ~- ;:- 1 

=>· 

con k1 

Y finalmente k5 • k:
6 

• O; ft
1 

• k 2 •-3; k.7 • 1; k
4 

• t; k 3 .. 3 

resulta: n3 • L 3 p 2 i.. 2µ / 1t 34e 3 

En este caso, e1 fen&aeno quedar!a descrito parcialmente por 

una carta en donde la ordenada $erta k/hL, la abcisa 

L 4 rJ 2 A:g I lt. A&2k 

L 3P2l 2µ l lt 3Aa
3 ~ 

y, el par&etro de· laa durvas 
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