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La mayoria de las personas, usamos lésfmateméticas‘dia

con aia, como una herramienta que nos es. Geil para resolver

algunos problemas, sin embargc, en general ignoramos la gran

; cantidad de infarmaci&n qua;podemgs.extraer,qe ella.

E]l cbjetivo de esta tesis es hacer ver la importancia

‘ qﬁe tieneiel algebra,lineal en.el'planteamiehto; resalucidn -

e fnterpretaclén de algunos problemas de.aplicacién en la

ensefanza de la quimica en esta FaCultad de Quimlca.

En la pximera parte se da una}intrpduCciﬁn a la teoria
del &lgebra 11neal,,¢0n el fiﬁ'ae tener un lenguaje comun,

que se utilizars envel resto de la tesis.

En la segunaa parte se estudian los sistenas ﬁe ecuacio

s ¥ Se ven aigunas de sus aplicacianes.ri

Debido a que el balances de ecuaciones &s uno de los

tenas temas cbligados (bfzicos) para los quimicos independisn

 tementa de su especialidad hemos considerado adecuado incluir

la en,esta teszs junto con algunoa comentarics al resgmagts, -

Se incluye asimismo una parte de an&ligsis dimensicnal y un

problema de mezclag. 8Se hice un ligero tratamiento de Estos
problemas tratando de svidenciar las caracteristicas mis re-
levantes de cada casc. Las conclusiones se encuentran imclui

das en cada capitula. ] T
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Dentro de ié ﬁatémafica ”méderna‘ destaca éomé uno &év
los principales constituyentes (pledras angulares 6 cimien
tos) el concepto de grﬁpc, debldo a la gran varxedad de és'

, t9s que se presentan dentro de los dlferentes campos de es

 tud1o de tal dlsclplina, y de- sus apllcaclones.,

" Definicibn: un grupo (G,7) es mn conjunto G (cuyos elemen
tos se llaman los elementos del grupo) junto con una opera-
cidn binaria +, (esto es, una regla de composicibn que asg
cia a cada pareja ordenada [a,b) de elementos de 6 un
tercer elemento a+h que pertenece tanbién a G) y que sa

tlsface los siguientes axlonas-
1. Ley Asociativa [atb] + ¢ = a + [b+c]

2. Existencia del id&ntico. Existe ¢ en G tal que,
e +b = b.



73.- lestencia de un inVerso para cada a de G, o sea -

gbe »ub’e,

v a E G, y en. todos 1es grupas con o

'4
--los-que trabajaremos En esta teszs, se’ cumple ademﬁs '

C1la .

; %.' Ley CGnnutativa a + b = b + e y estas prcpieda&es de

ﬂ  ben cumplirs& para todos los elementes g,”bfyzc_ée“ G.'

: Para dlstznguir les grupos gara los que vale la grcpief
': daa 4 de los demés grupos, se usa para 195 prxmeros el nom-'f,.

.. bre ae g:upes abellanos 6 cenmutat1vos, y‘es para éstas, ya

‘ra los que enAgeneral se usa; ¥

operaclﬁn del grupa,

} bolc usual.

T R THUNGE “ejzmp PIOS de gruposs= — — -

1)

Izw*l )

18 )

_m*)

e, 7}
(2%, }

como simholo de la ope:a*

Pcr supuesto que en los casos en los gue se conoce la

(ej. 1,;.,;,10)-5& usa para ésta su sim

 10s entercs, com la suma.
] las.ragigﬁales,~can la suma.
los reales..ccn‘la suma.
_los complejos, con la suma,
los racionales menos el cero, con la maltdi -

- plicacidn,

los reales menos el cero, con la multipli-
cacidn.

los camplejos menocs el cero, con la muldi-

p&icacx&n.



8) H[axuﬂﬁ}, " las matrices reales ﬁg '-xn; con la suma.
 9)* GL{n;R),” el "grupo lineal” de las matrices inverti-
| | bles de nxn, {(con aéterminéﬁtg # 0}'chn,
lé’multiplicacisn,;‘ |
110},1ﬁxj,+7 ~ 1los polinoﬁios con una variable, x, con la.
| suma. | | | |

,11)181.”$> es un conjunto y'"lG,'! un grupo F s {5'g -+ G}

A‘-

con 1a oPer3016n defzni&a. si 5, g € F - 5 fg)(x} =
= fixleglx). | |

C12)*Si S es un ccngunto Ala] = {5,S - S, § es blyectiva}
con la composicxén de funciones. | |

-1?‘}* Si S es finzto y-consta de » elementos, AE&} _se
denota S  y se ilama "el grupo simStrico de Qrdeﬁrn"
6.,‘é1'grupq:§e laé~permuta¢§cnesfdé.,ﬁ eléﬁéntas*.

: 13)VIR”,+) ‘ las eneadas con la suma de eneadas, n € N

= e o RO OmpORSHCE POT TOmponente).

En vista del interés que tendrin para nosotros estos fi}
timcs grupos, los definiremos explicitamante ¥ probaresocs

las cuatro propiedades antes mencionadas

n . e o e Mg o e CEL = LTI ST T TUE T T
Lg»rs~{%w1;;i,r;.,,xnr, x, € R} donde Ixj,xa,...,xni z

= {91352a"'3g“l * X =Y, para cada A4 = I,.0,.,n.

DefiniciBn: s=2 define la suma de ensadas cauponente POr com
10 500 CONmICALI VAR .




e e TCu S S .0 ‘A -

nente; es decir:
(X 2Xypeeanx ] #+ -Iy',‘,,yz,,g-f.yn). d Iy + Yiox, + Uppenvex ty )
Cdnsecuenﬂias
‘;}' [‘xi*iZf'f'{xh) + {ygiyé,.,.,gh}i * 121*22*5’{"Zn}."
I\:xT‘ f‘yv.xsz g.z,, o '*n -tr gh}' + lzf,,z,z,. . .,zn) =
= Uy v oyyd oz, o)zl tx g ) 4oz
y en vista de gque es Jla suma de nfimeros reales,
= lxy Hlyy 2ozl %, 4 (gz MRS PR S A N
* (x1§223;,.;;n} + {yl + z‘,yz f zzg;,;,yn * znj =
7 i (*Iixzt"f'!xn, *;t;yi!ng"‘?gnl + {ziizzt"’rza’}
2) Sea ¢ = [0, 0,....,0), obviamente
‘xj’xz'coi'xﬁ] + {0’ 0,'.(,0,:' ‘x, "" O'x-2 + a,CIQ'yxn + 0,:
-& ‘x’,xzyviiv,xn,;
3) Se define el inverso -X * {~X ,-x,,...,-%_ ] entonces
[ —— :—{-}.’,-1:’—,‘:72’-, TR ,,!..!ii‘,v‘} - i'tx—i—%-xi%‘*. gé",xﬁl ’77' *:‘ ng 7"x~‘r£;x%7 “-ixef,;_':if" o

h 4 - ln) = ia,a,-.a,ﬁf

4) I-xitxzsc‘*rxn} + ‘5’1' 9‘3"'“"9';;) = (xi"'g‘rx-z*yzn”'&
xn+ynl b ‘y1+x1’g3§le'*’8gn*xn} = 1y1ﬁg2""iyn’ *

+ Iy _¥%

1 ’i****’xnl

-



:j; Destacaramos “cono instancias partﬁculares 1gs-aaaas "
‘2 y no= 3,' el pzi!ero de ellos gamresponﬂe a las pn
‘,iejas crdanadas &e nﬁmetos zeales. y'paeée zntergretarsei 
geonétrlcamente camu-lcs puntaa ﬁel planﬁ.‘ En este caso,
 ”7la suma de vectores anrrespcnﬁe a 1& suma de flechas gue se

,1usa en fis;calpara representar la suma de fuerzas.

El caso n #'3, ternas orﬂenadas de nﬁmeras reales,
-'puede pensarse geométricamente como- log antcs del espacic ‘_f>
iazdlnaria, Yy . también en.este caso la suma cooxdenada par.

.caoraenada se interpreta geométricamente coma suma de fle-'

*Achas.,

i *_vuwm..ﬂmw_r del Llgohra moderna oue nos geri de uei
lidad es el de CAMPC, (aunquesen nuestro casc adlo nqs’re~
ferixemos\al de los nfineros tealas}'Que corresponde a los

modelos mis completos (en €1 sent*aa dei axgebra.Ezﬁmaﬁtai;»

de los sistemas numéricos,

nefiniciﬁn. un eampn as lK. %;_°!,“ en donde K ‘es un
conjunto (cuyos elementos me llasan los elementos del cam-
vol. ¥ "#¥ y "°" gon dos operacionss biharias tales

que,: [K,+] es un grupo abeliano y para valen:



2)
3

8

1)

2)

3)

4)

5)

Ley Conmutativa ab = ba.

3

,Existenc:rla'del idéntico Z 1 1' ¢, la = a.

 Existencia de inversos para y a, a ¥ 0 :a'b_) ab = 1

en denﬂe*; por supﬁeséo, ab quiere 6ecix a-b.

- Las dos operaciones anteriores Vdebe‘n eéta: 'x;elaéion_é_t_,

- das por medio de la: Ley Distributiva albtct s ab + ae.

‘Algunos ejemplos de campos:

{8,+,°) los taci,onaleé} con la suma y- el producto.

{R,#,") 1los reales, con la suma y el producto. |

e, +, ') los complejos, con la suma y el pioduéto.

{(glvy7}, + R {tz?FbJZ;a,b €0} con la suma y el produc~

to de reales .

(Z # ') el campo de 1os enteros ‘médulo p:*p un primo,

con las aperaca.cmes mSdulds p:

a+b=nx s8i z;_*b‘sqsp__,*?t,_ 0<2<p

ab = 8 si ab*qz‘p*S 0 <S<p
IR s e fj, + 4P o o
ejemplo, en 25
3-« 3 » 4
en Z" { t + 8.2 §



l) CIR el espacio vectorial de 1os complejas a

Espacios Vectoriales

El ﬁltimo conceptc de la matematica abstracta que men-—

,cxonaremos aquI, (que es el gue nos proporcionara el marco

de xeferencla dentro del cual COIOCaremos a todos 1as ob;e—

‘tos que estudiaremes en esta tes:.s) . es al da espac;,o vactcmal

¥ salo nos referiremos aguf a los- espaclos Vectoriales rea-

‘ les.

Definicién}i se dice que un grupo abeliano {v,+), {cuyos

elementos se llamarin vectores, y que, en general se deno-

tarin como x, y, etc ) ‘es un espaczo vectorial real si exis

- te una zuncién (que se llama producto de un escalar pﬁr un

vector), tal gue, si denotamos al vector f{{a,x)} como

ax, pasa qgue:

2) {a + bl = ax + bx

[¥)

3) alb%) = {ab}%.

4y ik = X

Algunos ejemplos de espacios vectoriales (reales):

2) R/R el espacio vectorial de los reales
3) - Rl x] /R el espacio vectorial de los polinomios reales
4) Mimxn):R}/R el espacio vectorial de las matrices reales

de wmxn.



i . 3 -
'3) Se& Vﬁk un espacin vectarzal real y S un conjuntc

vaeioq | (s vy cox g e _ ‘s * Q} en el que-se definef
, é} ~si 'g, g € F, § + 3 ?fS‘¥ v es la funcidn définida.
’ “91 ;x;»uxwgm . | |
B} si 5er B aE'R ug S*Uvé;svla.funcidn
e aé{x} = aiﬂ(x}} es f&cil Qbservar que F 'es un.

espacio vectorial real.

&) R°/R »esisi esyagiauvectbrial de las eneadas reales.
“¥uevamente consideraremos este ﬁ1tim¢'ejemp1c>y describire-
mos en detalle sus propledades. ' ' |
';Cbmoaya;ée viélpa:a,elbcasa de,lqs_grupas; 1asreneédas
reales con la suma coordenada por coordenada, forman grupos.

abeiianos; befinimos ahora el producto de un nfimero real

... zor una eneada, (escalar por vector} como 1a eneada gue re-~

sulta de multiplicar cada componente de la eneada original
por el escalar dado. Es decir, a(x1,x2,.‘.,xn)v=
#~iax1iﬁx2,,i.;ﬁ25} se tiens entonces gue,

1) a{lz1,x2,...,x ] + fg,‘tyzn‘“:y 11 = a‘x *5‘1' *'gz’"l

veesX ty ) = lalx, +4,),alx, yzi;s..,alx +Qﬁi}7’

= [ax, +ay ,ax #aAY,, 00X Fay ) = (ax1,ax2g.e.,a;n)+

1 2
+ (agiaayz’Ig-*,ayn’ b a{x‘szgtti'xn) + a‘,y,,yizgibv‘yﬁl.



T RIS e ST R sl e i s o it i S e o

pl 2) (a”'bjfx.i.xznt'pxn) * (‘(afb’x‘n ta*fb’lzi‘!'“:('a*b)xn’ = |
a_(axi.+bx1,ax2 fbxz,.;;,axn fﬁxn}v; (qx,,axz,..,,axnl+
# -(»bpr?‘*zv'-wb"n’ = q.{x?’,xz,w'...'»xn') + b(xvxz,?,,xn)}
3) .apb(;1,x:,..f,;nl} . ajbx1?bx2,;5..bxnl - (a{bxlhalbxzb
,_ff,g{bxn);‘xr((ab}x1,lab’xz',,..1!abixni = ablx_,x,,
4’ ’(xallxzr"'!xn) = ‘1x1?’x2"‘llxn’ = (,x'l'XZ"”'xn’
SubeSpacios
Consideraremos ahora un espacio;vectcriél_realv;v, ¥y un
| subchiunto # € V. Sedice que ¥ es un sSubespacio de V
en el caso de gue & sea un espacio vectorial con las cpera
cicnes inducidas por las operaciones de V.

Debe observarse que hay'suhconjuntos de espacios vecto T
riales que scn a su vez espacios vectoriales reales, pero
con otras operaciones que no son las del conjunto original.
En estos casos el subconjunto no es un snbespaciordel origl

... nal. Como un ejemplo ae éstc podrlamos consxderar al conjun

to de los nfmeros reales con la suma, que como hemos vistc
en el ejemplo 2, es un éspacio vecteorial real; y como W,

al conjunto de los reales positivos. Supongamos ahora dque
1a operacifn de suma es la multiplicacifn ordinaria y, que

1a multiplicacifn por un escalar es la exponenclacifn.



Sea ?? » {z,E3R¥"b‘< x} ;~108 31émentns-de-‘R*’trea‘;"
1es gositivoaj los denctaremos x para senalarnos ccmo 105

, elementas del espaclo vectarial que ccnsideraremos.

usua’l : ~(¢n\iz); , Es de‘cix;, : : B , »

| e

R ‘Z# | g

CQmo el pzaductu ae dos reales poaitivos es a au-vez uan

- xeal pasztivc, . define una oparaciﬁn en R ;

que gs asqé
ciativa y canmatativa.--"

El 1 iuncianaAcemQ el idéntico

aditiva", y,para>éaaai'
z E'R ’

ﬁeflnimas 50 invarso ad*tivo como x (comn toda

real difarente de cero tiene 1nvezso multiplicativs, v el in .

e ¥BYS0 de un,pcsxtivo esrgpsitivo, rggg}yq)ggg todo x E R
tiene 1nverso}. : ‘ B

-

La multiplicaaién de un escular a(nﬁ nﬁmero real)

por un vector % € R® (un real poaitivo) se define coma ta

exponenciacibn, Es decir,
ax z ¥ I

Se tiene que

1) [0+BIE » x°*B = 3% 2B . 4% o 2B « % e BX

2} n!x . yl - a[xy} s xy” - x“g“ = x* o y® « gz & af



L . - 11 =
3 fa2ii = x®P = [1P)% sa(si)

Se observa pues, que cbn las operagmonew asi ﬁefinidas R
- es nn espacia vectorial. sin embargo no es un snhespacio<vec

i tcrxa’ de R aado que 1as operaciones que estames definien S

do en P' no sen las de ’R,

o Para probar gue un subconjunto v de un espacia vecta—
: rzal ¥ es un = subESpacim, hay que comprcbar que se satxsfaw:
:' cen. e*‘é-.todas las condzczenes qde uaraate*lzan & un grupo
” abelda 5 como espacio vectcrial. Esrnecesa:io probar_que,»
s;ends un subgrﬁpo, v por 10—tantd7ﬁnfdrupc~abéliano; aaeﬁa )

sobre &1 el,campa de los nﬁmeros reales v que txene las pro

" piedades 1-4 de 1a definicién.

Para aseguéér que W es un subespacic vectorial de

¥, se dan tres condiciones necesarias y suficientes:

TEOREMA: Sea V un espaaio vectorlal real y i C U&

1) b w & 1) W ¥ ¥

- L -~

2) x y YeEW = x4+ 4€W (W es cerrado bajo la suma

de alementos de W)

3 z€¥, a€R>ax €W (si X esunvectorde ¥ y

83
@ un escaglar, entonces al vector oX partenece al

T 7 espacio Wiy,



SR ‘ i e e . 2. S e e

“Enhancgs‘ w es,un‘subespagiQAVectp:iai de V., -
 Demostraci6n: Debido a la hipétesis 2, la suma de dos ele
-, merntos &éf w 'estaﬂen. wf» y"por 1o tanto la suma dé v

:“iﬁauce“—una sﬁma'en w que es aseciatlva ¥ conmntatzva,

ﬁado que ya tenia esas prcpiedades en. V

: La exzstencia del cera en w' queda automﬁtlcamante

garantizada‘par la hip&teszs l¢

La-hipﬁfesis-S gafantiza qué el.caﬁpo‘*actﬁa“ sobre
# en sl sentido de gue el prodncto de un vector (de w;
por un’ EScalar es un vectar (6& wy, y como esta multlpli— "
,caciﬁn ya tenia ten VT, to&as las progxedades requerzdas
por la &efanicién, resuita pues que w €5 un espac1o vec-

- tor1a1 real ¥ por la tanto un subespacio de U.

e e re ;;Crl _l -t
S g ¥

e ANIEe i o T
: FALE G # =27 T \3117_1;11* ;lﬁt:- t.—x-vuzus'{ P = T Tt
estd en i, (hipﬁtesia 3} ¥y que . ca&a vector en @ tie

‘ne inverso, que es la finica condicién gue faltaba éumprabar.'

‘éigunbs ejemplos~de subaspacios vectoriales de un es~

' pacio vectnrial aadc.

I) Sea el espacio vectorial de los polinomios en una inde-
termipnada X, Rix], ¥y W el conjunto de todos los poli
nomios de grado menor gue 3, ademds del polinomio cero

(gue no tiene grado).



cuando se saman dOS pelinomlos de grado menor que - 3, la R

B suma esté.en ;w ya gue el resultado de una suma de po-

vlinomlos, o es el polmnomlo cera, d Bl gra&o es.menor o '

f lgual que el gra&o del polinomio 6e mayar grado.

al multiplicar un poimﬂamzo par unAescalar, dadq que se,

- eFeat&a multiglicandc el escalar gar caaa ccmnonente, el

'grado notaumenta.

L v forma un subespacio del espacio vectarial‘de los

golznomlos reales.

| Igualmente sa pudc haber escogidc el conjunto de 105 po~‘

‘lznamlos de grado menor gue  n, m&s el cero, para aual~

l,quzer n natural. {?33

11}

'Sea V el espacio vectorial de las matrices de mxn.

cenycoeficientes realeé, y ~e1_subconjunto-de las ma

‘__,,‘__..&aeiacsn omarse  _vren Y mkh  omam Lo s Tassmms s ek sesmoanenes o e - [PTOR ———

o S ¥ ’*‘vmls'”"wzr— Rk TR R e e G Y S SABEI R RN R AT a e T




r
A

1 v ’1‘

%42 %43 |

“22 23 |

P e v
e A |

“m2 T m3 ]

1la matx:iz cero pertenece a w B par htanta # no es vacfo.
Al sumar watrices, se suman componente por conponente, de for
ma que al ‘sumar dcs matrices con la primera columna ae ceros,
se abtzene otra matriz gnya primera—columna es de ceros, Yy
!gar‘la *aéva w‘ es cerrado hajo la suﬁa de eleﬁentos’de u.
”ﬂ”' la multiplicacidn de un escalar por una matriz se

realﬁza naltmplmcanda el escalar por cada componente de la
matriz, entonces el resultado de multiplicar una matriz con.

la pr1nera columna de ceros, por un escalar, es otra matriz

... uya pr;mera cclumna es da ceros.

I1I} Sea el espacio vectorial ¥ formado por todas las fun
;cibnes,que,sgn_contiﬁuas en un intervalo cerrado, y W
el conjunto de todas las funciones de ¢ que ademés

son derivablea. ﬂtra suhespacio sezxa =) conjunto de

las qgue son de clase c C ,...,C . ﬁqui tenemos una

coleccibn infinitd de subespacios.

Iv) Sea V el espacio vectorial Rs. Caracterizaremos a

todos sus subespacios.
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1'} 1ds subesp;cios formados por todos los pianoquuev
pasan por el or;gen."' | ,

' Sea H = Ra v w un plano de - 'E qué'pas& por el
or:.gen, es deca.r, que a a,b c, € 'R_; vw = {{x,y,z,)
& Rs” éx + by * cz = 0} entonces, A, 0 ﬂ] ew

- ya que aa + 50 * eo s $ y si- fx1,y1,>1l»vyﬁ~
ax, + byi tez, = 0

ax, + 5927"cz2~‘ 0

[}

~ Entonces, alx .+ x,I + bly, + g,) ¢ zr;‘!zi +g21f'
lo que d;ce que, (11’y132 } o+ Ixz,gz,zél‘erw

éi (x g,z) EW v 'a,e'ﬁ comc ax ¥ by + ez =

]
.

i’,

. pasa gue, afax *+# by + ez} = 0 = alax} + blay)

'>+ claz] =0 que indica que (ax,ay,az) € ¥,

2) loa subespacios formados por todas las rectas que
" pasan por &1 origen. Sea #”sﬂﬁz ¥ L una recta gue
pasa por el origen, es decir, ¥ a = (a1,a2,a:] tal

e eue L= Ilx p 2} £ R>: Ix,u,z] = tla rBast )t ERY

I a ).t e R} o
entoncas:
i) B = {0,0,0) €L yaquesi £~ 0, (0,0,0) =
- Iﬂa1,ﬂﬁ2,ﬂdai.

ii) Supongamos gue tx‘.yl,z‘I y Ix,,9,,2,] €1
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entonces {xT,yi,zij =(;a ta, xag‘_, {‘ziyz'zzl‘
= (4a,,8a,,8a;) %,4 € R entonces
(x, # .4, *4,,2, +2,] » ({;+é)¢1,;;+53a2,{£+f)a3),

= Aaesl (agageg) ¥ s [y idyezy 00 lag,0,,2,) € L

iif) s8i (x,y,z) e, és decir (x,y,z] = {ta  ta,, ta,) y
a € R, a{x,y;z) - (ax ay,azl {{at}ay,iut}az,[utia;f

- = u;(ali?‘zgdﬂ’:e‘ L.

3) E1 conjuntaique consta s6lo del cero,
Observacién: todo espacio vectorial V, tiene Z subespacios

triviales,

(1) el que consta s6lo del cero, que se denota {0} ¥

(2) el espacio total

a estos casos pertenecen 1os incisos 0) y 3}).

. Ahora comprobemos gue son todog. - - - o o s s e

Sea W C V un subespacio de V, Si # consta sSlo de
d, obviamente ¥ = {0} es uno de los subespacios deA.Ra va

considerados.

-4 8 € 8, entonces-{4x} €W, es decir, Ia rectd

ku

- 81 4.

generada por X ¥ que pasa por U, estd contenida en .
Si esta recta es todoe W, es uno de los subespacios va con=-
siderados. Si no es asf, y existe 7 € W gque no es miltiplo

de X, entonces, ¥ £, 8 € R, tx + &) € W, es decir, el plano



s “gue pasa por ,ﬂ y Que‘ésfa gen“fﬁﬂﬁ p Yl g’ ¥ xesta oo

tenzdo en wi

o Uqa vaz mﬁs, si ese plane es Lado w,“e§ dé 1e§~an-f
"_‘tes cansideraéas, de rm ser asa’., s:L 3 z e ia! que ae es. sy - V
":‘ma de mﬁltig;os de x y &e g.' entoncas en ?é “éﬁbaﬂue$n~; gﬁ

} :tar todas-Ias sumas de~mﬁltlplos ée x- de U, y de i,‘: 

| ;qae no szen&o eoplanares, generan tedc R {ver adelante)‘,f ’

Con toda IQ anteriﬁr se ve gue las ﬁnlccs subespacios

vectnriales del espacio vectorial R3 son 105 menciana&as

‘,auterxcrmante.
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 TEMA II Wu&m

‘couzixacxonzs LINEALES.
5 Consideremos ahcra un espacio vectorial V. y 8 un

.conjungo-dg vectores de V.  g =1 x1,x2.13,.i.3xn}.

 Be dice qﬁe_ X es una combinscifn lineal de B8 si_ X
- ge puede escribir como una suma de mGltiplos de las ii, o

sea

x = 1211111

El vector ? es combinacifn lineal de cualquier sub-
,con;uptc B pnesto ‘que, tomaﬁdo t iz,tz,.,.;,tn 'iguales

a cero, se ve quez L
0 = 0x_ + 0% + 0% +..0..%0%
¢ = axj ﬂxz 0x3 Gxn

‘Una ‘convencibn importante; es que 81 B--eB un comjum

to vacio de vectores, B = § se define, la finica combina-

cifn lineal de B como 3J.

Suhespacio Generado

Sea B = {i,f,k} € R® podemos decir que el vector
fa,,2,,a,] es combinacitn lineal de 8. Ya gue
3 @i+ a,j + a3k * {a,,a;,a,] ¥y & todo vector de R es
combinacidn lineal de 8.
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Conszderemos.un suhccnjunto de vectoreg de V y 91

conjunto ﬁg todas sus combinacloﬂes lineales.

sea V/R i B = {x, %%, % e

2 _
w=  {xe€ V, X es conaiﬁaclﬁn 1inea1 de B}, &sto es,
. n -

' Se quiere dgmastrarwque. # es un subespacic de V.,

-

l) 0 esfcomblnacién 1ineal de 8

g = + 0%, * 0X, #,...%0X_€ Y
2 3 n
- . L ' i a. . . , - = E
2) si xA+ y € W, &sto es, x 'r,Eft;xx g 'i=15ixi
entonc X ¢ I ) [z, +4.)z. €
entonces X 1g1t1xi o Eex; m B R ve)x, {m

LTa suma de 2 combinacicnes lineales de B es una com~

binacifn lineal de B.

'3) si XxX€W y, do€R, entonces ax = a(i§1t X, o=
n .
= i§1hti)xi E W.

Cualguier mltiplo de una combinacifn lineal de £ as

una combinacibn lineal de 8.

El conjunto de todas las combinaciones lineales de B
fﬁ? forma un subespacio de V, gque se conoce como el sub-

espacio generado por @, y se denota [8}.

En el caso en qus el subespacic generado por £ sea



todo V, se dice que B es un conjunto de generadores de

v & unfcénjunto geherador de V.

En uno. de los ejemplos: anteriares, el de 8= {4, 4,k)
8 es un conjunto de generadores de f23 | éado‘que cbme-ya .
se viﬁ tgdo vectcg,de. r? es una ccmbinaci&n 1inea1,de és-'
- tos. 17 o | | o
'PéfavcatgcteriZar~arlas espaciés'éenerados §a£ uh ¢§n¥_
Ajunto 8 de vectcres, de otra manera, vamos a utlllzar el

: s;gu;ente teorema.

TEOREMA. La Intersecci&n de 2 subespacios de V es un sub~

espacio de Y.

Sean W, o subespacibs de ¥, entonces ¥, © U, es

2
un suhespacio de V.

Demostraciﬁn:

1) 0= W, v, 0 € Hi va qﬁe los dos son subespacios y

s~ 0 e w1 n‘&z

1 = 1,2 entonces

3) Suponer gque X € U,ﬂn '2 Yy t€R, por definicibn de

intersepaifn, x € #,, 1 = 1,2
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Lixew, 1= 1,2

X e‘w.'n w,~

 De farna an&loga se prneba que si {w }iEi' es una fami,',
%{ .ia de subespacios de V 1€Iwi‘ es un subespaclc &e v. -
:La que se necesita an este ‘Caso, €8 extenaer los-argumen;es

‘anteriores de *i=1,2% a '¥fi,€~z“;, Sl

Consideremos V un espacio, y £ un conjunto de vec-
tores, y fijémonos en todas las familias de subespacios de
V cque contienen a g Esta familia no es wacfo porque el

espaaio total V es un miembro de ella; y como lé‘interseg_

cidn Ze los subespacios es un subespacio, entonces la inter
~ seccibn de toda larfamilia es un subespacio gue coincide con
el espacio vectorial de todas las cbmbinaciones‘liﬂeaies de
AAAAA TR /v»,$~. e = e e XX == =S rm s T e — = — e e

Sea [B8] el subespacio de V generade por B. Enton-
ces, dado que cada vector de B es una combinacifn lineal

de 2z, {ii,‘ ﬂi, *....&!i *....*BE }, £8] es un miembro

&e 1a ‘anilia iw de nhespacios de V Qe contienen

¢ 7 Y3 Vier
2 8 y- niEI 1 © (el

Por otra parts, como B C A, W, todo witltiplo de cada

X, 3, debe estar en N.g.¥; ¥ por lo tanto toda combina-
cifn lineal de 3 deba ser elemento de 0 __ U Entonces

©ermit
resclta qus {8} C NN,y esta contencifm junto con 1a
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. anter:::or aa ia ignaldad (81 = ‘\5;’&1?1"

En resumen, vemos que e}. espacic generadc 9@: 8, eé o
po:: nna part:e el ccnjunf.a de toaas 1as camb;nae;ones linea-
les de 5: : ;'{ Pax Dtra, el menor subespacio de U‘ que c:an-r !

‘ tlenea ﬂ. Ejemplo 3.._

o Sxea U - R? y B "{x }, en donﬁe X es un ver:tor
cnalguz.era aif ezente de cero* El espacie generado por B;
es el cen;unto de tod,as lasg cﬁmbinaciones lineales de B, e
o sea, }.a recta que pasa por el ora.gen y esta generada por

el vector z. Ejemplo 2., '

3 gx{a,}F}‘ con 4 y BER” &'_ y b

‘no e.s‘-én al:tneadas (uno no es mﬁltiplo del otxo). Elsuh-

~ Sea V"-R

| ec.pacio generadn por B consta del planc que pasa per el

origen y que est’ generado pnr a y B. Ejemplo 3.

Sea vy=RS g {i,7,k} 4_,3, ¥ E no son coplana-
res. Entornces el espacio generado paz B =3 el conjunic 1o

tal R3 +r ¥ 8 es un conjunto generadar de R3.
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

Consideremos un conjunto 8 de vectores de un espacio

rivéctétihl ‘Vr se dixﬁ qué" 8 és'un éénjunta 1inealménté‘*'

’-denendlente, 5 gue sus vectcres scn linealmente dependlen”'

'demés, esto es, que se pide que exista una calacclﬁn ﬁe"

; }n*j‘ nﬁmeros xeales:

X Fiaaaoat A T R Y
T ; x | tL—i i1 £i+1‘i+1 La¥n -

B es 1 nealmente dependiente - x € ﬁ; ‘x € {ﬁi-{x }}.

:TEGREHA' ‘B es 1inealmente dependiente 3{1 t 23,.,.,'

,__,,..,z},a{a} _a , T 4%

;ﬂa,_s.‘,Si ,xivn’r

J.IiJ.

DemOStfaciﬁn: e

| tes, cuando alguno de ellas sea eambiaacién 11neal de 199'  ‘

La hipﬁtesis es que' E Y linealmenta-dapendiente 4 se"

debe demostrax que 0 es una coibinaciﬁn lineal no- trivial

n
§51 j‘j* nntgnces 0 - E £f14 + x

S | 3#1

i

n
Sea 0 = .E i. con algfin z, ¥ 0, mea &ste i, enton-
5 | t;- L3 33 o 2x '
ce 1 - X -"m‘-o o
f- f; 3 Ie
Enn el caso de gque 8 no sea linealmente dependiente,
entonces se dice que { o©s linealmente independieante, &
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qms sus vectores son 1inea1mente independiaﬁtes.

ﬂsando la negacién 16gica se hace notar que un conjunto
de vectores es lineahnente in&ependlente, st y sblo si, cada
vez que el cero sea combinacién lineal ae ellos, lns coef1~

cientes son negﬂsariamente cercs.

*Es decir ﬁ es 1inea1mente independiente - ¥

1%1 , _'1.==1.i.i

”.1:, =ty 2y reeeamd = 0

Observaciones:

1) un conjunto B = {Xx} es linealmente dependiente = X = 0

{ya gue si quitamos a 'x de B8, gqueda #, cuya Gnica
combinacifn lineal es el b';' por aefiniciﬁn) .

2 un can*mni;o R.= L% 51 es lineailmente Gepandiente e
‘*am!&:} Aax' =4, & X = aj. Es decir, {x, gy} es 1i
nealmente independiente * X y ¥ no son éolineal‘.es.
Anilogamente {x, ¥, 2} es linealmente independiente
%X, 4 ¥ 2z no son coplanares.

353& a 7£e'a ;inealmente dependiente y o C 8, entonces B
#3 linsalmente dependiente (ya que si existe una combina.
cifn lineal de o que da el cero con coeficientes no to

408 cero, esa misma con ceros paracada X € 8 - a, da
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' la"ghe se reqhieré para la aefinicién de dgpeaéehcig

lineal para B es decir, si: a = {x1,x2»,g.,xn}

W

8 :{‘xf,xz:,..;;'xn,y?‘,y‘z,;“,ym} '
5 - git X, can.zt? > 0 (no toda £, = 0], entonces
7= §1i ; + §0yi Y}robviamente‘ﬁq tndas.lbs.cgefi‘;r-

cxentes son ceros.

Corolario: si 0 €a, o es linealmente dependiente, .

. Corolario: f si B es linealmenta independienteg y aC§g

entonces a s llnealmente inﬂependiente. 7

Se'ar V= Rz

B - {(1 I) li 0}} es linealmente independienta-,,%#

ya que 81 t tl 1} + 201,01 = (0,01,
[31 +t2,£1) #= (0,0} entonces z, + tz =
54 ,tg f 0 y - zi = zz = 0

sea V = R?
B« {(1,0], (2,00}
207,01 - 1{2,0) = [8,0) i.e. 2(1,0) ="(2,0)
% los vectores son lineal

- mente dependientex.

Ejemplo 2. I O



Ejenplo 3.

| SEa V R3 | |

: 8= {” ¢, ﬂi (0 f 5’ ﬁ? 9 11} 1mealuente inde- Cel
Pendiente.v o | V = B

| '..,fm&ﬂraﬁiﬁbn’- z, H 0 01 + 1: (0 1, Gi + ,;: ga 0 1;

R f-t tz,t! {8, a,zﬂ *t . t :63

" __t:n B
&
;‘ =

.'Egmpla 4.
Sea ? = R3 : , , ,
g (1.1, r), :r 1 a) 11,0, m} llnealmente inde~

pendlente. » | |
e Jf 4 *“f g w o=
at1 + .tz + t3 = ff
=1 3‘:1 + tz = 0
S E = 0

Sea V = R
B = £11,0,01,00,1,01,00,0,1},11,2,3)} es lineal

mente dﬁm&ientm
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Demostracifn: Si t,01,9,0) £ 2,00,1,00 + £,10,8,3} «
* tdll,g,31 * E-ttet‘.,’. v
g e 2t ¢ Rt ¢ 3E,] < 10,0,0) '3
se puedentencont:ar‘?ale:es-de PP IOL A
‘no todos cerc tales gue satisfagan (1) | |

, ,’t"! "ft‘a

4’.2 ’*. ;tf'tls
en particular, si té L |
t, = -1
F Y
137* -3 . es linealmente dependiente
- 6 -
(1,0,08] + 2l0,1,01 + 3(a,0,1) = {1,2,3]
Ejemplo 6.
En el espacio vectorial de l#a funciones reales de va~-
riable real, el conjunto B = {sem x, cod x} es linealmente
independiente.

Demostracidn: si zirban X + tﬁ cod x = 0 derivando cbtanemos

t‘ cesd x - tzéen x = (I para cada x € R,

sden x cos x
L "‘r { g y :-
cod x -~ sen % ¢
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1

S :,t2,= ¢ necesariamente. Es decir, 4seénr x ¥ ©od X
son linealmente independientes. /

Ejemplo 7.

‘:Bn el misﬁa~espacie vectbrial del ejemplc 6, si
X 2Xx ’2‘3"} .

3,,?‘{ 27,87, B8 es lihealmentev indepénd:.&ei;zte.w

Demostracibn: si 2 e* + izﬂzx * I3g3x = 0 derivando 2 ve

2%

i«tiex + ‘21:29, + 31:!:32.33 = 0 ces, se obtiene

at,'__e}x + \4:22?" + 91:323“ =0 y<, €2,

e X 2% 3% - - ]
e*  2e®* 32%% » 2.5% 4 0
| gx. ,4223 ggax

. ¥+ 4, =4, %f, = 0 necesariamente.

Criterios para Determinar Independencia Lineal.

Es importante saber si un conjunto de vactores es li-

nealmente dep;ndieme © no, y por eso se han desarrollado

1) Se considera una combinaciSn lineal de cualgquiera de ellos
que Sex cero. Y si a partir de ésto, sBe puede concluir

gque todos los coeficientes son necesariamente ceros, Sse
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i héhrﬁ'probado~qne el conjunto‘es linealmente indspene

diente.r

.2) Método del determinanée. ‘cgﬁaisteen ccnsi&erar loa'deé
,terminantes que se pueden extraer de una matriz de mxu.
lnlremos Qque un determinante de orden A se puede extraer

| de una matriz, 8i tachanao un nimero adecuado de renglo-
‘nes y/o columnas, se obtiene unfarregzg cnadraﬁa‘dg nxx,
éue cortes§onaa al détérminaﬁte gue se quieré.éonsidéiar; >

E§8@plo, si M  es ia matriz ’1 2 3 eé un de-

| \s 6 71

terminante que “se puede:extiaer‘ de #, tachaada-l% la. y la
4a;vcalumnas. Supongamos que tenemos A 'veétéres”aei eaga?~
cioc vectorial R, &stoc es, tenemcsﬁ'&=eae§das de ﬁﬁm&éﬁs ﬂﬁi
les. Si de 1a matriz que se forma poniendo los vectores, uno
B debajo-del otru, se puede extraer un determinante @& XL
que sea diferente ae cerc, enténces el conjunto es8 linealmen
te independiente. Si todos los determinantes de xxa que se
9ueaen extraer de la matriz de los coeﬁicientea son ceyo, en~

tonces el conjunto es linealmente dependiente.

Este método es el que se usa con mis frecuencia para los
subconjuntes de vectores en los espacios de dimensi6n finita.
Sea B = {ifiiz"‘*’ilg gn ii L g‘“i!‘aizt'l."’a‘inl’

L= 1,200 m ¥y
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| TEORE&&:VVE es linealmenté de?endientef*ﬂvé de mxm ex-
trafdo de A, 4 = 0. Yo GQuivalentemente B8 es linealmen

te independ:[ente * FA de mxm extraido de A g B § 0.

~ Este criterio puede usarse cuando < n, Como sSe vg¥
r8 despuls, si m> n, entonces la coleccibn de m vectores,
siempre resulta linealmente dependiente. {ver corolarios del

Teorema del Cambio).

Demostracifn del Teorema.

(Ind/m) Sea n € ﬂ fija T - e e
Base m = | ' )
'si B = {x}, B es linealmente depenﬂiente o3 =10

{como se viﬁven la observacién l} y Lotado & de Ix] ex-

trafido de M (cada componente de xi es cero.

Pago inductivo. °
Suponemos cierto el teorema para al caso wm » R, Esto

es, un conjunto con & vectores es linealmente independien



'-zxa .

te =3 un determinante 6e Exk f 0, extraido de la ma~-

triz de las c'omponentes,‘ ¥y sea B = {z’,xz,..,,xkﬂl

?rimero snpongamos que todo A de Uz*‘f! x Lkﬂ 1
cero, y prcbaremos que en este caso B~ es liaealmenta de=
pendiente. Si {11,x2, - .,x } son i.d. no hay nada gque
| probar (por la observaeiﬁn II} o supcmdiemos que sOn li-

nea_mente 1nﬁependientes vy (hipﬁtesis de 1nducc16n}

Zi -4 0 en dcmde

a

11, ¢

g#sta..a

14y Ty

) ‘u
‘ - i . . ) ‘
*

a a Wl“'!-’!ﬂa‘
kiy "kin kig -

13 %117 0 %y
e e iee e g B S — B S

%413 Beriy """"”‘"akﬂ:lk

Yaque si 3 es algunas de las i, 4 = 0 por tener 2

columnas iguales. (ver mis adelante).

Ysi j¢ {""1""'2;“""51;}' Aj es uno de los determinan
tes da A de {k*1}) x {k+1]), que por hipStesis es cero.

Desarrollando seglin la la. columna, se obtiene:



i e e i w wn K¥2 e
{ojo, & ¢ 0)
¢ o * L . + » . .
! ] - -~ L e s % ™ .ﬂ y
akéﬂj‘ i ( "-alj;Afl “2j1&z» : * ak] 'ki
' iniend = T L, se tienes a Ze.a
definiendc ¢; = = - r 96 LeM ktty To1043
3”zitza§ﬂixi;_.es decir, B es 1inea1mente\ﬂependiente~
- 2a. parte,
:W%*‘ Sl, B es llnealmente dependiente, entonces uno de sus

vectores es combinaci&n ;ineal &e 193 demss, y,n en A un

renglﬁn es ccmblnac:i.én la.neal ﬂe los otms ¥ -~ todo detemznan ’
 te de (h*l} x (k*?} gue se extraiga de ella, es cero, ya 

qne A debe inclulr necesariamente a todos les rengloneﬂ

(k+!!

’3} Héto&o del Wronskiano. en el eatudic-de las ecuaciones

dlferenciales coma las éoiuciones de 1aa ecuaciones:lineales
e Irnnnﬁaanh 64&35nstaﬁg:11naﬂks homogéneos, fbnnxlesuacuxzﬁecta—

riales de dimenszidn £inita, es importante saber, cu&ndo un nﬁ

mexrq adecuado de soluciones es linealmente indepenﬁiente. Pa

:a estos casas, se ha ﬂesarrollado una técnlca que se canoce

con el nonbre de métoda del w:onskiana, ¥ que, consisﬁe en cal
cular un determinante de funciones que consta de las soluciones y sus deri

vadas.

Definicifn: sean ¥y, ¥ 4, dos funciones gue tienen pri-~



de ellas
Y, g2'
y;'yéi

.Queies una fuﬁéiﬁn‘der“f' en R, ya que v x & y yi(xl'

’5'2{15, y,ix), yztx! son nﬁmeros y

;»ﬁig{ _-1’_g*£x1 : ngxii_
RS T - e es un nfmero real.

Por eﬁémplbt si- y, = g,x,,gz * '229:
5,0 (0) = e @11 ap
Hy. ;4. 110} = _ REE
| »1.’ ,2 . ' | a' 222(03 ? 2
. Se extiende 1la 'def:{nicién de Wronskiano para el caso de-
Tﬁ mas funciocies, ‘{aé mmerrﬁatuﬂ;ﬁ =7 X S R
yi = sen x, y, = sex 2x, g_i = sen 3x entonces~
| sem x  sen 2x  sen 3x
&Iy‘ ,y y ] =] cos = 2 cos 2x 3 cos 3Ix y, entonces

T -sen X -l sen 2x -9 Aen SxT

6 0
wid} = 2 31 =0
0 ¢ 1
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o Sepueﬁ‘—‘é_&emastrif ‘gqueé si para toda R E T el o =
Wronskiano de n funciones es diferente de cero, entonces
- las =n fnnciones son linealmente 1ndepenﬁientes. La condi

cién es necesaria y suficzente.

Pava el £aso de las ecuacionas diferenczales se puede
prcbar algo m&s. que el Wronskiano siempre es negatxva,sumr
pre es pcsztzvo, 6, siampre es cera, y por 10 tanto en este

 caso‘basta calcular el.WrQnsklanQ~pa:a un valor adecuado.de
: 1a'vaiiable- Si‘resulta diferente de cer6,'entonces. W es
‘siéﬁpre ai erente de cero, y las saluciones que lo componen
son 11nealnente independientes. Se prueba que~en»general,
W = keffx?,y;si.k'z 0, W=0%¥Y¥x, si k>0, Wix} >~0.

LA . A PWTRTIRT ¥
ML ‘l vaZQH e e e S O SO

Definicifn: Sea § un conjunto de vectores de un espacio vecg

torial V., se dice que g és una base de v si cunple 2

condiciones:
TR es limeaimentes fndependdente. oo o L i

2} B es un conjunto de generadores de V.

Es decir, B es una base de un espacio vectorial V,

’si Y solo =i, todo vector de V se puede escribir como com
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blnac én llneal de 105 vectoves ée B eﬁ :@vma ﬁni@ag

Aceptaremos sin demostrar un hecho‘fundamental, Todo
espa01o vectorial tiene al menos una base. Elkconjuhto-va
cio cuya finica combxnacm&n lineal es el conjunto cero, se
supondr&-tamblén:11nealmente lndependzentei En este caso,
es la fnica base del eSpa¢iQ-vectorial que consta solamente
"dél cé:d. Si un espacib~veétqriai tienefuﬁa base con un nt
',me:o‘finito dé.vectérES, se dira que es un espacio de dimen-

siﬁn'finita._

Definicifn: un espacic vectorial es de dimensibn finita, si

tiene al menos una base con un nfimero finito de elementos.

Son espacios de dimensidn finita ademis del gue consta
sblo del cero, todos los espaclos de enecadas que hemos esta

do considerando ‘hasta aquf.

Y se puede probar que son todos, en el sentido de gue .
cad& espacio vectorial de dimensibn finita n es isomorfo
{indistinguible desderel punto de vista del Algebra) a” un
- espacic de ensadas.

Como ejemplos de espacios de dimensifn infinita, consi
 derenos el conjunto de los polinomios en una indeterminada

X.

El anillo de los polinomios reales en una indetermina-



b

ﬁ—--—» - S S SO S S S

TR ST SARISALE B Tn CSSS SRS SRS SRR R e Jv e

ﬂaf x;'ﬂfk},-en el.égnjugtd
: ‘R[k‘z.]_- = {s: N 5-4‘3 t sln} = 0 _pa:-i::a .Caéi toda '?n} .

‘ Entonces el conjunto infinitc de pol inamios {i 6 a,.,},~
{p,1, 0,.,.) (8 9,,.,,1 0,,..1 es linealmente independlente :

 _ Y genera a todo ‘R[xip que, par la tantc tiene una basa con.
un.nﬁmero 1nf1n1ta ﬂe elementos,; Se dice entonces que ;R[zl,‘"'

¥ es de dimensibn infinita* .
- dim R{x] s‘ ’==’ - ‘Lﬁ')

Sea vﬁ= {§ «1{0,7] ~*<R} que, cémn vimos antes, es un
espaczo vectarial real. Bntcnces el congunto B {5 {0 H*@L :

x.E {0, 7}} en donﬂe cada { se defina

es un conjuntod linealmente independiente,
Luego dim V2 w (%,

_Otro espacio importante de dimensifn_ infinita 28 el es~-

pacio de las funciones reales de clase C".

Debe gaedar claro gue las definiciones anteriores fun~
cionan bier a condicifn de que se cumpla la siguiente afir-

macidn: =i B, ¥ 8, <on bases de un mismo espacioc vecto-

1
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riai. amhas tienen el mismo nﬁmeto-de'éiementas.f‘

o Esta afirqaCiGn.se_demuestra_fﬁciimenﬁe;en el casoc de
los espaciosﬁde,dimensién finita, como}ﬁn cnraiatia[&él f@&,
_reha~de1'Cambipf‘(vervadelanté) y tambifn es cierta en ei .

- caso general.

Teorema del Cambic. "

- El Teorema del Cambio dehe au'nambre'é;'hecha,de»que se in-
tercambian unos vectores de un conjunto por otro. Se enun-

cia a continuzcifn y se deja sin demostracidn.

TEOREMA DEL CAMBIO: Sean a = {21,..,,in};inealmente inde-

pendiente. B = {Q’;...,Qm}:ﬂrun conjunto ge
_ merador de ¥V @&, BC V entonces nSm

es decir, "en todo espaéiO‘vectorial el ntmero de elementos
de los conjuntos linealmente independientes es menor o igual

que el nBmero de elementos de los conjuntos de genera&dres?.

_Entre las consecuencias de este teorema tenemos:

1) Para todo espacio vectorial UV, 2 bases cualesquiera siem
pre tienen el mismo nGmero de elementos.
Sean 23 = {x§,x2,...,xn} 'y B = {ga,yz,....,yl} dos ba~

ses de V. Entonces, puesto que © genera y § esx li-

- nealmants indenendizats. m < A, peioc como raciprocamente,

TN st e



B es generado y « ~es’l:nealnente’indepenaiénge, n<wm

- R = WM.

| 2) En vista dél punto anterior y del "dogma de fe", de que
todc.esyacib véctorial tiene al menos una bésé,'se ?ﬁe&e |
ver qqe,hay,para'cada[ESPaéio vectarial_ﬁn nﬁmé:éwmuy
bien determingdo'yrqqe e$'a1guno$ caﬁos lo caracteriza,
a saber; el nimerc ds vectorés que:tiéne una gnalquiefé :
ide sus'basés. A ésté se le llama la Diﬁeﬁsiﬁn éel Esya—. 
cio'Vectorial.
Asi pues, para cada espacio vectorial ,yg'}si h es el
ntmero de elementos ée.cﬁalquiera de sus bases, n 26

llara la dimensifn de V.

3) En un éspacia vectorial de &1me§§i6n finita n, n+1 vggr

- .

~_tores son siempre lineaimente dependientes, vy n=1.. wee-. . ——

tores no pueden generar a todo el espacio.

4) Todo conjunto de vectores linealmente independiente pue-

de completarse y formar una base de un espacio vectorial.

;;:tﬁdafgi;é;fifiiég;:#ékéiéé;é&é:ﬁ;”éééééigéﬁééidéi;i‘es
de dimensidn »n, sl y solo sI, tiene una base con n ele-
mentos. En este caso todas las bases tienen exactamente n
elementos. Asl por ejerplo, el espacio R es un espacio

de dimensiSn 3, porque tien¢ una base formada por los vec-

y by . s £ . -
T %%}.’"%% 7"““-; }‘:, 5 y s
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U En general los espaczos ‘vectoriales K", tienen como

bases a los conjuntos qne Se conocen Como {z }s ¥+ gque se

definen como. ‘sigue:

Sea V= R‘* Ea
g 23” ‘(?,’0,‘.‘.}',0’
e, = 10,1,...,0}

e, = (0,0,...,7]

 Resulta inmediato que si o= {e’,-.,,zn},_ entonces a
es linealmente independiente y genera V. o se conoce co-
mo la "base canbnica* de R°. ' =

Una consecuencia del heche de gue todo conjunto iin eal

mente independiente puede completarse a uha base, es que

R i | un‘"caynt.-&\r vcbwz:.dx ﬂc ummm:l.un‘ “H; wvectores 11‘!1&31.

I
i
i

mente independientes siempre forman una base, y por esta xa
zén, si conocemos de antemano gue la dimensidn de un espa-
cio vectorial es "n®, para determinarlo completamente, nos

bastari con encontrar a vectores linealmente independien-—

e =-pes, De ahi Iz importancii de tener metodos para ‘poder ave
riguar la independencia o dependencia lineal de los vecto-

res. (referencia, ecuaciones diferenciales).



| p}maucm PUNTO.

CQn objeto de iniciar el estud;a &e las. matrzces y ias _ '?

Exs

”jT L. comenzaramos gcr aafinir una aperac;ﬁn qﬂa se efsctﬁa

entre dos vectores, ¥ cnye pfcﬁu'

. es. un nﬁmera‘real.' Es o
éec;r, es una funciﬁn ﬁe WX V***IR’ que se cénace como o

oaucte pnnt@ 6 prcducto escalar de 2 vectores.: Para el

 cas0 de-Las vectores r", las enea&as, tenemas gque:  5

e E FV_ x. v "* R »-v_se" H'gf}ine: o

X g 1_,11161 . -

si n= 3, X =11,2,3], j » {3,2,]1] entonces
ke g o= 1(3) + 2(2) + 81} = 10

Resultan inmediatas laa-propiedadés siguientes:

i L7 [ 5 I
i Wasit Pttt L4
MMt oME MY
L] L] . L
B oAt M
wi ‘
N
,
o w
ity -
*i
*
%
W
L g
M



él

Las piépzedaaes 3 y é;s& expresaa tamézéa dxﬁ;enﬁo que -
elrérodncta,punto es lineal en el sequnda Iactér, ¥ en vxs
ta de la propie&ad 2 que dice que el proﬂucte punto-cenmnta,
se resumen las- progiedades 2, 3 y~q~Jﬁlclendo que el produc

. to punto es una funclﬁn bllzneal. A la prcpmedad 1,,tamb1énlvx

| ‘se le menczona dicxendo que el producta punte esté deflnldc o

en forma gositava. ’VT“ ,Ql@f,'~ ff”*' f;ls;f-;,‘ ‘*;';-;%t'¥
ﬁ,-», En,élgebra lxneal es costumbre abstraer 1as propiedadeg“ .
de las operacicses, y asi en geﬂeral. toda funclén de
u x V= R que tenga las prop;e&ades de 1 a 4, se llama un.
‘ -productc;escalart'{qinna forma:hil;neal deflnlda_pOSLtivamegﬂ‘

: tE) %

Definicx&n, ‘gn vzsta de que i,;,i s;empre es un nﬁmer,»
ro'real, mayor o igual que cero, y que todos 105 nﬁmeros rea

1es mayores 0 mguales qqe cere tienen una ﬁnxca raiz cuadrad. '

‘. da positiva, s suele tomar ésta como la NORM& del vector
1/2

X, Qrsea, "gl tamafo de X" es pﬁr'definicién {x.x}
Exd s (x.x) /2
- de la definicibn se sigue gue:

-

1) IXE >0 1%t = gex =D

o

2) bokl = jajixd

{en particular 1x! = ¥-Xi



ya que - S | -
F-xb = B[-11%0 = [-T]9%8 = txI)
3} €x, §-€ R", |x- g| <1zl g . .

£) Ix o+ gt K IXI + Byl

,?aé;.fuﬁcién”deruﬁ esgaé;o vectaiialr_vr en lasrnﬁmercs o
:ealeé qué satisfagi las propie&ades 1;2 y 4, sefcbﬁéee como
cna‘nc*ca. Los espacios vectoriales de dimen51ﬁn.fin1ta,‘
fensadas de nﬁmeres reales} 2O espacins que tienen norma,

por 1o cue se llaman tamb:.én espacios normadas.

*= términos de la,ncrmaise‘define la distancia entre 2

vectores de.la manera siguiente:

Sea V‘ un eSpaaio vectorial normado, con norma 1 1.

Definicién: si x y y &€ V, d(x g) = 1x - yl, y entonces

1 dix, gl > 0. d(X,5) =0 * X =g
2) dli# 573 * d(?,i! ' ‘
3)  diz,yl < dix,z) + d(z,7)

La funcidn que asocia a cada pareja de vectores un nfi~
mero real gue satisfaga las condiciones 1,2, y 3 de la fun-
¢ibre digtancia se llama éna Métrica. Podemos decir, gque los
espacios normados, (Y en particular las n-adas) son espa-

- cios nétricos.



Por ﬁltxmc. mencxcnaremos que a partir de la né%fiua )

_se puede definir el conceptu &e “canjuntos ablertos '.:Se,,

:ggedgkantrcdncir_gn el-espac;G de_qug:sertrate,_ung tqpoyng¢f1;

o gta, c?’?*flﬂvsual'ﬂﬁl podrk hablar ’délcbrxtimxiaaaf étc’.‘ B
Con Bl P:Oducta punto sa puade estudia: la gennetx:a St

ﬂe las eagacios Fﬁ..» ' '

vlsta de que ) »

REAIRE lxugt pasaque -

“1< -,E;i_-c 1

lelgl

vy va que a cada nﬁmezo que estéA € i~ 1 11 -ie'tariesgonée:'
uan- ﬁn;ce'éngulo cuva cosena es ese nﬁmezo, se accstumbra de

f;n;r el dngulo que ﬁorma 2 vectores; comn el éngulo cuyo

R Y - V- R . .
TR e R R SRS S L g st i el i SR ST N S R e o it s e s e

X . 7
%] 1]
en el caso de que tanto X como ¥y sean‘difereaﬁ38 de ce-

TQ pues el Vecta '5 no ferma ﬁngula con ningﬁn otro vec~

' De acuerdo con esta definicidn, dos vectores son orto-
gonales, sl y solo 8%, su producto punto wvale éeno. N&Stase

que para esta definicifn de ortogonalidad, el vector 0 ya

_ _pusde incluirse. ¥, en vista deque #-2z = J,¥z wector,



R L ﬁu....

B T

] sﬂoztogenal 2 cualquier»vecter,'Ihéiuiﬁb'&l‘mxs P

es el ﬁnicc con.tal prapie&ad, ya que si % { 0 x,x,f 0

Y "?xx X.‘

Matrices,*

| Como es fremzente en el estudio de la matemﬁtlca., }.cs L
' ‘cenceptos nacen de una s:!.tuacmén en partic:u}ar, se ﬂesarro *‘F” '
' 'llan para 11enar 1as neces;dades explicitas ﬂe un prmhlema{,.:
- dado, pero después, el cance,pf;o desarrallado z-ngne crecz.en
:do por si mlsmo, v supera con. mucho al problema que le d15 ;'

f-or;gen. Tal.es,el caso:de 1asvmatrxces.’

Pr:.merc a"efinz.remos para c:a.da " e s* IN* = {1 g, “_n i

£1,2,,..,n}reg. »13 A, 2 3} de acuerdo con . éstc,
si m, n € N.
B ! ﬁ,:g{{g%ﬁg%;?;:amazgiggffi;ﬁﬁfghgﬂﬁég;;354Lr;¢}q,4;};:¥£m;;;;;;g;m:;:

'Definicién' Una mtxiz M de mxn con ceeficientes tea~

1&3; 88 una funciﬁn Mo Zi 4 I_n - R,

- Be acostxmbra éescrihif explicit:amente M, por medio

o de un arrecle. restanqular do Lf@ﬂﬂlﬁhﬂs_uﬁﬂ. mlma& I

wamw‘g e e

‘de manera que el elemento (real) ¢que ¥ asocia a la pare- -
ja {£,§} se escribe en el J-8simo renglbn v é&n la -

&sima columna.



e i . ,_65‘—-7 ‘4?_. : YT'#A’ ___w _ *:‘%”! AAAAA 5
“5é$é¢o* . S R
e
¥ 1 2 0.3. 5z

. en 5onde MI? 3! * 0 3
QJnxn 'R}  "&1 conjunto de laa matzlces de mxu con

fcaefzc;entes reales es un esp&cio vectarial xeal {ej.;5

de esnacios vectcrialas), yc A »'7'L 'v'_» “ ' o

1) Si M, & scn matrices, R ?»N‘Téiry salb,si,'tieﬁeﬁ
"'zguai éeminxo tmlsmé ﬁﬁmers ~de - reaglsﬁqs - dg*cé_ua~

‘nas) ¥ en cada "casill&“ (lugar) tienen el mismo nﬁmerc

{H THE son.i&ﬁ”iic&EYT* e s : b Bt
e [« 4
Sea h-‘\_c d'.sg %‘-‘!kg- : h;

i o it e e e bt e et e g A

2} % ¢ N a8 pueden sumar, si y-saia'si, tienen iqﬁal,eg;

__winio, y.en este cas:, sSe suman componente por componen

o

=




3? si €R, oM es la matriz gque resulta de multiplicar

cada componente de M por a.

R L R RS B2
L -1 |
0 1

‘ '~ 1 (1 1 -2 ,
7 aM =i _ .
[EET DN » ;7:“;:: IO E ORI o wIoh Lmmw - T L ‘;* .‘u" e : — - .-' 3; . '.:*: .T“v B ; i 1,—. TL T e T e P i el e 3 LT T nun T Tl T genifmm s st

Sea a= -1 vy,

G

4) Upa matriz cerc es la que tiene 0 en cada componente,
vsei ME H;!-ﬁ es la que tiene en ¢éda componente al
inverso de la correspondiente componente de M,

mEm— iR mmmlm srmm—r e o TTTWE L J.Zr:»:—:..: - H o 3: -= -1“ Tt omr e “‘;2 == -a':f : ‘3-3:’ B - I < P
Sea M = , ' ~-H =}
1 1 -2 0 i ‘



ﬂultiplicacién de hatr'iCes. |

‘Para pader estudia.r lag transf;ormaciones li’neales ¥y =
sus composicianes) de una. manera. cémoda,' 1ntxoducms aqui
} la def:.m.cz&n de multxplicaciﬁn de -matrzces, que‘ es una ape.
’S:?aciﬁh ée - Mipxm : Rl x ¥, {mxn R} > #p,n ":} ::{2} defmda: ,
51 A € R{,{pxn : Rl y BE€ M,{mxn E P) '_v'en—i:once‘:s} A x B es
la matriz de ;H.{pxn ; Rl q‘ue-' tieﬁe en .elrlu'giar . RET j“i' al .
produ_cto punt»ovdel '»4,-ésimo renglﬁn de A por la j -8sima

coimﬁna 'de B,

" Ejemplo:

Aunque esta definicifn pueda parecer artificial, se jus
tifica plenamente cuando se consideran las transformsacicnes
lineales, sus composiciones y las matrices asociadas a ellas,

{ver pig. 53).

N S T



ttanéfOxmaciones‘iinéales:

Una parte medular del algebra 1ineal es el estudio de  ;”
las'transformaciones entre los espac;os vectorlales que pxe |
servan,su estructura.f Tales ﬁunczones se conocen~como trans.
farnacianes 1ineales. Puede deczrse qae el &Igebra 11neal
es el estudio de los espac;os Vectarlales Y sus transforma-‘-
ciones (llneales) Y a ellas nos referlremcs en los parxra-
fos que siguen. : 1’ B - |
}ﬁafin*e’ﬁn: C ﬁﬁfﬁéremos-dos%espacios-vectorialesr{V Pt}

¥ f{m:; 2, 8} en donde + y . son las correspondientes

su”as de~vectores y'ir y - lcs s*odnctos -ezcalares.
Una funciﬁn“F : V- ! es una transformacién lineal si:

F(x * ;) ='F1x) @ F(yl. Y

F(mfi)'é aef(xl para Vx y y e v o€ R :

ﬂbsérﬁese=qué se ha.usada‘distinto simbolo para la
- suma y el preducto esaala;, para anfatizar el hecho de que

pueden‘sercdiferentes'Operaciones en cada espacio.

‘Algunos ejemplos de Transformaciones Linealés: =

1) Para ¥& F[(X) = B (la funcibn cero) ‘
2) ¥x Glx] = x {la funcibn idéntica
y=R"
(n=m} r k™

3) w(x)] = x,

(v es la &-ésima proyeccién!llrii

en ﬁcnde X = (zl,...,x ¥




e e e e
'4) Las rotaciones del pilano alredeaor del origen R
SR - - o - (e
Anem=2) W
53 Sea v ¥;R?‘ en dande la suma es el prodncto usual Y el
producto escalar es la expcnenciacién (ver ejemplo pég,
10} ¥ w = R, con las aperacxones usuales, Se daf;ne ‘
F R, 4*? camo sigue' Fiif?a 7nx. Obviamente esta
k.'funciﬁn tzene»las nropleda&es que definen Ias transfdr
" maciones 1ineales. : | |

Fle o b) = Inab=Ina +Inb

Fle ® a) = In a® = alu#_

Con objeto de usar este ejemplo para una aplicacibn .
posterior haremcs'éos ohser%acibnés;v A »

1) en V=R el "cero” esly F(O} = Inl = 0
o2y e = 1 e .

Nb6tese que si en vex de usar el in, se hubiera defi
nido F = log, (para lo cual a ¢ 1) la funcidn resultaxfa
igualmente lineal.

— - —Fn scte cagns . {1} = 0 - B e el
ti{a} = 1

Algunas propiedades de lss Transformaciones Lineales.

1)

-

Si T es una T.L. F{B] = 0

b=
l
j



2y Las T L.‘Sdh continuas.

13§, La composzcién de transformaclones llneales es una T. L.

(es dec*,. si T:¥V¥-W v S : W~ z son T.L., en~

tonces ST : ¥~ Z»-eé[?,Lf).

,4)  TEOREMA: Sea UV ’unfespacio vectotial de dimenéién n,

y B = {x,,x 2,...,x } una base de V. Sean
91?52""’5 _yectores de un espaczo vectorlal
- W. Entonces d T.L. T ; v *_Q;lei) =Y,

7 i - 1;2;0#’-;‘“&‘

Es decir, que una transformacidn lineal queda bien de-

terminada por las 1mé§enes de los elementos de una base del

- dominio.

Demostracifn:

et e A e T o

‘Sedan "V, W espacicg vectoriales By - e s el

g = {i,‘ 2 . LN in} base de V¢

{&1”’*"&n} C ## {(no necesariamente diferen-

tes).
‘Se trata de construiruna T ¢V Wy, — tra ansforaacisbn —  —

lineal, v que T(xi] = u, i=1,....,n. ¥ después se ha

r4 ver que es la finica T.L. con esa propiedad.

Qbgervaciones:

1) paracada x €¢,'3fla,,...,a ] € R, %« a X+ .ta X

o



w5l e

e)emplo._ s1 {ll 0](1 JJ}A es base derrﬁ,' v x = (f 3} T
entonces “(a1,a2) = [-1,3) ya que (2,3) = —T(I,ﬂ] +}3(1,1).

| £a1,...,an) sé llama "el vector»de'coordenadas'de X

con respecto a B”*.

2) Cuando el vector de coordenadas de X sea la,,...,a ),

escribiremos .£-~y(a1,;.m,an)

- Entonces si xﬁu~{d1,,.¢,an). {x = §a x.}'

Gttty 05 B,

E"' g‘.(-n’.’ai +bijoslo) Y ai:—.‘(.&--t»a,

""‘Q‘ai;';'“"

3)W i, £ 5 1,000,

ii~»~(a,...,';o,...ox

e ...._._._  d-&simo lugar

n
:[81
"es el vector de coordenadas de x.

Se define T : V - W, T(x) a. ul, en donde ta1,¢..,au)

En vista de 1, T esti bien definida, y por 2) es

— e = BT, Adomfs va que _ii“"-'_-—( Oavsasdaensal), T(;; } = &i A

e =

II. Sea S : V- W una T.L.4 S{i } = &i i = 1,00eesn
entonces S{x) = S(xa } =2 a S(x ] = 2 aiii = T{x)

5 8 =T e.d. T as finica.



- = B2 -
Consideremos el ejemple de las rotaciores Rg de un
fngulo 6. alrededor del origen, en el plano.
En este caso, la base ¢an6nica>del dominio fRzi es
{{1,01, [0,1}} y se tiene que

L= f1,0%, Re(i):s {cos0, sens}

ji=l0;1) Rylf) = {-sene,. cose)

110,71}
1

(+azna,coaé) Se088, sent)

v 5 -
RS & 2 5 S T

el

Aplicando la transformacifn Ry; 2 un vector cualquie

ra, digamos

X = a, + hﬁ' ;ﬁéiiiﬁ;-Eké?l]”¥“3?éij7?i‘”:;l“:”'*”‘f‘*‘:*:=
*= af{eosd, aen8) + bl-send, cosB) =

= {acos® - bsen6, asent + bcoad}.

Observemos que la primera componente s¢ obtiene forman
- do el producto intexrior de {cos8, -send8) con [&, bl,
mientras que la segunda a2 chtiene al nultiplic:£ V(Jeie ;



coéei con {a,rb},'

Luego la rotacibn Ry coincide con la transformacién

lineal definida por medio de la matriz

;,ca¢a ‘ -5en8y , seglin la recefa:' :
| , R o - a1 o
sen® - cos® | - R {x} =| - ‘ en.
: T P | :
Iy
- donde x = » .

. Generalizando gi resultado gque se ve,envesfe'ejemplo,

T(ai) - 6—1 y 1= 1,....4m,

T _esﬁé»aada por la recéta  Ti%] = A% en donde A es la

matriz cuyas columnas son los vectores b* (i = 1,....,n).

- -

Es.esta circunst_ncia,la ﬂﬁﬁ=u-¢~rv§ﬁ:v= zaentxxlaaf‘las

transformaciones lineales con las matrices.

COMPOSICION DE lﬁﬁﬁSFDRHACIONES LINE&LES Y HULTIPLICECIQN

" Supongamos q_ue T . Rn *R" y 8 : RN— RP sop trans

formaciones lineales dadas por las matrices A y B de Srde

nes mxa y pxm respectivamente.

La composicién S - 7 : R® + RP? tambifn es lineal y
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—0~‘———;——c’-v‘L-‘.——~—-— :

T ’7 ~p pt.u. .u:r ‘canr.v—uene‘ escarnaua—: ch: v‘um m‘fﬁ "4':‘“*‘&&‘*** —PERT
3"En v1sta de la L&entificacién de transformaciones llneales'
‘ con matrices que senalamos en el parrafo anterlor, qulslé-
‘ xamos asociar tambiéntal producto ‘de transfarmaczones ll—
'”neales {su compesicidn), un prgducto de matr;ces y con EStE'
'.}propészto en,mente se busca definir este producto de manera7

. que- C xesulte ser: precisamente'el producta AB

Entances el elemento e 5 de C tiene que ser el pro

- ducto interlor del i-&simo ranglﬁn de A por la J ésxma

‘coldmna de . B. Resumiendo C = AB s;gnlflca que"‘

Nétese qua esta deflnic16n de prcducto requxere que . la
—'dlmen516n de los renglones de A (que corresponde alAnﬁme~'
o &e'c01umnasrqne tiene) sea 1gual'é la-déilas'célumnas de

B (nﬁméro de renglones de B).

Ejemplo: Sean A, B v C:

Como la dimensifn de A es 3x2Z y lade B Zx4, A
puede multiplicarse por B, {en ese orden AB}, v € re-
sulta de dimensifn 3x4. El elemento de la matriz producto

que estd en el segundo rengldn y en la tercera columna,



By

R N+ NS

8°, es decir (3,:0)'<->{~3‘;3'}' = ~9




. caAPITULO M T

- SISTEMAS DE ECUACIONES Y APLICACIONES



" —jjrem:x MD& EQS.!AE_LQ&ES

Besolvanos el siguiente sistama ig*,y—éiﬁ _ >

Par una soluciﬁn del sistem& se. entiende un par ordena;vf';

ao de nﬁmeros realea tx,;yiirgug satisfagaz31““1ﬁéneame§gg:s?uf

las 2 ecuaciones.

Definic;&n' 2 sxstemas de eeaaciones son‘equlvalentes si

i cada soluczén de un sistema es scluciﬁn,del atra 51suema y

*

reciprncaaente‘\ Pueﬁen encontza.se slstemas equivalentes o
"fxntercambiando ecuaciones, multiplicanﬂo caﬁa ecnaclﬁn por .

' ifuna ccnstante dlferente de cexo, &, anadlenda a cualquier ff>

ecuaczén.un mﬁltipla constante ae ctra.' Resolver un slste

marﬁe ecuaﬁiones ea encantrar tudas.sus solucianes 6 &esari

birlas (en el,casc de»quersean inflnitasi de-una manera, "lo

m&s explicita posihle .. 1o gue en general se hace es reem—
plazar al. sisteaa daégrper otro gauivalente, en donﬂe el

“conjunto solucxénﬁ»resulteAaas fﬁcilnente reconocible.

Enel eiempta, Eenemos Gquar

X+ y = Ia, ’ r+y=10 x=6

x -y PR y-4

Hemos obtenido puss un sisgtema de ecuaciones eguivalen~

7%,¥_f,tgfgggg,gglggiﬁg.Eﬂ¥ﬂiraﬂﬁiﬁﬂgiﬂ.ﬂdiﬂtﬂ1 I



e e et e o R A S R R TR SR AR ~5.B

Bn notacifn matricial el sistema puede ésc:ihixﬁe\cano:

ey

- donds A-(I‘)cnlnm;trizda cosficientas & la matriz
 del sisteas, 7 B -

Cogxy o ey

X = {1 Yt Z = ;

' y] z

) o1 1a)
'~ Tomemos ahora la matriz "aumentada®™ | P que -
- oo L o T -1 |

" supondremos que representa al sistema;

X escrlbamos los 81stemas antericres con esta.conven-

czﬁn. Se- txeﬁe pues:

e ,ALl N - ;49\,2_[%?‘7 i ?‘\'A-‘Ii"' ﬁ“””’éj‘ cT
- N N
1 -1 2 0 1 4 ] 1 4
S B.E.
donde B.E. significa *Bien Escalonada”™. (en forma "nor-
mal hezmztiaaa‘). D;remos que 1a lﬁea agui es, lograr a par ___ _

" tir de 1a matriz "aumentada” original, una matriz escalonada
y despué&s una bien escalonada, dado que en estas filtimas las

soluciones "saltan a la vista“.

Definicifn: Se dice que una matriz es escalonada si el pri-

mer elemento no nulo de cada rengln f{excepio =l primerc) es - -



: Sean A, B v C:

-59;‘

td énfuna'cdiu-na.postgrier al primer elemento &iatinto-ﬁe”

_’cerO'ael rengl&n aﬁteriar.' En el caso de que algunas ren-

glones estén fbraaﬁos 3510 de cerae, tales renglones dében

ir hasta abajo. En particnlar ditenos que la matxiz cero

es escalonada.

Se ve que A, B son matrices-escalonadas y e no 1o eé.

Una vez habiendo definido lo que se entiende por matriz
escalonada, daremos algunas definiciocnes mis, gue nos serdn

de utilidad en lo que sigue.

£n todos aquellos *englones dlferentes de cero, l¢amaxe-

mos "coeficiente principal™ al primer elemento distinto de ce
ro {(en el orden natural}., Una matriz es escalonada cuando el
coeficiente principal de cada renglén (excepto el primero} es

tS a la derecha del goeficiente principal del rengibn anterior.



.},_’“"7"'31 _~_____ e _._,‘,. i ‘:T:.:'r_¥ P?U‘ e e
',;neﬁiﬁici&né  Cuanﬁo una aatriz es escalonnda se dice que es

: ;B;E; ,#i;

1) lcﬁ ccefieientes principales son 1 y,;.:. :frf' - Ti_, f;;‘f
‘7552}  scn ceros todcs ics dem&s elementoa. en.ca&a calnnna en f"’

;, dande hay un aneficxente ernclpal.

o Cﬂanﬁb una mat:zz B. E.f.se piensa comc an meﬁela de R
an sistema ée ecuaciones.‘ Ilamaremos Inc&gnitas szas a41as”"
que carrespﬂndenva las cclumnas de los caeficzentes princlpa

les. ¥ paximetxcs al resto de las inﬂﬁqaitas.'-

| Ejegplg;',se;_ia’matxiz ’B,E;

(: s 0 03 ~4\ o -
SRR S S SN SR SUNCE N
\a B ?2 r/ |

Entoﬁcgs; x,'z _y t son las incégnitas_fijas;\;g,a
son los par&métros; ¥ la columna (4,1;!) es la columna de

términas 1n&ependzentes.

Por definicibn la matriz cero es B.E,
Para el estudic de los sistemas de ecuaciones no nos
‘interesara la matriz cero, pueste que, si ésta representara

un sistema de ecuaciones, seria el sistemas




oy talsistanaa tendria éémq-"'}s:olucié‘xrz‘ a todaR“ ‘
En el case de que~la coluﬂna de térmzncs independientes‘,”:

o tuV1era un coeficiente princzpal, e1 sxstema sexia inconsza-! ’

tente (de lo que hablaremps més adelante}.

‘cpmi'éj_emplqs_ de Tma{:z:icesl '?.E;K Vte:xem'qis’:_ R

“ 6} en ,@on&e”'ﬁa{y"2"vi’n¢;~_5g;iitas fijas X, g,

~— .
L
[ e

cgya soluclﬁn es

g=4

e:n '_&or;ae hay 2 incégnitas fijas x,y,
Ty un parimetro gue es £, ¥ cuyo ¢om
junto solucibn es:

x 2 - %

o

teRr
g = 3 - 2t :



'«52_

9’ ; ’ Aqui, hay‘Z 1ncégnitas f;jas x, g; ‘yﬂM,:77
br  vl& saluc;én es:’ | ' |
. Ii 'f_{ix,yi € R ;i x = 1} n {(x,y} =3 R,, yso} n e

0 | :ﬁ n {fx, ] € R Gx +. 0y = 1} lo cual es
' lEvacic. -
— *UrSe dice por ésta que el szstema es’ lncon f f

- fjslstente, &, que "no zlene solucién“ B

En los ejemplos anteriores se ve.que las soluciones de
,'un s;stema de,ecuaclones xepresentado pgr una matrlz 8. E.,
':scn,nés n menos f&clles &e cbtener. Por tanto, algo que se
‘ _puede haeer sxemgre que se tenqa una matrlz asociada a un sis.;
"artema de ecuaciones, es, obtener a partlr de ésta una matrlz
, b1en escalonada que represente a un slstema equivalente (con

el mismg conjunto de solucznnes).

e~ Tomengs el “siguiente “sistena de ecuacionesy

dx + 5y + bz = 15
S Tx + gy + %z = 24
x + 2y + 3z = 6

en esczionada, asociada’

T 77y tratemos de obtener una matriz bi
a él eliminando inc8gnitag Con el método de “suma y resta®.
E interpretemos lo que se le va haciendo al sistema

nsanaa el modelo matricial.



lewese 42 + 5y.+ &z = 15

N
-8

3. X # zg*;’gz'ﬁc~

PasemQSila Jera. ecuacifn hasta afriha ?or\"coqu1agar
15

24

.o
oz

42 + Sy‘¥ 6er_I5‘ 5
_ .

© W N

Cdx ¢ 8y + 9z = 94
 Multiplicando la primera ecuacién por (-4} y sumfndola a
-~ la sequnda o ' a '

| x 4 z

X £ Zy + 3z = & . 7 1 2 3 6\
= 3y~ bz = -9 3 -6 -9

-

0 -3 -& -
Tk v By + 9z = 74 \7 t 9 74

dividiendo la segunda ecuacidn entre (-3}: .

multipliquemos la primera ecuaciSn por (-7} y sumémosla a

la tercera



x’figfszgg
y+2z-3
'5§,f122 18

X. ‘1’2!; 4'52* P

E
e M AN

x + fy + 3z =6 ‘ '

£

multipli@eﬁés la segundé{ ;&aaciéu por {:f:r??aﬁi&esla a
la primera ' | |
- _ x y z
x-z=0 I a -1 0
o y ¢+ 2z = 3 ¢ ! : 3
e ¥ e A
Lox =z X = z
y=3-12 ye3- 1z
_ __* ¥ara obtsner ests matriz 8.E. lo qoe hicimos fué efﬁctuar @perx»
ciones 1lamadas YELEMENTALES® on iaw wacrices. e



Befiniciﬁn._ SE llanan operaclunes elementales en las ma~"
trzces & las aignlentes- 1? Intercaﬁbia de 2. renglones,
' 2} Hultiplicaci&n de un’ renglén por uﬁa,constante dife-

”'nprénte de cerc,r 3) sanar a un renglén ntto-renglﬁn.‘

Pa&rianos preguntarnas si Ias aperacﬁunes elementales j5 L

»i‘canbiaﬁ las ccnjuntoa salneiﬁn de Ics sistemas ﬂe ecuacio~,‘f; 

. nes, é ao¢,;}7«’ . 7 ,,‘-37_‘_ f e

| ﬁe hecho, lo quelhicimcs para obtener una matriz bzen,t ‘
)‘escalanada, ﬁué efectuar las ‘mismas opexaczones que se uti
1lzan en el métoéa ae 'suma ¥ resta" qse se apren&e en la ,.
matemética elemental, y qu& se asa danda como cierto que 31> 
métodc es. vﬁli&c en el sentlao de no alte:ar las soluciones )
- de l'éistema orzgzral‘} Ahera ;xcbareme5.guefe ta s“go ciéa -

' esté,justzflcada,»

TEDREMA Ias operaciones elementales efectuadas en un

| sxstema de_ecuaciones_no altergn:al eanjunto solucidn.

Demostracifn: Sea el siguiente sistema

TET 7** 4I“ X:I*"F’“d‘zii - a}}'}fs— v o o T ;11';1? i e s .T;H:" T T
| d + 4' *’Q‘* L7 BEE B S AN 1
Ay Xg ¥ 03Xy + AyqX, ConXn = 2, A,
11 .
i - a % él - * LA S 2 2 W | j
L a’l-lx'l * “xz"z Cu3*s > dlﬂlﬂ * hl ;’m




vng,hatriz-aécciaéa es

11 12..::6&.411‘” kl o
21 22;;-'..;a2uji,'-. 2 ‘._"::’

llamaremos A ' &1 przmer renglén,':ié  al segundo, y asi

' sacesivamente hasta el m—és;mo renglén A

(eu'cz’ﬁsf“"¢ )‘G‘Rn' es sulncxén de _' la 1’“12""“1n3' .

y .{»‘51:1*‘?2?‘131*#';"":;"‘ ’&i Wa L = 1y 2,.;....;
e.d‘-_' e E 31 - Ai.*, & o Igi_»par& »'i ivl;bé', .‘;.,‘,m_ R
.’ P = | " : “V A ‘n‘ W n
sl_ S-H 0_31_2 n 313 T * ,S 1n
donde S, es el conjunto solucién y 'S,, para i=1,2,3,..,m.
las soluciones de cada ecuacibn. |
i) Sea II el sistema que se cbtiene al cambiar el rengifn
I o SR
-
| 4 P
QpgXy * Bpp¥y * Gyaky #eevet ay X, = ky
@pg¥y ¥ Gk, + G g%y Feeaa¥ ag X, =Ry
Bt T T TAr TR & i B P =k,
| § O 4
R EE S ee S U SEL ST NPC JON CUTTE 3 Mt SUNE LU T —



 - %5 ; - S S U S s

'y sea S, su conjunto solucifn. Demostraremos que
. 31 _ x‘S;z' - COR0 S -~ 3. 5 ﬁ w.nsﬁn :,, ,‘ . n 51: =

= i1) Sea IIL el sistema que se obtiene al multiplicar A,
por a;af0 | )
» aa11z1 + ma1312 * aa13x3 *...'+ aa1 x = abk
R T L PP R P *'f"+ ¢2ngn,v= ok,

Sea S, su coﬁjuntolsoluci&n;vdemcstraremas-que 'Si =35,

1125002

 rEeh |

[42]
@
P
e
- M
-t
o~
[C X
i
Fo gl
L
H

=

e
.

P4
]

Cada ecua&i6n de III es idéntica a la de I para’
y 1a primera de III es ok, * X = ak,

como a[ﬁ1 - ¢, = ok,




g+ &, resultaque ¢ €S

Sea ahora ¢ € s P satisfacs todas 1as ecnac;onea

vde I, desds 1a segunda hasta la m-ésima y adenﬁa

'y, dividiendo por a la f 0],

.

i

iii) Sea IV el sxstema que se obt;ene a part;r de I snman
: do la primera con la segunda ecuaclén'

f
(a11 f‘az11x
x;

y‘ ‘; R - ::{-_ s amem Tl
¥ E}§X3 ¥a, x =k

I R *ﬁuzz 2

i .0 * a Fonat ¥ = h
411;1 amZXI aﬁBXB amn n o _
3 . -
AL+ AN X SR o Ry -

Sea S, &u conjunto solucifn demostraremos que S,

s



f“réqiprbcamentez

51 c¢ €35,
(A, +A)) e =& -c+A ¢ =&, +k,
- Ay v e by
A, - e = kb
. e € 31; o
S; = 5

h:;y'aceptaremos el siguiente teorema que se puede demostrar

por fnduccién sobre el ntmers d& ‘rengiones de-la matriz,

aunque aquf no daremos tal demostracién.

TEOREMA: De toda matriz se paeﬂé obtener una matriz bien

escalonada por medio de operaciones elementales.

Resolvamos, como ejemplo ‘de todo 1o anterior las mi-

guientes sistemas de ecuaciones:

x y z Z o
Ejemplo 1 ¢, ; 3 _g 3\ | (n, ntmero de in
f donde n=4
{2z 1 5 -12 4 cSgnitas) .
3 & ~13 5

——




-~ 70 =
traf:arenzos de obtener una métriz B.E. a pértir‘ de ella.
" Con el £in dé mostrar las opéracioneé gue sé van rgalizag
- do, usaremos @ para designar renglﬁn -L, ¥y por | '
@ (-2} + @ @ debe entenderse que se multiplica el ren
gl&n (D por ‘-2, y se le suma al renglﬁn @ para obte~

ner el nuevo renglﬁn @; por ‘ejemplos

[t 3 -8 A@ee=0ft 1 3 -5 3\ 0200
2 1 5 -17 4]O-N+0-= 1 4 -2|9F0=0

_ . | ~ -1 =Q
\3 1 & -13 5] : -3 11 -4 -
o gy z 1
‘ 02 -4 1\ Q+Q=0 0 0 2 ' I
6o 1 1 -4 z)| G200 1o -1 ' 2
’ B
\9 e e A 7 R« it P AR S G ==

que ya esti B.E.

Finalmente: x = | -~ 2£
g s 2 % £

z = 32

obsérvese que £ es par&metro; el nfimero de renglones di-
ferentes de cero de la matriz @s 3, y es igual al nfimero de

renglones diferentes de cero de la matriz aumentada.



Egenplo Zg Sea la natrlz ﬁ

DL 3._‘.7: ,.'f'f"» s e |

'rrateuas de eneontrar una mat:iz B,E e ’

o1 }ﬁmf3rﬂﬂw -73,"~1 1 S
v O‘; 1,‘ R

C? m( f iﬁ

‘:&e aonﬁe a =2 - 31 P ,; o
B'i+y+36."

-~

»cbgamess que v y 6 son péréméﬁrné?'al nﬁmere’de'tenglc‘;;:
- nes aiferentes de cero de la matriz es 2, que, otra vez es

r;gLaT«a? nﬁma,g de zenqlones diferentes de cerc de la matria 3

numenta.&n N




, -4ww:§7§§:;;axwﬁsr%éflg;,wnﬁfxdig;;fﬁg:kh:
- como no tiene ninguna solucibn se dice que ellsisténa es
.’incansiatente. B B " o
Se ve que el nﬁnero de renglones &ifereptes de cero de laj:'
matriz es 2 y‘que~el nﬁ-ero de~rgnglcnea.diferenteS'de,cg

lrb de la natriz auﬁentaaa~es 3.

OBSERVACIONESti Sn los.ejéﬁ?iasrahteribres,(l.y'Z)[zesultégf
IS?Qﬁerel nﬁﬁérb'de,renglones ﬂifergﬂtes de éero>d§ la ma-
 tti2 es ignai'él.nﬁﬁero»de renglones -#.a»lde la matriz §2 
mentada, b 4 ségunda que el n&ieto>dé parémetrcs es igual él
nﬁmerc de inc&gnitas, mencs el nﬁmero de renglcnesr 0.

n - hr = nﬁmera de par&metros. En ambos casosg»existen solg
ciones. Llamemcs x al nimero ae'renglones'difefentes de
‘éérp; N | |

Del ejemplo'3 se vié que i(Ml < n{M*)} £dOnﬁe H* es la ma

triz aumentada}, ¥ que el §I§tema‘es‘1heﬁﬁs;su=nn=1 s i me s

i
4

- Con objeto de elevar las observaciones anteriores al

rango de teoxemas haresos las condideraciones gue ziguen:

Definicibn: Se dice gue el rango de una matriz

r 111 12.-:0;011
62’ .dzqu.avuﬁzn
A = *

a-‘zlﬂ'l'.‘amn



| 4 73 - |
- es r, si X es la dinenslén del subespac:.q vectcrial de
»_R“ gene:a&o por los. renglones : | :
| ,‘.1‘ ld. 1,¢ z,a 3’.‘*”‘1n,-4 4 cf
'A;é;. g ‘“zv“az"’*za"“"“znj S S
- &n' (V"“.“&_’gnz"auai .u .,d;‘n) . o -
‘donde 1 <m ycomo A,,A,...,A pertenecen a R", 1la
dimensi6n a del subespacio que .generan es menor § igual
que #,” esto es, x < moy 1< n. PR
' En vista del teorema: el rango de una matriz A es
igual a 21 si y solo si existe una submatriz cuvadrada de .
orden 4 en A cuyo determinante sea -&istinto de cero y
e e o e 4 e a

los ‘determinantes de Yod&ﬁ ;mn Bubmatrlces' Cuadradas asA- - o

de orden mayoy gue -&,,. ‘son cero, resulta clarc que

TEOREMA: Las operaciones elementales en A no altieran
. SM Yango.

Demostracibn: Resulta casi obvio gue

[{A11A2}"'1Am}} ' 1 {AZ)A.‘y-q"A‘}]‘ {{ki‘llAz’,.xi iAm}]
= (LA, + AL Ay,.eash Bl B4 O

T 7 T v se puede guitar el "sami”. notando que cualquier combi-



“naciﬁn lineai-de uno dé icsrdonjnntos generadbres, se pue
',de ‘obtener - {fécxlmente) como combinaclén lineal de cual-
-;équiera derlua ctrcs. , A
7C6rolério: El rango-de una matr;z es Lgual al nﬁmero de o
- renglones disti1tos de. cero de cualqnier natzlz escalonada"
'_ahtenlda de la primara.por nedia ae tzansfozmaciones ele-
"mentales. S
, Sea 1 el sistema &e " ecﬁaéiones':anA}n"iné&gnif
tas el siguiente' o ' : ’Q»}'*  : i' o R
B et B P DA T =k,
N LT *"“'*_giﬁxn = ¢2 > .
1A . T L
e x ta X t.....ta x_ =k
L B ' & R il 1 ¢ " it et 7 S R RS+ L SR e e [,
al cual le asociamos Ia.matriz Y =,('131 Y la matriz
Rf,’ {aij,ki) a la prxmera le llamaremas. cono antes la
matriz del sistema, v a M* la matriz aumentaaa
o B - ! a-11 . 120i1'(!a1nk \
- a21 azzﬂ - -e ’aanZ‘ o o
H’ - » »‘

*  Cada renglSn de la matriz M puede considerarse como un



" mensién w:

n;fm:m:z$gi%1,,,x,mmw;atﬂ,;,7; e

vector*&el‘espacia‘Vectorialf‘RP de dimensiénA,n:'

Ay = la s appreeeenn, ayd

Az ‘421, a-z";,‘.dvig.’ dzn)

A T ‘;5/“1_' la'-Z'," nreete a‘”" .

T

. siderarse como un ve¢tcr del aspacio vectorial.‘ﬂ”’ de di-

A A T & 71’ "5{-".;. s ﬂInT

-

:

¢m1_

]

82 bl [ﬁ.,'z, ‘ﬂzzg..’-‘_e.} amz
B, = (ain, @yprreceses amn)

Las soluciones del sistema, es decir, las colecciones de

n nimeros, Gy+ Gyse.-.,6 que satisfagan a todas las

“ecuaciones del sistema, tambifn pueden ser consideradas cg

mo vectores.

— — = B B

del espacio vectorial R".

o

Sa dir8 que un sistema de ecuaciones es consistente si

tiene al menos una sclucidn. En c¢aso contrario, es decir,

fEn fo:ma ansloga cada colunna de la matriz. N* pudde con-

_cuando no tenga ninguna solucién, ge llamari inconsistente.



- 76 -

Si el sistema I es tal que & =k, = k, =....ckh = 0

 entonces se dice gue es homogéneo.

si‘denotagosfcan
| allVECEor,ae ‘E“ formado can 1aé'términos librés,”enﬁcnéés‘ '
‘el sistema I, puede escribirse en forma vectorial con una

~ sola ecuacibn

X8y xpBy * x3By teo.tx B 2 K

”'AEs'clafo»que el sistema I es consistente s, # #l, sty

solamente si existen n nlmeros

L’{,’y azyqul;wn .;

a8, o+ Bt ...t aan = K

Bsto equivale a dectr qua K pertene;.-e al espacm vecto-
Faad generédo Box Bi'&Z"*evxgn 1o cual'esvlo»ﬁismb que
decir que los conjuntos de vectores {B,,B,,...,B K}
Y.v{Ef’Bz"*'*:Bn} | generan el mismo subespacio vectorial,
__obviamente de igual dimensién que &l miswo, lo que, a su

vez significa que el rango de la matriz del sistema es

igual al range de la matriz aumentada.

Asf pues, usando el mtodo descritc en los pirrafos
anteriores, resulta f£Scil conocer cuando un sistema es o

. ho consistante.



 su matriz aumentada es

Consideremos el sistema:
Xty ~we 0
: R 4 A —w . ..f

 x+ty-2zrwael

Se ve que x{H*) f»ﬁlgir * el sistema es inconsistente.
SISTEMAS HOMOGENEOS:

Consideremos el'éistema'hemcgénéo

e e e et et Ao o el ee e s - . e

‘ a v

a . .x, @ ik, tesrenta, x o® ¢

- v + 4 2 +Aaicq""' :

2,.%, ﬂzzxz . a2nxn = {

i1 1 .
{ » + 3 S PR X
Tat*1 T g2y Cpptn = 0
LY

Evidentemente (0,0,...,0) es una solucibn de este siste-

ma, o sea, &ste siempre es consistente.

Usando la misma notacifn, sscribiremcs el sistema II
4“ l BA - r] ‘lﬂa » . " xngni. QQI>




'meGRSHA Bl conjunto H’ de todas las Bcluciones
JS - (41,&2,.....,5 I de‘un aistema homaqénea (II) eg un

' subesgacio<Vectorial de TRB :

e

| En,efecto por Ia Qbservaciﬂn anterior, 0*{6, ,.,,G)EEH
;f}sl S - {3 Az"“’é i, Itﬁ'tz""’t ] son,dos saluaic—

' 3&$ &@ 11; tenemas. ‘;,:”8‘1 f~_ o 7’” %;}:

'& B ’* & B "--tw."“ 1?55 B' 1]
B ¢ B

1,8+ 2, B, Foieos _' ";t 3: ¢
ﬁe ﬂonde Ls 2 'l's ;{a +z, 33 ..uf (A ht’m = 0
| es deci:. S +T = f& *;#f*Z.%£2"‘fffdn f{ﬁi es tanblén
- 'una soiueiﬁn.  Enﬂotrag palabras, si § y T pertenecen
2 ¥, $+ T también pertenece a2 . Sea b un escalar

cualquiera. Entorces tenemos -

e — “*:;;"xg%éT%i”$%§%z4?le4‘i;ﬁgfgi”v'ﬁ? s e s e
de donde

f&ATJBT»*.£h5?33i+.,..¢£h4n13n = g

por lo cual ks : lks &az,..,,h& } es también solucidn.
MLM m _matisface lag rondicionea’, L\L_,,_'!l x 3} fyer
teorema hoja 11 subespacios vectoriales), de la definicifn

de subespacio vectoriai.:

El siguiente tecrema nos serviri para relacionar l1a

dimengifn del subespacio ¥ de soluciones con el rango dal



':Yiwdﬁé';TS}?:{:;S;r:fgcuezaafa;,H;n,lg,angezig: i§di;§ﬂgue

sistena y‘ccn el nfimero de incﬁgnztas. Analizaremos el caso

,j‘no necesaxiamente honogéneo, pues este misuo teorema nos ser

v;r& para encontrar tedas las solncicnes de un sistema arhi—

trario.

TEOREHA"' Sea ,{v Bb,¢,.,8 } una hase del subespacio vec-‘
torial v de RW generado por las columnas {81,32,..,3 }

‘del :1steua,

B Foiaat x B;j‘ K

A
1_8 x, B,

que-sqpondremcs gque tiene solucidn. Entonces dados n-1

nimeros 3 existen. X nﬁnezos Gnicos,

re1* frezrtcccady

3,08 20-4458  tal que,

S & (61,62,.”.,& ’%ﬂ""""n)

b o

es una solucién aei sistema.

Demostracibdn: Formemos el vector

Com by Brgy * bpyaBryy *eeeet 5By

k3

C €Y. "Comd también K € ¥, pues suponemos que el siste
ma tiene solucibn, resulta que X - { € V. Por consiguien
te K - C es combinacibn lineal de (B,,...,B }, es de-

cix, existen ntmeros 61,52,.¢.,ax tales que

K "7& o i1§1 Foaaa¥ itgri



'defdcnde,
B *n*q.*é B ‘ 3 b&q«'ks Hgﬁw "7
nn.‘ .

} r+1 ¥l

| lp cual demuestxa que S = {51,,*.,5 .A 1,..,,4 }- es solu
R eién. ?robaremos Ia unicidad de los nﬁmerasv 51,..‘.,6

Sx hnbiera ntros nnmeros 51,...,a e tales que

S’ “ ‘6 ,.aro -,5; ér*“,---,énj .

'_rfuera:también sa1nci6n,f&ﬁtbnces'

- 5%} s $ = &Y t
z 52?52 *f“*‘ér- drlg: 'a

s, ——6;131'555

5 -  :7§7a B U Y S
lo cual implica gue . 51; _41 ‘>9, 4, , &2 ' Gypowesd =& ‘,ga
puesto que, {31,32,...,E 1 es linealmente independiente

p&r ser base, Luego

ségﬁn,larunicidaa que demost:amas bajo las hipStesis
anteriores, para que 2 soluciones sean 1gu3135, basta que
tengan iguales las Gltimas n - A cccrdenaaas,

Aplicaremcs ahora esfgﬁ:gsultadq_gﬁ§;s§emas ‘homogéneos.
TEOREMA: Si V es el subespacio vectorial de R™ generado
por las columnas de la matriz de un sistema homogéneo

x,aj t x,B, *...% 2 B =0
v W es el subsspacio de R” formado con todas las solucig



dim V + dim @ = n
' Demostracifn: Consideremos las n-n soluciones corres—
| pondientes a los valm:es de LA '-bﬂ_zi,. .o ax,-an - que cons-
. ten de un 1y0 los dem&a {su existencia queda asegurada
por el Teorema*)1i | o |
: 31} - (.61},"31'2’#;.:_;51*, 15 0, .os ‘s ,Gi i
: Sz " 1421,622, . -&i t)&zt, 0; f’ f.o ---:- g,ﬂ)
".s.n-z hn-—r*l"n-—zZ' vy eyt 0,0, 0eeesl]
‘Demostraremos gue (S,25,00 0408 _ ,‘} es una base de (.
En primer lugar, es linealmente indepanﬂiente, pues uno de
los deteminantes Fe*s&aﬂes con sus coordenadas es ﬂxstiﬁtﬁ
de cero:
‘ 7 18 ... 0
., 0 I ¥ 5w i, 0 5
a 0 >~ & 9 & !

" vVeremos que {$,,5,,...,5___} generaa U.

Sea S = {:‘61 sansrd p b isneeny § 1 una solucibn cualquiera.

BEl wector

LA
ST % by Syt bpgg Syt ot S,



‘...'3‘2 -

(Construida usando las ﬁltinaa n-x coordenadas de Sy
pertenece a W, pues S grre ,S E @. Un cidlcule di;:eg

to prueba que S’ ’esvde‘la‘fo:ma

| s’ = (31*‘2"“'*r*‘x+1' r+z"""‘ ¥

|  ‘Ast ?ues,_ s y §° tignen,sus Gltimas a - & coordena-
das iguales, por lo qué (ver unicidad teorema®) § = §*
& S Ew, con lo que gueda probado e1 teo§ema. '
Corolario: La dimensiln del”subespaéia W vde’selu¢icnes
de un #istema homogéneo de ecuaciones lineales es
dim @ = n -

‘donde ‘n  es el nGmerc de incégnitasly 4 'ei rango.
TEMA IT  APLICACIONES

 BALANCEQO DE ECUACIONES . . . . .. . o o o o

Existe una grave confusifn entre muchos alumnos y no
pocos profesorgs,&é qu&mica por\e;4hecho deyﬁhé‘aigunas
reacciches tienen soluciones mfiltiples. Este hecho fﬁé
observado en 1944 por Steinbach que enlistd media docena

'de io que 61 1lamé ecuaclones Vno estequ:ométricas 3untdk”7
con varios juegos de coefigientes gue podian usarse para
balancearlas. M3s tarde, %f Gavock objetsS la etiqueta “no

estequiomtrica” usada para esas ecuaciones, haciendo ver

que representaban combinaciones de reacciones wimult&neas



o gug_podrian setAeBcritaS cﬁﬂo.ecuﬁcibnes-seﬁaradas, Sin :
embargo, pensb que hab1a7aigunaé'ieacciones Que quiz§, st
| ﬂeberian;dgsignarse ncvesteéuibéétricas, tales éaio ;él .
| (cracking} de hi&rccnrburas; pct*ejempio,'que dé»mezclésv"
_ variab1e§ deﬁprodhdtas. ‘éar_éupﬁéste éue tal feﬂémenowphg‘
' de vérse ¢ag¢fuﬁa mezcla de reacciones indépendientes qﬁer
se dan gn‘divézsasApcho:ciones hajo di£ereates.conéiéiﬁ*-'
nes. EsIigéﬁzrectafetiéuétér}una :eaccién‘cdan;nu~e8£e~ .
Quiauétrica,Apuesta que ca§a &tcma.enrlas:reaétivds se en- |
cuentta‘éntre los prb&uctoé sin‘importariﬂuénfas‘feaccionés :

simultSineas puedan estar ocurriendo.

¥ eSta confusibn surge de la creencia de‘que.existe
solamente una relacifin adecuada de coeficientes para balan'

- cear una reaccidn guimica.

¥ es par éstc que lncluimos entre las aplicaciones de
esta tesis, el balanceo algebraicc de las ecnaciones y algu
nos comentarios al respecto.

Para resolver el problema de balancear correctamente

... .-una reaccifn, cuandc Se usen metodos guimicos, a Ia quimi-
ca se le proporciona mucha informacitn: estados de oxida-
¢idn; presiones parciales; temperaturas; energia libre;
energfa de activacifn; calor de formaciSn; difusibn, etc.
mientras gque en el  caso anilogo, a la "pobrecita” matemi-
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tica la ﬁnicaj;uz qﬁe ge le b;inda'es la ley dé la;canSer~‘

vaéi&n de 1a materia, Bsto es, que el nfimero de Stomos de‘

, cada elemento- presente debe con~ervarse constante entre

pro&uctas yfreactivos. ¥o debe ser ext:ana, entonces, que

los resultados algebraico: puedan parec&r REencs precmsos

x(en Qieztcfsentiﬂai. SRR o :. , ﬁ‘;' |
Considerem@s el aiguienteﬂejempio.i Sa.desea‘encontnaz |

V'los coeficientes gue balancean Ia siguiente ecuaci6n~

P

Ejemplo 1. | o
Mﬂﬂ3?#ﬂ§£Ff4 KC£*2H§H 4“ﬂa: 4‘332

P¢ngﬁmosle,c¢eficientes-azbitrarioé a las mozécuiag
ckcl, + BHCL ——— aKCL+ g/zuzo + Ym% + gupz

&onde,‘ a,’B,-r y § | represehtaniel hﬁmero de moléculas
que intervienen. Usamos coeficientes & y § tantoen .. .
productos como en reactivos, debid&éa gﬁe el potasio y‘ex’
hidrﬁgeno'sﬁlo aparecen'en'unavmolécula en productés y en

unz en reactivos.

»

La ley de la cénservacién de la materia aplicada a ca .

‘da elemento nos da la siguiente informacibn:

Balance de K:a=»ax
| CL:a + B =g + Iy # &
0 7 3a = /2 + 1%
Hrg=8

Q
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e 8 Y. & , .
S - 3 -6 -1 @ g -2 -5}
DR : 1 -2 -1

) -2 -1
de donde
a = 1/3y + 5/66 =
B=2y+ & | | T

R R \ 1 “&f\' /’r, §ewR”

* El cero indica que aguellog reactivos o productos con tal coefi~
ciente simplemente no intervienem en la reaccidn

Dando valores arbitrarics a los parimetros .y -y £ == —

podemos obtener soluciones particulares del problema oxi~

ginal. Esto es, a cada par de valores que asignemos a
¥ y § corresponde una reaccidn bien balanceada que re-
suelve nuesiro problema. Y algo_mfs, todo juego de coefi~

cientes que sea sclucidn del problema original puede obte~-

nerse de la manera antes descrita. En este sentido se di~-
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ce que la exp‘resiﬁn ‘(1;) es la solucibn general del proble—

-1 - ¥

Una chezvaciﬁn que es- :Empbrtante mencionar és# ia
'v foru& en que queda exéresada la solucibn general" nos per-
nite. afirmar que ia ecuacisn ‘dz:igina}l puede inte:px:etars'e o
_ém:ﬁa 8i eétuvie;:a_i compuesta de '2 z:eacc;iones | {AA b4 _8]' in
depexgdientes Yy ba;laxiceaﬂa.s y que al ez_ci‘aﬂr«sé en foua ade

cuada producen todas las soluciones particulares.
En efecto, sea y = 3, 6 = (0, Yentonces

e

.

Ry

5 * 6HeL —— Kct+ 3,0 + 3L,

ysi v=208 %=6 se phtiené'

B : 5&1&73 + 6Hee ——— SKCE+ 3”20 + 665)2

Algunos ejemplos de soluciones particulares podrian
ser
[2A + B} 7;{&03 + JEHCL— TKCE+ 9H2.0 + 6(:% i
[A + ZB} nw3 + ISHCL'-'-‘*IIK@% 9H. 0 + 3(1(2 + TZ?IDZ
T ‘%f’ﬁf‘tﬁ“ “iﬁ&r‘i *  TFHCE ————r TRCE Py
Todas involucran los mismos reactivos y productos y
todas estin balanceadas, pero cada reaccifn es diferente
y las 3 son igualmente v&lidas (desde el punte de wista dal

balance de materiales que e lo finico que se esti conside
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OE:avforma.ﬂE‘éeresa%‘la,sG;h¢i6n gehe:ﬁl ess:
“"-(»aﬂ?ﬂi)wa + 6!a+b)HC£-~> fa+5h) ﬂ'_i’»‘sgaﬁ,.}_géo + '3:3;;:2 ‘;',-,_6.@@2
. cqn'sa, b ﬁp negatiwns,i

La.nebleza de 1& matamétlca es tal; qpe a.pesar de 105'1“
:_ -escasos-&atos que se le dan de apoya, nos propoxczona 1nfﬁr'
bvmacién dentrc»de la cual, algunas‘veces nos envia senalesde;’
;1azméiparé hacérnos‘Vbivérrlé mirada sdbrefaiguna'particu'
lariﬁad‘del camino que hémos recorriéo, Una llacada Fue
‘ nos hace el élgebra, en el tema que estamos tratanuo, es la 
que aparece cuando en la solucx&n general se presentan téru,
minas con signo negagivo, debe 1nterpretarse como si dlgena'

que alguna 6 algunas.mcléculas que apazecen en.los reacti~

) vos, no son reactivas sinc;productes é viceversa‘ Ilustra

remos esta siﬁuacidn con el ejempla 2,

'Ejem'pla 2:

Sea la siguiente reaccifn

=

~—— BHO, + 1#9 # 2“2

Lo S
L] A
“:ﬂ e
L
3
mm
w -
-
L]
-l
+*
a2
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Sea ahora y = 1

iH,0 + 3HD, —> 2ﬁnﬂ naz;,;;.,..,,gA} |

Resultaﬂo-que dice simplemente que el VO no estaha

_ del laﬂp qc;recto. Be 1a ecuacmén ﬂriginal vemos que el

MS*' se re&ucela 'M Nz*, 1o cual es 1nposible, pues ,

' go que szemuxe el proceso de reducc16n de* nﬁmero de oxi~
dacién va acompanado de un.procesoxﬁe aumentc ael nﬁmero

&e oxldaciﬁn en>otra de las especles &el s1stema. Esta

2%, Siempre que hay una reduceién hay oxi&aci&n ¥ vicever-
sa, Vemos pues, que el criterio qgimlco,nos dice igualmen
te gue la reaccidn estl mal. Para asentar la ecuacién de

cualquier reae¢iﬁn es necesaric conbcer lcs reactantes Y

los pxnducﬁos de la nisma. Esto requiere luformaciﬁn de

tipo experimental 6 una gran experiencia,

Come otro ejemplo podrifamos usar la combustidn del carbonos

€+ 0,00+ CO,



AN b st il e emits h ma
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ac + g0, — YCO + &CO,

C:a=y+§
0: 28 =y + 26

a e 'y &

e -1 -1 _
o 2 a1 -z 1 -1z -1f

?a [; 'ETR*

Na‘
»

L N gy

Sean Yy = 2; & = 0; obtenenos:

A : 20 + 0, — 2C0

S =2 1 _obbanamnar . . . L.

Mmbvmorm o w1
W L I d - W A W O >

Nie

B:C+0, — (0,

L1

Y otra vez podemos obtener tantas ecuaciones "particulares®

como queramos simplemente combinando estas 2 anteriocres.

3C + 202 —_ 200 + COZ
9¢C + 50 $8CO0 + CO_
2 z

e + 50, —* sco 20,



Un cuarto aj@plq iﬁtéres;‘g{:é seria;
_ EJ‘@PIO, 4 }«"IH‘_ _f_ﬂqz ‘4- f{_ --) zp;?.a._f p.m% + HZ.O?

Que no solamenf:e es una reacczién con eatequimetria .
confusa como algtznos 1a llaman (puesta que N exhibe 4 -
, estaéas &e oxidacién diﬂezentesi sina que tanbi&n es una L

xeacei&n can conjuntcs mﬁitiples de canficientns {saincie

z’es con nﬁs ﬂe un gra&n de libert:ad} .

‘fx%‘#i
té:r'a#.ﬁ!ﬁ € -

B : 4a +y = 20

H 23-64'64'9
‘palance de cargas a - B+ 7y = @
e« B Y § € @ « B Y & € ©
Jro1 0 -z <1 o\ s 0 ¢ 0 -1 -4\
4 0 1 @ 0 -2 0 & & 0 -5 -%
le 2z 0 -1 -1 -1] jo o 3 0 -2 -2
o\t -1 1 0 0 6 {6 0 0 3 -2 -5[ o
i\
4\
- £ § ‘ +
X = * €48 € R
0 ¥ 7
- 4
14} R o o



.
9

ne * *~5N02‘ s 40— sHO 4H,0
'Si € = 05 6 = 3  obtenemos B:

+ .
2nH," ¢ 4N0,

+ I BHQO +‘5320
nemba algunos juegos de coaficien:GS'quevbalanceanwla ecua

" ¢i6n original

5NH4 +J18H02 + 144 ~VTSH0 + 3N20 + 17H,0

. L an - . \ Py
| SNHA ¥ TBHO: + SH —= éNO # 6”23 + 14#20

e ¥ -, T '4,. s \ : ‘
INH, " +  8NO, ¢ gH — EXD 4+ N0+ TH,O
'_vHemos encontrado que una reaccifn queda balanceada eléc
tricamente al resolverla de la manera antes descrita, y que,
en anavreaecién'escrita en forma ibnica como la antérior.‘

debe agregarse la ecuacifn del balance de cargas. (Dejarg

o5 sin -GemoStracitn el hechc antes mencionado}.

5’!

Cabe mencionar que hasta ahora, hemos excluido de nuég
tras soluciones por comodidad, los valores negativos para
los pérﬁhetros. Aungue puede darse el caso de gue tales
otra consi— ——

valores (negativos) sean de inter&s para alguna

deracibn tebrica.

_ En los ejemplos anteriores, las soluciones generales
__oue obtuvimes son “bien comportadas® en el sentido de que

las variables fijas quedaron descritas explicitamente en



términos de parémetros multiplicados por coeficientes po-
- sitivos. Estolno'ocurré siemptg asi, puede muy bien dérse
el caso &é que queden coeficientes ﬁégativés;. Es&oqim037 
intencionadamente como parémetros-p los 'coeficienﬁes{ de é— ,,
quellas moléculas de los productos gue involucran a los
elementos que cambxan su estado de cxidaci&n, con el fin

de»obtener subreaccicnes'in&ependientes "decentes™. Tome-

mos un Gltimo ejenplézr
Ejemplo 5.
aCu + 263N03 ——  aCa{NO_}, + SH 0 + ¥NO + BN, O,

Y escojamos como parfmetros a Y ¥y a B8 para obtener una

solucx&n con subreaﬂciaﬁes *decentes®.

Cu ¢+ a=a

28 = 26

= ;o
LY [ 1] :

286 = 20 + vy + 28
0 : 66 = 6a + &+ v + 3B
58 = 60 + v + 38



Sea L=a; B

sea a =1, b = 0: a=3; 8= 40; Y,‘ 2; & = 4
A ¢ 3Cu +,tRN03 ————f* 56&%#03}2'¢ 4&20 = 2NO
sea b= T; a=0: a=2;8=7T:tyx=0; §=23;

B : 2Cu 4~é#&93 —— 2§u£N0312 +A3H2O‘+,M293m.

Y a ahcra resolvamosla escoglendo como parémetros a v y $

alu + zauna —— aCuENO ) + BN 0 + yHO + GH 0

Za + 28 = =y + 2§

.

6a + 3B = Qy + 5§

(1]

e -8y §. « B Y &
(z 7z 1 —z) 1 0 <176 -2/3
6 3% 1 -5 e 1 273 -1/3)

b |
»

o
oo .
o~
] O
S e S



R

- sea pues a=1;2=0

-

S & Ca+ N0, — sHO + Qi,f(:ff%}*z |
‘sea &= 0; £ =1

Tt 2Ca + 6HNOy — ZCulNOy), + N0, + 3H,0

. la peaccibn S Bno es d_écen‘te-g‘ asi pues, necesitamos obte-.

- ner los rangos entre los que pueden variar 4 y £ de ma

nera que todos lcjs coeficientes que aparezcan en la reac-

....cibn sean no negativos. A nosotros nos interesan los valo

res de & ¥y t,_’ a, B, Yy ¥ & er’

‘II.'.-Q'Q = 4 ." iz
(2).;-«-8 = -46 ¥ t
(3)eveucy = 68

de 3,§ ylseveque s> 0, £L>» 0 yde 2 £ > 45

se escoge la regidn del plano que nos interesa, segfin
420, £>» 0 serfa dentro del primer cuadrante, la re- |
3i6n sombreada.



15 W G
23
o
A

Sean & = 1; £ = 5; a=1l; B= 15y =65 &« 15

11(’»1(1}.:'*_30_8!{1'23 — 7-,“‘;#‘130'3’)2 ,4‘ 15H20 + 6NO * H203

.. Pero ahora, gosi; queda 1a duda,. a -simple‘ vista pareciéra‘ co-

i e - ——>85
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B -~, e _- A, e e e ,.,_,’-, ;_ Ay

:Ser& que cﬁélquier‘ solucién qi.le se saque de @ pueda es~-
" tar en @ 6, al revés? Y es m&s, &iserdn. iguales las solu

- ‘cianes de @ y de @

"Probé_mQSJ.o”:v I 3 7 '

- deb sabenas ‘gues g;‘.;r'? 3a # Th -
B ¥ = 24
5 = da + ,3b _
de @ -
- | ' a = & »4- 2z
B -ds e 2
Y = b )
6 = 3t
1) 7- De@ sea > 0,7b>7 0 R o
§ + 2t = 3a + 2b
-4s ?‘j t = b
65 = la
3¢ = 4&1 + 3b
‘de donde a + 38 -
b=t - 4s
S 8P 0 L - 45 2 0
£ = 45
R

Q
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de:r a = 58

b=t 4s
4 = af3 j
e b+ df3a
L a»d

- Al éresentar el méﬁc&o algebraico‘no se pretenﬂe’deéir

que es el mejor & el ﬁnica, pero si, que bien empleado pode

mos extraer informacifn si somos capaces.

' Debémos mencionar que, ademis &el mé&todo algebraicowgg :

ra balancear ecuaciones, Existén otros métodos: ei del nfime

ro de ox1daciﬁn, en donde la suma de las n&meros de ox;da—

cibn de los elementos en cualesqulera especies qufmlcas de—

be ser igual a la carga en aguellas especies, y la suma de

cambios en nGmeros de oxidacidn en una ecwacién balanceada

debe lgual a cexo. Y el del iSn electrbn envdcnda ge escri
ben medlas reacciones (de los que se oxzdan b'd los que se re

ducen, balanceando los electrones perdidos y los ganados.

e e e R

que es importante la capacidad de balancear reacciones, mu-
cho m&s importante es, para el estudioso de la quimica el
saber interpretarlas. "Entender 1o que las ecuaciones ba-

e - - Merminemog aska parte recalcanda gue i blen es cierto
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’lanceadas sigaifaﬁan es ent@n@ar 1& egencia de la q&iaicaﬁ'

{1}«

,ﬁn‘problega'iés general, saria.pgr.ejempio el de encé&trar
1%%%§hpaleccién {vacia o no vacfa) de todas las poéib1¢s'rquv
' ciones entre ﬁnaf%isga de hupeciasgéﬁimicaé. Seén por e~
jémploiﬂﬁ » H9, CH , Cﬂ;, Cﬁ y se quzare enccntrar todas

lasrreaccxonea posxnlea entre ﬂ£1034 Asi se tiene.

Co.

H, B, 0 cH, O,
(2 4 4 0 AR
¢ 7 0 2 i 0
\¢ 0 1 1 if €
n 1 2 ¢ 0
-~ (o 1 0 z 1
0 0 7 i 1
1 ! 0 -2
~(o ! 0 4
0 0 1 1
~dx . . . a _a - -2 - ,
~]0 1 0 7 1
0 0 1 1 1/

(1} Chemical Principles Revisited. Vol. 55. Nimero 5 Marzo 79,
181. Doris Xoib.
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Y= -§ - £ A

'QE bt.,a E
Seis posibles reacciones correspondientes serfian:

1) 4, + CO, — zuzé + CH, [68 =T, & 0]

2) 3, + €O — H,0 + CH, [6=0,€=1]

3) Hy0+ C0— H, + €0, [(8=-1,€x1}

4) 4H,0 + CH, + 200 — 6H, + 3€0, (8 = -3, < - 7}

5) H,0 + 2CH, + €O, — 5H, + 300 {s =1, € = -3)

6) TOH,0 + 6CH, —— 2ZH, + 4C0, + 2C0 [§ = -4, € = -Z]

MEZCLAS
- -Otro probléma de aplicacifn serfa el de mezclas.
Supongamos que se desea fabricar un alimento especiel

con las siguientes caracteristicas. 40% proteimas, 20% £i-

bra; 10% vitamina A; 10% vitamina D. A partir de los si-

guientes alimentos: gueso gruyere, leche en polvo. salmbn. .

espinacas, macarela, frijoles, cereal All Brand. Y tienen

los siguientes contenidos:

NMOTA: Usaremos las siquientes abreviaciones:

o

o &



- protefnas - pr

fibra - fb

) vxta.mm A - vA :

: v-’itamina D - wvD

, quescgruyéze "--:G;
leche en polvo - LP
macarela Cruda_'« MC

l‘ fr:i‘.jclés - F‘- o

cereal All Brand - AB.

| EN PORCIENTO

S ,
'q_mesc(;bz (30 g}

- leche en polvo entera loz (30 g) |

Szimfdn al va;:orﬁoz {150 qg)
racarela croda loz (30 g)
t
| (2 ths)
|

' _eeninaca c_z,:ﬂaluaﬁ .£3ﬁ»,g)t oo

. All Bran Rellogs loz (30 g)

3

frijoles bakodcarmed 11/20z (45 g ©

0.

G I® SV EC MC

f ' 0 0 0 15

[FY)

4 16 ¢ 3

o B o

e
a »
[
’-l
t-l
[~}

- -t
-

15



SRR T _z?d;ﬁﬁuf S
6 © o 15 o 14 -ig vD
4 0 0 -24 -33/10 -506/25 82/5|  pr
6 40 0 ~30/8 33/ ~119/10 -91 |  va
‘9 o0 20 o 15 1z -2/
% - 45

1 0

o |
- Sea MC = i;.F = iy, AB = z
- tenémos asi:

-5x --3-2 + %§;> 0 B -

ﬁTy'4 ? z+ >0
&x + %%y ¥ %%gz - %%-) o

Y sean las regiones entre el origen y los planos 1,2,3,4

2 1Y

~Jix - 42z > -0

-15y ~ 12z > -20

3 ii9 91
3 Tz"‘my*‘m”'n

11

e



Pyt 6x 4%%;:& W,’é@gz > % |
y"séa‘ ?B' el 'p::ige_n ' G)a
Rl .
! r z.ﬁ,(_”’ 42, 2y
d = (PP - lal 0.4874
d, = Py, P} = = 0-48

e LTS 7 a7 £ B



>v
L3 -33 119y
.= G Te 707
| o dy =Py, Pyl - 5.5504
=4 ‘ _‘*y
33 506y
"= (670 To0
(T C d, (PPl = 0.2609
de aguf, se ve que: T, <l <dy e dy )

,Ms—dégégée;pnes la mis pequeiia, d4, y por comodidad

4/ .
Vi 1/4. BAsi las cosas podemos escoger cualesquiera de.2
= '

__~= regiones:

Regibn 1 .
donde x = 1/4




ANALISIS DIMENSIONAL

El an8lisis dimensional es un métodc para obtener in-

formacién acerca de un fenfmeno, suponiendo gue este fenﬁ-'

- meno Quede describirse por medic de una ecuacidn entre va-
- rias variables. No se consigue una solucibn completa, ni

tampoco se descubre el mecanismo del problema.

Lo que se lcgra con el an&lisis dimensmcnal es la re~-

7 ducclﬁn,del nimero de.varlables. La ventaja que se tlene
g o

con &sto, es la facilitacidn de la labor para 1a determi~-

nacifn experimental de una funcifn. Esto es: una funcidn

de una variable se grafica con una curva; de 2 variables con

o una fgmilza de curvas, (una curva para cada valor de ila 2a.

variable); una de 3 variables por un conjuntc de familias -
de curvas (cartas), y asi para 4, etc. Si cada punto invo
lucra un alto costo, (lo eual no es raro} esto representa
que los gastos de experimentacién van en aumento. Y la

reduccién del ntimero de variables en un problema amplia la
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sFormacidn que se obtiene de poros experimentos.

Existen 5 sistemas comunes de medicibn: C(G6S, MKS,
J58 sic de fuerza, sistema inglés de masa, sistema ameriu

cano :ingenzeril .

' Siendo 5us ‘anidaaes fundameniéles:

Del C6S : cm, gramo, seg (iong., masa, tie:xpé}-
HKS | |
Inglés: Ib, ft, seg (masa, long, tiempo)

m, kg, seg {long, masa, tiempo)

N 1

-

El tazonaxniento' cientifico esté apby,adé en conceptos
de ?ariés entidad'es abstractas como: maSa,' fuer:z&, 1ongi‘tud, |
t;‘iempc,' aceleracibn, teﬁéeratura, _ célor especffico,etc.; a
cada una rdé ellas se le a,signa u;:n’é unidad de med’icién, Las -
jent.zdades masa, longitud, tlempo, temperatura y carga eléc
trica, son J.ndlependlentes un,as de otra':. ' Sus unidades de - =
medicién estén‘ prescritas POr normas _1nternaciona_lés. b4
las unidades de estas entidades ﬂetei:ﬁinan las unidades de
todas las otras entidades. Se usa [F] [M) [L] [T] [o}

_.para denotar las dmensiones de fuerza, masa, longitud, tiem-~

po y temperatura. "LAS DIHENSIONES SON UN CODIGO PARA DE- =~
CIRROS COMO CAMBIA EL VALOR NUMERICO DE UNA CMIDAD CUANDO
LAS UNIDADES BASICAS DE MEDICION SE SUJETAN A CAMBIOS PRES
SRITOS™.
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' DIMENSIONES DE LAS ENTIDADES |

 SISTEMA  SISTEMA

TR DE MASA  DE FUERZA
ugth | a0 iu
me  m am
CGemperatuwre (6]  {e]
Force RN &7 s S & B

Mass BT T D T

- Specifie Weight . LAY [ELY
Angte o an (1
Pressune and Stress S T {3“‘-‘17'321 1 FL“ZI
Acceleration : o (LT~ {LT"Z}

T T Rhgutan Veloeity (™Y th

g ,_:Anguzan Aecetwmon - 1773 ( T"?]

Enengy, Work N TR R 4 75 B

Momentum . MLITTT g FTy
Powen B (HL2T™3) Rt
Homent of a Force Ay [ FL]

| Dynamic Coefficient of Vicosity (T (e

Kinematic Cae“.t,uemf o{ vdwaM(LT gty o

Yoment 0§ Inentia of an Area [L"‘] {L‘}
oment of Tnentia of a Hass [HL?] L FLT?
Sunface Tension (T2 (FL™Y



U S S NINE =S % § ¥ L -

Mbdulus of Etasticity (MLTTR L (Rt
o Strwin {1y
. Poisson's Retéio (13 1

*SE DICE QUE UNA Eﬁﬁ&ﬁ!@ﬂ ES DIHEHSIOHAL&ENTE HOHGGE-
VNE&-SI SU FGRH& NO DEPEKDE DE LAS UHKDEDES FUKDAMENTALES

- DE MEDICION". o
T
VgI.- la ecuacién para el perio&o de 05311&015n de un
péndulo simple T = Zﬁlfﬁi -es vallda ya sea que 1a longi-
tud se mida en ét’ m, & m&llas 4 el tlempo en min, dias
. & segs, por ésto se dice que es dimensionalmente homogénea5
$1i en cambio tenemos T = 1.T1/T '(nSandb,‘gir’iigt §t75eq%)

ya no es dimensianalmenté homogénea porque la f[L] debe me

E - B TN ez

dirse en 6t 'y el tiempo en segs. Si tememos una ecua~

¢ién gue combine una suma de términos, y si todos'tienen

la misma dimensidn ser& dimensxunalmente homogénea.

a aplicacibn del anflisis dimensional a2 un problema
e IﬁﬁﬂTBIUU‘bE’Uuﬁn*cn“}a‘u%?é%%ﬁ%%:éé—ggaf 2 golucifn del pro
blema es expresable por medio de una ecuacidn dimensionalmen
te homogénea en tﬁfmihos de las variables especificadcsﬁr'
Esta hipdtesiz se apoya &n que las ecuaciones fnndamentaies
de la fisica son aiaansiﬁnalmente homogénaas, al igual que

-~ _las relaciones gue se derivan de ellas.

&l
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El“priner pasa para entrar al anflisis diﬁensianél'de
. un probleua es decidir cuales Vaziables entzan en el prc=

-Estb éslimportante por las siguientes razones:
1. si se ‘meten variahlas que no afectan el fenémanc_puedeﬁ

.resultax ﬁemasiaﬁcs términas en la eﬂﬁacién ¢1nal.

2;‘151 se. cmiten variables que si influyen, se puede dbte-'

ner un resultado completamente errbneoc.

-

3. aGn cuando algunas de las Va;iables sean»précticamente~

_constantes (vgr. accién de la gravedad) son esenciales

gbrqué'se combinan con qtra$ variab1gs' para'farmar ‘

préﬂuctos,adimensidnales; :

Para todo esto, unoc debe de entender y comprender el
—--problems o suficiente para saber porqué v como una varig~ ~

ble influye en &1,

Existen muchos campos en donde el anflisis dimensional
tiene poca aplicacién, debido a que el conccimiento -esxis-

_tente en estas éreas es lnaaecuado para senalaz las varia-

bles significativas.

JUEGOS COMPLETOS DE PRODUCTOS ADIMENSIONALES

Se dice que un producto de variables eés un grupo adi-—

mensional si al sustituir por las unidades fundamentales y




agruparlas, 10s exponentes resultantes de las uiidades fnn B
damentales son iguales a cero. |
i G =V, Uy ¥y eneVy : )
e . 1o §fy0,0,0,0
(61 «1v, v, v, ._,,..vnl- fu”Lor e
Un ejemplo de producto adimensional es el nfimero de Reynolds
re ip
. HET Lo LaToj -
H3T .
Como ottos~Ejemplos tenemos:
coeficiente de Pregsin P 'quf 65; {p presibn)
nfimerds de Froude F’r.uzjté
Ntmero de Mach M =v/C . .. - - - - o
NGmerc de Weber @ = po°L/o
donde F = Fuerza
L = longitud

YV = velocidad. .. . .
p = densidad de masa
# = coeficiente de visccsidaé
g = accidn de la gravedad
¢ = velocidad del sonido



o= ﬁgﬁgi&n{superfiéial;

|  Se pﬁéaen’faxﬁar muchoé pz@&nct@s:éainénsidnales:ccn
 ; estas va:iables, pera cualquier proéueta adi-ensionai de

estas variablas es de la fcrma
ixe" ;f-;"'* f-:"n‘f‘.ws_

I,az,...gaa_ exponentes constantes., Y todos son- zndepen— :
dientes unc de otra, pnestc que ninguno de estos productcs

es un Droducto ae potencias de los demfs.

| Ur ¢anjunto ae pro&uctas aﬂmmens;anales de varlables
 dadas estﬁ completo, si cada producto en el con;unto es in-

depenalente de 105 otros, b'4 cualqu;er otro Producto adimen~

sional derlas va:iables es un producto de potencias de los

" prodictos adimensionales en el conjunto.

Una condicidn suficiente para que una ecuscibn sea di-
mensionalmente homogénea es que sea reducdible a una ecua=
cisn entre productos adimensionales, ¥ el tecrema de |

... Buckingham complementa sgta oheervaeibn. . =

TEOREMA DE BUCKINGHAM:
"SI UNA ECUACION ES DIMENSIONALMENTE HOHOGENEA DUEDE SER RE
DUCIDA B UNA RELACION ENTRE UN CONJUNTO COMPLETO DE PRODUC-
TOS ADYMENSIONALRS®
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Este teorema jﬁs{{;\ifii:a 1a teorfa del anilisis dimensio

Tratenos el pxcblema del afecta de 1a temperatura so- .

bre la viscoszda& de un gas.

>

Cansxderemus 1a‘fuerza ae arrastre F vque exgerimenta

e un- cuerpo esféricc~1iso en una corriente de fluiﬂa incom-. ,f
_ preaihle consiéeremos 5 variables invulucradas. fueraa de
R arrastre, velaci&ad, di&metxo, dens1ﬂad ée masa- y v1scosx-
dad, y supongamos queiestan relacxanaaas por una ecuacién ’
dﬁmensianalmente.komogénea 5{F u, ﬂ, o, ul =06 en aon~

de & es una funczén no espeleicaﬂa,

EL teorena de*Bnckinghamvasegu:a que - £ 735‘£pn¢i6n
e un conjunto completo de productos adimensionales de las

oo '.. .. sariahles. .. _____ o

De acuerdg<con'es£o. el conjunto‘ccmpletc'ae'gruduﬁtos
adimensionales. da las vafiab1EStxmpma§mde al caeficiente ae

F_ vPp
presgién ;? *ouipz ¥ Re = T

T T T Segfin el teorema dé Buckingham, Ia ecuaciénes redu= -

cible a la forma §(P,Re]l = 0 & P = §(Re].

Esto significa gque podemos graficar una curva que nos

de 1a relacibn entre F y Re.



”Amensionalmente homogé&nea desdoncgida, e1 teoxeﬁa de

Y‘Buckinghdn'nﬁé'permite concluir que la éa&acién se puede‘

expresar en la forma de una reiacién entre n-& productos

: adimensionales. en donde n-& es el nﬁmera de ptoductas en

H

un conjunto completa de productos aﬁimensicnales de las va

":iahles. En la .aycria de los cases A es el nﬁ-era_ de

dimensiones fundamentales en el problema

CALCULO DE PRODUCTOS ADIMENSIONALES.

En gedaral el nGmero de p:e&uctos;adimehsionales gque
pueden fﬁxmazsé es_iguql,al nﬁmérébtotal,de vaziablesﬁménbé
el nﬁme:b de unidadea‘fundamentalés que estemos de~ecnsidg; 
rando. |

‘Es convenlente desglosar las dimensiones de Ias varia

‘bles en un arreglo tabular.

Supongamos gue las variables & considerar son: velg

cidad v, longitud [, fuerzd F, densidad de masa o,

i njamaiﬂd Ainﬁmana,, A A

I
[
|
\

W ek ST . R S —r— Ty - SIS st STET L wESnm a8 s—emmooe cmomwme — mlm ame e mpzl o il o

En la siguignte tabla, cada columna consta de los expo=-
nentes en la expresifn dimenszional de la variable corres-
pondiente, escogiendo como unidades fundamentales M, 1L,
T, wvgr: g = [MOLT7Y



ala qﬁe e aeaahm, matriz de aiménéionés; |
El nﬁnero de pr@ductos adimensionales en un conjunta _, _7
’f'completo es igual al nﬁmero de variables mencs el rangu de
"su.natriz de dimensiones. o o o
, ,7 En ésfé-caéo & - 3 = 3, el nﬁﬁerd ae;ptodaetﬁs adi-
mensxnnales debe ser 3 (Re,rF 7). fcualquier proﬁucbo' o
{gque denota un pzqéucto adlmensionall ae estas variables 7
-&ebg,geﬁe: la siguiente forma:

o Verkzyka k4uk59k6

y la dimensidn correspon&iénte:ae I
L 1.k, ks  _o kg .3 kg 4 4k 2.k
ST AR M S IE T'1E o T 0T B § TRl b R SR e T
Como se requiere que I sea adimensional los exponen
tes de M, L, T deben ser cero:
B ok, o+ k, # k, = 0
Lz x +k, kg~ 3k =k =k =0
. T3 =ky = 2ky = kg =~ 2k =0



L =34 L o

Esto equivale a resolver la matriz de dimensiones.

w
2 )

L

W
b

w o ab

R

M_u W A p———— . M‘ ‘ N - .
s . . . . . i B B n R . . N . .

*® R OwW W

-

Ex &ande"kv.,kS, ksj pueden tomar cualesquiera valg

;7_ — s T R BT P P e BN Muzxnmnnan mays 1ae. _‘lvnlnabnu_&-dn o
o ;st:e;rr ‘I T Sv‘ﬁw‘.&fﬁv BARGL RN RF e Tl =y S A w...‘..g— R Rl R T S s

tenemos, sean k, = -1 se tiene ‘k1v='~2

obtenemos “asi:
o *giimeﬁmmmnaJMmeﬂdﬁmB,x-ﬁk“ﬂ+,gr::1~/%fﬁ,zﬁm:

ZlZp T

si ahozra k‘ = g RS T kﬁ = 0 se tiene kT = 1,

km‘i;k:”ﬂ* =

2

, v
- obtenemos asi: e = - * iy
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y finalmente k, =k, =0, k. = -1 se tiene k, = 2,

kg 2

3
El prucedimiento anter;or es del todc arbitxario, pu- 3
ﬂimos muy bien haber escoqido k - 19,,ki '-5, kyn# ‘4 - B.u

k :

-6

reéulﬁando] ﬁ# i?¢1QLf5F3p8u“1$é‘5 =’PSK¢16F5 S e

Se puﬁo haber anticiya&o una relaciﬁn.de esta. forma
puesta que P‘ R y F._. forman un canjunto completo de pra’

- &uctcs adimensionales de las varlables._"

" El nfimero de soluciones linealmente independientes es
n-# y un conjunto de soluciones de estas caracteristicas

se denomina un sistema fundaménﬁal de soluciones. Cual-.

quie: ‘otra soluc;ﬁﬁ es una combznaqiﬁn 1inealwdé las solu-.

cicnes en cualquier sigtema fundamental
§i{P, Re, F}] = 6 & P = fiRe, Fj

Hay un sinniimero de conjuntos completos de I, gque
‘7k§;éé;;ff;;;;£;é éé-ﬁkv;é;junigvéédo de vé%igﬁiééjgﬁgidiwViA'Wt“w“
hay algunos conjuntos de I's gue son més Gtiles en la
prictica gue otros. EL investigador desea gue cualquiera
de las variables adimensionales independientes sean suscep
tibles de controlarse por té#cnicas expﬂriﬁentaiax nientras

e S — e o= - — — D mmem

- 183 otYay se mantienen constantes.
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se cbtiene mayor - control experinental snbre 1os Frc» :
ductas adlmensionaTes si las variables originalas que pue
den regularse apa:ecen uaﬁa ‘una en.salo un producto adi~

mensiunal.,

| .Las variables dependientes del prableua taMbién dehen
canszderarse._ Se desea canocer cuuu dependen éstas da lag

dem&s.; Por tantn<eatas variables no deben.aparecer en m&sKTT

L de un prcdug;jff ’”fusianal y este producto puede. llamarse 

1a ‘variable adimensianal dependiente“,'para cada caso.

Para lograr ésto pademos observar ciertas condicicnes

al fbrmar.la»matriz,v o - o

‘"En la matriz dimensional, la primer variable seri la
~‘variable dependiente gque nos interese, la segqunda aquelia

qué sea la mis ficil de regular experimentalmente, la ter-

" cera aquella que 1e siga en faciiidad de regﬁl’“"iiper;men

talmente ¥ asi sucesivamente®.

s ™

También es deseable transformar los productos adimen—
‘sicnales, para obtener por ejemplo productos “conocidos”

i i mon. Re E_ P ebn e

ejemplo:
el an$lisis de arrastre de un barco, las variables se es-
criben en el siguiente orden ([F, v, L, 1, 8, g} (de a-

cuerdc con lo gque digimos) se obtiene
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 supongamos ahora gque deseamos deépreciar,;a Ua. Ghviamén~f

1te.nb_pddemos aeécartar ﬁonS'los;productes gue 1q'cantie¢'

. nen porgue son todos, en cambio pédemos obtener otro con- -

7“'jﬁntb‘CQmplete£

F . 1T = Do ‘1 S o
pu2LlZ Holly= Re  z— =F =y

©asf tememos fIN,,0,,M.) = 0, {IP, ReF) = 0

5 P = f{Re, §] ¥ si u es despreciable se pvede descar-

rar al t&rmino 'Re,

Cuando se hace una transformacifén de productos adimen

sionales es necesaric asegurarse de gue hay tantos produc

tos nuevos como el nlmero original.
 Ejemploc A

Cafda ée Presibn en un- Tubo Uniforme. La caida de pre-

~sién AP de un liguido en un tubo horizontal uniforme de
pende de la longitud L, en donde ocurre la cafda de pre
8ibn, el diametro ©T. del tubo, la velocidad promedio V
del fluido, lavviscasiéad ¥, 1la densidad de masa p ¥
una medida de la rugosidad de la suoerficie del tubo
- & - ba relacibn entre les varisbles se indica por la ecus~ =



y as{ obtenemos 4 productos adimensionales, sean kg =

kg =Ky =0 kg=-1 ky=k;=0

BT | S 0 ; +
—-1 -rrrr

Sean bkq = By = ks = kg » k-; = { ; k4 =} ks |
R, « e/v |
¥y finaimente sean k, » ﬁa = kﬁ =k o~k -k -T; k-1

... R_» uvDo = Re L L
I e



Asl se tiene 5{? Hz, le e/p} = 0 |
que se puede escribir P = {!Re, L/?, a/v}

g

Ejemplo B: Condensacifn en un tubo Vertical.

Consiﬂere vapor a la tenperatura de saturaciﬁn 8 que

- pasa a través de una-tuberia vertical lisa cuya temperatura

de pared es § - A8. El condensado forma una pelfcula en la

=]

pared gue es una pelfcula aislante, Consecuentemente, la ra
pidez de condensacidn.es afectada por el cogficiente de con~
ductividad térmica & del condensado. TLa rapidez de canden-

sacifn se determlnandirectamente por el coeficiente promedio

‘deé transferencia Ge calor - ;- —y¥a gue el -zalor sxtrafdo del |

vapor por unidad de tiempo es hA 48, en donde A es el
&rea de la pared del tubo. ILa principal variable geométrica
en elrprobléma es el espesor de la peiicula de condensado.

Este depende de la rapidez de condensacifn y de la naturale=-

—S‘—A‘.-& ‘i-u P}
TR

za del FTIujo de condensado. "La rapidez de condensaci epen--——

de del calor latente de vaporizacifn del fiujo. Comoc el volg
men es mis significativo gue la masa de condensado, el calor
latente debe expresarse come “"calor de vaporizacifn por uni-
dad de volumen™. Esto est8d representade por p), en donde -

X @3 caler latente ds wvapcrizacifin por unidad de masa y

- — Sl o =il

¢ ez la densidad de nasa del condensado.
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- Ta-faciliGas con que 1i pelfeula dé Gondemsado Fiuye de
la pared se determina;principalmente por su viécosidad vy
éu‘peso-es{:ecificoi pg. Témbiénfcémo el espesor de la peii-

cula no es constanie a lo largo del tubo, L afecta al coe-
ficiente de transferencia de calor. El didmetro del tubo no
afecta el,espesor de 1a pelicula.‘ La'ﬁélocidad del vappr;en'

el tubo -influye en el espesor, pe::o este efecto es pequefio si

1a've10ciaad,no‘éé'grande. si sevdesprecia la-interaééiésken
tre el flujo de vapor ¥ el flujo de conﬁensadc, 1a densidad
del vapor es irrelevante.
En vista aé‘toﬂo-ld anterior, suponemos que existe:una'h
’y kz ks kg s B by
h A8 pA E pg u
B S A T A H SRR T 7 *
L 0 0 1 -f 1 -2 ~1
T -3 0 0 -2 -3 -2 2
| \~l 1 8 ¢ -1 0 0
-~ b j N Lo Lo N S B -
1 a a 0 1 4 3
a _ 1 a e . @ 4 3
ny
0 g 7 g 1 -3 -3
g 0 4 1 & ni v?



.Y obtenemos tres productos adimensionales. $Si consideramos:

los siguientes valcres« &s'r &7‘t kz " k4 = 0; &

1
ks = 1 obtenemocs i, o= Emni

1
I -
Aisea..tieae;:%2:==n*v Ag | KR BF Rk

¥ finalmente kg = k. » 0; b, = b, =-3; ky = I3 b, = 27 ky =

resulta: N, = L2p%a%y / K3as>

3
B, s LP0%h0  L3p23% o o .
BE T A v TRrEeT )

En este caso, el fenfmenc quedaria descrito parcialmente por
una carta en donde la ordenada serfa &/hL, la abciaaq
LépEXQ / k 80% ‘v, el pardmetro de las curvas

L3622 7 R3pe3.

= k_3 :'-I;:
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