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RESUMEHDN

Se analiza la ecuacidén encontrédndose las soluciones del
problema hidrodindmico de un flujo establecidoc entre dos pla
nos no paralelos de cuya lfnea de interseccidn emana o se in
troduce fluido. El problema es tratado bidimensionalmente y
se supone que el flujo es incompresible, irrotacional, ra-
dial.

comparé&ndose la ecuacidn del problema hidrodindmico con
la ecuacidn de una partfcula sujeta a un potencial se logrd
encontrar el tipo de solucicnes posibles primero desde un
punto de vista cualitativo, cdﬁgordando el tipo de solucio-
nes con las predichas por L. Rosenhead (1940). En segundo
lugar se resolvié el problema por métodos numéricos, grafiT
cédndose el numero de Reynolds en funcidén de una constante de
integraciéﬁ que aparece al eliminar la presidén de las ecua-
ciones como resultado se observa un patrén de bifurcacidn
continuo cuya ventaja principal consiste en observar directa
mente el tipo de so;ucién matemdticamente posible fijando la

constante de integracidén y para cualquier mimero de Reynolds.



INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es analizar y encontrar las

soluciones al problema‘especifico del flujo entre planos in-
finitos no-paralelos en forma clara y simple. La solucidén
que se presenta en los libros de texto‘u'hhisllu gue anali-
zan el problema es sélo un caso particular de la solucidn ge
neral que fue dada a conocer por L. Rosenhead en 1939 Ud.
Su andlisis, dado en términos de™ funciones elfpticas resulta
diffcil de entender, es por esto que el problema fue plantea
do desde otro punto de vista: como el problema de una parté
cula en un pozo de potencial.

En el capitulo I se muestra cdémo las ecuaciones gue ri-~
gen a los fluidos se derivan de 1los principios de c¢onserva-
cién de masa, momento y energifa; considerando el fluido como
un medio continuo se aplican estos principios a elementos de
volumen en la descripcidn lagrangiana obteniéndose las ecua-
ciones en la descripcidén euleriana mediante el teorema de
transporte de Reynolds. NoO siendo un sistema cerrado de ecua
ciones se anexan las relaciones constitutivas mds usuales ~
gque se obtienen haciendo hip&tesis sobre el flujo de calor y
el tensor de esfuerzos, llegando a las ecuaciones de Navier-
Stokes que describen la dindmica de los fluidos newtonianos.
Come en la mayoria de los problemas el flujo se considera in
compresible, con esta hipdtesis se desacopla la ecuacidén de
la energfa de la ecuacién de momento, y esta dltima junto

con la ecuacidn de continuidad forman un sistema cerrado de
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cuatro ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden
no-lineales de tipo parabdlico. Este tipo de ecuaciones es
en general muy dificil de resolver y se conocen muy pPoOcos
problemas en hidrodindmica en los que se puede obtener 1la so
lucidén. En la tercera y Gltima parte del capftulo I se men=-
cionan ejemplos tiéicos de problemas cuya solucidn se conoce.
Se clasifican en problemas estacionarios y no—-estacionarios
y en cada categoria los que son lineales y no-lineales.

En la primera seccidén del-capftulo II se hace un plan-
teamiento general del problema, mencionando todas las hipétg
sis que se usaron. En las dos secciones siguientes se anali
za la forma en que fue resuelto el problema por Jeffery en
19151ﬂ y por Hamel en 1916‘ﬂl; y en la seccién II.D se pre-
senta el andlisis completo del problema hecho por L. Rosen-
head en 1939.

En el capitulo III se resolvié el problema en el marco
de la Mecdnica Clésica, obteniéndose todas las soluciones en
contradas también por Rosenhead perc en una forma que cree-
mos es mucho mds sencilla v f#Acil de entender.

E1l andlisis fue hecho en forma cualitativa (seccién III.
B), y cuantitativa (seccidén II.C) usando el método numérico

‘de Runge-Kutta de 42 orden. Al final de este capftulo se
presenta el diagrama de bifurcaciones que resume, en féfma
muy clara, todos los tipos de soluciones.

Al final, en el capitulo IV, se mencionan las conclusio

nes y perspectivas de este andlisis.




CAPITULO I

SOBRE LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES.

Introduccidn.

Las ecuaciones bidsicas que se utilizan para analizar el
movimiento de los fluidos esté&n basadas en los principios de .
conservacién de masa, momento y energifa.

Una forma de llegar a la expresidn de las-ecuaciones de
movimiento es, primere, censiderar el fluido como‘un medio
continuo; bajo esta hipdStesis se ignora la estructura molecu
lar de la materia en el sentido de gque en cada "punto" el
fluido tendrd un valor ¥nico de sus variables de campo: pre
sidén; densidad, temperatura, etc., y en general estas canti-
.dades serdn funciones continuas de la posicidén y el tiempo.
La hipStesis se justifica en una gran cantidad de casos con-
siderados en la dindmica de fluidos cuando el camino libre
med{o de las moléculas es mucho menor que la escala de longi
tud més pequefia considerada en el problema, de esta manera
lfquidos y gases son tratados de igual manera por esta disci
pliné. Experimentalmente, cuando se hace la medida de algu-
na piopiedad en el fluido, 10 que se registra es un promedio
de esa propiedad tomado en un ciérto volumen, que depende de
la sensibilidad del aparato; en la fig. I.lé;e nuestra una
gréfica de la forma en la que puede variar la medida de la
densidad con el vélumen'al que es sensible el instrumento.

Experimentalmente ocurren variaciones muy pequefias de las

»
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Fig. I.l1 Grafica de la densidad contra el volumen del

fluido para el cual el instrumento responde,

propiedades fisicas y dindmicas del fluido en regiones de
por ejemplo 107° cm ; si un aparato es sensible a volume-
nes menores que éste podrfan registrarse diferentes medidas
para una misma regidn, un volumen de esta magnitud contiene
alrededor de 3 x 10lo moléculas, por lo gue unos millones
mds o menos no afectarian las medidas.

Fxiste, entonces, un rango de sensibilidad para el cual
la respuesta es préicticamente constante, es en este interva-
lo donde los volumenes. considerados son pequefios comparados
con las escalas macroscépicas pero suficientemente grandes
para contener un gran nidmero de moléculas de tal ferma gue
el promedio de cualgquier propiedad es localmente representa=~
tivo.

Teniendo en cuenta la hip6tesis anterior, puede descri-
birse al fluido desde dos puntos de vista: el primero es la
descripcidén lagrangriana gue consiste bésiéamente en etique-—

tar, dentro de un sistema coordenado dado, una "porcidén

.



pequefia” de fluido con posicidén W en el instante inicial
ta y observar su evolucidn en el tiempo, (se menciona peque
fio en el sentido del pdrrafo anterior), el volumen gue lo
contiene es arbitrario y puede cambiar su forma y su tamafo,
pero las partfculas (en el sentido fisico) consideradas ini-
cialmente serdn siempre las mismas, las variables indepen-—
dientes serdn dentro de esta descripcidn I y t y especi
fican qué elemento de volumen se considera.

En la descripcidén euleriana el volumen de.control perma
nece £ijo en un punto dei espacio coordenado y se analizan
cémo varfan en el tiempo las propiedades del fluido-ahf, las
variables de campo son funciones de la posicidén y el tiempo.

Al aplicar los principios de conservacidn al elemento
de volumen en una u otra descripcidn se obtienen exbresiones
diferentes, que sin embargo pueden relacionarse mediante el
teorema de Transporte de Reynolds[u gue nos da la relacidn
de las derivadas lagrangianas de integrales de volumen, con
las integrales de volumen de términos gue involucran deriva-
das eulerianas udnicamente, esto es: si of representa una

variable de campo, V un volumen arbitrario y @ la veloci

dad del campo en un punto, el teorema establece que:
_— _LS oAV = ‘Hg;g s dv@n] 4.
Dt J, e

aguf é% es llamada la derivada total o lagrangiana.



I.A ECUACIONES DE CONSERVACION.

I.A.1 Ecuacidén de Continuidad.

Para empezar, se expresardn primero las ecuaciones de
un fluido en movimiento desde un marcb de refefencia lagran-
éiano en donde consideramos un elemento de fluido dentro de
un volumen de control VvV, gque es arbitrario pero una vez
dado serd el mismo, que evoluciona en el tiempo. )

La masa total dentro de este elemento permanecerd inva-
rianté, no habiendo fuentes © sumideros, pues- suponemos cier
to el principio de coﬁservacién de la masa y se desprecian
efectos cudnticos y relativistas: no hay reacciones nuclea~-
res y la velocidad es mucho menor que la velocidad de la luz,
por lo que la variacién en el tiempo de la masa asociada al
elemento de volumen es cereo, o escrito de otra formas
ﬁxgc\v-o,

v
donde $ es la densidad del fluido. Utilizando el teorema

de transporte de Reynolds en la expresidn anterior,'(ec. I.1),

tenemos:
Jo (

y dado que V es arbitrario la expresidén se cumple si ysdlo

div (Q&.}) = 0,

w,w
7~
o+

si el integrando se anula, esto es:

1.2 38 . div (8Y = O,



donde U es la velocidad del fiuido en un punto (X, ,X, rXy)
¥ a un instante de tiempo- t, ¥y SG‘ es la densidad de flu-
jo masa. ’ ‘

La ecuacidén (I.2) es vya la forma diferencial en la re-
presentacién eule;iana del principio de conservacidn de la
masa, llamada la ecuacién de continuidad, y nos expresa el
hecho de que si analizamos un volumen V arbitrario y fijo
en el espacio, las variaciones en la masa encerrada en V

se deberdn al flujo que atraviesa la superficie del volumen.

I1.A.,2 Ecuacidén de movimiento,

Nuevamente, utilizamos un volumen de control arbitrario
en un sistema lagrangiano y aplicamos la segunda ley de New-—
ton, que nos dice qQue el cambio de momento en nuestro siste-
ma es debido a la fuerza neta externa. Las fuerzas externas
que actidan sobre un elemento de fluido pueden clasificarse
en fuerzas volumétricas y fuerzas superficiales; esta carac-
terizacidn se debe esencialmente a considerar fuerzas de lax
go y cOorid alcance. DTn la primora clasgificacidn lag fueréas
de largo alcance disminuyen lentamente conforme la distancia
al elemento aumenta . y dependew generalmente, de su masa; cgo
mo ejemplos tipiébs podemos nombrar a la fuerza de gravedad
y la fuerza electromagnética. De tal forma que si A4V es
el volumen del elemento de fluido con centro en T y densi-

dad § s la fuerza volumétrica gue siente al tiempo t estéd

dado por:



r.3 (5, 2) g4V,

Las fuerzas superficiales son de corto alcance, depen-
den del 4rea como de la orientacidn que ésta tenga en la in-
teraccién con elementos vecinos, en general cada cara del ele
mento interacciona con sus vecinos en forma diferente: la
fuerza que actda sobre un elemento de drea AA, convnormal

fi, con centro en F y al tiempo t estd definida por:
I.a —_l—'(a; -, t)AA)

donde la forma de f, llamado el vector de esfuerzos, se pue
de ver mds claramente si analizamos las fuerzas que actdan
sobre un elemento de volumen que por simplicidad tendrd la

forma de un tetraedro (Fig. I.2)..

Fig. I.2 Andlisis de las fuerzas sobre un elemento de

volumen en forma de tetraedro,

Los ejes estdn orientados de tal forma que las caras Or
togonales con superficies JA‘, §A,, SAa y cuyas normales

. » A A
exteriores se han puesto como -a, -b y -c, estén en los



- los planos X~=ys,  y—2, xX-2z respectivamente; si lanormal
"de la superficie frontal Jh se denota como n entonces po

demos escribir la fuerza superficial total como:

Ty sa + TEEY §A, + TEBYFAL + TE2) 6A,.

T(M§A es la fuerza que ejerce un elemento de fluido
con ﬁormal —ﬁ, y éste siente a su vez una fuerza igual a
-F(-0)§R debido al elemento con normal #, siendo estas
fuerzas iguales vemos gue el vector de esfuerzps T es una
fﬁncién impar de A, ademds, debido a la ortogonalidad de las
caras:

-8 dAa

P

€A, = 7 ERAz = B'QtﬁA, &A= 2.7 JA.

La fuerza superficial total gqueda expresada como:

T - (T & + TR +T@OHE]- A} §A.
La segunda ley de Newton establece gue:

SEVE - Fug v « Y- F@dd « TN + T4 { dy,

donde - 'a ies la aceleracidén y 9 1la densidad del elemento
considerado. Dividiendo la 'expresién pof ll,' i la longi-
Eud ae las . aristas del tetraedro que estd en los ejes,
y notands que. §Vv = 23,'3 y &§a =1/§- 2* ; cuando hacemos ten.
 aer k a cero necesariamente el término que corresponde a

la fuerza superficial debe ser cero, esto es:
FWy = 2. LA T@AY + BTBY + 2T @]

J



O bien en término de sus componentes:
. (N . . oga R I .

I.5 T v = ny Lo T (R) + AJ.T(L) + G (f;‘)])
se puede notar gue la componente i-é&sima del vector de es-
fuerzos--que pasa por el elemento de superficie con normal A
estd relacionada con la misma componente de los esfuerzos
que se ejercen sobre tres superficies ortogonales.

Puesto gque n v T no dependen del sistema de coorde-—
nadas, la cantidad entre corchetes tampoco y podemos asociar
la con un tensor de segundo rango, el tensor de esfuerzos

i, 2]

&;; , estos es:

1.6 ) -Ti. = & n;

i i
Debe notarse también, dado gue dicho limite existe cuan
do consideramos las dimensiones del paralelepipedo tender a
cero, es posible definir al vector de esfuerzos como funcidn
de la posicidn, es decir, podemos especificar la fuerza en .
cualquier purito de la superficie mediante el limite de la re
unidad de Area en un punto gue es por definicidn, el esfuer-—
 zo en ese punto.
bg representa la i~ésima componente de.la fuerza, por
unidad de &rea, gue se ejerce a través de un plano con nor-
‘mal en la direccién j. Explicitamente podemos escribir:
T bu L Ui ™~
T ) " B Gar, Bes 0,
15 by, - Ly Das n,
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Entonces, considerando un volumen de control en un sis-
tema lagrangiano podemos escribir la segunda Ley de Newton

de acuerdo con las relaciones I.3 y I.4 como:
;-13 S AV - L?AS . Lg{, av.
v

Utilizando el teorema de transporte de Reynolds y la re
lacién I.6 tenemos:

5 \%?) ‘ A‘Y(S&DL)[AV - &(2-0)AS +£§Rcw)'
v Puk-Y

por. el teorema de Gauss podemos convertir la integral de su-
perficie en una integral de volumen y agrupar todos los tér-
minos, y puesto que el volumen es arbitrario, la relacidn se

cumple siempre que:

o L8®) . diy(ead) = diva + $¥
R4

O en componentes:

a LSW) 2 guuy) - 22 4gF,
Py 8¥Xq. ax;

esta ecuracidn puede simplificarse si desarrollamos las deri-

vadas -del. . miembro izquiefdo y se hace uso de la ecuacidén de

continuidad. (I.2), podemos llegar entonces a que:s

FR g 2ui 4 gup AU | 335 |, ey,
. 3¢ 8 g 3x, - 4

Cabe hacer notar gque esta relacidén es la ley de conser-
vacién del momento aplicada a un elemento de fluido visto
desde un marco de referencia euleriano; el primer término

del lado izquierdo es la aceleracidén usual (cambio de veloci
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dad en el tiempo), mientras que el segundo representa unaace-—
leracidn coﬁQéﬁtiva debida al gradiente de la velocidad que

estd presente aldn en el caso de que el flujo sea estacionario; el
lado derecho es la fuerza neta que causa la aceleracidn,- sien
do el primero de estos . términos el correspondiente a las fuer

2zas superficiales y el segundo las fuerzas volumétricas.

I.A.3 .Ecuacidén de conservacidén de la energia.

Para obtener una ecuacidén de balance de eQergia supon-—
dremos, primero, que podemos aplicar a cada elemento de volu
men las leyes de la Termodin&mica. Los pardmetros en estado
de equilibrio y las relaciones entre ellos serdn las mismas,
esto-es, supondremos que existe equilibrio local. Esta es
una hipétesis muy fuerte, aungque muy buena, con bases tedri-
cas y experimentales sélidaé, si bien no siempre es valida.
La primera ley de la Termodindmica se refigre a gue el cam-
bio en la energfa interna de un sistema (con nimero de moles
constante) es igual al trabajo gue se realiza sobre é1 més
el calor intercambiado por el sistema con sus alrededores;
supondremos entonces gue la energfa a gue se refiere dicha
ley consta de dos partes, una de ellas serélen si{ engrgia
cinética debido a que en la descripcién lagrangiana el ele-
mento de voldmen no est én reposo, la otra parte serd la‘
energfa interna. De tal forma que si escribimos la energfa
total asociada con el elemento de vOlumen V arbitfario
como s .

(fe + FSW-I) A’V/
v
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donde e es la energfa interna por unidad de masa y el se-
gundo término la energfa cinética por unidad de volumen. La

primera ley establece que:

2] tge s gsmay = [w-Fds » [BRav-[T
v S Y 3
donde 3 denota el flujo de calor, por convencién se denota
negativo si este flujo es del sistema a sus alrededores, sien
do el dltimo término de la expresién el flujo neto de calor
que sale del sistema por unidad de tiempo y los dos primeros
términos de la derecha la potencia realizada sobre el siste-
ma por las fuerzas superficiales y volumétricas,

Teniendo en cuenta gue el vector de esfuerzos T estd
relacionado con el tensor del mismo nombre por la relacién
TS = Uﬁﬁg (ec. I.6), y utilizando el teorema de Gauss, po-
. demoOs cambiar las integrales de superficie a integrales de
volumen; ademds, utilizando el teorema de transporte de Rey-
nolds (ec., I.1l) en el lado izquierdo de la igualdad y agru-

pando los términos en una sola integral obiLenemos:
: 3 43 e S a
| 13 tse domgu) ¢ 32 Ttee + deuuuy] -

| "'{::,;"‘. VUG + U8% -%2%1“\’ =D.

Nﬁevamente, como hemos utilizado un volumen arbitrario,
la igualdad anterior se cumple si, y sé6lo si, el integrando
es idénticamente igual a cero, obteniendo asf una ecuacidn
diferencial paré layconservacidn de la energia, gue puede

ser reducida a una forma méds simple utilizando la ecuacidn
* -

ndé
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de continuidad (I.2) y la ecuacidén de conservacién del momen

to (I.7) obteniéndose:

e ae . .
3% ¢ osuam, - e -2
R d Bx(: a{"- J

esta ecuacidén nos expresa el hecho de que para un elemento
de fluido arbitrario que permanezca fijo en el espacio, el
cambio en su energia interna estd directamente relacionado
con los esfuerzos superficiales por un lado, y con la canti-

dad de calor gue bueda ser afadido al sistema,

1.B FRCUACIONES CONSTITUTIVAS,

El conjunto de ecuaciones que se.han deducido, a saber,
la ecuacion de continuidad (I.2), la ecuacidén de conser;a—
cién del momento (I.7), v la ecuacidén de conservacidén de la
energfa (I.8) no forman un sistema cerrado de ecuaciones.
Tenemos hasta el momento cinco ecuaciones, tres para la ecua
cién vectorial de momento, y dos escalares, la ecuacidn de
continuidad y la ecuacién de ta energia; 1las vawriables invo-
lucradas forman un conijunto de 17 incdgnitas: dos escalares,
la densidad $ Yy la energia interna e; dos vectoreé, ia
velocidad 8 y el flujo de calor & c¢cada uno con tres com-
ponentes; y el tensor de esfuerzos gque en general tiene nue-
ve componentes independientes, se ve entonces gue aunque po=-
demos hacer usoc de dos ecuaciones de estado édicionales no
es suficiente para poderlas resolver.

Para cerrar las ecuaciones es necesario hacer hip&tesis
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sobre el flujo de calor y sobre el tensor de esfuerzos, y
las ecuaciones resultado de ellas se conocen como relaciones
constitutivas.

El modelo para el tensor de esfuerzos que generalmente
se usa y que caracteriza a los flufdos newtonianos estd basa
do en dos postulados fundamentalesl‘?'

a) Los elementos no diagonales del tensor de esfuerzos
que representan los esfuerzos tangenciales, dependen dnica-
mente del tensor de rapidez de deformacidn z (tehsor de esfuer
zcs viscososg), este dltimo debe depender Ade las derivadas es
paciales de la velocidad, puesto que la friccidn internf';t ocu '
rre en un fluido _scSlo cuando particulas diferentes se mueven
con velocidades diferentes, La relacién més general tomando

en cuenta esta hipdtesis es:

By = F.IG o+ W@y + B ey @p)te

donde se incluyen esfuerzos normales y F; representan fun-
cliones de los tres invariantes de é H la traza, el determi-
nante y la suma de los determinantes de los cofactores.

b) La segunda condicidén caracteriza a los fluidos new-
tonianos y afirma gque la relac.:idn entre los tensores Z Y
é es lineal. Como consecuencia de esta hipbtesis F¢ = O
para 1 7 2, F, es una constante independiente de los inva
riantes y Fo depende, a lo mis, del primer invariante, en-~

tonces la relacidén debe ser de la forma:

By = e+ A NW) & o+ Sy

donde i,j=1,2,3 ylospardmetros a, l ,/( se mencionan enseguida.
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Como en reposo el esfuerzo es isotrdpico y la presidn
ejercida sobre el fluido es la presidén termodindmica p,
identificamos a = =-p.

La forma usual en que se escribe la ecuacidn es:

T.9 D

(LI
if E + )L(au'h 8 Yy . 5:_ a..__R g&JaUQ

EF EEY, j axp Sxg )
donde E§:= A * %/L y el término proporcional a‘/ﬂf estd cons
truido de tal forma gue se anula al contraer el tensor.

Los parémetros‘/u v f son el primerc y' segundo coefi
cientes de viscosidad y son en general funciones de la densi
dad y la temperatura, son ambos positivos 151 y pueden deter
minarse experimentalmente para cada tipo de fluido en parti-
cular, El érimero se identifica con la viscosidad dindmica
o cortante y se define a partir de €1 el coeficiente de vis=—~
cosidad cinemético por la relacidn iJ:/%@.

La segunda ecuacidn constitutiva se refiere al vector
de flujo de calor que depende directamente de las variacio-~
nes en la tamperaiura del fluido. Expandiendo & en serie
de potencias en los gradientes de la temperatura, sé retie—
nen sélo los primeros términos bajo la restriccidén de gque

los gradientes son pequefios; el término constante debe ser

cero ya gque § debe anularse cuanto VYT es cero, entonces:

I.10 q,z-\(v“r)

llamada ley de conduccibén de calor de Fourier; la constaﬁte
de proporcionalidad se llama la conductividad térmica y debe

ser positiva ya que el flujo de calor es en la direccidn con
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traria al gradiente de la temperatura, en general es también
funcidén de la densidad y la temperatura.

Sustituyendo las relaciones constitutivas (I.9) y (I.10)
en las ecuaciones de conservacidén de momento.

En laecuacidn de continuidad no es necesario pues sdélo

estd en términos de la densidad y la velocidad, tenemos para

la componente j~é&sima (donde 3j =1, 2, 3):
we
. suy _ 2 [_ > ale 4
1.11 % + Slg 3;2 = 5% ’P&J‘ « | Ky

U, .
+'a_l:J=<;_ g:

Uy + 5’&. dup | 4 f§¥
Js;c S

El conjunto de las tres ecuaciones anteriores se ¢cono-
cen como las ecuaciones de Navier-Stokes y representan las
ecuaciones de movimiento para fluidos newtonianos.

La ecuacidén de la energfa quedard expresada como:

I QUL L -
.12 g2 4+ RUe3x, = [+ att Rl
3Ly S ar
- 23dyp f 84y =2 (kL) .
3 5%y a"z Cats % s )

Aungque 1l0s coeficientes de viscosidad no son constantes,
en ‘muchos casos no cambian notablemente y pueden considerar-
se como tales. Al expresar al tensor de esfuerzos en térmi-
nos de la presidn termodindmica y de gradientes de la veloci

dad y al flujo de calor en funcidén del gradiente de la tempe
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ratura logramos reducir eL.nﬁmero de incdégnitas a siete; para
cerrar el sistema de ecuaciones (cinco hasta el momento) 85
necesario dar dos ecuaciones adicionales, esta informacién
se obtiene de la termodindmica aApartir de las ecuaciones de
estado térmica y caldérica. Sin embargo podemos desacoplar
la ecuacidn de la energfa de la ecuacidén de momento haciendo
una hipétesis m&s: la hip&tesis de incompresibilidad.

Se dice que un fluido es incompresible si la densidad
es una funcidén que varfa muy lentamente en el espacio y el
tiempo comparada con la regidn y el tiempo en que la veloci-
dad cambia, en este sentido la densidad puede tomarse como
constantetq] - Entonces, si los cambios en la densidad son
pequefios y despreciando términos de orden superior en un de-

sarrollo en serie de Taylor, podemOos escribir

€. 8 + 28 (n-p) -

ap
Si ahora definimos un incremento adimensional p° en
la presidén como
' . A -~ P
$ N

donde S, Y  P. son una densidad y una presidn caraéterigf:;
t;cés del fluido y vo una velocidad tfpica, de modo que‘;a '

velocidad mdxima no sea mucho mayor que ésta. Podemos escri
bir entonces :

Q - Qo ({1+ H*p*)

: N iy R ' N .
donde M es el nimero de Mach M = 7}' y ¢ es la veloci=

" lp .
dad del sonido c =%% .
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Haciedo uso de la ecuacidn de continuidad ec. I.2 el

efecto de suponer a § constante es:

32 2 88 a8 au
2% - am l9Ua) = [ 28 . u.l_)4g_’:‘:,

en el segundo paso de la igualdad se héce uso del teorema de
trasporte de Reynolds; entonces, si el fluido es incompresi-
ble la divergencia del campo de velocidades se anula, esto

es, la distribucidén de velocidad es solenoidal:

.13 e | o coando . 28 . O,

Podemos entender mejor gué relacidén tiene el nimero de
Mach con. la hip&tesis de incompresibilidad si en la ecuacidn
de continuidad se divide todo por 2 v, /L, {L = lcoagit

racterfstica) y se agrupan términos en M:

vev e ML e e VPV = 0

siendb todas las cantidades adimensionales: v o= LL/W,,
. v, )
r'* =r/L ¥y t=t 1% . Ccuando el nudmero de Mach es muy pe-—

éueﬁo el segundo término puede despreciarse'y la ecuacidn es
la de un fluido incompresible, la aproximacién es mejor en

cuanto mds pequefio es M. Es conveniente enfatizar en que
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esto es vilido si los efectos de velocidad son despreciables
y la densidad no difiere mucho de la densidad caracteristica
2 vd.

La ecuacién de continuidad para fluidos incompreéibles
(ec. I.13) y las ecuaciones de Navier-Stokes forman un siste
ma cerrado de cuatro &cuaciones con cuatro incégnitas que
son: la presidén y las tres componentes de 1la velocidad, y

-en su forma vectorial se escriben:

I.14 y-4 =0

3L D9 a -2 VP + dV'0 4+ F
I.15 EXS 4T =Ty P -

siendo las ecuaciones de movimiento para fluidos incompre-
sibles un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales parcia
les de tipo parabdlico y las condiciones a la frontera gque

deben imponerse pueden ser las llamadas de Dirichlet, o bien
las de Neumann, y se requiere entonces especificar la veloci
dad hidrodindmica sobre cada frontera sélida. Experimental-
mente se ha encontrado que podemoé suponer gue no hay desli-
zamiento de un fluido sobre una superficie sdélida; la veloci
dad del fluido sobre cada frontera sélida es precisamente la
velocidad de dicha frontera, entoﬁces, si v es la veloci~-

dad de la frontera:

I.16 tl S {sobre la frontera).
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I.C  SOLUCIONES EXACTAS A LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

PARA FLUIDOS NEWTONIANOS VISCOSOS E INCOMPRESIBLES.

Los problemas cuya solucidn se conoce son muy pocos de-—
bido al tipo de ecuaciones a las que pertenecen las de Navier-
Stokes; aungque la hipdétesis de incompresibilidad simplifica
las cosas al desacoplar las ecﬁaciones de movimiento de la
ecuacién de la energfa y disminuir los términos de las pri-
meras, las ecuaciones siguen siendo ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden no lineales de tipo‘parabélico Y
en general muy diffciles de resolver., De aquellos que si se
conoce su sélucidn pueden ser agrupados en problemas estacig
narios y’no estacionarios, y en cada una de estas categorias
podriamos identificar los que sean lineales y no lineales;

se dardn . alguncs ejemplos a continuacidn.

Problemas estacionarios: e

Son todos aquellos en donde el campo de velocidades es
constante respecto al tiempo, el término 34/3t gque aparece
en las ecuaciones de Navier-sStokes es idénticamente igual a
cero; en este tipo de problemas generalmente no es el inte-~
rés preguntarse cémo empieza a generarse el flujo, sino gque
$aAestudia como un flujo permanente. -

S Las ecuaciones 1.15 pueden simplificarse aifin mds cuan
do ‘para un p;oblema especifico él término no lineal 1 -{Q
se anula} pudiendo distinguir entre problemas estacionarios

lineales como el Flujo de Couwette plano y cilfndrico, y pro-
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blemas estacionarios no-lineales como en el caso del Flujo
de von K4rmén y el flujo del jet sumergido.

Flujo de Cowette planc (u.

consideremos un fluido gue se mueve‘entre dos pla-
nos paralelos e infinitos y separados una cierta distancia
h; supongamos también que el movimiento es sélo hacia una
. direccidn, por ejemplo en la direccidn x; y gue en ausen-
cié de fuerzas externas puede ser causado por el movimiento

relativo de los planos en esa direccidén & a la existencia de

un gradiente externo de presidn.
Bajo las hipdtesis anteriores es claro que séloc la pri-
mera componente de la velocidad es diferente de cero y puede

ser sélo funcidén de x y ¥y, sin embargo de la ecuacidn de

continuidad (ec. I.14) se obtiene que la velocidad es fun—~
cifén Unicamente de la variable y: us = u(y), Yy entonces,
en las ecuaciones de movimiento se puede ver que el término

4 -%40 se anula, obteniéndose una ecuacién diferencial ordi

naria de segundo orden -lineal para la velocidad:

atu L, L oAe Ap . . P . -
e O ex 0 gg=e .y FE o

Si suponemos primero gque los planos estdn fijos y exis~
te un gradiente de presidn constante podemos obtener una S0~
lucidn al integrar dos veces la ecuacidn anterior, que repre
sentard un perfil de velocidades parabdlico, en donde la ve;
locidad midxima se alcanza en la distancia media entre los

planos (Fig. I.3.a): U ly) = —y/%u%% (h=-y).
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Fig. I.3 Perfil de velocidades para el flujo entre

planos paralelos.

Si ahora se supone gue el plano inferior estd& fijo y el
otxo se mueve con velocidad constante Vv en la direccibén ¥,
.y.qﬁeiia presién es constante obtenemos -sha-ecuacién todavia
més simple para la velocidad: dtu/dy‘ = 0; cuya solucidn
.ge@eral es, imponiendo las condiciones de contorno,

Ugly) = % Y, Que representé un perfil de velocidades lineal
(Fig..I.3.b). La ventaja de tener ecuaciones lineales es i

que la combinacién lineal de sus soluciones serd solucidén

del problema general en donde ademds de tener un gradiente
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de presién, uno de los planos se estd moviendo (Fig. I.3.c).

. wel, 1, el
Flujo de Couette cilindrico

En este caso el fluido se encuentra entre dos ci-
lindros coaxiales de longitud infinita gue rotan con veloci-
dades angulares U\ y W, , vy en ausencia de fuerzas exter-—
nas (Fig. I.4).

El flujo entre cilindros gque rotan es otro ejemplo de
un problema lineal, usando coordenadas cilindricas (r,8,2)
.suponemos que la Unica componente de la velocidad serd la
componente tangencial ugs donde el eje de los cilindros
coincide con'el eje de rotacién Oz. De la ecuacidén de con-
tinuidad se deduce que la velocidad seri& funcidén sélo de.ia
variable r, esto es: ug = u(r).

Andlogamente al ejemplo anterior la ecuacidén de movi-

miento resultante es una ecuacidn lineal cuya solucidn es de

la forma:

uc (T) - ___A__ - E)c

donde la determinacién de las constantes se obtiene conside-

rando situaciones especificas.

Las lineas de corriente son cfrculos concéntricos al

eje de los cilindros en el plano perpendicular a él.

Flujo de von Kérmén,

Dentreo de los problemas no lineales se puede men-
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’tfig. I.4 Geometria del flujo entre cilindros QUe rotan.
cionar el quimiento de von Kérmén-(lQZl)E‘Ltn que consiste
bésicaﬁente en analizar el flujo producido por un plano infi-
nito que rota-alrededor de un eje perpendicular a él, con una
velocidad angulai‘ua, Yy gue se encuentra inmerso en un flui-
do. también infinito, .

El problema puede sefmﬁ@épteado si consideramos que dada
la simetria'basté con analizar la pafte superior del plano
en‘fbtacién;vﬁt;lizando coordenadgs cilfndricas, en donde el
piaﬁo coinciaeiéon el plano. i‘QAO, supondremos gue las com

ponentés'de;la velocidad no.dépgnden del 4ngulo, es decir:
‘LL(,: u-v(";z)/' u.mau-g("lz))' -‘Ll 1(,1_1(",2))

ademés,‘éi se ‘supone quefél campo de velocldades posea sime-
trfa de revolucidn alrededor del eje 02 Y gque para cual=
quier plano paralelo al disco la componente de la velocidad

-

normal es constante, las condiciones para z = O serdn:

LL‘-:O,U;G-G‘J.)\" (J_.z:o,



por otra parte debe imponerse gue suficientemente lejos del
plano las compqnentes radial y angular de la velocidad sean
nulas, conforme nos alejamos del planco la velocidad en esa
direccidén va "amortigudndose", esto es: Uy = Ug =0 en
z =00, Sin embérgo la componente axial no se anula en
2 =% 3ino que debe tender a un valor constante negativo,
va que debido al movimiento el fluido se mueve radialmente
hacia afuera egpecialmente cerca del plano, e€s necesarioc en-
tonces un flujo vertical constante desde el infinito para
que se cumpla la ecuacién de continuidad.

von Kdrmdn pfopone gque en la distribucidén de la
velocidad las componentes radial y azimutal sean proporciona
les a la distancia medida desde el origen, Ygue la componen
te en la direccidén axial sea constante en cada plano parale-
lo al plano de rotacidn, de tal forma que la expresidn para

los componentes es

e » cw T Lé); ub = v G‘?)) uzf(ﬁhdﬂlygq

donde % a ('glu)')!la g

obteniéndose de las ecuaciones de movimiento tres ecuaciones
adimensionales para - ¥, G, H ¥y P, ¥ de la ecuacidn de con

tinuidad una ecuacidén para F y H, gque son:
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Fiooa v FH oo owr
2xqg + &' 4 = a¥
HH = D w’
Y arF + H = O .

con las siguientes condiciones a la frontera:
= H 2 O )/ él" Svando 7:0

¥ > 0 y G =0 csando joeo.

von K&rm#&n obtiene una solucidn aproximada del problema

utilizando el método empleado por Pohlhausen dentro de la

teorfia de la capa lfmite . Cochran utiliza el método de

integracién numérica de d'ADAMS en la vecindad del valor

i = 0, Yy escribe la otra parte de la solucién desarrollando
i &
asintéticamente las funciones H y G t .1 Los resultados

obtenidos por los dos métodos se muestran en la gréfica de

la Fig (I.5), donde las lfneas continuas representan los re-

sultados de Cochran que obtiene un valor lfmite de H cuan—

-do }-ow de -0.886, comparado con los resultados de von

K4rmén (lineas punteadas en la grédfica) de =-0.,55 para el

mismo valor, por lo gue la velocidad uyz al infinito para

un valor de V = 0.14 cm"/seg.
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Fig. I.5 Resultados obtenidos para las funciones
F, G y H por von Kdrmin (lfinea cortada)

y por Cochran (linea continua).

Y suponiendo gue el disco gira a 600 rev/min, es de
Uy (e) =~ 2,62 c¢m/seg en lugar del valor obtenido por Von
Kdrmdn de =-1.63 cm/seq.

El flujo del jet sumergido LSl 13

Consisté en analizar el flujo producido por un
"jetjde fluido"” que se introduce en un fluido infinito a tra
. vés de un tubo delgado., Para encontrar la solucidn se utili
zan coordenédas esféricas con variables (r,e,¢) y se supof
ne, en primer lugar, que el flujo es simétrico alrgdedor del
eje axial que va en la éireccién de; jet, por l1lo que no hay
componente de la velocidad en la direccidn del &ngulo ¥, vy

las componentes restantes® Ve y V. serdn sélo funcidén de
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r y © ., El momento del jet serd el flujo de momento total
que debe ser el mismo para cualquier superficie cerrada alre
. dedor del origen, y debe suponerse entonces que la veloéidad
serd inversamente propércional a la distancia al origen, que
estard en el punto donde emerge el jet.

El problema es no lineal, L. Landau  obtiene una solu-
cidén exacta “1vconsiderando que la fuente del jet no tiene
dimensiones, que es puntual. En la figura I.6 se muestran

las lineas de corriente.

;'_——“‘\______,____.—w
—_—

v

T —————
’;__—___—_~_—”,——"—_““*—;———-——9

Fig. I;S Lineas de Eorriente producidas por un jet

sumergido.

Problemas no—-estacionarios:

Los flujos no estacionarios son agquellos en donde la ve
locidad eé funcidén no sélo de la posicidn sino dei tiempo y
-pueden ser causadoslpor el movimiento repenﬁino de sus fron-
 teras; © por moQimientos oscilatorios de &éstas, o bien, por
la &ﬁa:icién de gradientes de presidén o sus variaciones eéen
el tiempo.

Como ejemplo mencionaremos al llamado Primer problema
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de stokes, se refiere a un fluido infinito acotado sélo por
un plano también infinito, gue puede ser el plano x-3z. Si
repentinamente el planc es puesto en movimiento en una direc

cién con velocidad constante, esperamos gue la dnica compo-

nente de la velocidad diferentes de cero serd& en esa direc-

cidén, digamos x, Yy serd sdlo funcidén de y y %. Dada la
simetria del problema, es posible analizarlo como un flujo
bidimensional, como U = (u({y,t),0,0) el término no lineal
seri cero; se puede ver también que la presidn-seri constan-
te en cada punto, de donde la ecuacidn gue hay qué resolver

es una ecuacién diferencial parcial lineal de sequndo orden;

atuL, ) .
durft =V ~—2 e coOn las condiciones de fronterxa:s

2 Y*
. )o, 1< o

w (o, 2) =
LV, i >0 ,

ey, 1‘) (-L},,’*a an v/ Jomiqic))

GOnde v és la velocidad del plano. EL problema puede re-
sdive;se utilizando métodos de semejanza de variables L‘;y
_ébr‘transforﬁadas de Laplace,

4 . /si en lugar dé que la frontera sdélida se deslice con
Qe;dcidad constante a un tiempo t pensamos en que empieza

a oscilar en una direccidn, el problema s&lo seri diferente

al anterior en sus condiciones de contorno, gue se piden que

seans:



[
0

L W ) = Vecos nt

U olrdy = ioit, .

El problema, referido como'Segundo Problema de Stokes,
puede resolverse si suponemos que el fluido también oscila
en la misma direccidén que el plano, con la misma frecuencia
pero con una amplitud que dependerd de la distancia perpendi
cular al plano. Pensando en que la velocidad del flujo es
entonces de la forma: u(y,t) = Rebu(y)ahi], se llega a
una ecuacidn diferencial Ordinaria dec secgundo grado lineal
para la amplitud @ (y) cuya solucidn se conoce,

Para concluir con este capfitulo, mencionaré que dentro
de los prob;emas preseﬁtados se ha supuesto siempre gue el
flujo es laminar, aunque en la préctica se puede Observar
fiujo turbulento como en el problema del jet sumérgido [,£
por ejemplo.

También, las suposiciones de simetrfa en los flujos y
el uso de coordenadas apropiadas nos puede permitir pasar de
las ecgaciones no-lineales de Navier-Stokes a ecuaciones 1li-
neales como en los flujos de Covette y en los problemas de
stokes, donde ya no aparece la viscosidad y por esta razdn
las soluciones también satisfacen las ecuaciones de movimien
to para un fluido ideal incompresible.

Sin embargo, en algunos casos la simetriadel problema no faci
lita la solucidén del mismo. Por ejemplo, el problema de von
KArmdn no puede ser analizado bidimenéionalmente Yy las ecua
ciones de movimiento son no-lineales conociéndose sélo solu~

ciones numéricas.
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CAPITULO IX

- EL FLUJO ENTRE PLANOS PARALELOS

Introduccidn.

En este capftulo se verdn las soluciones dadas al problema no li-
neal y estacionario del flujo entre planos inclinados, problema prime-
ro resuelto por Jefferylglen 1915 y por Hamelrﬂ en 1916; la solucidn
completa fué obtenida y analizada por Rosenhead muen 1939 en término
de funciones elipticas.

Para precisar lo que sc entenderd por flujo divergente y convef—
gente se define el ndmero de Reynolds R como é% ’ donde Q es el
volumen de fluido que cruza en la unidad de tiempo a través de dos pla
nos perpendiculares cada uno a una de las paredes, y que sSe encuentran-
a una unidad de longitud del origen. Un valor positivo de R corres-—
ponderd a un flujo promedio hacia afuera y un valor negativo a un flu-

jo promedio hacia adentro.

IT.A -PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

21 flujo entre dus pianos infinitos gue se intersectan, digamos,
en la linea y=x=0, se ha analizado considerando primero gue a tra-
vés de esta l{inea emana (0 se introduce) fluido a razdén constante, y
suponiendo que: el flujo entre los planos es laminar y estacionario,
que el,fluido.se supone newtoniano e incompresible y que no actdan
fuerzas externas sobre €1, A .

Por la simetria del problema podemos considerar todo el movimiento como
plano, este movimiento se caracteriza porgque la velocidad de cada particula
del fluido representa un vector que es paraiélo a unmismo plano (digamos el
plano x=-vy), VY gue puede depender de las coordenadas X ¥ VY.

Las coordenadas apropiadas serdn coordenadas cilindricas
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(f,8), donde T se medird a partir del punto de intersec-—
cién de las paredes § se excluye el caso en el que T = O,

Yy © serd el é4ngulo que forma F con la lfinea media del ca

nal (fig. ITI.1l).

Gawa ~
a) Esquema general de los b) Corte transversal de los

planos planos

Figura II.1l

- Dado gue consideramos el fluido newtoniano se usarin la

ecuacibén de continuidad (ec. I.l4) y las ecuaciones de Navier-—

Stokes (ec. I.l5) gue se encontraron en el capitulo anterior,

y que, en coordenadas cilindricas, para un fluido incompresi

ble tienen la forma Lik

El
1 = . .
II.1 T o3¢ true) + v oo ¥ p)
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Las ecuaciones se simplificén al tomar en cuenta las hi
pétesis mencionadas con anterioridad, y si ademds suponemos
que el flujo es sélo rédial, entonces u = (uy,0,0) donde

en general u, = u_(r,g). Como el flujo es estacionario el

T

término %% es cero, y dado que no hay fuerzas externas

£ = (fv,%,f) = O.

El sistema de ecuaciones por resolver para este proble-

ma en particular son:

II.5 L3 T =
= a‘,tfu.\ =D
- E. auwy 4, L Q_— W
II.6 _ g I == + )“\.vg'fl" 2)+ & v v"\)
. . 3 ae + )1-"3:. 9_51)
II.7 o o 6 = - % 3B Y* oe
II.8 . ) ' o = - R B

/2
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donde ahora la componente en la direccidén radial se ha deno=
tado simplemente por w. Las condiciones de contorno para
un fluido viscoso son que la velocidad del f£luido en las
fronteras sélidas es precisamente la velocidad en la fronte-

ra; en nuestro caso las fronteras estdn fijas, entonces si

suponemos que el &ngulo de abertura del canal es 2¢ se de-

be cumplir que

IX.9 Uie, a) = WL(F, ~a) = O

II.B SOLUCION OBTENIDA POR G. B. JEFFERY (1915)

Jeffery obtiene una solucién para el flujo entre planos
inclinados utilizando la funcién de corriente q’, que puede
ser definida siempre que el fiujo se consideré bidimensional
e incompresible, va gque en estos casos la ecuacién de conti-
nuidad es equivalénte a pedir que uydx - uydy sea una difg
rencial exacta, esto es, dW¥W= qux = uxdy de donde podemos

entonces definir a Y en términos de las componentes de la

velocidad como

I1.10 Wx =»- %&’.; U..,.g;g(.

Sustituyendo estas relaciones en las ecuaciones de movi
miento (ec. I.15) y eliminando la presién de ellas se obtie-
ne la ecuacidn diferencial para la funcién de corriente:

II.1l1 (WYY i’_i‘*’_*l‘i’) = VY,
ot 3 (#v)

siendo & el coeficiente de viscosidad cinemdtico, y el
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jacobiano es

althyty) | 29 2KY) _ sw o).
‘=gb:m‘ ?f 96 29 ©®©

‘La ecuacidn II.1ll en coordenadas polares, para flujo es
tacionario es

_ L 3w, YY)
IT.12 *‘B’T\:,—ej‘ = VY

donde el laplaciano en esas coordenadas es

4 I .a' 9 f P-4
Vie 3 seled) + 1o

En su trabajo Jeffery analiza varias posibilidades para
\9 gque corresponden a diferentes .situaciones de flujo, en el
caso de canales que convergen considera que laAfuncidnbde bg
rriente depende sélo del 4ngulo ©, encontrando la ecuacidén

diferencial:
: . 2 . m
IT.13. Lkp‘w) 1 a4 Ll)ﬁ(,eo) +9 Y

Integrando la ecuacién anterior, multiplicando despues
| S : :
por'\v ’ integrando nuevamente y rearreglando los términos

se obtiene finalmente que- .

: ) . ) s }
e (SRS (U o)t sa ek,
‘donde a y b son constantes de 1ntegradidn. Integrando
nuevaménté se obtiene que ) . '
‘;1‘1,5 6.1 @ f('LpLA)(Wif)(q)'-@'\?—!z\f.‘* )

. ", - y

Las constantes de integracidn a y b estédn relaciong

das con las raifces del polinomio cdbico que aparece en el de

nominador del integrando de la dltima expresidén par
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‘II.16 > a\)(l\f/&) i (A’(/J‘)l{ l/L
3ba X ufev-Anu).
. >

En estas expresiones l Y /;L son dos raices del poli-
nomio. Cabe hacer notar que en la ecuacidén (II1.15) debemos
considerar los dos signos de la rafz, sin embargo en el and-
lisis hecho por Jeffery obtiene una solucidén tomando en cuen
ta sélo el signo positivo; ademds supone la siguiente rela-

cidn para la derivada de la funcién corriente:

Ir.17

\P'z;{ 5¢na¢ -I/[_ casz‘d.

La integral (IT.l5) es entonces:

R = A M~

ad—i—§”

Definiendo dos nuevas constantes k y m por:

II.19 A me o, eV 2-du
@V‘l-f/L Y ) o 4

el sistema de ecuaciones para l y‘/L pueden ser expresa-

das en términos de k y m como:
LY SR zki
II.20 l:/l..’f-b‘\ihm v /L:R'IJ(/M av ek,

y la ecuacidn (II.1l8) puede escribirse en la forma:

¢ A

im! (o- &) = y
o Y/~ Az'5mf¢“

y puede ahora identificarse con la funcidn de Jacobi sn,

definida mediante la .relacidn:

. . @
) d
S s demse we | e

<
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haciendo u = mj (8- 6) Yy con la relacién (II.l5) en

(IXI.12) se obtiene finalmente que:

I1.21 G\T\g a 2V (r-mPo mzh_") -+ o k."mz ana(IMI(e-Q)))

si la constante de integracién &, es cero, se puede ver

gque la funcién AQLB es par y por lo tanto el flujo serd

simétrico respecto de la linea central, no pudiéndose asegu-

rar en -caso contrario. Si Q=0 :
I1.22 B o 2V (s w amP o) # 6V B snt(me, b)),
o e

las lfneas de corrientes serdn lineas rectas gue pasan a tra
vés del origen.

Jeffery encuentra asi una solucidén para el movimiento
de un fluido entre dos planos fijos inclinados a un &ngulo
2d, debido a una fuente lineal a lo largo de la linea de in
terseccién suponiendc un gasto constante; dicho con sus pro-
pias palabras. “

La solucién asi encontrada no puede ser general puesto
‘qge de antemano supone simetria del flujo respectu a la 14—
nea gue bisecta las paredes, y tampoco analiza todas las po—
sibilidades del polinomio cdbico de la ecuacidén II,.15.

‘ Muestra, sin embérgo, gque para 4ngulos de separacidén
‘muy pPequeiios, la solucidn aproximada para la velocidad, a
través de cualquier seccidn transversal, sigue la misma ley

parabélica que en el flujo entre planos paralelos,
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{41
II.C SOLUCION OBTENIDA POR G. HAMEL (1916) -

El an&lisis hecho por Hamel, casi simultdneamente al de
Jeffery, es un poco mds extenso que el de éste. Hamel se
plantea determinar todos 1los movimientos estacionarios de un
fluido viscoso e incompresible, gue sin ser irrotacional tie
ne las mismas lfneas de corriente que un movimiento irrota-
cional. Demuéstra que los dYnicos movimientos con &éstas ca-
racterfsticas son aguellos cuyas lineas e corriente son:
espirales logarftmicas homotéticas, cfrculos concéntricos,
lineas concurrentes a un punto y lineas paralelas, mostrando
también que>lasvlineas concurrentes son un caso degenerado
dé las espirales logaritmicas ‘&k

Para resolver el problema propone gue siendo W la fun

cidén de corriente entonces:
II.23 o T y VEY ¢ o,

siendo o una funcidén armdénica, y la segunda condicidén ex-—

presa el hecho de que el fluido n

Q

es nocesariamente irrota-
cional. Si ¢> es la funcién arménica conjugéda-de % de
tal suerte gque q.+ %} = £(2) es una funcién aha%itica de
2 = X + iy, entonces las coordenadas curvilfneas értogona—
les & 'y Qb serdn llamadas coordenadas isométricas.

La medida de la distancia de un sistema debcoordenadas

;sométricas o ,Fb es de la forma

dsd, b* (da%x ApT)

La funcién h = h(d,») se define mediante la relacidén
e
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ddi 4 EX 2
2V 0Bt (B A boo

v cumple con la siguiente ecuacidn

_@.(_Li_ll)‘é_,i‘?i) .
& \h & sF(h o =0,
Las ecuaciones de Navier~Stokes en términqs de la fun-

<idén de corriente ‘lu =y,s) en coordenadas isométricas
{

A r B queda expresado como

~

7 2, Zope 1A L
1T.24 DL v w Ty # 2 s;‘,\"”a. . eaﬂ(b¢b)+ (a%e Ly P+
. - W ° _
Fo_ s WA | Jayh 3 s o B8) - O
> (o{.‘a) .
donde ’
‘ I 9? QT 4
‘7 * 47 t-1 E;Zg; E aclz
Y L 2L
= - L = —-'? —
& = ;\-‘1 aa v b ko

A partir de la ecuacifén II.24 Hamel encuentra la ecua-

cién diferencial para F({) gue es

¥I.258 . T o+ aa FT . (a*< LYy FU- —,‘I\"—J?:Iq?nz o,

53 a're
donde F ?? aon”

Que se satisface siempre y cuando a y b sean cons~

"~ tantes H{ Cuando a # 0 y b # O las lineas de corriente’

‘son espirales logaritmicas, cuando b = O

las lfneas de co

‘rriente son circulos concéntricos y cuando a = O

‘el f£lujo
es sdlo radial a partir del origen, siendo este dltimo el

caso gque nos interesa. Identificando la velocidad del f£lui

do con - u'= F' (&) obtenQpOS una ecuacién diferéncial para.
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flujo deo radial, (en coordenadas cilindricas), y conside-
rando por simplicidad que la constante b = -2, se obtiene

por intégracién que

2
IT1.26 W + 9 + F U +2a - O.

Esta ecuacidén puede escribirse en términos de un polino

mio cdbico P(u) cuyas rafces son e, s €34 €4 tomando

—7 1
=‘/§%_.g i/ (e; —u)(ey —u) (eg—u), cuyaintegracidn

general puede ponerse en términos de la funcién eliptica de

2]

. (ﬁ 1y
Weierstrass (H(=z) como

la forma ut

11.27 Uomzw + B (75 (695 9rgs)

donde ®., g, ., g, son constantes de integracidn.

El problema se enfoca de la siguiente manera: se supo-—
ne dentro de la discusidn que la velocidad mantiene un signo
.cconstante a través de todo el canal, analizando asi dos ti-
-pos particulares de ﬁOVimiento: flujo puramente divergente
.cuando‘ u >0 en cada punto, vy flujo puramente convergente

cuando u 4 O. o

Se muestra que en estos dos casos los coafi;ieﬁﬁés*del
polinomio son reales, de aqui que puedan haber . una o tres
rafces reales. .

Como resultade de su ahélisis,'ﬁaﬁel obtiéne:que es po-
siﬁle un flujo divergente 'Ku'270)f ;dlo en los dos casos si
guientes: - : RS R .

a) Cuando sucede gque O g u < & , siendo las tres
rafces del polinomio reales y tales que e <0, e300 vy

e,) O.
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b) ¥ cuando existe s6lo una raiz real e;> O y la ve
locidad es tal que O 4 ux e, ., v

El flujo convergente (u <& 0) sb6lo serd posible cuando
eq% u %0, siendo las tres réices reales y tales que

€340, @,40 y e, > 0.

) Para flujo divergente se considera que la velocidad co-
mo Vfuncidrbl del &ngulo de abertura del canal u = u(&) es si
métrica res'pecto de (& = 0 y por tanto es una funcidn par;’
obteniendo como resultado gue las aberturas po.sibles‘de:!. ca-
nal dependen del valor mdximo de la velocidad, para velocida
dés péquéﬂas pero Qiscosidades grandes el valor méximo de. a-
bertura se acérca aT , esto es, para gue un flujo del tipo  ’
considerado, digamos divergente dentro de todo el canal, sea
posible debe tenerse que el &ngulo o <« .

Para flujo convergente Hamel supone nuevamente que la
funéién u = u(® es par, otit'égiendo por un lado que el &n-
gulo de abertura del canal puede }ser tan pequefio como se.

auiera.

En esta seccidn no se ha hecho un anilisis detallado de
la s'o‘lucién que Hamel propone ya que 5610 analiza casos :par—

ticulares de ésta como se verd en la seccidn que sigue.

II.D SOLUCION GENERAL.

La solucidn que agui se presenta fué dada por L. Rosen-

head en 1939, y constituye el andlisis mds coinpleto de la
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ecuacidn diferencial y del tipo de soluciones matemdticamen-
te posibles para el flujo entre planos no paralelos.

La ecuacidén de continuidad (ec. II1.5) se satisface cuan

el = F o(ed,

Para adimensionar la funcidn se divide el lado izquierdo en-
tre 27, donde < es el coeficiente de viscosidad cineméti
co y sus dimensiones son (vl=1*T", con 1L longitud y

T tiempo, quedando la siguiente relacidén para la velocidad:
II.28 W, @) = 2 Feod .
Y

Sustituyendo la ecuacidn anterior en las ecuaciones de
movimiento (ecs. II.6 y I1II.7) obtenemos un sistema de dos

ecuaciones para la funcién F y la presién p, esto es:

3 292
11.29 T = - 2 (# sz E),

8 p . A 1,

IT.30 s Tz

Q).

Para obtoner una expresién para la funcidn angular F,
eliminando a p, se deriva la ecuacidn II1.29 con respecto
a © y la eccuacidén II.30 con respecto a r ¥y se restan,
llegando a Que:

IT.31 Y o+ yFmE 4 o2 L0,

o integrando esta expresidn:

T -7'-‘:'34‘ F =z~
I1.32 T '\" q a')



multiplicando por F' e integrando nuevamente obtenemos:
" -
II.33 . F .-_g{,z: -4;:-6__0';.;.5)
donde ahora a = 2a,. Estas constantes son reales

ruesto gue estdn expresadas eﬁ términos de F gque debe ser
real, ademds, de las condiciones de frontera (ec. II.9) y de
la forma de la velocidad (ec. II.28) se éuede ver que cuando
@ =3d sucede que F(@=*d) = O, esta condicién en la e-

cuacién II.33 nos dice gque b es positivo, esto es:

1T.34 b= (’T')ZJQ_,G‘ > 0.

Una de las ventajas del tratamiento de Hamel consiste’
en darse cuenta de que si definimos una nueva funcién £(&)

por la relacidn:
11.35 F (O = - 3 sdee) 44 {

la ecuacidén IX.32 es equivalente a:

443 - azg A,

L]

II.36 e

¥ Q, = (¢~ a)

E

_é
L (g-3a -zh),

-
[2

it

3]

donde ahora esta ecuacién se puede identificar con la ecua-

cidn diferencial fundamental de la ecuacidén elfptica de
w2l

welexrstrass , siendo 92 Y dj; sus invariantes, y cuya

solucidn se expresa como:

g (8Y = &(9—@.,)
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éo es una constante de integracidén que puede ser compleja y

g, s 93 Son reales ya que se definen en términos de a y b,

que lo son. Para gque la solucidén tenga sentido fisico debe

imponer.se:

i) @ (&~ &) debe ser real para el intervalo de variacién
de O.

ii) ©e debe ser tal que el campo de velocidades 4, gue

en términos de & queda expresado como

I1.37 T W, ey .- 22 i 36 (e-60) *4§ R

sea finito para cualguier valor de ® en el intervalo-

~considerado [-d, d\].

iii) La condicidn de frontera u(r,® =0 en ©=%& nos.
impone que F(©6=%d) = 0, o0 equivalentemente
f(3q) = — %—. como &(z) es una funcién par, esta 1~

tima condicién se traduce en que

Q- 83 = 8= + .. Ashienao £ dobiemente periddica’
y llamando 2wy 2@5' a sus periodos fundamenfales,
l;._ igualdad puede cumplirse sélo cuando ‘

(4‘ - 8) =+ (d+6,) ¢+ 2nuw, f-'-i’inws, siendo m, n_ ente-
‘ ros, y de agui gue los valores qhe & y a puedan to

mar sean:

+ ver apéndice I para la definicidn.
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Oe
’ - -
11.38 ° 4 } T M@ ey

LOs valores especificos que tomen &, y d determinan
la funcidn, y por consiguiente el perfil de velocidades, para lo
cual se analizardn los siguientes casos en el polinomio cdbi-
¢co de la ecuacidén II.36.

_ o3 z
sea A= 9, 279,

el discrimante del polinomio, enton

ces:

(1) A < © Dado que 9, Y g, son reales, habrd una rafz
real y dos complejas que son conjugadas.

(2) A > 0 Las rafces del polinomio serdn reales y diferen-
tes.

(3) A = O En este caso, puede ser que dos rafces sean igua

les, o bien que las tres lo sean y son reales.

cAaso (1).—- A <o
Los valores que la funcidn Gs(z) 'toma se pueden
analizar mediante el paralelogramo de periodos fundamental

a partir de 1os perio-

o

que se construye en el planc compla]
dos fundamentales, Fin el caso gue estamos considerando, cuan
do el discriminante del polinomio es negativo, y puesto gue
94 Y d, son reales, los periodos fundamentales de 6~>(z)
son complejds conjugados Liol, Lz, capre] vy el paralelogramo
formado con ellos constituye un:rombo en donde’séléﬂsobre sus

diagonales la funcidn puede tomar valdres reales (ver fig,

IT.2).
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I = Awr,

Fig., II.2 Paralelogramo fundamental (A< O0).

No podemos identificar a &, con @; ni con Wa por-
gque entonces el punto (O - 6,) no serfa un punto sobre las
diagonales y la funcidén tomarfa un valor complejo en ese pun-—
to. La dnica posibilidad es que ©. tome valores sobre la
diagonal del eje real, se puede identificar entonces con Wg,
donde W, = w, +w;, Teniéndose entonces que la solucidén
cuando el discriminante es negativO‘.és @(9 - Wg); por labb
propiedad 2 del apéndice I se tiene:

M:&lr, B o) - B (wa)

CBenen - B G e

y ahora considerando las propiedades 3 a 8 del mismo apéndice,

la ecuacidn anterior se reduce a:

(22-2d (Qe-2s)

bce)~ Q. /

II.39 ®o-w) = aa
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donde es (3 = 1,2,3) representa las rafces del polinomio
cibico ec. II.36 y sedenotan como: e, = A + iB; e, = -2a,

. . ) - a 2
ey, = A — iB. Si se define H = 9A ¢+ B = (e&—e,)(ea—ea),

podemos expresar la solucién en términos de las funciones

elfpticas de Jacobi:

Z

1I.40 Plo-wsD = . XA 2 H =
: Sy+2A
- 24 4 I - en LOVED)

1+ en @oVF)
- - -Z'A -+ H sn* (ava) dnt (847 -

en* (8VA) ...
De la condicién de frontera: :
- VA
IT.41 (ta) = ©(%d - wy) o —za + H Lz entzeF)

7+ en aa ¥¥)

a-2A + | s VA7) du W),
en? (d~ V7')

entonces:

st @R dvtavm) | eA-d .
cen® (d=v7) 34

'IT.42 ) o £

De esta desigualdad podemos yer que necesariamente 6A =130

-{se coOnsidera H %y0), gque es equivalente a e, = =2A £ 4-%:— .

Esta condicidn nos dird mds acercadel perfil de velocidades ya que
precisamente en el centrodel canal, de laec. (I1.39), se tiene

gue f (6 =0) = e, (pues G [(=D)] se hace infinito enel cero). Y '
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de la ec. (II.35)

II.43 F ey = - {.3;(9)4-{” = - %524‘”% = 6A-1 20
e

=G 620

por lo tanto, F ers positiva en la lfnea central. Ademds

f(s) es par dado gue '9(9) lo es y entonces F(O) es par;

por 1o yue ¢l flujo scrd simétrico respecto a la linea cen-

tral., De la figqura (II1.3) vemos que al aumentar € la fun-

cién £ aumenta por lo que F disminuye hasta que en el va

lor @=d . F = 0, Podemos concluir gue para el caso en
que ¢l discriminante sea menor que cero el perfil de veloci-
dades corresponde a un flujo puramente divergente y simétri-
co reupecto a la linea central.

A B

!
!
g

Fig. IT.3 Forma de ®(x) cuando N <0, y x =9 - ;.

CASO (2).- D >o0

supongamos gue las rafces son diferentes y tales

aquoe:

II.44 e, > a;, > @3,

La funcidn @%z) en este caso contiene un periodo gue es
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puramente imaginario y otro que es real, el paralelogramo
fundamental es ahora un rectdngulo en el plano complejo (fig.
IT.4) donde la funcidn toma valores reales sélo sobre las l_i;

neas de los perfodos y las lfneas intermedias.

Fig. IX.4 Gréifica y paralelogramo de @(z) cuando
A » o,

Ssobre la linea real (APB) 1la funcidén siempre es posi=-
tiva de tal forma que no podemos identificar a S, con Wi
puesto que @’(e - ©,) tomarfa valores sobre esa linea y no

podria cumplirse la condicidén de frontera f(e)\ =- % 4 0.
e

2 d
Por 1o tan_to sSlo tenemos 10s siguientes subcasos para &« Yy
S, esto es, que g, se identifique con '({03‘ "o con w, Y
gque como ¢ es real entoncés debev ser mﬁltipi;o.; f‘ie W (par
‘ e impar)'; ' ‘

CASO (2.i).~ ©Op = W,

‘La solucidén es (& -w,), donde © estd en la
linea real y &, es imaginario puro; al hacer variar 1la e,
z =6 - l{)_:,' cae sobre la lfnea STQ donde 8 (z) efectiva-
mente toma valores reales, de hecho en z =u>3; (8= 0) toma

el valor eq aumenta mondtonamente hasta gque en 2z = Wa

1 = [N P ®

{
4 Bex)y 2:)‘ 'o L3 <
> AW,

: > T [y

: Wy

! "‘;u,. 2w, Wy

E ’ 2w,
S "X
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toma el valor ea Yy disminuye monétonamente hasta que en Q

vuelve a tomar el valor e;*' entonces.

II.45 2y, 5 P (6-wy) 5 @ (6 e Layal),

< )
La relacidén anterior es una ecuacidn necesarla para que

se cumpla la condicidén de contorno, y si

055-352&

se satisface entonces la ecuacidn @(d-w,) =—%‘ puede
usarse para determinar el valor de & , gque rasulta sexr un

némero infinito como se verd después,

CASO (2.ii).~ & = Wg .

Nuevamente de la condicidén de frontera
II.46 P (a-wa) = S (a- lwﬂ«:ﬂ) * Pliawoy -wy) =-%

vemos de la fig. II.4 que el argumento de @ cae sobre la
linea STQ (donde @ toma valores reales), ya que
T{S - ) = —1m(w) = “ Wy y usando el mismo argumento que

en el caso (2.i) debe satisfacerse que

23 £ -3 s <

aungue la eé.' I1.46 no tendrZ una solucién xir“ic.a.‘ Analice-

mos ahora los valores que d pueda tener.

* Markushevich (pdgs. 366 y 367).
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CASO (2.iii).- o = (2n + lL)w,.

Si A4 es un miltipo impar de &y, para que

@(9- ©®,) esté en este caso sobre la lfnea STQ vy tome valo

res reales es necesario que la Im ©.= w,. Sea entonces

Bo =, 4+ Wy, A&, un nimero real, (&3 es un nimero imagina-

rio puro); de la condicién de contorno obtenemos la ecuacidn

para &, :

i1.47 h(&‘&nu\wa - Laé uu;,ﬂ 2 b(-— (dy ~w0n) —wg 2

2 8 (0ey ~wop) =

=-‘]2,

igual gque en los casOs anteriores debe cumplirse gque:

s s -4 3

2 Ce

CASO (2.iv).- A = 2n Wy.

Haciendo un andlisis como en el caso anterior
donde So=dp +wy , debe cumplirse que ey L -%‘- 2 Czr
siendo la ecuacidén para o, dada por:

I1.48 ® (a, - wy) = -3
Poniendo atencidn en los cuatros subcasos podemos notar

que la condicidn e, £ —-%5 e, debe satisfacerse en general

para- asegurar soluciones reales, y gue la condicidn de erntg_

ra en todos los casos es de la forma @(')( -thz) = —-;‘- . Todos
los casos pueden ser analizados en conjunto usando el siguiente m_(_é_
todo: sean
w
1T.49 X a Q- ag ) 2 = aC,- ¢

/
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entonces, por la relacién II.44, x y kx*x son siempre po-—
sitivas. Expresando las rafces del polinomio en términos de

estas variables tenemos

2
@ g (2-RDx ;g ad (ak®dx;  eyety-kyx

IT.50 4
Y Wy 4 Koxhl" y
/2
do y
d d 2 - ——— . N ‘z
onde K ik* - jo - h."san"g)/"‘ 5 W = K (kM(e-a) -

es la integral eliptica de primera clase y kA" es su mdédu- ‘
1o% I

Utilizando el teorema de adicidén para la funcidn E:‘('iz— WOz
Yy la relacién de @(Q) con las funciones elipticas de Jacobi
en el caso en que el descriminante sea mayor que cero, la e=-

cuacidén de contorno toma la forma:
1T.51 B (n-ws) = 25 (@z-0y) s %/rz,-ea)f‘ =

=3 x Y3V an® (yvy-i- R F = -Ya

Se obtiene asi una ecuacidn para "l dada por

- ) 2 i ras Wy ~d
11,52 st (qiR) L, LEmlEcl
, 3k x
y la condicidén que asegura que existen rafces reales se trans

forma en

..(|+‘Q.2‘)>< s -4 % (J.\az'-ﬁx

% Abramowitz & Stegun (pdgs. 649 y 590).
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. . LA
que dependiendo si k es mayor O menor gque -% pPuede expre

sarse como:

. 2 { ¢
S1 b-(‘i ¢ X & [ H‘h:' ’ ,-Lk;-l 4
IT.53 2 ‘
si v xt o x & ‘.T;F ) ‘”) .

Si "2. es una rafiz real de I1.51, por la periodicidad de la

funcidén tendremos que habrd un infinito de soluciones, a sa-

ber:
Na = 200 -7, Ns = Awi £,
TT.54 Tg ~ wwr "7, Ve s e #Y ... ade.

arregladas en orden creciente. donde 74 , la raiz mds peque
fila es menor gque W) , Regresando a los subcasos anteriores

tenemos:

CASO (2.i): & = wy,

La solucién es (9 - W) = G’(-e—u)s), por lo tanto el flu
jo es simétrico alrededor de &= O; en este punto de la e-
cuacién II.35 tenemos que  F(O= 0) =- {3«35 + l‘g y de la re
lacidén II.50 para ey tenemos que F(B=0) = (1+ k*yx
que es positivo, Por io tanto el flujo es divergente sobre
la lfnea central y simétrico. Sobre la lfnea STQ del para
lelogramo fundamental (fig. II.4) la funcidn se comporta co-—

mo lo muestra la siguiente gréficat:

+ Markushevich (pdg. 368).
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ﬁbwﬁiw’g

o ol 7 T R
S 1P Sk

Q5 Tt - TT =7 T

Fig. IZ.5.~ A> O {ey < -+ e

3 S @)
a =7 . (como el flujo es simétrico se analizari sdlo

‘cuando’. ©el0,x). Para ©=0, F >0, Pluwy) = e,
' .’al aumentar- 6, G’(Q -~ ® ) aumenta, por tanto F dis-

" minuye hasta que en © = K toma el valor cero. EL

flﬁjo serd puramente divergente, como se muestra en la

fig. II.6.
:g- . q’nn

Fig. II.6. Perfil de velocidad cuando o = M -

b)) d=Ne (=20 -7).

-y

‘Empezando el ané]_.isis en B =0 (punto e, de la ‘g'ré-

fica), al aumentar © , @(9 - Wa) aumenta, y  F  dismi

3
mente F es cero; para wvalores mayores que 71‘ v

nuye, pero al llegar a ® = "‘h . = - y consecuente=-

3 -1 20 y F 40 hasta que en © = Yy es cero.
Obteniéndose un flujo divergente sobre la linea cen-

tral con regiones simétricas de flujo convergente sobre



54,

esa lfnea, como en la fig. II.7.

Y- Yz

Fig. II.7. Perfil de velocidad cuando & = Na .

El andlisis para los casoOs en que & toma los valores
Ms'» Ny + etc. es similar obteniéndose los perfiles de

velocidad que se muestran en la fig., II.8.

Fig, II.8. Perfiles de velocidad cuando q=’*15 Y
4 =Ty .
CASO (2.ii): b =w,.
se puede hacer un andlisis andlogo al caso anterior peré aho
ra considerando que sobre la lfnea central ¥ es negativo,
ya quev F(8 = 0) == (1t 3ey) = i(l - Zk’b)x - li que es
siempre negativo, ademds es simétrico sobre la misma lfnea

puesto que @(e - Wy) = @(-9 - Wga). De la condicidn de fron
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‘tera I1.46 vemos gue o puede tomar cualquiera de 1los valo-
res: 'w;'—f?z, s w+Y, , Wie?, , etc. correspondiendo a un
fluj‘6 puramente convergente en el primer caso; a un flujo

convergente en la lfnea central con regiones simétricas de

flujo-divergente en el segundo caso, etc.; de hecho la _forma

de los perfiles dé {/elocidad pueden visualizarse si multipli

cdsemos por menos uno los perfiles del caso anterior, y se

muestran en la fig. II.9.

A o, -, o A= own Y,

Fig. IT.9. Perfil de velocidad.

CASOS (2.iii) y (2.iv).

En ambos casos ©. debe ser de la forma . %o+Wj siendo la’

solucidn .@((0 - de) - w,) que es diferente a cuando se e-

.valda en -8, por tanto el flujo no es simétrico. Las con-

'..diciones de contornoc dan diferenteé ecuaciones para . de-.
pendiendo si ésta es multiplo par o impar de w3, (ecs.
‘I1.47 y I1.48). 88 keiwsy

Ty

M

T

Fig. II.10. Grafica.de &(z).
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a) q = “)|:.
Si a es miltiplo impar de &; podemos identificar de

la condicidn de contorno IX.47 a @, con

"y -« r (W~ 77,)

llamando» a z = ((& —ds) ~wW3), hemos denotado a
‘ \-—_q, 4] el intervalo de variacién de la funcidén F(g),
que sobre la grdfica de la fig. (I1.10) corresponde al
j.ntérvalo ‘_'Yl,, —7),.] donde Ry Z pueda variar*, yagque
. eaq - Ra:=q~ﬁg:tu.i.}-(:u,-??,‘,a?”,)
©a-d * Do 2 oe- Qede w2 %) s -aw, 9, = “Ta .
esto és, la funcidén F(g) es cero cuando o - toma los o
valores 71. v —'7;, . Ademds cuando ® = 0, el punto
medio del canal, corresponde al punto ~{w; - 77,‘) sO-
bre la grdfica; de tal forma que si nos empezamos a mo-
ver desde el punto 7]. (donde F(© =%) = 0) hacia la
'izqu‘ierda, recordando gue cuando &’(z) < —%— entonces
F(@) » O (flujo divergente), ia funcidn § dJdisminuye
hasta el punto e3 Y consecuentemente . F aumehta moné
~ .- tonamente, a partir de ése punto (que no corresponde a
e = 0)  comienza @ a aumentary F a disminuir hasta

qbue en @(z) = -

Wi

. F es cero, a la izquierda de ese

punto (@(z) > -—%‘—) la funcidén F(6) < O. (flujo con~-

* hemos supuesto que %o = +( Wi~ N,).
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vergente) y sigue disminuyendo hasta el punto Wy, Yy a
partir de €1 aumenta hasta gque en —71, se hace cero.
Obtenidndose un flujo asimétrico respecto de la linea
central con una regidn de flujo divergente y Otra re-—
gién de flqjo convergente. El anflisis se hizo conside
rahdo el signo positivo péra % , si ahora considera=-
mos el signo negativo y variamos © desde & a ‘=4,
recorreremos la grdfica hacia la derecha desde - QZL

hasta 7; obteniendc primero una regidn de flujo con-

vergente seguida de otra regidn de flujo divérgente.

Los perfiles de velocldad para los dos casos Se mues-—

tran en la siguiente figura:

C..) 2~ 8z~
e wi- LY oo = -4
Fig., Ir.11. Perfiles de velocidad considerando A =w,.

d = 2w).
$i ahora <& es miltiplo par de &, de la ecuacidn

I1.48 para o, podemos identificarla con:

Ao = 7,

el intervalo de variacidn en la grdfica va desde 71&

hasta —%B yva que considerando el signo positivo para
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o r en
ad : Rex. 2w -7 = Qa2 ,
o=_q: Ra R x= (2w eD)= -7y

haciendo un andlisis en la grafica (1I.12) como en el

& (x + {wn)

< Fig. II.M2. Gréafica de @(z)' cuando « = 2w,,

caso anterior, se puede ver que si recorremos la curva
hacia la izqguierda desde ')24‘ s en el intervalo l’?-{r 7[.&
a reqidn de flu convergente (3D 41> 0y =

nio 2
guida de una regidén de flujo divergente (&< —%) an
el intervalo “"[, ,-71,] . otra regidén de flujo,cc-mverge_g
te en l—’?.,-"[;] v finalmente una regidén de f£lujo di--
veirqente en {—"73,—7]5] donde F seré_cer’o cuando al-~
cancemos el punto -713. En el otro caso cuando <K =—7]|‘
recorreremos la curva hacia la derecha empezando en
—7[5 Y terminandq en ’)]-l . Los perfiles de velocidad en

estos dos Unicos casos se presentan abajo:
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X

0-) Ao n_?ll' b\) ely '5?/-;

Fig. II.13. Perfiles de velocidad cuando & = 2wy.

Podrfa seguirse analizando los casos en donde © toma
los valores 3w, 4®%, 5w,, etc. en todos ellos el flujo se
rd asimétrico fespecto de la linea central.y las regiones de
- flujo convergente y divergente aumentardn conforme considere

mos miltiplos de &% cada vez mayores.

CASO (3).- 4 = O.
~ Habiendo analizado las soluciones en los casos,
eh gque el discriminante fuefa diferente de cero, y habiendof
jisto gue podian ser swpresadas en términcs de. funciones e;
liptiéas, ahora en el caso éegenerado (& = O) 'las sclucio- -
nes no serd&n unas funciones elipticas. Cuando el disérimi—‘
nante es cero puede haber dos rafces iguales © gque.las tres

rafices del polinomio cdbico lo sean, sin embargo en este Wdl=-

timo caso cuando e, = e, = e, la ecuacidn para £ . es

.
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-3
£1% (@) = 4£° y de la ec. II.35, F'*(e) =—% {F(a) + 1},

se llega a una inconsistencia pues sobre las fronteras tene~
mos que el cuadrado de la funcidén en ese punto es negativo:

2
[
F (S)Iga:‘d

pretacidén fisica. Como la suma de las rafces debe ser cero,

< 0, por lo que este caso no tendrd una inter-

al menos dos de ellas deben tener signos opuestos, considere
mos que e, > O y que ey, = €44 O en cuyo caso la ecua-
es de la forma

£
% e,)z, y de la ec. IIL.35,

cidn diferencial para
£1%8) = 4(f - &) (4

FA
F'&(e) =4-% (F# 1 + 3e,)(F + 1 - % e,) , teniéndose como

antes que sobre las fronteras F"(a)leu:d < 0, a menos que

e, = % en cuyo caso la dnica solucidén posible es F = 0, o
sea que la velocidad del flujo es cero. El dltimo caso es
cuando tenemos dos rafces iguales y positivas gue serd anali
zado a continuacidén:

supongamos que e, = e, > O, entonces =-e, = 2e,, la

ecuacidn para f serd:

1I.55 5'1;9\ . qif-aytf-at Fas) - 4(4’-“:)1‘(1(*‘2‘2"))

y de la relacidén de f y F (ec. II.35):

2 2
IT.56 F'(BY = g (Rrt ~23a) (b2 -/ -5“))‘

cuando evaluamos esta dltima ecuacidn sobre las fronteras en
donde F = O vemos que sSlo cuando {6e, ~ 1) es positivo no
habrd inconsistencia, esto es, las rafces idénticas deben

ser mayores que % para garantizar una solucidén fisicamente

.
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aceptable, Llamemos a RE 6e; -~ 1 donde A es positivo,
~entonces la ec. II.56 toma la forma:
AF 2 ' 72
aF . 2 L qawr+ L £23) (A5
II.57 5 = ( YA-#)

Si en la ecuacidn anterior consideramos el signo positivo en
tonces en los extremos del intervalo de variacidn 1la pendien
te de la funcién F es positiva, en otras palabras, en una
vecindad pequefia alrededor de =g, F necesariamente es po-
sitiva; y en puntos cercanos a< , F debe ser.negativa. De
be existir un punto en este intervalo, digamos © '., en don-
de la pendiente de la funcidén sea cero y F en ese punto

sea negativa. De la ec, (II.57) vemos que la derivada se

anula en A A4 —(2'—;—3), entonces F (') =-i&‘2i)— . La so-

lucidén a la ec. (II.57) es:

= Y
II.58 vE f 3 f{ 0 = _/_4_3/"/. =t ( JACFDT) |
“laF +A 30 {A-F)2 (A#1/ et (507 /D

si la integral se realiza sobre el intervalo {q,e], la so-

lucidén gue satisface la condicidén de frontera en =0 es:

. 12, i i/ 2,
" 2 2 2 (k-F)
TL.59 Bl ( 3{1'2-,{)) - ( l:} (68 ~d) = Gk’ §(1+)) 2
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y»éé.aqui podemos ver que si la funcidn toma el valor
F =-—A%é ‘"entonces el punto = 'correspondiente a este va-

lor.éiende a =e  lo cual es imposible ya gue el rango de va
riacidén de la funcidn es un intervalo finito; se descarta en

tonces la posibilidad de considerar el signo positivo en

IT.57.

Tomando para la ecuacidn el signo negativo, la solucidn’

es:

ad e pente e ten
NS TN o jBdn B AR sy

-%

I1.60 N - T

<& e

la funcidn es decreciente en una vecindad pequefia de & y

’taﬁbién lo es pafa una vecindad de =-¢, existe un punto g"
donde la penaiente se anula, quebes justo cuando F(g") = A,
en la ecuacidén II .60 se tiene cuando integramos de g" a o:

& - K - —,{‘1—)% tan b’ ;R )‘11

2 {1+A) )

' s1 anora evaluamos de -9 a g¥ - ia solucidn II.60 obiene-

mOS:

o EIRUE . . 1\ '/
__@“. x & - ( ;,s,t) BU\L\‘ (3(-_?:-2—)) zr}

de aqguf qué ©" debe ser cero, y por lo tanto,

. . 7 . l . 1] 2,
ma o - (70 b (sgi) -

Puede demostrarse que el valor mdximo de la funcidn

~
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ocurre en A, Y es precisamente en el centro del canal cﬁag
do ©= 0.

Resumiendo del andlisis anterior tenemos que cuando el
discriminante del polinomio cdbicc (ec. II1.36) es negativo
el flujo serd& siempre puramente divergente y simétrico res-
pecto de la linea central; cuando el discriminante es positi
vo el flujo puede ser puramente divergénte (caso 2.i) o di-
vergente sobre la linea central con regiones de flujo conver
gente; puramente convergente (caso 2,ii) o convergente sobre
la lfnea central con regiones divergentes v en estos casos
ser simétrica, o puede contener regiones de flujo convergen-
te y divergente y ser asimétrica (caso 2.iii y 2.iv).

En los resultados obtenidos por Jeffery y Hamel aungue
se menciona gue la solucidn se puede expresar en término de
funciones elfpticas no se hace un andlisis detallado, asi
que estos resultados son casos particulares de la solucidén
general discutida por Rosenhead.

A pesar de que en el trabajo de Jeffery no se menciona,
se puéde pensar que. implicitamente supone que las raices del
polinomio son reales ya que las constantes k= b4 m® que
usa las considera como nimeros reaies (ec. II.18). Su solu-
cién corresponde al caso cuando el discriminante es mayor

. que cero en el andlisis de Rosenhead, donde se hace la si-
guiente identificacidn; del caso (2.ii) analizado por Rosen-

head: ) . : 2 ey
’ @((9-;@)—@09 = Qg4 (@i-€z) SN %(e-uﬁ.);/apae,b
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y de la ecuacidén II.35:

Feo)y = - )3 €y + 3 (ﬂr%)Sn‘}(aw.)Varﬂa *’fe

la fupcidn de corriente se relaciona con la primera compo-
nente de la velocidad por

SR X
w = T

4
S

|

3

O

u(r,e) = 22EL0)

Yy por la ecuacidén II1.28

compardndolas obtenemos: (o) =-—j% %g ; gque resulta cier-

ta cuando se identifican las constantes m?* Y k* usadas .

por Jeffery con las rafces reales y diferentes como:
/= nqz _ Mﬁk“ a 3 eb ~7
EN
Tt o« 3 (€, -23)

Il (6-6) a (p-w) /a,~e3 %20,

Por otro lado, Hamel logra identificar la velocidad en
términos de la funcidn =liptica da Welierstrass (ec, II1.27),
sin embargo dade gue hace hipStesis adicionales sobre el ti-

po de flujo encuentra sélo la solucidén para los flujos pura-

mente convergente y puramente divergente, analizado en las

secciones (2.1i) y (2.ii) por Rosenhead en el caso cuando el

.

discriminante es positivo.

Las afirmaciones gue se encuentran en los libros de tex
to respecto al problema difieren entre si y en algunos casos
difieren de los resultados gue Rosenhead encontrd, y gue

pPrincipalmente son 1los siguientes:
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"Para cada par de valores de A4 y R, el ndmero
de perfiles de velocidad matemdticamente posibles
es infinito” (33).

"Estos perfiles pueden 0 no ser simétricos respec
to a la linea central del canal" (34).

"Si -12—' 4o « T ocurre que:
a) El flujo puramente divergente es imposible.

b) Existe sdélo un intervalo de valores de ndme~
ros de Reynolds pequefios en el cual es imposi
ble el flujo puramente convergente" (35).

D]
Sin embargo,. en el libro de Batchelor se menciona gque

cuando A2 es entonces cuando el flujo puiamente diver-
gente no existe, y audn mds, encuentra una restriccidn sobre
la intensidad del flujo y el dngulo de abertura para que pue
da existir este tipo de flujo.

w1

En el libro de Landau se afirma gque el flujo puramen-

te convergente existe para cualquier &ngulo <47 indepen-

dientemente del valor de R.

"El efecto de aumentar R en un flujo divergente
provoca progresivamente gue los tipos de flujo po?
sibles sean cada vez mds complicados, aumentando
las regiones de flujo divergente y convergente. A
diferencia del anterior, en un flujo convergente
no aparecen regiones de flujo divergente cuando R
varfa".

Batchelor en su andlisis dice gue aparentemente el flu

jo hacia adentro puede estar acotado por una regidn delgada
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de flujo hacia afuera en ambas paredes, contrariamente a lo
gque afirma Rosenhead. i

Todos los autores estdn de acuerdo en gque para nﬁmero?
de Reynolds grandes>debe distinguirse el caso de_flujo diver
gente del de flujo convergente; cuando R es pequefio, los
,dds'tipos de flujo presentan las mismas caracteristicas, la
distribucién de la velocidad es andloga a la de un movimien-
to entre paredes paralelas, si el dngulo & es peguefio, la
distribucidn de la velocidad es parabdlica.

Cuando R aumenta el flujo convergente difiere poco de
un flujo pofencial salvo entre dos capas adyacentes a las
dos paredes, los perfiles de velocidad exhiben todas las ca-
racteristicas de la capa lfmite* cerca de las paredes y una
velocidad aproximadamente constante en el resto del canal.

El flujo divergente difiere mucho del flujo potencial cuando
R crece, contrariamente al caso anterior la curva de la ve-
locidad se vuelve cada vez mds pronunciada en la parte cen-
tral donde casi la totalidad del flujo estd concentrado, has
~ta que finalmente aparecen regiones convergentes, primero
cerca de ias paredes._

bé todo el andlisis descrito en este caéitulo sdlo-podg
mos decir los tipos de flujo qué son matemdticamente posi=-
bles, pero no nos indica cudles tipos son 1los que finalmente
'presenta el fluido cuando gqueremos observarlos. Experimen-—

113}

talmente se tienen evidencias de que atin hasta una abertu

ra de canal de 4° un flujo simétrico, ya sea convergente o

* Ver por ejemplovS. Goldstein (referencia 7) para este concepto.



|
1
!

|
|
!

67.
divergente, es estable. Para 59, 6° y 8° el flujo es mixto
y asimétrico alrededor del plano medio; de un flujo divergen-
te comienza a ocurrir una separacidn en una regidn convergen-—
te justamente a los 5° en una de las paredes, para 5° y 6° no
hay una tendencia aparente para que la separacidn ocurra en
la segunda pared, y‘el flujo asimétrico una vez establecido
parece ser bastante cestable. A 8° aparece una tendencia para
gque esta distribucidn asimétrica cambie de una pared a la o-
tra, es decir, «quec la regidn de flujo convergente aparezca en
una pared o la otra; cada configuracidn se mantiene por alqiin
tiempo, el suficiente para permitir que las medidas sean toma

das antes de que el cambio ocurra.
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CAPITULO III

ANALOGIA MECANICA DEL PROBLEMA HIDRODINAMICO

Introduccidn.

. En este capftulo se encontraridn las soluciones a la ec.
(I1.32) analizando el problema desde otro punto de vista; en
el capftulo II se mostrS cémo a partir de la ecuacidén de con
£inuidad podémos escribir la velocidad del fluido en térmi-—
‘nos del inverso de la distancia al origen y de una funcidn
que depende s6lo del 4dngulo medido desde la lfnea media del
canal al punto en cuestidén, y que eliminando la presidn de
las ecuaciones de movimiento obtenemos la ecuacidn diferen=-
cial para esta funcidn; resolviéndola fué posible encontrar
el perfil de velocidades cuando tomamos r = cte, vy varia-
mos el Angulo de' - a d , resultando ser un conjunto inﬁi
nito de soluciones para una ecuacién sujeta a condiciones a
la frontera.

Podemos sin embargo interpretar la ecuacidén diferencial
de F (&) como la ecuacidén gue rige el movimiento de una par
ticula en un pozo de potencial que esté sujeta a condiciones
iniciales. Se intentari entonces dar solucidn a este proble
ma y buscar agquellas soluciones fisicamente aceptables, dque
en este caso, serdn aguellas gue cumplan también las condi-
ciones a la frontera impuestas por el planteémiento hidrodi-

némico.
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El problema en si no ha variado, se tiene que resolver
la misma ecuacién diferencial de segundo orden no lineal, la
ventaja ahora es que el tratamiento del problema se haréd den
tro del marco de la Mecdnica Clésica, .donde es més claro el
tipo de soluciones posibles, dentro del andlisis se verd tam

bién ¢émo la solucidn al problema no es dnica,

III.A  PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA MECANICO.

Recordando gque la velociad en coordenadas polares es de
la forma U(r,9) = &, B@fgﬁl ’ donde A es una constante
(que en el andlisis hecho por Rosenhead era igual a dos para
facilitar la identificacién con la funcién eliptica de
Weierstrass); sustituyendo esta expresidén en las ecuaciones
de movimiento de obtiene la ecuacidn diferencial para F
dada por:

III.1 Fley + AFier + 4F = a' Ghach.

P
En analogia coun las variakles usadas en Mecdncia clési-

ca vamos a hacer el sigquiente cambio de variable:

1 [=)
III. . - L —
2 XaF / L z.( Ly ) /
come el &ngulo © varfa de -& a d , el intervalo de va—

riacién de la nueva variable t sera \0,11, y las condi-

ciones de frontera se traducen para X en:
IIT.3 Xw) = X)) = O, t eio, 1].

T.a ecuacidén equivalente a III,L sujeta a las condicig
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nes IXI,3 serd:

III.4 X . gat(a'- wx- A x*),

donde x = g% s Y que representa la ecuacidén de movimiento
de una partfcula de masa unitaria que se mueve en un campo

. . 2
de fuerzas conservativas dadas por 4 & (a - 4x ~ AxJ), cuyo

potencial estd dado por:
/]
Vex) = 4a&"(——3€-x5 + Ao a’x)46..

Como el cero del potencial es arbitrario tomaremos b' = O

y definimos W= 294 (w es el ancho total del canal),

at

> =a Yy A

6 para facilitar los cdlculos posteriores,

entonces:

ITI.S Vix) o aw® (x° + x*=~ax).

El campo de fuerzas es conservativo puesto gque se derxri-
va de un potencial y se tiene gue la energfa total es cons-

tante, esto es:

III.6 x R cfe. )
la constante la determinaremos evaluando en & = O, tenién-
dose,
IIX.7 . L2
e Z X (o) -

El problema en el gue estamos interesados es el de una
partfcula de masa unitaria que. se encuentra sujeta a un po-

tencial V(x), Y gqueremos saber cudles son las trayectorias
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tales que en t =0 y para t =1 1la particula se encuen~
tra en el origen. Conviene analizar la forma de este poten-
cial para ver en forma cualitativa el tipo de soluciones gue
podemos esperar, pPara ello se evaluardn los ceros y los pun-—

tos crfiticos & valores extremos.

III.B ANALISIS CUALITATIVO.

De la ecuacidn (IXI.5) vemos que las rafces del polino—‘

mio son:

IXI.8
L+
Xy = -z 2 Y9 +ra ,
entonces v’ sis

a € (-, -i), la dYnica rafz real es el cero.
4

a =--i'— ' habrd dos rafces reales, una simple en x = O
y una rafz doble en x = -5 .
a e (—% ,0), hay tres rafces zjeales, dos de ellas difeg
rentes de cero y negativas.
a = O, hay una rafz doble en x = O y una simple en

®x = -1.
a > 0, hay tres rafces reales, dos de ellas diferentes

de cero y de signOs opuestos.,

Ademds, de la forma del potencial se puede ver  también
que cuando x— -@ entonces V(x)— -®, Yy gue V(X)— +D
cuando XxX-¥*w ,

Para encontrar los puantos criticos del potencial tomamos
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su derivada e igualdndola a cero, obtenemos:

=\
ot et (8x* s+ ax -a) Lo

cuando

III.9 X = -1 2/ s5a.

Te_'nemps, entonces de 10 anterior y del andlisis de la 28 derivada que si:

A
]

a ’ no hay puntos criticos del potencial.

a

Wi Wi

, existe un sélo punto critico en x =-% .

-H% 4 a 4«0, existen dos punfos criticos negativos.
a = O, existen dos puntos crfticos, el O y el -%,

el primero es un minimo y el segundo un maximo,
a ? 0, existen dos puntos crfticos, un médximo y un mi-

nimo con signos opuestos.

En el caso en gque a'>-% existirdn dos puntos criti-
cos dados por la ec. (III.9), evaludndolos en la segunda de-
rivada del potencial se demuestra que el'valor de x4 coO-
rresponde a un mfnimo y =xX. es un miximo, y dado que
X¢? ¥-, el minimo siempre ocurrird a la derecha del mé&ximoc.

. El andlisis anterior se resume en las grdficas presenta
das en la Fig. (III.1l), cabe hacer notar gue la localizacidn
dé‘los puntos crfticos y de los ceros dél potencial son inde
pendientes del ancho del canal, por lo que en las gréficas
que se presentan se ha tomado 2 w? = 1, el efecto de consi-
derar esta constante diferente de uno serd sélo el de variar

la escala sobre el eje vertical.
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Conociendo ya la forma del potenciéi, como siguiente pa
sO0 se analizardn en forma cualitativa las trayectorias posi-
bles; teniendo en mente las condiciones de frontera, quere-—
mos que la particula salga del origen con cierta velocidad
inicial, que estard dada por la ec. (I1I1.7) cuando fijemos
el valor de la energfa total, y que regrese a este punto en
una unidad de tiempo; una condicién necesaria entonces es
que én su trayectoria la partfcula tenga al menos un punto
de retorno, esto es, un punto en donde la velocidad sea cero.

Como el potencial siempre pasa por el cero, independien
temente del valor de la constante @ en la ec. (III.5), pa—
ra este problema la energfa total es positiva. De las gr&fi
cas de la fig. (I1II.l1 a, b) podemos ver que cuando
- % <-—% la velocidad inicial no puede ser negativa pues no
habrfa puntos de retorno y la particula continuarfa hasta
—a; la solucidén debe ser considerando velocidades iniciales
positivas, y fijando la energfa para la cual se satisfacen
las condiciones de contornd, la trayectoria debe ser tal gue
en la unidad dq tiempo parta del origen, lliegue al puntc dc
retorno y regrese nuevamente al origen; no habiendo otra po-
sibilidad, la trayectoria debe ser simétrica alrededor del
punto de alcance mdximo, fig. (III.2).

En los c¢casos en gque a ¥ —% existen varias posibilida-
des, S5i consideramos que la energfa es mayor que el méximo
del potencial, denotado por x. en la ec. (III.9), entonces
nuevamente sélo podremos considerar velocidades iniciales pg'

sitivas y el valor de la energia debe ser tal gue cuando



75,

Fig., III.2. Trayectoria en el caso a& & -~

t = 1, 1la partfcula se encuentre otra vez en el origen, te-
niéndose soluciones en donde la trayectoria es siempre posi-
tiva'y simétrica como en el caso anterior,

Cuando la energfa total es menor o igual que el méximo
del potencial, esto es cuando 0O < E = V(x,), existen dos
puntos de retorno, uno negativo y el otro positivo, por lo -
gue la velocidad inicial puede ser positiva O negativa, a
priori podemos toncer una infinidad de posibilidades para la
trayectoria. De hecho cuando la energia es estrictamente me
ner qﬁe V(xd) existen tres puntos en donde la velocidad es
cero, sin embargo la rafz md&s negativa para la velocidad no
. se tomard en cuenta puesto gue cuando la partfcula parte del
origen no podrd alcanzarleo, ver la Fig. (III.l1 d, e, f).

En este caso, cuando a.)-% Yy E £ V(x.), puede suce
der que si la partfcula parte del origen con velocidad posi-
tiva la energfa total sea tal que llegue al punto de retorno
positivo Yy regrese en la unidad de tiempo haciendo una tra-

yectoria como en la fig. (IXIX.2}.
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Otra posibilidad es que para una energfa dada y velCciT
dad positiva llegque al punto de retorno positivo x;, relm
grese, pasé por el origen y continde hacia el punto de retor
no negativo ki ’ donde regresard hacia el origen haciendo
una trayectoria como en lé fig. (ITI.3.a). Con esa misma
energfa pero empezando con velocidad negativa podria llegar
al punto de retorno negativo, regresar, pasar por el origen
y regresar del punto de retorno positivo al punto de partida
en la unidad de tiempo, ver fig. (III.3.b). O:'bien, que con
cieria velocidad inicizl negativa (dada por la energfa total)
llegue ai punto de retorno negativo xg y regrese cdmplien—
do las condiciohes de éontorno, en cuyo caso la trayectoria
serfa estrictamente negativa y simétrica como en la fig.
(III.B.c).

También puede darse el caso de tener una energfa tal
gque partiendo con velocidad negativa llegue al punto de re-
torno negativo xy Yy regrese alcanzando el punto de retcrho
positivo xg , teniendo audn tiémpo para llegar nuevamente a
xi Yy regresar al origen justo en la unidad de tiempo, la

. trayectoria serfa como en la gré&fica (I1II.3.d). El caso in-
verso también es factible, esto es, gque salga con velocidad
Positiva ilegue a x; Y regrese hasta.xa ’ regresando nue
Qaﬁenté‘hésta llegar a Xj. de donde élcanzaré el origen en
-un_Segundo, como en la grédfica (III.3.e).

Como en los casos de las figuras (IIT.3.d) y (III.3.e)
puede haber energfas en donde la particula llegue a los pun=

tos de retorno x% vy Xg en méds de una ocasidn, partiendo
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ya sea con velocidades positivas © negativas, generdndose

as{ una gran variedad de trayectorias con un gran nimero de

méximos y mfnimos y que pueden o no ser simétricas respecto
1 -

a la lfnea t = 5.

Las gridficas gque se muestran en la fig, (III.3) son sé-
lo el resultado de un andlisis cualitativo del problema y no
representan todas las soluciones, como se ha tratado de esbo
zar, existen una infinidad de ellas. El andlisis gque sigue

serd cuantitativo resolviendo el problema numéricamente.

IITI.C ANALISIS CUANTITATIVO.

Para resolver la ecuacién de la particula,
. & P .
() = Z(D%a - 2x = 3x ), con condiciones iniciales
xX(0) =0 y x(0) =¥/ 3E, sujeta al potencial

v{x) = 2(4)'1'(x‘6 - x* - ax) se utilizdé el método numérico de

Runge-Kutta de 4< ordenLW] , en el apéndice II se detalla el
algoritmo del método y el programa que se utilizé.

No todas las soluciones que pueden Obtenerse de esta uma
nera corresponden al problema hidrodindmico, sino sdélo aqﬁe—
llas en las cuales la posicién final es el origen al instan-—
te de tiempo t = 1, La forma de lcograrlo fué dando un va-—
lor a la constante a, dque fija la forma del potencial; se
varié entonces la energia variando asf{ la condicidn inicial,
que corresponde a la velcocidad inicial de la particula, y ég
terminando los valores para los cuales x(l1) = O. Como csfé
velocidad puede scor positiva o negativa, se utilizé el crite

rio que proviene del andlisis cualitativo; si la energfia total
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es niayor gque el mdximo del potencial las soluciones se en-
cuentran co'n_ velocidades iniciales positivas,. y cuando es
menbr o igual, entonces encontramos soluciones con velocida
'des inic;':iales positivas y hegativas dando valores a la ener-
giakdesde cero hasta el mdximo del potencial,

E}. ancho del canal se mantuvo siempre constante con un
valor a 200:'= 1, gue corresponde a una abertura total de
2« = 450,

Para cada valor de & se encontraron energias especifi
cas para las cuales ia trayectoria de la particula cunmplia
con las condiciones iniciales y la condicidn de contorno,

los valorés encontrados se detallan en la tabla (IXI.C.l).

TABLA III.C.1

E ue=ty2E | ZIPO Sl a | l= | x(t)|no. gréfica
68.5 + 50 4.02
38 + + . 100 5 III.4.a
4C2.5 - - 100 -3.81 ITT.4.b
180.99f  + + - 200 5.89
180.99 - -+ 5.89
2.36 - -+ = | 6.13
1.148.5 - - -5.82 III.5.a
1 297 - -+ 300 5.4
1 297 + - 1 5.4
130 - -+ - 6.7
2 095.2 - - -7

(cont.)
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TABLA IXI.C,l1 (Continuacidn)
E Ve =2 /2E s%jiioci%en a jo' x(t)| No..grdfica
2 538 - -+ 400 4.9
2 538 + + - 4.9
493 - -+ - 6.9
3 209 - - ~8.7
3 895 + + - 500 4.48
3 895 - + 4.48
1 109 - -+ - 7.05
4 468 - - -9.9
5 362 - - 600 4.04 III.5.b
5 362 + + - 4.04 III.S5.c
1 964 - -+ - 7 III.5.d
5 856 ond = -11.02
6 931 + + - 700 3.6
6 931 - - + 3.6
3 035 - -+ - 6.87
7 362 - - ~-12.02
22 687 - - + 1 500 0.49
22 687 + + - 0.49
17 085 - -+ - 4.91
122 866 - - -18.35
48 875.6 + + - 2 500 ~-2.88
48 875.6 - -+ -2.88
2 168.3 + + - + 23.5
39 680 + 4+ =+ 19.13

(cont.)
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TABLA III.C.l (Continuacidn)
E 2E s%iﬁocidéen a = x(t)| No. grafical
43 129 - - 2.15
48 954.7 - —24.20
5 -+ -+ |3 oog 24.83
4 + -+ - 24.83
58 625 + -+ 18.35
164 199 + - 4.4
164 199 -+ —4.4
”58 595 - 4+ - 0.84
64255 - -26.67
1 847 -+~-+= 13 500 25.68
20 610 -4 - 4 24.21
20 610 PR 24.21
75 421 -+ - -0.43
80 834.9 -+ -5.86
80 834.9 + - -5.86
76. 655 PR -29.12
80_876.2 = 17.66
7 159 -+-+- |4 000 26.22 9
{22 o039 -+ -4 23.6 10
42 039 + - 4+ - 23.6 11
42 039 -+ - -1.65 12
95 606 £ -+ 17 13
98 687 -+ —7.32 14
|o8 687 + - -7.32 15
98 _718.5 - —31.26 6
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Como se puede ver de los valores de la tabla, el nidmero
de soluciones posibles aumenta para cada valor de a confor
me ésta también aumenta. Asf{, para a, = 50 sdélo existe una
solucidén que es puramente divergente; para @ = 100 hay dos
soluciones, una_puramente divergente y otra puramente conver
gente,  ver grdficas (III.4). A partir de a = 200 aproxima
damente las soluciones se duplican observéndose tres solucio
nes de flujos mixtos y una puramente convergente, las dos
primeras corresponden a un flujo compuesto por una parte con
verggnte y otra divergente, ver grdficas (III.5 (b,c)) . .tipos
de fiujo aparecerdn siempre, y pensando en la analogfa mecé-
nica corresponderfan al caso cuando la particula parte con

. cierta velocidad inicial positiva (o negativa), llega al pun
to de retorno xi, {o xh), regresa hasta llégar al otro
punto de retorno x;, (o x;), de donde regresard para al-
canzar el origen, ver fig. (IIX.3 (a), (b)). La tercera so0-~
lucidn consiste de una regidén divergente en el centro y dos
regiones convergentes a los lados de ella, ver fig. .(III.5.d).

Es importante notar gue a partir do
mis solucidn puramente divergente.

A partir de a. = 2 300 aproximadamente aparecen dos sO
luciones mAs del mismo tipo: convergentes en el centro y d4di
vergentes en los extremos, de la forma de la fig. (IIT.6.9).

Para o2 3 000 una de las soluciones anteriores desa-
parece y aparecen dos nuevas, que son degeneradas, con dos
regiones convergentes y dos divergentes, ver fig., (III.6 (b),

(c)) dando ¥n total de siete soluciones.
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FIG. III.6.— Gréficas de las soluciones cuando . a = 3 500.
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Para valores mayores a este Udltimo aparece una solucidn
mds con tres regiones convergentes y dos divergentes fig.
(IIT.6.a) resultando ocho solucicnes posibles; en la fig.
{(ITI.6) se muestran para un valor de a = 3 500.

El problema se resolvidé también con técnicas de elemen-
to finito 51 encontrédndose cada vez mds tipos de soluciones
conforme se aumenta el valor de a.

En la tercera columna de la tabla (ITI.C.l) se tratd de
esquematizar con signos la forma de las soluciones, 4donde
(+) representa flujo divergente y (=) flujo convergente;
una solucidén expresada como (+ - +) representa un flujo
mixto gue es convergente en el centro del canal y divergente
en las orillas,

Para cada solucidén se calculd el 4rea bajo la curva so-

‘bre el intervalo 1o0,1l:

III.10 IN a ) x¢dy ¢

que, pensando en el problema hidrodindmico, esté asociada
con el gasto Q dgue es la masa del fluido que pasa en la

unidad de tiempo a través de cualgquier seccidn transversal

r = cte., entonces:
. o . of .
ITI.11. Q = &_?u_\'ée = 0§V &«:co\ ae =
. ’ -d - .

1
= @fw)uzs xeby ad

(4

Se puede definir el ndmero de Reynolds como:
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: Q
III.12 , R - oo

Se presenta una grédfica, fig (III.7) del ndmero de
Reynolds R contra el pardmetro a, gque muestra cémo au-
menta él mimero de soluciones conforme a crece; y donde se
ve.claramente el tipo de soluciones posibles para cada nime-
ro de Reynolds, en donde si R 40 se trata de un flujo con

vergente y si R 7 O, de un flujo divergente.
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CAPITULO IV

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS,

Conclusiones.— El problema gue se ha venido desarxo-
llando en los capitulos anteriores consiste bdsicamente en
analizar las formas posibles del perfil de velocidades para
un flujo dentro de un canal con paredes que se interséctan.

Dentro de las soluciones dadas en la literatura para el
problema, €l tratamiento matemdtico mds completo fué dado por
Rosenhead en 1940, aungque su andlisis, dadd en términos de la
funcidén eliptica de Weierstrass, no es sencillo.

Fl método que se usé-para resolver el probklema en el.ca
pftulo III parte de la analogfa hecha entre el problema hidro
dindmico con un problema de Mecédnica Cl&sica gue consiste en
resolver la ecuacidn de movimiento de una particula bajo un
potencial sujeto a condiciones de frontera; las soluciones se
obtuvieron numéricamente viendo para qué condiciones inicia-
les se satisfacian las condiciones de contorno.

Mediante un andlisis cualitativo se puede visualizar de
una forma simple todas las soluciones posibles predichas en
el andlisis de Rosenhead.

Fl desarrollo del andlisis cuantitativo bajo esta pers-
pectiva nos permite obtener las soluciones para cualquier nt-—
mero de Reynolds, siendo ficil ver el tipo de soluciones pafa
un niimero determinado de Reynolds mediante el diagrama de bi-
furcacidén (FIG. III.7).

Lo aue se puede Observar en el andlisis hecho en el ca-

pitulo III es lo sigulente:



90,

Para un canal de abertura total de 45° existe un nimero in-

finito de soluciones.

Las soluciones y el tipo de ellas pueden f&cilmente ser lo-
. calizadas mediante el diagrama'de bifurcaciones, para cual=-

quier nimero de Reynolds.

Del diagrama de bifurcaciones se puede ver gue la solucidén
de flujo puramente divergente es posible sdlo para un inter

vaio muy pequefio de valores de R.

A diferencia del punto anterior, el flujo purémente conver-
éenterexiste para cualguier nimero de Reynolds. En térmi-
nos del problema mecdnico, se observa que conforme el pard-
metro a crece la energia para la cual se observa la solu~
cidén tiende al mé#imo del potencial, y también se oObserva
que pequefias variaciones en la energia producen posiciones
finales grandes. Para este flujo, se Obsexrva que en efecto
cuando R aumenta el perfil se hace cada vez mds constante
a lo largo del canal excepto en las paredes donde decrece

mondétonamente.

Conforme R aumenta (R > 0) algunos tipos de soluciones
sé van perdiendo, pudiéndose obtener soluciones cada vez
cén m4s regiones convergentes y divergentes, esto es, las
soluciones "simples" con pocas regiones convergentes y di-
vergentes ya no son posibles. _
" 8in eﬁbargo, para cualguier valor de R negativo es posi-
ble, en-principio,_obtener cualguier tipo de solucidn. Es-

to se debe a que las ramas de las bifurcaciones cruzan hecg.

sariamente el eje, aungue en el diagrama de la fig. (III.7)
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no es claro, se demuestra en el trabajo mencionado en la re

ferencia (15).

* En contradiccidén con algunos libros de texto, no puede supo
nerse que el flujo es siempre simétrico respecto a la linea

central, existen soluciones simétricas y asimétricas.

Perspectivas.— El conjunto de soluciones obtenidas es
el resultado de un andlisis matemdtico, y hasta el momento no
puedo decir cudles son las soluciones>que experimentalmente
se Observarfan. Como se mencioné al final del capitulo II,
Goldstein menciona resultados experimentales an canales con
aberturas de hasta 8° solamente. En el presente trabajo el
problema se resolvid para una abertura total de canal de 459,

Queda entonces por investigar cémo se modifica el pa-
trén de bifurcaciones cuando variamos el ancho del canal.

También, una forma de seleccionar una solucidn dentro
de las encontradas seria el hacer un andlisis de estabilidad

de las soluciones.
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APENDICE I

PROPIFDADES Y DEFINICIONES DE FUNCIONES ELIPTICAS.

Definiciocnes:

Sea £ una funcidn definida por f: A-+¢ donde Aac¢.
si f es derivable eh A un abierto entonces f es
infinitamente derivable. Si f es derivable entonces

f puede ser expresada en serie de potencias:
- .

£f(z) = ) anz“ y las derivadas de f se obtienen de

a=o

rivando cada uno de los términos de la serie.

Se dice gue una funcidn es entera si es derivable en

todo ¢.
Se dice gue una funcidn es meromorfa si es el cociente
de dos funciones enteras, e.i., f(z) = %%%% con. g, h

enteras y definida para h(z) # O,

Se dice gue una funcidén meromorfa es periddica si exis-
tez“w # O tal gque f(z+w) = £(z) para cualguier =z.

Si toéos los puntos de la funcidén f(z) se agotan con

‘los nimeros nw, , ne& Z siende w; un periodo, se le

~llama a £(z) monoperiddica o simplemente periddica, y

a w; periodo - ‘fundamental.

Si existen w;", w; tales que todo periodo de £ es
de la forma mw; + nwa (m, n enteros), a la funcidén £
se le llama doblemente periddica o funcidn eliptica.

-~ si f es meromorfa. periddica, entonces f es sim—

plemente periddica & doblemente periddica.



o
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.

- S8i "£{z) es una funcién meromorfa doblemente perid-
dica, sus periodos fundamentales se designan.como
2wy Y 2wi siendo 2wz = 2(w1 +wW3).

El comportamiento de la funcidn puede ser analizado

a través de un paralelogramo de periodos fundamenta-

les.
Propiedades:
1.~ Una funcidén eliptica tiene un ndmero finito de polos (y
el mismo nﬁmefo de ceros) en un paralelogramo de perio-
dos fundamentales, éste nimero (gue debe ser un conjun-—
to irreducible) define el orden de la funcidn.
Las funciones elipticas mds simples sonrde orden dos,
tomando como ejemplo las funciones de Jacobi con dos PO
los simples, 0 las de Weierstrass con un polo doble.
2.~ Fdérmula de adicidén para la funcidn P(z) deWeierstrass:
l[P'('z;) -P‘(Zz)]z
Plza+ 2z2)=% ~P(z1) =P(22); (21 # z22).
P(z1) =P (z2) : :
3.- P'2(z) = 4[{P(z) — ;) (P(z) —e2) (P(2) ~es]].
4.~ P(z) = P(=2) (par).
5. P'(z) = =-P'(-2) (impar).
6. P'(wj) = 0, j»= 1,2,3.
71— P(wj) =25y j = 1,2,3.
8. -

e, tez+e; =0 = e; = —e; —-e; .
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APENDICE IXI

. 'METODO RUNGE-KUTTA (42 orden) PARA RESOLVER LA

ECUACION DIFERENCIAL, ORDINARIA ¥(t) = a - 2y - 3y2,

El m&todo de Runge~Kutta de 4% orden se usa para Obte-
ner aﬁroximaciones a la solucidn tanto de problemas de valor
inicial de la forma: y! = £(t,y) con condiciones ax<t<b,
y(a) = a, como de sistemas de ecuaciones de orden m de
1aicial de primer Oorden ea (W + 1) ndme
- ros igualmente espaciados en el intervalor fa,bl.

© Bl método requiere cuatro evaluaciones funcionales (o
‘sea la ev§luac16n de -f) por paso, pero el error de trunca-
mientb’local es. O(k"}, donde h = LE%%EL es el espacia--

miento*,

% R, Burden, D, Faires, pp. 249.



ALGORITMO

Para aplicar el método es necesaric transformar la ecua
cidn diferencial ¥ (t) = a — 2y - 3y%®, con condiciones ini-—
ciales Yy(0O) = 0 vy 9(6) = %y/2E, a un sistema de ecuacio-
nes diferencilales de ler. orden con condiciones iniciales.

Sean

It

uy (t) y(t)

uz (t) = Sf(t) )

de donde:

Uy (t)

]

uz (t)
£13

f2(E) =.a - 2u;(t) ~ 3ui(t)y, t € EO,lJ}

con condiciones iniciales:

23 ui1{0) = 0 y ux(0) = =/2E,
Sea N > O 'un entero y h = % el ancho de la parti-

cién del intervalo (0,11, de agquf que:

t, = 3h; 3 = 0;1::;.,,;N.

i £
Haciendo uij como la aproximacidn ui(tj) para
J = Ope..,N; i=1, 2 las condiciones iniciales se expre-

sanz:



£2.b3

Uz,o0 +

definimos

£3(t,u;,u2)

£a(t,uy,u;)

El método supone gque conocidos

obﬁenér “1,j+1' Y uz,j_*_x mediante

Ki; = hf‘(tj'ux,j’uzj)

Kyz = hfz(tj,ulj,uzj)
Kz1 = b (E; + 3, l:llj""%
Kaz = hfz(tj + % Pouy gt %
Ka1 = hfy () + L u, g + %
Ksp = hfz(t;j + 2, u, +Z
Ky = hf,(tj + h, u)j + Kj
Kuyz = hfz(tj + h, uyy ot K,

.y entonces:
'ux,j+1 =u,; + LKy, +k2K?
w, .., =u,, . +'SCK, + 2K,
, i+ 23§ 6

es la solucidn aproximada en el punto

RYEN
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+/2E y,

3, (L)

i, (t)

u podemos

1,3 3
el siguiente algoritmo:

Y u
2,

1

Ky o u; + 5 Kiz) =
N 1.
Kyiy o Bay v 3 Kiz )
K u + i K )

21 ¢ 2 5 Kaz
K u + L Kaga. )

X1 r 23 ] a2,
e Wy + Kjz2 )
1s Uy, + Ky

J
1+ 2Ky + Kyl
2+ 2Kzz + Kzl
J o+ 1.
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