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i. 

R E S U M E N 

Se analiza la ecuación encontrándose las soluciones del 

problema hidrodinámico de un flujo establecido entre dos pl~ 

nos no paralelos de cuya línea de intersección emana o se i~ 

troduce fluido. El problema es tratado bidimensionalmente y 

se supone que el flujo es incompresible, irrotacional, ra-

dial. 

comparándose la ecuación del problema hidrodinámico con 

la ecuación de una partícula sujeta a un potencial se logró 

encontrar el tipo de soluciones posibles primero desde un 

punto de vista cualitativo, concordando el tipo de solucio-

nes con las predichas por L. Rosenhead (1940). En segundo 

lugar se resolvió el problema por métodos numéricos, grafi~ 

cándose el número de Reynolds en función de una constante de 

integración que aparece al eliminar la presión de las ecua

ciones como resultado se observa un patrón de bifurcación 

continuo cuya ventaja principal consiste en observar direct~ 

mente el tipo de solución matemáticamente posible fijando la 

constante de integración y para cualquier número de Reynolds. 



ii. 

INTRODUCCION 

El objetivo de este trabajo es analizar y encontrar las 

soluciones al problema. específico del flujo entre planos in

finitos no-paralelos en forma clara y simple. La solución 

que se presenta en los libros de texto i•l.l~l, lS"J. nJ que anali-

zan el problema es sólo un caso particular de la solución g~. 

neral que fue dada a conoce.r por L. Rosenhead en 1939 

Su análisis, dado en términos d~'-· funciones elípticas resulta 

difícil de entender, es por esto que el problema fue plante~ 

do desde otro punto de vista: como el problema de una parti 

cula en un pozo de potencial. 

En el capítulo I se muestra cómo las ecuaciones que ri-

gen a los fluidos se derivan de los principios de conserva-

ción de masa, momento y energía¡ considerando el fluido como 

un medio continuo se aplican estos principios a elementos de 

volumen en la descripción lagrangiana obteniéndose las ecua

ciones en la descripción euleriana mediante el teorema de 

i:ransporte de 1<eynolcis. No siendo un sistema cerrado de ecu~ 

ciones se anexan las relaciones constitutivas más usuales 

que se obtienen haciendo hipótesis sobre el flujo de calor y 

el tensor de esfuerzos, llegando a las ecuaciones de Navier-

Stokes que describen la dinámica de los fluidos newtonianos. 

Como en la mayoría de los problemas el flujo se considera in 

compresible, con esta hipótesis se desacopla la ecuación de 

la energía de la ecuación de momento, y esta última junto 

con la ecuación de continuidad forman un sistema cerrado de 
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cuatro ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden 

no-lineales de tipo parabólico. Este tipo de ecuaciones es 

en general muy difícil de resolver y se conocen muy pocos 

problemas en hidrodinámica en los que se puede obtener la s~ 

lución. En la tercera y última parte del capítulo I se men-

cionan ejemplos típicos de problemas cuya solución se conoce. 

Se clasifican en problemas estacionarios y no-estacionarios 

y en cada categoría los que son lineales y no-lineales. 

En la primera sección del·capítulo II se hace un plan

teamiento general del problema, mencionando todas las hipót~ 

sis que se usaron. En las dos secciones siguientes se anal~ 

za la forma en que fue resuelto el problema por Jeffery en 
llll l.q) . 

1915 y por Hamel en 1916 y en la sección II.D se pre-

senta el análisis completo del problema hecho por L. Rosen-

head en 1939. 

En el capítulo III se resolvió el problema en el marco 

de la Mecánica Clásica, obten·iéndose todas las soluciones e.!2 

centradas también por Rosenhead pero en una forma que cree-

rnos es mucho más sencilla y 'f~0i.l de ente!'.der. 

El análisis fue hecho en forma cualitativa (sección III. 

B), y cuantitativa (sección II.C) usando el método .numérico 

de Runge-Kutta de 4Q orden. Al final de este capítulo se 

presenta el diagrama de bifurcaciones que resume, en forma 

muy clara, todos los tipos de soluciones. 

Al final, en el capítulo IV, se mencionan las conclusi~ 

nes y perspectivas de este análisis. 
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CAPITULO I 

SOBRE LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES. 

Introducción. 

Las ecuaciones básicas que se utilizan para analizar el 

movimiento de los fluidos están basadas en los principios de 

conservación de masa, momento y energía. 

Una forma de llegar a la expresión de las· ecuaciones de 

movimiento es, primero, considerü.r el fluido como un medio 

continuo; bajo esta hipótesis se ignora la estructura molec~ 

lar de la materia en el sentido de que en cada "punto" el 

fluido tendrá un valor único de sus variables de campo: pr~ 

si6n, densidad, temperatura, etc., y en general estas canti

dades serán funciones continuas de la posición y el tiempo. 

La hipótesis se justifica en una gran cantidad de casos con

siderados en la dinámica de fluidos cuando el camino libre 

medio de las moléculas es mucho menor que la escala ·ae long_! 

tud más pequef1a considerada en el problema, de esta manera 

líquidos y gases son tratados de igual manera por esLa disc_! 

plina. Experimentalmente, cuando se hace la medida de algu-

na propiedad en el fluido, lo que se registra es un promedio 

de esa propiedad tomado en un cierto volumen, que depende de 

"ª la sensibilidad del aparato; en la fig. I.l se muestra una 

gráfica de la forma en la que puede variar la medida de la 

densidad con el volumen al que es sensible el instrumento. 

Experimentalmente ocurren variaciones muy pequefias de las 
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el volumen del 

fluido para el cual el instrumento responde. 

propiedades físicas y dinámicas del fluido en regiones de 

por ejemplo si un aparato es sensible a volume-

nes menores que éste podrían registrarse diferentes medidas 

para una misma reqión, un volumen de esta magnitud contiene 
lo 

alrededor de 3· x 10 moléculas, por lo que unos millones 

más o menos no afectarían las medidas. 

Existe, entonces, un rango de sensibilidad para el cual 

la respuesta es prácticamente constante, es en e~te interva-

lo donde los volumenes considerados son pequenos comparados 

con las escalas macroscópicas pero suficientemente grandes 

para contener un gran número de moléculas de tal forma que 

el promedio de cualquier propiedad es localmente representa-

tivo. 

Teniendo en cuenta la hipótesis anterior, puede descri-

birse al fluido desde dos puntos de vista: el primero es la 

descripción lagranqriana que consiste básicamente en etique

tar, dentro de un sistema coordenado dado, una "porción 
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pequena" de fluido con posición ~ en el instante inicial 

t. y observar su evolución en el tiempo, (se menciona pequ~ 

no en el sentido del párrafo anterior), el volumen que lo 

contiene es arbitrario y puede cambiar su forma y su tamano, 

pero las partículas (en el sentido físico) consideradas ini-

cialmente serán siempre las mismas, las variables indepen-

dientes serán dentro de esta descripción Y,. y t y espec_:!: 

fican qué elemento de volumen se considera. 

En la descripción euleriana el volumen de.control perm~ 

nece fijo en un punto del espacio coordenado y se analizan 

cómo varían en el tiempo las propiedades del fluido ahí, las 

variables de campo son funciones de la posición y el tiempo. 

Al aplicar los principios de conservación al elemento 

de volumen en una u otra descripción se obtienen expresiones 

diferentes, que sin embargo pueden relacionarse mediante el 
r~1 

teorema de Transporte de Reynolds que nos da la relación 

de las derivadas lagrangianas de integrales de volumen, con 

las integrales de v~lumen de términos que involucran deriva-

das eulerianas únicamente, esto es: si o( representa una 

variable de campo, V un volumen arbitrario y ü la veloc_:!: 

dad del campo en un punto, el teorema establece que: 

I.l 

Aquí D 
Dt es llamada la derivada total o lagrangiana. 
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I.A ECUACIONES DE CONSERVACION. 

I.A.l Ecuación de Continuidad. 

Para empezar, se expresarán primero las ecuaciones de 

un fluido en movimiento desde un marco de referencia lagran

giano en donde consideramos un elemento de fluido dentro de 

un volumen de control V, que es arbitrario pero una vez 

dado será el mismo, que evoluciona en el tiempo. 

La masa total dentro de este elemento permanecerá inva-

riante, no habiendo fuentes o sumideros, pues suponemos cie~ 

to el principio de conservación de la masa y se desprecian 

efectos cuánticos y relativistas: no hay reacciones nuclea-

res y la velocidad es mucho menor que la velocidad de la luz, 

por lo que la variación en el tiempo de la masa asociada al 

elemento de volumen es cero, o escrito de otra forma: 

o 

' 
donde S: es la densidad del fluido. Utilizando Pl teorema 

de transporte de Reynolds en la expresión anterior, (ec. I.l), 

tenemos: 

y dado que V es arbitrario la expresión se cumple si y sólo 

si el integrando se anula, esto es: 

I.2 + o ) 
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donde ü es la velocidad del fluido en un punto 

y a un instante de tiempo· t, y Sü es la densidad de flu

jo masa. 

La ecuación (I.2) es ya la forma diferencial en la re

presentación euleriana del. principio de conservación de l.a 

masa, llamada la ecuación de continuidad, y nos expresa el. 

hecho de que si analizamos un volumen V arbitrario y fijo 

en el. espacio, las variaciones en la masa encerrada en V 

se deberán al. flujo que atraviesa la superficie del volumen. 

I.A.2 Ecuación el.e movi1ni8nto. 

Nuevamente, utilizamos un volumen de control arbitrario 

en un sistema lagrangiano y aplicamos la segunda ley de New

ton, que nos dice que el cambio de momento en nuestro siste

ma es debido a la fuerza neta e': terna. Las fuerzas externas 

que actúan sobre un elemento de fluido pueden clasificarse 

en fuerzas volumétricas y fuerzas superficiales; esta carac

terización se debe esencialmente a considerar fuerzas de laE_ 

gu y cü::c: t:.o alcance. r:n l.a p:::-:i.mcr~ clasi.f i.cación las fut?r?:F4s 

de largo alcance disminuyen lentamente conforme la distancia 

al elemento aumenta .. y dependen, generalmente, de su masa; C.9_ 

mo ejemplos típicos podemos nombrar a la fuerza de gravedad 

y la fuerza electromagnética. De tal. forma que si A.V es 

el volumen del elemento de fl.uído con centro en r y densi-

dad S , la fuerza volumétrica que siente al tiempo t está 

dado por: 
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I,3 

Las fuerzas superficiales son de corto alcance, depen

den del área como de la orientación que ésta tenga en la in

teracción con elementos vecinos, en general cada cara del el~ 

mento interacciona con sus vecinos en forma diferente~ la 

fuerza que actúa sobre un elemento de área ~A, con normal 

n, con centro en r y al tiempo t está definida por: 

I,4 

donde la forma de T, llamado el vector de esfuerzos, se pu~ 

de ver más claramente si analizamos las fuerzas que actúan 

sobre un elemento de volumen que por simplicidad tendrá la 

forma de un tetraedro (Fig. I.2) •. 

óAtÍ~~: _,; 
~ __ :-.:-.. ~ 

~· i ]'.. /'-Z ·SI'-~ 

~ 
Fig. I.2 Análisis de las fuerzas sobre"un elemento de 

volumen en forma de tetraedro. 

Los ejes est~n orientados de tal forma que las caras ºE 

togonales con superficies ~A1 , &AL, iA~ y cuyas normales 

exteriores se han puesto como -~, -b y "' -e, estén en 1.os 
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los planos X - f t y - z, x - z respectivamente; si la normal 

de la superficie frontal JA se denota como "' n entonces P.9. 

demos escribir la fuerza superficial total como: 

T(ñ)óA es la fuerza que ejerce un elemento de fluido 

con normal " -n, y éste siente a su vez una fuerza igual a 

-T(-~)dA debido al elemento con normal " n, siendo estas 

fuer'zas iguales vemos que el vector de esfuerzos T es una 

función impar de ft, además, debido a la ortogonalidad de las· 

caras: 

La fuerza superficial total queda expresada como: 

La segunda ley de Newton establece que: 

donde a es la aceleración y g la densidad del elemento 

considerado. Dividiendo la 'expresión por .Q.1 
, P. la longi-

tud de las aristas del ·tetraedro que está en los ejes, 

y notando que bV = p_3 / 3 y E) A = ~ j),'2. ; cuando hacemos te_!l · 

der l a cero necesariamente el término que corresponde a 

la fuerza superficial debe ser cero, esto es: 

T~ñ)" .M. \.a=f¡a,) .¡. ~TlÉ)+C.Ttc)JJ 
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o bien en término de sus componentes: 

I.5 T¡ ln) + c·T; c2) 1 J L '.) 

se puede notar que la componente i-ésima del vector de es

fuerzos ·que pasa por el elemento de superficie con normal 

está relacionada con· la misma componente de los esfuerzos 

que se ejercen sobre tres superficies ortogonales. 

" n 

Puesto que n y T no dependen del sistema de coorde-

nadas, la cantidad entre corchetes tampoco y podemos asociaE 

la con un tensor de segundo rango, el tensor de esfuerzos 

~.j , 

I.6 

tt, AJ 
estos es: 

::h·· n· '.1 ;¡ 

Debe notarse también, dado que dicho límite existe cua~ 

do consideramos las dimensiones del paralelepípedo tender a 

cero, es posible definir al vector de esfuerzos como función 

de la posición, es decir, podemos especificar la fuerza en 

cualquier punto de la superficie mediante el límite.de lar~ 

l.ación fuerza zcbrc.~rca, y podemos hablar de J.;:¡ 'fnerzFJ. por 

unidad de área en un punto que es por definición, el esfuer-

zo en ese punto. 

@~ representa la i-ésima componente de la fuerza, por 

unidad de área, que se ejerce a través de un plano con nor

mal en la dirección j. Explícitamente podemos escribir: 
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Entonces, considerando un volumen de control en un sis-

tema lagrangiano podemos escribir la segunda Ley de Newton 

de acuerdo con las relaciones I.3 y I.4 como: 

~ J i' ü. ciV L I c::ls + 1, ~f"v dv. 
V 

Utilizando el teorema de transporte de Reynolds y la re 

lación I.6 tenemos: 

dir l ~ü..CL) l á V 1(~·n)d~+1~=F..dy_; ... 
por el teorema de Gauss podemos convertir la integral de su-

perf icie en una integral de volumen y agrupar todos los tér

minos, y puesto que el volumen es arbitrario, la relación se 

cumple siempre que: 

+ 

o en componentes: 

di; l ~ ü. ü.) 

.... a~¡¡ ., f~· J 
ax,· 

esta ecu.ac~6n puede simplificarse si desarrollamos J.fls a~r:l-

vadas del.miembro izquierdo y se hace uso de la ecuación de 

continuidad (I.2), podemos llegar entonces a que: 

I.7 a u.¡ 
at 

-1 

Cabe hacer notar que esta relación es la ley de conser

vación del momento aplicada a un elemento de fluido visto 

desde un marco de referencia euleriano; el primer término 

del lado izquierdo es la aceleración usual (cambio de velocl 
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dad en el tiempo}, mientras que el segundo representa una ace

leración con;e,;tiva debida al gradiente de la velocidad que 

está presente aún en el caso de que el flujo sea estacionario; el 

l.ado derecho es l.a fuerza neta que causa la acel.eración,. sie!!. 

do el primero de estos términos el. correspondiente a J.as fue.E_ 

zas_ superficiales y el segundo las fuerzas vol.umétricas. 

I.A.3 Ecuación de conservación de la energía. 

Para obtener una ecuación de balance de energía supon

dremos, primero, que podemos apl.icar a cada el.emento de vol~ 

men las leyes de la Termodinámica. Los parámetros en estado 

de equilibrio y l.as relaciones entre el.los serán las mismas, 

esto es, supondremos que existe equilibrio l.ocal. Esta es 

una hipótesis muy fuerte, aunque muy buena, con bases teóri

cas y experimental.es sól.idas, si bien no siempre es vál.ida. 

La primera ley de la Termodinámica se refiere a que el cam

bio en la energía interna de un sistema ·(con número de moles 

constante} es igual al trabajo que se realiza sobre él más 

el calor intercambiado por el. sistema con sus alrededores; 

supondremos entonces que la energía a que se refiere dicha 

ley consta de dos partes, una de ellas será en sí energía 

cinética debido a que en l.a descripción l.agrangiana el. ele-

mento de volumen no está en reposo, la otra parte será la 

energía interna. De tal forma que si escribimos la energía 

total asociada con el. elemento de volumen V arbitrario 

como: 
.. 
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donde e es la energía interna por unidad de masa y el se

gundo término la energía cinética por unidad de volumen. La 

primera ley establece que: 

donde -q denota el flujo de calor, por convención se denota 

negativo si este flujo es del sistema a sus alrededores, sie~ 

do el último término de la expresi6n el flujo neto de calor 

que sale del sistema por unidad de tiempo y los dos primeros 

términos de la derecha la potencia realizada sobre el siste

ma por las fuerzas superficiales y volumétricas. 

Teniendo en cuenta que el vector de esfuerzos T está 

relacionado con el tensor del mismo nombre por la relación 

(ec. I.6), y utilizando el teorema de Gauss, pe-

demos cambiar las integrales de superficie a integrales de 

volumen¡ además, utilizando el teorema de transporte de Rey-

nolds (ec. I.l) en el lado izquierdo de la igualdad y agru-

pando los términos en una sola integral ol.>i .. :.enemos z 

Nuevamente, como hemos utilizado un volumen arbitrario, 

la igualdad anterior se cumple si, y sólo si, el integrando 

es idénticamente igual a cero, obteniendo así una ecuación 

diferencial para la conservación de la energía, que puede 

ser reducida a una forma más simple utilizando la ecuaci6n 
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de continuidad (I.2) y la ecuación de conservación del mome~ 

to (I.7) obteniéndose: 

I.8 ~' 
i3 ":i ) 

esta ecuación nos expresa el hecho de que para un elemento 

de fluido arbitrario que permanezca fijo en el espacio, el 

cambio en su energía interna está directamente relacionado 

con los esfuerzos superficiales por un lado, y con la canti-

dad de calor que pueda ser anadido al sistema. 

I.B ECUACIONES CONSTITUTIVAS. 

El conjunto de ecuaciones que se han deducido, a saber, 

la ecuacion de continuidad (I.2), la ecuaci6n de conserva

ción del momento (I.7), y la ecuación de conservación de la 

energía (I.8) no forman un sistema cerrado de ecuaciones. 

Tenemos hasta el momento cinco ecuaciones, tres para la ecua 

ción vectorial de momento, y dos escalares, la ecuación de 

continuidad y la ecuac~ón ~e ia energÍci¡ las vnr~~bles invo-

lucradas forman un conjunto de 17 incógnitas: dos escalares, 

la densidad g y la energía interna ~¡ dos vectores, la 

velocidad ü y el flujo de calor q cada uno con tres com

ponentes; y el tensor de esfuerzos que en general tiene nue-

ve componentes independientes, se ve entonces que aunque po-

demos hacer uso de dos ecuaciones de estado adicionales no 

es suficiente para poderlas resolver. 

Para cerrar las ecuaciones es necesario hacer hipótesis 
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sobre el flujo de calor y sobre el tensor de esfuerzos, y 

las ecuaciones resultado de ellas se conocen corno relaciones 

constitutivas. 

El modelo para el tensor de esfuerzos que generalmente 

se usa y que caracteriza a los fluídos newtonianos está bas~ 
l"!I 

do en dos postulados fundamentales;· 

a) Los elementos no diagonales del tensor de esfuerzos 

que representan los esfuerzos tangenciales, dependen única

mente del tensor de rapidez de deformación a (tensor de esfueE 

zas viscosos}, este último debe depender de las derivadas e~ 

paciales de la velocidad, puesto que la fricción interna oc~ 

rre en un fluido sólo cuando partículas diferentes se mueven 

con velocidades diferentes. La relación más general tornando 

en cuenta esta hipótesis es: 

donde se incluyen esfuerzos normales y F¡ representan fun-

cienes de los tres invariantes de e : la traza, el deterrni-

nante y la suma de los determinantes de los cofactores. 

b) La segunda condición caracteriza a los fluidos new--tonianos y afirma que la relación entre los tensores ~ y 

e es lineal. Corno consecuencia de esta hipótesis Fi = O 

para i ~ 2, F, es una constante independiente de los inv~ 

riantes y Fa depende, a lo más, del primer invariante, en-

tonces la relación debe ser de la forma: 

ta. + 

donde i 1 j = l, 2, 3 y los 10arárnetros a, J ') se mencionan enseguida. 
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Corno en reposo el esfuerzo es isotrópico y la presión 

ejercida sobre el fluido es la presión termodinámica p, 

identificarnos a = -p. 

La forma usual en que se escribe la ecuación es: 

I.9 

donde i!; = ). 'fo jf- y el término proporcional a/- está con~ 
truido de tal forma que se anula al contraer el tensor. 

Los parámetros / y ~ son el primero y' segundo coef.:!:. 

cientes de viscosidad y son en general funciones de la dens.:!:. 

dad y la temperatura, son ambos positivos tfil y pueden deteE 

minarse experimentalmente para cada tipo de fluido en parti

cular. El primero se identifica con la viscosidad dinámica 

o cortante y se define a partir de él el coeficiente de vis

cosidad cinemático por la relación -V =)'-Is . 
La segunda ecuación constitutiva se refiere al vector 

de flujo de calor que depende directamente de las variacio-

nP.$ en l~ tempe~atura del fluido. Expandiendo q en serie 

de potencias en los gradientes de la temperatura, se retie-

nen sólo los primeros términos bajo la restricción de que 

los gradientes son pequenos; el término constante debe ser 

cero ya que q debe anularse cuanto ~T es cero, entonces: 

I.10 \Z VT 
) 

llamada ley de conducción de calor de Fourier; la constante 

de proporcionalidad se llama la conductividad térmica y debe 

ser positiva ya que el flujo de calor es en la dirección co~ 
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trar.ia al gradiente de la temperatura, en general es también 

función de la densidad y la temperatura. 

Sustituyendo las relaciones constitutivas (I.9) y (I.lO) 

en las ecuaciones de conservación de momento. 

En la ecuación de continuidad no es necesario pues sólo 

está en términos de la densidad y la velocidad, tenemos para 

la componente j-ésima (donde j 1, 2' 3): 

I.ll + 

F.l conjunto de las tres ecuaciones anteriores se cono-

cen como las ecuaciones de Navier~Stokes y representan las 

ecuaciones de movimiento para fluidos newtonianos. 

La ecuación de la energía quedará expresada como: 

I.l2 

(k~.) 

Aunque los coeficientes de viscosidad no son constantes, 

en muchos casos no cambian notablemente y pueden considerar-

se como tales. Al expresar al tensor de esfuerzos en térmi-

nos de la presión termodinámica y de gradientes de la veloc~ 

dad y al flujo de calor en función del gradiente de la temp!: 
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r.atura logramos reducir el:. número de incógnitas a siete; para 

cerrar el sistema de ecuaciones (cinco hasta el momento) es 

necesario dar dos ecuaciones adicionales, esta información 

se obtiene de la termodinámica a partir de las ecuaciones de 

estado térmica y calórica. Sin embargo podemos desacoplar 

la ecuación de la energía de la ecuación de momento haciendo 

una hipótesis más: la hipótesis de incompresibilidad. 

Se dice que un fluido es incompresible s·i la densidad 

es una función que varía muy lentamente en el espacio y el 

tiempo comparada con la región y el tiempo en que l.'.l voloci-

dad cambia, en este sentido la densidad puede tomarse como 
('YJ 

constante • Entonces, si los cambios en la densidad son 

pequenos y despreciando términos de orden superior en un de-

sarrollo en serie de Taylor, podemos escribir 

Si ahora definimos un incremento adimensional p• en 

la presión como ·-. '\~ 

donde 3. Y P. son una densidad y una presión caracterís-

tic as del fluido y Vo una velocidad típica,, de modo que la 

velocidad máxima no sea mucho mayor que ésta. P.odemos escrl:_ 

bir entonces 
Hª-? ') ~ qo ( ~ .. 

donde es el número de Mach M y c es l¡¡. veloci-

dad del sonido -2 
c 
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Haciedo uso de la ecuación de continuidad ec. I.2 el 

efecto de suponer a ~ constante es: 

= 

o ) 

en el segundo paso de la igualdad se hace uso del teorema de 

trasporte de Reynolds; entonces, si el fluido es incompresi

ble la divergencia del campo de velocidades se anula, esto 

es, la distribución de velocidad es solenoidal: 

I.13 o = o. 

Podemos entender mejor qué relación tiene el número de 

Mach con la hipótesis de incompresibilidad si en la ecuación 

de continuidad se divide todo por ~-Y. /L, 

racterística:) y se agrupan t~rminos en M: 

IT ,- lcngi tud C.§! 

,,,1 • V -+ M" Lv~• -\>' -to V' • ~· V J """ O .J 

siendo todas las cantidades adimensionales: v = Li¡v0 , 

v. 
r' = r/L y t = t L . cuando el número de Mach es muy pe-

queno el segundo término puede despreciarse·y la ecuación es 

la de un fluido incompresible, la aproximación es mejor en 

cuanto más pequeno es M. Es conveniente enfatizar en que 
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esto es válido si los efectos de velocidad son despreciables 

y la densidad no difiere mucho de la densidad característica 

&. l'll 

La ecuación de continuidad para fluidos incompresibles 

(ec. I.13) y las ecuaciones de Navier-Stokes forman un sist~· 

ma cerrado de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas que 

son: la presión y las tres componentes de la velocidad, y 

en su forma vectorial se escriben: 

I .14 o 

I.15 

siendo las ecuaciones de movimiento para fluidos incompre

sibles un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales parci~ 

les de tipo parabólico y las condiciones a la frontera que 

deben imponerse pueden ser las llamadas de Dirichlet, o bien 

las de Neumann, y se requiere entonces especificar la veloc.!, 

d.-..d hiéh:o<l.inámica sobre cada frontera sólida. Experimental-

mente se ha encontrado que podemos suponer que no hay desli

zamiento de un fluido sobre una ·superficie sólida; la veloc_!. 

dad del fluido sobre cada frontera sólida es precisamente la 

velocidad de dicha frontera, entonces, si v es la veloci-

dad de la frontera: 

I.16 (sobre la frontera). 
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I.C SOLUCIONES EXACTAS A LAS ECUACIONES DF. MOVIMIENTO 

PARA FLUIDOS NEWTONIANOS VISCOSOS E INCOMPRESIBLES. 

Los problemas cuya soluci<~n se conoce son muy pocos de

bido al tipo de ecuaciones a las que pertenecen las de Navier

Stokes; aunque la hipótesis de incompresibilidad simplifica 

las cosas al desacoplar las ecuaciones de movimiento de la 

ecuación de la energía y disminuir los términos de las pri

meras, las ecuaciones siguen siendo ecuaciones diferenciales 

parciales de segundo orden no lineales de tipo parabólico y 

en general muy difíciles de resolver. De aquellos que sí se 

conoce su solución pueden ser agrupados en problemas estaci2 

narios y no estacionarios, y en cada una de estas categorías 

podríamos identificar los que sean lineales y no lineales; 

se darán algunos ejemplos a continuación. 

Problemas estacionarios: 

Son todos aquellos en donde el campo de velocidades es 

constante respecto al tiempo, el término aü/~t que aparece 

en las ecuaciones de Navier-stokes es idénticamente igual a 

cero; en este tipo de problemas generalmente no es el inte

rés preguntarse cómo empieza a generarse el flujo, sino que 

s~ estudia como un flujo permanente. 

Las ecuaciones I.15 pueden simplificarse aún más cua~ 

do para un problema específico el término no lineal ü • fJ ü 

se anula, pudiendo distinguir entre problemas estacionarios 

lineales como el Flujo de Co~ette plano y cilíndrico, y pro-
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blemas estacionarios no-lineales como en el caso del Flujo 

de van Kármán y el flujo del jet sumergido. 

Flujo de Cou.ette plano Cid 

Consideremos un fluido que se mueve entre dos pla

nos paralelos e infinitos y separados una cierta distancia 

h; supongamos también que el movimiento es sólo hacia una 

dirección, por ejemplo en la dirección x; y que en ausen-

cia de fuerzas externas puede ser causado por el movimiento 

relativo de los planos en esa dirección ó a la existencia de 

un gradiente externo de presión. 

Bajo las hipótesis anteriores es claro que sólo la pri-

mera componente de la velocidad es diferente de cero y puede 

ser sólo función de x y y, sin embargo de la ecuación de 

continuidad (ec. I.14) se obtiene que la velocidad es fun-

ción únicamente de la variable y: u,.= u(y)·, y entonces, 

en las ecuaciones de movimiento se puede ver que el término 

ü • 'i ü se anula, obteniéndose una ecuación diferencial ord,! 

naria de segundo orden lineal para la velocidad: 

1 

?- ) ~.;:o 
ay -ª-J2- "" D oZ 

Si suponemos primero que los planos están fijos y exis-

te un gradiente de presión constante podemos obtener una so

lución al. integrar dos veces la ecuación anterior, que repr~ 

sentará un perfil de velocidades parabólico, en donde la ve-

locidad máxima se alcanza en la distancia media entre los 

planos (Fig. I.3.a}: dP u,. (Y) = - y/2.flax {h - y). 
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.., ,-////// //1/// __ ----::;. V 

(a.) AIP/>O <b) A~ o 

Fig. I.3 Perfil de velocidades para el flujo entre 

planos paralelos. 

Si ahora se supone que el plano inferior está fijo y el 

otro se mueve con velocidad constante V en la dirección ~ • 

. y que :ia presión es constante obtenemos-ttna~ecuación todavía 

más simple para la velocidad: 

general es, imponiendo las condiciones de contorno, 
V h y, que representa un perfil de velocidades lineal 

(Fig. I.3.b), La ventaja de tener ecuaciones lineales es 

que la combinación lineal de sus soluciones será solución 

del problema general en donde además de tener un gradiente 
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de presión, uno de los planos se está moviendo (Fig. I.3.c). 

V'-l, l~-1. L<d 
Flujo de couette cilíndrico 

En este caso el fluido se encuentra entre dos ci-

lindros coaxiales de longitud infinita que rotan con veloci-

dades angulares W, y U)2. • y en ausencia de fuerzas exter-

nas (Fig. I.4¡. 

El flujo entre cilindros que rotan es otro ejemplo de 

un problema lineal, usando coordenadas cilÍndr
0

icas (r,e,z) 

suponemos que la única componente de la velocidad será la 

componente tangencial u 6 , donde el eje de los cilindros 

coincide con el eje de rotación Oz. De la ecuación de con-

tinuidad se deduce que la velocidad será función sólo de la 

variable r, esto es: u 9 = u (r). 

Análogamente al ejemplo anterior la ecuación de movi

miento resultante es una ecuación lineal cuya solución es de 

la forma: 

+ 

donde la determinación de las constantes se obtiene consid0-

rando situaciones específicas. 

Las líneas de corriente son círculos concéntricos nl 

eje de 1.os cilindros en el plano p<!rpendiculnr a él. 

Flujo de ven K~rrnán. 

Dentro de los problemas no lineales se puede men-
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.Fíg. I.4 Geometría del flujo entre cilindros que rotan. 
Cl-1, ln 

cíonar el movimiento de Von Kármán (1921) que consiste 

básicamente en analizar el flujo producido por un plano infi

ní to que rota alrededor de un eje perpendicular a él, con una 

velocidad angular UJ , 

do también infinito. 

y que se encuentra inmerso en un fluí-

El problema puede ser "pla~teado si consideramos que dada 

la si~etría basta con analizar la parte superior del plano 

en rotación; utilizando coordenadas cilíndricas, en donde el 

plano coincide con el plano z ,;, o, supondremos que las CO!]! 

ponentes de la velocidad no dependen del ángulo, es decir: 

U...,l-r,.l!.);, 

además, sí se supone que. el campo de velocidades posea sime-

tría de revolución alrededor del eje o~ y que para cual

quier plano paralelo al disco la componente de la velocidad 

normal es constante, las condiciones para z = O serán: 

LL.,. ,, O 
1 I 

(en z =O), 
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por otra parte debe imponerse que suficientemente lejos del 

plano las componentes radial y angular de la velocidad sean 

nulas, conforme nos alejamos del plano la velocidad en esa 

dirección va 11 amortigu~ndose", esto es: ut" = u&= O en 

z =oO. Sin embargo la componente axial no se anula en 

z =°"' sino que debe tender a un valor constante negativo, 

ya que debido al movimiento el fluido se mueve radialmente 

hacia afuera e~pecialmente cerca del plano, es necesario en

tonces un flujo vertical constante desde el infinito para 

que se cumpla la ecuación de continuidad. 

Von Kármán propone que en la distribución de la 

velocidad las componentes radial y azimutal sean proporcion~ 

les a la distancia medida desde el origen, Y que la compone~ 

te en la dirección axial sea constante en cada plano parale

lo al plano de rotación, de tal forma que la expresión para 

los componentes es 

y 

donde 

= s -.V u) -p ti) 

l..;¡Jw1J:. 5 

obteniéndose de las ecuaciones de movimiento tres ecuaciones 

adimensionales para F, G, H y P, y de la ecuación de co~ 

tinuidad una ecuación para F y H, que son: 



:¡::a - ~ .. + i=' J.I == 
=t=,. 

:Z.=f. ~ + e:¡' 11 = <:¡,, 

1111' µ• .¡.. H" 

y 
~F + 11 ' D 

con las siguientes condiciones a la frontera: 

o 

+ ..... o C:".a ndo 

ven Kármán obtiene una solución aproximada del problema 

utilizando el método empleado por Pohlhausen dentro de la 
ttl 

teoría de la capa límite • Cochran utiliza el método de 

integración numérica de d'ADAMS en la vecindad del valor 

1 = o, y escribe la otra parte de la solución desarrollando 

asint6ticamente las funciones H y G ~~: Los resultados 

obtenidos por los dos métodos se muestran en la gráfica de 

la Fig (I.S), donde las líneas continuas representan los re

sultados de Cochran que obtiene un valor límite de H cuan-

do !-~ de -0.886, comparado con los resultados de ven 

Kármán (líneas punteadas en la gráfica) de -0.55 para el 

mismo valor, por lo que la velocidad u 4 al infinito para 

un valor de 'V 0.14 cm 2/seg. 



Fig. I.5 Resultados obtenidos para las funciones 

F, G y H por von Kármán (línea cortada) 

y por cochran (línea continua). 

y suponiendo que el disco gira a 600 rev/min, es de 

u.a (oo) = - 2. 62 cm/seg en lugar del valor obtenido por ven 

Kármán de - l.63 cm/seg. 

. L4'l UJ El flujo del J.et sumergido ' • 

26. 

Consiste en a~alizar el flujo producido por un 

"jet de fluido" que se introduce en un fluido infinito a tr~ 

vés de un tubo delgado. Para encontrar la soluci6n se util_! 

zan coordenadas esféricas con variables (r,e,q) y se supo-

ne, en primer lugar, que el flujo es simétrico alrededor del 

eje axial que va en la direcci6n del jet, por lo que no hay 

componente de la velocidad en la direcci6n del ángulo <f , y 

las componentes restantes• v 6 y V r serán s6lo funci6n de 
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r y 9 • El momento del jet será el flujo de momento total 

que debe ser el mismo para cualquier superficie cerrada alr~ 

dedor del origen, y debe suponerse entonces que la velocidad 

será inversamente proporcional a la distancia al origen, que 

estará en el punto donde emerge el jet. 

El problema es no lineal, L. Landau·obtiene una solu

ción exacta l&l considerando que la fuente del jet no tiene 

dimensiones, que es puntual. En la figura I.6 se muestran 

las líneas de corriente. 

--------
Fig. I.6 Líneas de corriente producidas por un jet 

sumergido. 

Problemas no-estacionarios: 

Los flujos no estacionarios son aquellos en donde la v~ 

locidad es función no sólo de la posición sino del tiempo y 

pueden ser causados por el movimiento repentino de sus fron

teras, o por movimientos oscilatorios de éstas, o bien, por 

la aparición de gradientes de presión o sus variaciones en 

el tiempo. 

Como ejemplo mencionaremos al llamado Primer problema 
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de Stokes, se refiere a un fluido infinito acotado sólo por 

un plano también infinito, que puede ser el plano x - z. Si 

repentinamente el plano es puesto en movimiento en una direE 

ción con velocidad constante, esperamos que la única cornpo-

nente de la velocidad diferentes de cero será en esa direc-

ción, digamos x, y será sólo función de y y t. Dada la 

simetría del problema, es posible analizarlo corno un flujo 

bidimensional, corno Ü = (u(y,t) ,O,O) el término no lineal 

será cero¡ se puede ver también que la presión· será constan

te en cada punto, de donde la ecuación que hay que resolver 

es una ecuación diferencial parcial lineal de segundo orden: 

= v a~u. .. ou .. Jat ~ con las condiciones de- frontera: 

Ll (O a n 
i > o ) 

y 

donde V es la velocidad del plano. El problema puede re

solverse utilizando métodos de semejanza de variables 1.Aly 

por tr·ansfor~adas de Laplace. 

Si en lugar de que la frontera sólida se deslice con 

velocidad constante a un tiempo t pensarnos en que empieza 

a oscilar en una dirección, el problema sólo será diferente 

al anterior en sus condiciones de contorno, que se piden que 

sean: 
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¡/ Co:. l'1 t 
u. t '11 J) "' 

E1 problema, referido como Segundo Problema de stokes, 

puede reso1verse si suponemos que e1 fluido también osci1a 

en 1a misma dirección que e1 plano, con 1a misma frecuencia 

pero con una amplitud que dependerá de la distancia perpend~ 

cular al plano. Pensando en que la velocidad del flujo es 

entonces de la forma: u(y,t) = Relw<Yl a.1"-l], se 11ega a 

una ecuación diferencial ordinaria de ::;cgundo grado llnt=al 

para la amplitud C¡)(y) cuya solución se conoce. 

Para concluir con este capítulo, mencionaré que dentro 

de 1os prob_lemas presentados se ha supuesto siempre que el 

flujo es laminar, aunque en la práctica se puede observar 

flujo turbulento corno en el problema del jet sumergido Lll, 

por ejemplo. 

También, las suposiciones de simetría en los f1ujos y 

e1 uso de coordenadas apropiadas nos puede permitir pasar de 

las ecuaciones no-lineales de Navier-Stokes a ecuaciones li-

nea1es como en los flujos de Cooette y en los problemas de 

stokes, donde ya no aparece la viscosidad y por esta razón 

las soluciones también satisfacen las ecuaciones de movimien 

to para un fluido ideal incompresible. 

Sin embargo, en algunos casos la simetría del problema no faci 

lita la solución del mismo. Por ejemplo, el problema de von 

Kármán no puede ser analizado bidimensional.mente y las ecu~ 

cienes de movimiento son ~o-lineales conociéndose sólo solu-

ciones numéricas. 
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CAPITULO II 

EL FLUJO ENTRE PLANOS PARALELOS 

Introducción. 

En este capítulo se verán las soluciones dadas al problema no li

neal y estacionario del flujo entre planos inclinados, problema prime

ro resuelto por Jefferyl
91

cn 1915 y por Hamelr~l en 1916; la solución 
l'.loJ 

completa fué obtenida y analizada por Rosenhead en 1939 en término 

de funciones elípticas. 

Para precisar lo que Ge entenderá por Elujo divergente y conver-

gente se define el número de Reynolds como ....Q_ 
2.;i , donde Q es el 

volumen de fluido que cruza en la unidad de tiempo a través de dos pl~ 

nos perpendiculares cada uno a una de las paredes, y que se encuentran· 

a una unidad de longitud del origen. Un valor positivo de R corres-

penderá a un flujo promedio hacia afuera y un valor negativo a.un flu-

jo promedio hacia adentro. 

II.A PLANTEAMIENTO DEL PROBLEM/\. 

~l flujo entr~ dus planos ~nf~n1tos que se intersectan, digamos, 

en la línea y = x =O, se ha analizado considerando primero que a tra-

vés de esta línea emana (o se introduce) fluido a razón constante, y 

suponiendo que: el flujo entre los planos es laminar y estacionario, 

que el fluido se supone newtoniano e incompresible y que no actúan 

fuerzas externas sobre él. 

Por la simetría del problema podemos considerar todo el movimiento como 

plano, este movimiento se caracteriza porque la velocidad de cada partícula 

del fluido representa un vector que es paraielo a un mismo plano (digamos el 

plano x - y) , y que puede dep1=nder de las coordenadas x y y. 

Las coordenadas apropiadas serán coordenadas cilíndricas 
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(r,e), donde r se medirá a partir del punto de intersec

ción de las paredes y se excluye Pl caso en el que r = o, 

y a será el ángulo que forma r con la línea media del c~ 

nal (fig. II.1). 

···"' '1 

a) Esquema general de los b) Corte transversal de los 

planos planos 

Figura II.l 

Dado que consideramos el fluido newtoniano se usarán la 

ecuación de continuidad (ec. I.14) ylasecuacionesdeNavier

Stokes (ec. I.15) que se encontraron en el capítulo anterior, 

y que, en coordenadas cilíndricas, para un fluido incompresi 

ble tienen la forma l'l.l: 

II.1 + o_, 
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II.~ 

II.2. 

donde 

Las ecuaciones se simplifican al tomar en cuenta las h~ 

p6tesis mencionadas con anterioridad, y si además suponemos 

que el flujo es sólo radial, entonces u (u~ ,O,O) donde 

en general u~ = u~(r,G)• como el flujo es estacionario el 

término es cero, y dado que no hay fuerzas externas 

f= (f~,J:.9,f~) =0. 

El sistema de ecuaciones por resolver para este proble-

ma en particular son: 

II.5 

II.6 

II.7 

II.8 

o 

o 

o 

.J 
'(' 
~ 
ae 

1 
1 
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donde ahora la componente en la dirección radial se ha deno-

tado simplemente por u. Las condiciones de contorno para 

un fluido viscoso son que la velocidad del fluido en las 

fronteras sólidas es precisamente la velocidad en la fronte-

ra; en nuestro caso las fronteras están fijas, entonces si 

suponemos que el ángulo de abertura del canal es 20', se de

be cumplir que 

II.9 ú. lt", "') U.tt',-c:t) ~ D. 

1.81 
II.B SOLUCION OBTENIDA POR G. B. JEFFERY (1915) 

Jeffery obtiene una solución para el flujo entre planos 

inclinados utilizando la función de corriente ~ , que puede 

ser definida siempre que el flujo se considere bidimensional 

e incompresible, ya que en estos casos la ecuación de conti

nuidad es equivalente a pedir que uydx - u,,.dy sea una dif~ 

rencial exacta, esto es, d '\> = uydx - ul'dy de donde podemos 

entonces definir a ~ en términos de las componentes de la 

·.tclocidad cnmo 

II.10 

Sustituyendo estas relaciones en las ecuaciones de rnov~ 

miento (ec. I.15) y eliminando la presión de ellas se obtie

ne la ecuación diferencial para la función de corriente: 

II.ll a l.~ .. -qz.p) =..-'-> -:¡" 'iJ > 
a (;<, Y) 

siendo ~ el coeficiente de viscosidad cinemático, y el 
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jacobiano es 

La ecuación II.11 en coordenadas polares, para flujo e~ 

tacionario es 

II.12 

donde el laplaciano en esas coordenadas es 

En su trabajo Jeffery analiza varias posibilidades para 

"\> que corresponden a diferentes .situaciones de flujo, en el 

caso de canales que convergen considera que la. función de co 

rriente depende sólo del ángulo e , encontrando la ecuación 

diferencial.: 

II.13 
• 1~ L l.\> te) 

Integrando la ecuación anterior, multiplicando despúes 

por \.\-'ª , integrando nuevamente y rearreglando los términos 

se obtiene f.inal.mente que 

II .14 

donde a y b son constantes de integración. Integrando 

nuevamente se obtiene que 

II.15 

Las constantes de integración a y b están relacion~ 

das con las raíces del polinomio cúbico que aparece en el de 

nominador del integrando de la última expresión par 
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II~ 16 
~-.) (). "/) ,. ()./).z .¡ ~ 

:!>b = >../,,,_ ((nJ - A/). 
En estas expresiones ). y ~ son dos raíces del poli

nomio. Cabe hacer notar que en la ecuación (II.15) debemos 

considerar los dos signos de la raíz, sin embargo en el aná

lisis hecho por Jeffery obtiene una solución tomando en cue~ 

ta sólo el signo positivo; además supone la siguiente rela

ción para la derivada de la función corriente: 

II .17 

La integral (II.15) es entonces: 

II .18 (e - e.) 

Definiendo dos nuevas constantes k y m por: 

ti. .. = .A.- J<-
~-v- ;¡._ Z)'-

II .19 y 

el sistema de ecuaciones para ) y)'- pueden ser expresa-

das en términos de k y m como: 

II.20 y 

y la ecuación (II.18) puede escribirse en la forma: 

::: 1.¡, //_ ::::.arf% ·J 

y puede ahora i.dentificarse coi:i. la función de Jacobi sn, 

definida mediante la.relación: 

sn u. 

. :~·- ' 
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haciendo u = Jml (Q- Ge,) y con la relación (II.15) en 

(II.12) se obtiene finalment~ que: 

II.21 

si la constante de integración Gº es cero, se puede ver 

que la función es par y por lo tanto el flujo será 

simétrico respecto de la .línea central, no pudiéndose asegu-

rar en caso contrario. Si G, = o : 

II.22 

las líneas de corrientes s.erán líneas rectas que pasan a tra 

vés del origen. 

Jeffery encuentra así una solución para el movimiento 

de un fluido entre dos planos fijos .inclinados a un ángulo 

2q, debido a una fuente lineal a lo largo de la línea de i~ 

tersecci6n suponiendo un gasto constante; dicho con sus pro-

pías palabras;; 

La solución así encontrada no puede ser general puesto 

que de antemano supone simetría del flujo respecto a la lí-

nea que bisecta las paredes, y tampoco analiza todas las po-

sibilidades del polinomio cúbico de la ecuación I~.15. 

Muestra, sin embargo, que para ángulos de separación 

muy pequeños, la solución aproximada para la velocidad, a 

través de cualquier sección transversal, sigue la misma ley 

parabólica que en el flujo entre planos paralelos. 
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C<il 
II.C SOLUCION OBTENIDA POR G. HAMEL (1916) 

El análisis hecho por Hamel, casi simultáneamente al de 

Jeff_ery • es un poco más extenso que el de éste. Hamel se 

plantea determinar todos los movimientos estacionarios de un 

fluido viscoso e incompresible, que sin ser irrotacional ti~ 

ne las mismas líneas de corriente que un movimiento irrota

cional. Demuestra que los únicos movimientos con éstas ca

racterísticas son aquellos cuyas lineas·cte -curriente son: 

espirales logarítmicas homotéticas, círculos concéntricos, 

líneas concurrentes a un punto y líneas paralelas, mostrando 

también que ·las líneas concurrentes son un caso degenerado 

de las espirales· logarítmicas lúl. 

Para resolver el problema propone que siendo ~ la fu~ 

ción de corriente entonces: 

II.23 y 

siendo o<. una función armón~ca, y la segunda condición ex-

presa e1 hecho de gue P.1 f11J.ido no es nc::osariamenLe .i.rrota-

cional. Si ~ es la función armónica conjugada ·de <>e de 

tal suerte que et+ -1\-' .: f (Z) es una función analítica de 

Z = X + iy, entonces las coordenadas curvi·lÍneas ortogona-

les O( y \-=> serán llamadas coordenadas isométricas. 

La medida de la distancia de un sistema de coordenadas 

isométricas es de la forma 

La función h se define mediante la relación 
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(~""')c.,. ( '!_,!')~ - I t 
sx ,,,,, - J."- , , >o 

y cumple con la siguiente ecuaci6n 

=º) 

Las ecuaciones de Navier-Stokes en términos de la fun

ción de corriente 1/-1 = '-P (al •• ~) en coordenadas isométricas 
1 

~ , IP queda expresado como 

II .24 

+d lll'\ "IJ'::. .¡,) 
"'l' .... qi (b 

~<JJ + O~ ~) ::. 

(o/, 2>) 
~ 

'O-

' donde 

v'.i. 41 ¿¡• 'i1 
+-

Q• tµ 
e a ov•· º(" .... y 

a. . -3 a l., b .. ~ ;;>J., • - ¡;- ª"' h o>r' 
A partir de la ecuaci6n II.24 Ilamel encuentra la ecua-

ci6n diferencial para F(o() que es 

TT.25 

donde es d"'F 
~· 

Que se satisface siempre y cuando a y b sean cons

tantes l'll. cuando a 'f O y b 'f O las líneas de .corriente 

son espirales logarítmicas, cuando b = O las líneas de c2 

rriente son círculos concéntricos y cuando a = O el flujo 

es s6lo radial a partir del origen, siendo este último el 

o/ 

caso que nos interesa. Identificando la velocidad .del f lu.:!,. 

do .con u = F' lel obten~mos una ecuación diferencial para 

1 
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flujo sólo radial, (en coordenadas cilíndricas), y conside

rando por simplicidad que la constante b = -2, se obtiene 

por integración que 

II.26 L.L" ... </U.. + :j u.:"·.¡. c. - o. 

Esta ecuación puede escribirse en términos de un polin2 

mio cúbico P (u) cuyas raíces son e 1 , e 2., e 3 , tornando 

. ¡/.-;:---¡ / 1 
ln forma ul = }-v 11 (e 1 -u) (e 2 -u) (e&-u), cuya integración 

general puede ponerse en términos de la función elíptica de 
,{:.. 11.1.] 

Wcierstrass CJ-'(z) como 

II.27 u.. -- - ~-V + 

donde <So, g~, g~ son constantes ·de integración. 

El problema se enfoca de la siguiente manera: se supo-

ne dentro de la discusión que la velocidad mantiene un signo 

-constante a través. de todo el° canal, analizando así dos ti-

pos particulares de movimiento: flujo puramente divergente 

cuando u >O en cada punto, y flujo puramente convergente 

cuando u <o. 

Se muestra que en estos dos casos los coeficiertt.es ·del 

polinomio son reales, de aquí que puedan haber una o tres 

raíces reales. 

Como resultado de su análisis, Harnel obtiene que es po-

sible un flujo divergente {u;:> O) sólo en los dos casos s! 

guientes: 

a) Cuando sucede que O ~ u _,. e 1 , siendo las tres 

raíces del polinomio reales y tales que e~ ~ O, .ell ~ ·O y 
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b) Y cuando existe sólo una raíz real e i > O y la V2. 

locidad es tal que O ,i u $ e 1 • 

El flujo convergente (u <. O) sólo será posible cuando 

e~~ u ~o, siendo las tres raíces reales y tales que 

e!>< o, 

Para flujo divergente se considera que la velocidad co-

mo función del ángulo de abertura del canal u = u($) es s.!_ 

métrica respecto de e = o y por tanto es una función par¡. 

obteniendo como resultado que las aberturas posibles.del ca

nal dependen del valor máximo de la velocidad, para velocid~ 

des pequenas pero viscosidades grandes el valor máximo de.a

bertura se acerca a Jr, esto es, para que un flujo del tipo 

considerado, digamos divergente dentro de todo el canal, sea 

posible debe tenerse que el ángulo e <TI • 

Para flujo convergente Hamel supone nuevamente que la 

función ú = u(8) es par, oot.e¡¡iendo por un lado que el án-:-

gulo de abertura del canal puede.ser tan pequeno como se 

quiera. 

En esta sección no se ha hecho un análisis detallado de 

la solución que Hamel propone ya que sólo analiza casos par

ticulares de ésta corno se verá en la sección que sigue. 

he ad 

II.D SOLUCION GENERAL. 

La solu°ción que aquí se presenta fué dada por L. Rosen

en 1939, y constituye el análisis más completo de la 
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ecuación diferencial y del tipo de soluciones matemáticamen-

te posibles para el flujo entre planos no paralelos. 

La ecuación de continuidad (ec. II.5) se satisface cua~ 

do: 

Para adimens~onar la función se divide el lado izquierdo en-

tre 2..J, donde v es el coeficiente de viscosidad cinemátl 

co y sus dimensiones son con L longitud y 

T tiempo, quedando la siguiente relación para la velocidad: 

II.28 u. t"<", 19) 

sustituyendo la ecuación anterior en las ecuaciones de 

movimiento (ecs. II.6 y II.7) obtenemos un sistema de dos 

ecuaciones para la función F y la presión p, esto es: 

.:¡ "\) z 
(:P" + z ¡:. •).) 

'I"" 
II.29 

II.30 
4-Vz :¡::• 

'\""'-

Para obtener una expresión para la función angular F, 

eliminando a p, se deriva la ecuación II.29 con respecto 

a e y la ecuación II.30 con respecto a r y se restan, 

lle<¡ando a que: 

II.31 
:¡:- lU "Ir:¡::' -'· .;,-;r:' - o_, 

o inteqrando esta expresión: 

II.32 + "" - a.> 
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multiplicando por F' e integrando nuevamente obtenemos: 

II.33 :¡::•"' q ;t: .., - .y;r:-.2.. a. ¡::: + b.J 6 -

donde ahora a = 2a 1 • Estas constantes son reales 

puesto que están expresadas en términos de F que debe ser 

real, además, de las condiciones de frontera (ec. II.9) y de 

la forma de la velocidad (ec. rr.28) se puede ver que cuando 

(;=Id. sucede que F(~=±~) =O, esta condición en la e

cuación r·r.33 nos dice que b es positivo, es.to es: 

rr.34 b:: .>,,o. 

Una de las ventajas del tratamiento de Hamel consiste 

en darse cuenta de que si definimos una nueva función f(G) 

por la relación: 

rr.3s 

la ecuación rI.32 es equivalente a: 

II.36 ~' 
:. 
'é) .q{ ! - s "Z { - ~'.l. 

y 9.z. :l. 
1 C</ - a) ~ 

<J. ~ ..L (ó'-.50. -:!oh)_. - 4:°i 

donde ahora esta ecuación se puede identificar con la ecua

ción diferencial fundamental de la ecuación elíptica de 
t•~l 

Weierstrass , siendo g~ y g~ sus invariantes, y cuya 

solución.se expresa como: 
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e., es una constante de integración que puede ser compleja y 

g 4 , g~ son reales ya que se definen en términos de a y b, 

que lo son. Para que la solución tenga sentido físico debe 

imponerse: 

i) &>c~-a.> 

de e. 
debe ser real para el intervalo de variación 

iiJ Go debe ser tal que el campo de velocidades u, que 

en términos de ~ queda expresado como 

II.37 

sea finito para cualquier valor de G en el intervalo 

considerado l-d., cf\}. 
iii) La condición de frontera u(r,G) = O en e=:!: DI. nos 

impone que F ( Q =±<l. ) = O, o equi valenteinente 

l 
f (~et) = - 3 • Como @(z) es una función par, esta úl-

tima condición se traduce en que 

. - ' ........ , . sienuo ~ doblemente periódica+ 

y llamando 21.l.\ y 2 u:l!>· a sus periodos fundamentales, 

la igualdad puede cumplj.rse sólo cuando 

(ol S.) = .::!' (d.+ G.,) -t 2m u;, -r·2n w3 , siendo m, n. ente-

ros, y de aquí que los valores que ~ y ~ puedan t_2 

mar sean: 

+ ver apéndice I para la definición. 
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II.38 

Los valores específicos que tomen Q 0 y o\ determinan 

la función, y por consiguiente el perfil de velocidades, para lo 

cual se analizarán los siguientes casos en el polinomio cúbi

co de la ecuación II.36. 

Sea L1 = gl 27g~ el discrimante del polinomio, ento_n 
.2.. ~ 

ces: 

(1) A < O Dado que g:t y g,, son reales, habrá una raíz 

real y dos cornplejas que son conjugadas. 

( 2 J 6 > O Las raíces del polinomio serán reales y diferen-

(3) /::,., 

tes. 

O En este caso, puede ser que dos raíces sean igu~ 

les, o bien que las tres lo sean y son reales. 

CASO (1) .- 6 < 6 
Los valores que la función (Í)(z) torna se pueden 

analizar mediante el paralelogramo de periodos fundamental 

que se construye Pn ~l plano cc~plcijo d ~artir de ios perio-

dos fundamentales. F.n el caso que estamos considerando, cua~ 

do el discriminante del polinomio es negativo, y puesto que 

g .i, y g 'b son rea les, los periodos fundamentales de I? ( z) 

son complejos conjugados l•o'l' L' ""• •~t·•BJ y el paralelogramo 

formado con ellos constituye un .. rombo en donde sólo ·sobre sus 

diagonales la función puede tornar valores reales (ver fig. 

II.2). 
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;t .. .t.w, 

Fig. II. 2 Paralelogramo fundamental ( A '< O) • 

No podernos identificar a G>o con w, ni con W~ por-

que entonces el punto (S - Elo) no sería un punto sobre las 

diagonales y la función tornaría un valor complejo en ese pun-

to. La única posibilidad es que e. torne valores sobre la 

diagonal del eje real, se puede identificar entonces con W~, 

donde "-'~ = w, + L1!>3 • Teniéndose entonces que la solución 

cuando el discriminante es negativo es ~(e - W~); por la 

propiedad 2 del apéndice I se tiene: 

. !!... i l &> 1

CG)- &:>' l- Wz.) 1 z_ & (€)) • 19 (W.,1) 
1:1"' ls -wa) o; ;¡ &:>(G)- ~(- lóz) \ 

y ahora considerando las propiedades 3 a 8 del mismo apéndice, 

la ecuación anterior se reduce a: 

caz-<Z,) (<Z.,-cz.,) 
II.39 Pee)- CZz / 
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donde e· 
.) 

(j = 1,2,3) representa las raíces del polinomio 

cúbico ec. II.36y se denotan como: e 1 =A+ iB; e~= -2A_, 

e~= A - iB. Si se define H = 9Aa. t B.a. = (e.t. -e,) (e;. - e.11), 

podemos expresar la solución en términos de las funciones 

elípticas de Jacobi: 

II.40 = ~CG>~ + 2-4 

"' - + H 
1 - c.r¡ (.t B v?i"") 
t + en C;l6~" 

De la condición de frontera: 

II.41 

entonces: 

·II.42 

/ - Gn lO:.ct.olJ 
" - ZA + H ,,.,. " 

J + en l.<lct v'JI) 

= - ..L 
3 ) 

sn'- VJ../il l c!vi~ c~v'NJ 
<:n'- (d.•$) 

H 
sé f.tl.1/ií') .dn~UJ~) .. 

en• lc;C.- v'Ñ') 

De esta desigualdad· podemos .Y.0,:t:;, que necesariamente 6A - l.¡: o 

. '- , . 1 (se cbnsiaera H ,. O), que es equivalente a e :i._: -2A ~ - '3. 

Esta condición nos dirá más acerca del ·perfil de velocidades ya que 

precisamente en el centrode1- canal, de laec. (II.39), se tiene 

que f(e =O)= e~ (pues & (e) se hace infinito en el cero). Y 
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de L:i. ec. ( II • 3 5) 

II.43 

por lo tanto, F 0s positiva en la línea central. !\demás 

f (5) es pur d'1rlo que S'ce) lo es y entonces F(G) es par; 

por lo 4ue el flujo será sim6trico respecto a la línea cen-

tral. Do la figura (ll.3) vemos que al aumentar e la fun-

ci6n f aumenta por lo que F disminuye hasta que en el v~ 

lor p = º· Podemos concluir que p~ra el caso en 

que el discriminante sea menor que cero el perfil de veloci-

dades correspondo a un flujo puramente divergente y simétri-

co respecto a la línea central. 

~(X) 

X 

Fig. II.3 Forma ele IS:>cx) cuando /::,, <o, y X e-~· 

Cl\SO ( 2) [).>o 

Supongamos que las raíces son diferentes y tales 

qnc: 

II.44 ª· > 

r,a func i6n ~, z} en este caso contiene un periodo que es 
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puramente imaginario y otro que es real, el paralelogramo 

fundamental es ahora un rectángulo en el plano complejo (f ig. 

II.4) donde la función toma valores reales sólo sobre las lí 

neas de los períodos y las líneas intermedias. 

!?c.x) 
¡~ 

2U) ' l> Q. t: 
~ ~ 2.oJ¡. 

:. T ~ 

rtk)1. ...... i<ó3 

¡r2.<0, 
- />. '? e, 

Fig. II.4 Gráfica y paralelogramo de G>(z) cuando 

A ;. o. 

Sobre la línea real (APB) la función siempre es posi-

tiva de tal forma que no podemos identificar a So con l.01 

puesto que &es - e.¡ tomaría valores sobre esa línea y no 

podría cumplirse la condición de frontera f (e) \ = - 2:. .(,. o. 
eia~ 3 

Por lo tanto sólo tenemos ~os siguientes subcasos para «<.. y 

e., , t:!:::d:.o' f::!S t que €>a se identifique con W~ o con w~ y 

que como o. es real entonces debe ser múltiplo. de l..Ui (par 

o impar). 

CASO (2.i) .- e.,= !<.>.!> 

La solución es &cG - u.>~), donde e eS-tá en la 

línea real y W.i. es imaginario puro¡ al hacer variar la 6, 

z = 6l - l.Ó3 cae sobre la línea STQ donde lSl(z) efectiva-

mente toma valores reales, de hecho en z = 1.ó.;s. ( 8 = O) toma 

el valor e 3 aumenta monótonamente hasta que en z = l.A.l~ 
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toma el valor e~ y disminuye monótonamente hasta que en Q 

vuelve a tomar el valor e~* entonces. 

II.45 {s e t-dl, <>lJ) • 

La relación anterior es una ecuación necesaria para que 

se cumpla la condición de contorno, y si 

<l~ ~ -i ~ IZ.t. 

se satisface entonces la ecuac·ión &>e« - ~ > puede 

usarse para determinar el valor de ~ , que resulta ser un 

número infinito corno se verá después. 

CASO (2.ii).- 61, = W,«. • 

Nuevamente de la condici6n de frontera 

II .46 

vemos de la fig. II. 4 que el argumento de fP cae sobre la 

línea STQ (donde 8> toma valores reales), ya que 

IrníG - i.C::_j = - J..m(W~) -(.()~y usando el mismo argumento que 

en el caso (2.i) debe satisfacerse que 

aunque la ec. II.46 no tendrá una solución única. Analice-

rnos ahora los valores que e( pueda tener. 

* Markushevich (págs. 366 y 367). 
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CASO (2.iii) .- o( = (2n + l.)W,. 

Si O. es un múltipo impar de lt.},, para que 

esté en este caso sobre la l.ínea STQ y tome val.o 

res reales es necesario que la Im 60= ~· Sea entonces 

Cl.0 un número real., (Wa es un número imagina-

río puro); de la condición de contorno obtenemos l.a ecuación 

para d.0 

II.47 P-ll?.>H1)IV1 - l<1=~"'-'.a.)) "P(-\ti..-w.)-wb) .. 

"~lle).··"-'·) -'"'-'t.) = 
~ - •J z. 

igual. que en los casos anteriores debe cumplirse que: 

ª'!>!.. --; :S C2:¿ 

CASO (2.iv) .- o( = 2n c.)¡. 

Haciendo un análisis como en el caso anterior 

donde debe cumplirse que 

s:!.endo l<>. Pr.nación para d, 0 dada por: 

II.48 -t 
Poniendo atención en los cuatros subcasos podemos notar 

que la condición e~_s -i~ e~ debe satisfacerse en general. 

para asegurar soluciones reales, y que la condición de front~ 

ra en todos los casos es de l.a forma ~ ( ~ - W3 ) = - ~ • Todos 

los casos pueden ser analizados en conjunto usando el. siguiente m~ 

todo: sean 

II.49 ) 
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entonces, por la relación II.44, X y k"x son siempre po-

sitivas. Expresando las raíces del polinomio en términos de 

estas variables tenemos 

a, 
II.50 'f 

donde 

es la integral elíptica de primera clase y k"'-· es su módu

lo* ful. 

Utilizando el teorema de adición para la función f?c "{ - i.0.3) 

y la relación de G> (11.) con las funciones elípticas de Jacobi 

en el caso en que el descriminante sea mayor que cero, la e

cuación de contorno toma la forma: 

II.51 P l'>¡·W:.) e.~ -r tez..;:.-~,¡;) Svt.:t..) 7 /ccz,-aa) ! 
"' i X .3 \t .:.n.1.. uz vX') -1 - \¡,~ T :: - 'fa 

Se obtiene así una ecuación para ~ dada por 

II.52 
l'+~.i,}X -! 

a 'ti a. )( 

y la condición que asegura que existen raíces reales se tran2_ 

forma en 

- t 1 + \i.~) ')( 

* Abramowitz & Stegun (págs. 649 y 590). 
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que dependiendo si k¿ es mayor o menor que l 2 puede expr~ 

sarse como: 

X e: 

II.53 

/ 
I+~~ • ~-~/l."' 1 / 

IX)) • 

Si (1 es una raíz real de II.51, por la periodicidad de la 

función tendremos que habrá un infinito de soluciones, a sa

ber--

TI • 54 

arregladas en orden creciente donde '11 , la raíz más pequ~ 

i'ia es menor que w 1 , Regresando a los subcasos anteriores 

tenemos: 

CASO (2,i): &, = wz,. 

La solución es ~( 9 - ~) = & (-e - l.03), por lo tanto el fl!:!_ 

jo es simétrico alrededor de e = o; en este punto de la e-

cuación II.35 tenemos que· F(6= O) =-t3e:,+ ll y de lar~ 
lación II. 50 para e 3 ten~mos que F ( 9 = O) = ( l + k,i:.) X 

que es positivo. Por lo tanto el flujo es divergente sobre 

la línea central y simétrico. Sobre la línea STQ del par~ 

lelogramo fundamental (fig. II.4) la función se comporta co

mo lo muestra la siguiente gráfica+: 

+ Markushevich (pág. 368). 
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Fig. II.5.- Ó.)' O 

(como el flujo es simétrico se analizará sólo 

·cuando {) Ei. {O, el ) • Para c:i = o, F > o, !Pcw3 ) e~ 

·a1 aumentar· e, &es - ~) 
minuye hasta que en e = 7¡, 

aumenta, por tanto F dis-

toma el valor cero. El 

flujo será puramente divergente, corno se muestra en la 

fig. II.6. 

Fig. ·II. 6. Perfil de velocidad cuando e\ = -iz, . 

b) o(="(~ (=2Wi-"?1>· 

Empezando el análisis en S = O (punto e 5 de la grá

fica), al aumentar S , ~(Q - W;a,) aumenta, y F dism.!, 

nuye, pero al llegar a e = 771 , ~ = - ~ y consecuente-

mente F es cero¡ para valores mayores que 1J1 , 

3~ - 1 > o y F ~ O hasta que en 6 = <J¡.._ es cero. 

Obteniéndose un flujo divergente sobre la línea cen

tral con regiones simétricas de flujo convergente sobre 



esa línea, como en la fig. II.7. A ~:11~ 

-~ 
Fig. II.7. Perfil de velocidad cuando « = ~¡. 

54 •. 

El aná~isis para los casos en que ~ toma los valores 

"/:. , "J"! , etc. es similar obten·iéndose los perfiles de 

velocidad que se muestran en la fig. II.8. 

Fig. II.8. Perfiles de velocidad cuando e( =4¡!> y 

o( = ~'/ • 

CASO (2.ii): 9. = W.i_. 

Se puede hacer un análisis análogo al caso anterior pero ah2 

ra considerando que sobre la línea central F es negativo, 

ya que F(0 = O) =-:- (l + 3e¿) = l (l - 2k¿)x - l i que es 

siempre negativo, además es simétrico sobre la misma línea 

pues to que &:> ( S - W~) = ~ (- G - !.\:>¿) • De la condición de fro!2 
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ter a ÍI. 4 6 vemos que et puede tomar cualquiera de los vale-

res: correspondiendo a un 

flujo puramente convergente en el primer casoi a un flujo 

convergente en la línea central con regiones simétricas de 

flujo-divergente en el segundo caso, etc.1 de hecho la forma 

de. los perfiles de velocidad pueden visualizarse si multipl.!_ 

cásemos por menos uno los perfiles del caso anterior, y se 

muestran en la fig. II.9. 

w, +.17, 

Fig. II.9. Perfil de velocidad. 

CASOS (2.iii) y (2.iv). 

En ambos casos G. debe ser de la forma el.o+ u.>?> siendo la 

solución ~( ( Q - Ci.) - w 11 ) que es diferente a cuando se e-

.valúa en -s, por tanto el flujo no es simétrico. Las con

diciones de contorno dan diferentes ecuaciones para ~ de-

pendiendo si ésta es multiplo par o impar de ~. (ecs.· 

II.47 y II.48). 

Fig. II.10. Gráfica.de i9(z). 
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C( 

Si Ol .es múltiplo impar de Lú 1 podernos identificar de 

la condici.6n de· contorno II. 4 7 a .:A,. con 

llamando a z = ( (e - c:Lo ) - !O.:¡) , hemos denotado a 

\-d,, e\] el intervalo de variación de la función F (g) , 

que sobre la gráfica de la fig. (II.10) corresponde al 

intervalo \.11_1 , -1J:i.] donde P.. Z puede variar*, ya que 

esto es, la función F(g) es cero cuando O( torna los 

valores '>J• y - ~.t. • Además cuando e = O, el punto 

medio del canal, corresponde al punto -(w, - 'l•) so

bre la gráfica; de tal forma que si nos empezamos a rno-

ver desde el punto ?• (donde F(e>=c() =O) hacia la 

izquierda, recordando que cuando & (Z) < -{' entonces 

t'(9) > o (flujo divergente; , la .Luücl.6n disminuye 

hasta el punto e 3 y consecuentemente .F aurne~ta rnon~ 

tonamente, a partir de ése punto (que no corresponde a 

G =O) comienza {:> a aumenta• y F a disminuir hasta 

que en ~ (Z) F es cero, a la izquierda de ese 

punto la función F Ce) -<. o (flujo con-

* hemos supuesto que ci.. = +( lll, - '1¡ 1 ). 
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vergente) y sigue disminuyendo hasta el punto -~, y a 

partir de él aumenta hasta que en - )t.. se hace cero. 

Obteniéndose un flujo asimétrico respecto de la línea 

central con una región de flujo divergente y otra re

gión de flujo convergente. El análisis se hizo consid~ 

rando el signo positivo para e{.. , si ahora considera-

rnos el signo negativo y variamos e desde O( a ·-et, 
recorreremos la gráfica hacia la derecha desde 1'¡;... 
hasta ,, obteniendo primero una región de flujo con-

vergente seguida de otra región de flujo divergente. 

Los pe~f ilcs de v~locióad para los dos casos se mues-

tran en la siguiente figura: 

A .. 
-v 

) e=- a.. 
C. el.o :i W 1 - 11.~ 

Fig. II.ll. Perfiles 

b) 0..=2~. 

e""' 

/(. 
~---

8: - o{ 

t.) ~&> ~ - t~ ... ~,, 
de velocidad considerando e\= w,. 

Si ahora O( es múltiplo par de W 1 , de la ecuación 

II.48 para cl. 0 podernos identificarla con: 

D + '1 · 
el intervalo de variación en la gráfica va desde ~~ 

hasta -~~ ya que considerando el signo positivo para 
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o(. , en 

.,¿ "-'• - ?'/1 I 

haciendo un análisis en la gráfica (II.12) como en el 

Fig. II.\12. Gráfica de (i;>czY cuando e{= 2'"•· 

caso anterior, se puede ver que si recorremos la curva 

hacia la izquierda desde ~.2., en el intervalo 

guida de una región de flujo divergente en 

el intervalo ~~· ,-~1] •• otra región de flujo converge!!. 

te en l-~··-1~] y finalmente una región de flujo di

vergente en l- ?~ ,- ?'?>] donde F será cero cuando al

cancemos el punto - ) 3 • En el otro caso cuando "'\ = - ~ 1 

recorreremos la curva hacia la derecha empezando en 

-1~ y terminando en 1.i.. Los perfiles de velocidad en 

estos dos únicos casos se presentan abajo: 
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Fig. II.13. Perfiles de velocidad cuando ~ 

Podría seguirse analizando los casos en donde ~ toma 

los valores 3W1, 4 ...,,, 5<0., etc. en todos ellos el flujo s~ 

rá asimétrico respecto de la línea central y las regiones de 

flujo convergente y divergente aumentarán conforme consider~ 

mos mi1ltiplos de ""• cada vez mayores. 

CASO ( 3) • - lJ, = O. 

Habiendo analizado las soluciones en los casos. 

en que el discriminante fuera diferente de cero, y habiendo 

lípticas, ahora en el caso degenerado (11. = O) las solucio-

nes no serán unas funciones elípticas. Cuando el discrimi

nante es cero puede haber dos raíces iguales o que las tres 

raíces del polinomio cúbico lo sean, sin embargo en este 111-

timo caso cuando e 1 e"" = e!> la ecuación para f' es 
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f'~ (19) = 4f! y de la ec. II.35, 

se llega a una inconsistencia pues sobre las fronteras tene-

mos que el cuadrado de la función en ese punto es negativo: 

F'~(G)j ~ <.o, por lo que este caso no tendrá una inter-
Ga - et 

pretación física. Como la suma de las raíces debe ser cero, 

al menos dos de ellas deben tener signos opuestos, consider~ 

mos que e, /' O y que e,:. = e.!><. O en cuyo caso la ecua

ción diferencial para f es de la forma 

f''° (ó>) = 4 (f - e 1 ) (f r 4 e 1 ).!. , y de la ec. II.35, 

F 1 ~ ( 9) = - i ( F' f 
3 ~ 

1 + 3e 1 ) (F t- 1 - 2 e,) , teniéndose como 

antes que sobre las fronteras F' ~(0) l -<. O e:Jo:1.1d , a menos que 

e 1 = i en cuyo caso la única solución posible es F = o, o 

sea que la velocidad del flujo es cero. El último caso es 

cuando tenemos dos raíces iguales y positivas que será anal! 

zado a continuación: 

Suponqamos que e 1 

ecuación para f será: 

II.55 

e.t >o, entonces -e 3 

y de la relación de f y F (ec. II.35): 

II .56 
:l. 

~ ( ;::. r I + 3 <Z1) { IÓ <1.¡ -/ - 'F-) _) 

2e 1 , la 

cuando evaluamos esta última ecuación sobre las fronteras en 

donde F = O vemos que sólo cuando (6e 1 - 1) es positivo no 

habrá inconsistencia, esto es, las raíces idénticas deben 
1 ser mayores que G para garantizar una solución físicamente 
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aceptable, Llamemos a .J= 6e 1 - l donde ...-l es positivo, 

entonces la ec. II.56 toma la forma: 

II.57 

Si en 1a ecuación anterior consideramos el signo positivo en 

tonces en los extremos del intervalo de variación la pendie~ 

te de 1a función F es positiva, en otras palabras, en una 

vecindad pequeña alrededor de -~, F necesariamente es po

sitiva; y en puntos cercanos a<><., F debe ser.negativa. D~ 

be existir un punto en este intervalo, digamos e ', en don-

de la pendiente de la función sea cero y F en ese punto 

sea negativa. De la ec. (II.57) vemos que la derivada se 

anula en ). y - ( é; 3 ) , entonces F Ce') = -~ • La so

lución a la ec. (II.57) es: 

II.58 

si la integral se realiza sobre e1 intervalo \~,e], la so-

lución que satisface la condición de frontera en es: 

II.59 
_\'/<. l•l(.z,l).-F)_¡'/~ 
1 ( 6 - «) "' ~" 3 u+>. >I J 
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y-de aquí podemos ver que si la función toma el valor 

F = _ l,.. 3 entonces el punto @' • correspondiente a este va-
2 

lor. tiende a -<1> lo cual es imposible ya que el rango de v~ 

riación de la función es un intervalo finito¡ se descarta e~ 

tonces la posibilidad de considerar el signo positivo en 

II.57. 

Tomando para la ecuación el signo negativo, la solución 

es: 

II.60 

la función es -decreciente en una vecindad pequef!a de o( y 

también lo es para una vecindad de -e(, existe un punto e", 
donde la pendiente se anula, que es justo cuando F (S") = ) , 
en la ecuación II. 60 se tiene cuando integramos de s" a o\ : 

si.. ahora evaluamos de -i:\ a e:: la suluclún :LI. óO úl>L~nt:-

mos: 

(
. .?,). )"~ 
:l.(Hii) } 

de aquí que 9" debe ser cero, y por lo tanto, 

II.Gl ( _.:._)''2.. 
. ¡ +.;,. 

Puede demostrarse que el valor máximo de la función 
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ocurre en A, y es precisamente en el centro del canal cua~ 

do G= o. 

Resumiendo del análisis anterior tenemos que cuando el 

discriminante del polinomio cúbico (ec. II.36) es negativo 

el flujo será siempre puramente divergente y simétrico res

pecto de la línea central; cuando el discriminante es positi 

vo el flujo puede ser puramente divergente (caso 2.i) o di

vergente sobre la línea central con regiones de flujo conveE 

génte; puramente convergente (caso 2.ii) o convergente sobre 

la línea central con regiones divergentes y en estos casos 

ser simétrica, o puede contener regiones de flujo convergen

te y divergente y ser asimétrica {caso 2.iii y 2.iv). 

En los resultados obtenidos por Jeffery y Hamel aunque 

se menciona que la solución se puede expresar en término de 

funciones elípticas no se hace un análisis detallado, así 

que estos resultados son casos particulares de la solución 

general discutida por Rosenhead. 

A pesar de que en el trabajo de Jeffery no se menciona, 

Se puede pensar que. imp.lÍCJ.tamente SUpOne que LaS L·a.Í:L!t:» ut<l 

polinomio son reales ya que las constantes k~ y m~ que 

usa las considera como números reales (ec. II.18). su solu

ción corresponde al caso cuando el discriminante es mayor 

que cero en el análisis de Rosenhead, donde se hace la si

guiente identificación) del caso (2.ii) analizado por Rosen-

head: 
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y de la ecuación II.35: 

=F ce) • - } a ~ 3 ,. ?> ( 11.z ~ 4.a) s n .z f u~-w,) Ja, -11a' -r 1 } • 

l.á función de corriente se relaciona con la primera compo

nente de la velocidad por 

y por la ecuación II.28 

comparándolas obtenemos: 

u(r,&) = 2VF(é) 
r 

1 a 11' 
F(G>)=-2'\lWf. que resulta cier-

ta cuando se identifican las constantes m~ y k"° usadas 

por Jeffery con las raíces reales y diferentes como: 

1- m"- - m"b. .. "' 2> <Z.!> ¡4/ 

-,:, m"I<."" " ~ (([,t - rz~) 

/ mi ( S - 6'o) " es- w,) il a,-ti~ ,. .z T7. 

Por otro lado, Hamel logra identificar la velocidad en 

términos de la función <;>líptic~ d2 We.i..,rstrass (ec, II.27), 

sin embargo dado que hace hipótesis adicionales sobre el ti

po de flujo encuentra sólo la solución para los flujos pura-

mente convergente y puramente divergente, analizado en las 

secciones (2.i) y (2.ii) por Rosenhead en el caso cuando el 

discriminante es positivo. 

Las afirmaciones que se encuentran en los libros de tex 

to respecto al problema difieren entre sí y en algunos casos 

difieren de los resultados que Rosenhead encontró, y que 

principalmente son los siguientes: 



"Para .cada par de valores de ~ y R, el número 

de perfiles de velocidad matemáticamente posibles 
es infinito" (33). 

"Estos perfiles pueden o no ser simétricos respe.s, 

to a la línea central del canal" (34). 

ocurre que: 

a) El flujo puramente divergente es imposible. 

b) Existe sólo un intervalo de valores de núme
ros de Reynolds pequeftos en el cual es impos1 

ble el flujo puramente convergente" (35). 

U) 
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Sin embargo, en el libro de Batchelor se menciona que 

cuando tf... ';,/T es entonces cuando el flujo puramente diver~ 

gente no existe, y aún más, encuentra una restr icc·idn sobre 

la intensidad del flujo y el ángulo de abertura para que pu~ 

da existir este tipo de flujo. 

En el libro de Landau lSlse afirma que e1 flujo puramen-

te convergente existe para cualquier ángulo el~ 77 indepen-

dientemente del valor de R. 

"El efecto de aumentar R en un flujo divergente 

provoca progresivamente que los tipos de flujo po

sibles sean cada vez más complicados, aumentando 

las regiones de flujo divergente y_convergente. A 

diferencia del anterior, en un flujo convergente 
no aparecen regiones de flujo divergente cuando R 

varía". 

Batchelor en su análisis dice que aparentemente elfl~ 

jo hacia adentro puede estar acotado por una región delgada 
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de flujo hacia afuera en ambas paredes, contrariamente a lo 

que afirma Rosenhead. 

Todos los autores están de acuerdo en que para números 

de ·Reynolds grandes debe distinguirse el caso de-.flujo diver 

gente del de flujo convergente; cuando R es pequefto, los 

dos tipos de flujo presentan las mismas características, la 

distribución de la velocidad es análoga a la de un movimien

to entre paredes paralelas, si el ángulo ~ es pequeflo, la 

distribución de la velocidad es parabólica. 

Cuando R aumenta el flujo convergente difiere poco de 

un flujo potencial salvo entre dos capas adyacentes a las 

dos paredes, los perfiles de velocidad exhiben todas las ca

racterísticas de la capa límite* cerca de las paredes y una 

velocidad aproximadamente constante en el resto del canal. 

El flujo divergente difiere mucho del flujo potencial cuando 

R crece, contrariamente al caso anterior la curva de la ve-

locidad se vuelve cada vez más pronunciada en la parte cen-

tral donde casi la totalidad del flujo está concentrado, ha~ 

ta que finalmente aparecen regiones convergentes, primero 

cerca de las paredes. 

De todo el análisis descrito en este capítulo sólo pod~ 

mos decir los .tipos de flujo que son matemáticamente posi

bles, pero no nos indica cuáles tipos son los que finalmente 

presenta el fluido cuando querernos observarlos. Experimen-

. t1~1 ' talmente se tienen evidencias de que aun hasta una abert~ 

ra de canal de 4° un flujo simétrico, ya sea convergente o 

* Ver por ejemplo s. Goldstein (referencia 7) para este concepto. 
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diverqentc, es estable. Para 5°, 6° y 8° el fluio es mixto 

y asimétrico alrededor del plano medio; de un flujo divergen-

te comienza a ocurrir una separación en una región convergen-

te justamente a los 50 en una de las paredes, para 50 y 6º no 

hay una tendencia aparente para que la separación ocurra en 

la segunda pared, y el flujo asimétrico una vez establecido 

parece ser bastante nstable. A 8º aparece una tendencia para 

que esta distribución asimétrica cambie de una pared a la o-

tra, es decir, qu~ l~ reg i6r: de f 1 ujo con'.'ergente =.parezca en 

una pared o la otra; cada configuración se mantiene por algún 

tiempo, el suficiente para permitir que las medidas sean tom!:!_ 

das antes de que el cambio ocurra. 

! 
' ~ . 
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CAPITULO III 

ANALOGIA MECANICA DEL PROBLEMA HIDRODINAMICO 

Introducción. 

En este capítulo se encontrarán las soluciones a la ec. 

(II.32) analizando el problema desde otro punto de vista; en 

el capítulo II se mostró cómo a partir de la ecuación de con 

tinuidad podemos escribir la velocidad del fluido en térmi

nos del inverso de la distancia al origen y de una función 

que depende sólo del ángulo medido desde la línep media del 

canal al punto en cuestión, y que eliminando la presión de 

las ecuaciones de movimiento obtenemos la ecuación diferen

cial para esta función; resolviéndola fué posible encontrar 

el perfil de velocidades cuando tomamos r = cte. y varia-

mes el ángulo de -~ a ~ , resultando ser un conjunto inf~ 

nito de soluciones para una ecuación sujeta a condiciones a 

Podemos sin embargo interpretar la ecuación diferencial 

de F(G) como la ecuación que rige el movimiento de una PªE 
tícula en un pozo de potencial que está sujeta a condiciones 

iniciales. Se intentará entonces dar solución a este probl~ 

ma y buscar aquellas soluciones físicamente aceptables, que 

en este caso, serán aquellas que cumplan también las condi

ciones a la frontera impuestas por el planteamiento hidrodi

námico. 
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El problema en sí no ha variado, se tiene que resolver 

la misma ecuación diferencial de segundo orden no lineal, la 

ventaja ahora es que el tratamiento del problema se hará den 

tro del marco de la Mecánica Clásica,.donde es más claro el 

tipo de soluciones posibles, dentro del análisis se verá ta~ 

bién cómo la solución al problema no es única. 

III.A PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA MECANICO. 

Recordando que la velociad en coordenadas polares es de 

- ~ - ~ la forma u (r ,.,.) = er r , donde A es una constante 

(que en el análisis hecho por Rosenhead era igual a dos para 

facilitar la identificación con la función elíptica de 

Weierstrass) ¡ sustituyendo esta expresión en las ecuaciones 

de movimiento de obtiene la ecuación diferencial para F 

dada por: 

III.l + a' ) 

En analogía cou J..a.s v;;.riab!.es \.1$;:ldas en Mecáncia clási-

ca vamos a hacer el· siguiente cambio de variable: 

III.2 
/ 

como el ángulo e varía de -~ a ~ , el intervalo de va

riación de la nueva variable t sera tü,J.1, y las condi-

ciones de frontera se traducen para x en: 

III.3 XC 1) = O) -t ,¡;\O, 1J 

La ecuación equivale~te a III.l sujeta a las condici2 
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nes III.3 será: 

III.4 

d d 
• _ dx 6 on e x = dt , y que representa la ecuaci n de movimiento 

de una partícula de masa unitaria que se mueve en un campo 

de· fuerzas conservativas dadas por 4 ct,..:.(a - 4x - Ax.l) , cuyo 

potencial está dado por: 

Como el cero del potencial es arbitrario tomaremos b' O 

y definimos (() - 2C{ ( to es el ancho total. del canal), 
a• 2 =a y A 6 para facilitar los cálculos posteriores, 

entonces: 

III.5 

El campo de fuerzas es conservativo puesto que se deri

va de un potencial y se tiene que la energía total es cons-

tante, esto es: 

III.6 
+ c/<E. ) 

la constante la determinaremos evaluando en t o, tenién-

dosc, 

III.7 ' -2 
X (D) • 

El problema en el que estamos interesados es el de una 

partícula de masa unitaria que_ se encuentra sujeta a un po-

tencial V(x), y queremos saber cuáles son las trayectorias 
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tales que en t = O y para t = 1 la partícula se encuen-

tra en el origen. Conviene analizar la forma de este poten-

cial para ver en forma cualitativa el tipo de soluciones que 

podemos esperar, para ello se evaluarán los ceros y los pun

tos críticos 6 valores extremos. 

III.B ANALISIS CUALITATIVO. 

De la ecuación (III.5) vemos que las raíces del polino-

mio son: 

.X "' o 
III.8 

-:/: 
I 

entonces, si: 

1 a e (-!0,- 4 ), la única raíz real es el cero. 

habrá dos raíces reales, una simple en x 

y una raíz doble en l 
X= -2 • 

o 

a€ c-i-,oi, hay tres raíces reales, dos de ellas dif~ 

rentes de cero y negativas. 

a o, hay una raíz doble en x =O y una simple en 

X = -l. 

a :> o, hay tres raíces reales, dos de ellas diferentes 

de cero y de signos opuestos .. 

Además, de la forma del potencial se puede ver.también 

que cuando x~ -w entonces V(X)--'> -a:>, y que V(x)~ += 

cuando x ~ '""' • 

Para encontrar los P\lntos críticos del potencial tomamos 
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su derivada e igualándola a cero, obtenemos: 

~ tCJ'- ( .3x:t. -r -t-x - a.) • o 

cuando 

III.9 t [- 1 .3 a. 

T~emos. entonces de lo anterior y del.análisis de la 2a derivada que si: 

no hay puntos críticos del potencial. 

l 6 '• . . l a = - 3 ,. existe un s lo punto critico en x = - 3 • 

-i <... a <. O, existen dos puntos críticos negativos. 

a = o, existen dos puntos críticos, el o y el 

el primero es un mínimo y el segundo un máximo. 

a ~ o, existen dos puntos críticos, un máximo y un mí-

nimo con signos opuestos. 

En el caso en que a"}' -i existirán dos puntos críti

cos dados por la ec. (III.9), evaluándolos en la segunda de-

rivada del potencial se demuestra que el valor de x+ co

rresponde a un mínimo y x_ es un máximo, y dado que 

el mínimo siempre ocurrirá a la derecha del máximo. 

El análisis anterior se resume en las gráficas present~ 

das en la Fig. (III.l), cabe hacer notar que la localización 

de los puntos críticos y de los ceros del potencial son ind~ 

pendientes del ancho del canal, por lo que en las gráficas 

que se presentan se ha tomado 2 ~~= l, el efecto de consi

derar esta constante diferente de uno será sólo el de variar 

la escala sobre el eje vertical. 
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FIG. (III. l) •:- Gr&f'icas del potencial conforme el parámetro 
a aumenta. 
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Conociendo ya la forma del potencial, como siguiente p~ 

so se analizarán en forma cualitativa las trayectorias posi-

bles¡ teniendo en mente las condiciones de frontera, quere

mos que la partícula salga del origen con cierta velocidad 

inicial, que estará dada por la ec. (III.7) cuando fijemos 

el valor de la energía total, y que regrese a este punto en 

una unidad de tiempo; una condición necesaria entonces es 

que en su trayectoria la partícula tenga al menos un punto 

de retorno, esto es, un punto en donde la velocidad sea cero. 

Como el potencial siempre pasa por el cero, independie~ 

ternente del valor de la constante a en la ec. (III.5), pa

ra este problema la energía total es positiva. De las gráf~ 

cas de la fig. (III.l a, b) podernos ver que cuando 

1 
a~ - 4 la velocidad inicial no puede ser negativa pues no 

habría puntos de retorno y la partícula continuaría hasta 

-«>¡ la solución debe ser considerando velocidades iniciales 

positivas, y fijando la energía para la cual se satisfacen 

las condiciones de contorno, la trayectoria debe ser tal que 

en la unidad de tie~po parta dei origen, ll~gu~ al punto de 

retorno y regrese nuevamente al origen; no habiendo otra po

sibilidad, la trayectoria debe ser simétrica alrededor del 

punto de alcance máximo, fig. (III.2). 

En los casos en que existen varias posibilida-

des. Si considerarnos que la energía es mayor que el máximo 

del potencial, denotado por x_ en la ec. (III.9), entonces 

nuevamente sólo podremos considerar velocidades iniciales p~ 

sitivas y el valor de la energía debe ser tal que cuando 
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o . .5 

Fig. III.2. Tr?tyectoria en el caso 

t = .l, .la partícu.la se encuentre otra vez en e.l origen, te-

niéndose so.luciones en donde .la trayectoria es siempre posi

tiva y simétrica como en el caso anterior. 

Cuando la energía total es menor o igual que e.l máximo 

del potencia.l, esto es cuando O <E ~ V(x_), existen dos 

puntos de retorno, uno negativo y el otro positivo, por lo 

que la velocidad inicial puede ser positiva o negativa, a 

priori ponl'>mos tener una infinidad de posibi.lidades para .la 

trayectoria. De hecho cuando .la energía es estrictamente m~ 

nor que V(x_) existen tres puntos en donde la velocidad es 

cero, sin embargo la raíz más negativa para .la ve.locidad no 

se tornará en cuenta puesto que cuando .la partícu.la parte de.l 

origen no podrá alcanzarlo, ver la Fig. (III.l d, e, f). 

En este caso, cuando y E~V(x-) 1 puede suc~ 

der que si la partícula parte de.l origen con velocidad po·si-

tiva la energía total sea tal que llegue al punto de retorno 

positivo y regrese en la unidad de tiempo haciendo una tra-

yectoria como en la fig. [III.2). 
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Otra posibilidad es que para una energía dada y velbci-

dad positiva llegue al punto de retorno positivo re-

grese, pase por el origen y continúe hacia el punto de retoE 

no negativo x¡¡:_ , donde regresará hacia el origen haciendo 

una trayectoria como en la fig. (III.3.a). Con esa misma 

energía pero empezando con velocidad negativa podría llegar 

al punto de retorno negativo, regresar, pasar por el origen 

y regresar del punto de retorno positivo al punto de partid.a 

en la unidad de tiempo, ver fig. (III.3.b). O·bien, que con 

cierta velocidad inicial negativa (dada PO:!::' la ene:!::'gÍa tct;:il) 

llegue al punto de retorno negativo xi y regrese cumplien

do las condiciones de contorno, en cuyo caso la trayectoria 

sería estrictamente negativa y simétrica como en la fig. 

(III.3.c). 

También puede darse el caso de tener una energía tal 

que partiendo con velocidad negativa llegue al punto de re-

torno negativo x~ y regrese alcanzando el punto de retorno 

positivo x~ , teniendo aún tiempo para llegar nuevamente a 

~ y regresar al origen justo en la unidad de tiempo, la 

trayectoria sería como en la gráfica (III.3.d). El caso in

verso también es factible, esto es, que salga con velocidad 

positiva llegue a x~ y regrese hasta ~a regresando nue 

vamente hasta llegar a de donde alcanzará el origen en 

un segundo, como en la gráfica (III.3.e). 

Como en los casos de las figuras (III.3.d) y (III.3.e) 

puede haber energías en donde la partícula llegue a los pun-

tos de retorno y en más de una ocasión, partiendo 
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ya sea con velocidades positivas o negativas, generándose 

así una gran variedad de trayectorias con un gran número de 

máximos y mínimos y que pueden o no ser simétricas respecto 

a la línea 1 
t = 2. 

Las gráficas que se muestran .en la fig. (III.3) son só

lo el resultado de un análisis cualitativo del problema y no 

representan todas las soluciones, como se ha tratad9 de esb2 

zar, existen una infinidad de ellas. El análisis que sigue 

será cuantital:.ivo resolviendo el problema numéricamente. 

III.C ANALISIS CUANTITATIVO. 

Para resolver la ecuación de la partícula, 

x(tl 

X{O) 

2 w'\a. - 2x 

o y X(O) 

.t. 
3x ) , con condiciones iniciales 

! .,/ 2E', sujeta al potencial 

V(x) 2 w\x~ - x.L - o..x) se utilizó el método numérico de 

Runge-Kutta de 4Q orden~·~l , en el apéndice II se detalla el 

algoritmo del método y el programa que se utilizó. 

No todas las soluciones que pueden obtenerse de esta in~ 

nera corresponden al problema hidrodinámico, sino sólo aque

llas en las cuales la posición final es el origen al instan

te de tiempo t = l. La forma de lograrlo fué dando un va-

lor a la constante &, que fija la forma del potencial; se 

varió entonces la energía variando así la condición inicial, 

que corresponde a la velocidad inicial de la partícula, y d~ 

terminando los valores para los cuales x(l) = o. Como esta 

velocidad puede ser positiva o negativa, se utilizó el crit~ 

rio que proviene del análisis c~alitativo; si la energía total 
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es mayor que el máximo del potencial las soluciones se en

cuentran con velocidades ;i,niciales positivas, y cuando es 

menor o igual, entonces encontramos soluciones con velocid~ 

des iniciales positivas y negativas dando valores a 1a ener-

gía desde cero hasta el máximo del potencial. 

EJ. ancho del canal se mantuvo siempre constante con un 

valor a 2 w.z. = 1, que corresponde a una abertura total de 

Para cada valor de ~ se encontraron energías específ ~ 

cas para ias cua1es ia trayecto~ia de i~ pü~tícul~ cumpl!a 

con las condiciones iniciales y la condición de contorno, 

los valores encontrados se detallan en la tabla (III.C.l). 

TABLA III.C.l 

E Uo= ! {2E' Tipo de ). = ~: X (t) No. gráfica solución a 

68 5 + 50 4 .02 

38 + + 100 5 III.4.a 

409.5 - - 100 -3oRl III-4-b 

180.99 + + - 200 5.89 

180.99 - - + 5.89 

2.36 - - + - 6.13 

1 148.5 - - -5.82 III-5.a 

1 297 - - + 300 5.4 

1 297 + + - 5.4 

130 - - + - 6.7 

2 095 2 - - -7 

(cont.) 
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TABLA III.C.l (Continuación) 

E Uo =! .;2E Tipo de 
Q. l= J' x(t) No •. gráfica solución Q 

2 538 - - + 400 4.9 

2 538 + + - 4.9 

493 - - + - 6.9 

3 209 - - -8.7 

3 895 + + - 500 4.48 

3 895 - + 4.48 

l 109 - - + - 7.05 

4 468 - - -9.9 

5 362 - - + 600 4.04 III.5.b 

5 362 + + - 4.04 III.5.c 

1 964 - - + - 7 III.5.d 

5 856 - - -11.02 

6 931 + + - 700 3.6 

6 931 - - + 3.6 

3 035 - - + - 6.87 

7 362 - - -12.02 

22 687 - - + 11 500 0.49 

22 687 + + - 0.49 

17 085 - - + - 4.91 

22 866 - - -18.35 

48 875.6 + + - 2 500 -2.88 

48 875.6 - - + -2.88 

2 168.3 + + - + 23.5 

39 680 + + - + 19.13 

(cont.J 
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TABLA III.C.l (Continuación) 

E u = 2E Tipo de a x(t) No. gráfica solución -

43 129 - - + - 2.15 

48 954.7 - - -24- 29 

5 - - + - + 3 o oc 24.83 

4 + + - + - 24 .83 

58 625 + + - + 18.35 . 

64 199 +· + - -4.4 

64 199 - - + -4.4 

58 595 - - + - 0.84 

64 255 - - -26.67 

l 847 - - +- +...;. 3 500 25.68 

20 610 - - + - + 24.21 

20 610 + + - + - 24.21 

75 421 - - + - -0.43 

80 834.9 - - + -5.86 

so- 834.9 + + - -5.86 

76. 655 + + - + -29.12 

80 876.2 - - 17 66 

7 159 - -+-+- 4 000 26.22 9 

42 039 - - + - + 23.6 10 

42 039 + + - + - 23.6 11 

42 039 - - + - -1.65 12 

95 606 + + - + 17 13 

98 687 - - + -7.32 14 

98 687 + + - -7.32 15 

98 718.5 - - -31..26 l.6 
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Corno se puede ver de los valores de la tabla, el número 

de soluciones posibles aumenta para cada valor de a confoE 

me ésta también aumenta. Así, para a.= 50 sólo existe una 

solución que es puramente divergente; para a= 100 hay dos 

soluciones, una_purarnente divergente y otra puramente conveE 

gente, ver gráficas (III.4). A partir de a= 200 aproxirn~ 

darnente las soluciones se duplican observándose tres soluci2 

nes de flujos mixtos y una puramente convergente, las dos 

primeras corresponden a un flujo compuesto por una parte co~ 

vergente y otra divergente, ver gráficas (III.5 (b,c)) tipos 

de flujo aparecerán siempre, y pensando en la analogía mecá

nica corresponderían al caso cuando la partícula parte con 

cierta velocidad inicial positiva (o negativa), llega al pu~ 

to de retorno + 
x~, 

punto de retorno 

(o xg.J, regresa hasta llegar al otro 

x~, (O de donde regresará para al-

canzar el origen, ver fig. (III.3 (a), (b)). La tercera so-

lución consiste de una región divergente en el centro y dos 

regiones convergentes a los lados de ella, ver fig •. (III.5.d). 

200 n0 h~br~ 

más solución puramente divergente. 

A partir de a = 2 300 aproximadamente aparecen dos so 

luciones más del mismo tipo: convergentes en el centro Y di 

vergentes en los extremos, de la forma de la fig. (III.6.g). 

Para a..~ 3 ooo una de las soluciones anteriores desa-

parece y aparecen dos nuevas, que son degeneradas, con dos 

regiones convergentes y dos divergentes, ver fig. (III.6 (b), 

(c)) dando un total de siete soluciones. 
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11 

11 

(Q. ') 

FIG. III.4.- Gráfi.ca de las soluci.ones 

para a = 100. 

(a) A 5 

(b) A -3.81 
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FIG. III.S.- Típos de solucí6n cuando 200 <a< 2 300 

(a)¡. =-5.82; (b) J.=4.04; (e) 4.04; 

(d) J. = 7. 



y 

···· ... 

//'\ 
/.. .... ...• 

X 

.. //-'"'·.,' 

· .. 

• X 

y 

·ª 

y 

11 

/''\.\ 
ar------;,,,..._-,,-----_-/_+.----~x 

'--~"· 
l.C.) \tf) 

• 1 

. ·, .•' . . ......... ...__/ 

-
~J-:_ ___________ . ----·--. 
1· 1·. •• , I' .·· 

1 j ··~--- tk)----~///.-

FIG. III.6.- Gráficas de las solucio~es cuando a .. 3 500. 



86. 

Para valores mayores a este Último aparece una solución 

más con tres regiones convergentes y dos divergentes fig. 

(III.6.a) resultando ocho soluciones posibles; en la fig. 

(III.6) se muestran para un valor de a= 3 500. 

El problema se resolvió también con técnicas de elemen

to finito L•Sl encontrándose cada vez más tipos de soluciones 

conforme se aumenta el valor de a. 

En la tercera columna de la tabla (III.C.l) se trató de 

esquematizar con signos la forma de las soluciones, uond~ 

(+) representa flujo divergente y (-) flujo convergente; 

una solución expresada como (+ - +) representa un flujo 

mixto que es convergente en el centro del canal y divergente 

en las orillas. 

Para cada solución se calculó el área bajo la curva so-

·bre el intervalo \.o, 1\: 

III.10 

que, pensando en el problema hidrodinámico, está asociada 

con el gasto Q qu·e es la masa del fluido que pasa en la 

unidad de tiempo a través de cualquier sección transversal 

r ~cte., entonces: 

III.11 

se puede definir el número de Reynolds corno: 
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III.12 

Se presenta una gráfica, fig (III.7) del número de 

Reynolds R contra el parámetro a., que muestra cómo au-

menta el número de soluciones conforme a crece; y donde se 

ve claramente el tipo de soluciones posibles para cada núme-

ro de Reynolds, en donde si R 'O se trata de un flujo co~ 

vergente y si R / O, de un flujo divergente. 
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CAPITULO IV 

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS. 

89. 

Conclusiones.- El problema que se ha venido desarro

llando en los capítulos anteriores consiste básicamente en 

analizar las formas posibles del perfil de velocidades para 

un flujo dentro de un canal con paredes que se intersectan. 

Dentro delas soluciones dadas en la literatura para el 

problema, el tratamiento matemático más completo fud dado por 

Rosenhead en 1940, aunque su análisis, dado en tdrminos de la 

función elíptic~ de Weierstrass, no es sencillo. 

Rl método qt1e se us6 para resolver el prcblcm~ en el ca 

pítulo III parte de la analogía hecha entre el problema hidro 

dinámico con un problema de Mecánica Clásica que consiste en 

resolver la ecuación de movimiento de una partícula bajo un 

potencial sujeto a condiciones de frontera; las soluciones se 

obtuvieron numéricamente viendo para qué condiciones inicia

les se satisfacían las condiciones de contorno. 

Mediante un análisis cualitativo se puede visualizar de 

una forma simple todas las soluciones posibles predichas en 

el análisis de Rosenhead. 

P.l desarrollo del análisis cuantitativo bajo esta pers

pectiva nos permite obtener las soluciones para cualquier nú

mero de Reynolds, siendo fácil ver el tipo de soluciones para 

un número determinado de Reynolds mediante el diagrama de bi

furcación (FIG. III.7). 

r,o qne se puede observar en el análisis hecho en el ca

pítulo III es lo siguiente: 



90. 

• Para un canal de abertura total de 450 existe un ndmero in

finito de soluciones. 

Las soluciones y el tipo de ellas pueden fácilmente ser lo

calizadas mediante el diagrama de bifurcaciones, para cual

quier ndmero de Reynolds. 

Del diagrama de bifurcaciones se puede ver que la solución 

de flujo puramente divergente es posible sólo para un inteE 

vale muy pequefio de valores de R. 

• A diferencia del punto anterior, el flujo puramente conver

gente existe para cualquier ndmero pe Reynolds. En t·érmi

nos del problema mecánico, se observa que conforme el pará

metro a crece la energía para la cual se observa la solu

ción tiende al máximo del potencial, y también se observa 

que pequefias variaciones en la energía producen posiciones 

finales grandes. Para este flujo, se observa que en efecto 

cuando R aumenta el perfil se hace cada vez más constante 

a lo largo del canal excepto en las paredes donde decrece 

monótonamente. 

• Conforme t< aumenta (R >O) algunos tipos de soluciones 

se van perdiendo, pudiéndose obtener soluciones cada vez 

con más regiones convergentes y divergentes, esto es, las 

soluciones "simples" con pocas regiones convergentes y di

vergentes ya no son posibles. 

Sin embargo, para cualquier valor de R negativo es posi

ble, en principio, obtener cualquier tipo ae solución. Es

to se debe a que las ramas de las bifurcaciones cruzan nec~ 

sariamente el eje, aunque en el diagrama de la fig. (III.7) 
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no es claro, se demuestra en el trabajo mencion~do en la re 

ferencia (15). 

• En contradicción con algunos libros de texto, no puede sup~ 

nerse que el flujo es siempre simétrico respecto a la línea 

central, existen soluciones simétricas y asimétricas. 

Perspectivas.- El conjunto de soluciones obtenidas es 

el resultado de un análisis matemático, y hasta el momento no 

puedo decir cuáles son las soluciones que experimentalmente 

se observarían. Como se mencionó al final del capítulo II, 

Goldstein menciona res11ltarlos experimentale~ en can~J.es con 

aberturas de hasta 8° solamente. En el presente trabajo el 

problema se resolvió para una abertura total de canal de 45°. 

Queda entonces por investigar cómo se modifica el pa

trón de bifurcaciones cuando variamos el ancho del canal. 

También, una forma de seleccionar una solución dentro 

de las encontradas sería el hacer un análisis dé estabilidad 

de las soluciones. 
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APENDICE I 

PROPIF.DADES y DEFINICim:i::s DE FUNCIONES ELIPTICAS. 

Definiciones: 

Sea f una función definida por f: A->cj: donde A=:cj:. 

l.- Si f es derivable en A un abierto entonces f es 

infinitamente derivable. Si f es derivable entonces 

f puede ser expresada en serie de potencias: 

f (Z) L anzn y las derivadas de f se obtienen de 

n=o 

rivando cada uno de los términos de la serie. 

2.- Se dice que una función es entera si es derivable en 

todo cj:. 

3.- Se dice que una función es merornorfa si es el cociente 

de dos funciones enteras, e.i., f(z) ~ h(z) con g, h 

enteras y definida para h(z) F o. 

4.- Se dice que una función meromorfa es periódica si exis-

te -·w F O tal que f ( z + w) = f ( z) para cualquier z. 

Si todos los puntos de la función f(z) se agotan con 

-los números nw 1 , n -=: ZI: siendo w1 un periodo, se le 

llama a f(z) monoperiódica o simplemente periódica, y 

a W¡ periodo·fundarnental. 

5.- Si existen w1 ', w2 tales que todo periodo de f es 

de la forma mw 1 + nw 2 (rn, n enteros), a la función f 

se le llama doblemente periódica o función elíptica. 

Si f es merornorfa periódica, eritonces f es sim-

plemente periódica ó doblemente periódica. 
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Si ···f (Z) es una función meromorfa doblemente perió-

dica, sus periodos fundamentales se designan como 

y 2W3 siendo 2w2 = 2 (w1 + W3) • 

F.l comportamiento de la función puede ser analizado 

a través de un paralelogramo de periodos fundamenta-

les. 

Propiedades: 

1.- Una función elíptica tiene un número finito de polos (y 

el mismo número de ceros) en un paralelogramo de perio

dos fundamentales, éste número (que debe ser un conjun-

to irreducible) define el orden de la función. 

Las funciones elípticas más simples son de orden dos, 

tomando como ejemplo las funciones de Jacobi con dos p~ 

los simples, o las de Welerstrass con un polo doble. 

2.- Fórmula de adición para la función P(z) deWeierstrass: 

lt' (Z1) -P' (Z2)j
2 

P(z1+ Z2)=4 -P(Z1) -P(z2) 
P(Zt) -P(z2) 

3.- P"CzJ = 4[¡P(z) -e 1 ) (P(z) -e 2 ) (P(z) -e,>]. 

4.- P(zJ = P(-z) (par). 

5.- P' (Z) = -P' (-Z) (impar). 

6.-

7.-

P' (wj) =O, 

P(w.) = e . 
. J J 

8.- e1+e2+e, 

j = 1,2,3. 

j 1,2,3. 

O ~ e 2 = -e 1 - e 3 • 
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APENDICE II 

'METODO RUNGE-KUTTI\ (4Q orden) PAR!". RESOLVER Ll'. 

ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA y{t) =a - 2y - 3y 2 • 

El método de Runge-Kutta de 4c orden se usa para obte

ner aproximaciones a la solución tanto de problemas de valor 

inicial de la forma: y 1 = f{t,y) con condiciones ·a:;_ t.::_ b, 

y{a) = a., corno de si~temas de ecuaciones de orden m de 

problamas de va.lol.~ ~n.icia.l Lit: pr irntü o.i::U.t::H eu (N + .1.) núm~ 

ros igualmente espaciados en el intervalor Ca,bJ. 

El método requiere cuatro evaluaciones funcionales (o 

·sea la ev.aluaci6n de f) 

miento- local es o {k '•) , 

miento*. 

por paso, 

donde h = 

* R. Burden, D. Paires, pp. 249. 

pero el 

(b - a) 
N 

error de trunca-

es el espacia-
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ALGORITMO 

Para aplicar el método es necesario transformar la ecu~ 

ción diferencial y(t) =a - 2y - 3y 2 , con condiciones ini-

ciales y(OJ = o y y(O) = ±/'2'E, a un sistema de ecuacio-

nes diferenciales de ler. orden con condiciones iniciales. 

Sean 

de donde: 

[l] 

U1 (t) 

U2 (t) 

ll2 ( t) 

y(t) 

y(t) l 

Ü1 (t) 

Ü2 (t) a - 2u 1 (t) - 3u~(t), t e co, lJ 
/ 

con condiciones iniciales: 

[2] U1 (0) ·= O y U2 (0) = ±/2E 0 

Sea N > o un entero y 

ción del intervalo [0,lJ, 

h = l 
N 

el ancho de la parti-

de aquí que: 

O, 1,; •• ,N 

Haciendo uij como la aproximación ui(tj) para 

j o, ... ,N; i = 1, 2 las condiciones iniciales se expre-

san: 



definimos 

E3J 

o 
E2.bJ 

±.IIB I 

f 1 (t,u 1 ,u 2 ) _ ü 1 (t) 

f 2 (t,u 1 ,u 2 ) _ Ü2 (t) 

96. 

El método supone que conocidos u1,j y u2,j podemos 

obtener u1,j+1 y u . 
2, J + 1 

mediante el siguiente algoritmo: 

K11 hf 1 (tj ,u 1 ,j ,u 2 j) 

K12 hf2 (tj,u 1 j,u 2 j) 

K21 hf,(tj + h + 1 
K11 + 1 

K12) 2 , u1 j 2 u,j 2 

K22 hf2 (tj + h 2 , u,j + 1 
K11 

1 
K12) 2 u2j + 2 

K31. hf,(tj + h 
2, u, j + 1 

2 K21 u2 j + 1 
2 K22 ) 

K32 hf2 (tj 
h 1 

KAl 
1 Ku.) + 2 , u, j + 2 u2j + 2 

K41 hf, (tj + h, ulj + K31 u2j + K32 ) 

K42 hf,(tj + h, u1 j + K31 , u,j + K32 ) 

y entonces: 

+ 1 
EK11 + 2K21 + 2K31 + K41 J u1 ,j+1 u1j 6 

es la solución aproximada en el punto j + i. 
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