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CAPITULO I.

INTRODUCCION

La transformada de Hilbert tiene su origen en una nota -
hecha por David Hilbert en sus conferencias sobre ecuaciones
integrales, donde 11amd la atencidn acerca de la reciprocidad

existente entre ciertas funciones de la forma

-
1 1
g(x) = = £'(t) log ((2)\sem — (x - t) %))dt; £(x) =
T
1 1
= o/ ! 1 2) |sem — - dt.
= S g'(t) og(( )\scm - (x t) 1)) t
-T

Esta reciprocidad puede ser vista como una forma que to-
man las funciones conjugadas en la teoria de las series trigo
nométricas, y desde este punto de vista es investigada la re-
ciprocidad por varios autores como Plecsner, M. Rusz, W.H. --
Young y Tetchmarsh entre otros, utilizando la teoria de las -
funciones analiticas. )

En 1912, Young considera esta reciprocidad de manera méas

amplia en la forma

co
) = \NEG B - F ) gy £ ) -
x) = — ;
£ L t -
©
1 (Pf (x +1t) - f (x - t)
= e dt, y en un articulo de 1924, -
v t '

©
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corregido posteriormente en 1932, G. H. Hardy, a quien se de-
be €1 nombre de transformada de Hilbert, investiga esta reci-
procidad para el caso ﬁ usando sélo métodos de variable real
consideridndola en la forma

<
1 £ (t) 1 g(x
gx) = — P \ —— dt; £(x) = —~— P ) = dt.
™
-to

A t - x x
-~
En 1927, M. Rusz utilizando métodos de la teoria de las
funciones anaiiticas generaliza esta reciprocidad al caso f -
y posteriormente en 1939 J. Cassar publica un articulo basado
en el articulo de 1932 de Hardy, utilizando un método sugeri-
do por Tetchmarsh, en donde los resultados generales para ﬂ)—

son obtenidos usando técnicas de variable real unicamente.

El caso L, para el cual no sé cumple el resultade gene -
ral completamente es investigado por algunos de los autores -
anteriores, a los que hay que agregar los nombres de Pallard,
Besecanetch y Kolmogoroff, cuyos résultados son generalizados
incluyendo métodos de variable real por L. H. Loanus en un ar

ticulo de 1946.

Con el advenimiento de la teoria de las distribuciones -
de L. Schwartz y su elegante exposicién de la transformada de
Fourier dentro de este esquema, varios autores investigan la
generalizacién de la transformada de Hilbert al caso de las -

distribuciones.
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En un articulo de 1983, J. N. Pandey y M. A. Chaundry in

vestigan.una generalizacién de la transformada de Hilbert al
caso de las distribuciones utilizando los espacios Dﬁ’ de fun
ciones tales que todos sus derivados estén en ﬂu' definiendo

la transformada de una distribucién como

{us, ti)} = <f; - H $>.

La transformada de Hilbert tiene aplicaciones a las ecua
ciones integrales, ecuaciones diferenciales . parciales y a los

problemas de Frontera.



CAPITULO IT.

TEORIA CLASICA

Teorema 1:

oD o

L R S ——-—l(t dt.
n

ii) 1 E(x+t) - (X-1T) 44
t

B
- ® ©

donde f es una func16n de variable real con valores complejos
y las integrales tomadas en el sentido de Lihesgue, P denota

la integral en el sentido del valor principal de Cauchy,

50N
equivalentes.
Prueba: tenemos que
[es]
R
1 CE(x + t) - £(x-t) 44 - 'nm 1 E(x+t) - £(X-1) a4 =
s t Evo U t
o o 3
1im 1 £(x + ) 44 Flx - t
two T ¢ S t —i5—77~l-dt )} y haciendo -

H4 - 3
la primera integral de cambio de variable v

=X + t 'y en la
segunda v =

X - t queda
oo <
lim - 1 fix + t dt - £OX - t) 43¢5 =
0o .\T (g t T )
& [
13 2 X-€
im
_ 1 £{t) £(t) =
= gmo S o 9t * == -dt ) =
w o
1i f£+‘ 1 e f(t)
im (v)
. dt = —=— P dt.
$50 T\“ X 0y S Box o



Definicidn:
: QD

Dada £, si la funcién F(x) = Ti_—g £x + t)t_ £x-1t) g

(= ..
~nJ
existe en casi todas parte, f es la transformada de Hilbert

de f£. Equivalente, si existe en casi todas partes la func:.on
&€

?(x) = 7_—;_— g Ll dt, ésta es transformada de Hilbert de f.

también se denota por Hf a f

Teorema 2:

~t
Si ’\le y £, son las transformadas de Hilbert de las fun-

ciones fl Y fz, respectivamente, a y b son constantes, enton-

ces
/—\/ ~ s
(a f1+bfz) = a f1+b fz.
Prueba:

T ~—
(a £, + b £,) (x) = Ca.f; *+ b fz) t)

dt =

dt

1

@ S@

i) si £(x) =‘,>L {a, b) (=1 aflx ¥b = 0 en otro caso)



entonces

N .
/}é,[a’b] (x) = lim _1 _Jé_LELEl dt =

g0 ™ 3 t - X

b RYPT-N
- 1 1 - 1 x - b
= Tﬁf g 5 dt :ﬁr- Ln ‘i—f—z
o "
si x estd en (a,b). 7L (a,b) =0
para x = a,b donde no existe.
B aS—

"
T~
de este ejemplo y la linealidad de £, si £ = Z Gi'f[ai,bi]

~
donde 1las son constantes, entonces f existe excepto en -

un nimero finito de puntos.

’ ~
ii) si f£(x) = cos x entonces f(x) =

o)

-1 cos (x+'t) - cos (x-1t) at =

i t
2] o
2

"

. /\J
- Tﬁr sen X S EE%—E dt = - sen x, 1.@. cos (x) =

e}

- sen(x).



iii) [v o)
1 . ~ 1 1
£(x) = F(x) = —2_ P . dt =
. +x2, T" l+t2 t - x
. ~oo
@
1 1 X : x
= =~ . ———F (= - - ) dt = -
e X 1 S ToX g4 g2 1 e g 1+ x%
-

Teorema 3:
[20)

. P - _ 1 f (t) s 2
Si £fe L entonces {D (2) TF_L S R dt es una funciodon
. - @
analitica para todo Z con Im2Z > O.
Prueba: Sea b)‘ una curva cerrada en el semipla}xo supe -
rior. . N

(4 war- (b Mo a -

* e O _y\\
1 flt . {(S) dt ds =
e 5 S AR
. o - o
© b 3)‘ 1
_ 1 £(t) (8) _ 4sdt = —1 \§§ +—— d42dt = 0
) S © P Te ) )t
- o ~c0
>
puses = % A es una funcién analitica en el semiplano supe -

rior, y por el teorema de Morera q)(Z) es analitica pues y\ es



arbitraria.

Teorema 4:

Sea f ¢ f), Y>O0 entonces para casi todas partes.
<©

I -3
lim(S Ex v ) _ f(x - 8) gp -\ ——E X £(r)dt) =0
Y20 {(t-x) bY%
Y -~
Prueba:
t - x
——— £ (t) dt =
(t-x)2 « y?
~<0
x «©
= t - x t - x
—_— T X f () dt + \ —E X f(r)dc
g (t-x)° + y? (t-x)% + y?
o %

haciendo en la primera integral el cambio de variable v=x-t

y en la el cambio v = t - X, obtendremos que
D

——tz—‘LZ f(t)dt = S s (£ (x + t) - £(x - t)dt
(t-x)° + vy t y
reS o

i

y
Por otro lado si fe&l y W(y) S F(x+1t) - f(x-1t) dt
[+

Y Y

entonces (w)(y)é Slf(x + t) f{x)| dt +S | £(x)-£f(x-t) ] dt =
© °
=0 (Y), Yoo ~en casi todas partes. (Ver Ref.8, pig. 364, E1l Con

junto de Lebesgue).

Ahora, si fel?,entonces f-7£[—n,n] & L por lo que --
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w(Y) = o(Y) en casi todas partes del intervalo [-n,n], y como
esto vale para toda n, vale en toda la recta y asi w(¥) = o(Y),
P

Y->o0. si £f&l en casi todo x.

o [oad

ahora £lx + t) - £(x - t) 4. _ _.____t‘Tx_i £(t) dt =
t (t-x)" +y
© 'y Yo ®
S ot (£(x * 1) - £(x - t)) dt S £(x - t) - £(x - t) g, -
= - t + Yy t
v} 1 k] o«
Y
= — —Z—t—z (£(x + t) - £(x - t)) dt + Y2 o\ +\) f(x+t% - fx-t) 4 2
tT+y (1: +Y) t
© ' _ v !
=Jp vt s
haciendo Y- O y
\J | £ \——2—3‘7\ \f(x + 1) - £x - ©)] at < —%Y" S JEx+ 1) - £(x - t)| et =
1 t -+
) !
= W) = 0(1) )
t
Pues mé;& \ t2 + Y2 \ = —21\7"

[a ]
2 l£¢ t) - f(x - tJl -
\Jil &~ & °§+Yz)tx dt = 6 (1)

dt. integrando’

finalmente \J,\ LY \f(x+t) - f{x - t)l
fr Y ) t
N
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por partes,

2 2
1 - 2 3t + Y
2 [—w(8) 1y — 2t Y w(t)de.
194 £y (% + Y& t Y (t? + vZyi2
Y
ahora,
2 1 2 W (1) W(Y)
LA 2 2 R I ¢ 2 I T ¢ ) =
Tt + Y5t Y 1 +Y Y~
- y2 WA WO pyZy L MOD gy,
1 +Y
Como Wt(t) -0, dada £€> O existe §>0 tal que \W_t(_t)_{<£

si 1t{< §. Entonces como se esti tomando el limite cuando

Y0, tomando YZ &
1

2 2 2 2
y?2 §'°2—+X—2——-2~ w(t)dt < gY? %C—v—z—yz——— dt
(t + Y )t + )

Yoo 2 2
at + v? _—SZL-:-Z‘LZ—Z W(t) dt. :
(t* + Y")"t

Su segunda integral
]

2 2
y2 S-“_"YZ—Z W(t)dt = Y2 K= ©(1) con Y->O.
t

(% + ¥4
$ 2 5
2
ahora, para t>Y> O, (3t2+Y2 =) t ) =
(t7+Y")“°t 3t
5 2 2 2
t - 3t Y Y
= I R CA N S i < 4+

(e + ¥H2e 3t 7 =3
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2 2
y de aqui 312: +§Z £ — por lo que
(t7 + Y*)*¢ T
] 3
2 5t + v2 a 2\ -3,
EY 55— dt L g4 Y t “dt =
y

(t? + Y5t
5

- 2
AL YZ(Y Z . s 2) 4 4€ pues ;TLI, y de aqui que

S 3 2
y? Y — W(1)dt = (1) ¥ por lo tanto |J:|= e(1)
(t° + Y*)“°t
Y
entonces, finalmente tenemos que |J; + J, + JS\ = &(1) para

casi todas partes.

Teorema 5:

Si f¥ I? Yy Y > 0 entonces en casi todas partes

(o]
1im 1 Y
f(t)dt = £(x)
Y20 1 SYZ + (x-t)2
-
Prueba: o
Para Y >0 y tEIR, —p————P0 y —= ey At = 1
Y4 + (x-t) 1 Y~ + (x-t)
=
. lim 1 Y Y
ademias, dt = 1, pues dt =
*S: y50 ™ Y% + (x-132 ’ Yo - 2
-e

= arctg .)_(__-S_.E_'.
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ey s o]

'Y finalmente S ———Far = S(———,—l——— -1 yPar =
2 X-t~2 -Y
Yo+ (x-t 1
- (x-t) Bt &

-
1 P
= ——5— dt400 -para---P 215 asi que é: L
g (P Y7‘+(x ©2

~ 00

Ahora, si £ € r es continua y acotada, dado € D0 existe 5 tal
que si | x-t| 4§, lf(t) - £(x)|<&, entonces

\ S—-————— £(t)dt - f(x)\ <
Y +(x t)

=

S _—_-_——2 |£cty-£x)| at =
Yo+ (x-t)

‘i"

£ f d f(t) -
Y+(xt) [£Ct)-£(x)| at + W\() denld ¢ &«

%~ s T ISt
X+
s 2 —Z—Y—-—ﬁ dt ¥ K ——ﬁ—-———z— ‘dt—>¢ cuando YO0,
Yo+ (x-t)“ Yo+ (x-t)

TixLs)
Aliora, sea feLP b {h.&una sucesién de funciones continuas y -

acntadas en LP que cdmsfeuj,a puntualmente a f en casi todas par

~

tes. Entonces
0 O
S———~—2- £(t) dt - £(x) 5 2 f(t)dt —
2a(x-1)
-~ COD -0
§ i h ES I e
-\ —F——hamwar + \ ———hnmwat - Aa -
S Y +(x-t)2 YT+ (x-t)
Mo -5
- f£(x). Anora, stg N suficientemente grande para que - -
“h - £ y \f(x) h (x)\ L -% en ca51 todas partes,
n P

\ly

Yo th_)
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1 1

(% + a " 1).
Tomando valores absolutos, ténemos_.que \ ——L— f(t)dt - f(x)[
' Y +(X t)
o0 o0 v oo
& —X s - d e dat - [ -
S Y2+(x-t)2 £ hﬂ(t)‘ o l S Y +( t)z—h«(t) t "(t) ‘{hn(x)
- A
5w,
y como por la desigualdad de Holder
©
Y h . Y . 2 £
———————— | £(t)- at & —y————s £ -
gY2+(x-t) l ) n(t) \\ Y2+(x—t) \\q “ hN“ P 3
~c0

y como h N &S continua y acotada, para Y suficientemente peque

= Y ) h &
fio ————————— (t)dt - (t) \ L5
\S Y2 . (x_t)z N hN 3
-
Yy COmo \\\N(x) - f(*c)l( & tenemos que para Y suficientemente -
©

pequefio, ———— f£(t)dt - f(x)\( £ > de aqui el resul
+(x t) . N
-

tado.

~
Teorema 6. Si ferl’ entonces f existe en casi todas partes.
©

Prueba: Si E— X + Yi y Y)O (\1(2) = ?‘1:- ﬁ—%l d& =
©

. £r) o oar -~ 2 ——Lﬁ*f(a;?
T (t-x)“+Y~ N

(t-x) +Y
~co oo

I~
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cierto es, CP(Z) =U(x,Y) + iU (x,Y) es una funciébn analitica para
Y>>0, (Teo.3), por lo que "P(Z) = Q_Qlatambién es analitica si -
Y>> 0. Si suponemos, sin pérdida de generalidad que f(x)>/ o,
entonces U(x,Y)2 O y tenemos quellf’(z)-‘ =l€“_i'rl=_ lé“\é,l por lo
que)\k(z) es acotada por lo que si Y0 entonées W’(Z) tiende
a un limite para casi todas partes (Ref. 1, pig. 128).

%ijmo "\*F(Z)Jf 0 para casi todas partes pues por el teorema 5 --

}1{3_“;3 U(x,Y) = f(x) en casi todas partes y de aqui que sacando -

logaritmos, que es posible pues se considera el semplano U(x,Y)20

tenemos que (b(Z) tiende a un limite finito en casi todas partes.

Por el teorema 5 lim U(x,Y) = £(x) en casi todas partes, enton-
Y0 .
ces 1imY/(x-Y) existe en casi todas partes (pues U = -&-)——'—'i—U), -
Y20 ©®
t 4 11 (X + - f(x-t
vy por el teorema my_{)rg ( S\{f(x t) - (x-t) J(x,Y)) = 0. . As{
- - ~ '
que 1im S (x,Y) = fx+t) T fx-t) dt = £(x) existe en casi -
Y->0
| [-3

todas partes. o N

Teorema 7. Si fe Lp entonces

i) \\ﬂé 1\ p & Mp \lfn p donde M, sbélo depende de P, i.e., --
v

ns
fe

~~
o
£

ii) = - f (férmula de reciprocidad).
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Prueba:

Primera parte. Si Z = x + 1Y,

a .

-1 (t) —
Sea Q({)a(Z) e gt-Z gt
= X £ o ar - 2\ —EX  £(e) at =
T oN2.vE
T (e-x) ey ™ Jo(t-x) Zoy?

= Ua(X,Y) + iVamx,y). Esta es una funcidn analitica en el
plano superior del plano complejo, por lo que por el teorema
integral de Cauchey, si L es el camino cerrado formado por -

la recta L' que va de -R+iY a R+iY y por el semicirculo C: --

Reit+iY, t [0,T] tenemos que
Scps(mdz - gd)IZ’(Z)dz + 5 ¢P (zyaz = o
4
L L 3 ¢
P _ P -
Ahora, S (i)a (Z2) dz = ¢a (x+1iY)dx. Por otro lado, tomando el

< =3
supremo sobre la recta (-a,a). \@a(Z)‘

o
= \ 1 S _fg;l_ dt \ £ K sup ?%7 = 019

Te o - 12|
cuando Z 2. De aqui que \ S bP(Z)dZ] 5'?3(Z)Ipd2 fé
f& long C|£>P—= ‘;R$Z[ =0 ( TIFFTT—) y como P>1 tenemos que

ii:; i‘¢g(z)d2 = 0, y de aqui que j ¢§(x+iY)dx =

® -
= S (Ua(x,Y)+iVa(x,¥))Fax = 0

~o
Segunda parte. Supongamos que para P>l th(x,Y)(I)dx éy

o
-0
£ Kp | Ua(x, Y)|de donde Kp sb6lo depende de p. tenemos
O
que lua(x y)‘ - ___£L£l_7_ at| ¢ - . _inﬁlLfdt <
(t x) “+Y = 10 (t-xZ+Y

-G
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«©©
X ___Li_lf(g l at.
T (t-x)4+Y
~éo
Ahora, por la desigualdad de Hblder
©

o

P

(t-x) +Y [(t-XJ +Y™] [(t-x)“+Y7]
q>

g |fgt)] dt))yp {f 1 dt}g_;_l_

(t-x) 2.y? (t-x)“+Y
% > ©
por lo que ,Ua(x Y)[P 4.( Y _lfiﬁlL__ dt) (—— Y d; Z)P-l_
w (t-x) ey ? | 0%y

[so]

oo
_ﬂsll__ at e _ W . -®
BT 8 (t-x)%+Y? PRES ) ooy Zav 2 Y

- ~

Ahora, por el teorema de Fubini

© 0 ‘P
P Y \f (1) .
u ,Y dx & —— —— =l dtdx =
g‘ a(x )\ X T S S P w: x
-5

—(D (D ~m v
=X \leen?® _—_Z at =\ {£ct)} Fax
u (t x)2+Y
- - -

y por 1a deéigualdad que se supone vilida, queda,
©

S U Px,yyax é-_xpg v, ax s K, S |va(x,v){Pax &

~ =<0 oD

Kp glf(t)l at

haciendo primero a->(0 entonces \fa(x,YJ—?LRx,Y), y después --
"~
haciendo Y->0, por los teoremas 4 y 6, ‘d?x,Y)€>— f(x). Por -

el lema de Fatom, como lf[P es integrable
© , p=s)
treof Pax £ 1im WS (e, )| Pax 2 Lim \ﬂa(x Y)l dax
. Y-=0 a-=

-~ - -
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Yy por lo tanto

[ w] o
S\%’(x)\de £ X, g 1£0x)) Pax
-0 -cD

Por lo que si se satisface la desigualdad que se supuso,

i) se satisface. Ademids de esta demostracién se sigue que U

Yy Vestén en F.
Tercera parte. P un entero par.

Por el teorema del Binomio, la integral

‘

|
(@]

S(Ua(x,\’) + iU"a(x,Y))de
-~ ' _ _ 2
queda QS hriy L e - Gy ol A e Lo 2y ax =0

~®

romando la parte real de esta expresidn queda

P P-2 2 P
S(ﬁa‘ -(H¥a va+...+Pa)ax =o
_d) X
Como P es un entero par todas las potencias son pares, Yy asi

todas las funciones son positivas, por lo que pasando al otro

miembro Y camblando todos los signos a positivos queda

P
STJ; dx L(z)Sﬂja Ua dx o itm.dx, y ahora por la desi-
=

o
2-X
gualdad de Holder g”(fap Py ZRax £ S"lfpdx) P (guP ax) r,

~-cO
y sustituyendo esta expresidén en la de51gualdad anterior se -

obtiene
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w

© [¢g
P P P-2 yA
S'U—a dx & (g) (S'Uadx) P (S UaP dx)P +. ..+ g U; dx, y de aqui
-0 —Q0 % P - - & » ?\2
dividiendo entre S Ua dx queda S -Lra. é\’

Oty "
-® _\) e Z../P> o vt 1
@X \2 ,/:gbuowx

& . o
W |
y si hacemos XP= 200, /5 entonces la desigualdad anterior -
: Sk)flx
D

toma la forma Xpé (1;) xF-2 . (12) x P4 . s l Ahora el poli

nomio Q(Y) = Y& - ¢, YP 2.

1 ... -} con €C;>0, Q(0) = - 1y si

Y71 +.. .+ C;, tenemos que ClYP—2+...+l<YP_2(C1+ ..

g YP

por lo que Q(Y)»O\se YD1 +...+ C,, de aqui que Q(Y) tiene --
una raiz positiva Kp tal que Q(Y)>O0 si Y>KP, por lo que si --
Q(¥)40, es decir Yo Zc, XP7 2+

P-2

...+| entonces YéKP, asi que 1la
Py
desigualdad xP e () x P

.. +] tiene una rafz positiva Mp, -

que sbdlo depende de P tal que X!;MP, y de aqui que
ue s¢

S'U‘f dx & MI}; Uz ax,y sc puede aplicar la segunda parte, -
~Q -0

i.e., la desigualdad i) del teorema se cumple para P entero -
par.

Cuarta parte. P no es un entero.

Como £ = £¥ - £ con £' vy £ en ﬁ: y la transformada de Hilbert

es lineal entonces se puede suponer sin pérdida de generalidad
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que £20. Como Y20 entonces U(x Y)2 0 y Uyg(x,Y)2 0. Ahora, -
si W = a + ib entonces (a+ib) = Q 3 P log (a +b2) +.2 P arctg%}

(%) con -3¢ arctan (g) £ 3T°. Haciendo a0 obtenemos (ib)P—
= e% P log b2 ei% ipW = lbl? Q: 1TWip donde se toma + si -
b >0 y - si b4£0O. Por otro lado por el teorema fundamental --

a+ib a+ib
del célculo | (a+ib)P-(ib)P| = Plg z P-1 leé P S iz\Pt az 4
ib
& P(a +b2}’ Z a, pues a es la longitud del camino de integra --

ién y (a +b ) 2 es el miaximo que puede tomar en esa recta la
P 1 _ D
tuncidn |z \ . Ahora si x DO y o> 0O —1—% Z (1ex Y&

2
lbl 2, obtenemos que irx

z
2

1+ Ibl2/a%2 = 1 a®+Ibl* +lbl2 L (\b\ )'( )V"‘=
7 —

a

’, 1
2% )/‘A, de donde se obtiene (az+\b] 2)0< 2

Poniendo en esta desigualdad x =

1 Zen
— (a“® + b}
éz

< 2°( (a + \b\ Z% ), y si A = 51 tenemos que finalmente
: it
(a?+ |v| 2,55+ 2 7 @ A Py y de aqui P(aZ+b?) 2 a4k

& p 2B (P1) (P, al| Pl

La razbén de poner lbl P-1 es que b puede ser menor que O y en-

tonces considerando a bz que es mayor que O e igual a lb\z, es
1 - -

decir |(a+in)T-(p)Pler2 (P 1) (GPaaipl® )

Ahora, aplicando esta desigualdad a Ua + i-U_a, tenemos que
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S(Ua+1’d’ ) 4;(g\x‘)éqil-g\(u +i U, )F (1U ) ldx -
to ©
.PZ%(P 1) C g anx + Ua\\ra\P 1dx), pero como - -
© R @ o
. -0
S(Ua + i%a)Fax = o queaa\Si\Va*dx\l__
o © S
L PZE(P_I)(gUanx + Ua\\ra\ P_ldx).
~ -0
Ahora,
o ©
P_ +3iipT
\ S(iU&)de\ =\S\1rﬂ e~ dx‘ -
0 ~co
P
\S \Uat (cos § P+ i sen } PTI‘)dx\ , tomando la parte real -
Y% © [ ' o
- P . P P
sueda \(1'\!"3) dx |2 % (iUa) dxk= t cos 1} P'U\ \kfa\ dx,
- ‘o ] )
y como P no es un entero entonces P22 (P_l)/l cos 1 PTT[ tiene
. - P p22(P-1) u ax +\ u v
s..uiido, por 1lo que}flva] ax = & [ cos PTT[ E ‘
% )
y «hora por la desigualdad de Holder
o) © ©
-P-1 P ¥p P P-1
S u v P hax € (\u, a0 (\ lval® ax)™P se obtiene que -
-0 o - ~-® N

o oa
S(Val Pax 4 KPS Uap dx + Kp (\ U, dx) 5,‘[) S[Va\de) y dividido

w ©® ) ()
A P
por 'Sua dx queda S \\R\?é‘ﬁ

L Na k
Y S\) iy \/<E> ( /v> + ?
p2i(P-1) P

= : = ?
don.de KP l—c-a's—-%——ﬁr—\-— lgual que antes ponemos X S ‘\r‘ ‘4 I 4

y entonces la desigualdad anterior queda xP Z Xp (XP'}chon KP>
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Ahora la funcion £(Y) = YP- CYP—1 -C, con C20 es continua y

£(0) = -C, ¥ si Y »2C entonces C Y’ 1+ ¢ £ ¥P1 (20) z ¥F, -
por lo que £(Y)> O si Y >2C, de aqui que £(Y) tiene una rafz
positiva Mp tal que £(Y)> O si Y MP, por lo que si f(Y) L O

entonces Y L MP donde MP s6lo depende de p. Aplicando esto a

XP L KP + KP Xp_1 entonces se obtiene igual que antes que --
’ ©
axiste una raiz M, tal que v Pax emf \ u P ax aqui se pue
P q a) LMp a y aq pue
T pr¥N

dec aplicar la segunda parte y se obtiene que la desigualdad i)

del teorema vale para p no entero.

<minta parte. Foérmula de reciprocidad.
©

25T el teorema S5, AW S(U(X,Y) - £(x)|Pax = o.

. © ‘o
Ahora bien, comog [Ua\ P dx ’1__‘ ?(f(t)[ P dx entonces :
Yo B A @

S(U(x,\') -0t Pax L S+g ) f£ee)] de,

A P - o
y como fe€l , ésta tiende a O a medida que a->co, de aqui que
[0} < (9]
5 [U,(x,¥) - £60) | Pax A;S\Uacx,v) -ch,\'>lpdx+5 [ue,y) - £} Pax, ¥ por
- ) .co -©
lo tanto an(x,Y) - f(x)l pdx~>0 a medida que Y>>0, a—>0C0.
~ o

Por otro lado éa(Z) » W>0 es ‘una funcidén analitica en
T -%- in <.
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todo el semiplano superior excepto en el punto 'S+ i'( » por 1lo
[ o]

1 del id 1 by (2 i

que .por el teorema del residuo ey P _._Z—_—_—,—S—_'L—i_:flgz- (x)a(S +, _1.\&),
) -0

(1a P S es integral en el sentido del valor principal),. tomando

. . . 1 Un (X, .

las partes imaginarias, = P ED__DE%_(_—SQ)_ dx = - Va (glyL), esto
~ pYG )

es U, (x,*l) = -Vg (3|VL) por 1o que por la desigualdad ya pro-

bada para los casos entero par y no entero
©

@

i ~ 4P p .
\Valx,Yy + £0x)f “dx L Mp \ U, (x,Y) - £(x)|" dx y ésta --
‘o =D
iiende a 0 a medida que a-eo y Y~> O.

Combinando los anteriores resultados se obtiene que

~ o~
~Le5wW

s et - o) Ta ¥ L
-D

0
0o
L ( Svhga(xm - f(x)P.dx)) w cS Wagx,v) » el P an)¥?
—-w‘ -- .
tiende .a.-0 a medida que Y->0, a->cO.

1. ) o

- .
Ahora, por el teorema de los residuos 1‘ —..ML— dz =
N 2 CE (S

= (&a(§+‘LVL), Y4 V‘( , haciendo la integral sobre la trayectoria
que sc¢ compone de la Tecta que va de 'S— R + iY a'g+ R + €Y y
sobre el semicirculo de radio R y centro en §+ 1Y y haciendo

después R-2m, haciendo a»t0 y Y20 7y tomando en cuenta la --
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o
filtima desigualdas se tiene que 'Z"(%L g f(xz 1{55:((‘) dx =
; . 1 U -iF
Q (‘S»«U(), es decir Eh _X,X'S":VL dx
. _ 1 f(x) _ 1
@(Sﬂq) T 3"’5‘“{ d"'"“’z-@(é*”ﬁ):"
© d)
~ es decir, 1 S - f()‘) i

W

Te dx ¢ (3 + “l) y tomando partes
reales queda que ——— § %J(x)dx = —U(-S,YZ b)
(x~ J + l’(
y haciendo Y2 0, por los teoremas 4 y 5, esta igualdad queda
1 [ Fox Fx &
x) = - 1ﬁr S flx+t) ; f(x-t) dt, es decir £ = - f.

Sexta parte. P entero impar.

R P
Si ponemos q = ~—>— s Q €5 un nuimeroc no entero para el cual -

ya estid demostrado el teorema, por 1o que si sc puede concluir

la validez del teorema para 2¢, para cualquier g, el teorema

queda demostrado.

Ahora, Ld—)—a%—::—l%g——, Y>0 es una funcidén analitica que tiene un

polo en 5 + iY. Aplicando el teorema de los residuos como en

. 1 (9, 172y
la parte 4, se obtiene que —— P —_——
T %

~0
= (dfla(SJr iY))Z, PS es la integral en el sentido del valor -

principal. Esto es,
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fie]
2 2 :
1 Ua” - Va +21UaVad .
= x =
{3 x -
~ oo
2 . -
vt .Y - vaZ(S Y) + 24 Va (Y ,Y) Va (3 ,Y) igualando -
oo
2 2 .
partes real e imaginaria, _T_]:T—S p—a—x——__%i—dx = -2 Ua.Va
/‘\/2 ~-cO /‘J,) R
es decir Ua2 - Va® = -2UaVa. Ahora sean '\f/(x) = Ua® vy --
~ T
’)[(x) = Va2, es decir Up%-v, % = Y(x) -F ) = -2 UV, de
equi Yo = 2 UaVa + P ) v LY |+ 2WaVal s

|K oyt ¢ A% ol + 2 lugvy )9 y usando (f + 2)9 £ 29 (1+ah)
obtenemos que '}L(x)[q L 29 \‘{/(x)\ 4 4+ g2a anVal 4

de aqui que S\'}[(x)\q dx L ZqS\\l/(x)\qu+ azqganV lqu, --

-0 ~m
y ahora por la desigualdad de Holder
© @ [
S\Ua Val9ax & (S\Ua\ 29 ax g | val 2@ ax) Yz
-0 -~ ~ob

y por la desigualdad i) del teorema vélida para q y por la fér

mula de reciprocidad vé&lida también para q.

o © © »

S lq’(x)\ 9ax L Xq g [Uafq dx vy \Va\gq dx <.Xq W—(x)lq dx,
& s A I
decoestas se obtiegbe © @

S val *%ax ¢ 'Klj v, 2% ax + xt (S lud 2% ax- | |val %9 ax)¥®

Yo 5 A

Poniendo 2q

i

P y Kp2>0
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&
S\Valpdx L KPS{Ua\de+ Kp (S (Ul Pax \ \va\Paxy¥? , -
Yoo : o P - 0D 2 © -0 o
dividiendo entre u dx oniendo x¢ = °
t\ al Yy p S\Vq\éx S ‘U(\IPAK
Sod -0 - D
de manera similar a los casos anteriores, se obtiene

xZ A_f._ KPX +'KP, que de la misma manera se concluye que X no

excede la menor raiz positiva de X% - KpX - Kp = 0, asi que
© © :

S\Valpdx L KPS\Ual P ax donde Kp sélo depende.de p, y de
“0 o .

aqui se obtiene por la parte 2 la validez del teorema para -
P impar.

La férmula de reciprocidad para este caso se demuestra igual

jue para los anteriores.

Teorema 8. Si £ y T son transformadas de Hilbert de la cla

~no

Lz , entonces “f \l,Z = H £

se l[ 2"

Prueba:

: kA
Por el teorema 7, si fel , Il£[ . L M, i\ flll , donde M,
era la mayor raiz positiva de xP - (,Lp) x P'?‘—...-\= O.para
P = Z esta ecuacibén se reduce a X% - l = 0 por lo que M, = l
n/
no
£

y asi \\’:\E‘H z L “f“l L \\(%,\‘ . DPues = - f.
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Teorema 9.

N ~ . P ‘ n
Si f£ y £ son transformadas _de Hilbert de la clase I y gy g
©
nt
son de.la clase I¥ R ——:ld—+——;r-= 1, entonces —-Sf(x)g(x)dx =
® . .
-co
= S £(x) B (x) ax.
~od
Prueba:

Por el teorema 7 y por la desigualdad de HSlder las desintegra

les existen. Ahora si £ y g son de clase LZ' , entonces
< o«

@®
S(f(x) + g cx))"dx=g Eea+gtaN® dx=gkfcx)+gcx‘),"dx=
~ S0

-

QN
=S(g(x) - f(x))zdx per lo que la igualdad vale para el caso
“eb

2.

Ahora en la parte 4 del teorema 7 se demuestra que

[+ N
rl.\lla = Vg = —}—5 -—t—zl-}i—z— £(t) dt e igualmerite A]S'b= -Qy =
w (t-x)“+Y -
b -o.
_ 1 t - X s
= — 3 gCt) dt. Y tanto V, como Qb son funcio
B ” 0
. (t-x)* + Y
o ©
nes LZ por lo que tenemos que -—S Va(x,Y) Pb(x,Y') dx =
oy :

BN
=gUa(x,Y) Qb(x,Y') dx.. Haciendo a-=®, ysd,b»e® Y'5 0O
Yo

. ~ -
U, ¥y V, comfergen a £ y £ micntras que Pb Yy Q, a g8y 'E

y después se obtiene la igualdad.



Teorema 10.

S1i MP es la constante mis chica tal que

y Mq es la andloga para 11, entonces My
Prueba:

~
i fel’ entonces g(x) =1 f(x)lp-l

2]

®

g8 !

o0 NI
P

el . Ahora, por el teorema anterior,
o0

Hhe

de Hélder, (S ?(x)g(x)dx\ = lS f(x)g(x)dx
6o Foe) ~D

L ( Slf(x)l"dx)‘“’ ( \qcx)yqu)"q L
-3 -0 q . o © h2) S
(S 8GN " axy¥a. anora S\f(x)\ dx =
_od 0o

w0

o

\S}(x)g(x)dxl dc aqu151f(x)l P L

(Y[E(X)\ dxal/q dividiendo entre (
Yo ~
a la q queda \\fup L MP_Z_.M \fnp

w

De aqui que Mq L M

sgn.

p de donde se obtiene MP =M

27.

WEWp Loy (e

= M .
q

~
f(x), -donde. sgn(x) =

(1 x3$0, 0x = 0,-1 x& 0), pertenece a 1 pues
©

P
g (x)] @ ax =S(\§(x)lp_l) P-1ax =S | ?(x)\pdx y como fe€ r,

el 7 y la desigualdad

g el lgeole x 2
L

L
Lo o)

Mg ( } x)IP
:)

Yo .
=\S £ 1Fe)| P sgn Fox) dxl =1S f())g(x)dxt - .

M (S\f(a)l Paxy /P

lf(x)\de)llq y ahora

q




CAPITULO III

TEORIA GENERALIZADA

Para 1<{P{® se define DLP como el especio de funcio-
K P - g
nes tales que D (pEL » K=0,1, ... con la topologia local-
mente c'onexa definida por la familia contable de normas, H ()"m=
2oy, P,1/P
= (Z“Dl Q)” P) . Si idpng es una sucesién de funciones con
{=o
vergente a O en DLP’ ésto implica que %\Dllbz, i= 0,1,... con-
. P . .~
verja a O en L . Inversamente si %‘ﬁ)n‘g es una sucesion de fun-
ciones C™ tales que qume i para toda 1 e n y Zleng con-
verge a O cuando n-ec en LP para todo i, entonces esto implica

que iq)ng converge a O en DP.

u ' rd
Las funciones D : DLP+>LP,~: K = 0,1,... son continuas en -~

- « s -
. esta topologia. Inverdamente si D definidas en el conjunto de
7

Dl(l)eLP es continua para todo K, entonces s5i la sucesidén %den}
. K P
converge a O, las sucesiones 9D Q)E converge a O en L 'y por 1lo

tanto iq)n-g converge a O en DP . Asi que esta topologia es la -

K. ppoif.

topologi_a débil generada por la familia de funciones D b,
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Teorema 1l.

DLP es un espacio completo, es decir, DLP es un espacio de --

Frechét. (Ver Ref. 3 pig. III).

Prueba:

Sea ﬂ)ng una sucesibén de Cauchy en DP, esto implica que
W —>b ent’, $Pn{— @' en ¥, y en general PpXPni4f en
; para toda K. Que Sﬁ’“?s"de y §p {)ﬁ% >§' en I implica que
existe una subsucesién {Qni} tal que en casi todas partes
SLM (x)“g -0y {obn; x4 ). Sea ae R tal que esto -

se.. ‘a. Ahota SD (“)n ’)L [a ]_.y existe, pues D (?nieLP ¥

I(_[a x], la funcibn caracterlstlca de [a,x] esti en Lq asi -
%

S bn (%[a x] 47 = S D t‘)"nid)' = q)ni(x) - bni(a) en casi

(+S ® x
todas partes, pero por un lado 3 lbn dy--)&(b'dy, pues

\)S: 6?“5_“\?' dy\ES\D fn,; - 0 WL[a x]dyl_\ L CPE L

-

“f%[a,x]n q_>0, y por otro lado bni (x) - (;mi(a)\> (t)(x) - (i)(a)

©
en casi todas partes, de aqui que S(b‘dy = (b(x) - ql(a) en casi
S

todas partes. El mismo razonamiento muestra que DKP = (bl\éLp
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para toda K, y de aqui que beDLP.
©
Teorema 12. Cc es denso en DLP.
Prueba:

Sea‘{/‘(x)=OSi Ixt 2 ¥y 1 si le,Oé\"r(x)é\ con --
"Fe € Y con lD‘M ’\\"l/:K Sea"’kn(x) = q{_,(%) y tenemos que -
DM"')"n(_x) = n_MDY(—ﬁ-) y de aqui \ﬁ\'{"n\l: Kh, (ver ref.2 pig.9).
Ahora si f.sLp entonces f ‘{'neC%’ Yy tenemos que DMf(x)\i'"(x)

- - - -
= Z (rin) Dl\Yn(x) D™ *f(x), y como D* \{’_n(x) = 0 si X<&n pues

0
\‘(rx(x) =1 si x{ n, eventualmente DlYn(x) = 0 a medida que
n crece para todo x € 1 = 1,2,..., por lo quc sc obticne que -
1im D"fnoo£x) = DME(x). Ahora |D"(Ynf) - D"g|” &

n->oe

L (Z(?) \Di“(an_if \ + lefl)P L K (2 \Difl )P pue‘s fDiY'n estén
L0 [N
acotadas.

Por la misma constante, por lo que por el teorema de con-

©
vergencia dominada de Lebesgue, nligg\DK(‘li‘nf) - DKf \P dx =
© o
=\ 1im |D¥ ¢fne) - p¥e1Pax= o.
n-ymw

0

"Por 1o que 1la sucesié_n*‘nf—)f en D.P.

L
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Tecrema 13. La inmersidn Dc5DP es continua.

Prueba: ‘ -
Para probar ésto es suficiente con probar que para todo K C R
compacto, DKc—aDﬂ’ es continua, (DK es el espacio de funciones
€€ tales que supp Q C K, ver ref.3 pig. 125), y para hacerlo
basta con mostrar que si %Qﬁ&—?O en D) entonces 3@5&-;0 en -

Dﬁh pero si gﬁﬁs—§0 en DK esto implica, por la topologia de

K, (ver ref.3), que para todo i %Pl®ng~>0 uniformemente en

K, pero como K es compacto esto implica qgue 3?1@53—20 en ﬂ)

y de aqui que %@ﬁ3—70 en D;P.

Teorema 14. Si &€D;P entonces @ es acotada y %iﬁ;oo §(x) = o.

Prueba:

o0 L]
Para todo N&R, existe ?h €Cc con O E*]ﬁ&ﬁ{h! LX* y tal que
es 1 en (n-1, n+l)} y O fuera de (n-2, n+2)..., (ver ref.2 pég.g).

Ahora si X& B, la bola con centro en n y radio 1,
x X
™

dex) = ¢x) ¥nex) = Sncq) Vnyay =S yot,ay +S D pYmay L

~to (+] 4
E& @DYH dy + S D Q‘fn dy L (3\?ipdy)1/P (S\D*ﬁqq dy)llq +
8 © ) &
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( S\D@\de)l/p (S\H‘hq ayyt/a

B 8
Por la desigualdad de Holder;, pues ‘{’n y D‘{’n estén en 14 y --

i

(b('._DLP, asi que si x&B, \{)(x)\ L X (\\d{“ - “DQ) “p)’ y como
sblo .es vAlido para una bola con centro n arbitrario, es v4li
do para todo x y asi &)(x) es acotada.

Por otro lado, como be_DLP, para todo £>0 es posible encontrar

R )0 tal que tantog H)l P ax<te como 5 \D(P{de<g por le que -

>R . XI>R
para una bola B' con centro n tal que Rl + 2 £ |n| tenmemos que

LISy (S\cwpayal”’ (S\D‘fn\“ ayy1/a +(S\D¢[ Payy1/» (51%1“ ayyt/a
g S @ v
L gXK- y de aqui que \Q(x)\-—)() a medida que \x{->0D.

Teorema 15.
. . K X
Si Q&.DLP, D™H (i) = H D Q) Yy por lo tanto Hd} &DLP.
Prueba:

Haciendo un cambio variable y separando queda

<o

Hp oo = o | 40 e - 100, .
o - o

A G R RN

)
Y
& ° Y
Ahora como PS 11(:x) dat = l%)(x) PS% dt = O entonces tenemos -
o

il )
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o ) X
(b(t+x =
pg______l dt = P Q(§+XQ dt - P Q%El dt = Pg (t+x) -0 (x)
e ~13 t

‘r es continua para todo x y t y tenemos que DK‘{'(X) =

A
8 . )
S“{fx,t) dt donde "(/(x,t) = (“X%‘ (x) sitF0 y §r(x) si
9 ,
= 0.
X

o (x+t) - pxF b =0
t

si t0 vy DK’"lq)(x) si t =0

&) -n o
a-{ que como HQ) x) = ’?115;\[&;(,1;) dt + T: _Sw S ) (:::+x) at

y ‘\' es contfnua en (-N,N) y p—(%:ﬁ-— en |t} 2 N y diferencia -

bles, se puede aplicar la regla de Leibnitz para invertir el

<
orden de la derivada, es decir DHQ(a)— ——SDx (x,t) dt +
o w o©
LY
_%.. (S-;S) Dx t(t+x dt. Ahora las integrales ( S )
o o W ’ -co »
(t+x)
T dt convergen uniformemente para todo x si N DO,

pues por 1la desigualdad de Holder -%—L(%LDE—)— dt L

78

(_S(Dx@(t+x))P)1/P (S———lp— dt)l/p. La primera integral con-
t .
(o=
[33p-78) [N 1 gl 1
verge pues ¢€D y la segunda ) dat L_ F— Y esta serie
t Z N

[RILZ8 n=s
converge para P D1, asi que la 1ntegral converge Y por la prue

ba M 1las integrales convergen uniformemente. Asi que final-
W
-1 1 Dx@('ﬁx) _

mente D H @ (x) %SDXT(x,t)dt + —ﬁ-—% T dt =

b S LYY

1 (t+x) - DO(x) 4¢ 4 1 Dxd (t+x) 4. -
i o
-0

telyD
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[ oY
»
- -r% PSDxQI(:t-*x) dt + T}__ SDXQ£t+x2 at = T% pngQf:ter! dt =
. N
o [ANP7S) -
= —?11‘— P S %— dt = HD‘) (x) . Como 4)& DPy por induccidn -

)
tenemos que DKH¢ = HDK(‘) y por lo tanto la derivada no existe
/

y por el teorema 7 estd en L y as{ Hpe DP.

Teorema 16.

H:DLP -—)DLP es un homeomorfismo lineal y H~1= -H.
Prueba:
. n
Por ¢l tcorema 2, H es lineal, ahora como {),. D¢),...,D (1’ € D]}’

y por el teorema 7, HH DK (i) “p L Mg “D}\bu p Ppara todo K, -~-

por lo que H es acotado y por lo tanto continua. Ahcora como
HZ(%) = -(§), H es sobre y 1-1 y también de aqui, si H(P ="f‘ enton
ces -H(H@) = -H"»= (‘), y de aqui que ni=-n. -

El espacio DiP es el conjunto de funcionales continuas en
D/, &s décir DI]:P es el espacio dual de D/P. DiP es un subes-
pacio de distribuciones de D.

Pues I:D C->DIP es una funcibén lineal y continua por lo que si

T &DIJ}? Tol es continua y queda unicamente determinada pues D
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es denso .en ADLP.

D\TOI \
1 Sl

A DLP se le da la topologia localmente conexa 'generada -

por la familia de seminomas J)d‘) (T) =<LT,0> "--';JF: DP, Te D1P,

L
llamada 1a topologia débil. En esta topologia una sucesidn
Tn converge a 0. si 'y s6lo si para tu-o 'Or::‘l}P

de a O.

Teorema 17.

Si T es de soporte compacto TeDiP.

Prueba:

e ésto, ha ue mostra¢ .<ix odnffuncional lineal
Para demostrar é 11,

P.

continua en C® es también una funciv:al-linea en DL

e

3o

Ahora, C&° C DP CC® , y comn UC es denso en C° enton
ces DP es denso en c®. Por otro lado sea %@n\g—)O en DLP y K

un compacto en R. Tomemos una funcié_n '\I’kEC?:D que sea 1 en -

£ Tn, O +tien: @' ..
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una vecindad: ‘de X y 0. fuera de un conjunto: que:contenga a: K

entonces .

19" i gl - \2( R i LY Lic 3ot i || 2
L KE p¥ in y ‘de aqui que: "{’k(}ne D,P

{f ~Y:tiende a.0 con:n-w en-- - -
=0

1}) pues como ¢n~> O 'en DLP’ pt bn -0 en LI.)’

Como ("n &Lp_ Yy "‘l’k & ]fl S(i)n“{'k dx existe y tomando Xoé supp.

Wk y X €& K entonces q}n(x) { S'D(’ﬂ'k(}n 'i/)\DQ)n) dy L - 4
£ S("menw 0 0 1Y i 2@ & DY) all Sl ot Rl alf Dol o -

Yo N
L Cqa - ( Qn\ (X’n y esto -tiende a O-conn~S o - :
Por 1o que (‘)Ir)O uniformemente en K y asi %@;& »0'en C%®

por lo-que. I: DLP.,_,_?‘C"’o

c* » 'Tol. es-una funcional -en D_I?.':y'por lo tanto toda distribu-. .-

cibén en DiP.
En particular la distribucién § de Dirac estid en D

1
LP .

Teorema 18.

si £ e,

entonces la funcional
©

<f1 b)= S f(x)dy(x)dx con R) &€ D,P define una distribucibn en DIlJP
~&

-es continua y si T -es una- funcional..en:: -«
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Prueba:

(f} (§> es una funcional lineal.v Ahora si 1@%—>0 en Dl? enton

ces como 5&)&-)0, SLD 4),{%90, etc. en I vy por la desigualdad de
S © ©

H51der \Sf(x)(\)n(x)dxl L \ gfq(x)dx\ 17q \ gnt)g(x)ax!l/P«; 0 y asi
©

~o S

<f} O> es continua y por lo tanto esti en p*iP

Teorema 19.

T eD:ILJP si y s6lo si existen wi funciones, fl""’ fm en L9 ta1

. . .
que <T, ¢> =< lei, o>
i=o
Prueba:

Si T = Z_ lei con f; & Lq, por ¢l tcorema anterior TeD]P1
1=0 ’

Ahora, si T & Dip entonces como T es continua existe una vecin
dad V(m, §) en DLP tal que 41:,4)3 Z) para P e V(m,§). ) A]?ora
si (i)(x):{: O entonces ‘M)” m, la m-es una seminoma en DLP’
ﬂ«{)ﬂm'fo y Tg—”—m 4‘) € V(m,§ ), vy de aqui que para toda (}) €
Dp, j<T,0>lLc ;21}:1 {{ i ¢ Hp Ahora haciendo

(LP)mfl - pr P

... X L ni+l veces, definidas para peDLP

j:DLP~>(LP)““ }(]P) m+1)»comoj (lp) = (QJ, D(I), - ,.DTD(P) . Como es 1-1,
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. U(DLP) es un subespacio de (IF)mmy si definimos la funcional

lineal en J(DP) como {F, (§; DG, ..., D"P)S= &7, ¢
Si a J(DI?) se le da la topologia inducida por (Lp)m+1' por 1la
desigualdad, esta funcional es continua y por el teorema de -

Hahn-Banach F puede extenderse a una funcional continua en to

do (Lp]m+l. El dual de -(LP)m+1 es (Lq)m+1, por lo que por el teo
";:gema de representacién de Rusz existen Fo,..., fm en 19 tales
- m ©
que <T,0% = <F, (§,09,..., 0" > = 3 gfi p* 0 dx de don
i=0
~cd

de se obtiene lo que se queria.

La definicién de la transformada de Hilbert para distribu

ciones estd hecha de modo que si £ es una funcibén y Tf la Dis-

tribucidn generada por £ entonces THf = HTf. Como Q E.‘DLP, en-

tonces H Q) [ DLP vy por lo tanto tenemos que <THf’ (IJ)=
o

o

= SHf (x) () (x) dx = - g f(x)li(’{)(x)dx = (Tf, - H Q)) , asi que
-~ -

si se define (HTf, (}) = <Tf, - H ¢)> la ‘'relacidn que se desea

se cumple. Esto motiva la definicién siguiente.

Definicidén: Si f & DLPl entonces la transformada de Hilbert --
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HEf ¢ DP' es la distribucibn definida por {H £, ) = < £,-H§).
Teorema 20. -

1 2

Si F & Dﬂ’ entonces H £ = -f.

Prueba:

Lu2%E, &S = ZuE, - HYS = L £, v2 P> -
= L£, -0 = - £ 909

Teorema 21.

-1
El operador H: DiP—~>IH? es un inomosfismo y A t= -n

Prueba:
BRGHEC £, +0 £,), 6 = L £+ b £, -HH>-
=a {H £, ¢S + b (¥ £, ¢>

Por lo que H es lineal. Por otro lado si flr# fz )

<H fl’ ¢> = <\f1: - H Q:> * 4f2’ - H ®:> =

i

{H £,, §> . Anhora si h = Hf entonces {-Hh, ¢ =

Zh, HS = £, -H2 S

1 .
Teorema 22. Si f & Df’ entonces Dk (HEf) = H(Dkf)

<£, 0.
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Prueba:
£u pE, §> =4 pg, -H QS = .Lf, DHES = L&, HDOD =

= {-H£, D ¢> = <D H £, 4> . Y por induccién se obtiene -
que DXuf = mpXe.

1
Ejemplo: Como,Se_Dﬁ’ en transformada de Hilbert existe y es.

s, 0> =48, nd>-<§, - 2or (B any -

Ry
b o
= 1 (t] _/ _1 ;1
—-——T‘—PYt dt (—,“—P\T’q‘> .
<o
asi que H§ = - :%—PV —%—. aplicando de nuevo el operador H

se obtiene que H PV % =T .



CAPITULO IV

PROBLEMA DE DIRICHLET - -

[+ ] -
si § € DP definimos Hchx) == S t - T X beyar Ly
. o co x)- +Y ’
-1 Y
Fyq}(x) = 2 g ?t-_—x-)—?——:—-—z— \)(t)dt con y >o. .
-0

Teorema 23.

Hyﬁ) —>H39 b4 Fy(‘) ->3Q

Prueba:

Como se " vio en la parte

L-X

en D cuando y - o*

clasica, tanto Hy{) estén en I

Ahora, como Dx 5 2"— -Dt ———%—'—i—z— -entonces DH "#(x);
- (t-x)“+Y (t-x)% + Y Y
=_:-L—g¢(t) Dx z‘xzdt=-—§¢(t)nt t2°xzdt=

w R (t-x)° + Y i 2 . (t-x)*° +
0 .
= L S ”Df(t)————'——)—(—— dt por la fébrmula de-integracidn pdr -
113 2 :
4 (t-x) Loy N

partes y el hecho
14, y de aqui que

k
HyD t{)(x) y como

vada de Hy(" esta

De la misma maner

de que {)(x)~>o cuando |x}>e por el teorema

_ . . 2 k -
DquI(x) = HyD(‘)(x) y por induccidén D Hy{)(x)—

Dk@eLp b4 HkafeLp entonces la K es una deri
en ¥ por 1o que H @&DP
P q y 1

, P lim k
a se muestra que F}A)e, DP.  Ahora,

en L/Y-)ODHy=
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= ¢3m "H D¢ ="HD¥Q = D*H{ para. toda K, por lo.que H P->H] en’
Y50y ) b - > P -q y()

DP e__igualmentfe tenemos que Fyb-—>(§)’_- e DP porlos teoremas -

4 v 5. -

Ahora, andlogamente definimos para YD Oy fE Dllg

vy A - ,
nes H,£(x) = <f.(1:),;-ﬁ, 0 x) _",2} ¥ E E(x):

A

<f(t), ?:—;;—2—'——2'>

Teorema 24.

i
Hyf > HEf Yy Fyf —> £ en DIP.

L
1 1
En primer lugar, por la férmula de estructura para £tDLP, teo-
m ..
1 - X
Tema 19, tenemos gue H_£(x) = — Sf (‘t:) D ~———~T——7 dt
’ y TT E T oeix)deys o
10 [
con fi &-Lq,“‘,.péro ahora pura .cada i, : N
C o .
- i t - x i - i - X
Fa(o)Dr —= X 4t = (-1) 5 Fi(e)pr — 2 X at =
Sw £ o(t-x) 2y . X (-x) 2yt
N A\~
= -1yt ol 5f(t)——————~7£7dt— (a pi oy €. (x))
( * w (t-x) 2oy (1))1'“. x ¥y i

y como H fi(x)&DLq,

1 q
y Dx Hyfi(x) €1 y por lo tanto la suma de

funciones estd en 9y asi Hyf e 1. Siguiendo €} mismo TazQ

“namiento pero ahora con ————5 -y Vemos que F_f &Lq, asi que
- S ey Y

~las funcio- . .
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tanto Byf y Fyf definen distribuciones en D%P, entonces por

e wh 0
_ -1 i t-x
el teorema 19, (Hyf,@ N o= S fi(t) Di————dt
Tt P (t-xX)7+Y
m o ~20 1=0 -0 )
1 i Tt-X
dt dx = = E £.(t pr X _ gxdt =
k(x) T S 1( ) P(X) t (t-x)2+YZ X

170 - -0

[s 3]
X (-1)ifi(t)Di Hy@(x)dt = < £, —Hy¢>
o <

.Ma

=L
T

1

y ahora HE, ¢ = £f, -HQD> =20 £, -Hb> =

=Y1i>mo (Hyf, > , ¥y 1a demostracién que Fyf—>f es anéloga.

Teorema 25.

Si F(Z) es una funcidn analitica para Im(Z) >0 vy que sa-
. . . . .. ~p s e} N 1im -
satisface 1) para Y fija F(x+iy) & L%, 11).Y€>0 F(Z)

= f(x) en Dé?, iii) [F(Z)L;O a medida que Y->00 uniformemente

para todo x, iv) Sup. {F(z){ = Ag <t entonces F(Z) =
- exLep
Yz §>0

1 1
= <:f(t), —=— —=— para todo Z con Im(Z)> O, y en conse-
aMe ot - z> 7

cuencia sblo existe una funcidén F(Z) analitica satisfaciendo

{) - iv) y con la representacién anterior.

Prueba:

Sea C el cuadrado que va de -a+ig¢, de ahi hacia a+ia+if, ~--
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después hacia -a+ia+if o finalmente hacia -a+if€ . Por el -
teorema integral de Cauchy,.si Z + i¢ esté en el interior -
de C tenemos que

1 F(w - s
T S s (%ua) dWw = F (2 + ig).

c
Ahora, por las condiciones iii) y iv) para toda W >0 existe M

tal que si a>M entonces |F (t+ia+i€)l<\/1

Por otro lado, para w = t + da + ig si Z = Zo + i2,, ‘W - Z\>,

1 A 1
lw-21 ~ lo-z)’

E;Ia - Z4) , ¥ de aqui que y si a es lo --
suficientemente grande -Ef?i~——(_2, asi que la integral que
1 .

va de a + ia + ig hacia -a+ia+il queda

(aon)z

a ) a a
S‘—”“—"‘HE;E;;?? ac| & S \E(e+ia+i € dtfg Lt de»o
Iy ¥ Lt+via-Z ¢ “a {a-24f
cuando a-»>c0 . Ahora, la integral que va de a+i ¢ hacia atia+i§
a- a
queda F(-a+it+i }:. Ag c.
—aritz  19tE ) T 7 9t =
(a+Z206) +(t~21)
o o
a
1
L A —_— dt = —>0
- &S ga+z0)? e
2 )

Cuando a->q, e igualmente para la integral -at+ia+ ig hacia -



45.
ca+ig. Por lo que obtenemos

: : w

R 1 F(w) - 1 F(t+i _

1im oy S wo(zviy) v = (AT S t-Z at =
< .

a-ryen

= F(2+ig), Im(Z)> 0.

Ahora como t%z &DLP para Z fijo con Im(Z) >0 Yy como
F(Z)+ig) e 17,
[Le)
. 1 R 1 - 1 F(t+1& -
<F(Z*lﬁ),r—"_‘r Y —x-z— > = ] S dt =
. -
F(Z+ig), y como F es analitica en el semiplano superior, --°
haciendo 50 queda { F(t) L N YT
> T t-Z
Ahora sea a{ el espacio de funciones amidnicas w(x,y), con --
Y>>0 tales que i) para Y fija w(x,y)eLq, ii) lim w(x,y)=
o]

Y—>

= f en DlLP, iii) w(x,y) >0 a medida que Y->oo uniformemente -

para todo X, iv) Sup. w(x,y) = A L0
- 00O ket
¥>§>0

Teorema 26.
Sean U(x,y) y V(x,y) funciones conjugadas ena’{que conveggan

2 1 i Y
afyg yHg = f y ademas U(x,y) = < fl(t), —— e
' ’ T (t-x)2+y2 >

1
Vix, =f(t), - —
y Veoy) = e = (tk)ﬂ,>
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P“‘rueba_:

Como U y V son funciones conjugadas en x , Ux,y) + iv(x,y) -

es una funcibn analitica del tipo del teorema 25, y entonces -

se tiene U(X,y)+iV (X,Y) = <f(t)+lg(t)’ " 1 t - Z>

1 - 1 i . 1 t-x
- f(t)+ig(t), — ——-—2 - £()+igt), — ————
2 < w (t-x)“+Y ) z < (1:-)()2-0-\’2
1 . i . 1 .
——> 5 (f+ig) - —5— H(f+ig) en DP por el teorema 24 por 1o que

haciendo Y O queda f+ig = —]2— (f+ig) - —%— H(f+ig) e igualando

partes queda f = Hg y Hf

= -g. Ahora se tiene que

[ £0)+ig(e), gxr gy = 5 LE), = ;-x—’;z—;—z

-3 Lw, = ;)xwz> 4 Letvy, L ?{‘1—3717>
-5 Leod, (t =3 +Y2> T W, 5 H—><§—217_>

- L, ﬁl— (t- x) +y27 T dEw, Lft (t-:c;>f+Y2> i
_% {£(r), ——Tlr— prm— e +y> <f(t), a‘_—x—?m>-

- 1 (), _:T E—_—;—)—'%ﬁ S pues LHT.QS = <F, HED

g = -HE y H-((t—x;’2+Y2 = - (t‘_‘x')§+yz .y de aqui como tememos

que-U(x,y)+iV (x,y) = <f(t)+ig(t), 2.\:'[]'1 T:—LZ— tenemos que




47.

U (x,y) = <f(t), ‘TIF ?1:52_”'2—>‘ y V(x,y) =
1 .
-7 £ , =
( () M (t- x) +Y2 >

Ejemplo:

Sea resolver el problema de frontera AZ U =0 con U&b{ Yy --

lin UG,y) = - L PV L en Dp.
Y50 w
Esto es 1lim U(x,t) = H§ y tenemos que la solucibn es
- Y50
1 t - X 1 X
Vix,t) = (), — ————=5 = - =
NCARE LY (t—x)2+vz7 W oxZ o+ x?



Espacio
DLP Espacio
c®

Espacio

D,d? Espacio
D Espacio

DILJP Espacio

de

de

de

de

de

de

NOTACION

funciones tales que £fPaxiL , P

funciones £ t C con p¥f t ©¥ para todo

funciones infinitamente diferenciables.

funciones £ t C de soporte compacto.
distribuciones de Schwartz.

distribuciones en Dﬂ%

Hf,%;Transformada de Hilbert aplicada a £.

XK Espacio de funciones armdnicas superdecrecientes.

{+,@)Funcional lineal + aplicada a 1la funcibn O.

K.
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