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CAPITULO I. 

INTRODUCCION 

La transformada de Hilbert tiene su origen en una nota -

hecha por David Hilbert en sus conferencias sobre ecuaciones 

integrales, donde llam6 la atenci6n acerca de la reciprocidad 

existente entre ciertas funciones de la forma 

-ir 

g(x) = ~ ~ f' (t) log (c2J \ sem 

1r - .... 

~ ) g • (t) log (cz) \sem 

-1!" 

1 
f(x) 

2 

1 

2 
(x - t) l))dt. 

Esta reciprocidad puede ser vista como una forma que t~-

man las funciones conjugadas en la teoría de las series trig~ 

nométricas, y desde este punto de vista e~ investigada la r~­

ciprocjdad por varios autores como Plecsner, M. Rus:::, W.H. 

Young y Tetchmarsh entre otros, utilizando la teoría de las -

funciones analíticas. 

En 1912, Young considera esta reciprocidad de manera más 

amplia en la forma 

c:O 

~ ~ f (x + t) : f (x - t) dt ·; f (x) 

o 

g(x) 

(º f (x + t) t- f (x - t) J dt, y en un artículo de 1924, 
1 



2. 

corregido posteriormente en 1932, G. R. Hardy, a quien se de­

be el nombre de transformada de Hilbert, investiga esta reci­

procidad para el caso i.2 usando s6lo métodos de variable real 

considerándola en la forma 

g(x) 1 ~ f (t) 
=--P ---

\f t - X 

-co 

1 

(O 

S 
g(x) 

p --t-x 

-co 

dt. dt f(x) 

En 1927, M. Rusz utilizando métodos de la teoría de las 

funciones analíticas generaliza esta reciprocidad al caso t' -
y posteriormente en 1939 J. Cassar publica un articulo basado 

en el articulo de 1932 de Hardy, utilizando un método sugeri­

do por Tetchmarsh, en donde los resultados generales para t' -
son obtenidos usando técnicas de variable real unicamente. 

El caso L, para el cual no se cumple el resultado gen~ -

ral completamente es investigado por algunos de los autores -

anteriores, a los que hay que agregar los nombres de Pallard, 

Besecanetch y Kolmogoroff, cu~os resultados son genera~izados 

incluyendo métodos de variable real por L. H. Loanus en un ar 

ticulo de 1946. 

Con el advenimiento de la teoría de las distribuciones -

de L. Schwartz y su elegante exposici6n de la transformada de 

Fourier dentro de este esquema, varios autores investigan la 

generalizaci6n de la transformada de Hilbert al caso de las -

distribuciones. 
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En un artículo de 1983, J. N. Pandey y M. A. Chaundry in 

vestigan.una generalizaci6n de la transformada de Hilbert al 

caso de las distribuciones utilizando los espacios Dl de fun 

cienes tales que todos sus derivados están en l;_ definiendo 

la transformada de una distribuci6n como 

H p>. 

La transformada de Hilbert tiene aplicaciones a las ecu~ 

cienes integrales, ecuaciones diferenciales parciales y a los 

problemas de Frontera. 
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CAPITULO II. 

TEORIA CLASICA 

Teorema 1: 
CD ~ 

i) 1 p s L.ill. dt. ii) 1 ~ f (x + t) - (x - t) t - X 1\ 1f t 

-ce o 
donde f es una funci6n de variable real con valores complejos 

y las integrales tomadas en el sentido de Lihesgue, P denota 

la integral en el sentido del valor principal de Cauchy, son 

equivalentes. 

Prueba: tenemos que 

oc 

dt 

1 s f(x + 

1í 
t) - f(x - t) dt 

t lim 
é.""'O>o 

- f(x·- t) dt = 
t 

o 

lim 1 

l_...o 1T 

IX) 

~ f(x ; 

z 

t) dt - ~ 
E 

f(x ~ t) dt ) y haciendo -

la primera integral de cambio de· variable v = x + t y en la 

segunda v = x - t queda 

ce ~ 

lim ·l ( ~ f(x + t) dt 5 f(x - t) dt) 
E-,,.o \\ t t 

[.. 
O) '" 

~ 
'l(-(. 

lim 1 f(t) ~ f (t) ( dt + .dt ) 
'i.-">O 'it t-x t - X 

<:o 

~ 
l+~ p-=) f(t) lim 1 .ti!.l dt 1 dt. 

~--';>O 11 t-x í\ t - X 

\t-X\">~ 
-Q) 



s. 
Definici6n: 

,..., 
Dada f, si la funci6n f(x) 1 

Tí 
+ t) - f (x - t) dt 

t 

existe en casi todas parte, es la transformada de Hilbert 

de f. Equivalente, si existe en casi todas partes la funci6n 
ro ,._, 

1 p s i1!l dt ésta f(x) = es transformada de Hilbert de f. 
lt t - X ' 

-CD 
á 

,V 

también se denota por Hf f. 

Teorema 2: 

Si 'f1 y f 2 son las transformadas de Hilbcrt de las fun­

ciones f 1 y f 2 , respectivamente, a y b son constantes, enton­

ces 

Prueba: 

~ 
(a f 1 + b :E 2 ) (x) 1 

1\ 

a 
p ~ =1- (:) 

-co 

= a '1" 1 (x) + b 

Ejemplos: 

dt + 

r-J 

b 

lT 

f 2 (x). 

i) si f(x) = 1 (a, b). 

00 

p ~ 
- co 

s -= 

.(a f 1 + b f 2) (t) 

X - t 

:E
2 
(t) 

x-:--t dt 

dt 

1 a( X (b O en ótro caso) 



entonces 

/'J 1- [a,b~ 
1 

1T ~ 

(x) 

1 
t-x 

lim 
E-vo 

dt 

1 

1t 

1 

\f 

Í (a,b) dt 
t - X 

Ln 1 ~ = ~ \ 

6. 

,...., 
ri¡_ (a,b) = O en otro caso excepto --si x está en (a,b). 

para x = a,b donde no existe. 

~ 
V\ 

de este ejemplo y la linealidad de f, si f = .2. CCi 1- [ai'bi] 
,., 

donde las son constantes, entonces f existe excepto en -

un número finito de puntos. 

ii) si f(x) 

1 

11 

r::P s cos 

o 

rJ 
éos x entonces f(x) 

(x + t) - eos (x - t) 
t 

dt 

2 

1f 
- sen x, i.(>. f sen t dt J --t--sen x 

o 
- sen(x). 

r-' 
cos (x) 



iii) 

f(x) 

1 

if 

Teorema 3: 

1 
1 + x 2 J 

+ 

ro 

"" f(x) 1 

1T p ~ -l-~-t~2 

1 t 
e~ - tz 1 + 

co 

1 
~dt 

X 

7. 

1 + x 2 

Si fe J!' entonces p (Z) 1 s f (t) 
1fi_ ~ dt es una funci6n 

analítica para todo Z con 
-co 

ImZ/'O. 

Prueba: Sea ?J' una curva cerrada en el semiplano sup~ -

rior. 

~q (Z)dZ = ~ctcsn·i' 1 cs) ds 

'!- b 00 

1 s ( -f~(_t)~~ 
1T i. J t - ({' (s) 

=°' -co I:> 
1 \ f(t) ( °i' (S) 

TI¿ j j t - V\ ( s) 
-CD O.. 0 

d" 1

(S) dt dS = 

CP 

d s d t = 1f\. ~~ l"l) y-t --'_'--=z­

- co ()" 

dZdt o 

pues 1 t _ z es una funci6n analítica en el scmiplano sup~ -

rior, y por el teorema· de Morera ~ (Z) es analítica pues r es 
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arbitraria. 

Teorema 4: 

Sea f E :f , Y> O entonces para casi todas partes. 

1im 
'{-YO r f(x + t) ~ f(x - t) dt _ f t - x f(t)dt) = 0 j (t - x) z + Yz 

'{ -co 

Prueba: 

~ 
t - X 

(t-x) 2 + 2 
f (t) dt 

y 
~co 

X o:'.) 

~ t - X f (t) dt + s t - X f(t)dt 
(t - x) z + Yz (t - x) 2 + Yz 

-<:o X 

haciendo en la primera integral el cambio de variable v = x - t 

y en la el cambio v = t - x, obtendremos que 

S [t-x;,-:,, f(t)dt • ~ ,z: y2 (f [x + t) - f(x - t)dt 

-m o 

Por otro lado si H L y W(y) • ~ f(x + t) - f(x - t) 

y o y 

dt 

(w)<.YJ f: ) jf(x + t) - f(x) 1 dt +) 
o o 

entonces f(x) - f(x - t) / dt = 

=o (Y), Y"?o en casi todas partes. (Ver Ref.8, pág. 364, El Con 

junto de Lebesgue). 

Ahora, si fE.J!', entonces f·i-[-n,n] 6. L por lo que 
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w(Y) = o(Y) en casi todas partes del intervalo [-n,n], y como 

esto vale para toda n, vale en toda la recta y así w(Y) = o(Y), 

Y->O si f e:i!' en casi todo x. 

ahora 

ro 

- ~ 
o 

c:o 

~ f(x 
y 

+ t) - f (x - t) dt _ 
t 

t 2 (f(x + t) - f(x - t)) dt + 
tz + Y 

X 2 f(t) dt = 
+ y 

(º J f(x - t) ~ f(x - t)dt= 

(
1 

t (f(x + t) - f(x - t)) dt + Y2 
.) tz + Yz 

( r +'I (~ f(x+t) - f(x-t)dt= 
j J (t

2 
:i-Y

2
) t 

o '{ 1 

haciendo Y -» O 

\J,\ L-~ \,z:yi\·\f(x+t) 
y 

- f(x - t)[ dt ~ {y ~ jf(x+t)-f(x-t)ldt= 

o o 
1 = 7:'T W(Y) = 0(1) 

\ 
t 

máit Pues tz + 

cO 

\ J31 L yZ ~ 
finalmente 

yZ \ 
1 f(x 

tz 

1 
---zy-

t) - f(x - tJI dt 6 (1) 
+ YZ) t 

1 f(x + t) - f(x - t) 1 
(t 2 + Y 2 ) t 

dt. integrando 
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por partes, 

W(t)dt. 

ahora, 

y2 
1 

y2 w (1) W(Y~ [ ] e ) 
(t2 + Y2) t y 1 + y --- 2y_ 

y2 W(l) W(Y) L y2 K W(Y) o e i). 
1 + y2 --Y- y 

Como W t(t) -:>O, dada ~">O existe $>O tal que \ W t (t) l <. t_ 

si \t\<. J'. Entonces como se está tomando el límite cuando 

Y-> O, tomando Y(. S. 

y2 r _3_t~z_+_y~2-= W(t) dt <.E yZ $s 3t2 + y2 J Ctz + Yz)tz Ctz + Yz)z t dt 

y . 1 'f 
d t + Y z ( -~32-'-t_2_+~z-y~22~2 w C t) á. t. 

.) (t + y ) t 
~ 

Su segunda integral 
1 

2 ~ 3t
2 

+ Y
2 

y 2 2 2 2 W(t)dt y 2 K = 0(1) con Y->O. 
(t + y ) t 

ó 

ahora, para t >Y> O, 
ts 

3 t 2 ) 

y2 L 4 
3t2 -3-
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y de aquí 
3t2 + yZ L 4 por lo 

(tz + Yz)zt ~ 
que 

~' 
s 

ayZ 3t3 + y2 
dtf c4 yZ ~'{t- 3 dt (t2 + Y2)2t 

" 2 - 2 - 2 L.. y2 o..2 Y (Y - S ) 4€. pues V t..._ 1, y de aquí que 

s 
Yz } 3t

3 
+ Y

2 

(tz + YZ)2t2 
W(t)dt 0(1) y por lo tanto IJz\= 0(1) 

'/ 

entonces, finalmente tenemos que \J1 + J 2 + J 3 \ ~(l) para 

casi todas partes. 

Teorema 5: 

Si f:S:- l~ y Y > O entonces en casi todas partes 

co 
lim 
Y-) O 

_L \ ___ Y"--- f(t)dt 
1i J yZ + (x-t)z 

-<:b 

Prueba: 

Para Y >O y t6\R.., 

d > lim 
a emas, Y->O 

X - t. arctg-5--

y 

yZ + 

y dt 
y2 + (x-t)z 

-'C.. 

f(x) 

oO 

~ ~ y2 + ~x-t)z dt 
-a) 

1, pues 

1 



ro cO 

Y finalmente \ ( y )pdt = ( ( . 1 - -1:._ ldt = J y2+(x-t)2 _J l + (~)2 -Y 
eo -co co 

= ( 1 dt<OO ·para·--·P :>. 1-- así que y E:: t'. J (l+t2)P r , y2+(x-t)2 

12. 

-oo 

Ahora, si f E: l es cont.Ínua y acotada, dado 1;. >O existe$ tal 

que si lx-t\-'S, \f(t) - f(x)\(t_, entonces 
00 

\ 

(' y f(t)dt - f(x) \ L. 
JY

2
+(x-t)

2 

-oO 

¿_( Y ifCt)-fCx)I dt - J y2+(x-t)2 
-ot> 

"~ª ~ y =e y lf(t)-f(x)\ dt + \f(t)-ftlC)\tlt:. ~ J y2+(x-t)2 y2+(x-t)2 

L. ~-..-s~x .. ~ y dt -t K ) y ·r.:>\~:t:~ ---:, e c11ando Y->O. 
-~ 2 ,, .., 2 ~ 

Y +(x-t)~ Y~+(x-t) 

"'-~ -f:..") \lC:!:.:i\ 

Alwra, sea f c5o l y {h ... ~ una sucesi6n de funciones contínuas y -

acatadas en l que Cól!IYe:wrj.a puntualmente a f en casi tq_das PªE 

tes. Entonces 

ro co 

\ · y f(t) dt - f(x) \ __ Y ___ f(t)dt -
) y2+(x-t)2 ) y2+(x-t)2 -= ~ -~ 

-f 2 y 
2 

hnCt)dt + (' . 
2 

y 
2 

hn(t)dt - ~n(x)+h n(x) -
J Y +(x-t) J Y +(x-t) 
-ro -~ 

- f(x). Anora, sao._ N suficientemente grande para que 

[_ y \f (x) -hn (x) \ <... ~ en casi todas partes, 

3 \\ y-f- .J\'l-
~ IJ--"t:.) 



1 
q 1). 

13. 

GC> 

Tomando valores absolutos, tenemos .. que \J _ 2 . y . 2-f(t)dt - f(x) l f J Y +(x-t) 
00 d) -= . 

L \ y \f(t) -h,.Ct)\ dt + l r 2 y 2 1-...,(t)dt- hwCt)f Jh ... Cx)-
) Y 2+(x-t) 2 J Y +(x-t) Y},, '' '\ '' 

-q:, 
-co 

y como por la desigualdad de Holder 

L~ 
p 3 • 

h N es continua y acotada, para Y suficientemente pequ~ y como 

ño \ ~ 
-cO 

y como \"' N (x) - f (x)\ <. ~ tenemos que para Y suficientemente -
«> 

pequeño, 1 \ 2 y 2 f(t)dt - f (x)\ <. [ , y de aquí el resul J Y +(x-t) . 
-Dt> 

tado. 

rJ 
Teorema 6. Si f é-l en tone es f existe en casi todas partes. 

Prueba: Si e= x + Yi y Y:> O, ~(Z) 

dt -
t e X 

-co 

= 
1 ( !l!l 

ífL j t-Z 
-c:o 

f (-:lt) d t. 

d.t:. = 



14. 

cierto es, ~(Z) =U(x,Y) + i\.J(x,Y) es una funci6n analítica para 

Y)O, (Teo.3), por lo que 11' (Z) = ~-~l~tarnbién es analítica si -

Y) O. Si suponemos, sin pérdida de generalidad que f (x) ?;- O, 

entonces U(x,Y)),:..O y tenemos que\fcz)-\ = \([\J-i..r\= \~"\~1 por lo 

que 1 (Z) es acotada por lo que si Y--:.O entonces 1jr (Z) tiende 

a un límite para casi todas partes (Ref. 1, pág. 128). 

lim lfr _¡_ Y-')O T (Z) ¡O para casi todas partes pues por el teorema 5 

lim U (x, Y) = f (x) en casi todas partes y de aquí que sacando -Y--,o 

logaritmos, que es posible pues se considera el semplano U(x,Y)~O 

tenemos que ~(Z) tiende a un límite finito en casi todas partes. 

Por el teorema 5 limU(x,Y) = f(x) en casi todas partes, enton-
Y-70 

ces lim\f"Cx-Y) existe en casi toda_s 
Y~O oo 

y por el teorema 4 lim e ) f(x+t) -

que l.iu\ \f(x,Y) C y:~x+t/ ~ f(x-t; 
y_., o J 

partes (pues 'ü = ~P-~i-U) , -

f(x-t) - Ú(x,Y)) O. Así 

rJ 
dt = f(x) existe en casi -

b 

todas ¡;,artes. 

Teorema 7. Si fé:t entonces 

i) \\'f \\pf:.Mp \[f\\ p donde Mp s6lo depende de P, i.e., 

f E-i.1°. 
',::'.: 

ii) f = - f (f6rmula de reciprocidad). 



Prueba: 

Primera parte. Si Z = x + iY, 
o.. 

Sea ~a(Z) = ~ ~ i.1!.2._ dt 

1T

y r f(t) <..í\ dt.o.t - ~ r t - x f(t) dt = 

J (t-x) 2 +Y 2 - n J (t-x) 2 +Y 2 
-o- -o. 

15. 

Ua(X,Y) + iifa(X,Y). Esta es una funci6n analítica en el 

plano superior del plano complejo, por lo que por el teorema 

integral de Cauchey, si Les el camino cerrado formado par­

la recta L' que va de -R+iY a R+iY y por el semicírculo C: -­

Reit+iY, t [o,~] tenemos que 

s ~; (Z) dZ = r .~~ (Z) dz + } ~; (Z) dZ = O 
L jl y_ ~ 

Ahora, 5 ~;(Z)dZ = Í ~;(x+iY)dx. Por otro lado, tomando el 
l'. J 

supremo sobre la rect~ (-a,a). \ ~a(Z)\ 

= l ~ ( ~~t{ dt \ f. K sup t:Z = 0(-1-) 
1f (. )o- - \Z\ 

cuando Z->co. De aquí que \ Jc~;(Z)dZl~5l~a(Z)jpdZ L 

L long c-1- lf 1 zl O ( 1 ) P tenemos que ¡z¡ p \Z\ p ¡z¡ P-l y como > 1 

~!;:, ~ ~; (Z)dZ = O, y de aquí que j ~; (x+iY)dx 

= ~ (Ua(x,Y)+iVa(x,Y))pdx = o -ro «:> 

Segunda parte. Supongamos que 
<O 

para P.~!, §va (x, Y) 1 p ax L. 
-d) 

L Kp ) 1 Ua(x,YJ¡ :dx donde Kp s6lo depende de p. tenemos 

que [ua(x~'Y)\ = ; \ ( f(t) 
•1 J (t-x) 2+y2 

-o. 

..:!__ f !f(t)l dt L 
1T ) (t-x2+y2 

-o.. 
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1 f (t)l dt. 

Ahora, por el teorema de Fubini 

~ cri = 
(\Ua(x,Y)\ Pdx !::. _r_(' \ \f(t~I Pz dtdx J \T J j (t-x} +Y 

-: r l fe t) l p r ~-~ -=~ 2 <l t = ( 1 f( t)! 
íT J J (t-x) +Y ~ 

-co -co -c:o 

y por In de~igualdad que se supone válida, queda, 
tt> CD C0 

·~ v-;cx,Y)dx f:.Kp ~ U~(x,Y)<lxf::. KP ( \Ua(x,Y)\Pdx L 

-to reo •e() J c:O 

!:: Kp J 1 f ( t) \ p d t -

-CO 

haciendo primero a-::>coentonces \.fa(x,Y)~Ucx,Y), y después --

haciendo Y-:>O, por los teoremas 4 y 6, \Í(x,Y)-:>- f(x). Por -

el lema de FatoD, como (f\ p es integrable, 
d) co ce 

(¡r(x)\ P<lx .f lim (\Ú(x,Y)\ Pdx í:. lim \pfa(x,Y)IP<lx 
j Y-?OJ a-:>O j _ 

-<Jb -CQ -CD 



y por lo tanto 
eo 

s\f(x)\ pdx ~ 
-<:o 

17. 

(O 

Kp ~ \f(x)¡ p d?' 

-co 

Por lo que si se satisface la desigualdad que se supuso, 

i) se satisface. 

y 'Ú están en !Y. 
Además de esta demostraci6n se sigue que U 

Tercera parte. P un entero par. 

Por el teorema del Binomio, la integral 
ro s (Ua (x, Y) + flfa (x, Y))p dx O 

-co 'f P P P - 1 ~ r P P z 1 e 2 '}(' P 
queda.) (Ua+i(l) uª Vª - Cz) uª- Uª+ ... ~ua) dx 

-co 

i'.omando la 
ro 

) c'l)aP -
-d) 

parte real de esta expresi6n queda 

p P-2 2 P 
( 2 ) \) a U a + • • • ~ l) a ) dx = O 

o 

Como Pes un entero par todas. las potencias son pares,, y así' 

todas las funciones son positivas, por lo que pasando al otro 

miembro y cambiando todos los signos a positivos queda 

co~ p p seo P-2 2 (< p 
\Ja dx ~( 2 ) '\fa Ua dx + ... +jUa 

~ -~ = ~ 
gualdad de Holder Slf P- Zku Zk dx L 

-í:ó a a 

dx, y ahora por la desl-

= co r P-Zk r 2-K 
(J~Pdx)--:-P- (.)u~ dx) -P, 

-= -c:D 
y sustituyendo esta exprcsi6n en la desigualdad anterior se -

obtiene 



{!) co <P 
( P ( P P- 2 ~ 
J 1fa dx f.(~) c.J'U'adx) -P Cj 

-<:o -c:o ClOS 

dividiendo entre u~ dx 

p 2 
uª dx)"F+ ... + 

-Q) 

queda 

-Q) 

y si hacemos xp = entonces la desigualdad anterior -

toma la forma Xp !5::_ (~)X P- 2 + (~) X P-4 + ••• + Ahora el poli_ 

nomio Q(Y) = Yp - c1 yP- 2 - ... -\con Ci)O, Q(O) = - l y si 

..., P-2 \ P-2 / P y,.1+ ... +c
1

, tenernos que c 1 Y + ... +(.Y (C
1 

+ ... +)<(Y 

por lo que Q(Y))O'sii: Y >1 + ••• + c1 , de aquí que Q(Y) tiene 

una raíz positiva Kp tal que Q(Y})O si Y>Kp, por lo que si 

Q(Y)f_o, es decir yP fc1 xP- 2 + ••• +! entonces Yf:.Kp, así que la 

P P-2 
desigualdad xP~(2) x + ••• +)tiene una raíz positiva MP, -

que· s6lo 
co 

~ 1s; dx 

-co 
i. e., la 

par. 

depe:dr d: .P tal que x.:::_Mp, y de aquí que 

f: Mp j Ua dx, y se puede aplicar la segunda parte, -

-co 
desigualdad i) del teorema se cumple para P entero 

Cuarta parte. P no es un entero. 

Como f = f-t - f- con f+ y f- en if, y la transformada de Hil bert 

es lineal entonces se puede suponer sin pérdida de generalidad 
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que f~O. Como Y;>O entonces U(x,Y)~O y Ua(x,Y)o'lO. Ahora, -

si W = a + ib entonces (a+ib)p ~ ! P log (a 2 +b2) +. 2 P arcty(&) 

e%) con -!lf(arctan C~) <.. nr·. Haciendo a-»O obtenemos (ib)P= 

=(2.l P log b 2 e.:!:.1 iplr = \b\\) e_.:!:. !1íip donde se toma+ si-

b )O y - si b ¿_o. Por otro lado por el teorema fundamental --

del cálculo \ (a+ib)p - (ib) p [ = P l~
a+ib 

l 
a+ib 

Z P-l dZ ~ P s \Z\P-l dZ ~ 
ib ib 

P-1 
L P(a2+b2t ---Z- a, pues a 

P-1 
i6n y (a 2+b 2)--Z- es el 

es la longitud del camino de integr~ -­

máximo que puede tomar en esa recta la 

P-1 
TtJnción lz \ 
Poniendo en esta 

= 1 + lb\ 2 ;a 2 
2 

1 (az°' + \b\ 
7 

Ahora si x )O y oC> O 1 ;x ¿_ (l+xol)%< 

lb 1 2 2 l+x 
desigualdad x = 1 /a , obtenemos que ~ 

2 2 \b\ 2 
o( 1/..: 

a ;tbl ( c1 + C-;z-) ) = 1 

7 
., « 'l<f.. ? ? ,.,,, L 
- ) , de donde se obtiene (a-+\b) -)""' 

finalmente 
P-1 

y de aquí P(a 2 +b 2 )-z- a~ 

La raz6n de poner \bl P-l es que b puede ser menor que O y e~­

tonces considerando a b 2 que es mayor que O e igual a \b\ 
2

, es 

decir 1 (a+ib)P - (ib)P \ ~ P2! (P-l) (ap +a lb 1 P-l). 

Ahora, aplicando esta desigualdad a Ua + ilfa, tenemos que 
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\ Scua+i'\fª)P~~~.,.j~f::s \cuª+i'lfª)P- Ci1.fª)P l dx~ 
- et> co -co O'.) 

P2! (P-l) ( ~ Uap dx + j Ua \\fa\ P-l dx), pero como 

lcu~ + i'lf~Pd~co= o qued.~\Ii'-f)dx\b 
f PZHP-1) ( ~ Uap dx + ~ Ua \\Ja\ P-ldx). 

-CD -óO 
Ahora, 
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Ahora la funcion f (Y) = YP - CYP-l - C, con C /O es contínua y 

f(O) = -C, y si Y )'l, C en~onces C yP-l+ C t. yP-l (2C) t.. YP, --

por lo que f(Y)> O si Y> ZC, de aquí que f(Y) tiene una raíz 

positiva Mp tal que f(Y)) O si Y°)' Mp, por lo que si f(Y) ,f_ O 

entonces Y~ Mp donde Mp s6lo depende de p. Aplicando esto a 

XP f. Kp + K XP-l entonces se obtiene igual que antes que -­
P. 

ce co 

,..v;:iste una raíz Mp tal que ~ \va\ P dx ~ Mpp S u;:t dx y aquí se pu~ 
-ci> -cO 

Je aplicar la segunda parte y se obtiene que la desigualdad i) 

del teorema vale para p no entero. 

~"1inta parte. F6rmula de reciprocidad. 
co 

- .. "'·'.H el teorema 5, /_!¡,m0 ~[U(x,Y) - f(x)!pdx =O. 

Ahora bien, como~ l ua\ p -d: b r \f (t)I p dx entonces 

riU [x, Y) - U
3 
;:, YJ\ p dx !;, -: f, r) \ <[tJ[ dt, 

-tD -tú (). 
y como f €: ! ésta tiende a O a medida que a -i>CO, de aquí que 
co co q) J lua(x,Y)-f(x)[Pdx!:~\Ua(x,Y)-U(x,Y)lpdx+ílucx,Y)-f(x)\Pdx, y por 

.,.: tanto j 1 Uª (x, Y) :: (x)/ P dx-:> O a med-~da que Y-;> O, a --.;> Q:> • 

-<x> l (Z) 
Por otro lado l\'a lt_:> O es una funci6n analítica en 

z - 3 - iii_ 
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todo el semiplano superior excepto en el punto 3+ i~, por lo 

!' r: _·_z~.,ª -e_cz_ ~•i que .por el teorema del residuo Trl 
1 

j 
0 

L _ -~z~ ~a ( :S +, ~~), 
-co 

(la P ~ es integ._ral en el sentido del valor prinéipal) ,. tomando 

r las partes imaginarias, ~ P esto 

/V 
-co 

es Ua (x,1_) =-Va CS
1

11._) por lo que por la desigualdad ya pr~-

bada para los casos entero par y no entero 
ce a::> 

~ \Va(x,Y) 

-co 

+ f(x)! Pdx f. MP ~ \ua(x,Y) - f(x)!Pdx y 
-CO 

i .iende a O a medida que a -~co y Y-/ O. 

Combinando los anteriores resultados se obtiene que 
N) 

¡"· 

¡ \ \ "'ª (~) -
•) '\" 
·'=> 

-~~\x) V 
(f(x) ) p dx) -¡:P ~ 

4=_ ( ~1Va_Cx,Y) - .f(x)P dx~ l/P ,+ i 

-c:o 
tiende .a.o a medida que Y-::>0, a~co. 

ésta --

Ahora, por el teorema de los resjduos 1 
21T i.. 

CD 

~ Qa (Z) dZ 
z-s-(vt_ 

-a:> 

= ~aC"S+L"l_), YL.. I(_, haciendo la integral sobre la trayectoria 

que se compone de la recta que va de -S- R + iY a~+ R + tY y 

sobre el semicirculo de radio R y centro en~+ iY y haciendo 

después R~ro, haciendo a-">00 y Y-7 O y tomando en cuenta la --
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CO 

Última desigual das se tiene que 1 r 
'211t. J 

N 

f(x)-if(x) dx 
X - ~ -l't. 

23. 

~ e!,+ l\ ), es decir I!.~<.. ! ~ i!~x~ lvt_-:x 
~ (~+i.~) - 6:~ _1 x- i7::)l~ dx =-}-- ~ (;5+ tt_), --

es decir, 11"~ 5"> ~ _ f (~) cix = ~ ( ') + i.~) y tomando partes 

-CD 1 ~ X - 5 IVf(~)d~ reales queda que ~ 2 2 ~ ~ -U("1' , Y] ) 
" (x- .S) + I(_ L> l 

-"' 
y haciendo ~~O, por los teoremas 4 y 5, esta igualdad queda 

S
et>,,_, rv 

::r ) = __ l_ f(x+t) - f(x-t) .,x 1f t dt, es decir 
~ 
f = - f. 

-et:> 

Sexta parte. P entero impar. 

Si ponemos q -i- , q es un número no entero para e] cual -

ya está demostrado el teorema, por lo que si se puede concluir 

la validez del teorema para Zq, para cualquier q, el teorema 

queda demostrado. 

Ahora (~a (x+iY) 
2 

Y .::>O 
. ' X - °5 ' es una funci6n analítica que tiene un 

polo en 5 + iY. Aplicando el teorema de los residuos como en 

Ja parte 4, se obtiene que 
_1_ p ( Cepa (x+iY)) 2 dx = 

\h. J X -s 
-CO 

es la integral en el sentido del valor -

principal. Esto es, 
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(!) 

_l_ ( Ua 2 - Va 2 + Zi 
Íf(. j X -

Ua Va dx = 
- CX> 

= UazeJ ,Y) 
2 

- Va C_s.Y) + 2i'1Ja es ,Y). Va es ,Y) igualando -
~ 

1 ) ua
2 

va
2 

partes real e imaginaria, ~- ~---'--'-- dx = -2 Ua Va 
~ Tl -C:J:J X - ~ 

es decir Ua 2 - Va 2 
= -2UaVa. Ahora sean 't (x) = y 

1- (x) 

a<:<uÍ j.Cx) = 2 UaVa + f ex) y!'} ex)! f. lf ex) ( + 2 \UaVa\; 

\'}ex)\qf: elt ex)\+ 2 \uava[)q y usando e\+ a)q~ zq e1+aq) 

obtenemos que \jex)(q ~ 'Zq \yex)\ q + Z 2 q [uava/ q 

to = r 
de aquí que ~ \1Cx) \ q dx b -z.qj \ t (x) \ q dx + a_'2q J 1- U a Val q dx. 

-~ -~ -ro 
y ahora por la desigualdad de Hblder 

CD C0 co 

~ \Ua Va\ q dx ~ ( )~Ua\ Zq d:x: ~ \Val 
2

q dx) l/z 

-<X:> -co - O() 

y por la desigualdad i) del teorema válida para q y por'la f6r 

mula de reciprocidad válida también para q. 
<O = cP 

~\Va\ gq dx ~ ltcx)\ q dx ~ Kq ~ tuafq dx y L.Kq ~ \1ex) \ q dx, 

-ro -<:1> -ce -DI:> 
de estas se obtiene ro CD 

= d) 

cj '""\ •qdx·)\v"\."dx)y, ~\Va\ e.qdx ~ K1 J \va\ z.q dx + Kl 

- 00 -tb -co -.,C, 
Poniendo Z.q p y Kp )'O 
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) \Val P dx 

-oo 
dividiendo 

~ 

4:_ KP) lUa\ P dx 

,._-tC> p 
entre) tual dx 

-oó 

c:f) co 25. 

+KP (~ \Ualpdx~ \Va\Pdx)Yz, -

y poni;~o xZ = ~t~,lnJU(ll?J~ 
de manera similar a los casos anteriores, se obt{ene 

xz L KpX + KP' que de la misma manera se concluye que X no 

excede la menor raíz positiva de Xz. - KpX - Kp = O, así que 
co co 

~ \Va\Pdx !::. KP} \Ua! Pdx donde KP s6lo depende de p, y de 

-"<> -a:> 
aquí se obtiene por la parte ~ la válidez del teorema para -

P impar. 

La f6rmula de reciprocidad para este caso se demuestra igual 

que para los anteriores. 

Teorema 8. Si f y f son transformadas de Hilbert de la cla 

se J~ , entonces \\ f \1 'l. 

Prueba: 

Por el teorema 7, si fEóJ!- l\f 11 'l. L M'L \\ f\ll. , donde M.z 

era la mayor TaÍz positiva de xP c,iJ X 
P-'t. -... - l = O.para 

p z esta ecuaci6n se reduce a x2 - 1 = o por lo que M'Z. 

/'.1 

\l 1' 11 'l. ~ 
rv /"V 

y así \\ fl\-z. L \\ f \l 'Z. 
pues f f. 



Teorema 9. 

,.._, 
Si f y f son transformadas.de Hilbert de la clase C y 

(Ú 

son de .la 
<!> 

clase Lq , - 1-+-1 -. = 1, entonces q p 

= J f(x) g (x) 

-cb 
P;rueba: 

dx. 

- ~'t(x)g(x)dx 
-co 

26. 

/\../ 
g y g 

Por el teorema 7 y por la desigualdad de Holder las desintegr~ 

les existen. 
tD 

~-~(x) + g 

Ahora si f y g son de clase g , entonces 
"' <D 

.z. ( ~ ~ (e~ "\'l: 
(x)) dx = J (f(x)+g(x))) dx = J \.f(x)+g(x.I) dx = 

- "" '-<O 

= r'ci Cx) - f(x))zdx por lo que la igualdad vale para el caso 
-<ti 

if . 

Ahora en la parte 4 del teorema 7 se demuestra que 

,V . ""' 
Ua = -Va f(1) dt e igualmente Pb= 

=+s -b 

t - X g(-t) dt. 
(t-x) 2 + y2 

Y tanto Va como Qb son funciE_­

ó> 

nes ~ por lo que tenemos que 
a:> 

- ) V a (x, Y) Pb (x, Y') dx = 

-d:> 

= ~ Ua(x,Y) Qb(x,Y') dx. 
-ci> 

Haciendo a~ro, y.,l:)_,b->e:> Y'..;> O 

y V a com\Íemjen a 
,._, 

f y f mientras que Pb y Qb a 

y después se obtiene la igualdad. 

,.., 
g y g 
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Teorema 10. 

N 
Si Mp es la constante más chica tal que \\ f \\ p !::_ Mp [!f l\ p 

y Mq es la análoga para tI, entonces MP Mq. 

Prueba: 

p "' 1 p 1 ,., Si fE-1: entonces g(x) =\ f(x) - sgn.:f(x), donde.sgn(x) 

y como 

flé:i!'. Ahora, por el teorema anterioT, el 7 y la desigualdad = ~ - ~ 

de Holder, l ~ f(x}g(x)dx \ = l ~ f(x)g(x)dxl !:::_ )\f(x)\· \g(x)\ d x L 

!:: e r!f(x)I p ~:) 'fp e r)\g(x)¡ q~:)Yq --'=- Mq cr l~Cx)/ p clx)'IP 
.., -~ -co <o ·: J 

C [ lg(x)( q dx)Yq_ Ahora~ \f(x)\ P dx = ·.- -0> 

th -ob "° 
=\~}'(x) \f(x)\P-lsgn f(x) ~xi =l~:(;-:)g(x)dxl = 

Is.., l . ( .., P 5. P l/P· 
= _.; (x)g(x)dx , de aquí J~ f (x)l dx · !: Mq ( _,Lf (x)I dx) 

cS1:Ecx)\rdxD 1 1q dividiendo entre e ~tícx)\pdx) 1 1q )'ahora 

-<O -<O 

a la q queda \\'f \\ p L Mp b Mq \\ f \\ p· 

De aquí que M ~ q Mp de donde se obtiene Mp 



CAPITULO III 

TEORIA GENERALIZADA 

Para 1 <. P L. CC> se define DJ!' corno el especie de funcio-

nes tales que DK~ € J!', K = O, 1, con la topología local-

mente conexa definida por la familia contable de normas, 11 ~lfm= 

"" . 
= e¿ \l ni H ~) l /P. 

l::o 

Si {~n~ es una sucesi6n de funciones con 

vergente a O en Di}', ésto implica que tni~~' i= 0,1, ... con-

verja a O en J!'. Inversamente si t ~n"S es una sucesi6n de íun-

· e~ ni"'n' ,P cienes ~ tales que ~ t L con-

verge a O cuando n-~oo en J!' para todo j, entonces esto implica 

que l~n i converge a O en DJ!'. 

Las funciones n": D¡J->J!' · K 0,1, ... son contínuas en -

esta topología. Inverdamente si D~ definidas en el conjunto de 

Di~ E J!' es contínua para todo K, entonces si la sucesi6n t~n1 

converge a O, las sucesiones {.nKt\J~ converge a O en J!' y por lo 

tanto l~n'\ converge a O en DJ!' Así que esta topología es la -

topologia débil generada por la familia de funciones DK: D¡J--:>J!' 
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Teorema 11. 

Dl es un espacio completo, ~s decir, Dl es un espacio de --

Frechét. (Ver Ref. 3 pág. III). 

Prueba: 

Sea l~n~ una sucesi6n de Cauchy en Dl, esto implica que 

L para toda K. Que l~n~-) ~ y LD ~~ -7~' en l implica que 

existe una subsucesi6n t~ni"\ tal que en casi todas partes 

tf:ni (x)S-¡, ~ (x) y ln~ni (x~ -~ ~' (x). Sea a .:. 'R tal que esto 

<O 

Ahora ~ D ~ni 1 [a,:x] ~y existe, pues n 1n j_ i;:,. J!' Y 
-c:o 

.::.e·_ 

}. [a,x], la funci6n característica de [a,x] está en Lq, así -
co l< 

que~D? ni1[a,x] dy; ~ D ~.nidy; ~ni(x) - ~ni(a) e:ri casi 

tod:': partes, pero por une.lado )"'n ~nidy-->~¡'dy, pues 
l(_ <O (). o. 

\ ~D ~ni - ~· dy \ !::_ ~ \D ~ni - ID'\ -y_ [a,x]dy !::: \\ D ~ni - ~· \\ p 
~ -c:o 

\\ 7ra,x] 11 q->o, y por otro lado pni (x) -1ni (a)..,, ~(x) - ~(a) 
.., 

en casi todas partes, de aquí que ~ ~'dy ; ~(x) - ~(a) en casi 
·c:o 

d El . . nKh -- J-.K é TP to as partes. mismo razonamiento muestra que y ~ ~ 
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para toda K, y de aquí que ~E. Dl. 

o::> 
Teorema 12. Ce es denso en Dl. 

Prueba: 

Sea tcx) = O si lx\ Z y 1 si xLL O f '\r (x) f.\ con 

"{r é:, c'f? y con \n"' Í'" 1 !: K. Sea in (x) "\!, (~n) t \ y enemas que -

Ahora si f é, l en tone es f 'fn €.. c'É' y tenemos que n"'f(x)t(x) 

""' 'm i\lr m-i il!r-= L (i) D rn(x) D f(x), y como D \ n(x) =O si Xl...,n pues 
... ..., 

'fn (x) = 1 si x ¿_n, eventualmente Di 'fn (x) = O a medida que 

11 crece para toclu x e .i = 1,2, ... , por lo que se obtiene que -

n...,oo 

~ (f(~) \Di'\°nDm-if \ + [Dmfl)~ f_ K CI\Difl )p pue
0

s -nitn están 

i~ ~ 

acotadas. 

Por la misma constante, por lo que por el teorema de con­
«> 

vergencia dominada de Lebesgue, nl~~lDKC'fnf) - DKf\P dx 

~cP \ K \Ir. K p -co 
= lim D c1nf) - D f\ dx = O. 

n _.,CIJ 
-<O 

. Por lo que la sucesi6n tnf-;;>f en n¡y. 
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Teorema 13. La inmersi6n D ~DJY es contínua. 

Prueba: 

Para probar 6sto es suficiente con probar que paia todo K C R 

compacto, DK"->DJY es contínua, (DK es el espacio de funciones 

C~ tales que supp ~ C K, ver ref.3 pág. 125), y para hacerlo 

basta con mostrar que si l~n:S-.>o en DK entonces ~~n1-::>0 en -

DiJ, pero si ~~n~ -:')O en DK esto implica, por la topología de 

D.r.., (ver fef.3), que para todo i i_ni~n~-:>0 uniformemente en 

K, pero como K es compacto esto implica que ~i~ns~::O en JY 

y de aquí que 1_c)in}--;>ü en DJ!'. 

~ ~ lim l1¡ Teorema 14. Si E: DTP en tone es es acotada y (x) 
'"' lxH>ro 

o. 

Prueba: 

Para todo 'l'" R, existe tn 
cO 

E: Ce con y tal que 

es 1 en (n-1, n+l) y O fuera de (n-2, n+2) ... , (ver ref.2 pág.9). 

Ahora si Xé B, la bola con centro en n y radio 1, 
~ X ~ 

~(x) = ~(x)Í'nCx) = )uc~ Yn)dy =) ~m\naY +)D D ffn dy L 
- <O o 

~) 4ntn dy +) D ~tn <ly b cj\~lpdy)l/p C~\n_tn\q dy)l/q + 

(3 ~ {) ~ 
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( ~\D~\Pdy)l/p cj\nt¡q dy)l/q 

í3 B 
Por la desigualdad de Holder·, pues t n y Dtn están en Lq y - - -· 

i\i~D~ 1 así que si xt;-B, \pCx)\ !::_ K ( \\~\lp+ \\D~\\p), y como 

s6lo es válido para una bola con centro n arbitrario, es váli 

do para todo x y así ~(x) es acotada. 

Por otro lado, como ~E.D~,para todo[:>O es posible encontrar 

R /O tal que tanto) \~l p dx~ 'C... como ) [D~I p dx ~ ~ por lo que -

l<\:>R l<l>R 

para una bola B' con centro n tal que IR\ + 2 <lnl tenemos que 

\~Cx)\ b_ cfl~lpdy) 1 /Pcfl_n't°n\qdy) 1 /q+C\\D~lpdy) 1 /p cÍ\'\'n!qdy) 1 /q 

J\3. je J ~· Jr: 
b'LK· y de aquí c¡11e \~Cx)\->0 a mecljda 'lile \X\-o>OO. 

Teorema 15. 

H DK~ y p9r lo tanto H ~ é D~. 

Prueba: 

Haciendo un cambio variable y separando queda 

H.h (x) = .:_ P ( ¡\i(t) dt = - 1- Pf l\i(t ~dt 
'!' " J t - X _( \ "Jr > t t 

~ PI $C~+:)-:t + ~ CJ + J )~ c\lc~+x) dt. 

Ahora c-:o P) qi~x) dt = ~7x)'-' P) {- dt O entonces tenemos -

-,.:> -µ 
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1-l 

P) l\l(~+x) dt 

-µ 
dt - PJ~ dt = 

-rJ 

pr vct+x¡-rpcx) dt = 

_..., 
= ftcx,t) dt donde1(x,t) cj> ( t +x) -p (x) si t:¡:o y ~'(x) si 

t _,, r 
t = O. es continua para todo x y t y tenernos que 

DxK ~ (x+t) - DxK ~ (x) si ttO DK+l~(x) si t = o t y 
t.l - ... ~ 

a.:- L H ~ (x) = ,: ~ tcx,t) dt + 1 d + J) ~(t+x) dt que corno t Tt 
-,J -ro ,.l 

'r continua en (-N,N) QCt+x) lt\ ~ N diferencia y \ es y t en y 

bles, se puede aplicar la regla de Leibnitz para invertir el ,., 
o~den de la derivada, es decir 

Dx ~ (t+x) t dt. 

DH~(x)= _!._ Í Dxt(x,t) dt + 
TI J,., _µ ce 

Ahora las integrales ( ~ + ~ ) 

-= ~ 

convergen uniformemente para todo ~ si N >o. 

pues por la desigualdad de Holder ~ Dx ~ 
. •"t.l~¡._\ 

(t + x) dt L 
t 

-

!: e~ cnxt\>Ct+x))p)1;P cS tiP dtJ1/p. La primera integral con-

!E.-
ltl:ViJ ·~>,¡..) \ 1 

verge pues ~EDJY y la segunda J tP dt ~ ¿_ :P y esta serie 

ltP/IJ """ 
converge para P ;:>1, así que la integral converge y por la pru~ 

ba M 

mente 

1 

íT 

las integrales convergen 
µ 

D H ~ (x) = .!. Í Dx'tcx,t)dt 
,_, íi j 

p ~ Dx~ (t+x) t - - ~IÍl (x} dt + 

-f.l 

uniformemente. 

+ l_ \ Dxcji (t+x) 
n- J t 

!ti>,.> 

_l_ \ DxQJ (t+x} 
Tf j t 

1 t.\:,-1.J 

Así que final-

dt 

dt 
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~ 

~ P ~ nx?~t+x) 1 p l Dx~(t+x) dt + 1 Dx~ (t+x¿ dt 1 dt 
11'. µ t 1T" t IT 

p rD<\J(x) 
lt.l)/IJ -<O 

1 dt=Hnrcx) Como ~E. DJ!'Y por inducci6n -
11" t-x 

-«? 

tenemos que DKH~ HDK~ y por lo tanto la derivada no existe 

y por el teorema 7 está en J!' y así H~e. DJ!'. 

Teorema 16. 

H:DJY -;>DJ!' es un homeomorfismo lineal y H-l= -H. 

Prueba: 

Por el teorema 2, Hes lineal, ahora como t~ D~, ... ,nn4 ~ Df 

y por el teorema 7, L para todo K, -· 

por lo que H es acotado y por lo tanto cont~nua. Ahora como 

H2f = -?, H es sobre y 1-1 y también de aquí, si H~ =1 enton 

-H'} = ~. y de aquí que H-l =-H. 

El espacio ntp es el conjunto de funcionales contínuas en 

DJ!', es decir nf P es el espacio dual de DJ!'. 

pacio de distribuciones de D. 

n 1 P es un subes­
L 

Pues I :D "-)D¡_!' es una funci6n 1 ineal y contínua por lo que si 

T ~Dl To! es contínua y queda unjcamente determinada pues D 
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es denso .en .DJJ. 

A DJY se le da la topología localmente conexa generada -

por la familia de seminomas ..P~ ·(T) = (.T ,t\J> ; ;<+~e:. DJY, 

llamada la topología débil. En esta topologí~una sucesi6n 

·~ 

Tn converge a O si ·y .s6io si· para t.o·:o ·or -~>JY, Tn, o tien 

de a O. 
.-...1 

Teorema 17. 
-~·= ... : 

Si T es de soporte compacto T ~ ntP. 

Prueba: 

contínua en c 00 es también una func.;.,, .. a..1·1inea en DJY . 
. . ~ ~ 

Ahora, Ccco .C DJY C C~ , y cor.;.-, es denso en ceo enton 

ces Di!' es denso en Ceo. Por otro lado sea i~n1-~o en DJY y K 

un compacto en R. Tomemos una :funci6n 'fke c'f? que sea 1 en -
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una vecindad•·de K y·O· fuera de· un conjunt:o:·que:cont:enga·a ·K:. - ''· 

entonces .. :. ;· , 

\nm'1\-k~n\"= \¡cj'.) ni'tknm·i~nl flc~)·lni'f'i:\'lnm.~,i'.~nl 'b: .. .- '-
M ~'"tlo ¿~ 

1, K2_ \ni·~n\ ~de aquí que"fk~nC. Di?-Y·tiende a O con.n-?co en ..... 

l pues como ~n-"> O en D¿", Di ~n ->O en l • 

Como ~ne l. y tk e. Lq.• ) ?n 11' dx existe y tomando. Xoi supp_ 

'¡¡ 

lfk y X t: K entonces \ ~n (x)\ =.\. i D C~qn + 1kD~n) dy Í:!_ • '· 
X • 

L ~ c•\D'fkl 1 <l>n\ :+ .l D ~n\ \ tk\) .ay ~ n D'lfkll q I·\ c\n\\ .p~ lltk \\ q.\i ~- ~nll p :"'.' 

"" 

Por lo que ~n-">0 uniformemente en K y así 1~~-">0·en c 00 

por lo que. I: DLP'--"> _ero ·.es contínua y si T ·es una. funcional. -en·. 

·ToL es una :funcional en D? •y por l·o·. ;tanto· toda oistribu-. 

1 
ci6n en DLP. 

En particular la distribuci6n ,S de Dirac está en Di?1· 

Teorema 18. 

Si f to Lq, entonces la :funcional 
ro 

'(f1 p) = ) :f(x)4(x)dx con ~ E:. D¿' define una distribución en ntP. 

-Ci;) 
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Prueba: 

(f} ~). es una funcional lineal. Ahora si 1.~n1--'.:>0 en DJ!' ento!.1; 

ces como l~~-"'º' ln <Pn'\-'»º• etc. en l!' y por la desigualdad de 
... <X) <:!> 

HOlder \ ~f(x)~n(x)dx j b_ \ ~fq(x)dx\ l/q \ ~ ~~ (x)dxl l/p_:> O y así 

-co -<O -CD 

<_fJ o) es continua y por lo tanto está en n1 if . 

Teorema 19. 

T ~ ntP si y s6lo si existen »'i funciones, f 1 , ... , fm en Lq tal 

Prueba: 

m -
Si T l_ D.Lfi con fi e. L q, por el tcoremR Rntcrior T 6" D1"f

1 

i=o 

Ahora, si T ~ D1 entonces como T es continua existe una vecin 
l 

dadV(m,S) en Dif tal que <._-t.~'> fl para~ ~V(m,~). Ahora 

si ~(x)tO entoncesl(~llm, la m-es una seminoma en DJ!', 

11 ~\lmt O Y llfll m ~ C: V(m, ~), y de aquí que para toda~ E: 

D¡f, \ <., T ,O) ( f:: C sup ([ DOT-. ~ I[ p. Ahora haciendo 
ó{~m 

(!Y)m+l = i!' X • - • X l ni+l veces, defin:i das paTa p t DJ!' 

.,. P ~~· P m+l J .¡, .r. ,¡, m,.¡, J:Di}-'~CJ.:) /J.:) )·como Cy) = Cp D'l'•·····D 1 ). Como es 1-1, 
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(}CD:¡f) es un subespacio de clJmlr!ly si definimos la funcional 

lineal en }CDf'J como (F, (l\l; D~, ... , Dmi\))} = <.._ T, <\J) 

Si a J (Dt') se le da la topología inducida por (t)llJ++ por la 

desigualdad, esta funcional es contínua y por el teorema de -

Hahn-Banach F puede extenderse a una funcional continua en to 

Jo (J:f)m+l. El dual de (t)m+l es (Lq)m+l, por lo que por el te~ 

~ema de representaci6n de Rusz existen fo, ... , fm en Lq tales . ·, 

Di O dx de don 

de se obtiene lo que se quería. 

La definici6n de la transformada de Hilhert para dLstrib~ 

ciones está hecha de modo que si f es una funci6n y Tf la Di~-

tribuci6n generada por f entonces THf HT f. Como ~ E. -n¡y, en -

tonces H ~ G; 

Cb 

= ~ H f (x) ? 
-d> 

si se define 

se cumple. 

Definici6n: 

Drf y por lo tanto tenemos que <(_THf' ~)= 
re. 

(x) dx = - ~ f(x)H~(x)dx = (Tf' - H ~) ' 
así que 

-ci> 

(HTf' 4> = <_Tf, - H ~) la"relaci6n que se desea 

Esto motiva la dcfinici6n siguiente. 

Si f ~ D P1 entonces la transformada de Hilbert -­L 
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H f E DJY1 es la· distribuci6n definida por .(.H f, cP) 

Teorema 20. 

1 
Si F ~ D:¡f entonces H

2
f -f. 

Prueba: 

= (.f' - f> ~ (- f. $') 

Teorema 21. 

1 -l 1 
El operador H: DLP -:::> DLP es un inomosfismo y H- = -H 

Prueba: 

Por lo que H es lineal. Por o'tro lado si f 1 =f f 2 

ZH f 2 , l\l ') . Ahora si h Hf entonces {:Hh, ~) 

.(_h, H ~) <.f.~) . 

Teorema 22. Si f 40: 
1 k 

D:¡f entonces D (Hf) 
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Prueba: 

<(H Df, ~') Z,Df, -H·~) "'-<.f, DHQ':> = (f, HD~) = 

= <_ -Hf, D ~ ') = <., D H f, Q ') Y por ·i-nducción ·se obtiene -

1 
Ejemplo: Corno f;E. D¡J en transformada de Hilbert existe y es. 

<t> 

(H S , i\J) = l.._~ , -H q ') = < b , - ; P s ~ ~ t} d t). 

1 P (> $(t) dt = / __ J_. PV Jo_, <\1') -co 
TI ~t <.....-n t 

así que H-S = - ~ PV +. aplicando de nuevo el operador H 

se obtiene que H PV i = 11[. 



CAPITULO IV 

PROBLEMA DE DIRICHLET 

Si ~ E: D¡}' definimos 

1 r y 

= 1\ ~ (t_:x) 2 
-<;() 

Teorema 23. 

Prueba: 

A.. lf ·t-x 
Hy'\'. (x) . = ::rr- J (t~x) 2+y2 

-w 
+.Yz ~(t)dt. con V )O._ 

+ 
en DJ!' cuando y -) O 

~(t;)dt 'y 

Como se vio en la parte clásicá, tanto Hyf están en J!' 

Ahora·, como Dx t-x 
(t-x)Z+yZ 

-Dt t - X 
(t-x)z + yZ 

<O 

entonces DH ~(K)~ 
'yf 

- .,; r ~ ( t) Dt t - X d t .. J (t-x)z + yZ 
---'«> 

por la·f6rmuia de·iritegraci6n pór -

partes y el hecho de que ~(x)-) O cuando \x/--:>a:> por el teorema 

De la misma manera se muestra que F y~E:. DJ!'. p lim k .h Ahora, en :r; / y_,0 D ty1= 



¡ 
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1 im kA. · · k · k ,¡ · · ,¡, 
Y-:;.O. HYD "< = HD ~·= ~ H'i para toda K, por lo que Hyp-=.:>Hr en 

D¿' e, igualmente tenemos que F yP-::> f · eJ1 Di}' p<;>r l.os t·eoremas -

4 y 5.; 

Ahora~· análogamente définimos para Y> O y ff:' D1 - ··ia,s funcí.2_- . . t 

nes H f(x) = <f'(~);,_!_, · t 2 - x, 2 -')·Y,; lJyf(x).:=;·.) -
y . 1T (t-x). +,Y . 1 

/ f (t), .:; y > 
"' " (t-x) 2 + y2 

Teorema 24. 

y en 

1 
En primer lugar, por .:I.a f6rmula de estructura parl'l ftD¡y, te.2_.-

m CO 

rema 19, tenemos que Hyf(x) 1 "'. ( • Di .t - X dt 
TT L. .) ~ i St) ' t (t~x) ~+Y~ " 

i-'o -Q:) 

.con fi E: Lq, ·--.pero ahora para cada i; 
co . -

) fÚt)D~ 
-CO 

t - X 

ro ,, 

dt = (-l)i '_.:i(t)Dxi t - X dt = 
j~ (t-x) 2+y2 

funciones está en Lq y así Hyf t'. Lq. Siguiendo el mismo razo 

cnamiento pero ahora con y vemos que F f f=Lq, así que 
(t-x)2+y2 _y 
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entonces por 

dxdt 

y ahora I f -H"') = lim 
<-... ' 'f Y-:> O 

, y la demostraci6n que Fyf->f es análoga. 

Teorema 25. 

Si F(Z) es una funci6n analítica para Im(Z) >O y que sa-

satisface i) para Y fija F(x+iy) ~ ~, --) lim F( 7 ) :u. Y.o.;;>O ~ 

= f(x) en D~.' iii) 1 F(Z)l-::>ü a medida que Y-:>co uniformemente 

para todo x, iv) Sup. \F(Z)l Ag <.ro entonces 1:CZ) 

= <f(t), 
1 

~1í l. 

-co L)CLCO 

y;,,~;.o 

--1--) para todo Z con Im(Z) ">O, y en cons!:.-
t - z / 

cuencia s6lo existe una funci6n F(Z) analítica satisfaciendo 

t) - iv) y con la representaci6n anterior. 

Prueba: 

Sea C el cuadrado que va de -a+it, de ahí h~cia a+ia+i[, 
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después hacia -a+ia+it o finalmente hacia -a+if . Por el -

teorema integral de Cauchy,.si Z + il está en el interior -

de e tenemos que 

1 l F(w) 
·Z: T/"l. J -w--~(~Z~+~i-t~) dW = F ( Z + i ~ ) . 

c. 
Ahora, por las condiciones iii) y iv) para toda'1_>0 existe M 

tal que si a )M entonces \F (t+ia+iE)[ ¿_V)_ 

Por otro lado, para w = t + ia + it_ si Z Zo + iZ 1 , \w - z\~ 

y de aquí que 1 

l ~-'2..1 
L 

1 , y si a es lo 
1 o.-~.\ 

suficientemente grande --ª-.,---t._ Z, así que la integral que a - z
1 

va de a + ia + i 'l. hacia -a~ ia+l t queda 

a 

1 
(' F(-t~ia+i 
·J -t+ia-Z 
-a 

;J 

\ IF(t+ia+i ql 
)a l t+ia-Z f 

a 

dtí: ~ 
-a l a-Z1[ 

dt-.?O 

cuando a-':>CO. Ahora, la integral que va de a+i ~ hacia a+ia+i[ 

queda 

a·· 

~ 
F(-a+it+i 

-a+it-Z 

o 
a 

5 1 dt 
:(a+Zo) 2 

o 

a 

) 'idt ~ s Ar._ 
dt L. 

ca--i:zó) 2+ct-z 1 ) 2 

o 

Cuando a-~co. e igualmente para la integral -a+ia+ i~ hacia -



:a+iL. Por lo que obtenemos 

s o:> 
lim 1 F(w) ¿{,, 1 5 F(t+i 

dt ~ w (Z+i 'Z.11 i t z a--:.co 
e -= 

= F(Z+if), Irn (Z) >O. 

1 
Ahora como t-=z éDJ!' para Z fijo con Im(Z)>O y como 

a:> 

~F(Z+i[),z=-n t:z)='L~i) 
-cO 

F(t+ié.) 
t-Z dt 

F(Z+it), y corno Fes analítica en el semiplano superior, 

haciendo E.-"> O queda (FCt), ;z:~ 1 1 . t-=z'> = F(Z) 

45. 

Ahora sea~ el espacio de funciones ami6nicas w(x,y), con --

Y)O tales que i) para Y fija w(x,y)E:Lq, ii) lim w(x,y)= 
Y-;>O 

= f en D
1
J!', iii) w(x,y)-;>O a medida que Y->c:o uniformemente 

para todo X, iv) Sup. w(x,y) A <. CO 
... OC> lltL.00 

'/~~>O 

Teorema 26. 

Sean U(x,y) y V(x,y) funciones conjugadas en ó{ que conve:¡!'gan 

a f y g y Hg = f 

y V(x,y) =(f(t), -

y además U(x,y) = (f(t), 

1 

n-

1 

rr 
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Prueba: 

Como U y V son funciones conjugadas en~, U(x,y) + iv(x,y) -

es una funci6n analítica del tipo del teorema 25~ y entonces 

se tiene U(x,y)+iV (x,y) ( f(t)+ig(t). -z:~ i t : z / = 

= ~1- /f(t)+ig(t), ~1-z <... 1r 
. y : )-~ < f(t)+ig(t), _!_ 
(t-x) 2+Y2 .c. 

t-x ) 
(t-x)2+y2 

1 --¿ ~ (f+ig) - + H(f+ig) en Di!' por el teorema 24 por lo' que .. , ·-. 

haciendo Y-"/ O queda f+ig = + (f+ig) - 4 H(f+ig) e igualando 

partes queda 

( f(t)+ig(t), 

i 
2 

1 
- 2 

i 
2 

1 
2 

(f (t)' 

(g(t), 

(f(t)' 

(f(t), 

- i <f(t), 
1 

TI 

g -Hf y H 

f = Hg y Hf - g. Ahora se tiene que 

1 
~> 

1 (fCt), 1 
'Z- -q i 2 .,,. 
1 t-x ) i .(g (t), 1 

1l"" (t-x) 2+y2 + 2 -¡¡' 

-l t-x ) 1 (. 1 --= - f(t), 
1t (t-x) 2+y2 . 2 . 2 

1 t-x f + i ~f(t), 
lt (t-x) 2+y2 2 

( 

1 

if 

t - X 

(t-x) 2+y2 

y 

(t-x)2+y2 

) pues .( HT ,~ "') = 

t - X 

(t-x) 2+y2 , 
y de 

y 

(t-x) Z+y2 

y 

(t-x) 2+y2) -

y )-
(t-x) 2+y2, 

1 t-x ') 

rt (t-x)2+y2 

<._"t, -H~ ') ' 

aquí como tenemos 

que·.-U(x,y)+iV (x,y) = (_f(t)+ig(t), z::~ 1 t:z-> tenemos que 



.. 

U (x,y) = (_f(t), ~ 
y 

--~~>- y V(x,y) = 
(t-x) 2+y2 

J 1 :t:-X'-, 
- ""- f(t)' \\ (t-x) 2+y2 / 

Ejemplo: 

47. 

Sea resolver el problema de frontera 1).2 U O con U~~ y --

lim 
Y-)0 

U(x,y) 1 1 
\í PV y en 

Esto es lim U(x,t) 
Y-')0 

H $ y tenemos que la soluci6n es 

V(x,t) =(f;Ct), ~ 1 X 
\\ x2 + yZ 

.. ·-:~ -. 
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NOTACION 

Espacio de funciones tales que f p dx L p 

Espacio de funciones f t C con para todo K. 

C "° Espacio de funciones infinitamente diferenciables. 

D,C~ Espacio de funciones f t C de soporte compacto. 

D' Espacio de distribuciones de Schwartz. 

nV> Espacio de distribuciones en Drf. 

Hf,f~Transformada de Hilbert aplicada a f. 

~ Espacio de funciones arm6nicas superdecrecientes. 

(+,O)Funcional lineal + aplicada a la fynci-6n O. 

48. 
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