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INTRODUCCION

El cilculo de perfiles de flujo gradualmente variado en cana -
les prism&ticos es uno de los problemas a lcs que a menudo se

enfrenta el ingeniero hidriulico y no cbstante su comin apari-
cidn en la prictica, dicho cilculo se ha venido realizando, en
la mayorfa de los casos, usando el método tradicional de incre-
mentos finitos. Este método, como es sabido, plantea la ecua-
cidn de la energfa entre las secciones inicial y £inal de un

tramo de canal de longitud finita (incremento finito) e iguala
la energia de la seccibn inicial a la suma de las pé&rdidas por
friccibén m&s la energfa en la seccibn final. Obviamente, las

condiciones en la seccifn inicial son conocidas va que al prin
cipio del cédlculo, ellas corresponden a las de una seccibn de
centrol. Sin embargo, para conocer el tirante en la seccibn

final, se presenta el problema de que &ste no puede expresarse

en forma explfcita por lo cual se hace necesario un proceso



de ensayo y error, es decir, iterativo.

La necesidad de tales iteraciones ha opligauc al ingeniero
prictico a usar incrementos demasiado grandes con el fin de re
ducir el nfimero de secciones y con ello realizar el cilculo
del perfil en un tiempo razonablemente corte. Sin embargo,
tal afdn de ahorro de tiempo conduce en algunos cascs a resul
tados errbneos debidos al bajo grado de aproximacifn que posee
este m&todo. En &1, las pérdidas por friccidn se calculan va
sea con la pendiente de friccibn promedio, o bien, con otra
calculada a partir de valores medios de velocidad, Srea y ra-~
dio hidr&ulico en las secciones extremas del tramo analizado.
Esto, como puede entenderse, es cada vez menos cierto en tan-

to se aumenta la longitud del tramo analizado.

Los objetivos del presente trabajo son: proponer algunos méto
dos de integracién numérica de ecuaciones diferenciales ordi-
narias que puedan ser aplicadas al c8lculo de perfiles de flu
jo en forma f4cil y accesible, proporcionar criterios de selec
cidn de un método apropiado para cada tipo de perfil y demos-
trar la aplicabilidad de estos métodos en comparacién con el

tradicional método de incrementos finitos.

Para cumplir con los objetivos de este trabajo se creyb conve
niente dividirlo en dos partes: la primera de ellas comprende
la parte tebrica que corresponde, en el capitulo 1, a la pre-

sentacibn de los métodos de integracidn numérica mfs comunes,



al estudio de sus diferentes caracteristicas y a la presenta-
cibén de ejemplos numéricos con el fin de aclarar la mecénica
del cdlculo; y en el capitulo 2, al planteamiento y deduccidn
de la ecuacifn diferencial del flujo gradualmente variado y a
la determinacién de los mé&todos m8s adecuados para cada tipo
de perfil. .La segunda parte corresponde, en sus capitulos 3,

4 v 5, a la aplicaci6n de los métodos seleccionados a casos
concretos de perfiles de flujo con el fin de demostrar la apli
cabilidad de los métodos propuestos Yy en el capitulo 6, a la
presentacifn de las conclusiones a las gue se llegf al analizar

los tres capitulos precedentes.



ParTE |

TECORTIA ¥V ANALISIS

Esta primera parte comprende los capitulos 1 y 2. En el pri-
-mero de ellos se presentari&n los métodos de integracibn numé-
rica para ecuaciones diferenciales ordinarias; se analizarén
los exrores gue se cometen al aplicarlos, su convergencia y
estabilidad, se resolver&n algunas ecuaciones diferenciales a
manera de ejemplos y finalmente se darfdn algunas recomendacio
nes para la seleccibn de un método de integracibn adecuado.
En el segundo se obtendr& la ecuacidn diferencial del flujo
gradualmente variado y se analizar& su comportamiento con el
fin de determinar los diferentes perfiles de flujo y con ello

poder dar una relacibn de mé&todos de integracibn recomendados

para cada tipo de perfil.



CapiTuLo 1

METODOS NUMERICOS PARA ECUACTIONES DIFERENCIA
LES ORDINARIAS

1.1 INTRODUCCION

En este capitulo se estudiardn los métodos m&s comunes para
resolver una sola ecuacifn diferencial ordinaria de primer or

den, con una condicidn iniciai:

d' - blx,y)

y(xu) - Y,

suponiendo gue § es tal que el problema tiene una solucibn
inica en alglin intervalo qgue contenga a x,» con el fin de ob-

tener valores num€ricos de la solucibdn.

En su forma mds sencilla, la solucibén numérica de una ecua -
cibén diferencial se obtiene como sigue: La ecuacidn diferen -
cial da la pendiente de la curva en cualquier punto como £fun-
cibn de ¢ y y; al empezar se conoce solamente un punto de ia

curva, es decir, x Por lo tanto, se empieza en dicho

ot Yo-



punto. Se calcula la pendiente de la curva en x = X,y se

avanza una pequefia distancia a lo largo de la tangente corres
pondiente. Si el incremento en x se denomina h, se habra lle
gado a un nuevo punto Xpo=ox o+ h, y a partir de la pendiente
de la tangente, obtenida de la ecuaci6n diferencial, se obten
dr& un nuevo valor de y, llamado'yl, procediendo de esta mane
ra puede obtenerse una secuencia de lineas rectas cortas, las
cuales, se espera, se aproximen con suficiente precisibn a la

curva verdadera que es la solucifn.

Obviamente, existen fallas en esta aproximaci6n simplificada
a la solucién numérica. Se estd aproximando una curva median
te una secuencia de lineas rectas, lo cual sugiere dificulta-
des desde el principio. Puede suceder que tal secuencia de
lineas rectas se desvie considerablemente de la curva verdade
ra, como se indica en la figura 1.1, lo cual constituye el

problema de la inestabilidad del que se hablari mds tarde.

Es claro que se debe encontrar alguna manera de tomar en cuen
ta la curvatura de la verdadera solucién en vez de aproximar-
la simplemente por medio de una secuencia de rectas. Esto

conduce a dos categorias bisicas de métodos de solucibn.

Métodos dirnectos de un sclo paso, en los cuales se usa la in-
formacién acerca de la curva en un solo punto y no se itera,
la solucifn. Dentro de este grupo se estudiarin los métodos

de Taylor, Euler, Heun, Runge-Kutta y Ralston.



SCLUCION
EXACTA

SOLUCTON
NUMERTCA

Fig 1.1 Representacifn grdfica del significa

cado de la solucibn numérica de una

ecuacién diferencial
HEtvdos dinectos de varics pasos, en los que el siguiente pun
to de la curva se encuentra usando informacifn de puntos ante
riores y que reguieren iteracilones para llegar a un valor su-
ficientemente preciso. La mayoria de estos métodos son llama
dos Predictor-Corrector. Incluidos en este grupo se tratardn:
el método modificado de Euler, el mé&todo de Milne y el mé&todo

de Adams.

Conviene hacer notar que todos los m&todos del primer grupo
pertenecen al tipo Runge-Kutta excepto el de Series de Tavlor
y que el m&todo de Euler es de primer orden, el de Heun de se-

gundo y los de Runge-~Kutta y Ralston de cuarto. Por otra par



te, los métodos, modificado de Euler, Milne y Adams son del ti
po predictor-corrector de segundo, cuarto y cuarto orden res -

pectivamente.
1,2 RESUMEN DE METODOS

Con el f£in de lograr una mejor identificacién de los mé&todos,
se ha crefido conveniente incluir en esta seccibn, Gnicamente
las expresiones que los definen, algunas de sus principales
caracteristicas v, en los casos bisicos su interpretacidn geo-
métrica. Lo anterior en virtud de cue en secciones subsecuen-—
tes se hablard de errores, estabilidad, convergencia Yy ventajas

de los diferentes métcdos.

Series de Taylea. Este método es muy usado cuando §lx,y) es
una funcibn analitica sencilla pues es necesario obtener de
ella sus derivadas de orden superior. En este trabajo se pre
sentard la serie de Taylor involucrando hasta la cuarta deri-
vada de la funcifn. Al truncar la serie en la cuarta deriva-
da, se estd aceptando un error del orden de h3. El método usa
la siguiente expresibn

(2),1

. 1, . 3 1
(2.3} IYmer ° ym+hy;+?q2ym g‘3U; b Tty

(4]

m

MéEtode de Eules. Este método resulta ser del tipo de Runge-
Kutta de primer orden y ecquivale también a una serie de Tay -

lor truncada hasta la primera derivada. Aunque no requiere
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de calcular las derivadas de orden superior como el método de
Taylor, el de Euler suele ser muy poco usado debido a su len-
titud en la produccién de soluciones aceptablemente precisas.
Como el método es de primer orden, se espera un error de trun

camiento del orden de hZ2. La expresidn usada es

(1-2) Yme1 = U * hyé

Como el método de Euler proporciona una gran ayuda en la com-
prensifn de la naturaleza de las soluciones, se presenta a

continuacibn su interpretaciétn geom&trica.

Partiendo del punto conocido ixm, ym), se puede dibujar una

recta de gendiente m = y& ¥ que pase por el punto (x_, ym)

La situacifn se representa en la figura 1.2, en qgue la curva
as la solucifén exacta (que se desconoce) y la linea descrita
es llamada LI' La solucién Ume] serd la crdenada del punto
en gue L, intersecta a la vertical levantada por x - X

me+ 1
= xm*h. £l error en X n.] Se denota por e.

MEtode de Heun. También conocido como MEtodo mejorado de Eu-
ler, es también del tipo Runge-Kutta de segundo orden, en
elcual se trabaja promediando las pendientes en [xm, ym) b4
{xp*h, ¢ +hel). ELl Gltimo punto es el que se llama (Xppqo

Umrl) en el método de Euler. Este es un método gque converge

mis rdpidamente que el de Euler y como es de segundo orden po
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s Ly = yix)
ﬁfym’—\
x'm ‘mo-! X

Fig. 1.2 Representacidn geométrica del mé-
todo de Euler

see un error de truncamiento del orden de 13. El método de

Heun usa las siguientes expresiones:

(1.3) h, = hflx , y)

(1.4) hz = h$(xmfh, ym*k‘)
= . 1

(1.3) Yot = Uutziky + &y)

Geométricamente, se usa el método de Euler para determinar el
punto (xm+h, ym*hyé) que estd en la lfnea L, del diagrama mosg
trado en la figura 1.3. En este punto, se calcula la pendien
te de la curva, que es la de la linea L2' Se promedian las
dos pendientes y se obtiene la de la lfnea L. Finalmente se

traza la linea L pafalela al y que pase por (% u_ ). EL

m’ -m
punto en el que la linea L intersecta a la vertical levantada



por x = X xm*h se considera el punto {x

"

m+ 1 m+1* —m+l)'

L

1 _.T
lx +h,y +hu) ] L~
o] “m m oo L
O
- - L {x u )
- me 1" i+l
1
i y=ylx)
. U=y
‘xl"‘ ‘.l'n, l
Vi 1
t
[
Vel v

Fig 1.3 Representacidn geométrica del mé
tcdo de Heun -

M&todo de Runge-Kutta. Este es quizds el mds comfin de los nmé
todos del tipo Runge-Kutta; es tan comln gue la literatura del
andlisis numérico 1o llama simplemente "el mé&todo de Runge-Xu
tta". Por ser &ste un método de cuarto orden se espera gue
el error por truncamiento sea del orden de h5. Se desarrolls
con el fin de evitar el posiblemente onercso cilculo de las
derivadas de orden superior necesario en el método de Taylor.
En lugar de las derivadas se usan valuaciones extras de la
funcifn en diferentes posiciones, de manera que esencialmente
se duplica la exactitud del polinomio de Taylor. Es intere -
sante observar que si § es independiente de ¢ el método de
Runge-Kutta se reduce a la regla de Simpson aplicﬁda a

ulx) = 4[{x}. ELl método queda definido por las siguientes ex-
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Fig 1.4 Representacifn gecmétrica del métcdo de Runge-Kutta de cuar
to orden -

presiones:

(1.6) Ky = hilx u )

m’ -m
(1.7 Ky = hglx +h/2, y +K,/2)
(1.8) Ky - hglx *h/z, gy +K,/2)
(1.9 Ky = hglx ok, o +K,
(1.10) Yoer U tEK 2K 22K K )

Geométricamente, el método de Runge-Kutta equivale a sumar al
valor de Yo el promedio pesado de una serie de valores k,, ht'

h3 [ &J encontrados como sigue: Primero se encuentra el




valor de la pendiente de la curva en el punto (xm, ym) con la

cual se traza la linea L, de la figura 1.4. La distancia que
hay entre la linea horizontal A que pasa por el punto (xm, Uml
Yy la interseccifn de L, con la vertical B gque pasa por X=X .
es el valor K,. Ahora se calcula la pendiente de la curva en
el punto (xmfh/Z, ym*K,/Z), la cual queda representada por la
‘1inea MZ Y se le traza una paralela que pase por el punto

(xm, ym). llamada L,. 1La distancia existente entre la hori -
Zontal A y la interseccién de L2 con la vertical B es Kz. Se

procede ahora a calcular la pendiente de la curva en el punto

(xm+h/2 , ym+K2/2} la cual gueda representada por la linea pun
teada Ms. Se traza una linea paraleia a M3 gque pase por el
punto fxm, ym) llamada L3. La distancia que se encuentra en-

tre la interseccidn de las lineas Ly ¥y By la linea A es Kj.
Finalmente se valGa la pendiente de la curva en el punto
(xm*h. ym*Ksl la que queda representada por la linea M,. Se
traza una linea paralela a MJ que pase por el punto {xm, ym)
Yy se le llama L4. La distancia gue hay entre la linea A v 1la
interseccion de las lineas L,; v B es lo que se llama K,. Una
vez calculados K,, KZ' K3 Yy K,;; se encuentra su promedic pesa

do y se suma a g, como se indica en la ecuacién 1.10.

M&tode de Ralsten. Este es una variacién del método de Runge
-Kutta y es, por tanto, un método de este tipo. Como el m&to
do es tambi&n de cuarto orden se espera que el error de trun-
camiento sea del orden de 715, &La principal caracteristica de

este método es la de minimizar la cota superior de la constan
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te de proporcionalidad del error de truncamiento (ref l). Las

B

expresiones a las que llegd Ralston son las siguientes:

(LT TR L,y )

(1.12) Kz = hﬁ(xm+mh, ym*mK,)

(2.13) Kk, - hé[xmmh, ym+aK2+(.;-m)K,]

(1.14) Ky = hf{x +hp, ym+aK2+.tK3+(p-¢-t)K,]

(1f15) Ymep * Uptak, + sz + cK3 + de
m = 0.4 w = 0,158759564 a = 0.17475028
n o= 0.45573725 5 #-3,05096516 b =-0,.551+78056
p = 1.0 t = 3,83286476 c = 1.20553560

d = 0.1711847§

MHe€tedo modificado de Euler. Este método predictor-corrector
de segundo orden se incluye con el fin de obtener una idea cla
ra de la naturaleza e interpretacién geom&trica de los méto -
dos Predictor-Corrector. Como su nombre lo indica, primero

se predice un valor de ¢ para después usar ctra f6rmula di

m+]
ferente para corregir el valor predicho. Se puede, si es ne-
cesario, usar nuevamente la f6rmula correctora para recorre -

gir el valor de y Se debe detener el proceso cuando el

m+l°

valor absoluto de la diferencia de dos valores consecutivos

del corrector sea mensr que un valor t fijado de antemano,
J
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sin embargo la préctica recomienda que el nfimero de iteracio-

nes mds adecuado es de dos. Las expresiones que constituyen

este método son:

0) .
(1.16) gl ey v angix,, y)
e, .l , -1, |
(1.17) Ymel © Yn 7 L 5(xm' yml * “(xm+1' Ymel )é

)

La primera es usada como predictor y en ella el superindice

cero indica que se trata de la primera suposicibn de Ymel-

La segunda es usada como corrector y en ella el superindice ¢
indica que se trata de la iésima aplicacién del corrector.

Gecmétricamente, el predictor equivale a determinar la pen -~
diente de la curva en el punto lxm. ym) y a dibujar una linea

L, con esa pendiente ¥ gque pase por el punto (xm, yml. Des -~

pués se dibuja una linea L, paralela a LI' que pase por el

punto km_,. ym_,) como se indica en la figura 1.5. En donde

esta linea intersecta a la vertical levantada por x = X se

m+ ]

encuentra el valor predicho para yif%. Ahora bien, como se

conoce aproximadamente el valor de vy , es posible calcular

m+]
la pendiente aproximada de la curva en el punto (x”*,, y‘gl,]
v dibujar una recta con esa pendiente v que pase por dicho
punto. Esta se muestra en la figura 1.6 como la linea L2‘

La linea L, de esta figqura es la misma linea L, de la figura
1.5, y tiene la pendiente dada por §{lx_ , y_}. Se promedian
ahora las pendientes de las lineas L, y LZ con lo que se ob -
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tiene la linea [. Finalmente, se dibuja una linea L, parale-
la a T y que pase per el punto (xm, um). Su interseccidn con

la vertical levantada por x X el produce una nueva aproxima

c¢idén a Ynel llam&ndose a este valor u;l; .

Método de Milne. Habiendo ya dado una idea de la naturaleza
e interpretacidn geométrica de los métodos predictor~-correc -
tor, solo resta decir que el predictor usado en este método

es de cuarto orden por lo que requiere de cuatro valores pre-

vios gue mezcla en gigg .  El valor inicial yo = ;(xa) es
uno de ellos, los otros deben obtenerse usando alguno de los
métodos directos de un solo paso. El método de Runge~Kutta
es, a menudo, el mis indicado en estos casos. Como todo el
cdlculo va a estar basado en los valores iniciales, vale 1la
pena un esfuerzo extra para obternerloscon una razonable apro-

ximacidén. Las ecuaciones usadas por el método de Milne son

las siguientes:

1a) . : ,
(1.18) ym+; T Up-3 ? g”(zym—z U;_, * ZU&!
(1.19) u‘i) Y] + ’Q(u’ L S Y T |
: Ymel = Yme1 7 3R Y * Ym-

Métode de Adams. Al igual que el método de Milne, el de
Adams es un método predictor-corrector de cuarto orden Vv re -

quiere también de cuatro valores previamente calculados para
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"arrancar". Como en el caso de Milne, es comin usar el m&to-
do de Runge-Kutta para generar dichos valores iniciales. Aun
que el mé&todo de Milne es el mds conocido, el de Adams suele

dar mayor aproximacién. Las f6rmulas predictora y correccora

que usa este método son, respectivamente

(a) . ,’ I 2 1] 1]
(1.20) Yme1 " Ym ¥ 73d(55ym-59yé_1+J7ym_2-9ym_3)
(1.21) gl sy Liteyr areytosyr ey
. m+1 ‘m T Ym+ Ym™?Ym-1"Ym-g
1.5 ERRORES, CONVERGENCIA VY ESTABILIDAD

En tcdos los métodos que se han presentado en la seccién ante
rior se ha sustituido la ecuacién diferencial por una ecua -
ci6n de diferencia o bien se ha aceptado la sustitucidén de la
ecuacién diferencial por una serie truncada. Lo anterior, au
nado al hecho de que los datos de entrada rara vez son exac -
tos, ya que a menudo se basan en experimentos o son estimados,
Yy a que los procesos numéricos a su vez introducen errores,
es necesario tener, si no un anflisis exhaustivo de los erro-
res ocurridos en un cdlculo (pues en algunos casos no existe
un procedimiento sencillo para realizarlo), sf una idea del
rango de &stos y un claro conocimiento de su naturaleza. Con
este fin, a continuaci6n se definen los diferentes tipos de
errores que pueden existir en un cdlculo numérico dando una

breve explicacifin de su origen.




Primero es necesario establecer la diferencia entre error re-

lativo y error abasoluto. El carca absofute en una cantidad

es la diferencia entre el valeor verdadero, suponiendo que se

conoce, y una aproximacibn al valor verdadero. Se puede es -

cribir

donde 2, es el error absoluto, x es el valor verdadero y X es

la aproximacibn al valor verdadero.

Bl 2anor telativo es el cociente que resulta de dividir el
error zabsoluto entre una aproximacibn al valor verdadero. Si
se expresa el error relativo en porciento, se puede escribir

e
z —i
2oy 100

Ahora bien, existen tres tipos de errores en un cilculo numé-
rico: inherentes, por truncamiento y por redondeo y cada uno

de ellos puede expresarse en forma absoluta o relativa.

Extoaes {nherentes. Son los errores que existen en los valo-
res de los datos, causados por incertidumbre en las medicio -
nes, por verdaderas equivocaciones, por la naturaleza necesa-
riamente aproximada de la representacifn, mediante un n@mero

finito de dfgitos, de nfimeros irracionales, o por un incomple

to o errbneo conocimiento de las leyes fisicas.



16

Extores per truncamianto. Este tipo de errores son los gue

se deben a la propia manera en que se efect@an los procesos

numéricos.
Por ejemplo, la conocida serie infinita de Taylor

3

x 7
sen x = x -7 ¢+

- *

i

\
.

se puede usar para calcular el seno de cualquier &ngulo expre
sado en radianes. Por supuesto que no se pueden usar todos
los té&érminos de la serie, porgue la serie es infinita, enton-
ces debe deternerse la operacidn después e calcular un nGme-
ro finito de términos, guizi hasta x’ & x? . Los términos
omitidos (que son infinitos en nGmero) introducen un error en
los zresultados calculados. A este error se le llama error
por truncamiento, puesto que es debido al truncamiento de un

proceso mantemitico infinito.

Eracres pea nedondec. AlGn si se supone que los datos de en -~
trada no tienen errores inherentes y se aplican procesos de

computacidn finitos y que por lo tanto no introducen errores

por truncamiento, se introducen otro tipo de errores al apli-

car aritmética simple: los errores por redondeo.

Supdngase por el momento que se tiene una computadora en la

cual cada nlmero contiene cinco digitos y que deseamos sumar



9.2654 y 7.1625, los gue se suponen exactos. La suma es
16.4279, que tiene seis digitos y por lo tanto no puede ser
almacenada en la computadora hipot&tica. La computadora debe
entonces redondear el resultado de seis dfgitos a 16.428 y al
hacerlo introduce un error por redondeo. Como el trabajo de
una computadora se efectfa con cantidades que tienen algGn nG

mero fijo de digitos, la necesidad de redondear ocurre con

frecuencia.

s un hecho que los métodos de Taylor, Euler y Heun son real-
mente poce usados, el primero por la dificultad existente pa-
ra calcular las derivadas de orden superior gue requiere (las
expresiones de §{x, y} son generalmente complicadas pues por
ello se recurre a una solucién numérica aproximada), y los de

Euler y Heun por su escasa aproximacién.

En vista de lo anterior solo se estudiarid el comportamiento
del error en los métodos de Runge-Kutta y Ralston que corres-
ponden al mismo caso y en los métodos modificado de Euler,

Milne y Adams, que son del tipo credictor-corrector.

Andidisds del enrnron en Los métodos Runge-Kutta. Se ha observa
de que el error por truncamiento en un mé&todo de Runge-Kutta

de oxden p es th", en gque K es alguna constante. Los limi-
tes a los valores de K para p = 2, 3 y 4 estdn dados en un ar
ticulo de Ralston {(ref 1). Uno de los inconvenientes mds se-

rios de los métodos de Runge~Kutta es la falta de un procedi-



18

miento simple para estiimar el error por truncamiento.

[

‘srson ha demostrado que se puede tener una estimacién del
error por truncamiento a expensas de una evaluacidn adicional
de §{x,yl. Esto puede ser costoso si §jlx,y) es complicada

(ref 2).

Una estimaci8n m&s precisa del error por truncamiento se pue-
de cbtener a expensas de considerable esfuerze adicional usan
de la aproximacidn diferida al limite de Richardson (ref 3).
Para hacer esto, sea ¥m el wvalor "verdadero" de la solucibn
en x = xa + ma. Zntonces, para el mEtcde cli&sico de cuarto

rden {Ruage-Xutta o Ralsten)

th)
(1.22) Ym = yr + KnS

en que el superindice (i} en Ym indica que Ym se calcul$ con
un tamano it de intervalo. Se recalcula entonces la solucién

usande un intervalo de magnitud h/2, de tal manera gue

(1.23) ym = /20, o ly?

Restando {1.22) de (1.23) se obtiene

V"’l) - V‘l’!/z) =
m m
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Y el error por truncamiento para el método es

. C1s [ythrzy Ui
(1.24) Ep o+ khS = 7% tvm - vl J

Si la quinta derivada de y es razonablemente constante, se

tiene una estimaci6n bastante buena. Por supuesto, el proble
ma estriba en que la solucifn debe computarse dos veces y la
informacién obtenida no justifica el esfuerzo realizado. Re-
sultados similares pueden obteﬁerse para métodos del tipo Run
ge~Kutta de segundo orden, en que el error por truncamiento
es Khi.

Andidisds ded erntror en Los mEtodos wiedictor-cotnector., Ya
que los métodos predictor-corrector estdn constituidos pox
dos fb6rmulas diferentes llamadas predictor la primera v co =~

rrector la segunda, se tiene un error por truncamiento en el

predictor y otro distinto en el corrector.

Se iniciard el anilisis encontrando, para el mé&todo modifica-
do de Euler, el error por truncamiento en el predictor. Para
ello es necesario recordar que la serie de Taylor para y(x}

en el punto x = X, es

ylx) = um+yé(x-xm)+%u;(x-tml2*%(x-xm)3u"'(al

en que £ se encuentra comprendido entre x y X, - Haciendo
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X = X obtenemos

, T2 i,
" = + Y el hZggmeln 3, -
“m+d Yt gt Tty (“1) » X

m SE12 Xm+l
Similarmente, haciendo x = xm-l' obtenemos
Yoy = U,,,"lu,;,*%f'lzu,',',-ér'iau"' (52), Xpoy 5, 2 X
Rest&ndo estas dos ecuaciones se tiene que
yg" (g i+e™ 155])
7 = g™ lg), xm_’s- s ixn!f}
por lo tanto se deduce gue
Ypoj = U + 2y’ o+ A h3gm {z)
m m-1 m >
El error por truncamiento es entonces
E'J('p) i % Ayl Yoa1 Sz 2 Xy

51 la tercera derivada es razonablemente constante, entonces
el error por truncamiento es Ki’, que corresponde al error
por truncamiento de un método de segundo orden como lo es &s-
te. De manera anfiloga se puede encontrar gue el error por

truncamiento del corrector es



EL7 = -7—'2- A3y™ (n), x

que también, si y'es razonablemente constante, el error por

truncamiento en el corrector puede expresarse como Kh3.

El hecho de que los errores por truncamiento tanto en el pre-
dictor como en el corrector sean del mismo orden permite desa

;
rrollar un método simple para =2stimar /"' , y por tanto E%C).

‘Sea Ym el valor verdadero de la solucién en Y = Xne Entonces

Ym = y;o) + éhBUW {¢)

y"(’-{) _7%"‘30'1' (ﬂ)

en gue y&o’ vt

b, j;" estin dados por el predictor y el correc -

tor del m&todo.

Restandoc estas ecuaciones se obtiene

1
-

,‘ ,“r (] L1 r
0 = u,f,” -y - 73";}'." {n) + 4y (%)]

Si suponemos gque v"' es razonablemente constante para

< nc
X X < x,,; r entonces

mel =




5.3 [l = (4:, - (o,
TEY" Yy Ym

..
hsym = -’?2. l-lj'fl»(-, - y'LO)]

] . i
(1.25a) elel . L LT A AL

f o) (u]
Lm

Finalmente, recordandc gue

Ym - u‘i,
“m

Entonces una solucifn mds precisa se puede encontrar haciendo

una correccibn al final de cada paso en la siguiente forma:

Es importante recalcar que y' no significa realmente lo mis-
mo en el predictor que en el corrector, asi que hay aGn posi-
bilidad de error apreciable en esta extrapolacibén al limite.

También puede suceder que y"' no sea como se supuso, razona -

blemente constante en el intervalo (xm_’, X lo cual hace

m,,)v

inciertos los anteriores resultados.

Para el anilisis del error en los métodos de Milne y Adams se



siguen procedimientos andlogos al anterior.

Para el mé&todo de Milne se obtiene que

ipl _ 28 5, (5] < X
E;F = gg hBy {z), -1 S g 2 Xpeg
(c I opsyl®) 3
Er = --9—6-hy (n!, Xme] 2 q & Vet
de donde se puede deducir que
(e} _ 1 ¢ to) _  li)
(1.26a) Es 75 |Um “in
- -4
¥ por tanto
(<) 1 {-yo) { )
_o Al ' qt b
(1.26b) Y = Y0t 75 g “m
1 -
Para el método de Adams se tiene que
~{p) 251 .5 1{5) )
,;TF‘ - I AR T Xmel o2 2 Xned
. ,yc (5
gicl . . —7—’-2?6- u-‘_l‘ 'a) ¢ X 20 S Y

pudifrdose deducir aque




(1.27a) E}C) .19

Yy por tanto

:
R AT

Resulta conveniente hacer notar, para evitar confuciones, Jue

\ -
yLO‘ Yy y;‘) son el primer valor predicho y el (ltimo corregi-

do, respectivamente.

La Ceavergencda, a la solucidn exacta de la ecuacibén diferen-
cial es una caracterfstica deseable en cualquier método. EL
término convergencia se puede entender, como la tendencia ha-
cia la solucién exacta que presentan las soluciones aproxima-
das, al usar intervalos h mds y mds pequehos, o al aumentar
m8s v mis el grado » del método, esto es, incluir mis y m&s

términos de una serie.

En vista de que el anilisis de convergencia de los métodos no
es la finalidad del presente trabajo, Gnicamente se mostrara
dicho anfilisis, a manera de ejemplo, para el método predictor

~corrector modificado de Euler.

£a el caso de un método predictor-corrector, el predictor so-
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lo d& un primer valor de Yeqr Sin embargo, es el co -
rrector el gue realmente di una verdadera aproximacién al va-

lor de Upey+ FOT lo tanto, la convergencia debe analizarse

para la f6rmula correctora Gnicamente.

Se comenzard planteando dos iteraciones sucesivas del correc-

tor
(4) ni (11, |
£ L by . - :
mo % Y T iUk ) e dlxp g valy
L <
(4+1} a | . . Lol
Ymed T Un 7 gﬁ(lm. N L L Ys D

o -

Restando la primera de la segunca

AL R B a (-1}

Yme Ymel T 7 i;[xm+l' ‘m+1) 3lxpiye Yy !

| F— |

Usando el teorema del wvalor medio,

QAT e hoag o -
(1.28 Yme1 Yme1 7 ?% ,ym+l ey

.

| I——

en donde 3§/3y se valGa para

(0 oy gl



Suponiendo ahora que 3j3/3y estd a

un valor M tal que

<M

kX
3y

Entonces de (1.28) se deduce que

| (i) I
Une1 = ° Um*l} =7
i .
Andlogamente
f.o) [.<-1) hi
ly,fm T U 1 =7

Sustituvendo &sta en la anterior

!U;f;ll _ E‘(U
i

Y continuando de esta manera, se

(ol ' hat, %
l‘f.f,f? SR HER o
t

Entonces, si el tamano h del inte

ra que
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cotado, es decir, que existe

i
: =11 |
Uéfz - U;fll,i

(e-11 _ lé-21]
ymtl - Umfl I

(i-1) {(~2)
Yme1 T Y

!

llega finalmente a

I
{1 {0}
mel " Ymed

rvalo se escoge de tal mane-




”

(1.29) o< g

la diferencia entre los valores corregidos tiende a cero y el

proceso coaverde.

Sin embargo, debe comprenderse lo que se acaba de probar. Se
ha demostrado que si h < 2/M, el método modificado de Euler

converge a alalin valor definido, pero no necesariamente a la
solucibn verdadera. La diferencia entre ambos valores es el

error .por truncamiento.

Con procedimicntos sinilares se analiza la convergencia de los
demis m&todos. En la seccibn 1.3 se resumen los resultados
de los andlisis de convergencia de los métodos tratados en es

te trabajo.

La esZabdllidad en los métodos numBricos de solucién de ecua -
ciones diferenciales es una caracteristica de los mismos Que
queda determinada por la forma en que un error, va sea inhe -
rente, por truncamiento o por redondeo, se propaga {(crece} a
lo largo del cilculo. Se pueden definir dos tipos de estabi-
lidad, dependiendo cada uno de ellos del tipo del error, en
funciSn del cual, se estd realizando el anidlisis, esto es,

del error absoluto o del error relativo.

La estabilidad absodluta en un método, existe cuando el error



absoluto en un paso no se& amplifica an el siquiente y por lo
tanto los errores no crecen. La estabilidad cbsoluta en un
mé&todo es muy importante, especialmente cuando la soluciébn es
decreciente, es decir, cuando j{x, y} < 0, va gue al crecer
el error absoluto y decrecer la solucién exacta, los resulta-
dos pueden llegar a carecer completamente de significado como
puede apreciarse en la figura l.7. El problema no es tan gra
ve cuando la solucifn es creciente, es decir, cuando §(x,y)>0,
ya gue aungue el error absoluto crezca, la solucién también
lo hace. Claro que el uso de un valor inadecuado del incre -~
mento < puede hacer que el error absoluto crezca alin mis que

la propia solucibn exacta.

El anilisis de estabilidad absoluta se lleva a cabo plantean-
do una ecuacién de diferencia para el error -absoluto y anali-
zando su comgortamiento en funcién de los parimetros involu -
crados en dicha ecuacién. Una ecuacién de diferencia es una
relacidn entre los valores Y de una funcién definida sobre

un conjunto discreto de argumentos X

Como en el caso de la convergencia y por las nmismas razones,
solo se analizari la estabilidad, tanto absoluta ccmo relati-

va, finicamente para el mé&todo predictor-corrector modificado

de Euler.

En los métodos predictor corrector, la carga del cilculo la

tienen los correctores. Es por ello que el error enestos méto
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dos esti gobernado por la fSrmula correctora. En base a ello

se tendrd que la seleccién final de Yme 1 satisface

s |
(1.30) Ymel © Um*il Ls(xm. Ymd + X qs y,,,”)]

independientemente del error por redondeo. Si Ym es la solu-

cibn exacta, entonces

h [
(1.31) Ym¢’ = Vm+? {f(xm, Ym) + 6(xm+1, Vm*l)} * e,

en gue & incluye el error por truncamiento y el erroxr por re

dondeo en (1.30).

Restando (1.30) de (1.31) y haciendo

se obtiene, acomodando adecuadamente los términos,

. _

h I 4
Cmel * mta ‘L{ﬁ(xm, ym)-§ix , ym)J ;_S(X'""’ Yyme 1) -

S(X,M,; ‘-’m*l’“ M

-

y del teorema del valor medio
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r -
2l ., - . . e ! s
(1.32) €+l mt7i j(xm+l’ Smer! Em*l*sy(xm';m) “m| M
o

en gue E{ estd comprendido entre s ¥ Vi,

Despejando St de (1.32) se obtiene

4
|
ll*%sy(xm’ ym, \ n
Em+l ! i | *m * ey B )
L’--'z-e'y(xm”, S 780y Xme17 Cmed
4
Haciendo
- “su
(1.33) u =....___Fﬂ,_.?
L0,
7 - —g
[
~ m
(1.34) [ -———na—'
- Y
se obtiene
(%.35) Smey * UE, * M

.

en donde se han quitado los argumentos a 5” v se ha supuesto

e independiente de m en (1.34).
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La ecuacidn (1.35) es una ecuacién de diferencia. Recuérdese

que en (1.29) se requiere que

My

2

(L.36)

< 1

para que haya convergencia. Recu&rdese que M en (1.29) es la
cota superior de 5u y que (1.36) se obtiene pasando todos los
t&rminos al primer miembro

Ahora supSngase que

<

Entonces, si it satisface (1.36), se deduce que

lo cual quiere decir, que el error g, en y, no se amplifica

en = .- Esto significa que los errores no crecen, y qQue por
lo tanto, el método es estable, o mis precisamente, posece es-

tabilidad absoluta.

Por otra parte si

entonces
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Y el método es inestable pues los errores absolutos crecen,
pero ello no significa que no pueda ser usado el mé&todo pues,
como se veri mis adelante, los errores relativos no crecen.
Un m&todo posee estab.ilidad refativa, o se dice relativamente
estable, si un error que se cometa al aplicarlo a la ecuacién

especial y' = Ay, tiene un efecto que imita el comportamiento

de su solucibn exacta.

Por supuesto se introducirén errores en cada etapa del cdlcu-
lo y habri un efecto acumulativo natural que no revelard un

estudio de estabilidad relativa.

El procedimiento de anfilisis de estabilidad relativa es conti
nuacibdn del descrito para estabilidad absoluta en el cual se
plante6 la ecuaci6n de diferencia (1.35) para el erroxr absolu

to Yy se analizd el comportamiento de &€ste en dicha ecuacibn.

Ahora ser& necesario encontrar la solucifn de la ecuacidn de
diferencia para poder determinar el error absoluto y dividir-

lo entre la solucifn para enceontrar el error relativo.
Entonces partiendo de

y' = Ay
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en que A es una constante. Su solucidn exacta es

y = aan

la cual se puede escribir como

Vm = aeA(xa+mh)

. ach°e(hA)m

(1.37) Ym + atelhAlm

en la que a* es una nueva constante que incorpora al factor,

eAXﬂ .

tambi&n constante, S1 A » 0, entonces Ym crece exponen

cialmente con m. Afin si ¥m crece, el error (sm/ Yym} puede no

crecer. De hecho, es irrazonable en este caso pedir que el

error absoluto permanezca acotado.

Para investigar el crecimiento del error relativo, observemos

que la solucibn a la ecuacibn de diferencia (1.35) es

(1.38) s = oaou™ +

en la gue ao es una constante arbitraria. Se puede comprobar

esta solucifn sustituyéndola en (1.35).
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Ahora, llevando a cabo la divisibén indicada en (1.33) vy recor

dando que

§.0= 2ly') = A

Y ay
se tiene
hA,y 3 1
e (1 B [r¢ﬁ,}+(“7ﬁ) + =0 J
: 2 3
(1.39) u s 1 + hA + (“A) * (‘IA) +

Ggue es una serie convergente para |hA|<2, lo cual es la condi

‘ci&én (1.36) de convergencia del método predictor-corractor.

Por otra parte, el desarrollo en serie de Maclaurin de la fun

cidn e* es

2 3

et =1+ x %T + ?T ...
que para nuestro caso es
(1.40) My A e LA LA

La cual es, hasta el cuarto término, aproximadamente igual a

(1.39). Lo cual induce a iqualar (1.39) y (1.40) para obte -
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ner que

wo= oM™ o(n3)

donde 0{h3) se lee "términos del orden de h3", lo cual quieie

decir que
(1.41) _—

con la misma precisifn gque el error por truncamiento en el mé

todo. Entonces sustituyendo {(1.41) en (1.38) se obtiene

. SLaAlm s
{1.42) €m Ao + -’——-——;ﬁr

en la que el Gltimo t&rmino es independiente dewm, y asi el

primer t&rmino domina conforme m crece.

Obteniendo la relacifn gque guardan {1.42) y (1.37) obtenemos

que

m:.‘.‘.ﬂ.:cte
a®

por lo tanto el error relativo permanece constante.

-hA
Anflogamente para A < 0, ey Ym se comportan como & ! vy
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nuevamente el error no crece. Se puede decir que el mé&todo

modificado de Euler es relativamente estable.

Se debe recordar ahora que los argumentos gue nos llevaron a

la estabilidad relativa supusieron que 5u era constante. En

cualquier caso de inter&s esto no es verdad. Sin embargo,
existe fuerte evidencia empirica que indica que (en promedio),
los errores relativos no aumentan en un método relativamente

estable.

Lo mismo puede decirse de los errores absolutos en un proceso

absolutamente estable.

En la seccibn 1.5 se dard un resumen de resultados acerca de

la eéﬁabil;dad de los métodos incluidos en este trabajo.

La £Lnedtabilidad parcial, segln Nayers (ref 4), se presenta
en tedos los métodos del tipo Runge-Kutta cuando la soluciln
es decreciente. A diferencia de los dos tipos de inestabili-

dad estudiados antes, la inestabilidad parcial depende de h.
Para aclarar 1o anterior se proceder8 a determinar dicha ines
tabilidad para el m&todo de Heun gque es del tipo Runge-Kutta

de segundo orden.

Recuérdense las ecuaciones (1.3), (1.4) y (1.5)
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~
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[=2aN
b
3
-
<

KZ = hé(xm + h, Yo * Kl)

_ 1
Ynep = Yy * ?(Kl * KZ)

Como en el caso de la estabilidad relativa, se usard la ecua-

cibn lineal especial

= Ay con ylo) = 1
cuya solucidn ecxacta es

g = eAx
Para tal ecuacibn

K; = hAym

KZ = hA(ym + Kyl o= hA(qm + hAym)

~
1
Ynel1 ° Ym * 7 [?Aym + hAly, + hAUm)] :

= Yyt g lhAy ¢ hay -+ thzym) T Y, * %(ZhAym + hZAZUm)

hZAzZ

=y o+ hAgm + 2



n2A2
(1.43) Ynep = Upll + hA +

Haciendo

242
U = Up g (T + RA + ﬁj?_)

y sustituy&ndola en (1.43)

(1.43) Ype1 * Ypoq (1 * hA + ——r—)l

Haciendo ahora '

242
Yooy = ‘-’m—Z“ + hA + &14_)

y sustituyéndola en (1l.44)
thZ) 3
—

Yner © ym—Z(’ + hA +

Repitiendo este proceso hasta llegar a Ygs sSE tiene

sz*l
Yme) * yo(y + hA + é_;_)
como ¢ = 1
e 4
h2A2, me1
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Si la funcidén es decreciente, es decir, A < 0

(1.45)

Se puede apreciar que parxa h >

, el té&rmino dentro del pa-

réntesis en (1.45) es mayor que 1. Por lo tanto, para valores

grandes de m, la solucién aproximada Ypney Crece, mientras que

la solucifin exacta decrece. Lo anterior produce que los erro
res absolutos y relativos crezcan tambi&n, lo cual es un caso

de inestabilidad.

Se debe tomar en cuenta que la inestabilidad parcial se pre =~
senta en los m&todos de Runge-Kutta aunque la solucidn exacta
no disminuya exponencialmente como en el caso de prueba ante~

rior.
1.4 CAMBTO DEL INCREMENTO H

A continuacifn se discutiri el manejo del incremento h, que
eSs un problema muy importante en la aplicacifn de cualquier
método. E1l1 incremento h no debe ser demasiado pequefio, por -
que de lo contrario el nGmero de pasos vy los errores por re -
dondeo se hacen grandes. Por otra parte, h no puede ser demg
siado grande , porque un h grande implica un erroxr por trunca
miento grande en cada paso y, ademis, un error provocado por

el hecho de que { se valGa en (xm, #.) en lugar de valuarse
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en (xm, ylxm)). Este Qiltimo error es cero si § es independien

te de y, y es m&s importante, cuanto m&s rdpidamente varia {§
respecto de y, es decir, cunanto m&s grande es el valor absolu

to de la derivada parcial 6y = 3g/3y.

El manejo del incremento /i tiene importancia, debido al hecho
de que no existe ninguna f£6rmula para escoger el valor inicial
de h, con la posible excepcibén de (1.29), la gque usualmente

no es de mucha ayuda pues puede ser diffcil estimar M, y si

6" varia demasiado en el intervalo de integracidn, (1.29) se-
ri necesariamente conservadora en la mayorfa de los puntos.
Recuérdese que M es la cota superior minima de éy’
Existen diversos criterios para el manejo del incremento h du
rante el desarrollo de un mé&todo. Sin embargo, una vez que
estos criterios han indicado gque es necesario aumentar o dis-
minuir el valor de h, no existe un criterio razonable para
cuantificar tal aumento o, en su caso tal disminucibn. Por
tanto, en este trabajo se optarid por usar el criterio m&s co-
munmente usado que es el de aumentar o disminuir h, siempre

en un 50%.

Se describirdn a continuacifa cinco criterios para el manejo
del incremento h. El primero es aplicable a cualquier m&todo
de los incluidos en este trabajo, los dos siguientes son apli

cables a los métodos del tipo Runge-Kutta de cuarto orden
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(Runge-Kutta y Ralston) y los dos filtimos son aplicables a

los mé&todos predictor-corrector.

1. Se realiza el cilculo de la scolucidn con un incremento

2h, lo cual corresponde a incrementar el error por truncamien
to por paso en un factor 25= 32, pero dado gue el nfmero de

vasos decrece a la mitad, el incremento real es en un factor
25/2 = 16. De agui gue el error del primer cilculo (con in -
cremento i) es igual, aproximadamente, a 1/15 de la diferen -
cia & de los valores de y correspondientes calculados con in-
crementos h y 2i. Ahora puede elegirse un nGmero { (por ejem
plo, una unidad del dltimo digito gue se supone es significa-
tivo, si se cree gue la cuarta cifra decimal es significativa,

&

t = 0.0001) ¥y el manejo de i sera como sigue:

h 84 0.2 t < iy, < 102
(1.46) h o= 0.5 h 84 ja] > 102
2 h 84 fal < 0.22

Por supuesto, debe tenerse cuidado de no reducir demasiado h

ya gue ello ocacionarfia un fuerte aumento en el nCmero de pa-
sos y &ste, a su vez, un aumento en los errores por redondeo.
También debe cuidarse el aumento de i de manera gue se le im-
pida llegar a un valor tal gue comprometa la exactitud desea-

da y en algunos casos, la estabilidad del mé&tocdo.

2. Este criterio es el mis sencillo de todos y también el
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menos formal. Resulta ser una burda receta dada por Collatz

(ref 5). El dice que si

lK"' - Ksi

(1.47) _—
i1 7 R

llega a ser muy grande (mis de algunos cientos) entonces h de

be reducirse. El criterio no indica cuanto debe incrementar-

se h, ni cuanto debe reducirse. Es, sin embargo el de mis

sencillo uso y puede ser usado con algln &xito. Recuérdese

que K,, KZ Y K3 son las ecuaciones (1.6), (1.7) vy (1.8) del

método de Runge-Xutta, o las ecuvaciones (1.11), (1.12) y

(1.13) del método de Ralston, respectivamente.

3. Un criterio parecido al anterior, pero m8s fundamentado,
es el que se presenta a continuacibdén. Ya se habfia mencionado
en pirrafos anteriores el porqué no es conveniente que h sea

demasiado grande, antes bien, h debe ser tal que

(1.48) ko= hM

se encuentre entre 0.05 y 0.2, aproximadamente. En (1.48), M
es una cota superior minima de la derivada parcial

5” = 34/3y. Es una ventaja de los mé&todos del tipo Runge-Kut
ta de cuarto orden el que pueda controlarse h por medio de

Ky » Ky oy K3 porque, de la definicibn de 6U' se tiene
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Boe i = hjg | o= n| Slxe %) - (e, ¢'7)
Y y* -y

y si se elige

h
= +

x ' 7
K,

. 2
1 = =
y Ym 2
. KY
4 =y ot =
y -m &

entonces

® e = -
y ] (KZ K,1/12
y se deduce que
| Ke - K, |
(1.49) PR Rt B |
2| x, - x,

El subindice m en (1.49) indica que el valor de L estd calcu-
lado con los valores de K,, KZ v K3 correspondientes al pun-

to (xm. ym). Por tanto tendremos gue valuar hm en cada paso.

Una vez calculado el valor de h se sigue la siguiente regla:

m’
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h 3L .05 < km < 0.2
(1.50) h = 0.5h Kys km > 0.2
l 2h 54 Ry, < 8.085

Recuérdese que Ko Ky ¥ K3 son las ecuaciones (1.6), (1.7) v
(1.8) del método de Runge-Xutta, o las ecuaciones {(1.11),

(1.12) ¥y (1.13) del mé&todo de Ralston, respectivamente.

4. El criterio presentado agui es aplicable a los mé&todos
del tipo predict6:~corrector y resulta muy €£48cil de aplicar.
Basta observar el error por truncamiento E;C) del corrector
en cada paso y adoptar un nfimero { cuyo significado es el mis

mo que en el inciso (1), Luego observar la siguiente regla:

i sd 0.5¢< el¢) < 1.5z
(1.51) e 4 0.5k sé ele! 5 152
. [e) < 0.5 ¢

2h S£ ET

Nuevamente hay que tener precaucibn con el aumento y disminu-
cién de h para no tener problemas. Tambi&n cabe recordar que

E(c) estd dado por la ecuacifn (1.25a) para el método modifi
T

cado de Euler (1.26a), para el de Milne y (1.27a) para el de

Adams.
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5. El Gltimo de los criterios presentado es, como el ante -
rior, de muy f&cil aplicacidn y esti basado en la ecuacibn
(1.29), que es la condicidn de convergencia de los mé&todos
predictor~corrector. Dicha ecuacidn plantea gue el método

converge si

Pero no se conoce el valor de M. Sin embargo, mientras menor
sea h, serd mds rdpida la convergencia. Se tiene entonces
una decisifn de Iindole econfmicoc. Si se escoge un valor pe -
qgueiio de h, no se reguerirdn muchas iteraciones por punto, pe
ro habrd muchos puntos. Si se escoge un valor mayor de h, ha
br& menos puntos, perc mids iteraciones por punto. Existe una
fuerte evidencia empirica (ref 6) gque indica gue el nGmerc de
itgraciones més eficiente es dos, es decir, se busca computa-
cién minima para una precisibn dada. En otras palabras, si
el tamane del intervalo se escoge de manera gque

{i+1) (£} \
(1.52) gm';, - gmj, ! < &

se satisface en dos iteraciones, el monto total de computa -

cibn serd minimo.

El criterio en si consiste en contar el ndmero de iteraciones,

si se requieren mis de dos iteraciones para satisfacer (1.52),
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se reduce 7t a la mitad, si una sola iteracidn es suficiente,

’

se aumenta it al doble v si se requieren exactamente dos, se

conserva el valor de h.

’

En la expresi6én (1.52), y#*+]’ Y yéi) son dos valuaciones

consecutivas del corrector y £ un nmero que tiene el mismo

significado que en el inciso (1).

Deben cuidarse agui también los aumentos © disminuciones de h

para evitar problemas.

Un comentario final antes de terminar esta secci®n acerca del
procedimiento a seguir al cambiar el valor del incremento f

en un método predictor-corrector, es el siguiente

Lo que se hace es detener el cilculo por el método predictor-
corrector y tomar X, 4, COMO un nuevo punto de partida. En-
tonces, el método predictor se wvuelve a "hechar a andar" con

el nuevo tamano de intervalo, usando nuevamente un método de

Runge-Kutta.

Afortunadamente, en los métodos predictor-corrector no es ne-
cesario, por 1o general, variar el valor de h, salvo en casos

muy especiales.
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1.5 COMPARACION DE METODOS

La presente seccibn tiene como finalidad, dar una orientacibn
en el momento de seleccionar un mé&todo yva gue, como pudo ver-—
se en las secciones anteriores, cada uno de los métodos pre -
sentados posee ventajas y desventajas, mismas que definen su
aplicabilidad. Es por ello gue se han recopilado sus princi-
pales caracteristicas, las gue se presentan en la tabla 1.1,

cuyo contenido se explica a continuacién.
Columna 1. Nombre del m&todo

Columna 2. Aquf se indica el nimero de veces gue es necesa-
rio valuar la funcibn 4(x, y) en cada paso, como una medida

del trabajo computacional que requiere cada método. Nbtese

gue en los métodos predictor-corrector, solo se toma en cuen~
ta una sola valuacibn de g§{x, u¢) en cada aplicacibén del co -
rrector va que las demds, que ya fueron calculadas en el pre-
dictor, permanecer constantes en el corrector. En el método
de Taylor j{x, y] se valGa una sola vez pero hay que calcular
sus siguientes tres derivadas, las cuales, a menudo, resultan

m&s complicadas afin que la propia §{x, y).

Columna 3. En esta columna, tm es el tiempo de proceso re -
querido por cada método y T es la suma de los tiempos emplea-
dos por todos los métodos para resolver la ecuacibn 1 de la

seccién 1.6, con un & 0.2. Los resultados que aguf se pre-



1)

(2)

(3)

(4)

(s5)

NMETODO NUHLRO DE VALUACIONES DE LA tm NECESIDAD DE QTHO METODU DIFICULTAD PARA DETEIMINAR LA
FUNCION f(x,y) EN CADA PASO T PAIA "ARRAUCAR" HECESIDAD DE CAMUBIAR h

TAYLOR fix,y) sc valGa una sola bxiste una cierta dificultad ya
vez, sip cmbargo hay que va 0.110 Ning que hay ¢ue calcular dos veces
luar sus siguientes tres de . hguna la solucibn, con (h) y con (2h)
rivadas -

EULER Una 0.097 Ninguna Exiaste una cierta dificultad ya
que hay ¢ue caleular dos vecuen
1a soluci6n con {h} y con (2h)
Existe una cicrta diffcultad ya

fteuN Doa 0.101 Ninguna que hay que calcular dou vecus
la solucibn, zon (h) y con (2h)
Pricticamente nula ya que exiu-

RUNGE=-KUTTA Cuatro 0.110 Ninguna ten dos criterios sencillos (2)
Yy (3) en la seccidn 1.4
Pricticamente nula ya que exis-

RALSTON Cuatro 0.151 tinguna ten dos criterios sencillou (2)
y (3) en la scceciln 1.4

MEJORADO DE Una vez ¢n cada aplicacibn rricticamente nula ya que exis-

{ULER del corrector cuando cl mé- 0.116 S1, generalmente 50 usa ten dos criturios sencillos (4)

E todo ha arrancado Runge-Kutta y (5) en la seccifn 1.4

Una vez en cada aplicacidn Pricticamente nula ya que exfsu-

MILKE del corrector cuando cl mé- 0.146 5S¢, generalmente se uua ten dos crituecios sencillos (4)

todo ha arrancado Runge-Kutta Y (9) en la sccelbn 1.4
Una vez en cada aplicacibn Pricticamentye nula ya que exis-
ADAMS del corrector cuando el mé- 0.149 $t, generalmente se usa ten dos criterios seacillos (4)
todo ha arrancado Runge-Kutta y (9 en la seccibn 1.4
TABLA 1.1

Resumen de las caracterfsticas de los métodos presentados cn este trabajo



TABLA 1.1

ContinGa

(6)

DIFICULTAD PARA CAMBIAR
h DURANTE EL PROCESO

N

CIFICULTAD PARA OBTENLR EL
CRROR POR TRUKCAMIENTO

a)

VALOR DEL ERROR POR
TRUNCAMIENTO

(9)

¢EL METODO
CONVERGE?

(109)

LEL METODO EI ESTA
BLE?

Hiaguna

Alyuna, ys qque ey necesa -
rio caleulur la guinta de-
rivada, lo cual, a menudo,
no es senctllo

MWATIARTS

51

51
Excepto en casos
especiales.  Ver
secctébn 1.7

Ninguna

Alguna, hay que calcular la
soluciSn con h y h/2 y aply

car
4f 1 eh_
ET.l[Um .qm

!

LI

51

S1
EXcepto on casos
especlales. Ver
secelbn 1.7

Ninguna

Algunu, hay que calcular la
solucifn con h ¥y /2 y apli
car

ET-;[UL“’Z'-UL"']

7§h‘u‘”lcl

ST

51 uxceptu en cases
especiales. Ver sec
cib6n 1.7; NO cuando
£<0 dependicndo del
valor de h

tlinguna

Alguna, pucs es necesario
calcular dos veces la solu-
cibn, con h y h/2 y aplicar
la ecuacién 1,24

No exirte una expre
s16n sencilla
(ref 10)

SI

$51 cexcepto ¢n casos

especiales. Vur scc
ci6n 1.7; HO cuando
§<0 dependiendo del

valor o

Ninguna

% Tguny, pucs es necesario
calcular dos veces la solu-
cibn, con h y h/2 y aplicar
la ccuacién 1.24

No existe una cxpre
s8i6n sencilla
(ref 10)

51

SI excepto onh Casos

especiales. Ver sec
cibn 1.7; HO cuando

£<0 dependiendo del

valer do h

51, generalmente se usa
otra ve: Runge-XKutta pa
ra volver a “"arrancar®
con el nuevo h

Pricticanente nula ya que
para valuarlo solo s¢ re -
quiere aplicar la ucuacidn
1.25a

el B3 g
erel ey t31 g

51

SI
Excepto en casos eg
pecfales. Ver scve-
ci6én 1.7

Si, generalmente se usa
otra vez Runge-Kutta pa
ra volver a “arrancar*
con ¢l nuevo h

Pricticamente nula ya que
para valuarlo solo se re -
quiecre aplicar la ccuacibn
1.26a

L AT
E;cl"b%“'ulsllc)

SI

51
Excepto en casos ¢y
peciales. Ver see-
cién 1.7

St, generalmente so usa
otra vez Rungg-Kutta pa
ra volver a “arrancarc®
coun el nuevo h

Précticamcente nula ya que
para valuarlo nolo se ru =
quicre aplicar la ccuacibn
1.27a

Biwy!®a

o R ALY

tp)
Ef

51

S1
Excepto en cases ep
puciales. Ver scec-
cibn 1.7

0S
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sentan fueron obtenidos a partir de ios datos proporcionados
por la computadora Burroughs B 6800 del Centro de Servicios

de COmputo de la UNAM.

Columna 4. La presencia de esta columna obedece a que en
los métodos predictor-corrector se requiere de puntos previos
para aplicar el predictor. Por ejemplo, en el caso del méto-
do de Hilne, ademds de la condicidn inicial se requieren
otros tres puntos, los cuales deben ser calculados con algﬁh

método de un solo paso.

Columna 5. Esta columna contiene informacidn acerca de las
dificultades gque cada método presenta para el manejo del in -

cremento .

Columna 6. Se puede encontrar una relacién en el contenido
de esta columna y el de la columna 4. Dicha semejanza estri-
ba en que, cuando se cambia el valor de a1, los mé&todos predic
tor-corrector tienen que "volver a arrancar" partiendo del Gl
timo punto calculado, como si fuera el inicial y con el nuevo

valor de a.

Columna 7. Aquil se presentan procedimientos para calcular
el error por truncamiento en cada paso, para los diversos mé-
todos presentados y se sefiala el grado de dificultad que ta -

les c&lculos representan.
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Columna 8. El resumen del error por truncamiento de cada

£f6rmula es presentado en esta columna, Tiene como objetivo

el dar una idea de la precis:i6n de cada mé&todo.

Columna 9. En esta columna se dd informacidn acerca de la

convergencia de cada mé&todo.

Columna 10. En ella se presenta un resumen de las caracte -

risticas de estabilidad de cada método.

1.6 EJEMPLOS

La presente seccibn tiene dos objetivos principales: mostrar
el procedimiento de c&lculo y dar constancia numérica de las
caracterfsticas de convergencia y estabilidad de cada método.
Para conseguir &sto, se han seleccionado cuatro ecuaciones ai
ferenciales cuyas soluciones presentan comportamientos carac-

terfsticos. Tales ecuaciones Son presentadas a continuacibn v

sus soluciones son mostradas, grificamente, en la figura 1.8.

Ecuacién 1

L4

y' = % {x+y) - 1 yl0) = 2

cuya solucién analitica es
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En la figura 1l.8a, pueda verse que esta ecuacién posee solu -
cifn creciente (§ > 0}, y de la ecuacién diferencial, gue 1la
variacién de la pendiente (23/3x} es constanca (no decrece)

y que 3f/ay>0.

Ecuacién 2

= % oxy ylo) = 0

cuva soluciSn analitica es

8]

sta ecuacidn, también pcsee solucidn creciente (§>0) como
puede verse en la figura 1.8b. Asimismo, la varlacidn de la
pendienta {3§/3x) es cada vez menor y 34/3y<f, =cmo puede de-

ducirse de la ecuacién difaerencial.

Ecuacién 3

y' = - %x'uzy wi0) = 10
cuva solucién analitica es
y = 19 e-/;

La solucién de esta ecuacibén es decreciente ({<0), como puede
observarse en la figura 1.Sc. Por otra parte, de la ecuacién

diferencial se puede wver que la variacién de la pendiente
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[ 2e"/2-x y - (2/3
wfo) = 2 w{é} - 9
X v
a) Ecuacién 1 b) Ecuacidn 2

Fig 1.3

T
wos (216 - 53

y{0) = &

c¢) Ecuacién 3 d) Ecuacidn 4

Representacibn grifica de las soluciones a las ecua
ciones cscogidas como ejemplos



(33/3x] es cada vez menor y que 3§/2u<0.

Ecuacién 4

L~

L]

'
wira

xy ylo0) = 6

cuya solucidn analitica es

w = (216 - x2)1/3

La solucibn de esta ecuacibn es decreciente (§<0 para x<v21§&},
figura 1.8d. Asimismo, la variacién de la pendiente {3§/3x)
es cada vez mayor y 3§/2u>0, lo cual puede deducirse de la

ecuacién diferencial.

Estas cuatro ecuaciones ser@n resultas por los ocho mé&todos
presentados y para valores de 2 0.2, 0.1 y 0.05. Los resulta
dos de la ecuacidn 1 se encontrar&n resumidos en las tablas
1.2 2 1.9. Los resultados de las ecuaciones 2, 3 y 4, se han
omitido por brevedad. Solo se presentari el cdlculo de los
primeros puntos de la ecuacifn 1, con h=0.2 y con los ocho mé

todos, con el fin de mostrar la mecdnica del cflculo.

Método de Taylor (ecuacifn 1.1).- A partir de la ecuacién

diferencial y de su condici6n inicial

{x+u) -1 ulo) = 2

=
<
»
~f
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se encuentran

PILZI w3 Ly g1 o Ly

v de la ‘condicién inicial
yy = 70.0 + 2,01 - 1.0 = 0.0

é(o.o + 2.0} = 0.5

Yg =
(3) | 1o
Yo g(¢.0 + 2.0) = 0.5
yg4) = 7%(0.0 + 2.0} = 0.125
sustituyendo estos valores en la ecuacidn 1.1 con h = 0,2

2 3
y, = ul0.0+0.2) = 2.0+0.2(0.0)+10:21510.5),10.2)210.25) ,

Jo.2)(0.125)
23

Yy, = yl0.2)1=2.01034
con estos nuevos valores

y' = lio.2+2.010331-1.0 = 0.10517
.
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(2) 1 P
Yy, = j(O.Z*L.0,034) - 0.55259

g {3 . %—(0.2-»2.01034) . 0.27629

4 Ny
uf ). 1510-2+2.01034) = 0.13815

con lo cual, de la ecuacidn 1.1

N 2
4y = 4l0.240.2) = 2.01034 + 10.2)(0.10517) + (0.2)200.55259) ,

10.2)3(0.27529) , (0.2)“(0.13815)
I3 T3

Yy = ylo.4) = 2.94280
Siguiendo este mismo procedimiento, se lleg6 a los resultados
gue aparecen en la tabla 1,2, en la cual se han puesto solo

los valores enteros de x hasta ¥ = 10.0, de dos en dos.

M&todo de Euler (ecuacibn 1.2).- De la ecuacibn diferencial

y de su condicifn inicial
' = %(x*y)-l ylo) = 2
se obtiene

w'y* §10.0 + 2.00-1.0 = 0.0
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sustituyendo este valor en la ecuacibn 1.2 y con it = 0.2
Yy = y(0.0 +0.2) = 2.0+0.2(0.0)
¥y, = ylo.2) = 2.0

con estos nuevos valores

yh = F10.2¢2.0)-1.0

L[]
o
.
-

y con 8ste, de la ecuacidn 1.2

dp = yl0.2¢0.2}) = 2.040.2(3.1)

"~

W = yl0.3) = 2,02

Por este mismo procedimiento se llegdé a los resultados mostra

‘dos en la tabla 1.3.

Método de Heun (ecuaciones 1.3 al 1.5).- Partiendo de la

ecuacidn diferencial y su condicidn inicial
, !
y' = Flxry)-l ylo} = 2
y con h = 0.2

k, = 0.2[%10.0 +2.0)-7.o] = 0.0

-




4
1

k, = 0.2 ?lo.o+o.z+z.o+o.0)-1.oJ = 0.02

4

="

con estos valores
¥y = y10.0+0.2) = 2.047(0.0+0.02)
y, = ylo.2z) = z.017

con los valores encontrados

-

i
h, = 0.2 {e.2+2.01)-1.0 J = 0.021

[ et |
i)~

2, = 0.2 [ %10.2+0.2*2.01+0.021)-l.0 1 = 0.0431
o

up, = u{0.2+0.2}) = 2.01+%(0.02!*0.0431)
vy = yl0.4) = 2.084205

Los resultados obtenidos con este mé&todo se encuentran resumi

dos en la tabla 1.4.

M&todo de Runge-Kutta (ecuaciones 1.6 a 1.10).- De la ecua -
cién diferencial v su condicién inicial

u' = %(x9g)-1 wio) = 2
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Yy con h=0.2 se obtiene

u, = ylo,

' 1
= 0.2 [<f(0.0*2.0)-1.0 |- 0.0
4

-
- 0.2 ! %(o.o+2?1¢2.o+9%2)-1.0 j - 0.0i
f =y

-
i1 0.2 0.01
= 0.2!?(0-0—?—-*2.0*-—:—

-
)-r.o% - 0.0105
4

= 0.21 (0.0+0.2¢+2.0+0.01051-1.0 | = 0.02105
¥

| SSGUSISRE |

’ 1
0*0.21-2.c+§ o.o+2(o.ol)+2(a.0105)+o.oz:osJ

-

y, = ylo.2] = 2.01034

con estos nuevos valores

e
~—
"
S
~

-

-

P lio.2e2.010501-1.5 § - 0.02103

Lo J

M 0.2 0.021¢3, 1

D ht0.2eB5Ren 010340 8202183) y y 1 . 9. 03209
L S

- .

D T10. 2085802, 010340 2203209y . 5 % = 0.03264
L ]

[ K

b L 10.2+0.202.01054¢0.05254)-1.0 | =0.04450

L.

[
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-
0.02103+2(0.03209)+2(0.05254) +

y, = ylo.2+0.2) = z.a;osu%

+ 0.0443@

Yo = ylo.4) = 2.04281

Los resultados completos de este m&todo se encuentran en la ta

bla 1.5.

MEtcdo de Ralston (ecuaciones 1.1l a 1.15).- De la ecuacién di

ferencial ¥y su condicién inicial

u' o= Flxewl- y(0) = 2

1]
o
N

v con A

B, o+ 0.2 {L(a.mz.m-z.o
r'A

| — |
n
<
I

;
L(o.ooo.uo.z)«»z.o»o.ch.o))-1.0_" = 0.008

kS = 0.2 ;(0.0*0.45573725(0.2»2.0*0.15875964(0.008) +

I

J

+ (0.45573725-0,15875964){0.00-1.0y = 0.00924

L.
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%ia.ou.0(0.2)+z.a-3.asa9ssta(a.aas;+

+ 3.83286475{0.00924)}+(71.0+3.05096516-3.85286476)1{0.0))-

1

- 1.0i = 0.02110

con estos valores
y, = yl0.0+0.2) = 2,0+0.17476028(0.0)-0.551480661{0.008}+

'+1.2055555(0.00924)+0.,17118478(0.02110)

g, = vl0.2) = 2,01034

repitiendo lo anterior con los valores de Xp Y i

(0.2+2.01054)-1.0 | = 0.02103

b
—
%
[~}
(2]
re—
1] —

(0.2*0.4(0.2}*2.01054*0.4{0.02103,)-1.0j=0.02988

T
(XY
n
[~
N
~
[ Rt |
PO} =

k5 = 9.2 %(0.2*0.45573725(0.2)*2.01034*0.75875964{0.02953)*
L

'(0.45573725-0.15375964)(0.02703))-1.0] s 0.03125
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-
&4 s 0.2:%(0.241.0(0.2)*2.01054-5.05096576i0.02935)+
L

+5.852864756(0.03125)+(1.0+3.05096516-5.85236476)

-

i
(o.ozwsH-r.oJl = 0.04435

Wy = yl0.2+40.2) = 2.01034+3.17475028{0.02103}-
~0.55148066{0.02988}+1.2055355{0.05125}~

+0.17118478{0.04455)
Uy = wf0.4) - 2.04280
Los resultadcs completos se pueden encontrar en la tabla 1.6.

Método modificado de Euler ‘ecuaciones 1.16 v 1.17).- De la

ecunacidn diferencial vy de su condicibn inicial
' 1. .
' e Fixeyl-d w{0) = 2
con el método de Runge-Kutta se obtuvo

w,l0.2) = 2.01034

con estos valores se calcula




§ix,, w,) = 110.2+2.01034)-1.0 = 0.10517

Y con el predictor

(90 . z.0¢2(0.2)10.10517) = 2.04207

yz =

a este valor predicho se le hace la primera correccifn v para

ello es necesario calcular solamente 5(xm+,, u;f;l)) va que

§ix,, ¢} permanece constante. Asi, con x, — 0.4

{
§1%., “no)) = L(o 3+2.02207)-1.0 = 2.C210+4
it s clor03iello 2 o t0s1 TR0 22104) < 2.04298
haciendo otra correccisn
0.22148

']
ta
p
4a
W
<

g, = yi0.4) = 2.04301
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Para el punto siguiente

$lxy, gyl = %(o.4+z.a4301)-1.0:0.22151

Y la primera prediccifn seri

gl - 2.010340200.2)10.22151) + 2.09894

para hacer la primera correccibn hay gue calcular

0), .

(0.46+2.09894)1-1.0 = 0.34947

£~

- 2.04501+100.2)10.22151+0.34947) = 2.1001
para una nueva correccidén

‘ (1)) o Tip gun ; .

Flxg, v3'') = £{0.5+2.100111-1.0 = 0.35005

wiZh o 2045014 lt0. 2110, 22i5100.35005) = 2.10017

g3 = ulo.8) = 2,710017

Los resultados completos se encuentran resumidos en la tabla
1.7.
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Método de Milne (ecuaciones 1.12 y 1.19) .- Partiende de la

ecuacidn diferencial y de su condicibén inicial
. , ”
o' = F{xryl-1 ul0) = 2

£

se cbtuvieron los siguientes puntos por el método de Runge-Ku-

tta
‘,(0.2) - 2.61034 ual0.4) - 2.042680 7
v con ellos

(0.2+2.01034)-71.0 = 0.16517

£d
=
4
=
-~
1]
) —

|~

0. d+2.052801-7.0 J.22140

7N
»
3
-
<
~—
L}

(0.6+2.09972)-1.0 - [.34280

2

~

3
v

"
1]~

Para credecir el valor de v, se vsa la ecuaci6bn 1.18

Wi Ch L 0adio Y 2i0.105171-0.000140+212.52986) = C.18564
- . >

Coms va fueron calculadas 5(xm, Um) Y

[
>
n
[o]
)
o]
H
o
n

t

. {2} :
ta calcular Slx ., ¢ .9 asf, con h - 0.2

FRRSN
<
3
f=1
o
.
3
-
on
I
o~
4.
'
—
=
"
©
1
o
-
on
3

Ax,, o,
4



{1

]

para una nueva correccidn

.
<

-

Yy = w{0.8) = 2.18364

Para calcular el sicuniente gunto

[0.8+2.18333)-1.¢

o] ~

dia,, w,) =
- +

v aplicando el predictor

Ut -
<

rara hacer la primera ccrreccibn

fiag, vlfh) (1.0+2,29745)-1.¢
Mgy Ug vhoite . < .

1Y)~

b 2.04250+§(c.2ﬁ0.49182»4(o.s4qsé)+o.2214o

(¥

:.07034¢%(o.2:12(0.221401-0.349se+

1

r
= 2.04280*%(0.2)a0.49182+4(0.34955)+0.22740 = 2.
L ’

-

, yﬁ’))=%(0.s+c.7&354)-1.0:0.49152

| B |

(&)

7
‘

-

§364

364
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C.64872+4(0.49132)+0.534986, = 2.29744

haciendo otra correccién

Los cilculos completos se pueden consultar en la tabla 1.8.

Método de Adams {ecuaciones 1.20 v 1.21).- Partiendo de la

ecuacisn diferencial vy de su condicibn inicial
[ 1. 1.1
o EERCER. S (N I '/(0) = 2
2

v usando ¢l método de Runge-Xutta se obtuvieron los sigulien -

Yy con ellos



Slxgs ) = Fiv.orzi0)-1.0 = 0.9

1%y, ¢y) = F(0.242.01054)-1.0 « 0.10517

L}
o
.
S
[
~
da
A3

3lx,, yz) - %(0.4*2.04280)-1.0

10.6+42.09972)-1.0 = 0.3498¢4

ey =~

ysl =

Con estos Gltimos cilculos, la prediccibn de

gi”’ + 2.09972+ 53i0.2)}5500.34986)-59(0.22140)+57(0.10517)-

H
-
'

-
i - 2.18344

- 910.0)

Para hacer la primera correccidn

Stay, wi®y o Lio sez 185841-1.0 « 0.19182

- .

g1 2.09972*7%(6.2){9(0.49152)+l9(0.34986)-5(0.22140)*

b
i
'
!
!

+ 0.10517] =~ C.183565

Haciendo una nueva correcci&n
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iy, vb™h - Lioseai1s3850-1.0 - 0.49183

"
yi? s 2099720 0. 0010 491851 %0, 349861 -500. 22140+

-
+0.10517| = 2.18355

-4

a
—
L]
(AN

.
—
to
w
Q
u

y_; = _5](3.

‘Para =ncontrar el siguiente pun<o
. 1. . -
5!x4, g1 5{0.5+2.18355)~1.0 = G.421583

y la zrediceibn para Ye sera

<

s
<

7
s 2. 18325¢-000.2)]5570.49183)-5910.34985}+57(0.22140)-
L
- 910.10517) | - 2.29745

Para hacer la:primera correccifn

sixg, ,ga), = Li1.0e2,29745)-1.0 = 0.54572
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-

= 2.!3365*7%(0.2)iﬁ(0.64872)+19(0.49183)-5(0.34986)*

-t

+ 0.22140) = 2.29744

Lt

Haciendo una nueva conrreccidn

= L1, 042.29704)-1.0 = 0.64872

= 2.18565420100.2119(0.64872)+19(0.99183)-5(0.34986]+

-

*0.22140‘ = 2,29744

-

wg = w(1.0) = 2.29734

Los resultados completos se encuentran en la tabla 1.9.

1.7 ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Con el £in de facilitar el an&lisis de los resultados obteni-
dos con la solucién de las cuatro ecuaciones diferenciales,
se han elaborado las tablas 1.10 y 1.11. La primera contiene
informacidn acerca de las caracteristicas araliticas de cada
ecuacidén y la segunda resume las caracteristicas de convergen

cia y estabilidad de cada unc de los métodos tratados, mismas




N Y h0.20 1 ft = 0.10 = 0,05
EXACTA y £A er y EA (R y EA ER
.0 2.00000 2.00000 oO. . 2.00000 0. 0. 2.00000 O. 0.
2.0 3.43656 3.43656  4.178-06  1.21E-06 3.4736506 2.7206-07  7.905~08 3.43056  1.73E-08 5.04E-0Y
4.0 10.77811 10.7780Y9  2,27¥-05 2.10E-006 10,7781t 1.488-06 1.37k-07 10.77811  9.48E-08 8.79E-0Y
6.0 34.17107 34.17098  9,241-05  2.70E-06 34,7107 6.02E~U6  1,.76E-07 34.17107  3.88E-07 1.14k-08
8.0 |101.19630 [ 101.19597 3.35K-04 3.31E-06] 101.19628 2,.18k~05 2.16E~07 | 101.19630 1.40E-06 1.38E-08
10.0 1286.82632 286.82518 1.141-03 3.9/K-00 ] 286.520624 7.411E-05 2.58K-07 | 286.82631  5.021E-06 1.75k-08
TAMLA 1.2 Solucidn de la ecuacidn 1 por el m@tado de Tayler
N u fv 0.20 h - 0.10 f - 0.05
TLXACTA " TA ER iy EA ER y EA ER
1.0 2.00000 2.00000 0. 0. 2.00000 0. 0. 2.00000 0. 0.
2.0 3.47656 3.18748  2.49E-01  7.25E-02 3.30660  1.308-01  3.78E~02 3.37013  6.064E-02  1.93E-02
0 10778141 9.45500 1.32+00 1.23E-01 10.07998 6.98k-b1  6.48E~02 10.41914  3.59E-01  3.33:-02
U 34.17107 28.049880  S5.27E+00  1.54t-01 31.35837  Z2.811400  8.231-02 32.71630 1.45E400 4.26FE-02
5.0 1 101.19630 82.51851  1,87E+01  1.865k-01 91,1288 1,01EH01 9.95E-02 95.95574 5.24E+00 5.18E-02
10.0 ) 286.826732 | 224.78171  6.201401  2.16E-01 | 253.00252  3.38i+01 1.1BE-01 ] 269.12779 1.77¥401  6.17E-02

TABLA 1.3 Solucidn de la ecvacitn 1 por ¢] método de Buler

zL



X y It = 0.20 I :‘_-0.10 I - 0.05

EXACTA y TA (R y EA ER y EA T
0.0 2.00000 2.00000 O. 0. - 2.00000 oO. 0. 2.00000 0. 0.
2.0 3.43656 3.42816 8.406-03 2.44E-03 3.43438  2.188-03  6.35E-04 3.43601 5.56E-04 1.621:~04
4.0 10.77811 10.73247 4.56F-02 4.23E-03 V0,76625 1.198-02 1,10E-03 10,77509 3.02E-03 2.80FE-04
6.0 34.17107 33.98511 1.86E-01 5.44E-03 | 34.12273 4.835-02 1.41E-03 34.15876 1.23E-02 3.60E-04
8.0 J101.19630 ]100.52283 6.73E5-01 6.441-03 |101.02114 1.751~01 1.73E-03 {101.15166 4.46E-02 4.41E-04
10.0 |286.82632 |284.53374 2.29E100 7.97:-03 [286.23125 5.95:5-01 2.07E-03 [286.67463 1.52E-01 5.29:-04

TABLA 1.4 Solucién de la ecuaciOn 1 por el método de Henn
h - 0.20 h-0.10 koo

x YEXACTA g EA ER y EA ER M EA ER
0.0 2.00000 2.00000 O. 0. 2.00000 O. 0. 2.00000 O. 0.
2.0 3.43656 3.43656 4.171:-06 1.211-06 3.43656 2.72E-07 7.91E-08 3.43656 1.741~08 5,07E-09
4.0 20.77811 10.77809 2.27E-05 2.10E-06 | 10.77811 1.48E-06 1.37B-07 10.77811 9.51pg-G8 8.82E-09
6.0 34.17107 34.17098 9.24E-05 2.70E-06 | 34.17107 6.02E~06 1.76E-07 34.17107 3.88E-07 1.141-08
8.0 ]101.19630 |101.15597 '3.351:-04 3.31E-0G {101,19628 2.18E-05 2.16E-07 |101.19630 1.41E-06 1.391-08
10.0 [286.82632 [286.82518 1.14E-03 3.97E-06 {286.82624 7.41E-05 2.58E~07 [286.82631 5.045-06 1.76E-08

TABIA 1.5 Solucién de la ecuacifn 1 por el método de Runge-Kutta




. |y weowo L hoae G005 ]
EXACTA y £A B[ w AR y LA £R
6.0 2.00000 2.00000 0. 0. 2.00000 O. 0. 2.00000 O. 0.
2.0 3,43656 3.43656 4.17€-06 1.21E-06 3.4305%6 2.73€-07 7.94F-08 3.43656 1.83E-08 5.33E-09
4.0 | 10.77811 | 10.77809 2.27£-05 2.10E-06 10.77811 1.48E-06 1.38E-07 10.77811 9.91t-08 9.19£-09
6.0 | 34.17107 | 34.17093 9.25E-04 2.71E-06 | 34.17107 6.05£-06 1.77E-07 | 34.17107 4.04E-07 1.18E-08
8.0 }101.19630 | 101.19596 3.35£-04 3.31E-06 | 101.19628 2.19[-05 2.17E-07 | 101.19630 1.47E-06 1.45E-08
10.0 | 286.82632 | 286.82518 1.14L-03 3.97E-06 | 286.82024 7.45E-05 2.60£-07 | 286.82631 5.25E-06 1.83E-08
TABIA 1.6 Solucitn de la exmacitn 1 ror el métaxlo de Palston
< g h-o0.20 h - 0.10 W - 0.05
YEXACTA
y EA ER y EA ER y EA ER
6.0 ?.00000 2.00000 O. 0. 2.00000 O. 0. 2.00000 O. 0.
2.0 3.43656 3.44059 -4.03E-03 -1.17E-03 3.43764 -1.07€-03 -3.12E-04 3.43684 -2.76E-04 -8.03E-05
4.0 | 10.77811 10.80125 -2.31E-02 -2.15E-03 10.78410 -5.99E-03 -5.55€-04 | 10.77963 -1.52E-03 -1.41E-04
6.0 | 34.17107 { 34.26710 -9.60E-02 -2.81F-03 | 34.19569 -2.46E-02 -7.,20E-04 | 34.17729 -6.22E-03 -1.82E-04
.0 | 101.19630 }101.54748 ~3.51E-01 -3.47€-03 | 101.28591 -8.96£-02 -8.86E-04 | 101.21889 -2.26E-02 -2.23E-04
10.0 | 266.62632 | ¢88.02617 -1.200+00 -4.18£-03 | 287.13160 -3.056-01 -1.06E-03 | 286.90318 -7.69E-02 -2.68E-04

TMLA 1.7 Solucitn de 1a ecuncitn 1 por el método modificado de Duler




. i 0.20 AT i+ 0.05
YUsACTA - - Z
y EA LR o TA ER y LA e
0.0 2.00000 2.00000 0. 0. —-‘_2.00000 0. 0. 2.00000 O. 0.
2.0 3.43656 3.43656 -1.26E-06 -3.67k-07 3.4365%6 ~1.331:-07 -3.87E-08 3.43656 -9.951-09 ~2.90¢-~09
4.0 10.77811 10.77812 -1.11£-05 -1.03E-06 10.77811 -8.631:-07 -B.0OE~08 10.77811 ~5.83E-08 ~5.411:~-09
6.0 34.17107 34.17113 -5,17E-05 -1.51E-06 31.17108 -3.72E-06 ~1.091:-07 34.17107 -2.44E-07 -7.1738-09
8.0 101.19630 | 101.19650 ~1.99E-04 ~-1.97E-06 | 101.19631 -1.39E-05 -1.376~07 | 101.19630 -8.951L-07 -8.84£-09
10.0 | 286.82632 | 286.82702 ~7.02E-04 -2.45E~06 | 286.82637 -4.80E-05 ~1.67E~07 | 286.82632 -2.81E-06 ~9.78E-09
TABLA 1.8 Solucidn de la ccuicidn 1 por el método de Milne
y t - 0.20 b= 0.10 = 0.05
EXACT
A y ‘A 2 B LA ER P EA ER
2.00000 2.00000 O. 0. 2.00000 O. 0. 2.00000 . 0.
3.43656 3.43657 -7.85E-06 ~2.29E-06 3.43656 ~6.88E-07 -2.00E-07 3.43656 -4.94E-08 ~1.441-08
10.77811 10,.77817 -5.68E~05 -5.27E~06 10.77612 ~4.201-06 -3.90E-07 10.77811 -2,.83E-07 -2.62E-08
34.17107 34.17132 -2.51E-04 -7.33E~06 34.17109 -1.78E~05 -5,20E-07 34.17108 ~1.17E~06 ~3.43E-08
101.19630 | 101.19724 -9.43E~-04 -9.32E-06| 101.19437 -6.551-05 -6,47E-07 | 101.19630 -4.291E-06 -4.24E-08
286.82632 ] 286.82959 ~3.27E-03 -1.14E-05] 286.82654 ~2.251-04 -7.84E-07 | 286.82633 ~1.44E~05 -5.01E-08

TABLA 1.9 Solucién de la ecunacibn 1 por el método de Adams

St
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que fueron obtenidas directamente de una detallada inspeccibn

de los resultados.

ECUACION §ix, u) 38/2ax 34/ 3y
1 > 0 CRECE > 0

2 - 0 DECRECE < 0

: 3 < 0 DECRECE < 0
4 < 0 CRECE > 0

TABLA 1.10 Caracteristicas analiticas de las
ecuaciones diferenciales seleccio

nadas ccmo ejemplos

Por lo que respecta a la convergencia, en la tabla 1.11 se en
cuentran resumidas las observaciones que a este respecto fue-
ron hechas. Tales observaciones pueden verificarse en las ta
blas 1.2 a 1.9 en las dgue aparecen las soluciones de la prime
ra ecuacidn, con valores decrecientes de /. Este mismo an§li
sis se llevd a cabo para las otras tres ecuaciones solo gue

por brevedad, se omitieron los resultados del mismo. Sin em-
bargo, las correspondientes observaciones se encuentran consig

nadas en la tabla 1.11.

Para analizar los resultados obtenidos, en lo que respecta a
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e - ESTABILIDAD
HMETODO | £3. | CONVERGENCIA ABsOrLTA T IIDAD A
12. SI NO NO
SI ST ST
TAYLOR 3 ST SI ST
1 ST NO NO
1 SI NO NO
2 ST SI ST
=
EULER 3 ST ST NO
3 ST NO NO
1 ST NO NO
. 2 ST sI sI
]hEUN 3 SI SI ST
! 3 SI NO NO
1 SI NO WO
RUNGE- 2 SI SI SI
XUTTA 3 SI sI ST
3 SI NO NO
1 sI NO NO
2 SI ST T
RALSTON | 3 e or e
4 ST NO NO
MODIFI-| oI P s
-l 2 ST sI ST
caDo DE| 3 I
el ST ST NO
4 sI NO NO
1 x NO NO
2 SI NO ST
HNILNE ; o1 o NG
4 SI NO NO
1 sI NO NO
2 SI ST ST
ADAMS : o1 o1 <o
3 sI NO NO

TABLA 1.11 Resumen de caracteristicas de estabilidad

y convergencia de los métodos tratados.

obtenido de los ejemplos
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la estabilidad de los métodos, lo conveniente es confrontar
las tablas 1.10 y 1.11, con el fin de detectar qué caracteris
ticas analiticas en las ecuaciones diferenciales, prevocan

inestabilidad en tal o cual m&todo de los tratados en este ca

pitulo.

Las conclusiones a las que se llegd después de tal confronta-

cidén, pueden expresarse como sigue

1. Cuando La solucibn crece {§ > 0)
35/3x crece
34/3u > 0

Todos los métodos son inestables

2. Cuando La solucidn crece (§ > 0}
ag/3x decrece
33/3¢ < 0
Todos los métcdos son absoluta y relativamente
estables, excepto el método de Milne gque solo

es relativamente estable

3. Cuando La solucibn decrece {§ < 0)
34/3x decrece
d4/3y < 0
Los mé&todos de Taylor, Heun, Runge-Kutta y Rals
ton son absoluta y relativamente estables:; los

de Euler, Modificado de Euler ¥ Adams tienen




solo estabilidad absoluta y el m&Ztodo de Milne

es inestable

4. Cuandc La solucibn decrece (§ < 0)
54§/3x crece
3g/sy > 0

Todos los métodos son inestables

Lo anterior no gquiere decir que, cuando se pretenda resolver
una ecuacién diferencial con las caracteristicas de los grupos
1 6 4, sea imposible hacerlo. Mds bien se debe entender gue
es necesario usar un métcdo lo suficientemente preciso, y un
valor de h ‘adecuado, para lograr reducir a un valor aceptable
los errores por truncamiento en cada paso, de manera que la
inestabilidad no represente un probiema serio al aumentar x

considerablemente.

Es mds, como puede constatarse en las tablas 1.2 a 1.9, los
errores, tanto absolutos como relativos, producidos por los
métcdos de cuarto orden {Taylor, Runge-Kutta, Ralston, Milne
y hdams), son bastante aceptables. Mis alGn, si se requiriera
de mayor precisibn, podria usarse un método del tipo Runge-Ku
tta de quintc orden el cual tiene un error por truncamiento
del orden de n® (ref 7). Conviene aclarar también que los re
sultados obtenidos con los métodos predictor-corrector, equi-

valen a solamente dos aplicaciones de la f6rmula correctora

respectiva.
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Cuando la ecuacidn diferencial gque se intenta resolver presen
te caracteristicas como las del grupo 2, pricticamente no
existe ninglin problema con ningunoc de los métodos estudiados
en este trobajo ya que el de Milne, que es 2l m&s desfavora -

ble, es relativamente estable.

Si ia ecuacidn diferencial a resolver tiene caracteristicas
analiticas que la sitden en el grupo 3, se tiene la opcibn de
los m&todos anotados como absoluta y relativamente estables.
En el caso de que quisiera usar un método predictor-corrector
de cuarto orden, con el £in de modificar el valor de I para
disminuir el tiempo de c6mputo, podrfa usarse el método de
Hilne estabilizado (ref 8). Mo conviene usar el de Adams por
Gue aunque el error absoluto permanece acotado, el error rela

tivo aumenta, y &sto, confunde la solucidn.

1.8 SELECCION DE UN METODO APROPIADO

Con base en lo expuesto en las secciones 1.3 a 1.7 del presen
te capitulo, los mé&todos numdricos de integracifn de ecuacio-
nes diferenciales estudiados, pueden ser vistos de tal manera
gue sea posible seleccionar el mejor de ellos para una aplica
cibn dada. Para ello, conviene, antes gue nada, hacer un and
lisis de las caracteristicas analfiticas de la ecuacibn a re -
solver, es decir, determinar en cual de los cuatro gru-
pos de ecuaciones, descritos en la secciSn anterior, queda in

cluida tal ecuacidn. Esto se har8 con el fin de vercatarse
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de los problemas de estabilidad a los que habri que enfrentar

se, en caso de existir é&stos.

Una vez hecho lo anterior, pueden tomarse como guia los si

guientes lineamientos en la seleccidn final del m&todo a usar.
1. Cuando resulta obvio que el rango de integracién de un
problema es relativamente corto, se pueden utilizar tamanos

de I relativamente pequefios sin tiempo excesivo de computacidn,
¥ no existe ninguna raz6n para analizar el error por trunca -
miento en cada paso, o para complicar la solucibn usando uno
de los métodos mis precisos. Es poco problable que la estabi
lidad se vuelva un problema en un intervalo coxrto de integra-
cidén, de manera gue un métcdosimple que inicie por sf mismo,

debe resultar satisfactorio.

2. Cuando es obvio que el intervalo de integracidn de un
problema es suficientemente grande como para abarcar un gran
afimero de pasos, se debe utilizar un método que tenga un error
por truncamiento por paso, suficientemente peguefio con objeto
de minimizar el error acumulativo. Se debe hacer en cada pa-
so un an8lisis del error por truncamiento por paso, con el ob
jeto de minimizar el tiempo de computacifin requerido, e inten

tar al mismo tiempo alcanzar la precisién deseada, controlan-

do el tamano de h.

3. Cuando se desea un error por truncamiento pequefo en ca-
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da paso, Yy no es tan importante el tiempo de computacién como
para gue se justifique un andlisis del error por truncamiento
en cada paso, resulta conveniente usar un método del tipo Run
ge-Kutta de cuarto orden, ya que &stos empiezan por si mismos
¥y la estabilidad generalmente no representa problemas. Tam =~
bién se puede optar por uno del tipo predictor-corrector de

cuarto orden gue solo valfia §{x, y)] una vez por paso.

4. Cuando un problema involucra algln rango intermedio de
integracidn en el que se debe considerar la acumulacién del
error y el tiempo de computacidn, pero ninguno es un factor
critico, puede ser satisfactorio el uso de un método de Runge
~Rutta de segundo o tercer orden (ref 9). Si se desea una es
timacién delerror por truncamiento en cada pasc con el objeto
de controlar el tamafio de /i, se debe utilizar un método pre -

dictor-corrector de segundo orden.

En cualgquiera de los casos en los que haya que usarse un méto
do predictor-corrector por la facilidad que &stos presentan
para controlar el tamano de 5, =e puede seguir el siguiente

procedimiento
1. Iniciar la solucifn usando un mé&todo de Runge-Kutta de
orden mayor o igual al del método predictor-corrector

que se vaya a usar.

2. Hacer uso del método predictor-corrector para calcular



el siguilente punto.

Si se necesitan mi&s de dos iteraciones en el corrector
para obtener la precisién deseada o bien, si el error
por truncamiento en el paso es demasiado grande, bisec -
tar i. Al contrario, si se reguiere de una sola aplica~
cién del corrector para lograr la precisién deseacda o
bien, si el error por truncamiento es excesivamente pe -~

queiio, duplicar, si se desea, el valor ée i. De no ocu-

rrir nada de lo anterior, pasar al paso 5.

Para cambiar el tamaio del intexvalo, considerar el 4lt:
mo valor de ¥, que fue suficientemente preciso como nue-
vo gunto inicial y reiniciar la solucidn a partir de ese
nunto, desde el pasoc 1.

. . . Ly c s
Cuanco se ha obtenido un . suficientemente preciso,
a partir del corrector, puede usarse una técnica de ex -

trapolacibén al limite para calcular el valor finai de v

“m*
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CariTuLo 2

ECUACICON DIFERENCIAL DEL FLUJO GRADUALMENTE VA-
RIADC

2.1 INTRODUCCION

Z1 fiujo gradualmente variado que serd discutido en este capi
tulo es aquel flujo permanente cuyo tirante varia gradualmen-
te a lo ldrgo del canal. Esta definici6n implica dos condi -
ciones: (1) que el flujo es permanente, esto es, gque las ca -
racteristicas hidrdulicas del flujo permanecen constantes den
tro del intervalo de tiempo en consideraci6n v (2) gque las 11
neas de corriente tienen curvatura despreciable, esto es, que
la distribucibn hidrosté@tica de la presidn vrevalece en cada

secciébn del canal (ref 1l1).

Una seccidn de control es aquella en la que es posible esta -
blecer una relacidn definida entre el nivel de la superficie

libre del aqua y el gasto correspondiente.

Como es sabido, el flujo uniforme no esti asociado a zonas
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particulares de un canal, sino gque es el estado en el que el
flujo permanece con el tirante normal a lo largo del canal \
es, por ello, una forma de control. Si hay alguna otra sec -
citdn de control en un flujo uniforme, éspa tender§ a separar-
lo de tal estado y habrd una transicidn, gue puede ser gradual

o ripida, entre los dos estados de flujo.

2.2 SUPOSTCIONES BASICAS

El desarrollo de la teoria del flujo gradualmente variado da-
ta del siglo XVIII, y muchos investigadores hidr&ulicos han
contribufdo a este desarrollo. Pricticamente todas las teo -

rfas desarrolladas dependen de las siguientes suposiciones bi

sicas:

1. La principal pé&rdida en el £lujo gradualmente variado

al igual que en el £flujo uniforme, es la debida a la fricci®n.
De acuerdo con esta suposicién, las f&rmulas para flujo unifor
ne pueden ser usadas para calcular el gradiente hidrdulico
{pendiente 55 de la linea de energia) en un flujo gradualmen~
te variado y el coeficiente de rugosidad empleadoc en el flujo

uniforme, es tambi&n empleado en este caso.

2. La pendiente del canal es pequefa, asi quela profundi -
dad del flujo es la misma, ya sea gue se mida vertical o nor-
mal al fondo del canal; el factor de correccibn de la presidn

{cc3d) es igual a la unidad y no ocurre arrastre de aire al
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interior del flujo.

3. El canal es prismdtico, es decir, el canal es rectilf ~-

neo y tiane seccién y pendiente constantes.

4. La distribucibn de velocidad es la misma en cada seccisn
del canal y por lo tanto, el coeficiente de velocidad es cons

tante.

S. El coeficiente de rugosidad es independiente del tiran-

te v constante a lo largo del canal.

2.3 OBTENCION DE LA ECUACION DINAMICA DEL FLUJO GRADUAL -
HMENTE VARIADO

Considerando el verfil del flujo gradualmente variado en una
longitud dx de un canal como el mostrado en la fig 2.1, la
carga total sobre el plano horizontal de comparacidn en la

seccibn 1 es

)
73

(2.1} H=sz+y+x«
donde H es la carga total en m; z es la distancia vertical
del fondo del canal al plano horizontal de comparacibn en m;
v es el tirante del flujo en m (vu=d ya que cos32=1}; = es el
coeficiente de velocidad y ¥ es la velocidad media del flujo

a través de la seccibn en m/seqg.
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Si se supone a constante a lo largo del canal en el tramo con
siderado, tomando el fondo del canal como eje x y diferencian

do la ecuacidn 2.1 respecto a X, se obtiene

d il d d Y2
(2.2) a—i—’az*a-;(y*“ﬁ)

N

Debe notarse que la pendiente Sa de la plantilla queda defini
da como el seno de su &dngulo de inclinacién respecto a la ho-
rizontal y que se supone positiva si desciende en direccidn

del £flujo y negativa si asciende. Pox tanto

{(2.3) S, = send - -

=%
o N

y de la figura 2.1, la pendiente de la linea de energia es

{2.43) S, = Fa

Adem&s, recordando el concepto de energia especifica

(2.5) E=y+ =

'ﬂ<
Ky~

sustituvendo las ecuaciones 2.3, 2.4 y 2.5 en la 2.2 y orde -

nando convenientemente se obtiene

(2.6) = ° S - S



90

Por otra parte se puede demostrar (ref 12) que, para cualqguier

Zforma de seccibn

(2-7) %:’-F

o

Por otra parte

dE _ dE du
(2.8) -

Combinando las ecuaciones 2.7 v 2.8 se tiene

dut
< ° {1 - Fi) i

Llevando este Gltimo resultado a la ecuacibn 2.6 y despejando
dy/dx

S, - 8§,
(2.9) %i'- . 0 :

. r2
1 Fa

Esta filtima es la ecuacibn del flujo gradualmente variado,

que a partir de ahora seri llamada ecuacién din&mica del ZIlu-

jo gradualmente variado o simplemente ecuacién din&mica. Ella
representa la pendiente de la superficie del agua con respec-

to al fondo del canal.

En la ecuacibn 2.9
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2 2
(2.10) g - Ln_ | . [n
A RZ/JJ Rz/J

cuando se usa la f£6rmula de Manning o

2
(2.11) S0 Qe v
c2A? c? R

cuando se usa la f6rmula de Chezy y, para cualquier forma de

seccibn

2
(2.12) F1 s 2’8

2.4 DISCUSTION DE LA ECUACTON DINAMICA

La ecuacidn dinfmica del flujo gradualmente variado desarro -
llada en la seccién anterior, representa la pendiente de 1la
superficie del flujo con respecto al fondo del canal. Puede
por tanto ser usada para describir las caracterfsticas de va-
rios perfiles de flujo en un canal. La ecuacidn 2.9 ser§ usa

da para la discusibn; pero antes conviene hacer algunas obser

vaciones.

La pendiente Sa de la plantilla serS positiva si el fondo des

ciende en direccidn del flujo, negativa si asciende y cero si

es horizontal.
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El flujo serd subcritico si v > Yar critico si ¢ = #. Y super

critico si ¢ < Yoo

La pendiente de la plantilla, cuando &ésta es positiva, es sub
critica cuando Yo > Yoo critica cuando Yo = U, ¥ supercritica
cuando Y < Yo+ La clasificacidén de la pendiente en uno de
estos tipos dependerd de la rugosidad, de la magnitud misma

de la pendiente y en menor grado del gasto.

Para su gasto dado y para la mayorfa de las secciones, S( v

Fi decrecen en forma contfnua a medida que el tirante crece.

Las relaciones entre S‘ con So,y Fi con 1 dependiendo del va-
& ;

lor de j, se pueden resumir como sigue

¥ finalmente, si dy/dx es positivo, el tirante crece en direc
cibn del flujo; si es cero, el tirante es constante (flujo

uniforme) y si es negativa, el tirante decrece en direccidn

del flujo.

Para que dy/dx sea positiva existen dos posibles alternativas.

.S, <8, oy F2 o< 1
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Como dy/dx es positiva (+/+ 6 =-/-), el tirante crece en direc

cibén del flujo. En el primer caso 55 < S, implica que y > y,

b F; < 1 implica que y > Yo» POT lo tanto el flujo debe
ser subcritico. Si y > Yo > Yor el flujo subcritico debe ocu
rrir en un canal con pendiente subcrftica. Al contrario, si
¥ > u. > i, el flujo subcritico debe ocurrir en un canal con
pendiente supercritica. Similarmente. en el segundo caso,

. 2 5 o
Sé > 50 implica que y < Yy, ¥ Fn > 1 dimplica gque ¢ < v

por lo tanto el flujo debe ser supercritico. Dicho flujo ocu
rrird en un canal con pendiente subcriticasi Y, Yo > Yy ¥y en
un canal con pendiente supercritica si Yo > U, > U,

Para que dy/dx sea negativa existen dos posibles alternativas
2
1. Sg < Sg v F2 > 1

Sé > S, v Fr <l

Como dy/dx es negativa (+/- 6 ~/+), el tirante decrece en di-
reccién del flujo. El primer caso implica que Yo > ¥ > Y,
por tanto, se tiene un flujo supercritico en un canal con pen
diente supercritica. Similarmente, el segundo caso implica
que ¥, >y > ¢y,, O sea que el flujo es subcritico en un canal
con pendiente subcritica.
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Para que dy/dx = ) se requiere que S.5 = SO lo cual es ia con-

dicién de flujo uniforme.

En un canal con pendiente horizontal, So = 0 y la ecuacién
2.9 da
du 23
X 2
1-Fy

Considerando que y = = , esta ecuacidn implica dos posibles

alternativas.
. > ou >

1 Yy £ Ye
. > >

2 Yo > Yo > ¥

En el primer caso F; <1 y dyl/dx resulta negativ; (=/+),
por lo tanto el tirante disminuye en direcciébn del flujo. Ya
que ¥ > y., el flujo es subcritico. En el segundo case

F: > 1 y dy/dx resulta positiva (—/—)) por lo que el tiran~
te aumeénta en direccidn del flujo. Como y < Yor el flujo es

supercritico.
En 'un canal con pendiente adversa, So < 0, el lograr un valor
positivo finito de Y, es imposible, consecuentemente, la ecua

cién 2.9 48 dos posibles opciones.

1. y >y,
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2. v <y,

En el primer caso dy/dx es negativa, ya que F; < 1y el tiran
te decrece en un flujo subcritico. En el segundo caso dy/dx

es positiva, va gue F; > ] y el tirante crece en un flujo su-

percritico.

Las discusiones anteriores se encuentran resumidas en la ta -

bla 2.1 y en las figuras 2.2 y 2.3.

Algqunos detalles especiales de los perfiles de flujo tebSricos

son los siguientes:

1. Discontinuidad en el perfil de flujo. Cuando y = Yoo la
ecuacidn 2.9 indica que dy/dx -~ o, esto es, gue el perfil del
flujo serd vertical al cruzar la linea del tirante critico.
Si el tirante del flujo cambia repentinamente de menor a
mayor cruzando la linea del tirante critico, ocurriri un sal-
to hidriulico, representando &sto una discontinuidad en el per
£il del flujo. Si el cambio de tirante se hace de mayor a me
nor, también cruzando la lfnea del tirante crftico, entonces
ocurre una caida hidriulica. Debe notarse gque, en o cerca de
la lfnea del tirante critico, el perfil del flujo desciende
con tan grande curvatura que la suposicién de curvatura des -
preciable de las lfneas de corriente, hecha en la definicién
del flujo gradualmente variado, puede producir grandes erro -

res. En efecto, el flujo puede llegar a ser demasiado curvi-
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lineo o rdpidamente variado, de tal manera gue la teoria v
ecuaciones desarrolladas en la seécién anterior pueden llegar
a ser inaplicables. Por tanto, la ecuacifn 2.9 no puede ser
usada para describir o calcular con exactitud el perfil del
flujo cerca del tirante critico. Ejemplos de estos casos pue

den ser vistos en la figura 2.4.

FRV FRV FRV FRY
. FGY 4 Fev , . FGV ,
T 1 ! ! =
| | b :
. o |
campueria ' ! !
sadte Nii- | | jlufe sebse i
contaaecdin j drdullcs _rzuu verdedey
bafu £a i N I
cempuenrta :
H cadda
/ || hedrdutica

.

STABLA 2.4 Ejemolos de flujo r&pidamente variado en los que no
es aplicable la teorfa del £lujo gradualmente varia
do

2. Comportamiento del perfil de flujo en tirantes especia -

les. Para la siguiliente discusibn, es importante comprender

el comportamiento teSrico del perfil de flujo con varios ti -

rantes especfficos. Cuando y =~ =, la ecuacibn 2.9 muestra

que dy/dx = S, esto es, que la superficie del flujo es hori-

zontal. Cuando y = Y, la ecuacifn 2.9 muestra que dy/dx = 0,

esto es, que la superficie del flujo es paralela al fondo del

canal; lo cua} significa flujo uniforme. Cuando ¢ = Yar un

salto o caida hidrdulicos pueden ocurrir como se anotf ante -
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riormente. Cuando ¢ =y

" Yar el flujo es uniforme y criti-

Co.
2.5 CLASIFICACION DE LOS PERFILES DE FLUJO

Para un gasto v condiciones del canal dados, las lineas del
tirante normal v del tirante critico dividen el espacio del

canal en tres zonas:

Zona 1. El espacio arriba de la lfnea superior
Zona 2. El espacio entre las dos lineas

Zona 3. El espacio debajo de la linea inferior

Por tanto, el perfil flujo puede ser clasificado en trece di-
ferentes tipos, de acuerdo a la naturaleza de la pendiente
del canal y a la zona en la gue la superficie del agua se ubi
gue. Estos tipos de flujo son designados como M1, M2, M3, C1,
c2, €3, S1, S2, S3, H2, H3 y A2, A3; donde la letra es des -
criptiva de la pendiente del canal: M para subcritica (mild =
suave, en inglés), C para critico, S para supercritico (steep=
pronunciada, en inglés), H para horizontal y A para adversas;

y-donde el nimero representa la zona correspondiente.

Las caracterIsticas generales de estos perfiles estdn dadas
en la tabla 2.1 y sus formas estdn mostradas en las figuras
2.2 y 2.3. Ya que los perfiles cerca del tirante critico y

del fondo del canal no pueden ser definidos con exactitud por
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la teoria del flujeo gradualmente variado, son mostrados con

lfnea discontinua.

PENDIENTE

DESIGNACICH

TIPC

RELACTION ENTRE
DEL Y, Uy Y Ye OE
CANAL aona Z0MA2 ZONA3 zonal ZONA2 ZONA3 FLUJO
M1 y > oy, 2 Yo Subcritico
Subcritic .
uberitica M2 gn > y > yc Subcricico
S, < P
g SC M3 Y, Yo > Y Supercritico
> = itz
(o3 ] Yy Ye yn Subcrit:ico
Critica c2 y, - Y, Uniforme y
eritico
Sg 7 Se ca Y, = v, > Y |Supercritico
s1 y > d. > Yy, Subcritico
S Tei
Supercritica s2 Yo > ¥ v 4, Supercritico
> o> > Supercritico
SO Sc S3 v, Y, y percri
- > t > t -
Hori cal y Y Yo
orizonta H2 Y, > 4 > Y, Subcritico
SO = H3 Yo > Yo > Y Supercritico
*
-— > > t -
Y Yn Ye
adversa A2 y; >y >y, Subcritico
» s
> i
S. <o A3 yn yc > 4} Supercxritico
0

TABLA 2.1

yn es supuesto un valor positivo

Tipos de perfiles de flujo en canales prismiti-

Cos
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Varios perfiles de flujo ser&n discutidos a continuacién.

1. rerfiles M. S, < S, v y, >y,

El perfil M1l representa el mejor conocido como curva de reman-
so; es el mis importante de todos los perfiles de flujo desde
el punto de vista pr&ctico. Este perfil ocurre cuando el ex-~
tremo de aguas abajo de un canal largo con pendiente suave es
sumergidc en un depSsito de mayor profundidad que el tirante
normal del flujo en el canal. El extremo del perfil, aguas
arriba es tangente a la linea del tirante normal, asi que
dy/dx = 0 mientras que y = Y,; ¥ su extremo de aguas abajo,
es tangente a la superficie horizontal del depbsite, ya que
dy/dx = $, mientras que ¢ » = . Ejemplos tipicos del perfil
M1 son como el gque ocurre detris de una presa en un rio (figu

ra 2.3a) y como el de un canal uniendo dos dep&sitos (fiqura

2.3b).

Un perfil M2 ocurre cuando el fondo del canal en el extremo
de aguas abajo es sumergido en un dep&sito con una profundidac
menor que el tirante normal en el canal. El extremo de aguas
arriba del perfil es tangente a la lfnea del tirante normal,
vya que dy/dx = ¢ mientras que y = y,- S1 el valor de la su ~
merciSn en el extremo de aguas abajo es menor'que el tirante
critico, el perfi; terminard abruptamente con’'su final tangen
te 2 una linea vertical a una profundidad igual al tirante

critico ya que dy/dx - =, mientras que y = (o. Esto signifi
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ca la creacién de una cafida hidr&ulica. Si el valor de la su
mercidén aguas abajo es mayor que el tirante critico, cuando
mucho, el perfil se ubicard arriba de la superficie del agua
en el depbsito. Ejemplo de &sto son: el perfil en el lado de
aguas arriba de una ampliacidn repentina de seccibn (figura
2.3c) y el pexrfil en un canal conduciendo a un depbsito, cuan
do el nivel del agua en €1, se encuentra arriba o abajo de la

linea del tirante critico (figura 2.3d).

El perfil M3 principia tefricamente desde el fondo del canal
en su extremo de aguas arriba, en &ngulo recto o agudo., depen
diendo del tipo de f£6rmula de friccibn usada (ref 13), y ter-
mina con un salto hidrdulico en su extremo de aguas abajo.
Este ;ipo de perfil_ocurte usualmente cuando un flujo super-
critico entra en un canal con pendiente subcritica. El comien
zo0 del perfil, aunque no puede ser definido precisamente por
la teoria, depende de la velocidad inicial del-flujo. Al au-
mentar la velocidad, el perfil comenzard cada vez mds adelan-
te hacia aguas abajo. Aguas arriba, el extremo tebrico del
perfil intersectard el fondo del canal. En este extremo y = {
y la velocidad llegarfa a ser infinita. Por tanto, el extre-~
mo tebrico de aguas arriba de un perfil M3 no puede existir
fisicamente. Ejemplos del perfil M3 son: el perfil después
de una compuerta {(figura 2.3e) y el perfil después de un cam-

bio de pendiente, de supercritica a subcritica (figura 2.3f£).
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2. Perfiles S. S, > Sc Yy uw, <4,

El perfil Sl comienza con un salto hidr&ulico en su extremo
de aguas arriba y llega a ser tangente a la horizontal en su
extremo de aguas abajo. Ejemplos de &l son: el perfil atrés
de una presa en un canal con pendiente supercritica (figura
2.3g) y el que ocurre en un canal con pendiente supercritica
entrando en un depSsito de gran elevacidn (figura 2.3h).

El perfil S2 es muy comGn en las rS&pidas de vertedores y en
cambios de pendiente y es muy parecido a una transicién entre
una caida hidrdulica v un flujo uniforme, ya que comienza,
aguas arriba, con una pendiente vertical en el tirante criti-
co y es tangente a la linea del tirante normal en su extremo
de aguas abajo. Ejemplos de tal perfil son: el formado en el
lado de aguas abajo de una ampliacién brusca de secciSn (figu
ra 2.31) y el formado en el lado de pendiente supercritica en
un canal con cambio de pendiente, de una pendiente supercriti

ca a otra afin mayor (figura 2.37j).

El perfil S3 es también del tipo transicién formado entre un
flujo supercritico incidente como el que se presenta bajo una
compuerta, y la linea del tirante normal, a los cuales es tan
gente. Ejemplos de este tipo son: el perfil en el lado de
pendiente supercritica de un canal con cambioc de pendiente,
de una pendiente supercritica a otra mas suave pero afn supexr

critica (figura 2.3k) y el perfil formado después de una com-—
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puerta cuando el flujo entra en un canal con pendiente super -
critica con un tirante menor gque el normal (figura 2.31).
3. i . - -
Perfiles C 30 SC Y vy, L
Estos perfiles representan las condiciones de transicibn en -

tre los perfiles M y S. Suponiendo un canal rectangular an -

cho, la ecuacidn de Bresse

10
1 - (wayl ‘3

& o1 - lu /yl?

cuando se usa la f6rmula de Manning, muestra gque los perfiles
c1 y C3 son curvos y que el perfil Cl es asint6tico a la ho -

rizdntal (figuras 2.3m y n}, cuando se usa ia férmula de Che-

2y, la ecuacibn de Breasse

dut P (y"/y)3

= S
dx 0. (yc/y)F

muestra que los perfiles son lineas horizontales. E1 perfil
C2 representa el caso de flujo crfitico-~uniforme.
0

4. perfiles H. S;, =0 y y, ~=

Estos son los casos limite de los perfiles M cuando el fondo

del canal llega a ser horizontal. Los perfiles H2 v H3 co -
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rresponden a los perfiles M2 y M3, pero el Hl no puede ser es

tablecido ya que Y, tiende a infinito (figuras 2.30 v p).

5. Perfiles A. Sa < 0

El perfil Al es imposible, ya que el valor de ¥, no es real.
Los perfiles A2 y A3 son similares a los perfiles H2 y H3,
reSpectivamente. En general, los perfiles A no ocurren £fre -

cuentemente (figuras 2.3q vy r).

Para mayor informacidn acerca del andlisis de los perfiles de
flujo, es recomendable leer la seccibn 9.5 del "Open~Channel

‘Hydraulics" de Chow.

2.6 CARACTERISTICAS ANALITICAS DE LA ECUACTON DIMNMAMICA PARA
CADA TIPC DE PERFIL

Como se hizo en la seccibn 1.7 del capitulo 1 de este trabajo,
en la presente seccifn se hari una tabla similar a la 1.10 pa

ra los diferentes perfiles de flujo estudiados en la seccibn

anterior.

Para consequir lo anterior, resulta conveniente establecer una
analogia entre la forma de los perfiles de la figura 2.2 y las
gr&ficas de las soluciones a los ejemplos de la seccibn 1.6,
figura 1.8. Por ejemplo, para el perfil M1l de la figura 2.2,
tomando en cuenta el sentideo de cilculo mostrado, se encuen -
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tra, en la figura 1.8, que la grifica con forma andloga es ia

marcada coxz el nfimero 3, ya gue ésta, al igual gue el perfil
Ml, decrecen cada vez mis lentamente. Por lo tanto, de la ta-
bla 1.10 se obtiene gue j=du/dx< 0, 3§/3x decrece y 3§/sy < 0

conforme aumenta x.

De manera similar se han tratado todos los perfiles de la f£i-
gura 2.2, excepto el C2 va gque &ste es uniforme, para llegar

a los resultados gue se encuantran resumidos en la tabia 2.2.

PERFIL’ § = dyfdx 34/93x 3g/sy GRUPO
M1 < 0 DECRECE < 0 3
M2 > 0 DECRECE < 0 2
M3 >0 CRECE > 0 1
cl < 0 CRECE > 0 4
c3 >0 DECRECE < 0 2
S1 < 0 CRECE >0 4
S2 < 0 DECRECE < 0 3
sS3 > 0 DECRECE < 0 2
K2 ~ 0 DECRECE < 9 2
H3 > 0 CRECE > 0 1
A2 >0 DECRECE < 0 2
A3 > 0 CRECE > 0 1

TABLA 2.2 Caracteristicas analiticas de los diferentes per
files de flujo

Es conveniente hacer notar que en los casos en los que el ca-
nal es prismdtico (seccibn constante), 34/3x = 0, es decir,
no crece. Sin embargo, el efecto que tal situacidn produce
en la presicifn y en la estabilidad de los métodos de integra
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cidn es el mismo que si creciera. Por ello, en la tabla 2.2,

se ha optado por decir que 33/3x crece.

2.7 METOD(CS DE INTEGRACION RECOMENDADUS PARA CADA TIPC DE
PERFTL

Con la informacidn resumida en la tabla 2.2, y con la ayuda de
las conclusiones obtenidas en la seccifn 1.7 del capitulo 1;
se han obtenido las conclusiones resumidas en la tabla 2.3.
En esta tabla se proponen los mé&todos recomendados, para cua-
tro diferentes grupos, llamados 1, 2, 3 y 4: cada uno de los
guales est8 definido por caracteristicas analfticas determina
das. Tales grupos son los mismos que aparecen en la tabla
2.2. Asi por ejemplo, para saber gque m&todos son recomenda -
dos para un perfil M3, se busca &ste en la tabla 2.2 y se ob-
serva gue pertenece al grupo 1. Acto seguido, se busca en la
tabla 2.3 qué m&todos son los recomendados para este grupo,
pudiéndose observar que son el de Runge-Kutta o el de Milne.

El mismo procedimiento se usar& para los demds perfiles.

Antes de terminar esta seccibn, cabe hacer algunas aclaracio-

nes acerca de la tabla 2.3.

En todos los grupos se ha preferido el mé&todo de Runge-Kutta
al de Ralston ya gue con &l se obtiene, en general, una mayor
aproximacidén lo cual resulta de mucha utilidad en los grupos

1y 4, vya que en ellos el método es inestable v se puede espe
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rar un menor error.

GRUPO METOBO RECONMENDADO

1 Runge-Kutta* o Milne‘ si se va a analizar el
error por truncamiento v,/o se desea modifi -
car h para ahorrar tiempo de proceso

2 Runge-Kutta o Adams si se va a analizar el
error por truncamiento y/o se desea modifi -
car a para ahorrar tiempo de proceso

3 Runge-Kutta o Adams? si se va a analizar el
error por truncamiento y/o se desea modifi -
car h vara ahorrar tiempo de proceso

4 Runge-Kuttal o Milne! si se va a analizar el
error por truncamiento y/o se desea modificar
h para ahorrar tiempo de proceso

I

£1 métudo es inestable
El método es relativamente estable

TABLA 2.3 Método recomendado para cada grupo de perfi -

les de flujo

En los grupos 1 ¥ 4 se ha preferido el m&todo de Milne al de
Adams, ya que con &l se obtiene una mayor aproximacifn, aun -

que los dos son inestables.

En el grupo 2 se ha preferido el método de Adams ya que el de

Milne solamente es relativamente estable.

En el grupo 3 se ha preferide el m&todo de Adams, pues aunque

tiene solo estabilidad abscoluta, el de Milne es inestable.




En todos los casos se han recomendado métodos de cuarto orden
debido a que los intervalos de integracibn serin, en todos los
casos, muy grandes. Por lo tanto deberdn escogerse valores
grandes del incremento k4, con el consecuente aumento del error

por truncamiento.

Otra posibilidad que se tiene al usar un métodeo predictor-co -
rrector (Milne o Adams), es la de poder hacer extrapolaciones

al limite, con cierta facilidad, a fin de aumentar la aproxima
cifn de la sclucibn. Ver para ello la seccién 1.3 del capfitu-

io 1.
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ParTe 11

APLICACIONES

En esta parte, que comprende los capftulos 3, 4 y 5, se mues -
tra 1la aplicaci6n de los métodos de integracién numérica a la
solucién de la ecuacidén dinimica, es decir, al cdlculo de per-

files de flujo.

para efectos de comparacifn, se ha adoptado el método de inte-
gracidn directa kref 14) para calcular los perfiles tipo M y S,
asi como sus longitudes, aceptando dichos cdlculos comc "exac-
tos". Tambié&n se ha inclufido el método del incremento finito

(ref 15), por ser el mis comGnmente usado, con el fin de compa

rarlo contra los métodos de integracifn numérica.

En todos los casos las comparaciones se hardn para un mismo es
paciamiento Ax entre secciones, y para una diferencia de

0.001 m entre dos aproximaciones de un mismo tirante. Cada
perfil serd calculado con el método de integracién directa una
sola vez y con un espaciamiento Ax peugefioc usdndose tales re -
sultados en el cdlculo de los errores absolutos. Lo anterior
es posible en virtud de que el método de integracifn directa

no acumula errores al aumentar x.

Para el caso de los perfiles tipo H, el método de integracién



directa no es aplicable por lo que se usardn, con fines de com
paracién, los resultados obtenidos con el m&todo del incremen-
to finito, usando un valor de 1x muy requefio. El c8lculo de

la longitud de estos perfiles se efectuvardde la misma manerxa.

Habiéndose ya mostrado la secuela de cdlculo para los diferen-
tes métodos de integracién, solamente serdn presentados los re
sultados en forma tabular en los tres capitulos siguientes.

Sin embargo, en el capitulo 6 se dardn algunas recomendaciones

acerca de c6mo programar los métodos usados para resolver la

ecuacién dindmica.




CapiTuLo 3

APLICACIONES A PERFILES TIPC M

3.1 INTRODUCCION

En este capftulo son tratados los perfiles de flujo tipo M mis

mos gque se presentan en canales en los gue se cumple que

donde So es la pendiente de la plantilla del canal y Sc es la
pendiente crftica para un gasto y geometrfa de la seccifn

transversal dados.

Resulta conveniente, con el fin de disminuir el volumen de cdl
culo, usar un canal con pendiente So'constante que contenga
los tres tipos de perfil M, es decir, M1, M2 y M3. Para di -~
chos perfiles, los valores del tirante normal yn, del tirante

critico Yo ¥ de la pendiente critica Sc' serin los mismos.
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3.2 PLANTEAMIENTC DEL PROBLEMA

El canal trapecial mostrado en la figura 3.1 conduce un gasto
ie 200 m3/seg con una pendiente de plantilla de 0.001, un cce-
ficiente de rugosidad de Manning de 0.018, un ancho de planti-
lla de 20 m y un talud de ?2; el tirante H antes del vertedor
es de 4.5 m y el tirante al pie del mismo es de 0.7 m. Calcu-
lar los perfiles de flujo Mi, M2 y M3 ubicados en &1, sin cal-

cular el salto hidr8ulico.

En esta seccién se efectuarf el cflculo de la gendiente criti-

ca y de los tirantes normal y critico va que &stos serdn los

mnismos para los tres perfiles tipo M.

Fig 3.1 Figura aclaratoria del ejemplo de perfiles tipo M



CéLcule del tirante nvamal. Para el flujo uniforme se debe

cumplir que

que para una seccién trapecial es

r

- ~ 2
by +hu? 3

An . (ou + ky?) | ot

s, | bezg d1eR? |

Sustituyendo ahora los datos del problema se tiene la ecuacidn

2,
PR B
)g— B0y, t2yy 7. 12000 10.018)

Lzo+ 25y, (0.001) %

113.842

(-1

!

(20yn +

]

que resuelta por tanteos d&

y, = 2.700 m

Calculo del tinante cafitice. Para una seccibn cualquiera en

régimen critico se debe cumplir que

2 A3
%? TE

la que, para una seccifn trapecial puede escribirse como
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13

2z | loy, + Ryl
<
] 6+ 7Ry

v sustituyendo los datos del problema se tiene

(20y, + 2y§)3 (2
Iy = 500 - 4077472

que resuelta por tanteos d&

Cflculc de La pendiente caitica. Despejando de la ecuacidn de

Manning la pendiente So y calculando para el tirante critico

se tiene

siendo

Ac = 201{2.02) + 2{2.02)2 = 48.561 m?

Pc = 20 + 2/5 (2,02) = 29.034 m

Rc = Ac/Pc = 48.561/29,034 = 1.673 m
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rin estos los finicos usados en esta seccidn junto con el del

incremento finito.

Del enunciado del problema, tomando como origen la seccidn an-

tes del vertedor (figura 3.l1) se obtiene
Xy @ 0.0 m : Uy = 4.5 m

La longitud del perf£il se calcula con el método de integracibn
directa entre la seccién inicial y otra en la qgue el tirante
es 1.01 ¥, es decir, y = 2.727 m; ya que por convencidn se

acepta que cn ese punto se termina el perfil. Tal longitud es
L =-3352.524 m

Ahora, usando el mismo mftodo se calcula el perfil para un &x
de-100 m gue se considera es un valor suficientemente pequefio
dada la longitud total del perfil. Los resultados de este cil

culo son mostrados en la tabla 3.1.

En la tabla 3.2 se encuentra el perfil M1 calculado con los mg
todos de Runge-Kutta, Adams e incremento finito, para una sepa
racidén entre secciones de 100 m y los correspondientes errores
absolutos calculados como la diferencia del valor dado por el

método de integracifn directa menos el dado por el método em -

pleado.
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En la figura 3.2 se pueden observar graficados los errores ab-

solutos de la tabla 3.2.

Puede observarse en la figura 3.2 que los errores introducidos
por los métodos empleados son prdcticamente iguales, razén por
la cual se usardn ahora incrementos de 300 y 500 m, para anali

zar el comportamiento de dichos errores.

Los resultados obtenidos con el incremento de 300 m se encuen-—
tran en la tabla 3.3, y en la figura 3.3 se han graficado los

errores absolutos correspondientes.

Los resultados correspondientes al cdlculo del perfil con el
incremento de 500 m se encuentran resumidos en la tabla 3.4, y

los errores absolutos correspondientes se han graficado en la

figura 3.4.

En las fiquras 3.2, 3.3 y 3.4, RK indica el método de Runge-Ku

tta, A el de Adams e IF el del incremento finito.

De la observaciSn de las figuras 3.2, 3.3 y 3.4 puede concluir
se que mientras los errores introducidos por los métodos de

Runge-Xutta y Adams permanecen pridcticamente constantes al au-
mentar el intervalo Ax, los introducidos por el m&todo del in-
cremento finito, aunque decrecen al principio, llegan a ser ma
yores que los producidos por los métodos numéricos. De cual -

quier manera, el error midximo cometido es de apenas ! cm.



| X u
a 4.5
160 4. $1056722
-283 4. 32706765 |
-2 4. 23452944
400 4. 14806871
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-6 I S7881802
-7 3. 59527483
-8 3. 81530434
-969 3. 73608658
1068 3. 65871233
-1180 2582422
-1206 . 1643292
-1303 3. 43990092
-1408 3. 37208222
-1500 2 30710537
-1600 3. 24527676
1760 3. 18677705
-18t9 2 13180164
1660 2. 08952495
2009 3. 93707Se
-2160 2. 95955442
~2200 294999255
-2200 2 ©1439146
-2400 2. £8254826
-25i0 2. 85462659
-2600 2. 82012397
-2700 2. 6081088
~2800 2. 75069734
~2300 2. 77519352
3060 2 762¢uB18
~3160 2 75111817
-3200 2 74197451
-2308 2 73423282
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TABLA 3.1 Perfil Ml calculado con el método de ingegra

cidn directa




N RUNGE-KUTTA ADAMS INCREMCNTO FINITO
y EA [l A y tA
0 1.5 [ 45 a9 [
-1 4. JoFuH06d 6. SESEASELE~04 A 40 4, A0S 6. 814185065-0-1
~2u0 4. 3206€545 1 AL3345497E-03 43 4. 3060155 1. 3942212E~u3
~200 4. 23025481 2 1476 2UBEE~03 4 236181 4. 23241154 2 muzt.s.'s—ez
=400 4. 1458727 2. BYEU1274E-03 4. 1454727 4. 14524379 2. 65191534E-03
~S00 4. uS312821 3 €5427451E-03 4, 0591362 4. 05919143 3. 6UDHSEE~U3
~toe 3. 974490424 4. 41676241E-03 3. 97440173 3. 946723 4. 35074235E-u3
-700 3. 89103746 S 17736934E-03 3. 6109745 3 69117689 S, 0979133¢E-03
-£uo 3. 80527643 S. 9262081 2E-03 3 usTell 3. §034694 5, §3194516E-03
-9 3. 72340074 6. €6U2733E-03 Z 72940063 6. 3. 72950303 6. 55294E62E-03
-1009 3. 65134945 7. 3631B43€E-03 3. 6513491 7.3 3 6511200 7. 24165165E-03
~1168 3 57944377 8 02522991E-02 3 57514371 B Uz 3, 57556CE 7. S303194SE-02
-1248 3 S01e0043 8 6LIEIUE-03 | 3 cispeawdd 8.62 3 501947y 8. 485933
-1300 3. 43u726ce 9 174105 ESE-02 3. 4307257 91 3. _uggg,,, 9. (15415
-1409 3, 3624198 9. 622T167SE-03 3. 3621915 9. 63 3, . 9. 4651077E-U3
~15¢9 3, 29711623 9. 9950404EE-03 2, 29741003 9 99SsIY9:E-03 3 2978379 9, 42142924E-03
~1600 3, 235062965 - 0162477055 3. 23502564 L BI0.ATIET 3. 23520029 . 6100719658
-1708 3A 1763978 : 3. 47639752 . 04UTI333 3, 17657119 . 0102056592
-1608 12442037 2, 42342005 V103315406 3. 12156826 . B40215763
-1900 3 (u 027236 . 0102455858 3. 07027201 V102499279 3. 07042821 . 0100962446
~2000 3, 02508997 9. JELAEEVE-US 3, 02308D61 9, FEEHBIGAE-UY 3. 6232422 9. ESUY6EEIE-0O3
~2100 2 97995938 9, ¥9519822E-03 2. 97995895 9, SYS47E09E-03 2, Ye0uE93 9. AEIE1896-03
-89 2. 94699746 9. 69219237E-03 2. 9407071 9. G95S15IE-03 2. 99093995 9, GUITOSTIE-03
-2160 @, S0589654 8. 49492163E-03 2 9uS3%619 8. 195279E~03 2 9659461 8. 44355742E-03
~2400 2 67482206 7. 6260051 41E-03 2. 6745217 7. BZEIEAEE-03 2. 67464144 7. BUEEZLAZE~U3
-2560 2. 84751602 7. 1105E276E-03 2. 61751563 7. LLOYS7SIE-O3 2. 81750346 7. 1226332ck-03
-2€08 2. 823752 6. 3741564€-03 2. 8237136 6. I74EQSTIE-03 2, 62371314 5 A158307HE~03
-2708 2. E0227085 S, E{UBEOSE-83 2 60327034 S. €4057ISE-03 2 eo:ggmz 5. FUP45E59E-03
-2500 2. 76576€59 4. 93074954E-03 2. l&b?uﬂ 4. 92140705E-03 2. 78567607 S. 61927454E~D3
-39 2. 77092918 4. 26474446E-02 2. 7709284 4, 2ZE5115¢E-03 2, 770t ’4?3 4 36??‘.’2;:3!-14}!}
~3600 2, 75644411 3. 64d0696EE-0 | 2 TEerizan 3 EAILETEE-05 | 2. 3. 799026reE~03
-21068 2. 74600676 3 11141062E-63 | 2 7600082 3 HUREGIE-03 | 2. T4VECST 3 23235429603
3200 2. 73933407 o 643455IHE-03 2. 73932014 2. 6444\)..9 {E-03 2 (:-320654 ? ?Q?‘%h‘u.f-(!}'
-3300 2, 73215536 2. 17245291E-03 2 7321544 2. 1764203 1E-03 2. 7320348 2 291 EE-03
TABLA 3.2 Perfil M1l calculado con los métodos recomendados usando Ax=-100 m
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x RUNGE-KUTTA ADAMS INCRCMENTO FINITO
y EA 1t EA y CA

1} 4.5 ) 45 1] 4.5 U
-0 4 23228207 2. 14737264E-063 4 2IPIEIY 2. 4475 T oL E- B2 4, 23264636 1 BS10C347TE-U
~GU0 3. 97440195 4. 41606T1SE-B% 3 9,4 ,mg; 4. 416UL7I5E-03 3. 97499378 3 U242444CE-02
=900 3 7230228 6. 6SEBISEAE-0Y 3. 6. CHEBYSEAE-03 3. 75926258 5. 64709763L-83%
-12023 3 Suteulr2 8. 63019843E-1% 33 8 63616’111‘ 03 KR KT e 1 7. J054€eZ6E~03
-1540 3. 29714703 9. YES1EL 2IE-03 3 .'.'97U‘3t19 3 ¢6e7es? 0. 43290334E-0%
-1%03 3 42143472 0103€691EY 31213349 342092224 8. 875210439E-03
-2109 2. 9reggetd 9. 56631545E-03 2 97993965 9.t 2 98037613 8 5-'8&302_{ ﬁ.s
~qnd 2. &7487505 7. 775009¢1E-03 2. ET4ESUEY 7 ¢ 2. 67502342
-2700 PIRIRRE ETIN S SEe22UPYE-03 2. B0sudeY LR 2. 80267887

kit 2. 75652921 3. 55GIEA4TE-B3 2. 75817175 3. blbﬂ;jo(h 03 ¢ 79710578

2. 73223574 2. YI707ECE-03 2. 7300727 & 23H5832IE-03 2. 73106063

TARLA 3.3 vPerfil M1 calculado con los métodos recomendados usando Ax=-300 m

X RUNGE-KUTTA ADAMS INCREMENTO FINITO
y EA i EA Y cA

9 4.5 ] 4.5 s 4.5 4

—&60 4. 059142326 3. €5001695E-83 4. 05914236 3. €5u01E890E-03 4. BEB45550 2

~-1000 3 EL13E495 7. 247Z8074E-03 2 €513€458 7. 347380ME-US 365479243 4. 359, ;fgwh 8
-1500 3 Y9T16443 9. 94114205E-03 3 79746413 9 99114205E-G3 2. 30144021 5. 665UCELEE-03
2009 3.02327747 9. 79?7’2.!0‘6 -03 3. 02202312 LUiuI 520726 3 625 Y34 €. 4952531EE-03
-2560 2. 460157 6. S605 2 E4720148 7. 26514 3236-03 2 E47395T2 7. 233 26903E-03
-3060 2. 7592835 2. 79853738E-03 2. 7903535 243465557603 2. 75554532 6. SPZoe495E-0

TABLA 3.4 Perfil M1 calculado con los métodos recomendados usando fx=-500 i
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o4 CALCULC DEL PERFIL M2

w

Los métodos ée integracién numérica recomendados para cl cilcu
lo de este tipo de perfil son el de Runge-Kutta y el de Adams
{tablas 2.2 ¥y 2.3). Estos mé&todos y el del incremento finito

serin los que se usen en esta seccibn.

Ahora, tomando como origen el extremo de aguas abajo del canal
(figura 3.1), ¥ que @s una seccibn crfitica, se tiene que la

condicibn inicial en este caso es

Xg ® 0 H v, = 2.020 m

La longitud el perfil se calcula con el m&todo de integracién
directa entre la seccifin inicial y otra en la que el tirante

es de (.99 Y, esto es, y = 2,673 m; ya gque como se indicS en
la secci§n anterior, se acepta, por convencidn, que en dicho

punto termina el perfil. Tal longitud resulta ser

L =~1044.933 m
Ahora, usando el mismo método se calcula el perfil para un Ax
de-50 m que se considera es un valor suficientemente pequeiio
dada la longitud total del perfil. Los resultados de este cil

culo se muestran en la tabla 3.5.

Antes cde 1iniciar el cdlculo del perfil M2 con los métodos numé




ricos recomendcdss, es necesario destacar cgue la integracibn
numérica de este tiro e perfiles usando valores de .X razona-
bles, y a partir ée su tirante critico como condicién inicial,
produce errores de tal magnitud gue pueden llegar a ser inaami
sibles. En la seccién 3.6 se describe una forma préctica de

salvar estos obsticulcs.
Siguiendo las indicaciones de la seccibén 3.6, se integrd un
tramo de 50 m con incrementos de 5 m usando el método de Runge
-Kutta v con la condicifn inicial
= : = 2u = -2

X, ¢ ¥ T.Ogyc 1.02{2.02)-2.080 m
con lo cual se obtuvo el perfil mostrade en la tabla 3.6.
Tomando shora como condicidn inicial

Xp = - 50 m ; Yg = 2.29947603 m

pueden aplicarse los métodos de integracifn numérica recomenda

dos para este caso.

Usando 4x =-50 m se obtuvieron los resultados que se muestran
en la tabla 3.7. Los correspondientes errores absolutos se en

cuentran dibujados en la figura 3.5.

Con el fin de analizar el comportamiento que presentan los
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errores al aumentar :x, se usarfin valores de-id0 y-200 m.

Los resultados obtenidos con :x =-{00 m se encuentran en la ta
bla 3.8 y en la figura 3.6 se han graficado los errores corres

rondientes.

Los resultados obtenidos del cdlculo del perfil con ax ==~200 m
se encuentran resumidos en la tabla 3.9 v los errores estin d4i

bujados en la figura 3.7.

Si se observan las figuras 3.5, 3.6 ¥ 3.7, se podrd apreciar
aue los errores introducidos por los métodos numé&ricos, son
siempre menores gue los'producidos por el método del incremen-
to finifo para todos los valores de Ax usados y gue el error

miximo cometido es del orden de un centimetro.
3.5 CALCULO DEL PERFIL M3

Con base en las tablas 2.2 y 2.3 se puede determinar que los
métodos numéricos adecuados para integrar este tipo de perfil
son el de Runge-Kutta y el de Milne, por lo tanto, estos méto-
dos y el del incremento finito ser8n usados para resolver este

caso.

Tomando como origen del perfil a la seccibn al pie del verte -

dor (figura 3.1), se puede establecer la condici6n inicial
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x y
8 2 92

-50 o, 29441513
-180 2. 38020034
-150 2. 42649176
-280 2 4776723
-2598 2. 51015263
-3a0 2. 52613801
-350 2. 99758595
-4e3 2. 9755CEes
453 2. 590e511
503 2. 60324851
-558 & 6150584
~08 2. 6248561
65 2. 632262386
~rc8 2. 640E05S8
=750 2 6473378
-ete 2 65369764
€58 2. 632105546
S50 2 66267214
-4%) 2. 66365345
-1360 2. 6701814

TABLA 3.5 Perfil M2 calculado con el método

de integeacidn directa

x u
) 2.06

-5 212915696
-10 2 16393342
-15 2 19827433
~29 2. 74198702
-25 2. 2366£342
-38 2 24716916
-35 2. 2620059
-4 2. 2755209
-45 2 76785165
-50 2. 29947603

TABLA 3.6 Célculo del tramo de flujo ré&pidamente

variado del perfil M2, Adx — - 5 m



. RUNGE-KUTTA ADAMS . INCREMENTO FINITO
] A L y o A X ] EA
5o o 29947662 5 0509605 2. 29947603 -5 OEOVE-B3 v 206 - 04
tow > ?wstus? Iy 0:98%4&,_03 236435067 -4, D49uZeA1E-U3 ~50 2. 31016619 - G237516577
“i% 5 4399867 T3 47893446063 2. 4399687 -3, 47652544E-03 -6 2. 39670787 - D4€4070769
208 2 4LI4EIE 3 O7Sey9iE-0% 2 1&03::{:95 -i. uigegz%.je-ez ~150 3 44918255 -. BL265067954
-250 2 5126914 -2 PE3TEELE-U3 2. 51260631 =2, 476EB0NTE-03 v 2. 46520840 -, 0102351646
-0 2 §IRE4573 -2, SUPPIrE-(3 2. 93836027 -2, 242245CBSE-U3 -2350 2 S188U117 -8, 67153611643
-250 o 55937664 ~2 290E8EAEE-US 2. 559531424 -2, U4y2Y:2E-u3 -300 2. 54355258 =7. 41958569E-63
-400 2. 57766199 -2. 10310705€-03 2.52745525 ~1. €963€461E-03 -350 2. 564062306 -6. 4371012E-03
-450 2.59274 ~1. 93839905E~03 2 9756149 -1, 26039574E-13 -4vu 2 se12002 ~5. 647324E-03
et pomenie ey | zasens e | T D Gosceim - 4srieoese-oy
~55 61E76 -1, 66295379E-03 e 1y et - 2. 6082859 - 423
-€00 2. 62640296 -1. 54685415E-03 §; Efg‘j;;g _t ﬁf:;_ahgi -550 2 6190673 -3 96945891 E-63
-8 2. 63180339 -1.?4?48531&-03 2 63470135 -1, 33BIEUTSE-03 -QEU 2.62§fu59b -B.JGZqufgﬁ-us
e 2 €1215201 ~3. 34643167E-03 2. 6406253 -1 2569476603 s 2 Caery 3 AneE o
:;G:; ; E'iglfé :i' f§37‘i‘:$§'§,’§ 2 edutiaiy -1 1B5592EEE-03 7% % 1905013 -2 2'15232382-03
-€50 2 6Sweel -1 10B77AAZE-03 265124159 -1 11359E-U3 -6 2 65551156 -2 A13669E4E-03
-y08 2 66372395 -1, B448033E-83 2. 65223u86 -1. 6473%64E-03 -£50 2 66U3LSEE -2, 202201 64E-03
550 2 66765636 -9, 919116 ZEE-64 2 €e1EE%% -9, S045EI7E-04 ~590 2. 66469722 -2, OLE0E06IE-13
~1008 2 67112483 -9, 5323193EE-04 2. €6vE016 -9. 43N1ESE-61 ~459 2. €6854798 1. 859531 PAE-U3
2. 67163162 =3. 104161U6E-01 ~1600 2 67450507 -1, 72767 043E-63
TABLA 3.7 Perfil M2 calculado

con los métodos recomendados usando Ax -

i




RUNGE-KUTTA ADALS TNCRCMENTO FINITO
X y EA y EA be y EA
-5 2. 29947603 -5, BLBSE-U3 2. 29347603 -5, Bousk-u3 9 o6 - 04
-1508 2. 44063406 -4, 2023034SE-03 2. 44063406 -4, 20230=48E-03 10y 2 42810375 -, 047802506%
-250 2. 51332905 =3, 2091195%E-03 2. $1332905 -3, 20341955E-03 ] 2. 508718297 -, 02930%6704
-390 2. 84017766 -2. S3176495E-63 2. 5E0L77€6 -2 $3170-49%E~-03 ~-300 o 55656348 - OrEI258701
-459 2. 59295433 =2, 15386831E-03 2. 59158€63 ~7. 65761071E-04 -401 2. 59064722 -, B150E61136
~550 2. 61692425 -1, 824654 45E-03 2. 61586607 -7, 67674097E-04 -500 2. 61537597 - 011527461
-630 Q. 62432337 -1, SEUSUBUTE~B3 2. 63401964 b SX7779cLE-04 ~£UY 2. 63306014 =9 OU4uUe2ZE-03%
-iS9 2 6989162 -1, 356817 P6E-O3 2. 648009 ~6. 71193925E-04 -700 2. E479495 ~7. 143922138-03
~E50 2. £5926363 -1, 100624667E-03 2. 65851963 ~6. 36216052E-01 ~30u 2. 65883533 -5 7iBL4361E-03
~950 2. GETTBE2S -1. 04773471E-03 2. 66707947 -€. 21020794E~01 -900 2. 66733014 =4, 650997IIE-02
- -1000 2 67400632 -3 62492133803
TABLA 3.8 Perfil M2 calculado con los métodos recomendados usando Ax ~ -100 m
RUNGE-KUTTA ADAMS INCREMENTO FINITO
x y y EA X y EA
=50 2. 29947603 =5, BEUIE-B3 2. £9947603 -5. BEUIE-B3 [¢] 2. 06 - 04
250 2 52u£5827 -, 01252€636% 2. 52265527 - 01257eE765 -200 2 57715656 -, 039283255€
-450 2. 59750783 -6. 70673646E-03 2. 53750703 ~6. 70673016E-03 -460 2. 62721205 ~ 0517533701
-£58 2. 63247559 -4, 11572€EE-03 2. 63747659 ~4. 1157 2€8E-03 ~€00 2. 6552347 ~. 0304786013
-650 2 66EEs923 -2. 7US7TESESE-03 2. 65566926 2. 51410156E-03 ~8066 2. 67204887 - 0189011748
-1000 ¢ 6U2:5111 - 8124697065

TABLA 3.9

Perfil M2 calculado con los métodos recomendados usando Ax - -200 m
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- 200 m. Ferfil M2




La longitud del perfil calculada con el método de integracidn

directa entre el tirante inicial y el critico es
L = 242,945 m

Usando ahora el métcdo de integracién directa para calcular el
perfil con un valor de 3x de 70 m se obtienen los resultados

que se observan en la tabla 3.10.

En las tablas 3.i1, 3.12 y 3.13 se encuentra el perfil M3 cal-
culado con los métodos de Runge-Kutta, Milne e incremento f£ini
to, para Ax = 10, 20 v 30 m, respectivamente y en las figuras
3.8, 3.9 y 3.10 se han graficado los correspondientes errores
absolutos producidos por los mé&todos usados. En dichas figu -
ras, Rk, M e IF, indican los m&todos de Runge-Kutta, Milne e

incremento finito, respectivamente.

Como en los casos anteriores los errores absolutos de las ta -
blas 3.11, 3.12 y 3.13 fueron calculados como la diferencia de
los valores dados por el mé&todo de integracién directa, menos

los datos por el método empleado.

Observando las figuras 3.8, 3.9 y 3.10, puede verse que, en ge
neral, los errores producidos por los métodos numéricos son

sienpre mencres gue los producidos ror el método del incremen-
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to finito. Sin embargo, en las cercanfas del tirante crftico,
los errores de los tres mé&todos empleados, sufren fuertes in =~

crementos que pueden ser positivos o negativos.
3.6 COMENTARIOS ACERCA DEL CALCULO DE PERFILES TIPC M

En los casos de perfiles de f£flujo tipo M, pri&cticamente no
existe ninguna dificultad para aplicar las métodos numéricos
propuestos ya que estos son f£f&cilmente programables en una pe-
quefia calculadora y bastard con determinar las condiciones ini
ciales, segGn el caso, para obtener el perfil buscado sin nece

sidad de hacer tanteos.

En el caso de perfiles de flujo tipo M2, se presentan algunos
problemas al tratar de integrar numéricamente la ecuacibn ding
mica. Dichos problemas provienen del hecho de tomar como con-
dicidn inicial una seccibn critica en la que la pendiente teb-
rica de la superficie libre del agua dy/dx es infinita, esto

es, vertical, lo cual produce grandes errores.

Si se analiza la ecuvacibn dindmica en las cercanfas del extre~
mo de aguas abajo de un perfil M2 (seccibén critica), puede ver
se que la pendiente de la superficie del agua adopta valores
muy grandes mismos que corresponden a un caso de flujo rdpida~
mente variado para el cual, como se menciond en la seccibn

2.4, no es aplicable la teorfa del flujo gradualmente variado.
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o
o

§§888%8688

25

Ga
s

1690
w0
188
150
60
240

28
246

.9

. 93490022

. 96972162
1. 60450722
1 83936135
1. 07424088
4. 139065599
1. 24429321
4. 17949384
4. 21505667
4.25094723
423723992
1 32402075
4. 364390893
1. 39947249
1 4384452
1 47840522
1 51969736
1 36261516
1 69762031
1 65544551
4 76720844
1 765041394
4. 833651€8
1. 9345488

TABLA 3.10 Perfil M3 calculado con el nétodo de

integracibn directa
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RUNGE-KUTTA

MILME INCREMENTO FINITO
x i EA 1 y tA
9
° Y o Y3CE42569 9 o
3 ZEER £ - ‘/’/EL‘ K - *
20 SeuizeRls o3 aizesieod 311516 (SIEVIBOIZ -4 GI7EBISIE-U3
0 10096499 -5 137676zde-us | L GURAR ? 137678218 974315463 % SITEALAEE-03
49 1. U4669966 -6, 79331067E~03 1 -6, 7ygii114E-03 1. UO‘JI.:S‘.?_"bl. -5 3~‘!53‘f1:?£ﬁ'(13
5 1. Y5I5C349 -8 439576E-03% 1. O -§ A29UTEOIE-03 1 04636606 =7. BS49U59LE-03
69 1. 11916316 ~. 0100871719 1. 11916316 - W1006TL37 1 (18'_":'{104-1 -8. 761827U2E-03
70 1. 15987988 ~ 0116856699 1. 15597668 -, B11€355131 114953761 - V104416241
2y 1 19273563 - 01330617855 1. 19273563 - BL35017916 145530365 - UL21101486
°g 1 22937975 - G1d9210771 1. 22997976 - 014923085 119326947 - 0137753347
100 1 26750596 - ; 1. 26750597 -, ULE55E87431 1. 23050113 = 01544445572
118 1. 20545999 - 1. 3054€001 ~ 018200884 1 26807461 - 61724276407
120 124394243 - - 019921375 1 24394215 ~ 0199211038 1. 3660769 -~ 0165167715
139 1. 28307217 -~ 0216811612 1. - OZiG 254 1. 34460769 - 205869105
140 1. 42253655 -, 0225240626 1 - 0235241 344 1 38376818 - 023974653
150 1. 16365368 -, 025437773 1 AG36IESY e - GUSAEEIED 1 '1{3?565: - 6242310225
160 1 50661632 - 0276083029 1 LUCO1ES3 - /0355 1. dedzaora - 0263116170
170 1 S4EEEIS - DI99EEYERS 159366672 - UZ9NCYIENE L adedn6e? - 6265000158
160 1 592304 - 0326776812 1. 5952938 -, U3ETEL 6L 1.ssoeatss - On0dssazss
19 1.€4355434 - OaS9z4027 1 €43605 - 359578 p sy dumin
200 1 69556547 - 000592592 1 6355098 - 61005674 A o A
10 1. 75204949 - BI5EH10EU8 1 794085 . MSESTTEM 1 _636:'_:;%?6 - GHTILG
49 1 620s9eas - 0L53541163 101860 - (SSHEATS AR Mt
239 1 91256352 - 0786818354 1 91451596 o103 2TEs 1 v2219777 - 0574158277
240 1 86794145 . 06ESHTIS 1‘ 9:}}'&8;;6 - 0;3“0459; 1. 91472944 ~ 0BUEA775¢4

TABLA 3.11 Perfil M3 calculado con los métodos recomendados usando Ax = 10 m

ZET



x RUNGE-KUTTA MILNE INCREMENTO FINITO
7 EA y EA y LA
4] .9 0 .9 o 9 1}
20 973175248 -3, 453%9613E-03 973175248 =3, 4535984 3E-63 973756791 -4, 03747144E-03
40 1. B4€09967 ~6. T9831ST9E-03 1. 01609967 -6. 798215Y9E (3 1. 0474793 -7 $7SS8CE-0%
€0 1. 119163247 -. 010371803 1 11946237 - Vi00671c03 1 12067493 - 01197€39:61
t9 1. 19279564 - 0132018003 115279577 = 0133019245 1. 3547062 - 015242626
100 1. 26750599 - 0165587574 1. 26750626 - 0165590327 1. 26930097 - 01C352d6
120 4. 34394218 - 0199214267 1. 3439423 - 0199221503 1 3466253 - PZIEBAACT
140 1. 42299666 -, 8235241745 1. 42299336 ~. 0235258713 1. 42610016 - B2E627€€65
1€0 1. S0661659 - 8276085739 1. 8002125 - 276132087 1. 56951112 - @312031142
1@0 1. 59523287 ~ B326787103 1 59530928 - 0326911044 1. 599Sc4uL -. 069091516
208 69550591 -, 8160630017 1. 6553161 - (M0L3E6959 1. 20076147 - B15255%614
220 1. 82043635 - 6551964139 1. 82133703 - 562351346 1. 82757546 - DEXS3I516
240 1. 97278704 - B382382413 2. 03244005 - 0976312478
TABLA 3.12 Pefil M3 calculado con los métodos recomendados usando Ax - 20 m
x RUNGE-KUTTA - MILNE INCREMENTO FINITO
y EA uy EA y EA
Y] .9 4] .9 1] .9 0
30 1. 60264501 -5. 13769686E-03 1. G0964501 -5 13769646E-03 1. 61156787 = 7. BEDSHEHIE U3
€0 1 1101632 ~. 0100E72147 1,.1191632 - DI00E72147 1. 42261735 - 135213626
99 4. 22997965 -, 0149231749 4. 22937335 - 0149231749 1. 23477735 - 0197206768
120 4. 34394228 ~. 0199216316 1. 34331644 - 0199256847 1. 35005775 - QZ6U369973
158 1. 46383971 -, 0254816052 1. 46391415 - 0251990182 4. 47450064 - (1430875348
18 1 5952269 ~ @3%817357 1. $9537349 - 0327560267 1. €u91424 = DAZ295805
210 1. 75203078 - 0458923652 1. 75390388 - 0167081€64 1 7e624655 - 059530143
240 1. 74676077 . 167766019 1. 97008458 - 0394857743

TABLA 3.13

Perfil M3 calculado con los m&todos rcecomendados usando Ax = 30 m

€eT




134

! )

! RK

<
=)
-

i

m
b
F——t —— ]

[ ) N
\/
1
Y/"IF
-10
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Fig 3.10 Errores absolutos usando ax 30 m. Porfil 3




Para resolver este problema en forma prdctica se obtuvo una
griéfica que relaciona la longitud X del tramo de flujo répica-
mente variado con la relaci6n de pendientes SO/SC. Dicha lon=-
gitud es medida desde la seccién critica hasta una seccidn en
lague la variaci6n de la pendiente de la superficie del agua

es menor o igual a una milésima.

Usando el método de PRunge-Kutta c¢on un incrementoc aAx de 5 m y
tomando como condicibn inicial un tirante igual a 1.02 y. se
integraron cincuenta perfiles tipo M2 cubriendo un amplio ran-
go de gastos, pendientes, rugosidades v geometrfas con el fin
de determinar el comportamiento de la longitud X mencionada
con respecto a la relacifn de pendientes SO/Sc‘ Una vez obte-
nidos ciencuenta puntos (SD/SC' X}, se procedib a ajustarlos
con 'la curva mostrada en la figura 3.11. En esta figura puede
verse que en el casoc extremo, la longitud X es de aproximada -
mente 83 m. Sin embargo, se ha verificado que el tomar un va-
lor de X de 50 m en todos ios casos, conduce a resultados sa -
tisfactorios como puede verse en las figuras 3.5, 3.6 ¥y 3.7 en
las que el error médximo en los métodos numéricos es del orden

de un centimetro.

N6tese que, aunque se usé la teorfa del flujo gradualmente va-
riado, el hecho de haber tomado incrementos pequefios y de ha -
ber iniciado la integracibn con un tirante 2% mayor que el cri

tico, se obtuve una presicibn bacstante buena.
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| B
| l
1 - i
50 ! N\\‘\\ ! ’
X
{m)
1
L !
1 .
¢ 6.5 1.9
SO
3

Fig 3.11 Variacidn de la longitud X del tramo de £flujo

rdpidamente variado con la relacién so/sc.

En resumen, para calcular un perfil M2 con algunos de los méto
‘dos recomendados, bastari integrar un tramo de 50 m‘con un in-
tervalo de'S m témando como condicidn inicial un tirante de

1.02 ¥, ¥ posteriormenté, tomar como condicibn inicial el ti -

rante obtenido para tal distancia y reiniciar la integracidn.

Por otra parte, cabe mencionar gque en los mé&todos de Milne y
Adams se uso la extrapolacifn al lfmite (seccién 1.3) dada por
las ecuaciones 1.26b y 1.27b respectivamente, ya que con ello

se obtuve una mejor aproximacién.




CapiTuLo 4

APLICACTONES A PERFILES TIiPC S

,Con el fin de disminuir el volumen de célculos, se ‘ha seleccio

nado ‘a” manera de ejemplo ‘un. canal con pendiente S constante
uque contenga los tres tipos de perfil s, es decir, S1, S2 ¥y
53.~ Para dlchos perfiles, el tirante ncrmal jn, el tirante

‘exritico . ¥y la pendiente critica, serin los mismos.
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4.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Calcular los parfiles de flujo Sl, S2 y S3 gue se presentan en
el canal de la figura 4.1 el cual conduce un gasto de 60 m3/seg
con una pendiente de plantilla de 0.008, un coeficiente de ru-
gosidad de Manning de 0.01Z, un ancho de plantilla de 7 m y un
tailud de 2. En este canal, la carga H antes de la compuerta

es de 4.92 m y el tirante contracto ¢ después de la misma

con
es de 0.38§ m. El tirante conjugado mayor del salto es de
2.47 m,
— !
\\
~—
\\
s =~ S1
< ~,
g ¢ ~52 ~
9 -
- ~
‘S; \\\\
S3 ~ \\\
..
\\
Yeon ~ -

FigA4.1 Figura aclaratoria del ejemolo de perfi-

les tipo S

En esta seccibn se efectuarid el cflculo de la pendiente criti-
ca y de los tirantes normal y critico en virtud de que estos

serin constantes para los tres perfiles.
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Cdlcudo ded tinante nexmal. Para el flujo uniforme se debe

cumplir que

2y
by, sky |

b+2yn/l*h2 J

An {by +ky21’
1 n n L
S, 2

Sustituyendo los datos del problema se tiene la ecuacibn

- 2/,
o 15
. 7lj ‘*2(_12 ay
[Ty, ety2)| ="t | . ——————-‘50”0"’1/" . 5.050
L7+2/’5‘ Yy ] [0.008) 2

gue resuelta por tanteos da

Cdtcuzo del tirante cxiltico. En una seccibn critica sc debe

cumplir que’

2 oy, + ky?)3
g T

Sustituyendo los datos del problema se obtiene la ecuacibn

7y, +2y2)3 2
e “Te ‘f)";, . 366.972

7*4yc



[
e
o

que resuelta por tanteos d&&
Yo = 1.658 m

Ctlcuio de La pendlente criti{ear. La pendiente critica esti da

da por la expresién

siendo

Ac = 7(1.658)+2(1.558}2 = 17.104 m?

P, = 7+2/5 (1.658) = 14.415 m

= / = o E3
Rc AP, 17.104/14.415 1.187 m
por lo tanto

s l_ 60100120 |
© Liz.restisn™ |

Sc = 0.0014

con lo cual se puede comprobar que S, > Sc'
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4.3 CALCULY VEL PERFIL 81

En las tablas 2.2 y 2.3 se puede ver gue los métodos de inte -
gracidn numérica recomendacos para el cdlculo de perfiles S1
son el de Runge-Kutta y el de Milne. Por lo tanto, estos méto

dos y el del incremento finito serdn usados en esta seccibn.

Dado que este tipo de perfil se calcula hacia aguas arriba por
tratarse de un flujo en régimen subcritico, la condicién ini -

cial sers

La longitud del perf£il calculada con el método de integracién -’

directa entre la seccifn inicial y aquella en la que se presen

ta el conjugado mayor del salto hidr&ulico es

L =~285.317 m

Usando el mismo m&todo para calcular el perfil con un ax de
~]0 m se obtienen los resultados que se presentan en la tabla

4.1,

Siguiendo el mismo procedimiento que en el capitulo anterior,
se integrari la ecuacibn dinimica usando valores de Ax de-10,
=20 y-40 m para analizar el comportamiento de los errores abso-

lutos al aumentar la separacibdn entre secciones.
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Los resultados obtenidos con los mé&todos de Runge-Xutta, Milne
e incremento finito para una segaracifn entre secciones de 10m
Y los errores absolutos correspondientes a cada método se pue-~

den ver en la tabla 4.2. Estos errores se han graficado en la

figura 4.2.

Para el caso en el que 3x =-20 m, los resultados a que se lle~
g6 se han resumido en la tabla 4.3 junto con los errores res -

pectivos, mismos que se han graficado en la figura 4.3.

Asimismo, usando un Lx de-4d m en los métodos indicados se ob-
tuvieron los perfiles y errores absolutos respectivos que se
encuentran resumidos en la tabla 4.4. Los errcres absolutos

calculados como se indic6 en el capftulo anterior, se encuen -

tran dibujados en la figura 4.4.

Si se observan las figuras 4.2, 4.3 vy 4.4 puede observarse que

los errores producidos por los tres métodos empléados son préac
ticamente iguales y que en el caso en que &x =-40 m, .existe
una muy pequefia diferencia entre los mismos. Asimismo, se pue
de ver que el método del incremento finito produce errores me-
nores que los del m&todo de Runge-Kutta, los gue a Su vez Son
menores que los del método de Milne. Es también importante

anotar que los errores absolutos de los m&todos usados permane

cen précticamente constantes al aumentar AX.



X y
[} 4.92
-10 4. B3928346
=29 4, 7533522
=20 4.6774253
-4 4, 59644902
=50 9. 51322658
-0 4. 43414103
-7 4. 35285205
-50 4, 27144584
-99 4, 18992313
=108 4, 10525323
~-110 4, 02644293
~-128 3 94446112
-138 3. 86229234
-149 3. 77391565
-150 3. 69731524
-160 3. 62445632
-179 3. 5313118
-1€9 3. 44734677
190 2 36402085
=209 3 279788
218 3. 19509378
~220 3. 16987403
-238 3 9281485
~240 2. 94221546
250 2. 85559013
-269 2 76816514
-278 2 67351363
-280 2. 53037827
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TABLA 4.1 Perfil S1 calculado con el método de inte

gracibn directa




RUNGE-KUTTA MILNC INCREMENTO FINITO
x y EA y EA tA
v 492 8 4.z G 4.9 L
-6 4. B2YTIESY 4. 62792614 4. 838?47 4 €2742y14E-04 . 4 6269555€E-04
20 47574055 9. 4TISPAZIE-O4 175740525 9. 4TIAPLE-04 4 9. 47762251864
-38 4 67596769 1. 4574099LE-03 e B 46 1. 4576e211E-0%
-4y 4. 59442533 1. 99319USE-U3 A SiLEs 1 & 1. 99272454E-03
-0 4. 51276931 2 5STEEESTE-63 1. §427€931 2 '4"5 2, 33761657E-05
-69 4. 43098745 3. 1535841 7E-03 4. 43096745 3 i 3 ‘52.7??“.5"’.3
-7 4 33906503 3. 75902505E-03 4. 34505603 3. ZEIUILOTE-E3 4. 3.78303575E-03
~£9 4. 26699733 4. 45250794E-03 4. 26699733 4. A5L50794E-063 4. 4. 454297228-02
-8 4. 18475991 5. 16322069E-03 4. 18470991 S 16322063E-iss 4. S 16476221E-063
-100 4. 10232628 5. 92095021E-03 1. 10233828 S, Sx09S033E-03 4. 5. 9192057563
-110 4. 0197476 6 73132762E-03 40197126 6. 734:2/62E-U3 4 6. 729265eeE-03
-120 3. 926EE0ZY 7. COUEA0LEE-03 3 9366628 7. €00J4111E-03 3 . SHE4057E-03
~138 3 65375545 § SI739IVEE-UI 3 65375545 8 5I73YI0EE-03 k3 8. 5345 519E-03
-140 3. 77036838 9. SINLTLASE-03 3. 7706638 9. S5027435E-03 %, 9. S469YITE-0L
~130 3. 6EECE4T2 . 8106505211 3 euvEcedve . 010650523 3. V10646 £096
-160 3. €02¢U4S6 . 01165175¢8 1 68260156 UI 16417600 3 118471775
-170 3. 51844125 . 0131705552 3 51614124 V131705533 1 43I
~1£0 3. 43321593 . 0146269479 3. 43324902 . B146269463 3. 0146205524
-189 3. 34777514 0162457135 3. 34777543 0162457246 3  BlbZiETrTS
-200 3. 26472914 QIEVTEISY 3 20102913 O1EOSSETIE %2 . OLeSUE2L
-210 3. 17490752 V01052579 3149575 “2030E2E21 “ O ees
-223 3 BErd349L 022439125 3. 65743437 . (724391613 3 " g -.5;-,."&'.
-230 2 9959283 0292262067 2. Yoz Ory2202616 > " B2920sSuES
-240 2. SueTe3 0229276335 2 . P ﬁg,,;lgm;,‘,
-250 2 91825168 U373052543 24 ay_uum, > oz;zss‘\n:
-2€0 2, 7056678 . 6425573392 2 2I5EO7N6 BAS57575 2 7 TS TIESS
-278 2 63UC5E0L 0459576208 2. 6309555 BABYSBUELL o e an
-260 2 5324537 0569245676 Z 53345267 USEHSUTS 2o ey
& o v 4 o4
TABIA 4.2 Perfil sl calculado con los métodos recomendados usando Ax - -10 m

LA A



RUNGL-KUTTA MILNL INCREMLNTO FINITO

X o EA y EA tf €A
0 4. 92 u 4.92 ] 4.9z [

o9 4. 75740525 9. 4/9EI031E-B4 4. VSPA085 9. A IIEYOIAE-01 4. 754061 9. 47127119E~-04
-40 4. 59442563 1. 99319422603 4 59442563 1, 99219422E-03 4,59442771 1 9131103E-02
-€0 4. 43043744 3. 1535867€E-03 4 1‘!39"{/44 3 15:0c67cE-03 4. 43039063 1 158401€4£-03
-80 4. 26699723 4.45251539E-03 4% 4. 45253 21¢E-03 4. 2670022 4, 4476483E-03
~-10Q 4. 10033627 S. Y9SIEAE-DT 4, 5 9 uyeSTLIE-03 4 1072453 5 917%92374E-03
-120 3. 92esend? 7. 6UUEBHIZIE-O3 3 7. EUDY1GUE-U3 3. 9366701 7. SHL0ZSIE-03
-140 3. 77026336 9 5S013204E-~03 9. 55051458 -u3 3. 27016162 9’ SI677263E-0%
~1¢0 3. 60260453 L U11851vEce . 0118519949 3. €B5r103 '0115'3""8‘;6
~1€0 3.42321979 ' . 0146272695 3 43324512 GL4€016151
200 3. 26172907 3 2617553 BLOUSH4726 3 26176413 " G1E6T8755
) 3. (8743478 303742371 L UL 4402152 3 08745312 B"Z’;;‘Nb‘?
-240 2. 90928739 & YIS 0 2 0935379 G1I66E11
-269 2. 725£073 B40557543 2 7256018 1 2 5 72501521 124199535
-2:0 2. 53345242 S69255472 2. 53313446 0i69436115 2 53362/59 GSETSISTSY

TABLA 4.3 Perfil S1 calculado con los métodos recomendados usando  AX =20 m
RUNGE-KUTTA MILNE INCREMENTO FINITO

X y TA y EA y EA
u 4. 92 <] 4.92 o 4.92 ¢}
~0 4. 59442579 1. 99322775E-03 4. $3442579 4. 59443343 1. 96561326k -03
-£0 4 20693723 4. 45261939E-03 4, 26693723 4. 267316E8 4 43TIS762E-03
-120 3. 9IEBE005 7. 606107022E-03 3. 9262600 3. 9365y959 7. SE15E817E-03
-1¢0 3. 60260405 . B118522723 3. gUCuB043 3 €0267832 . 0117780026
=200 3. 726172768 . 010c01225 3. 26171768 uLbureYey 3. 26166857 . 8173191333
~240 2. 9032318 @129%16547 2, S093556 0129769021 2. G719 eSS
~280 2. 5334354 , 0569403746 2. 93216693 05/2112935 2. 53413852 . 05E23I7493

TABLA 4.4 Perfil

S1 calculado con los métodos recomendados usando

Ax = ~-40 m

Sl



EA o |
{om) i

RK, M ¢ 1F .

] ! !
0 -ilg x {m) -£00 -3500

Fig 4.2 Errores absolutos usando &ax = -10 m. Perfil S1

H]
]
EA
el '
! RK,M ¢ IF
¢ -100 x {in} -200 -300
Fig 4.3 Errores absolutos usando &4 x = -20 m. Perfil si
- I NS
St === - ————— =
F]
EA . B G
{ci)
L
/
S T - _
AT

0 ~100 x {m] -220 -300
Fig 4.4 Errores absolutos usando Ax = -40 m. Perfil S1
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4.4 CALCULY DEL TERFIL

tr,

~

Haciendo uso de las tablas 2.2 y 2.3 se tiene gue los mé&tcdos
de integracibn numérica recomendadcs para el cédlculo de este
tipo de perfil son el de Runge~Kutta vy el de Adams. Estos mé-
todos y el.del incremente finito ser&n los que se usen en esta

seccibn.

Ahora, tomando como origen el extremo de aguas arriba del ca -~
nal de pendiente supercritica (figura 4.1), ¥y que es una sec -
cibn critica, se tiene gue la condicibn inicial en este caso

es
Xg = 0 H g * 1.658 m
La longitud del perfil se calcula con el método de integracidn
directa entre la seccibn inicial y otra en la que el tirante
es de 1.01 Y, esto es, y = 1.039 m. Tal longitud resulta ser
L = 450.832Z m

Usando el mismo método se calcula el perfil para un Ax de 20 m
que se considera es un valor suficientemente pequefio dada 1la

longitud total del perfil. Los resultados de este cilculo se

muestran en la tabla 4.5.

Cabe mencionar aqui gue los perfiles tipo S2 presentan proble-




mas similares a los de los perfiles M2, descritos en el capitu
lo anterior (secciones 3.4 y 3.6), por este motivo, se efectud
un andlisis, similar al descrito en la seccidn 3.6. Este and-

lisis se comenta en forma breve en la seccifn 4.6.

Siguiendo las indicaciones que se dan en la seccibn 4.6 para
este tipo de perfiles, se integr6 un tramo de 50 m con incre -
mentos Ax de 2 i usando el mé&todo de Runge-Kutta v tomando co-

mo condicién inicial

X, ® 0 i oYa <t 0.93g; 2 0.98(1.558) = 1,625 m
obteniéndose el perfil mostrado en la tabla 4.6. K
Tomando ahora como condicién inicial

Xg * 40 m H g = 1.28588151 m

pueden aplicarse los mé€todos de integracifn numérica recomenda

dos para este caso.

Usando &x = 20 m se obtuvieron los resultados que se muestran
en la tabla 4.7. Los correspondientes errores absolutos se en

cuentran dibujados en la figure 4.5.

Con el fin de analizar el comportamiento que presentan los

errcres al aumentar ax, se usarén valores de 40 ¢ 60 m.
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Los resultados obtenidos con ix = +¢ m se encuentran en la ta-

bla 4.8 y en la figura 4.6 se han craficade los errores corres

pondientes.

Los resultados obtenidos del cdlcule del perfil con ax = &0 m
se encuentran resumidos en la tabla 4.9 v los errores estén

graficados en la figura 4.7.

Si se observan las figuras 4.5, 4.6 y 4.7, se podrd observar
gue los errores introducidos por los métodcs numéricos usados
sermanecen sensiblemente constantes al aumentar Ax mientras
gue los introducidos por el método del incremento finito cre -
cen ligeramente. Podrd también verse que para valores de ax
del orden de 20 m o menores, los errores producidos por los
tres métodos son prdcticamente iguales v gque para valores mayo
res de 20 m los errores producidos por el m&todo de Adams son
menores que los producidos por el método de Runge-Kutta y que
estos a su vez son menores gue ios introducidos por el método

del incremento finito.

4.5 CALCULO DEL PERFIL S5

Con base en las tablas 2.2 y 2.3 se puede determinar gque los
métodos numérices miés adecuados para integrar este tipo de per
fil son, el de Runge~Kutta y el de Adams, por lo tanto, estos
métodos ' y el del incremento finito ser&n usados para resolver

este caso,




X 1f
X y
U] 1. 629

o 1 uw0g 2 1 54020806
A 1. 37€6uT62 4 1 SUAEYEAE
16 1. 29911007 6 147613144
(7 1 23720974 by 1. 4%61es
W 119937947 106 1. 43726401
100 1. 1718919 12 1 42BEEA33
120 1 14892633 14 1. 46579535
14y 1 1307447 16 1 39230073
1e0 11157301 18 1. 37953725
180 {. 10332326 2 1. 36851578
20 1 y 22 1. 35769913
©20 L 24 1 34797664
240 1. 6 1. 33E€6757
%60 1. 67665349 23 1. 32969539
%0 1. 0645441 36 1. 324€0363
60 1 05366202 32 1. 31324446
k) 1. 655606 34 1. 38627508
46 1. O526USES 36 1 29516427
360 1. 64897246 38 1. 29237426
30 1. 04627841 0 1. 26565151

460 1. 64395506 42 1. 2796658
20 1. 841433071 44 1. 27370462
440 1. 61016546 16 1. 26797978
48 1. 26247507
TABLA 4.5 Perfil S2 calculado con el mé Se 1.25717535

todo de intearacibn directa TABLA 4.6 C8lculo del tramo del flujo

rdpidamente variado del per

7

£il 82, Ax =~ 2 m

061



X RUNGE-KUTTA ADAMS INCREMENTO FINITO
y EA iy (A X iy
o N 4 1. €56 6
+8 1. 28558154 4. 22655979E-03 1. 26586151 4. 2205591 9E-u3 U 1. 36789205 8 72ETEZE 0l
€9 1. 23334502 3. BE471627E-03 1 23524502 3 BEH71ELVE-03 40 1. 76530781 4 EBLZI912E-03
&0 1. 19570028 4. 1791BE0SE-03 1. 19570028 4 1794vs0sk-03 € 1. 23265696 4 I5277494E-62
169 1. 16711405 4. 77735045E-03 1 46711405 4, 77735046E-03 &0 1. 19527637 4, EU0S9491E 62
120 1. 14464254 4 26579442E-03 1. 14469535 4. Y VEE-03 100 1. 1€€74567 5. 145727196-62
140 1. 12656754 4. 1771€47SE-03 1. 12662169 4. 1228141€€-63 120 1. 14434729 4. €1103237£-6%
160 1. 11475026 3. 92984431€-03 1 11164143 3. £BE67408E-63 146 1. 12627742 4. 467263E4E-02
1£8 1. 69956234 3. 7€09473:€-03 1. GYIEVE? 3. 71€38194€-0% 10 1. 11153862 4. 19947€435E-62
2608 1 05934932 3. 48329544€-03 1. 65935852 3. 444999926-03 10 1. 69932927 3. 99396664E-03
220 1. 65075679 3. 21242392€-03 1. 06079162 3. 164600EE-03 g 1. 05914027 3. 69234919E-02
246 1, 02246554 2. 95516292643 1. 07251768 2. 9Z703974E-03 2w 1. 085687 3. 40624 724E-03
2¢8 1, 66720981 2. 74363262E-03 1. 06733395 2. 7195398E€-03 240 1.8733151 3 12544¢B1E-63
ze0 1. 06201602 2. SUS0ELSE-B3 1. 6205676 2. 457324094E-03 2e0 1. 06715594 2. 69754696 E~8X
300 1. 05752098 2 14104401E-03 1. 05792682 2 12:1994€-03 20 1. 06189745 2. 64705B19E- 13
320 1. 65264524 1. YEUPYOPIE-03 1. 0526€059 1. 94541455E-02 iuB 1 05739545 2. 26657512E-02
240 1. 05033675 1. 69509529€~03 1. 65632402 1. €6163212E-63 30 1. 05353182 2. B7417594E-03
360 1. 84742658 1. 53€90482E-63 1. 4744804 1 SU544305E-63 340 1. 65020836 1. 79749308E-03
369 1. 04495517 1. 345244 21E-03 1. 04495503 1. 365324226-03 360 1. 64734414 1. 623340693E-03
408 1. 94260933 1. 1E91265E€-03 1 04081651 1. 1GUSAESIE-63 160 1. 0448747¢ 1. 39865372E-03
420 1. 04935316 9. 7755525E-04 1. BIB9E0ST 9. 70119145604 400 1. 6427347 1 26436166E-U3
440 1. 03934444 8. 21515452E-04 1. 03935083 8. 1S06744E-64 420 1. 04958524 1 B453742E-03
440 103929334 8 BIE15EU1E-G4

TABLA 4.7 Perfil S2 calculado con los métodos recomendacdos usando 4x = 20 m

161



M RUNGE-KUTTA ADAMS INCREMENTO FINITO
Yy EA I LA 7] CA
1 €5 u
16 1 65E6151 4 QCuSLITIE-E3 1 2ese3inl 4 L2tYhHIIE-U3 1 sevcosee 9. tYIBLdsnE-0s
&0 1. 1985855 4. 2205238VE-03 1. 19565639 4 La0b2IgrE-C 1 19255316 ? 291309U7E vl
129 1. 14162252 4. J05EUI27E-03 1 14462252 4 ZOSHUSZIE-~03 1 14246069 €. 4676 4413E-03
pYs ) 1. 11178844 3. @496 945E-03 1. - 3 JesE-03 1. 11016792 5 5621;’5. 1E~03
T ) 1. 65934507 3 4bb14-1:£ u_( 1w 3 11 UvE-0O3 1 03510561 236 L7eSE-02
240 107345723 2. 1 2 e4ieuHTIR-03 1 07251799 3. Y713256E-03
260 4 (203817 2 1 2 2k MAUE-US 1. 0612e31y 3. 27492459€--03
320 109364912 1. 960E8380E-83 1 L. 26ub39LE-BX 1. 05:03€6 2. SE939E51E-0%
360 104743687 1. 5366UEISE~-B3 1 BI7Sws3 1 450" iE u3 1. 04695197 2. B2151434€-03
408 1. 6451042 1 188€4467E-03 1 GI20005 1. 0% 1 81292345 1. 5YSEun2VE-B3
EET] 1 039245 8. 20351 UYE-U4 1 ues2es ¢ 3.1;.‘_.4..E 04 1 U3%USEUs 1 12582724E-0%
TABLA 4.8 Perfil S2 calculado con los métodos recomendados usando AX = 40 m
RUNGE-KUTTA ADAMS TNCREMENTO FINITO
x y EA y EA x y EA
S T - 1.¢ 4. 2eBbbYTIE-U3 v 1. 63 1]
40 1 4. LopdaisE-u3 P €0 1 1At s
- S i 1. S BI1oICE-UY B12aB21362
10y 1. 1666693 5. @21503CE- u} . 4 GEASE-G2 170 1 9 118442420 -3
160 1. 11169169 4,02 . : 2 10 a S TP - (1
o U156 3 1 % ZECElEE 52 12 1w 691743 6 YSIZT7SE-03
A 1 l}cil'lil.:u et - it v ) peli] 1 07132064 S 1140:11E-u3
20 1, BE2u1EE2 2, 52747453E-03 1, UBIULOZZ 1 5IEL0CE-0Y ol 1 00355 3 CETAE
30 1. uSuse2e? i ?U?..‘ff_gis 63 1 05uY8:93 1021901t vE-63 ¢ 1 09635962 2. €138020% ~ 6_‘
490 1. 01260695 1 19209E04E-08 1. 61336253 6. 165:WSEE-U4 42 1 Blules2? 1 24037513
TABLA 4.9 Perfil S2 calculado con los métodos rccomendados usando A x -

60 m

[
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Tomando como origen del perfil a la seccidn contracta aguas
abajo de la compuerta (figura 4.1), se puede establacer lza con

dicién inicial
‘0 = 0 ; ¢, = 0.38 nm

La longitud del perfil calculada con el método de integracidn
directa entre la seccibn contracta v otra en la que se tenga

un tirante de 0.99 u, es

Usando ahora el método de integracién directa para calcular el
perfil con un valor de 4x de 40 m se obtienen los resultados

gue se observan en la tabla 4.10.

En las tablas 4.11, 4.12 y 4.13 se encuentra el perfil 43 cal-
culado con los métodos de Runge-Kutta, Adams e incremento fini
to para ax =« 40, 80 v 120 m, respectivamente y en las figuras
4.8, 4.9 ¥ 4.10 se han graficado los cértespondientes errores
absclutos producidos por los m&todos usados. En dichas figu -
ras RK, A e IF, indican los métodos de Runge-Kutta, Adams e in

cremento finito respectivamente.

Como en los casos anteriores, los errores absolutos contenidos
en las tablas 4.11, 4.12 y 4.13 fueron calculados como lia dife
rencia de los valores dados por el mé&todo de integracién direc

ta menos los dados por el m&étodo empleado.
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Observando las

Hh

iguras 4.8, 4.9 y 4.10, puede verse que, en ge

neral, los errores producidos por los métodos numéricos usados

permanecen constantes al aumentar > mientras que los produci-

dos por el método del incremento finito crecen fuertemente.

Puede también verse que, para valores de 2x del orden de +0 m
O menores, los errores introducidos por el mé&todo del incremen
to finito resultan ser menores gue los producidos por los méto

dos numéricos ¥ gue rara valores mavores sucede lo contrario.
4.6 COMENTARIOS ACERCA DEL CALCULC TE PERFILES TIPO S

Por lo que respecta a los casos de perfiles tipo S, prictica -
mente no se tiene ninguna dificultad al aplicar los métodos nu
méricos propuestos en virtud de que estos pueden ser f4cilmen-
te programados en una pgqueia calculadora Bastando Gnicamente

proporcionarle los datos y la condicidn inicial, segfin el casog,

para obtener el perfil buscado sin necesidad de hacer tanteos.

En el caso de los perfiles de flujo tipo 52 se presentan algu-
nos problemas al tratar de integrar numéricamente la ecuacibn
din&mica. Estos problemas provienen del hecho de tomar como
condicién inicial una seccibn critica en la que la pendiente
teSrica de la superficie libre del agua du/dx es infinita, es-—

to es, vertical, lo cual produce grandes errores.

Si se analiza la ecuacibn dinfmica en las cercanias del extre

mo de aguas arriba de un perfil 52 (seccibn critica), puede




X o

@ .38

L1 . 461E28SS
v ] . S261417
0 . 50391785
$0 . E5T6U499
&8 L 7214041
230 . 77140839
=) . 51589782
320 . 8543675
260 83764912
560 . 91833868
LT . 93932842
480 . 95860659
520 , 97449527
%50 . 98664174
680 . 93645762
540 1. 49412423
680 1. 61096254
720 1. 01462917
760 1. 81812467
&0 1. @2077487

Tabla 4.10 Perfil S$3 calculado con el mé~

todo de integracibn directa.

u)



x RUNGE-KUTTA ADAMS

Y EA 4 A
) .38 ) 26 [¢]
49 457790521 4 DILOIVE-BY . 497790921 4 DIuLuE-0s
£0 S30035696 6. 1u30u41E-03 S30035e96 6. 10CLIH1E-B3
129 . 597015756 6. 90130377E-03 . 99r01575¢6 €. SULI0ZSE-D3
160 658714894 6. BIVISER-0Z 6562124731 6. BY2EY2XE-0s
09 714991137 6. Y63ITE-03 14558359 6. 415/4165E-03
2408 . PEUCEISSY S. 77E-U3 . TESBELSL S P2AMY41E-03
et ) . 810695973 4 99159115E-03 . 81063311 + 3943780 E-03
320 . 880037056 4. 33040:61E-03 L BS99 4 ;_:;u.u,g-uv
369 . 833862031 3. 7810G39LE-03 L EUIEsEEr? 3
460 . 91245%0E6 3. 36E5942E-03 . 912460137 3 Z€B17 1!: 03
LEI] . 936281222 3 01749 e2E-03 L9628 3 OISi19E-03
489 $55E10209 2. 7967 34E-03 . 955209763 2. 79I E~BT
529 . 971813269 2. 565000 . ¥161i614 2. SBALS77E-03
566 94251899 2. 1858407 . Lededza1l 2 *eigdeit-u3
&9 . 994258601 2. 195019U7E-03 L 934250275 2. 197954432E-03
640 1. 60211383 2. LUFHO45EE-03 1. 00238754 2 DOEES I E-O3
[351] 1. 0BEL4261 1. E199B04E-03 1. 00524038 1 B151840gE-02
29 1. 91299377 1. 62540198E-03 i uiz‘ﬂ‘-t 1 E237cNe1E-U3
769 1. 061686193 1. 4627357E-03 . U1€e 1 4610 N15E-0%
&G0 1. 01348413 1, 290,42 74k-03 b 019-1‘55_4 1

2auwiliib-u3

INCREMENTO FINITO

] A

.38 *]

. 461664745 =3. 315997 PE-05
. 536167944 ~2. €2444375E- 05
N REYET) =2 91ealEnyE-G
. 666362/ 77 ~2. 57787444E-01
. POEBALS ~1. 27331491k~02
. 773124158 ~1. 717767cLE-63
. B1E71154 ~1. Y3IEEAZIE-O3
. B5CAL00 -2 0220015/t -1%
L BEIS3VU? -1 E5CSEPEIE-0O2
. 917420875 ~1 §3521486E-03

R LIC-3 A YA
. 959370928

-1 19105284E-0%
-7 68u31117E-C

92156996 =3, MLEEIITE-UA
. 93E6/2408 -3 1b08s’47 SE-US
LA BT

1. 002¢92¢
1. 00abiIn2
1. 0139%2sS
1 01745037
1. U106

6, 20105576-1

Tabla

ax = 40 m

4.11 Perfil S3 calculado con los métodos recomendados usando

LST




X RUNGE-KUTTA ADAAMS INCREMENTO FINITO
uy tA y CA 1 CA
0] .38 u 38 o 38 )
) §I0u3733 6. 10446165E-u3 . H30U37238 6 .lullt.iwt us £e16lu3e - (2546852
160 58713821 6. £911595¢E-03 658713u31 L EY4E9071 4 - 029285728
40 L TELEFE439 5. 70795165E-U% 765673439 . 79958382 -, @20u919216
320 . BSUUL2599 4. 34490107E- 62 - B199769/4 4 SSU‘J-'ME-DX (877581713 -, 0235972132
qud . 912445212 3. 3904477E-03 912392183 3 H3ITEME-DS 33 - 0176010138
489 L 959778955 2 BIEOIALE-03 95524102 <. BRlewleE-0% TV Ve T - 0124239231
5€9 . 954217924 2. 4236155%E-0% Gl 39% 2 4103 E-03 L 99404958 =7. 5632 1C0LE-03
€10 1. BOXOS39S 2. U302¢721E-03 1 G0O212333 2 GOYZI9LE-u3 1 Gugsuu?l -4. 3767 9EVE-U3
740 1. 0123¢698 1. £6218495E~03 1. 01301585 1. v169g424 2 35509 ZeqE-03
€ 1 61946334 1. 3115257€- 03 1 0b3suial 1 27:uelibE-03 1. 0219362 -1 16132519E-03
Tabla 4.12 Perfil S3 calculado con los m&étodos recomendados usando
Ax - B0 m
RUNGE-KUTTA ADAMS INCREMENTO FINITO
x y I3 y EA u LA ,
v 2% 6 .38 v A o .y
1208 $9/U16129 6. 9LUYIA24E-03 . S90016103 [ 9q99§1af§-u§ igzsagbzu - 11§?5156u
249 L 765516189 5. 76020402E-063 . 765646159 S PbU{q}Uf’g-us .bg?iﬁ{-ﬁ} = (957770649
368 . EB37BI02 3. $00e67 19E-03 L BB374852 3 Sbudt?13t-02 - Fdbucent - BEXLS75514
458 55616162 2, 92850797E-03 955184222 3 1CEEBC0IE-U3 Y9I623186 - ssuteted
€08 . 994847373 2. 4101 169E -3 9156566 2 Z50a5393L-03 1. utiacs
728 1.uies1 1. BUEGEM9IE-03 1 vi324602 1 3u315326E-us 1. 020019

Tabla 4.13 Perfil S3 calculado con

AX

120 m

los mé&todos recomendados usando

8Sst
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verse que la pendiente de la superrficie del agua adopta valio -
res muy grandes mismoOs gue corresponéen a un caso ¢e flujo ré-
pidamente variado para el cual, como se menciond en la seccidn

2.4, no es aplicable la teorfa del flujo gracdualmente variado.

Para resolver este problema en forma prictica se procedis de
manera anfloga a la expuesta en la seccidén 3.6 para el caso de
perfiles tipo M2, llegindose a conclusiones semejantes que en
aguél caso. Por lo tanto, para calcular un perfil S2 con algu
no de los métodos numéricos recomendados, bastari con integrar
un tramo de 50 m con un intervalo de ¢ m tomando como condi -
cidén inicial un tirante de 0.9§ Yo ¥ posteriormente, tomar co-
mo condicifn inicial el tirante obtenido para tal distancia v
reiniciar la integracidén. NO&tese que en el caso del perfil S2
‘del ejemplo, no se inicibé con el tirante obtenido para una dis
tancia de 50 m sino el obtenido para 40 m lo cual no produjo

errores considerables.

Por otra parte, cabe mencionar que en los métodos de Milne v
Adams se usd la extrapolacién al limite (seccidn 1.3) dada por
las ecuaciones 1.26b y 1.27b respectivamente, va gue con ello

se obtuvo una mejor aproximacidn.




CaprTULs D

APLICACICONES A PERFILES TIT(Q 4

L INTREODUTTION

En este capitulo se tratan los perfiles de £lujo tivo H los

cuales se presentan en canales donde

siendo So la pendiente de la plantilla del canal.

Como se menciondé en su oportunidad, en canales con pendiente
de plantilla nula, solamente pueden presentarse los perfiles
de flujo tipo H2 v H3 va que la zona 1 no existe en virtud de

gue el tirante normal en este tipo de canales es infinito.

Al igual que en los dos capftulos anteriores, se ha selecciona
do un canal en el cual se presentan los dos posibles tipos de

perfil H, es decir, H2 y H3, con lo cual se consigue que el ti



te critico sea el mismo para ambos casos.

5.8 PLANTEAMTENTC DEL PROBLEMA

Calcular los perfiles de flujo H2 v 43 que se presentan en el
canal de la figura 5.1 el cual conduce un gasto de 250 m¥/seq
con pendiente de plantilla nula, un coeficiente de rugosidac
de Manning de 3.015, un anche de plantilia de ? m ¥ un talud
de !. En este canal el tirante contracto ¢ después de la

Yeen
comprersa es de .15 m y la longitud del canal es de 450 m,

H?
——r
/R i
w3
- 3
Ye
-
(02, 7:272¢7 77707277 777777777 7777777737777 777¢7. 77,77 /I/;
]
d 50B 0
ol
I
&00 m

Fig 5.1 Figura aclaratoria del ejemplo de perfiles tipo I

En esta seccifn se hard el cdlculo del tirante critico va que

éste es comin a ambos tipos de perfil.




Cldcule ded tiwante stdlidevr. En una seccifn critzica se debe
cunplir gue

Al by, = hus}d

= 2 k. hd

g o*?tyc

sustituyendo los datos del preoblema se cktiene La ecuacidn

(9“ *’,":')3 n 2
¢ __< ‘f';“ = 6 3771.95¢

.

P

sC

‘GQue resueita por tanteos <a

4.3 CALCULC PDEL PERFIL HE

En las tablas 2.2 y 2.3 se puede ver gque los m&todos de inte =~
gracifn numérica recomendados para el c8lculo de perfiles H2
son el de Runge-Kutta y el de Adams. Por lo tanto, estos méto

dos y el del incremento finito serdn usados en esta seccibn.

Como se trata de un perfil en régimen subcritico, el control
estg-aguas abajo y corresponde a una seccifn critica, por tan-

to, ‘la condicibdn inicial serd
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Como en este caso la longitud del per

it

1 gueca cdefinida por la
posicidn el salto hidrfulico ¥ no es el cbietivo de este tra-
bajoc el localizarlo, el c&lculo del zerfil se llevari a todo

lo largo del canal. Por tantc, se adortari cue

Dado gue en los perfiles tipo H el mé&todo de integracilSa direc
ta nc es aplicable, para fines de comparacifn se usarf un per-
£ii calcuiado con el métcdo del incremento finito con un X de

-5 m, Este perfil se encuentra resumido en la takla 4.1.

Come ha sucedido con los perfiles M2 y S2Z, con los perfiles H2
se tienen dificultades al integrar numéricamente la ecuacidn
din&micz. Es por estc cue se han adcptado las indicaciones he
chas en la seccidn 3.6 para el caso de los perfiles M2, ya gque
los perfiles H2 son el caso extreme de los M2 cuando la pen -

‘diente de la plantilla del canal es horizontal.
Siguiendo tales- indicaciones se ha integrado un tramo de 50 .m

con incrementos Ax de-5m usando el mé&todo de Runge-Kutta ¥y to-

mando comc condicién inicial

obteniéndose el perfil mostrado en la tabla 5.2.
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Tomando ahora como condicifn inicial

1 ; Yo * 4.12983473 m

puaden aglicarse los métodos de integracién numérica recomenda

dos para este caso.

Usando 2y ==I2 mm se obtuvieron los resultadcs gue se muestran
en la tabla 5.3. Les correspcndientes errorss absolutos se en

cuentran dibujados en la Zigura 5.2.

Con el £in de analizar el comrertamiento gue presentan los

errores al aumentar .Y, se usarin valeres de-40 v-50 m,

Los resultados cbtenides con ix =-49 m se encuentran en ia ta-
bla 5.4 ¥ en la figura 5.3 se han ¢graficadeo los errcres corres

condientes.

Si se observan las figuras 5.2, 5.2 y 5.4, se podri observar
que leos errores introducidos por los mé&todos num&ricos usados
permanecen pricticamente constantesal aumentar Ax mientras que

los intreducidos por el mé&todo del incremento finito crecen.

Puede también observarse que para valores crandes de ax, los
errores producidos por el métocdo de Adams son menores que los

prcducidcs por el mé&todo de Runge-Kutta.
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x y
0 3. 708
-20 4. BO720862
-40 4, 12427135
40 4. 21192169
-89 4. 28446072
-109 4. 2472271
128 4. 49321873
-14e 4. 45485274
-160 4. 50081875
-459 4.54427233
208 4. 53456265
220 4. 62330253
-249 4. 65962607
-260 4. 63415468
280 4, 72712623
-208 4, 78865978
320 4. 76901768
-348 4. 81619763
68 4, 84634343
-358 4, 87354234
~4e0 4, EYB7067

. -428 4. 92533513
449 4, 95017462
-463 4, 97426125
~468 4. 99770134

TABLA 5.1 Perfil H2 calculado con el m&todo del

incremento finito usando Ax = ~5.m

X Y
8 3. 782
-5 3. 87786881
-10 3. 93463883
~15 3. 97604238
-6 4. 81528784
-25 4. 10488733
-30 4. 07763303
=35 4. 16472R1
-48 4, 12983413
-43 4, 15332¢69
-0 4. 17545625

TABLA 5.2 Célculo del tramo de flujo r&pidamente

variado del perfil H2, ax = -5 m



x RUNGE-KUTTA ADALE INCREMINTO TINLTO
1 EA i LA x " tA
. . e Y 500 6
-10 4 10953413 R T Bttty “3 SLafTELLk-us -y 4. ul4/1971 -7, 4FIOLL0IE- O3
iy e -3 451751 71E-0% 4. 21637244 TA AL S ] g 4. 10984182 -5 S7U4EY4CE- 02
oo s 3 765955 o -0 4 ze819166 -3 /BesEiE- 03 ~60 4 21652924 -4, 6B/HSIEBE -(13
) 4 -1, 33769619E-03 4 35ubeas =3 SSYeieli0r | -0 4. 26440484 ~4. OVLIIYHE -0
-120 4 -3 BUSPatE -0 4, ELATS -2 YetOuiLiE-ul -110 4. 35060105 -3, $739ERSE-uX
-140 4. 45550158 -2 PATEI2LE -0 4 496754E5 -2 70210 k-ul -y 4. 40eV/uss ~3. 29164571E-02
-1¢0 4. 036093 -2, S121739YE-03 4 SUi18ty -2 4946.2.70E - ‘1‘!U 4. 4505006 ~2. J7316:¢E-03
~160 4. S4€64411 -2, I747843€-03 4. SUFe1L -2 3UbeuL-ul -1eb 4. Suieusd -2 79uZE9E-63
-200 4 SETLS082 -2 2619759E-03 | 4 567146 -2 ggwrene-uz | I 4. Saguu983 -2 €172y76
-229 4. 62540261 <2, JUSU23ME-03 4. 675T0ESL -2 pezalvlib-pz | 72U 4. 58743259 -2 469969E-03
-2 4. 66161406 -4, 99798567E-03 4 66157333 -4 SEPPLAIEE-US e 4. 62564604 =2 J4244TEIE-03
~eey 4. 696US375 -1, SU3B729E-U3 a. e ety 4. éoluiey -2 23083435E-07
Y] 4. 72894654 -i. BLUZORUYE-03 4 -1 regsyrukeuz | <%0 4. 696.r¢E92 -2 13M3HE-03
~3U0 4 2E052? -1 74548349E-u3 4 T 4 72917003 -2
-1 4. UEELUE ~1. 6779YSHEE-03 4 -1 EAIESSLUE- 03 Ti 4 7eoiLig -1
~290 4. §1981438 -1 61674€19E-03 4. 81976148 -1 SS3S1855E-U3 =3 4. 73620351 -1 S1ZE- {5
~360 4. 84050477 -1, SEBE444EE-03 4 84767246 o1 SrAtUSE-US -ide 4. 82082443 -1 BecOE-UL
~Z39 467505191 -1 SOSETVZE-0X | 4 grsoanar T T B 4 sitrdve -1 PEEVETISE-03
~460 4. 9013299 -4, 46224937E-03 4. 903115 -1 A5 eUIYE -0 -380 4. rSasts 69E-03
-4 4 92631379 -1, 4196691 7E-03 4 Yo eSaEs -1 sigidgvze-es | O 4. 0155102
-410 4. 515527 -1 IPEUZSBEE-BS | 4 yB1504s6 -1, 3agessuct-us | R 4. 92700608
=450 4. 97960147 -1, 34002161E-03 4. 975504 -1 31egd ok -03 ::‘“' 4. 3::3?:.4“1'1 werent. o
-4tu 4. 99300634 ~1, 3G4961E-u3 4 SEgEpuss 1 ZrEmAE-ul _-‘:».g : 57576504 -1 Sy
R 0 RIS -1, 4658718/ 0%
TABLA 5.3 Perfil H2 calculado con los mGtodos recomenlaudos usando ax = =20 m

891



X RUNGE -KUTTA ADANS INCREMENTO FINITO
y 1 £A X i
e . R B 3. 708 6
-49 4.12953413 =5. G627 7656E-03 4. 12953113 -5 56277TEGEE-UZ ) e
- 4. ZBE2SS1E -3, 652454 95E-U3 4. ZESTSSIE -3, G5245435E-03 :gg :‘ﬁgzééggg _'g:zﬁgzéfzg
-129 4. A0CIE03 ~3. (5156 276E-03 4. 4062803 -3. 06156276603 | TO 4 41346597 P reivrtan
-160 4. 506349531 ~2. SHUSEACE-U3 4. 50340971 -2, SHSSIALE-03 | T o 5696550 B B39 7eSE 03
R - - P AL 1 . G UGl 3 g el
2 4 SEPISIEL -2, 22095E-U3 4 SEETTYA -1 9227I0TE-03 | ol 459761361 | P ESUSESIZE-03
...... - =4 4QLG Ler' Y <« - . O S
-240 4. £6165059 ~2. B3652307E-03 4. 66129693 =1 €EUYOITZE-O3 249 4 EE672479 -7 1067144 3E-02
LT A CAOC RS X -
-2ty 4. Prs8173 -1 B5549032-03 | 47286363 -1 SWOCEILEU3 | oy 4. 73365143 -6. SS1SIIBE-03
-0 4. P90VLTI6 -1 710478226-63 | 4 £3010835 T3 IB72683E-03 1y 479506647 -6, (5139303603
-160 4. £4733452 ~1. SS1GEEZSE-03 4. 8476312 -1 20777541803 | ey 4, BSAW014 -5 65671176E-U3
~400 4. 90136135 -1, 49067491E-03 4. 30107592 -1, BUSZABTEE-U3 | gy 4. 9u519223 -5, 371E64156-63
~449 4. 95157943 -1, 4047C041E-03 4. 95130975 -1 13507846E-03 440 4.95520748 -5. B325077€-03
-450 4 939032157 -1, 330C30ILE-03 4. 3977578 -1, 6744H0VEE-U3 -450 5. 60248134 -4, PEUBVAZE-D3
TABLA 5.4 Perfil H2 calculado con los métodos recomendados usando Ax = -40 m
RUNGE-KUTTA ADAMS INCREMENTD FINITO
x 1 EA y EA X Y EA
] u 3. 708 6
-40 4. 12963413 -5.S6277E5€E-03 | 4.12983413 -5, S62776SEE- 63 €0 4. 2387146 - 62792025
~160 4. 35882955 -3, 65244225683 | 4 35087955 ~3 652442259€-03 -1 4. 42258404 - 8191653666
-1€8 4. 50361516 -2 796409ESE~03 | 4. 50261516 ~2, PYEAUIESE U3 -189 4. $E014041 -, B156600771
-228 4. €2562474 -2 3181214%6-03 | 4. 62562471 -2 31812145E-03 -210 4. 67324205 ~ 0136259794
-zen 4. 72913164 -2 B35:8151E-03 | 4 72815436 -1 ULSAZTIIE-03 ~300 4. 77075021 - B120564321
348 4. 81997909 -4, 7814617¢€~-03 | 4. 615025 -8 2737 2074E-04 360 4. £5722097 - GLUEBASIG
-408 4. 90148245 -1 6144767€E-03 | 4. A0US7L9E -7, D131 3EIEE-04 -4 4, 93835922 ~9. 9640AT26E-03
-460 4. 97575828 -1, 477021GE-03 | 4. 97489537 -6, T7415911E~61 -450 5. 09691945 -9, 21B1UE0EE-03
TABLA 5.5

Perfil HZ2 calculado con los mé&todos recomendados usando Ax =

= -60m
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EA
fem)
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Fig 5.2 Errores absolutos usando ax = ~20 m. Perfil H2

2 -200 x {m) -400
LY T
— t I
, e L
EA __J
{cni |
Pig 5.3 Errores absclutos usando X - =40 m. Perfil H2
0 x (m) -400
EA
fanl i

Fig 5.4 Errores absolutes usando ax = - 60 m, Perfil H2



5.4 CALCULC TEL PERFIL HS3

Con base en lias tablas 2.2 y 2.3 se puede determinar gue los
métodos numéricos més adecuados para integrar este tipo de pex
£il son, el de Runge-Kutta v el de Milne, por tanto, estos mé-~

todos y el del incremento finito sex&n usados en esta seccibn.

Tomando como origen del perfil la seccidn contracta aguas aba-

jo de la compuerta (figura 5.1), se puede establecer la condi-

cibn inicial

En vistade gue el mé&étodo de integracifn directa no puede serx
aplicado cuando la pendiente del canal esrmla,sehausa&o el mé
todo del incremento finito con un Ax peguefio para obtener un
perfil contra el cual comparar los resultados obtenidos, tanto
con los métodos numéricos, como con el del incremento finito
mismo, pero usando valores de ix mi&s grandes. De los cdlculos

asi realizados se obtuvo que
L& 325 m

El perfil correspondiente a estos cdlculeos se encuentra resumi

do en la tabla 5.6.

En las tablas 5.7, 5.8 y 5.2 se encuentra el perfil H3 calcula
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do con los métodos de Runge-iutta, Milne e incremente finito

para Ax = 0, 40 y 60 m, respectivamente » en las figuras 3.3,
5.6 v 5.7 se han graficado los correspondientes errores absolu

tos producidos por los métodes usados.

Comc en los casos anteriores, los errores absolutos contenidos

en las tablas 5.7, 5.8 y 5.9 fueron calculados ccmo la diferen
cia de los valores dados por el método del incremento finito

con 21X pequelo, menos los dados por el métocdo empleado.

Observando las figuras 5.5, 5.6 v 5.7, puede verse gue los

errores introducidos por los métodos numéricos son pricticamen
te nulos mara todos los valores de :1x usados excepto en las

cercanfias del! tirante crftico. Sin embargo, tales errores re-

sultan ser muy rpeguefios ya que, ccmo puede observarse, el

error miximo es de aperas | e¢m. Por otrc lado, los errores pro

ducidos por el método del incremento finito son siempre mayores

que los intrcducidos por los métodos numéricos y crecen al au-

mentar el valor de ax.

5.5 COMENTARIOS ACERCA DEL CALCULO DE PERFILES TIPO H

Como ha sucedido en los casos de perfiles M

v S, en el caso de
perfiles H tampoco se tienen serias dificultades al tratar de

integrar la ecuacién dinémica ya que solamente bastard con de-

finir la condicibn inicial y los datos del problema, para po -

der usar cualquierz de los métodos numéricos recomendados en
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X ”

] 218

& o &0es5135
49 2, 26812783
<0 2 30855245
@ 2. 35011093
103 2452857382
120 2. SA7Z2603
149 2. 53248967
160 2 6547923
1e0 2 72267309
0 2 73672833
20 2. 87473605
240 2.9520077
patc) 3.04825¢5
%0 3. 14869564
300 3.26580775
k) 3. 41782197

TABLA 5.6 Perfil H3 calculado con 21 método del incre

mento finito usando Ax = - 5 m



- - e

RUNGE-KUTTA MILNE INCREMENTO FINITO

x u EA i EA 1 LA
9 235 0 e 218 ] 215 )
2 2 20854843 2 9Z3ALLLCE-06 2. 20wEAE3 e 2 20Ee5531 -4, 498507 E-05
40 2 LEB12204 5 ?87218ALE-06 2. 25812204 Bl 2. 26621749 -8 91857444600
3 2. 325%53k8 Y. €32426ME-0S 2 3 5 86 2. 3UE6956S -1 3357:44cE-01
3 2. 39309945 1 198H33VE-05 23 1 2. 39028535 ~1. 78V29761E-01
1y 2.45724343 1. 4355 U6 2E-05 2 1 2. 45318105 -2 2321%ce5k~01
129 2. 51730579 1. 7292797€E-05 25 1 PEeOlb-ud 2. 54¢595¢0% -2 €967 S7ESE -0
148 2. 56346934 2. 03261152E-05 2 2. 0222738405 2. 5538077y -3, 180543 1E-U1
169 2. 65176321 2. 34879553E-0% 2 2. 3LI7UBACE- LY 2 65216211 -3 69TUIMACE-O
129 2. Fae5a2? 2. GE1SSPUSE-0% 2 Fr2eSl6 2 GAEY 795 1E-05 2 0253058 -4.24
209 > 795708 3 03701 1E-05 2, 29570Eel 2 97DITSLEE S 2. 79002347
2e8 2. 57475131 3, AMEE6AIE 05 2. 8747550 330 AE-05 2. 87525934
24 2. GE7IE9EY 3 EMNS193EE-U5 2. 95797176 3 572900 k05 2 958639499 6. 32TINTLBE-0Y
0 3. Gase07? 4. ZEOLSESSE-05 3. 81852445 3. ouiSuUsuE-05 3. 04832744 =7. 2693%154E-U}
) 3. 14LE5071 4, 64U221 EE-US 3. 14057159 2 S0s4€3TLE-0S 3 g49sas2 -8, 41811059k -04
k{ilt} 3 1659759 4. B7SIEUNEE-UY 3. deouhiee ~d, YLEET ISR 3. 2667959 -9 BE1442Ck-U1
328 3. 4176236 -1 63167715E-05 141902419 -1 21¢h1q0tE-03 3. qiuguivg -4 0B0Uet eIk U

TABLA 5.7 Perfil H3 calauladn con los métodos recomendados usando Ax = 20 m



< RUNGE-KUTTA MILNE INCREMENTO FINITO
y EA y EA i £A
U 215 u 2.15 0 219 1]
EDt] PSS RACN S PP0AT46TE-06 2 2EBLLC0E Y 7uA/167E-08 2. YeEtu4%9 =3. 7656255EE-04
pait| 2 390U9Y9 4 14338472605 . 3900999 X,Xls-bd?;E [$H) 2 3JU~quJ =7 49u57PEE-04
120 2 51730591 1411(37.ubE‘05 2. 517x0tvl 1. 717172 50E-05 =1, 135553203
160 2. 65176961 2 2 6517736 1 Y0107 TSE-05 -1, SSAPL41E-G3
200 2. 7957057 2 95EEESSOE-05 27 79670054 S537RE-0S 27 -2, G1064116E-03
240 2. 95797198 3. 57236743E-00 2. 95RISY -1 qEuboEdvk-us 2. 95056511 =2 ES7707785-03
%0 31GEES07 3. 15ALAVIEE-ES T 14697159 -2 PAYIZOIZE-04 345224346 -3, SHEB1I31E-03
9 341810766 -2 GSESSTeTE-Ue 3 AT7CHBS -9 BIAUYUETE-03 T 42019103 -4 ESSOUSTLIE-02

TABLA 5.8

Perfil

13 calculado con los métodos

recomendados usando 4x = 40 m

x RUNGE-KUTTA M1 INE INCREMENTO FINITO
y EA iy FA Y EA

u 2.1 [¥] 2.15 245 0
€6 2. 3up954 8. 4BS2FIIEE-UE 2. 328554 2 37964939 -1 2HEGUEIE-C3
120 2. 51736938 1. €702Z3Y1E-0S @ S172u3z 2 9199425 -2, SYS1E9TE-03
129 2. 2265455 2. 95150UESE-05 2. 72265455 2 4..1t.uut..,& 05 L 7676098 -4 931&89:‘):;{—{:3
240 2. 95798145 2. 62521207E-85 & 9580es9 ~1 YEISIS19E-01 2 YEAUESID -6. 8‘:‘?&'1835.?&\:}
300 2 2659281 -1. 2635115201 3 27431474 -4 SUEIGIITE-U3 3. 2¢511639 =%, £1UE1175E-03

TABLA 5.9 Perfil H3 calculado con los

métodos rocomendados usando Ax = 60 m

~1
wr
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Fig 5.5 Errores absolutos usando ¢ x 20 m. Perfil u3
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. 130 ¥ [m) 200
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Fig 5.6 Errores absolutos usando aAx = 40 m. Perfil i3
3.2 1 T T
0 1co x {m 01 3
RK:
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” \
— \L\\
XIS:,
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Fig 5.7 Errores absolutos usando Ax = 60 m. Perfil H3
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la seccibn 2.7.

En el caso de los perfiles H2, los m&todos numéricos no deben
aplicarse en la Zforma usual debido a cue dicho tipo de perfi -
les inicia en una seccidn critica donde la pendiente tebrica
de la superficie libre del agua dy/dx es infinita. En tales
casos Qeberdn aplicarse las indicaciones hechas en la seccién
3.6 para perfiles tipo M2 va que los perfiles H2 son un caso
extremo de estos en los gue la pendiente de la plantilla del

canal llega a ser nula.

Finalmente, cabe mencicnar gue en Los métodes de Milne y Adams
se usd la extrapolacifn al limite (seccién 1l.3) dada por las
ecuaciones 1.26b y 1.27b respectivamente, va gue con ello se

obtuvo una mejor aproximacion.




CaPi1TULO 6

CONCLUSICNES

6.1 INTRCODUCCICON

En la introduccidn del presente trabajo se expusieron los ob-
jetivos del mismo como sigue: proponer algunos métodos de in-
‘tegracifn numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias que
puedan ser aplicados al c&lculo de perfiles de flujo en forma
facil y accesible, proporcionar criterios de seleccién de un
método apropiado para c¢ada tipo de perfil y demostrar la apli
cabilidad de estos métodos en comparacibn con el tradicional

método de incrementos finitos. Ahora bien, para cumplir con

los dos primeros chjetivos se desarrollaron los capitulos 1y
2. En el prirmero se propusieron siete métcdos (eliminando el

de serie de Taylor), que pueden aplicarse al problema en forma
sencilla y accesible. En ¢l segundo, se proporcionaron crite—
rios para la seleccifn de un método apropiade para cada tipo

de perfil. Hay que destacer que cn el caso particular de per-

files de flujo gradualmente variado, resulta muy conveniente
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el 'uso de métodos numériccs de orden elevado para evitar pro-
blemas de inestabilidad que se presentan en alguncs casos, Y

al mismo tiempo, poder hacer uso de incrementos ax de tamafo

aceptable.

Para cumplir con el terxrcer objetivo, se desarrollaron los ca-

pitulos 3, 4 v 5 cuyoc enflisis v discusién son los temas del

presente capftulo.

é.2 RESUMEN ANALITICC DEL COMPORTAMIENTO DE LOS ERRCRES
CADA TIPQ DE PERFIL

La informacidn obtenida en los capitulos 3, 4 v 5 referente

al comportamiento de los errores se ha resumido en las tablas
6.1 yv.6.2. En la tabla 6.1 se analiza el comportamiento de los
errores a lo largo del intervalo de integracidén (longitud del
perfil) y en la tabla 6.2 se analiza dicho comportamiento res

pecto al aumento del incremento Ax.

En la tabla 6.1 se puede apreciar gue solamente se tienen pro
blemas de inestabilidad en los perfiles M3, S1 y H3, es decir,
que en ellos los errores aumentan a lo largc del c&lculo. Ade
m&s, en los perfiles M3 y H3, se presenta un comportamiento
impredecible de los errores en virtud de que el tirante se
acerca al tirante critico para el cual, la pendiente tebrica

de la superficie del agua es infinita.




o TOMPORTAMTENT )
TIro nNE METODO (_._(_f.ﬂ ORTAMLENTO Ditfl, ERROR
PERFIL CRECE DECRECE CRECE Y DECRECE IS INESTABLE

RK T

M1 A
IF *

RK *
M2 A

. I *

*

RK *
M3 M *
1T

*
RK *
51 2] *
e ] ol

RK *
52 A *
Ir *
RK
s3 A *
IF *

RK .
12 A *
Ir i

RK *
H3 M *
IF *

RK=Runge-Kutta, A=Adams, M=Milne e IF=Incremento finito

TABLA 6.1 ‘fabla indicativa del comportamiento de los cerrores a lo

largo del intervalo de integraci6n

08T



TIPO DE . COMPORTAMIENTO DEL ERROR ERROR MINIMO
METODO

PERFIL CRECE DECRECE ES CONSTANTE EN TIRANTE EN LONGITUD

RK * *
M1 A *
iF *

RK *
M2 A * * *
IF *

* *

M3 M

s1 M

AP * %

s2 A * * *

s3 A * * *

RK *
12 A * * *
iFr *

RK * * w
H3 M *
ir *

RK=Runge-Kutta, A=Adams, M=Milnc ¢ IF=Incrcmento gigigg )

TABLA 6.2 Tabla indicativa del comportamiento de los crrores al aumentar el

incremento AXx

187



182

En la tabla 6.2 se puede observar que loc errores introducidos
por los métodos numéricos crecen fGnicamente en los casos de
perfiles tipo M2 y que para los demds, decrecen o permanecen
constantes. Por otra parte, los errores introducidos por el mé
todo del incremento finito crecen en todos los casos excepto
en el de los perfiles S1l, en los cuales permanece constante.
Analizando las dos filtimas columnas de esta tabla, se podrén
notar algunas peculiaridades como son: en el perfil Ml es més
preciso el método del incremento finito que los numéricos en
cuanto a tirante, pero lo contrario ocurre en cuanto a longi-
tud; en el perfil M3 sucede lo contraric que en el anterior;
en el perfil S1 es mds preciso el método del incremento fini-
to gque los numéricos en cuanto a tirante y a longitud. En tan
to que para otros tipos de perfil, se cbserva ventaja de los

métodos numéricos scbre el del incremento finito.

6.3 IMPORTANCIA DE LOS ERRORES INTRODUCIDOS POR LOS METODOS
NUMERTICCS SELECCICONADCS

En la tabla 6.1 puede verse que los casos mis desfavorables

en cuanto a magnitud de los errores se refiere, son los corres
pondientes a los perfiles tipo M3, S1 y H3 ya que en ellos, el
error aumenta a lo large del intervalo de integracién y en 1la

tabla 6.2, se puede ver que el fnico caso desfavorable es el

correspondiente a los verfiles tipo M2 en el gque el error au-

menta conforme aumenta en incremento Ax.
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A continuacién se hace una breve discusién de los casos men-

cionados en el parrafo anterior.

Perfil M3. En este caso el error aumenta suavemente hasta que,
al acercarse al valor del tirante crftico, adopta un comporta
miento impredecible, es decir, aumenta o disminuye fuertemen-
te. Sin embargd, esto no representa un grave problema ya que,
antes de que el tirante se acerque al valor del tirante criti

co, se presenta un salto hidr&ulico.

Perfil Sl1l. Ea este caso el error aumenta siempre en forma sua
ve a pesar de que el tirante tiende, como en el caso anterior,
al valor del tirante critico. Esto, como puede entenderse, no
tiene gran importancia dado que el tirante minimo al que se

llegar8 serd siempre mayor que el criticc.

Perfil H3. En este caso sucede exactamente lo mismo que en el

caso del perfil M3.

Perfil M2. Este es el finico caso en el que los errores crecen
al crecer el incremento Ax, sin embargo, el aumento que estos

sufren es mucho menor que el que se observa en el método del

incremento finito.

Cabe tambié&n aclarar que los llamados "errores" son tan solo
la diferencia entre un valor del tirante calculado con alguno

de lqé métodos numéricos seleccicnados y otro (el de integra-




cibn directa, tambié&n aproximadc), que es tomado como eje de

referencia para llevar a cabo una comparacién.
6.4 APLICABILIDAD Dt LOS METODCS NUMERICOS SELECCIONADCS

Este es quiz&s el punto mis importante de este trabajo va gue
la aplicabilidad de un m&todo cualcuiera es lo que a fin de

cuentas determina su bondad.

Se puede decir que la aplicabilidad de los métodos de integra
cibn numérica seleccionados es mucho mayvor que la correspon-

diente al método del incremento finito.

En defensa de la aseveracibn anterior puede decirse que el sim
ple necho de poder prescindir de las iteraciones 2s ya una
gran ventaja, siendo gue la precisién obtenida con los méto-
dos numéricos es, en la-mayorfa de los casos, mayor gue la ob

tenida con el método del incremento finito.

Sin embargo, los m&todos numéricos presentan tres pequefias di
ficuitades. La primera de ellas es la gque se presenta en los

perfiles que parten de un tirante critico como es el caso de
los perfiles M2, S2 y H2 la cual puede resolverse como se in-
dicd en su oportunidad en las secciones 3.4, 4.4 y 5.3, respecC
tivamente. La segunda se refiere al caso en el dque no se cuen
te con una calculadora ptogramable va que dada esta circuns-~

tancia, es m#s recomendable usar el método iterativo del in-
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cremento finito. Finalmente, la tercera se refiere a que el

ingeniero no "siente™ la solucidén representada por las ecua-

ciones respectivas de cada método numéricc.

6.5 ALGUNAS CCONSTDERACIONES SUBRE LA PROGRAMACION DE LOS
METCDOS

Otra gran ventaja de los métodos numnéricos es,ginduda alguna,
la faciladad con la gue pueden ser programados, aGn en una
calculadora de escritorio va que, con el actual desarrollo de

las mismas, su disponibilidad ha aumentado.

Una caracterfistica adicional de los m&todos numéricos es la
de lograr efectuar el calculo de un perfil hacia aguas arriba
con el simple hecho de carmbiar el signo al incremento Ax ( de

positivo a negativo ).

Debido a la sencillez de la programacién de los metodos de in
tegracién numérica seleccionados, solamente se presentara a

manera de ilustracifn, el programa de Runge-Kutta usado en es
te trabajo. Dicho programa aparece en la figura 6.1 y estd es
crito en lenguaje BASIC pero puede ser traducido con gran fa=-
cilidad a lenguaje FORTRAN e incluso ser escrito en una calcu

ladora programable de mediana capacidad.

Los datos requeridos por el programa (en las unidades usuales)

son:



REM PROGRAMA PARA CALCULAR PERFILES DE FLUJO
REM GRADUALMENTE VARIADO USANDO RUNGE-KUTTA
REM

DIM XR(100),¥YR(100)

DEF FN A(Y)=(B+K*Y)*Y

DEF TN P(Y)=B+2*¥¥*(1+K*K) 0.5

DEF FN T(Y)=B+2*K*Y

DEF FN S(Y)=(Q*N*FN P({Y) (2/3)/FN A(Y)} (5/3)) 2
DEF FN F(Y)=Q*Q*FN T(Y)/(9.81*FN A(Y) 3)

DEF FN E(Y)=(SO~-FN S(¥))/(1-FN F(Y))

READ Q,B,K,S0,N

DATA
READ X0,¥0,H,NP
DATA
X=X0 : XR(1)=X0

Y=Y0 : YR(1)=Y0
FOR I=1 TO (NP+1)
K1=H*FN E(Y;
K2=H*FN E(Y+K1/2)

" K3=H*FN E (Y+K2/2)

K4=H*FN E (Y+K3)

X=K+H

Y=Y+ (K1+2*K2+2*K3+K4) /6
XR(I)=X

YR(I)=Y

NEXT I

PREL

PRINT "90N";

290 PRINT "METODO DE RUNGE-KUTTA"

‘300 PRINT " *

310 PRINT " X b &

320 PRINT " "

330 FOR I=1 TO (NP+1)

340 PRINT " "XR{I),YR(X)

350 NEXT X

360 END

Fig 6.1 Programa para calcular periiles de flujo

gradualmente variado usando el método de
Runge-Kutta
e
Gasto que conduce el canal.

Ancho de la plantilla del canal. Para canales

triangulares B=0.

Inclinacidn del talud. Para canales rectangula




so

X0

Yo

NP

res ®=0.

Pendiente de la plantilla del canal. Para cana
les horizontales SC=0.

Coeficiente de rugosidad de Manning.

Posicién de la seccisn inicial (seccifén de con
trol).

Tirante en la seccién inicial (seccién de con-
trol).

Distancia entre secciones (incremento ax).
Nfimero de puntos requerido para ccmpletar la

longitud del perfil.

187
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