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Introduccion

El Teorema de Galois para extensiones finitas (normales y separables)
K /k, (Teorema 3.2.3) establece una correspondencia biyectiva entre el con-
junto de campos intermedios entre k£ y K y el conjunto de subgrupos de
G(K/k), el grupo de automorfismos de K que dejan fijo a k. En este trabajo
presentamos una generalizacion de este teorema para extensiones infinitas
de Galois.
Dada una extensién infinita de Galois K/k y L un campo intermedio
(k € L C K), G(K/L) es un subgrupo de G(K/k), pero no necesaria-
mente cualquier subgrupo de él es de esta forma, como se puede ver en el
ejemplo que se presenta al final del Capitulo 3. La idea consiste en buscar
una forma de distinguir a estos subgrupos G(K/L) en el conjunto de sub-
grupos de G(K/k).
El matematico aleman Wolfgang Krull (1899-1971) encontré la manera
de hacer esta distincién definiendo una topologia sobre G(K/k), llama-
da la topologia de Krull, en donde los subgrupos cerrados respecto a esta
topologia son exactamente lo de la forma G(K/L). Es importante men-
cionar que cuando la extensién K/k es finita, la topologia de Krull resulta
ser la topologia discreta y por consiguiente cada subgrupo es cerrado, por
lo que el Teorema de Galois para extensiones finitas resulta ser un caso
particular.
Comenzamos este trabajo haciendo un recordatorio acerca de los resulta-
dos basicos de la Teoria de Galois para extensiones finitas y generalizando
algunos de ellos para extensiones infinitas. En el segundo capitulo hacemos
un breve resumen de nociones topoldgicas, con el fin de introducir algunos
conceptos de grupos topoldgicos, los cuales seran utilizados en el tltimo
capitulo para definir y demostrar propiedades de la topologia (topologia
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de Krull), que serd asignada a G(K/k).

Finalmente, quisiera agradecer a la Dra. Carmen Goémez Laveaga, di-
rectora de esta tesis,por su interés, profesionalismo y paciencia que llevaron
a buen termino este trabajo.

Ana Lilia Amaya Luna

... Los matemadticos no estudian los objetos, sino las relaciones entre los
objetos; por tanto, les es indiferente reemplazar estos objetos por otros,

con tal que no cambien las relaciones. La sustancia no les importa, solo
les interesa la forma.

Henri Poincaré



Capitulo 1

Elementos de la teoria de
Galois

En este capitulo daremos un resumen de los conceptos basicos de la
Teoria de Galois, recordando que las demostraciones de la mayoria de los
resultados se ven en un curso basico de Algebra Moderna.

1.1. Extensiones de campos

Sea k un campo.

Definicién 1.1.1. Un campo K es llamado una extension de k si k es un
subcampo de K.

Observacion 1.1.2. Si K es una extension de k, entonces K es un espacio
vectorial sobre k

Notacién 1.1.3. Para expresar el hecho "K es una extension de k 7,
usaremos la expresion: “la extension K/k”.

Definicién 1.1.4. Sea K es una extension de k. El grado de K sobre k es
la dimension de la extension K/k y se denota por [K : k|. En el caso en
que esta dimension sea finita diremos que la extension es finita de grado

(K : K.
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Teorema 1.1.5. Si L es una extension de K y K es una extension de k,
entonces L es una extension de k y [L : k] = [L : K|[K : k].

Demostracion. Sea {a; : i € I} una base para K sobre k, y sea {b; : j € J}
una base para L sobre K. Consideremos el conjunto {a;b; : i € I,j € J}.
Mostraremos que este conjunto es una base para L sobre k. Si x € L,
entonces r = »_ a;b;, donde o € K y casi todo a; = 0.

J
Ademas a; = ) f;ja;, donde f;; € k y casi todo §;; = 0. Asi =

> Bijaib;, por lo tanto {a;b; : i € I,j € J} genera a L como un k-espacio
12
vectorial.
Para la independencia lineal, si > f;;a;b; = 0, con f;; € k, entonces
2%

>-(>_Bijai)b; = 0y de la independencia lineal de los b; sobre K, ten-
i
emos que »  fB;;a; = 0 para cada j. Ahora de la independencia lineal de los
a; sobre k, tenemos que 3;; = 0, para cada ¢,j. Asi {a;b; i € 1,5 € J} es
linealmente independiente sobre k. Por lo tanto forman una base para L
sobre k y

[L : k] = cardinalidad de {a;b;:ie€l,je J}
= cardinalidad de {a;:i € I} - cardinalidad de {b;:j € J}
=|[L: K][K : k] |

Corolario 1.1.6. Sean L/k una extension finita y K un campo intermedio,
es decir, k C K C L. Entonces K : k] divide a [L : k].

Notemos que en el caso en que K/k sea una extension finita de grado
[K : k] = p, con p un primo, entonces no existen campos intermedios
propios entre K y k.

Ahora recordemos que dado un anillo conmutativo A, A[z] denota el
anillo de polinomios en x con coeficientes en A.

Definicién 1.1.7. Sea k un campo y sea f(x) = ag+ a1z + ...+ a,z"™ un
polinomio en k[z]
Para cada a € k

fla)=ay+aa+...a,a" €k
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Un elemento a € k se llama una raiz del polinomio f(z) si f(a) = 0.

Recordemos también que un elemento a € k es raiz de f(x) € k[z] siy
sélo si (x — a)|f(z).

Definicién 1.1.8. Sean k un campo y f(x) un polinomio en kl[z] . Un
elemento a € k se llama una raiz de multiplicidad m > 1 de f(x) si
(z —a)™ | f(x) pero (z —a)™* { f(z).

Stm = 1, diremos que a es una raiz simple. Si m > 1, diremos que a es
una raiz de multiplicidad m.

Ahora veremos algunos resultados acerca de campos que utilizaremos
posteriormente.

Observemos que si K es un campo y {L,} es una familia de subcampos
de K, entonces la interseccién (que es no vacia ya que K es subcampo de
K) L =NyL, C K es nuevamente un subcampo de K.

Definicién 1.1.9. Si K es cualquier campo y {L,} es la familia de todos
los subcampos de K, la interseccion de esta familia k = NyL, C K, se
llama el campo primo de K.

Teorema 1.1.10. El campo primo de un campo K es isomorfo a Q o a
Z, =7/pZ, para algin primo p en Z.

Demostracion. Sean K un campo y A su campo primo. Determinaremos
A salvo isomorfismos.

Consideremos Z el anillo de los enteros, e € k el neutro multiplicativo y
¢ : 7Z — K definido por:

et+e+---+e (n— sumandos), n> 0;
o(n)=n-e=< 0, n= 0;
(—e)+ (=€) +---+ (—e) (|n| — sumandos), n< 0.

¢ es un morfismo. En realidad puede verse que ¢ : Z — A, ya que e € A
y por lo tanto ¢(Z) C A.

El nuc(¢) no es todo Z, ya que ¢(1) = e # 0. Por lo tanto inicamente
tenemos dos casos: nuc(¢) =06 0 # nuc(¢p) & Z.

Caso 1. Supongamos que nuc(¢) = 0, es decir, ¢ es un monomorfismo.
Entonces A tiene un subanillo isomorfo a Z. Como Z es un dominio entero
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y su campo de cocientes es Q, entonces ¢(Z) = 7 y por lo tanto el campo
de cocientes de ¢(Z)(C A) es isomorfo al campo de cocientes de Z que es
Q y por la minimalidad de A este debe ser A. Entonces A = Q.
Caso 2. nuc(¢) # 0. Entonces nuc(¢) = nZ para algunan € Z y ¢ :
Z/nZ — A, dada por ¢(z+nZ) = ¢(x) estd bien definida y es un monomor-
fismo.
Debido a que ¢(Z/nZ) es un subanillo de A, se tiene que ¢(Z/nZ) es un
dominio y por lo tanto Z/nZ es un dominio, lo que implica que n es primo
que a su vez implica que Z/nZ es campo. Entonces ¢(Z/nZ) es campo y
por la minimalidad de A, debe ser igual a A. Concluimos entonces que
Z|nZ = Z, = A, con n primo.

[

Definicién 1.1.11. Sea K un campo. Si el campo primo de K es isomorfo
a Q, diremos que K es un campo de caracteristica cero, y lo denotamos
carK = 0.

Si el campo primo de K es isomorfo a Z,, para un primo p, diremos que
K es un campo de caracteristica p y lo denotamos car K = p.

Proposicién 1.1.12. Si K/k es una extension, entonces carK = cark.

Esto es por que K y k tienen el mismo campo primo.
Ahora construiremos otros subcampos de un campo dado, haciendo uso
de intersecciones de campos.

Definicién 1.1.13. Sean K una extension de k y X C K. Consideremos
a F como la familia de subcampos de K que contienen a k y a X. Es claro
que F' # () puesto que K € F. El subcampo k(X) := (\,cp L se llama el
campo obtenido de adjuntar X a k.

Tenemos que k(X) es un campo intermedio entre k y K, es decir, k C
k(X) C K, y también k(X) es el minimo subcampo de K que contiene a
kya X, en el sentido de que si hay otro subcampo de K que contiene a
k y a X entonces contiene a k(X), lo cual es evidente por la definicion de
k(X) Si X ={a...a,} C K es un conjunto finito, usaremos la notacion

k({ay...a,}) = k(ay...a,).
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En particular, si X = {a} C K, diremos que k(a) es una extension simple
de k. Es decir, una extension K de k es simple si existe a € K tal que

K = k(a)

Proposicién 1.1.14. Sean K/k una extension y o € K. Sea k(a)/k la
extension simple obtenida al adjuntar o a k. Entonces,

ko) = {59 f(2),9(x) € klz] y gla) #0}

Demostracion. Sea L = {f(a)/g(a) : f,g € k[x],g(a) # 0} C K. Veamos
que L = k(). Primero observemos que con las operaciones de K, L es un
subcampo de K y k C L ya que si u € k y si tomamos f(z) =u € k(x) el
polinomio constante v y g(x) =1 el polinomio constante 1, entonces

_ fle) _u
“—g(a)—1€L~

NP N

Ademéds a € L, basta tomar f(z) =z y g(x) = 1. Asi k(a) C L.
Ahora, si f(x) € k[z] entonces f(a) € k(a), y ya que k(c) es un campo, si
g(x) € k[z] es tal que g(a) # 0, entonces f(a)/g(a) € k(a). Asi L C k(«).
Por lo tanto L = k(«) u

Definicién 1.1.15. Sea K/k una extension. Un elemento o € K se llama
algebraico sobre k si existe un polinomio no cero f(x) € k[x] tal que f(a) =
0. En caso contrario se dice que o es trascendente sobre k.

Dada una extension K/k y o € K, denotamos por k[a] al subanillo de
K, definido como klo] = {f(a)|f(z) € klx]}.

Teorema 1.1.16. Sean K/k una extension y a € K algebraico sobre k.
Entonces existe un inico polinomio mdnico irreducible p(x) € k[x] tal que
p(a) = 0. Sig(x) es cualquier polinomio en k(z) tal que g(a)) = 0, entonces
p(z) divide a g(x).

Demostracion. Definimos el mapeo ¢ : k[z] — k[a] dada por ¢(f(x)) =
f(a). Es claro que 1 es un epimorfismo de k[x] en k[a]. Ya que « es
algebraico sobre k, el nicleo de 1 es un ideal no cero de k[z], como k]
es un dominio de ideales principales, cada ideal de k[z] es principal, por
lo tanto el nicleo de 1) es de la forma (p(z)), donde podemos asumir que
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p(z) es ménico, ademés p(a) = 0

Ya que k[z]/ (p(z)) es isomorfo a k[«a], siendo este tltimo un dominio entero,
entonces (p(x)) es un ideal primo, lo cual implica que p(z) es irreducible
en k[z]: de hecho, p(x) es el tinico polinomio ménico irreducible en el ideal
(b(2)).

Ahora, si g(z) € k[x] es tal que g(a) = 0, entonces g(x) € nuc(¢), pero
este nicleo es el ideal generado por p(x), asi g(z) = p(x)h(z) para algin

h(z) € k[z], asi p(z) divide a g(x). |

El tinico polinomio ménico irreducible en k[z] que tiene a a como una
raiz serd denotado por Irr(a, k).

La siguiente Proposiciéon nos dice que cuando « es algebraico sobre k,
la descripcién de k() en la Proposicién 1.1.14 es més sencilla:

Proposicién 1.1.17. Sea o € K algebraico sobre k y sea p(x) = Irr(a, k) €
k[x]. Entonces k(o) = kla]; mds ain,

k(o) = {g(a) - g(x) € k] y gr(g(x)) < gr(p(x))}.

Demostracion. Sea a = g(a) € k(a), con g(a) # 0. Ya que g(a) # 0
tenemos que p(x) no divide a g(z) y puesto que p(x) es irreducible, el
méximo comun divisor (p(z), g(x)) = 1, asi existen polinomios s(z),t(z) €
k[x] tales que

1= p(x)s(z) + g(2)i(x)

y con esto tenemos que

1= p(a)s(a) + g(a)t(e) = g(a)t(a),

por lo que

y entonces
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donde h(x) = f(x)t(z) € k[x]. Ahora lo que resta demostrar, y que es muy
importante, es que h(z) tiene una representacién tinica como un polinomio
de grado menor que el grado de p(z), y esto resulta de aplicar el algoritmo
de la divisién a los polinomios h(x) y p(x), es decir, existen polinomios
unicos ¢q(z),r(x) € k[z] tales que:

h(x) = p(a)q(z) +r(x) en klz]

con r(z) =0 o gr(r(z)) < gr(p(z)) y asi tenemos que h(a) = p(a)q(a) +
r(a) = r(a), es decir, a = h(a) = r(a), conr(x) = 00 gr(r(x)) < gr(p(x)).
Notemos ademéds que si f(x) # 0 entonces r(z) # 0 ya que de no ser asi,
tendriamos que h(z) = p(x)q(x), es decir, 0 = h(a) = a # 0, lo cual es una
contradiccion.

Teorema 1.1.18. Si K es una extension de k, entonces o € K es al-
gebraico sobre k si y solo si [k(a) : k] < oco. Mds ain [k(a) : k] =
gr(Irr(a, k)).

Demostracion. Demostraremos primero que si k(a)/k es extension finita,
entonces « es algebraico sobre k. Supongamos que [k(a) : k] = n y con-

sideremos al conjunto 1,a, a?. .., a™ C k(«), el cual es un conjunto lineal-
mente dependiente sobre k, asi existen ag, ay,...a, € k con a; # 0 para
alguna ¢ = 0,...,n tales que

ag + ajo + axd® + -+ a,a™ =0
Asi, vemos que « es raiz del polinomio no constante
f(x) = ap+ a1 + agz® + - - - + a,a" € k[z]

Por lo tanto « es algebraico sobre k.

Ahora supongamos que « es algebraico sobre k, y consideremos Irr(q, k)
el polinomio ménico irreducible de a. Sean = gr(Irr(«, k)). Por la Proposi-
cién 1.1.17 k(o) = {p(a) : p(z) € klz] y gr(p(z)) < n}. Veamos que
La,a?, ..., 0" € k(a) forman una base para k(a) sobre k

1. 1,a,a?,...,a" ! € k(a) son linealmente independientes, ya que si

Clol +aa—+ -+ an,loz”_l =0
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con a; € k, entonces a; = 0 para todo j =0,...,n— 1, porque de no
ser asf existirfa un polinomio, a saber, ag+a;z+- - -+a,_;2" ! distinto
de cero cuyo grado es menor a n y para el cual « es raiz, lo cual
contradice la minimalidad del grado de Irr(a, k).

2

2. 1,a,a?,...,a" ! generan a k(a) por la forma de los elementos de

k(o).
|

Corolario 1.1.19. Si a € K es algebraico sobre k, entonces todos los
elementos de k(a) son algebraicos sobre k.

Definicién 1.1.20. Una extension K de k es llamada una extension alge-
braica de k si cada elemento de K es algebraico sobre k.

Teorema 1.1.21. St K es una extension finita de k, entonces K es una
extension algebraica de k.

Proposicién 1.1.22. Una extension K de k es finita si y sélo si es al-

gebraica y existen un numero finito de elementos oy, ..., q,, € K tal que
K =Fk(o,...,am)

Demostracion. Primero supongamos que K/k es finita con [K : k] = n,
por el Teorema 1.1.21 cada elemento de K es algebraico sobre k. Ademéds
si ag,ag,...,a, € K es una base de K, entonces K = k(ay, ag, ..., ay).
Ahora supongamos que la extensiéon K /k es algebraicay K = k(ay, ag, ..., ay).
Como cada «; es algebraico sobre k, tenemos, por el Teorema 1.1.18 que la
extension k(aq)/k es finita. Ahora, ay es algebraico sobre k, entonces tam-
bién lo es sobre k(ay) v asi k(aq)(az)/k(aq) es finita y como k(ay)(ae) =
k(ay, ), tenemos, por el Teorema 1.1.5, que k(aq, as)/k es finita, por el
mismo argumento k(o ag, a3)/k también lo es y asi podemos seguir con un
argumento similar para cada «;, i = 1,2,...,n y como solo hay un nimero
finito de «;, tenemos que la extension k(aq, ag, ..., ay,)/k es finita. |

Teorema 1.1.23. Sean k C L C K campos. Si L/k y K/L son algebraicas,
entonces K/k es algebraica.
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Demostracion. Sea a € K, y sea f(x) = ag + ajx + - -+ + 2™ el polinomio
minimo de « sobre L. Ya que L/k es algebraica, por la Proposicién 1.1.22,
el campo Ly = k(ag,ai,...,a,-1) € L es una extensién finita de k. Ahora
f(z) € Lolz], asi « es algebraico sobre Lg. Entonces por el Teorema 1.1.5
y el Teorema 1.1.18:

[Lo(Oé) : k’] = [L()(Oé) : L()] . [L() : k,’] < 0.

Ya que k(a) C Lo(a), vemos que [k(«a) : k] < oo, y asi « es algebraico
sobre k. Debido a que esto es cierto para todo a € K, tenemos que K/k
es algebraica. [ |

Lema 1.1.24. Sea K una extension de k y sean a,b € K algebraicos sobre
k. Entonces a +b, a —b,a-by ¢ (cuando b # 0) son algebraicos sobre
k. En otras palabras, el conjunto F' C K de todos los elementos que son
algebraicos sobre k es un subcampo de K.

Teorema 1.1.25. Sean k un campo y p(z) € klx] un polinomio ménico
wrreducible no constante. Entonces existe una extension K de k, de grado
(K : k] = gr(p(z)) = n en la cual p(x) contiene una raiz o € K, y de hecho
p(z) = Irr(a, k) y asi K = k(«).

Demostracion. Como p(x) es irreducible, el anillo de clases residuales K =
klx]/ < p(x) > es un campo ya que < p(z) > es un ideal maximal de k[x].
Podemos considerar a k como un subanillo de k[z] y si a,b € k, entonces
a = b (modp(x)) siy sélo sia="0b. Asi en K, a+ < p(z) >= b+ < p(z) >
si y s6lo si @ = b para cualesquiera a,b € k. Por lo tanto, si identificamos
a € k con a+ < p(x) >€ K, podemos considerar a k como subcampo
de K. El elemento o = z+ < p(x) > de K es una raiz de p(z), ya que
pla) = pla+ < p(x) >) = p(z)+ < p(zr) > =< p(x) >, el cual es el
elemento cero de K y por ser p(x) irreducible p(x) = Irr(a, k).

Ademas se tiene que:

1 =1+ < p(z) > a = 2+ < px) >0 = 22+ < p(x) >,...,a"! =
2" 14+ < p(x) > es una base de K sobre k ya que son linealmente indepen-
dientes y generan a K puesto que dado cualquier polinomio f(x) € k[z]
al dividirlo entre p(x) se obtiene f(x) = p(x)q(x) + r(x), donde r(xz) = 0
ogr(r(z)) <n—-1y f(z)+ < p(z) >= r(z)+ < p(xz) >. Si escribimos
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r(z) =co+cx+ ...+ cn_12" 1, donde todas las ¢; son cero en el caso en
que 7(z) = 0 o si r(z) # 0, ¢; = 0 para toda i > gr(r(z)),tenemos que
r(z)+ < p(x) >=col + o+ ... + ¢!

Como 1,a,a?,...,a" 1 donde n = gr(p(z)), forman una base de K
sobre k, entonces K = k(a). |

Corolario 1.1.26. Sea k un campo y f(x) € k[x] un polinomio de grado
n > 1. Entonces existe una extension finita K/k de grado < n! tal que f(x)
tiene todas sus raices en K.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre n.
Sin =1, entonces f(z) =z —a, y como a € k, tenemos que k es un campo
en el cual f(x) tiene todas sus raices y ademéds [k : k] = 1.
Supongamos que el resultado es valido para todos los polinomios de grado
menor que n, es decir, si g(x) € k[x] es un polinomio de grado menor que
n, entonces existe una extensién finita K/k de grado < grg(x)! tal que
g(x) tiene todas sus raices en K.
Ahora sea f(x) un polinomio de grado n en k[x]. Consideremos a p(x)
un factor irreducible de f(z), entonces por el Teorema 1.1.25 existe una
extension Ky de k cuyo grado es [Ky : k] = gr(p(z)) < gr(f(x)) y en la
cual p(z) tiene una raiz «. Asi en Ky[z| tenemos que f(x) = (v — a)q(z),
donde ¢(x) € kolz] y gr(q(x)) = n— 1, entonces por hipétesis de induccién
existe una extension K/K, de grado < (n — 1)! en la cual ¢(z) tiene todas
sus raices. Por lo tanto todas las raices de f(x) estdn en K, puesto que sus
raices son «a o una raiz de g(z).

Finalmente,

(K k| =[K: Ky [Ky: k] <(n—1)n=nl

1.2. El grupo de k-automorfismos

Definicién 1.2.1. Un k-isomorfismo entre dos extensiones L y K del mis-
mo campo k, es un isomorfismo de campos ¢ : L — K tal que ¢|p = idy
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Ahora teniendo esta definicion daremos un resultado que ayuda a clasi-
ficar extensiones algebraicas simples, pero primero recordemos que dados
K y L campos y un morfismo 9 : K — L, este induce un morfismo de
anillos ¢ : K [z] — L[x] dado por

~

W(ag + a1z + - - + apz™) = Y(ag) + Y(ar))x + - + Y(ay)x"

Definicién 1.2.2. Sea K una extension de k y sean a y b elementos de
K, los cuales son algebraicos sobre k. Si Irr(a,k) = Irr(b, k), entonces
decimos que a y b son conjugados sobre k o k — conjugados.

Antes de enunciar el Teorema que relaciona extensiones simples, dare-
mos un resultado mas general:

Teorema 1.2.3. Sea v : K — L un isomorfismo de campos y sean
K(a)/K, L(8)/L extensiones algebraicas simples. Consideremos a p,(x) =
Irr(a,K) y ps(xz) = Irr(B,L). Sea ¥ ¢ Klz] — Llz] el morfismo induci-
do por ¢ que, de hecho, es 1somorfismo de anillos puesto que ¢ lo es,
y supongamos que P(pa(x)) = pg(x). Entonces existe un isomorfismo de
campos ¢ : K(a) — L(f) tal que ¢|x =10 y mas ain ¢(a) = 5.

Demostracion. Como mencionamos arriba, dado 1 : K — L un isomorfis-
mo, tenemos un isomorfismo v : K[z] — L[z]| definido como

o~

Y(ag + arx + - - + a,x") = P(ag) +Y(ay)x + -+ P(a,)z"
Claramente |k =1.
Ahora, tenemos por la Proposicién 1.1.17 que si a € K(«), entonces a =
fla) = ao+ aia + -+ + aya”, con f(z) € Kz, gr(f(z)) < gr(pa(z)),
asi definimos ¢ : K(«a) — L(f) como:
¢(a) = ¢(f(@)) = ¢ap + ma + -+ + aza™) =
Ulag) +¥(ar)B + -+ +¢(an) 8" = ¥(f)(5).

1. Claramente ¢ es biyectiva

2. Si f(@),g(a) € K(a), entonces ¢(f() + g(@)) = ¢(f(a)) + ¢(g())

puesto que:

¢(f(@) +g(@))
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Il
= HHTe

3. De igual forma como 1) es un isomorfismo de anillos tenemos que si

f(a), g(a) € K(a), entonces ¢(f(a)g(e)) = o(f())p(g(a))

4. Ademas si a € K, entonces a = f(a) con f(x) = a y asi tenemos que

asi plg =

5. Claramente, a = f(a) con f(r) = =z, a si tenemos que ¢(a) =

o(f(a)) =o(f)(B) =0
u

Ahora como caso particular del Teorema previo, tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 1.2.4. Sea K una extension de k y sean a,b € K conjugados so-
bre k. Entonces k(a) y k(b) son isomorfos. De hecho, existe un isomorfismo
o k(a) — k(b) tal que o(a) = 0.

Ahora teniendo en cuenta la Definicién 1.2.1, vemos que un grupo nat-
ural asociado a una extensién K/k consiste del conjunto de todos los k-
isomosfismos del campo K, teniendo como operacion a la composicién de
funciones, y asi, claramente se tiene un grupo. A estos k-isomorfismos de
K los llamaremos k-automorfismos de K.

Lema 1.2.5. Sea K/k una extension de campos. El conjunto de k-automorfismos
de K, denotado por G(K/k) es un grupo con la composicion de automor-
fismos.
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Demostracion. Es claro que idx € G(K/k). Ahora si 0,7 € G(K/k) en-
tonces 0 o7 : K — K es un isomorfismo tal que para todo x € k se
tiene que g o 7(z) = o(7(x)) = o(z) =z yaque 7|, = idy o|p =id, y
asi c o1 € G(K/E).

Finalmente, si ¢ € G(K/k) entonces 0! : K — K es un isomorfismo, y si
x € k se tiene:

r =0 Yo(z))

=o(x) yaqueol|,=id

yasi 07! € G(K/k).
Como la composicién de funciones es asociativa, se sigue que G(K/k) es

un grupo. [
Teorema 1.2.6. Sean K y L campos y sean o1, ...,0,, n distintos iso-
morfismos de K en L. Entonces o1,...,0, son linealmente independientes
en el sentido de que si para aq,...a, € L,

(%) > a;0:(b) =0, para toda b € K,
i=1

entonces a; = -+- = a, = 0.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre n. Supong-
amos que la relacién (x) en la afirmacién del teorema vale para todo b € K.
Si n = 1, tenemos que a;oq(b) = 0 para todo b € K y en particular, si
b =1 obtenemos a; = 0.

Ahora supongamos que n > 1 y que el teorema es valido para cualesquiera
n — 1 isomorfismos de K en L. Sean o4, ..., 0, isomorfismos tales que para
ai,...,0, € L

Z aiai(b) =0
i=1

para toda b € K . Si para alguna i, a; = 0, podemos suponer a; = 0,
entonces:

Z aiai(b) =0
=2
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para todo b € K y asi tenemos que a; = - -- = a,, = 0 por nuestra hipétesis
de induccion.

Supongamos pues que a; # 0 para toda ¢ = 1,...,n. Debido a que o7 y
o, son distintos, existe un elemento ¢ € K, ¢ # o tal que o1(c) # o,(c).
Entonces

n

on(c™1) > a;04(ch) =0

i=1
para todo b € K, o

i a:0(c)i(c)oi(b) = 0
para todo b € K. Si restz;mos esto de:
ﬁ:laiai(b) _0
obtenemos !
5 01— o e ailt) =0,

lo cual es cierto para todo b € K. Por nuestra hipdtesis de induccion,

esto implica que a;(1 — o, (c")o;(c)) = 0 para todo i = 1,...,n — 1. En
particular, a;(1—0,(c)oy(c)) = 0y por ser a; # 0 entonces oy (c) = 7,(c),
lo cual es contrario a la eleccién de c. [

Corolario 1.2.7. Sea K una extension de k y sean o1, .. .0, distintos k-
automorfismos de K. Entonces oy,...0, son linealmente independientes
en el sentido del Teorema 1.2.6.

También como corolario obtenemos una cota para el orden del grupo
de automorfismos de una extension finita:

Corolario 1.2.8. Sea K/k una extension finita de campos. Entonces o(G(K/k)) <
K : k]

Demostracion. Sean n = [K : k] y ug,...u, € K una base de K sobre
k. Supongamos que o(G(K/k)) > n. Entonces existen, al menos, n + 1
k-automorfismos de K distintos, digamos oy,...0,41 € G(K/k). Consi-
deremos ahora el sistema de ecuaciones lineales
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n+1
Yooi(u)r; =0,1<j<n
=1

y como el nimero de ecuaciones n es menor que el nimero de incognitas
n + 1, el sistema de ecuaciones tiene una solucién no trivial (aq, ..., a,y1)
en k™. Asf reemplazando esta solucién en las ecuaciones del sistema se
obtiene que:

n+1
E Uz-(uj)a@- = 0, 1 Sj S n
i=1

donde algun a; # 0.
Ahora, dado b € K, existen ag, ..., a, € k tales que:

b:a1u1+---anun
y asi

ou(b) = m-(]é o) = ; a;0i(u;)

ya que los o; € k y los 0; : K — K son k-automorfismos.
Se sigue que

z éa]a@(u])) 5oyl aoifu) =

aro1(b) + -+ + api10,41(b) =
-(0) =
Hemos probado que para toda b € K

a1o1(b) + -+ + app10,41(b) = 0, y por lo tanto o(G(K/k)) < [K : k]

con algin a; # 0, en contradiccién con el Corolario 1.2.7. [

Teorema 1.2.9. Sean K y L campos y sean o1, . ..o, distintos isomorfis-
mos de K en L. Sea

F={a€Kloi(a)="---=0,(a)}

Entonces F' es un subcampo de K y [K : F| =1 > n.
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Demostracion. Claramente F' es un subcampo deK.
Supongamos que [K : F] =r < ny sean by,...,b, una base de K sobre F.
Consideremos el sistema de r ecuaciones con n incégnitas:

ZO’j(bOZEj :O, 1= ]_,...T‘
j=1

Aqui tenemos mads incégnitas que ecuaciones y por lo tanto el sistema

de ecuaciones tiene una solucién no trivial ¢i,...,¢, en L. Seaa € K y
escribamos a = a1b; + - - + a,b, donde aq,...a, € F. Multiplicando la
i-ésima de las ecuaciones anteriores por oy(a;) = -+ = 0,(a;) obtenemos:

> oj(abi)e; =0
j=1

Si sumamos estas ecuaciones, obtenemos

n
1=

(_1‘7j(aibi))cj =0,

11

Pero

y entonces

Ya que esto es cierto para toda a € K, y no todas las ¢; son cero, esto
contradice el Teorema 1.2.6.
Por lo tanto [K : F] =1 > n. |

Definicién 1.2.10. Sean K una extension de k, G un grupo finito de
automorfismos de K y H un subgrupo de G. Definimos el campo fijo de H
como el conjunto:

F(H)={a€ Klo(a)=a Yo € H}

Teorema 1.2.11. Sea G un grupo finito de automorfismos de un campo
K y sea F(G) el campo fijo de G. Entonces F(G) es un subcampo de K y
K : F(G)] = o(G).
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Demostracion. Por el teorema anterior, F(G) es un subcampo de K y
K : F(G)] > o(G) = n. Supongamos que [K : F(G)] > n. Entonces
existen n + 1 elementos by, ...b,,1 de K los cuales son linealmente inde-
pendientes sobre F(G). Sea G = {0y,...,0,} y consideremos el sistema de
n ecuaciones con n + 1 incégnitas:

n+1
Z O'Z'(bj)l'j = 0, 1= ]_, ... n. (1)
j=1

El sistema tiene mas incégnitas que ecuaciones y asi, tiene una solucién no
trivial aq,...,a,41 en K. Afirmamos que al menos una de las a; ¢ F(G),
ya que si fuera cierto que a; € F(G) para toda ¢ = 1,...,n + 1, entonces
para el elemento identidad de G, tendriamos:

n+1

Z ajbj = 0
7j=1

lo cual contradice el hecho de que by, ...b,,1 son linealmente independi-
entes sobre F(G).

De entre todas las soluciones del sistema de ecuaciones (1) escogemos una
con el menor nimero de términos no cero. Sea esta aj ..., a,.+1, donde
podemos suponer que a; # 0 para j = 1,....,7 y a; = 0 para j =
r+1,....n+1 (si 7 # n+1), r # 1, porque si r = 1 tendrfamos
, con oy como la identidad de G, a1b; = 0, lo cual implica que a; = 0.
Tenemos:

ZCLJO}J(bj) :O, 1=1...n (2)
j=1

Podemos suponer que a, = 1, porque de otra manera podemos multiplicar
cada una de las ecuaciones por a;!. También, podemos suponer que a; ¢
F(G), asi que existe un elemento oy, € G tal que o4(a1) # a;. Si aplicamos
o, a cada ecuacion en (2) obtenemos:

Y- onlaj)onoi(b;) =0, i=1...n.
j=1

Como o; varia en el grupo G, también oj,0; y podemos escribir estas ecua-
ciones como:
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éah(aj)ai(bj) —0, i=1,...n. (3)

Si restamos la i-ésima ecuacién en (3) de la i-ésima ecuacién en (2) y
usando el hecho de que a, = 1 obtenemos:

r—1
> (aj —on(aj))oi(bj) =0, i=1,...,n.
j=1

Ya que a; — op(a;) # 0, esto contradice nuestra eleccién de la solucion

ai,...,a,+1 del sistema (1) como la tinica con el menor nimero de términos
no cero.
Por lo tanto [K : F(G)] = n. |

Corolario 1.2.12. Sea H un subgrupo finito del grupo de automorfismos
de un campo K. Sea F(H) el campo fijo de H. Entonces G(K/F(H)) = H.

En la siguiente seccién analizaremos el concepto de separabilidad, cuya
importancia aparece al considerar extensiones de campos de caracteristica
un primo, ya que para campos de caracteristica cero, la separabilidad es
automatica, como veremos mas adelante.

1.3. Extensiones Separables y Puramente In-
separables

Sea K una extensién de k y sea a € K, el cual es algebraico sobre k.
Sea f(z) € k[z]. Existe un criterio conveniente para saber cuiando a es una
raiz simple de f(z), usando el concepto de derivada de un polinomio. Si
f(z) = ap+ar+ayr®+- - -+a,z", definimos su derivada como el polinomio
f(z) = a1 + 2asx + - - - + na,z" . Es facil verificar que si f(z) y g(x) son
polinomios sobre el mismo campo, entonces

(f(z) +9(z)) = f'(z) +4'(z) y
(f(z)g(x))" = f(z)g'(z) + f'(x)g(x)
Proposicién 1.3.1. Sean K una extension de k, a € K algebraico sobre

ky f(x) € klz] un polinomio no cero,tal que f(a) = 0. Entonces a es una
raiz simple de f(x) siy sdlo si f'(a) # 0.
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Definicion 1.3.2. Sea K una extension de k. Un elemento a € K al-
gebraico sobre k es separable sobre k si es raiz simple de su polinomio
irreducible sobre k, Irr(a, k).

Decimos que la extension K de k es una extension separable sobre k si
esta es algebraica sobre k y cada uno de sus elementos es separable sobre
k. También decimos ” K es separable sobre k 7, o " K /k es separable”. Si
K/k es algebraica, pero no separable, decimos que K es una eztension
inseparable de k.

Teorema 1.3.3. Sean k C L C K campos tales que, K/k es separable.
Entonces L/k y K/L son separables.

Demostracion. L/k es separable ya que L C K y los elementos de K son
separables sobre k.

Para mostrar que K/L es separable, sea a € K. Por ser a separable sobre
k, tenemos que es raiz simple de Irr(a,k), pero k[z] C L[z], entonces
Irr(a, k) es un polinomio en L[z| que tiene a a como raiz, asi Irr(a, L)
divide a Irr(a, k), y por lo tanto a es raiz simple de Irr(a, L). [

Definiciéon 1.3.4. Un campo k es llamado perfecto  si no tiene
extensiones inseparables.

Como veremos, el estudio de campos perfectos se reduce a los campos
de caracteristica distinta de cero, ya que toda extension algebraica de un
campo de caracteristica cero es separable.

Supongamos que cark = p y consideremos el mapeo de k en si mismo
dado por a — a”. Es claro que (ab)? = aPbP, y también tenemos que
(a+ b)P = a” 4 bP. Esto tltimo es porque:

-1

P
(a+Db)P =aP + b+ Y (B)a"bP™".
n=1

Si 1 <n <p—1, el coeficiente binomial (£) es divisible por p y por lo
que todos estos términos en la suma son cero. Asi el mapeo en cuestion es
un homomorfismo del campo k en si mismo. Ya que cada homomorfismo de
un campo en otro es un monomorfismo o el trivial, y debido a que e? = ¢,
este mapeo debe ser un monomorfismo de k es si mismo. La imagen de este
monomorfismo es el subcampo de k dado por:
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kP = {aP|a € k}.

Note que si a € k, entonces a tiene a lo méas una raiz p-ésima en
cualquier extension de k ya que si b? = ¢ = a, entonces b = ¢, asi que k”
consiste de los elementos de k que tienen una raiz p-ésima.

Teorema 1.3.5. El campo k es perfecto si y solo si, la cark =0 o cark = p
y kP =k.

Demostracion. Supongamos que la cark = 0. Sea K una extension alge-
braica de k, a € K,y p(x) = Irr(a, k). Entonces p'(z) # 0y p'(z) € klx]
tiene grado menor al de p(x). Por lo tanto p(z) no divide a p'(x), por lo
que del Teorema 1.1.16 se sigue que p'(a) # 0. Asi a es separable sobre k
y ya que a fue arbitrario, entonces K/k es separable.

Ahora supongamos que cark = py k¥ = k y sean K, a y p(x) como
arriba. Supongamos que a no es separable sobre k. Ya que p'(a) = 0y
puesto que si p'(z) # 0, entonces grad(p'(x)) < grad(p(z)), tenemos por
el Teorema 1.1.16 que debe ser p/(x) = 0. Sea bz™ un término tipico de
p(x). Entonces mbz™ ! = 0 y por lo tanto debemos tener que b = 0 o m
es divisible por p. Asi p(z) es de la forma:

n
p(z) = X aat”.
r=0

Ya que kP = k, cada a, tiene una tunica raiz p-ésima en k. Sea b, € k
tal que 0P = a, parar =0,1,2,...,n. Entonces

p(x) = 30 apa® = 3 bpaf = (3 bya')?
r=0 r=0 r=0

donde

> b € klx]

r=0
Pero esto contradice el hecho de que p(x) es irreducible en k[x]. Asi K/k
debe ser separable y por lo tanto se tiene que k es perfecto.
Inversamente, supongamos que cark = p y que k es perfecto. Mostraremos

que kP = k. Sea a € k y consideremos el polinomio z¥ — a € k[z].
Si este polinomio tiene una raiz b € k entonces a = b? € kP.
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Supongamos que z¥ —a no tiene una raiz en k y sea p(z) uno de sus factores
irreducibles ménicos no constantes en k[x]. Consideremos la extension k(b)
donde p(b) = 0. En k(b)[z] tenemos que a? —a = 2P — P = (x — b)P y ya
que p(z) divide a este polinomio, tenemos que p(x) = (z — b)™ para algin
m < p.

Sim =1, entonces x — b € k[z] y asi b € k, lo cual no es cierto. Si m > 1,
entonces b no es raiz simple de p(x) y ya que p(x) = Irr(b, k), k(b) no es
separable sobre k. Esto contradice el hecho de que k es perfecto. Por lo
tanto se debe tener que a € k? para todo a € k, que es, kP = k. [

Corolario 1.3.6. Cada campo finito es perfecto.

Puesto que cualquier campo de caracteristica cero es perfecto, como
dijimos con anterioridad reducimos nuestro estudio a campos de carac-
teristica p, asi que en lo que resta de esta seccion, supondremos que k es
un campo de caracteristica p y K/k es algebraica y finita.

Definicién 1.3.7. Sea a € K y sea p(x) = Irr(a,k). Decimos que a es
puramente inseparable sobre k, si p(x) = (r — a)™ para alguna m.

Es claro que todos los elementos de k son puramente inseparables sobre
k, yva que si a € k, entonces su polinomio irreducible es de la forma = — a.

Teorema 1.3.8. Sea a € K puramente inseparable sobre k y p(x) =
Irr(a, k). Entonces eziste un entero e > 0 tal que grad(p(x)) = p°. Ademds
e es el minimo nimero natural tal que a®° € k, es decir a’” € k y a?’ ¢k
si0< f<e.

Demostracion. Sea a € K y sea grad(p(x)) = s = mp®, donde p 1 m.
Entonces p(r) = (x — a)™" = (27" — a?")™ € k[z], y de aqui se tiene que
maP” € k, y como pt m, entonces a?* € k. Dado que p(z) es irreducible,
debeser m = 1,y asi p(z) = 27" —a?" = (z—a)?", por lo que grad(p(z)) = p°
ya’ €k

Sea 0 < f < e. Supongamos que a” € k y sea f(z) = a? — a?’ € k[a]
como f(a) = 0, entonces p(z) | f(z) lo que es una contradiccién.

cab ¢k



1.3. EXTENSIONES SEPARABLES Y PURAMENTE
22 INSEPARABLES

Definicién 1.3.9. Una extension K de k es puramente inseparable so-
bre k si K es extension finita de k y cada elemento de K es puramente
inseparable sobre k.

Corolario 1.3.10. 57 K es una extension puramente inseparable de k,
entonces [K : k| es una potencia de p.

Demostracion. Como K /k es finita, como vimos en la prueba de la Proposi-
cion 1.1.22, a K lo podemos obtener por un nimero finito de extensiones
simples sucesivas, es decir,

]{70 = k, kl = k(a1>, kg = kl(a2>, ceey K = kn = kn,l(an)

Si mostramos que para todo m = 2,...,n, a, es puramente inseparable
sobre k,,_1, tendremos es resultado deseado, puesto que por el Teorema
1.3.8, si esto pasa, el grado del Irr(am, kn—1) = p°, para algin entero
e > 0, y como cada extensién k;_q(a;)/ki — 1, para 1 = 1,...n es simple,
sabemos por el Teorema 1.1.18, que el grado de la extension es el grado del
polinomio irreducible, y asi por el Teorema 1.1.5 tendremos que el grado
de la extensién K /k es una potencia de p.

Entonces solo probemos que a,,es puramente inseparable sobre k,,_; para
todo m = 2,...,n. Sean p(x) = Irr(am, k) y q(z) = Irr(am, kmn—1). En-
tonces q(z)|p(x) y ya que p(z) es una potencia de = — a,,, necesariamente
q(z) también lo es. |

Teorema 1.3.11. Sea a € k tal que a ¢ kP. Entonces para cada entero
e >0, el polinomio f(z) = (2P — a) es irreducible en k[z].

Demostracion. Sea p(z) un factor irreducible moénico, no constante de f(z)
in k[z] y sea K = k(b), donde p(b) = 0. De esta manera a = b y asi, en
K|x], tenemos que f(z) = (x —b)P". Si ¢(z) es cualquier factor irreducible,
moénico no constante de f(z) in k[z], entonces ¢(x) es una potencia de
x—by asi ¢(b) = 0. Por lo tanto p(z) divide a ¢(x) por el Teorema 1.1.16,
y entonces q(z) = p(z). Esto significa que f(z) es una potencia de p(x),
digamos, f(x) = p(x)™. Ya que el grado de f(x) es p® , entonces el grado
de p(z) y m deben ser potencias de p, asi que f(r) = p(z)P" para algin
entero r > 0. Sea ¢ el término constante de p(z) y recordemos que ¢ € k
va que p(z) € k[z]. Entonces a = (£c)?". Si r > 0 tendriamos que a € kP,
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lo cual no puede ser por hipétesis, asi r = 0y f(x) = p(z) es irreducible

en k[z]. |

Corolario 1.3.12. Si a € K y si existe un entero e > 0 tal que a*° € k
entonces a es puramente inseparable sobre k.

Corolario 1.3.13. Un elemento a € K es separable y puramente insepa-
rable sobre k si y solo si a € k.

Sea L un campo arbitrario y sean M y N subcampos de L. El com-
puesto de M y N (en L) es la interseccién de todos los subcampos de
L, los cuales contienen a M y a L, Este es el subcampo mas pequeno de
L que contiene a ambos y sera denotado por M N. Claramente tenemos
que MN = M(N) = N(M). Teniendo esta definicién daremos algunos
resultados sobre extensiones separables.

Teorema 1.3.14. Si K/k es una extension separable y si cark = p, en-
tonces kK? = K (esto es cierto ain cuando [K : k] es infinito). Si la
extension K/k es finita y kK? = K, entonces K/k es separable.

Corolario 1.3.15. Si K/k una extension y a € K es separable sobre
k,entonces k(a) = k(a?) y k(a)/k es separable. Si k(a) = k(aP), entonces
a es separable sobre k.

Demostracion. Supongamos que a € K es separable sobre k. Sabemos
que k(a?) C k(a). Mostremos que k(a) C k(a”), pero como k C k(aP),
sélo tenemos que verificar que a € k(a?). Como a es separable sobre k,
entonces a es separable y puramente inseparable sobre k(a?), por lo tanto
por el Corolario 1.3.13 a € k(a?) y asi k(a) = k(a?). De esto se sigue que
kk(a)? = kkP(a?) = k(a?) = k(a), y por el Teorema 1.3.14 k(a) es separable
sobre k. [ |

Corolario 1.3.16. Si L es una extension finita separable de k y K es una
extension finita separable de L entonces K es separable sobre k.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que kL = L y LK? = K. Por lo
tanto K = LK? = kKLPK? C kK? y asi K = kKP, y entonces por el
Teorema 1.3.14 K /k es separable. |
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Corolario 1.3.17. Si aq,...,a, son elementos de K, los cuales son sepa-
rables sobre k, entonces k(ay, ..., a,) es separable sobre k.

Demostracion. Sean
kl = k(al), ey kn = k(al, Ce ,an) = kn,l(an).

Haremos la demostracion por induccion sobre n.

Asi por el Corolario 1.3.15, ki/k es separable. Supongamos que ¢ > 1,
y ki_1/k es separable, probaremos que k;/k es separable. Ya que a; es
separable sobre k, este es separable sobre k;_i, entonces por el Corolario
1.3.15, k; /k;_4 es separable y por lo tanto k;/k es separable por el Corolario
1.3.16. |

Observacion 1.3.18. El resultado del Corolario 1.5.16 es vdlido aiun cuan-
do los grados de las extensiones son infinitos. Supongamos que k,L 1y
K son como en dicho Corolario, sin asumir algo acerca de las dimen-
siones, si a € K, sean by, by, ..., b, los coeficientes de Irr(a,L). Sea L' =
k(bo,b1,...,b.) por el Corolario 1.8.17, L' es separable sobre k. Ademds
Irr(a,L') = Irr(a,L) y asi a es separable sobre sobre L'. Por el Corolario
1.8.15, k(a)/L es separable y por el Corolario 1.3.16 , k(a)/k es separable.
Entonces a es separable sobre k y ya que a es un elemento arbitrario de K,
se sigue que K/k es separable.

Corolario 1.3.19. Si K es una extension arbitraria de k, entonces
K,={a€ K :a separable sobre k}

es un subcampo de K y k C K,. Este campo es llamado la cerradura
separable de k en K.

Sean K una extension arbitraria de k, a € K algebraico sobre k, y
p(z) = Irr(a,k). Si a no es separable sobre k, entonces p'(z) = 0y
asi p(x) € k[zP], es decir, p(x) = pi(2P), donde p;(x) € k[z]. El polinomio
p1(z) es ciertamente irreducible en k[z] y ,de hecho, pi(z) = Irr(a?, k).
Ahora, nuevamente a? es separable sobre k o p;(z) = pa(a?), donde py(x) €
k[z], en tal caso p(z) = py(a?”). Podemos continuar de esta manera has-
ta llegar a un polinomio p.(z) € k[z], tal que p(z) = p.(z¥"), pe(z) =
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Irr(aP” k), y p.(x) € k[xzP]. Entonces a?" es separable sobre k y e es el
entero mas pequeno no negativo, para lo cual esto es cierto. Concluyendo,
si a € K es algebraico sobre k entonces existe e € Z,e > 0 tal que a?” es
separable sobre k. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.3.20. Sea K wuna extension algebraica arbitraria de k. FEn-
tonces K puede ser obtenida por una extension separable, sequida de una
extension puramente inseparable.

Si K/k es algebraica entonces K /K es puramente inseparable por lo
visto antes del Teorema inmediato anterior. El grado [K; : k] es llamado
el grado de separabilidad de K/k y es denotado por [K : k]s. El grado
[K : K| es llamado el grado de inseparabilidad de K/k y es denotado por
[K : k];. Si [K : k]; es finito, se sigue del Corolario 1.3.10 que este es una
potencia de p, la caracteristica de k. Por lo tanto tenemos:

Teorema 1.3.21. Si K es una extension finita de k y si [K : k] no es
divisible por p, entonces K/k es separable.

Sea f(z) € k[x] irreducible de grado n. Sea e el entero no negativo
determinado por f(z) € k[2*'], pero f(z) ¢ k[aP""']. Sea n = ngp®, ng es
llamado el grado reducido de f(x) y p© el grado de inseparabilidad de f(x).

Teorema 1.3.22. Sea f(z) € k[z] un polinomio irreducible de grado re-
ducido ng y grado de inseparabilidad p°. Sea a una raiz de f(x) y k(a)/k
una extension simple. Entonces

[k(a) : kls =no y [k(a) : k]; = p©.

Demostracion. Por definicién de grado de inseparabilidad de f(x) sabemos
que a”" es separable sobre k y gr(Irr(a®,k)) = ng. Por lo tanto [k(a?") :
k] =noy [k(a) : k(a?)] = p°.

Ya que k(a?")/k es separable, tenemos que k(a”") C k(a)s.

Sea b € k(a)s. Entonces b es separable sobre k y asi este es separable sobre
k(aP") por el Teorema 1.3.3. Ademds, b es también puramente inseparable
sobre k(a?”). Por lo tanto por el Corolario 1.3.13, b € k(a?"), asi tenemos
que k(a”") = k(a)s, de lo cual se sigue que [k(a) : k], = ng y ya que [k(a) :
k] = [k(a) = Kls[k(a) : kli = nolk(a) = K]i v [K(a) : k] = gr(f(x)) = nop",
tenemos que [k(a) : k]; = p° |
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1.4. Extensiones Normales

Si K es una extensién de k y si un polinomio f(z) € k[z] se puede
factorizar en factores lineales en K|[z|, entonces diremos que f(z) se de-
scompone en K[z]. Es decir, si f(x) se descompone en K[z] tenemos que

f@) = clz —ar) - (x = an)

donde ay, ..., a, € K.Ahora veamos la multiplicidad de las raices de f(x),
es decir, veamos cuantas veces aparece cada factor lineal en esta factor-
izacion de f(x), suponiendo que f(z) es un polinomio ménico e irreducible
en k[z].

Teorema 1.4.1. Sea f(x) € k[z] un polinomio mdnico e irreducible y sea
K una extension de k, tal que f(z) se descompone en K|x]. Si cark = 0
entonces cada raiz es simple, es decir, cada factor lineal de f(x) en Klx]
aparece solo una vez en la descomposicion. St cark = p y si p° es el grado
de inseparabilidad de f(x), entonces cada raiz de f(x) tiene multiplicidad

p°, es decir, cada factor lineal de f(x) en K[x] aparece exactamente p°
veces en la descomposicion.

Demostracion. Si cark = 0 el resultado se sigue del hecho de que k no
tiene extensiones inseparables. Supongamos que cark = p. Tenemos que
f(x) € k[z¥], pero f(z) ¢ k[z*""']. Sean f(z) = g(z*") donde g(x) € k[z]
y * — a un factor lineal de f(z) en K|[z], entonces g(a?") = 0 y ya que
g(z) ¢ k[zP], a?* es raiz simple de g(x). Sea g(z) = (z — a*")h(x), donde
h(a?") # 0. Entonces f(z) = (2" — a?" )h(2?") = (x — a)? hi(x) donde
hi(z) = h(2?P") y asf hy(a) # 0. |

Definicién 1.4.2. Sea k un campo y f(x) € klx]. Una extension K de k
se llama un campo de descomposicion de f(x) sobre k, si

1. f(z) se descompone en K|x].

2. Si L es otra extension de k, donde f(x) se descompone en Llx| y
L C K, entonces L =K
Las condiciones anteriores son equivalentes a:
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3. K =k(ay,...,ap), donde las o, ..., a, son las raices de f(z).
Con esta Definicién a la mano, del Corolario 1.1.26 se sigue que:

Proposicién 1.4.3. Si k es un campo y f(x) € k[z] es un polinomio de
grado > 1, entonces existe un campo de descomposicion K/k de f(x), y
mds aun, [K : k] <nl donde n = gr(f(z)).

Lema 1.4.4. Sean ¢ : k — k' un isomorfismo de campos y f(x) € k[z]
un polinomio. Sea K un campo de descomposicion de f(x) sobre k, y sea
K’ una estension de k' tal que ¢(f(x)) € K'[x] se factoriza (en factores
lineales) en K'|x]. Entonces, existe un monomorfismo 1 : K — K’ tal que

Yle = ¢.

Demostracion. Construiremos el morfismo ¢ : K — K’ por induccién
sobre n = gr(f).
Como K es el campo de descomposicién de f(x) sobre k, entonces en K |x]
tenemos que :

flz)=clx —ay) - (r — ay)...(1)
donde c es una constante.
Si m(z) = Irr(aq, k) entonces m(x) es un factor irreducible (en k[z]) de
f(z) por el Teorema 1.1.16, y como el isomorfismo ¢ : k — k' induce
un isomorfismo de anillos ¢ : k[z] — k’[z] de manera natural, entonces
o(m(z))|o(f(x)) en k'[x], y ademds ¢(m(x)) es irreducible en £'[x].
Ahora, por hipétesis ¢(f(z)) se descompone en K'[z], y como ¢(m(z)) es
un factor de ¢(f(z)) entonces ¢(m(x)) también se descompone en K'[x],

¢(m(z)) = (z = f) - (x = 5),

donde 3; € K', i =1,...,r. Notemos que ¢(m(z)) es ménico porque m(x)
lo es. Ahora como ¢(m(x)) es irreducible en k'[z], entonces ¢(m(x)) =
Irr(B;, k'), para cada 1 < i <r.

En particular, para [, estamos en la situacion

¢ k— K

isomorfismo de campos donde ¢(Irr(aq,k)) = Irr(f1, k") y asi por el Teo-
rema 1.2.3 existe un isomorfismo
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Uy : k(ar) — K'(Br)
tal que Y1, = ¢ y ¥i(ar) = B

Por otra parte,como K es el campo de descomposicion de f(z) sobre
k, entonces K es el campo de descomposicién g(x) = f(z)/(x — ay) sobre
k(aq). Finalmente, como gr(g) = n—1 < gr(f), por hipétesis de induccién
existe un monomorfismo

Y K — K’

tal que ¥|ka,) = ¥1-
y ademds como 1|, = ¢, entonces |, = ¢. [ |

Teorema 1.4.5. Sea ¢ : k — k' un isomorfismo de campos y f(x) € kx|
un polinomio. Sea K un campo de descomposicion de f(x) sobre k y sea
K" un campo de descomposicion de ¢(f(x)) sobre k'. Entonces existe un
isomorfismo ¢ : K — K' tal que | = ¢.

Demostracion. Tenemos por el lema inmediato anterior que existe un monomor-
fismo v : K — K’ tal que ¢|x = ¢. Sélo falta mostrar que 1 es suprayectiva.
Claramente 1(K) es un campo de descomposiciéon de ¢ (f(x)) = ¢(f(x))
sobre k', y como (K) C K’, entonces ¥(K) = K’ por la definicién de
campo de descomposicion. Entonces v es suprayectiva. [ |

Corolario 1.4.6. (Unicidad del campo de descomposicion) Sea k
un campo y f(x) € kl[z] un polinomio. Si K y K' son campos de descom-
posicion de f(x) sobre k, entonces existe un isomorfismo ¢ : K — K’ tal
que P, = id.

Definicién 1.4.7. Una extension K de k es una extension normal si esta
es algebraica sobre k y si cada polinomio irreducible en klz], el cual tiene
una raiz en K, se factoriza en K[z|. También decimos que K es normal
sobre k o que K/k es normal.

Teorema 1.4.8. Una extension K/k es normal y finita si y sdlo si K es
el campo de descomposicion de algin polinomio f(x) en klx].
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Demostracion. Supongamos que K/k es finita y mnormal. Entonces
K = k(ay,...,a,) con a; € K, i = 1,...,n algebraicos sobre k y sean
m;(z) = Irr(a;, k). Ya que K/k es normal, cada m;(z) se descompone en
K|[z]. Por lo tanto f(z) = my(z)---m,(z) se descompone en K[z, y K es
obtenida por adjuntar las raices de f(x) a k. Por lo tanto K es el campo
de descomposicién de f(z) sobre k.

Ahora supongamos que K es el campo de descomposicion de un polinomio
f(z) € k[z]. Entonces [K : k] < n! donde n = gr(f(z)) por el Corolario
1.1.26 y asi la extension K/k es finita.

Probaremos que K /k es normal. Para esto, sea g(x) € k[x] cualquier poli-
nomio irreducible que tiene una raiz o; € K. Queremos ver que K contiene
a las otras raices de g(x). Sea aq cualquier otra raiz de g(z). Queremos
probar que ay € K,0 bien queremos probar que K(ay) = K, es decir,
que [K(ag) : K] = 1. Ahora, como «; € K, entonces K(ay) = Ky
asi [K(aq): K] =1.

Basta probar entonces que
[K(a1) : K] = [K(a2) : K]

Sea M O K campo de descomposicién de f(z) - g(x) sobre k. Asi, en
particular oy, s € M. Ahora observemos que:

[K(on) : K|[K : k] = [K(aq) : k(cq)][k(aq) : Ek]...(1)

(K () : KK : k] = [K(a) : k(an)][k(c) : k]...(2)

donde por el Teorema 1.2.4 k(ay) v k(ag) son isomorfos por ser a; y as
raices del mismo irreducible g(z) € k(x), y asi Irr(ay, k) = Irr(asz, k), y en
consecuencia, por el Teorema 1.2.4 existe un isomorfismo ¢ : k(a;) — k(as)
que deja fijo a k y ¢(aq) = an. Y asi:

[k(an) : k] = [k(a2) : k]...(3)

Ahora, como K(a;) es campo de descomposicion de f(z) sobre k(o) para
Jj = 1,2, por el Teorema 1.4.5 existe un isomorfismo ¢ : K(a;) — K(aw)
tal que 1|ka,) = ¢, y asi, en particular

[K(a1) : k(a1)] = [K(ag) : k(ag)]...(4)
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Sustituyendo (3) y (4) en (1)y (2), se tiene que:
[K(an) - K] = [K(az) : K],
|

Teorema 1.4.9. Sea K una extension normal finita de k y sean F y L
campos entre k y K k-isomorfos . Entonces cada k-isomorfismo de F' en
L puede ser extendido a un k-automorfismo de K.

Teorema 1.4.10. Sea K una extension finita de k. Entonces existe una
extension normal finita F de k, tal que K C F y la cual es la extension
normal mas pequena en el sentido que si L es una extension normal de k
la cual contiene a K, entonces existe un K-monomorfismo de F en L.

Demostracion. Sea K = k(aq,...,a,)ysean, paracadai=1,....n, fi(z) =
Irr(a, k) y f(x) = fi(x)--- fu(x). Entonces f(x) € k[z]. Sea F' un campo
de descomposicién de f(x) sobre K y sea Fj el subcampo de F' obtenido
adjuntando todas las raices de f(x) en F' a k. Entonces K C Fy y asi F} =
F. De esta manera F' es un campo de descomposicion de f(z) sobre k vy,
por el Teorema 1.4.8, F'/k es normal finita.

Ahora supongamos que L es una extension normal de k, la cual contiene a
K. Parai=1...,n, fi(x) tiene una raiz en L, digamos a;, y por lo tanto
se descompone en L[z], por lo que f(z) se descompone en L[z]. Entonces
L contiene un campo de descomposicion de f(z) sobre K el cual por el
Corolario 1.4.6 es K-isomorfo a F'. [ |

Lema 1.4.11. Sea K/k una extension finita. Entonces K/k es normal
si y solo si para cualquier extension L de K tal que L/k es normal: se
tiene que todo monomorfismo 7 : K — L que deja fijo a k es de hecho un
k-automorfismo 7 : K — K.

Demostracion. Supongamos que K/k es normal y sea L extension de K
tal que L/k es normal y 7 : K — L un monomorfismo tal que 7|, = id.
Probaremos que 7(K) = K.

Sea o € K y sea p(x) = Irr(a, k) € k[x]. Entonces,

0 =p(a) = 7(p(a)) = p(r(a)),
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va que p(z) € k[z].
Asi, 7(a) € L es otra raiz de p(x) . Pero como K/k es normal y p(z) € k[x]
es irreducible con a € K una raiz de p(x), entonces 7(«) € K. Por lo tanto

T(K) C K

Ademads, como 7 : K — 7(K) C K es una funcién lineal e inyectiva entre
k-espacios vectoriales de dimensién finita, entonces de

(K k] =[r(K):k]<ocoyT(K)CK

con 7(K) k-subespacio de K, tenemos que 7(K) = K.

Ahora supongamos que p(z) € k[z] es un polinomio irreducible tal que
tiene una raiz o € K y sea L extensién de k tal que L/k normal y K C L,
la cual sabemos que existe por el teorema anterior. Como o« € K C L y
L/k es normal, entonces p(z) se descompone en L. Si f € L es una raiz
cualquiera de p(z), entonces por Teorema 1.2.4 existe un k-isomorfismo

o k(a) — k(D)

tal que 6(a) = 3. Como L/k es normal y finita, entonces por el Teorema
1.4.8, L es el campo de descomposicién de algun polinomio f(z) € k[x]. Asi,
ciertamente, L es el campo de descomposicién de f(z) considerado como
polinomio en k(«)[z] 6 k(3)[z]. Por el Lema 1.4.4 , existe un monomorfismo
o: L — Ltal que 0|y =0y asi o(a) = . Pero a € K, y asi

B =o(a) =olk@w(a),
y como 0|k : K — L es un monomorfismo tal que (o|x)|x = id, por
hipdtesis se debe tener que o|x(K) = K, es decir, = (0|k@))(a) € K,
esto es , todas las raices de p(x) estdn en K, y asi concluimos que K/k es
normal. |

Teorema 1.4.12. Sean K una extension finita de un campo k y L una
extension normal de k tal que k C K C L. Sea ng el grado de separabilidad
de K/k. Entonces existen exactamente ngy distintos k-monomorfismos de
K en subcampos de L

Corolario 1.4.13. Si K es una extension normal finita de K, entonces
o(G(K/k)) = [K : k],
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Teorema 1.4.14. Sea K una extension normal finita de k. Sea a € K y
supongamos que a es fijado por cada elemento de G(K/k). Entonces a es
puramente inseparable sobre k.

Demostracion. Debemos mostrar que a es la tnica raiz de p(x) = Irr(a, k)
en K: ya que como K/k es normal, p(x) se descompone en K|[z].

Sea b otra raiz de p(z) en K. Por el Teorema 1.2.4 existe un k-isomorfismo
de k(a) en k(b), tal que manda a en b. Por el Teorema 1.4.9 este k-
isomorfismo se puede extender a un k-automorfismo de K, pero por hipdtesis
a es fijado por cada k-automorfismo de K, por lo tanto a = b. [ |

Antes de enunciar nuestra ultima proposicion para extensiones normales
necesitamos dar una definiciéon y un resultado, que nos seran tutiles en la
proposicion.

Definicién 1.4.15. Un campo k es algebraicamente cerrado, si no tiene
extensiones algebraicas propias. Un campo K es llamado una cerradura
algebraica de un campo k, si K es extension algebraica de k y K es alge-
braicamente cerrado.

Teorema 1.4.16. Cada campo k tiene una cerradura algebraica y cua-
lesquiera dos cerraduras algebraicas de k son k—isomorfas.

Proposicién 1.4.17. §i K es una extension algebraica sobre k, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El campo K es normal sobre k.

2. St M es una cerradura algebraica de K y si 7 : K — M es un k-
homomorfismo, entonces 7(K) = K.

3.5k CLCKCN soncamposysio: L — N esun k- homomorfismo,
entonces o(L) C K y existe 1 € G(K/k) con 7|, = 0.

1.5. Extensiones de Galois
En esta seccion presentamos el teorema que relaciona los conceptos de

normalidad y separabilidad de una extensién K/k con la condicién de que
k sea el campo fijo de G(K/k), recordando que, en general, el campo fijo
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de G(K/k) es un campo el cual contiene a k, y no necesariamente es igual
ak.

Antes de empezar recordemos algunos hechos de las secciones anteri-
ores:

Sea K es una extension normal finita de k, si F' es el campo fijo de
G(K/k), en el Teorema 1.4.14 mostramos que F'/k es puramente insepara-
ble. Note que G(K/F) = G(K/k) y asi, por el Teorema 1.2.11, [K : F] =
o(G(K/F)). Ademas por el Corolario 1.4.13 , [K : F|; = o(G(K/F)). Por
lo tanto, [K : F|y = [K : F], lo cual implica que K/F es separable. Note
que [K : F|=0(G(K/k)) =K : kls, y asi [F : k] = [K : k];.

Definicién 1.5.1. Una extension algebraica K de k es llamada una exten-
sion de Galois de k si el campo fijo de G(K/k) es k. En este caso, G(K/k)
es llamado el grupo de Galois de la extension K/k.

Sea k un campo y sea K una extensiéon normal y separable de k.
Recordemos que esto significa que K/k es algebraica, que cada a € K
es raiz simple de Irr(a,k), y que cada polinomio irreducible en k[z], el
cual tiene un raiz en K, se descompone en K [z].

Teorema 1.5.2. Sea K wuna extension finita de k, entonces K es una
extension de Galois si y solo si K es normal y separable.

Demostracion. Sea K una extensién finita de Galois de k y sea G(K/k) =
{o1,...,0,}, que sabemos es un grupo finito, por el Corolario 1.2.8.

Sea a € K tal que a ¢ k,y sean a; = a, as, .. ., a, las distintas imagenes
de a bajo los o1. Ya que G(K/k) es un grupo, si aplicamos uno de sus
elementos, digamos o;, al elemento a; = o;(a), obtenemos

0i(a;) = 0i05(a) = on(a),
donde 0}, = 0;0;. De esta manera los elementos de G(K/k) permutan a
los elementos aq,...,a, de K en si mismos. Por lo tanto cada coeficiente
de f(z) = (x —a1)--- (x — a,), pertenece al campo fijo de G(K/k) = k.
Sea g(x) un factor irreducible de f(x) en k[z] tal que, digamos, g(a;) = 0.
Si a; = o(a) y a; = 04(a), entonces a; = o0, '(a;), asi que g(a;) = 0.
Asi cada raiz de f(x) es raiz de g(x). Esto implica que f(x) es irreducible
en k[x]. Hemos mostrado que cada a € K es una raiz simple de Irr(a, k)
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y que Irr(a, k) se descompone en K[x]. Asi K/k es normal y separable.

Inversamente, supongamos que K /k es finita, normal y separable. Sea F’
el campo fijo de G(K/k). Entonces [F : k| = [K : k]; =1y F = k por lo
visto al principio de la seccion. [ |

Proposicién 1.5.3. Supongamos que K/k es una extension normal y sep-
arable y sea o un k-monomorfismo de K en si mismo. Entonces o es un
k-automorfismo de K.

Demostracion. Sea a € K y sea f(x) = Irr(a,k). Ya que f(z) tiene una
raiz en K, a saber ”a”, este se factoriza en K|[z], por ser K extensién
normal de k. Por lo tanto existe un campo de descomposicién L de f(x)
tal que K C L C K: L es extensién normal y finita de £ y a € L. Sabemos
que k Co(L)C Lyquelo(L):k]=[L:k|yasio(L)=L.

Por lo tanto existe b € L tal que o(b) = a. |

Proposicién 1.5.4. Sean K/k normal y separable y L extension de k tal
que k C L C K y ademas sea o un k-monomorfismo de L en K. Entonces
existe un k-automorfismo 7 de K tal que 7(a) = o(a) para todo a € L. Esto
es, cada k-monomorfismo de L en K es la restriccion de un k-automorfismo

de K.

Demostracion. Sea

F={(F,p)|LCFCK p:F — K un k—monomor fismo tal que p(a) =
o(a) Ya € L}

Para (F, p1), (Fz, p2) € F definimos:

(F1,p1) < (Fy, pa) siysblosi Fy C Fyy pa(a) = pi(a) para todo a € Fy

F es no vacio ya que (L,0) € F y no es dificil demostrar que < es un
orden parcial en [F. Mostraremos que [F tiene un maximal usando el Lema
de Zorn.

Si €' es una cadena en F, sea N = {J p e F"

Es claro que N es un campo intermedio entre L y K y sea ¢ : N — K
definido como sigue:

Dado = € N, se tiene que xz € F, para algun (F,v) € C. Definimos
o(x) = ¥(z).

¢ esta bien definida, puesto que: siz € F'y z € F' con (F',(),(F,v) € C,
entonces, por ser C' cadena:



CAPITULO 1. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE GALOIS 35

y en cualquiera de los dos casos ((x) = ().

(N,¢) € F, ya que si a € L, entonces ¢(a (a). Por lo tanto por el
Lema de Zorn F tiene un maximal (F”, p'). Afirmamos que F’ = K.
Supongamos que existe a € K tal que a ¢ F'. Entonces Irr(a, k) se descom-
pone en K|[z| y tenemos Irr(a, k) = f(z)g(x), donde f(z) = Irr(a, F') y
g(x) € F'[z]. Entonces

Irr(a,k) = (p'f)(z)(p'g)(z)

y asi (p'f)(x) se descompone en K|x].
Sea a; una raiz de (p'f)(x) en K. Entonces existe un isomorfismo

p" Fl(a) — (p'(F"))(a1)
tal que p’(a) = ay y p"(b) = p/(b) ¥V b€ F Asi (F'(a),p") € Cy es
estrictamente mas grande que (F”, p’), lo cual es una contradiccion.

Entonces F' = K y por la proposicién anterior p’ es un k-automorfismo de
Ky, asi, es el 7 deseado. [

(F", Q) < (Fy4) o (Fy4) < (F,Q)

Ahora damos la generalizacion del Teorema 1.5.2, es decir, demostramos
que el Teorema se cumple aun cuando la extension no sea de grado finito.

Teorema 1.5.5. Una extension K de k es una extension de Galois si y
solo si K es una extension normal y separable de k.

Demostracion. Primero supongamos que K/k es normal y separable.
Demostremos que K/k es de Galois.

Sabemos que k C F(G(K/k)). Sea a € F(G(K/k)), el campo fijo de
G(K/k). Como en la prueba de la Proposicién 1.5.3 existe una extension
normal finita L de kcon kC L C K yaé€ L.

Sea o € G(L/k). Por la Proposicién 1.5.4 existe un elemento 7 € G(K/k)
tal que 7(b) = o(b) V b€ L. En particular 7(a) = o(a) = a 'y asi a estd en
el campo fijo de G(L/k). Pero L es una extension finita normal y separable,
y por el Teorema 1.5.2, L es extension de Galois, es decir, el campo fijo de
G(L/k) es k, y por lo tanto a € k.

Ahora supongamos que K es una extension de Galois, entonces esta es
algebraica. Sea a € K y sea f(x) = Irr(a,k). Sean a = ay,as, ..., a, las
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distintas imagenes de a bajo los k-automorfismos de K. Entonces f(a;) = 0
parai=1,...,nyasisig(x)=(r—ai)- - (r—a,) vemos que g(z)|f(x)
en K|z|. Sin embargo, cada coeficiente de g(x) es fijado por cada elemento
de G(K/k) por lo que g(z) € k[x]. Pero ya que g(z) divide a f(x) en k[z]
y ya que f(x) es ménico e irreducible en k[x], se sigue que f(z) = g(x).

Por lo tanto a es separable sobre k y concluimos que K/k es separable.

Si consideramos a f(z) como el miltiplo constante ménico de un polinomio
arbitrario irreducible no constante en k[x], el cual tiene una raiz en K, ve-
mos que tales polinomios se descomponen en K[z]. Por lo tanto K/k es
normal. |

1.6. El teorema del elemento primitivo

En esta seccion determinamos bajo qué condiciones una extension finita
K de k es simple, es decir, K = K (a) para algin a € K. Para que podamos
enunciar y demostrar este teorema necesitamos tener un resultado para
campos finitos, asi que comenzamos la seccion dando este resultado.

Sea K un campo finito. Ya que el campo primo de un campo de car-
acteristica cero es infinito, K debe ser de caracteristica un primo, digamos
que cark = p. Podemos suponer que el campo primo de K es de hecho el
campo de clases residuales de enteros modulo p, el cual es denotado por
Z,, (Teorema 1.1.10). Como K tiene sélo un nimero finito de elementos es
ciertamente una extension finita de Z,.

Sea [K : 7Z,) = ny sea {ay,...,a,} una base de K sobre Z,. Entonces K
consiste de todas las expresiones de la forma

ciay + cgag + - - - + cpay, donde ¢y, ..., ¢, € Zy,.

Asi K tiene exactamente p™ elementos.
Sean by, ..., byn todos los elementos de K y sea h = p" — 1.
El grupo multiplicativo de K es un grupo finito de orden h y asf b =
para toda b; # 0y asi bf" = b; en K para todo i = 1,...,p" (incluyendo
b; = 0). Entonces el polinomio 27" — z € Z,[z] y teniendo en cuenta que,
por otro lado, tiene a lo mas p” raices se concluye que, K es el campo de
descomposicién, sobre su campo primo, de 2" — z. Por lo tanto hemos
probado:
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Teorema 1.6.1. St K es un campo finito de caracteristica p y si K tiene
grado n sobre su campo primo, entonces K tiene p™ elementos. Cualesquiera
dos campos que tienen p" elementos son isomorfos: si ellos contienen a Z,,
entonces son Zy,—isomorfos.

Denotaremos a un campo que tenga p" elementos por K.
Teorema 1.6.2. El grupo multiplicativo de un campo finito es ciclico.

Demostracion. Sean Kyn y h =p"—1=¢q;" --- ¢, donde los g; son primos
distintos dos a dos. El grupo multiplicativo de K, tiene orden h y por lo
tanto nuestra tarea es encontrar un elemento de orden h en este grupo.

Si h; = h/q;, ya que h; < h existe un elemento 0 # b; € Kpn, €l cual no es
una raiz de o — 1.

. h/q.t q.
Para cada z = 1,...,m, sea a; = bl-/l y @ = aj---ap. Tenemos a;° =
r;i—1
b} = 1y de esta manera el orden de a; divide a ¢}'. Si aj’ =1, entonces
b, /% = 1 1o cual es una contradiccién por la condicién que cumple b;. Por

lo tanto el orden de a; es exactamente ¢;'.
Ya que a" = 1, el orden de a divide a h.
Supongamos que este orden no es h, entonces existe algin primo divisor
de h, digamos ¢, tal que ¢;* no divide al orden de a.
_ h/a h/q h/q
= al a2 e am

. h
a qﬁl para ¢ = 2,...,m, tenemos que ai/ql

h
al/lh

Entonces tenemos que 1 = a"/a . Ya que ¢/* divide

= 1 para ¢+ = 2, ..., m, entonces
= 1. Esto implica que ¢;*, el orden de ay, divide a h/q, lo cual es

falso, por la forma que tiene h. Asi a tiene orden h y nuestra tarea esta
completa. [ |

Sea K una extension algebraica de k. Un elemento a € K es llamado
un elemento primitivo de K (con respecto a k) si K = k(a).

Teorema 1.6.3. Una extension finita K/k es simple, si y solo si tiene un
numero finito de campos intermedios.

Demostracion. Si K = k(a), sea f(x) = Irr(a, k) € k[z], y sea M cualquier
campo intermedio. Sea g(x) = Irr(a, M) € M|z]. Adjuntando los coefi-
cientes de g(z) a k se obtiene otro campo intermedio M’ entre k y M.
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Entonces, g(x) € M'[z] y claramente es irreducible sobre M’ ya que lo es
sobre M. Se sigue que g = Irr(a, M'). Ahora , como K = k(a) entonces
K = M(a) y K = M'(a) también, y asi por el Teorema 1.1.18 tenemos que

[K - M] = gr(Irr(a, M)) = gr(g(x)) = gr(Irr(e, M) = [K : M'],

y como M' C M, entonces M = M’.

Por lo tanto, el campo intermedio M esta univocamente determinado por
el polinomio g(z) = Irr(a, M), y como g(x)|Irr(a,k) = f(z)y f(z) es
monico, sélo hay un nimero finito de posibilidades para g(z), es decir, s6lo
existe un nimero finito de campos intermedios M entre K y k.

Ahora supongamos que sélo existe un nimero finito de campos inter-
medios entre k y K.

Caso 1. Si k es un campo finito, como K/k es una extension finita,
entonces K también es un campo finito, y asi por el Teorema 1.6.2, K* =
K — 0 es un grupo ciclico, digamos generado por a € K, y por lo tanto
K =k(a).

Caso 2. Si k es un campo infinito; para cada a € K, k(a), es un campo
intermedio entre k y K:

como K /k es finita, entonces [k(a) : k] es finito. Sea a € K tal que [k(a) : k]
es madximo, tal extensién existe ya que K/k es finita. Mostraremos que
K = k(a). En efecto, sea b € K y consideremos los siguientes campos
intermedios entre k(a) y K:

k(a+rb) conr € k.

Como k es infinito, hay una infinidad de tales r € k, pero como por hipétesis
sOlo existe un nimero finito de campos intermedios entre k y K, entonces
existen | # ry en k tales que

k(a+rib) = k(a + rad).
Ahora,
(r1 —7r2)b=(a+11b) — (a + rab) € k(a+ r1b) = k(a + r2b),
y como
0#r —ry €k Ck(a+rb) =k(a+rd)
entonces b € k(a + b)) = k(a + r2b), v asi
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a = (a+rb) —rb € k(a+rb) = k(a+ rb),

es decir k(a,b) C k(a + rib), y como claramente k(a + r1b) C k(a,b),
entonces

k(a,b) = k(a + rb),

es decir, la extension k(a,b)/k es simple, y como k(a) C k(a,b), entonces
por la maximalidad de [k(a) : k] se sigue que

):
[k(a,b) : k] = [k(a) : K]
y por la tanto k(a) = k(a,b), y asi b € k(a), es decir K = k(a). [ |

Teorema 1.6.4. (Teorema del elemento primitivo) Si K/k es una
extension finita y separable, entonces es simple.

Demostracion. Mostraremos que si K es una extension finita separable de
k, entonces existe sélo un nimero finito de campos entre k y K y asi por
el teorema anterior esta serd una extension simple.

Por el Teorema 1.4.10 existe una extensiéon normal finita mas pequena
F de k tal que k C K C F. Se sigue de la demostracién del Teorema 1.4.10
que F' es separable sobre k, esto es por como se construyo F'y por que
K /k es separable. Consideremos el grupo G(F'/k): por el Corolario 1.4.13
este es un grupo finito de orden [F : k.
Sea L un campo entre k y F. El grupo G(F'/L) es un subgrupo de G(F/k).
Sea M otro campo entre k y F con M # L. Supongamos sin pérdi-
da de generalidad que existe un elemento a € M tal que a ¢ L. Ya
que F' es separable sobre L existe un elemento o € G(F/L) tal que
o(a) # a. Esto muestra que G(F/L) # G(F/M) y de esta manera ex-
iste una correspondencia uno a uno L — G(F/L) del conjunto de todos
los campos entre k y F' en el conjunto de todos los subgrupos de G(F/k).
Como G(F'/k) tiene s6lo un ntimero finito de subgrupos, existe inicamente
un numero finito de campos entre k y F. Dado que cualquier campo entre
k y K esta también entre k y F', existe s6lo un nimero finito de campos
entre ky K.

[ |

Corolario 1.6.5. Si cark =0 y K/k es finita, entonces es simple.



Capitulo 2

Grupos Topoldgicos

En este capitulo presentaremos una breve recopilacién de los principales
resultados de Topologia general y no daremos las demostraciones de todos
los resultados, ya que la mayoria de estos temas se estudian en un curso
bésico de Topologia.

2.1. Espacios Topolégicos

Definicién 2.1.1. Una estructura topoldgica o topologia en un conjunto
X es una estructura dada por un conjunto T de subconjuntos de X que
satisfacen las siguientes propiedades:

1. Xertyber
2. iU,V er, entoncesUNV €T,

3. Si{U,}ier es una coleccion de subconjuntos de X tal que cada U; € T
para toda © € I, entonces | J,.,; U; € 7.

Definicién 2.1.2. Un espacio topoldgico es un conjunto con una estructura
topoldgica, y serd denotado por (X, T).

Los conjuntos de 7 son llamados conjuntos abiertos de la estructura
topoldgica definida por 7 en X.

41
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Ejemplo 2.1.3. Sea X un conjunto. Entonces la familia de todos los sub-
conjuntos de X forman una topologia en X . FEsta topologia consistente de
todos los subconjuntos de X es llamada la topologia discreta en X. En esta
topologia todos los conjuntos son abiertos.

Ejemplo 2.1.4. Si X es cualquier conjunto, entonces la coleccion {X, (0}
forman una topologia en X . Fsta topologia es llamada la topologia trivial o

topologia indiscreta en X. En esta topologia los inicos conjuntos abiertos
son X y 0.

En un espacio topoldgico (X, 7) diremos que un subconjunto C' de X es
cerrado si X — C' es abierto. Evidentemente en cualquier topologia 7 sobre
X, 0 y X son ambos, abiertos y cerrados.

Proposicién 2.1.5. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces los con-
jJuntos cerrados de una topologia satisfacen las siguientes propiedades:

1. X y 0 son conjuntos cerrados.
2. Si A y B son conjuntos cerrados, entonces AU B es cerrado.

3. Si {A;} es una coleccion de conjuntos cerrados, entonces (), A; es
cerrado.

Proposiciéon 2.1.6. Sea X cualquier conjunto, y supongamos que F' es
una familia de subconjuntos de X tales que:

1. X y O estdn en F.
2. St Ay B estin en F', entonces AU B es un miembro de F'.

3. St {A;} es una coleccion de miembros de F, entonces (), A; es un
miembro de F.

Si ahora definimos que un subconjunto U de X es abierto si y solo si
U=X -0, donde C es algiun elemento de F', entonces el conjunto T de
conguntos abiertos asi formados, es una topologia en X, la cual tiene a F
como el conjunto de subconjuntos cerrados de X.
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Ahora daremos otros métodos para determinar una topologia en un
conjunto dado.

Definicién 2.1.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, una coleccion B de
subconjuntos abiertos de X, es decir, B C 7, es una base para la topologia
T si cada conjunto abierto G € T es una union de elementos de B. A cada
elemento de B se le llama abierto basico.

Proposicién 2.1.8. Supongamos que (X,7T) es un espacio topoldgico y
que B es una base para 7. Entonces la interseccion de cualesquiera dos
miembros de B es la union de miembros de B, y el mismo X es la union
de miembros de B.

Ahora nos preguntamos, cuando una coleccién de subconjuntos de un
conjunto X es una base para una topologia en X. La siguiente proposicién
responde esta pregunta.

Proposicion 2.1.9. Sea X un conjunto. Supongamos que B es una familia
de subconjuntos de X tal que:

1. X es la union de miembros de B, es decir, para todo x € X existe
U € B tal que x € U;

2. La interseccion de cualesquiera dos miembros de B es la union de
miembros de B, es decir, para cualesquiera Uy,Uy € B 3y todo punto
re U NUy existe U € B tal que x € U C Uy N Us.

Definimos 7 = {U C X|U es la union de miembros de B}. Entonces
T es una topologia en X y B es una base para 1. (La topologia T para la
cual, B es una base es, de hecho, inica)

Ejemplo 2.1.10. Sean X y Y espacios topoldgicos. Entonces al producto
X XY podemos dar una topologia de la siguiente forma. Definimos a un
subconjunto de X XY como abierto si es una union de conjuntos de la forma
U xV, donde U es un subconjunto abierto de X y V es un subconjunto
abierto de Y ; esto es, la coleccion C' de estos subconjuntos es una base para
la topologia. Fs facil verificar que esta coleccion satisface las condiciones
para ser una base. Si (z,y) € (U x V)N (U x V'), entonces (UNU’) x
VNV =UxV)N(U x V") es un conjunto abierto basico que contiene
a (x,y). Esta topologia en X XY es llamada la topologia producto.
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Ejemplo 2.1.11. Sea I un conjunto, y sea {X;}ic; una coleccion de espa-
cios topologicos. Podemos generalizar la construccion anterior para definir
la topologia en ], X;. Si I es infinito, entonces necesitamos un paso ex-
tra en la definicion. Consideremos el conjunto S de todos los subconjuntos
de [[, X; de las forma 1], U;, donde U; es abierto en X; y U; = X; para
todos, excepto un numero finito de ©. Si I es no finito, entonces sea C' la
coleccion de todos los conjuntos que son intersecciones finitas de elementos
de S. Asi C forma una base para la topologia en [[, X;. Llamaremos a esta
la topologia producto en [, X;.

Definicién 2.1.12. Sea (X, T) un espacio topoldgico y A C X.

Una vecindad de A es cualquier subconjunto de X el cual contiene un
conjunto abierto que contiene a A. Las vecindades de un subconjunto {x}
(consistente de un sdlo punto) son también llamadas vecindades del punto
x.

Definicién 2.1.13. Una familia B(z) de vecindades de x es una base local

en x en el espacio topoldgico (X, T), si para toda vecindad V de x existe
U € B(x) tal quex € U C V.

Como un resultado inmediato tenemos:

Proposicién 2.1.14. Un conjunto es vecindad de cada uno de sus puntos
sty solo si este es abierto.

Definicién 2.1.15. Supongamos que (X, T) es un espacio topoldgico, y
supongamos que para cada punto x € X existe una coleccion 1, de conjun-
tos abiertos, con las siguientes propiedades:

1. n. #0.
x € N para cada N € n,.
St Ny, Ny € 1., entonces existe N3 € n, tal que N3 C Ny N Ns.

Dado N € n, y cualquier y € N, existe N' € n, tal que N' C N.

Un subconjunto U de X es abierto si y solo si para cada cada x € U,
existe N € n, tal que N CU.
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Entonces la coleccion de n, (uno por cada x € X ) es llamado un sistema
fundamental de vecindades abiertas para 7.

Definicién 2.1.16. Sea A C X, donde (X, T) es un espacio topoldgico.

s La cerradura de A, denotada por A, es la interseccion de todos los
conjuntos cerrados que contienen a A.

» Bl interior de A, denotado por A°, es la union de todos los conjuntos
abiertos los cuales estan contenidos en A.

» La frontera de A, denotada por Fr(A) es el conjunto

{z|cada abierto el cual contiene a x contiene puntos de A y de

X - A

El conjunto que es de nuestro interés es la cerradura de un conjun-
to,asi que daremos unos resultados relacionados a este concepto.

Proposicién 2.1.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea A C X.
1. SiC es cualquier conjunto cerrado que contiene a A, entonces A C C.
2. Si U es un conjunto abierto con U N A # (), entonces UN A # (.

Una consecuencia de esta proposicion es que un elemento x € X esta en
la cerradura de un subconjunto A, si para cualquier abierto U tal que x € U,
tenemos que U N A # (. Esta es una forma ttil para determinar cuidndo
un elemento esta en A.

Definicién 2.1.18. 57 X y Y son espacios topoldgicos, entonces la funcion

f:X =Y es continua si f~1(V) es abierto en X para cualquier conjunto
abierto V en Y.

Proposicién 2.1.19. Una funcion f de un espacio topoldgico (X, T) en un
espacio (Y, 7') es continua si y sélo si dado cualquier f(x) € Y y cualquier
vecindad V' de f(z), existe una vecindad U de x tal que
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fu)cv.

Sea X un espacio topoldgico, y sea R una relacion de equivalencia en
X, entonces R determina una particién de X en clases de equivalencia. Sea
X* el conjunto de clases de equivalencia, y para x € X denotemos la clase
de equivalencia de = por . Tenemos una funcién natural suprayectiva

Tm: X — X*
m(x) =2

Definimos la topologia cociente en X* como sigue: Un subconjunto Y de
X* es abierto si 771(Y) es abierto en X. Esto es, la topologia cociente 7*
en X* es 7 = {Y C X*|7 (V) € 7}. Obsérvese que segin la definicién
de la topologia cociente, la funciéon 7 definida arriba es continua.

Definicién 2.1.20. Una funcion continua f de un espacio topoldgico (X, T)
en un espacio (Y,7') es cerrada (abierta) si para todo subconjunto cerrado
(abierto) A C X su imagen f(A) es cerrada (abierta) en'Y.

Si una funcién f de un conjunto X en un conjunto Y es biyectiva,
entonces f~! es una funcién de Y a X. Si X y Y son ademés espacios
topoldgicos y si f es continua, no necesariamente f~! es continua. Asi ten-
emos la siguiente definicion.

Definicién 2.1.21. Sea f una funcion de un espacio topoldgico (X, T)
en un espacio (Y, 7). La funcién f es un homeomorfismo si es biyectiva,
continua y f~1 es también continua.

Si existe un homeomorfismo entre los espacios (X, 7) y (Y, 7'), decimos que
X y'Y son homeomorfos.

Proposicién 2.1.22. Sea f una funcion biyectiva de un espacio (X, T) en
un espacio (Y, 7). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo.

2. Un subconjunto U de Y es abierto si y sélo si f~1(U) es abierto en

X.
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3. Un subconjunto F de Y es cerrado si y sélo si f~1(F) es cerrado en

X.

4. Si B es una base para T, entonces f(B) = {f(C)|C € B} es una base
para 7'

2.2. Filtros

Recordemos primero que:

Definicién 2.2.1. Una sucesion {x,|n € N} de puntos de un espacio
topolégico X converge a un punto x € X si para toda vecindad V de x
existe m € N tal que x € V' para toda k > m.

Existe una aproximacion alternativa al concepto de convergencia en un
espacio topoldgico en general, a través de la nocién de filtro. Introducimos
la nocion de filtros y estudiamos algunas de sus propiedades basicas.

Definicién 2.2.2. Sea X un conjunto. Un filtro en X es un conjunto F
de subconjuntos de X los cuales tienen las siguientes propiedades:

1. F#0.
2. 0¢F

3. SiAeFyACB, entonces B € F.

4. Cada interseccion finita de conjuntos de I pertenece a F.

Si (X, 7) es un espacio topoldgico y F es un filtro en X, decimos que F’
converge a x, o que x es un punto limite de F' denotado por F' — x, si cada
vecindad de x es un miembro de F'. Decimos que x € X es un punto de
adherencia de un filtro F' si cada vecindad de x interseca a cada miembro
de F'. Es decir, FF — x si y sélo si dada cualquier vecindad U de z, U € F
y = es punto de adherencia de F' si y sélo si dada cualquier vecindad U de
x, y cualquier A € F, debe ser UN A # ().

Ejemplo 2.2.3. Si X # 0 el conjunto de todos los subconjuntos de X es
un filtro en X.
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Ejemplo 2.2.4. S X es cualquier conjunto y Y es cualquier subconjunto
no vacio de X, entonces la familia F de todos los subconjuntos de X, los
cuales contienen a'Y es un filtro en X.

Sean (X, 7) un espacio topoldgico, x € X y T(X, z) la familia de todas
las vecindades de x, si T*(X, z) es la familia de todos los subconjuntos A
de X tal que A contiene una vecindad de z, entonces T*(X, z) es un filtro
en X, llamado el filtro vecindad de x. Ademés, ya que T'(X, z) C T*(X, x),

T(X,x) — x.

Ejemplo 2.2.5. Sea X un conjunto y sea D una coleccion no vacia de
subconjuntos no vacios de X con la propiedad que si B y B’ estdan en D,
entonces existe B" € D tal que B” C BN B'. Sea

F={ACX|ADB para algun B € D}

Entonces ' es un filtro en X. Decimos que F es un filtro generado por D
y que D es una base del filtro F.

Es decir, una familia no vacia de subconjuntos D de un conjunto X es
una base del filtro si ) ¢ D y para toda pareja B, B’ € D existe B” € D
tal que B” C BN B'.

Proposiciéon 2.2.6. Supongamos que F es un filtro en un espacio topolégi-
co (X, 7). Entonces x es un punto limite de F si y sdlo si existe en filtro
F'tal que FC F' 'y F' —«x

Definicién 2.2.7. Dados dos filtros F y F' en el mismo conjunto X,
decimos que F' es mas fino que F', si ' C F'. Si también F # F’, entonces
F' es estrictamente mas fino que F'

Definicién 2.2.8. Un ultrafiltro en un conjunto X es un filtro F tal que
no existe filtro en X el cual sea estrictamente mas fino que F'. Es decir un
filtro F es un ultrafiltro en X si dado cualquier filtro F' mas fino que F,
entonces F' = F'.

En otras palabras un ultrafiltro es un elemento maximal en el conjunto
parcialmente ordenado de todos los filtros.
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Ejemplo 2.2.9. Sea X cualquier conjunto y sea x € X. Entonces la fa-
milia de todos los subconjuntos de X los cuales contienen a x forman un
ultrafiltro F en X . Ya que si F' es cualquier filtro mas fino que F y A’ € F”,
entonces o, t € A o x ¢ A'. Ahora six € A’, entonces A’ € F. Si x ¢ A';
entonces x € X — A'; por lo tanto X — A’ € I C F'. Pero, entonces

AN(X-A)y=0ecF,

lo cual contradice el hecho de que cada miembro de F' es no vacio. Por lo
tanto x es un elemento de cada miembro de F'; asi F' C F, y por lo tanto

F=F

Proposicién 2.2.10. Una condicion necesaria y suficiente para que un fil-
tro F' en un conjunto X sea un ultrafiltro es que dado cualquier subconjunto
A de X debe tenerse que

AcF o X—-—AckF.

Proposicién 2.2.11. Si X es cualquier conjunto, entonces cada filtro F
en X estda contenido en un ultrafiltro.

Proposicién 2.2.12. Sea F' un ultrafiltro en un conjunto X. Si A y B
son dos subconjuntos de X tal que AU B € F, entonces A€ F o B e F.

Corolario 2.2.13. Si la unidn de una sucesion finita (A;)i1<i<n de sub-
conguntos de X pertenece a un ultrafiltro F', entonces al menos uno de los
subconjuntos A; pertenece a F.

Proposicién 2.2.14. Si F' es un ultrafiltro en un espacio topoldgico (X, T)
y x es un punto de adherencia de F, entonces F' — .

2.3. Propiedades Topoldgicas

Hay varias propiedades topologicas que necesitamos discutir.

Definicién 2.3.1. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un es-
pacio Hausdorff si para cualesquiera dos puntos distintos x,y € X, existen
conjuntos abiertos, ajenos U yV en X, conx e U yy eV
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Teniendo esta definicién y recordando la nocion de filtros, tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 2.3.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, X es un espacio Haus-
dorff si y solo si cada filtro convergente en X, tiene un unico punto limite.

Ejemplo 2.3.3. Sea 7 la topologia en la recta real R donde los conjuntos
abiertos son uniones de los intervalos (a,b], entonces (R, 7) es Hausdorff,
ya que si tomamos a,b € R con a # b, digamos a < b, y escogemos
U=(a—1,a] yV = (a,b]. Entonces

UVer,aclU,beVyUNV =0
Asi (R, 7) es Hausdorff.

Definicién 2.3.4. St X es un espacio topologico, una cubierta abierta de
X es una coleccion de conjuntos abiertos cuya union es X. St {U;} es una
cubierta abierta de X, una subcubierta finita es un subconjunto finito de la
coleccion, cuya union es también X.

Ejemplo 2.3.5. Sea X un conjunto con la topologia discreta. Entonces
{{z}|x € X} es una cubierta abierta de X. Si X tiene la topologia trivial,
entonces las tunicas cubiertas abiertas de X son {X,0} y {X}.

Ejemplo 2.3.6. Sea N el conjunto de enteros positivos con la topologia
determinada como sigue, llamamos a un subconjunto U de N abierto si U
contiene a todos, excepto un numero finito de elementos de N. Sea {U,},
1 € I cualquier cubierta abierta de N. Tomemos cualquier elemento U;.
Entonces U; contiene a todos excepto un numero finito de enteros positivos;
digamos en U; no estdn los elementos ny, . ..n,. Ya que {U;}, i € I, es una
cubierta abierta, cada elemento de N estd en al menos uno de los U;, y
por lo tanto existen a lo mds otros p miembros de {U;}, i € I, digamos
Ui, ... Ui, tal que:

N=U,UU, U---UT,.

Asi {Ui, Ui, ... Uip} es una subcubierta abierta finita de {U;}, i € I. Por
lo tanto vemos que cada cubierta abierta de N (con la topologia definida)
tiene una subcubierta finita.
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Definicién 2.3.7. Un espacio topologico X se dice que es cuasi-compacto
si este satisface el siguiente axioma:

) Cada filtro en X tiene al menos un punto de adherencia.

Un espacio topologico X es compacto si es cuasi-compacto y Hausdorff.

Damos 3 axiomas, cada uno de los cuales es equivalente al axioma *):
i) Cada ultrafiltro en X es convergente.
i1) Cada familia de subconjuntos cerrados de X cuya interseccién es vacia,
contiene una subfamilia finita, cuya interseccion es vacia.
i7i) Cada cubierta abierta de X contiene una cubierta abierta finita de X.
En el Ejemplo 2.3.5, demostramos que N con la topologia dada es com-
pacto.
Como resultado inmediato tenemos:

Proposicién 2.3.8. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcion continua. St A es un subconjunto compacto de X, entonces su
imagen f[A] es un subconjunto compacto de 'Y .

Entre las propiedades mas significativas de los espacios compactos se
encuentran las siguientes:

Proposicién 2.3.9. Sean X y Y espacios topoldgicos con X compacto.
Entonces

1. Todo subespacio compacto de un espacio Hausdorff es cerrado.

2. Si existe una funcion continua suprayectiva f: X — Y, donde Y es
Hausdorff, entonces Y es compacto.

3. Toda funcion continua de un espacio compacto sobre un espacio Haus-
dorff es cerrada.

4. Y es compacto si y solo si todo filtro en'Y tiene un punto de adheren-
cla.

Observacion 2.3.10. Sea {X;} una coleccion de espacios topolégicos com-
pactos. Entonces el producto [[, X; es compacto en la topologia producto.
Este hecho no trivial es conocido como el Teorema de Tychonoff.
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Definicién 2.3.11. Un espacio topologico es llamado conexo si no es la
union de dos conjuntos abiertos ajenos, no vacios.

Una definicién equivalente es obtenida reemplazando las palabras ¢conjunto
abierto "por ¢onjunto cerrado 7. X es conero siy sélo si los inicos sub-
conjuntos de X los cuales son abiertos y cerrados son el vacio y el espacio
total X.

Si X es conexo y si A, B son subconjuntos no vacios y abiertos tal que
AUB = X, entonces AN B # ).

En el otro extremo tenemos:

Definicién 2.3.12. Un espacio topolégico es llamado totalmente disconezxo
si los unicos subconjuntos conexos de X son los conjuntos unitarios.

Un espacio con la topologia discreta es totalmente disconexo.

2.4. Grupos Topoldgicos
Ahora los objetos de nuestro estudio son los grupos topoldgicos,

Definicién 2.4.1. Un grupo topoldgico es un grupo G con una topologia
T, tal que satisface:

(GTy) La funcién g, : G X G — G dado por g1(x,y) = x-y es continua.
(GTrr) La funcion g : G — G dado por go(x) = x~ ' es continua, donde
27t es el inverso de .

Donde G x G estd dotado de la topologia producto.

Si Ay B son subconjuntos del grupo G, definimos A™! = {z !z € A}
yA-B={a-bla€ Abe B}.

Una estructura de grupo y una topologia en un conjunto G se dice que
son compatibles si satisfacen (GTy) y (GTyp).

Ejemplo 2.4.2. La topologia discreta en un grupo G es compatible con la
estructura de grupo. Un grupo topologico cuya topologia es la discreta es
llamado un grupo discreto.
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Sea GG un grupo topologico. Con la definiciéon de continuidad de fun-
ciones en espacios topoldgicos vemos que si N (z) es la familia de vecindades
de un punto x € G, podemos describir las condiciones de la definicién ante-
rior como sigue: si z y y son elementos de GG, para cada vecindad U de xy,
es decir, U € N(zy) existen vecindades V € N(z) y W € N(y) tales que
V -W CU;y para cada U € N(z7!) existe V € N(z) tal que V! CU.

Definicién 2.4.3. Sea G un grupo topologico y g € G

1. La funcion ¢, : G — G definida por ,(x) = xg es llamada traslacion
derecha por g.

2. La funcidn o, : G — G definida por o4(x) = gx es llamada traslacion
1zquierda por g

3. La funcion f : G — G definida por f(x) = 27! es llamada inversion.

Teorema 2.4.4. Sea G un grupo topoldgico. Si g € G es un elemento fijo
arbitrario, entonces las funciones 14,04 y f, son homeomorfismos.

Demostracion. Primero mostraremos que f es un homeomorfismo. Como
G es un grupo topoldgico, entonces f(z) = z7! es continua. Ahora, f es
inyectiva puesto que si f(x) = f(y) entonces 271 =y, y asi x = y.
Ademds si a € G, entonces f(a™') = a, por lo que f es suprayectiva, y
también sabemos que la inversa de f es ella misma, asi f es un homeomor-
fismo.
Ahora, solo probaremos que 1, la traslaciéon derecha por g, es homeo-
morfismo, ya que el caso izquierdo es similar.
Como G es grupo topoldgico, que 1), es continua es consecuencia de (G17).
Para ver que 1), es inyectiva, supongamos que 1,(a) = 14(b), entonces
ag = bg, asi que a = b.
1, es suprayectiva, ya que si b € G; entonces 1,(bg™!') = b.
Ahora, la inversa de ¢, es 1,-1, ya que ¢,-1(¢y(a)) = Y -1(ag) = agg™ =
a, y ¥y es continua, por lo que v, es un homeomorfismo. [ |

Definicion 2.4.5. Sean G y G’ grupos topoldgicos. Una funcion biyectiva
f: G — G es un isomorfismo topoldgico si f y f~' son homomorfismos
continuos. Si G = G, el isomorfismo f se llama automorfismo topoldgico.
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Teorema 2.4.6. 5@ G es un grupo topologico y a € G estd fijo, entonces la
funcién g(x) = axa™' (la conjugacion por a) es un automorfismo topoldgi-
co.

Demostracion. Primero observemos que g(z) = 04(1,-1(x)), donde o, y
1e—1 se han definido en la Definicién 2.4.3. Asi, tenemos que g es un home-
omorfismo por ser la composicién de dos homeomorfismos. Ademads g es un
homomorfismo ya que g(zy) = azya™ = (axa™)(aya™) = g(x)g(y). M

Si G es un grupo abeliano, vemos que los automorfismos definidos en
el teorema anterior son la identidad.

Lema 2.4.7. Sea G un grupo topologico, y sea N. una base local para
la identidad e del grupo. Entonces las familias {xU|x € G,U € N.} y
{Uz|x € G,U € N.}, son bases para la topologia del grupo G.

Demostracion. Veamos que {zU|z € G,U € N.} es una base para la
topologia en G. En forma similar se prueba que {Uz|x € G,U € N.} es
base.

Sea W un conjunto abierto no vacio en G y a € W. Como la funcién
f(x) = a~ 'z es un homeomorfismo, transforma el abierto W en el abierto
a W y ademéds e € a 'W. Como N, es una base local para e, existe
U€eN,tal quee c U Ca'W. Asi

a€al Caa 'W =W,

lo cual muestra que {xU|z € G,U € N,} es una base del grupo topoldgico
G. [

El lema siguiente proporciona una base local para la identidad formada
por vecindades tales que V! = V. Estas vecindades reciben el nombre de
simétricas.

Lema 2.4.8. Si G es un grupo topologico y U € N,., entonces existe
V € N, tal que V-1 =V C U. Por lo tanto, las vecindades simétricas
de la identidad e constituyen una base local para e.

Demostracién. Sea U € N, y f(z) = 7!, f es un homeomorfismo por el
Teorema 2.4.4 y por lo tanto f(U) = U™! es abierto y e € U™ Asi V =
UNU 1t esabiertoy V'!=VconeecV CU. [ |
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Teorema 2.4.9. Sean G un grupo topolégico, a € G y A, B,O, M subcon-
juntos de G. Entonces:

1. Si O es abierto, los conjuntos aO, Oa, O~, MO y OM son abiertos.
2. Si A es cerrado, aA, Aa,A™1 son conjuntos cerrados.
3. Si A y B son compactos, también lo son AB y AL,

Demostracion. 1) Sabemos por el Teorema 2.4.4 que ¢, (z) = xa, o,(x) =
ary f(z) = 27! son homeomorfismos. Por lo tanto si O es abierto, 1,(0) =
a0, 0,(0) = Oa 'y f(O) = O~! también son abiertos. Ahora observemos
que:

MO = |J{mO|m € M},

OM = | J{Om|m € M}.

Asi OM y MO son abiertos, por ser ambos unién de abiertos.

2) Se prueba de forma similar a (1)

3) Como ¢; : G x G — G, dada por g;(a,b) = ab es una funcién continua y
ademas A x B es compacto en GG X GG, tenemos por la Proposicion 2.3.8 que
91(A x B) = AB es compacto. Y de manera similar, dado que la funcién
f: G — G dada por f(x) = 27! es continua, tenemos por la Proposicién
2.3.8 que f(A) = A™! es compacto. |

Teorema 2.4.10. Sea G un grupo topolégico Hausdorff. Existe una base
local V para e tal que cumple las siguientes condiciones:

1. NV ={e};

2. st U, V son dos elementos arbitrarios de V, entonces existe W € V

tal que W CUNV;
3. para cada U €V existe V €V tal que VV = C U;
4. para cada U € V y para cada x € U existe V€V con xV C U,

5. para cada U €V ya € G existe W € V con aWa ! CU.



56 2.4. GRUPOS TOPOLOGICOS

Reciprocamente, si tenemos un grupo G y una familia V' no vacia de sub-
conjuntos de GG que contienen a e, tales que se satisfacen las condiciones
(1) a (5) para V, entonces cada una de las familias {xU|U € V,z € G} y
{Uz|U € V,z € G} es base para una topologia de grupo T para G. Ademds,
V es una base local para e en (G, T).

La demostracion de este resultado la podemos consultar en la referencia
[Or].

Ahora teniendo la nocién de filtro, dada en la Seccién 2.2, enunciaremos
los resultados anteriores con este concepto.

Sea B el filtro vecindad del elemento identidad e en un grupo topoldgico
G, y sea a cualquier otro elemento de G. Por el Teorema 2.4.4 se sigue que
el filtro vecindad de a es la familia aB de conjuntos aV, donde V € B y
también la familia Ba de conjuntos Va. Asi conocemos el filtro vecindad
de cualquier punto de un grupo topoldgico tan pronto como conocemos el
filtro vecindad del elemento identidad e del grupo.

Teniendo en cuenta que las funciones g, y g2, de la Definicién 2.4.1 de
grupo topoldgico, son continuas, en particular para z = y = e y del Lema
2.4.8 obtenemos:

(GVr) Dado cualquier U € B existe V € B tal que VV C U.

(GV;r) Dado cualquier U € B, tenemos que U~! € B.

Cada filtro B en G el cual satisface las dos propiedades anteriores,
también satisface:

(GV,) Dado cualquier U € B, existe V € B tal que VV~! C U.

Finalmente, ya que g(z) = aza™! es un homeomorfismo el cual deja fijo
a e, B tiene la siguiente propiedad:

(GVi1) Para todo a € G y todo V € B, tenemos aVa™! € B.

Estas tres propiedades de un filtro B son caracteristicas, es decir:

Proposiciéon 2.4.11. Sea G un grupo y sea B wun filtro en G, el cual
satisface los axiomas (GVy), (GVir) y (GVrirr). Entonces existe una inica
topologia en G, compatible con la estructura de grupo de G, para la cual B
es el filtro vecindad del elemento identidad e. Para esta topologia el filtro
vecindad de cualquier punto a € G es el filtro aB y también el filtro Ba.

Un método comtun para definir una topologia compatible con la estruc-
tura de grupo G consiste en dar un filtro que satisfaga los axiomas (GV7),
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(GVir) y (GVirr).

Las condiciones correspondientes para cuando B es base de un filtro,
son las siguientes:
(GV]) Dado cualquier U € B existe V € B tal que VV C U.
(GV/;) Dado cualquier U € B, existe V € B tal que V! C U.

(GV/;;) Para todo a € G y para cualquier U € B, existe V' € B tal que
V CaUa™ .

Observacién 2.4.12. Si G es conmutativo, tenemos que Az~ = A para
cada subconjunto A de G y para cada x € G, y por lo tanto (GViry) (re-
spectivamente (GV/;;) ) se satisface automdticamente para cada filtro (re-
spectivamente base de un filtro Jen G. Por otro lado, si G no es abeliano,
entonces (GVrrr) no es consecuencia de (GVr) y (GVir).

Si G es un grupo conmutativo, escrito aditivamente, los axiomas los
cuales caracterizan al filtro B de vecindades para dar origen a una topologia
compatible con la estructura de grupo de G son los siguientes:

(GAj) Dado cualquier U € B, existe V € B tal que V4+V CU
(GA;r) Dado cualquier U € B, tenemos que —U € B

Proposiciéon 2.4.13. Un grupo topolégico G es Hausdorff si y sdlo si el
conjunto {e} es cerrado.

Corolario 2.4.14. Un grupo topologico es Hausdorff si y sélo si la inter-
seccion de las vecindades de e consiste unicamente del punto e.

Ejemplo 2.4.15. Definicion de una topologia en un grupo por medio de
un conjunto de subgrupos:

St B es base de un filtro en un grupo G, formado por subgrupos de G, en-
tonces vemos inmediatamente que B satisface los aziomas (GV) y (GV];),
ya que HH= = H para cualquier subgrupo H de G. Por lo tanto el conjun-
to B serd un sistema fundamental de vecindades de e en la topologia com-
patible con la estructura de grupo G, si B satisface (GViyr). Esto serd en
particular el caso en que todos los subgrupos en B sean mormales, por lo
tanto , siempre si G es conmutativo. La topologia asi definida es Hausdorff
por el Corolario 2.4.14, si y solo si la interseccion de todos los subgrupos de
B consiste sélo de e. Los casos mas interesantes son aquellos en los cuales
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el subgrupo {e} no estd en B (en otro caso la topologia definida por B es
la topologia discreta): si{e} ¢ B, la topologia definida por B es Hausdorff
solo st B es un conjunto infinito.



Capitulo 3

Extensiones infinitas de Galois

En este capitulo estudiamos extensiones de Galois infinitas y probare-
mos un analogo al Teorema Fundamental de la Teoria de Galois para ex-
tensiones infinitas. La idea principal es asignar una topologia al grupo de
Galois de una extension de Galois de dimensién infinita y entonces usar
esta topologia para determinar cudles subgrupos del grupo de Galois son
grupos de Galois de extensiones intermedias.

3.1. Topologia de Krull

La idea de la Teoria de Galois es asociar a una extension de campos
K /k, un grupo y viceversa, es decir, queremos ver que cada subgrupo del
grupo de Galois tiene la forma G(K/F), para k C F' C K. Pero necesitamos
informacién acerca de G(K/k), de hecho la forma adecuada para examinar
a este grupo es asignandole una topologia.

Sea K una extensién de Galois (Definicién 1.5.1 ) de k y sean:
G = G(K/k)
I={F| kCFCK, [F:k]<oo, F/k de Galois}
N={NCG| N=G(K/F),para algun F €1}

Noétese que los N € N son subgrupos de G.
Comenzamos probando unas cuantas propiedades simples de los conjuntos
I'yN.

59
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Lema 3.1.1. Si a1, a9, ...a, € K, entonces existe F' € 1 con a; € F para
todo 1.

Demostracion. Sea F' C K el campo de descomposiciéon de los polinomios
irreducibles de los «a; sobre k. Entonces, como cada «; es separable sobre
k, el campo F' es normal por el Teorema 1.4.8 y por la Definicién 1.4.2,
F =k(ay,qq,...a,) y como cada «; es separable sobre k, entonces por el
corolario 1.3.17 F' separable sobre k, por lo tanto F' es extension de Galois
de k por el Teorema 1.5.5 y como hay un ntimero finito de «;, tenemos que
[F': k] < 00, y por lo tanto F' € L. [

Lema 3.1.2. Sea N € N y sea N = G(K/E), con E € 1. Entonces E
es el campo fijo de N y N QG . Ademds G/N = G(E/k) y asi |G/N| =
|G(E/k)| = [E : k] < oc.

Demostracion. i) Mostramos primero que E es el campo fijo de N.
Ya que K/k es normal y separable, el campo K/FE también es normal y
separable, asi K/E es de Galois. Por lo tanto E es el campo fijo de N.

i1) Ahora demostramos que N es normal en G.
Seaoc € G(K/k)yTe N=GK/E).
Si a € E, entonces cada conjugado de a estd en F, ya que E/k es normal.
En particular o(a) € E. Entonces:

o lro(a) =0 '7(0(a)) = o7 (o(a)) = a
Como a € F fue arbitraria, entonces o0~ 'r0 € N = G(K/E). Asi N <G
i17) Por ultimo probaremos que G/N = G(E/k).
Sea ¢ : G — G(E/k) dado por:

¢(1) =7le
y obsérvese que, como F/k es normal y finita, entonces por el Lema 1.4.11
se sigue que T|g es en efecto un k-automorfismo de FE, es decir, 7|p €
Claramente ¢ es un homomorfismo de grupos.
Probaremos que ¢ es suprayectivo con nicleo G(K/FE).

1. ¢ es suprayectivo.
Sea 0 € G(E/k)
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o es un k-monomorfismo de E en K y por la Proposicién 1.5.4, o es la
restricciéon de un k-automorfismo de K, es decir, existe § € G(K/k)
tal que 6| = o.

2. Finalmente:
Para toda 0 € G(K/k) se tiene que: o|p = idg si y s6lo si 0 €
G(K/E), por lo tanto nuc(¢) = G(K/E).

[
Lema 3.1.3. [y IV = {id}. Ademds (\yeny 0N = {0} para todo o € G.

Demostracion. Sea 7 € (\yen N y sea a € K, por el Lema 3.1.1 existe
E €lconac€ E Sea N=G(K/FE) € N. El automorfismo 7 fija a F,
ya que 7 € N, asi 7(a) = a y como a fue arbitrario, 7 = id. Por lo tanto
Nyen V = {id}.
Para la segunda afirmacién, si 7 € o N para todo N € N, entonces o~ '7 €
N para todo N, asi 0~'7 = id por la primera parte, esto nos lleva a que
T=oyasi [|yenolN = {0}

[ |

Lema 3.1.4. Sean Ny, Ny € N. Entonces N1 N Ny € N.

Demostracion. Sean N; = G(K/E;), con E; € 1, i = 1,2. Cada E; es
extension finita de Galois de k, es decir, cada F;/k,i = 1,2 es finita, normal
y separable. Mostraremos que E)Fy € I, probando que E;E,/k es finita
normal y separable, asi F1FE,/k serd extension de Galois por el Teorema
1.5.2

1. E1Ey/k es finita.
Como E;/k y Fy/k son extensiones finitas, tenemos por la Proposi-
cion 1.1.22,que existe un nimero finito de elementos aq, as, . . ., @y, b1, ba, ..., b, €
K tales que:

E1:k(al,...,am)yEQZk:(bl,...,bn)

y asi E1Ey = k(ay, ..., am,b1,...,b,) vy por lo tanto £ Ey/k es finita.
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2. FE1E5/k es normal.
Por el Lema 1.4.11 es suficiente probar que para cualquier k-monomorfismo
o de E; E, en una extension normal F' de F; Ey se tiene que o(Ey Ey) =
E1 EQ. Pero

O'(ElEQ) = O'(El)O'(EQ) = E1E2

ya que E; y F, son extensiones normales de k.

3. E1E5/k es separable.
Como E1Ey = k(ay,az,...,amn,b1,by,...,b,) y ademds cada a;,b; €
K,i=1,...,m,j=1,...,n, es separable sobre k, puesto que E/k
y FEs/k son separables, entonces por el Corolario 1.3.17, E1FE; es
separable sobre k.

Por lo tanto F4 Es/k es extension de Galois y asi E1FE, € 1
Ademés: G(K/E1Ey) = Ny N Ny, ya que
o € N1 N Ny
siy sélosio|lg =idy o|g, =id
siy solosi By C F({o})y E2 C F({c}),
siy sélo si E1Ey C F({c})
( F({o}) es el campo fijo de {o} definido en 1.2.10, que aunque el campo fijo
se definié para un subconjunto de un grupo de automorfismos, la definicién
de F(o) es la misma).
Esta tultima condicion es cierta si y solo si
o€ G(K/E\E,)
Asi NlmNQZG(K/ElEQ) eN [ |

Ahora definimos una topologia en el grupo de Galois G, la cual sera com-
patible con la estructura de grupo.

Definicién 3.1.5. La topologia de Krull en G estd definida como sigue:
Un subconjunto X de G es abierto si X =0 ¢ si X =, 0;N; para algunos
o; € G Yy N,L € N.

De la definicién, es claro que ) y G € N son abiertos y que la unién de
conjuntos abiertos son abiertos. Mostramos que tenemos una topologia en
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G y para ello basta ver que la interseccion de dos conjuntos abiertos es un
conjunto abierto.
Es suficiente mostrar que 71 Ny N7 Ny es abierto para cualesquiera Ny, Ny €
Ny m,m €G. Sio € r N NNy, entonces 0 = 1p, p € Ny = G(K/Fy)
Vo ="T90,0 € Ny=G(K/F,), entonces op™! =7 yod ! = 7.

Sea v € 71Ny N 75Ny entonces de manera similar v = 719/ = 10,
p €Ny, €N,y
sustituyendo a 7, y a 7y, tenemos:
y=op =001 conplp e Nyosld e Nyyasiye oN NoN,y y
como o es un k-isomorfismo tenemos que:

7'1N1 ngNQ = O'N1 ﬂO'NQ = O'(N1 N Ng)

y (N1 N Ny) es abierto, ya que Ny N Ny € N por el Lema 3.1.4.

Damos algunas propiedades de la Topologia de Krull.
Ya que cada conjunto abierto no vacio de G es una unién de clases de
subgrupos que pertenecen a N, el conjunto:

{oN| 0 €G, NeN}

es una base para la Topologia de Krull. Asi el elemento identidad de G
tiene como conjunto de vecindades a {N|N € N}, y ¢ € G tiene como
conjunto de vecindades a {c N|N € N}.

Observaciéon 3.1.6. Si K es una extension finita de k, por lo dicho en el
pdrrafo anterior cada elemento o de G tiene una vecindad la cual consiste
unicamente de o. En este caso G tiene la topologia discreta.

Observacién 3.1.7. Note que si N € NN = G(K/E) para algin E € L.
St o € G, entonces:

oG(K/E)o™!' = G(K/o(E))

ya que si 0 € oG(K/E)o™, § = oro™! donde 7|p = id y si b € o(E),
entonces:

() =19d(c(c)), ce E

= o710 (o(c))

= o7(c)
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=o(c)="b
yasid € G(K/o(E)
Ahora si v € G(K/o(F)), tenemos que y(o(b)) = o(b) para todo b € E
y por lo tanto tenemos que o 'y(o(b)) = b para b € E, y asi 07 1yo €
G(K/E), y de aqui v = (0 'yo)o™! € cG(K/E)o .

Asi que para G(K/E) € N se tiene:

G(K/E)o = o(0c7'G(K/E)o) = cG(K/o7Y(F))

Concluimos entonces que {cN|oc € G,N € N} = {No|oc € G,N € N}.
Esto es, al definir la topologia de Krull, podemos tomar clases izquierdas,
clases derechas o ambas, izquierdas y derechas.

Proposicién 3.1.8. Bajo la topologia de Krull, G es un grupo topologico.

Demostracion. Por la Definicion 2.4.1 debemos mostrar que las funciones:

g:G x G—-G

g1(z,y) = 2y
y

¢p:G—-G

go(x) =271

son continuas. Para ¢g; tenemos que si 07N es una vecindad de o7, entonces
g7 (e7N) D (o(rNT71)) x (TN),

(recordemos que N <1 G, por lo que TN7~! = N) es una vecindad de o7
enG x G.
Y para g, tenemos que si 07N es una vecindad de o™, entonces

gy '(c7IN) = N~'o = No,
es una vecindad de o en G. |

Lema 3.1.9. Cada conjunto abierto basico cN en G es también cerrado.

Demostracion. Sea T ¢ oN, es decir, 7 € G — o N, entonces ) = TN NoN
(va que N es subgrupo de G), es decir,
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TN CG—-0oN

En otras palabras, el complemento de o N contiene una vecindad de cada

uno de sus puntos, asi es un conjunto abierto, y por lo tanto o N es cerrado.
[ |

El siguiente Teorema describe las propiedades topoldgicas de G.

Teorema 3.1.10. Como espacio topologico, G es Hausdorff, compacto y
totalmente disconexo.

Demostracion. i) G es totalmente disconexo.
Si X CGyo, 7€ X cono #7,sea oN una vecindad abierta de o tal que
7 ¢ oN (la existencia de N se sigue del Lema 3.1.3). Entonces:

X=(NNX)U(G—-0oN)NX)

es una uniéon de abiertos ajenos no vacios en X, asi X es no conexo y como
X es cualquier subconjunto de G, entonces G es totalmente disconexo.

it) G es Hausdorff
Sea 0 € G. El Lema 3.1.3 muestra que {o} = (\yenyoN. Si 7 # 0, en-
tonces existe N € N tal que 7 ¢ oN. Cada 0N es una vecindad abierta
de o, pero también es cerrado, por el Lema 3.1.9 y asi N y G — o N son
abiertos disjuntos con 0 € N y 7 € G—0oN y por lo tanto G es Hausdorff.

iti) G es Compacto.
Finalmente veremos que G es compacto, mostrando que cada cada ultra-
filtro en G converge, por la equivalencia i) dada en la Definicién 2.3.7.
Sea U un ultrafiltro en G. Entonces, si 57 ..., S, son subconjuntos de G y
S1U...US, € U, se sigue que 5; € U para algin 4, por el Corolario 2.2.13.
Sea a € K ysea H=G(K/k(a)).
Por el Lema 3.1.2 se tiene que H tiene indice finito en G. Si i H, ..., 7. H,
son las distintas clases izquierdas de H en G, tenemos:

G=mnHU...Ur,H € Uy asi 7;H € U, para algin 1.
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Si i # j entonces T;HNT,H =0y asi ;H ¢ U.

Ahora definamos o(a) = 7;(a).

Como vemos o(a) esta definida a partir de la extensién simple k(a), para
ver que estd bien definida mostraremos que o(a) puede, en realidad, ser
definido de una forma similar usando cualquier extensién finita de k£ en K,
la cual contiene a a.

Supongamos que a € L donde k C L C K y [L : k] es finito. Sea
H' = G(K/L), por el argumento usado arriba, existe exactamente una
clase izquierda 7 H' de H' en G tal que 7’H’ € U. Note que H' C H.

Ya que 7H y 7 H' pertenecen a U, HNTH' # 0, sipe nHNTH,
entonces p~ 7' € H' CHy 1 'pe Hyasi 7,7 = (17 'p)(p~'7") € H.
Entonces 7"H =1,H y 7 H' C 1;H.

Por lo tanto 7’(a) = 7;(a) = o(a).

Ahora, ya que dos elementos arbitrarios de K pertenecen a alguna exten-
sion finita de k en K, 0 manda sumas en sumas y productos en productos.
Puesto que o(1) = 1, o es un monomorfismo de K en si mismo, y por la
Proposicién 1.5.3, 0 € G.

Probaremos que el ultrafiltro U converge a o, mostrando que cada vecindad
de o esta en U. Para esto, es suficiente mostrar que para H € N, tenemos
ocH e U.

Sea H = G(K/F) € N. Entonces [F(a) : k] < ooy sea H' = G(K/F(a)).
Se tiene que H' C H y por la forma en la cual o esta determinada tenemos
oH CoH yasiocH € U. [ |

La siguiente es otra demostracion de que G es compacto:

Sea P = [[yen G/N, el producto directo de los grupos finitos G/N.
Damos una topologia en P, dando a cada G/N la topologia discreta, y
entonces a P, la topologia producto. Note que cada G/N es Hausdorff y
compacto, asi P es Hausdorff, y por el teorema de Tychonoff, P es com-
pacto.

Existe un homomorfismo natural de grupos:

f:G—=P
flo) = (oN)Nen
Mostraremos que f es un homeomorfismo de G sobre I'm(f) y que esta im-
agen es un subconjunto cerrado de P. Ya que P es compacto y Hausdorff,
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esto mostrard que Im(f) es compacto, por lo tanto G serd compacto, ya
que G es homeomorfo a I'm(f).

Sea f como arriba. El niicleo de f consiste de aquellos o € G con (0 N)yeN =
(N)nen. Por lo tanto, si o € nuc(f), entonces o € (e N = {id}; esto es
por el Lema 3.1.3. Asi f es inyectiva.

Sea my : P — G/N la proyeccién en la N-componente. Entonces

mn(f(0)) = oN para todo o € G

Los conjuntos unitarios 7N forman una base para la topologia discreta en
G/N, asi por la definicién de la topologia producto, cada conjunto abier-
to en P es una unién de una interseccion finita de conjuntos de la forma
7@1 (TN) para varios 7 € G y N € N. Para mostrar que f es continua es
suficiente mostrar que f~!(my'(7N)) es abierto en G para cualquier TN,
pero esta preimagen es justamente 7NV, el cual es abierto, asi f es contin-
uo. Ademss, f(TN) = 75" (TN) N Im(f) es abierto en Im(f), asi f~'es
también continua. Por lo tanto f es un homeomorfismo de G en Im(f).
Resta mostrar que la Im(f) es cerrado en P. Al verificar que I'm(f) es cer-
rado en P, identificaremos a G/N con el grupo isomorfo G(Ey/k), donde
Ex denota el campo fijo de N. Este isomorfismo es del Lema 3.1.2. Esto
equivale a identificar la clase 7N con 7|g,. Con esta identificacién, para
p € P el elemento my(p) es un automorfismo de Ey. Note que para 7 € G
tenemos mn (f(7)) = 7|y . Sea

C = {p € P|pam cada N7 M e N> 7TN(p)|ENﬁEM = WM(ﬂ)’ENﬂEM}
Afirmamos que C' = Im(f). Ahora, Im(f) C C ya que

mn(f(T)|Ey = T|By Para cualquier 7 € G

Para mostrar que C' C Im(f), sea p € C. Definimos 7 : K — K como
sigue:

Para a € K, elegimos cualquier Ey € I, con a € En,lo que es posible por el
Lema 3.1.1, y definimos 7(a) = my(p)(a). La condicién que p € C muestra
que este es un mapeo bien definido. Para ver que 7 es un homomorfismo
de anillos, si a,b € K, sea Ey € I con a,b € Ey. Entonces 7|g, = mn(p)
es un homomorfismo de anillos, asi:
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T(a+b)=7(a)+7(b) v 7(ab) =7(a)T(b)

El mapeo 7 es una biyeccién ya que podemos construir 7! usando p~!. Es
claro que 7 deja fijoa k, y asi 7 € G.

Ahora, como 7|g, = mn(p) vemos que f(7) = p. Asi C' = Im(f).

Para mostrar que C' es cerrado en P, tomemos cualquier p € P — (|
Entonces existen M, N € N con

7TN<:0)|ENQEM 7£ 7TM(ﬂ>|ENﬂEM'

Ast 7y (mn(p)) Ny (mar(p)) es un subconjunto abierto de P que con-
tiene a p ajeno a C. Por lo tanto P — C' es abierto y asi, C' = Im(f) es
cerrado.

3.2. Extensiones infinitas de Galois

Sea K una extensién de Galois de k y sea G = G(K/k). Sea H un
subgrupo de G y denotemos a la cerradura de H por H

Proposicién 3.2.1. Si L es el campo fijo de H, entonces G(K/L) = H.

Demostracion. Sean o0 € H,a € L'y H = G(K/k(a)).

Como o H' es un abierto tal que o € o H' tenemos que H NoH' # (). Sea
T € HNoH'. Entonces:

7(b) = b para todo b € L'y o~ '7(c) = ¢ para todo ¢ € k(a).

Por lo tanto o(a) = 7(a) = a, asi que ¢ deja fijo a cada elemento de L. Por
lo tanto 0 € G(K/L).

Ahora sea 0 € G(K/L).

Para mostrar que ¢ € H, debemos mostrar que para cada H' € N,
HnoH #1).

Ya que el campo fijo de H' es una extension finita separable de k, es
de la forma k(a) para algin a € K, esto es por el Teorema del elemento
primitivo.

Sea F' C K extension normal finita de L tal que a € F.

Sip € H, entonces p|r es un L- automorfismo de F'y pertenece a G(F/L).
Se sigue que todos los elementos de G(F/L) se obtienen de la misma forma,
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ya que L es exactamente el campo fijo de H. La restriccion de o a F' es
algun elemento de G(F/L) y existe un elemento 7 € H tal que o(b) = 7(b)
para todo b € F. En particular, o(a) = 7(a) y por lo tanto c~'7 fija a cada
elemento de k(a), es decir, c7'7 € H'. Entonces 7 € HNoH'. |

Teorema 3.2.2. Sea K una extension de Galois de k. Entonces existe una
correspondencia uno a uno entre los subgrupos cerrados de G(K/k) y los
campos L tales que k C L C K.

Esta correspondencia es L «— G(K/L).

Demostracion. Definimos un mapeo del conjunto de subgrupos cerrados de
G en el conjunto de todos los campos L, con k C L C K como sigue:

¢:{H <G|H cerrado en G} - {L< K|k CLCK}
¢(H) = F(H)

donde F(H) denota el campo fijo de H.

Probaremos que ¢ es biyectiva.

i) ¢ es inyectiva.

Sean Hi, Hy, subgrupos cerrados de G, tal que ¢(H;) = ¢(H2)
Entonces F'(Hy) = F(Hs), y por la Proposicién 3.2.1:

Hy=H, = G(K/F(H)) = G(K/F(H,)) = Hy = H,

Por lo tanto el mapeo es inyectivo.

i1) ¢ es suprayectiva.
Sea k C L C K ysea H = G(K/L). Sea F(H) el campo fijo de H.
Probaremos que F(H) = L, es decir, probaremos que el campo fijo de
G(K/L) es justamente L. Se sigue de la Proposicién 3.2.1 que G(K/F(H))
es un subgrupo cerrado de G.
Ya que L C F(G(K/L)) = F(H), sélo tenemos que probar que F(H) =
F(G(K/L)) C L, para ello mostraremos que si a ¢ L, entonces o(a) # a
para algin o € G(K/L).
Sea L' una extensién normal finita de L en K tal que a € L'. Yaque a ¢ L
existe un L-automorfismo 7 de L’ tal que 7(a) # a. Por la Proposicién 1.5.4
existe un L-automorfismo o de K tal que o(b) = 7(b) para todo b € L'.
Entonces 0 € G(K/L) y o(a) # a. |
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Como lo mencionamos en la Observacién 3.1.6 para cuando K/k es
finita, la topologia de Krull definida en G(K/k) es la topologia discreta,
es decir, todos los subgrupos de G(K/k) son cerrados y para este caso en
particular tenemos:

Teorema 3.2.3. Sea K una extension finita de Galois. Entonces existe
una correspondencia uno a uno entre los campos L tal que k C L C K y
los subgrupos de G(K/k). Esta correspondencia estd dada por

L« G(K/L).

Sik C L C K, entonces L es extension de Galois de k si y solo si G(K/L)
es un subgrupo normal de G(K/k). En este caso

G(L/k) = G(K/k)/G(K/L).

Para finalizar este trabajo damos un ejemplo donde tenemos una ex-
tension infinita K/Q donde la correspondencia entre subgrupos del grupo
de Galois G(K/Q) y las extensiones intermedias no es biyectiva, de hecho
en el ejemplo veremos que por un lado hay un niimero no numerable de
subgrupos de G(K/Q) y por otro s6lo un nimero numerable de campos
intermedios entre Q y K.

Sea C' la cerradura algebraica del campo Q de los numeros racionales
y sea K el compuesto de todas las extensiones cuadraticas de Q en C.
No existe dificultad en mostrar que K = Q(S5), donde S = {\/p : p =
—1 o p es primo}.

Sea G(K/Q) el grupo de automorfismos de K que dejan fijo a los elementos
de Q

Para cualquier o € G(K/Q) y cualquier \/p € S, o(,/p) debe ser una rafz
de 2% — p, asi que o(,/p) = \/p 0 o(\/p) = —/D, por lo que en cualquiera
de los dos casos 0? = idg. Entonces cada elemento de G(K/Q) es de orden
2, por lo que podemos considerar a G(K/Q) como un Zs-espacio vectori-
al y como tal tendra una base B. Para cada subconjunto 7' de S, existe
o € G(K/Q) tal que o(\/p) = —/p para todo /p € T'y o(\/p) = /D
para todo /p € S — T'. Denotemos por o7 a este automorfismo. Por otro
lado, cualquier o € G(K/Q) determina un subconjunto 7" de S que es

T = {\/plo(\/p) = —/p}. Asi pues la funcién ¢ : p(5) — G(K/Q) ,con
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©(9) el conjunto potencia de S, es biyectiva y entonces tienen la misma
cardinalidad. Pero S es numerable, asi que card(G(K/Q)) = 2X°, donde
Xo es la cardinalidad de los ntimeros naturales y por lo tanto G(K/Q) es
no numerable. Esto implica que B es no numerable, ya que si B lo fuera,
puesto que cada elemento de G(K/Q) es combinacién lineal finita de el-
ementos de B y teniendo en cuenta que el campo es Z,, cada elemento
de G(K/Q) determina un subconjunto finito de S, e inversamente cada
subconjunto finito de S determina un tnico elemento de G(K/Q), por lo
que, debido a que la cardinalidad del conjunto de subconjuntos finitos de S
coincide con la de S, tendriamos que G(K/Q) es numerable, que ya hemos
visto que no lo es.

Por otro lado, para cada 7 € B, el subgrupo generado por B — {7} es de
indice dos en G(K/Q). Entonces G(K/Q) tiene un nimero no numerable
de subgrupos de indice 2. Sin embargo es claro que s6lo hay un ntimero
numerable de extensiones cuadraticas de Q.



Conclusiones

El objetivo de este trabajo consistié en presentar la generalizacién del
Teorema Fundamental de la Teoria de Galois para extensiones finitas. Esto
consiste en caracterizar a los subgrupos del grupo de Galois de una exten-
sion infinita de Galois correspondientes a un campo intermedio. Concreta-
mente, los subgrupos de la forma G(K/L), para un campo intermedio L
(k C L C K) son precisamente los subgrupos cerrados de G(K /k) respecto
a cierta topologia, la asi llamada topologia de Krull.

Para llegar a este importante resultado hicimos uso de varios conceptos
y resultados de la Teoria de Galois para extensiones finitas, asi como de
Topologia y conocimientos basicos de Grupos Topdlogicos.
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