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P R O L O G O 

Si se entiende por obtener una n-calaración de una gr~

fica al hecho de generar una partici6n de sus vértices, tal que 

esté formada exactamente por n clases no vacías y vértices adya

cente~ en la gráfica est6n en distintas clases, entonce~ cada 

gráfica tiene una n-colcración para n igual al núioera de vérti

ces de la gráfica. Sin embargo, las n-calaraciones de una gréfi-

ce dada G que van a interesar, var. a ser aquéllas en las que n 

es lo más chico posible, es decir n igual al número cromático 

Á(G) de la gráfica; más !)reclsamente, en este trabajo nas ocup!i 

remos de las gráficas G t;,les que sólo tlenen una /((G)-colora

ci6n, y que 11 amaremos un! vacamente X< G )-calar-e ables. 

~ara una gr8fica G se tiene: G es un1vacamente ,;;t'.'.(G)-c~ 

lareable can A'.'.:<G);l si y s6lu si G no tiene aristas; y G es un.!. 

vocamente ~(G)-colareable con ~(G):2 si y sólo si G tiene ari~ 

tas y todo ciclo en G tiene longitud par C7] . De aquí que la es

tructura de una gráFica ii unívocamente :;:;:(.CG)-caloreab.le D!i muy 

simple si ~(G):l 6 2; pero para A:::'.CG)~3, la estructura de G re

sulta ser mucho mús complicada, incluso en el caso ~(G)=3, sin 

embarga se tienen varios resultados sobre estas gráF1cas. 

El objetivo nri~cipal de esta trabAjo e$ prer.r.ntnr un 
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nuevo resultado sobre gráficas un!vocemente 3-colorP.eblea, y pa

re eeto se he ordenado el trebejo en le siguiente forme: 

En el primer capitulo se dan loa conceptos que ae ven • 

manejar en el trabajo. En el segundo capitulo ee de un J'Bnorema 

de loe resultados que se tienen sobre gráficas un!vocemente 3-c~ 

loreeblea, y en general sobre gr&ficea univocemente n-coloree

blee. Y en el tercer capítulo ea demuestre un teorema sobre ci

cloa impar~s inducidos en gráficas univocemente 3-coloreeblee. 

Quiero a~radecer e la Dra. Hortensia Geleona S6nchez le 

ayuda prestada en la elaboraci6n y revie16n de eete trabajo, es! 

como al Dr. víctor Ne~mann sus sugerencias. 

Finalmente, dedico este trabajo a todas las personas 

que de una u otra forma me ayudaron en mis ~studioa. 

AGOSYO DE 1986 
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C A P 1 T U L O 1 

CONCEPTOS GENERALES 

Empezaremos este trabajo dando las definiciones y la 

terminolog!á de los conceptea que serán utilizados a lo largo 

del mismo. Tambi&n veremos en este capitulo algunos teoremas tJ2. 
aicoa que serán utilizados en los pr6ximos capitulas. 

Principiemos dando la definici6n de gr§fica. 

Una gráfica G esté formada por un conjunto V(G) no va

c!o de puntos, llamados vértices, y otro conjunto A(G) de pare

jas no ordenadas de distintos vértices, llamadas aristas. 

Por lo general utilizaremos lea últimas letras del al

fabeto, en minúscula, pare denotar vértices, agregándoles eubi!:!,_ 

dices cuando ses necesario. V las primeras letras del alfabeto, 

también en minúscula, las dejaremos pera representar aristas. 

Las letras mayúsculas las utilizaremos para denotar gráficas y 

conjuntos de vértices o aristas. La cardinalidad de un conjunto 

Ble denotaremos por tal. 

3 



Si G es una gráfica y v y v• son vértices de G tales 

que la pareja no ordenada que forman esté en A(G), entonces d&

nateremos a tal pareja por vv• o v•v, y ae diré que v y v• eon 

adyacentes o vecinos en G y que la arista vv• (o v•v) incide en 

v y en v•. El grado de un vértice w de G ea el n~mero de aris

tas que inciden en él y e:e denota por grG( 01). También denotar.!!_ 

mas par .;-(G) al grado del,vértice de G de menor grado. Final

mente, al conjunto de vértices adyacentes en G e un vértice x 

lo representaremos por NG(x) o, si no hay confusi6n, por N(x). 

En la siguiente gráfica ae ilustran todos loa concep

tos anteriormente mencionados. En esta gráfica, como en todea 

las de este trabajo, los vértices son loa puntos resaltados, y 

las aristas san 1as curves que los unen. 

G 

V(G)~fv 1 , v 2 , v3 , v 4 , v 5 } IV(G)f =5 

A(G)={v 1 v 2 , v 1 v3 , v 2 v 3 , v2 v 4} IA(G)I =4 

grG(v 1 )=2, gi·Gcv2 )=3, grG(v3 )=2, grGCv 4 )=1, grG(v 5 )=0 y J"<G)= O 

N(v 1>={v2 , v 3J, N(v2 >=fv 1 , v 3 , v 4}, N(v 3 >~{v 1 , v 2}• N(v 4 >={v 2J 
y N(v 5 >=pf 

Puesto que cada arista de une gráfica incide en dos 

vértices, entonces la suma de los grsdoa de los vértices de la 

gr~fica debe ser dos veces· el n~mero de aristas. Por lo tanto 
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se tiene el siguiente teorema, debido a Euler, que Fue el pri• 

mer teorema de Teoría de GréFicas. 

Teorema 1.1. [7] La suma de las gradas de los vérti-
-~~~~~~~~ 

ces de una gréFica es igual a dos veces el número de aristas • 

.. c_a.,r'"""o_.l"'a'"'r"""'i-'o"'---1_. ... 1_..._1_._ (7] En cüalquier gráfica, el número 

de vértices de grado impar es par. 

Para una gráfica G definiremos su gráfica complementa

ria G, coma aquélla en la que V(G)=V(G) y bEA(G) si y sólo si b 

ff{ACG). También definiremos a la gráfica completa con n vérti" 

ces, como aquélla en la que cada vértice es adyacente a todos 

los demás vértices y tiene exactamente n vértices; a tal gráFi

ca la denotaremos por Kn. En los siguientes ejemplos se muestra 

a una gráfica, a su gráfica complementaria y a K4 • 

G G K4 

~1 

V2~V4 

3 

Diremos que dos gráFicas G1 y G2 son isomorfas, si 

existe una funci6n biyectivs f:VCG 1 ) ___.VCG2 ) tal que vv•~ 

A{G 1 ) si y sólo si f(v)f(v') E ACG 2 ). Por ejemplo, las siguien• 

tes gráficas son isomorfas. 
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Una subgráfica G' de una gráfica G es una gráfica tal 

que V(G' )~V(G) y A(G' ),GACG); cuando una de eataa contencio

nes es propia, se dice que G' es una subgráflca propie de G. 51 

t~da arista de G que s6lo incide en vértices de G' también está 

en A(G•), entonces diremos que G' ea una aubgréficB inducida de 

G. Claramente para cada 8 ,S: V ( G), Bol 9S, existe una única subgré

f ica inducida G1 de G tal que V(G 1 )=8; a tal·aubgráfica la den~ 

taremos por G(B). 

G 

En loa ejemplosanteriorec, G1 es una eubgréfica de G, 

pero no es inducida; G2 y G3 a1 son eubgréficas inducidas de G. 

Obsérvese que G1 es isomorfa a G3 • 

Una eub9ráfica F• de una gráfica F es un clan de F si, 

F' es completa y no es subgráfica propia de ninguna otra subgr.f!. 

Fice completa ne F; denotaremos por W(F) al número de vértices 

en uno de los clanes de F can más vértices. 5e diré que un can-
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junto de clanes cubre a F, al cada vértice de F está en uno de 

estos clanes; y el n~mero de partici6n <:/(F) de F seré la card.!_ 

nalidad de uno de estos conjuntos que cubren a F con menos ele-

mentes. El siguiente ejemplo ilustra estos conceptos. 

F 

·.n este ejemplo, los clanes de F son: F({v 1 , v 2 , v 3}), 

FC{v 1 , v 3 , v 4}), F({v 1 , v 5}), F({v 2 , v 6}) y F({v4 , v 6}); por lo 

tanto W(F)=3. Claramente el conjunto formado por to~os los cla

nes anteriores cubre a F, y ea fácil ver que el conjunto forma

do por los clanes FC{v 1 , v 2 , v 3J), F({v 1 , v 5}) y FC{v 4 , v 6 J> 
también cubre a F y que $(F)=3. 

51 B es un subconjunto de vértices de una gráfica G, 

entonces denotaremos a la subgréfica inducida de G por el con

junto V(G)-8 como G-8; y si 8 esté formado por un s6lo vértice 

v, se denotaré por G-v. Similarmente, si E es un subconjunto de 

erlstas de G y G' es la subgréflca de G tal que V(G')=V(G) y 

A(G')=A(G)-E, entonces denotaremos a G' por G-E; y en caso de 

que E esté formado por una sola arista b entonces, se d~notará 

a G' por G-b. 
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CONEXIDAD 

Diremos que T es un vv•-camino, o un camino, de longi

tud n, en una gráfica G, si T es una sucesi6n de vértices (v= 

v
0

, v 1 , v
2

, ••• , vn_ 1 , vn=v•) tal que v 1 _ 1 v 1 EACG) para 1=1,2, • 

•• ,n. V denotaremos por V(T) y A(T) a loa conjuntos de vértices 

y aristas que forman T. Puesto que en eate trabajo no se preat.!!. 

rá a confusiones, también denotaremos por T a la sucesi6n ante-

rlor pero en sentida opuesto, es decir (V' =V n, vn_ 1 , ••• , v 
0

=v) ; 

por lo tanto T también puede ser considerada como un v•v-camino. 

Si en las sucesiones anteriores se tiene que T~(v0 , v1 , 

v0 ) y vi~vj• para CGi<j&n y (i,j)~(C,n), entonces diremos que ~ 

ea una vv•-trayectoria (o una v•v-trayectoria) º• simplemente, 

una trayectoria. Obsérvese que se está permitiendo que v
0

=vn y 

también que f V(T)f =1. Una arieta puede ser considerada como una 

trayectoria cuyoa vértices son en las que incide la arista. 

~T_e_a.._r_e_m_a ___ 1_._2~e (7] Sean G una gráfica, v,v'EV(G) y P 

un vv•-camino, entonces existe una vv•-trayectaria T tal que 

A(T)S°A(P) y, por la tanto, V(T)!::VCP). 

Cuando en una gráfica G se tiene una vv•-trayectaria T 

y otra v•v•-trayectoria T', entonces si a la trayectoria T le 

agregamos la trayectoria T', se obtiene un vv•-camino ~ue deno

tnremos por TVT'. 

Diremos aue dos trayectorias ~l~nen le misma paridad. 

•1, las dos ·aon pares,·"ª de""1r t.i!!nen· 'longitud par, o las dos 
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son impares, es decir tienen longitud impar. 

Un ciclo O es una trayectoria de longitud mayor que c~ 

ro, en la que los vértices extremos coinciden¡ de equ! que por 

brevedad. cuando no haya confusi6n, el representar e O como una 

sucesi6n de vértices omitiremos el último, sin embargo le long,! 

tud de D se calculará con base en le sucesi6n original. A loa 

ciclos de longitud tres los llamaremos triángulos y a los de 

longitud cuatro los llamaremos cuadrados¡ y diremos que dos tr,! 

ángulos distintos T y T 1 san adyacentes si A(T)(\A(T' ),1j6 • 

.. r ... e=o-"r-e"'m=ª---'l""._3._."- [7] Ses G_ une gráfica en le que todo 

vértice tiene grado mayor que uno, entonces G contiene un cic1o. 

Sea G una gráfica y D un ciclo contenido en G¡ si bE 

A(G) es tal que V(b),GV(D) pero b ef,ACD), entonces b es une dia

gonal de D en G. Un hoyo de G es un ciclo impar, distinto del 

.triángulo, sin diagonales, y un antihoyo de G es una subgráf1ca 

inducida de G tal que su complementaria.es un hoyo de G. 
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Es Fácil ver que la grárica G1 na tiene hayos. Le grá

fica G2 claramente tiene un hoyo que también es antihoyo, pues 

G2 es isomorfa e [ 2 • 

Una gráfica G es conexa si entre dos vértices cueles~ 

quiera existe une trayectoria que las une; en casa contrario eo 

discanexa. Una componente conexa de G ea una subgráfica conexa 

de G, tal que na es subgráfica prcpie de ninguna otra subgráfi-

ca conexa de G. 

Sean G una gráfica y E s;;v(G); el conjunto E ea un cor

te puntual de G si G-E es disconexa; y se dirá que G es n-cone

xa si, G es isomorfa a Kn+l o,G tiene cortes puntuales y cada 

uno de ellos al menos tiene n vértices. También diremos que b~ 

A(G) es de corte si, G es conexa y G-b es dlsconexa. Los si-

guientes ejemplos ilustran estos conceptos. 

Le gráfica G1 es disconexa y está formada por dos com

ponentes conexas, que son las aubgráficas inducidas par los co.!! 

juntos {v1 ,v2 ,v31 y {v4 ,v5 ,v61. La gráfica G2 es conexa, es de

cir está formada por una s6la componente conexa, y tiene varios 

cortes puntuales como fvJ, [v2), fv 4 ,v5}, {v 2 ,v3"\, etc. Ea fá-

10 
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cil ver cue los cortes puntuales de G2 con menor número de vfir

tices tienen un s6lo vértice, por lo tanto G2 ea 1-conexa. ~2 
tiene tres aristas de corte que son v 1 v 2 , v 2 v 3 y v 2 v 4 • 

... T_.e ... o..._r_e_m_a ___ 1"'._4_._ [7] Sea G una gráf"ica en la que todo 

vértice tiene grado par, entonces G no tiene aristas de corte, 

es decir cada arista está en un cicle. 

GRAFICAS A?LANABLES 

Diremos que una gráf"ica es aplanable si se puede dibu

jar en el plano, de tal Forma que cada vértice sea un punto del 

plano, cada arista sea una curva simple que una a los puntos CE!_ 

rrespondientes y que estas curvas no se intersecten excepto, a 

lo más, en sus puntos extremos. Cuando se diga que una gráfica 

G es plana, en realidad se estará refiriendo a una representa

ci6n (arbitrarla pero fija) del tipo anterior, de la gráfica 

aplanable G. 

De las siguientes gráficas, la del lado izquierdo es 

aplanable, pues si se dibuja coma en el lado derecho, entonces 

sus aristas no se cortan. 

Sin embargo, no es difícil ver que K5 no es aplanable. 

11 



Si G es una gráfica plana, entonces divide al resto 

del plano en regiones, r,ue llamaremos regiones de G. Diremos 

que una región es un triángulo si su frontera es un triángulo 

de G, y un cuadrado si su Frontera ea un cuadrado • 

..;T.-e'-o=r-'e"'m"'a-.._.-1.;;•.;;5;..•:. [7] Sea G una gráfica plana y 2-conexa, 

entonces cada arista de G eetá exactamente en la rrontera de 

dos regiones de G. 

Oemostraci6n. 

Sea ww 1 E A(G) v demostremos que ww• esté en le fronte-, 

ra de exactamente dos regiones de G. Claramente ww• esté a lo 

máe en 13 frontera de dos regiones de G, y tembi6n es Fácil ver 

que al existe un ciclo O tal que ww•o&A(D), entonces ww• está 

en la frontera de dos regiones de G; por lo tanto necesitemos 

demostrar que existe tal ciclo. 

51 w' sólo fuera adyacente a w en G, entonces {w)- se

rte un corte nuntusl de G o IVCG)I =2, lo cuEl no es posible 

pues G es 2-conexa. 

Por lo tanto existe w" E V(G) tal r,ue w",iw y w•w•e A(G). 

Como {w'} no ea un corte puntual de G, existe una wOJ•-trayacto

rie T tal "ue w'fVCT), v ésto significa que D=TVw"w'Vw'w es 

12 



un ciclo en G tal que ww'E A(O). 

COLORACION 

Sea G una gréFica y sea F:V(G) -E~ fN una Funci6n 

tal que Vvv'EA(G) F(v),.!F(v 1 ), entonces diremos que Fes una 

coloración de G. Tambi~n se diré que G es n-coloreable si exi~ 

te una coloración F 1 :V(G) ~{1,2, ••• ,n} de G, tal que para 

c.ada iE{1,2, ••• ,n}, existe vEV(G) con F•(v)=i; en tal caso a 

f' se le llama una n-caloración de G. Puesto que cede n-colar.2.· 

ci6n de G determina una n partici6n de V(G), diremos que dos 

n-coloraciones F y F' de G son equivalentes (F~F•) si determ.!_ 

nan la misma n partición de V(G); en caso contrario diremos 

0 ue no son equivalentes entres! (f~f'). Ges unfvocamente 

n-coloreable_(u-nc) si, Ges n-coloreable y todas sus n-color~ 

clones son equivalentes entre ellas. El número cromático;::(.(G) 

de G es el m!nimo número n tal qüe G es n~coloreable. 

Es Fácil ver que la siguiente gráFica es 3-coloreable, 

4-coloreable y u-5c, sin embargo na ea 2-coloreable, lo cual 

significa que :;:CCG)=3. 

Nuevamente, si f es una n-coloracián de G entonces, a 

loe conjuntos nue forman la n-partici6n de V(G) inducida por F, 
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los llamaremos clases crom&ticas de f. 51 g:{1,2~··••n}~{1, 

2, ••• ,n} es una función biyectiva entonces, es claro que g(f) 

sigue siendo una n-coloraci6n de G v g(f)~f; de esto se tiene 

el siguiente teorema. 

_T:..e=o..:r..:e;:;m=ª--..:1..:•..:6;.•:::. (71 Sean G una gr&fica n-coloreable, f 

una n-colo•ación de [i y E!:=VCG) tal r¡ue si v,v'E E con v/.v 1 en

tonces f(v)l.f(v•). Si se ordena, arbitrariamente, e los elemen-

tas de E entonces, existe una n-caloracián r• de G tal Que f'~ 

y f' conserva el orden dado en E es decir, f' del primer eleme~ 

to es uno, f' del segundo ea dos, v as1 sucesivamente. 

Para cada n-coloración f de una gr~fica G y para cada 

pareja h,kE{1,2, ••• ,nJ, h/.k, definiremos a G~k como la subgr&

fica inducida de G por el conjunto{v•V(G): f(v)Eh 5 f(v)=k}. 

También diremos que bEACG) ea una arista de corte f(h,k) si, b 

• d r i l e"> ea una ar iata de corte e Ghk. F na mente, a 1 v G, V Ghk enton-

ces G~k(v) denotar~ a la componente conexa de G~k que contiene 

a v, y entenderemos por permutar los colorea en G~k{v),al hecho 

de ~enerar una función f':V(G) ---tt(1,2, ••• ,n} tal que, r•Cw)• 

f(w) si w,a'VCG~k(v)), v f 1 (fd)=k (h) si, wEV(G~k(v)) v f'(w)~h 
e k). 

14 



G G~4 
f(v 1 )a1 f(v 2 )=2 

v1e--------:a 

• 

G~ 4 cv 6 ) 

• • V5 V6 

En las figuras anteriores se muestra una gráfica G, ju~ 

ta con una 4-calaración f 

cil ver que las aristas v 1 v 3 y v 3 v 4 son de corte f(1,3). Observ~ 

se también que permutando los colores en G;4 cv6 ), se obtiene una 

4-coloraci6n f' de G tal que f'*f, con clases cromliticas {v 1,,. 

v 4}, {v2 ,v5}, {v3} y [v6J; ain ernbargo, si se permutan los colo-
f' res en G13 cv 1 ) se obtiene una 4-coloraci6n equivalente a f. 

"'T"'e"o"""r""e"'m""a"---1....:.•-'7....;;.• [7] Sean G una gráfica n-caloreable, f 

una n-coloraci6n de G, h,kEf1,2, ••• ,n}, h,l:k y v.; V(G) tal que 

f(v)=h, entonces permutando los colores 

caloracián de G, que es n-coloración si 

Demostración. 

en G~k(v) se obtiene una 
f Ghk(v) tiene más de un 

Sea f' la función generada al permutar las colares en 
f 

Ghk(v). Empecemos par ver que F 1 es uno coloración de G; para e!! 
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ta , es suficiente con demostrar que si ww'E A(G) entoncea f'(w) 

~f'(w 1 ). Entonces supongamos que f(w)=i v f(w')=J (por lo tanto 

i~j). 

Si {i,J}{){h,k}= t), significa que w,w'~V(G~k(v)) y, 

en consecuencia, f'(w)=f(w) y f'(w')=f(w•), es decir r•(w)~ 

r•(w' ). 

supongamos, sin 

pérdida de generalido8, que i=h, es decir f(w)=h. Puesto oue {JJ 
{'¡{h,k}=¡J, se tiene que w 1 ~ '!(G~~(v)), lo cuol sionit'ica que 

f'(w')=f(w')=j. Sin embargo, si wEVCG~k(v)) entonces f•(w)=k, 

v si w~V(G~k(v)) entonces f'(w)=h; en cualquier caso se tiene 

que f 1 (w)~f 1 (w 1 ). 

Si {i,J}/){h,kJ={h,kJ, entonces se "tiene, cama ww'E 

A(G), que w,w'EV(G~k(v)) 6 w~w'~V(G~k(v)). Para el primer ca

so, f'(w)=f(w 1 ) v f'(w')=f(w), es decir f'(w)~f'(w•). V pare el 

segundo casa, f' (w)=f(w)~f(w' )=f' (w' ). 

Por lo tanto f' es una coloración de G. 

f Ahora veremos que r• es una n-coloración de G si,Ghk(v) 

tiene más de un vértice. Sea rE{1,2, ••• ,n}. 

Si ref1,2, ••• ,nJ--{h,kJ, entonces se sabe que existe WE 

V(G) tal oue f"(w)=r• Como w~VCG~k(v))., se tiene oue f'(w)=L', 

es decir para cada rEf1 ,2, ••• ,n}-fh,k] existe w E V(G) tal que 

f'(w)=r. 

Si r=k, coma f(v)=h se tiene que F'(v)=k. 

Y al rah, puas:a oue G~k(v) tiene más de un vértice y 

es conexa, entonces existe v• E \l(G~k(v)) tal que vv• E.A.CG), lo 
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cual significa que f(v')=k, ~s decir f'(v')=h. 

En el siguiente ejemplo se da una 4-coloracián f de la 

gráfica, sin embargo al f nermutar los colores en G14 Cv 4 ) se ob-

tiene una 3-coloraci6n, can clases cromáticas {'v 1 ,v 45, fv 21 y 

ARCOS E~ U~ ~ICLO 

Se;in G una gráfica, C un ciclo sin _di2gonales y B~A(D) 

con fal>1• Si vv' y ww' son dos aristas distintas de B, entonces 

existen das v'w-trayectorias contenidas en O, y una de ellas CD!!, 

tiene a la arista vv•. Si la otra trayectoria no contiene aria-

tas de 8, diremos que las aristas vv• y ww' sen consecutivas en 

8 can respecto a los vértices v• v w, o más brevem8nte vv•-ww• 

en B; y denotaremos a tal trayectoria por T8 Cv',w) o T8 (w,v 1 ). 

Obsérvese que en estas definiciones y notaciones no se mencione 

al ciclo D, lo qt1e puede ocasionar confusiones; sin embargo, 

siempre que se utilicen estas definiciones y notaciones, el con-

texta permitirá saber sabre qué ciclo se está trabajando. Nótese 

también Que sl vv'-ww• en 8 entonces, w•w-v'v en 8, pero no ocu-

rre nucesa~iamente que v•v-w•w en 8 y nunca ocurr~ que v'v-ww• o 

vv'-w'w en o. 
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Como se puede ver en este ejemplo, w1 w2 -w
3

w4 -w
5

w6 en 

3, sin embarga no ocurre que w1w2 -w 5 w6 en B, ni que w1w2 -w6 w5 
en 8, ni tampoco que w1w2 -w 4 w3 en 8. 

Es claro que para cada arista vv •E 8 v para cada vért.,!. 

ce v 1 en que incide tal arista, existe una Única arista ww'E 8 

tal ~ue vv•-ww' en B. Par lo tanto, existe una única forma de 

Sea H atoo subi.:onjunto C::e A(r) tal qu" IHl'>l y 8/)Ha$15, 

w1 w2 -w3 w4 en H. 

vacío, entonces 

diremos que a 1 es un a~co de 8 con respect~ a H (cuando no haya 

confusi6n, na mencionaremos con respecto a qué conjunto se eotá 

tomando el arco). Su;::iongamos nue s 1;lsz', B1={v
0

v 1 , v;v 2 •••• , 

v~_ 1 vn 1 y, sin pérdida de generalidad, que v 0 v 1 -v;~ 2- ••• -

v.;_ 1 v0 en 8. Como v0 v 1UT8 (v 1 ,vpUv;v2 vr8 (v 2 ,v:pU ••• V 

v.;_2 vn_ 1 UT8 (vn_ 1 ,v.;_ 1 iUv.;_ 1 vn es una trayectoria que está co~ 

tenida en TH(w2 ,w 3 ) y como w1 w2 -w 3 w4 en H, entonces podemos sup.2_ 

ner, nuevamente sin oerd~r generalidad, ~ue w1 w2 -v
0

v 1-v;v2-

-v~_1vn-1..i13w4 en AUH. 
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En tal caso diremos que les aristas extremas del arco 

B 1 son v
0

v 1 y v~_ 1 vn• y los v6rtices extremas del mismo a~co son 

v 0 y vn• Tambi,11 diremoa que las aristas (de H) que acotan al a~ 

ce s 1 son w1w2 y w3 w4 , y los vértices que acotan a B1 son w2 y 

w3 • P~r Gltimo, como cada arista de H forma parte de exactamente 

un a~cc de H con respecto a 8, a los arcos de H ~an respecto a 8 

en los cue se encuentran las aristas w1w2 y w3 w4 ( que tal vez 

es el mismo arco), nos reFerirernos como los arcos que acotan a1 

arce s 1 • 

Sean B= fv 1 _ 1 v 1} 1=1,3,5,7,9,11, y H={wj_ 1wj} j=1,3, 

5,7,9, y supongamos que est~n como se muestra en 1a siguiente r.! 
gura. 

v1 v2 V3 V4 vs 

WB 
V7 

W7 

w6 v10 W'j w,, W3 w2 V9 VB 
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B está Formado por tres arcos, que son s 1 m{v
0

v 1 , v 2 v3 , 

v4 v5J, B2 =fv6 v7 , v8 v9J y B3=fv 10v 11}• H tambi&n está Formado por 

tres arcos, que son H 1 ~fw0w 1}, H2 =fw2 w3 , w4w 5 ~ y H3 ={w6 w7 , w8 "':9}• 
Las aristas y los v~rtices extremos de~ arco s 2 son v 6 v 7 y v8 v 9 , 

y v 6 y v9 , respectivamente; mientras que ias aristas , v&rticee y 

arcos de H que lo acotan son w
0

w1 y w2 w3 , w1 y w2 , y H1 y H2 , te~ 

b1~n respectivament2. Obsérvese que e~ arco a3 s6lo tiene une 

arista y, por lo tente, sólo tiene una arieta extreme, sin embar

ga sus v~rtices extremos son v 10 Y v 11 • 
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C A P I T U L O II 

GRAFICAS UNIVOCAMENTE 3-COLDREABLES 

Sobre gráficas u-3c se tiene poca inForm~ci6n. Una gran 

parte de este información se obtiene de resultados válidas para 

gráficas·u-nc. Veamos, brevemente, algunos de las resultados más 

importantes que hay sabre gráficas u-ne. 

Cuenda se está trabajando con une gráfica u-ne, una pr!:_ 

gunta natural ea saber si tal gráfica es también u-me, pare una 

m distinta de n. El siguiente teorema conteste esta pregunte • 

..;T..;e;;.;-a;;..;;r.;;e"m"'a:;;.__..;2=.•..;1~. [4] Si G es une gráfica u-ne con n<JVCG~ 
entonces ;;t_(G)=n. 

Demostración. 

Supongamos Que G es una gri3f 1 ca u-ne tal que n<J V( G)I y 

~(G)~n,es decir ~(G)<n. Entonces existe una k-caloración de G 

con clases cromáticas c1, c2, •••• ck (k<n). 

51 k=n-1 entonces, coma k.c.n<.jV(G)J, es decir k+2~fV(G)f, 

pueden ocurrir dos cosas: 
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i) Existen dos clases cromáticas es y et' cede une con 

más de un vértice. 

Si v• y v" son elementos fijos de e
8 

y et' respectlve

mente, entonces sean f 1 y f" dos n-coloracionee de G cuyss ele-

ses crom~ticas san, ree~Ectivemente: 

c::.;=f.v •}, y Cd=ed si d1H, C::t=et-{v•J y c;;={v•J. 

ces. 

Claramente r•~f", lo cual no es posible pues Ges u-ne. 

ii) Existe una clase cromática es con más de dos vért..!. 

Si v• y v•• san elementos fijos de C
9

, entonces senn f' 

y f" dos n-coloraciones de G cuyas clases cromáticas san, reepe.E. 

tivamente: Ct.=eb si b,i:s, C~=C::s-f v '} y c.;= fv •J, y ed=Cd ai d.Cs, 

c;=c::s-{v"J y e;;={ v" J. 
Puesto que Ca tiene más de dos elementos entonces f':/tf", 

lo cual no es posible. 

Si k,!n-1, es decir k<:n-1, entonces en forme semejante 

e como se hizo en i) o ii) se genera une (k+1)-colorsci6n de.G, 

y rnplt1anda este procedimiento se llega s una (n-1)-color~ci6n 

de G, que es el ceso anterior. 

Este teorema nos esté diciendo que si G es una gráfica 

u-ne y u-me, pera n,!m, entonces una de las coloraciones corres

pondientes es trivial, usa tantos colores como vértices tiene ie 

gráfica, y la otra usa exactamente ;(_(G) colorea. Obsérvese que 

toda gráfica con n-vértices es u-ne. 

El siguiente ejemplo muestra une gráfica u-Je y u-4c. 
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En lo que resta de este trabajo, cuando nos refiramos a 

una gr&fica u-ne supondremos que n=;(:'.(G). 

Pasemos ahora a ver una relaci6n entre el color de un 

vértice dado, es decir el nGmero ssignsdo por ls coloraci6n dada, 

y loa calares de sus vértices vecinas, en une gréfica u-ne • 

..;T..;e,.o"""'"r'"'e""m""a;;..._..;2=.-"2~. (s] Si G ea uns gréfics u-ne, f uns n-C,2. 

loraci6n de G y vE.V(G), entonces pars csds color rG;{1,2, ••• ,n}

f(v) existe un vértice w adyacente a v tal que f(w)=r. 

Demo::traci6n. 

Supo~gamos r,ue existe un vértice v y un colar r, dist1.,!!. 

ta de f(v), tal nue ningGn vértice adyacente e v la tiene asign2 

da. 

Si asignemos e v el calor r y en loa restantes vérticEs 

na cambiamos el color, entonces se genera otra coloración de G, 

y es una n-colareci6n puesta que n=;(.CG). Pare ver que esta nue

va n-calaraci6n no es equivalente a la n-colaración original f, 

obsérvese nue existe un vértice v• tal que f(v')=r; entonces en 

la primera n-coloración (f) v y v• reciben calares distintos, 

mientras r,ue en la nueva reciben el mismo calar. Sin embargo, e2 

tn no es cosible nuesto cue G es u-ne. 
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De lo anterior se aigue el siguiente corolario. 

_c_o_r_o_l_a_r_1_0 ___ 2_._2_._1_._ (s] S i G e e un a gr lif' 1 e a u-ne, en to.!! 

ces c;Í(G)~ n-1. 

En particular, Kn es una grlifica u-ne en la que todo 

vértice tiene grado n-1. 

Veamos ahora una condici6n necesaria para que una grlif~-

ca sea u-ne • 

..;T...;e;;.o;;;.:.r...;;e:;.;m;,a;;;..._...;2;;;..;;•...;;3;..•;.. (4] Para cualquier n-coloraci6n de una 

gréfica G u-ne, la aubgréf'ica inducida por la uni6n de doa ele-

ses crom~ticas es conexa. 

Demostraci6n. 

Supongamos que existe una n-coloraci6n f' de G y dos de 

BUS clases CrométicaS Ci y Cj tales que la subgréf'ica inducida 

por su uni6n es diaconexa. 

Sean v y v• dos elementos de c 1\.)cj contenidas en die-

f 
tintes com¡mnentes conexas de G(c1Vcj)' ee decir v 1 ~VCG 1jCv)). 
Permutando los calores en Gij(v) se obtiene, ~ar el teorema 1.7, 

otra n-coloraci6n de G (recuérdese que n=~(G)). V ea récil ver 

que esta nueva coloraci6n no es equivalente a la anterior, ya 

que en una de ellas v y v• tienen asignado el mismo color y en 

la otra tienen asignados colores distintos. Lo cual no es poai-

ble pues G es u-ne. 
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..:C;.;o;;.;;.r..:;o.;:l:..;a:;.;r::..;;;i..:;o"'--"2.;:•:..;3o.=.•.;;!c=..• [4] Si G es un a gráfica u-ne con n~2 , 
entonces G es conexa. 

Una pregunta interesante es si el inverso del teorema 

2.3 se cumole es decir, ai G es una gráfica tal que para cada 

~(G)-coloración f la subgráfica inducida por la unión de dos 

clases cromáticas cualesquiera es conexa entonces. les G un!vcc~ 

mente XCG)-coloreable ? 

Desafortunadamente la respuesta es no; veamos un eje~

plo. La siguiente gráfica tiene dos 3-coloraciones; {1,21, {3,4}, 

y {s,6}, y {1,6}, {2,3J '! {4,sJ. Sin embargo tiene la propiedad 

de que la subgráfica inducida por la uni6n de dos clases crom~tl. 

cas cualesouiera (en cualquiera de las dos 3-coloraciones) ea C.E!, 

nexa • 

. ~, 
5 4 

El siguiente teorema es uno de los más importantes que 

hay sobre gráficas u-ne. 

_T_,e._o.__r_e_m_a..._ __ 2'""'"._4...-.• "(7) 51 G es una gráfica u-ne y C es una 

de las clases cromáticas de G, entonces G-C es u-(n-1)c. 
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Demostraci6n. 

Si G es u-ne entonces G-C es (n-1)-coloreeble, ya oue 

hereda una (n-1)-colorsci6n de G. Si G-C no fuera u-Cn-1)1.:, e><i.!!, 

tir!a otra (n-l)-colorsc16n de G-C, no equ1velente a la anterior; 

pero al agregar C a G-C y asign~ndole el restante color e loe 

v~rtices de e, se genersrie dos n-coloraciones de G no equivale.!:!. 

tes antre s!. Que es una contradicción. 

Corolario 2.4.1. (7] Si G es una gr§fica u-ne, enton

ces la subgr§fica inducida por la uni6n de K clases cromáticas 

cualesquiera es u-kc (1~k~n). 

Demostraci6n. 

Sea C una clase cromática diferente de las K que esta

mos uniendo entonces, por el teorema anterior, G-C es u-(n-l)c. 

Repitiendo este procedimiento se elimine • todas laa claaaa cra

máticas diferentes de las k que estamos uniendo: por.lo tanto la 

gráfica final, que ea la inducida por las k clases cromáticas, 

es u-kc. 

Del corolario 2.3.1 se sabe que si G es u-ne, entonces 

G es conexa. El siguiente teorema nos dá más 1nformac16n en este 

s2ntido. 

Teorema 2.5. (sJ Si G es una gráfica u-ne, entonces G ........................... ~~ ...... .-.. 
es (n-1)-conexa. 
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Demostración. 

Supongamos cua G no a~ (n-1)-conexa, es decir exista un 

corte puntual P de G con IPI ~ n-2, y sea f una n-coloracián de G. 

Entonc~s existen dos colo1·es i y j tales que ning~n v~rtice en P 

tiene asignado alguno de estos celares. ?uesto ~ue G-~ es disco-

nexa, sean A1 y A2 dos de sus componentes conexas. Del teorema 

2.2 se sigue que existen v 1 y v 2 vértices de G contenidos en A1 

y A2 , respectivamente, tales que f(v 1 )=f(v2 )=1. ?ar al ta~rama 

f 2.3, Gij es conexa, es decir existe una v 1v 2 -trayectoria canten! 

da en Gij; lo cual no es posible, puesto que en ese caso tal tr~ 

yectoria debería pasar por algGn vértice de P. 

Ahora varemos dos resultados importantes sobre gráficas 

k-cr!ticas, as decir gráficas u-kc en laa qua toda subgráfica 12 

ducida propia ne es u-kc. El primero de ellos mejora la cota in

ferior da c;[CG) dada en al corolario 2.2.l • 

.-T.-ª-..º=r..:a'"m""a"----2~--=6'-'.'- (9] Sea G una gráfica n-cr! ti ca entonce a, 

cf<G)~ n ó G es isomorfa a Kn. 

Demostración. 

Supongamos que G as n-cr!tica, no es isomorfa a Kn y 

contiene un vértice v de grado menor que n. 

Del corolario 2.2.1 se sabe cua al grado de v as n-1. 

Sea f unan-coloración de G y sean c1 , c2 , ••• , C
0 

sus c1ases cr.5!. 

máticas. Supongamos, sin pérdida de generalidau, que vECn• ?uas-
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to que G es n-cr!tica, entonces se tienen dos posibilidades: 

Ses r 1 una (n-1)-coloraci6n de G-v y sean C~, C2, •••• 

C~_ 1 sus clases cromáticas. Asignando a v el color n entonces se 

obtiene una n-coloreción pera G, y como G es u-ne se debe tener 

Ci=Ci pare i=1,2, ••• ,n-1, y Cn={vJ. Si existiere un vértice v' 

no adyacente e v en G, entonces se podría extender r 1 e una n-c~ 

!oración de G con clases cromáticas M1=c¡-{v'J para 1•1,2, ••• ,n

l, y Mn={v,v•J (recuérdese que n=~(G)); lo cual no es posible 

pues G es .u-ne. Por lo tanto v es adyacente a todos loe vértices 

de G, salvo a si mismo, y como el grado de v es n-1 entonces 

IVCG~ •n. De aquí es obvio que G es isomorfa a Kn' que su~usimos 

na ocurría. 

Puesto que G-v no es u-ne, por ser G n-cr!tics, enton-

ces G-v tiene dos n-coloraciones no equivalentes entre si, y ca

da una de ellas puede ser extendida a une n-coloraci6n de G, 

asignando a v el color que no ha sido asignado a ninguno de sus 

vértices vecinos (recuérdese que el grado de v es n-1). Con lo 

que se generar1an dos n-coloraciones de G nQ equivalentes entre 

si, quP. n~ es posible • 

... T.-e-.o--.r.-e"m-.a..,. __ 2 ......... 7-'.~ [9] Todo corte puntual de une gráfica 

n-cr!tica contiene dos vértices no adyacentes. 

Demostración. 
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Sea G una grárica n-cr!tica y A un corte puntual d~ G. 

Supongamos que G(A) es completa. 

Puesto que Ges (n-1)-conexa (por el teorema 2.5).Y 

n-crítica, entonce G(A) es isomorfa a Kn-l" Sea B el conjunto de 

vértices de una componente conexa, fija, de G-A,y sean G1=G(B\JA) 

y G2xG-B. Puesto que G es n-cr!tica entonces pueden suceder dos 

cosas: 

i) G1 y G2 son (n-1)-coloreables. 

Sean f 1 y r 2 dos (n-1)-colorsciones de G1 y G2 , respec

tivamente. Por el teorema 1.6, podemos suponer que f 1 y f 2 coin

ciden en A, es decir f 1 (v)=f2 (v) para vEA. V como A ea un corte 

puntual, podemos unir las coloraciones f 1 y r 2 y generar una 

(n-1)-coloración de G. Que no es posible pues n=.):::(G). 

ii) G1 y o G2 tienen dos n-coloracionca no equivalen

tes entre ú. 

Podemos suponer, sin p6rdida de deneralidad, que G1 ti~ 

ne dos n-coloraciones f 1 y fi no equivalentes entres!. Sea r 2 

una X,CG¿)-cá.lo:r.ac~.6n de G2 , que debe ser n á (n-1 )-coloración. 

Nuevamente por el teorema 1.6, se puede suponer que r 1 , f1 y r 2 

coinciden en A, y como A es un corte puntual entonces, uniendo 

lea coloraciones f 1 y f 2 se obtiene una n-coloreci6n de G, y 

uniendo f i y r 2 se obtiene otra n-coloraci6n de G no equivalente 

a le anterior. Que es una contradicción, pues G es u-ne. 

En seguida nos permitiremos mencionar sin demostrar, 

otros resultados que se han obtenido sobre gráficas u-ne. 
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El cuello de una gráfica se define como ¡a longitud del 

ciclo más chico contenido en la gráfica. Es de esperarse que si 

una gráfica ea u-ne entonces debe tener cuello chico, sin embar

go el siguiente teorema demuestra lo contrario • 

.. T,..e=o.-r ... e..,m=a __ .. 2 .... _.a;.";;.. [3] Para n ';!:' 2 y g~ 3, existe una gráfico 

u-ne con cuello mayor o igual a g. 

La siguiente gráfica es un ejemplo pare n=3 y g=4• 

l 

3 2 

Por Gltimo, dentro de este grupo de resultados, mencio

naremos dos de loa resultados máa recientes que hay aobre gréfi-

cae u-ne. 

_T_e_o_r_e_m_a ___ 2_._9 __ • [2) Sea G una gréfica n-coloreable tal 

que· 

c:{CG)>CC3n-s)/C3n-2)) fvCG)I 

entonces G es u-ne. 

_.T_.e.o....,r ... e .. m_a ___ 2_._1_0_.. (:Ü Sea G une grl!fica n-coloraable y r 
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una n-coloraci6n de G tal que la subgráfica inducida por la 

unión de dos clases cromáticas cualesquiera es conexa. Si 

J<Gl';>(l-(l/(n-1)))( lv<Glt + n) 

entonces G es u-ne. 

Como se puede ver, en estrJS dos Últimos resultados, au.!!. 

que las cotas son 6ptimas [2] , las condiciones que se pid& •on 

bastante fuertes, lo que restringe a los conjuntos de gráficas 

en que se puenen aplicar. 

Pasemos ahora 8 ver algunos resultados ir.·portantes que 

ae han obtenido sobre gráficas u-3c. En realidad son pocos loa 

resultados que hay sobre gráficas u-3c. 

El primero que mencionaremos es sobre gráficas 3-cr!ti-

cas. 

...T_e_o_r_e_m_a ___ 2_._1_1 ........ [9] Si G es una gr€irics 3-cr!tics con 

más de tres vértices, entonces G es 3-conexa. 

Demostraci6n. 

Supongamos que G es 3-cr!tics pero no es 3-conexs, y 

sea f una 3-colcraci6n de G. Por el teorema 2.5, se sabe que G 

ea 2-conexa, entonces sea A={v,v•1 un corte puntual de G y B el 

conjunto de vértices de una componente, Fija, de G-A. También 

sean G1=G(AV 8), G2 =G-B y f' 1 y r 2 las coloracicnes de G1 y G2 , 

~espectivamente, inducidas de le coloraci6n f Ae G. 

Del teorema 2. 2, se deduce que para cada color rE {1, 2, 
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3}, existe un vértice v en V(G1 ) tal que f(v)=r, es decir r 1 es 

una 3-coloraci6n. Por las mismas razones se tiene que r 2 también 

es una 3-coloraci6n. Como G es 3-critica, existen otras colora

ciones fi y f2 (que son 2 6 3-coloracionea), de G1 y G2 , respec

tivamente, no equivalentes a f 1 y f 2. Por el teorema 1.6, ea fá

cil ver que se puede suponer, sin perder generalidad, que r 1 (v)= 

fi(v)=f 2 (v)=f 2(v)=1• 

Si r 1 cv•)=fi(v') entonces, cama r 1 y r2 coinciden en A, 

juntando r 2 y fi se genera una nueva 3-coloración de G na equiv~ 

lente a la o~iginal, la cual no es posible. Por lo tanto se debe 

tener r 1 (v')ifi(v'), y del teorema 1.6 se deduce que se puedes~ 

poner, nuevamente sin pérdida de generalidad, que f f 1 (v') =l y 

fi(v 1 )=2J o fr 1(v')=2 y fi(v')=l}. En Forma .análoga se tiene que 

{F2 Cv•)=1 y r2cv•)=2J o fr 2 cv•)=2 y F2<v•)=l}. 

Si fF1 (v')=l y fi(v')=2J y fF 2 (v'hl y 1'2(v')=2J, ento.!! 

ces juntando las coloraciones f 1 y f2 se genera ene nueva 3~cal~ 

reci6n de G no equivalente a la original (recuérdese que ,;:::z'.'CIO)•. 

3), lo cual no es posible. 

El otro caso es análogo (s6lo hay uno.más, ~uesto que 

F1 y r 2 deben coincidir en A). 

El siguiente resultado está enunciado originalmente ~o

bre gráficas planas, ain embargo es válido en general. 

_.T .... e..,o-.r...-e_m .. a...__ .... 2 ....... 1._2 ....... (sJ Sea G una gráf'ica tal· que ~(G)=3; 

si G contiene un triángulo T
0 

tal que pare todo vé~tice v de G 
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existe una suceei6n de trHinguloe T
0

, T 1 , T2 , ••• , Tn' con vE 

V(Tn) y el triángulo Ti es edyacente al triángulo Ti-l' para i= 

1,2, ••• ,n, entonces Ges u-3c. 

Demostración. 

Supongamos que G satisface las hipótesis del teorema. 

Demos una 3-coloración a el triángulo T
0 

(que es u-3c). Puesto 

que ~(G)=3 y T1 es adyacente a T
0

, entonces el restante vértice 

de T1 (al que ne ha sido asignado color), tiene su color determ.!. 

nado por los ae~eres de los otros vértices de T1 • Así sucesiva

mente, quedan determinados los colores de los v~rtices de T2 , T3 , 

••• , Tn' es decir el color de v queda determinado por la colora

ción del triángulo T
0

• Entonces hay una s6le forma de 3-colorear 

loa vértices de G (salvo intercambio de colores), por lo tanto G 

es u-3c. 

De este teorema y del teorema 1.5, se deduce el siguie~ 

te corolario • 

.;;C..,o..,r-.-0,.1 ... a.r=i_.o'--_.2_ .... 1=2_. •• 1_.. (s] Si G es un a gráfica p 1 a na, 2-c .!:!. 

nexs, con ~(G)=3 y a lo más contiene una regi6n distinta del 

triángulo, entonces G es u-3c. 

El inverso del corolario anterior no se cumple, es de

cir existen gráficas planas,u-3c y que tienen más de una regi6n 

que no ea un triángulo. Le siguiente gráfica es un ejemplo. 
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En el teorema 2.B ae demuestra, en particular, que 1Uc1.!, 

ten griricas u-Je que no contienen tri&nguloaf en el siguiente 

teorema se demuestra que estas gr&ficas no son planas. 

_T_e_o_r_e_m..,a..._ __ 2_...._1_3 ........ [s] Si G es una grfifica plana u-Je con 

m~s de tres v&rtices, entonces G contiene, al menos, dos triAng!! 

los. 

Oemostraci6n. 

Supongamos que G satisface las hip6tesia del teorema P.!! 

ro a lo m6s contiene un tri6ngula. Como G es 2-conexa (por el 

teorema 2.5), es f6cil ver que G contiene una regi6n cuya front.!, 

re es un ciclo C distinto del tri6ngulo. Existen dos pasibilida-

. des: 

i) El ciclo C es un cuadrado y tres colores son usados 

en su coloraci6n. 

Sea C=Cv 1 , v 2 , v 3 , v 4 > y supongamos, sin pérdida de ge

neralidad, que v 2 y v 4 tienen asignado el mismo color. Agregue

mos un vértice v en la regi6n acotada por C, y las aristas v 1v, 

v2 v y v 3v. La gr6fice resultante G' claramente es plana. Un trl

Angulo en G1 que no esté en G neceasrlarnente contiene al v&rtice 
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v. Doa de estos triángulos aon (v,v 1 ,v2 ) y (v,v 2 ,v 3 ~. Si existi! 

ra otro triángulo en G 1 cue no eatubiera contenido "en G, enton

deber!a contener e las ariataa vv 1 y vv 3 , por lo tanto v 1v 3 ae

r1a una ariete de G y, por lo cual, G contendría a loa triángu

los Cv1 ,v 3 ,v 4 ) y Cv 1 ,v2 ,v 3 ), que por hip6tea1s no ea posible. De 

aqu{ que G1 contiene e lo más tres triángulos. 

Por un resultado de GrOnbaum [6), teda gráFica plana 

con a lo más tres triángulos ea 1, 2 6 3-coloreable. V como ;:l!:CG) 

=3, entonces se aigue que ~(G')=3. En cualquier 3-coloraci6n de 

G•, v 1 y v 3 pertenecen a la misma clase cromática, ya que loa 

triángulos (v 1 ,v 2 ,v) y (v 3 ,v2 ,v) son adyacentes. Pero cualquier 

3-coloraci6n de G' induce una 3-coloraci6n de G en la que v 1 y 

v 3 tienen asignado el mismo color. Por lo tanto, cualquiera de 

estas coloraciones inducidas de G no ea equivalente a la origi-

nal, ya que en la original v 1 y v 3 tienen asignados colorea dis

tintos. Lo cual no es posible pues G es u-3c. 

ii) El ciclo C contiene cuatro v~rticea v 1 , v 2 , v 3 y 

v 4 tales que vI y v 3 tienen asignado el misma calor al igual que 

v 2 Y v 4 , y v 1 v 2 y v 3v 4 san aristas contenidas en C. 

Agreguemos dos nuevos v~rtices v y v• en la regi6n aca-

teda por C, y las aristas v 1 v, v 2 v, v 3v•, v 4v• y vv•, siendo G' 

la gráFica resultante. 



La gráfica G' tiene des triángulos más qu~ G entonces, 

por el resultado de GrOnbaum, X<G')=3 (recu~rdese que ,XCG)~3). 

En cualquier 3-~clcraci6n de G', los vértices v y v• reciben co

lores distintos; lo cual significa que v 1 y v3 pertenecen a cla

ces cromáticas distintas o, v 2 y v 4 pertenecen a distintas cla

ses cromáticas. PuestL que cualquier coloración de G' induce una 

en G, entonces se obtiene una 3-coloración de G ne equivalente a 

la original, que es una contradicción. 

Existen otros resultados sobre gráficas planas u-3c, 

sin embargo se refieren a gráficas muy particulares. 
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C A P I T U L O III 

UN TEOREMA SOBRE GílAFICAS U-3C 

En este cso!tulo demostraremos el siguiente teorema. 

Teorema 3.1. Ses G una gráfica u-3c, sin triángulos 

adyacentes y con más de tres vértices, entonces G contiene un h~ 

yo. 

Antes de demostrarlo, veamos dos eolicacianes del mismo. 

En (14) Wen-Lian Hsu ::>repone la siguiente conjetura. 

Conjetura l. Sea G una gráfica olsne u-3c, sin tri-

ángulos adyacentes y con más de tres vértices, entonces G canti~ 

ne un hoyo. 

Cleramente el teorema 3.1 demuestra este conjetura, 

pues ésta es un caso particular del teorema. 

Para la otra aolicación necesitamos antes unos canee~-

tos. 
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El n6mero de independencia CllC(G) de una grAfics G ae le 

cardinalidad de uno de loe conjuntos de vértices de G con máe 

vértices, tal cue ceda arista de G incide a lo más en uno de los 

uártices del conjunto. 

Una gráfica G se dice ~ue es ;:ierrecta si QCH)=cC(H) p~ 

ra toda subgráfica inducida H de G. Lovász [a] demostr6 oue ;:iers 

una gráfica G las ei~uient~s condiciones aon .aquiv~lantee. 

Para toda subgráf ica inducida H de G 

i) :;l:'.'..<H>oC<H> ~ jv<H>j 

ii) ,X( H )=W(H) 

i ii ) 9 ( H ) = d:C H ) • 

La conjetura fuerte de Berge (1) para gráficas perfec

tas afirma que G es perfecta si y s6lo si G no tiene hoyos ni e~ 

tihoyos. 

Es fácil ver oue si una gráfica es perfecta, entonces 

no ~lana h~yos ni antihoyoa. Sin embargo, el inverso de este co~ 

jetura de Berge ha resultado ser un problema muy complicado. Pe

ro se ha podido demostrar pera varias clases de gráficas, comu 

en gráficas planas (13], en gráficas cue no tienen subgráficas 

isomorfas a K4 (~:il y en gráficas que no tienen subgráficas indu

cidas isomorfas s la siguiente gráfica [10). 

f"ig. 1 

En [1i) fue probado nue la conjetura fuerte de Berge es 

válida pare gráficas r.ue no tienen subgráficae inducidas isomor-
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fas a K4-e, es decir a K4 menos una arista. Anuí se verá une.de

mostración de este resultado, obteniendolo como conaecuencia d~ 

el teorema 3.1. En realidad demostraremos un poco más. 

Se dice cue una gráfica G es n casi perfecta (n-cp) si, 

na es perfecta, Kn es isomorfa al clan de G con mayar nGmera de 

vértices (~or lo tanto n=W(G)) y toda subgráfica inducida propia 

de G es perfecta. Tucker [12] ha demostrado que si G es n-cp y v 

~V(G), entonces G-v es u-ne y cada clase cromática tiene más de 

un vértice. 

Teorema 3. 2. Sean G una gráfica n-cp (n31'3), x un 

vértice de G y f una n-coloración de G-x, entonces la gráfica i.!l, 

ducida de G por la unión de tres clases cromáticas cualesquiera 

de f tiene una subgráfica isomorfa a K4-e, es decir tiene trián

gulos adyacentes. 

Demostración. 

Por lo que se dijo anteriormente, G-x es u-ne y cada 

clase cro·mática de f tiene más de un vártice. Entonces, por el 

corolario 2.4.1, la gráfica inducida por la unión de tres clases 

cromáticaa cualesquiera de f es u-3c y tiene más de tres vérti

ces. Si tal gráfica no tiene subgráficas isomorfas a K4-e, es d~ 

cir no tiene triángulos adyacemtes, entonces, por el teorema 3-1, 

debe tener un hoyo, y éste es claramente una subgráfica inducida 

propia de G que no es perfecta. Lo GUe es una contradicción. 
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-'T'-'e-.o=r•e'-'m"'a;;;..._..-3.;;•..;;3'-.'" [11] Sea G une gráfica sin hoyos tal que 

no tiene eubgráficas inducidas isomorfas a K 4-e, entonces G es 

perfecta. 

Oemostraci6n. 

Sea Kn isomorfa al clan de G con mayor número de v~rti

ces, es decir n=W(G). Puesto que G no tiene aubgráficee induci

das isomorfas a K4-e, ea Fácil ver que G no tiene antihoyoe. Y 

como la conjetura Fuerte de Berge ha sido demostrada en gráficas 

cue no tienen subgráficas isomorfas a K4 (12], Podemos suponer 

que n~ 4. Hagamos inducci6n sobre IV(G)I • 

Si ¡v(G~ =n, entonces G ea isomorfa a Kn y, por la tan

to, G ea perfecta. 

Supon~amos que el teorema es válido para todee les gr6-

Ficae con menor número de vértices que G. En particular, ea vál.!. 

da para todas lea subgráficas inducidas propias de G, y como son 

inducidas entonces son p2rfectas. Si el teorema no fuera válido 

para G, se tendría que G sería n-c 0 , y como n~4 entonces, por el 

teorema 3.2, se llegar!s a one contrad1cci6n • 

..,c .. o_r_o_l_a_r_i_.o,__ __ 3_ ........ 3 ........ 1'""". [11] La conjetura l'uerte de Berge se 

cumple en gráficas que no tienen subgráficas inducidas isomorfas 

volvamos al teorema 3.lp V veamos que las tras n1p~e

¡¡;l,a .aon .. naoe91!tr,.es. 
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6~ eliminamos le hipóteaie de ~ue la gráfica sea u-3c, 

entonces la ~iguiente gráfica es un contraejemplo.·· 

fig. 2 

Claramente la gráfica debe tener más de tree vértices, 

puesto oue entonces un.triángulo no cumpliría el teorema. 

Por Último, la gráfica no de~e tener. triángulos adya

centes. Las siguientes gráficas son u-3c, con más de tres vérti

ces y no tienen hoyos • 

... 

fig. 3 fig. 4 

En la demostración del teorema 3.l! utilizaremos los .s.!_ 

guientes resultados. 

Teorema 3.4. Sea G una gráfica sin hoyos; si O es 

un ciclo impar, diferente del triángulo, en G y a 1 es una diago

nal de O que no está contenida en nungún i:riángul o, entonces C> 

ttane.ot~a diagonal. 
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Demostración. 

Sea a 1=vv•, entonces el ciclo D contiene dos vv•-treye~ 

torias y une de elles es par, ya que D es impar. Sea T esta tra

yectoria y sea 0 1 el ciclo TV'v'v. Claramente 0 1 es impar y no 

es un triángulo, ;n•es a.1 esti!i en A(D 1 ). Puesto que G no tiene h,g_ 

yes, entonces 0 1 tiene una diagonal, que por definici6n es una 

arista distinta de 81 , y ~sta tambi~n es una diagonal de D. 

Teorema 3.5. Sea G una gráfica sin hoyos; si (>es ·un 

ciclo impar en G, entonces G(V(D)) contiene un triángulo. 

Demostración. 

Hagamos inducci6n sobre lv<o~ • 
Si ¡vco)I =3, el resultado es obvio. 

Supongamos r¡ue f V(D)I =n y riue el resultado es válido P!!, 

ra los ciclos impares con menos de n v~rtices (n~S). 

Puesto que G no tiene hoyos, ex~ste una diagonal b=vv• 

de o. Sea T la vv•-trayectoria de longitud par contenida en D, 

entonces D'=TUv'v es un ciclo impar contenido en G, con menor 

n6mero de vértices que D. Por hip6tesis de inducción, existe un 

triángulo contenido en G(V(D')), y por lo tanto en G(V(O)). 

Teorema 3.6. Sean G una gráfica ain hoyos, D un el-

ele en G y b una arista de D, entonces existe un ciclo 0 1 sin 

diagonal es tal i:;ue bEACD') y V(D •) ~ V(O). 
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Demostración. 

Hagamos inducción sobre lv<D>I • 

Si IV<D>j =3, lo conclusión es obvia. 

Supongamos que el teorema es válido para todos las ci

clos can menar número de vértices que D ( IVCD>l~4). 

Si D no tiene diagonales, el resultado es directa. Par 

la tanta, supongamos que a tiene una diagonal hh'. 

Sea T la hh'-trayectoria contenida en D tal que bEA(T). 

Sl D'=TUh'h entonces, coma ¡vcD•>IClvCD)I, :oar hip6tesis de in

ducción existe un ciclo D" sin diagonales tal que b~A(D") y V(D") 

~V(D 1 ). V puesta que V(D')~V(D), se tiene el resultado. 

Volvamos a enunciar el teorema 3.1. 

Teorema. Sea G una gráfica u-Je, sin triángulos adya-

centes y con más de tres vértices, entonces G tiene un hoyo. 

Demostración. 

Supongamos que el teorema es falso y consideremos las 

gráficas que no lo cumplen y tien8n el menor número de vértices. 

Sea G una de éstas en la oue el número de aristas es mínimo. 

Las siguientes observaciones son claras. 

Obs. 1. G es u-3c, sin triángulos adyacentes, tiene 

más de tres vértices y no tiene hoyos. 

Obs. 2. Cualnuier subgrlfi~a de G es t,2 6 3-colorea-

ble, sin triángulos adyacentes y si es inducida entonces no tie-
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ne hayas. 

O~s. 3. De la definición de G y de la abe. 2 se deduce 

nue si G! es una subgráfica inducida de G can nás de tres v~rti-

ces, entonces G' no es u-3c. 

Sea f una 3-caloraci6n de G y sean c1 , c2 y c3 sus cla

ses cromáticas. 

Se demostrará en cu~tra ~asas que G no puede existir. 

Pasa l. i) Cada arista de G esté exactamente en un 

triángulo. 

11) Toda vértice d~ G tiene grado par mayor a 

igual a cuat~a. 

Pasa 2. Si v es un v~rtice de grado cuatro en G y Cv, 

v 1 ,v 2 ) es un triángulo de G entonces podemos suponer, par el t~ 

crema 1.6, que fCv 1 )=1, f(v 2 )=2 y f(v)=3• 

i) La arista v1 v es de corte f(l,3) a la 

arista v 2 v es de corte f(2,J). 

11) La arista v
1

v 2 no es de corte f(l,2). 

iii) Si grGCv 1 )=4 ( gr6 Cv 2 )•4) entancas la 

arista v1 v ( v 2 v ) es de corte f(l,3) 

( F(2,J) ). 

Pasa J. Sea D un cicla contenida en Gr2 sin diagonales, 

entonces existe ww'4SA(D) tal oue{w,w•} ~s un corte ~untusl de 
f 6 12• 

Pasa 4. G na puede existir. 
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Pc:so l. i) Em;:iecemos ;ar ver rue cada arista de G es-

tá exactamente en un triángulo. 

Su~ongamas que existe une arista a 1 de G tal r.ue no es

tá en ningún triángulo. 

Sea Gl=G-a1 • Por la obs. 2, Gl no tiene triángulos ady_!!. 

centes, y como f también es una 3-coloracián de Gl, se tiene que 

Gl es 3-colareable. De, tnorema 3.4 se deduce cue Gl no tiene h_e. 

yos, y cc;mc; IA(Gl)l<IA(G)j y ¡v(Gl)f =IV(G)I entonces, aor la for

ma en que se escogió s G, Gl no es u-Je. Por lo tanto, como Gl 

es 3-coloreable ~era no es u-3c, se tiene que ex~~te una 3-calo

ración fl de Gl tal oue Fl~f. Si a 1 =vv•, ::ior el teorema 1.6 po

demos suponer fl(v)=l. Es claro ous G no sería u-3c si fl(v 1 )=2 

ó fl(v')=3, nor lo tant8 se debe tener fl(v')=l· 

Si v E V(Gl i~< v 1 )), sea T una vv •-trayectoria contenida 

Fl en Gl 12 de longitud mínima. Entonces TVa 1 es un ciclo im;:iar di.!!_ 

tinto del triángulo, pues fl(v)=fl(v 1 ) y a 1 está en el ciclo. En 

consecuencia existe a 2 E.A( G). tal que a 2 es una diagonal de tal 

ciclo; y como a 2 ,!a1 , entonces a 2 EA(Gl); que no es posible pues 

se tendría una ~v•-treyectaria en Gli~ de menor longitud que T. 

De lo anterior se tiene que vttV(Gli~<v•)); por lo tan

to permutando los colores en Gli~<v•) y por el teorema 1.7, obt~ 

nemes una 3-coloracián F2 de Gl y de G, puesto que f2(v)=l y f2( 

V t )=2• 

Por razones análogas, si se permutan los colores en 

Gli~<v'), se obtiene otra 3-coloración 

y f3(v' )=3. 
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Del ccrclaric 2.2.1, se sabe aue gr8 (v)>1, por lo tanto 

exista un vértice v• adyacente a v en Gl, es decir vv"E A(Gl). 

Entonces, por la Forma en que se generaran las 3-caloraciones f2 

y f3, si fl(v•).2 se tiene que f2(v')=f2(v") y f3(v')~f3(v"), y 

si fl(v")=3 se tiene que f2(v')~f2(v") y f3(•J')=f3(v") (recuérd.!!_ 

se que fl(v•),!fl(v)=l); en cualquier caso se tiene que F2'/:F3, 

lo oue es una contradicción. 

De le anterior se tiene cue cada arista de G debe estar 

en un triángulo, y como G na ~iene triángulcs adyacentes enton-

ces cada arista de G está exactamente en un triángulo. 

ii) Del párrafo anterior es clero cue todo vértice de r, 

tiene grado par,•ye que existe una pe-tici6n_ de A(G) en ciclos 

(triángulos). También es Fácil ver r.ue ¡vcGJj~s. 

Si existiere un vértice w de G con grado dos, entonces 

claramente G-w sería u-3c (ya que w estaría exactamente en un 

triángulo), nue no es posible, por le obs. 3. 

Por le tentJ todo vértice de G tiene grado oar mayor o 

igual a cuatro. 

?aso 2. Sea v un vértice de grade ~uatrc. Por el pase 

l y el teorema 1.6, podemos suponer que v, sus v~rtices adyacen-

tes y f tienen la estructure de le fig. 5. 

i) Primera vemos e demostrar CTue v 1 v es una arieta de 

corte f(l,3) o v 2 v es una arista de corte F(2,3). 

Sea Gl=G-v. Del paso 1 es Fácil deducir que le colora-
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ción f' que Gl hereda de la 3-caloracián f de G, es una 3-c~lcr~ 

ción. ?ar l; ::..t:s. 3 se tiene nue Gl no es u-3c; entonces existe 

una 3-coloración h de Gl tal que h~F'. Por el teorema 1.6, pod~ 

moa suponer h(v 1 )=1 y h(v 2 )=2. Si h(v 3 )t3 y h(v 4 )t3, definiendo 

h(v)=J obtenemos una 3-coloración de G no equivalente.a F, cue 

no es cosible. Por lo tanto se debe tener h(v 3 )=3 ó h(v 4 )=J. Su

pongamos que h(v 3 )=3 y h(v 4 )=1 (fig. 6); los otros casan sanan~ 

lagos. 

f"ig. 5 

hCv 1 )=1 

vl.,,, ,.• v2 ... ,,, 
' ,,, ' / 

,,, 
"' ,. 

' .... V }11 

" ' 

Vj

h(v3)=J 
fig. 6 

' ' ' .... V4 

h(v.,)=l 

Si v 2 evCG1~ 3 (v 3 )), entonces sea T una v 3 v 2 -trayectoria 

contenida en Gl~ 3 cv 3 ) de longitud mínima. Si a esta ~rayec~ari~ 

ae le agrega el vértice v y las aristas v 2 v y vv 3 , se obtiene un 

cicla D impar (ya que T tiene longitud impar pues h(v2 )=2 y h{v 3 ~ 

3), y no es un triángulo, pu~sto aue en tal caso sería adyacente 

al triángulo Cv1 ,v2 ,v). Entonces o debe tener una diagonal en G. 

Tal diagonal no puede incidir en v, ya cue en tal caso también 

~eber!a incidir en v 1 a v 4 , que no es posible pues v 1 ni v 4 es

tán en U(O). ?ar lo tanto, tal diagonal debe estar en A(Gl), lo 

cual significa que existe una v 3 v 2 -trayectcris conterilda en 
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h Gl 23 cv 3 ) de longitud menor que T, que es une contradicción. 

De lo anterior se tiene que v 2 ~V(Gl~ 3 cv 3) ). Si se per

muten los colores en Gl~ 3 <v 3 ) y se asigne a v el color 3 se ob

tiene, par el teorema 1.7, una 3-coloración de G. Pera G es u-3c, 

es decir esta 3-coloración de Ges equivalente e.le originsi. 

f Asi que (v 3 ,v,v 2 ) es la 6nica v 3 v 2-traysctorie en G23 , lo que 1~ 

plica que vv 2 y vv 3 son aristas de corte f(2,3) (por el teorema 

f 2.3, G23 es conexa). 

ii) Ahora vamos a demostrar que la arieta v 1 v 2 no puede 

aer de corte f(l,2) (fig. 5). 

Supongamos que v 1 v 2 es de corte f(l,2) y sea 

v 1 v 2} (fig. 7). Entonces permutando los colores 

y por el teor.ema 1. 7, obtenemos una 3-coloreci.Sn fl de G2 tal 

que fl(v 1 )=fl(v2 )=1 y fl(v)=3 (fig. 8). 

51 v1 e;v(G2ijcv2 )), entonces existe una v 1 v 2-treyecto

ria T contenida en G2i~ de longitud mínima. Puesto que fl(v 1 )= 

fl(v 2 )cl, se deduce que T tiene longitud par. T no pasa por el 

vértice v, ya que si lo hiciera entonces tendría que pasar ~or 

los vértices v 3 y v 4 , y en·tal caso se tendr!a que fl(v 3 )=fl(v 4), 

lo cual no es posible pues v3 v 4 E ACG2). Si agregamos e T la eri_!!. 

ta v 1 v 2 entonces se forme un ciclo impar distinto del triángulo, 

ya que si fuera un triángulo entonces serta adyacente el triáng~ 

lo Cv1 ,v2 ,v); Tal ciclo debe tener una diagonal, y como v no ee

tá en el ciclo, tal diagonal debe estar en A(G2). Esto Último 

significa que existe une v 1 v2 -treyeatoria contenida en G2i~ de 
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longitud menor que T, lo cual es una cantradicci6n. 

Por lo tanto v 1 ~V(G2r~<v2 )). Entonces tenemos oue v~ 

V(G2r~(v 1 )) 6 v~V(G2r~(v2 )); supondremos que v~V(G2i~(v2)), en 

forme similar se analiza el otra caso. 

fl Permutando los colares en G213 cv 2 ) y por el teorema 1.7, 

obtenemos otra 3-coloraci6n f2 de G2, tal que f2(v 1 )=1 y f2(v 2 )= 

f2(v)=3 (fig. 8). 

G2 

fig. 8 

Procediendo en forma similar a coma se ha estaGo hacie!l 

do, se deduce que v~V(G2~~(v 2 )) (solamente recuérdese qu~ f2Cv 1 ) 

=l y que G no tiene triángulos adyacentes). Entonces permutando 
f2 los colores en G2 23 cv 2 ) se obtiene otra 3-coloraci6n fJ de G2, 

tal que f3(v 1 )=1, f3Cv 2 )=2 y f3(v)=3 (fig. 8). Claramente f3 ta~ 

bi~n es una 3-coloración de G. Para ver que f3~f, obs~rvese que 

por el paso 1, grG(v 2 );¡::4 y existe v'é:V(G) tal que v•~v1 , f(v') 

cf(v1 )=1 y v• es adyacente a v 2 en G.Y en G2; y es fácil ver que 

f3(v 1 )=3 y f3Cv 1 )=1 (fig. 6), es decir f3~f. Que es una contra

d1cci6n. 

49 



Por lo tanto v1 v 2 no puada aar da corte f(l,2). 

iii) En seguida varemos que ai grG(vI)=4 ( grG~v2 )=4 ), 

entonces la arista v
1

v ( v2v ) as de corte f(l,3) ( f(2,3) ) 

(t'ig. 5). 

Del. inciso anterior se tiene que si grGCv1 )-4, la ari..!!, 

ta v 2 v na pueda ser de corte f(2,3). Entonces, del inciso i) ea 

deduce que le arista v 1 v es da corte f(l,3). 

Sea O un ciclo sin diagonales contenido en 

Gi2 y sean x,ylE: c3 , entonces denotaremos par C!x=fvv 1 EA(0): v,v'E

NG(x)J, V(Dx )=~«-1/(D): una arista de Dx incide en v} y Oxy•OxV 

Dy. 

Antes de empezar la demcstrac16n, mer1cionaremoa cuatro 

lemas que utilizaremos constantemente. Puesto oua son muy claros, 

no haremos la demostraci6n. 

Lama e) Toda cicla contenido en Gi2 tiene longitud par. 

Lema b) Si O es un ci:cla contenida en Gi2 V· 17EA(D) 

entonces existe una única xec 3 tal que bEDx. 

Lema c) f Sea T une vv•-treyectoria contenida en G12 en-

tonces, T es par si y s6la si r(v)af(v•). 

Lema d) Saa··T .una vv•-treyactoria y sea T' une ww•-tr.!. 

r yectoria. Si embae están contenidas en G12 y 

f(v)=l'(w) y f'(v• )~f'(w' ), entonces tienen die-

tinta paridad. 

Como ea dijo .antariarmenta, an esta paso demostraremos 
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que si D es un ciclo sin diagonales contenido en Gi2 , entonces 
r· 

existe ww• E A(D) tal que[w,w•} es un corte puntual de G12 • 

Por lo tanto supongamos que D es un ciclo sin diagona

les contenido en Gi2 • 

i) Empecemos por demostrar que si existe xEC 3 t~l que 

loxt=1 entonces, si Dx='[vv'}, fv,v'} es un corte puntual de G~2 • 
Sea xEC 3 tal r¡ue Dx={vv•}. Su;:iongamos, sin pérdida de 

generalid$d, f(v)=l y f(v')=2. Por el paso l, se sabe quelNG(x~ 

Si existe v"E NG(x)-{v,v•J tal que v"EV(D), entonces S,!;!. 

pongamos, nuevamente sin perder generalidad, f(v")=l• Sea T la 

v'v"-trayectaria contenida en O que no pasa por v.y sea D'=TV 

v"xVxv•. Como T tiene longitud impar, por el lema c), entonces 

D' es un ciclo impar; por el teorema 3.5, existe un triángulo R 

con V(R)~V(D•). Puesto que V(D•)nc 3=fx}, es directo que xEV(R) 

y, como D no tiene diagonales, la arista que une a los otros 

vértices de n (es decir, la opuesta) debe estar en Dx. Pero Dx= 

{:vv •J, lo cual significa que vEV(D 1 ) y, por la tanto, T pasa por 

v, que supusimos no ocurr!s~ 

De lo anterior se tiene que NG(x){) V(D)={v,v•}. 

Si {v,v•} no es un corte puntual de Gi 2 entonces, debe 

existir una trayectorin P en Gi 2 que una a un vértice v"ENG(x)

{v,v•J con un vértice w E V(D)-{v,v!h tal que fv,v•}f)VCP>=J11 • Es 

Fécil ver que podemos supum.r V(D)() V(P)={wJ y NG(x)('\V(P)=fv•J. 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, f(v" )=2. Sea T la wv-tr.!!. 

yectoria contenida en D y que no pasa por v• y sea D'=PUTUvxV 
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xv"• 

V V 1 

f1g. 9 

Puesto que PUT tiene longitud impar (por el lema e)), 

entonces o• es un ciclo impar; por el teorema 3.5, existe un tr.!. 

l!ingulo R con V(R)~V(D' ). Nuevamente, es f~cil. ver que xt:V(R), y 

como los otros dos vértices de R están en NG(x)I\ V(D • )=f.v,v"} el!. 

tcnces vv"€A(R)GA(G); lo cual ne es posible, ya que entonces 

les triángulos (x,v,v•) y (x,v,v") serían adyacentes. 

En vista de lo anterior, en lo que reate del paso 3 su

pondremos que ¡ox¡~1 para X€C 3 • 

il) Ahora veremos que si xEC3 con Dxr'¡d y vv', ww 1 E Dx 

con vv•-ww• en Dx, entonces f(v')=f(w). 

Puesto que G no tiene triángulos adyacentes, es directo 

que v•~w. Si f(v•)~f(w), TDx(v 1 ,w) tiene longitud impar (par el 

lema c)). Sea D1 =TDx(v 1 ,w)VwxUxv'; por le anterior y por el 

teorema 3.5, existe un triángulo R tal que V(R)~V(D'). Como 

V(TDx(v 1 ,w))~V(D), ea claro que xEV(R) y la arista que incide 

en los otros vértices de R está en A(TDx(v•,w)) (ya que o no ti~ 

ne diegoneles)_(f~9 10)¡ entone•• tal arieta-~-· eetar •" Dxf\ 

A(Tdx(v•,w)),que no ea posible, por definic16n de r°xcv•,w). Por 

la tanta f(v')=f(w). 
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V w' 

f'ig. 10 

iii) Sean xec 3 y v~v 1 , viv 2 , •••• v~_1 vn aristas disti.!J. 

tea de Dx talea que v1_1 v 1 -vlvi+l en Dx, para i=l,2, ••• ,n-1, en

tonces f(v~)=f(vn) si n e9 par, y f(v~)~f(v0 ) si n es impar (n~ 

1). 

Hagamos inducción sobre n. 

Si n=1 entonces el resultado es obvio. 

Supongamos el resultado válido para menos ue n aristas 

(n":l=2). 

Si n•l es par entonces, por hipótesis de inducción, 

f(v~)=f(vn_1 J. V como v~_2vn_ 1 -v~_1 vn en Dx, de1 resultado ii) 

se tiene que f(vn_1 )=f(v~_ 1 ), 1o cual imp1ica que f(vn_1 )~f(vn) 

(ya que obviamentE f(v~_1 )~f(vn)), es decir f(v~)~f(vn). 

Si n-1 es impar entonces, por hi~ótesis de inducción, 

f(v~)~f(vn_1 J, y como v~_ 2 vn_ 1-v~_ 1 vn en Dx se tiene, por 11), 

f(vn-l)=f(v~_1 )~f(vn). Lo c~el significa que f(v~)=f(vn)' ye que 

Dx ~A(Gi2 ). 

iv) En seguida demostraremos que si xec3 , entonces !Dxl 

ea par. 
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Supongamos que !Di<I es impar (por lo tanto J Dxl~3). Se

an v~v 1 , viv2 , •••• v~_1 v 11 con n=\Dx\, las aristas de Ox. Sin 

p~rdida de generalidad podemos suponer qu2 v{_1 vi-vlvi+l en Dx 

para i=l,2, ••• ,n-1, y v~_1 v0-v~v 1 en Dx. De esto ~ltimo se tiene. 

por ii), que f(vn)=f(v~). Pero como n es impar entonces, por iii), 

f(vn)~f(v~). Que es une contradicción. 

v) Supongamos ahora que x,yE.C 3 , x.,iy, Dxi'p¡ .y Dyi'¡Jj i en-. 

tonces todos los arcos de Dx y de Dy con respecto a Dy y Dx, re.!!. 

pectivamente, tienen el mismo número de elementos, módulo 2. 

Pera demostrar lo anterior, ea suficiente con ver que 

si Hx es un arco de Dx con respecto e Dy, cor. U'I n6mero par de 

elementos, entonces todos los arcos de Dx y de Dy (con respecto 

a Dy y ox, respectivamente) tienen un nGmero par de aiementos. V 

pera esto último, es fácil ver que eÓlo se necesita demostrar 

que los arcos de Dy que acatan e Hx tienen un número par de ele-

mento e. 

Por lo tanto, supongamos que Hx es un arco de Ox con un 

número par de elementos, y sean v 1 v2 , v 3 v4 , v 1 y v 4 les aristas 

y los vértices extremos del arco Hx. Tembi~n sean w1w2 , w3w4 , w2 
y w3 les aristas y los v~rtices de Oy y V(Oy) que acoten al arco 

Hx, respectivamente. Por Gltimo, sea My el arco de Oy que con-

tiene e le ariete w3w4 , y como este arista ea extrema del mismo 

arco My, entonces sea w5w6 la otra arista extreme del arco My 

(no necesariamente distinta de w3w4 > y sea w6 el otro v6rtice 

extremo de My (fig. 11). 
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Supongamos,sin pérdida de generalidad, que My tiene un 

n~mero impar de elementos. De iv) se deduce que Oy está formado 

por más de un arco, lo cual aigniFica que {w1 ,w~flVCMy)=J2J. Pue.!!_ 

to que Oy tiene más de un arco, es claro que también Dx tiene 

más de un arco; por lo tanto, Ei v 5 v 6 y v 5 son la otra arista y 

el otro vértice de ox y V(Dx) que acotan a My (distintos de v
3

v 
4 

y v 4 , respectivam.,.nte) entonces, fv 5 ,v 6!nvcHx)=)i!I'. 

Hx 

fig. 11 

Se sabe que w1 w2-v1 v2 y w5 w6 -v5 v6 en Dxy, por lo tanto 

sea D '=TDxy Cw2 , v 1 )Vv1 x Vxv5 VrDxy (v 5 , w6 ) Vw 6 vVY'"z· 

Es fácil ver que 0 1 es un ciclo. Puesto que f(v1 )=f(v 5 ) 

(ya que por iii) se tiene F(v1 )=f(v4 ) y por ii) se tiene f(v 4)= 

fCv 5 )) y fCw2 )#f(w6 ) (pues por ii) f(w2 )~rcw3 ) y por iii) f(w3 )~ 
f(w5 )), entonces se deduce (por el lema d)) que O' es impar. 

Del teoremE 3.5 se tiene que existe un triángulo R tal 

que V(A)~V(D' ). Como V(D' >n c3 =fx,yJ, entonces fx,y}()vCR)#/lS. 

Supongamos que x~V(R), en forma similar se llega a una 

contradicci6n si yEV(R). Como O no tiene diagonales, entonces la 

arieta b que incide en los otros dos vértices de R debe estar.en 

ox. Por definici6n se tiene que b~A(TDxy(w2 ,v 1 )) y b~A(TDxy(v5 , 

w6 )), siendo la Gnica pasibilidad restante que b incida en un 
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v~rtice v de V(TDxy<w2 ,v 1 )) y en otro v• de V(TDxyCv 5 ,w6 )). De 

ésto y del hecho de que bEA(D), se deduce que v=w2 o vQv 1 • Si V= 

w2 entonces v•=w
1

• es decir w1 w2 EDxnDy, que por el lema b) no 

es posible. Y si v=v 1 , entonces v•=v 2 , que tampoco es posible 

pues v2 ~V(D') (recuérdese que IHxl es par). 

vi) A continuaci6n veremos que si x,yE.C3 con Dx/.¡D y 

Dy!.p, y Hx es un arco de Dx con respecto a Dy con un nGmero im

par de elementos, entonces IH~ =l• 

Supongamos que jHxl:::>l y sean v1 v 2 , v3v 4 , v 1 y v 4 lss 

aristas y lus vértices extremos de Hx. También sean w1w2 , w3w4 , 

w2 y w3 las ~~istas de Dy y los vértices de V(Dy) que acotan a 

Hx. Como jDy/>l y G no tiene triángulos adva.centea entonces [w1-. 

w2}f'i[w3,wJ =f?J• 

Vl v 2 v 3 V4 
• o • o 
~ 

Hx 

F.ig. 12 

Puesto que w1w2 -v1 v 2 y v 3 v4 -w3w4 en Dxy. ses D'=TDxy(w2 • 

v 1 )Uv1 xl..Jxv 4 lJr0 xvcv 4 ,w3 )l)w3 yLJyw 2 • Claramente D• es un ciclo. 

Como w1w2-w3w4 en Dxy, se deduce, por 11)• que f(w2 )= 

F(w3 ). Y por iil) se tiene que f(v 1 )¡,rcv4). De estos dos reeult.!!, 

dos y del leme d) se concluye que D' es impar. 

Del teorema 3.5 se deduce que existe un tri~ngulo R tal 
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que V(R)!;vco•). Nuevamente, r.:omo V(D•)nc3 =[x,yJ-, entonces xEó 

vero o yEVCR>. 

Supongamos que y~V(R), en forma similar se llega a una 

contrsdicc:6n si XtV(R). Sea b=vv• la arista de R que incide en 

los otros vértices. Por definición de TDxyCw2 ,v
1

) y TDxy(v4 ,w
3
), 

y como D no tiene diagonales, entonces uno de los vértices en 

que incide b, digamos v, está en V(TDxy(o12 ,v1 )), •ientras que el 

otro, v•, está en V(TDxy(v 4 ,w3 )), y beA(D). Esto ~ltimo signifi

ca que v=w2 o v=v1 • Si v=w2 entonces v 1 =w1 , que no es posible ya 

que w1~V(D 1 ). V si v=v1 entonces v '=·1 2 , llue tampoco es posible 

ya que v 2f:.vCD ') (pues JHx/>1). 

vii) Sean x,yec3 con Dx~¡zr y Dy~,11/. Si Hx es un arco de 

Dx con respecto a Dy tal que IHxJ es impar entonces, Dx y Dy es

tán formados cada uno por dos arcos y cada arco tiene exsctamen-

te un elemento. 

Para ver ésto, obsérvese que por v) y vi) se tiene que 

todos los arcos de Dx y todos los de Dy están formados por un 

elemento. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Dx está 

formado por más de dos arcos. Por lo .tanto existen tres aristas 

distintas v 1 v 2 , v 3v 4 y v 5 v 6 de Dx tales que v 1 v 2-v 3 v 4-v5 v 6 en Dx. 

Como cada arista de Dx rorma un arco con respecto a Dy y cada 

arista de Dy también forma un arco con respecto a Dx entonces, 
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e vl "2 wl w2 V3 V4 W3 W4 V5 v6 ) 
• • • • • • • • • • 

Fig. 13 

fácil ver que 0' es un ciclo. Como w1 w2 -w3 w4 en Oy entonces, por 

iii), se tiene F(w1 )=f(w4 ). De ii) y iii) se deduce que F(v1 )= 

f(v 5 ), es decir f(v 2 )JF(v 5 ). Por lo tanto, de los dos resultados 

anteriores y del lema d), se concluye que D 1 es impar. Por raza-

nes similares a las dadas en los incisos anteriores ~e obtiene 

una contradicci6n. 

viii) Ahora demostraremos que pare el ciclo D·exiaten 

dos v~rtices en c3 que cumplen con las hip6tesis y, por lo tanto, 

con le conclusión del inciso anterior. 

Para cada xE:C 3 con Oxtl./21, es decir Joxj~2, y pera cede 

pareja de aristas v1 v2 y v 3 v 4 de Dx con v1 v 2-v3 v 4 en Dx, existe 

Dxy( ) T v 2 ,v3 • Como cada pareja de eristos dc 0}: de este tipo;·gen.!!. 

ra el menos una trayectoria de la forma anterior, entonces sea 

rx la longitud de una de estas trayectorias de longitud mínima 

(es decir, de entre todas las trayectorias generadas por parejas 

de aristas del tipo anterior, se está tomando una de longitud m! 
nime). V sea· r=minfrx1, donde el m!nimo se toma sobre aquellas x 

ec3 teles que Dxt.¡;J. 

De lo anterior se tiene que existe yec 3 con Dy~)ZI y 

&xisten w1 w2 , w3 w4 EDy teles que w1 w2 -w3 w4 en Dy y r•ry=IACTDV-
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<w2,w3»f. 

Si rcO entonces, w2=w3 V los triángulos (y,w1 ,w2 ) V (y, 

w3 ,w4 ) serian adyacentes. De squ! que r>O. 

Sea vv• una arista en A(TDV(w2 ,w3 )). Por el paso 1, se 

sabe que existe xEC3 tal que vv•~Dx. Si existiera otra arista de 

Dx en A(TDVcw2 ,w3 )), entonces deber1a existir una arista uu'E.' Dx 

()A(TDY(w2 ,w3 )) tal que vv•-uu• en Dx o uu•-vv 1 en Dx; sin pérd,!. 

da de generalidad supongamos vv•-uu• en Dx, entonces r 0 xcv•,u) 

está contenida propiamente en r 0 Ycw2 ,w 3 ), lo cual significa que 

rx<rv=r, que es una contradicción. Po'r lo tanta la arista vv• 

forma un arco cte Dx con respecto a Dy, que es lo que se quer1a 

demastra:r. 

En vista de lo antericr,en lo que resta de este pasos~ 

pondremos que los v~rtices x,yEC3 son tales que Dx={v1 v 2 , v 3v 411 

Dv=[w1 w2 , w3 w4} 1 Dx está forrr.ado por dos arcos con respecto e Dy 

y también Dy está formado por dos arcos con respecto a Dx. Se s~ 

pondr~, sin perder generalidad, que f(v1 )=1, f(v2 )=2 1 v1 v2 -v3 '1+ 

en Dx, w1w2 -w3w4 en Dy y v 1 v 2 -w1 w2 en Dxy (fig. 14). 

fig. 14 

59 



ix) Veamos que ING(x)l>4 y ING(y)l:>4. 

Supongamos que ING(x)l=4, en Forma análoga ~e p~uebe 

que INGCv>l>t•. 

Del paso 2 inciso i), se sabe que v1 x es una ariete de 

corte F(l,3) o v 2x es de corte F(2,3). Sin p~rdida de generali

dad podemos suponer que v 1 x es de corte f(l,3). 

Sea zec: 3 tal que oz/,pl. Para qq 'EDz, el triángulo ( z, 

q,q•) contiene una arista que incide en z y en un v~rtice de c: 1 ; 

sea Bz el conjunto de todas éataa aristas, claramente 8z~A(Gi3 ). 

Hagamoa 8=\JBz, donde la uni6n se toma sobre las z~c: 3 tales que 

Dz-1.P. 

Si G' es la subgdífica de G tal que V(G')=[zei::3 : Dzr!~}V 

{vco)nc:J y A(G')=B, entonces de iv) 

z es par, para zE,V(G') ()c:3 ; Y como en 

se de~uce que el grado de 

cada v~rtice qE.V(D)(\c1 
inciden dos aristas del ciclo D, es Fácil ver que q tiene grado 

dos en G 1 • Por lo tanto todo v~rtice de G' tiene grado par en G' 

y, por el teorema l.4, cada arista de G' está en un ciclo de G'. 

Pero A(G 1 )~A(Gi 3 >, lo cual significa que ninguna arista de G 1 

es de corte f(l,3) en G. Que es una contrsdicci6n ya que v 1x 20 

de corte F(l,3) y esté en A(G 1 ). 

x) En seguida probaremos qr•e NG(x){)V(D)=V(Dx) y NG(y)O 

V(D)=V(Dy). 

Si una de las igualdades anteriores no se cumple enton

ces, sin perder generalidad, supongamos que NG(x)()V(D).¡,.V(Dx) ea 

decir, existe v 5 ENG(x){)V(D) tal que v 5 ~V(Dx). Como v1v 2-o,1 w2 
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en Oxy, 11ee v
5

EV(TDxy<v 2 ,.:
1

)) 

enálages a similares • 

l • V2 V5 

Vl 
11 
W4 

fig. 

(fig. 15); las otras casas san 

• • J wl w2 V3 

V4 
e 
W3 

15 

Se sabe que f(v 1 )=1 y f(v 2 )=2, y par ii) se tiene que 

f(v 3 )=2, f(v 4 )=1, f(w1 )=f(w4 ) y f(w 2 )=f(w3 ). 

Si f(v 5 )=1, sea P la v2 v 5 -trayectoria contenida en TDxy 

(v2 ,w1 ). Del lema c) se deduce que el ciclo D'=PVv5 xVxv2 es i_!!! 

par, y par el teorema 3.5 se tiene que existe un triángulo S tal 

que V(S)~V(D')• Como V(D 1 )()c3=[x} entonces, xEV(S) y la arista 

de S que na incide en x -está en Dx; sin embarga, cama O na tiene 

diagonales, es clara que esta arista debe estar en P, la que es 

una contradicción pues, par definici6n, ox()A(P)~Dx(\A(TOxy(v2 , 

wl))=j21• 

Par la tanta se ~ebe tener f(v 5 )=2. 

Dxy · Sea P' la v 5w1-trayectaria contenida en T <v2 ,w1 ) y 

sea D"=?•Vw1 yUyw4 UTDxyCw4 ,v1 )Vv1 xVxv5 • Es clara que 0" es 

un cicla y cama f(w1 )=f(w4 ) y f(v 1 )if(v5 ) entonces, par el lema 

d), se deduce que D" es impar. Par el teorema 3.5, existe un tr,!. 

lingula R tal que V(R)~V(D"). Puesta qu" fx,yJ=V(D")(\c 3 , se tie 

ne que xEV(R) o YtV(R). 

Si xEV(R) y b es la arista de R apuesta a x entonces, 
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como D no tiene diagonales, bEDx. Lo cual no ea posible, ye que 

Dx={:v1 v2, v 3 v4J y [v2 ,v3 ,v 4}nvco")=J21· 

Si yEV(R) y b' es la arieta de R opuesta a y entoncee, 

nuevamente porque D no tiene diagon~les, b'EDy. Que tampoco es 

pouible pues, Dy=[w1 w2 , w3 w4J y (w2 ,w 31()v(D")=fl'J. 

xi) Probemos ahora que no puede existir une trayectoria 

P que una a un vértice v 5 E NG ( x )-V(Ox) con un v~rtice w5 E ll!G( y)

V (Dy). tal que V(P)nV(D)=.0. 

Supongamos que existe tal trayectoria. Es fácil ver que 

f'ig. 16 

Sabemos que f(v 1 )=f(v 4 )=1 y f(v 2 )=f(v 3 )=2• Supongamos 

que f(v 5 )=1, en forma similar se analiza el ceso f(v 5 ).2. 

Si rcw 5 ).f(w4 ), entonces sea D'=PUw5 yVyw3 Vrº"Ycw3 ,v4 ) 

\Jv 4xVxv5 • Como V(P)nV(D)=Jll, se tiene que D' es un ciclo; y 

en vista de que f(v 5 )=f(v4 ) y f(w 5 )=f(w4 )~f(w3 ), se sigue del 1~ 

11111 d) que o• es impar. Nuevamente, par el teorema 3.5, ee sabe 

que existe un·triángula R tal que V(R)l:;V(D'), y cama fx,yJ=V(D') 

f)c 3 entonces, xEV(R) a yEV(R). 

Si xE\i(R), como V(P){)NG(.><)=fv5} y, por x), V(TDxy(w3 , 

v 4 )>{)NG(X)=fv 4J, se deduce que fv 4 ,v 5JGvCR), es decir v 4 v5 e 
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A(G). Lo cual no es posible, pues se tendr!a que los triángulos 

ser!an adyac2ntes. 

Si yEV(R), entonces por razones similares a las dadas 

en el pl!rrafo anterior, se obtiene que w3 w5 EA(G), que tampoco 

es posible, ya que en t2l caso los triángulos (y,w3 ,w4 ) y (y,w
3

, 

w5 ) ser!an adyacentes. 

Si P(w 5 ),&f(w 4 >, considerando D"=PUw
5

yVyw4UTDxy(w4 ,v
1

) 

lJv1 x\)xv5 , y en forma similar a como se hizo en los tres párra

ras anteriores se llega a una contradicción. 

xii) En este penúltimo inciso demostraremos que V(Dx) 

f es un corte puntual de Gi 2 , que separa a los vértices de VCD)-

V(Dx) da los de NG(x)-V(Dx), es decir en Gi 2 -VCDx) no existe ni~ 

guna trayectoria que una a un vértice de V(D)-V(Dx) con uno de 

NG(x)-V(Dx). 

Empecemos por ver que V(D)-V(Dx)~ (J , es decir lv<o>l>4. 
Si fV(D)J =4, significa que V(D)=(v1 ,v 2 ,v3 ,v4f y v 2 v 3EDx, 

con lo que los triángulod (x,v1 ,v2 ) y (x,v 2 ,v 3 ) ser!an adyacen

tes. Que es una contradicción. 

Por ix), NG(x)-V(Dx)~ f;. Si V(Dx) no es un corte pun

tual de Gi2 que separa a los vértices de V(D)-V(Dx) de los de 

NG(x)-V(Dx), entonces· e><!ste una .trayectoria P _que <tne ,. un vért;!_ 

ce v 5 E ~JG(x)-V(Dx) con un vl!rtice ·q é:V(D)-V(Dx), tal que V(P){) 

V(Dx)uJZ. Es fácil ver que po:lemos suponer V(P)()r~G(x)=[v 5) y 

V(P){)V(D)=fq}. Supongamos,sin pérdida de generalidad, que q€ 

(fig. 17). 
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f'ig. 17 

Si f(v 5 )=f(v2 )=2, sea P' le qw1 -treyectorie contenida 

en TDxy(v
2

,w
1

) y sea 0'=PUP•Uw1 yUyw4UrDxycw4 ,v1 >Vv
1

xUxv
5

• 

C::omo V(P)nvco>=fq7, se tiene que PUP• es una trayectoria y, 

por lo tanto, º' es un ciclo. C::arno f(v5)=f(v2),f(vl) y rcw1>= 

f(w
4

) entonces, del lema d) se deduce que 0 1 es impar. Por el 

teorema 3.5, existe un td.ángulo R tal que V(R)~V(0 1 ). Nueveme.!:!. 

te es fácil ver que xEV(R) o yEV(R). Si xE:V(.R), entonces los 

otros dos v~rtices de R deben estar en NG(x), pero V(P)nNG{x)a 

{v
5

-¡. y, por el inciso x), V(P•)()NG(x)=J!'I y V(TOxycw4 ,v1 ))(\NG 

(x)={v11, es decir V(O•)()NG(x)=[vl'v 5l; por lo tanto V(R)•fx,vr 

vs}• que no es posible, ya que en tal ceso R serla adyacente al 

triángulo Cx,v 1 ,v2 ). De lo anterior se tiene que y~V(R); enton

ces los otros dos v~rtices de R deben estar en NG(y), pero por 

xi) se sabe que V(P)nNG(y)=JZ' 6 V(P)nNG(y)=(w11 Cesto 6ltimo si 

w1 =q), y. por x) se tiene que V(P• )nrJGCv>=fw{f y NG(y)(\V(TDxy 

Cw4 ,v 1 ))=(w41, lo que significa que V(D 1 )("\NG(y)={w1 ,w41, es de

cir V(R)=fy,w1 ,w41,; que tampoco es posible, pues en tal caso se 

tendr!a que R serla adyacente el triángulo (y,w1 ,w2 >. 
Si FCv 5 ),f'Cv2 ), entonces sea P" la qv2-treyectorie CD!:!, 

tenida en TOxyCv 2 ,w1 > y sea D'=PlJP•Uv2 xvxv5 • Es fácil ver que 
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0 1 es un ciclo. Como f(v 5 )~f(v 2 ), del lema c) se deduce 

que O• es impar (obsérvese que PU r::rn es una tray&ctoria pues 

V(P)nV(D)=fq}). Por ra;:ones similares a las dadas en este y 

otros incisos se obtiene una contradicci6n. 

xiii) Finalmente, demostraremos que [v 1 ,v 2}, {v 3 ,v 4?¡, 

fw1 ,w2} o fw 3 ,w 41 es un corte puntual de Gi2 • 

Supongamos que fv 1 ,v 2} ni [v 3 ,v 41 son cortes puntuales 

Del inciso ix) se sabe qcrn existe v 5 ,;:. NG(x)-V(Dx). Pue_!! 

to que {v 1 ,v2} no ea un corte puntual de Gi 2 , entonces existe 

una trayectoria P que une a v 5 con un vértice de [v3 ,v41 tal que 

V(P)nfv1 ,v2}=Jll· Claramente se puede suponer IV(P)(\fv 3 ,v4}l=l; 

también supondremos, sin perder generalidad, que V(P)/l[v3 ,v4}= 

[v3}• Del inciso anterior se deduce que V(?)n V(D)=fv 3}, y del 

inciso xi) se tiene que V(P)n[NG(y)-V(Dy)f=JZf• 

En forma similar, como fv 3 ,v 41 no es un corte puntual 

f de G12 , entonces existe una trayectoria P• que une a v 5 con un 

vértice de fv 1 ,v2} tal que V(P')("\fv3 ,vJ=J2f· Aqui también se 

puede suponer que lv<P•)nfv1 ,v2}1=1; analizaremos el caso V(P') 

() {v1 ,v2~ =fv 11, en forma similar se sigue ::.s demostraci6n si 

V (P 1 >() fv 1 , v 2} =fv 21 • Nuevamente, del inciso anterior se tiene 

que V(P•)nvco>=fv11, y del inciso xi) se deduce que V(P•)(\ 

tNG(y)-V(Dy)f= Jl) ( Fig. 18). 

Del teorema 1.2, se tiene que existe una v 1 v 3-trayecto

ria P" tal que A( pn) ~A (PU P •), y de los párrafos anteriores se 
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fig. 18 

sabe que V(P">nvco>=[v1 ,v 3J y que VCP•>()fNG(y)-V(Dy)}=!2f· 

Sea D'=P"Vv3v 4 l)TDxCv 4 ,v1 }. Entonces. como V(P")()V(D) 

=fv1 ,v 31, es claro que 0 1 es un ciclo en Gi 2 tal que ..,3w4 EA(0 1 ). 

Como V(P"){)fNG(y)-V(Dy)f=J2f y, por el inciso x), V(TDx(v4 ,v 1)) 

f\NG(y)=fw3 ,wJ, se deduce que V(D 1 )()NG(y)~fw2 ,w3 ,..,J (n6teae 

que se puede ·dar "'z=VJ) • Del teorema 3.6 se tiene que ax18t!l IJn 

ciclo 0 11 sin diagonales, tal que V(D")!;;VCD') y ... 3w4 eACD"). Pe

ro V(D")()NG(y)$;V(0 1 )('\NG(y)~fw2 ,w3 ,..,J; esto significa que 

D"y=fw3 "'41, y por i) se tiene que fw3 ,..,41 es un corte puntual de 
f' 

G12• 

Paso 4. Por el teorema 1.3 
f tice de G12 tiene grado mayor que uno 

entonces existen ciclos contenidos en 

y en vista de que todo V~.!:, 

f en G12 (paso 1 inciso i), 
f G12• Del teorema 3.6 se d.i:_ 

duce que Gi 2 contiene ciclos sin diagonales, por le tanto se ti,!!_ 

ne, por el paso anterior, que existe vv'EA<Gi 2 > tal que fv,v•} 
f es un corte puntual de G12 • Sea CP el conjunto de arietas da es-

te tipo. Si b=ww 1 ECP, entonces exi~te una componente conexa de 
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Gi2 -fw,w•? con el menor número de vértices; denotemos por lb el 

número de vértices de tal componente. V see l=min[Ib1' donde el 

m!nimo se toma sobre todos los elementos de cr. Por lo tento 

existe a•-vv 1 € CP tal que I=I
8
,; see G1 una de las componentes 

conexas de Gi 2 -fv,v•} tal que Ia,=rV<G1 >f, y sea G2 la subgrfif..!, 

ca inducida de Gi 2 (y de G) por el conjunto V(G 1 >V{_v,v•}. 

i) Empecemos por demostrar que si existe b O!SCP()A(G2 ), 

entonces b incide en v o v•. 

Supongamos que ex·.lste bECPnA(G2 ) tal que b no incide 

en v ni en v'. Si b=ww', claramente v y v• est~n en una misma 

componente conexa de Gi 2-fw,w 1~. Sea G3 una de las componentes 

conexas de Gi 2 -fw,w•}, tel que fv,v•JnvcG 3 >=SZ'· 

Veamos que V(G 3 >n [v<Gi 2 >-VCG 2 >}=S21· Si existiera h é 

VCG3 )n fvcGi 2 >-VCG2 >J, entonces sea h'E V(G3 ) tal que h' es ady.,!! 
F cente a w o w' en G12 • Puesto que h 1 h 1 E':V(G 3 ), existe una 

hh'-trayectoria T contenida en G3\ es decir V(T)n {v,v•}=JZS• Si 

a T le agregamos la arista que incide en h' y en un v§rt1ce de 

fw,w•f, entonces es~aremos obteniendo una trayectoria T' que une 

f a un vl!rtice que no está en G1 (ya que hEVCG 12 >-VCG 2 > y VCG1 )~ 
VCG 2 )) s~n un v~rtice que está en G1 (pues w,w'EVCG1 )), tal que 

V ( T') n f V. V •J = flJ. Lo cual no 8S posible puesto que Gl "s une CO.!!!, 

ponente conexa de Gi 2-f v, v •J. 
Entonces, como '\/(G 3 )n fvcGi2 >-VCG2 >J=~· se tiene que 

V(G3 ) ~V(G2 ). Pero f v, v 1
1 w,w•]f;V(G2 ) y fv,v 1 ,w,w•J()VCG 3 )=p$, 

lo cual significa.que fvcG 3 >l<JvcG 1 >1, es decir Ib<I
8

,=I, que ea 

una contradicción. 
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ii) De lo anterior es directo que G1 no contiene ciclos, 

porque si D fuera un ciclo en G1 entonces, por el teorena 3.6, 

existiría un ciclo 0 1 sin diagonales tal que V(D')~V(D) y, por 

el paso anterior, se tendría que existir!a bEA(D•)ncP; lo cual 

es una contradicci6n, ya que b no incidiría en v ni en v• y bE 

A(o•>ncPf'.ACG1 >ncP~ACG2 >tlcP, que por el inciso anterior no 

es posible. 

1i1) Ahora probaremos que G2 no contiene cuadrados. 

Supongamos que D es un cuadrado contenido en G2 • Clara

mente D no tiene diagonales. Sea D=(h 1 ,h2 ,h 3 ,h4 ). 

Tomemos u~a arista cualquiera de o, por ejemplo h1 h 2 • 

Por el paso 1, se se.be que axlstl! ·z~c 3 tal q~I! h 1 h 2 EDz. Si h3zE 

A(G) entonces los triángulos (z,h 1 ,h 2 ) y (z,h2 ,h 3 ) serien adya

centes. Similarmente se ve que h4 zjí!fA(G). Por lo tanto Dz=fh 1h 21 
y, por el inciso i) del peso 3, se tiene que h1 h 2 EACG2 )('\CP. C,2. 

mo h1 h2 es arbitraria, se deduce que A(D) !;ACG2 )(1CP, y como o 

no tiene diagonales, entonces una. arista de O no incide en v ni 

en v•; lo cual no ea posible, por el inciso i) de este paso. 

iv) G1 no contiene aristas de corte f(l,2), pues al 

h 1 h2 fuera una de talea aristas, entonces claramente fh
1

,h21 se

ría un corte puntual de Gr2 (ya que por el paso l, todo v~rtice 
f f (\ de G12 tiene grado mayor que uno en G12 >, es decir h1 h2 €ACG

1
) 

CP; lo cual por el inciso i) no es posible, pues ACG 1 >GACG2 ) y 

V(Gl )=V (G2 )-(v ,v •J. 
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v) Sea b=w1 w2 E ACG 1 ), entonces veamos que el grado de 

w1 o el de w2 en G2 es mayor que dos. 

Como w1 ,w2 E VCG 1 ), es fácil ver que el grado de w1 y 

el de w2 en G2 es el ~ismo con respecto a Gr 2 , y del paso l se 

sabe que es mayor que uno. Si f w1 y w2 tuvieran grado dos en G12 
entonces, también por el paso 1, tendrían grado cuatro en G; pe

ro por el paso 2 inciso ili), ~sto significaría que w1 w2 ser!a 

de corte f(l,2) de G, que por el inciso iv) de este paso no es 

poaible. 

vi) Por Último, demostraremos que G1 c~ntiene un ciclo. 

Como ae dijo en el inciso anterior, si h~VCG 1 ) entonces 

el grado de h en G2 ea el mismo que en Gi2 • Sean H1 =fhEVCG1 ): hv 

€A(G) o hv 1 EA(G), y grG (h)>2} y H2 =fh'éVCG1 ): h' no es adya-
2 

cente a v ni a v• en G}. Si G3=GCH 1VH2 ), entonces para demos-

trar que G1 contiene ~n ciclo, es suficiente con demostrar que 

G3 contiene uno; y para esto Último s6lo se necesita ver, por el 

teorema 1.3, que todo vértice de G3 tiene grado mayor que uno en 

Gj· 
Empecemos por ver que VCG3 )~Slf. 

Como VCG1 )~J2l', entonces existe ht:V(G 1 ) tal que hvEA(G2 ) 

o hv'EACG2 ).· Supongamos, sin pérdida de generalidad, que hveACG2 ). 

Puesto que el grado de h en G2 ea mayor que uno, existe h'€VCG2 ) 

tal que h'.Cv y hh'E ACG 2 ). 

Si h'=v', entonces el triángulo (h,v,v') estaría conte
r 

nido en Gz y en s12 , lo cual.110 a!5 posible. Si h'vE:ACG2 ), el 
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triángulo (h,h',v) estaría contenido en G2 y en f G12 , que tampoco 

es posible. V si h'v 1 €A(G2 ), se tendría que el cuadrado (h,h', 

v•,v) estar!a contenido en G2 , que por iii) no puede ocurrir. 

Por lo tanto h' está en H2 , lo ·cual significa que V(G 3 )i'_e1. 

Ahora demostraremos que todos los vértices de G3 tienen 

grado mayor que uno en G3 • Por lo tanto aea h é V(G3 ). 

Si hé Hl' sin perder generalidad supondremos que hv E: 

A(G2 ). Usando la misma idea que ae dio en los párrafos anterio

res, se demuestra que todos ¡os vértices adyacentes e h en G2 , 

salvo el vértice v, están contenidas en H2 • V como, por hip6te

sis, h tiene grade mayor que dos en G2 , entonces el grado de h 

en G3 es al menos dos. 

Si h € H2 , empecemos por ver que h es ad yacen te en G2 a 

la mis a un v~rtlce que a su vez es advacente e v o a v•. 

Si existieran h',h"€VCG2 ) tales que ca1!a uno es adya

cente a v o v• y también a h, entonces supongamos, a!n pérdida 

de generalidad, que h'vE.A(G2 ). Si h"vEA(Gz), se tendría que el 

cuadrado (h,h',v,h") estar1a contenido en G2 , que por el inciso 

iii) no es posible. V si h"v'E A(Gz). el ciclo impar (h,h 1 ,v,v•, 

h") estaría contenido en G2 V en f tampoco posible ( r!'-Gl2' que es 

cuérdese que todos los ciclos en Gi2 r;on pares). Por lo tanto h 

es adyacente a lo más a un vértice que a su vez •s adyacente a v 

o a v 1 • 

Si. h EH2 pero h no es adyacente a ning(in vértice que a 

su vez sea adyacente avo a v•, entonces es claro que el grado 

de h en G3 es el misMa que en G2 , es decir mayor que uno. Por lo 
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tanto, sá~o nos resta analizar el caso en que h E H2 y h es adya

cente a exactamente un vértir.e que a su vez es adyacente a v o a 

v•. 
Sea h' EV(G2 ) tal que hh' EA(G2 ) y h' es adyacente a v 

o a v•. Si h 1 EH 1 , entonces el grado de h en G3 sigue siendo el 

mismo que en G2 , es decir mayor que uno. V si h • ~H1 , signi f'ica 

que el grado de h 1 en G2 es dos, por lo tanto el grado de h en 

G2 es mayor que dos (por el inciso·v)), de lo que se deduce que 

el grado de h zn G3 es mauor que uno. 

De los incisos ii) y vi) de este paso se deduce el teo-

rema. 

Por 6ltimo, para concluir este trabajo, quisiéramos prR 

poner la siguiente conjeture, que es una.generalización del tea-

rema 3.1. 

Conjetura 2. Sea G una gráf'ica u-ne, con más de n 

v~rtices y que no contien8 ninguna subgráfica isomorfa a Kn+1-e, 

entonces G tiene un hoyo. 

Donde Kn+l-e eü la gráf'ica Kn+l menos una arista. El t.=, 

crema 3.1 vendria siendo el caso n=3, y es fácil ver que esta 

conjetura se cumple trivialmente para n=l y n=2. No lo demostra

remos, pero no es dificil ver que la conjetura tambi~n se cumple 

para n=4 en gráficas planas. 
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