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PROLOGDO

Si se entiende por obtener una n-colorscién de una gré-
fica 81 hecho de generar una particifn de sus vértices, tal gue
esté formada exactamente por n clases no vacias y vértices adye-
centes en la grafice estén en distintas clases, entoncec cada
grafice tiene una n-colcracidn pare n igual al ndimeroc de vérti-
ces de la gréfica. Sin embargo, lss n-coloraciones de una gréfi-
ce dada G gque van a interessr, var a ser aquéllas en las gue n
es lo més chico posible, es decir n igual al ndmero cromftico
iZKG) de lz gré&fica; més nrecisamente, en este trabajc nas acupa
remos de las gréficas G tiles que sdla tienen una 7((6)—cnlnra—
cifn, y gue llamaremos unfvocamente X(G)-coloreables.

Para una gréfica G se tiene: B es univocamente ;{kn)—cg
loreable con X(G)=1 si y s61lv si G no tierme aTistes; y G es unl
vocamente ;{kﬁ)-cnlureahlé can 2:(5):2 s8f y s6lo si G tiene aris
tas y todo eciclo en G tiesne lomgitud par tﬂ . De aqui gque la cs-
tructura de una gr&fica § univocamente A (G)-coloreable es muy
gsimple si ;((G)=l 6 2; pero para RA(G)23, la estructura de G re-
sulta ser mucho més complicada, incluso er el caso ;Zkﬁ)=3, sin
embargo se tienen varlos resultados sobre estas graficas.

£l objetive nrincipel de este trebejo s prerentar un



nuevo resultsdo sobre gréfices unfvocemente 3-coloreables, y pa-
re esto se he ordenado el trabajo en le¢ sigulente forma:

£n el primer cap{tulo se dar los conceptos que se van a
manejar en el trabsjo. En el segundo capftulo se da un ﬁanurama
de los resultados que se tlenen sgbre gréafices unfvocamente 3=co
loresbles, y en genersl sobre gr&ficas un{vocamente n-colores-
biles. Y en el tercer capftulo se demuestra un teorema sobre ci=-
cloe impares inducidos en graficas unfvocamente 3=-coloreables.

Quiero anrasdecer 8 la Dres. Hortensias Geleana Shlnchez la
ayuda prestada en la elaborscifin y revisién de este trabajo, esf
coma a8l Or. Vi{ctor Newmann sus sugerencies.

Finalmente, dedico este trebejo a2 todas les personas

que de una u otra forma me ayudaron en mis estudloa.

AGOSYO DE 1986



CAPITULDO I

CONCEPTOS GENERALES

Empezeremos esfe trabejo daendo las definiciones y le
terminulugié de los conceptos que gerén utilizedoas 8 lo largo
del mismo., Tambidn veremos en este capftulo algunos teoremss b
sicos que serén utilizaedos en los priximos cepftulos.

Principiemos dando la definicidn de gr&fics.

Una gréficae G eatf formeda por un cenjunte V(G) no ve-
cfo de puntos, llamados vértices, y otro conjunto A(G) de pare-

jas no ordenadas de distintos vérticea, llamades aristas.

Por lo general utilizaremos 189 (Gltimaes letres del al-
‘fabeto, en mindsculs, pars denotar vértices, mgregéndoles subin
dices cuandu sea necesario. Y las primeras letrss del salfabeto,
tamhién en minGscula, les dejaremos para representar aristas.
Las letres may(sculas las uvtilizaremns pere denoter gr&fices y
conjuntos de vértices o aristes. La cerdinelidad de un conjunto

8 le denotaremas par lBI.



Si G es una gréfica y v y v' san vértices de G tales
gque le pareja no ordenada que forman estf en A(G), entonces de-
notaremos a tal parejs por vv' o viv, y se dird que v y v' son
adyacentes o vecinos en G y que le erista vv' (o v'v) incide en
vy en v'e E1 gradn de un vértice w de G es el ndimero de eris-
tes que inciden en &€l y se denota por gra(u). Tembién denotare
mos por chG) al gredo del:vértice de G de menor grado. Finale
mente, al conjunto de vértices adyascentes en G » un vértice x
lo representaremos par NG(x) o, 8i no hay confusifin, por N(x).

En la sigulente gréfice se ilustren todos los concep-
tos anteriormente menclonasdos. En ests grifica, como en todas
las de este trabajo, los vértices son les puntos resaltados, y

las asristas son las curves Que los unen.

G
Viq 7—_—-—0‘[2 vy
. vy L4 vg
V(BI=fv,, Vp, Vi, v,s v} juced) =s
A(G)={y1v2, Vv, VoVa, vzvd} IA(G)I=Q

ng(v1)=2, ng(v2)=3, ng(v3)=2, ng(vh)=1, ng(v5)=U v G;(G)= a
N(v1)={y2, vz}, N(v2)={v1, Vi, vé}, N(v3)={v1, vz}, N(vh)={bz}
) N(v5)=ﬂ

Puesto que cada erista de unas grafica incide en dos
vértices, entonces lms suma de los gredos de los vértices de ls

gréfice debe ser das veces el ndmero de aristes. Por lo tanto



se tliene el siguilente teorema, debido s Euler, que fue el prie

mer teorema de Teprie de Gréaficas.

Teorema 1. 1. Eﬂ La suma de los grados de los vérti-

ces de una grifica es igual a dos veces el nimero de aristas.

Corolario Telela Eﬂ En cualguier gré&fica, el namero

de vértices de grado impar es par.

Para una gréfice G definiremos su grafice complementa-
ria B, como aguélls en la que V(E)=V(G) vy b€A(E) si v sblo si b
¢A(G). Tembién definiremos s la gré&fica complete con n vértie
ces, como aquélls en la que cada vértice es adyscente a todos
los demis vértices y tiene exactamente n vértices; a tel grafi-
ca la denotaremps por Kn. En los siguientes ejemplosz se muestra

8 una gréfice, a8 su grAfica complementaria vy @ Ky

G G ) . Hb
C_ad o1
VZ’/I\'VL' vzv\“‘
i V3 3

- Dlremés que dos gréficas G1 y 52 son isomgrfas, si
existe una funcifin blyectiva F:V(G1) ———iU(Bz) tel que vv'e
A(G,) si y sblo si F(v)f(v') €A(G,). Por ejemplo, las siguiens

tes gr&ficas son 1somorfas.



Gq Gy
V1 Ve VS w1 ms
VZI——~—"13 uy sy W,

f(v1)=u5, F(v2)=uh, f(v3)=u3, F(v“)=u2 y F(vs)-m1

Una subgréfica G' de une gréfice G es une gréfica tel
que U(E‘)E;V(G) v A(G')EEA(G); cuando una de estss contencio-
nes es prople, se dice que G' es una subgréficas propia de G. Si
tede arista de G que sfBloc incide en vértices de G' tembi&n esth
en A(G'), entonces diremos que G' es una subgréfice inducida de
G. Cleremente para cada BLV(G), B#¢, exlste una Gnica subgré-
fica inducida G, de G tal que V(G,)=B; a tal subgrbfics 1la deng

taremos por G(B).

G G, Gy G,
V,‘ \I2 V1 Vz \l.l \Iz V1 \l2
Vs Vi Vs Va Vi

En los ejemplosanteriaores, G, es una subgrafica de G,
pero no e€s inducida; G2 vy Gy s8{ son subgré&ficas inducidas de G.
Obsérvese que G, es lsomorfa a Gs.

Una subgréfica F' de una gréfice F es un clan de F si,
F' es completa y no es subgrifica propia de ninguna otras subgré
fice complets de F; denotaremocs por W(F) al nOmero de vértices

en uno de los clanes de F con mas vértices. 5e diré que un can-—

3]



junta de clanes cubre a F, si cada vértice de F estd en uno de
estos clenes; y el nimero de particidn @(F) de F serd les cardi
nalided de uno de estos conjuntas que cubren &8 F con menos ele-—
mentos. El siguiente ejemplo ilustra estos conceptaos.

F

v

Va

-.n_este ejemplo, los clanes de F son: F({v1. Vas Vi}).
FC{vqs v v}, F({v1, vs}), F({vz, vs}) v F({vh, vé}); por lo
tanto W(F)=3, Cleramente el conjunts farmado por todos los clae-
nes anteriores cubre a F, y es fBcil ver gue el conjunto forma-
do por los clanes F({v1, vy, v3}), F({y1, vs}) y FCfv,, v
también cubre a F y que @(F)=3. )

Si B8 es un subconjunto de vértices de una gréficae G,
entonces denoteremos 8 la subgrlfice inducida de G por el cone
‘Juntn V(G)=~B como G=-8; y s8i B esté& formado por un sflo vértice
v, se denotsrfi por G-v. Similarmente, si £ es un subcanjunto de
eTistes de G y G' es la subgr&fice de G tal que V{G')=U(G) vy
‘A{G')=A(G)=~E, entonces denatesremes & G' por G-E; y en caso de
gue £ esté formado por una sola arista b entonces, sé denotard

a G' por Geb.



CONEXIDAD

Dlremos que T ®s un vv'-camino, o un camfnn, de longi-
tud n, en una grafice G, s1 T es une sucesidn de vértices (v=
Var Vs Vos eeer Vo g, v =v') tal gue vi_1vi€.A(G) para 1=1,2,.
eesNe Y denotaremos por V(T) v A(T) a8 los conjuntos de vé&rtices
y aristas que formen T. Puesto que en este trabasjo no se presta
rd a confusiones, también dencotaremos por T a la sucesifin ante-

rior pero en sentido opuesto, ez decir (v'=v Vieqt *ce2 V¥ =V) ;

n’ o
por lo tanto T también puede ser considerade como un vivecemino.
Si en las sucesiones anteriores se tiene gue T&(vo, Vg
Vn) y viﬁvj, pars 0<€i<j$n y (1,3)£(0,n), entonces diremos gue T.
es una vv'~trayectoris (o uns v'v~trasyectoria) o, simplemente,
una trayectoria. ghsérvese que se esté permitiendo gue Vo=Vn ¥
también que ]U(T)l=1. Una arista puede ser considerada camg una

trayectoria cuyos vértices son en los gue incide la arists.

Teprems 1.2, [7] Sean G una gréfica, v,v'€U(G) y P
un vv'-camina, entonces existe una vv'-—trayectaoria T tal gue

A(T)EA(P) y, por lo tanto, U(T)EV(P).

- Cuando en una gr&fica G se tiene uns vv'-trayectnrié T
y otra v'v"-trayectoria T', entonces si a8 la treyectoria T le
agregamos la trayectoris T', se obtiene un vv'-camino que deno-
taoremos par TUT!.
CDiremos cue dos trayectorias ticnen la misma paridad,

e, las das son peres, e8 decir tienen- Longitud per, o las dos



sbn impareé, es decir tienren longitud impar.

Un ciclo D es une trayectoria de longitud mayor gque cg
ro, en la gue los vértices extremos coinciden; de aquf{ gue por
breveded, cuando no haya confusidn, el representar a8 D come una
sucesién de vértices omitiremos sl Gltimo, sin embargo la longi
tud de D se calcularf con base en le suceslén originel. A leos
ciclos de longitud tres lps llamaremos trifingulos y 8 laos de
longitud custro los llamaremos cumsdrados; y diremos que das tri

dngulos distintos T y T' son adyacentes sl R(T)f\A(T')J¢ -

Teorema le3e Bﬂ Sea G una grafice en la que todo

vértice tiene grado mayor gue uno, entonces G contiene un ciclo.

Sea G unas gréfice y D un ciclo contenido en G; si b€
A(G) es tel que V(b)S V(D) pero b ¢A(D), entonces b es una dis-
gonal de D en G. Un hoyo de G es un ciclo twmpar, distinto del
Ariéngulo, sin diagonales, y un antihoyo de G es uns subgréfica

inducida de G tsl gque su complementaris.es un hoyo de Ge

G Gp Gy

V2 V5 v VS



Es fhAcil ver gue la gréfica Gy no tlene hayas. La gré-
fica 52 claramente tiene un hoyo que tambifn es sntihoyo, puss
G, es isomorfa a Eé.

Una gréfica G es conexe si entre dos vértices cusles=
quiera existe una trayectorlis gque los une; en caso contrerioc es
disconexs. Une componente conexa de G es una subgrbfice conexa
de G, tsl que no es subgréfica propis de ningune otra subgréfi-
ce conexa de G.

Seean G una gréfica v ESV(G); el conjunto E es un cor-
te puntusl de G si G-E es disconexa; y se dird que G es necone-
x8 si; G es isomorfa e Kn+1 0,6 tiene cortes puntusles y cade
uno de ellos 8l menos tiene n vértices. También diremos que bBE
A(G) es de corte si, G es conexa y G-b es d{scnnexa. Los si~
guientes ejemplos ilustran estos conceptos.

Gl Gz

V1 \I2 \13 Vl V2 V3

5 Ve Vs Ve

Le gréfica Gy es disconexa y est& formada por dos com-
ponentes conexas, que s0n las subgréficas inducidas por las can
Juntos $v,,vp,vsh Yy {VA'VS'Vé}‘ La gr&fica G, es conexs, es de-
cir estd formasda por una sflas componente conexa, y tiene varios

cortes puntuales como {va , {vé}, {v“,vgg, {vz,vs}, etc. Es Fh-

0



cil ver cgue los cortes puntuales de GZ con menor namero de vBre
tices tienen un s86lo vértice, por lo tanto Gz es 1-~cpnexa. Gz

tiene tres sristes de corte gue son VaVgy VgVg ¥ VoV, .

Teorema 1olta [7} Sea G una gréfics en la gue todo
vértice tiene grado par, entonces G no tiene aristas de carte,

es decir cada arista estf en un cicls.

GRAFICAS APLANABLES

Diremos que una gréfice es aplanable si se puede dibu-—
jar en el plano, de tsl forma que cada vértice sea un punto del
‘Plano, cada ariste sea una curvae simple que una a los puntos cg
rrespondientes y gue estas curvaes no se intersecten excepto, a
lo m8s, en sus puntos extremos. Cusndo se digs que una gré&fics
G es plana, en realidad se estaré refiriendo a una represénta—
cién (érbitraria pero fija) del tipo anterior, de la gré&fics
aplanable G«

pe las siguientes gr&ficas, la del lado izguierdo es
aplanable, pues s8i se dibuja como en el ladg derecho, entonces

sus aristas no se cortan.

AN

Sin embargo, no es diffcil ver gue Kg no es aplanable.

11




Si G els una oréfics plana, entonces divide sl resato
del plana en regiones, nque llamaremos regliones de G. Diremas
que una reglfn es un trifngulo si su frontera es un tridngulo

de @, y un cuadrado sl su fronters es un cusdrado.

Teaorema 145 [7] Sea G una grlfica plana y 2-conexa,
entonces ceda arista de G estd exactamente en ls2 frontera de

dos regiones de 8.

Demostracifne.

Sea ww'@A(G) y demostremos gue ww' esté en la fronte..
ra de exactamente dos regiones de G. Claramente ww'! estd a lo
més en 13 frontera de dos regiones de G, y tembifin es flAcil ver
gue s8i existe un ciclo D tal gue uww'@ A(D), entonces ww' estd
en la Trontera de dos regiones de G; por lo tanto necesitemaos
demostrar gque existe tal ciclo.

51 w' sGlo fuera adyacente a w en G, entonces {u3 Be-
ria un corte puntusl de G o lU(G)I:Z. lo cuel no es poslble
pues G es 2~conexae.

Por lo tanto existe w"@€ V(G) tel cue w'dw y wWw"€ A(G).
Comag {w'} no es unh corte puntual de G, existe uns wy“-treyccto-

ria T tal rue u'¢ V(T), vy &sto significe que D=T{w'u'\Ju'u - es

12



un ciclo en G tal que ww'€ A(D)e

COLORACION

Sea G una gréfica y sea f:U(G) ~»EL N una funcibn
tal gue W*vv' € A(G) f‘(v.);éf‘(v'), entonces diremos gue f es una
coloracién de G. Tambié&n se dirté que G es n-cplereeble si exi&
te una coloracidn f':V(G) ———>{1,2,...,n} de G, tal que para
cada i6{1,2,...,n}, exigte v@ V(G) con f'(u)=i; en tal cesc s
f' se le llama una n-colaracién de G. Puesto que cads n-celora
cifn de G determina una n particlén de V(G), diremos que dos
n-coloreciones f y f' de G son equivalentes (fR2F') si determi
nan la misme n particldn de V(G); en caso contrario diremaos
nue na san Equigalentes entre s{ (F;&F'). G es unlvacemente
n-coloreable (u-nc) si, G es n-coloresble y todes sus n-colorg
clones son eguivalentes entre ellassa. E1 nlmero cruméticu?(ﬁﬁ)
de G ee 21 minimo nimero n tal que G es n-coloreable.

Es f&cll ver gue la sigulente grafica es 3-colaoreable,
L=colareable y u=-5c, sin embargo no es Z2-coloreable, lo cual

significa que X (G)=3.

Vo

Vl. \IS

Nuevamente, si f es una n-colorescién de G entonces, a

los conjuntos que forman la n-particifn de V(G) inducida por .f,

13



los llamaremos classes cromfticas de f. Si g:{1,2,...,n}——.{1'
2....,n} es wna funcidn biyectiva entonces, es claro gue g(f)
sigue siendo una n-coloracién de G y g(f)F; de esto se tiene

el siguiente teoreme,.

Teorema 1.6. t7] Sean G una gréfica n-coloreable, f
una n-coloracifén de 6 y ESV(G) tel fue si v,v'€ £ con vév' en-
tances fF(v)#f{v*'). Ei se ordens, esrbitrariamente, s laos elemen=-
tos de E entonces, existe una n-coloracidn f! de G tel que F'%$WRF
y f' conserva el orden dado en £ es decir, f' del primer elemen

to es uno, f' del segundo es dos, vy 8s{ sucesivamente.

Pars cada n-coloracién f de una gr@fll:a G y para cada
pareja h,k¢{1,2,...,n}, h#k, definiremos a G;k como 18 subgré-
fica inducida de G por el conJuntn{v.V(G): f(v)=h 6 f(v)=k}.
También diremos que b@ A(G) es une ariste de corte F(h,k) s8i, b
es una arists de corte de Gl:k‘ fFinalmente, 81 veU(G;k) entane
ces Gr‘:k(v) denotaré a 1a cogmponente conexa de G;k que contiene
a v, y entenderemos por permutar los colores en G:k(v),al hecho
de generar una funcilén f':V(G) ——-{1,2,...,1"} tal que, F'(uw=
flw) si u#V(G;k(v)). y F'(wd=k (h) si, wG\I(G;k(v)) y f(w)=h
(k).

14



G Gax B2
F(v1)=1 f"(vz):Z v ov
Vi, Vg 1‘\\’——_—. 2
[ —-
F(v, )=1 v v v v
A 3 fs . 5 6
F(V3)==3 VL.
£
y Y GZA(VG)
5 6 >
P(v5)=l-¢ F(V6)=é vg Ve
et

En las figuras anteriores se muestra una gr&fica G; jun
to con una b4-coloracidn f con cléses crombéticas {V1'VQ}' {vz,vé},
{v3} v {vs}, asi como las subgréficas G:3, th y G;b(vﬁ). Es fa-
cil ver que las eristas V4avs v Vv, son de corte f(1,3). Dbsérqg
se tambi&n que permutando los colores en 554("53' se obtiene una
L-golaracifn f' da G tal que F'gﬁf, con clases cromfticas {v1,
v}, {vz,vs}, {VJ} v {VG}: ain ewbargo, si se permutan les colo-

~res en G§3(v1) se obtiene una 4-cploraclén equivelente a f.

Teorema 1.7. [7] Sean G una gr&fics n-coloreable, f
una n-colaracién de G, h,k€§{1,2,...,n}, hfk vy veV(G) tal que
f(v)=h, entonces permutando los colores en ng(v) se obtiesne una
coloracién de G, que es n-coloracifn si ng(v) tiene més de un

vértice.
Oemostracitn.
Sea f!' la funcidn generada a)l permutar los colores en

f ' s 2
Ehk(v). Empecemos por ver que f!' es una coloracion de G; para eg

15



to , es suficiente con demostrar gue si ww'€ A(G) entoncea f'(uw)
#F'(w'). Entonces supongamos que f(w)=1i y P(w')=3 (por lo tanto
1£8).

5i {i,;}ﬂ{h,k}=¢, significa que w,w'¢V(GEk(v)) Vs
en consecuencia, FP'(w)=F(w) v F'{u')=fCu’), es decir F'(uw)i
Friw').

si {i,j}[\{h,k}:{h} (6{k}), entonces supongamos, sin
pérdida de generalidsd, gque i=h, es decir f(w)=z=h. Pussto oue {J}
ﬂ{h,k}:ﬁ, se tiene que m'¢‘~'(r§:k(v)), lo cunl significa gue
Fr(wt)=F(w')=j. S5in embargo, si mé\J(G:‘k(V)) entonces f*'(uw)=k,
vy si uﬁ\l(G:k(v)) entonces f*(wd)=h; en cuslguier caso se tiene
gque Fr{wlAfr(uw').

Si {i,j}ﬂ{h,k}:{h,k}, entonces se tiene, como ww' g
A(G), que m,w'GV(G:‘k('J)) <] m,’m'¢\l(G:k(V)). Para el primer ca-
sa, F'{w)=F(w') v F'(u')=F(w), es decir fI(uw)ff'(u'). Y para el
segundo casa, F'(u)=F(WEF(w*)=F"(w').

For 1o tanto f' es una coloracifin de G. X

Ahora veremos gue ' @s una n-coloracidn de G si,ng(v)
tiene mds de un vértice. Sea 1€{1,2,...,n}.

si re{’l,z,...,n}-{h,k}, entonces se sabe gue existe w@
V(G) tal cue f(w)=r. Comg m¢\I(G:k(v))_, se tiene ocue f'(w)=7,
es decir pars cada re{1,2,...,n}-{h,k} existe w€ V(G) tal gue
F'(w)=T.
51 r=k, ‘como Flv)=h se tlene que F'(v)=k.
Y s} r=h, pussio gue G:k(v) tiene més de un vértice y

‘es conexa, entonces existe v'é\I(GP (v)) tasl gue vv! € A(B), lo
hk

16



cual significa que f(v')=k, es decir f'(v')=h.

En el siguiente ejemplo se de una t-cplorscidén f de la
grafica, sin embargo 8l permuter los colores en G?A(Vh) se och-
tiene una 3-coloracifin, con clases cromfticas {v1,v;§, {va} v
{vst-

Vo F(v2)=2

v Ve
Flv,)=1 Flv, d=b

Vs f(v3)=3

ARCOG EN UN TICLO

Sean & una gréfica, C un ciclo sin diagonales v!SSR(D)
con IB'>1. 51 vv' vy ww' son dos arilstas distintas de B, entonces
existen dos v'w—-trayectoriass contenidas en D, y una de ellas cdﬂ
tiene o la'arista vv'e. G5i 1a otra trayectoris no contigne aris-
tas de B, diremos nue las sristas vv' y ww' son consecutivas en
B con respects a los vértices v' y w, 0 més brevemente vv'-ww!'
én B; y denotaremeos a8 tel treyectoria par Ta(v',u) ] TB(w,v').
Obsérvese que en estes definiclones y notaciones no se mencions
al ciclo D, lo que puede ocasionar cnh?uainnes; sin embergo,
siempre Que se utilicen estss definiciones y notaciones, el con-
texto permitird saber sobre qud ciclo se estd trabajando. Nitese
tamblén gue si vv'eww' en B entonces, w'u-v'v en B, pero ne ocu-
rre nucesariamente gue v'vew'w Bn B8 y nunca gcurre que viveww'! o

vv'ew'n en Be
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Para el siguiente ejemplo B={h1u2, Bt , ”5”6} .

hl3 hJL.
Y2 N -]
8
w, T g wg) g

Coemo se puede ver en este ejemplo, Wy =woW, =wewWe &N
3, sin embargo no ocurre gue Lo =Wgw, en B8, ni que W, =Wo g
en B8, ni tampoco gue Wy =W, Wa En B.

Es claro Gque para cads arista vv'€E y para cada vérﬁl
ce v! en gue incide tal arista, existe una Gnica arista wu'€ B
tal que vv'eww' en B, Par lo tanto, existe una Gnica fForma de
acpomodar las aristes de B en el siguiente sentide: va1—v;v2—
VéVB_ViVL.- ces —\/l;_,lvl_\-\/uv,l EN Ba

Sea H otro subvonjunto diz A(C) tal que IH]>1 y Bf\Hn¢,
y sean  w,W, y wgl, dos aristas de H tales cue Wylp Wb, BN Ha
bsi B1= {b&B : bEINTH(wz,wB))} es distintoc del vacio, entonces
diremaos gue 81 es un arco de 8 con respecto 2 H (cuando na hava
confusibn, no mencionaremos con respecto a qué conjunto se esth
tomando el arco). Supongamas aue B1£¢ N B1=-{vov1, V%VZ’ cecwy
V6-1Vn} y, sin pérdida de generslidad, cue VoV mVRNo= ees -
vi_yv, en 8. Coma v v, UTCv ,vDUV U T (v, vpdU e U
'vé_zvn_1thB(vn_1,vé_1)(jvé_1vn es una trayectoria que estd can
tenida en TH(wz,uB) Yy COMO W lp=WaWw, en H, entgnces podemas éupg
ner, nhuevamente sin perder generalidad, nue w1m2-vuv1-u'v - cee

172
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En tal casoc diremos gque lzs aristas extremas del arco

81 son v v,y v! y los wértices extremos del mismoc srco son

n-1Yn*
Vo ¥V Ve Tembién diremas que las aristes (de H) gque acotan al arg
co 81 S56R W ly Y watl,, Y los vértices gue ascotsn a 81 son w, vy
s Par Gltimo, como cada arista de H forma parte de exactamente
un arcc de H con respecto a 8, a8 los arcos de H ton respecto a B8
en los gue se encuentran las aristas Wl Y Wl ¢ que tal vez
eg gl mismo arca), nos referiremos comg los arcogs que acotan al
arco 81.

Sean B= {vi__lv‘} 1=1,3,5,7,9,11, vy H={uj_1mj} j=1,3,
5,7,9, y supongamos que estfin como se muestra en la sigulente fi

gura.
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B ests Formado por tres arcgs, gque son B1u{vnv1, VoV,

VQVS}' BZ={VEV7. VBVQ} " 83={V1Uv11}. H tamhi&n estd formadao poT
tres arcos, gue son H1={moui}, H2={h2m3, ”b“5§ y H3={h6w7, “BQE}'
Lags aristas y los vértices extremos del arca B2 8aN Vgu, ¥ VgVgs
Yy Vg V Vg, respectivamente; mientras gque lag aristas , vértices y
arcos de H gue lo acotan son oWy Y Wplig, Wy Y W, VY H1 Yy Hz, tam
bifn respectivament=z., Obs&rvese gue 2] arce B, sflo tienme una
eriste y, por lo tanto, sflo tiene una arista extrema, sin embar-

go sus vértices extremos son Vag ¥V Vqq-
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CAPITULOO I1

GRAFICAS UNIVOCAMENTE 3-COLOREABLES

Sobre gréfices u-3c se tiene poce informrcidn. Una gran
parte de estas informacidn se obtiene de resultados vAlidos para
gréfices u=nc. Veemos, brevemente, slgunos de los resultados més

»
importantes gue hay sgbre gréficas u-nc.

Cuesndo se estd trabajando con una gr&fics u-nc, una pre
gunta natursl es saber si tal gréfice es tambifén u-mc, para una

m distinta de n. El siguiente teorema conteste esta pregunta.

Tegrema 2., fb] 5i G es una gréfics u-nc con n<]V(Gﬂ

entonces (G)=n.

Demostrscian.

Supongemas gque G es uns graficea u-nc tal que n<IU(G)l v
A (B)fn,es decir A(G)<n. Entonces existe una k-coloracién de G
cen clases craméticas Cqr Cpr eeey G (k<n).

51 ken-1 entonces, como k<n<|\l([3)| , es decir k+2$|u(s)|,

pueden ogcurrir dos caosas:
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i) Existen dos clases crométices C,vecC cada una con

¢
més de un vértice.

S1 v' y v" gon elementos fijos de Cﬂ v Et, respectiva=
mente, entonces sean f' y f" dos ne-coloraciones de G cuyams cle-
ses cromaticas son, resnectivemente: cé-cb si b#s, Cé-C.-{v:} V'
Cl=f{v'}, v C4=C, si ddt, Ci=C,-fv3y Cr={v"}. '

Clarsmente F'?Bf“, lo cual no es posible pues G es u-ncCe

ii) Existe une clase crométice C, can més de dos vérti
ces.

Si v!' y v" son elementos fijas de Cs' entonces sean f!'

y f" dos n-coloraclones de G cuyas clases craméticaes saon, respeg
tivamente: CY=C, si bks, Cl=C_-{v'} vy Cl=fv'}, v Ci=C, si dis,
ca=C ~fvi} v cp={v }. ‘

Puesto que Cs tiene mAs de dos eleﬁentua entonces quf',
lo cusl no es posible.

51 k#én-1, es decir k&£ n=1, entonces en forma semejsnte
8 camo se hizo en 1) o i1) se geners una (k+1)=coloracifn de'G,

y repitiendo este procedimiento se llega &8 une (n-1)-colorscifin

de G, gue &8 el ceso anterior.

Egte teorema nos esté diclendo que si G es una gréfice
Ue=TC 9 u-mg, para n#m, entaonces une de las colorecliones corres-
pondientes es trivial, usa tantos colores comao vértices tiene la
gréfica, y la otre usa exactamente ;(15) colores. Obmérvese que
tode gréfice con n-vértices es u~-nNce

EYl sigulente ejemplo muestre una gréfica u=3c y u-4c.
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i

En lo que resta de este trabajo, cuando nos reflrsmos s

una gréfica u-nc supondremas gue n=_¥(G).
Pasemos ahara a ver uns relecifn entre el color de un
vértice dado, es decir el nimero ssignede por la coloracifin dada,

y los colores de sus vértices vecinas, sn una gréfica u-nc.

Teorema 2.2, Eﬂ Si G es una gr&fica u-ne, f una n-co
loracién de G y v€V(E), entonces pars cada color r&{i,2,...,n¥-

f{v) existe un vértice w adyacente a v tel que f(u)=r,.

Democtracifn, .

Suporgames rue existe un vériice v y um color r, distin
to de f({v), tal oue ningln vértice adyacente a v lo tlene asigng
doe

Si asignemas s v el color r vy en los restantes vértices
no camblamss el color, entonces se geners otra coloracidn de ﬁ,
y es una n-coloracifin puesto que n=2£(G). Para ver gue esta nue-
va n-coloracifn no es eguivelente a la ne~coloracifn original f,
obsérvese nue existe un vértice v' tal gue f(v')=T; entonces en
la primera n-coloracién (f) v y v' recihben colores distintos,
mientras que en 1ls nueva reciben el mismo color. §in emhargo, es

tno no es naosible puesto cue G es u-nc.
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De lo anterlor se sigue el siguiente corolarioc.

Corolariao 2e2.1a E] Si G es una gr&fica u-nc, enton

ces S (G)Z n-1.

En particular, Kn es una grifica u-nc en la que todo
vBértice tiene grado n-1.
Veamos ahora una condicién necesaris para gue une gréfL'

ca sea u-nNC.

Tearems 2e3e DJ Psra cuaslquier n-caloracién de uns
grfica G u-nc, la subgrfifica inducida por le unién de dos cla-

ses crométicas es conexa.

Demostracifn.

Supongamos gue existe una n-coloracifn £ de G y dos de
aus clgses cromiticaes Ci y Cj tales que la subgrffica inducida
por su unidén es disconexa.

Sean v y v'!' dos elementos de CiLICj contenidos en dis-
tintas companentes caonexas de G(CiL’CJ),‘es decir v'¢JKGIJ(v)).
Permutando laos colores en G:J(V) se obtiene, por el tecremz 1.7,
otra n-~coloracidn de G (recuérdese gue n=_¢(G)). ¥ es flcill ver
que ests nueve colaracibn no es eguivalente 8 la anterior, ya
nue en una de ellss v y v' tienen asignado 21 mismo color y en
la otra tienen asignados colores distintoa. Lo cusl no es pusiF

ble pues G 28 u~nc.
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Corolsrio 2e3al. EJ Si G es una gréfics u-nc con n32,

entonces G es conexade

Una pregunie interesante es gi el inversa del teorema
2.3 se cumole es decir, s8i G es una gr&fica tal gue pars cads
A(G)-coloracifin f la subgr&fica inducida por la unlén de das
clases cromftices cualesguiera es conexa entonces, ites G univaca
mente R/(G)-colaoreable ?

Desafortunademente le respuesta 28 no; veamos un 2jem-
plo. La siguliente gréfica tiene dos 3-coloraciones; {1,é}, {3,&},
v {5,6}, y {1.e}, {2,33 y {4,5}. sin embargo tiene la propiedad
de que la subgréfica inducida por la unifin de dos clases crom&ti
cas cualesouierza (en cuslguiere de las dos 3-coloraciones) es cg

nexde.

El siguiente teorems es uno de los més importantes que

hay aohre gréficas u-nc,

Teorema 2.&..[7] Si G es une gr&fica u-nc y C es una

de las clases cromfticas de G, entonces G-C es u-(n-=1)ec.
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Demaostracifin,

51 B es u~-nc entonces G~C es (n-l)~coloreable, ya ocue
hereda unsa (n-1)—cnlnraciﬁn.de G. Si G-C no fuersa u-(n=1)e, exis
tirfa otrs (Rn=l)=coloracifin de G-C, no egquivalente @ la anterior;
pero al agregar C a G-C y asignfndole el restasnte color & los
vértices de C, se generarf{s dos n-colorsciones de G no eguivalen

tes antre sf. Que es una contradiceifdn.

Corolario 2.4.1. [7] Si G es una gr&fics u-nc, enton-
ces la subgr&fice induclde por la unién de ¥ clases cromfticas

cuslesquiera d8s u-kc (1gk<n).

Dempestracifin,

Sea C una clase cromftica diferenté de las K que esta-
mos uniendo entonces, por el tecorems snterior, G-C es u-(n-l)c.
Replitiendo este procedimientc se elimlins a tpdas las clases cra-
méticas diferentes d= las k que estamaos unienda ; por la tanto le

grafica final, dque es la inducida por las k cleses crombticas,

es u=kCe.

Del corolaria 2.3.1 se sabe gue sl G es u-nc, entonces
G es conexa. E1 siguiente teorema nos dé mAs imnformacibn en este

sentido.

Tearema 254 [5] 51 G es una gr&flca u-nc, entonces G

es (n-l)-canexa.
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Demostracidn.

Supongamos cue G no es (n=1)~conexa, es decir existe un
corte puntual P de G con lPlSn-Z, y sea f una n-coloracidn de BG.
Entoncas existen dos colures i y j tales nue ningdn vértice en P
tiene asignado slguno de estos cclores. Puesto nue G- es disco-
nexa, sean A1 v AZ dos de sus componentes conexas. Del tecrema
2.2 se sigue que existen VeV vy vértices de G contenidos en Al
v AZ’ respectivqmente, tales que F(v1)=F(v2)=i. Por el tearema

2.3, G§ es conexa, s decir existe unsa v1v2-trayecturia conteni

J
da en ng; lo cual no es posible, puesto que en ese caso tal tra

vectoria deber{s pasar por slgln vértice de P.

Ahara veremos dos resultsdos importantes sobre gréficas
k-criticas, es deeir gr&ficas u-kt en les que tods subgréfics in
ducida propis no es u-kc. El primeroc de ellas mejors 1la cota in-

ferior de J(G) dada en el corolario 2.2.1.

Teorems 2.6. [93 Sea G una gré&fica n-critica entonces,

c;(G); n 6 G es isomorfa a8 K .

Detmastracién.

Supongemos que G es n-critica, no es isamorfe @ Hn y
contiene un vértice v de grado menor que RN.

bel corplariao 2.2.1 se sabe cue el grado de v es n-=1.

Sea f una n-coloracidén de G y sean E1, Cz,..., C_ sus clases crg

n
miticas. Supongamos, sin pérdida de generalidad, gue veCn. Aues—
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to que G es n=critica, entonces se tlenen dos posibllidades:
1) R(G-v)=n-1

Sea f, una (n-1)—cnlnraciép de Gev y sean LY, Cf, eee,

1

C sus clases cromltices. Asighnanda @ v el colar n entonces se

n-1
obtiene una n-colorescidén para G, vy como G es u-nc se debe tener
C,=C}! para 1=1,2,...,n=1, v Cn={v}. Si existiera un vértice v?
no adyacente a v en G, entances se podris extender F1 8 una n-co
lorecibén de G con clases cromdticas Mi=Ci—{h;} para i=1,2,eee,n~
1, v Mnniu,v'} (recubérdese que n=;ZkG)); lo cual no es posible
pues 8 Bs u=nc. Por lo tanto v es adyecente & todos los vértices
de G, s88lvo a8 si mismo, v como el graedo de v es n=1 entonces
IV(G)l:n. De aguf{ es obvio gue G es 1somorfas @ K, GQue supusimaos
no occurria.

11) (G-v)=n.

Puesto gue G-v Nno es u-nc, por ser G n-crftica, enton-
ces G=-v tliens dos n-coloraciones no equivelentes entre si, y ca-
da una de ellas puede ser extendida 8 uma n-coloracidn de G,
asignandn 8 v el color gue no ha s8ido asignado 8 ningunc de sua
vértices vecinos (recuérdese que el gredo de v es n-1). Con lo
que se generarfan dos n-coloraciones de G nc egquivalentes entre

si, qu& na es pasible.

Teorema 2e7a [Q] Todo corte puntual de una grafica

n-crf{tice contiene das vértices no adyacentes.
pemastracifin.

28



Sea G una grafice n-critica vy A un corte puntual di: Ge.
Supongamos gue G(A) &s completa.

Puesto gue G es (n-1)-conexa (por el teorems 2.5) vy
n-critica, entonce G(A) es isomorfa = K_1+ Sea B el conjunto de
vértices de una componente conexa, fija, de G=A,y sean G1=G(BQIA)
y 52=G-B. Puesto que G es n-crftice entonces pueden suceder dos
cosas:

i) B,y G, san (n=1)-coloreables.

Sean f1 v Fz dos (n-1)~coloracliones de G1 v 52, respecs
tivamente. Por el teorema 1.6, podemos suponer gue F1 y FZ coin-
ciden en A, es decir f;(v)=F,(v) psra véA. Y como A es un corte
puntual, podemos unir las colorsclones F1 v Fz y generar una
(n-1)-coloracldn de G. Que no es posible pues n=_Y(G).

1i) G, v o By tienen dos n-coloraciones no egquivalen-
tes entre afe .

Podemos suponer, sin pérdida de demeralidad, que 51 tie
ne dos n=coloraciones F1 v Fi no eguivalentes entre s{. Ses Pz
una A(Bz)=caloracibn de G,, que debe ser n & (n-l)-coloracién.
Nuevamente por el tearems 1.6, se puede supaoner gue f1, F; y fz
caolnciden en A, yv como A es un carte puntual entonces, uniendo
les coloraciaones F1 y fz se obtiene vna n-coloracidn de G, y
uniendo f! y Fz ae obtiene otra n-colaoracifin de G no equivalente

1
2 la anterior. Que es una contradiccidn, pues G es u-nc.

En seguida nos permitiremas mencionar sin demostrar,

otros resultadas gue se hapny obtenido sobre gréficas u-nc.
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€1 cuello de una gréfice se define como Ja longitud del
ciclo m&s chico contenido en la gréfica. Es de espersrse que 8i
une gréfica es u=-nc entonces debe tener cuello chica, sin embar-

go el siguiente teorems demuestra 1o contrsrice.

Tearema 2.8. [3] Para n22 y g2 3, existe una gréfica

u=nc con cuello mayor o igual a g.

Lea siguiente gréfica es un ejemplo pasra n=3 y g=b4.

Par filtimo, dentro de este grupo de resultados, menclo-
naremos dos de los resultsdos més recientes gue hay sobre gréfl-
cas u.-ric. .

Teorema 2.9, [2] sea G una gr&fica n-coloresble t3l
que’ ' '

F B> ((3n=5)/(3n-2)) juca)]

entonces G es u=nce.

Tearems _2.10. [2] Sea 6 una gréPica n-coloreable y
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una n-coloracifn de G tal que la subgréfica inducida paor 1la
unifn de dos clases cromAticas cualesquiera es conexa. Si
= (B> (1=(1/(n=1)1)¢( [V} + nd

entonces G es u-nc.

Como se puede ver, en estus dos Gltimos resultados, aun
que las cotas san OGptimas Dﬂ , las condiclones que se pide . gon
bastante fuertes, lo gue remtringe a los conjuntos de graficas
en gue se pueden apliecar.

Pasemos ahora = ver algunos resultados irportantes gue
ge han gbtenido sabre gré&ficas u~3c. En realidad son pocos las
resultados que hay sobre gréficas u-~3ce.

El primero gue mencionaremos es sobre grlficas 3-criti-

cas.

Teorema 2.11. [ﬂ i G es uns grfifice 3-crftice con

més de tres vértices, entonces G es 3-conexa.

Demostracifn.

Supangamos gue G es 3~critica pero no es 3-conexa, y
aea f una 3-coleracifn de G. Por el teorema 2.5, se sabe que G
es 2-~-conexa, entonces sea A={V,v'} un corte puntusl de Gy B el
conjunto de vértices de una componente, fijs, de G-A. También
gean G1=G(ALIB), GZ=G-B v Fay f2 les coloracicnes de G, v Gys
respectivemente, inducidas de la coloracifn F de G.

Del teorema 2.2, se deduce gue para cada color ré{hz;
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3}, existe un vértlce v en V(G;) tal gque flv)=r, es decir f; es
una 3~-coloracifin. Por las mismas razones se tiene que F2 también
es una 3-coloracifn. Como B es 3-crftica, existen otras colora-
ciones Fi y Pé (gue son 2 6 3-coloraciones), de Gl v Gz, respec—-
tivamente, no eguivalentes a F1 v fz. Por 21 teorema 1.6, es fl-
cil ver gue se puede suponer, sin perder generalidad, gue fl(v)=
Fllv)=F (v)=Fh(vI=1.

Si Fl(v')=Fi(v') entonces, como Fl v f2 coinciden en A,
Juntando Fz y Fi se genera una nuevae 3-coloracidn de G no equiva
lente g la original, lo cual no es poeible. Por lo tanto se debe
tener Fl(v')£Fin'), y del teorema 1.6 se deduce gue se puede su
poner, nuevamente sin pérdida de generalidead, gue {}l(v')=1 v
fi(v'):Z} o {F1(v')=2 v Fi(v'):l}. En forma anfloga se tiene gque
{Fz(v')=1 y F5Cv1)=2} o {Fy(v1)=2 y FyCurd=1}.

s1 {F Cvry=1 y Fi(vI=2} v §Fo(vid=l v F3(v!)=2F, enton
ces Juntando las colaraciones Fi v Fé se genere ona hueva 3=cOlQ0
racifn de G no equivslente a la original (recuérdese que ;ZRG)-.
3), lo cual no es posible.

El1 otro caso es anilogo (s6lo hay uno més, puesto gque

fl y f, deben coincidir en Ad.

El siguiente resultado estf enuncisdo originalmente po-

bre gr&ficas planas, sin embargo es v&lido en general,

Teorema 2.12, Eﬂ Sea G una gr&fica tal gque A (G)=3;

s1 G contiene un trifngulo T, tal gque para todo vértice v de G
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existe una sucesifn de triéngulss Tar Tqs Tgy eeey T,y con vE
v(T ) v el tridngulo T, e8 adyacente al trigngulo Ty_yr PETE is
1,2,¢..,n, 8ntonees G es u~3Cc.

Demaostracifn.

Supongamos gue G satisface las hip6tesis del teorema.
Demos una 3-goloracién a el triéngula Ts (gue es u-3c). Puesto
gue ;ZKE):B y Tl es adyacente a Tu' entonces el restante vértice
de T1 (al gue nc ha sido asignado color), tiene su color determi
nado npor los Gcelares de los otros vArtices de Ty- Asf sucesiva-
mente, guedan determinadps los colores de los vértices de TZ' Tx,

ooy ?n' es decir el color de v gueda determinsdo par la colora-
cibn del triéngulo Tu' Entonces hay una s6ls farmas de 3-colorear
los vértices de G (salvo intercembio de colores), por lo tanto G

es u~3Ce.

De este teorema y del teorema l.5, se deduce el siguiep

te corglario.

Corolsrio  2.12.1. [5] Si & es una grifica plana, 2-cg

nexa, con (G)=3 y a lo més contiene una regifn distinta del

trifingulo, entonces G es u=3Cc.

El inverso del coreolasric anterior no se cumple, es de-
cir existen gr&ficas plenass, u=3c vy que tienen més de una repién

que no es un triéngulu. tLa sigulente gr&fica es un ejemplo.
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En el teorema 2.8 se demuestra, en perticular, Que exis
ten gr&ficas u-3c gque no contienen trifingulosj en el siguiente

teorema se demuestra gue estes gr&fices no san plenaé.

Teorema 2.13. Eﬂ 51 G es una gr&fica plana u-3c con

més de tres vértices, entonces G contiene, al wenos, doa trifngu

los.

Demostracifne.

Supongamos gue G satisface las hip&tesis del teorems pe
ra a lo mfs contiene un triéngulo. Como G es 2-conexa (por el
teorema 2.5), es fécil ver gue G contiene una regifn cuys frontg
ra es un ciclo C distinto del trifingulo. Exisien dos posibilida-

cdes:

i) El cielo € es un cuadrada y tres colorees saon usados
en su coloracién.

Sea C=(v,, Vp, V3, v,) y supongemos, sin pérdida de ge-
neralidad, que Vo ¥ Yy, tienen esignado el mismo color. Agregue=~
mas un vértice v en la regién acoteda por £, y las aristas V4V,
vzv'y V3V La gréfica resultante G! claramente es'plana. Un tri-

v&ngulu en G' gue nc estf en B necesarliamente contiene al vértice
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v. Dos de estos trifingulos saon (v,vq,vz) v (v,vz,v3). Si existif
ra otro trifnguloc en G!' cue no estubiera contenido en G, entone
deberfa contener 8 las aristas YV, ¥y vvg, poT lo tanto v_‘v3 s -
rf{a una ariste de G y, por lo cual, G contendrfa a los triéngu-
los (vl,v3,vh) v (Vl'VZ'VB)' nue por hipétesis no es posible. De
aquf que G' contiene & 1o mAs tres trifngulos.

Por un resultado de Grnbsum Dﬂ , tpda gréfica plana
cen 8 lo m&s tres triéngulos es 1, 2 & 3-coloreable. Y como J¥(G)
=3, entonces se sigue que X (G')=3. En cualguier 3-caloracidn de
G*, V, ¥ Vg pertenecen a la misma clase cromftica, ya que los
trifnguloas (V1'V2'V> v (v3,v2,u) son adyacentes. Pero cuslquier
3-coloracifn de G' induce una 3-colorecifn de G en la gue vy
Vg tienen ssignado el mismo color. Por lo tanto, cﬁalquiera de
estes coloraciones lnducldas de G no es eguivalente a ls origi-
nal, ya gue en la original ViV Vg tienen asignados colores dis-
tintos. Lo cual no es posible pues G es u=3c.

ii) E1l ciclo C éuntiene cuatro vértices v,, Vo Vg ¥
vy tales que Vi ¥ Vg tienen asignsdo el mismo color al igual gque
Vo V Vys ¥V V3V ¥ vgv, SO0 aristas contenidas en C.

Agreguemos dos nuevos vértices v y v' en le regién aco=-
teda por C, y les aristas ViV, VoV, vavl, v“v' y vv', siendo G!

la gr&fica resultante.
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La gréfica G' tiene dos tridngulos més qus G entonces,
por el resultado de Grdnbaum, ;ZkG'):B (recufrdese que;k:(s)=3).
En cuslquier 3-.oloracién de G', los vértices v y v'! reciben ca-
lores distintos; lo cual significa que vy ¥ vy pertenecen a cla-
ceg crométices distintas o, Vo ¥y vy, pertenecen a distintes cla-
ses cromiticas. Puestt que cualguier colersecidn de G' induce una
en G, entonces se obtiene ura 3-coloracian de G no equivalente a

la original, gue es uns contradicecidn.

Existen otros resultados schre gréfiecas planas u-3c,

sin embargo se refieren © gr&ficas muy particulares.
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CAPITULQO ITI

UN TEGREMA SOBRE GRAFICAS U-3C

En este canftulo demostraremos el siguiente tearems.

. Teorema 3.1, Sea G uns gréfica u-3c, sin triéngulos

adyecentes y con més de tres vértices, entonces G contiene un hg

yOe

Antes de demostrarlc, veamos dos solicaclanes del mismo.

EnvﬁJJ Wen-Lian Hsu aroponre 1a sigulente conjetura.

Conjetura l. Sea G una gréfics olens u-3c, sin tri-
&ngulos adyacentes y con mas de tres vértices, entonces G cantie

ne un hoyo.

Claramente el teorema 3.1 demuestra ests conjetura,
pues ésta es un ceso particular del teorema.
Para la otra enlicacidn necesitzmos antes.unos concep-

tos.
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El1 nimero de independencis @f(G) de une gré&fice G es le
cardinalidaed de uno de las conjuntos de vértices de G con més
vBrtices, tal cue cada arista de G incide a lo més en unoc de los
ubrtices del conjunto. '

Una gré&fice G se dice nue es perfecta si Q(H)=o&(H) pa
ra tode suhgréfice inducida H de G. Lovész &ﬂ demostré que para
una gr&fice € les siguientes condiciones son sgquivelantes.

Para tode subgréfica inducida H de G

1) L(HICH) = u(H))

11)  2(HIsW(H)

111) @ (H)=gC(H).

Ls conjeturs fuerte de Berge Eﬂ pare grificass perfec-
tas afirme que G es perfecta si y sélo si B no tiene hoyas nl an
tihoyos. - ’

Es fAcil ver gue si una gréfica es perfecta, entonces
no tizne hayos ni antihoyos. 5in embargo, el inverso de esta con
Jetura de Berge hs resultsdo ser un problema muy complicado. Pe=-
ro se ha podido demostrar pars varias cleses de grificas, como
en graéficas planas Elﬂ, en gréficas cue no tienen subgré&ficas
isomorfas a K, [;a y en gréficas que no tienen subgréficas indu-
cidas isomorfas 8 la siguiente gréfica r_lUJ.

e//'/.<-:

fig. 1

En Llﬂ fue probado cue ls conjetura fuerte de Berge ea

vélida pare gréficas cue no tienen subgréficas inducidas isomar~
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fas a K, ~e, es decir a K, menos una arista. Anuf se veré una .de-
mostracifn de este resultedo, chteniendalo comao consecuencis de
el teorema 3.1. En realidad demastraremos un poco mas.

Se dice cue uns gréfica G es n casi perfecte (n-cp) si,
np es perfectsa, k, es isomgrfa al clan de G con mayor nimerg de
vértices (sor lo tanto n:m{G)) y toda subgrifica inducida prooia
de G es perfecta. Tucker Eé] ha demostrado que s8i G es n-cp v v

€V(G), entonces G~v Bs u—nc y cada clase cromdtica tiene més de

un vértice.

Teoremsa 3.2. Sean G una gr&fica n-cp (nx3), x un
vértice de G y f una n-coloracién de G-x, entonces la gr&fica in
ducidas de G por la unldn de tres clases crométicas cualeéquiera
de f tiene una subgréfica isomprfas a Hb-e, es decir tiene trién-~

gulos adyacentes.

Demostracidn.

Por lo gue se dijo anteriormente, G-x es u~-nc y cada
clese cramitica de f tiene més de wun vériice. Entonces, por el
corolarioc 2.4.1, la gréfica inducida por la unidn de tres cleses
cromfticas cualesquiera de F 2s u~3c y tiene m8s de tres vérti-
ces. Si tal gréfice no tiene subgr&ficas isomorfas a Kh-e, es de
cir no tiene triéngulas adyacemtes, entonces, por el teorema 3.1,
debe tener un hoyo, y éste es claramente una subgréfica inducida

propia de G gque no es perfecta. Lo fue es una contradiccién.,
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Tearema 3e3. [1;] Sea G una gréfice sin hoyos tel que
no tiene subgréficas inducidss isomaorfaes a 5h°e' entonces G es

perfecta.

Demastrscién.

Sea K isomorfa al clan de G con mayor nimero de v&rti-
ces, es decir n=W(G). Puesto gue G no tiene suhgréificas inducie-
das isomorfas a K, ~e, es Fécll ver que G no tiene antihoyos. Y
como la canjetura fuerte de Berge hs sido demostrada en grafices
tue no tienen subgr&ficas isomorfas a K Luﬂ, nodemos supoher
que N 4. Hagamos induccifin sohre IU(G)I .

Si lU(Gﬂ =n, entonces G es isomorfa & K y, por le ten-
to, G es perfecta.

Supongamos gue el teoreme es vélido pare todes les gré-
fices con menor namero de vértices gue G. En psTticular, es véll
do para todas les subgréficas inducidas propiss de G, y como son
inducidas entonces san parfectas. Si el teorema no fuera v8lido
para G, se tendria qué G serfa n-cp, 9 comg N34 entonces, par el

teorems 3.2, se llegarfa a anm contradicelén.

Corolario 303.1. EJJ La conjetura fuerte de Berge. se

cumple en yréficas gue no tienen subgréficss inducides isomorfas

a Hh-e.

Volvemos al teorema 3.3, ¥ veemos gque las txas hipHte-

qle .eon .naocssmwrias,
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61 eliminamos la hipStesis de cue la grAfica sea u~3c,

entonces la giguiente gr&fices es un contraejemplo.

fig. 2

Clarasmente la grifica debe tener m&s de tree vértices,
puesto cue entonces un .trifnguloc no cumplir{s el teorema.

Por Gltimo, la gré&ficas no debe tener. triéngulos adya—-
centes. Las siguientes gréficas son u-3c, con més de tres vérti-

ces y no tlenen hoyose.

fig. 3

En 13 demaostracifn del teorema 3.1 utilizaremos los sf

guientes resultadose.

Teacrema Sebe Sea G una gréfice sin hoyas; si D es
un ciclo impar, diferente del triéngulo, en G y a, es une diago-
nal de D que no estd contenida en nungdn triéngul g, entances D

tlene.otra diagonal.
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Demostracifn.

Ses al=vv', entonces el ciclo D contiene dos vv'-trayec
torias y une de ellss es par, ya gue D es impar. Ses T esta tra-
yectoriz vy sea D' el ciclo T{J/v'v. Cleremente D' es impar y no
es un trifngulo, pues a, estSf en A(D'). Puesto gque G no tiene ha
yos, entonces D' tiene una diagonal, que nor definicidn es una

arista distinta de él, y ésta también es una disgonal de D.

Tenrema 3.5. See G una gréfica sin hoyos; si Des ‘un

ciclo impar en G, entonces G(V(D)) contiene unm triéngulo.

Demastracibn.

Hsgamos induccifn sobre IU(D)I.

s1 lU(Dﬂ =3, el resultado es obvio.

Supongamas que lV(Dﬂ =N y que el resultads es v&lido Pa
ra los ciclos impares con menaos de n vértices {(n3}5).

Fuesto que G no tiene hoyos, exiaste una dlsgonal b=vwv!
de D, Sea T 1z vv'~trayectoris de longitud par ccntenids en D,
entonces D'=T{v'v es un ciclo imper contenido en G, con menar
nimero de vértices que D. Por hipftesis de induccifn, existe un

trifngulo contenido en G(V(D"))>, y por lo tanto en GCV(D)).
Tearema 3.6. Sean G una gréfice sin hayos, D un ci-

Clo en G y b una arista de D, entances existe un ciclo D' sin

diagonales tal que bBEA(D') y v(D')C V(D).
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Demostracibdne.

Hagamos induccién sobre 'V(D)l.

Si lU(Dﬂ =3, 1o cﬁnclusién es aobvia.

Supongamos que el teorema es v&lido para todes los ci-
clos con menor nidmero de vértices que D (IU(D”)&).

Si D no tiene diagonales, el resultadeo es directo. Por
lo tento, supongamos gque B tiene una diagoneal hh'.

Sea T las hht'~trayectoria contenida en D tal que LEA(T).
Si1 D'=T/ht'h entonces, coma IV(D')I<:|V(D)I- nar hipbtesis de in-
duccifn existe un ciclo D" sin diagonales tal gue bEA(D™) y W(D")

€yV(D'). ¥ puesio que VID')EV(D), se tiene el resultado.
Volvamos =z enunciar el teorema 3,1.

Tecrems. Sea G una gréfica u-3c, sin trifingulos adys-

centes y con mas de tres vértices, entonces G tiene un hoyo.

Demostracilfine

Supongamos que el teorems es falso y consideremos les
gr&ficas que no lo cumplen vy tienen el menor nimersc de vértices.
Sea G una de €stas en la rue el nimero de aristas es minimo.

Las sigulentes aobservaciones son clsras.

Obs. 1. G es u-3c, sin trifngulos adyacentes, tiene
més de tres vértices y no tieme hoyos.

DEE. 2. Cualruler subgrifica de G es 1,2 8 3-colorea-

ble, sin trifngulos adyacentes y si es inducida entances no tie-

L3



ne hoyos.
09s. 3. De le definicién de G y de la ohs. 2 me deduce
nue si G' es una subgréfica inducida de G con nés de tres vérti-

ces, entonces G' no s u-3c.

Sea f una 3-coloracibn de G y sean Cl’ CZ v 53 sus cla-
ses craomiticass.

Se demostrar§d en cuatro nascs que G no puede existir.

Paso l. i) Cadas arista de G estd exactamente en un

triéngulo.
1i) Todo vértice de G tiene grado par mayar o
igumsl 8 custco. .

Pasg 2. Sl v es un vértice de gra@a custro en B y (v,
v1,v2) es un trifngulo de G entonces podemos suponer, paor el te
arema l.6, Que F(vl)=l, F(v2)=2 y F(v)=3.

1) L8 erists v,v es de corte f(1,3) a 1ls
srists vou es de corte £(2,3).
ii1) Le arists v)Vvy no oes de corte f{(1,2).
1i1) Si grg(vy)=4% ( grp(v,dab] entonces la
arista v;v ( vyv ) es de corte £(1,3)
( F(2,3) ).

Peso 3. Sea D un ciclo contenido en 8{2 sin diagoneles,
entnAm:es existe wu'€ A(D) tal cue {u,u'} s un corte suntuel de
&l,.

Paso 4. G no puede existir.
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Pzso 1. L) Emaecemos 30r ver rue cade arists de B es—
té exactamente en un trifngulo.

Supongemos que existe une arista ay de G tal nue no es=
té4 en ningfn trifngulo.

Ses El=G-al. Por la obs. 2, Gl no tiene tridngulos adya
centes, y como f también es una 3-coloracién de Gl, se tiene gue
Gl es 3-coloreeble. De’ trprema 3.4 se deduce cue Gl no tiene hg
yos, v como [A(Gl)|<1A(G)I y ]V(Gl)]:]V(G)lentances. nor la for-
ma en cue se escogid 3 G, Gl no es u-3c. Por lo tanto, como G1
es 3-coloreable pero no es u-3c, se tienme nue existe una 3-colo-
racidn f1 de Gl tal cue FIQQF- 51 al=vv', nor el tegrema l.6 po-
demos suponer fl{v)=l. Es claroc cuz G no serfa u=3c si fl(vt!)=2
6 fi¢v?)=3, por lo tants se dehe tener fl(v')=1l.

51 ve\KGlié(v’)), sea T una vv'-trayectoria contenids
en Glié de longitud minims. Entonces TL/al es un ciclo impar dig
tinto del triéngulo, pues Fllu)=Fil(v') y ay estd en el ciclo. En
caonsecuencia existe azeﬁ(G) tal que a, es una diageonal de tal
ciclo; y como az£al, entonces EZEKNGl); que no es paosible pues
se tendrfia una vvi=~trgyectoria en Gl{% de menor longitud gQue T.

De lo anterior se tiesne qua\/¢U(G1;é(v')); por lo tane-
to permutando los colores @n Gl{é(v') y por el tearema 1.7, obte
nemos una 3-coloracidn f2 de Gl y de G, puesto gue F2(v)=1 y f2(
vt)=2,

Por rezones anflogas, si se permutan las colaores en
Gl;i(v'), se obtiens otra 3-coloracidn £3 de G tal gue F3(v)=l

y F3(v')=3. .
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Del corolario 2.2.7, se sabe cue ng(v)>1, por lo tanto
existe un vértice v" adyacente 8 v en Gl, es decir vv"eg A(Gl).
Entaonces, por la ferma en gue se generaron las 3-coloraciones f2
y 3, s8i fl(v")=2 se tiene gue F2(v')=F2{v") y F3(v')£LF3(u"), vy
si fl(v")=3 se tiene gue F2(V')AF2(v") y f3(v')=Ff3(v") (recuérde
se que F1l(v")£Fl(v)=1); en cualquief casc se tiene que FZQ&FZ,
lo cgue es una caontradiccign.

De lo anterior se tiene cue cada erista de [ debe estar
en un triféngulo, y como G ng *iene tridngulus adyacentes enton-~

ces cada arists de G est§ exactamente en un trifngulo.

"i1) Del pArrefo anterior es clare gue todo vértice de §
tiene grado par,-yz= gue existe una pa"ticién.de A{G) en ciclos
(triédngulos). Tambifn es ficil ver cue |V(G)|}5.

Si existiers un vértice w de G con grado dos, entonces
claramente G~w serfa u-3c (ya gue w estaria exactamgnte en un
tridngula), cue no es posible, por 1ls ohs. 3.

Por 1o tantas toda vértice de G tiene grade nar mayar a

igual a cuatro.

Paso 2. Sgg v un vértice de grado custro. Por el paso
1l v el teorema 1.6, podemos suponer gque v, Bus vértices adyacen-
tes y f tienen la estructura de la fig. 5.
"1) Primero vemos a demostrer cue v v es una arista de
corte ¥(1,3) o vpv es una arista de corte f(2,3).

S5eas Gl=G-v. Del ﬁasc 1l es fécil deducir que le colora-
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cién f' que Gl hereda de la 3-colorscidn f de G, es una 3-cslcra
cidn. Por l: zks. 3 se tiene oue Gl no es u~3c; entonces existe
una 3-coloracién K de Gl tsl gue hYF'. Por el teoreme 1.6, podg
mos Suponer h(vl)=1 y h(v2)=2. 5% h(v3)£3 y h(vh)£3, definienda
h(v)=3 obtenemos una 3-colcracidn de G no equivalente a f, cue
no es posible. Por lo tanto se debe tener h(v3)=3 ) h(v,)=3. 5u-

pongamos que h(v3)=3 y h(vb)=1 (fig. 6); los otros cesos son ané

lagos.
f(u1)=l F(u2)=2 h(vl)=l h(v2)=2
Vi = V2 Vi@ —e Vp
~ ”
~ -
A rd
~
v f(v)=3 v e’
/,’\
- \~\
af,, \\
v vy, v 3 e v,
h(V3)=3 h(vh)=l
fige 5 fige. B

51 VZEJKGlgs(v3)), entonces sea T una v3v2—trayectnria
contersida en 6123(v3) de longitud minima. Si & esta %rayectoris
se le agrega el vértice v y las aristas VgV y vvs, se obhtiene un
ciclo D imper (ya gue T tiene lgongitud impar pues h(v2)=2 v h(v3)’
3), y no es un triéngulo, puzsto gue en ta8l caso seria adyscente
8l tridngula (Vl’VZ'V)’ Entonces D debe tener una diagonal en G.
Tal diaganal no puede incidir en v, ya gue en tal caso también
‘deberf{a incidir en vy O v,, Que na es pasible pues vy ni v, es-—
tadn en W(D). PFor lo tanto, tal diagonal debe estar en A(Gl), la

cual significa que existe una vsv,=trayectoria contenida en
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8123(v3) de longitud menor que T, que es una contradiccién,

De lo anterior se tiene gue v2§§V(5123(v3)). 5i se per-
mutan los colores en 51;3(v3) y se asigna 8 v el color 3 se ab-
tiene, por el teorema 1.7, una 3-coloracibn de G. Pera G es u=3c,
es decir esta 3-coloracifin de G es eguivalente a. la originele.

Asi que (Vz'V'VZ) es la dnica v3v2-tray=ctnrla en 523, 1o que im
plica que vv, v vvy san aristas de corte f(2,3) (por el teorema

2.3, 523 es conexale.

1i) Ahore vamaos 8 demostrer que la arista VlVZ na puede
ser de corte £(1,2) (fig. 5).

Supongemos gue vyvy €5 de corte f(1,2) y sesa GZ=G—{:vvv
Vo, vlvz} (fige 7). Entonces permutando 195 colores en GZIZ(VZ)
y por el teorems 1.7, obtenemos una 3-colorascifin f1 de G2 tel
que fl(v )=Fl(vy)=1l y Pl(v)=3 (fig. 8). »

Si vle;v(52§;(v2)>. entances existe una vlvz-hraysctu-
ria T contenida en GZ{% de longitud minima. Puestoc gue Fl(vl)=
Fl(v2)=l, se deduce que T tiene longitud par. T no pasa por el
vértice v, ya gue si lo hiciera entonces tendrfa que pasar aor
los vértices vy v V,, v en’tal casa se tendria que Fl(v3)=F1(vh),
1o cusl no es posible pues V3Vbe A(G2). 51 sgregamos a T la arls
ta viVo entonces se forma un ciclo impar distinto del trifingula,
ya gue si fuera un triéngulo entonces serfa adyacente al triéngg
lc (vl,vz,v); Tal :iﬁlc debe tener una disgonal, y como v no es~
t4 en el ciclo, tal disgonal debe estar en A(G2). Esto Gltimo
signifigce que existe uns vlvz-treynatoria cantenida en GZ"1 de

13
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longitud menor que T, 1lo cual es una contracdiccidn.
Por lo tanto v1¢U(GZI;(v2)). Entonces tenemos gue v¢
fl fl F
V(GZZLB(V].)) <] v¢\l(5213(v2)); supaondremas gue V¢U(G21§(v2)), en
farme similar se analiza el otro casc.
Permutsndo los caolaores en GZ{%(VZ) y por el teogrema 1.7,

obtenemos otre 3-colorscifin f2 de G2, tal gue F2(v1)=1 v f2(v2)=
F2(v)=3 (fig, 8).

G2 vt f=1  fi=f2=2
£3=3
Flypd=l Flugi=2 F=fl=P2=F3=1 -
.V ——-—— - V v — o —— v Fl=1
1¢r; -® Vo 1Gt\ 2 303
~ / ~ . < 3=2
~ s e

N
v

’
v Flv)=3 F=fl=f2=F3=3

V3 Vl{ v

Pig. 7 fig. B

Procediendo en forma simllar a como se ha estacdo haclen
do, se deduce que vé\l(ngg(vz)) (solamente recuérdese que- f2(v;)
=1 vy que G no tiene tridngulos adyscentes). Entonces permutando
los caolores en ngg(vz) se obtiene otre 3-coloracifn 3 de G2,
tal que f‘3(v1)=1, f3(v2)=2 y f3(v)=3 (fig. B8). Claramente {3 tam
bién es una 3~toloracidn de G. Para ver gue FB'QB/F, ohsérvese gque
por el paso 1, ng(vz)Bh y existe v'2V(G) tal que u'évl, flv)
=F(v1)=1 y v' es adyacente @ v, en G y en G2; y es ficil ver gue
£3(v1)=3 y P}(v1)=1 (fig. 8), es decir F3$éf'. Que es una contra- -
diccifin,
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Por lo tanto v Vv, RO puede ser de corte f(1,2).

1ii) En seguida veremos gque si ng(v!)ah C ng(vz)=h )

entonces la arista vyv C Vv ) es de carte f(1,3) ( r(2,3) )

(fig. 5).

Del. inciso anterior se tiene gue si grpCvy)=4, la arisg

ta vou no puede ser de corte f(2,3). Entonces, del inciso i) se

deduce gque le arista v,v es de corte £(1,3).

PAsOg

3. Sea D un cicla sin diagonsles contenido en

8;2 y sesn x,y€Cy, entonces denotsremos por Dx={uv'€A(D): v,v'€

NB(x)}n V(Dx)={&¢V(D): una arists de Dx incide en v} "] ny-Dx\/

Dy.

Antes de empezar le demostracifn, mencionaremos custro

lemas gque utilizaremos constantemente. Puesto oue son muy claros,

no haremos la
Lema
Lema

Lema

Lema

Camo

demostracifn.

8) Todo ciclo contenido en Gzz tiene longitud pere.

B) Si D es un .cicle contanido en G, y. b €A(D)
entances existe una GOnica xec3 tal gque B E€Dx.

c) Sea T una vv'-trayectoria contenida en G;z en=-
tonces, T es par si y sflo si P(v)iaf(v!).

d) Sea T.una vv'-trayectoris vy ses T' una ww!~trg
vectoria. Si smhas estén contenidas en G{é v
Flv)=F(w) 'y f(v')£F(w'), entonces tienen dis-
tinta parided.

se dijo anteriormente, en este paso demastraremaos
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que si D es un ciclo sinm disegonales contenido en Giz, entonces
existe ww'€&€ A(D) tal que{w,u'} es un corte puntusel de G{Z.

Por lo tanto supongamos gue D es un ciclo sin diagona-~
les contenido en Giz.

i) Empecemos por demostrar gque si existe xeC3 tal que
li‘:‘l entonctes, si Dx={vv'}, {v,v'} 2s un corte puntual de Gfl’z.

Sea‘xec3 tal que Dx={vv'}. Supongamos, sin pérdida de
generalidsd, f(v)=1l y F(v*')=2, Por el pasao 1, se sabe que‘NG(x)|
Zh.

Si existe v'e NG(x)-{v,v'} tal que v"€V(D), entonces sy
pongamos, nusvamente sin perder generalidad, f(v")=l. Sea T la
vivi-treayectoria contenida en D gue No pasa por v,y sea p'=TY
vix\UUxuvt, Como T tiene longltud impar, por el lems c), entonces
D' es un ciclo impasr; por el teorema 3.5, existe un tridngulo R
con V(RYESV(D'). Puesta gue \I(D')nC3={x}, es directo que x€V(R)
y, coma D no tiene diasgonales, la arista que une a los otros
vértices de R (es decir, la opuesta) debe estar en Dx. Pero Dx=
{vv'}, lo cusl significa que veu(D') vy, por lo tentoc, T nasa por
v, gue supusimos no ocurris,

De lo anterior se 1:.iene que NG(x)n\l(D)={v,v'}.

S1 {'v,v'} na es un corte puntual de Biz entonces, debe
existir una trayectoriz P en ‘3;2 que una @ un vértice v'e NG(x)-
{v,v'3 con un vértice weV®I-fv,vi} tal gue fv,v}Yu(P)=g . Es
-Fécil ver due podemos SupuneT V(D)ﬂ\!(l‘«‘):{u} v NE(x)nU(§)={vu}.
Supongamos, sin pérdida de generalided, f(v*)=2. Sea T la wy=~tra

vectoria contenids en D y que no paca par v' y sea pr=pUTU VXV
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fig. 9

Fuesitn que PV T tiene longitud impar (por el lema c)),
entonces D' es un ciclo impar; por el teorems 3.5, existe un tri
fngulo R con V(R)SV(D'). Nuevamente, es ffcil ver que x€U(R), v
como los otros dos vértices de R estén en NG(x)/‘ V(D'):{v,v"} en
tonces vv"EA(RIECA(G); lo cual no es posible, ya gque entonces

lps trifingulosg (x,v,v') y (x,v,v") serfan adyacentes.

En vista de leo snterior, en lo que resta del paso 3 su-
pondremas que ]Dx‘aé‘l para xeCs.

11) Ahora veremos que si xe(}3 caon Dxkg y wv', uu'épx
con ww'=uw' en Dx, entonces F(v')=FCw). -

Puesto gque G no tiene triéngulos adyacentes, es directo
que v'Aw. Si F(u')EF(w), TDx(v',m) tiene longitud tmpar (per el
lema c)). Sea D'=TDX(V',w)wava'; par lo antericr y por el
teorema 3.5, existe un triéngulo R tal que \I(R)Q\I(D'). Como
\l(TDx(v',w))QV(D), es claro que x€V(R) y le eriste que incide’
en los otros vértices de R esté en A(TDx(v',m)) (ya que D no tig
ne disgonales) (fip 10); entonces tel srista #ebs estar an Dx()
A(de(v',w)),que no es posible, por definicién de TDx(v',u). Par
lo tanﬁu Plvt)=f(u)e '

52



tig. 10

1i1) Sean x€C5 v vévl, Vivo, see, vr"_lvn aristas distin
tas de Dx tales que Vi-lvi"vivi+1 en Ox, para 1=1,2,...,n=1, en=

tonces F(vé):F(vn) si n es par, v F(vé)ﬁf(vn) si n es imper (n2

L.

Hagamaos induccidn sobre n.

Si n=1 entonces el resultado es aobvig.

Supongamos el resultedag vélido para menos de n Bristas
(nz2).

Si nel es par entonces, por hipAtesis de induceidn,
Fluld=F(v__;)e ¥ coma v/ v, _,=vi ,v_ en Dx, del resultado ;i)
se tiene que F(vn_1)=F(vé_1), lo cugl implica que f(vn_l)£F(vn)
(ye que ohviamente f(va_l)éf(vn)), eg decir F(vé)#?(vﬁ)-

Si n-1 es impar entonces, por hipdtesis de inducciénm,
f(vé)AF(vn_l), y gomo v! v .-V} v en Dx se tienme, por ii),

- F(Vn-1)=F(Vﬁ-l)£F(Vn)' Lo cusl significa gue FCvé)éF(un), va gue

c f
Dx SACE; ).

iv) En seguida demostraremos gue si xecs,Aentunces 'Dxl

. eg par.
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Supongamos que IDxl es impar (por lo tanto lel;B). Sa-
an vlv,, Vivy, .ee, V. yv, cOn n=|0x} , las aristas de Dx. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer gqu2 v}

1-1Vg=Vivi,y ©N Ox

para 1=1,2,ece,n=1l, vy va_lvn-vévl en Dx. De esto {ltimo se tiene,
por i), que F(vn)=F(v5). Pero como N es impar entonces, por 111},

ﬁ(vn)éf(vé). Que es ung contradiccibn.

v) Supongamos ahora que x,yELS, x#y, Dx&g .y Dyd@; en=
tonces todos los Brcos de Dx y de Dy con respecto a Dy y Dx, res
pectivamente, tiemen el mismo nlmero de elementos, médulo 2.

Para demostrar lo enterior, es suficliente con ver que
si Hx es un arco de Dx can respecto & Dy, corr un nlmero par de
elementos, entonces todoes los arcos de Dx v_de Dy (con respecio
a Dy y Dx, respectivemente) tienen un nflmero par de alementos. Y
para esto 0ltlimo, es f&cil ver que sblo se necesits demostrar
que los arcos de Dy que acotan @ Hx tlenen un ndmero par de ele-
mentos.

Por lo tanto, supongamos que Hx &s un arcoc de Dx con un
nlimero per de elementos, y sean ViVoe V3V V3 V VY, l1ss sristas
y las vértices extremos del arco Hx. También sean Wolpy Wyl Wy
y ug las aristas‘y los vértices de Dy y V(Dy) que scotan a8l arco
Hx, respectivamente. Por filtimo, sea My el arco de Dy que con-
tiene a 1la arista WaWw,, Yy como esta arista es extrems del mismo
arco My, entonces sea Wl la otra arista extrema del arco My
{no necesariamente distinta de wzm“) y ses wg el otro vértice -

extremo de My (fig. 1ll).
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Supangamos,sin pérdida de generalidad, que My tiene un
nlmero impar de elementos. De 1lv) se deduce gue Dy esti formado
por mfs de un arco, le cual significa que {wl,wz}ﬂU(My)=¢. Pues
to que Dy tiene més de un arco, es claro que también Dx tiene
més de un arco; por lo tanto, =i VgVg ¥ Vg san la atra arista y

gl otro vértice de Dx y V(Dx) que acotan 8 My (distintos de VeV,

v Vo respectivamente) entonces, {Vs,véif]V(Hx)=46.

fig. 11

Se amabe gue Willpg=V3 Vg Y Wglie=VsVe €N Dxy, por lo tanto
sea p'=TDxV(u2,vl)L/le{ijSL/Tny(vs,mG)LImEyL/ymz.

Es fBcil ver que D' es un ciclo. Puesto que f(vl)=F(v5)
(ya gque por 1115 se tiene F(v1)=F(vh) y por 11)‘52 tiene F(vk)=
F(vs)) y F(u2)£F(u6) (pues por ii) f(uwy)=f(wyd y por iii) f(m3)£
F(us)). entonces se deduce (por el lema d)) gque D' es impar.

Del teorems 3.5 se tiene que existe un triéngulo R tal
gue U(RIGV(D'). Como U(D')(]Cz={k,y}, entonces {x,i}/)V(R)#ﬁ!.

Supangamos que xEV(R), en forms similar se llege a una
contradiecién si yeV(R). Como D no tiene diaganales, entonces 1la
arista b que Incide en los otros dos v&rtices de R debe estar en
Dxe Por definicién se tiene que bﬁA(TDxV(uz,vl)) y b#A(TDxV(vs,

ms)), slendo la Gnica posibilidad restante que b incida en un
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vértice v de \I(TDxV(uz,vl)) v en otro v' de \l(Tva(vs,ms)). De
&sto y del hecho de que bEA(D), se deduce que v=w, © vav e 51 v=
Wy entonces v'=ul, eg decir wlmZEDany, gue por el lema b) no
es posible. Y si V=V entaonces v'=v2, gue tampoco es paosible

pues v2¢V(D') (recuérdese que |Hx| es par).

vi) A continuescifn veremas que si x,yé_l’:3 con Dx£g y
Dy;éﬂ, y Hx es un arco de Dx con respecta 8 Dy con un ndmero im-
par de elementos, entonces |Hxf=1l.

Supongamos que !Hx|>1 y sean ViVos VBVL., vl v vy 1las
aristas y los vértices extremos de Hx. También sean Wyldy, Wb, o
uy Y g las erlietes de Dy y los vEriices de V(Dy) que acotan @

Hx. Camo |Dy’>l y G no tiene triéngulos adyacentes entonces £""1‘

wp$\fus,uf =F.

A, V
Hx
fig. 12

Puesto que Wy =V Vg Y VgV, —uwslw, en Dxy, sea D'=Tva(w2,
v1)lex\Jxv“UTny(vl‘,tu})Uu:,yUyuz. Claramente D' es un ciclo.

Como wyw,=wsw, en Dxy, se deduce, por 11), que Pluy)=
f(u_.,). Y por iil) se tiene que F(vl);éf(v,‘). De estos dos results
das y del lemas d) se concluye gque D' es impar.

Del teorema 3.5 se deduce gue existe un trifngulo R tal
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que V(R)CV(D'). Nuevamente, ramo V(D' )YC3={x,v}, entonces xé&
V(R) o yEV(R).

Supongamos gue y€V(R), en forma similar se llegas a una
eontradicelén sl xeV(R). Sea b=vv' la arista de R que inclde en
los otros vértices. Par definicién de Tva(uz,vl) 9 TDxV(vh,mz),
y como D no tiene diasgonales, entonces uno de los vértices en
gque incide b, digamos v, esth en V(TDXY(mz,vl)), mientras gue el
otro, v', esté en V(Tva(Vb,NB)), vy beA(D)., Esto 4ltimo signifi-
ca que vsw, 0 V=vje 51 v=ug entances v'=wl, que no es posible ye
que ml¢V(D'). Y si v=v, entonces v'=v,, que tampoco es posible

ya gue vzfu(D') (pues [Hx|>1).

vii) Sean X,y€ECy con Dx£Z y Dy#é#& « Si Hx es un arco de
Dx con respecto & Dy tal gque ’Hx] es lmpar entances, Dx y Dy es-
tén formados cada uno par dos arcos y cada arco tiene exactamen-—
te un elementoe.

Para ver ésto, obsérvese gue por v) y vi) se tiene que
todos los arcos de Dx y todos los de Dy estém formados par un
elemento. Supongamos, sin pérdida de generslidad, que Dx esté
formado por mé&s de dos arcos. Por lo tanto existen tres aristas
distintas ViVas V3V, vV Vv de Dx tales gue ViVg=Vav, vy, en DX e
Caomg cada srista de Dx forma un arco.con respecto a Dy y cada
arista de Dy tembién forma un aréu con respecto a Px entonces,
existen aristas Wylly Y Wi, BN Dy teles que Wy Vg—lly =gV, ~tgl, -
vove en Dxy (fige 13).

Sea D'=Tny(v2,ml)\Jmly\Jyu&\} TDXV(uA,vs)\jvst/xvz. Es
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22 v U

v
1
P,
——

fig. 13

facil ver gue D' es un ciclo. Como Wy W =gk, en Dy entonces, por
iii), se tiene F(w1)=F(u“). De ii) vy iii) se deduce que F(v1)=
f(vs), es decir f(vz)AF(vs). Por lo tanto, de los dos resultados
anteriores y del lema d), se concluye que D! es impar. Faor razo-
nes similares a las dadas 2n los incisos anterlores se ocbtiene

una contradiccibfne

viii) Ahora cemostraremos gue para el ciclo D -exlisten
das vértices en €3 que cumplen con las hipGtesis y, por lo‘tantu.
con la conclusidn del incisoc anterior.

Para cada x€C, con Dx4&, es decir Jox|=2, y psra cade
pareja de aristas ViVg V VaVy, de Dx can VyVp=V4Vv, en Dx, existe
TDxV(vz,v3). Coma cada pareje de aristas de Dx de zste tiporgeng
ra al menos uns trayectoria de la forma anterior, entonces sea
T, la longitud de una de sstas trayectoriss de longitud minime
(es declr, de entre todas las trayectoriss generadas por p;rejas
de aristas del tipo enterior, se esté tomando una de longitud mi
nima). Y ses r=min{r;}, donde el mfinimo se tome sobre aguellaes x
€C5 tales que Dx£ .

De lo anterior se tiene gue existe yeGy con DyA X vy

existen u w,, wiw, €Dy tales que wyuy-uwsw, €n Dy y r-rv-=|A(TDV'
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(mz.m3))|.

S1 r=0 entonces, Woy=ug Y 1los triéngulos (y,wl,wz) y (y,
w3,uk) serfan ndyscentes. De aqui que r>»0.

Sea vv' una arists en A(TDV(mz,mz)). Por 21 paso 1, se
sabe que existe xeC3 tal gue vv'eDx, Si existiera oira arista de
Dx en A(TDV(wz,mz)), entonces dehbherdas existir uns aristms uu'E Dx
r\A(TDV(mz,wBD) tal gue vvi-uu' en Bx o uul=vv' en Dx;‘sin pérdi

da de genergllded supongamos vv'-uu' Bn Ox, entances TDX

(v'yu)

esté contenids propiasmente en TDV(uZ,mz), lo cual significa gue
rx<rv=r, que es una contradiccidén. Por lo tento la arista wvv!
forma un srco de Dx con respecto a8 Dy, que es lo gue se gueris

demostrarT.

En vista de lo antericr,en lo que resta de este pasoc su
pondremos gue los vértices x,ye[:3 san tales que Dx={y1v2, VZVA?'
Dy={hlw2, ”3”4}' Ox esté formado por dos arcos con respecto a Dy
y también Dy esté formado por dos srcos con respecto 8 Dx. Se sy
pandrf, sin perder generalidad, gque f(vl)=l, F(v2)=2, VVa=Vay,

en Dx, Wjus=ugl, BN Dy y Vv, ~w,u, en Dxy (Fig. 14).

w w
Vo 1 2 Vo
v v
L TR L
fig. 14
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ix) Veamos que lNG(x)I>lo v ING(y)|>‘o.

Supnsngamos gQue lNG(x),=l+, en forma anfiloga sc prueba
que lNG(v)I>lb.

Del paso 2 inciso i), se sabe gue v)x es una arlate de
carte f(1,3) o vpx es de corte £¢(2,3). Sin pérdids de generali-
dad podemos suponer que vyx es de corte f(1,3).

Sea ze€C, tsl gue Dz#@Z. Pera gg'e€Dz, el trifngule (z,
g,q') contiene una arista gque incide en z y en un vértice de E]_;
sea Bz el conjunto de todas &stas aris.tas, claramente BZQA(G{B)'
Hagamns B=\/8z, donde la unifn se toma sobre las z¢C3 teles que
Dz P .

S1 G' es la subgréfica de G tal que V(G')={z&Cy: pze@ U
{\I(D)ncl} y A(G')=B, entonces de iv) se deduce que 2l grado de
z es par, para ZEV(E')(\C3; y camg en cada vértice qu(D)ncl
inciden dos aristas del ciclo D, es fFlcil ver que g tiene grado
dos en fi'e Por lo tanto todo vértice de G' tiene gredo par en G°Y
v, por el teorems l.4, cada arista de G' estA en un ciclo de G'.
Pero A(G')QA(G;;,’), lo cual significe que ninguns arista de G'
es de corte f-(l,B) en G. Qua es una contradiccidn ya gue VX es

de carte f£(1,3) vy estés en A(G').

x) En seguida probaremas que NG(x)n\I(D)=\I(Dx) v NG(v)n
v(D)=V(Dy). A

Si una de las igualdades anteriores no se cumple enton-
ces, sin perder generalidad, supongamos gque NG(x)ﬂ V(D)4V(Dx) es

decir, existe vgE€NL(x)(IV(D) tal que v g V(Dx)s Cama v Va=uy up
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en Dxy, meg vse\KTch(vz,ml)) (fige 15); laos otros casos son

anflogos @ similares.

3

E{

¥y 3

fig. 15

Se sabe gue F(v1)=l y F(v2)=2, v por ii) se tiene gue
F(v3)=2, Py, d=1, flwyd=Flu ) y Fluy)=Flwgd.

Si f(u5)=1, sea P la v2v5-trayecturia caontenida en TDXV
(vz,ml). pel lema c) se deduce gque el ciclo D'=P\Jv5x\Jxv2 es im
par, y por el teorema 3.5 se tiene que existe un tridngula S tal
que V(S)CV(D'). Coma U(D')f\C3={x} entonces, xeV(5) vy la arista
de 5 que no incide en xeestd en Dx; sin embargo, como D no tiene
diagonales, es claro gue esta arista debe estar en P, lo que es
una contradicecidn pues, por definicifn, DxﬂA(P)ngnA(Tny(vz,
wydd=2.

Por lo tanto se debe tener f(v5)=2.

Sea P' 18 vsul-travecturia contenlda en Tva(vz,mlj 1
sea D"=P'L/wlyL/yuh[jTny(mh,vl)LJle\jxvs. Es claro que D" es
un ciclo y comp F(wl)=F(mh) v f(vl)£f(v5) entonces, por el lema
d), se deduce gue D" es impar. Por el teorema 3.5, existe un tri
&ngulo R tal que V(RIGV(D"). Puesto que {x,y}:U(D"){\CB, se tig
ne que xX€V(R) o ye&V{R).

S1 x€V(R) v b es 1@ arista de 7 opuesta a x entonces,
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como D no tiene diagonmeles, b€Dx. Lo cual no es posible, ya que
Dx={v1v2', v3vl._§ v {vz,v:,',vh}n\l(D"):g.

Si yeV(R) v b' es la arista de R opuesta 8 y entances,
nuevemente porque D no tiene disgon:les, b'€Dy. Que tampoco es

poulble pues, Dy=fuyuwg, waw,} v {wz,w:,}n\l(on):ﬁ.

xi) Probemos ahara que no puede existir una trayectaoria
P que una a un vértice VSENG(X)-\I(DX) con un vértice wseNG(y)-
v(Dy), tal que v(PIV(D)=@ .

Supongamaos gue existe tal trayectoria. Es fécil ver gque

podemos suporer \I(P)ﬂNG(x)=£y5'} v V(P)n!\'s(y)={w5}.

v -

N 5 vz I wy w, J V3

—'p vi o—a Vi,
W

fig. 16

Ys

Sabemns que F(v1)=F(vl‘)=1 y F(v2)=F(v3)=2. Supongamos
que f(v5)=l, en forma similar se analiza el caso F(v5)=2.

51 f(uz)=f(w,), entonces sea D'=PUwSyUyu3UTDxV(m3,v4)
thxeVS‘ Como u(P)ﬂv(o):ﬂ, se tiene gque D' es un ciclo; vy
en vista de que F(v5)=f‘(vt.) v F(w5)=F(uh)£F(w3), s2 sigue del lg
me d) que D' es impar. Nuevamente, por el teorema 3.5, se sabe
gque existe un ‘trifngulo R tal que V(RYEV(D'), y como fx,y§=u(D')
\C, entonces, x€V(R) o y€V(R).

Si x€V(R), como V(P)nNG(x)={v5} v, POr %), \I(Toxy(wj.
v“))nNG(x)={v,"§, se deduce gue {VQ,VS}QU(R), es deciT v,vg &
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A(G). Lo cusl no es posible, pues se tendrfa que los trifingulos
Ry (x,vg,v,) serfan adyacentes.

51 yev(R), entonces por razaones similares & las dadas
en el pérrafo anteriar, se obtiene que wzmSeA(G), que talﬁpncu
es posible, ya que en tal caso los trifngulos (y,ws,w,_.) v (y,u3,
ug) serfan adyacentes.

51 FluglAf(uw,), considerando D"=PUm5yUyu,‘UTva(wb,vl)
lexevs, y en foerma similar 8 como se hizo en lops tres pArra-

fos anteripres se llega a une contradiccidne.

xii) En este peniltimo inciso demostreremos qus V(Dx)
es un corte puntusl de G{z, gue separa a los vértices de V(D)=
V(Dx) de los de NG(x)-V(Dx), es deecir en G;z—\]([}x) no existe nin
guna trayectoria que una @ un vértice de V(D)-V(Dx) comn uno de
NL(x)-V(Dx).

Empecemss pOT ver gue U(D)—V(Dx)£¢ » es decir Ju(D)|>b.

Si Ju(p)| =4, significa que U(D):{Vl,vz,vz,v“} y vgpv4€Dx,
con lo que los tri&ngulos (xyv 4Vp) ¥y (Xyv5,vq) serfan adyacen-
tese Que es una cantradicecidn.

Par ix), NG(x)-\I(Dx);é ¢. Si V(Dx) no es un corte pune
tual de G{z gue separa a los vértlices de V(D)-V(Dx) de 1los de
NG(X)-\I(DX),entnncea exigte una.trayectoria P gque une m un vérti
ce v € NG(x)-U(Dx) con un vértice geV(D)-V(Dx), tal que vemN
V(bx)=g@ . Es Ficil ver gque podemos suponer U(P)ﬂr\IG(x)={v5} yA
V(P)ﬂ\l(D):{q}. Supongamos, sin pérdida de generslidad, que g€

VTP vy, w3, por le tants qdv, (fig. 17).
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fig. 17

Si f’(vs)=f'(v2)=2, sea P' le qul-trayecturia contenida
en Toxv(vz,wl) y sea D'=PUP'UwlyUywl‘UTny(u“,vl)lexevs.
Coma V(PN V(D)=fqf, se tiene gque PU/P' eg una trayectoria vy,
por lo tanto, D' es un ciclo. Como F(v5)=F(v2);€F(vl) y f(wl)=
f‘(ml‘) entonces, del lema d) se deduce que D' es impar. Por el
teorems 3.5, existe un trifngulo R tal que V(R)EV(D'). Nusvamen
te es f&cil ver que x€V(R) o ye€V(R). 51 xe&v(R), entonces los
otros dos vértices de R deben estar en NG(x), pero V(P)nNE(x)s
{VS} y, por el inciso x), \I(F")nNG(x)=ﬁ v U(Tnxv(wb,vl)l)f\NG
("):{"]} , es decir \I(D')nNB(x)a-{vl,vs_f; por lo tanto V(R)={x,v,
VS}' que no es posible, ya gque en tel caso R seris adyacente al
triéngulo (x,vl,vz). De lo anterior se tiene qgue y€V(R); enton-
ces los otros dos vértices de R deben estar en NG(y), pero por
xi) se sabe qgue \I(P)nNG(y)=‘¢ 6 U(P)nNG(y)zfml}(estu Gltimo si
wy=g), y. par x) se tiene que \I(P'){‘\NG(\])afw]} y NG(V)(\U(TDXV
("'l."’l))':{“’l}' io que signif‘ic'a que V(D')(\NG(V)={wl,m,3’, es de-
cir \I(R):{v,wl,uﬂ-_: que tampoco es posible, pues en tal caso se
tendria que R serfas adyscente al triéngula Cyouy,ugde -

si f‘(vs);éf(vz), entonces sea PY" la qu-trayecturia con

tenida en Tva(vz,wl) y sea D'=PUP'Uv2xev5. Es fé&cil ver que
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D' es un ciclo. Como F(VS)AF(VZ), del lema c) se deduce
que D' es impar (obsfrvese gque P{/P" es una trayectoria pues
V(P)(]V(D)={q}). Por razones similares a las dades en este y

otros incisos se obtiene una contradiccidn.

x11i) Finalmente, demastraremos que {vl,vé}, [bB,v£§,
f
{hl,wé} o {”3'”4} es un corte puntual de Gy,
Supongamos Qque {vl,vé} ni {bj,vg} son cortes puntuales
f
de 512'

Del inciso ix) se sabe gue existe v5é_NG(x)-U(Dx). Pues
to gue {Vl,ué} no 2s un corte puntual de G{Z' entonces existe
una trayectoria P que umne @ v. con un vértice de {v3,vg} tal que
U(P)f){vl,vé}=;d. Claramente se puede suponer ]V(P)f\{bB,v;}l=l;
también gupondremos, sin perder generalidad, que V(P){\{b3,vd}=
{vj}. Del incisp anterior se deduce que V(P)f]U(D):{VS}, y del
inciso xi) se tiene gue V(P)f}{hs(y)—v(Dy)}=}§.

En forma similar, como {v3,vh? no es un carte puntual
de G§2' entonces existe una trayectaoria P' gque une a vg caon oun
vértice de {vl,vé} tal que V(P')f\{bs,v;}=;y. Aquf también se
puede suponer gue ‘U(P')f]{Vl,v2}|=1; analizaremas el caso V(P')
f\{vl,v2}=fvi}, en forms similar se sigue ls demestracidn si
V(P')f\{hl,vé}={Vé}. Nuevamente, del inciso anterior se tiene
que V(P'){)V(D):{Vl?, vy del inciso xi) se deduce que V(=')MN
frglyI-vyIf=@ (rig. 18).

Del teorema 1.2, se tiene que existe una vlvzutrayectn-

ris P" tal que A(P")CA(P{JP'), v de los pArrafas anteriores se
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fig. 18

sabe qgue V(F’")ﬂU(D):{vl,vz} v que \I(P')ﬂ{NG(y)-\l(_Dy)}=g.

Sea D'=P“\jv3v“LjTDx(v“,vl). Entonces, came V(P")MNV(D)
={bl,v3}, es claro que D' es un ciclo en G{Z tai qgue uBW“GIKD').
Coma V(P")N N (y)-V(Dy)}= & v, par el inciso x), ver®®ev, v
nNG(y)={w3,ml3 , se deduce que V(D'>ﬂNG(v>§.-{w2.w3-w,} (nbtene
que se puede -dar w2=v3). Del teorema 3.6 se tiene gue axigste yn
ciclo D" sin diagonales, tal que U(D")Q\I(D') v ”3"’1.&“(0")' Pe=
To U(D")ﬂNG(y)gv(D')f\NG(y)g{uz,u3,ml:}; esto significa gue
D"y=gu3ué}, vy por 1) se tiene que {hz,u;} es un corte puntual de

F
Gyope

Paso bL. Por el tearema 1.3 y en vista de que todo vér
tice de G;z tiene grado mayor que une en Giz {paso ‘1 inciso 1),
entonces exlsten ciclos contenidos en ng. Del teoreme 3.6 se dg
duce que G{z contiene ciclos sin diagonales, por le tanto se tig
ne, por 2l paso anterior, que existe vv'E A(E{z) tal que {v.v'}
es un corte puntual de G{z.'Sea CP el cqnjuntu de arlgtas da es-—

te tipo. Si b=ww'&CP, entonces exicste una componente conexa de
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5;2-5"-”'? con el menogr nGmero de vértices; denptemos por I, al

b
nGmero de vértices de tal componente. Y ses I=min{1b}, donde 21
minimo se toma sobre todos los elementos de CP, Por lo tanto -

existe a'=vv!€ CP tal que I=I sea Gl una de las conponentes

caonexas de G{z—{v,v'} tal que I ,V(Gl),, y sea Gy la subgréfi

at™
ca inducida de Giz (y de G) por el conjunto V(Gl)\J{v,v'}.

1) Empecemas por demostrar gue si existe béCP(’}A(GZ),
entonces b inclde en v a v'.

Supongamos que ex’iste béDPﬂA(Gz) tal gque b no incide
en v ni en v's 51 b=ww', claramente v y v' estén en una misma
camponente conexa de G;Z-{m,u'?. Sea l.'i3 una de las componentes
conexas de G{z—im,w'}, tal que {v,v'JNV(GI=@F.

veamos que V(G3)() fU(6],)-U(G,)}=@. 51 existicra h €
V(B3I {\I(B;z)-v(ﬁ‘z)}, entonces sea h'€ V(Gy) tal que h' es adya
cente a w o w' en Giz. Puesto que h,hk! éU(G3), existe una
hh'-trayectoria T contenida en G;, es decir V(T)ﬂ{v,v'}:p. si
a T le agregamos la arista gque incide en h' y en un v8rtlce de
{m,w'}, entonces estaremos obtenlendo uma trayecteria T' que une
a un vértice gue no esté en Gl (ya gue héV(Eiz)-U(Gz) v V(Gl)g
V(Gz)) m?n un vértice Que estd en Gl (pues m,m'E\J(Gl)), tal que
V(T')('] {v,v'}=¢. Lo cual no e2s posible puesto que Gl es una com
ponente conexa de Giz—{v,v'}.

Entonces, como 0(53)05\1((3;2)-\]([32)?:'@, se tiene que
V(GB)Q\I(GZ). Pero {v,v',m,w'}é\l(sz) I {v,v',w,w'}ﬂv(53)=¢,
lg cual significa. que lvc53)1<'v(51)|, es decir Ib<Ia,=I, gque es

una contradiccidn.
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1i) De 1o anterior es directs gue G, no contiene cicloes,
porgue si D fuera un ciclo en Gy entonces, por el teorema 3.6,
existirfe un ciclo D' sin diagoneles tal gque V(D')E V(D) vy, por
el paso anterlor, se tendria que existirfa b &A(D')ICP; 1o cual
gs una contradiccién, ya que b no incidirfa en v ni en vt y hE€
AC(D')() DPQA(Gl)n CPQF\(GZ)I'ICP, gque por el inciso anterior no

es posible.

111i) Ahores probaremos que Ez no contiene cusdredos. .

Supongamos que D es un cuadrado caontenido en Gz. Clara-
mente D no tiene diagonales. Ses D=(hl,h2,h3,hh).

Tomemos ura arista cualquieres de D, por ejemplo hlha‘
Por el pasoc 1, se sabe gque axiste ‘z'(cs tel que hlhzecz. Si hsze
A(G) entonces los tridngulos (z,h;,hy) v (z,i‘lz,h3) serf{an asdya-
centes. Similermente se ve que h,z@A(G). Por lo tanto Dz={h h}
v, por el incisc 1) del pess 3, se tlene que h;h, € ACG,INCP, Co
ma h,h, es arbitraria, se deduce que A(D)QI—\(GZ)(\CP, y como D

no tiene disgonales, entonces un\a. arista de D no ifincide en v ni

en v'; lo cual no es posible, por el inciso i) de este paso.

iv) Gl no contiene aristss de corte f(1,2), pues ail
h1h2 fuera uns de tales sristas, entonces claramente {hl,hz_f f-1- 1
rfa un corte puntual de G{z (ya que por el paso 1, todo vértice
f f
de 512 tiene .grado mayar gue uno en 512), es declr htheA(Gl)n
CP; lo cual por el inciso i) no es posible, pues A(Gl) QA(GZJ vy
V(G )=V (Gy)-{v,v }.
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v) Sea b=uw uw, €A(G,), entonces veamas que el grado de
w, a el de wy en 52 25 mayar que dgs.

Camo wl,uzé V(Gl), es fAcil ver gue el grado de Wy v
el de ugy 2N G2 es el mismo con respecto a G;z. y del paso 1 se
sabe gque es méyur gque uno. Si uly Yy wy tuvieran gredo dos en G{z
entonces, también por el paso 1, tendrfian gradn(cuatrn en G; pe-
ro por el paso 2 incise 1ii), &sto significaris gue Wy gy seria
de corte f(1,2) de G, que por el incisoc iv) de este paso nnm es

posible.

vi) Por dltimp, demostraremos que Gy cantiene un ecicla.

Caoamo se dijo en el inclso enterior, si heV(Gl) entonces
el grade de h en Gz egeg el mismo gque en G;z. Sean Hl={heV(Gl): hv
€A(G) o hv' & A(G), v grsz(h)>2} v H2={h'éV(Gl): h' no es sdya=-
cente a v ni a v' en G}. S1 53=G(H1LIH2), entonces para demoss
trar que Bl contiene vn cieclo, es suficiente caon demostrar que
53 contiene uno; vy paras esto Gltimo sdlo se necesite ver, por el
teogrema 1.3, que todo vértice de 83 tiene grado mayor gue Bna en
B3

Empecemas par ver gue V(Gs)ﬁgk

Como V(Gl)£¢, entonces existe hE\I(Gl) tal gque hvEA(Gz)
a hv'eA(Gz)..Supongamus, sin pérdida de generalidad, que AvéA(Gz)- ’
Puegto gue el grado de h en G2 es mayor que uno, existe h'eV(Gz)
tal que h'dv y hh'€& A(Gy).

51 h'=v', entonces el trifnguloa (h,v,v!) estarfa conte-

nido en Gz y en 5;2, lo cual no es posible. Si hhleA(Ez), el
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triéngulo (h,h",v) estarfa contenido en G, y en G§2' que tampoco
es posible, Vv si h'v'é.A(Gz), se tendrf{a que el cusdrado (h,h*',
v',v) estarfa contenido en 52, que por 1ii) no puede ocurrir.
Por lo tanto h' esté en Hy oy lo cual significa que U(G3)£j5.

Ahors demostraremos que todos los vértices de Gy tienen
grado mayor gue uno en G3. Par lo tanto aea|1eV(G3).

Si h€ Hl' sin perder generalidad supondremos que hv €
A(Gz). Usendo 18 misma idea que se diao en los pérrefos anterio-
res, se demuestra que todos los vértices sdyacentes s h en Gz,
salvo el vértice v, estaéan contenidas en Hye Y como, por hipHte=
sls, h tlene grade meayor que daos en Gz, entonces el grado de h
en 53 es 8l menos dosS.

Si hékk, empecemos por ver que h es adyacente en Gz q
lo mAs @ un vértice que 8 su vez es adyacenté a voaguv'.

Si existieran h',h“&\l(Gz) tesles que cal'a uno es adye-
cente 8 v o v' y también a h, entonces supongamos, sin pérdida
de generallidad, gue h'vE&A(Gp)s Si h"v €A(Gy), se tendris gue el
cuadrado (h,h',v,h") estaris contenido en Gy, gue por el inciso
1341) no es posible. V¥ sl h'v'E R(Gy), el ciclo impar (h,h',v,v',
hw) eataris contenido en G2 y en Giz, que tampoco es posible (re
cuférdese gue to@us los ciclos en G{z son pares). Por lo tanto h
es adyacente a lo més a un vértice que 8 su vez ws sdyacente a8 v
oav'.

81 h EHZ peroc h no es adyascente a8 ningdn vértice gque a
sy vez sea adyacente a v o0 & v', entonces es claro gue el grado

de h en 53 es el miswg gue en 52, es decir mayor que uno. Paor lo
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tanto, s6lp nos rests analizar el caso en que hek% y h es adya-
cente a exactamente un vértire que a su vez es adyacente a v o a
vte

Sea h' €V(Gy) tsl gque hh' EAR(G,) y h' es adyacente a v
o av'e S5i h'eIHl, entonces el grado de h en Gy sigue siendo el
mismo que en GZ' es decir maypor gque uno. Y si h'gEHl, significa
que el grado de h' en Gz es dos, por lo tanto el grado de h en
G, es mayor que dos (por el inciso-v)), de lo que se deduce que

el grado de h 2zn B3 g8 mavoTl qUEB URDe

De los incisos il1) vy vl) de este psso se deduce el teo-

TEeMma.

Por Gltimo, psra concluir este trabajo, guisiéramos pTo
pdner la siguliente conjetura, gue es una.generalizacién del teo-

rema 3,1.

Conjetura 2. Sea G una grafica u-nc, con més de n
vértices y gque no contiene ningune subgréfics iscmorfa a KoL 1—8s

entonces G tiene un hoyo.

Donde Hn+1-e es la grafica Hn+1 menos una arista. E1 tg
orema 3.1 vendria siendo el casoc n=3, y es Fécil ver que esta
conjeturs se cumple trivialmente para n=l1 y n=2. No lo demostra-
remos, pero no es dificil ver gue la conjeturs también se cumple

para n=b en gréficas planas.
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