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INTRODUCC ION 

El golpe de ariete, es un fenómeno que se presenta en las tube­

rías conductoras de fluidos y consiste en la formación d·e una onda de 

presión debido a un repentino cambio en la velocidad del flujo {acel~ 

ración o desaceleración). 

Hablando en forma teórica, el golpe de ariete (conocido en ingles 

como "Wa terharrrner", debí do a que este fenómeno produce un ruido seme-­

jante al generado por un martillo que golpeara a una tubería), consiste 

de 4 pasos que son: 

a) Aumento de presión en la tubería {la tubería se expande). 

b) Inversión de flujo, como consecuencia de lo señalado en el inciso 

anterior. 

c) Disminución de la presión en la tubería como resultado de la inver­

sión del flujo (la tubería se contrae). 

d) Debido a la disminución de presión en el inciso anterior, el flujo 

vuelve a tener su dirección original y las condiciones iniciales re­

gresan a su valor inicial. 

Lo expresado anteriormente, es referido a su aspecto teórico, pues 

en la práctica la fricción juega un papel muy importnnte ya que es la -

que amortigua el fenómeno y provoca su mitigación. 

Para el caso ideal, el tiempo del ciclo de "golpe de ariete es de 

4L/a seg. 

Donde: L = Longitud de la tubería. 

a = Velocidad del sonido e,1 el medio. 
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Dentro de los fenó~enos clasificados (070 tr~~sitorios encon-

trames: el golpe de ariete, cavitaci6n,.·seperaci6n de columna, etc. 

En la descripción de estos fenómenos (nodelo motem&tico), se -

requfore P.l uso de las ecuaciones de continuidad y cantidad ce r.;0vj_ 

miento de la Dec~nica de los flufdos en su forma m§s general. Est~s 

dan ccmo result~do un sistema de dos ~cvaciones diferenciales, p~r-

ciales e hiperbólicas de dos incógnitas, las cuales requieren pura 

su ·solución el prccedi~iento canecido con el nombre de "m~todo de las 

caracteristicas" el que consiste en la conversión de las ecuaciones 

parciales en ordinarias. 

Co:no toda: ecuación diferencial requi~re va sea de·'condiciones -
·. : : ··:- -' ,.; : ' ·.· ~··:";;·~/).:·.~·; .. _.~_·,· ... :' :; : '>.:; '.' ,; .. ::,:. . ..... _·' 

ir.icir.les o de frontera para hal]a{lina solUción particulai<de la mis 

1;!c, en l~Ste anÚisis Se fla áéado' Ún capftuloin,'~Ol'lO;::~~ÚJ~ducen de 
:· · ··.': -~·_,' _· _.,:.-<'..:· ... ·(:·'.~t\>:~:: . .-:.:··.::;·!;;.~1_,:r~;:,~~::·<~~.:;,;;.-; · 

una manera tanto teóri cá. comp práctiéa l,as •expí~esfones:que· iios repre-
.. -. ' '~" _. :.:> \·>..~ ~l);t \~, · •... ·:,~~ .• ;'t····:··.·_:··.º~ .•. ~ ... ·.i,'.:._.,;:.~.·::·:.·_:'.:: .. ~.::,···,.···.'.· .. ·/. ...... 
. <,, : ·.'" : .;<::;.'~~.>_<:;~.;.:~:,~· -~- , " 

q ., ,,,_~,.:~· .. -; .. _\.''.:',::,,;_· )-;(.~_.:;.~~·'. <·:' 

Ei estudio del comportami entode:·l~~:~:~l~~\Í~~;~;~~r:tt~:~~t~n.io{que -

cc;r.ponen un sistema de tuberías se re.a1iia:'por\separádo;:con;esto se 
,: ... ,·: .. :·,--: ·.. ·.·-.' :. ~¡:·:.-.- ':/:' ~~:\::¡~)~:~-;i_~:.~:f~~p;:{.:;.f.:;~·~}~;t~:y¡~!j:~~.:;';'.:·.?.'.":·::. :.:,·-~;.', . 

quiere deci('que la· tubería se>seccfona')i'·se\analizán'.-iiidependiente-
- - ' .. '. ·, ; :,-_ -.. · .. ,:, 

scntan a dichas condicibnes. · 

mente, por ejemplo válvulas, conexiones, bo1~bas, tanques de amorti-

guaMiento, etc. y finalmente se agrupa todo en un conjunto que viene 

a r0sultar el ~Jdelo mate~5tico. 
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1.2 Antecedentes 

El estudio de lo: trensientes hid~áulicos empezó con la investiga -

ción de la propagación de las ondas en el aire, la ·propagación de las -= 

ondas en agua, y el flujo de sangre en arterias, Sin embargo ninguno de 

estos problemas podía ser rigurosamente resuelto hasta el desarrollo de 

las teorías de la elasticidad y el cálculo, y la solución de las ecua -

cienes diferenciales parciales. Newton presento en su "Ptúttc..i.p.la ", 

el resusl ta do de sus investigaciones sobre la propagación de las ondas 

de sonido en el aire y la propagación de las ondas de agua en canales. 

Newton y aagrange obtubieron teoricamente la velocidad del sonido en 

aire como 298.4 m/seg comparada con el valor experimental de 348 m/seg. 

Lagrange atribuyó erroneamente esta diferencia a un error experimen -

tal, pero Newton explicó que la velocidad.teórica era incorrecta debí-
'" ; ' -~ 

do al espaciamiento de las partículas sÚrdas de aire y a la presencia 
,:·:; 

de vapor en éste. Comparando las oscilaciones en un tubo U con las de 
' ' - ·.·. 

un péndulo, Newton derivó una expresión incorrecta para la celeridad 

de las ondas de agua en un canal,como lni/(Tg, .donde L= 1 ongitud de onda 

y g= aceleración de la gravedad. Euler desarrolló una teoría detalla­

da de la propagación de ondas elásticas y derivó la siguiente ecuación 

diferencial parcial para propagación de onda: 

En donde a2= gh ; x= posición de equilibrio de una partfcula; y= des­

plazamiento de la partícula; y h= altura de la columna de aire.Ta.mbién 

desarrolló una solución general de esta ecuación como: 

y = F(x + at) + f(x - at) 
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En la cual F y f son funciones .de las ondas. Euler también trató, pero 

falló en, obtener una solución para ,el flujo de· sangre en arterias .. 

Lagrange anal izó el flujo de flu{dos compresible e incompresible, para 

este propósito desarrolló el concepto de velocidad potencial. El 1 tam­

bién derivó una expresión correcta para la celeridad de la onda en un 

canal como; c =f9d, en donde d = profUndi dad del cana 1 . En 1789, -~ 
' 

Monge desarrolló un método gráfico para· integrar las ecuaciones difer­

ciales parciales e introdujo el término " MUodo de fcu c.Mactw1,;t:i ~­

c.M ". En 1808, Laplace puntualizó el porqué de las diferencias entre 

valores medidos y teóricos de la velocidad del sonido en aire. Explicó 

que las relaciones derivadas por Newton y Lagrange estaban basadas en 

la ley de 8oyle y que ésta no era v~l ida bajo variaciones de presión ya 

que la temperatura del aire no era constante. Propuso que la velocidad 

teórica se incrementaba ~~s o menos en un 20 por ciento si eran usadds 

condiciones adiabáticas en lugar de condiciones isotérmicas. 

Young investigó el flujo de corriente sangufoea, la· propagación de on­

das de presión en tube~1as asi como pérdidas por fricción y por acceso-

rios. Helmholtz aparece como el primero en puntual izar que la veloci-

dad de la onda de presión en agua contenida en una tuber1a, era menor 

que en agua libre. El,correctamente atribuyó esta diferencia a la elas­

ticidad d~ las paredes de la tub~ria. En 1869, Riemann desarrolló una 

P.cuación tridimensional de movimiento y su forma unidimensional apli­

cada a campos tales como vibracióh en hilo tensado y ondas de sonido. 

Weber estudió el flujo de un flúido incompresible en. una tuber1a eld:.s-

tic:i y condujóexperimentos para determinar la velocidad de las ondas -

de presión. El también desarrolló las ecuaciones din~mica y de conti -

nuidad que son la base del presente trabajo. Marey trabajó en una se-
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rie de experimentos para determinar la velocidad de las ondas de pre­

sión en agua y en mercurio y concluyó que l,a velocidad de la onda era: 

l. Independiente de la amplitud de la onda de presión 

2. tres veces mayor en el mercurio que en el agua 

3. proporcional a la elasticidad del tubo .. 

Resal desarrolló las ecuaciones dinámica y de continuidad y una ecua­

ción de onda de segundo orden, usó los resultados experimentales de -­

Marey para verificar sus estudios anal it-icos~ En _1877, Lord Rayl eigh 

publicó su libro sobre teoría del sonid~-.:~~f~l'que resumió los ultimas 
,- ...... :·1:; -.. 

estudios que existían junto con sus pf~~ia}'rinvestigaciones. 
:\, -,-~_- r?:::;:.i·_t~·::;1-~.J;~t.' .. ~ . 

Korteweg fué el primero en determinar.· la vélOCidad de la onda conside-
··.· ' l.>- ·.' ,_.__.¡:~·.-_·'; 

rancio la elasticidad de las paredes dél;coíl,ducto, así como del flúido; 

otros investigadores consideraban solo ~lg:~na':.de las dos. 
-:., 

A pesar de que Wood mencionó a Michaud como el primero en ocuparse -

del problema de golpe de ariete, recientes investigaciones hechas por 

Anderson muestran que .Mena brea fué el primero en estudiar este probl e­

ma. Michaud estudió el problema del golpe·de ariete y el dise~o y uso 

de cámaras de aire y válvulas de seguridad. 

Gromeka incluyó las pérdidas por fricción en el anal isis de gol pe de 

ariete par primera vez. El supuso sin embargo, que el 1 iquido era in-
__ ,,_·-; 

compresible y que las pérdida~·p~r fri'cción eran directamente propor-.. . :- : ; ,~., "•/ . , -

cionales a la velocidad.del ,fl,uj~); 

Weston y Carpenter ingenieros americ:anos réal izarón una serie de ex-
•, -: ' 

perimentos para desarrollar una . .relaCión teórica entre la reducción de 

la velocidad en una tuberí~y el correspondiente incremento de presióh. 

Sin embargo ninguno tuvo exito ya que sus tuberías eran cortas. 
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Frizell presentó un análisis de golpe de ariete basado en estudios que 

realiz6 en la hid~oel~ctrica de Ogden en Utah. Esta tenia.una compuerta 

de 9499 m. Frizell desarrolló expresiones para la velocidad de la onda 

en gol pe de ariete Y para .aumentos de presión debidos a reducción ins­

tant~nea del flujo. El estableció que la velocidad de la onda debería 

ser igual que la de la onda del sonido en agua, si el módulo de elasti­

cidad de la tuberfa fUera infinito. Tambien presentó los efectos de re­

des de tuberias, refl e.xión de. las ondas y ondas sucesivas en regulado­

res de velocidad. Desafortunadamente, el trabajo de Frizell no ha si-

do tan apreciado como el de sus contemporaneos, Joukowski 'Y Al l ievi . 

En 1897, Joukowski condujo extensos experimentos en Moscú, para tuberí­

as con las siguientes dimensiones (expresadas en longitud y diametro -

res pee ti va mente); 7620 m, 50 mm; 305 m, 101,5 .mm; Y, 305 m, 152. 5 mm. 

Basado en sus estudios teóricos y. experimentá'Üs\ ;júbl icó su reporte 
.... -:·· .. : . ::< ·.·.: ~ .. ::: )>~':·?·~·.,< :. ,:_·; 

clásico sobre la teoría de golpe deariete+eo~i:~rfblló una fórmula para 
'. .. · ·=- ~ ., · ... -.::;: ·~:-~;/_·~~;j;'.:í~>?-~~.);~~-::.~~.y~~~~-~?::?C;::;./:;.r~ < 

la velocidad de onda, tomando'/en"cuenta:.,laYelasticidad del agua y de la 
, , . :' , · ·: .--~~~, ~ \ ~~)-~~ú:;:/f;~:;\t;J;~:;~~:~~~~~;:;~:·~1\->:r\ . ·,,_ · 

pared de 1 a tubería, tambi ~n; desa'rrol 16:la··rel á'c·i ón entre la reduce i ón 
. : :::_:_:" ·: ~~-~:;·j:~:~~<k~Wil~~;;,:;;~(w~.~)i\~~< ~;'.,'(;.::-:;~:\'.~~-: · ~ .:'~ 

de la velocidad'Y el resultante·~aumento{de;.pres1on usando dos métodos:'. 

1 a """'" i ón do 1 ~ i~Í~~t~~\¡f ~Tu\I~a:t~i~c ;; ;on ti nu ida d. Wa bajó " 

la propagación de una .. on~á/de:ipf~sión'a'lo'largo de una tubería y' la ,. 
<. , \ • ...... , ·, ' • ".. ' • ._,..--~ti'. '·.:. ; '.- '\ 

reflexión de las ond~s'Fá~'''pr~'s't'6~;a•lcil~rgo de toda la red de tuberí-
• ."·. ·: .. \:.~--~\~;:~,,~)~;,:;~:.;.~:\fS(t~<.<,::;~.~:> .~:: ... ·... , . · ' 

us. Estudió los efeetóS:1.de'i:ámáras,de:,aire,cámaras de oscilación y vál-
,, ;.:·;·,",: •. <• <i:·.~·)· /:·. r' 

vulas de seguridad ;para;pre·sfof1e's<:dehidas':agolpe de ariete, Investigó 
.. :.: '· ',<·:.:é\:,;'.i.\';;:;'', i' ' 

los efectos por_ ci err~ dé:\·~,iyu·1 ~ s i::éncontró que e.1 aumento de presión 
;/';·:-:; ;i'» ,-··1 • ., 

eran máximos para ti~mpós Ú•c-ierre/ T:; 2L/a, en donde L= longitud de 
.. ··., ... ,, ... > 

la tubería y a= •veloc~d~d 'd~;¡j~dá·. 
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/\llievi desarrolló la teoría· general del go·1pe de ariete, que publicó 

en 1902. La ecuación dinámic¡¡ que él obtuvo fué más adecuada que, la pro­

puesta por Korteweg. Mostró que .el término V(' av /ax) en la ecuación -

dinámica no era tan importante .comparado con los otros términos y podía 

despreciarse, Introdujo los pa~~~m~t'~o5· adimens iona les, 

p a Vo 

2 g Ho 

· . 0 = ·a Te_ 
2 L 

en donde a= velocidad de:·la óndá{v~=·velocidad del flúido en estado 
- e (~'.' .' · . ' ' . , - ' ·• 

1 
' ¡.' , • · ;".' t • • . ¡ • 

estable; L= longitud'd~:í~:~.t;u'~'.~rfa:;;+c::· i1~mpo·de. cierre de la válvula 
·-· .;-.·/ .. ~~?F,:;}.:.j:~4:!.it·~\~j~i~·:;:·,~_f:: ~:-:\':.::.~ -~' .-: /:;·;~. ·, _· -. 

p= a un medio de la energ1a{cirietica.del flll'ido dividida por la energía 
. -_. _' .'.·.'_:._Y/_'::>·- ::~·;_~~t~/J!~ij~:~~::;:~:~::~:~\:·.'_: .;·i~~1<· ~ '> , - . 

potencial almacenada·;'en ~1::'ytlúidó/f)as paredes del conducto a una car-

ga de presión Hº; y:~~~ ·~a;~¿¡t~;y~ff6~'cl~1\;.erre de la válvula. Para un 

tiempo Té de cierre del~ válvu.la.·AÍli~vi .: obtuvó una expresión para 

el incremeto de presion en la válvula y presentó cattas para el auménto 

y caída de presión causados por abertura o cierre de la válvula. Braun 

presentó ecuaciones similares a las publicadas por Allievi y posterio.!:_ 

mente propone que la llamada constante de Allievi , fue realmente in­

troducida por él. Sin embargo se· con'Sidera que All ievi fué el primero 

~ue propone la teoría básica del golpe de ariete. Allievi, también es­

tudió el movimiento rítmico del cierre o abetura de una válvula y pro­

vó que la presión no puede exceder dos veces la carga estática. 

Las teorías de Joukowski y Allievi fueron principalmente usadas en las 

primeras dos décadas del siglo XX. Camichel demostró que duplicando 

las cargas de presión, esto no es posible a menos que Ho>aVo/g. 
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Constantinescu Inventó un mecanismo para transmitir energía mecánica 

usando las ondas de golpe de ariete. 

Basado en la teoría de Joukowski, Gibson presentó un trabajo que inclu 

ia por primera vez en el análisis •. pérdidas.por fricción no-lineales. 

También inventó un aparato para medfr;lá descarga de h turbina. 
~' ._.,_ ;- '-. ' 

Strowger y Kerr presentaronu~')'p~~Üclilliiento de ·computadora para deter-. - , '• . ·, - ~ .. -.~-:· ·. 

minar los cambios de velocida¡f!!ci~{:'~n~:;turbina hidráulica causados por 
_,.;o.·, ·'· ·,-

cambios de carga. Las ~res_i'~~~~Y:~~bicia~ a gol pe de ariete cambian la 
·. .. -, -, .. ",_,l.,;'-·.=··· : 

:--~~-.~. :·,f~i ., . 

eficiencia de la turbina para V,arias posiciones de abetura y los movi-

miento uniformes y no-uni f~;M~J'~~}~ abertura 1 también fueron tomados 

en cuenta para el análisis'..w~~d introdujó un método gráfico para el 
.. ·, :·· ;~ /;'. 

análisis de golpe de ariete:Jéiwy' independientemente desarrolló un mé-

todo gráfico en 1928. Tambi.én:~~t,udió la resonancia causada por movi-­

mientos periódicos de la vhvúJ~''i.C::~ídÚ de presión debidas a la aber 
·1,'"'·'··-·-.:-.. . ·• ... :·.:· .. '• -

tura gradual de válvulas y i:~~Gú~fta~'..consli:teró las pérdidas por frie_ 
·.,' _., 

• - . . , .... _._,._;,. :. "{ !·" ~ : :"'' 

ción en su análisis de las ei:uació.nes.'.dúerenciales parciales básicas. 

Schnyder incluyó características completas de bombas en su análisis de 

golpe de ariete para tuberías conectadas a bombas centrí~ugas. Bergeron 

extendió ~ método gráfico para determinar las condiciones en las sec­

ciones intermedias de una tubería y Schnyder fué el primero en incluir 

las pérdidas por ficción en el análisis gráfico. En el simposio organ.!_ 

zado por la ASCE y la ASME en 1933 en Chicago, fueron presentados mu ~ 

chos trabajos sobre análisis de golpe de ariete en tuberías y en com-

puertas. 

Angus delineó la teoría básica y algunas aplicaciones del método grá­

fico, incluyendo pérdidas por fricción y Bergeron presentó un trabajo 

describiendo la teoría de ondas elásticas planas para varios medios. 
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Otro simposio sobre golpe de ariete fue en 1937 en el congreso anual 

de la ASME. En este simposio fueron 'presentados trabajos en el análisis·­

de cámaras de aire y válvulas. Lineal izando el término de fricción. 

Wood usó el cálculo operacional de Heaviside y después Rich usó la 

transformada de La place para el aná1 is is de g~l pe de ariete en tuberi­

as. Angus presentó en 1938 el análisis de tuberías compuestas y en 

ramificaciones y también el análisis de separación de columna. Otros 

trabajos sobre separación de columna fueron presentados por Lupton, 

Richard y Duc. 

De 1940 a 1960 además de los libros de Rich, Jaeger y P.armakian, nume­

rosos trabajos fueron publicados sobre jryálisis de golpe de ariete. de-

bi do a que son muchos no son nombrados\ en :el presente trabajo. 

Ruus fué el primero que presentóp:~J¡~f~~t~ie~tos para determinar la se-
. ..:.·.'. >/:~,l~~;f?~i~}'.':}::·>:·;;/. ,' . 

cuencia del cierre de una. válvula; JJ,~,~~hdo:'cierre óptimo de válvula, 

a la presión máxima que permaneced~'h;t'i~(~~;'.\oslimites prescritos. 
;'!\'•_º:· ::>:~ :'» ·: ':-_\ ,· ', .-i 

Posteriormente Cabelka y Franc 'f stf~e'ier independientemente desarro 

llarón la teoría más rec
0

iente y larc:¿.~~~-f~~i~ia.rón para sistemas compl~ 
¡ . ,.;-:¡.. . ·:; ::_ ~· 

,-< ·' ~,._;; .. ~.,".• ' :'·· ... '' ·; :::~:~·-;<?-< ;'·: ,·-.. ,-{ ,' jos de tuberías. 
-.. ·.·.:::>:·~:~}" ·!/~i;<~·~'.·:~:,~f~:;~: ;·:,:.· _· 

Gray introdujó el método de las cara"ct"érísticas para el análisis de 
. . '->: '. "~:·.:. j1'.(-~;)~~,:¡~_?/~~":/' .. ,_.' __ \-" ·. 

gol pe de ariete por computadora. Lai}f:Jo''.úsó ·en su tesis doctoral y su 
, ~·:.,\~-~~:~>·r::' ·. , 

trabajo junto con el de Streeter. fue~Ó~::.1 os pioneros haciendo popular 
; ... -x·. ", 

.el uso de i a computadora para -~iahá~}sis de fenómenos transitórios. 

Luego Streeter publicó numerosós';tr~b·~·jos sobre el método de 1 as ca 

racterísticas, asi como un texto;sob_r~ tarnsientes hidráulicos. 

Nota:. Todos 1 os autores nombrados>eii e'sta. sección se encuen.tra.n 
referenc.iados en la bibl iogra.fia 3. 

, , 



10 

·1.3 Velocidad de la onda de presión 

La magnitud de la velocidad de la onda de presión depende de dos 

variables como lo son el módulo volumétrico del flufdo y la dilatación 

de la tubería. 

Antes que nada, deduciremos la expresión de Allievi, que nos ªY.!! 

dará a calcular la velocidad de la onda de presión. 

Por la segunda ley de Newton sabemos que: 

F = m x 
F = Fuerza 
ID = Masa 
x = Aceleración 

dividiendo por el área: 

F = m ~ 
A A X 

además sabemos que: 

" = dv 
X dt 

y P = F = presión 
A 

consecuentemente, la segunda ley de Newton: 

P = m dv 
A dt 

pero, la masa se puede definir como: 

p = M. M = Masa 
V' V = Volumen 

entonces M = pV 
V = A L A = Area 

L = Longitud 

entonces M = pA L 

( 1) 
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por lo tanto (1), quedará asf: 

P =~ dv entonces P = pl dv 
A dt . dt 

Si tomamo~ un pequeño elemento de tuber1a,. la ecuaci6n anterior s~ 

.rá modificada de la forma siguiente: 

liP = pliX dv 
dt 

lix = Elemento 
de tuber1a ( 2) 

Ahora, supongamos que la velocidad de la onda de presión la defi-

nimos por la letra "a"; entonces tendremos que: 

lit = liX 
a 

lit = Tiempo que tarda la 
onda de presión en 
pasar la distancia "ax". 

La ecuación (2), podrá ser escrita como: 

liP = pliX liV 
lit 

de(3), en (4): 

liP = pliX liV 
liX 
a 

liP = paliv 

dividiendo entre el peso específico (y): 

liP = pa liV y= pg 
y y 

liP = pa liV 
y pg 

liP = ~ liV 
y g 

pero si partimos desde velocidad nula: 

liV = vf - V; = vf - o = vf = v 

liV = V 

(3) 

(4) 

( 5) 
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Sustituyendo la expresi6n anterior en (5): 

LIP. = ~ V · 
y g 

LIP = ~ = ~ 
V g 9 

.éf. = ap 
V 

Ecuación de Allievi 

A continuaci6n, deduciremos la expresi6n para calcular lr velo­

cidad de la onda de presión con base en la ecuaci6n de Allievi (6). 

(6) 

Supongamos que se aplica una presión 11 P11 a una tubería, como con. 

secuencia de ésto el fluido interior se comprimirá. 

Por la definición de módulo volumétrico tenemos: 

K = - _.11~P~ V =·Volumen 
/J. v/v 

~orno el incremento de volumen será negativo, el aumento en el vo­

lumen del líquido debido a la presión será: 

K = LIP .entonces LIV = LIP 
llV/V V K 

llV =' V .11P = 11d2 L tiP 
k T k 

L = Longitud de la 
tubería. 

El esfuerzo en las paredes de la tubería e~ fh = /J.Pd , donde -
re 

11 e 11
, es el espesor de la tuberfa. 

En tanto que el esfuerzo circunferencial es : 

ºh = ..fh 
E 

E=Módulo de Young o de elasticidad 

El incremento en el radio de la tubería es =~h~ 

El aumento en el volumen de la tubería ll Vt = Circunferencia . lon'­

gitud . incremento del radio. 



13 

llVT = ( ~dl )ot4 ) = l ~d 2 Loh 
2 2 

llVT = l ~d 2 
L fh 

2 E 

lll/T = l ~d 2 L l (llPd) 
2 . E 2e 

Consecuentemente, el volumen total debido a la dilatación de la 

tubería y a la compresión será: 

= ~d 2 L llP + 1 ~d 2L .!.. 
-4-K2.E 

= ~d 2L llP ( 1 + d ) 
-4- K Ee 

También sabemos que: Q = Gasto 

Q = V 
t 

Entonces t = V 
Q 

V·= Volumen 
t = Tiempo 

pero Q = vA v = Velocidad 
A'= Area 

Quedando el tiempo en función de: 

t = V 
vA 

( llPd) 
2e 

Expresando lo anterior por medio de incrementos: 

t = V 
vA 

Para nuestro caso: 

lit = t.VTotal 

v( 1Jd2) 
T 

De (8) en (9): 

IJC1
2 L tP ( 1 + d ) 

lit= T K Ee" 
V (d) 

(7) 

(8) 

(9) 
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lit = liP L ( 1 + d ) · 
V k ~e 

De la ecuación 

liP = pa 
V 

liP = pVa 

Adem§s de la ecuación (2), podemos ver que: 

liP = pl liV 
lit 

Igualando (12) y (11): 

pV a = pl liV 
lit 

a = L liv 
v lit 

Pero como supusimos anteriormente que tiv = v: 

a = L v = L v lit tit 

De (10) en (13): 

a = L 
tiPL (l + 5L¡ 
V k Ee 

a = 1 
tiP (f + 5L¡ 
V Ee 

De (1 ) en (14): 

a = 1 
ap (l + .Q_) 

k Ee 

a2= 1 

( 1 + d p - Ee) k 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

( 14) 



Entonces 

Entonces 

Entonces 

Donde: 

15 

a2 = ___ 1 __ 

r ( Ee + kd ) 
• kEc 

a2 
= kEe _ __:.;c=;... __ 

p(Ee + kd) 

a2 = K 

p( 1 + Kd) 
Ee 

Ecuación de la velocidad 
de onda 

K = Módulo de elasticidad volumétrico del fluido. 

E = Módulo de Young¡ de la tubería. 

e = Es pe sor. de: la(t~bkd a ... 

d = Diámetro inte'rio'r de'·:la· t~beda. 

p = Densidad del fl uf dó. · 

(15) 
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OTROS TIPOS DE ECUACIONES UTILIZADA~ EN EL 

CALCULO DE LAS VELOCIDADES DE ONDA. 

Haiiliwell presenta la siguiente ecuación general para el cálculo 

.de la velocidad de onda. 

a2 = K 
p(l +( k/E )$) 

Donde: 

$ = Pafametro adimensional que depende de las propiedades 

elásticas del conducto. 

k = Módulo de elasticidad volumétrico del fluido. 

p =Densidad del fluido 

E = Módulo de Young. 

Las expresiones de$, para diferentes condiciones son las siguientes: 

1.- Conducto rígido 

1jJ = o 
2.- Conductos elásticos de pared gruesa. 

a) Conducto sujeto con movimiento longitudinal restringido 

2 2 .. 2 
1jJ = 2 ( l+v) Ro + Ri - 2vRi 

Ro 2 - Ri 2 Ro 2-Ri2 

Donde: · 

v = Relación de Poisson. 

Ro = Radio externo 



Donde: 

Donde: 
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b) Conducto anclado con el movimiento longitudinal restringj_. 

do en la extremidad superior. 

2 2 ' 2 2 
tj¡ = 2 [ Ro + l. 5R i + v( Ro - 3Ri . ) ] 

2 2 
Ro -Ri Ro 2 

- Ri 2 

Ro = radio exterior 
Ri = radio interior 
v = relación de Poisson 

c) Conducto con juntas de expansión. 

w = 2[ Ro 2+ Ri 
2 

+ v ] 

Ro 2
- Ri 2 

Ro = radio exterior 
Ri = radio interior 
v = relación de Poisson. 

3.- Conductos el•sticos con paredes delgadas. 

a} Conducto·anclado con el movimiento longitudinal restrin 

gido. 

tj¡=Q(l-v) 
e 

Donde: D = diámetro del conducto 
e = espesor 

Donde: 

v = relación de Poisson 

b) Conducto anclado para evitar el movimiento longitudinal 

en el extremo superior. 

1jJ - D - e (1.25 -v) 

D = diámetro del coñducto 
e = espesor 
v = re 1aci6n de Poi sson. 
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. II ECUACIONES PARA CALCULAR EL GOLPE DE ARIETE 

Con el propósito de obtener las ecuaciones que gobiernan el flu-

·jo transitorio en una tubería, es necesario utilizar : 

a) La segunda ley de Newton 

b) La ecuación de continuidad 

En nuestro caso las variables. dependientes que se consideran son 

el nivel "H" de la linea de cargas piezométricas con respecto a un -­

plano base de referenc.ia y Q el gasto que pasa através de una sección 

transversal. Por otra. parte,l'as,variabl es independientes estan con s-
. '-,,.,-·'.\'. '. 

tituidas por la distancia "x'~.·!t·io.fargo de la tuberia, medida desde 
'.;'.:t:>:·,·.,: -;····.,. 

el extremo aguas arriba de la:tulleria y el tiempo t. De esta manera: 

'H = H (x,t) 

Q=Q(x,t) 

2.1 Ecuaci6n dinámica o de movimiento 

En este caso se aplica la segunda 1 ey de Newton en la dirección 

axial de la tubería, se toma como volumen de control un elemento de 

fluido entre dos seccion.es, separadas por una distancia " oX " segun 

lo muestra. la figura l. 



X 

··-·-
-r;f;;:;c~ Z=O 

19 

Figura l. 

Piezométricas de cargas 

H-Z 
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Doride: H = carga total en un punto de ·1a Línea 
de cargas piezométricas. 

P = presión 

A = Area 

yAóx =peso del elemento de.fluido 

PaA óx = variación de la fuerza de acuerdo al área. 
ax 
t~Oóx = fuerza debida a la fricción 

tO = ~ esfuerzo cortante en la pared de la tubería 

Donde: p = densidad 

V = velocidad 

f = coeficiente de fricción. 

Por lo tanto aplicando la segunda ley de Newton a nuestra figura 

EF = ma 

m = pAóX 

a = dv 
dt 

PA-[ PA+ a(PA)óx] + P aA óx + yA ñX sen'El -to~Dóx = pAóx dv 
ax ax dt 

- a(PA) óx + PaA óX + yAóx sene -to~Dóx = pAóx dv 
ax ax dt 

- ill liX - ~ óX + PaA 6x + rAóx sene ~ t ~Dóx = pAox dv 
O;< ax rx- · · º· dt 

- AaP óX + yAS x sene ,.. t ~ Dox = p .A lix dv 
ax · 0 dt 

di vi di en do entre PA 0x 

- .! §.f. + g sene·-~ o~ D = dv 
óX -A- df 



Como: 

2 
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A =11D 2 
-4-

{pfv ) ~o 
1 ~ + º " = dv - _ ~ g sene - .., 
p ax ---=-2-- df 

p(.!L ) 
4 

- 1 ap + g sene - 4pf ~2 ~o = dv 
'P ax Bp~O dt 

- 1 aP + g sene - fv 2 = dv 
'P ax 20 dt (16) 

Como estamos tomando positivo el descenso del fluido tendremos que: 

Z = - x sene 

Por otra parte 

P =yH = pgH 

Entonces 

P = PY (H-Z) 

~ =Pg U!_ - ll 
ax a·x ax 

Además 

Así 

ar= - senQ·· 
ax 

~=P9[lli- {-sene)] =pg[ili+ sena] 
ax 3 x ·ax 

de (11-71) en { 1.6) : 

- l [ p g { ~ + sene ) ] + g 
P íl X 

-g a H -g sene + g sene--ax 
-g a H - fv2 = dv ax 20 ,iff 

g a H + dv· + fv 2 = O 
ax íit 20 

sene - fv2 

2D 
fv 2 = dv 
2D dt 

( 17) 

( 18) 
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[le Cálculo sabemos que la derivada total se exnresa coinn: 

V = V (x, t) 

dV = av dx + av · dt 
ax ar 

dV = av dx + av dt 
dt ax dt a-t dt 

dV = av dx + av 
dt ax dt ar 
dv = av v + av 
dt ax ar 

De (19) en (18) 

pero como V = dx 
dt 

(19) 

L2=gaH + vav +av +fv/v/ =O ax ax- rr 20 

v2 = v/v/, pués el flujo puede cambiar de direcci6n. 

Donde: 
L2 es la ecuac~6n dinámica para un flujo transitorio en 

tuberfas. 

2.2 Ecuación de continuidad 

Line~ de cargas piezom~tricas 

H-Z 

+ 

H 

re"TerenCia z;;tr- - - - -

Figura 2. 
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La ecuación de co.ntinuidad, nos dice que: 

dm = O 
Cff 

expresado lo anterior de otra forma: 

O = !_JP dy +Jp Y.dA 
at · 

v. c.. .6, c.. 

Para nuestro caso dv = AóX 

la ecuación de continuidad en nuestro caso se podr~ escribir como: 

o = a (pAóx) + a- (pAV) ÓX 
ar ax 

desarrollando la ecuación anterior 

O = (Aóx)-ª-2_ + póxaA +-ª (VAóx) +-ª.Y. (pAóx) + aA (pVox) 
at at ax . ax ax 

.dividiendo la ecuación anterior pntre pAóx 

O = 1. ~ + 1 aA + 1 v ~ + :EJ.. + 1 V E._A_ 
p at A at p ax ax A ax 

reacomodando términos: 

V a A + 1 a A + V ~ + 1 ~ + av = o 
A ax A ar p ax p at ar 

L..-...v----' 

1 dA 1. ~ 
A dt p dt 

pués: 

1 dA = i{aA dx + a A dt) dx = V 
A dt A ax dt ar dt dt 

1 ].P. =~k dx + ~ dt) dx = V 
p at p ax dt at dt dt 
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quedando: 

1 dA + l .QQ. +. av = o 
A dt P dt 'ax 

de resistencia de materiales sabemos que: 

1 dA 
A dt 

D dP (para tuberías) 
N dt 

Además de mecánica de fluidos conocemos "K" como el modulo de elas-

ticidad volumétrica que se define: 

K = dP 
~ 
p 

1 dp = 1 dP 
p dt "K Of 

sustituyendo lo anterior en (20) 

D QQ. + 1· .QR + :li = O 
N dt K dt ax . 

Adern~s sabemos que: 
2 

a = K/p 

Donde: 

i +(~) (%,>e~ 

p = densidad del fluido 
a = velocidad de la onda 

r 

K = módulo de elasticidad volumetrica 
E = módulo de Young 
D = Diámetro de la tubería 
t'= espesor de la tubería 

C1 = constante de tuber~.ª (C,. = 1, para.juntas de eKpansión) 

sulitituyendo_ a2 en la ecuación A obtenemos : 

1 dP + a2a V = O 
p dt ax 

Como: 

dP 'iJP dx + 'iJP dt 
dt ax dt -at dt 

VaP +aP 
ax it 

A 

B 
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/f/OJetlB /'º 
P = pg (H-Z) ; Qf_ =. v pg (El!. - ai,) + pg . aH - az) 

dt ax /aX ~at /at 

sustituyendo en(B ), finalmente tenemos: 

2 
L1 = a av + V aH + aH + V sene ~ o 

g ax ax at 

Donde L1 es la ecuación de continuidad 

Ahora bien para la solución de las ecuaciones L1·y L2 se útiliza en el 
. . . . ' 

presente trabajo, el método··de las car_acterísticas que es presentado ahora. 

III HETODO DE LAS CARACTERISTICAS 

3.1 Ecuaciones Características 

Las ecuaciones L
1 

y L 2 tienen dos incognitas y se pueden combinar lineal -

mente en una sola e¿uaci6n. 

Con lo anterior se persigue, encontrar dos valores de·;i.que nos ayuden 
a simplificar las ecuaciones. 

sustituyendo.'L1 y L2 en (21) 

Tenemos: 

2 
L = [.L -ªY+ V El!.+ EJi +V seno] -+>.[g l.!:!.+ V :fí_ +El+ fV/V/] = O 

g ax ax at ax ax at 20 

(21) 

(22) 
2 

L =~El!. (V+). g) + lt!.J +>.[2.!'_ (V+ L ) + ali] +,V sed~+ AfV/V/ = o 
.ax at ax g.;i. at 2D 

La ecuación anterior puede modificarse si los términos entre parénte­
.sis son parte de una derivada total, o sea: 

dH = aH dX + aH dt 
dt ax dt ar dt 
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dH 
dt 

V aH + 
ax 

dx = V + >.g 
dt 

aH 
at 
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Para el segundo parentesis rectangular. 

dv ~ dx + av dt .ay_ dx + .a.Y. 
dt ax dt ar df ax dt at 

dx = y + a2 
dt Ag 

igualando(23) a (24) 
2 

V + >-g = V + a 
).g 

( 
• 2 2 

>. gJ = a 

sustituyendo(25) en (22) 

L = dH + a dv + V sene + afV/V/ = O 
dt g dt ~ 

dx = V + a 
dt 

L = dH - a dv + V sene - afV/V/ = O 
dT g cit 2QD 

dx = V - a 
dt 

Pendiente 
Positiva 

Pendiente 
Negativa 

El signo de las pendientes se debe a que " V<< a mult plicando las 
ecuaciones anteriores por dt e inteqrando 

( 23) 

( 24) 

( 25) 

1 
1 
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f dH +) t dv 1 V sen e dt + J af~~~/ 

jdH - Jt dv +JVsene dt - Jª;~bV/ 

dt = o 

dt = o 

finalmente integrado: 

Hp i - Hi- 1 + E. 'Vpi -Vi-1)+ (Vi -1ser1e) 
g 

Hpi - Hi+ 1 - .! (vpi - Vi+ 1) + (Vi ·+i sen e ). 
g 

pero Q = VA V= Q 
A 

N:. + afV/V/ r,.t = o 
2gD 

t.t - afV/V/ r,.t = o 
2gD 

Hpi - Hi-i +a (Qpi - Qi-1) + ·Qi-1 t.t sene+ f~ Qi-1/Qi-l/=O ( 26 ) 
gA ·.-:P:- 2gA2 D 

Hpi - Hi+1 - a (Qpi - Qpi+l) + Qi+i_H sene - fAL_ Qi+1/Qi+l/=O (27 ) 
gA A 2gA2D 

ecuaciones que nos dar~n el resultado en puntos intennedios en la tubería. 

Sumando las dos ecuaciones anteriores. 

Hpi = 0.5[ Hi-1 + Hi+1 +a (Qi-1 Qi+1) -t.t ser:e (Qi-1 + Qi+1) 
gA -·-A-

- füx (Qi-.1 
2gD A2 

!Qi-1!-Qi+l !·Qi+ib 

. Conocido este valor y sustituyendo en la ecuación 26 6 27 conoc.emos ·el gasto Q. 
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3.2 Condiciones de frontera 

El término condición de frontera se refiere a la condición que priva 

en cada extremo de una tubería. 

Cuando querpmos calcular la condición de frontera aguas abajo apli­

camos las siguientes formulas; 

·Donde: 

Cp = Hn + Qn (CH - lit sene - .ftix iQn/) 
A 2gDAZ 

CH = a 
gA 

En tanto, aguas arriba las condiciones se calculan como: 

Hp 1 = CM + CH Q P1 

Donde: 

CM = H2 - Q2 (CH+ lit sene - ·ftix .. • /Q2/) 
A 2gDA~ 

Condiciones de frontera para una válVula u .orificio descargando a la at­

mi'.isfera. 

de Bernoulli 

Qq ( Cd Ag) 
0 

¡-Tgffif 

Qp (Cd Ag)p~ 

Op 

~ 
= (~}n/2gHp 

(Cd Ag)0. ~gHo 

Donde.:. 

1 = (Cd Aglp 
(Cd Ag o 

Q = Qor!!Q. 
P Ho 

Q = Qo1/Hp111; 
prt.6 Ho 

{a) 
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De las ecuaciones caracte~isticas 

H pn.6 = Cp -B Q1M • 

Cp = H + Q (B - 6t sene - f6x /Q~ /) 
n n A 2gDA2 " 

B = a 
gA 

sustituyendo (á•) en (b) 

Qpn.6 = Qor j Cp-. BQpM 
Ho · 

Q 2= Cn - BQ 
~ t'.. plt6.' 

(Qo r ) Ho · 

Ho ( .QQ.lt.6 __ 'f- Cp + BQ = O . 
Qor · . . pn.6 . 

2 ... •· 2.. •. . . .• 2. • . . 

Ho {Qpn.6) + B{Qor) QpM - ( tQoJ Cp\~. O 

Q n.6 - B {Qor)
2

±}B 2{Qor)1¡.,; 4(Ho)(q.iqo{cp) 
p, . 2Ho 

2. 
Cv = lQQtl 

2Ho 

h2. 2. .. 
QP. n.6 ·- BCv.+ B Cv + 2Cp Cv 

Conexiones en serie (aumento en el dfametro de la tuberfa) 

+ i~C 

c¿j' ¡L-11 
1 ~ 1 1 

1 
2 

1 

Figura 3. 

1 
1 
1 1 

Ns 1 
De acuerdo a la ecuaci6n de continuidad: 

Ql = Q2 

o = Q pl,n.6 p2,1 

(b) 
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con referencia a las ecuaciones de compatibilidad 

Hpi = Cp - 8Qpi (C+) 

Hpi = Cm + 8Qpi (C} 

como buscamos una Hp Común 

Hp = Hp¡,tv..= Hp2.1 

igualando las ecuaciones de compatibilidad y tomando en cuenta a la ecu~-

ción de continuidad: 

Cpj - 8¡Qp1,n&= Cm2 + R2 Qp2•1 

Cp1 - 81Qp = Cm2 + 82QP 

Qp (8¡+ 82) = Cp¡- Cm2 

Qp = Cp 1- Cr.'2 
B1 + 82 

Qp 1 ,¡v.,= Cp1 - Cm2 
81 + 82 
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'fara válvula u orificio en medio de la tubería. 

c+,¿J ~-

1 ~ · 2 Figura 4. 

Ns · 

·qo = (Ag Cd)o /2gHo 

Qp = (Ag Cd)p /..-2-g(-H-1--H2-) 

.Q.2.Qo ( Ag Cd) p /?g ( H1 -H 2 ) 
(Ag CdJo 2gHo 

1= IAg Cd~p 
(Ag CD o 

Q p = Q o·/ !:!.L.::...li2 
Ho 

Qp 1.M= 1Qo/Hp,r:o-_HP?·1= Qpz,1 
" ·.' "1.,·'•.'1·, ... ,., 

Hp¡,11.6= Cp 1 -8~~p_1:;:~,·.<· 

: > .; .: ~ • 

Qpi_,M= i:Qo (Cp,.::::8jQp1;~)'.:(cm 2+82 • Qp2.il 
como: .. :w~~;~;;~~:;W~;\~~1,,~;:,:.~:·•. · 

QD¡ 11.6= Qp2. 1 ···:·~:_{·<;·¡,.- .:.··;,,:·;:···:: 
' ' :·:".\é'':.''>···· 

Qp 1 ,11.6= i:Qo/(cp1 ~cm2.r~Qp1 ,lt6 (81+8,) 
. ._ .. '"·: .. Ho. . · . 

(~)2 = (Cp;~·c~·:/~:··Qp, ,lt6(8,+ 82) 
i:Qo . . Ho . . 

·, 

"· ,· 

2 . 2 2 
Ho (Qp1,IU>) + {i:Qo) Qp 1 ,M(8¡+ 82)-{Cp 1-Cm2)(i:Qo) =O 

2 / 4 2 2 
Qp 1 ,lt6= - (i:Qo)- (81+82)±v(i:Qo) (81+82\ - 4Ho(Cp,-Cm,}(i:Qo) 

Cv = (.:r.Q.Q.) 2 

2Ho 

2Ho 

' 1 

/ . ·. ·.;· 
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.Qp¡,1t6 = -Cv{B 1 +B 2 } + /(B 1+P. 2 }
2 c/ - 2(Cpi-Cm2 }Cv 

Donde:. 

Bi = &_ 
gA1 

B2 = ~ 
gAz 

Conexión de tuberías (ramificadas) 

Supongamos que se tiene el sigui~nte sistema de tuberias 
. c>x~ 

~~3 

':~~¡ Figura 5, 

4 

Entonces: 

Pero se sabe de las ecuaciones de compatibilidad que: 

Hpi = Cp - BQpi 

Hpi = Cm + BQpi 

B = a 
gA 

Despejando el gasto 

• 

Qpi = Hpi -Cp (C+) 
B 

Qpi = Hpi -Cm (C-} 
B 

De acuerdo a la "rotaci 6n de la figura 5. 

Qpi ,n<'> = ~ - Hp1 ,11.6 
Bl B1 



Qp3 • l 

Qp1¡ •·l 

aplicando lµ 

Hp1 ,iu, 
B¡ 

=~ -
63 

= .t!lli.L -
64 

ecuación de 
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.9!1.3-
B3 

9!!!i_ 
B1¡ 

balance de gastos 

como buscamos una altura común 

Hp = Hp¡,m.= Hp2,11.6= Hp3,1.;:Hp1¡ •l 

Sustituyendo lo anterior en ia Ólti%a~~cuación 
·: ,- • >< ' .... _:-

·::.:>>:·;¡-.;.~·'..-~/, ~ ,··_-.: · .. 

:,;: 'i"·:·· 

• Hp = Cp¡/B i+ Cp2/B2, ·+ ciiiú B~ + Cm 1¡/B1¡ 

l¡ 1 
E(B.) 

i = l l 

En este caso Qp puede ser encontrado con· las ecuaciones de compatibilidad. 

Para una bomba centrifuga de flujo radial. 

f.igura:6. 

1 
1 
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Donde: 

u ~ es la velocidad de las hojas del impulsor' 

v = es la velocidad absoluta del fluido 

Vw = componente tangencial de la velocidad absoluta. 

Vr = velocidad absoluta del flúido con respecto a la del impulsor. 

Vt = componente radial de la velocidad absoluta 

Suponiendo la entrada radial al impulsor, de Bernoulli 

2 2 
H = Vw' u - Kv V - Kr Vr 

-g- 2g 2g 

Donde: Kv v2 Son pérdidas de energía debido a la 

fricción y turbulencia local en la 

voluta. 

Tg 

Kr Vr2 
2g 

Pérdidas por fricción entre el fluido 

y el impulsor. 

Ahora bien: 

Donde: 

u = .nlm. (28) 
60 • 

Vf = Q 
Te ( 29) 

Ae es el área del fluj·o Ú la hoja y D. es el díametro externo 

del impulsor. 

Vw = u -Vf cotv 

Vr = Vf cosec Y 

v2 =. vw2 +vi 

' ~·: : 

v2 = (u -Vf cotY )2+ vt2 
1 = u2 - 2u .Vf cot.Y + vl csc2Y + vi 

.· 2 .· .. . . 2 2 
H = (2-Kv)u + 2(kv-1) (uVf cot'Y') - (Kv+Kr)(Vf ese y) 

2g 2g 2g 

Sustituyendo (28)y(29) en (30) : 

(30) 



Donde: 

1 

2 2 
H = AN + BNQ - CQ 

A = 2-Kv (1
6
10
0

)2 

29 
B = Kv-1 eoty nD 

35 

g 60 M 
2 

e = (Kv + Kr ) ese y 
2gAe 

(31) . 
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IV TRANSITORios· CAUSADOS POR BO~BAS CENTRIFUGAS 

, .. 

El arranque y frenado de las bombas, son causa de transitorios en los 

sistemas de bombeo. Para analizar este tipo de.trán~itorios; el "metodo -.... ,,, ..... -

de las características" presentado anter1a"Fm~ryte;':(~s el más adecuado. 

En éste capítulo es presentad~·el\:':¿~'i~'~'.~'.r~:-~~:~t~an s itori os c~u sados 

por la operacion de varias bombas.· 

Dentro de los transitorios registrado~' en 16s:sistemas de bombeo encon 

tramos: el arranque de la bomba, el paro de la bomba y el corte súbito de la 

energía susmistrada a la bomba. 

Cuando el suministro de energía es suspendido, la velocidad de la bomba 

se reduce ya que su inercia es pequeña comparada con la del líquido en la lí 

nea de descarga. Debido a esto último, el flujo y la altura dada por la bo~ 

ba se reducen, con lo cual se generan ondas de presión tanto en la sección -

aguas arriba como aguas abajo. Ya que el flujo en la línea de descarga tien-

de rápidamente a cero, se produce un inversión en la dirección de éste, enton 

ces se dice que la bomba se encuentra trabajando en la zona de energía de di­

sipación. A continuación, la bomba se para y acto seguido comienza a trabajar 

como turbina. Si la velocidad de la bomba en reversa se incrementa, se podría 

porvocar un desbocamiento de esta. 

De i gua 1 manera, también es importante tener en cuenta la cavitaci ón y -

separación de columna en el diseño de una bomba. 

4.1 Representación matemática de una bomba 

La representación 111ct·L~uréitii.:a de una bomba se basa en los siguientes pa­

rámetros: 

~a) Velocidad de rotación (N) 

b) Altura dada por la bomba (H) 
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e) Gasto dado por la bomba (Q) 

d) Par de la bomba (T) 

e) Momento de 1ne reía combina:lo de la bomba, motor y líquido .. · 

Las curvas que relacionan los parámetros antes mencionados se conor.en 

con el nombre de "características de la bomba'.'· 

Datos para prototipos (características de la bomba), son obtenidos de 

modelos por medio de las relaciones de homología. Para bombas homólogas -

las siguientes relaciones son válidas: 

H = cte y JL= cte. 
--z- 2 
N D QD3 

(32) 

En donde D = diámetro del impulsor. ·.Puesto que D es una constante pa­

ra una unidad particular, ésta' septi~d~ incluir en la constante entonces: 

H = cte Y 
¿ (33) 
N :Q 

Estas últimas ecuaci ~ne~: ~J~den. sej:: ~dimensiona 1 izadas usando las candi 
'.,' ., ;,,_: ·.· .,-._¡····· .·.:: ... " .·. 

ciones nominales como va1ti~ci~''de/~ef~r~~~i:~~\'Asi: 

V•~ ' hl'Í~~i~~;li~~;ffr (3') 

En estas ecuaciones r;·>es':éVi~at).YZel)~subíndice "R", ·indica el valor no­
-~_/:?<·:\>~-·~':Sir~ffJ~;~'~:;~~?·/;;:.;·;_~ .;'._':--\ ·::··_· .. · 

minal de la variable. Con base'.en:(2);'.;(3);puede escribirse de la mñnera si­
, ' : -~~-. <. ·_t;'' :;'.' . '~-?·: -_ ".:. ~ . 

guiente: 

h .. cte y ~ ~ cte · 
2 
a V 

(35) 

Ya que se puede dar el caso en las ecuaciones .(35)de que a ó v tiendan 

a cero, Marcha l propone que h/ (¡;i2+ v2 ) sea sus ti tui do por h/Q2 • Además, cua!!. 

do L/v ~ 00 • ya que v ~·provoca una indeterminación, se define un nuevo pará­

metro: 
-1 

e = tan (36) 



38 

Y entonces las cur·vas características pueden ser dibujadas con los par! 

metros 8y h /(rr 
2 
+ v2

) y otro nuevo definido como fl /(a 2+ /l. Por .. definfci6n 

es siempre finito y varía.entre Oºy 360ºpara las cuatro zonas d~ operación 

dadas en la tabla siguiente: 

TABLA I 

Zona de Operación Signo. Rango de 
V a 

Bomba + + 0°<8<90° 

Disipación de energía + 90°<8<180º 

Turbina 180~~6~270º. 

Disipación de en~rg,a + 270º<6<360° 

Cuando no se cuenta con las curvas características originales, se pu~ 

den utilizar las de una bomba que tenga el mismo número específico de revo­

luciones. 

4.2 Condiciones impuestas por una bomba 

: r. 
.,r ', :,~ 

., •) 

. ; 

·" Como señalamos en la' sección pasada, las características de la bomba 

pueden s~r representadas por curvas teniendo .como variables ay h/a2+v 2 
; 

2 2 ~ 
6 y si a +v , en que 6= tan ª· 

V 

Para usar esas curvas en un modelo matemático, puntos discretos de é~ 

tas con iguales intervalos de 0 entre Oºy 360ºson almacenados en la compu­

tadora. Cada segmento de curva puede ser lineal izado. Si un número sufi­

ciente de puntos son almacenados, entonces el error introducido por aprox.!_ 

mación de la curva a una recta es despreciable. 

Asumamos que el cálculo ha progresado hasta el i=ésimo intervalo de 

,;. .. ·. 

.¡/';• 

;'-·' . 
. ~· .:~::~i5.~' ~ 



Tanque de 
almacenamiento 

Hp 

H suc 

39 

Hp. 1 
l • 

Figura 7. 

Linea de.gradiente 
hidráulico 

Tubería 

V&lvula de descarga 

Nivel de referencia 
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tiempo; que las variables a, v, h, y B al principio de éste intervalo de 

tiempo son conocidas; y que nece1;itamos calcular los valores de esas va­

riables al término del intervalo de tiempo. Denotemos esas i'ncógnitas por 

ap, Vp, hp, y Bp. Para determinar los valores de dichas variables, nec~ 

sitamos primero determinar la ecuación del segmento de curva correspondie!!. 

te aa.p y Vp. Sin embargo, ya que los valores de esas variables son ini-

cialmente desconocidos, podemos usar, como una primera estimación, sus va-· 

lores determinados por explotación de los valores conocidos en el interv! 

lo de tiempo anterior .. ·Por ejemplo: 

(37) 

en donde ªe y Ve son los val~res estimados al .fin del i-,ésimo intervalo de 

tiempo' a i y Vi son los va1?r.ElR~¿~:n'bci d:?s/,al,pri n.~ipi o del i nterva 1 o y llai- i 
y tiVi_1 son la variación de ~~

1

;s'va~iábles dUr~nte elihtervalo (i- 1). 

La linealización mostrada puede ser usáda c~~~aé.'~1 int~rvalo de tiempo es . -:·.:.--· '. . \ 

pequeño. Ahora, 1 os puntos de 1 a red sobre uno ·y otro 1 ado de a = tan-
1 
~ 
ve 

son aproximados y 1 as 'ordenadas h{á: 2+ v2) y e/ (a 2+ v2) para esos puntos 

son determinados de los almacenados en lá computadora. 

De éstos, las constantes para la ecuación del segmento de línea recta son -

determinadas. Ahora, asumiendo que los puntos correspondientes a ap, Vp, 

hp, y ep ' entonces: 
_ l: . 

__l:!L = a 1 +a2. tan. . ~ 
ap+vp · vp .. 

6 p 
ª2 + v2 p p 

a3+ a,4tan? _.-~ . 
, ·.·•·· Vp 

en que a1 , a2 , a3, y a4 .son las constantes de la línea recta. 

A continuación analizaremos el caso mostrado en la figura 7. La 

ecuación rle la altura puePe ser escrita como: 

(38) 

(39) 



Donde: 
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Hsuc =altura del líquido·en el tanque ~e reserva, con respecto 
a un nivel dado. 

{ 40) . 

HP = altura dada po~. la bomba al· final del intervalo de tiempo. 

6H = pérdidas· en la válvuia = CvQp2. 1= Cv Qp. 1/Qp. 1/ 
V . 1, 1, 1, - _' {4i) 

Cv = coeficiente de ·pérdidas en la válvula. 

4.3 Ecuación diferencial para masas·en r.otación 

Sabemos que: 

T = Icx I = Momento de inercia 

a= aceleración angular 

Cuando se corta la energía que controla a una bomba tendremos: 

=> 

Donde: 

T = Ia 

T = wR2dw , w= 2nN , dw = 2n dN 
dt 60 dt 60 dt 

T = -(wR2)(2n) dN 
60 dt 

T = -wR2 2n dN 
60 dt 

.. (42) 

wR2 =momento polar de inercia del motor, bomba, flecha y líquido 
que entra al impulsor de la bomba. 

N = nümero de revoluciones por ~inuto. 

Basándonos en (34), (42) queda como: 

a =-wR2 2rr NR da 
60TR Of 

( 43) 

En la ecuación (43): 

T = 60 HR OR Y. 
R 211NROR 



~ ' . .,_ 
(:.·, . ... 
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y = peso específico ·del líquido 

nk = eficiencia de la bomba 

Utilizando un valor promedio deº\, durante el intervalo de tiempo, la ecua-. :~:~~1,;''.• " ,'·:•;-.:~ 

ci6n ( 4;) p~ede expresarse en dife;~~bias finitas como: · . ·: ::): '. '.. ·td 
ªP - ex 

lit 

Simplificando: 

En que: · 

Cs = -~@!.. 
· nwr NR 

La ecuación característica para la descarga será: 

(44) 

(46) 

Qpi, 1 =.cn:+CaHpi, 1 (47) 

Cn = Qi+l +_gA H·+1- ftit Qi+1/Qi+1/ 
a . 1 2DA 

Ca=~-
a 

Por la ecuación de continui;~t·)$:¡·,;1>·:;;l~; .· . . 
Qp. = Qp = Flujo ~través de la. bomba al fb·· 

l ,1 
( 48) 

nal del intervalo de tiempo. 

Solución de las Ecuaciones· Regul adó·r_as 

Para encontrar :1,as condiciones de frontera, se combinan las ecuacio-

nes ll ,39 ,40,45 ,47 ,48 :simultaneamente. Eliminando Hpi,l , tiHpv Y 

Qpi , 1 de las ecuaciones . 40,41,47 y ll y usando QR y HR como valores de 

referencia, el resultado de ·1a ecuación es: 
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En. nues'tro caso tendremos cuatro ecuaciones que son 38 ,39,45. y 49 

con cuatro incógnitas ap, Vp, hp, Bp. Para simplificar la solución, eli 

minaremos hp y BP de la ecuaciones discutidas anteriomiente. 

Sustituyendo hp de la ecuación 38, en la 49 y ap de la ecuación 39 en 

la 4 5 y s imp l ifi cando, obtendremos: 

2 2 2 2 
F¡ = C.aHRa¡(ap +Vp) +Ca HRa2(ap +Vp 

2 
- CaCv QR Vp/Vp/ +Cn + Ca Hsuc = O 

-1 
tan ..J!P.. - QR Vp -

Vp 

2 2 2 2 
F2 = ap -C 6 a3(ap +Vp )- C6 a4 (ap + Vp )tan.-!~ -a- Csa= O 

Vp 

( 49)_ 

(50) 

(51) 

Las ecuaciones (49) y ( 50) son no, lineales con dos incógnitas, ap y 

Vp. Estas ecuaciones puederi ~er ~olucionadas usando el método de Newton­

Raphson. 

Las ecuaciones se calc~lan de la siguiente manera~ 

Donde: ·.·• 
aF1 ai2_. 

aap = F2avp -Fravp 

lli 2..t2. - lli 1é.2. 
aap aVp aVp aap 

lli:.. aF:i 
aVp = F2 aap F1aap 

aF1 aF2 - aF1 aF2 
av¡l aap aap aVp 

(52) 

(53) 

(54) 

(55} 

En donde las ecuaciones (53) y (54) son evaluadas en los puntos ap(t) y 

Vp(l). La derivación de las ecuaciones (50)"y (51), dá las siguientes ex-

presiones: 
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( 56) 

. . l 2 
-ªf.!. = CaH R ( 2a 1Vp-a 2ap+2a 2 Vptan - !!Q)-Qr - 2 CaCv QR/Vp/ . (57) 
aVp Vp 

(58) 

( 59) 

En donde las tolerancias de /óap/ y /óVp/ podrán ser menores ó al me­

nos iguales a 0.0001. 

4.4 Condiciones de fronte.ra para bombas !!n paralelo 

En los tipos de bombas en paraleló existen dos casos: 

Qpi,l = Np Qp; Np=# de bombas en paralelo 

A) cuando la linea de succión es corta. 

(60·) 

Este tipo de análisis se debe hacer, basándonos en la sección 

anterior. Por tanto, de la ecuación (60) y de (49), tendremos 

que: 

2 
NpQRVp = Cn+CaHsuc+ Ca HRhp - Ca Cv QR Vp/Vp/ (61) 

De _las ecuaciones 38 ,39 y 45 y procedí endo si mil armen te a la se­

cción anterior, podremos obtener. 

2 2 2 2 
F1 = Ca HRa 1 (ap + Vp ) +CaHR a2 ( ap+Vp )tan- 1~- Np QR Vp -

Vp 
2 

- CaCv QR Vp/Vp/ +Cn+Ca Hs.uc = O (62) 

. i 

. ! 
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• 1 • 
~i.L = CaHR(2a¡ Vp-a¿ap+2a 2Vp ta11- µJ?)- Np Q R-2CaCvQR 7 /Vp/ 
avp Vp 

(63) 

Las demás e~presiones son idénticas a las mostradas en la sección anterior. 

b) Cuando la línea de succión es larga. 

Linea de succió 

-~~~1 ______ _ 

referencia z=O 

Figura 8. 

Refiriendonos a la figura 8,, podemos ver que: 

Hp =HP;+i:1;. Hp; n+;· , ' - ,, ' . 

Qpi ,n+ i=, Cp '.- ,Ca; H~;, n+ 1 

QP;+ 1 ~ 1~ C:~·;j+):a_;+\Hp;+ 1, 1 . 

·· · _:(; '.~>.</r~:;:G~;~r:·:<e ·~· · -, · · - ··· 

(64) 

(65) 

(66) 

(67) 

Multiplicando (6_5) .. por Ca;+ 
1

; la ecuacióri(66) por Ca;, sustituyendo 

Qpi,n+I Y Qpi+l, ide (67) Y sumando las ecuaciones resultantes obtendre-
.... ' 

mos: \\ .. ~-;~' 

(68) 

Usando QR Y HR como valores de referencia en la ecuación (68), podemos escribir: 

. 
hp = Np(Ca;+ea;+i ) QR Vp - enea i -Cp e·ai.+ 1 

Ca;Cª;+i HR 
{69) 
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Eliminando hp de las ecuaciones (3B)y {69}, tendremos: 

En que: · 

C7= Np(Ca1+ca1'.¡.
1
) 

Ca1cai+ 1 

Ce= CnCa;+ Cp Cai±.1. 

Ca;Cª;+¡HR 

Entonces: 

_aL_ = 2a 1 ap+2a2aptan-1S!E, +a 2 Vp 
atrp Vp, 

_ah = 2a 1 Vp+2a 2Vptan- 1.!!2, -a 2ap-C 7 
avp Vp 

De las ecuaciones pasadas podemos hallar los datos faltantes para aplicar 

el método de Newton-Raphson. 
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V CAMARAS DE OSCILACION 

Una cámara de oscilación es una columna vertical de agua o un tubo ve!. 

tical de depósito conectado a los conducto.s de una planta hidroeléctri 

ca o al sistema de tuberias, 
·' ··, ·: ' 

Las principales funciones de una cámara de·oséilación son: 

l. Reducir la amplitud de las fl.uctu~ciones de presión por la reflec-
··¡·,·-

dón de las ondas en la cámara; Por ejénípios':.l<Ú~ on'das de presión pro­

ducidas por golpe de ariete en uha?2~~:~a~ii~~~~·o:r los cambios de carga 

·: ""' Wbi "'. '"' ,,, Y~:~if ~~~~r~r~i~;; :J, °'' 11od6, • ,., 
figura 12. As1 la long1tud,·deh'c . ?':a~ser_,usada en el análisis de 

gol pe de ariete esen:rr.~~~~~~\fJi:~\~~~~JB\~~!'~f'.i~~:··de oscilación en vez' de 

entre la turbina y el";ta.ri'qúe';,de':'.~aÍmaceña'mfonto~ Debido a esta reducción 
.. ··-~.>: :'J'.~~~;;~::;~·::/}/;~;:~~\!(1:~J-:YU<J~!'..~~::~J~S~~1;~ ~~ ~~~{'.;(<·\<: .: ,; .. :-:. ,· - , 

en la longitud de la'tubéria>eFíaúriien.tbfot:cáfda'de;presión es menor que 
:, - , ... "• . ,' '. . . . ,• . - ~' ~ - -~ ~,_,,-

si no hubiera cámara~ Por'~t)~:_·?~~f~··;sÍl~ c~~ara no estuviera presente 

entre el tunel y la compu~rta, ~l tu.nel debería diseñarse para soportar 
~ _._, 

la presión del golpe de ariete.· 

2. Una cámara de oscilación mejora las" caracter1sticas reguladoras de 

una turbina hidráulica. Ya que por la presencia de ~a cámara, la lon­

gitud de la tuberia a ser usa.da para determinar el tiempo de a11ranque 
. . . 

es hasta la camara rl!! oscilación, en vez de hasta el tanque de alma-

cenamiento. Asi pues el tiempo de arranque de una hidroeléctrica es 

reducido, mejorando las características reguladoras :de la hidroeléctri 

ca. 

3, Un tanque de oscilación actua ·como almacenamiento para el exceso de 

agua durante la reducción de carga en una hidroeléctrica y durante el 

arranque de un sistema de bombeo.Similarmente provee de a~ua durante la 
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admisión de carga de una hidroeléctrica y durante una falla del sistema 

de bombeo. En conse¿uencia el agua es acelerada o desacélerada lentame~ 

te y es reducida la am~litud de las fluctuaciones de presión en el sis 

tema. 
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supongamos que tenemos la siguiente cámara de oscilación 

c+ ~~~c.­_¿_:¡; . ~I :_~ 
__ 1 ____ ,: :~-----

Q - 'Hpl -2 Qp2,1 pl.Ns L_..J 

Figura 9. 

DEspreci¡rndo inercia y fricción. Además, suponiendo que cumple 

con la ecuación politróp~ca: 

Donde: 

P vn - e A -

H Vn = C => H = C 
A A Vn 

HA = carga absoluta 

V volumen 

C = Constan te 

Derivado: 

dHA = d(cv""n) dv 

dt dt 

-n~l 
dHA = -nCV av = - ne dv 
- ·- -¡-
dt dt · vn+ dt 



también: 

dv = Qp 2 - Qp1 dt . 
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Combinando las ecuaciones anteriores: 

Donde: 
C = O. 5 N~ tit · 

6 - l' . ,vn+ 

Las condiciones de frontera, se calculan con las ecuaciones ya conocidas 

Para un tanque con inercia y fricción 

Qpl,Ns -----------

Figura 10. 

' Aplicando la ecuación-de movimiento.en.3 .=··.::·· 

yA3 (Hp+H - ~ - ~ Q3/Q3/. 

2 2 D3 A3 ' 2g 
= _yfuh . lli 

g dt 

es decir: 

Donde: 

. ;: 
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Entonces: 

La ecuación de continuidad para· .3 ser&: 

Qp ul = Qp + Qp 
. l •'"' 2' l 3 

Tanque de almacenamiento aguas arriba. 

HR 1 _-_º __,_~..;--.c - - Figura 11. 

1 2 

aplicando la ecuación de la energía entre O y 1 

Q2. + HR + O = !:J..+ O + Y..l_. + KV 2
2 

yo y 2~ 2g 

HR -= Hp1 + ~· + K ~ 
2gA 2gA 

' .. · ... 

Donde: K es el coe'fi.ciente de pérdidas a la entrada de la tubería. 

resolviendo la ecuación anterior con: 

Hpi = Cm + CH Qpi 

Qpi = - gCHA2 +/(gCHA2) 2 + (IR-Cm) 2gA2 
K+l K+l K+l 

Tanque de almacenamiento aguas abajo. 

Figura 12. 
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aplicando la ecuación de energía entre 1 y O 
lil 

fi + O + y_¿= P/+ ~r + O + ~2 
y¡ 2g To 2g 

I 

Hp¡ + y_¿= HR + KV,2 
2g . 2g . 

HR = Hp 1 + V1
2 (1-K) 

·29 

H R =- Hp¡ + ~ ( 1-K) 
2gA 

pero: Hp¡ = HR 

:. Hpn& = Cp-C H Qpn& 
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V 1 · RESUMEN DE FORMULAS 

Ecuación de Allievi 

Ecuación de la velocidad de onda 

Ecuación de la velocidad de onda 
presentada por Halliwell 

Ecuación dinámica o de movimiento 

Ecuación de continuidad 

Condiciones de frontera 

Aguas abajo 

Aguas arriba 

Válvula u orifi~io descargando 
' - ;J .,. a la atmosfera 

Conexiones en serie 

aP=~ . V 

~2 = K 
. · Kd 

p(l + Ee) 

2. K 
a =------

-P(l +(+)~) 

--ª!!. + v-1.Y.. + ...l'!.. + i.f_ ·= o g ax -· ax at 20 

. 2 "· 

-ª- _jJ_ + V -2!!. + -2!!. + Vsene = O 
g ax ax at 

Qp = ~ BCv + B2Cv 2 + 2CpCv ns . 
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Válvula u orificio en medio de la 
t~bería 

Tuberías ramificadas 

Qpl ns =. - Cv (Bl + ~il + . . . 

Bomba centrÍfuga de flujo radial H = AN 2 + BNQ - CQ2 

Bombas en paralelo ~= 2a
1
ap + 2af p tañ1~ + a

2
Vp 

aap Vp 

Tanque de amortiguamiento 
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