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T INTRODUCCION

E1 golpe de ariete, es un fen6meno que se presenta en las tube-
rias conductoras de flufdos y consiste en la formacién de una onda de
presifn debido a un repentino cambio en la velocidad del flujo (acele
racibn o desaceleracibn). '

Hablando en forma tefrica, el golpe de ariete (conocido en ingles
como "Waterhammer", debido a que este fendmeno produce un ruido seme--
Jante al generado por un martillo que golpeara a una tuberia), consiste

de 4 pasos que son:

a) Aumento de presidn en la tuberia {la tuberia se expande).

b} Inversién de flujo, como consecuencia de 1o sefialado en el inciso
anterior.

c) Disminucién de la presién en la tuberia como resultado de la inver-
si6n del flujo (la tuberfa se contrae).

d) Debido a la disminucidn de presi6n en el inciso anterior, el flujo
vuelve a tener su direccion original y las condiciones iniciales re-
gresan a su valor inicial,

Lo expresado anteriormente, es referido a su aspeclo tedérico, pues
en la prictica 1a friccion juega un papel muy importante ya que es la -
que amortigua el fendmeno y provoca su mitigacion.

Para el caso ideal, el tiempo del ciclo de "golpe de ariete es de

4l/a seq.
Donde: | - |gngitud de 1a tuberfa.
a = Velocidad del sonidoen el medio,



LY sbjevivo de este traba’s @y epoiniror o) wolelo natondti

«

yue x;prhsente el corpartenidienta dz los fenfucros iransitorics (es-
tedo no estable), ove ccucran Surinte el Tonciorzmients de un siste
ma do tuborias, Dote tipo &2 fopdeanss sucodan Jebido a un canbio
en 1z velocidsd ¢l flufdo en 21 inwerior d= la zuberia.

Dentro de los fendmenos clasificzdos coto transitorics encon-

trames: el golpe de ariete, cavitacitn, separacidn de columna, etc,

En 1a descripeidn de estos fendmznos (nodelo matemdtico), se -
reguiere el uso de las écuaciones de continuidad y cantidad ce movi
miento de )a macSnica de los flufdos en su forms mds general. fsiss
dan ccmo resultedo un sistema de dos ecuaciones diferenciales, par-
ciales & hiperbdlicas de dos incognites, lzs cuales requieren para
su solucién el precedimiento conccido cen el nombre de "métoco de les
caracteristicas" el que consiste en la conversidn de las g;uacicnes

parciales en ordinarias

Como tndu ecuaC1on d1ferenc1a

iniciales

una manara tan*o teor1ca como préct1c

sentan a duchas cond1c1ones. L

mente, por edeﬂm1o v=1vu1as, connx1cnes bombas, tanques de amorti-

guamiento, otc. y finalmente se agrupa todo en un conjunto Gue viene

g resultar el madelo matenmdtico.




1.2 Antecedentes

E1 estudio de loz trensientes hidrdulicos eﬁpezé con la investiga -
cidn de la propagacion de las ondas en el aire, la propagacién de las -=
" ondas en agua, y el flujo de sangre en arterias. Sin embargo ninguno de
estos problemas podia ser rigurosamenté resuelto hasta el desarrollo de
las teorias de la elasticidad y el cdlculo, y la solucién de las ecua -
ciones diferenciales parciales, Newton presento en su " Paincipia ",
el resusltado desus investigaciones sobre la propagacion de las ondas
de sonido en el aire y 1a propagacion de las ondas de agua en canales.
Newton y lagrange obtubieron teoricamente 1a velocidad del sonido en
aire como 298.4 m/seg comparada con el va]or experimental de 348 m/seg.

Lagrange atribuyd erroneamente esta d1ferenc1a a un error experimen -

tal, pero Newton explicd que la ve10c1dad 'r1ca era incorrecta debi-

do al espaciamiento de las particu]as,sé]jdasfde aire y a 1a presencia

de vapor en éste. Comparando las osci]éc1ones en un tubo U con las de

un péndulo, Newton derivé una expres1on;incorrecta para la celeridad
de las ondas de agua en un canal,como n¢f7‘, donde L= longitud de onda
y g= aceleracion de la gravedad. Euler desarro]lo una teoria detalla-
da de 1a propagacion de ondas eldsticas y derivd la siguiente ecuacidn
diferencial parcial para propagacion de onda:

3y 3y
sty = 2t T

En donde a%= gh ; x= posicion de equiTibrio de una particula; y= des-
plazamiento de la particula; y-h=altura de la columna de ajre.También
desarrol1d una solucidn general de esta ecuacidn como:

= F(x + at) + f(x - at)



En la cual F y f son funciones de las ondas. Euler también tratd, pero
fallg en obtener una solucion para el flujo de sangre en arterias.
‘ Lagrange analizd el f1ujo de fluidos compresible e incompresible, para -
este propésito desarro116 el concepto de velocidad potencial. El,tam-
bién derivé una expresidn correcta para la celeridad de 1a onda en un
canal como; ¢ =/ gd, en donde d = profundidad del canal-, En 178?, -
Monge desarrolld un método grdfico para. integrar las ecuaciones difer-
ciales parciéIes e introdujo.el término " Método de Las canactentsti --
cas ", En 1808, Laplace puntualizd el porqué de las diferencias entre
valores medidos y tedricos de la velocidad del sonido en aire. Explicé
que las relaciones derivadas por Newton y Lagrange estaban basadas en
la ley de Boyle y que ésta no era vdliida bajo variaciones de presidon ya
que 1a temperatura del aire no era constante. Propusc que la velocidad
tedorica se incrementaba mis o menos en un 20'pof ciento si eran usadas
condiciones adiabdticas en lugar de éondiéidnes.isotérmicas.

Young investigd el flujo de corriente sén@diﬁéagla{propagacién de on-
das de presion en tuberfas asi como pérdi&as’por friccion y por acceso-
rios. Helmholtz aparece como el primero en puntualizar que la veloci-
dad de 1a onda de presidn en agua contenida en una tuberfa, era menor
que en agua libre. E1,correctamente atribuydé esta diferencia a la elas-
ticidad de 1as paredes de la tuberia. En 1869, Riemann desarrolld una
ecuacign tridimensional de movimiento y su forma unidimensional apli-
cada a campos tales como vibracidh en hilo tensado y ondas de sonido,
Weber estudié el flujo de un flGido .incompresible en una tuberfa elds-
tica y condujoexperimentos para determinar 1a velocidad de las ondas -
de presion. E1 también desarrol1d las ecuaciones dindmica y de conti -

nuidad que son la base del presente trabajo. Marey trabajé en una se-



rjé de experimentos para determinar la velocidad dé las ondas de pre-
sidén en agua y en mercurio y concluyd que 1a-velocidad de la onda era:
1. Independiente de la amplitud de la onda de presién

2. tres veces mayor en el mercurio que en e] agua

.3. proporcianal a 1a elasticidad del tubo.

Resal desarrollo las ecuaciones d1ném1ca y de cont{nuidad y una ecua-

cion de onda de segundo orden, usd los resu]tados expernmenta]es de --

Marey para verificar sus estudios analjtaqqg En’1877 Lord Rayleigh

publicd su 1ibro sobre teoria del sonido el que resumis los ultimos
estudios que existfan Jjunto con sus proj 1nVeStigaciones

Korteweg fué el primero en detérmihé ‘locidad de la onda conside-

rando la elasticidad de las paredes de co Wuctov as7 como del fluido;

A pesar de que Wood menciond & M1chaud como‘el primero en ocuparse -
del problema de golpe de ariete, rec1entes 1nvest1gac1ones hechas por
Anderson muestran que Menabrea fué el primgro en estudiar este proble-
ma. Michaud estudio el problema del golpéidé éEiete y el disefio y uso
de cdmaras de aire y vdlvulas de segur1dad

Gromeka incluyd las perd1das por fr1cc1on en e] analisis de golpe de

ariete por primera vez. El supuso s1n embargo que el 1iquido era in-

compresible y que las perd1das 0 fr1cc1on eran directamente propor-

cionales a la ve10c1dad de1

Weston y Carpenter 1ngen1eros me canos rea]1zaron una serie de ex-

perimentos para desarrollar una re]ac1on teor1ca entre 1a reduccién de
1a velocidad en una tuberia'y el correspond1ente incremento de presioh.

Sin embargo ninguno tuvo exito ya que sus tuberfas eran cortas.



Frizell presentd un andlisis de golpe de ariete basado en estudios que
realizs en 1a hidroeléctrica de Ogden en Utah. EstavtenTa_una compuerta
de §499 m. Frizell desarro]]énexpresiones para la velocidad de 1a onda
en golpe de ariete y para aumentos de presion debidos a reduccién ins-
tantdnea del f]ujo.‘El eﬁtab]écié que la ve]ocid&d de Ya onda deberia
ser igual que la de 1a‘ondaféé1 sonido en agua, si el médulo de e1ast1-.
cidad de 1a tuberia fuera 1nffnito. Tambien presentd los efectos de re-
des de tuberias, ref]exiéh'dé.]és ondas y ondas sucesivas en regulédo—
res de velocidad. Desafortuﬁadamente, el trabajo de Fri;e]] no ha si-
do tan apreciado como el de sus contemporaneos, Joukowski 'y Allievi .
En 1897, Joukowski condujo extensos experimentos en Moscﬁ, para tuberi-
as con las s1gu1entes dimensiones (expresadas en ]ong1tud y diametro -

respectivamente); 7620 m, 50 mm§ 305 m, 101 5. mm

305 m, 152.5 m.
puéiﬁcé su réporte
113 una formula para
JFld?dvdE1 agua y de la
pared de la tuberia, tamb1e “di 116 ‘éntre la reduccion

de 1a velocidad'y el re snpﬁ'ﬂSando dos métodos ¢

e continuidad. Trabajé en
_rTa}go de una tuberfa y'la -

reflexion de 1as}pnaa§ de’py largo de toda 1a red de tuberi-

as. Estudié los efec 'Tﬁe,¢émaras de oscilacién y vdl-

vulas de seguridad 1dé ”é901pe,de ariete; Investigé
los efectos pbf;cfeﬁﬁe de valvul: encontro que el aumento de pres1on
pran miximos pqré}fjg | T s 2L/a, en donde L-']ong1tud de

la tuberfa y a==ve16cjdad{deronda;'



Allievi desarrol1d la teoria general del goipe de ariete, que publicé
en 1902, La ecuacion dindmica que &1 obtuvo fue mas adecuada que la pro-
puesta por Korteweg. Mostré que el término V(' av /ax) en la ecuacign -

dindmica no era tan importa parado con Tos otros términos y podia

en donde a= ve]ociﬁd(
estable; L= 1ongitﬁ"

p= a un medio de 1a

potencial almacenad 2des del conducto a una car-

ga de presion Hy; ygqélcaraCtenistica;delfciehre‘de la vdlvula, Para un

tiempo T¢ de cierrefde]TaﬂV§Tvq13,@ 1]ié?ﬁ¥{obtuv6 una expresién para
el incremeto de presion en ]} vdlvula y:présenté cartas para el auménto
y caida de presidn causados por abertura o cierre de la vdlvula. Braun
presentd écuaciones similares a las publicadas por Allievi .y posterior
mente propone que la 1lamada constante de Allievi , fue realmente in-
troducida por &1, Sin embargo se considera que Allievi fué el primero
que propone la teorja bdsica del golpe de ariete, Allievi, también es-
tudid el movimiento ritmico del cierre o abetura de una vdlvula y pro-
v0 que la presifn no puede exceder dos vecés 1a carga estdtica.

Las teorias de Joukowski y Allievi fderon principalmente usadas en las
primeras dos decadas del siglo XX. Camichel demostrd que duplicando

las cargas de presion, esto no es posibie a menos que H.>aV./g.



.

Constantinescu Inventd un mecanismo para transmitir energia mecénica
usando las ondas de golpe de ariete,
Basado en la teoria de Joukowski, Gibson presentd un trabajo que inclu

a por primera vez en el andlisis, pérdidas por friccion no-lineales,

También inventd un aparatg»pqru”h di =’]a":"‘de‘s.tﬁair'ga de 1a turbina,

Strowger y Kerr presentaron un iento de ‘computadora para deter-
minar los cambios de veloci de:un turbﬁna hidrdulica causados por

cambios de carga. Las Qré s a goipe de ariete cambian la

eficiencia de 1a turbina par rias:posiciones de abetura y Tos movi-

miento uniformes y no-unifor e 1a-abertura también fueron tomados

en cuenta para el ané]isj, ‘wood {Btfbduj6 un método grifico para el
andlisis de golpe de af{éf‘ Wy 'ﬁégpéndientemente desarrol18 un mé-
todo gréfico en 1928, Tambjé st dfd]la fegonancia causada por hovi--
mientos periddicos deg1é:V§1.A_ é1a;§fde_pf§sién debidas a la aber -
tura gradual de vélvulééiy; L&ér6v1é§ pérdidas por fric_

cidn en su andlisis de las ecuaciones diferenciales parciales bdsicas.

Schnyder incluyé caracéerfsfigas1§6ﬁp1étas‘de bombas en su andlisis de
golpe de ariete para tuberias conéctadas a bombas centrifjugas. Bergeron
extendio el método grdfico para detefminar las condiciones en las sec-
cionesvintermedias de una tuberia y Schnyder fué el primero én incluir
las pérdidas por ficcidn en el andlisis gréf%co. En el simposio organi
zado por la ASCE y l1a ASME en 1933 en Chicago, fueron presentados mu =
chos trabajos sobre anilisis de golpe de ariete en tuberfas y en com-
puertas.

Angus delines la teoria bdsica y algunas:aplicaciones del método gré-

fico, incluyendo pérdidés por friccign y Bergeron presentd un trabajo

describiendo la teoria de ondas eldsticas planas para varios medios.



Otro simposio sobre golpe de ariete fue en 1937'enle1 congreso anual
de la ASME. En este simposio fueroh‘présentados trabajos en e]lanéliéisb-»
de cdmaras de aire y valvulas. Linealizando el térmiﬁo de friccion.
Wood usé el cdlculo operacional ae Heaviside y despues Rich usd la
transformada de Laplace para el andlisis de gb1pe de ariete en tubery-
as. Angus' presentd en 1938 el anilisis de tuberfas compuestas y en
ramificaciones y también el andlisis de separacidon de columna, Otros
tfabajos sobre separacidn de columna fueron presentados por Lupton,
Richard y Duc.

De 1940 a 1960 ademds de los 1ibros de Rich, Jaeger y Parmakian, nume-

rosos trabajos fueron publicados Sobre”“"]iSis de golpe de ariete. de-

bido a que son muchos no son nombrados:en el presente trabajo.

Ruus fué el primero que presento pr ntqgipara determinar 1a se-
cuencia del cierre de una,vélvdf’ 1effé optimo de vdlwula,
a la presion mixima que permanéq de 13
Posteriormente Cabelka y Franc
Tlarén la teoria mas reciente'& a
jos de tuberfas.

Gray introdujd el método de 1asJéa¥a teristicas para el andlisis de

golpe de ariete por computadora s6-en su tesis doctoral y su

trabajo junto con el de Street' bs pioneros haciendo popular

el uso de ia computadora para'é]ya is de fengmenos transitérios.

Luego Streeter publicd numerosos jos sobre el método de las ca

racteristicas, asi como un texto:sobre tarnsientes hidrdulicos.

Nota: Todos los autores nombrados-enﬁesta secc1on se encuentran
referenciados en la b1b11ograf1a 3.



10

'1;3 " Velocidad de Ta onda de presion

La magnitud de la velocidad de 1a onda de presifn depende de dos
’ variables como lo son el m6dulo volumétrico del flufdo y la dilatacién
de 1a tuberia,

Antes que nada, deduciremos la expresién de Allievi, que nos ayu
dard a calcular la velocidad de la onda de presibn.

Por la segunda ley de Newton sabemos que:

- F = Fuerza
F=mx m = Masa
%X = Aceleracibn

dividiendo por el &rea:

m -
A X

p=M.M= Masa
V'V = Volumen
entonces M = pV
V= AL A = Area
L = Longitud
entonces M = (AL

(1)
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por To tanto (1), quedard asf:

P = pAL dv entonces P = plL dv

A dt T t

Si tomamos un pequefio elemento de tuberfa, la ecuacibn anterior sg

.r& modificada de 1a forma siguiente:

AP = pAx dv. 'A% = Elemento
t de tuberfa (2)

Ahora, supongamos que la velocidad de Ta onda de presibn la defi-

nimos por la letra "a"; entonces tendremos que:

at = ax At = Tiempo que tarda la
a onda de presién en (3)
pasar la distancia "sx".

La ecuaci6n (2), podrd ser escrita como:

AP = pAX AV
PR 3E (4)
de(3), en (4):
8P = pix av
AX
a
AP = paAv

dividiendo entre el peso especifico (y): '

&P =pa v 5 v= 9

Y Y

AP = pa AV

Y P9

4P = aav {5)
Yy 9

AV =

1
=
[}
<
i
=
[
o
i
<
—h
I
<
!

&V

1]
<
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Sustituyendo la expresifn anterior en (5): -

oP =

|
[VoR{-Y

v
AP = ay = apg
v g 9 .
A%.= ap Ecuacion de All{evi

(6)

A continuacidn, deduciremos la expresifn para calcular la velo-

cidad de la onda de presi6n con base en l1a ecuacidn de Allievi (6).

Supongamos que se aplica una presidn " P" a una tuberfa, como con

secuencia de ésto el fluido interior se comprimird.

Por la definicidon de méduto volumétrico tenemos:

K==- 2" V¥V =Volumen :

Como el incremento de volumen serd negativo, el aumento en el vo-

Yumen del 1iquido debido a la presidn serd:

K = AP entonces AV = aP
v

AV/Y X

N =ZVeP =ud® LaP L= Longitud de la
k 4 k - tuberia.

E1 esfuerzo en las paredes de 1a tuberia cs fh = APd , donde-

e
“e", es el espesor de Ta tuberfa.

En tanto que el esfuerzo circunferencial es . .

o, = j? E=Modulo de Young o de elasticidad

E1 incremento en el radio de 1a tuberia es -ah;g—

E1 aumento en el volumen de 1a tuberia AVt = Circunferencia .

gitud . incremento del radio.

Jon=
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oy = (ﬂdL)oh% Y =11d Loh
- 2
oy = 11d° L fh
2 E
R P T NI R |
2 b 2 ' '

Consecuentemente, el volumen total debido a la dilatacién de la

tuberfa y a la compresidn serd:

2 2
av =9d” L AP + 1 9d°L 1 (_aPd)
Total " S-"% 2 . F 2
2
aV =9d°L AP (1+4d)
N Total e X Te
También sabemos que: Q= Gasto
Q=V ¥-= Volumen
3 t = Tiempo
Entonces t=Y
Q
pero Q = vA v = Velocidad
A"= Area

Quedando el tiempo en funcibn de:

t

v
vA
Expresando 1o anterior por medio de incrementos:

t =

Sl

Para nuestro caso:

88 = Nrotar
2
v{wd9)

De (8) en (9): -
We L (

At = 4




At =P L (1+d ) ' '
%k _ (10)
De la ecuacidn ‘
AP = pa ' o '
: A (11)
AP = pva

Ademds de la ecuacifn (2), podemos ver que:

AP = pL Av
3 (12)

Igualando {12) y (11):

pv a = pL Av
at
Y =

Pero como supusimos anteriormente que Av = v:

vosL
At At

a= L
WL I
v kK Ee
as= 1
A1 +d. - ' 14
v (k Ee) (14)
De (1 ) en (14)
a-= 1
ap (1 +d_
2k Ee
a2= 1
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Entonces 2% - - e
n, Ee + kd
2 L
Entonces a = kEe . Ee
’ 1
2 _ :
Entonces a = K ,
p(1+Kd) Ecuacidn de la velocidad
. Rer de onda {15)
Donde: v . wsdulo de ’eTa‘srtivc':idad volumétrico del fluido.
E= | : é_'}a'.tubéfia.‘r'
e = ' / 
d= r{é

©
it
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~ OTROS TIPOS DE ECUACIONES UTILIZADAS‘EN EL
CALCULO DE LAS VELOCIDADES DE ONDA.

Haiiliwell presenta la siguiente ecuacign general para el cilculo
.de la velocidad de onda.
a2= K .
p(1+( kK/E )y )

Donde:
v = Pafametro adimensional que depende de las propiedades '
eldsticas del conducto.
k = Mddulo de elasticidad volumétrico del fluido.
p = Densidad del fluido
E = Mddulo de Young.

Las expresiones de y , para diferentes condiciones son las siguientes:

1.- Conducto rigido
v=0
2.- Conductos eldsticos de pared gruesa,

a) Conducto sujeto con movimiento longitudinal restringido

2 2 .2
p=2( 1+v) Ro_+ Ri - 2vRi
Ro2 - Ri2  Ro%Rij?2

Donde: -

Relacion de Poisson.

<
n

Ro

Radio externo
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b) Conducto anclado con el movimiento Jongitudinal restringi

do en la extremidad superior,

2 2 o2 2
V= 2[ Ro+ 1.5Ri + u(Ro - 3Ri ) ]
2 2 2 , 2
Ro -Ri Ro“ - Ri
Donde:

Ro
Ri

radio exterjor
radio interior
relacion de Poisson

c) Conducto con juntas de expansién.

V= RO Ri%+ v ]
Ro% Ri?
Donde:

Ro
Ri

radio exterior
radio interior
relacién de Poisson.

3.- Conductos eldsticos con paredes delgadas.
a) Conducto'anclado con el movimiento longitudinal restrin
gido.
¢ =D (1-v)
e

Donde: p - 4ismetro del conducto

espesor
relacion de Poisson

1
wouou

b) Conducto anclado para evitar el movimiento longitudinal

en el extremo superior.

v=D -
e (1.25 -v)

Donde:

di&metro del conducto
espesor
relacién de Poisson.

1)
noun
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.11  ECUACIONES PARA CALCULAR EL GOLPE DE ARIETE

Con el propdsito de obtener las ecuaciones que gobiernan el flu-

- jo transitorio en una tuberfa, es necesario utilizar :

a) La segunda Tey de Newton

b) La ecuacidn de continuidad

En nuestro caso las variables dependientes que se consideran son
el nivel "H" de la linea de cargas piezométricas con respecto a un --
plano base de referencia 'y Q*e1»gasto_que pasa através de una seccidn

transversal. Por otra parte,

ariables independientes estan cons-

tituidas por la distanckaiﬁx 1a§go de 1a tuberia, medida desde

el extremo aguas arrfba'dé:i beria 'y el tiempo t. De esta manera:
Q=0 (xt)

2.1 Ecuacion dinimica. o de movimiento

Fn este caso se aplica 1a segunda ley de Newton en la direccion
axial de la tuberia, se toma como volumen de control un elemento de
fluido entre dos secciones, separadas por una distancia " &x " segun

1o muestra la figura 1.
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Linea de cargas piezométricas

H-

Figura 1,
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Donde: H = carga total en un punto de la Linea
de cargas piezométricas,
P = presién
A = Area

yAsx = peso del elemento de flufdo

P3A 6x = variacifn de la fuerza de acuerdo al &rea.
9 X . :

t9D8x = fuerza debida a la friccibn

2
10 = pfv esfuerzo cortante en la pared de la tuberia

Donde: | - densidad
V = velocidad
f = coeficiente de friccidn.

Por lo tanto aplicando 1a segunda ley de Newton a nuestra figura

IF = ma

m = pASX

a=dv '
dt

PA-[ PAt+ a( )Gx] + P 3A 6x + yA §X seng -1oWD8x = pAsx dv
3

- 3(PA) &x + P3A 6x + yAsx seng -1oWD8x = pAsx dv
ax ax at

- paA 6% - Agp sx + PaA o + YASX sené - 1 Wex = pAsx dv
gr ax X e ) dt

- AaP sx + yAS x seno - ol Déx = p A 6x dv
ax dt

dividiendo entre PASx

- 16P + g seng--To"D =

X A

(=]
2l
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Como: To= pfy A =1QE
8 . 4
2 :
ofy
-13p + g sene - ( S ) = dv
p X 1102 t
9(—3— )
2 .
-13P +gsene - dp7 yWD = dv
- p 8X : 8p9D t
S13P+ gsens - fv2 =dv | | (16)
p ax 2 dt

Como estamos tomando positivo el descenso del fluido tendremos que:
I =~ xseno
Por otra parte

P =yH = pgH
" Entonces

P =py (H-Z)

[~

3p =PgaH -3
X 3'_X

Q>
T o

Ademas

3L = - sene-
3x

3P =pgr 3H - (-sens)y =pgr aH + sens
: (5% | ] L% 1 (17)

de (17) en (16):

Q)

- _i_[pg('c)_}i + seney] + g sene - fv2
P [ S

1
ala.
<

-goH —Q sene + g seng-- fv 2

3 X 2D
-gu-ﬁi:
3 x 2

aja. ™
ol O

L=l
o
a2

L]

(=]
@
= =4
+

+ fii=0
2D

n.ln.
<.

(18)

.
>
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De Cdlculo sabemos que 1a derivada total se exoresa comn:

Y=V (xt)

dV = 3V dx + aV " dt

ax st
dv =3V dx + 3V dt
dt ax dt at dt
dv =3V dx + 3V pero como V = dx
dt 3x dt at dt
dv=aV V o+ av (19)
dt X at

De (19) en (18) :

a’
-

L2=gaH + V +3V + fy/v/ =0
X 3t

!

w

X

ve

v/v/, pués el flujo puede cambiar de direccidnjgf

Donde:
L, es la ecuacidn dindmica para un flujo transitorio en

tuberfas.

2.2 Ecuacidon de continuidad

Linea de cargas piezométricas

Figura 2.
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La ecuacibn de continuidad, nos dice que:

dm = 0
dt

expresado 1o anterior de otra forma:
0=23 _(p dv +{p v.dA
at :
v.e, “4,c,

Para nuestro caso dv = Asx

la ecuacibn de continuidad en nuestro caso se podrd escribir como:

(pAsx) + 3- (pAV) 6x

0=3_
3t ax

desarrollando 1a ecuacibn anterior

A + 3 (VASx) + 3v {pAsx) + 3A (pVéx)
at  ax .

0 = (Asx)ap + péX
at X oxX

~dividiendo 1a ecuaci6n anterior gntre pAsx

0=1 3 +1 3A + 1 vap +3V + 1 V3A

? 8t A 3t p X X A 33X

reacomodando términos:

VBA + 1 3A +V 3 + 1 Bp + 3V =0
A at p p ot at

3x A ax

[ Y s L v
1 dA 1 do
A dt p dt

pués:

1 dh =10A dx + A dty ; dx =V

A dt Alax dt ot dt dt

1 ap =Ll de -+ 3p dty ; dx =V
at p'ox dt 3t dt dt



quedando:

(20)

gls
T |
sl
Py
+
"
o

1
A

(=44
>

de resistencia de materiales sabemos que:

= D dP (para tuberfas)

t'e dt

=

1
A
Ademds de mecdnica de fluidos conocemos "K” coho el modulo de elas-

ticidad volumétrica que se define:

K= dp =1 dP

1
p ¢t K dt

’GI'DQ-I%

sustituyendo 1o anterior en (20)

D dp + 1 dp +3v=0

TE dt K dt

Qa2
x|
=

Ademds sabemos que:
2
a = K ]

He @8

Donde:
densidad del fluido
velocidad de la onda

mddulo de elasticidad volumetrica

(1]

u

modulo de Young

=, Didmetro de la tuberia

‘= espesor de la tuberia . .
constante de tuberfia (Q:f 1, parg.juntasfde‘expansién)

¢ O M R ooy
n

t

'Sustituyendo'az en 1a ectacidn A obtenemos :

dP = P dx + P dt = VP + 3
t T dt ot & & 9

c-rl-o
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Aen 6
. . /:0
P =pg (H-Z) ; dP =V og @4 - 82;ﬂ+ pg (M - 3L
dt ax ‘at /3t

sustituyendo en(B ), finalmente tenemos:

2 .
Ly= a 3V + V3l + 3H + Vsene=0
g 9x X ot :

Ponde Ly es la ecuacibn de continuidad

Ahora bien para la solucitn de las ecuacjones‘L,fy Lz se G(tiliza en el

presente trabajo, el método-de Tas céractéristiéasnﬁue es presentado ahora,

111 METODO DE LAS CARACTERISTICAS ~

3.1 Ecuaciones Caracteristicas

Las ecuacicnes 4 ¥ L2'tienénfd6§vinc09nitas y se pueden combinar lineal-

mente en una sola ecuacién,

L=l +2al, ‘ (21)

Con 1o anterior se persigue, encontrar dos valores de'Aque nos ayuden
a simplificar las ecuaciones.

sustituyendo "L, y L, en (21)

Tenemos

2
L=ra 3v+VaH+ aH + V seney #a[g aH aH +Vav+av+ fVN/]=0

[ ] v+ VAL
g X X 3x ot 2D
2
(22) L= FaH (Vrg) + aH] Brav (vea” )+ aV] + V serg + AfV/V/ = 0
ax LR g.2 20

La ecuacidn anterior puede modificarse si los términos entre parénte-
sis son parte de una derjvada total, o sea:

= 3 gx +

aH dt
ax d at dt

O.IQ.
L ==
[ad
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»V_aﬂ*'i{_; , . L

dt X at
. dx =V + g ‘ | (23)
' dt

Para el segundo parentesis rectangular.

dv. = 3v dx + v dt = 3v dx+ zv
dt ax dt ot dt ax dt ot
dX = + a2
dt v IE (24)
jgualando(23) a (24)
2
V+Adg= V+a
29
( 9)2 = a’
2 2
A=oal
p)
g
A=t a '

sustituyendo(25) en (22)

L=dd +a dv + V sene + afV/V/ =0
dt g dt .29D
Pendiente
dx =V +a .. Positiva
dt
L=ddi -a dv +V sene - afV/V/ =0
ar ¢ dt 29D
Pendiente
Negativa
d =V -a
dt

E1 signo de las pendientes se debe a que " V<< a mult plicando las
ecuaciones anteriores por dt e inteqrando



27

n
o

{dH +SE dv +[Vseno dt + [afV/V/ dt
g 2gD

JdH -SE dv +JVsene dt -fafV/V/ dt
g 29D ‘

n
o

finalmente integrado:

Hpi - Hi-1 + a (Vpi - Vi-1) + (Vi -1 sene ) At +. afV/V/ At

=0
q e T2gd
Hpi - Hit1 - a {vpi - Vi+1) + (Vi +1sene) o - afV/V( ot =0
g
pero Q = VA V=2
A

Hpi - Hi-1+a_ (Qpi - oi-l’)‘+, i 1 At sene + fax__ Qi-1/Qi-1/=0
9A 29D

Hpi - Hi+1 - a_ (Qpi - Qpi‘+1)‘+‘, ity At seno - fyx  Qi+1/Qi+ /=0
gA Q-T 2gA<D

ecuaciones que nos darén el resultado en puntos intermedios en la tuberfa.

Sumando las dos ecuaciones anteriores. ‘

Hpi = 0.50 Hi-1 + Hi+1+ a  (Qi-) Qi+1) -at sene {Qi-1+ Qi+1)
gh . A
- fax (Qi-1 |Qi-1]-Qi+1 |-Qi+i)
zgD A? ' '}
.Conocido este valor y sustituyendo en la ecuacidn 26 6 27 conocemos el gasto Q.

(26)

(21)
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3.2 Condiciones de frontera

E1 término condicion de frontera se refiere a la condicién que priva
en cada extremo de una tuberfa.
Cuando queremos calcular la condicién de frontera aguas abajo apli-

camos las siguientes formulas;

Hp, , =Cp-CHQp, .

‘Donde:
Cp = Hn + Qn (CH - At sens - fAx - /Qn/)
) " PgDAZ -
CH=13a_
gA

En tanto, aguas arriba las condiciones se calculan como:

Hpy = CM + CH Q py

Donde: : N

CM = H, - Qp (CH + At seno
Condiciones de frontera para“una QS%QQ1a ﬁ1:6Ffffcio‘descargando a la at-
mbsfera. | » |

de Bernoulli

QQ = (Cd Ag),,/ 290

®p = (Cd Ag) o/ 2D

% = (cd Ag),/ 2atp

0, (Cd Agly vZgHo
Donde:

Q = QothH
Py )
Q = Qot/Hpns (a)
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De las ecuaciones caracteristicas .

H o™ Op B Q.

Co=H +Q (B - At sens - fAx /b /)
N 7gDA2 "

B=3a_
gA

sustituyendo (&) en (b) .- S
Qa™ Qv [Cp- B T
o

Q}OV[A 2= CE‘- BQleA
Qo - Ho e

o (007 + 80000 0, = ( 100)° Cp -

Qp i B (QOT)zi»/Bz(Qo-r)q-4(|-|o)(..( 'Qo\v') Cp)
! ' o

Cv = §Q0122 i

Qp w- BCv,+/gEE;E;_;;;;E; ‘,;*g

Conexiones en serie (aumento en el diametro de la tuberia)

RN

1 = -~ Figura 3.
L
|
Ns 1
De acuerdo a 1a ecuacidn de continuidad:
=%
Op’rm : QP2:7 -

(b)
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con referencia a las ecuaciones de compatibilidad -
. +

Cp - BOpi (C)

Cm + BQpi  (C7)

Hpi

Hpi
-como buscamos una Hp Comiin

Hp = Hp1,,,= Hp2,1 ‘
igualando las ecuaciones de compatibilidéd y tomando en cuenta a la ecua-
cién de continuidad;

Cpl - ByQpyana= Cmp + By Qpasy

Cpy - ByQp

Qp (By+ By)

Qp =_Cpa- Crr
1t B

Qpy .= Cpy - Cm,
By + By

n

Cmy + BoQp

"

Cpy- Cmy
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sPara vdlvula u orificio en medio de la tuberia.

74BN

1 ® 2 Figura 4. B

Ns - 1

= (Ag Cd)o /2gHo
= (Ag Cd)p/2g(H1-Hz)

5Ag Cd;g 29(Hy -H,)
Qo Ag Cd)o 2gHo
Qp sAg Cd%g Hy - Hs
Qo Ag Cd)o Ho
1= (Ag Cd;g

Ag CD)o
Qp = Qor[H] -H

Ho

Qpy,na= Qo f »E]ﬂé - Ez‘L> QPZ’I .;'

=

Hpy,hna= CPI'#ﬂ?i

Hp2s = sz'fgﬁzQPii

0py sns= rqu/k:'_x g
Como: iy

QDlsM" Qp2a1

wlm&-wO/mm

-Cm,)-~Qp; ,ns (B, +B5) R
‘Ho S

Cmp).—;Qpl;HZ(B;¥'Q;)‘

Qp1,182 - (Cp -
(RERTR)E = AEL o

Qo

Ho (Qpy.ns)? + (100)2 Qpyana(By+ By)-(Cpy-Cmy)(xQ0)? =
Qpyans= - (:00)> (Bl+e,):ggroo)” (B1#B5)° - 4Ho(Cpy-Cmy) (x00)”
0 .

= (1Q0)? -
ZHo .
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Z .
Qpyoms = -CV(By +B2 ,/(Blw Cv' - 2(Cpi-Cmy)Cy

Donde )
By =ay
gAy
B2 = ap
gA,

sz = Hy -Qz(Bz*’__A_t_ send - fAx /QZ/)
Az ngAZ

Conexién de tuberfas (ramificédas)‘

Supongamos que se tiene el siguiente sistema de tuberias

”

Figura 5.

Entonces:
0+ Q=03+ Q

Pero se sabe de las ecuaciones de compatibilidad qdé:

u -

Hpi = Cp - BQpi

Cm +.BQpi

"

Hpi

B=a
A

w

Despejqndo el gésto
Qi = ﬂgig;gg (C+)
Qpi =ﬁij-£n_\ (c-)
De acuerdo a lanotacion de 1a figuras.

Qpiné = Cp - Hpr e
B1 B1



QP2rps = CP2 - Hpans
) By By
Qp3sr = Hhany - Lma
B3 B,
Q,Du I HE!I 31~ Cmg‘ ‘ ‘ o
Bu B, .

aplicando 1@ ecuacibn de ba]énce de gastos’

Cpy - Hpy.ma + Cpy '__Ez_;‘_Ez;_".Q'“_a_+ Hpey - Cmy_
B, By B, B2 By B, By, B,

comp buscamos una altura comun

Hp = Hpy,ns= Hp2!"¢" HPs’

Sustituyendo 1o anterior én

En este caso Qp puede ser encontrado con’ las ecuaciones de compatibilidad.

Para una bomba centrifuga de flujo radial.

Figura 6,
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Donde:
u = es la velocidad de ias hojas del impulsor’
v =es la ve1ocida& abso]uéa del fluido
Vw = componente tangencial de la velocidad absoluta.
Vr = velocidad absoluta del fldido con respecto a la del 1mpu1sor

Vt

componente radial de la ve]oc1dad absoluta

- Suponiendo la entrada radial al impuisor, de Bernoulli

. 2 2
Yw' u- KvV - Kr Vr_
g 29 g
2
Donde: Kv %_ Son pérdidas de energfa debido a la
g
friccién y turbulencia local en la
voluta.
Kr Vr2 Pérdidas pdr friccion entre el flufdo
29
y e1.1mpu1sor,
Ahora bien:

u= DN . Voo VE= Q |
nﬁﬁ . (€§x~:f - he (29)

Donde: cee R .
Ae es el drea del -la_hoja'y.D es el diametro externo

del impu]sor"}

Vw = -Vf cotY
Vr = Vf cosec Y B
Vo=

“Vfc tY) + sz
, u- &1VfcotY+ vﬁ-cch ¥ v#

<o e
w,

T -
u

(2-Kv)u2'f’21gv-i):(QVf coty) - (Kv+Kr)(Vf2csc2Y) (30)
29 2g . 29

Sustituyendo (28)y(29) en (30) :
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p g
L]

'+ ong - €0 . (31) -

Donde:

B = Kv-1 coty _7D
g 60 Ag
2
(Kv + Kr ) csc ¥ : )
20Ae ' )

o
1]




36

i

IV TRANSITORIOS CAUSADOS PCR BOMBAS CENTRIFUGAS

“

v Tt

E1 arranque y frenado de las bombas, son causa de transitorios en los

sistemas de bombeo. Para analizar este tipo’de.transitorios, el "metodo -

de las caracteristicas" presentédo*éhté%ibf nte s el més adecuado,

En &ste capitulo es presehtado‘e‘

de :fénsitorios céusados
por la operacion de varias_bombaé,;; : l

Dentro de los transitorios regfstraddé“en los sistemas de bombeo encon
tramos: el arranque de la bomba, el paro.dé la bomba y el corte siibito de la
energfa susmistrada a la bomba.

Cuando el suministro de energia es suspendido, 1a velocidad de la bomba
se reduce ya que su inercia es pequefia comparada con la del liquido en la 11
nea de descarga. Debido a esto @1timo, el flujo y la altura dada por la bom
ba se reducen, con 1o cual se generan ondas deipfeéién tanto en 1a seccidn -
aguas arriba como aguas abajo. Ya que el flujo en 1a linea de descarga tien-
de rdpidamente a cero, se produce un inversidn en la direccidn de éste, enton
ces se dice que la bomba se encuentra trabajando en la zona de energia de di-
sipacién. A continuacifn, la bomba se para y acto seguido comienza a trabajar
como turbina. Si 1a've1ocidad de la bomba en reversa se incrgmenta, se podria
porvocar un desbocamiento de esta.

De igual manera, también es importhnte tener en cuenta la cavitacion y -

separacién de columna en el disefio de una bomba.

4.1 Representacion matemdtica de una bomba

La representacidn maitwdiica de una bomba se basa en los siguientes pa-

rémetros:

-a) Velocidad de rotacién (N)

b) Altura dada por 1a bomba (H)
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c¢) Gasto dado por la bomba {Q)

d) Par de 1a bomba (T)

e) Momento de <dnercia combinado de la bomba, motor y liquido... . '

Las curvas que relacionan los paréﬁetros antes mencionados se conocen
con el nombre de "caracteristicas de la bomba".

Datos para prototipos (caracteristicas de la bomba), son obtenidos de
modelos por medio de las relaciones de homologfa, Para bombas homdlogas -

Jas siguientes relaciones son validas;

ste y M=cte (32)

=

e
o
8

R}

En donde D = didmetro de]fimsﬁiébfgijuesto que D es una constante pa-

‘

e puede incluir en la constante entonces:

L (33)
N
Estas Gltimas ecuaciones pueden; ser’adimensionalizadas usando las condi
% (34)

Qr =
En estas ecuaciones.T ndice “R"; 'indica el valor no-
minal de 1a variable, Con uede escribirse de 1a manera si-

guiente:

h =cte ya =cte _ (35)

2
1] v

Ya que se puede dar el caso en 1as ecuac1ones (35)de que o O v tiendan
a cero, Marchal propone que h/{u?+ v2) sea sust1tu1do por h/s? . Ademds, cuan
do L/v + =. ya que v 0" provoca una indeterminacién, se define un nuevo pars-

metro:

= tan - (36)

<|R
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Y entonces las curvas caracteristicas pueden ser dibujadas con los parél
. 2
metros 8y h / + v2) y otro nuevo definido como 8 /(y 2+ v2).Por . definicibn

es siempre finito y varia entre 0°y 360°para las cuatro zonas de operacifn
y p

dadas en la tabla siguiente:

TABLA 1

Zona de Operacidn Signo Rango de

_ 4 . e

Bomba + o+ 0°<0<90° ~
Disipacion de energia -+ 90°<9<180°

Turbina - 1802<0<270° - g
Disipacin de energia .+ - . 270°%9<360° .

Cuando no se cuenta con las curvas caracteristicas originales, se pue
den utilizar las de una bomba que tenga el mismo nimero especifico de revo-

Tuciones.

4.2 Condiciones impuestas por una bomba

f

"v R -, .’ . 0
Como sefialamos en la seccién pasada, las caracteristicas de la bomba

. . 2,2
pueden ser representadas por curvas teniendo como variables 8y h/a"+v® ;

2,2 -1
6y g/a *v° , en que 8= tap @
v

Para usar esas curvas en un modelo matemdtico, puntos discretos de és

o

tas con iguales intervalos de 6 entre 0° 360°son almacenados en la compu-
tadora. Cada segmento de curva puede ser linealizado. Si un niimero sufi-
ciente de puntos son almacenados, entonces el error introducido por aproxi

macidn de la curva a una recta es despreciable.

Asumamos que el cdlculo ha progresado hasta el i=ésimo intervalo de
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aHp,,
Linea de.gradiente
hidrdulico
Hp Hpi 1
]
— i
Tanque de '
almacenamiento Tuberia i
H L
suc \L\\\
| .
Valvula de descarga
Bomba
Nivel de referencfa

Figura 7,
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tiempo; que las variables a, v,‘h, y8 a]‘principid de éste intérva]o de
tiempo son conocidas; y que necesitamos calcular los valores de esas va-
riables al térmiho del intervalo de tiempo. Denotemos esas incognitas pof
ap, Vp, hp, y8p. Para determinar los valores de dichas Qariab]es, nece
sitamos primero determinar la ecuacion de) segmento de curva correspondien
te aa p y Vp. Sin embargo, ya que los valbres de esas variables son ini-
cialmente descénocidos, podemos usar, como una primera estimacidn, sus va-
Jores determinados por explotacién de los valores conocidos en el interva
1o de tiempo anterior.. -Por ejemplo:

ae =u_i +A(11_

v

e V‘i +A Vif‘ AT o (37)

en donde a, y V, son Tos val rés‘eéﬁihad"“'ajifjnfd'li1;ééimo‘interva1o de

tiempo, o, y V, sonvlqsfv51ore ,rincipiofdél;intervalo y Aai_i

y aV4_1 son la variacion :1ntervalo (i-1).

La linealizacion mostfada"puede“éérfUSada”cuando I 1nterva1o de tiempo es

pequefio. Ahora, los puntos de la red sobre uno-y otro Tado de & = tan” -! ae
ve

son aprox1mados y las ordenadas hfp:2+ V2) y B/G:2+ V2) para esos puntos
son determinades de los almacenados en la cgmputadora.

De éstos, las constantes para la ecuaciéﬁ:del segmento de 1inea recta son -
determinadas. Ahora, asumiendo que los puntos correspondientes a ap, Vp,

hp, ¥ Bp , entonces:

S -
Hp = ajtag tan . ap. . (38)
aptvp S np T

_ap_=agtaitan Tap (39)
as+vs s i VP

en que ay, a, a3, Y a4 son las constantes de la linea recta.

A continuacién analizaremos el caso mostrado en la figura 7, La

ecuacion de la altura nuede ser escrita como:
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Hpi_l = Hsuc + Hp = aH

Voo -7 (40).
Donde:
HSuc = altura del 1fquido-en e] tanque de reserva, con respecto
a un nivel dado.
Hp‘ = a]tura dada.pofAla bomba al final del intervalo de tiempo.
B, = pérdidas en 1a‘vélvu1a = Cva1 1= Cv ;. VAP A/ (ai)

Cv = coeficiente de pérd1das en la vdlvula.

4,3 Ecuacién diferencial para masas en rotacién
Sabemos que:

Momento de inercia

T=la » S o 1

n

a = aceleracidn angular

Cuando se corta la energia que controla a una bomba tendremos:

T=Ih
T=wRdw ,w=21N , dw=2n dN
at 80 dt 60 dt
T = ~(wR2)(21) dN
6 t
> T=-R22rdN s ‘U‘L""rﬁé B
Donde:
wR? = momento polar de inercia del motor, bomba, flecha y 1iquido '
que entra al impulsor de la bomba.
N = nimero de revoluciones por minuto.

Basdndonos en (34), (42) queda como:

8 =—wRZ 21R do
E0TR ~dt S “3)

En la ecuacidn (43):

To = 60HR ORY'
2n NR "R
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'y = peso especifico del 1iquido -

ng = eficiencia de 1a bomba -

Utilizando un valor promedio de s\'ddéanté el intervalo de tiempo, la ecua-
A o ey . . Pl

. : _ R (R
cion (43) puede expresarse en diferencias finitas como: -

up -0 - . 60 TR B +ﬁ£v .
At 2iWrPNR 2 .
Simp1ificando: ’

ap - CgBp = o + Cg8
En que: °

Co = -16 Tpat
“TIWP“NR -

La ecuaci6n caracteristica para la descarga serd:

QP1 ,1: =C“+C3HP1 1

Cn = Q_|+1 f_g%;H_Hli' %‘lt\- ‘ Q.i+1/Q1-+1/
Ca=gh . - |
3 .

Por la ecuacifn de con;inﬁ{déd
Qpi 1

) it
nal del -intervalo de tiempo.

Soluci6n de Tas Ecuaciones:Reguiadgras.

= qQp = F]djp_atrévééjdgila:bdhba 51.fi5{

(48)

Para encontrar.las condiciones de frontera, se combinan las ecuacio-

.

nes 38,39,40,45,47 ,48 “simultaneamente. Eliminando Hpi 1 AHpv y
SR A ,

Qpi 1 de las ecuaciones_x 50,41,47 y By usando QR y HR como valores de

referencia, el resultado de la ecuacibn es:
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RVp= CntCH,, .t Ca HR hp - Ca Cv QR2Vp/YY (49

" En.nuestro caso tendremos cuatro ecuaciones que son 38,39,45 y 49
con cuatro incdgnitas ap, Vp, hp, gp. Para simplificar la solucidn, eli
minaremos hp y 8p de la ecuaciones discutidas anteriormente. |

Sustituyendo hp de la ecuacitn 38, en la 49 y Bp de la ecuacidn 33 en

1a 45 y simplificando, obtendremos:
2 2 2 2 -1
F1 = CaHoa(ap +Vp ) + Ca HRa(op +Vp ) tan ~ _ap -QVp -

Vp
2
- CaCvQy Vp/Vp/ +Cn + Ca Hoye = O (50)

2 2 2. 2 :
Fa = ap -Cgaz(ap +Vp )- Cgay(ap + Vp )tan~! ap ~a - CeB= 0 (51)
_ ERTRI Vp

Las ecuaciones (49) y (56);50 ngflﬁhéales‘con dos incégnitas, ap ¥

Vp. Estas ecuaciones puedgh*Séff oTﬁci@hadaskusando el método de Newton-

Raphson.

Las ecuaciones se calculan de'la ‘siguiente manera:

oo« wsop (52)
2 1."‘ .',"’.' ‘ : o c
ey (53)
- Donde: o
aF1L  aFp. -
sap = F25p ~F15vp (54)
3Fy 3Fp - 3F) oF>
dap 3Vp  8Vp dap -
9F) g 3F2 , :
aVvp = Fa dap F13ap _ (55)

9F1 aFp - 3F1 aF2
aVp dap  3dap aVp

En donde las ecuaciones (53) y (54) son evaluadas en los puntos ap(I) y
1 N
Vp( ). La derivaci6n de las ecuaciones (50) y (51}, dd las siguientes ex-

presiones:
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>

-

—
n

3F1 = CaHp (2a;ap+a,Vp+2azap tan™ " ap ) L (56)
3ap Vp :

, ' 21 Y
3F1 = CaHp (2a,Vp-a,ap+2a,Vptan” ap)-Qr - 2 CaCv QR/vp/ - (57)
Vp ’ .

aVp

.ot -1

AF2 = 1-C4(2asap + a,Vp+2a,aptan” op ) : (58)
dap : Vp

3F2 = Cg(-2a;Vp + a,ap-2a,Vptanap ) (59)
aVp Vp

En donde las tolerancias de./Sap/ y /&8Vp/ podrén ser menores 6 al me-

nos iguales a 0.0001.

4.4 Condiciones deffronteré;pafarbombas en paralelo

En Jos tipos de bombas en paralelo ek1§tén3dds'casos: ‘
Qpi 1% Np Qp; Np=# de bombas en paralelo ‘ (60)

A) cuando 1a 1inea de succibn es corta.
Este tipo de andlisis se debe hacer, baséndonos en la seccifn
anterior. Por tanto, de la ecuacidn (60) y de (49), tendremos
- que:
2
NpQRVp = Cn+CaH_ + Ca Hohp - Ca Cv QR Vp/Vp/ (61)
De Jas ecuaciones 38,39 y 45y procediendo similarmente a la se-

ccibn anterior, podremos obtener.

2 2 2 2 _
F1 = Ca Hoay (ap + Vp ) +CaH ap( ap+Vp Jtan"'ap - Np QR Vp -
Vp

) ‘
- CaCv QR Vp/Vp/ +Ch+Ca Hsuc =0 (62)
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= CaH (251Vp ~a,4pt2a,Vp tan QB) Np QR-2CaCvQr®/Vp/ ' {(63)
8Vp

Las demds expresiones son idénticas a las mostradas en la seccién anterior,

b} Cuando 1a 17nea de succidon es larga.

ngll:;/////%‘\\\wN;;::;.1

i
Tuberva 1 ! Tuberia i+1
Te : K
: iz + . A
Linea de succigh "1 10 1 inea de descarga .,
p ,
_._1_’T'1 ________ “—_ -

referencia z=0

Figura 8,

Refiriendonosﬂa;1aifigu§a.8;;;pddemos ver que:

(64)

© (65)

.. (86)

(67)

Mu1t1p11cando (65) por Ca 5 la ecuac16n(66)por Ca;, sustituyendo
Qp1 a1 Y QpHl 1de (67) y sumando 1as ecuac1ones resultantes obtendre-

mos:

Qphp(Cay + Ca{+l) = Cn.Cay X 0p (68)

Usando QR y HR como valores de referenéia en la ecuacion (68), podemos escribir:

hp = Np(Cas+Ca,, ) Og Vp —.CnCa i-Cp Caj¥

(69)
CaiCai+l Hp
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Eliminando hp de las ecuaciones (38)y (69), tendremos:

Fi= a;{ap*+Vp?) + az(u; + v;') tan lap —C7VpiCB¥ 0

Cy= Np(Ca{+Ca1;ﬂl
CaiCaj+P‘”

Ce= CnCa,+ Cp'CaiiLv

Ca;Cs, M
Entonces:
3F) = 2a,0p+2ay0ptanlap +a,Vp
2ap S )
aF; = 2a,Vp+2a,Vptanlap -a,ap-C;
T Vp '

De las ecuaciones pasadas podemos hallar los datos faltantes para aplicar

el método de Newton-Raphson.
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V. CAMARAS DE OSCILACION

.

Una camara de oscilacion es una columna vertical de agua o un tubo ver

tical de depdsito conectado a 1os'cqnguctos de Unékplanta;hidroelé;tri

ca 0 al sistema de tuberias.

Las principales funciones de una camara d osc11a¢1on son:

1. Reducir la amp11tud de 1as f1uctuac1ones de pres1on por la reflec-

la presién del golipe de ar1et

2. Una camara de osc11ac1on meJora 1as caracterﬁst1cas reguladoras de
una turbina h1drau11ca Ya que por Ta presenc1a de 1a camara, la Ton-

gitud de la tuberia a ser usada para determinar el tiempo de arranque

es hasta la camara dP esc11ac1on, en vez de hasta el tanque de alma-
cenamiento. Asi pues e1 t1empo‘de arranque de una hidroeléctrica es
reducido, mejorande 1as“caraéferisticas reguladoras ‘de la hidroeléctri
ca. T

3. Un tanque de oscilacién actua como almacenamiento para el exceso de

agua durante la reduccidn de carga en una hidroeléctrica y durante el

arranque de un sistema de bombeo.Similarmente provee de agua durante la
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admision de carga de una hidroel&ctrica y durante una falla del sistema

de bombeo. En consecuencia el agua es acelerada o desacelerada lentamen

te y es reducida la amplitud de las fluctuaciones de presién en el sis

N
. tema.
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supongamos que tenemos la siguiente cdmara de oscilacign

e )

—>2 qp,
1, N 2,1

===
1=
| I ——

. Figura 9.

DEsprec1ando 1nerc1a y frlcc1on Ademds, suponiendo que cumple

con 1a ecuacidn po]!trop1ca

PAV =C ‘PA‘,Y HA
= HV" = ¢ = H, =C
A : vA n
Donde:
HA = carga absoluta
V = volumen
C = Constante.
Derivado;
~
(— )
diy = dv.
dt dv dt E

n
dHA d(CV ) dv

T dt
dHy = -ncvn % = - nC dv

dt at . Vg



también: | : :

dv = Qpy - Qp,
dt ©o

Combinando las ecuaciones anteriores:

Hp = H o ColQr g0z 1)+ ColQPy QP2 1)
Donde:
Ce= 0.5 NS at

Lol
AL

Las condiciones de frontera, se calculan con las ecuaciones ya conocidas

Para un tangue con inercia y friccién

GRS

=7
3
L3 1—_11 Op3
N L ——

2

P1,Ns @y 1

Figura 10,

AplicandS la-ecuaci6n. de movimiento.en.3 :: -

vhy (Bt - Mot - fla o Qa/Qu/ ) zyhala By
2 2 D3 A; 29 g . dt

es decir:

Hp- Hpy = Cy+ Colps

Donde:

Cog= 2Ly Com Hy- H+ fL. Q3/Q3/ -CoQ3
gA 3At D3gA
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Entonces:
'Hpu = Hy* CeQa* Celps

La ecuacién de continuidad»parajﬂ3',i§er&:
dpl " dp

' o
291 QPS

~ Tanque de almacenamiento aguas arriba.
0

Figura 11.

aplicando la ecuacibn de la energfa entre 0 y 1

PO+ HR + 0= Py 40+ Vp2  + KVy2
Yo vy 2g
HR = Hpy + Qo2+ K Q52
29A _];.' 29A
Donde: K es é1

:poefjciente de pérdidas a la entrada de la tuberia
resolviendo -1a ecuacion anterior con:

Hpi = Cm + CH Qpi

Qpi = - gCHAZ + (gCHA2)2 + (IR-Cm) 29A2
K+1 K+l K+1
Tanque de almacenamiento aguas abajo.
HR Figura 12. -
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O M
nt e f y M4
. Y e r

Q
| kY 2
' 2= Pd/1 Hr+ 0 + y
AR 3
2 )

' 2 = HR + Kv,2

Q= VA

HR = Hpy + V,2(1-K) -
. —

2 1-K)
'HR"le'f'%_!}WZ (

pero: Lo . R

s Hp,, = Cp-CH Qp,,
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VI - RESUMEN DE FORMULAS

Ecuacidn de Allievi - a p='_55;

Ecuacidn de 1a velocidad de onda ‘ o at= K Kd
o(1-

Ecuacidn de la ve10c1dad de onda : 2i K

presentada por Ha111we11 “b(l +(_é_ ) V)

aH oy, BV + OV 3V f vz

Ecuacidn d7namjc§lgfdg,mov7m1ento . gfsgvtiv-s; =t 0
ST T 2t ol o, o

Ecuacién de continuidad Sy W=+ 4 Ysenf = 0
. 9 9 RERE - D 9t

Condiciones de frontera

‘Aguas abajo o h ‘:":: Hpn s Cp - Cy Qpn,s

Aguas arriba ‘ o | Hpi‘z‘CM + Cy Qpy

Vdlvula u orificio descargando

Al Qp,g = - BOV + BZCY? + 2CpCy
i 14 atmdsfera : R

- Cp; - Cmg

B1 + B2

Conexiones en serie 1 ns
. ?
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Valvula v orificio en medio de la R
‘tuberfa o ®ions =7 O (B Bp) +

(B+B, P Cv* - 2(Cp - Cm,) Cv

Tuberfas ramifiéadas ' Hp = CE!(Bi * 9p9/82 2 Cmq/ngf Cm4/B4
‘ . e w1 .
£ 7
Bomba centrifuga de flujo radial ‘H = AN %+ BNQ - CQ°
Bombas en paralelo o aFy,

‘ p taft 2P
3ap x?alap + Zapp tan v + a,lp

_%;Eaé 2a,Vp + 2a,Vp tan —2-3- P -Cy
2 yp vp

Tanque de amortiguamiento - U “' Hpns = Cp =~ CHQpns
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