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CO"ENTARIOS PREVIOS 

L11 técnlcu Je Identificación hin tenido un gr•n lmp1cto en el 

ar.:• de control 't N lntereudo 1 numerosos qrupo1 da fnvestlg!_ 

dor~• de utecan1po. 

L1 po1lbllldad uc C.O'Tlblnar estas t~cnlcu con herr•mlentas cono 

chf.1s de control, ha abierto nuevos horizontes de lnqenlerfa,: 

tr.ivh de la lmplantilcl6n de estrategias robusta1 y eflc.lente1 

en el control de diversos tipos de 1lstcma1, 

hte trabajo fué nw:>tlvado por el lnterh que existía en varios 

grupos de la UNt.H, de utlllur técnh:a1 de ldent1flcac16n de 11!. 

lcm.u dln'1mlcos dlscreto1. 

El objetivo Inicial eril Implementar algunos alqorltmos y verl 

flc•rlos en u.p1rln1cnto1 simulados para que estuvieran a dlspo'" 

1lcl6n dt Utllllane sobre datos experlmentales, 

Crtuns que tUcs objnlvos fueron ampllamcnte cubierto! .. los 

proqr11rt1on uttin siendo utlllzoldos en el Instituto de ln~cnlerla 

Y en I• Dlvl1olón de (Hudlos de Postgrado de la Facultad de In· 

9cnler11 de 111 UNA". Cn tuolnto al lnforne, los caµrtulos S, 6 

Y 7 de elle lr'2b11jo documt:ntan 101 fundamentos y propiedades de 

101 1lgorltmo1 en cue1tl6n 1 y en el 1p1ndlco O u encuentran los 

l lst•do1 de los progrJma1. 

Dcbl do • I• enor11e d lspers 16n de lo 1 lteratura 1obre este t6p leo 

•Wn en deurrol l:J, la ccwnpren116n de Ju t~cnlus de Identifica 

cl6n ubl 1915 1 la lcctur• de qr•n cantld•d de trabajo1. Lcctur; 

1crece1nad1 •dN1, por el enorme d91conoclml1nto con que lnl • 

cl6 1110 onudla. 

vi 

Eltu fue lo que rootlv6 el contenido de este trabajo¡ servir por un1 

p•rta como Informe de lo rul ludo, (lJra r111n t 1u reíc.:rcncl1 perso· 

nal, y por otro lado servir a otros comp.:i"cros par• sJber donde rr 

currlr en la 1 lteratura, al tratar de aprender alc¡o !iobre los pro • 

blemas asociados a las técnicas de Identificación, Por eso su 19'! 

g•n la• capltula1 2, ) y 4 y los 1péndlccs A y B. 

Este trabajo, en resumen, no tiene la aspiración de ser un texto 

(como podrfa mal Interpretarse por ~u vo lu1mm), s lno quu en primer 

lugar es un trabajo de Tesis pilra asplr<lr al f)rado dn lng1.mlt!ro y 

en sequndo lugar, recoge al1Junos result.:idos dispersos en la litera· 

tur.> sirviendo• los fines de referencia que se mencionan en e1 p.S· 

rraro anterior. 

, Quiero agradecer la val losfslma ayuda prestada por amlr¡os e lnstl t~ 

clonn, que permitieron el desarrollo de e:ota Tesls1 
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monte en Servicios de C6mputo y Blbl lotcca 

- Al Or José Luis farah por su constante orientación y consejos 
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r.APll\JLO 1 

•l. lntroducdOn 

1, 1 Pr~pO•lto do 1• ldentlflcaclOn 

''"t>'" da d.!finir f0l11>llmcnte qu6 entetdama por idcntifiCAr uist.mw di• 

..-wia>a, CDn\llero introducir algun:>s problanas que j..,Ufiwn lo 1dcnUfi

c:acl6n. 

wl llllllllD -"*' c¡w "" tro¡>Jcza 00111 l4 dlf1C>Jlt.."1 du definir !:!_ problrn14 do 

a111uol, rel\llt. iqx.,lblo doUnl.r tl probl11110 quo do l\Oj<U" 1\ la idcnt.ifl

mci&I. 

falo_, 1ln ~ mracwrizar alq1n19 lituacionea Upi""" a J.aa que la 

.i11111Uficad.&i blll<ll du lllil ies¡ual:At 

linte• de lniciar el cstuilo de cstrolt!<Jlas para oc11U"Olar \a\a pl"!! 

ta es neoosario tenor moduloe r¡w dcacrl.OOn, en fornn CX11""'1cnte 

para el CXlltrol, su o:mp:1rtamlcnto y la lnfl\G\Cia ciel nuilo cicte

rior, Sln eae nodolo la síntesis de m alcpritlTO de Wltrol res'!!; 

ta lnp»iblo, 

HW\as veces nos enfrentanos a la &ilwci&l en CJll.1 arribilr a \11 

nodilo adecuad'> do la planta i11Pl1Cd ,., esf\erzo miy grande, y P~ 

babÍcncnte nuy oootoso, 

Para cbtcner coo mc:d.?lo se recurre a las rulacicncs físioo-quíd-. 

Co18 b!sicas CJUl resultan dol wliaiu 00 loe pro:x>:l<XI <j\I! c.currci1 

01 la planta. lllll cwrd:J este an.1lisis pwla dar \l\o1 estructura 

CJll•mll del nodolo notenático, dif!cilncnte establea> CXll cierto 

gratkl de precisi61 el valor de uus porfurotn.s. 

tna situoci6n as1 ¡mña ser salvada implantaMo estrata¡tas do 

control a:mplc1as, lo suficicntmcntc 11robustas" o:mJ para ser en 

cierto m:xJo .tnscnslblco a cuales llC'1ll loo valores ex.1ctoo de los 

parlm>tros dn l mt>lclo, 

lh mfoqw nás ooncillo es el du planificar el(Xlrinmtos qw °"ti!! 
9Jllll la 1nfom~cl61 faltante o lnoorporar a las cstrat.c91as de O!! 

trol prooodimientoe que calculen los porárretros de l4 planta, ""' 

bue en nodiCiOO<lll Pre el &istcml • 



n&oiica de prooosae de interés, por lo qw no ea posible obt<nir \JI 

...,.ic10 por prca.>dimiento anal!UCXlS. 

""""'" aistcmla poS<.'01 ~""" variables en el Uen¡xi. SI las 

variaclaics de s111 parAnctroa sal lentas, es posible pensar en "!:! 
Uzar procudlnlcntoo oo cstlnoclfn do loo valores de los ¡>lrSJrutroe 

qw vi rp.n &lll vadacicncs, y CXJl bloo en 6.stas, calcular cstrate

<¡l"' variables do cmtrol. 

Olr~ uitwci&-1 similu oo proch...::c en el cn1trol do aistcm.is no 11-

1-cdll•s, .J.¡ltoxi11ohlcs por U\a llnc,t.lizaciOO en totTWJ a &u psito de 

qxmici&. 

l'lulcn ci>t.cncrsc cstratcc¡las \'arlablcs <1<! C'Clltrol de lo ml•llll nnnc

ra ljlll ente•, si tal t.:isc en nul!clan<•s edJru la opcroclfu actual 

del 1lst.c1111,liC estira 11'1 rrodlllo cuyo<• por~nctroa se actll.lllam j'!! 

to cm Lla varlaclooc• clcl JUll.o de orcraci6n. 

DI cmtrcl cat.oc.\¡¡tioo es dD SUTlil ira¡x>rtancla ¡ioeoer ~cck!los ~ 

do9 w •tst"""" tal p!rturt..::lool'.11 alcatoriaa, qw scporen dic:twi 

p!rtud"1Clcrus oo lo dln.."lnica de Interés. 

¿i:a p19U.le abUoro>t .,.,. MXlolcoo a port.ir di -~ -.V al 11.a

U.1 

11 ~· se trata de obtener lll rrodlllo nutem!tioo de la planta • 

:O ~· .., n:curru a la experincntacioo y las obseL-wclooca 

sd:>rc las variables del sl.stcna. En particular laa 

entradas y las salidas. 

:t J::l (l!916elto1 el objctil.o cJc ldcnt!ficor el no.lelo es el de dloo

ñar e inplantar eutrdlegi.is de 0CJ1trol o al ITl!fUt 

prudccir el oonp:>rtand.cnto del siatr.1M. 

Est0s trua eleirentoa están c:;otrechancnto vi.riculados i 

Si el objcUw final es cmstnúr estrategias de a:11trol, loa nudelos "· 

identificar deben acr apropl<>:los para prq:óslt.os de cmtrol. Las t&nleo11 

do oorrclaci6n, qw ainUl cnto ee wrá, para cstirrar f\l\Ci<xlt:'s do tC!S[l.Jl!~ 

ta a l.n¡lulao, eoo poco aproplodas para cmtrol PJr asig\Oclt'n de PJloo, o 

CC11trol do varianza mlnlml. 

No es casual la wloclwd y la dircocloo ,;, dcnarrollo del lemi du l<vnti

fiClciOO en las filtim'lS d6ccdas. J~to a laa ll'Clliec10 de a.11trul clS.'iioo 

cJC.iotcn mricrooas t:001icau de dcl4lrmlruc1(.-n e.Je 1ruduloo cJLtuct.üthu, el wlá

lhi• ien fr'QOl.mnOi•. D1 ol c:a'lt.rel mxlon1'l la l<>Jvimc:i• ca a utUiar f"111 

fn.'C\Cllt:malt:Al rrodlllos porwmtrlcoo de dcscrlpcloo en variables do estado. 

&l dcooo de doterninar dichos nodcloo oon b.1se en datos e>pP.rincntalea ha 

•ido lll gran in¡Julaal' ele las tfaiicaa nodernas de idcnUficacit'n. 

se pwdcn CXNtrulr llOdeloe 1111temiUClla de Cornua ~ dlfmmtes. !DI 



fartU elltrenua ¡ulrfan •<!f a partir eJClUB!VilllCllle do CO'l&ideroc!CllCU U1 
r ¡, ... , o 110lanmw dc d.Jt.o• eJ<fCrlncntalca. La 1ciinUf1caci6n tnlslolo en 

la teterm!Mc16n de nodeloo notcm.'iUcoo a partir de tlatos e>{>Or1nultalcs, 

Q:wl m wr4, estos uét:o.lJs pc.rmi.tu\ incor¡x>rar la infornuciOO •" priori• 

qw au t(.'1'}1 a p.utir 00 ccnsidoracimcs t.u6rica.. la c>CpCricncia en esta 

¡..,. hl <Dlfinruclo 'l"' oc obticnm reaultad:>9 mio preciooe c\lllldo se J.ncor

¡n-1 elitu cx:rlOC1111icnto apriudstioo. 

1.2 Qué H lil ldt!nl lflc,¡c.IOn paramlitrlca 

DL·utie in ptllW do vúita n•'\s c;cncral ¡alrntJ& c.iractcr1zar la i<lcnU f1c.ac16n 

por u"" elcumtce en oorrcspcnlcncia oon loa que .., 11U1c1CllArOl m la ecc

ciCln ant<>rio1·. 

~ D c'll (tmj\Olto de ecñolcsJ, 

• ti crltcrll> e. 

lloó:Je lcll datce D e :O, enoontrar el roodclo H e.Al., que e>pliqw mejor loe 

datool D en el eontitb del criterio C, 

CD esta forna el prd>lemi de 1dent1fic.ac16n oo transtornu en '"1 prd>l<'ml do 

optimiz•citln, 

El criterio, El criterio C cst:.1 vinculado <X11 el cl>jctiw de la idcnti(i"!! 

cttln y dc1ie de medir qw tan boono es lll rrcxlelo para e>plicar loo datos ob-

oorvildoa. Dl C}.2lCral el criterio &0 ~ lID tt:r11a.nos da la minimiza.cH':tl 00 

lll.J Cu1ci6n do oooto. 

~· sOO ncdicicnes sWre el sieteun. Di lo qm oo trata en cate 

trobojo llCll oolecciCllCIJ llCC\llllCialcs de entrama y salidus del eiswr'1 de 

1ntc1~a. 

lDs rrodcloo, aistringirenos el espacio de búsquida de noclcloe a lll CO>jlll• 

to.AL, qw en mrstro e.aso oor4 el de eistcnos lineales, lJivarianteo en el 

t1'l1Tpo1 de por&..itroe cx:ru:rJJtrados, en UE'Jf(lO discreto y de orden finito, 

flg 1.2 



IMUI OC11j101to.lt.eata ¡:w-anctrlzado en e,wctor de parM..troe. Ea decir qw 

hly ...,. wn1'a¡Q-.lcJlcl.1 l>lllllwca mtni 108 wctoroa e e H, y 108 slewma 

", .... 
JdcntlUCAr el oodolo 11 9"1·.1 mtmoc• equiVolQ\te a enca>trar"' ~or O 

~ ¡'li1r:.00t.roo, qw dctu;mlne dJdlo no:lt.!lo. 

l\>r r.izcn:s qw rosultu1 ol:viaa,.eota clase de idcntitlcacl6\ ec dcromina 

idc11UUcaci(a par,.'li!trica. 

l.) llbsen·•clones ttobre el enfoque del problema. 

h1 tcci> lo qte Ui<Jl&? no h.lrcnos distinctoocs entre loo sistcnn.s y loa no

Q,loe ... uroU<DB qiE rcp['CllCl\t.Jn su cnnportamlcnto. 

ll•y ..-. a•ric <~ P"''P'tas y do lnposlclcn:s qm dcl-cnoe haa!r • loe n6to

W.. dr i<b1Uflcaclfn, ?lantcaronos allJUl'IS dc ellas. 

to.. p1i..,1oa rc•ultaws qw "' ootuvicn:n en ldcnUfic.ocifn p>rtfon dc la 

bun qie loa datm D eran C}'OOrll<Ds por lll slat.erna H1 c.4(., Dl virtul de 

11110 la ltlul1llf1cacH'11 In=~"' rca:ru;truir "•· 

t:Mta 1'4'00lcl(11 ca nir¡ l'C5trlctlva p1i>o til{OJe qw el alstcnn rcol 8 qw 

(Jrnhw los date.& o es uxact.Ancntc representable en la cl.:t.Se .t(.. Para cr~ 

tm w <DlUOl 1l{Oldrcr.cs ""' claoo .ti. nuy lirnltil<Ll, rr.ientras que loa 

ais!Clll,. malea IQl por lo <p>iral no liroalcs, de orden no finito, vari•

l>lull º"' el Ulll!pO, etc. 11 lo llllD paircnoa as¡:ir.r • ap¡axlner el conpo.i: 

tanlmto de 8 Da1 ll\ H e .Al. • Pero si realmmte H0 e .Al., los algoritnca de/Jan 

aer a:ruiiatcntcs, "" decir qw au resultado debe ser el pr:q>io M0( o ll\ m>

dclo nuy ptt>xJrnd. 

Sin olvidar qw loo alal:CJ!wl qw tral>ojarenoo Uoncn pcrturt>Ocloocs alca

torl"8 dcl>cfTos rospaxler a doo interroC}lnt.?a en la ldcntJ flcacitlr11 

JJ ¿MJ, es el nodclo catinod:J? 

i~ ¿Q:n qU! preclsifn oo obtlM>? 

Para rcs¡xnlor a. esto es nuy CiUl p:r¡ur el proLluna en Lll cx:nti.~xto cmta

d!stiw y poder usar olguIDS de los poderosos rcsultacbl de la cnbl!•tlca. 

EB lo c¡uc harm<>&, t>.klroa ck!stacar, sin ml.ur\P, qw la IM)'Or ('lrtAI de 

loe crJ. tcrioe qw uearcnos en m CXfltcxto estadhtiCXJ tienen acnU.do alÍ1 

m u1 a:ntcxto dctctmi.n!stioo, PJr se. 

Loo datoo 'l"' BO usado sai clCplriJlent.,lcs, cabe pre<JUltar "21taloea al hoy 

fol'llWI ept:i.Jma de planificar los e>p>rincntos 1 

, ¿hay ocñalcs 6ptinllB, en el sentido de d.:ir rvault.:idos m.\s proclBOe? 

ABl cono la idmti!icacl6n es recurrir a d.:itos c>pCrincntalcs para llcc:ar 

a nocleloa matendtiCOB, tani>léi en la b!!aqwda de rospwataa a al<JnOll pro

blcou to6ricm de idel\Uficacilln., RCUrre a la sútulacilln, 



0»11 • wd, la mayor parte de lo8 rnsult4doe aon do caracter as1nt6Uco, 

.,. docJ.r CJlll a1 v4Udoa pora 111 nllmin> de obecivacU.- H -o •• La pr,! 

•r pl1J9l.lltd !f.111 SUilfU CSI 

l~ tdll v.11.iWa 1m esoa reault&loo para 111 nlinoro finito H de ob

ª"-""'cicn.i•7 

Pau &l'.!ll¡onlcr oo hon tL'CllO llXtulll!aiDllll a1nulocla11J11 y ei<perirrontal ""' 

diaunw. m!tWcs, 

Otr"• ¡re~taa qw uon pni>lemaa de 1dcnUf1caci{ri aau 

, l1:li ¡<llliblu ldcnU!icar cwlt¡Uler alst1JM? 

• ¿Ea f06iblo ldcnUUcar indistintaJrcnto en lazo ahlert.o o ccrtll<b? 

• ¿OOno af..:tan las I"rlurbacJCJlcs al proceso do JdcnUficacl{ri? 

1.11 P'ropti11tu y des•1rollo del presente trab1Jo 

CJl Ucnp> J.locwto,-Ju ordui Unlto, invar1ant<>a en ol tl"11po. las dcecrlp-

10 

ci<n1.1 an alqin:i. cuoe) rac:ursivaa • 

~nltl 
..._u( ....... tl~11--l•r==i¿ 1 y!tl 

f lg 1.) 

DI 14 pr.!Jrcro parte tralaru!ou loo resultados de Eotadística 11>\s !Jl¡lortaii• 

tea y loa criterioa quo se utilizarán luucp. El capítulo 2 out.a dL>dJc.w 

por eao a la cat1.ntr.1ci6l [\lrnmOtrica. 

DI el C<>pltulo J so unifica lo notacl6n de alguno• tértni..'lOs de prooiisos eu

tcclst1C08, So grneron ccñales quo aervirM lUC<]'J ooro entradas y ~ 

cimcs de loa aist:anas siJTulados, 

So dlscutm en ese m!SIT'O capítulo, ".'1t.cxloo cL1slcos do ldentiflcacl(Jn no 

parmr6tr1ca do alatuna• CUJtlnuos, 

clan qw "'""'°" acn do cntrada·Soll.lda, Lll clAaG do do..,. :1> oo la da •-al-• (ultlJ, !yltll .i.. "'1Lr<>d4a 'I 8'1U• 

daH al alatano (wr figura 1,3), Alrtia.s &UCX!SlCJlC•I SCJl de olormtos acota• 

Se Clltlllladn •l<JIJlOll w los m!takls ntls usacbJ en loo llltinoo añoiu 11\!nl· 

IUI CWllrikiol, n~Jrrce cuodr.ru.i repetidos, m!nlnou cuadrados <p>crallzodoa, 

11arhblee wt.nlll!ntlllea, a6xúM wroelmUitw y , .. \eIBJ.CJlea (o aproxlna· 

dos para t • 1 , 2, ••• H, Junto CD\ loo ~todos, se dctcnnlna qu6 Upo do 

señal debe eer (u(t)), (So lntroduoe el CUJCX.'Pto de 'eJCCitacit'in ~alst.m• 

b.•¡, 
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l>l <'l ca¡>1tulo ' ae estudia la clase de m:xleloe .lt. e• decir de los alutanas 

di~, li.r-lea, ... , CXJ\ pcrturbaclcroes aditivas de espectro racimal, 

&al c.ipltulo& 5, 6 y 7 "ª!:&> dedicados a los ml!todos de ldontlflcacl6n, o 

11\\o proploW!l.llle • 108 crlturioo e y • la dlacusi6n de las ptq>iod.>dos de 

1.,.. •al.!108 idcr1tlficikloo E<']Ún c4da criterio. 

Di rstcs cap1tulos se realizan siJTulacicr.cs °"' aiot:mw dicrutoo y so 

i.U Uflcan ~•tos p.ua verificar las propioo..:i.,s tc6ricas <lo los algorit• 

""" de idcnt1Ucaci6n cstWiados. 

~ lntroducm a t.raVC!s do ejCJT¡>los algunas t&rucas do determinacieln del 

onlm l' as¡n-tai do I• cst.ructura del ncdclo. 

Ui lm a¡.6illc.:s r.c inclUj'al los proqr""'1S que se in¡>lantarai p.ua llevar 

• lll pr&:Uc.1 lOG ml!talos dcocritos y se discutai alqunas oa16lderaclCllC8 

do uaracl.<lr nlllhla> y result.>OOa inµ>rtantes de lo cstal!stlca. 

Di reull!Ul, el trab.ljo pwdo ca1sldcrar-..o dividido en dos grilr<lcs r>lrtca• 
11 I• qw oorru11¡uJ'c" Ir'" ca¡.ftulou 5, 6, 7 qw trota do loo ol<JOrlt

- do lW.1tlUC4CiOn, y 21 la do lm ca¡>llulOll 2, 3 y ' qw lnl•oqra 

Wlll aede de rullli..dou y deliniclcriea ""'1llU • lo lAnJD do la e><p09iciOn 

da .loe algoritllm lle Mlmtiflcacifll. 

- - - -
1Z 



1. ALCUNOS lLC•ENTOS DE HTIKACION PARAKETRltA 

, L· 1 Pl:Jnteo del probll•ma 

61•a X una vuiable alu1toria (v.a.) du dcnuidad do dlstribu

c1.6n (d,J,J) conocida en la formo !xl•IOI, depondlonte del P,! 

rlinhlt(\l O, So considera que O ea un p.n4metro vectorial üe 

d1n1cn1i6n Uni.h k1 

dundo O 4, • J, ••• , k ion p.ir4mtitro• oecalarea, 

El vector e detemina completamente la funci6n !x• ea decir 

jJI u un elemento de la familil de funcione a !x l •le 1, parom4-

triaall• en e e 11 lconjunto do valorea posible• do O), 

14 

Si el vector e no ea conocido, pero la variablu aleatoria X 

ea observable, ee puede tratar de estimar e, es decir de inf! 

rir su valor • partir de la infomaciOn contenido en observa

ciones X1, x1 , x3 , .... X
0 

de X, 

Esto puedo hacoruo de muchaa maneras y con diutintos métodos. 

Se distinguen dos clases especiales de estimaci6n1 

a) E1timolcidn puntual ... A partir cJu las ubuurvclcionuo no 

b) 

ea tima un valor dol parámutro c.l!.!econociUo O, 

Intervalo de eatimaci6n - A partir du lau obucrvacionua 

so tiene como reeul tado un intervalo de valores po.iiblca 

para o, 

Nos conccntraremoe un la eetim.ic16n puntual. Veremos dou rn6-

todos do eat1mac16n1 por rn!n1mou cuadrados y rn~x!líl<l vcroaim!, 

litud. Otros mdtodos como por ejemplo: métodos du momentos, 

mínima distancia, eatimadore~ baycsianos, mlnima entropía, 

otc, pueden verse en 11.G,Kend•ll ' A. stuortl 331(1961)1 A. 

Hood, F. Groyblll, D. Uoosl371 (1974), 

Se discuten algunos criterios que permiten juzgar qud tan bu! 

no es un mátodo y comparar dietinto• mátodoa entre at en di

veraa• 1itua.cione1, 

..... 
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1.1 Dellnlclonn bhlcu 

N11taci6n, L•• variablea olo1toriH 10 escriben con moyl1acu• 

111, 'i 1u1 valorea con minllacula1. 

•1 

b) 

e) 

Sea l X.(.J .l • 1, 2,, .. ] una succait1n de variables alcata

riau vcctori.ilus con funciones de di'ltrJbucidn 

l f ,¡, ; .i. • J, t,.,,), no dice quu X.{ convergo en die tribu• 

cl6n (o en lo¡•) o lo variable aleatorio X do dlotribu• 

cilln rl•I 11 lo oucosi6n í.tl•lconvergo a F(1J en todo• 

donde r¡ l 1 es cont!nua. 

Se ttacrJ.be1 12. 11 

Se dice que la suceai6n [.I<,¿ ¡ ,¿ • 1,2, .. ,) de v.1, )(J. CO!J. 

ver9c en E!Obab~ a una v.a. X, 11 dados c,d>O, exia

te un natural H td que pira todo J.>H ae cumplo 1 

1 %. ti 

(l. 31 

Sa dice que una 1uceaiOn {.l(J.; J.• l,t, ... ) do v,1. XI.' 

de 1egunda1 1:1omento1 Un1ta1, conver9e en 1:1edi1 cuadr~t1-

€! • un• v.•. X 811 

di 

16 

Um T 
1.- E!IX1, ·XI IX,¿· ~ll •o u. 41 

Se escribe1 

12. SI 

So dice que la sucusl6n 1 X,¿ l,t, ... }de v.a.X,¿ con-

verge con proUalJilidad l (o "caai ucguramonto", o "oxcee 

to en un conjunto de medida nula"), a una v.a. X s1 da .. 

dos c,6>0, existe un natural N tdl que1 

( 2. 61 

Se eacribe1 

( 2. 11 

Las anteriores definiciones dl! convergencia no non indepen

dientes entre st, guardan l11e siyuicntcs rclacionce1 

Convergencia en 
media cuadr.jtica 

Convergencia con 
probabi U dad 1 

S) 
r'------, 

CoJIVl! r<Jl!llC .i 4 
en 

probabilidad 

ConvcrtJunci~ 
en 

dlstrlbuci6n 

Obadrveaa qua no ae ha reatringido X a ser eacalar. 
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HIJ~stra aleatoria. 

Diromoa qua X1 •• , X
11 

os una mucatra aleatoria (m.a, o n\ueatra 

alutoria •imple) do lugo !!. de la v. a. X de denaidad de di! 

trlbuci6n 'xl•IOJ 1i1 

X.:• i • l .. . n es a su voz una v.o, de d.d.d. 6xl•.(IOJ. 

l1) La dcnaidad de distribuci6n conjunta do X1,,,Xn ea& 

6x
1 
... x. 1,, .... ,.101 • !xl• 1ieJ .... dxl•.IOJ (indepen· 

dcnclo eato~htico), 

~I!.~..!.!.!!;.'!.• Ea cualquier vector cuyos elementos son funcio

nc 1 cono\!hlas do la rnueotra. Siendo eua ar9wncntos variable• 

•l111toria•, la estadística e1 a su vez una variable alc11toria. 

p, •ja una eatadtstica T de dim. 6 ea un vector de la formal 

O. acuerdo • esto T .i, .i • 1 ••• ¡ son tambidn e1tad!stica1 (ea

calereal. 

Un(I o•t•d(•tica eatablcce una corroapondoncia T 1 :C + n• donde 

;¡; .. •l ~onjunto de valoree posiblee de x, ... x" 1 

1 e 

:i;.c., ...... ,x X ,., ... IOJ>OI. , .. . . . 
cuando notemos a una estadís'tica como T n, estaremos diciendo 

que se trata de una eatadtatica de una muestra de lat90 n. 

Estimador. Oiremos que una estadística T es un estimador de 

una funcl6n T (O 1 (e• vectorial en general), si el valor do T 

estima el valor de t(OJ. 

La, eetadíetLca T, como función se denomina estimador de t (O), 

el valor quo aswne T para una muestra particular K 1,, º "'n se 

donomlna ~de T(OJ 

Pora indicar que T os estimador do t (O) escribiremos T (O) en 

lu9ar de T. Como caso particular, la estadfatica 4ue cutima . 
el parámotro e so escribe e. 

Pasemos a ver cu.ilea propiedades serta deseable que tuvieran 

loa estimadorea. 

Un e•timatlor r, como toda catac.Jt'atica es una varJulJlo aluato

ria, con alguna densidad do distribuc16n 6r1tlo1. En la Ug!! 

ro 2 .1 se han dibujado algunas densidades !r arbitrarias. P~ 

ra que la oatimac16n sea muy pr6x1ma al valor real do i 19) se 

podda pedir que loe eatimadorea tuvieran sua densidodca de 

di1tribuci6n mb concentradu alrededor de t (O). Por ejemplo 



,, 

º' 
Figura (2,1) 

qua 1u media fu1!ra t 10 J y su varianza pcqueñol. En f'orma in• 

tuitiva 10 ve quo una densidad c0010 j~ u mejor que una como 

·~· y una como j: eo mejor que ambas. 

rormi1licemoa alqunoa concepto a 1 

!!!.!!!!.1~!....S2.!!.!l~· So dico que una 1ucoaic5n T n (n c1 al 

luyo do la muo•tr•I do º"llmadoru do cierta funci6n t (01 

del par4metro o e• constatento ,•i para 11 • • T
11 

convergo con 

probob1 Udad 1 .. t 1 a) 1 

Tn ~t(01 

20 

Se dice que la 1uceai6n T n ea debilmonto consistente 1i 11 

convergencia H en probabilidad 

(2.11 

Obsérvese que esta definici6n de consistencia no implica ni!!. 

guna condici6n para muestras finitas, es una propiedad asin-

t6tica, para muestras crecientes. 

Estimador tnecegado. Un estimador T
11 

do t IO J es inscsqado si 

su modio ea t(01 1 E(Tn) • t(O) para todo n y todo O e o. 

El símbolo E so una para indicar inmH.i (v.ilor ouµcrado). 

Notemos la diferencia entre ambas propicdadcsi la primera 

implica que el valor esperado tiendo al vdlor real t (O) y la 

diapcra16n se achica arbitrar.iruncnte conforme u .. •. La se

gunda no dice nada respecto a la dispcraic5n pero asegura que 

en todo n la esperanza dol estimador ca t IO 1. 

La elecci6n do la media E(T ") corno mudida de lo bondad do la 

eatimaci6n e• arbitraria, 1e podta haber elegido la moda, me

diana, etc. 

Eat1 elecci6n tiene ain embargo grandes ventajas en el caler.a-

lo. 
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&i un e•Uraador no •• i111e•9ado, •• die• que •• MotscJado o quu 

tiene acsgo. 

~Jemplo 2 .1. Sma X una v.a. de media µ y varianza o 2• Sea 

~,.,,X" una muoutra aleatoria de X. Se quiero estimar l.! y 0
1

1 

1 f • 1u,a 1 J y so proponen 101 ai9uiontea e1timadoreo 1 

ar. (~, ;2,, non 

r· 1 " i • ¡¡ t 'i i•I 

•I 1 " 2 o • • t l•i • il ... , 

[ "'' . E(k " / " • k rQ1 • ~ ea ineceqa<b entoncear ~ •..:i";¡ Elf •..:I .. 
E(ol) Elk 1•;:•111 • H~J af .. ea eeec¡ll<b 

Se puude ver (ruaul tado de la lay fuerte de 101 qrandoe ntlrno

roa, 1pfndice B) que ambo1 e1tirnadore1 ion consistente•, y 

por lo tanto el estimador a. ,µ,or1r ea un estimador con•i•

tente y H•~ado tlo o• lu,a 21T. 

PHda moatrara• f&cilinente qua el eatimador e• . I~. s'1 .. 

conehtent• • in1e19ado, donde s' . h ~ l •.t • •1 1
• 

l•I 

22 

Para un mismo vector 1 (O) pueden haber varios estimadores, in, 

cluao todos ellos consistentes e inucsgadoa ¿Qu6 otro crito-. 

rio puede permitir la compara.ci6n entro estos estimaJorcs? 

Si un estimador es insasgado, naturalmcntt! surge la vari.inza 

como una medida de eu bondad. Si el ~•timador T ea real (un! 

dimenlionol), ea claro (ver figura (2.2)) que cuanto menor 

'r 

rr11 

Figura (2.2) 

sea su varianza, al estar sU densidad de distribuci6n n4s CO!!, 

contrada alrododor du T IO 1, mujor sur~ la oatlr:ioc!6n. ~uta 

ldea oe ha uoado desde mucho tiempo etrb (Gauas, Lapla~e), 

y reaultado1 m3a modernoa (C.R. Rao, Crámer, Aitken, Silvor

atono, Bhattacharyya, y otros) han mostrado que exi1ten cota1 

m1'.n.ima1 para la varianza de un estimador. 

81 T H un utimador da T (e 1 (vector), entoncuo T ee una va-
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d•ble aleatorin niultidimenlional, 

sean 

T IO 1 • 

suvon9amoa quo T es inaesgado f(TI • tlDI, 

SI dufine la mat:ri • do covarianiao de T como a 

cov !fl • !o~¡I donde 1r.9 I 

dltO ea 

cov !TI • E ( (T • t 1 IT - T I T 1 1f.1o1 

N6teH que 101 11lemento1 diagonalee ion lH varianzu do T.(.' 

• 1 .... s 

( 2''' 1 

!;liP•oide de concentraci6n 

&e define el elipsoide de concontnci6n de un utiniador T in· 

~Hgado de t (DI conio el interior y la frontera dol 0Upaoide1 

(r - tl&l)T cov 1n· 1 [T - tlDI) • St2 . 12. 121 

El elipsoide de concentraci6n es una medida de la diapcrsi6n 

del estimador T en torno a su valor esperado (T (O(), La ello·. 

tribuc16n de un estimador T 1 cuyo elipsoide eet,j contunido 

dentro del elipsoide correspondiente a otro eutimador r", ua

t4 mh concontrada alrududor llu T lo), 

Se dibuja en la fiq, 12. JI el olipsoido do concuntraci6n do 

un eatimador arbitrario T, de dimt S • 2. 

r, 

Fiqura (2,3) 

se puede interpretar el elipsoide de concentracidn como una 

9ener•li1aci6n del concepto µ ! Ko en R1• (K ' fJJ 

Como el determinante de la matriz de covarianzas1 cou {T), 

e• proporcional al cuadrado dol voltlmcn de 1u corrc1pondtunt.e 

elip1oid• de concentraciOn, 10 puede generalizar el concepto 
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de VAriAllHI 

T yarlanza generalizada de Wilka. Sea T • IT 1 ... r5 1 un oati-

.. ador lnoeogado de tlOI • lt 11ol, .. .,t5 1ellr, ae dofine la 

v•ri•tua 9encralJ1ada du Wilk1 como el dotermtnanto de la JO!, 

tria de C'OV•rianzaa de T 1 

n! • dct [cov (TJ] 

lintca da vttr cotas mtnimae de la varianza de un estimador 1!! 

troduclremo1· lo• concepto• de estad!aticu 1uf1cientea y fu!l 

ci6n do veroaimllitud, 

!uncitln de Vl!ro1imllltud de una muoutra 

U 11 denoidad Jo dlstr1buci6n do una v .a. X es 6x I • 1O1, que 

copende de un pu~metro o desconocido, llamaremos funcl6n da 

voroaimlUtud d~ una muestra aleatoria x1 ... Xn de X a1 

11. 14 I 

[oto e1 la den o !dad de disdrlbuci6n conjunta de X 1 .. , X0
, Se 

introcluce uta notaoi6n (por R.A. Fisher) cuando oe la conoi

dere como funci6n de O dadu lu ob•orvaciones x 1.,, x n' dia

l inyuiendola de la den9idad conjunta que ea funci6n de laa 

obaorvacionH pe•iblu, dado al valor del parAllletro O, 

Z6 

Ejemplo 2.2. Sea X una v,11, de distribuci6n normal N(µ, 0
11. 

Conaideremoa una muestra aleatoria de X1 x1,, Xn' la funci6n 

de veroaimilitud resulta 1 

luego 

lx¡"µlz 

' ·-¡;;r 
--~ 
aflii 

1•11 -1•1 2 

_J_ l --;;z 
olrn 

11. 151 

Teorema 2 .1, (Variables aleatorias en funci6n do variable• 

aleatorias) 

Sean x1, ,Xn v.a. condnuaa con densidad conjunta de diatribu

ci6n &x
1 
.. x

0
1x 1 .. •nlOI, y el conjunto :C• ll•r"'•'' 

&x
1 
.. x

0
1x 1 .. x.IOl>OI. (2.161 

Sea la tran1formaci6n V • a'( x 1, G: :C + '11 e R" (donde 

01., .... 1 • lu, .. y.1. 

Si ae cumple1 

11 G defino una tranaformac16n uno a uno entre :C y 'Y • 

2) Exhta el jacobiano de la tranaformaci6n inveraa a· I, 'i 



•• conUnuo en 11 1 

J • 

ax 
.....!! • 
av 1 

27 

1 t. 171 

ll El jacobiano J de la tuna!ormac10n oº 1 no ae anula en '11. 

Entoncce1 

L• denaidad conjunta de lu variable• aloatoriAI Y1 , ·.Y" aet 

dlflnidu u1 

al ly1 ... v.I r.11 

11 1v1 ... v.1 ,,, 

11.111 

~~ sea X una v.a. con d,d,d. 6xl•\OI, &x•D en el eje 

real. sea g unn funciOn g 1 !':: .. R invorUblo. 

Llarncmoa l 
!!..Jt_" 11111 

• g l • I, y ee una v, a,¡ Hi se cump e ay"'"'" ea 

cont(n11• y no nula en el eje real, entoncu pua Y1 .. v. una 

•11e•tr• elHtoria de V 111 func10n d1 vero11rnilitud e11 

28 

ldg· 1 w11 dg" 11v.1 1 .1 • 1 • -- ... --· - 6xls 1!1111el .... &xl9 1v.11e1 
~ ~ . . 

(t, 191 

Eetad!eticoa suficientes, (Roforenciaa l l71, 1 J3 \, \ 4l \, \ 29 \ I 

Al utilizar una ostad!stica pura eatim..tr un parámetro, dcct.1-

mos quo se trataba de extraer informaciOn du la muestra para 

obtenor el valor dol par&mutro, 

TOmando una eatadistica cualquiera, ¿estar& esa informllci6n? 

¿estar4 toda la infonnaci6n que contiene la mueutra sobre el 

par4100tro? 

Eeenciolmonte, la muestra contiene informaciOn uobro el var~

metro pue1to que au denlidad de diotribuciOn1 

6. X (< 1 , ·l \el 
"'J ••• " tt 

12. 101 

es una funciOn qua depende del par&netro O, 

La11 muestra• do variables aleatorias cucalareo eon vcctoru1 

en R"1 más exactamento ion vectores de un conjunto :te R", 

donde :C est& definido por el rango de variaci6n posible de 

x1 .. x •• (ver (2,1611, 

Un. Ht•dhtic• Tn • ( T" , , , , , , T 1 T ea un• función 
r "s 



r
11

1 :i: • s: 5 
• •• decir que toma un valor en R

5 
pira una muoatra 

c•aalc¡uiera, tita catad!&Uca establece una partición du X en 

cl•H• du ec¡uivllencia definida. por la relación de equivale!!. 

cia 

cun x'.x"cl: 

l>o e1t1 for1:1a lo quo interesa, m.1s que ol valor de 111 cutadí! 

t.:.c.i ea 14 estructura de la partic10n. Es dccir,ai loa ele

nn1nto1 x (r,1ucatras) Jo una misma cl.iou contienen todoa la mi! 

11111 J.n[onnaciOn sobre el parámetro, ol valor de la estadística 

p,1ra e1a claae de equivalencia puede conaiderarae como repre-

111nunte de dicha información. 

NolteH quo en el sentido de (2. 20), lo afiranactOn de que 101 

elerr.ento1 de una misma cla1e de equivalencia contengan 11 mi1 
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ma información sobre O quiere decir que dado el valor de la º! 

tad!stica (e& decir dada la clase do equivalencid), la expre

sitln (2,2) ea independiente de o dentro de la misma clase. 

Formalizando este concepto ao dan dos dofin.Lcionoa equivalen-

tes: 

Oofin1ci6n 1. Sea x1 ••• X" una. muuutni .ilcit.lori&.1 do una v.u. 

X de d,d,d. &xl•ID), una eotad!stica • IT 1, .... , r5 J
1 se 

dice que ua suficicnto par.l el vector da pariimotros O si y e~ 

lo si la distribuci6n condicional du x1 .. X11 
daolo el valor ola 

lo estad!atica T • t, ltr • Jt 1, .... " t5 J), no dependo d.c o 

para cualquier valor t de T. 

Dcf1nic16n 2. Sea x1 ... X11 
una in.a, da una v.a, X con J,d,d, 

6x 1 ( 1 O J, Se d1cu que una estadlstica T • 1T 1, .... , T, 1 T e• 

suficiente para el padmetro e si la d.d.d. condicional de S 

dado T ea independiente de o, para cualquier estadhtica S 

~1 61 T ea 1uficiente, so dico que las eetad1eticaa esca

lares T 1.,, T, ion conjuntamente auficientoa para D. 
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Ol-1frvo1a que en la dof 1n1c16n 1 •• traducon directamente la• 

i~•H dlecutid•• •ntea 1 

LI eatadfetica suficiente contiene toda la información do la 

nu.:catrA dobrc el pariimctro puesto que una vez conocido el V!. 

lcr de l• eetad(stica, la muestra no agrega información sobre 

el p.:irAmetro. E;i efecto: ¿qué 10 puede inferir sobro 'el pa.

r&rnotro O tle una muestra que tiene una dietr1buc16n c1uo oe 1,!l 

dependiente de U? 

L• dcfin1ci6n l, clora como definicidn, no os inuy Ctil desde 

un punto de vi atol pdctico1 en general ea dificultoso derivar 

' un• expre11tln para la densidad do distribucitln condicional do 

l• muootra, dada la catad!atica. 

L• doUnlclen 2 u• tltil para encontrar cuando una oatadíaUca 

no u auficient•. 

Lo1 ai1jutente1 teon1maa dan herramientras pr4ct1caa de traba-

joa 

Teorema 2.2. Si una eatadtatica Tea auficientu, entonces 

c~alqulor utadfotica S tal que S aea reaultado de una trana• 

fon:i.c1en uno a uno de T, tambU!n lo ea. 

Teorema 2.l. (Criterio do f•ctor1zac16n, o criterio ~e Noy

man) 

Sea x1 .. • x. una m.a. de una v.a, X de d,d,ú, 6xlxl0l, Una e_! 

tadhtica T IT • IT 1 .. T$1 T¡, es suficiente para el par~mctro . 

vectorial 0 si y sólo si la densidad de distribucidn conjunta 

de X 1, , "'°n puede ser factor! zada como: 

11.211 

dondes¡ 1). 

111 

111) 

hlx 1 ... x.l!_O, no depende del parár.1etro a 

g!TIDl!_O, dependo do la muestra x1 ... x. sólo a 

travh de la estadhtica T 

el rango de X.( , .( • 1, •• n ea independiente de 6 

una vez fijado T. 

Observaciones t 

1) 

2) 

Lo1 teoremas 2.2 y 2.3 aon poderosos para construir ost!_ 

df1tica1 auficientca y para anc1l1 zar cuando unc1 outnd!1-

tica ea suficiente o no. 

Ndteee que la expreeitln (2.21) es exactamente la funcidn 

. de voroaimiUtud, por lo que el tcorer.ia 2. 3 podía habor

H referido expreumente a ello, y cambiar (2. 211 pors 
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ll 

- - -

J) 

1 z. ff) 

Dll acuerdo •l toorema de factorizac16n (e incluso a la 

propi.i doUniciCln 11 cualquier m,a, tiene al monoa una 

estadt•tica •Uf !ciente i la propia mueatra. En na te ca• 

rJ!•mplo 2.1. Siguiendo el mioma caso do loa ejemplo• l y 2, 

la n.a. x1 .. x0 
de una donsldacl de cllatribuci6n nomal Nlu, •'J, 

tenla func16n da verosi1>il1tud (2, 15) 1 

dondet 

1 11 

·:-r ,~,'«:. µJ 
t ta ~ 

1t.2J) 

U.141 

T • [T'] [ i~I ti] 
T l ~ t. 
1 n 4•1 ~ 

12.15) 

poa el teoHma J, l• eatadbtica T eo auficlenta para ·el par! 

.. uo • • 1~.•' 11
• 
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Diatribucio11oa que poseen catatlísticae suficientes 

Se vi6 que la muestra ea eiempro una eHtalltstica suficiento 

p•ra el padmatro 8 do lo distribución que la generó. Esto 

es que x, .. Xn aon un conjunto de estadísticas escaltircs sufi

cientes para O. La primer pregunta quo surge es si no h.:iy ª! 

tadlsticas T • IT 1, .... , T5 1T con 5 < 11,suficlc11tcs para O. 

La respuesta a esta interrogante es que hay distr1bucionca 

quo et pouoon esta propiedad. Una respuc&td c>etcm1a y (orm01l 

quedA fuer& del alcance de este trdbajo, por lo que se pccse!! 

tad un resultado general, de nuzurbazar (1976) que es exto.11• 

sion de un primer resultado de Koopman y Pitman. 

Octlnlci6n, Una estadlstlca suf1ciunto T • 1T 1 ...... T4 
I T es 

T ~ ai para cualquier eatadtotica auficient• 5 • ls1,., • 5~ 1 

resulta .6 ~ i\. Esto ea que no hay otra eatadlatica auficie!l 

te de dimenai6n 1>enor. 

Toorem• 2.4 (lluzurbazar (1976, ref (29)). 

sea una familia de distribuciones con d.d.d. 6xl•IOJ depen· 

diente de un parámetro vectorial 0 e O (intervalo no degener! 

do de Rkl, Si ae aaume que el rango de voriaci6n de la v.a • 

X (el conjunto :C de (2.16))no depende del padnietro e, Y 

exiaten lH dertvadaa de 20 orden a1¡¡aoj al IJ • 1,1, .. ,,~J. 
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lntonce• 

u la familia lxl•IOI admite una estadhUca mlnima de 

di• • V p•rA el parlmetro 81 p•ra cualquier 0 t 9 y toda 

raueetra 

~·~·¡ 

aleatori• de largo n > u ai y a6lo 1i 1 

LL U¡lolV¡l•I • Al•I • e1o1] 
t 14 ~ • ~ bl 

12.161 

U¡ son func Jonee do O linealinente tndo¡iondlon• 

tea j • I,.,, V 

ca funci6n sólo do 

V j uon funciones •Ólo de X, 11nealmunto indopc~ 

dientce • l.,., V 

A oo tunci6n aólo da ' 

d < b (finito• o no) 

U) S1 ae c:wn¡ile i¡uo 6xl•l61 ""de la forma (l.26J, entonce• 

la CJltadbtica T • (T1 ... Tvl T .. ouficiant• y m1n1ma pa· 

ra el pu.Smetro e 

Panda 

• 1, r, ... u 11. 2 71 

Eale teorema aeñ•la la importancia d• la fanilia exponencial 

d• diatrlbucionea. 

J6 

Dobo ain embargo tenerue cuidado, éut11e no aon las Gnicas fa

milias qua admiten estdd1'.sticat1 mínimas con s < n, para sus 

par.!mctroe. Otras dietribucionoe que no cumplen las hip6te

e1e del teorema (por ejemplo X indepundiente do O), admiten 

ostadfstica• mínimas du dimonu.1611 <11, l::n 1.i taUl.s 1 uu ddn 

eetadlaticas m!nimas suficicntl!s para tres dist.ribucioncs im

portantes. Otro1 roaultdtlos du cardct:.or mc'.iu ge1wral 11uu ul 

tcorcrna 2 ,4 se puedan ver en 11uzurbazar (1976} l 29 j. 

---·----·- -
TIPO CE t"Ol~VI DE 111 PAH/\Ml:rro C:n'AllJ:7J'lC/\ SU-

DISOODlOCll tulSll:w:> 00 DIS'11UIJUCICll o t'lCl!NlE l'Af\'\ O 

n 61• llu,2•1 Ti 1 
fu-a .. ~:'~l••aJ _m_ Unifor1111 'léi [~] [ mfo \]M ... 11 

1111h: X¡ , ,, 
---------· 

h~ál 
\•O 

¡(x lln,olT • ~ ~ 
.... 

ln~«ml 

[:] [~" "x, r·"" l·w<n<ml 
lu>OJ ¡¡ .~, )( o 

------
" 

Lfi~mW 
l•·ul 2 

11 

·1 
61• llu,a21 TI ·-'- ~-v 

[:i] 
1 
;¡ I 

olrn i-1 
(-<»<x<ml 

11 
r!. /1 r. 

l•I • 

TABLA 2,1 

Eetamo1 on condiciones ahora de proponer un resultado general 

»obre la varianza mlnima de un e1timador inaesgado. Este re

aultado e1 una 9enerali1aci6n al caao de vario• par:lmutroe 
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del conocido ruultado de Cramcr•Rao, con doa goneralizacio• 

ne• po1terioraa1 una de Rao-Blackwell, y una de Rao. 

T"<>rom• 2.5. Gencrelizac16n do la coto de Cramor-Rao. (Ror IUll 

Soa ~, .... ~. una m.o. de uno v.a, X do d.d.il. &xl•I Of. So• 

L(1 1 .. 1.,IOI la func16n de verosimilitud Je la muoatra, 51 se 

cwnplo que: 

•l Exhte un ea timador ; • (; 1 .... ; .\) T inaoagado, Je la fu!! 

T 
ciOn l (O)• (t 11oJ .... r.\(O)J con matriz de covarianua 

c.iv (;¡. ((;•t(OJ)(;·t(OJ)TJ 

b) Edite una e1tadhtica T • ( r1.,. T5J T auf1c1ente para o. 

e:) tia cumpla i¡ue (condiciones de regularidad) 1 

Entonce•• 

u Edite un utlmador insc19ado ; ' de T ( 8) que de pondo do 

la auoatra 1610 a travh da la utadlatica 111Ucient• T, 

tll que1 

2) 

)8 

1 cov ¡;• ¡ ~ cov ( i. 2') 

para cualquier cotimador T inoeo9ado do t (9), 

(decimos que do• motricoo A y 8 aon A ~ 8 # 8 • A ea 

positiva aemidefinida). 

Si ae llama V• la matriz (d.;.jl • ( ª'.;.¡ . J¡<.•I ... ~. 
ªº j J•l ... k, 

untoncaa1 

(t. 291 

Donde la matrii oa la motril da informaci611 do Fiohcri 

(!,JO) 

En cuo que J sea singular, en (2.29) ae pone la Inversa 

generalizada de J (ver 1 u¡). 

Comonlorto111 

1. Sl teorema eatmblooa qua ai existe un e1timador inao1ga• 

do y una eetad1stica suficiente, existe un estimador in

aesgado 6ptimo en el acntido de varianza mlnima general! 

uda 1 que diocutiremo1 enseguida. Ese estimador 6ptill0 

H func16n dempre de la eatadhtica euficiente. 



a. 

)9 

El Mentido de la •optimalidad" del u timador ; • es como 

e19uo1 

•l de (2. 281 1e deduce que los elementos diagonales de 

l•• rn•triceo cov ¡;., y cov (T) quo oon respoctiva-

mant.e va• ( r ~ ... ), V4< Ct..:l cumplen a 

11. ll J 

luego, cada estimador t ¡ do ti (O 1 (escalar) es do v:· 

rlanza mfnima ruspecto a cuillquier otro odtin.:idor ti 

de f¿lel,si este dltlr.io os lnscns~1ado,De aqu( se de! 

prende que 101 estimadores ; 1 ion loa estiinadorea 1!!, 

aea9ado1 de varianza mfoima por a i .. funciones T.¡_ I e¡, 

b• t:xiate una cota mlnima para 101 vari•nzaa \14.ll {; 1), Y 

Hti dada a putir de (2.29) pori 

12. HI 

e• 1!1 elip10J.da d• concentrac16n dol a•tim•dgr t' ••ti 

contenido dentro del elipsoide de cualquier otro e1• 

timador insee9ado T. 

di H•lr' un 1Upaoide 1dnimo de concentraci6n que liem· 

pre Ht6 contenido en el de t •, lr' en •l mejor de 101 

3. 

~o 

casos coincide con étito,y es al que corresponde la 

matriz o j 1 or. 

e) La varianza generalizada !lo Wilks1 detlcov[;'J) de! 

estJ.mrJdor ; • os menor o iCJual quo la do cu.Jlquior 

otro estimador T 1nscsgado de t 1 e J • Hay una cota m! 

nima para eata varianza, quo cas 

IZ.HI 

En la. fi9ura 2. 5 ee han dibujado elipsoides de conccntr!, . . 
ci6n arbitrarios para los eetimadorea t', T, y el mtn.imo 

eUpeoide de concentraci6n. 

'1'°' 
Figura (2. S) 

El cu.o que mh no1 intereoa eo cuando oe eoUma el pa• 

r&Ntro e. En ••t• c••o, llamando ; •• O• ' ; • e y 



t(8J • 1, lu relaciont11 (2.28) a (2.33) quedan como 

cov 'ª ., ~ cav i61 12. 34) 

cov 16•} ~ Jº' 12.H) 

vu ( ¡; ~ 1 ~ va~ 1íi ..:1 1z.361 ... 

va~ 101) ~ 1 a·' ju 1 z. H) 

vlllm.C.1 
,¡;, • 1ltt j 'J.' 1 1 z. ll) 

HtU1t1e c¡uu 101 elt:rncnto• dia9onale1 de la matriz do informa-

.clt·n ru•ultan •n virtud de (2.37) y (2.36) cotAB m1nimas paro 

lar varianza• do la cstimac16n inaes9ad:. de lo• parámetros. 

A 

IJrf 1nlc16n. Un eatiawodor t* lnseagado do t le) .. dice de ~-

rlanzo mlnlma a1 para cualquier ea timador ~ ina81gado de t 1O1 

au cwnple 

cou ~ cav (t) 1 !. l9) 

1t.1f ,el t.eorcma 5 lo que oatablece ea que ai exi»te un os tima

dor 1nse1gado da 1 IO) y uno oatadlstica 1uficiento de e, el 

eaUNdor de varianza mlnlma oiempro 01 una func16n de la ee

ladlaUca auUciente. 

Delin1c16n. 81 el HUNdor ; • da varianu mlnima de cierta 

funci6n tlO) alcanza lA cota d&l teorema 2.5, es decir •i 

cov(~•) • O 31 vt entonces ~· se llama de cota mínima de va .. 

ti!!!.!!· 

Obviamente es muy import.mtc podar construir un estimador in

sesgado de cota m1.nima de varianza. Oc la dcrnostrac16n Uel 

teorema. uo puodu deducir ol si9uicnlu tuoruma, quu vurumoa 

sólo para el caso de estimadores dol par.1motro o. 

Teorema 2.6. Existencia del estimador de cota mtnima de va

rianza, ver' rof, l 261 

Sujeto a la• condicione e de regularidad del teorema 2. 5, oxi!!_ 

te un eetimador e•1nsesgado de o, de cota m1nim• de varianza 
a tog 11x 1 .. x.10) 

Si y 1olo ai 11 puede expreaar la en la 
ae 

forma o 

l
a tog L l•, .. •.lo) Ir IA I 

· • A 1 o) o• · o 
ªº 

1z.401 

Si (2,40) oa cierto, la m•triZ AIO) eo la da inforonoc1611 de 

FlBhora 

Ale) • d 1z.41) 

Eficiencia de un estimador. Un estimador es eficiente si e1 

el da cota mlnima. de varianza. Para grandes muestra•, •• d! 

Une la eUc1ench de cualquier eotinoador (respecto del eat! 



madur t1ficiuntu), como el invurao do la razón dul n11muro do 

•u.matra• dul eatitnador en cucsti6n y del estimador eficiente, 

nec:aa•ria para que las varianzas de amboa a11an 1gualea, E• 

deuir para quo 1ean igualmente preciaoa. 

~1puto de la mcltriz de informaci6n do Fisher 

L• matril du Jn!ormacJ6n do Fisher 01, auqOn (2,JO)' 

1 
HDtl L ,., .. , 101 r 3lo9 L ,., ... 101 1 

• [ 1- 11 1 1 " 1 
ªº . ªº 

,l.1•jo comlicionca de regularidad quo permiten intercambio do 

do11v•da rospecto O e intc9raci6n en el dominio :C do loa 

n.uc·atrao 1 x1 •• X11
1, y existencia de dorivadaa 109undas do l• 

funci6n do voro•imil1tud respecto 101 par~metroa O.(' so puo• 

de demostrar quo1 (llamando l • l 1x1 .. X11
10I 

3• ffl.!. !L.!. !!..JI .l,j . r ... k 11.HI 
Lao,taoj 

1 
3 •• ([1~1 1 .i, j • 1 ... k lt. 4JI 

3º•ªº1 

l.• upraa16n (2,0) aor4 on mucho• c110• m4• tac11 de man1p!!. 

l•r que l•I eapre1ione1 antariore1. 

Ejemplo 41 Ejom¡>ll!icaromoa alguno• do los concuptou Gltimoa 

ai9uiendo el mismo caao de loa ejemplos 1, 2 y 31 x1 .. xn eo 

una m.a, de X con d,d,d, normal 11 lu,o1¡, 

Hablamos viato que 

Calculemos la matriz de informaci6n do Fiaher 3 1 

11.451 

derivando (2,45)1 IX. 

¡ a1 
lt9 L • • n J !.JE.1J:. • • n 1-¡¡! · ul 

3u ;;r Mlo21 -r 
3t't9t¡ " :Elx< • ul 

1 

alol ·1c1·~ 



• • E [~ ~] '""' 
SJ. querumo1 ea timar 11 par4metro e con un e1timador O, 14 co• 

t• ¡>1t• lo 1>atrU dt1 covarianzaa du O •• J. 1 aegOn el teore• 

mlo 2,5 (v~r (2.35)), 

luego cov tal ~ J. 1 [: .;. ] 
11 Htim.dor 01 propueato un el ejemplo l ea1 

¡ •. 
1 

n· 1 
" t 

.i.•I 

1 n 
, •. - - t 

t " i• 1 

( 2.471 

1 t .01 

E• claro que Hto eetlmAdor e• inH•gado y Ht& en func16n d• 

la ••tadl1tica 1uf iciente. su matr 11 de covarianza1 e11 

c•v 'ª •J 
[ 

1 l 2- o 

• : 20' 

N·I 

"·"' 

Se puede demostrar quo para cualquier otro estimador insesga

do O de e ea cov <0•) ~ c.ov {O}, luego ea el estimador de va

rianza mlnima pero no alcanza la cota de mf.nima varianza del 

teorema 5. (comparar (2. 49) y (2,47)). 

Habiendo visto algunas propiedados do los estimadores puntua• 

les de par4mutros pasaremoe a ver en los doa párrafos que ai• 

guen, dos mótodos clásicos de estimaci6n r Máxima vorosimili

tud y Mínimos Cuadrados. 

Como hasta ahora, soguircmoe suponicnJo que ae h11co estima-

c16n de parámetros 6 funci6n de estos poseyendo la informa-

c16n '• prior!etica• del tipo de distr1buc16n de la muestra. 

2.if EstlmaclcSn por m•xlma verosimilitud 

suponqamos que X 1 •• \ 1 
es un conjunto ele variables aleatorias, 

con funci6n do verosimilitud L 1•1 .. ~"JO l. Recordemos que la 

runc16n de verosimilitud ea la densidad de distr1buci6n con

junta de X 1 •. Xn' ¡iara cada O e O, 

supon9amo1 por un momento que el parámetro e1 conocido 8•80• 

La probabilidad de que la ob1orvaci6n resulto en un lntervllo 

alrededor de un valor particular X J •••• X~ e11 



En la U9ura (2.G) ae h• dibujado ll•JB), poro n • 1, la pr~ 

llablUdad ,...ncionada Ht' repruontada por el &rea aoml>read~. 

Lhlt,I 

~'igura (2.6) 

'Obvlamontw ul valor mb probable alrededor del cual se encue!!. 

tr., l• ob1orvacien x1, ,X" e1 aqu61 do mayor de111idad, eo do

cii: para el cual l IX 1 .. x.Jo
0

1 ea mbimo, 

Ahora proct?doremo1 al rev'5a. El parAmutro e es dosconocillo y 

la ob10rvacitln t 1 .. t n do las variables •leator ias X 1 .. , X11 es 

conocida, Conociendo la Corma do L 1•1 .. 1
11

1 O), la func16n de 

vero1imil1tud c1 una fam11ia de funcionoa paramotrizada en o. 

La •h1cciOn de un valor de O un particular determina uno run

c&l\n. Parece una elocc16n 6 a1tim11ci6n raaonabl• de o, la d• 

conaiderar como ou valor aquel 8 que haga que la observaciOn 

11 , ''" •H ~. probable en el oentido que de todH lH funci2 

nea de la familia, L 1< 1 .... lel 1ea la que tenga d valor mb 

alt.o en la obaervaciOn .: I • '"n' 

48 

LI• 11) 

Ll!!'.l!- .. ,, .. 
~ , 

Figura (2, 7) 

Esto, por supuesto, no es más que una justificac16n huurlstica. 

Definiremos. en seguida el estimador do m~xima verosimilitud Y 

ao moetrar4n algunos reeultadoo generales aobre las propicd4-

dca de esto m!Stodo do estimac16n. 

Hiat6ricamcnto ao atribuye el m6todo a Pisher, pero una prim!:!, 

ra utilizaci6n del mt!todo so puedo encontrar en Gauss (lBO~J, 

arribando al método do mlnimoa cu•dradas (Método que veremos 

en la siguiente secci6n) a partir de m5xima veroeimil1tud pa

ra una funci6n de verosimilitud de una m.a. do una diatrihu

ciOn normal N 10, - 1-1. 
hit 

"De•orrollaremo• ahora la• aoncluaion"• que (•• deriv•n) 11• 

9uen de esta ley, E• evidente, que (ea neceaario) para que 

el producto• 

· Í ~ ,· hhlvv • v' v' • v• v• • .... ) 



&eu WI lllaillD, qua la suma 

vv • u•u• • v" u"• etc,, 

lle vuelva un mf.nimo. Entonces, eso será el más probable aia• 

tt:ma do v.iloros de l.:1a cantidades dcoconocida• p, q, .i¡, 4, 

et,·, en ol cual l~ sum4 do loe cuadrados de las diforcnciau 

entre loa valores obsurvaJos y computados de las funcionas V, 

V' ,V", etc, ea un m!nimo, ai el mismo grado de precisión so 

~·ruul!IQ un toda1 las obeurvacionoe• (Causa, (1009)) ,l2ll , 

~H.!!~!.~· Sea L IOI • L 1• 1 .. • 11
101 la funci6n do verosimi· 

'utud do las v.a. x1 .. x11 , en la observaci6n 'I .. '•' dcpendie.!l 

te do un parirnetrn O• 10 1 .. okl T desconocido¡ e e e conjunto 

do valoru1 po1iblu1 de B, 11 e: Rk. 

S• .SeUne e • io 1 .. okl como el eatimador de mbima vqrouimil! 

tud de e, 11 oe cumple que 

(1, SOi 

N6ttJ1• que ••una funci6n de la• v.a, x1 •• x"1 8 • 81x 1 •• X"I, 

'i u a 1u vea una var table aleatoria. 
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Ecuaciones de mtixima varosimilitud 

Con esta definición no es 11eguro que el supremo oea alcanzado 

en un punto interior do a. 

En general va a ser más tumcillo trabajar con el lo')aritm<.t de 

la funci6n L 1O1 quo con ella misma. Maximizar L 1U1 equi va• 

11.! a maxi~izar log L (OJ en la euposici6n cierta que LID) > O; 

supongamos ahora que O es cerrado y lo!J L 1 O) ea difcrencia

blu respecto O. La bOequoda de m.1ximos se rostrinye a la 

frontera y el interior do O, Si el mSximo e•tS en el into· 

rtor , eato debo sor un punto estacionario con matriz llcssia ... 

na negativa scr.i.i ... definida. 

atogLl•1 .. • 11 lell -·O 
(condiciOn noceuaria) _ 

ao,: O•O 
.i•I ,2, .. ~ 

a
1
tog LI• .. • lol I 

(condición suficiente 1 11 
"' < 

pora ser mSximo re la· { ao .ao. o.o'1 
tivo) "' 1 

i,j•l,2, ••• k 

12. Sil 

Incluso ai se asume que el supremo so alcanza en un punto in ... 

tdt.lOC' d• O, l•• oct.111cJ.ano! da M4Mltnia Vc;1tUliltntllt!!.!!, U1SU 'i 

(2.52) no aseguran que el estimador de m.1xima verosimilitud 

sea el Onico mbimo relativo en O. La• ocuacionee (2, SU y 

(2,52) aon neceaariae1 O debe cumplirlas, pero pueden haber 

otro• valore• de e que lao cumplan y que no Han el que co

rreaponda al mbimo ab1oluto, 
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Cuuulu ~•iatdl\ otil•dtatic.11 1uf1ciunto1 ml11ima1 d• dim S < n 

pu•den aattgurarH1 c<mdic1one1 de suficiencia& 

H~llimn v~rosimilitud cuando existen estadísticas suficicntesa 

Su,>ondroino• quo "1 eatimador de mblma voroaimllitud 01 inte

rior• o y tog L lo) e1 dlforenciaulc. 

•) Si cxiatu una elitadS:utica auficicntu T entonco1 ol csti-

••dor de rnhlma vorolimilitud 81 funci6n de lo e1todht! 

c1 auficiante. 

tn eft1cto1 

Por el criterio de factorizac16n !teorema 2,J), 

lu190 

lag Ll•, .. •.181 • tog glTjO) • tog 111• 1 .. •n) 

COIQO to9 11• 1 .. •nlOJ ea di!orenciablo reapucto o, 

to9 9 ITJ8J tarnb16n lo ea, y l• condici6n naeuaria 

ca.su qu•d•• 

! log 9 I T JO 11 , O 
~o. • 

I 8•8 
j • '' •• ·" 

11. SJ) 

b) 
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uo tunc16n dOI X 1 •.X• •olo a travh de lo uutddht! 

ca auficiente T, 

Si oxiate para O una estad!stica mínima suficiente de 

dlm • v para todo n > v, cntoncoa lau condiclonuu 12.51) 

y {2.52) (ucua.cionos de nkixima verosimilitud) uon ou!1-

ciontos1 hoy un único m~ximo rul~tlvo do LIX 1 .. x.loJ 

quo ea máximo absoluto y corresponda 111 estim.,,dor m~ximo 

veroafmil. 

No veremos l.:i dcmostraci6n, pero so b.1s11 cm que en c:oo1u 

condiciones, por el teorema 2.4, la funci6n do vorostmi-

litud debe ser de la familia exponencial (la ~ del teor!! 

ma 2.4 os rnultivariada1 X •IX 1 .. X,
1
1, luego,conocid> la 

forma es f~cil ver que hay un solo extremo relativo y •.! 

te correaponde a un m:lximl>. 

Hay otras propiedadea que poseen loa oetimadorea <.lo máxima Y! 

roeim111tud, en 101 •iquientea teoremas 110 encuentran alguna• 

de ella11 

Teorema 2. 7, Principio do invoriancia 

,,. ""' ""' T 
Soa 8 • 1B 1-e¡) el eotimador de mlxima veroaimilitud de 

8 • 1e 1-ekl 
1

• 



• 

Sl 

ha tlOI 11na tronaformaci6n tra + if (con 1 l!S!kl, entonen . 
el ••timatlor de mbima veroaim1Utud do tlel ea tlol. 

Oo acuerdo • eata propiedad, para eatimar el valor de cual• 

qu1•r func16n conocida do loa parAmotroa alcanz• con e1timar 

el. valar da loa parámetroo. 

T~o.-~ma 2. e. Opt1mal1dad del estimador do mbima voroaim1U• 

tLd, 

Siempru que exiata un estim.:idor ineeu9ado de oota mtnima de 

, v1rian1a del par;\metro o, e ate ea timador ca adcrn~s ol ea tima

dor de mbima verosimilitud. 

t:ato teorema muuutra que p.ira encontrar estimadores inscaga

do1 de cotd mtnima de varianza,alcanza con investigar el ost! 

m~Jor de mSxima verosimilitud, El problcmo ca que en qeneral 

no hay eat1madorc1 inse19adoa de cota mlnima de varianza, 

llh aGn, el eotim•dor de máxima veroaimilitud por lo general 

no •• tn11u19ado. 

Lau propie,laJca )'4 nu.:ncionaJda del cutim.:11.lor do mj,xima veros,!. 

militud ion muy importantes, pero quh& aean más interesantes 

en nue1traa aplicacionea posteriores las propiodadc11 asint6t! 

C•R para 11 • • •• decir cuando el nt1mero de ob1arvacione1 cr! 
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Teorema 2.9, Consistencia 

Sea .'(,, ,Xn una muestra aleatoria de una v.a. X con d.d.d, 

!xi t 1 o J, 

Sea en el estimador de m~xima vero•imilitud de ~ para la mue.'!. 

tra de largo n1 consideremos muestras crecientes, ea decir 

n + •, en.tonca• ºn converge a O con probabilidad 1, ea decir1 

(La prueba oe puede ver en 14311 

Tcorcmo 2.10, Normalidad aoint6t1ca 

Supongamos x1 .. xn una m.a. do una.v.a. X con d,d,d, dxl•IOI, 

Entoncos ,para n + m ol estimador O" de máxima verosimilitud 

de Ooconverge en distribuci6n a una variable aleatoria (mul

tivariada por aupueoto), de media e y matriz de covarianzaa 

J01 donde J ea la matriz de informaci6n de t•iaher, Eato us1 

.. düt. 
ºn 

otra forma lltil de poner esto resultado es que 

(t. 54 I 

( t, SS) 
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do1do 3 • !. 3 eu el valor promedio por mueatra de la matria 

de info•n11~16n do Fisher. (luego J · 1 • n 3 · 1), 

C•t.ia doa Qltimau propiedades hacen que el estimador do mc1xi

n1.1 verosimilitud ªº"muy atractivo. La propiedad de consta .. 

t.oncta •ae9ura quo para muestras crecientes, para qrandes 

S11\M1tra1,el ostim1.1dor co~verge al parámetro quo so eetti eeti

m.1ndo. 

Ld Qltim4 propiedad establece en que forma se da esa conver .. 

~011cl1. Aslnt6tlcamcnte In + ••) el •utlm•dor cst4 normolmen

te cUatribuido, Se ilscgura que tiende a sor inscsqado y a\ln 

'cu.md-) lJllr.l pcquuri.ls mueslras no sea do cota mínim.l d~ varían 

1a. 11intdtica1n1Jntu patiec aicmpre laa propiedadca 6ptima11 do 

1e•· inaes9.ido y tender a la cota mínima do varianzo. del teor! 

ma 2. 5 (cota de Rao) • 

En 01te sentido es as1nt6ticamente tan bueno como puede lle• 

'l•C • eerlo un e11timAdor, por ese ae dice que e• el mejor ea• 

ltruu1ur n<11m.1l1111i11Lu 1ltutrtlH1l1lu. 

El,·mplo 5. Si•JUiendo el caso do 1011 ejemplo• anteriore1, pa

f u x1 .. x0 
una 11.a. de d1str1buc16n nonnal N(µ,o 1• 

El logarttJno do la func1en de verolimilitud era1 
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Luego para encontrar el estimador do máxima verosilimitud (e!!, 

mo la diat. es normal el teorema de unicidad 11se9ura quo la 

1oluci6n ea tlnica, ver ec.2.SJ): 

lli.Lll • O=>. ;;;Ta~ . ao' 0 , 

entoncea e1· ea timador de m~xima veroe1m111tud de O • (µ ,u 2 J T 

811 

[ 
:. .. 

l.:,!....! 

n 

1 n n 

l~ 1 1 '< . .:~ 1 ~, i 

recordando el ejemplo l este eotimador !!!!. es inscsgodo, sin 

embargo es consistente y • •. asint6ticamente insesgado. En 

virtud dul taoruma 10, uu matri;i do covorionzau l'Ara n .... ,,. 

la propia matrta do tnformaatdn l(¡uu cahn.ali1mo• en el •jumplo 

4) luego 

• [ z (O )~ !!.... 
n n 

o ~l 
n 

cov 
para "+. 
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2.'i t:1tb11i1clón par mfnlmas cu1drado! 

•lloro de tudoa estos principio1. ol nuestro ea ol rn.111 aimple1 

poi· lo• otro1 nos vertamos conducidos • loe m4a complicadoa 

c.IJculo1• K.F. GAUSS (1809). 

2.! .• 2 Hfnlr.ios CUJdrados Y el modelo lineal 

t:l mdtodo de estim1ci6n por m!ntmos CUtldrlldos ce uno do los 

mh (Jodorn•o• y utllizudou. Esto m~todo tiene sentido tanto 

en un contcxto detormin!stico como estoc.1.etico, Lo introduc!. 

1cno1 tm toma dutunniniutica y luugo uaturliarcmo• au ¡Jroct .. 

ltdn h1ctendo 1upos1ciones de cadcter Htadfot1co, 

Supon9alll01 que te11cl'los una m•'1nitud ji que depende de las maq

n1tudea X'- 1 travlis de un modelo te6rico1 

!j • O I ~ I • , •• • e p {p (Z, 561 

liUJ>4>n'Jllno1 •hora que 1u desconocen 101 par4mctro1 fJ l.., 

.4 • lt ... p. pero 1v conoct!n loa dato1 •.t.l•, y ob1ervoctonca 

•y• ( .. d1c1one1) de la voriable ¡¡, que modolamo1 en la forma1 

( z. s 71 

Donde e repr11onta un error. Si para d1at1nto1 dato• hacemo1 

sa 

mucha• obaervacionea Y,¡_• ./. • l ... N1 

o •./. • e, 1 p p ~ 
./. • l ... N 

Llamando1 

[ 
;1] 

V • : 
V,y 

1 O ·[ ~ll e ·[~l]I .t./.[~:] X• ¡~:1 
6 p e.v •,v '11 

Se ,puede poner en forma vectorial a 

V • XO t e I Z. SI I 

al que llamaremos el modelo lineal (por razones ollvias). La 

matriz X es de da toa, el vector O es de parcimetros, e. de err2 

rea, y Y de observaciones. 

Conocidoa loa datos X y las observaciones V, so trata de est!, 

mar ol parámetro O, Sea 8 el valor cot1mado do O, ndtcoo que 

de acuerdo a (2 .56) el vector predicho por el modelo tedr1-

co 111 

v • xii (t. 591 



Ll .... r .. 101 ruiduo1 de la eatimaci6n la d1feroncia entre el Y! 

lo~ obHrvado de V y el valor 11timado1 

1• V • V • V - X 

Oe1'1nimos el eatimatlor O do mínimos cuadrados de O a aquel ea• 

Uuador i.¡uu minimice la auma de 101 cuadrados do loa roatduoa. 

Si llamamo1 s181 • esa .w.. para el eatim•dor ¡¡. llendoa 

11ntonc•1 

A 

u 
s 1ii1 • t 

~-1 

s101 • IV - xii1 11v - xii1 

Luego el uti,...dor O de mínimo• cuadrado• •• tal que 

SIOI 

1r.61 I 

1t.u1 

12 ~ 6l I 

11i1i.,on9an.o1 qua 9 i1 aP, entonce a pürn encontrar O dor1varnoa 

S IÍi 1 rupocto ¡¡ 1 

as1~'I- A• o ªª 8•8 'i."' 
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Lae ecuaciones (2. 64) ee llaman ecuaciones normales, m~a ade

lante justificaremos su nombre. Siendo S ¡ii 1 una forma cuadr! 

tica,el O de (l.64) debo ser forzosamente un mínimo. SI XTX 

es no aingular1 

12' 651 

Luego este es el estimador de mínimos cuadrados para el. mode

lo linoal (2.50), Hl mótodo ha utdu uti1izndo duu1h! l"l!IS 

cu~ndo fue introducido por K.F. Gausa. Ya vimos en 111 sec

ción anterior como arriba a este m~todo por consideraciones 

probabll!eticae, pero Gausa va mucho m3s alU. 

"En conclue16n, el principio d.e que la suma de cuadrados de 

las diferencias entre los valores observados y computadas de .. 

be ser mínima puede, en la siguiente Manera, ser considerado 

independientemente del cUculo de probabilidades, 

cuanclo el ndmero de cantidacle,s desconocidas es igual al nC1rr.uro 

de cantidades observadas que dependen de ellas, las anteriorc1 

pul!Jun ttur dutur1ninJddu uxactamuntu p.uu uutiaf.JCl!l" l&au <Utl .. 

mas, Pero cuando el ndrncro de las primeras ca inferior al de 

las Qltimaa, un acuerdo absoluto no puede ser obtenido a menos 

quo Íos observaciones tengan una exactitud absoluta. En e1te 

caso debe tenerse cuidado para establecer el mejor acuerdo po• 

1ible, o d11minuir lao diferenciH tanto como 1ea poaible. • • • • 
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•••• Notando las difort!ncias entre las observ11cioncs y el c4! 

culo como A, ~ •, li" ,' etc, la primera condic16n ser& satisfo• 

ch1 no aolo 1i 66+ 6 16' + 611 A" +etc, es un mínimo (que ea 

nullitro p1· incipic•) , sino también si 6 '+ A' 4 + 6 114 + otc, o 

A
6

• .\'
6 • ó"

6 • etc, o en general, si la suma de alguna da 

lai potencia• de exponente par se vuelve un mtnimo. Pero de 

todos eotos principios el nue11tro e1 el rn~s 1implo1 por los 

ot:.['OI nos veríamos envueltos en loa c4lculo1 rná1 complicados• 

K,J', GAUSS (1809) l 2JI, 

2. •;. 2 lntureretaci6n qeor.u1trica 

Co100 x1xo • XT V, oe deduce que1 

X T 1 Y - XO 1 • O ( 5, 661 

( 5. 611 

&1 decir que el vector de residuos es ortogonal al espacio 9! 

11e1·ado ¡)ar 11u1 columna• do X (de datou). 

1:aLo •v Llobc 4 que 1icndo V • J(O una comb1nac16n ltnoal e.lo 

laN colWtmaa do X, al e&timador de mínimos cuadrados ca aquel 

do11de e Te e• mlnimo, e• decir que la noma 2 del vector de C! 

etduo1 1e• alntm•, 
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t'iyura ( 2, u) 

Naturalmonto os da todao laa combinacionus lineales de co .. 

lwnnau de J( la. que mejor aproxima el vector de obuervactones . 
Y, entonces Y es la proyecci6n ortogonal de Y sobre el espa-. 
cio generado por lae comumnos de X. 

Por eeo el vector de rceiduos es ortogonal al espacio .A(.IXI 

engendrado por las colwnna11 de X. 

El vector Y de observaciones se descompone asl'. en dos campo .. 

nonto 11 

Y e.MI XI, y ce.l IXI (complemento ortogonal de .A(, IX) 1 • 

A esto deben la• ecuacione1 (2.6t) su nombre de ecuaciones "º!. 
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2.5.J Enfoque cutadístico 

a) Errorc1 indE"µendientee 

co,10ldcromo1 el modelo lineal (2. 50). Formalmunte lo manten

t.ln:omoa como antoa, pero Con ttlgunas suposiciones del tipo ea .. 

Suponernos que las obsurvacionea Y son generadas por dicho mo

delo, dondu el vector e es un vector de variables aleatoria& 

•e • (e 1 .... tHI r, la matriz X es de datos y es independiente 

del. v1:ctor t, el vector o ea un vector de par4metrua dcscono-

clcto1. 

T~<•re1>.l 2.11. (El eotimador de m!nimos cuadrados ea inscsga• 

lloJ. 

Si el vector· t tiene media cero (E ( t I • O), el ea timador de 

En etecto1 

po~ (!.651 
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do dondo1 

Elol • e • E(1xTx1· 1xr e(• e • 1xrx1· 1xr Ele! • e 

E (O I • O 

Teorema 2.12. (Covarianza del estimador de mínimos cuc.ldrados) 

Si· el vector de erroroe tiene media coro y matriz do covarian

zaa cov (e) • f(e •TI • o
2 l (donde 1 es la matriz id6ntJ-

dad) entonce"' 

l) 

21 Cua.lquier otro estimador 1nsesgddo lineal en las obser-

vacionea V tiene matriz ds covarianzas cov (O) tal quo 

En efecto1 

E 16-01 10-01 r 

cov Col ~ cov Col 

• E11~Tx1· 1 xr e ,r x1xrx1· 11 

1xrx1· 1 xr Ele/1 x1xrx1· 1 

• 1xTx1· 1 xT a1 l X IXT x1· 1 

12. 69 ( 

lo que mue1tra h pr1110-
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ra parte. 

~ar• la ae9unda parte 1 

• C V ¡ pua que sea in sesgado E (O 1 • U E (CVI • O. 

U. 70) CX9 • O para cualquier O, luego CX • l (2, 711 

e ~o-o 1 (O ·U 1 • . Tl E [1cv • O 1 ( CY • O 1 T l 
f [1cv CXO) ICV • CKOI 1 ] po.\(1,701 

CE [1 V • XO 11 Y • XO I T] C T 

. 11 1 e cr 

(por 2, 71) 1 

como 

v•rte. 

Do acuerdo a eato1 teorcma1, cuando ol error e. tiene media C! 

ro y covarianr.a o11, el estimador do mfnimoa cuadrados ca, do 

todo• 101 e1timadores lineales insoagadoa aquel que tiene va• 

rlanH alnlm• (en ~l ocntido de U. 69) 1. 

Se l• dan"'11n• entoncea el MEJOR ESTIMADOR LINEAL INSESGAOO 
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(en la literatura in9leso1 DLUE), 

Debe notarue que no se puedo saber si es el estimador do cota 

mínima de varianza pues no se ha hecho ninquna euposic16n adn 

sobre ol tipo de densidad do distribuciOn. 

Atln cuando se puede asumir· la indupcndunciil du los errores e .i. 

(y • •. au matriz de covarianzae es dic:11;on.:il), difícilmente &t! 

conocr. de a

0

ntumano su vorianzd o 2• ~uta, de: ucu~rdo a (2.68) 

ea nccosaria para saber con qud precie16n ue estima el p.:irám!:_ 

tro e. 

Por esta razón ea importante conocer un buen estima.dar de o~, 
a eso se dirige el siguiente 

Too romo 2, 13, (Estimador de o 2) , 

Si t tiene media cero y matriz de covarianzas a2 J, entonces 

un estimador insesgado de a 2 es 1 

12. 72 I 

Donde, como antes S 1 O J e TCJ N ea el no. do observacione• y 

p ea el nllmero de par4metroa. 

La demo1traci6n puede verae en l l I, l 37 I, l 431. 
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bl Hlp6tc1ls de normnlidad 

SU(K>llCJ.ul1os ahora que loe residuos t.i. no solo ticnon matriz de 

cov•rldnza1 o 2 J Mino que adcmjs están normalmonto diatrilJui-

"''''• Con uuta aupo1tici6n 110 ¡>uudon dumoutrar algunau ¡>ropio-

d.1•lt!• de m(nimo11i cuadrado a. 

Tuorcmn 2.1'. (Varianza mínima) 

So' el noodelo li"c•l (2. 58), con el vector t normal multiva

rl·tdo N(O, a 2 JJ, esto cs,que la variilblc aleatoria V ca nor• 

mal multlvarlada 111Xo,o 2 1), Entonces el estimador ineoeg•

do de vartan1• niSnima e• el do mínimos cuadrado•. 

En ofcctoa 

Calculcmo• la cola du vo.ri¡J,nza mtnima, para ello debo calcu

lnroo l• 11Atrh de inforrnaci6n do Fisher J , LA función de 

vero1imUitud ea1 

1 T ·::z IY·XOI IY·XoJ 
2a 

N • :1. 1 Y - XO I T (Y • XO 1 . ¡;;r fo 

11, 1 ll 

( 1. 74 I 

12' 151 
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luego 

(2.761 

como ya vimos que cov (O) • o 2 IXTXl- 1, entoncuu este cetim!!. 

dar ee el de varianza mlnima. M&s artn, de (2, 76) se deduce 

que e11 do cota mínima de varianza. 

Corolario. En lae hipdtceie del teorema anterior, r.i!nimou 

cuadrados y m&xima verosimilitud conducen al misfflo ustimador. 

C11to eu puedo tJumoutrar <lu tloy furrn..111: o biun clllcul,indo ul 

estimador de m4xima verosimilitud y observando que coincide 

con el de mtnimoe cuadrados, o tomando ~n cuunta que en vir

tud del teorema anterior mínimus cuadrados conduele a un esti-

mador cficionto e inscsgado. Por el teorema 2.B esto dube 

1or adomh el estimador de mbimo vorosimlli tud. 

Para calcular el estimador de máxima verosimilitud igualemos 
.... 2 "'2 

a cero lao ecuaciones (2.74) y (2,75) en o • ª1.tv y o • ºuv 



{
v' ll 
•z 
o 

. 

(1i x' X ao no singular) 

1t.111 

en rcswnon º.i. v. ~sel de mínimos cuadrados. Esto no es nada 

nuevo, al m4xtmiza1· la func16n de verosimilitud catamos mini-

m11unclo el exponente do (2.73),lucga el criterio do r.i.1xima V! 

roiimilitud es pr~cisaroontc la minimización de la BW!'lil de los 

cuadrado• de loa rosJ.duoa, en el caso de errores non11alea. 

.E1to y.i fue visto en la sección anterior, ca el razonamiento 

qua aigu~ r.auae p.lra llegar '11 principio de rn(nimou cuadriidoa 

pot con1idcracionu11 probabilísticas. 

Debe not•rae adem:la que el estimador ~fiv no coincide con el 

utl1.1ador ~I du ln ocuaci6n (2.72). Si bi~n uint6tlcamcnto 

i1mboa coinciden 111 .. •I, el estimador a;IV de rn4xima veroaimi• 

Utud ea 1c1gado. 

Si la ha estimado el valor dol par.!motro O, o 1ca que se tlo• 

ne 9,•e puoden establecer intervalo• donde el valor real ª! 

U, con ciarto nlvd do confianza. 
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Teorema 2.lS. Norr.ialidad del estimador de mínimos cuadrado1. 

Sea el modelo 11ne•l (2 .58), con el error t normal N 10,0 111, 

entonces el estimador de mfnimos cuadrn.Uos O • (Xr.\l-r xf V 

está nonnalmento distribuido con media O y matrlz de cov.iria!!. 

zAB cov Col • a11x' xi" 1, 

Demostraci~n1 

La .media y la varianza ya fueron calculadas antes (teoremas . 
2,11 y 2,12), lo que queda es demostrar normalidad. Como O 

ea una .funci6n ltnoal de Y que ea normal, ontoncea tambidn ea 

noma.l. 

111i1 

·::: .. ::.:: .. 1\ 
1.,_ __ _¡__._J ___ G__ 

'ü... 1 1l, 
, .. ,,~ 1 

Figura (2.9) 

De a.cuerdo a e ate toorcma, para el estimador O"- dul part1motro 

o.(. oe aabe que su d1stribuci6n ea normal con media e.(. Y va-
2 

rtanza o.(. donde 
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12. 11 I 

Con ª¿¡ el lblmo clemunto dlaqonal d• IXT XI· 1, Para una pro 

bablUJad P, aabcmoe quu podemos con1tru1r un intarva.lo 

O i. !. Ka.( Uonde e l. ao encuentra con probabilidad P. Por ejem 

¡.lo 11 P • UI untonceo K • f. 

En 9eneral1 

SI l¡ eo nomal 1110,.:•ºI uulcntonce• t • 

Lue101 llamando K al nal tal quo 

rqtl! «I • P 

. 
O .·O . 

Pl·K ! __L_i ! KI • p 
•ra:ü 

. 

•• u 1o.'1. 

do uota forma •• conatruye el intervalo O 4 !. K o 4 donde el V! 

lar real O.¿ e até contenido con una probabilidad P, previamon

tu determinada. Para diotinto• valorea do P ae tabularon di! 

Unto• v.lorH de «. 

. 
TllDLll 2. Valorea de K y P para O.¿ distribuido normalm~nte 

r K 

68\ 1 

90\ l. 645 

95\ 1. 96 

99\ 2.576 

Este resultado obviamente es muy dti l para fijar un intervalo 

y uno probabilidad de ocurrencia de O .i. dentro do ese interv!!_ 

lo, La llnica dificultad es que en general no oe conoce ol Y! 

lor do o1 ; y taml>16n hay que estimarlo, por ejemplo con lou 

doe estlmadoreo vistos anterioanente: R2 y ·~.V.. En ol caao 

que estimemoa a2 con R2 aa emplea el siguiente 

Teorema 2, 16 

En lAI mtamaa condicioQos del teorema anterior, 
Jo .• o • J 

c16n de la v.a. t~t '- ea ,( de Student 
S (O J 

ª«~ 
gradoa de libertad, 

La demoatracl6n se puede ver en I J 1 6 en l 10 I • 

la dl•trlbu

con H • P 

11,u - ea el ihimo elemento do la diagonal de 1lx1" 1 

s1íi1 - eo el valor del• funci6n do costo ,r, en e. e 
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(•wn• 110 cu~d, du rualduoal 

M - nd111ero de observacionea 

P - ndrnero de par&metroa. 

tim.ac.Jor d (' dando el valor real 9 l ae encontrari con una pro

b1b1lldad P determinada,, 

Su¡,on1J&t101 quu quurcmou ul inturvalo para PI 

Lhm1ndo 

i. 
' 

Figuro (2.10) 

De la dlotdbucilln t de Student ae puede conocer el valor K 

para el cual 

o • o 
Pll~_i¡ !. KI 

º;, 

lu190 ( z. 'º 1 

y el 1ntuvalo ha Udo h•ll•do. 
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En la tabla III •o tabulan val uros de K, pan un ni vol de CO!). 

fianza P de 70\, 90\, 95\, 99\ y para distintos grado a de 11-

bertad (N • PI de la distribuci6n. 

TAULA III, V.Jlor1rn d1• K ¡i.1r.1 dJulinl11n nfvull•ll do c:1111íln11z,1 
1', y 11r.Hlm1 du liUurtud IN~l'J du (2.UO). 
Tomados du Kendal l y Studcnt l JJ 1, a su vez de 
Sir Roland Pisher & F. Yates), 

~ 70\ 90\ 95\ 99\ 

20 1.064 1. 725 2 ,OB6 2,845 

40 1,050 1. 604 2. 021 2.704 

60 1. 046 1.671 2. 000 2 ,660 

120 1.041 1. 650 1.900 2 ,617 

1. 036 1.645 1.%0 2. 576 

Debe observarso qua para N + m, la dlstribucl6n t (N·l'I tien

de• la noma! N(O, 11, y el resultado os aproxlmable 1•or "1 

teorema 2 .15. Sus ti tuyondo o~ por 
·2 
o~. 

Obeérvose la coincidencia de la tabla II con la Ill cuando 

(N • PI + •, 

Pudiera ocurrir que se desconozca la dJstribuc16n de loa err2 

rea e í. ,(. • 1,.,., N, un resultado general paro tener un in

tervalo de estimación de 0 .(. se puede obtener a partir de l• 

desigualdad de Tcheblcheff, 81 ee conoce o 2 • 

. 
En afecto, cualquiera aea la diatribucldn de O i ubemo1 que 
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•u 11cdla u1 o i y •u varianza o~ • o
2 ªu finita donde ªu ea 

•l i·.hlmo •l1mrnto de la diagonal da lXTXt" 1• Luego por la 

dod9ualdad de Tchebicheff 1 

PI le .l o .¿I < K o.¿l~ 1 - 1 

K1 l r. "l 

U.lmAndo p • 1 - 1 ae tiene 
k°C . que1 

. 
P(O .¿ - K a .i < a i < o .e: f K o 41 ~ 

1 P•l·¡;i 12. u l 

Coi\ 101 vnlorce du K y P tabulados on la tabla IV eo llanon 

tntecvalua de eatimaci6n "sobrado•" para el par4rnctro O .i., ea 

• doclr que la prol•abilidad que O.¿ ae encuentro en ellos y ma

yo~ 6 i9ual que r, aeqdn (2.82) 

TABLll IV, Valores de K y P para la deoi9ualdad 
(2, 82) 

r K 

10\ l. 826 

90~ 3.162 

9~\ 4. 472 

99l 10. ººº 

Ha•t• ahora hcmo• aupucsto que del modulo lineal (2. SO) ae 

b11•c•b• encontrar O, conocidas )( y Y. En laa apUcacione1 

d-1 IDl!todo a problemu de identificación verel'.los c¡ue es muy 

&•portante tenar herramientn para estimar el orden del moda-
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lo, ea decir p. Para ello utiliza remos princip.t.lmente doa r!!_ 

aultadoa, uno "referido a la distribución de loa residuos y el 

otro a las funciones de costo que resultan de la e1timaci6n 

do par4metros 8 SUjl!tOB a restricciones. 

Teorema 2.17. (Distribución de los residuos), 

Sea el modelo line1.1l (2. 50), que genera las obscrvacionos V, 

con t normal multivariada NIO, o 2 IJ, es decir Y ... NIXO, 0
21,1 • 

Entoncoa, 11 ee el estimador de mínimos cuadrados y e ea el 

vector de r'eaiduoa de dicha eetimac10n, se curnplc1 

1) t • X O est4 normalmente distribuido 

2) t y •on estor.asticamente independientes 

Demostrac16n 1 

Como V y son v.a. normales, X constante y e • V - J( O ento~ 

cea t debe 1er una v.a. normal. 

P•r• prob•r independencia varamos su covarianza1 

cav co, el E 110-01/ l• E![ ¡xrxJ" 1 xrv-o][.Y- 1xrx1·1xrv]T¡ 

E [lxrx1· 1xrv1v-x1xTx1· 1xrv1T] -oei~T•eorxrx1xrx,- 1xr • 

• E {()(r)(,·lxTyyT(l·XIXTx1·•xr1T¡. 
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• 1x1x1·1/[011+xoo1/J [1-x1xrx,-1xr] • 

• 1l.-r1 [0'1 • ixeorJ x1 [1 - x1lxr' xr] • o 

pue1 

lu1.:90 como cov {;,r.l • O· y son normales, eon indapendientea. 

MtU• aJulunlu, en J.,hn1l1t1c4ci011, UUdrcmoa la normalidl'd dt1 

cor10 una vcrificac16n de la eetimaciOn. 

,Tcc•rcna 2 .18, (Restricc16n lineal sobre el par&motro) 

Se•• el modelo lineal (2,58) con error < tal que cov{ e) 

1:1 por&metro e Htl sujeto a la reetriccldn lineal LO • don. 

de l el una 11atrh S•p do rango S, El rango do X u p. En· 

tor.ce•a 

11 &l e1t!Qador insesgado de varianza m!nima 8 1ujeto • la 

JUtJiccitJn LO • C out& dado peri 

A 

• e 1t.IJ1 

donde •• el estimador de m1'.n.imoa cuadrados sin roatric-

cionea. El e1timador 8 e• de ml'.nimoa cuadrados aujeto a 

l• reetrtcciOn Uneal, •• decir 
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R1 • Min 1 V • X8 I T IV • XO 1 
' e 

con LO • e 

21 Si 11 error t ea normal N 1 O, o111 , llamando 

¡ R~ • IV • XB 1 T 1 V • XO I 

R: • ( V • XO I T 1 V • XO 1 

y 811 CWTI¡.>lu LO • e , tmtuncuu' 

la variable aleatoria 

tiene distribuci<ln 

de Fisheri F IS, N • pi 

(t .14 I 

La dcmostraci<ln puede verse enllOI cap J, <l IJI cap 2. 

Aplicaciones 

Esto teorema aer4 ul eostdn do un mOtodo que emplearemos en 

1dont1f1cac16n parc1 determinar el orden correcto du un n1odu-

lo mediante una prueba de hlp6teeie eetad!etica. 

Supongamoa por ejemplo que tenemos un modelo linea~ V • JCO + t 

con t - N 10, a
1 JI, e • 10 1 ... e.,. ªnl•l""'º.rl. 



La cantid•d .(. üll uulo Cd.80 pu"du verau como una mullida dul d!, 

crco:imhmto du 111 func16n de costo al pasar de un modulo de 

ardan n 1 a unn do orden "t' •1 t ea mayor que el valor crlti• 

ca •leqido •• rechaza el hecho de que ya hayamo• 1uporado el 

ord'ln del modelo, e& dt::cir ac considera que la reducci6n de 

1'11 función de coslo fue ai9nificativa. 

TllllLA V. Valorea cr!ticou de rll·ul in 2-n 1, N-n 11 por• lo 

prueba F del teorema (2.18) (tomando do Hood et ol 

ll7i, o su vez de H. Merrinqton • C.H. Thompoon, 

Diom6t1ika V. 33). 

NIWl de 
rt1~•l IJ ,\ 10\ 5\ 2.~\ 

1¡.,,
1 io 60 120 - 20 60 1:?0 - 20 60 120 

11,·11, 

1 2.97 z. 79 2. 75 2. 71 4.35 4.00 3.92 3.84 5.07 5.29 5.15 

a 2.59 Z.39 2.35 2.JO 3,49 3.15 3.07 3.00 4.46 3.93 3.80 

l a.Je 2.18 a. u 2.00 3.10 2. 76 2.68 2.60 3,80 3.34 J,2J 

4 2.25 a.04 1.99 1.94 2.87 2.53 2,45 2.37 J.51 3.01 2,89 

s 2.16 1.95 1.90 1.85 2. 71 2.37 2.29 2.21 3.29 2. 79 z.67 

6 2.09 1.87 l. 82 l. 77 2.60 2.25 2.18 2.10 3.13 2.6) 2.52 

t:l •lqu11nl• teor•ITl4 •• Gt11 para vor!fJ.car c¡ue nueva• ob1or• 

vac:.lonH ~J. H hayan cbtanldo del milmo mod9lo linHl que lH 

ant.urior••· 

.. 
5.01 

3.69 

3.12 

2. 79. 

2,57 

2.41 
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51 quorumos probar quu ol ordon vurd.iduro dol modulo ca t1 r, 
es decir que los Gltimou O"l+J' •• ,eu

2 
son nuloa, ae •upone 

la raotricci6n Uneal1 LB • C 

1 [ ~------~ 1 o- -- --:i o 1 

"2 - "1 : : 
o 1 -- ---o • o (2.'5( 

o----- º· o- ------1 0111 

l_'.L_I º111 • I 

112· 11 1 
0112 

Llomondo ~~ a la función do costo calculada imponlendo 

º"i+r· ••ºni= O, Y R~ a la calculada sin restricciones, enton;.. 

C081 

Bajo la hip6teaia nulo "t > n 1 ~ n
0 

(n
0 

es ul verdadero ordenl. 

Resulta quo 

t • ~-- F !11 2 - n1, N - n21 
"2 - "1 . 

1 t. '61 

l~•l.u u puu~u u .. r vomu o•ntlllnll (l•ra 1 n pruu~• Ju I• hlpOlu• 

sis nula. 

Por ejemplo para n2 • n1 • 1, N - n2 • 60 r0, 95 (1,601 • 4. 

Lue90 t > 4 ea euficicnta para rechazar la hip6tosis nula 

con un nivel da rieaqo de 5• (Probabilidad de rechazo de la 

hip6teaia nula aiendo cierta). 
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Teorema 2.19. (Uuuvae observaciones) 

su el modulo lineal (2.SB) con • • NI0,0 211. Soa una parti
r • T T 

cl6n del vector 110 obsorvacionos Y • 1Y1 : Y 21 y 

11\lllJlente ¡M&'Uc~On l\U li\ matrJz do Jato• K • rxf 

[· :;] [:;] . [ :;] 
- no. do fila• de x1 ldú1 [Y 1] 1 

- rango do x1 

- no. de obHrvacionu 1 dúo [Y] l 

- rango do .1( 

~ntoncH 11 eotadletica 

u. M•:n 0 1v 1 • x1oJ r 1v 1 • x1el 
~·:n0 IV • XOJ IV XOI 

la correa

x;1 r, 

1 f. •11 

lf, llJ 

U•n• dhtrlb.,cl<inl11): 
Q • ~ 1 
1-

r 
" • Q ~ • ~, l 

CL• deonoetraci6n se puede ver en J 43J cap. J), 

Eet• teorema lo utilizaremos cuando haya po1ibilidados do V!, 

r '8cl6n d•l 1110delo q"• genera 101 dato1, para probar le hip~ 

tui. d• que el modelo 1e mantiene. 

ez 

Ndtcso que el nwnarador es la función de costo con lt1s obaer .. 

vacionea Y1 • ly 1 .... yq) y el denominador ea la func16n de 

costo con las oUsorvacioncs Y • ( !J 1.,, !lq Yq• 1 ••• yn 1. 

Nos v11 a tntorusar principalmcnto el c11eo ur1 quu x1 y X tH.!dO 

do ranl)o p (no, de par.1motrou~ 11. • Jt 1 • p¡ ~l! liacu11 N 

observaciones y en la obsurvacidn M + queremos verificar 

la hipdtesi1 nula t "la nueva observación fue generada por el 

mismo modelo". Lucc;o q • N, n • N• 1. 

Entonce a u • a1!!..:.E 
2 

2. Errores dependientes. 

!1 
2 

Eatimac16n de f>larkov 

Hasta ahora hemos tratado el caso que cov (e} • u 2l. Supon-

drcmoa ahora que loe errores mantienen su media cero pero ti!, 

nen otra matriz de covarianzaa. Se pucdtt demostrar que el c•

timador do mínimos cuadrado• aiguu siendo inscsgado pero ya 

no 01 do varianza mínir1ta. 

Teorema 2. 20. 

Sea el modelo lineal (2.58) con errores tales q"a Ele) • O y 

matriz de covar.lanzu cou (e) • EluTJ • a2v con V definida 

poettlva. 
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. 
EntoncH ei e ea el eatimodor de mlnimo1 cu1drado1 

e • 1•1 •1· 1 x1 Y, .. cumple• 

{ 

1) 

~) 

E(eJ • e 
cov (OJ • º' (X1x1· 1xr V x1x 1x1· 1 

Obuérvcao que el caso que hemos eatudi.:sdo 01 un ca.so particu

l•r da eate .rc1ultado mi~ 9cneral, cuando V • 1. 

Deuoatrac.iOna 

~º" lo que •• dcm'.l•tra la prJmcra parte, 

en (e) • El ¡;j·OllD·O)Tl• Et[txTx¡·lxTy.e] [txTx1· 1x1y.a] 11 

• H[1xrx1" 1x1 tv-xo1][1xrx1· 1x1(Y·JCol] 11 

como v-xa • t 

IJCTx1·1 XTE (u T JJC(XT XI.' 

cov (e) • •' (X1JCl" 1x1 V JC(X1x1· 1 "· "' 
con lo q11e H d111ue1tro 11 dltima porte. 

Teorema 2. 21. (Eatimaci6n de Morkov), 

Seo el modelo lineal (2,581 con Eltl • O, cov Cd • V,IV <lef. 

positivo), entonces el estimador lineal inaeogado de varianza 

mtnima da e 081 

12. 901 

12. 91) 

Dcmostrac16nt 

Siendo V definida positivo (y eimdtrica), ao puede encontrar 

P tal que 

12.u1 

Con P no 1ingulor, llagamos la transformac:i6n Y 1 • p" 1 Y, 

X1 • p·I X, .Luego el modelo .lineal (2,58) puede ponerse corno1 

Y
1 

• x1o • p·I t ( 2. 931 

cov ¡p·I ti 

para el modelo (2,931 el eetimador de mlnimo• cuadrado• 

da la e1timaci6n lineal Cptima 1 
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Su aiatria do covar1an1aa ea 1 

OlJ11 rvac ionus 1 

1. 

~. 

l, 

El ostirMJ.or ·1 1_1 su 11.ima cutin.ido do M.irkov, uo puudo i!l 

turpruta.r do Jcucrdo a la transformaci6n V • rr T , como 

el estimador ric m!nir.1os cuadrados que resulta do "fil• 

tr•r• laa oba•trvacJ.onca y loa dato1 con una matriz p· J 

que h>ga que loo erroreo filtrados tengan covarianza 

identidad, 

Para h•cer la eatimacidn de Harkov hay quo conocur pru

vta."'tmle la m.•tri• V (mddulo alguna constante multiplic! 

tlv•I, 

HOtc1c que para cua.lqulor matriz A de rango conploto, el 

HU11ador 

12. 94) 
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E 1 ti • O, 

2. 5. 4 El problema de mínimos cuadrados en general 

La dofinicidn dol estimador de mínimos cuadrados dada a travde 

de lAB ecuacionoa (2.62) y (2.63) podría habono hecho en for

ma m&o gonarAl dofinicndor 

S ' I O ) • 1 Y • XO I T W 1 Y - XO 1 12, 9 S) 

el eetimador de mínimos cuadrados ea aquel que minimiza la 

funci6n coa to S IO J r 

. 
S' IOI • múr SIOI 12. 961 

iico 

Definiendo ol oatimador de mínimos cuadradoe a travds do esta 

nueva funciOn de costo S 1 t0}, aa distinguen en la literatura 

tre1 caeos principa lcs 1 

Si W • '• (matriz identidad) el estlmodor su conoce c2 

mo ol estimador de mínimos cuadra<los y oa el caao que lld 

estudid en la sección 2,5. 

U) Si W es una tonna definida positiva en ~onoral, el proc! 

111 un e1tim1dor l tneal in1ca9ado para 8, tengan loo crrg, dimiento •e conoce usualmente como "mínimo• cuadrados 

n• NtrU de covarianzH diagonal 6 no, •iempre que ponderado•• o pesado•. 
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Cuando W ea diagonal se reduce al caso estudiado por Gaua1, 

de distintas precisiones en observaciones independientes, 

' atando loa el.ementoa de la diagonal proporcionales a l .. 

V•rianzaa de loa ar.rores correspondiente•, 

A veces eo t:!Xige que U sea adcm~s airn~ tri ca pero cato ce 

aupérUuo 'JA que siguiendo el razonaml•nto do Strcjc l 2olr 

k.' odlnite una dcscomposiciOn 111 • W A t w5 dando t1.15 ea eirad-

tric1 y 11/A u ant1simi!trica1 

IZ.971 

pero ,r.,A t ea siempre nulo, luego el Gnico término que 

contribuye a la SUMA es el que correspondo a la. parto 11• 

métrica de 11 deacompoaici6n. 

11 ••timador e en este cauo tiene la expro1i6n1 

12. 911 

Si X y ~ aon indopenditmtea, entonco11 

(2.99) 

81 adeinle fiel • O, entonen (2.99) qucda1 

. 
E 19) • e cr. 'ºª 1 

.... 
88 

' .. 
con lo que el estimador es insesgado, Ca inmediato ade

mb que la matriz de covarianzu del eotimador ea 1. 

cov 1z.1a11 

donde 

t • cov (el • E(c/J 

111) Si 11( 1 • t • cov !ti, la estimación se llair.a do ttarkuv, 

y ea la que se estudi6 en el p~rrafo 2.5,3.c. 

Puede demostrareo que de todas las posibles elacciones do 

w, la eleccidn w· 1 • t corresponde • la oatimacidn lineal 

de varianza m1nima. Adem~s por (5.98) y (5.101) 

[ 

• cxTt· 1x1· 1xrt- 1v 

cov .181 • 1xrc 1x1· 1 

( 2 .102) 

12. 1 OJ) 



CAPITULO ), 

to iJHltJ capltulo i:.e discuto la sir.\ul111c10n do scñal<'s do ruiUo 

UlJ u:u, r ·~ c>eponun bl"CVcmonte lo• fund.imontos do m6todos 

dhlcoa de idontl ficac16n no param6tr1c• de sistemas cont!· 

nuo1. 

L• •llacua16n Hobrl' la s1mulac16n de ruido blanco cubre dos pr2 

p6"1tos1 

1) tJ~ncrar la.s sc1l11lcs que scr~n us.idas en los capttulos 5, 

6 y 1 i1.trtl aplic.1r lou t'l«Juritmus du it.lunt1flc.icH'H1 J111í41"" 

rru~tric.i sobro sistcm.ls aimuladoa 

11J introducir la notaci6n y algunos conceptos aobrc procceos 

••toc5aticoa que 1cran utilizados en los aiguicnt~s capí

tulo•, tanto en la 1ntroducci6n como en el estudio de la 

conver9onci• de loa al9oritmc• de identificaci6n mencion! 

do1. 

).1 Proca1os astocástlcos 

).1.1 Definiciones sobre la caracterización de procesos esto• 

~ 

Veamos algunas definiciones para unificar la nota.ci6n: 

Consideremos dos procesos estocásticos •ltl, yltl donde te T, 

T es el corljunto de indices. 

El indice t estará. asociado en nucstr.le aplicacionus, a la tllt!"" 

dida del tiempo. 

Si T • (R) (reales) o T • {R*} (rcc.llmi positiVOIJ y cero), dir! 

mas que se trata de procesos en tiempo continuo. 

SI T • {Z) (enteros) o T • (N} (naturales), dlrenos que se tr!!_ 

ta do procesos en tiempo discreto. 

Se d0Une1 

Mod la o valor e aperado \.l, I t 1 da un proaaao •1toa&1tic:o • l.CJ 

como1 

(J,I) 

donde E{• I denota esperonaa rnatem&tica. 
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runci6n de correlaci6n 

t J. 21 

t J. JI 

De 1t•t•1 dufintcione• se .desprende quo1 

13. 41 

Sl •ltl ;,. ~ltl lao Gltima• dos funciono& definidas se dcnomi• 

nilH Uc •utoctJrrolaci6n y autocovarianza respectivamente. 

~~:.!_d.:id.· Un proceso eatocAstico ea estacion.lrio o 

&'cl'trictamcntc estacionario, si su caracterización probabilta

ti•!A t:I inv1riantc a. cualquier dl!splazamiento del origen del 

co111unto d" lndicea ITI. 

Un proceuo eotochtico so dice estacionarlo en ecntluo amplio 

6 ch.:biltncnte cstAcionario ai sus momcntoo son invariantes a 

cu.1lquler deoplazomiento del origen del conjunto de Indices 

I Ti. 

La 1c9und• definiciOn •• introduce porque ea mla verificable 

\I on l• pr ictica • 

• 
NetHe que todo proceao estacionario ea débilmente estaciona-
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ria, 

Si x(.tl y yl.tl son estacionarios, entonces se definen l .. fu!! 

cionea anteriores como sigue 1 

¡ µ,l.tl • µ• • fltltlJ (constante) 

. R,vltl • Etxl.tlvl.t•1ll 

c,vltl • E!xf.tl·µ,lfyl.tnl-µyll 

Ob•ervac16n1 

l l. 51 

l l.61 

(l. 71 

llcmoa dado las definiciones anteriores para unificar notación. 

Se eligieron por cutar extendidaL en el campo de control y 

procesamiento de señales. 

Sin cmbar~o, en la literatura uotad1etica, los t6rminoa util! 

zadoa tienen otra dcflnici6n formal, por ejemplo la func16n 

de ce>rrelaci6n se define corno n,yltl 1 

R,. l 1 I 
( l.11 

cumpliéndose 

Vt 

Obviamente corresponde a la misma funci6n normalizada. 
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Si •ltl, yl ti aon estacionario• y erg6dicos 1 11 cumplen las 

1l9~lente1 igualdude•. 

tn til'mpo continuo 

{ 
"• . tú .. 1 j'T·•l.tld.t r- fT ·T 

ª•v 1 tl • 
t im ·r ~ltly(.tttldt l l. 9 J T•m TI' T 

C •YI t I • 
tim 1 /•T [• ltl -~ J [!l.t•tl ·wl d.t T•m "fT ·T 

t:n r.1cmpo t.lilCC\?tC•I 

u .. ' 
N 

{ 
~ . ¿J.N • l<I • N•m nr;r 

t ... N 
R •y 1 ti . ' r •l.C:lyl.C:•t 1 IJ, 1 O) /l•m IITTT <·-11 

lim N 
e •y l t I . ' t ~lil·"JE''"'tl·".iJ N•m 11liT i • ·N 

La liip6tcsi:1 de crgodicidad c!I sumamente poderosa pues cscn

cialrncntc •firmo que toda la caractcr1zaci6n probabiUatica 

dul proccao puede ser obtenida a partir de cualquiera de sus 

rc•l&1•c&on111. 

tn negundo lug•r, sugiere una herramienta m.1s pr~ctica para 

c:::onrn;::er .,a,l,C1 no •• ncce•itan conocer laa den1idade1 de pro· 

habilidad conjunta sino promediar a lo largo de cualquier 

rc•l1zacl6n. 

Las igualdades ( 3, 9) y ( 3 .10) pueden obtenerse a partir áe la 

hlp6tos18 de ergodicidad y la loy de los qrondoe ntlmcro• (ver 

.apGnd!ce B). 

Extensión.- A veces se extienden los conceptos de cov,uian-

za y correlación a partir do las ecuaciones ( 3. 91 y ( J .10) , 

aGn al caso de procesos ti ti, !lf.CI qua no se sabe si son es

tacionarios. 

En cate caso, loa límites du loe lados dercchoa dt? (J.9) y 

(J.10) &o llaman media, corrolac16n y covarianz~ cmpíric..ls. 

J, 1.2 Estimación de las funciones de corrcd.1cfón 

Aun cuando las ecuacioncs (J. 9) y ( 3 .10) nos acercan un poco 

m:is al c6lculo de las funciones de correlación y c.:ovarianza, 

subsisten dos problcmaa1 

el primoro o• trivial, e6lo un ca.mbio do notaci6n. Para ºº':!! 

putar en lineas las funciones RX!fltl, Cx
11

(tJ, conviene te

ner las expresiones on funci6n do valores prcscntt's y pasa· 

dos, y no en función de v.llores presentes y futuros. Cambi! 

remos 101 productos de la forma • l .ti• l .tfT 1 por productos de 

la forma •l.t·tl•l.tl, con un cambio trivial de variablea. 

·-·--·~· ........ -· _ ... . 
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El segundo probhu1Mt ea 9ravoa hay que promudiar • lo lar90 

da 1.1n t>e.u·loLio infJ nitu: 

Lo 11á1 que podemos hacer entoncu1 1 será "~" las funcio-

n1n1 ª•Y y c,V con prom"dios on un intorvalo finito. 

Oo .ahora en adclar.te &6lo consideramos la función do correl_! 

c10n, el c31culo du la covarianza edlo exige centrar 101 pr~ 

CtJlna re1t.ando 11.1 mec.Jia. 

l>ufinlmo1 ~ato• eetimaüorc~ corno siguct 

f l, "1 

p~uh proce1oa un tiempo conttnuo, con datos on .. , ! .( ~ T·t 

f l.111 

par1 proceso• en tlempo discreto, con datos en .. k ~..f..~ ff .. fi.r. 

C•t•• e1tlmacionc1 uon aproximil<lau. Cuan<lo los procceou uon 

¡.uri6dico1, du purlodo T 0 y el intervalo de promcdiaciOn ca 

l f0 con l entero y l.! 1, entonces 101 e1timadore1 coinciden 

con 111 fWlcione• t¡ue queremos estimar. 

C•be pre9unt1r1e que tan precisa a son las estima.cieno•. Ea-

to d1peml• de lH diatribucionea de •ftl, yltl, 

Si ae asume quo lit), 111.tJ son 9aussJ1111a11, con media cero,º!! 

toncus Dundat y Picrsol (1966) demuestran una expresión pur.i 

lza varianza da loa estimadores en el caso contínu:>r 

Va~IRxyltll • rk J.:·~ul•lRuu'•l •R.yl••tlRxyl•·tl]'lu 

... fl.llJ 

pera xftl • yltl 1 

f l, "1 

li T • 0 

f l. 1s1 

N6tcee que en todos loa cu1011 ld. varJanz11 os invcreainente pr!? 

porcional a T-t. 

Para procesos discretos, Dartlett (10) demuestra, a partir 

do un reoultado no publicado <le Daniell, que si dtl es gaua

aiano, con Efx 21tll•I yµ•'º• entonces 

Si ex1ate q, tal que Rul~I •O V~~ q, entoncea1 
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(J.' 71 

Se define co1110 dun1id•d espectral dol p1·occao estacionario 

1 I ti, 1• tranaforn1d1 do Fourter do au función do autocorre

hclOn 1
11

• 

Ll,\lundo •ii a la dcnaidlld e1pectral do 1(tJ 1 

( l, llJ 

(J. 19 I 

Donoe t eo la transformada de Laplace bilateral. 

f;o define la dcn1idaJ espectral cruzada do do1 procesos con

juntue11te eatacionar lo• • (ti, V 1 ti a la tranaformada do 

Fourier de ou tunci6n de corrclac!On Rultl. 

1 J. ro 1 

1i.r11 

P•ra alll eot•cionario en tiempo diecretor 

98 

+u(jwJ • ,tm Rultle-jwt 

•uu"'1 • 1z[Ru1•Q1z·e ¡ .. 

don do Z ee la transformaci6n - z bilateral, 

(l,UJ 

(J. tJJ 

An&logamente oi •l.tl, yl.tl en tiempo discreto son conjunta-

mente uatacionar Joa, entonces a 

••vli"'I 

••vi jwl 

l J. 24 I 

(J. 251 

La juatificaci6n de la denominación "densidad espectral• cu-. 

t4 vinculada a la propiedad (l,741. 

Una d1scuaH5n m4s amplia puede encontiarse en las referencias 

(251. (27) y (40J. 

),2 Rufd0 blanco aproximaciones 

),2.1 Ooflnlc16n del ruido blanco 

Llamaramo1 ruido bl•nco a cualqutor proco•o ••tAcionario en 

1entido amplio, tal que eu densidad espectral sea constante. 

E• decir, •i 1(tl ea un proceso estacionario con 

IV wl IJ.UI 



entonce1 

1ltl • ~u<do bl~nco 

Ca·10 dt 1creto 

Sl 'l ll e1 un prccaso estacionario en tiempo discreto (te Z 11 

c•lcul•mo1 la autocorrulacion de l(tJ como la transformada 1!!, 

v ..... de Fourlur du la de'naldad espectral +_. (jwJ. 

ll.UI 

(l.,,, 

-3 -2 -1 o k 

Figura (3,ll 

t:lto ea que los v1loreo del proceso •(ti en distintos tlem· 

El lnveroo tambUn v.sle. SI •(t) es no correlacionado, ea 

dec:lr 'JU• Rul•I tiene 11 forma 1),28), entoncea +,.ljwl ee 

d• l• foru U. 261 , luego ea ruido blanco, 
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Ruido blanco en tiempo discreto conaiato por lo tanto do un 

proceso estacionario formado por una sucea16n de vario.ble• 

aleatoria• no correlacionadas. 

Oube observarse que si )(. ( .CJ es una t1uc1.H:1i6u de v.:uiableo ale! 

torias independientes e idénticamente di e tribuidas, es un pr2 

ceso do ruido blanco. El inverso no es cierto. 

Caso contínuo 

Calculemos de la misma forma que antes la funci6n de autoco• 

rrelacl6n de •(ti el t e R 

( 3. 29 I 

An&logamcnte al caso discreto, la señal .: 1 ti no est~ correla-

clonada conelgo mioma para T / O Unstantes distintos del 

tiempo). Aparece un problema a su varianza no es finita, por 

lo tanto no e6lo es una señal de ener')ta no finita sino tam

bl6n de potencia no finita (un analogía ol caso eH!ctrlcoJ. 

En efoctot 

(l. lO 1 

Eatu problema surge de la condlci6n exigida de espectro cona• 

tant• para un ancho de banda no finito, 
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Rxxrrl 
cc5 (TI 

o 
Figura (3.2) 

í 

H.1• aún, su puedo demostrar (ver (42)) que si se exige que un 

1n·t"nc110 :iu• continuo (en el auntido do roodia cuadrAtica), do 

var1an1a acotada, atedia cero y de valore• no correlacionados 

H docir 

entonces 

E(cltl"(6)) •O 

Elcrltll • O 

1!1 Cecir, ea un proceso nulo con probabilidad 1 (casi ecgura

IOOnt eJ. 

Vcrcmoa c6mo lograr buenas aprodmaclonea al ruido blanco en 

tlH¡•a continuo. 

~2 Ruido conilnuo de bo1nda !Imitada 

una fo111a de evitar el problema del pArrafo anterior (varian-

aa no acotada) conaiate en construir un proce10 de e1pcctro 

con•tante e, pero en un intervalo finitoa 
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lwl ! n 
¡ .. ¡ ' n 

Calculando la autocorrelacidn 1 

-íl 

. .s 
nt lrll º' 

e 

o 
Figura (J, J) 

Se puede observar que 

íl w 

r s. ll 1 

r J. H J 

- Eligiendo íl lo suficientemente grande puede hacerse que la 

correlaci6n entre xltl y 116°) , t f 6 sea arbitrariamente 

l'tHJUUl,41 

Sin embargo, dado l.t·4 I no exista valor de íl acotado, tal 

que clicha correlación sea nula, 

- Si íl+•, ae puede demostrar en forma sencilla, que la auto

correlac16n tiende a la del ruido blanco1 

n .. • 
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10) 

Ú9ura (J, 4) 

Vo11mu• ot.r• •proximac16n a ruido blanco continuo, con banda 

limitada. 

Unll forma da •cotar el intervalo de constancia de •tx os con

ÍJdern un proceoo con denaidad espectral (], 33) 

. n• t U 1 JW J • C ¡;jlfj)T 

e 

-O o o w 
figura (J.S) 

.. hncUln de e11tocorrelaci6n corrempondienta ••• 

1
11

1tloc g t·íliTI 

13.HI 
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r 

t'i9ura (J,6) 

Obviamente para esta aproximaci6n al ruido blanco valen las 

miemaa observaciones que para la aproximac16n antorior. 

Aparte de dichas observaciones, esta aproximaci6n titmo sen

tido flsico, especialmente en circuitos cl6ctricos. 

Considl!rcse un proceso de ruido blanco yenerado por una fuen

te de voltaje con una f.e.m. el tJ, y un circuito como el de 

la f19 (J, 7), donde R y C pod~!an representar resistencias 

porbitu y capacidades par~sitas (que influyen en el compor

tamiento en alta• frecuencias). 

R + 

e x(tl 

Fi911ra (J, 7) 
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lluaiido •ltl al vo>lt1je de ullda, 

R e lltl • •ltl • cltl 

toundo tr.in•form.1<1a11 de Laplacet 

(l,H) 

como 1 f t) ea ruido blanco. • .. (jw) • k, uundo t4 p\opüdad 

1J,711 

•ufiwl • [r.¡.h~ • l•J~R~f.,ljwl 

•u (jwl • r k. 111r.c1' k 
j~ (l/RCl 2+..,f 

(l. l6 I 

Comp1lreH con (l, 331. Finalmente, sucede que por muy buenos 

qua •can l.:¡1 airnuladorcs ell!ctricoa de ruido blanco, no se 

.,ucdcn Jospruc1ar loa cft?ctos de rcsiatcncia de conductores 

o cop1cld.adoa 1•orhitaa por proximidad. Los donaidadcs cupo!:_ 

tr•lua puedan con1J.dorar•• (• primor apro•1mac16n) como del 

tipo CJ,)6), 

J.2 .. l S•ft•I btn1rl• t1lei1torle • Intervalos discretos (S.8.A.} 

ConlidarM<>a WIA aeñol •ftl qua torno valorH ! V durante in· 

106 

tervalos de duraci6n A, tal que en cada punto A, tA, H, •:.,U, .. 

cambia de ei9no con probabilidad l/2. Es obvio quo r 

f 
Ellltll • 

R,. (O) • v1 

So puede demoatrar (vor (2S)) que su función de autocorrula• 

ciOn BSI 

(l.l71 

•111 

-A O T 

Figura (J. 8) 
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Eata aei\al tienda a no .ar correhcionodo en tiempos di1t1n-

toa at A • O, y a11 varianza •e conserva finita, aiempre e1 

V4~hltll • Vr 

!.:.!·' Stfttl•s bln•1rla1i ~eudo·ale•torlasfSBS o PRBS} 

Conitdcrcmos una señal que tenga las siguientes prop1cdadoa1 

Toma valoree !V, cambiando e.Je uno a otro en intervalos 

re9ul.ircs l•O,A,2A, •• en formc:a dctorminfsttca, ea decir, 

siguiendo cierta ley, repetible. 

U) ta serial ea periódico do periodo NA, con N entero impar. 

U1) Cado per!o<lo contiene } IN•ll lntervoloo do un nivel,y 

j IN • 11 intervalo• del otro con una función de autoco

rrcl.ic16n. como la que ae muestra en la fiqura. 

Rxxtr/A) 

Fique• (J,9) 

Sccu~nctas PRBS de m.ixima longitud 

&on •eñalea p.r.b·•· Ucilmente 9enurablea con re91atro1 de 

corrA•iento, 
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Haciendo una convención que asocie una variable binaria yl ti 

al valor de iltJ, p. ej.1 y•O +.:•-V, y•I + x•V, catas 11ecuu!! 

cia1 satisfacen una ecuaciOn en diferencias lineal (m6dulo 

2), como aigue1 

vm v 1t vm· 1 v 1t ••• t Vy 1t y • V 1J,JI1 

donde el stmbolo lt implica suma módulo 2 (o OR·EXCLUSIVO), y 

Y ea una constante binaria1 O 6 l. 

Reescribiendo (J,JB) 

IVmll ... elly•V 

donde J es el operador J~cntida<I, 

1 J,J91 

Si y10, una secuencia de orden !!!. so llama secuencia nula, y 

ec puede ver que es pcri6dica. El ntlmero m:iximo de elementos 

en una secuencia nula es 2m. J, y en ese caso se llama SECU~:N

CIA NULA DE LONGITUD MAXIMA. O sea que N• 21
"· I, (MLNS). 

una ecuación del tipo (l. 39) que genere una secuencia nula do 

longitud máximo no puedo tener un polinomio IVmlt ••• llJ que 

1ua 11rmJucto du tlu• poli 11omiu• do unhm 1111111ur, tlul.iu 1wr 11 ru

ductible. Tampoco puede ser un factor m6dulo 2 de v"•I con 

n<2m· 1. 

Por ejemplos Una secuencia nula de longitud mlxima ·para M•6, 

puede oor 9eneroda por 1 v6 e v5 1t J J y • O, o aea1 

y • f 116 • 115 Jy, que oe implementa como ae muutra en h figura. 
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relo 

Figuro (3, 101 

Su presenta una tabla de c6~o construir estas secuencias para 

diat1nt•• lonqitude1. 

" Cno. do coldaa 
del reghtro) 

' 

IO 

11 

H•l'"" 1 C1on9itud de 
la eecucncia) 

IS 

JI 

6J 

127 

!SS 

s 11 

IOIJ 

)7 

Polinomio 
generador 

1 v2evi u 

I0 1tOJy • 

e v1"v 3
1 v 

I0510 3)y y 

IV
6
e0

5
Jy ' 

107•v41u 

1 v'~v4•D'•v2 1 y;v 
1v91105Jy • y 

10 10ev71v •u 

La vent•:I• de lu mecuencias MLNS radica en la facilidad de 

•11 9ener•cien t.nto por Hardware como por Software, pero debe 

-1 
-1 
-1 
-1 
-1 

1 
-1 
-1 

11 o 

señalarse que no ea la Qnica forma de obtener secuencias bin! 

ria e seudo-a leatoriae. 

A modo de ejemplo, el código en PASCAL con el qUt! fue genera-

da la secuencia PRDS do longitud 63 usada para las prucb.:ut ca1 

Ph:OliUñH f'fW!H INl'lll •lllJll'tll H 
( ....... u ... t.,;:*~ ............ , f..t ., ....... u u .. , ........... t.t ... ,,, ..... , •• ,, t.f'.'ft•••';. '·' J 

U bl'tl .. h'f\ UN1) til t/nl. M<ll~uNlll A flt-" l llrlld llH1 M1lXJMAtttl.tlSJ tllf. .. 'l:HJl/fltJ h.\ • 1 
<• 11nlll!ill,.MllM~J\ll flllf\I. l•I. MlllHlfiMi n 11t.tll·Hlik ''· 
<• h'l.!.i1Jl.lfll•U!1ll N nh·1:H1v11 1·1~ll!irSEl;IJf.tfCIAl. •• ( ••tt•t• t t tt ti t * ''*'UU 't: tt U***** ••ft:.ff:ftt••***'**'*''**''**ftU •• ft, f' 
VAfC k~Ul1Wlil\YU>. 16JlW JNH.lil.:.IH 

I • .Jr l.11 NI llil~ h' J 
n<11SIF1Lt: IW INIF.Uf:J!I 

BEGIN k! lll<ll~lt'Rl•~l 1 

ENUo 

Wl<llliLN< 'CllnNJM 11111:SJRnH 1' >lkEAD<Ll 1 
fUI< 11-1 111 6 L•U J<f.l;t1Jl•ll 
f lrl< 11" 1 1 u l. l.•ll 
V~u!N l<WlOll•ll<f.tH ~ ltl<HJL61> MIJll ~I 

fUll .11 ~6 (11JWllltl 1 1111 kEli[J 11 •HfUlJ-1 ll 
t'kttS~ 1•~•Rtt.[OJ-11 
PUTff'kkS) 

FNPI 
LLICK ( f'l<HS) 

Este pro9rama fue corrido, 9enerando una secuencia 

tud 63 que .. lista y se qrafica a continuaci6n1 

--1 -1 -1 -1 1 
-1 1 1 -1 -1 

1 -1 -1 1 l 
1 -1 -1 -1 l 

-1 1 -1 -1 1 
-1 l 1 1 -1· 
-1 1 1 -1 ~ 

1 1 1 1 o 

Fi9ura (3.11) 

de lon9l-

-1 •I 
-1 l 

1 1 
1 1 _, 

1 
1 l 

-1 l 
1 
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ObJervaC'ione•a 

La.1 ventaja• de laa secuencias PRBS son varias 1 

:a bien ton determinfsticas, su funci6n de autocorrelaci6n 

.1pr0Kim.'I lftUY bien la funci6n de autocorrelac16n Uol ruido 

hl•nco. Do todas las soñalcs binarias periódicas son las 

que mejor apro»dman al ruido bl11nco, 

rar 1cr dctormtnfsticaS son repetibles lo quo nos da faci-

11J11doa en la expcrimuntaci6n y comparaci6n do CC'!:iUltados 

JIUüuto que podemos repetir estas 11cñalcs en distintas pru! 

h••· 
Como Y1moa, aon du gcnerac16n muy ecncillc1 y rApida, tanto 

l•OI' aof two1rc como por hardwclre. 

l.n 11111 .-¡il1cacionca c.Jcbt! ulogJrso el por(odo do repcticiOn 

11•1"'· 1 con cuidado, de forma que su naturale11 peri6dic1 

110 afecte 101 reaul tado1. 

Se dice que una oeñal u (ti, discreta 1t•1, l,,,, J •• de exci• 

laci6n per1&1tentu du orden n, Hi 110 cumplo que1 

H 

{ 

1) Hht• el ~~ k t~ 1 u~ ti, y H finito 

U) Hiet"n loe1 ~!: k t~I u(tJu(tttJ•Ruuitl (J,401 

\•O, ••• ,n·I y aon finitos 

UOl• aetr11 A•l<t(j) con ª.:j•R1414 1'-·jl es positiva 

daf in ida. .i,j• l ,t, .. ,n 

112 

Pueden demostraree varias propiedades de este tipo de señales 

muy Gtiles en 101 procesos de identificación1 

Adelant~ndonos al capítulo 4, demostrílrcmos que no existo 

ningGn filtro de respuesta a impulso finito de orden n· I 

tal que excitado con una señ..il de cxcitac16n pt:!rsiatente de 

orden n su salida sea de varianza nula; en efccto,por 

(4,23), si ea la aalida dul filtro1 

~ 1 OJ n- J 
VV • k~O 

11-l 
do hlhlldt)Ruull1·ll 

luego por lo condlcci6n 111) .. RyylOI > 0, 

Puede demostrarse tJ.mbién que unci señal da cxcitaciOn pursi!!. 

tente de orden n, debo contener en el caso detormlnfstico, 

al mcnoe n frecuencias distintas entre O y n, 

&jemplos de señales de cxcitac!On persistente 

Es inmediato demostrar que una señal de ruido blanco (con 

cualquier densidad de distribuci6n) es pcrsistentcmente ex

citante de ordun u, p11ra cudlquiur n finito. 

Tambi~n se de:nue:.tra que cua lquicr sucesi6n binaria scudo

aleatoria de lon9itud mlxima !!. es de exctt.aciOn persisten

te de orden n. Ver por ejemplo (4). 
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).) Slmul1cl6n de ruido blinco discreto 

J..:..f.1 "ftodos de sfmulacl6n de ruido blanco dl,creto 

Sinularemoa procesos cstocaattcos estacionarios en tiempo dia

c1·11to •1.tJ, t•l,t, ... , con •l.iJ no corrolactonada con t(jl, 

11/ y lu v•rlableo •l<I id6nticarnento diatribuidoa, con medio 

col'o y varJania finita. 

s1 1tmulctr6n procesoa con distribuc16n normal, uniformo y do 

~uanoulli (PRJISI. 

Sin.ul11cJ(\n de d1strJbuci6n unlforMc 

U.1y var.toa ml!todoa de simulación de dintribucioncs unitC"rmcs, 

•ntorJormcnt¡, futt muy uaado el m6todo do J. Von Ncwman do •ccu 

tro dt! cuo1dcadoa•, desplazüdo hoy en día por el mdtodo do qen,!!_ 

r.iJücua con9ruunc1alea, eepccial1ncnte aptos para computadora1¡1 

dl•Jlt•lea. 

Kl 111.dtodo con1iah· on 'Jcnurar rocura1vamonte una 1ucc9i6n e.lo 

nW.11roa i,. d• l• fema 1 

( l," 1 

donde a ! •. ( '· •. es un valor 1n1c!al (scmlllal. loa nllmo

ro• A, ., ion cona tantea ente rae y el nQmcro P oa 9cncralmcnte 

el 111•.tao entero representable en l• m4qu1na. En una computa-

11 ~ 

aproxima enormemente una sucesi6n de v.a. Jndependientea con 

diatribuciC5n uniformo on fO, r 1 , con una buena olocc16n Uc loa 

parAmctroa lJ 1 A. 

Cuando JJ•O se dice qua l!S un "9enurallor rnulttplicaLivo", si 

lJIO el generador ce "con9ruenctal comb111ado 11
• 

Ea cl11ro que la succei6n R:i cu seudo alc.itoria y pcriOdica, 

obviamente el porS:odo m.1ximo alcanzc.lhlc ce P 1 este ue alcanza 

si ec cumplen tres condicionear 

i) El máximo coman divisor do (µ,Pl•I 

111 A• I lm6d q 1 para todo !dctor pr lmo q do P. 

iii)A•I (m6d 41 si Pes divisible por 4 

&n una computadora can representación binaria P•2b, Y las con

diciones (1), (111, (1111 ae aatiafacen si A es du lo forma1 

A • fo • I (J.HI 

y además µ ea impar. 

Para la simulac16n de ruido blanco con diatribuci6n unifnrme, 

humop aprovechado el hecho de que la computadora utilizada pa

ra laa aimulacioneo (Burroughs 6800) tiene un intrfoseoo1 
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llANDOlt (&), que produce una diatrlbuci6n uniforme con un gen! 

udor congruencia! combinado1 

Rn+I • llS!51719072S.R
11

+11617707H75lm6d ¡ 39 

1J.4 l I 

&:l J.ilo Jnicial eu S (semilla, o R0 ), y en cada llamada al 1!!, 

trlnseco se produce un nuevo valor de R~ y so actualiza S:•Rn• l 

par.> lo oigulento llamada; Es la forma de 9eneraciOn de uni

for1~1 que ae utiliza en el programa ALEATORIO, escrito en 

Pt11cal 1 y que 9cnE-ra ruido blanco con media cero, uniforme en 

1-C.S,O.SI u normal I0,11, ver ap~ndlcc o. 

»uc,lo veriftcar1e que el 9encrador congruoncial combinado AA!! 

0011 verifica la condicl6n l l. H 1, y µ ir.1par, por lo que au pe

rloclo e1 mbimo. En la n-6900 es P• 139 • 

Stmulaci6n lle dtstribuc16n normal 

El ml!todo c¡uc usaremos fue propuesto por Dox ' Muller (1950) 

UU. Conaiate en generar una sucesiOn .\ 1 ti, .t• I, 2, ... de va

rJ.üblea alo•tor1as inde¡icndicntce con diutr1buci6n normal 

NI0,11 •partir de uno sucesi6n de variables alHtoriu lndu

"""'Uentea con dhtribuciOn uniforme en 1O,11. 

'' U, 11 ion doa v•riables alt::iatortas independientes con dJatr! 

buc16n uniforme en 10, 11, entonen X,Y deflnidao como1 
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X• (-2 Ln u¡l/t co• l•V 

Y• (-2 L" u¡llt un tnv 
1J'44 I 

Son variables aleatorias inc.lopendientcs con d1str1huc16n nor

mal 1110,1), En efecto, por (J.44) se cumplo quo1 

U, e-lx2+y 21/2 

V • (1 /ln)(a~ tg y!>) 
l l,451 

Do acuerdo con el teorema 2.1 podemos calcular la distribuci6n 

conjunta de ·JC,Y, La diatribuci6n conjunta do U,V es1 

donde 

6u,vlu,vl • 101ullvlvl 

4.: u ( o o u ) ' 
H O! u! 1 

( o 4 \1 ) 

! \1 ! ' 

La densid•d conjunta de X, Y es' entonces1 

6)(, yl x, yJ • 111 Iu(ul•,yl)lv(vfx,yl) • 

donde 

1 l •.!11 . ' x.,y, y ademb 

IJI 11•,yl IJ.461 

J· I 
3U 3U 

·I 
_,-u12n.2•v2ix _,., ....... ,,! 

fK av 
av av 'h 1 • 
ax a-v - r. • •y r.;q 
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1J,411 

l l.HJ 

1u,•90 lao parejas X, Y son variables alt!atorias indcpcndicntoa 

con distribuci6n nonnnl W 1 O, IJ, 

El program• ALEl\TORIO utiliza una succs16n do variable• nlca

toa ta• uniformes (O,Jl,c independientes, para generar por el 

11ilto<lo do Dox ' nullcr una succsi6n de varin.blcs alc'1torias 

.no1m.ilc1 10 1 1 le indcpcndicnttJs. Adcm.1s computa la media mue! 

tr•l y la deavJ.act.6n mucstrul corrc9ida para realizar los 

¡JruebJ!I sobre la media y lil varianza dcscritaa en la eucci6n 

aic¡ulente. S\I listado puc<.le encontrarse en el apdndico o. 

~imulaclOn de St?ñollcs bin.Jrias 

Una forma de almular señales binurias, que adoptan vnlorcs do 

•l,•I cun vrol.lt1ilJllt1la1luu 0.5 y 0,5 rcrn¡iuctlvamontu ua tomJir 

110• ecñd <:On dilt.rlbucl!5n uniforma 10, 11. 11• ... mool• vltl. 

y ')enerer • I t 1 cono1 

. l • I •ltl 
·I 

,.. o. 2 s ~ y < • 7 s 
e.u ca4o c.ontJtaJL.io ''· '9 I 

tate H le forma con que el programa RUIDOBINARIO (Apéndice 
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O) genera una señal binaria uloatoria a intl!rvnloe dhcrctoa 

como se dofiniO en lo secciOn J,2,J con V•I, A•I, 

LB& eoñalea binarias quo m~e utilizaremos son lüs sucesiones 

PRBS de largo máximo. 

Generaremos sucesiones de período 63 y 127 de acuerdo a las 

ecuaciones de la secci6n 3. 2. 4 con los programas PRIJS6 3 y 

PRDS127 respectivamente. 

El Onico dato que necesitan estos proqramas es la lonqltud 

(no, de instantes) de la señal; han sido escritos en rascal 

para la computadora 06000 del c.s.c. y su listado se encuen

tra en el ap~ndice o. 

],),2 Pruebas ~obre las sel'lales slmulddas 

Para verificar que las señales simuladas puedan considerarse 

como realizaciones do procesos ostocáuticos con ciP.rtds caras 

terteticae, se desarrollaron altJUnae pruebas estadísticas. 

Esta• mi1mi11s pruobaa 1'1lrin u1ad11 junto gon la1 t4ontca1 da 

identtficaciOn para determinar la estructura de loa modelos. 

a) Pruebas ele dcscorrclaci6n 

• AutocorrclaciOn 

El problema consiate en verificar que una realizac16n de un 

................. - ........ _. -·--·· _ ...... 



11, 

vroce10 en tiempo discreto corresponda a un proco10 eHtacion! 

rlo cuacter11ablo como ruido blanco. 

Se• 1ltl, t•l,t,J,. .. N•k, una real1zdci6n. 51 so computan 

l•• eatiraacionus do la fw1ci6n de autocorrelaci6n 1 

1 N 
~.,111. 11 ¡~r •l<ld«rl, r• r,2 ..... ~ 1J.so1 

ao envura quo p.ara ruido blanco con media cero R.-:iltJ,t•l, ••• ,k 

11?ll h.tutilnte pr6ximi1 a cvro. ¿quO tJn puqucña debo ser? 

1:1 aJ9uiento resultado permite construir una respuesta a eata 

pr119untcu 

$1!" •t.tJ, t•l,t, ..• , una realizaci6n de ruido blanco con media 

cero r varianu o'. ca decir R0 1rl •O Vr I O RulOl•a' • 

S~.an la• o•tim..icionce du las autocoirclacione•1 

y tlO · 1 J, s rJ 

120 

Demos troc16n 1 

De acuerdo al teorema B. 9. del apéndice D 

RulrJ '"ley .N'IO,~I pa~• N•w rlO 

Por otro lado R u I O 1 ~ i~ 1 • I< J 2 ca tal que f{ • I i 121·n 2 <w 

entonces, por el teorema D.4 del ap6ndicu D (Khinchine, Ley 

d6bil de los grandes números), so cwnplc que: 

Entoncua la varloblo Aluatoria R0 111/R 0 IOI eat6 011 l•a cau-· 

dlcionoa del teorema n.1, parte 21 dol ap6nd1ce e, oi a;o y 

resulta: 

quo os precisamunte lo que qucrtamou demostrar. 

Hemos visto que las variables aleatorias ;,.ftJ, t•J,t,.,., 

tienden a distribuciones normales para N-. Veremos qua lis• 

taa son adem,11 independientes. 

TEOR~MA 3, 2 

Sea la sucesi6n t(.tJ,.t•l,2, ••• como en el teorema anterior, 

entonce• poro N•m ae cumple que E(¡u ltil .~ .. IT1 J )•O para 



1z1 

t1-t1yt1,t1~0. 

En ~fecto1 

La 1a.riable aleatc.ria ~.,ltil;ult1l 

coc.\cnte do dos variables aleatorias. Supongamos que 

R '" r il, Ru Ir 1 I converye a alguna variable aleatorio V con 
. • p.\ob. 

Jt•tribuci6n doscunocida f, como a,,IDJ --+ a 1 , por el to2 
• 2 

rnmn 11.2 del apéndice o,R .. IOI +o• y ao cwnplo por el too-

,.,.~ 1.1 dul •p~nd!ce 11 que1 

ll.HI 

l l. Sll 

1tilo qull!da demoatr.u quo E{V}•O, e1to au cumple puc1 rccordan, 

do 111.1u V •• 11 variable aleatoria • la que converge el prodU5, 

to Rultil¡ul•1I• 

• • 1 H H 
,ilRult1llult1ll• ¡;r El.¡~¡ti<lt(.i•til¡~¡tlj)tlj•till• 

¡ N N 
j¡i .:5i j¡I fl•lilt(jlifiuil•IJ•t1ll ·1 º, •"-

T •< 

El Clltimo CHO era previlible (ver teorema anterior), pero 

el que lnt.rHa •• t1~t 1 • 
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Siundo f(RultilRultall ·•O si t1lt• ,una con•tantu indopc!! 

diuntu de M, tombUn f(Y)• O para t1lt2, ontonces1 

. ~~,· ~ 
• 11 

Corolario.- Como ;, ... flJ, t~l,2, •.• tiundcn a estar normalmcn .. 

to dtatribu,idas, y con covarianza nula, ontonccs tienden a 

distribuciones indopendlentcs, 

La pruubaa Basados en los resultados antl!riores potl~mos pro

poner unas pruebas de deecorrelac16n: 

il Bojo la hip6teeie nula1 ~ ltl, t• 1, 2,, .. son no correlocion! 

das (y con mcdia•O), vimos que las estimaciones ~ .. ltl 
se distribuyen Jrf0,#1 para N .... , y eon 1ndcpcmdtcntl!B. 

Si &e computan ~u: l 1 I, t• J, 2, •.• ll (usaremos normalmente 

k• 1 º' · 
entonces 

! 2.1 ..!_¡ • ,994U 
¡-¡¡ 

•• 95 . l l. SS 1 

de donde H deoprende que con un nivel de confianH de 
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95,, todo1 101 1Z .. 1t1!,tol ... IO deben Hr menores que 

1.' 1 
111 

. 
U) Como ~ultl, tol ... k, son independientes, normales, de 

vuianu k Cte6rica), computamoo la 11timaci6n de 1u va

rl&n•• como 

(l. 56 I 

ea evidente que la cantidL1d X 1 

,, k , i 
X • ·rnr IL571 

So distribuye como x1 (ji-cuadrada) con k grados de li

bertad (para N-1. 

Probarcmoo la hipótesis nula de que la varianza du ~ .. lt 1 

eo 1/M contra la alternativa V4~(~ultll > l/M. Enton

cco, con un nivel de confianza de Pt, bajo la h1p6tesia 

nula, •• cumple que1 

•' ~!P. 
N 

y ¡>ara la duv1ac10n cuadrática m1dh1 

d<>nd• la c<>n•tante lp eo1 

x'k 
Kp•~ 

l l. 511 

l J. 591 

c:on xª•,p el punta de probabilidad acumulada Pt para la 

distribución x~ l}.L - cuadrada con k grados de libertad~ Se 

tabulan valorH de la constante kp para distinto• nivele1 de 

confianza (P), y k • 1 O (que es lo q~e usaremoa normalmente) • 

TABLA 3. l 

p Kp tri; 
95\ 1. B 307 1. 35303 

97.5\ 2,0483 1.43119 

99\ 2.3209 1. 52345 

Para ejecutor ambos pruebas, se escrib16 el programa CORl!ELA

CION, en Pascal para la computadora Durroughs-6800 del c.s.c. 

Dicho programa torna como datos1 un archivo e.le señales a pro

bar, el nCunero N do productos para la estimación de las auto• 

corrolacionea, y el nllmero k de estas. Computa y despliega 

las cantidadca Rultl, ~,.ltl, t • 1 ••• k. Saca adcmh un ar

chivo para ser 9raficado con GRAFO/PASCAi.ERO, donde se dibu

jan las cantidades Jtx~ ( T J contra el par:ímetro t, traz3ndosa 

lH Unen de deoviac16n cuaddtica media te6r1ca !. l/rR. 

La figura (3,12) H un reoultado tlpico dB dich<> programa. 
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"''º UlllUI 1111 11 l4 rw-c IU 11 ·~lfUUUAC ..... u uiu~ "' • 

t'i~ura (l,12) 

Cruces por coro. {So exige indcpondencio) 

Sea altl t • 1,, .. , N uno observoci6n de largo H de uno señal 

eataclonula constituido por varlabloa aleotoriu indcpcndic!! 

tui, con media cea·o y varianza finita. En lo que aiyuc dca

pruchrt!moa efectua de cuantizacl6n num6rica de la computad~ 

u lcomo lo hcmo1 venido haciendo), qua on porticullr provoca 

qua en una d11tribuci6n continua P(x(tl • xl ' O poro x real, 

por ejemplo cero, 

Cona&dere110a l• variable Aleatoria 11ltl, t • 1, ... ,H • 1 de• 

V ( t I • { : :: 
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Sg(altl) 'Sg[alttll] 

sg(altl] • Sg(xlt•ll] 
( J, 'º 1 

como •(ti y a(t•ll son independientes, yltl tiene una dhtri

bución de Dernoulli con p • O. S, cualquiera 11ea la distribu-

e i6n de • lt 1 , 

So desprendo cntoncus quo la suma do caml.Jioe <lo e i1JnO: 
11-I 
t. Yld tiene uno distribuci6n binomial dlN-1, O.SI. Esta 

i•I 
dietribuci6n es simétrica respecto la modia (N-IJµ • IN-1)/2, · 

entonces bajo la hip6tesis nula1 "xltl, t • J ... N son varia-

bloe aloatoriaa indl.!pendientcs con mudi.i cero". 

K91, S 

H • 1 
con p~obabUUad O, 95 13. 6' 1 

Donde W • _L Ni: 
1 

y(.i) es el promedio de cambiou de si9nor 
N N·I .i•I 

K91 , 5 es el punto de probabilidad acumulada • 97, 5\ de la di! 

tribuci6n binomial IN· 1, o. s¡', 

E11to ••t•blec• un rango de valoro• para WN con probabUid11d 

o. 95, 

Unid• COllOI En la tabla J, II ae tabulan loa ltmitea inferiores de esto• 

intervalo• para diotintoo valorea de N· 1. 
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TllDLA J,U 

M·I O, 5 • K/11· J 

16 .227 
20 • 258 

JO • JOS 

40 • 333 

60 • 363 

100 • 396 
200 • 427 
400 • 451 

600 • 460 

800 • 4654 

1000 • 469 

1500 ,47'7 
2000 ,4781 

Lo1 valoro• correspondientes a M - 1 • 16,., ., 200 fueron ox

tr.afdo1 de •atometrica Table• for Staticiana•, loe que corro! 

penden a N • 1 • 400, •• ,,, 2000 se calcularon aproximando con 

la func16n do probabilidad normol 11 IO. 5, !..1, a la quo tion• 
411 

d• 1• d11tribuci6n binomial para M • •, 

Pu·a c1lcular v1lorea intermedios so realiz6 una interpola

cttín pol1nomi•l entre 101 valorea tabulado•, considerando ab

ciH• 109adtaica• para eapaciar uniformem•nte 101 datos. La 

1nL1rpol1cidn H hiao con •l dgorltmo d• Nevilla-llitkan. 
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Loo ru1ultado1 de la interpolaci6n se preocnton en la. Ugura 

(J,131. 

·°F===t==F=:i;;:::::¡;;=::~1:=::·-=:¡ 
·"t----t-=·i-""'-'-f---f--il---1 

/:_......--
·"t-/-o>""---t--+--1---1---. --

'•ºº """"""' ..... "" .................. _ .. ,,, ........................................... . 
16 ID IDO Joo ~ºº 1 Q)¡,1 ID•lO 

llJUPOUUOJ HL rlOMUllO UUllOI AllllUllLI, 

Figura (3,13) 

Para .efectuar asta prueba se cecriU16 el programa CRUCt:s/c'E

RO que toma como datos un archivo de la señal a probar y ol n!!, 

mero H de muestras a tomar en cuenta. 

Cuenta el nO.moro de cambios de signo y compara esto na.mero 

con el rango admisible para una confiabilidad del 95\, El 

rango admbible lo calcula in.tcrpolando polinomialmonte la t! 

bla con el algodtmo do Nevllle-Aitkcn, 

El programa fue escrito en Pascal para la llorrou9h1·6800 del 

c.s.c. ou liotado se encuentra en el apbdice D. 

b) Pruebas sobre la diatribuci6n 

Media y varianza 



Sen l ( t), t: • 1, 1,... una eeñal de ruido blanco con media ce .. 

ro, varianH ar y momento• de cuarto orden finitoa. Enton

ceu, H f&cU demo•trar por el teorema (8, 7) central del Um!. 

te (ver apllnd1c• 8), que1 

. ! ~ 
N i•I ¡ i 

a
•r 1 N r 

• - t •f.C:J 
" .:01 

düt. - ~4 - a• 
Xla 1, ---) 

N 

para N • • 

f l. 61) 

f l. 631 

•donde ~4 • f(lf~J 4 l 1 Se puede c1lcular µ4 para diltintaa 

d'8tl'lbuc1onee, por ejemplos{ para normal 1 O, a
1

) µ4 • la
4 

(l. 64) 

para uniformo en f <1, b 1 

µ4 • lb-al 4/10 

13. 651 

o. ac¡uf H duprende que pan N • •, conocida l• vorianza at, 

bajo le hip6tHh nula " • O, d«Jbu 1cr1 

lil ~ 1.96 a_!_ 
¡¡¡ 

(l. 66 I 

con un nivel do cunfiobilidod del 95,, Para ol miMmo nivel 

de conUabU1ded, 1upuHto1 µ • O y µ4, para N • • bajo l• 

lllplltHie nula fl•l<J'I • a1 
debe c11111plir1e1 
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• g-a4 'ª' - ª'' < 1.96 -
4
--- N 

f J, 671 

En particular realizaremos estas pruebas sobre la diutribu

ci6n normal• N(D, IJ, y uniforme en (-o.s, o.s), y lu doaL

qualdadea (J,66) y (J,fi?) quedan, para ostoa casos comos 

para la diat. normal Nfo;11 1 lil ~ 1.96/IÑ 

para la diot. uniforme en (-0.S,O.SJ 1 i'i'I ~ 0,S6Sl/IJ/ 

la 2 - 0,0IJHl~0.1461/IJ/ 

Estas pruobaa ao incluyen en el programa ALEATORIO, que ae 

menciona más adelante, usado para generar 1eñale1 da ruido 

blanco con d1Btribuc16n uniforme o normal. 

Obacrvac tone ar 

tn ul c .. o dula dl11tril1ucl611 11ur11111l, lo u<:uJcl~n (l.621 nn 

ea aaint6tica, ao cumplo ., N ! 1, y la (J, 631 ¡>odrla aer 

1uatituida en fÓrma exacta con una cl1atribuci6n x' (j.i. .. cua

drada) con N grados de libertad. Para valores grandes do N 

la diferencia es mlnima., por ejemplo para N • ZOO, lo• limite• 

de la pru•b• fJ,67) difieren en aproxim•damunte O, paro vol2 

re• de N mayare•, la diferencia ea menor aCm. 



1) 1 

O.be ob1erv•r1e «dem&s que en la prueba de la media se supone 

vartanaa conocidil, y vico-voraa. Estas pruebas solo han sido 

provu1ala1 p•ra canf irma.r qu~ las auiialea gonuradaa aan "buo-

n11 repreaentantus• del tipo de señal que se quiere simular. 

En un caso 9enornl hubiera sido m:S.s apropiada una 11rucba con

junt•, por Gjl'mplo con el estimador do la ocuaci6n (2.4!t), y 

en el c110 de di11tribuci6n normal, recurrir a la prueba t. 

(por l• dhtribuci6n t de Studentl pdra la media, y • 2 (ji· 

cu1dr•da) para lo varianza. Las pruebas propuestas aon sene! 

llH y •d-hoc • la aplicdci6n propuesta. 

Den•id•d de dhtr1buci6n - criterio do Poorson 

Supon"amoa que su ticnu una variaL>le alc.itoria V, que puedo 

Lon1:U' Valoro• diliCi-t..:toY llJ. • • • V,n' con probabilidadca PJ,, •Pm 

r••pectJ.vamunte. Dada una mue1tra aleatoria 1imple du N ob-

1orvacione1 de dicha variable ae obaorvan frecuencias de apa-

ri•:i6n n1, 11 1, ... ,n
11 

para lo• valorea •i-•m• ¿corno podcmoa 

confirNr <¡ue dicha muestra correaponda a la dhtribucl6n mcu 

&e tr•\• pu•• de dutt>rmin•r cuando la diter1naiA entre la• 

frecuenci .. oboe1·vada1 y oua valorea eaperadoa Hpl' Hp 2, .... 

Hp
11 

H 1t~n1ficaUva. 

PHd• d..oatraraa • partir del taorem.1 de Laplace, que la v•-
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riable aleatoria 

( 3,611 

Se distribuye como una x2 (j.i-cuadradaJ con m-1 qrados du l! 

bortad, Ea docir 

para N ·• .. ( 3. 69 J 

Una demostracidn a partir de resultados de convergencia para 

grandes ~tue1tra1 puedo encontruree en Hao, ~.R. \431. 

Sea ahora •ftl, t • J,,, ,N una observación de ruJdo blanco 

con varianza finita, si se quiere vcrific.ir fJUe .-.1 ti tiene 

una distribucidn dotccrninada puede dividirse el rauyo de va

riacidn de 11:(.tl en m intervalos (cclclas)1 ui P.e .é.•J, ••• ,'" son 

las probabilidadas aeociadas a. dichos intervalos, clc!tcrntnad~s 

por la distribuci6n tc6rica, y n¡ .i.• ! , , .. ,m son las frecuen

cia• observadas entonces la c.antidad x definida en (3,68) pue

de usarse como criterio pues bajo la hip6tcnie nula de que laa 

probobilidadc• asociadas a los intervalo• son p1,, •Pm• enton

cua X 10 d11tribuye como una x 2 m• J. Para un nivel de eonfi•!' 

za de P• 18 propone como criterio de aceptaciCln de la hip6te

a1a nula1 

X ~ x!.1• P 1 J, 'º 1 
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donde x!. J' p e1 el punto de probabilid•d •cumulada do Pt por• 

la diatribucidn ~%con.,., grado• do libertad, En la tabla 

), IU H tabulan al9uno1 da estos punto• crlticos par• valorea 

d• 11·1• a, u. 14,y P • o,g, o.95, o,9g, 

TAll.A l.111. T01Mdo do Pcar1on ii llartloy 11 Uiomutrika Tablee far 

StatJ.cians" 

. . 1 r 
X Ol· I, O, 9 

r 
X •·l ,0,95 

2 
X m-1,0,99 

B ll,J62 15.507 20,09 

12 18. 54~ 21. 026 26. 217 

14 21,064 2), 605 29. 141 

Para efectuar ut;a prueba se eacrlbld el progrumll lllSTO. El 

proc1rar\A fue eacL·ito en Pascal para la computadora Dorrou9ha-

6•00 Llel c,s.c, loa datos son un archivo con la señal tlt) a 

pcobar, el ndmero M de observaciones de dicha ecñal A tomar 

en cuenta, el extremo snfnimo y rnáximo de los intervalos y el 

nGr.iero do estoa. 

t:l lJfOlJf411\a C\hJl\td ul n011u¡o Uu VAlun:H ohuc,vnJou en Cdlll\ 1!!. 

t•rvalo, y aquollo• 4ue caun f\l•S:• dul l'Anl'}a lfiuu, MAX\. Crea 

un archivo, para graficar con GRAFO/P/ISCALERO, que contiene 

un hi1to9rama de la señal para loa intervalo& pedidos, y pue• 

de incorporar una curva normal para comparar vi•ual~ente con 

el hlatograma. 

13~ 

Un resultado típico de eate programa se puede ver en la f19u• 

ra (3,U), 

El l11tado d• dicho programa ao encuentra en el opdndicu o, 

rt~ura (3,141 

3.3.3 Señales simuladas 

Con 101 matodo1 de oimulaci6n ducritos en J,J,1 se simularon 

10 Hilaleo de ruido blanco, para uaarae en 101 capftulo1 5, 6 
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y '/, en ejemplo• de loe algoritmo• de identificaciOn con da

to• 1h111hdo1. 

Lar 1eñale1i atmul.J.das paanron las prueba• de no-correlaciOn, 

y d.lltribuci6n vl•taa en J,J,2, 

A conlinU>C'i6n se listan en la tabla J, IV las csracteríaticas 

IQlll'F. Tiro IJ.: 01s·mruu:1rn l.J\l!(l) mroco oo a=1rn r100~\'111 
a:~:1WX>11· 

~11:-0 1 illm.il (O,l) 645 DaX - H.lller /\II./\'IUIUO 

11.JllO ~ ll>rn•ll (O,l) 645 llc:Dc - lllllcr lllFJ\1UIUO 

lllllD J ll>m>l (O,l) 645 DaX - lllller 111L\1UIUO 

!lJill) 4 ll>lllUl (O,l) 645 Uax - a.tllcr J\Lü\1UIUO 

lllllD 5 ll>mW (0,1) 1127 DoK - lllllcr lll.E/\1UIUO 

llJIJ.O ' ll>DMl (0,1) 310 JlaX - lllller AIDl1UIUO 

11111.0 1 IJnlfonm en [-o,5,o.5J 645 Ül<J)r\lCncial oorl.-inail:J AU:/11UIUO 

INI' 1 DJIM.U"i.J aled.toria a inte! 310 11 p.:irti r de llll fo mu lll!OO/UINllRIC 
v11lo diuc. 

rm1 u Sa..."\·~16n l'IIU5, ll'lr.1.xira 325 Ccu..1cit.r1 en di foruncfaa rlUlS/63 
lt11<Jllw 116.1. 2 

l'Kl$ ll7 SW.•sil!n PIUS, ti.hin» 1127 EcwclOo en diferencias PIUJS/127 
l•••Jllwl rrtl<J, 2 

TABLA J. lV 

En el •pendice e pueden encontrarae gr4ficu de lH ,••ñale1 'I 

rHult•do• de l•• pruebu eot•dflticao. 

l )6 

),4 ldentlflcacl6n no parSmetrlca de sistemas contfnuos 

En esta secciOn se describen en líneas generales, algunos m4!

todos cl4sicos de dcturrninaci6n de la respuesta a impulso y 

la funci6n de transferencia de sistemas dinámicos contfnuos, 

con proceaoa eatocásticos como scñalo11 de entrada. 

3.4.1 ConvoluciOn y correlact6n 

Sea un sistema din.1mico lineal, contt:nuo invari.111ta en el 

tiempo, Si ou respuesta a impulso os li ( t) y su funci6n de 

transferencia ea H(6) • t f11(t)I, se cumple que para una en

trada u(tJ, au salida y(t) eo tal que1 

¡ .. ~(ti • • h(tl u(t•t)dt 

ultl h(tJ y llJ 

Fiqura (J,15) 

Calculemo• ahora la correl•ciOn entre la entreda y la eaUda, 

1uponiendo ergodicidad del proceao 1 
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!.. j r r ¡r J •.v1e1 • UroT_:. ult-el yl.tldt • Um ul.t-el( hltlult-tldtl dt 
rr -r r- 2T -r 

invirtiendo el orden de integracidn. (se puede hacer puesto que 

l ~ t eon independientes~ 

R".,181•[iah1 • ti'"!.. /rult-Olult-tldt dt • /hl1I R ID-t 1 dt 
7 o r .. o :r ~r (1 uu 

, , R 
1
,IDI • /~l1[tl R (O-al dt 

U:1 {1 UU 
,,, 711 

0~1t!rveao <;ue l• rulacldn (l. 711 implica que •I ol slstcrn• ee 

le aplicara una untrada ld~ntica • lo tuncl6n do autocorrola

cidn de 14 ll I , eu Hlida ser!a iddntica a la funcidn do corre-

lacidn entre u(tl y yl ti, 

_Ru_u_IB_I --·_l __ h_1e_1_: __ R...;.u-.t8I 

t'!9ura (J,161 

Si ahora t011&1101 tnn1formadu de Lapl•c• • la ecuac1dn (3, 71) 

ru111ta1 

l )8 

•uy ljwl • H IJwl •uu (jwl 

6 

and.lo9amente HI puado dumostrar CJUll 

Luego, 1ueútuyendo IJ.731 en (J,7211 

1J,741 

que relaciona laa dcnsidadn espectrales de la salida y enlr!! 

da a un eiatcrna lineal. 

Du 111 ocuaclono1 (3.711 A (3.741 au dosprondon ¡>rocedlmluntoa 

triviales para identificar el •istem•. Por ejemplo ei uf.ti eo 

ruido blanco un1tar io ( C • 11, Ruy 1t1 sera lo respuesta • irn

pullo hltl, y •uylfwl aed H(jwJ, 

Paro an la pr•cuca no .. po1!ble en general hacer eato, ad 



que verell'oOa como identificar datemao dn ucarloa do au opa

nc16n normal. 

l.'. 2 Detcminac16n de la respuesta a impulso 

Su?on9aDO• ahora, con mayor generalidad, al aieter.ia anterior, 

eicltado por una l!ntroda ultl que es eupcrposic16n de dos en

tra<laa i u 1 (.ti que representa la entrada on oporaciOn normal 

Jol •i•tcrna, y uzltl que representa una ªseñal do prueba", 

la que elogircmoa pustcriomonto para iduntificar la rcapuo1-

ta a tmpulao. SLipondrc11101 que la aalida del ai1tema ae co• 

rrmopa con ruido aditivo K 1 ti, En re1umen1 

11¡111 enl. normol ¡nlll 

-
----..,.----lutil_l .. ~~~~""_..y~lt~l~·~-»--'-Y~lt~I-, l! hltl &Olido 

11ttl Hftal dt pr111bo observada 

F19uu tJ.17) 

In 9eneul H pueden hacer al9unu euposicionos adicionale11 

COllO Hleccionaremoa U rltl, podemoa ela9irla do forma 

que no eet• correlacionad• con u 11.tl. Debu ain embar-

'~º 

90 tenerse presente que en la identificacidn en ~azo co

rrado eato no ser& posible en 9eneral, puesto que u1 ltl 

depended din~micamente de yl ti, y por lo tanto ta!'lbifn 

de u1 ltl, 

Ele9iremos u2 ltl independientemente de Kltl, y por lo 

tanto no correlacionados. 

En reswnen1 

11 

2) 

R"l"t .101 • O 

RUIK 'ª' 
V O 

V e 

Como el ei1tema es lineal, aplicaremoa auperpoe1ci6n, llaman• 

J Yr ltl 

l Y¡ ltl 

. f 

· I 

hit) Uf lt - t) dt 

hit) "2 lt. ti dt 

Suponiendo er9odicidad calculemoo la correlación entre u1 Y 

v• 
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• T 

• • • ~lol • / liltl lim .!_ / u21.t-elu1 lt·tldtdrt 
"r 0 r-zr.r 

·/ 
T 

h (t 1 UJri .!_ 
r- H 

T 

j u21t·Olu21t·tldtdt+ 
·T 

• w. .!_ ¡ .21t-011i1t1dc 1J.1s1 
r- IT ·T . . 

ª•z!ilOl • / h(tlR"1"1 (0·1ldt • / hltlR"z"z (O·tldt • R"i"(O) 
o o 

por 11 y lli 

R•¡ÍJIOI ; / ll(tl R (&·ti dt 
0 "r"z 

Jtlu:iti"c.tc16n con ruido blanco 

&l·41h9lmoa como •ntrada u21tl • bltl, ruido blanco, al aer 

au tunci6n de autocorrolaci6n1 Rbb(O) • k 6(6) 

• Rb!j(O) • / 11(1) k6(0·tldt • h(O) 

e1to •• que 1• func16n de autocorre laci6n coincide con la re!. 

puHt• a l111pulao. Un eaqueana de ldentificacilln en Hnea para 

obtener U valores de hltl, podr!a ser ol de la figura.(3.18}. 

Donde loa proanediadorea PROME realizan la operacitln; 

t 
1. / l·l dt 

ttlardu 0
7
.1-----t 

retardo e i-----¡ 

Figura (3,18) 

Identificaci6n can PRBS en tiempo finita 

_r:::::-1 hl o~ 
t.:=J-·-----

En la pr!ctica no tendremos accesible para la identificacitln 

uno señal bit) de ruido blanco, ni tampoco la posibilidad de 

observar y promediar durante un tiempo infinito. De hecho no 

e·ataremaa entoncea calculando las funcione• de correlaci6n •! 

no e1Umlndolaa. 

.. 
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R11Hcribire110a 1• ecu•cidn (l.11), integrando entre O y T. 

r . 
! I r 

u1 (.C-8 J y(t) dt • Ru¡ii 

o T 

~ ,·j' hl•IR 10-1)d1 
u¿! o "2"1 

lue~o 

r, 
•j h(r)R (0-1)dr • Ru 11 (0) 

"2"2 2 

dende hemo1 aupu~ato qua el 1istcma. tiene respuasta a impu! 

10 Je duracJ6n finita, es decir, existe un tiempo do aecnta

Oliento T4 (Sottling Ti..,) tal quo las entrad•• ocurridas en 

un tiempo antoriur a .( .. f. no afectan, o no influyen en la 1a

Ud• dul u ... po t. 

T 

1 1 
!/ 
T o 

• 1 T 

{

R" 11 18- ti • 

R u (O-ti -TI 
"1 2 

r º 
··2• (O 1 • ! I "1 

r º 

u2 lt-e 1 u1 lt·tl dt 

"r ft·OJ u1ft·tl dt 

lt-e J • ftl dt 

Si olog1mo1 T mdltiplo del perfodo do l• 1oñal p.~. b, 4, . 
111a11tl•I • l"t"r(&I (ver 1c, 3.11), l• eatimacidn ea exact•. 

Ru y leJ • 

' 
T T 

/' . ¡' . lt(tlR u (O·tldt • l1(1)R u (O·tldt • R •(U) 
"z I "2 2 "¡ 

o o (J.7'1 

T 

• J' ltfrl R u (O·tl dr 
o "1 2 

• 8 (T,OI 

lao c1ntid1du a(T ,e 1 

tienden a cero si T • •1 mllu aan, la ocuacidn {3.lJ) no11 da la . 
varianza de Ru

2
u 

1 
y Rutn' en el caso do que fueran aeñalu1 

gausaianaa, 

Va~ IR" " 18 J > .!. I Rulul (u) R"1"1 (u) du 
2 1 

fm 

Va~ IR~ • fo J l • I Ru
2

,
12 

ful Rnn (ul du 
¡ 

. r, 
' ' R -

U¡V 
(O J • J ",, 1 R"t"t 

(8-1 1 dt 

Si•ndo u2 una secuencia PRBS, cuando ul pedodo de transicitln 

~+O Ru
1
u

2
(ol + v1 A 6 (&) 

en e1te caao Ru
2

¡¡1&1 • 
0

Vt ~ h l&I 

y el efecto de la 1ntegrac1dn en un período finito, y la ope

rac16n normal del sistema aparece cor.lo un ruido o perturba

ci6n que disminuye de amplitud a medida que el período de int!!_ 

gracidn tiende a 11> 



• .!!~! 
~-__ u¡UI •• _j" 

l~AUSI 

rtlorda 1 

1 ~5 

nlll 

hl t 1 

Figura (J,19) 

(J, 771 

jlll 

: 11 d t _.h!!l._ ..... .._. .... __ 

Se puedo dcmoatrnr adema. quo ei u 1 • O,y u2 1tl y nltl son 

9l\Hliana1 no correlncionadae, cr96dicaa y con media coro, 

s•endo ur ru•do blanco y ~"r"al1I • R 6ltl, entoncoa1 

~ _Rn_nl_ol 
va~ {hltll • 'J, 11) 

TR 

Donde T ee •l podado do 1ntc<¡rac10n, 

Herttal vtato pue1 como es ¡.iosible idcnti ficar con ruido blanco 

y con 1ecuenc1•• PRlJS la respuesta a impuleo de un eiatema d! 

n&•ico lineal, incluso cuando este opera normalmente. 

Solo cabe agregar cor.10 conlideraciOn pr&ctica de que el per!2 

1 ~6 

do de la señal PRBS debe ser mnyor que ol tiempo de ascntamic!!. 

to (T 
4
), y para considerar el aistcma funcionando en estado e!_ 

tacionario (respecto la señal PRDS), al menos un tiempo T 111 so 

debe dejar pasar luego de aplicar la eoñal, antes de coman zar 

la correlaci6n, 

Loa mi'.!todoa do corrulaci6n nplicadou a sistcmae discreto» ao 

dlscutir4n un la occc!On 4. 2, 2. 

3.4.3 Respuesta en frecuencia y an:ilisis espectral. 

Reescribiremos la ecuación (3. 72) para un 1ietema lineal ex.ci

tado por un proceso estacionario 1 

ultl H(s) Jltl 1111 

Figura (3.20) 

Si la ulida del oiatcma ea perturbada con ruido aditivo •ltl 

el ••pectro cru11do de u, fJ ••• 
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8l ultl y N(tl no ut4n correlacionadaa, entonen •u"li"'I • O, 

en Cll'fO cuo podrtamo• determinar Hlj111J 

H (j111J • t uij (j1d 

. •uu (jwl 
l l.'º' 

En porticular •1 ultl u ruido blanco con den•idad C (consta_!l 

te!, entoneH 

H lj141J • 'uy IJwl IC 

La detorr1inaci6n de la rupueata en frecuencia podrta hacen• 

en forN eficiente con un eoc¡uema de tr•n•formoda R&pida d• 

fo1Jrier (TRrl • 

lito ee porq11e pu1·de deiuo1trarae l 27 I que 1 

/. .... ·"' 
Entone•• .. ~océílerta pri .. ro •l cUculo de¡ V 11..,1 

u ljwl 

F(yltl I 

• F( ultl 1 

1 ~e 

luego 

Usando como excitaci6n una señal de tipo PRDS, lo prime1·0 que 

deben101 tener en cuenta ea 11u espectro de potencias, que dif! 

rir4 obviamente del ruido blanco ideal, 

Por ejemplo1 

Si t 1 ti u binaria aleatoria • interVdlo• discretos (eecc16n 

3. 2. 3) 

Vz , Sen 2 lw~/rl •u 1]1111 • • ~-
lw~/TI 

l l. 1" 

ll>u 

Figure (3,21) 



~f< lfl!i PAAA LA llTNTIFlfACIO!j 

ft. f Slslemat l lne1le, dlscreto1 

lt. t. 1 Introduce Ion 

t1 p-:q.ilelto de este capitulo es enc:mtrar una dcscripcifin m.llur.1tica de 

los aial.u!WI qw au identificar.in, quo inoorporc su CU\tcxto o ncxlio """ 

bkn•.o, el qw ~ incido sobre los eistunas • trlM!e do peri.~ 

dtn••· De lo quo ., trata cntmoc1 u de caracterizar el dnlU1'1 y su 

ndlu ..t>ienta a trav& de iralclol de la diranica del 1iatma y los pcr-

turt.111cir.11Ua, 

a. 1•·ia·r a:nUci&1 que dclrn C\111>lir utas rrnlllloa co au utilidad, SI ., 

pqu11 ..,. ldcntiflcaclbi CU\ pl'Clll5oltoe de CU\trol, loo n:xlcloa dcber4n 

au ~por• .,.ta ~ito. 
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Otro lfmi t:.icifin a la cl"oo w nnloloe r"'1JcJ m 1.1 ¡xiuil>Uúhl do <>I\11" 

tru1r poca elloo alr¡oribnüll robuut.aa do idcntific:.x:lfll. l'or llltlno qua en 

cate trob.ljo oo eo propcllO estuilar en fornld gurcrol la idcntifi"'"'ifin de 

rn:xleloe sino l"CBtrin¡irnos a alguna el.asa partirular do ellos. 

- l.Jmitamrcs a descripciooos de entr;da-sJlida de eisb.mlB dln.lml.ooo 

IJnaaloa en ti!JllXl diecroto, causales, de ordm flnito. WI sistan.>0 do 

flg ~.1 

esta fol11\l puaden describirse desde el punto de '!iota de entrada-.alida 

pcr una ccuoci61 en diferencias de orden finito rom la 4.1 

y(k)t.11y(k-l)+ .. .+a
0 

y(k-11) = b1u(k)tb1 u(k-l)t .. .tb
1
, u(k-n) 

- DTdo1 k e• el ln.ii.ce de moostroo k::o,!1,!2, ... 

u(k) ea la entrada al eietaM en el instante k 

(u(k) e' R 'f k) 

y(k) ea la salid! del eietuna en el instrote k 

(y(k) e R V k) 

(4,1) 

o!, bl ecn en gl!llCral funciones de k. S1 8CI\ cmstant.cs el 

a.istuna os inYll.l'iante un el ticnpo. 

Hay voriaa ro...,... qua justifican la eleocifin w cata clase do 111ldulos1 

, l.ha c¡ran oantidad de li~ .....ies p-. aer IPlOxl&ldaa da 
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QSt.l form.l. 

Sol ¡.u.Uca1 du1.un>llar CUn> .., \\>r.11 al!}lritm>s w ic.l.,nt1fic.1clfn 

l'Ualsro.. cnnb'"'"'"' propiedadca de CXJ\Wf1JC<lc1a u 1Jlplcnu1t.:il.>Jes 

cn CO!p.Jt.ll>ras d1git.1lcs, 

1:1 P•"t:t'lo hodlO do! trubojar CXJl CQ1~t.n>rns digitales 1Jiplim 

nlldloo c.100• loo c.Uculoo ¡u.'<llm ser reuliz.ll>s entro 1JU1t.Jzltca 

de nwstreo C1IU1iyuicnlo in• 1Jlplcncnt.lcl6n en Unea, 

En CJllD c¡w se ttn1¡illl sist.arus CD\ 1>1rtcs CD\Unu.-w y ne quiero la 

C\/Oluci&l de las variilblcs durante el intcrviJlo do irucst.roo hay 

IJ!cnic.111, pie cjuiplo la t.ran!lfo11:11c16n-z ttlJt>lcta (o "cxtcrdl

da") (1), que p.io.lcn rusnlvcr el problc:ml. 

El tr.lb.1j.ir ,..., ..,,-,tlcs de ruido blM<D en Ulll{O diBCrcto evita 

•lt}\l'OJ prWlan.u tl:cnia::>ci qw surglll en Uunp:> a:rit!noo. 

t:uti! Uro lk1 rro.lclou es .1dccu..W ¡>tlr.1 ¡ircr.6sitos du cnntrol ocan-

1""."'"~ lfuu.c.~ .. J..il o.:uuul c1:1.dco y cutoc..1:-ot.Joo. 

ACn CUll'd:> cnt.;1 dc!lcripciOO es del U(:x> lnol entrada - ma B<llida, 

los al'lOribi&IS <'1 idcs1tif1cacl&l p.axlu exb:nll>nie a rep"'8Cllta

cialcs del Upo1 vru:L.la mtcild.1" var1411 aalidaa, 

QJ1o ...,RJllC8 imoliat.mJJte pul<llsl hawt'IE exlllnll1""'8 a alq\1\4 

el- <Ju 11•1..,... ro-linc.uca 

Shte1n<11 lntrfnU!Camr·nte l lnealu (nr ref tU)), 

Si hllWI la ldmUf1mc1&1 uc h.irS sabre oiotun.w dcscri¡itiblca ¡oor """"" 

ckhm ., cLlfumcJ.11 del Upo (f,lJ 1 dube dJeerv....,. quo i.. prq>iodad 

flnlmllUl •la 11neal1dad..., W. padn•t:ral mla que..., W. dalm. ~ 
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aCil, en una Mplia clauo du lliutun.w no linc"1cü lila tr.uv1forurn:16n en le.is 

datos y en los par~tros habilita wia rcl•ci6n lineal entre lea nwvos 

datos y par&natroa del Upo ( 4. lJ aobru la qw se podr.1 a¡ilicar 111a Uiaú• 

ca de 1dilllUficac16n. 

íly •.2 
V-.0. in ejonplc1 aea el siatm.l s descriptible de la forma 

azu(k)tu(k-1) 
y(k) • ------

•1u(k) u(k-1) 

ccn loa datoe u(k), y(k), Cl>vimcntn no es linL'11, pero al hacu1Da 

1 
--a u'(k), 
u(k) 

n2 

1 
-- ; 61 cnt.a\o.m f 4.2, se t.rnr·sforna en 

"' 
ylkl •-- t - • B1 u'(k-1) t 01u'lk) (f,31 

Q¡ u(k-1) a1 U(k) 

ipieadel Upo do (4,1) en loa parhltroa BI, y loa dab>a u'(k), y(k), 

~-u-·~~~-~1~~-s-·~ ..... --~-·-·---~ 
flg ~.] 
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• WtlMl lllltala!s '""' trSlafonreciCln u -> u', y la nw\9 rolacitri entro 

.!!' y X. e• lloool. 

Qn!r.Ul<llkk> 111 poall aea 111 sistena en <J'JlllrAl de 1• forna 

y(k) • fb!U,. • ., u(k-n), y(k-l), ... , y(k-n), 0) 

Si e U.aten t.riVWConna<:ico:is Ta, Ta, Tt tales qw 

T11 K -> M "" y'(k) 'Ti(y(k)) es 111hoca. 

r,1 R-.. n 111 lllf"""" y u'(k) • r,(u(k)) 

Too if'-> R111 tl 1111'"""1 y T1(0) • {a 1 -, a
0

, bo, br, -b
0

} 

lllllma>a diunoe qw a &intc!M S' es lntrfru;ocancn!B liroal. N6t<>oo qw 

la lnwrtibilldld do 1' 1 aooc¡ura.rfa la rcl.icHln ll\O • '"º entro los aiste-

c. •iuf uo dcspnnle qw las ttauc.as de idcnUUc:.x:iCln para sistanlla U

'"'"1"• ~ uUli&<UllO "" 111A Anplia clai.. de atut.>n11• ro lÚ11lol1'll IDl<1'" 

ci""1b 1M tr-tor..:Jmea l¡ICqlimaa a1 loe dAtoa y ¡>U"wtroe. 
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Z..1.2 Respuesta 1 pulso y función de transferencia 

No I=• O<JU1 una dodua:i<ln ri9umua de l<l!l rcpruscnl:.lcicrws de loe 

slst.cmis discretos ni las propiodJdcs w la tr • .isfom.:&!l.:i i, toe rca>nl.J.r:!n 

alcJWKiB dcfinicicucu y ee 1ntl'Oduc.1r5 la not.1c.161 que Lil..'<ftÚl'\!r!DB. U1 cu· 

tulio dot.11l0Llo ('W<lo vu1-uo en lau iuforwcl.iu (1), (14), (J4), 

Cl:insidcrilIUTOB sioW>us s c¡uo siguen ma ley dul U¡:o (4.l) vcru1PJ algu-

rus repreoc:ntacioocs 01.jU.i.valcntos. 

si k / o 
D>UnioOO> la delta w Kioocd<cr ó(k) ' ( 

Ll'""'1r01'0• sUCEsJ4i de peso o rcs¡>Jesta a puloo a la ro¡;pwsl:.l del •i•IB-

u(k) cual.quiera CBI 

u(k) 'r u(s) & (k-1) 

y(k) • 'f u(s) h (k-1) ...... 
y(k) • f u(•) h (k-a) 

B ' O 

(p:ir deflnici<ln du ók) 

(p:ir causall.d.xl, s1{01im

w adcr~'ls u( k) causo!, u 

Wc.ir u( h) • o •i k < O) • 

Si u(k) no ea causal el 11mite inferior del Wioo de s11naci&i ea ~. 

Hacicnio el C<llbio k-1 • n ., obtienen ctis eJc¡uea.looea para entradas no 

cauulu "" 9a1eral1 
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y(k) • 1.\1.) h(k-•) 
••• c;A 

y(k) • ! u(k-n) h(n) 
11 e O 

(4.4) 

tat.i rep~tacUn su 11""'1 w suna de tul\olucim Y es anfilo<J• a la 

inw¡ral do anvolucil'1 ¡ura uiswl\M wnúnll>S. su dcsvcnwja pr.:lcUca 

r..U·::.l cn qw.., el c.llculo hay qw alnuc:enar toda lo suwsUn h(k), al 

,..,..,, los mio al9nifi"'1Uvos, Y. las entrados anterioreo, Para mtrod.is 

CJUllille• el cMwlo do ylk) ru:¡ulcrc k productoa Y k-l •llllOll. 

OJ.lnlo • ¡urUr do! al<J(n N natural h(k) = o Y. K > N, el alatcrna se dcro

núJ\a CIJIUllB1111 filtm FIR (de respuesta a J.nv.üao flnit.a), 

u. •• 1o l.oa cxnllcie»-.UJ inicial.cu lltll nulas ea aui la rcpreecnwci.6n dol 

elllll""'' en el """'° al<{IWJO • trov& w lo tril'UlfClllll&la z, quo Uone '"!!!. 
é 'N c6Pla lntcrpnit.icilln cperacimal. 

ft..-..'11.nlD .,.. la tril'UlfOrmolda - z (o de DiriChlet) l.llilateral de ona 

...... 161 h(k) .. 

111<k>l • r h(k)7.-k 
k • o 

(4,5) 

l'\Uloo wn9 - pua"' elatuno :; ocn s<O>Si.6n de poeo h(k), al 11¡>Ucar 

la ~ de ~lucUn ... el timp> 

Y(Z) • H(Z), U(Z) (4.6) 

U(;) • Z(u(k)) 

H(Z) • Z(h(k)) 

Y(z) = Z{y(k)) 

- 156 -

Se pwdcn introduclr los ocndiclooca iniclalou a:n ""' •odlfic.:oclln w 
(4, 6) pero se pierdo la ext:raoWa ecncillcz a.l<¡Cbraica ele esta rvluc.!6n. 

~.1,3 lnterpretaclOn operoclonol de z" 1 

01.:Jrdo el sietuna es del tiJX) Qll! nosostros tratarenos es decir. qll.1 se ri CJl 

por·una ley o::m:> (4,l), oo ¡uode ver que su f1.11ci6n de trill•ferencia 

11(•) =Soh(k) ·t-k ocnwrqo, cuardo es estable, a w.. fuu:i6n roclaial en 

z en el exterior del c!rculo l.llit.ari.o, 

lh efecto, soa el eistano 

y(k) + a1y(k·1)+ - + an.y(k-n) • L¡ u(k) + - t L0 u(k-n) (4.7) 

Si u(k) , y(k) • o y. k <o, ae puede oplicar lo pi:oplcdild ool oorrillllcnb:> 

• la dorec:ha 

Z{y(k·ll) = z 1 Y(:) Y(z) : Z{y(k)) 

Tt:manJo transfolJJIOda z en ( 4, 7 l 1 

Y(1) (1 + a 1z"1+ - + an &"l • U(z) (Le t b1z1+ - + b0 t"l 

(4,8) 
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A(.-1) • 1 t a11·I t - t 1 ,-n 
n 

•<•1
> • bt • b1z

1 
• - • bn•º" 

Y(>) 
11(&)• -

U(i) 

buº t - t b 
du otr1 forma H( ;) , n 

zn + - +a 
n 

por (•,6) 

B'(r.) 

A'(.) 

A1 (zl • .,,n t a,,n-i t - t ªn • zºA(z-1) 

8 1(1) ~boz11 + b¡zn-t t - t b
0 

• zne(z-1) 

(0,10¡ 

l.J .,.t.IW.lid.ol Q!l •istul\l es si y &6lo si loa "''°" do A' ( z) llOl1 in ter i2 

u•u .i1 dn.'-l.\o '8lildr1o o lo t}\&l ca lo milillD, lOll mroe do A(w) &al extu

ri"nt• • •1. DalaiWtANOOI .Ola aislmal ostabls, 

u...illb el •"'- Uano anilc!c11ce tnlctslea nulaa, 11 opllc.>Citln do 11 

pi'0\11- di a:>n"'1illltD a la don.'d» (rutraoo) 1 

Z {f(k-uJ} • ,-n Z{f(k)) 

p!llalt8 inllll}lnltlr ul factor .-1 (ver c•.91) CXllO \ll q>eradcr do retruo 

11\iwio. DI •111 ... l:Jda la notacJ.lln • preatl 1 q,. hoya \ll p>a> do 
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CDJfusi(J\, al mezclar señales en el tieip:> ccn transfom>ldas-z que tienen 

aentida 111 el cbninio <X1J\llajo •· Por ejC111>lo el C"'1UIJl1lol du la Úgura 

''·'> ea claro ai c¡wruros representar \ll bloque que rctrülla la sciial x(t) 

~K_lf_l~~-~1~~-Z--l~~~--·-(t_._1_1 __ ~ 

flg 4.4 

en una ~ de tialqx>, si ccn=lJooe en utilizar el s!nbalo z ·I para re

presentar e1 retraso unitario, Pero no Ucno i;enUw alguno una ooioal. 

,-I x(t-1) en el plano ""'Plojo z, 

Para evitar esto se intro:luoo frccoontcncnte en la literatura el o¡xmio:k>r 

q "1 de retraso unitario, difercnci&IUC>lo de la variable Wit>leja z -I, L3 

figura (•,S> representa el nú,.ro sistcm.1 que el do la figura (4.4), Ai""¡w 

flg 4.S 

las CJ<Pro&iales que relacimill las sei>al.es 111 el tieip:> y sus transforn-..• 

daa mi lllllloc¡aa al lllilOipular alrJabr'1Dilll8lta los operam>ros, · ou int.wpi:e

tacitin - b1'n d11Unt1. 
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(~.11) 

Dl eloctD, t.cd.l la dudoo::l6n di! (4,9) es vfilida ousUblye"d:> z1 por q-1, 

~r.. r .. ullD lall anilcioncs inici"1us no liCll nulas .'. la rolacifl¡ (4,11) es 

0>'\s \"'""al• y la r.scribirUIDS m forma cxt.cnd.ida. Para el siat:uM (4.1) 

., CUll'l• m e1,_u_'""-'"".o--'quc-·1 ___________ ......, 

bt t h,~-I t -· bll qº" 
y(tl • u(t) 

l t a1q-l t - t •n q-n 

llLllUll vi.w qw ~ uiutcml dll la fonro (4,ll so pwJo rcproscnt:.11" 

w la fo""1 (4,91 e (4,121. Pldllt.oom>& la pre<Jlflta lnwrsa gcneraliz&.:lo

la1 ¿Dad.> ,... {11cl&i racimal ll(il de la {onna (4,13), ca poeible rroli• 

wr IMI 1iatmo dlnlWoo dol tipo (4,1) tal qw •u f111ci6n oo tranoforcncio 

- u.ul? 

t:ll t..rlviol <Blucir que p.:ira ello d<:be ser m s n, pwsto qw de lo antra• 

do al 11atuna dobcda oer no c.:iusal y por lo tanto no realizable, 

i. fo- 1•.9), ""'6Uoa poro lal deacripcicnes de entrado oal.J.da de si.B• 

"'°"' d&.lcntlll ele anlm n presa>ta en la lltarablra 111ferido a imltifi• 
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caci6n algunas variantes, Estas variantes provi"'""1 do ad<.>CUar loo ncxlcloo, 

para Mccr expUcita o ina.:m:orar info1nici6n qoo ya se tcnc¡u, il priori, l:iObre 

la estructura dt1l rrodelo, Por eja1plo se puede s.."lbcr que existen retrasos 

en la respuesta, y ac cxn:x=c el valor c1c ese r..::tr.Joo, o ¡:4.lf..00 cxn:xxirsc• 

qoo los IUtlnos coeficientes bj o aj de la ocwci6n (4,12) soo nulos, ro

d\.M:icndo el ntm.ro de par&retros que se noocsitan p.:ira identificar el uis

tano. 

Se Ul\'loa nuy· frecucntaicnte una fonna clol tipo1 

a + ~lZ "" 1 + - + U11 z -m 
U(&) " .-k -' ---------

1 +a1z""1 +-+atz-t 

Ea f6cil ver quo la o:¡uivalcncia entre (4,14) y (4.9) infillc.:i1 

n • •lX {m + k,t.} 

•1 • ª1 i .s ... ª1 • u 1 > 1 

b1 • o 1 < k, bi • Bi·k k ~ 1 ~ k + m, b1 •u 1 > k + • 

lll lo reloc.l.6n (4,14) clcotac.:i un rctrilOO de k unid.lelos de tiCJ;\lO (~~o), 

Es c:aivcnicnte ver que por la proplC'<.la<l do! dcnpl.u.ir.úcnlD a la dcrocha, 

Po+P,zi ... +{Jmim 
1+a,z~ ... +a 1t

1 

... ····.-· 
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di 11 trON1fottMdo-i, en la dascripci4l del sistal\l pir funci4l de trana

lcamcia, loo nitrasQI intr<:úta:m factorea racicnalco en ll(Z ), 

tata ,,. ..-.. wntaja, allfldCazd> los factores tra¡¡a,ndcnt.ea quo •pare<l!ll al 

w&1<%lliil" alut.unaa en tianp> oontínuo ocn transfonnod.l de 
1
1.iJpllll:C, 

111. 2 ,r'\uJr ltu.Ju úe 1.n rmrturlloJc lonu 

DI cat.i &A.a:i4t 11.l cstudi.id lit parte del ircdulo qw corrc11paido a laa 

¡o:rtu:ti.1c.loooe catoc&iticau. 

J•;ara ,,.to ., estud1ar4 prirero c:óro respon:lo un al.BtaM discreto del Upo 

l•·l> a'"'" mtr.W u(I) .W.atorla, 

l\luW<lonruntc \IClU1Ul qw Biui¡>ro w ¡u.o.Jo oLtcncr un proocso cut.Dc.1Btioo 

~11l..:icnu·10 du ea¡x.'Ctlo raci<n>l d..ldo, CX11Y0 result.iw de ex.IW un el.Bto

.., e• .11 de par.lnitroe ..iocu.-.t:>s a:ri ruiw blanco discreto • 

... 2.1 Aupuelll de 1hternu llnealet discretos 1 procuos eUochtlcos 

¡;..., 111 a1•- s uintGtic.'ITUlte eat.lble, roqiw pir uno ley de nicur ..... -

da wl upo c•.u. 

- hlk), k-O, 1, 2 .. , 111 rcspiesta a paleo y H(z) au fll1Ci6n de tranafe-
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i) u(t) proceso estoc&ltioo do GegUJdo orden, 

i!) v(t) proouso eutoc&ltioo do segundo onk!n, dlibilrrcnte out.lCio-

na.ria. 

Q:rlO resultddo da cxciL.tr G CCll u(t), v(t), oo obtienen las aalidl9 

Estas eali<lle 8Ql proceros est.oc.1etiooo. !\<Ur.18 Yv ea eet4C1Ql.1C1a. 

IEcOrdanda qw 1 

µ (t) = t{u(t )} 
u 

Ruu(t,o) • t{u(t)u(a>l. 

Ruy(t,1} • t(u(t) y(o)} 

µ = r(v(t )} 
V 

(14, 1~) 

Rvv(t) = t(v(t) v(t + tll 

(11,Jt. 

Jlvy(tl = 1:{v(t} y(t + tll 

(\,!h) 

Se paodcn dcnDatrar (wr par ejmlplo la .roferoncia (4)), la• relacJ.mca 

que ., rewoen m la a1qu1ente tabla. 
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flg 4.7 

DcU! oboorvaroo un liccto inp:Jrlantol la relación entrada-salidd (que n

nalncntc ea la (4.1), 1-.::> solo la C)UMdoo las señales u, yu sin::> taJiilil!n 

las ncdiaai IJu' 11y y tanbién las correlaciones Ruu, Ru:¡ . 

Es decir que ai fijsmoa la varioble .:! len el caoo general, puesto que para 

el c.soo estacionario os innecesario) entonces µ/tl y Kuy(s,t) uon las 

salidas c¡uo resultan do aplicar al sistalkl S las entradas µu(t) y Puu(s,t) 

respectivarrcntor ver fiour• (4, 71. 

otros resultados ele lnp:>rtancia 6C.Cl (4,24) y 14.27), 

La ecuación 14. 24) relacicna las densidades cs¡x.-ctralcs de potencia do los 

procc110s de entrada y salida • tra~s do un factDr de ganancia que e1 pre

ci""""1\t:e la ganancia de potencia del alstuna1 
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a.. "''11Ci&1 (4,25) relacima la dcnsid.ld es¡J<.'Ctral do ¡xitcnci• du la en• 

trw acn l• tro11111foanadd de f'Curicr de la rorrcloci!ln cruzada do loo pro

º""º" du mtradl 'I MUda, cuan<k> la entrada ea eetacialaria, 

lt.J.I Un• 1pllucl6n: ldentlflctc16n no p¡criimétrfca d1 1lstemat dltcre• 

tos por corr• 1•cl6n 

!JI• .:ocu.x:iclll!a ( 4. 24) y ( 4. 27) nwstran la pceibilidud do calcular la res• 

pwata a pullO y la flllci!ln de tranaíermcia rcspoctiVlllllllt.e, ele 111 siete~ 

..... 

IM!at .. para ollo eJCitar el sLat<m1 CUIO!do!rado <Xl1 1114 ouñal ~ du ruido 

lilan», 

"'" h 1 k l 11t1 

fle ~.e 

111 f111Ci&I da asn!lat:i!ln ea ~uu(t) • c6(t) (<DI la 6 da Krmeck.crl • 

111 ...,.,mil a.pactral ea fuu(jw) • e 
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por (4.24) 

Ruy(t) • l f D h(J) e 6 (t-1) • e h(+t) 

~uy(T) 
h(.t). --- (~ .20) 

de esta foma ee calcula la suces16n de respuesta a p.ilao. Para el c.Ucu

lo de la función de tr111111fcrencia ee sigue du (4.27), 

(<1,l9) 

ID cual iq1Uca calOJl<lr prim:!ro la dcnsidud cupcctral cruzadl de !!. y '/.• 

lt.2.) El teorem1 de factorlzaclOn u¡iectra1 

Hasta aqu! eo han vislD alguros rcsultad:Js oobro la SCÍ\ll de salida que 

' resulta do excitar un eiatma dinám1oo oon un prowso eslDcástioo. SO 

plantea el prd>lcm> 1nvcrsc1 ¿¡wde ser r•:prC!lCl1tad:> un proocso ""~e

UOJ CICllD aaUda de un aistEll>'.l Uneal., cm una cxcitaci!ln ¡iorticular7 

(~.30) 
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N\e1tm pttbl..,,. se plantea atora en ena::lltrar lll sistar.:i asint6ticancnta 

wt.11.lo cuya funci6n de tr""8ferencia ..,.. tal que se CU1{lla (4,30), aJR)

ctllt tyy(jw), Elll.e ea el prtti¡...,. de factori"'1Ci6n espectral. 

&<MI 1111 proaioo estocá•UCD estacionario de densidad espectral +tJw), racio-' 

""1 ., coi "'• ent.aiaeo existe una fwlcioo raci<nal tt(z) ain t.IXbJ aua ¡oleo 

'111All'1oiwo al clrwl.o unitario y ,,. °"""' duntro o ., el ~ unit.orio 

tal t¡llll 

(~. 31) 

l.a ~naibA pad> CllCDn~ ., la rclorcncia (4). 

torc•larlo. TEORCKA ~.l. (De repruentacl6n) 

IJ.OI lll>l dmsldad eapcctral ~(jw), racional en cos w (o el"'¡, onl:.alOJB exis

to "" IÜIAno din'lm!CD l.l.rcdl, asint6UW111!nbl eat.ibls, tal quo •U sal.ida 

• 1111 ptoa?ac> •lllc..1sUCD eatacicnui.o de clmaidad espectral •<lwl oi lo 

91\Uail • ruiw bLli1CD diBcreto, 

t.I diJ¡oeUaci&l es irall.'<ilat.>1 PJr el toomna 4.1 existe ll(zl t.ll quo 

lttt•l"'¡ l 1 • +e jw), 1.w<Jo alcan"1 cm tcnar un •ist<ml cuya func!6n de t.mw

rennci• - M(t), la estabilidad estA asegurada por el t.eorona 4,1, 

r.ata ...,,_ ""8qlll"il la ~-.itacJ6n de cwlqulcr procoao utacionario 

a. dorlfi<W ~ racicnal, ..., -1ta<k> de 1111 oUltano ~oo 
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u 1 kl 
Hlzl 

y lkl 
ruido blanco 

flg ~.9 

lineal. cxcit.a<kl am nú<k> bl'111ro. Esta rq>rC!;cz1tacioo ca válida para las 

eat.ad!sU01s de aeguró> oroo.i, ro se puede ext.mdor a la fwlcioo de distri

W:i6n de los ptoalSO•. n,pcrd!eOOJ do la distribucioo do la señal dll en

trada, lo ecr4 la de la señal de salida. 

Por ej!Jltllol ea fácil dlJJDstrar quo al u( k) es un prcoeao de rui<k> blana> 

gousslaro, y(k) tanCMn oer& gallllBÚIJI), cai m>dia1 

µy• H(\) µv 

y varianza 

o•• o,···••• • OA••O< ... 0 --· "- 0 ''"' 
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4,Z.4 ,rO<ISOl AR, llA y AP.11A 

U! IA lituat.ura ele 1M1r1ea ele timp> se ha cxw.ndicb iruchD la rotaci6n quo 

dia~ •l...- OMP partiwl.anui de 1'I npresentacJdn del p&-rafo ante-

dor. 

C(q 'I) 
Ollwoidermc..., proa.«<> eat.oc:ionorio v(th v(t) • --.

1
- e(t) (o,32) 

D(q ) 

Gllm •h) • 1\11.cl> blana> do lllldi• ouro y varianu 1, y looo polinanioa 

evo..,, 

• 11 tillllJO, (4,H) •• 

•(11 • ·d1•Ct·1l· .. ·dr v(t-r) + Co e(t) + Ca o(t-1)+,.,+ Cr o(t-r) 

co.33) 

a1 d1 • da • ••• • dr •o, ee dJt1me wi ptocelO da la fo1m11 

w(t) • Co e(t) t C¡ •(1·1) + ... + Cr e(t•r) 

C•.~> 

CllftldÁ> ex.. .,_ do parulioa 16vilca o 11. ~ (por nov1"]""""111<.JC). 

11 , ... e, • e, • .. ,• e,. • o, • ~ .., P'°"'*' de la toaua 

y(t) • ·da•(t-1) - .. .- dr •(t·r) +Ca e(t) (o,35) 
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oorocicb cnro proooso autorrcgresivo, o A, R. (por auto-regressiwl, 

Esto tipo de proooaos fue intro<l.lcicb en 1927 por Yule en W1 trabajo "®rl! 

análisis de serles de l1WlChae solares. 

El caso 9'1l"tal de la cxpreai6n (4,Jl) .., dcran!Ju autx>rro¡resivo de pro-

111.'CÜOli m:lvilce, ARMA. 

cblde1 

C"l•) 
Y(<) • -- U( z) 

o•(z) 

U(Z) • Z(u(t)} 

Y(z) • Z(y(t )) 

! 
r r-1 

C*(1) a Coz t C1z t., ,t Cr 

o•Cz) a z" t d1zr .. l + •• ,+ dr 

i.
1
3 Forma canónica para el sistema y perturbaclone1 

~.], I El modelo ARHAX, 

cretx> clll onlon •• •• 

(0,36) 
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B1(q-l l 
Y1(k) • --- U(k) 

A;(q-1) 

(~. 37) 

D;nl9 "·. •• ..., pollnallio8 de IJfU:> ... el operador q-1, t1lt4rdo un1• 

tArlo 

para la aaiactl!n <•.J'/), taMldo trlllAfomada •"" obt1aw l• funcilln de 

U-llnn:Ja clisl IÚllanol 

K(&) 

ulkJ ·I 

Y(z) 

U(&) 

~ A, 

flg ~. 'º 

.•s,11-1 > 

1•A1(•-i) 

~lkl -
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a:.ro se explic6 al principio, trataraios de encaitrar un rrcdelo para la rcla

cilln entroda-aalida de un siBtana <XII perturbacialea eatoc&sticas aditivas. 

l'Or oditividad, la salida del sistana cs1 

y(k) 'yi(k) t v(k) (11,JO) 

da-.lu Yi(k), OO&crito por la l!CWC.tl.n <•.3'/) es l• parte dctcrmin!utica d"1 

. sistana, y v(k) ea la pcrturbacilln aditiva. SU¡xni6ldo que v(k) es un prooo· 

ao eatacialario de espectro raciooal, ¡ulde nolclarse, de acuerdo Al toorom> 

4.2 ctlllll 

p1rturbaclo
n11 

por ti 
d1ltrmlnisllca. r.1• rlk 

flg ~.11 

C¡(q-1) 
y(k). ---1- e(k) 

A2(q- ? 
(~.39) 
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dcnl9 Ca, A¡, Kll polinmloa '"'el qierador q"1 , e(k) • ruido bl.Anao oon 

lllll.la cuo ~ varlonza 1 

Di •(k) u gauuU..., o(k) tamU!n puode •~ gauaaJ.ana. 

Ba(q"1> Calq"
1

l 
y(k) • --.-1- u(k) t --.1- o(k) 

Aa(q ) A,(q ) 

....... 
B(q-1) C(q-1) 

y(k) • --
1
- u(k) t --1 e(k) 

A(q" ) A(q" ) 

CUI A(q"1 ) • A¡(q"1 ) A1«1"1) • 1 t •iq "1 ..... ªn'l·n 

l(q"1 ) • A1 (q"1 l 11(q"1J • bt t b1q"1 
t .. ,+ b

0
q"" 

•••• l 

o(k) (~.41) 

(4,42) 

(4.~3) 
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1.11 misra rolacilln quo (4,32) en fomi eJq>Ucita de ecuac:U1n en difcnn::iaa1 

(4,43) 

y(k) =-a1y(k-IJ-,, ,. a
0

y( k-n) tbo u(k )t., ,t bn u( k-n ltcoe(k )te a c(k-1 )t,,, t c
0

e(k·rcl 

DI fODllil de cilar¡rlllll de bloques, el oietard se representada caco en la 

figura (~.12), 

% 

ulkl lkl 

Kodel1do de sistema y perturbaclonH 

f lg ~.12 

SI la entrada e1 nula, oo trata vloibl'""'"te do un prooeoo MM/\, lh 1.11 U• 

teratura de series de tiEll'p) &e dencl1lina usualnlmte a este m:xlelo CQll) 

MMllX, eatD ea un lllldelo ARK.'\ excitado adenAa oon una variable ~ 

u(k), 
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1'(•) 

w a1t.WU"-l di'l'Qldl• de lo pooiciOn du loa polDll de •"Alz"1 ), pero do 

(•.•ti ....ita que 

O'l ¡.-iow' foctor do (4,45) tieie •ua Cl!roe dentro del cfo::ulo unitario si 

ul 1l1bJnl (4,37) es establo, el ""'JU'llk> factor loe tiene taillit!n dentro 

del <ll'C\W> unitario par el fu>ruT\l 4.1 (do C•ctorizacJOn espc'Ct.rol) 1 oe 

do.U..:• <¡1a •"Al•-l ¡ u..., todos sus Cl!roe dentro dol cln:ulo unitario, 

~ lo c¡ue .., ""°JW'• la Cli!ALilld.r.I AliinUltica, 

Ell °*"' aeriolar aqu1, que no hay pj!rdida de -ali dad al A6ll!lil' que loe 

9r<Ü>I du lDll pol11Qlú1'8 st11 iguales, p1Csto quo en CABO oootrario pueden · 

ecr i')ll4LIWI • a.ro Alg\RJS coeficientes. 

A "'"""' .., esto m audk'lll Cin::w\Stanclas caiwidr3 incorporar la infor:m.:i

ctlln CjllD ., t.VjA ........, la entructura dol rro.lclo, pr<M21icnto por cjmplo 

• 1Julfldt.•r.:'1u.:1 Uuft:.ca:i. tl\ c1.1tr.M CtbOd J.tJ 1"-uk: ••tt1..ic• ul 11ui.1Jo 

•l l.UILU'< ..,.. Uju111lo ••lUUUll (tiU'llO nu:rt.o) <11tru la mtrllda y salido, 

llDl.•Ucimt.u talloa m d nurullk>r o~. etc, 

lln mo ..,tldl> • i.- elo¡u ata fDlll\o1 9"001"&1 por• el fllXlulo del ale

- r~r 
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( I¡ ,~I~) 

Esta COlll>l caróúca (4.46) se rclacima an (4.42) en Com.l trivial. 

4.).2 Relocl6n senil a ruido 

!iu[Qlganvo un aiBt.uM ca10(~.112), dcncll! u(t) cu un proccoo t!&tacicn..u-io 

cai l!lldla cero. Eh este caso, en analog(a an loo sistuius clilctricos, 

¡:u'llo doflnirso la potencia de u( t) (cualquiera ooa su naturaleza) OC1TD 

Pot {u(t)) ' [ {u1(t)} var (u(t)) 

Def.lninD8 la rclaciOn señal a ruido del sisteno (11 ,•12) OC1TD1 

S/11 • 
l'ot {y,(t)) 

Pot { .(t)) 

E (y 2 i(t )) 

[ ( v'(t )) 

e(t) 

es decir OCllD la razOn de la varianza de la parte det-mnintstica y lo va

v1'1nza do la pcrturbact6n del sister.i, 

tüla m.11.JniL\&J UM nlA)' int.«JrUu1t.u &in la au.u1UUc~U.t1 dul ru!~b, lUIULD lf\&t 

casi aimJlre, m4a qua el valor cxacto de la variilllZB dol ruido, noe lnlc• 

resa qui! tan <¡randa • éata reapóCW a la pu1:c dot:Almln1atica de la ou

ñal de aalida, 
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l'aia •leWl1ninal' la CAnUdad S/N hay quo cxroocr E{y1 1Ctl) y t{v2Ctll 1 

c...,,. porticul...,. do nalidaa ele aistanilll ll)IClt:adce por pitlC0808 eatA

cia~•riOll. 

- B(q·I) 
y(t) • ----1 - e(t) 

Alq ) 

CU1 el t ) 1 núdll blanco de varianza l, 

A(q-1) • 1 + •,q-1 + ... + •nq-n 

B(q-1) • ~. + h1q·I + ... + bnq-n 

El j"C1él ..... calwlal E(y1 (t)} • Ryy(O) 

C•.•91 

(•.SO) 

.UU. h(U, 1 • 1, 2, ... ""la 9\IC08ll!n de pesa del aiaUIM C•.•911 

- •(k) • r\ll.dD blanco CDl wr{e(k)} • 1, la ea..:1l!n (•,SO) queda1 

(•,SI) 
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Esta es""' ecuacJtri que permite el c.1lculo do Ryy(O), 

Otra roma de c.\l.culo es rooordando que 

n 

Ryy<rl • __:_ j ~y/lwlcJ•Tdw 
2'1 

-n 

por el teoraM ele foctorizacJtri espectral 1 

B•(el"'¡ B*(u-l"'¡ 

~YY(jw) • A•(eÍ"'¡ A•(el"'¡ 

donde 

lultp, pora T • O (•,57) quo;la1 

luego la lnteqral C•.s• l 

1 l B*(z) 
Ryy(O) • -1 --

2nl A*(z) 

e.u. 

dw • .:_ ,-J dz 
j 

-1 
a•i. 1¡ 1 
A•!<-1) ; da, 

(•,Sl) 

C•.s•> 

C•.ssJ 
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tan.ala .U11 la clrcmtunn:lo unlt.arlo. 

l:lt!A lnttlljral µule lil!l" evaluada por c.Uculo du resldu:>s, lh rréb:Xlo al· 

t.crnltlvo niy uUclcntu y general, IAs!CoWTU1to pro¡7JC&to por J, Nckolng 

., 19il (38), <01Biato m evaluar (•1,SSl en foma rocunsiva, 

Dwcrlhinm» el al9od1DO, la piuob& p.mdll ...,. a:nsultada mi (4), ca• 

pftulo 5. 

r • .~ 1 k t a~ 11i. .. 1 t •• ,t a: 

11~ • b\ .k t b~ ,k-I ..... b: 

calailaa aan •¡ • ª1 - ">. '\.¡ ¡ ·-· . . 
b~-1 • b~ - ek •:., 

1 
1 • -
k HI 

1k=n,n-1 .... , o 

(4,S6) 

1k • n, n - 1 , •••• o 

'°>e • ·~ / .~ 

(4.$7) 

1Bk • b: / •~ 
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resulto quu 

OllO lo que interesa es e6lo el c.Uculo de In, ,el algoritr.o .., reslJTe asf1 

1). Calcular los coefic1enteo de A:, B~, lt = n-1 , ••• ,o, a partir 

de A~ ¡ A•, ll~ ; B", en foma recW'uJ v.1, con ldN ccli.1dontiu 

(4,17), 

2), Evalwr In con (•,19), 

PUedo dmostrarso 8'km.'1a que ai do > o, entcrioes el sist:.cmcl es etitallle 

al y sólo a! a~ > o k • n-1, .. .,o, Esto hace quu el al~ritm> iR!ique 

«bn.1a al el eisteno prq¡uesto es estable. 

Se in¡Jlant:6 este al~rltno cat el progran.> VARIJ\N'IJ\ISl\IJl!I., c¡w ¡ualc m• 

cattrane en el a¡éldice o, 

Eutc proqrillM too escrito en lin¡uajc PASCAL para la aJ1µ>tadora 

rurrougha-6800 del C, 6, C. de la IJWol, 

'4,),J Casos particulares 

Algunas eituaciales especialmente lnp:>rtantes en la practica, eat&n CXJI\• 

talpllllu CDll) C41109 particularu dll la fDD11A can6nica (4,42), V....,. 
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..,. deellM, 

1) oherv1clone1 con ruido de medlc16n en 11 entr1d1 

&,.Ul~ .., olatuno ~do onlcn n, denlo la nullclOn do la i;ci\al do mtra

do '"'tA WOUl\'ldl ¡u "1 rul.b blanco lpac uJ .. 1\llo, '"' al lnatrununto do 

...Ucil!n), 

ultl 
B/A 

yl ti 

.!!!!-t.! u'I t 1 
entrada ob11rvada 

Shte .. con ruido de mdfcl6n 

1n 11 1ntr1d1 

flg ~.I) 

B(q.¡) 

y(t) • --.-1 ult) 
A(q ) 

u•(t) • u(t) t e(t) 

(oist .. a) 

(medlci6n ruidosa) 
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denle o(t) ea una señal de ruido blanco, ael.la cero, que perturba la nnli

cito de la entnda. 

B(q-1) 
y(t) ' --_

1
- u'(t) - u(t) 

A(<¡ ) 

D(q-1) b(q"1) 
y(t) • --.1- u'(t) - -- e(t) 

A(q ) A(q"1) 

( ~, 60) es una Coma cantnica para ele tenas dcnle la cbservac16l de la m

trllla esta perturbada = ruido blanco, 

..:u..;.'lt;.:.l_....r.,~'1-ultl yltl 

-·(ti 

Slttcm• con ruido cin 11 cntraJot 

flg 4.14 

Puode arribarse a la m1&ma ecuacito aupaú&do c¡ue la aeiiA1 de entrW. al 

atawi. esU perturbada m foma aditiva CXll una sei1a1 de ruido blanco • 

-o(t). 
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• IUJ • 

i1 la p¡rtuiblcl&i • la Mtrllda .., ea ruido blan<Xl, pero timo copcctro 

rcJ<nal, da a.'Wrdo al UU.. 4.1 exieten C(q"1), 1tt"1 ) tales qw 

C(q-1) 
~(t) a -- e(t), e(t) • 1•uido bl.lnco, media cero, wr :r 1, 

D(q-1) 

y la Pwil v( t ) tiene el lllism espectro quo la pertw:boci&i, 

u' (t) -

C(q"I) A(q-1) 

D(q"j) A(q-1) 

11) aht.,.. con error de ndlcl6n • h Hllda 

e(t) 

~ lblra •l inlmo 11JiWna dln6nim di8C[1!to que antes, pero ~· 

hlr am>rM .., la ctiearv~C!n de la ullda, &¡mo1D8 qw eatm errorea 

u 1 t) 

Sht..,. con orrorn do •dlcl6n 

o lo Hlldo 

"' •.15 

• IUt • 

D(q-1) 

y(t) = -- u(t) 
A(q-1) 

y•(t) • y(t) t Ae(t) 

(alattJnq) 

(obuerwcioncs) 

doodo e(t) es ruido blanco de nlldia coro, vorianza 11 y A representa la 

desvlaci&i cuodr6tlca nolia de loo erro""'· 

tone 1us1 onu 

Partlcmo de la baoo do qw los llXldulos a utiliz.u- m la idcntificacle!n 

6C"'1 útiles a los propósitos de la idcntificaci(ii, .., ha ¡xxlido rrodclar 

m fOill\1 de ccuacJ.61 en diferencias un sistur.:i dln<lmloo 11.nc.Jl en tiU1¡10 

discreto, ""'perturbacioocs aditivas de espectro raciaial, 

Esta clono <lo l!Ddclou es ul OQ'ljunto .l!. do lou noJclo11 ual.>re "1 <j\lf.! su 

ru•tr1nqir3 la bChi<¡uOOa di! uno partkular ,11 e .,1(, 1 W ·~·· ajuutu en fur· 

""' 6ptJJra loe datoe obscrvid:>s SC<J1ín algún criterio e qua es preci8"'rMt:.e 

el tano de los rM!todos de identificacie5n1 en re.5llneJl la eleoci&i del crl.ta

rl.o de optirnaUdad y la f0<11ll ¡>Jrticul.ar del nolelo (111 aubaxlj111to Jll.' e 

.Al.) .;. la~ dlatJnguira 111 dtodo da otro. 
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LA H·4JD11icitln dl• c¡ue loo aistUl'olS sm invariilOtcs en el timpa, y que loa 

fl1'1X\W08 ll!ltor.bticos involucrados IOl cst..Jciíllül'iou, es m.IChiis Y'l'CC!I in

juat.1, Sin mbartjo, ~sta ¡>U«lo ser '""' b.icna oproxinucitln en algunos ca

_, ai otrai, ""'11\lD las variacitlle& de los pürHtros """" euficicntmm

to 1'11t..H res¡iccto al Ucnpo de nu:istroo, ¡xxir4n m::dificMse los Algoritnce 

"" iw1un.,,..,10n, ¡w-a "S<.'qUir" las variaci<n>s de ice par<lnetroe, 

l'Dr Clltino hay c¡ue WSIAC.u' <¡W m el rrodlJlo<lo para la idcntifiCJc!l'.i eH 

iqnunto incoqJOrar tal> el a:110CJ.miuito qw cxi•W "d priori" !dJro la 

""Utctura cllll nvdelo1 onhl, rctr"""6, valores de parHtros a:t10Ciclos, 

b\ 91 reral ., asmc ...., dJstri.Wcitln Güussiona de los pcrturbocloocs, esto 

eiot.t rcfnnlado (IOftJUC CQIUlllmto lu pcrturbocimcs aoo resultado do 

1ucti.a cxntril>ucioocs a!Jrult.1noas de mognitWes aloatorias denlo oo hay 

lftl Cjlll ¡ao "'1a que el OCllj..,to de todas, 

Q:n> •·-• la diatrlt:ucltln oormal en las perturbaciCJ'llla Ucno aua vmta

ju. Mkt cuiralo oo aes ul, el pm!lldiar intervalos de ll'llllici6n y recu

rrir al ......._ llcl Umito central arroja resultadoe aiJnilarea, 
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CA 'llULO 1 

S. 1 [I método y prc.pledadu di! convergencia 

s.1.1 rormuloolón del problrma 

So• un olstwu dlJ•~-tioo linual e 1nvari'111te en t1CJ1ll0 discreto, con IJC!. 

tu<twclon:o aditivas de espectro rac!Dnal. lle acuenlo a lo visto en el 

.,..,11>110 •• tate 18 pwde poo>r en la foll!lO 

A(q"
1¡ )'(t) • B(q

01
) u(t) t C(q

01
) e(t) (5.1) 

SU.ualnmla l•ll" ÑIJJ'd 1¡uo el ¡ulioon1o C(q-
1

) • 1, es decir quo 

A(q"
1

) y(t) ' B(q"
1

) u(t) t e(t) (5.2) 

Wndm o<t) eo uno •rue1"'Ll centrada de ruido deacorrelacio!W:>, ea de

clr 1111 ~ ut.odotioa tal qua t(o(t)) •O¡ t(e(tl e(ttk)) •O pa-

r•k•!,11!,2, •.. 
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So tioncn observacJonoa Ull la cntra.J.a y l.i salJ.d1: l 11)tl = u(H), ••• , 

u(l·m~ (y}
11

' y (U).,, y(l-n) con 11 > mtn, y su <¡u1cru obtcoor el V!!_ 

lor de los par~tros. del oista1'J, es decir do los coeCiciu1tos dl lou 

¡:olirXllúos A y.' B.'\ ,. 

A(q"') 

D(q"') 

-· = 1 t ª1 q 

rial, 51 convcnJJros en llonuri 

en toras 

.•• t (5.J) 

(-y(i-1) .. , -y(i-u), u(l),. • ., 

u( l-m))¡ i,1., .11 

(e(l)" • .,•(Ull 
(5.~) 

(5,ñ) 

Debo rotarse que el m:xlelo (5.2) 6 (5,6) es un m:xlelo de error de pre

dioci6n, ea decir du la fonM 

y(t) ' ~(y(t)j(y)t·l '!<>lt• \,U) t "t 

donde e ( t) es el prooeso de innoVacioncs, y 

• b u(t-m) 
~ 

(!l,'I) 

(S.&) 
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Q:lo ol alstaru es Jnvariante, las expresionos (5,7) y (5,81 no dopen

do>1 cx¡>lfciwmonte ec t. 

La1 U1a:JlicLiJ ~l s~stUTU ¡m1nlto p.:mcr el vuctor 00 ci>scivacioocs YN 

1110 en (5.6) ''"un m:xJolo vectorial lloo.ll. ct>occvardo (5.81 y (5.2) 

tcut.irlllDM de ajust.ir Wl irodclo de la fol1!'1 

..... , ,. .. ¡ 
A(c¡ l y(\) ' U(•¡ ) u(t) b.'J) 

ll :.ut1 <ldlou c.btM:CVo..k.lotJ. Un criterio 11i.1Lurül du '1justo es minimi1 . .ir lao 

d1:icn1'1l-.:i.J• cntru las oolid.lo dol nulolo ajuul.ildo y. las oblK!rvaclaooo 

'"'el acntido dtl minlnal cu.idr.OOa. Ell decir, si, caro en el rup1tulo 

l ;launoa rcslclwa do l• cstln=ión a1 

(5,10) 

duiai.. OH ea el eatÍJl..UO du O ooo datos dcodu t • 1 hasta t e NI y dofi· 

nlnie la Cunc16n de oooto 

(5.11) 

••'JJllW• ul e1Lin..ltlk.ir Uu mtnlJ1uu CUik1!'1lkM O", llAJ..l• 10: d>tHJrvJcioncu 

(u IN (y)N ea .l <JW min1miza.la (w>=ión do OO&to SN(O) 

(5.12) 

DI el C<ljlltulo (2) ., deri'od la mcpreaión (2,65) para el oatimadori 
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( ~.13) 

En rcs\JTC1t so ha cx:mplct.ado el csqurnu de idi:!ntificaci6n JOL" ~l 11 .. ~toh 

do nd.ninos cuadraJos 00\D siguen dud.:ts lt1s dJ!it.:i1vacfoncü (u):I {','}ff' 

so sclocciona dentro dtJ la clase de nu.lolos (S.9) .:il¡uel \]110 ajW:iW. ll'U .. 

jor los datos scx¡ún el criterio de ml'.nÍllos cwdrados (5.11). Dclx> m· 

tarso <JUC el criterio tiene sentido en varios ..i.s¡x."'Ctos1 

il Minimiz• la ouTU de =dradou do la• difc:rcnclau entro l1u "1Jli• 

11) Estas diferencias, desde el rrarcnto que el m:delo cu de errores 

de pr001cci6n. son rollnentc las diferencias entrl! ul valor real 

obsc.rvüOO y el valor prcdicOO a un piso con los d.ltos antcrioreu. 

111) En aplicacioncu do control, en partiCl1lo.r en control lineal con 

criturio GUldrátioo,cs natural núnimizar an noila CU.ldr.itica el 

error do prodicci6n. 

5, 1,2 Convergencia 

En la sco:i6n (2 ,5) "" estudiaron nu:hu• ~ruplc,IJJc• del ostJJM..lor du 

m1nim:>1 awlrado1, paro lua resultadoa obtenido• no p¡o.Jan ~r gcner:i 

Uzadoo directooimte. Más atln, alguoos do éstos (CXJ!D por ejQ1"lO el 

teoruno 20 y la cbaecvaci6n 3 al teorura 21) aer:!.n contradichos, 
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l~lO MfJ ~a quu p:>r la fortn.l do o:nstruir YN' x11 , O, e, "H (ver 

15.~)I so viola la hic6tesis fWld.>iultal de la i.=i6n (2.5) de <rJe 

<y e Pl i.Me[X>lllimtes. lll cfocto, x
11 

ailtiene CXJ11J el"11Clltos,ea• 

l ldów dul s1"tUM qua dc¡-&nlm du errores que sm elanontoa <lo ºH" 

Mn UlbWp il.lúÚO pn:b..muJ quu la na.tyor ¡11..1rt.u du los 1·c:;ult..tahu du 

la oca:i6n (2.5) se cunplcn asintllticarente, aI1forme H + ~. 

latu:liAIUlOI varios result.>.lru inq:ortantcs rcfcricloe a Ll ailvcrt¡~ 

l'ia asintótica de la estinolcit'n du mín!Jral cuad1-...00S "' este ca.•o. 

1:1 1 .. ln!ro •• W>J cxtcnoit'n du listron, ( 3), a wi tcorana de f'\.Ulll y 

11.lld f'Uª ll8t1'1<1cioo de parfrnctro11 de procc:.oo autoro;¡rcsivoo. Otroo 

l1'sultddco ~ c¡cJlcralcs, aplicables a nrdeloe do error de pro:liccifll 

·aurw¡ue "" tcn¡a la estructura (5, 2)) se d.:>rivan de result.:>loo de 

l'ooda do H.>rtir<¡alas. Un tercer enfcx¡uc se vcr1 en el C.1pttulo 7 

101 W1 1111tiultado debido a L. Ljurq et al. que dmucstra la aI\Vcr • 

\llSCi• do llNI clase gll'eral do alc¡oritlooe, \.llO de los ""41.cs es m1-

1'1naa walr"'°', 

1.1 ,.,, los ro...Utados do curktcr asintótico, al final del capttulo 

,., ejllt'¡llific:an alllUlu:irnn pira wscrvar c¡uo! suoode para ITllC9tras 

fWtaa. Lna '""""'"ª de '""JUi.r ,.te <»P1tulo ea leer luo¡o do cada 

...,.,!& al p&rrafo oorrea¡xniiente da 1tnul..:lmc8 de la oequnda P"!, 

te dal capltulo. 

-
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TEOR[llA 5. 1 

Soa W1 sistana = (5,2) oon A y B coprirros 1 wscrvaclones (uJ
11 

(y l H do las entradas y salidJs, Si 

1) Los errores t1(t) oon indc¡:cndicntcs e iqu..11mmtc tlistriliuidou, 

~(o(t)) • O,to:loa loa 01011.into• dc c(t) l!X1"tcn y son finitos y 

E(e(tl'l = a' 

2) las raiccs dc A'(z) estAn dentro dal circulo wiit:Mlo con 

,\ 1(z} s i'.n ta¡ :.:n-I t •• , + d
0 

1 1 11 
3) 3Jos ltrnitcs: llm Ñ t~I u(t) y lim -

11 
~ u(t) u(t+r) = R (r) 

N-" N- t·l u 

y la matriz A= (aijl con •n = Ku(l-J) e• positiva definida 

(ca decir u(t) es una cxcltaci6n pcrsistontc) entonces: 

a) el estimador da mtnin<ls cuildradoa 011 conwrge en m00ia cuo -

drática al valor re<ll O para ti + m 

b) El cotlmador 011 tlcr>lo ero ley a wia dlstrl.buci6n rorncl con 

(5,14) 

con 

1 ll T 
J{ : ~!: Ü 1h X Í X Í (!>.15) 

la dcm:>straci.6n puado verso en (3). N6lcsQ que la condiciiln 

a j¡¡¡>ll.ca que el 1istanil no portuxbado es aaint6ticao<>ntc ea• 

table, y la oondiciiln 3 lmlica 'l"O la oo'\&l do entr.-.1.• eft 
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5H al ailtma (5,21. 51 se C\llflle1 

i) A'/ 8 """ooprln"8, y A'!>) (OCITO en al troronallUene liUS co

ros dentro del círculo unitario. 

UI e(tl es una sccucncL> do varillbles aleatorias inlcpon:Ucntes 

acn ouU.a °""• y varianZa o 1, 

UO y(t) ea 1111 proxieuo eatacionArio1 entaicea b.>jo d&>iles oondic~ 

que: 

•1 El eatim>d>r de m1ninllll cuadrados OH ea fuertml!nte <xn•i•tcnte 

ea do>cir O~ l''\b I O al H + • 

bl ,lj (OH - 1)1 ticrdo asint6tican-.mte (N .. •) • ostar oormll -

llDlte di1trihlido 

en ley 
¡¡¡ (OH - 0) J.'(O, Pl (5.16) 

-
i e 1,2, •• ,N 

(26) 
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En la prácUca para N + m so puede aplicar la ley do los •Jrandes nlíne -

ros y considerar quo el pr<m:>dio ele•¡ •¡ T ro1wergo a su valor espera -

do 

t>J aqut oo dOOuoo que para grandes lllleStras ol estimador O se distribu

ya noanaloonte oon media El y matriz do ronvarianzaa 

e 5,11> 

liaros hacho hincapié "" que A y D sc.:in ooprln<>s. Verwos un enfoquo 

sms 9meral1 

Res u 1 ta dos genera 1e' de convcrgcnc 1 a 

Cl:lnsidoranmis sistan.w CCl1D (5. 2) 1 

A
0

(q .. 1 ) c 1 t a
1
q- 1+ 

B0(q .. ) : b1 q-l 

cs.101 

(5.19) 

M5tcse qua por (5.19) llama e><cluido sistmas oon témúno do transmi-

1i6n directa. RecDrdando la discusi6n del capitulo anterior no es 1n1 

limitaci6n lllli' .lnp>rtante para nueatr .. aplicaciones. 
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(5.?0) 

(5.?I) 

.., ti~• qye ~T '"' el oonjunto do ruráiootros que definen Alslcm1S nuu 

'l"'"r;u1 loo mi!ilDI datos,llc9Jc el i:unto de vista do lo idontificoci6n 

""'á cntcncca Úl(IOliihlo distiB]uir entro doe sistCJn.ls ~'OS 1=~troe 

1.:rt1nczan a o
1

• Con'Cs¡uido al caoo de canoolaciOn ele polOM y ceros. 

l!n 01 stul>l es ldcntihcablo Lajo el criterio do m!niJrns 
.. " prob 1 

c:wW .X. ai uimdo Ou el estim;11.klr de m1nlnos cuadradoci 011-a• e 

\h'I 111lunil • U.. ¡ur~retro• idontificablc• bajo el criterio do m1nlnos 

......ir..m •i • idontificabl• y o1 anata de un oolo elCJlUlto, 

lJ ... 1 lo 

Si .., pnit.mdll idl!ntJfic:ar un aistoM cxn grado• de A Y B n
0 

Y m
0 

res

puct.1v..,..ta, g:s¡ pu•tmtros O e Rmtn CDl • > m
0

, n > n
0 

no PJ(de 462, 

911C1n1 c¡ua t..y1 un 10lo lllldelo dmtro de Lo clue <Xllliderodll,quo ~ 

da 911Wr1t i.. clllt.oa -uw.. 
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TEOREHA 5. l 

Sea un aistona CXllO (5,18), tal que1 

1) C(c(t)) •O¡ C(e 1(t)) < C < m 

n u(t) C9 indepcndimte de c(ttk), k = 1,2,. .. 

N 
J) llm sup ~ E (y1 (t)) t u1(t)i < m oon probobilidad l 

u .... N r'=I 
4) ~ t~I •1 •¡ > O oon probabilidad l 

~tonccs ol sist:aM en C\>.!stiOn es úlcntificable, es decir 

o 
N 

prob 1 T 
_., 0 1 e D para N .. • 

lo darostraci!n puado verse en (26) y (35), 

Obiervac 1 onn 

(5,72) 

• Deba oot..lrso lo poderoso cla esto rcsultmlo. So acin.ito qua la cntr~ 

da se genero por rmlimc111:<1ci6n (lineal 6 no) , siCJr(>rc c¡uc s• C\ln -

plan 2, 3 y 4, La restricci6n 2 no significa pr00lem por lo gene

ral, mientras se pueda su¡x>ner que el proceso que genera e( t) es in

dcpalCliento del que genera u(t) 

• La rcstriccU5n 3 es bastanto m"'lia. l'Uodo daoostraroo que al la 

IWltroda u ( t ) ea generada OQlD 

· u(t) • ft(y(t) ,,. y(O)¡ u(t-1),., u(O))t U,.(t) •W(t) 



197 

<b-.la f pDla eer oo lineal y variable m el tietp:>, ur(t) es indo

¡udimte do las mtradas anteriores y 

lim sup ~ iu,,<t>I' < R - ,,, 
•<t) ea una secuorcia do ruido blanco filtrado, indcpcrdiente de 

c(tl y 4° nanontoo finito•. Si t, es tal que el &istal\l en lazo 

o.:rr&lllJ es CX[Y.llCOCialnlYltu est..lblc (ver clifc.rcncL1 cn noquitl.1), 

mtcn:cs se C1J11Ple la restricci6n J, 

EHt.tl a-ru..,i6n "" "1\urwnto ¡x>r ojun¡ilo en gcn1ir..,i6n do mtr!_ 

du a travi!9 do lll lazo do> a:ntrol autoadaptivo. 

• • Lo n.'St.ricciiln 4 "" 1rr¡Jort.Unte ya quo do oo C\lll>lirse,en gmcral 

el e1tilnadcr OH ~ e1 °"' e, e o1 dor<le lotOa llan.vlo o1 al 

1D1junto 

!r..n) 

<:;W cu1j1a1to clcµJi>dc !ucrluncnto do len U...tos, ¡>.1cdo cootcner ol 

¡ui~a.:lro O del Ybtu1u lJUU •Jl!nc.1\1 lou d.ltoo, •. 191 ro11J do ottlJU u4!_ 

b.mltl t¡uc p.ir11 '1u.i a1tr.'.lit..Ll Wl ¡.-ut1c:ular,gancra la miliTU a.1Lid.i. 

DI t&l cao el ulstm... no es idontificablo para ceas datoe, p.icdo 

8&11' p>r •jml\llO 'fJU la entrado. no> CDntCPJdi lUl cxnjWlto wuficionta 

da! f"""*"'w llW"• excitar todofl los noloo del a11tana. 
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Si se im¡xme wia restrioci6n sd>rc la clase de señal.ls do entrada, ¡:u~ 

do as<X)m"arae la identificabllidad dal eistal\l, Por •lllll>lo:si l• en

trada se genera ¡xir 1 

dando ur(t) oo dependo de c(tl y el sist.atu en laz.o ccrrJdo es ex~ 

cialmcnto estable, cntooccs alcanza que ur(t) so.:i porsl.HW1tu1U1to 

excitante de ordal suficiontanente alto. 

Oeílnlo16n 

Sru un sistatll curo (5,18) donde u(t) está doteaninado ¡xir rCill~oonta

ci6n (lineal o oo) de la salida. Si llam:>m>s y
1
:<t) y u1~(tl a la sali

da y entrada del sist.atu en t, inichlizaoo en l -11 oon oondicioncs in!_ 

cialos nulOBI C(Y
1

_
11

) cu alr¡una funci6n e,.-..alar de las oondicionos in!_ 

cialos en t-N: r
1

_
11

, tal que r.{C(\_
1
/l < K < w, entonces si se C\11\ -

ple a 

(1,2••) 

par• al\J{ln ~ < 1,entoncea oo dice que W. ai•lwu u1.lazo ocrr.:.lo ~• ~ 

[XlllonclAlloonte ml:.llblo, 



torolarlo 

C,,_,.lderu.,. el aistanil (5.10), IXlll e(t) un.:i sucea16n de varlilblca 

•l•tori» IXlll ~ wro, varianza y ll01l0lltos do 4' onloo finito1. 

Le 9\UÜ ..U 911llll"- CU10 

u(t) a f(q-
1

) y(t) t uR(t) 

d.:nlu uR(t) u ind<¡lcrdienbl dio o(t), y"" ¡ien¡i•tcnt1111Cnte CJ<cit.ln

te o CU!f>le 

,.. prob 1 
OM ___..,. O'' ºr para H .. • 

(11 ºrea ro vacio). 

!CO~CllA S.~ 

S... el ebl..lloe (5.i) ron u(t) y u(t) pCIXOOO• cut4cionariou ""oont! 

4> 11rpllo IXlll "0:011:.0S do 4'ordcn finito. Dltoo::ea ai ON os el e11t! 

....,, - ~ cuodtadoe de o y llamani:i:J 
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(~.~lj) 

} paraN+• 

(5,20) 

<s.n) 
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5.; Mfnlmo• r.uadr•d.:is. y métodos de correlación 

QJr la noi.ci.61 de (5,5) el eatimo<k:>r do m1ninl>ll cuadradca CU1'¡1lo las 

(S,JO) 

clu acwnlo. 1• expreaidn do XII y du Y11• 

~-1 1 N-1 N-1 1 N-1 11-1 11·1 

11¡,¡l"lll 1~/(i)y(l·l),., 1~ 0 Y!lll'(l-lttll, i~o'(l)ulltl) - 1 ~0v(J)u{l) , .. j~0v(l)u(l...;,1I) 
1 

N-~ 1 N-2 11-: N·' 
'"¡Lf(i)y(l-nt2) 1 j~ 1v(l)ull't2) -

1
;

1
v(l)u(Jt1).,'.i9(0u(l...,t2) 

N-n 

1~1-/m 
.... - - - ?- - - -

o N 
1 1 ~ 1 · u' (1) 

1 

11 11 

1~ 1 u( i)u(i-1 ), .. 1 ~ 1u(i)u( l•m) 

N·I N-1 

i~O u' (l) ... 1 ~0u(l)u(i...,tl) 

------ ·-------- --------- ~ t 1 -------
.,,(5,31) 
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N·I 

- l~O Y(!) y(Jtl) 

N-n 

- l~O Y(l) Y{itn) 

x/ Y" - ... -· - (5,J2) 
11 
t y(l) u(l) 

l•I 
11-m 
t u(J) yl!tm) 

1:1 .. m 

En loe ndt<xhu do oorrclaci6n &U CXIT\JUtan las cantidadc11 

~ (k) • _.!_ "[k u(i) u(ltk) 
uu ll·k i•I 

" 11-k 
R (k) = ll~k t y(i) u(ltk) 
yu l•l 

(5.33) 
" 11-k 
R (k) • 

11
\ t y(i) y(!tk) 

yy - i=I 

" 1 11-k 
Ruy(k) • ll·k l~l u(l) y(!tk) 

00 acuerdo a estas dcfinic.ionc•, y dcsproc!ando las difei:ercias intralu· 

cldils por loa prilmroa y lll tws slllWldos : 
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s.• "tnlmos cuadrad.:>s y métodos de correlación 

a:. la ooU.Ci6n do (5,51 el .. tlrn.:ldor do mlninoa cuadrados cwt>lo laa 

(5,30) 

N-1 1 N-1 H·I 111·1 11·1 H·I 

11¡,."111 1~,1HlvU·1> ... ,~ 0vll)Y(i-11tl) 1 ¡~0v(l)u(ltl) - ¡~0v(l)u(J) , .. j~0v(i)u(l·mtl) 

>· ••• 

1 
H-~ t N·:! ti•: N-? 

... 
1
L¡<l ly(l ·n•2l 1 ¡;1vc 1 luCl'•2l ~ :i~ 1vc1. luCJt!l .. •¡t

1 
y(I )u(l..,n l 

N·n 

1~1-/<il 

1 
111-n ".. · ' ll·n . . , ll·n . · . 
1 if

0
YC!lu,(ltn) ~, 1 ~ 1~~i)Ú(hn-ll:j~¡~~l)u(J.,.tn) 

l- .•. _. -· 
1 N . 
1 J~l· u1

(J) 

1 

11 ·',, : : : ....... // ' ' ,: . ' 
l~l u(!)u(J·l),;, 1 ~ 1u(i)u(J~m) 

N·l 
N~;;·.: .. • 

i~O u' (i) , ,', 1 ~0u(l)u(i-t11tl) 

------n------ --------- ~. 1 ------
... (5,31) 

Se hlln lll<hil>ldr> .Olo algunci. elunentoa, la motriz ea slmOtrica. 
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11·1 
- l~O Y(!) YCltl) 

N-n 
• i~O Y(i) Ylitn) 

y(I) u(J) 
l•I 

11
tm ~( 1) ytitm) 

i=1-m 

R (k) • 
11

1
k 

11t u( J) u( ltk) 
uu .. i:i1 ;; ck>, ..L 

11t veo u<l•k> 
yu ll·k l•I 

(S.33) 
• ll·k 
R (k) • 

11
1

k t y(!) y(ltk) 
YV • hl 

ru ocuordo a estas dofinlclonoa, y dosprcclando las dJfe1:erclaa introdu

cl.diul por loa prlmolroa y dlt.lm:>s slllWldos ; 
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P.yy<tl ... N C11-1Y·K <1> -ft <o> .,,í\,.y· Cm-tl ·.· 31 . -Ryyc11 yy : )'U uy .. 
1 

KYY(ll ÑYY(O) ... Ny/n-2>.j\yu(2l -í\u(ll ,,~í\~(m.~,z.> 

•. 
·~.·.~-(n-_1>_~~(n-Zl ... \~(O) :-R~(nl -R~(n-i\:}~~;f~~; -· - - - - _ .. __ ._;_ 

: Ruu(O) RU'1(1) ·:<·~~~<'~}":,~ 

1 í< (m) R (m-1 ), .. K (O) 
1 uu uu uu 

3, ; ~k;/2> 
·~;:;,-': 

~;. :, !Kt101 

¡;, 

¡; 
" 

\•.• ..... 
R '(O) 
~Y.· 

A R.;¡'1) 

¡; (ml 
uy 

~'AJSU quu las el<J11<ntos dcflnidoo en (5,lJ), •on las correlaciones es• 

' W.llst!c.a 11 los procesos son t!lltacian.trios y cnl\licos. 

Si so holee un an.1lisls por co1Tclaci/\n p.lra cstlm:i.r la rcs¡:ucsta a 1m -

l-'11ao, 11111 c:mtid.ldcs N , ~ , H , ~ ea puOOcn utilizar ¡ura el c.11 
..,uuyyyuuy -

culo del cstlnoWr e do mítÚITOs cu.:idri><los. 

S.:. ~es corrclaclon.:Jdos 

1:Slu11."1Jlal qui! "" lo qw SlL"CÜC si se aónitcn ni:xlclos ca10 (5,1), o 

Si loa procl.!!:j()S u(t), t:(t), y(t) OCIO tales c¡oo l..19 cant1d.ldcs dcfini -

11.lu en (5,J) tlcncn Umitc I"'"• N • ~. la CCUJc16n (5.J4) oo cu1¡1lo 

.w111t6t1Cllrl!nt.o a>n los clmcntoa R igu.llca a las rorrclacionca nucs -

tr"1e1. (Nh 1iln, 11 loe procesos aon cstaclonarioe y enpdiocs en~ 

.,. lu a PI lu a>rrclaclC111:• cstadtstiCdS). 
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Supordr<JhJs quu dichos límites existen, sin exigir, •in mbarc¡o la re~ 

trioc16n fuerte do ergcdicldad, 

Del m:xlclo (5,2) 

f(t) = -a 1v(t-1) ... -•0v(t-n) • b
0
u(t) • 

,', nult1pllcando sucesivanw:mte por y(t-1) ... y(t-nl, u(t).,.u(t-m)1 

flltJlt•l) • ••11ll•ltJh•ll••••'•nYh"ltth•tl t lt011llttil•llt,,,. 11, .. h .. ITh•l) t th)/U•ll 

yl?hfl•JI 1 ••1Yh•tlyh•ll•,,, •• n"l\~l1(1°1) t b
0
,.hlth

0

•J1t,,.t i. ... 1t .. tfh•21t1ht1l1°U 

ylilVlt•nl. • ·•1Ut•lllh .. )•,.,••
1
Yll·n!;:_h·11I • b

0
11lthh•11h,.,t b

1
wlt .. hh•nl • t!l)i'lt·d O,UJ 

yllh1hl • ·•,rh•1lulU •·••••11Ylt•nh1hl t lt
0

111tl 11UI 1, .. 1 1'11~h ... 11hl t tftl,.C\J 

Si ropotinos el sist<ml de ocuaciones (5,JS) p.>ra t • 1,2, ... 11 y BUM· 

nos las ecuaciones oorrcopondientcs divldicnl:> entra N y clcf.inlmoa 

R.,,)tl • lim 
11~ 

1 
ri 

ll<u-1 

E v(k) w(kttl 
k•a 

(si loo proc:esoe son crqódicoa alcanza con definir R,..(t) 'i:(v(K) 

w( ktl) l) que llOll lss correlaciones mucstralcs 
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1 
1,,111 1,,10 , .. tnl••U1°1111Ul·~lol ,,..11111••11 

11,,tu l'!'lll ... 1,,1 .. u ¡ ·1,..Ul•lr;itlll ,,,.111!1•·11 

• : 1 ¡ : : 
1~1 .. u 1,;h·U "''n''' ·•,..c••·•riil•·U ····•"''•·•• 

. - - - - - - 1- - -
1 tHllJl .. llJ ... lllwl•I 

11 .. 1u1.10 ... 1..,.1 .. u 
1 : : 
1 • ... l•l •J••ll ···~'º 

., 111et1••,,111 

•• 1'!(1) ' •,.·~· 

1 l:Mtll C1) (s,Mt 

-~··"- _•:.: 
'• 1111Ul•• ... 1!1 

., •wrlll· 1 ... 1u 

•. •-.;•··-~···· 

LA 1cwci6n (5,36) es la que cu111lcn loo pur.lmotros y la ecuación 

(5, ::4) ca la qim C111Flcn los cstJJrildorcs (aaint6tk"""'1tc), =t.&cnso. 

Cl>l•·1Vu110111¡w ASinltt1c"1rcntu (N +•)los ~nninoo R dc(5,34)oonvurqcn 

a 1'• M de(5. 3~ '"1t.aa igualdadca eon equivalentes ai1 

1) R (k l ' o yu 

2) R nl •O 
Ull 

k r 1,?,.,, ,n 

ea do::lr, 11 laa entrad.is y salidas ro est.1n oorrclocionad.ls con los 

cnorea ¡:oster1orc1, ooosidcranó:> adelantos 1 ... m y 1 ... n rcspecti'.ra

Allta• C...-rollardo Y(tl: 

. . 
y(t 1 • 1 ~0 111 u(t-il t 1 ~ 0 Y¡ e(t·ll 
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, '. para qua KY
0
(k) :i o ic dcLcn estar oorrelacionados los t?rrores t!(t) 

entro s! y admás Ru
0
(kl = o, k = 0,1,2, ... 

Por eso es que si e( t) es Wl proceso oo caractcrizablo caro ruido 

blarco, el estlmldor do mínimos cuadrados ¡JUodu d.lr l11<¡ar a una cstinu

ci6n aosqoda. 

t:S WIJ. gr..u1 t.lifo.rcncia con ul cuoo cutOOiadu en ul Clpflulu 2, OOdtJ vj,_ 

nos quo illln en el caso da errores correlacionados el estim.1dor dt! m1n.J-

m:is c:uadrüdos era ins<>S<¡.ido (perdta su propiodod de varianza mfnirr.:i), 

Vuros que en la cstilTUci6n de sist:aMS diromicos lineales oo so pucd"" 

cxte1-.:Jur el Tuon:m> 20 y la observación 3 dul T<<Jruna 21 del Cap!tulo 2, 

Scs90 de la estlmacl6n 

(5.37) 

(5,JU) 

(CXJ1'0 O ca constante) 

(5,39) 

SU¡xllienlo crg>dicidad, la expresión (5.39) es la misl>l que (5.36¡ y 

lil (5,34) qwda cam1 
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t{frltTXTIO c(!xTy¡ 
nNH •ª NHN 

(5,40) 

lb1tallllo (5.40) y (5.39)1 

1 T [" ] t( ¡:¡ x
11 

x
11

) O. -0 • t(~ x/ • 111 

w¡aúcrdo t( 1 
XllT XII) no sirqular1 Ñ 

• 1 
XllT XII) 

_, 
t(k x/ e11J O • O•t(-

• N 
(5,42) 

111 (5,42) .. puada \Wiflcar que ai e <k x/ a11J = o el estimador os 

imc"')W. 

N'>t.cuu qut! a,urque lc1s crrorou oo sc.:in llrle¡:.::iOOicntl!S 1 si lc19 cnlr11Cbs 

y loo errores st l0ta liou, l..itJ CütÚl\l!J 111•1 O..."UJCiCX1l!:J du (S.JCi) uiquun 

DI la B<.CCl(.n s.12.11 so Jru('strnn ujui¡1los uc cstÚl\lci6n 6""'-J·1'11 ¡or ru! 

Pua l"Coolwr el pn:blalli.l do iduntificoc16n 00 un s!stcrr.i, c.n prcscn -

cu de rulm airrclaclm.ld:l,hay c¡uu recurrir a otr.:i.s tl'Cllle<1s do idcn· 

UUruci&1, al~ di.! la.:1 L"°'Ucs OClll t!Xtcnsioncs del ~tcxb Uo m1ni -

111>1 .,,;..¡..adom. A19UI"" de 148 ti!cnicas utillz.Jdow llOlll 
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(ü) minino• cuadr.:IO;s rc¡.,túlos 

(b) mfoinou cua<lr"<l:l" gcncra.liz.ulos 

(e) 11\61:.odo de variables instrun>nt:al"" 

(d) nétcxlc de m1ximl verosimilitud 

5.4 El CSQUl.!11\ol recursivo de Plackctt 

OJ.lndo su C:XJTtA.lta el csUJ1!LUJr de mí.ni.no~ ru1llrados de Wl aistul\1 di

n."Unioo en linea, en c.:id.l inst.lntc du no:lici6n se ciJtfon~nc solu lbs 

nul.WS d.ltos u(t), y(t). La cxprc:ii6n ancllítiro del est~r do m1'

nim:ts cua.draOOs (Xmlúte el drnput.o del estim=Kbr en el inst.anto t, 

nctualiz..m:Jo los cllculos obtcnick:>a con los da.tos antuiorcs, con ba .. 

so í'Jl la nuava obsl.!rvuci6n. 

Vermos Wl esquana 11uy eficiente di.! cálculo recursivo del cst.1.Jrüd:Jr, 

illtroducido ¡:or Plackctt,(41) en 1950, 

'"" 
"' T -1 
Oll ' (XII XII) XllT yll (S,'•Jl 

º11 . pll 1111 (5,•i4) 

rll . (XllT XII)"' (S,'•5) 

u" x/ vil (!J,I¡(>) 



209 

d M CD- Atora las c:.bservaciane.o en t • N t 1: 

011+1 . PHtl 6Ntl (~.47) 

IW:o) 

v;:1 . ·r xu,1 ' [ XllT : "tttl] [~u;i.] (1,48) XNtl 

'Ntl 

·' x/ 11
11•1 

. XII t "1111 xll~l ·I T 
' pll t •1111 "ll1I (1,49) 

t:l u¡uiW 81rnando en l• contrlbuci&1 do loa nutM>• di1tos a la inwr

IA .to la lllltril do Ol"'J.1"Llnz.1S l'~:I 

(l,10) 

llW¡llll1ll9 All>ria UM fama do poner 0
11

,
1 

1u:ursivam>nta1 

l'IV1'11Upl1CAl'do (5,49) por Plltl, p;etnultiplicanilo por PN .Y postnult.!, 

1•llc.u1k> I"' •ll•I' 

rH xN•l • 11H+1 xH•t • P•o1 KN•t iie:~+1 1'1f11+1 ---r 

(1.11) 
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p K : 
Ntl lit! (~.12) 

P K xTlltll'll' Pll "11+1 11 + xT JI x 1-1 x1' I' (1 'J) 
lltl Ntl l.; Ntl 11 llt11 lltl 11 " 

por (S,49) 

(5. !i4) 

(5, !i!j) 

huros 110<¡"'1> a '"" cxprcai6n rocurs1va para r
11

,
1 

en fWlCi6n de r
1
; '/ 

lqs nuove&di:ltos "lit!, Luego, por (S.47) 1 

por (S,44) 1 

(1.17) 
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~Hrv~dones 

w en a.:nta W.1'• loo d.JLou antcrlorou (u(tl} , (y(t)}. 

'ICtW l• infomt.lf:i6n nuccs.lrid ecbre los datoo Anteriores cut:..1 COI.!, 

tcni.d.l en r 11 y ON. I.os nUC\-Qs do.ltoa cntrLLO a tra~s del VL'Ctor 

11,.1 
y lo oboorvaci6n v11 tl 

~I No ca oocesario inwrtir nill<¡un.i l!>ltriz, en lug.i.r do esto en c.1da 

rocursim so izl'licrte un nlin>m1 1 + ·~, 1 1'1l'x+i 

' JI D1 cada racursilln se obtiene la l!>ltriz de ccvariOJ1zas 

r11 • cx11T x11 )°
1 neccs.:u'ia para estiJMr l;i varianz.' do lo.• cst!rn.' -

O:>res. 

4) (lmervaidJ (5.51.1 p..K..Ut3 notarse qoo el nuevo t.•stim.ldor es el J.nl.c

(ior, t1etu.iUZdllo oon una oorrur...""Ci.00 prop.:>rciorul al crroL' do (Jto

dicci6ru y(lltl) - x11!1 t\1• En p.uticular si ol sistai» ro tiene 

pertw-b>ciores (o( r) ' o V t), una ve• alc.mz<1do el valor roo! do 

U 111 t 11 N. !a 1Jl1LJJ1ul..'1G11 ºrhl 1HJ 111ia11lk1io w1 O, 

tl f..cwr do proporeiorolid.ld do la corrocci6n es1 

_, 
tc = r x r1 + >< r r x 1 
N N :Hl \; t~tl N Nt~ 

(5,SU) 

tl ~t.o.lo ¡u.Je sur wnsl<lw"...Jo woo un pro::<>Jlmicnt.o nultiJJrren-

11al.l.l di q>Umlzacl6n por gradiente (Ver (54)). 
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En resuncn el algoritl!D quo:la = siguc1 

En la rocursi6n 11 t l 1 

1) So calcula t'1lt 1 en b.loo a x~~tl y r 11 <..'1n1 

r :sP-Pit {ttxT PM )-'x1' p 
lit! 11 11 lltl lit! 11 lltl lit! 11 

ii) So calculo 011, 1 en baso a 'ut1, Y(lltl), íi
1
l' r11 con1 

011.1 = 011 -r11'11•1 ( ·ii.1 °11-•wu >) [ 1"' 
1

11.1 p1l'1111r' 

- Valores iniciales r , O (que cstudiararos cnscc¡uida). 
o o 

Inicialización del al']orltmo 

El a.lgorit:rro puale illicializarse de dos fol11\ls: 

1) F.n forma cx.1cta, rt!solvicnlo las cc:uacioucs nomulcs p.:ira Wl ?1
0 

a r~vtir Uul CU.ll 6U siquc con lau r<..>cur!1i.1nn•i. 

lkly que tener en cuenta que si ll
0 

< mH1 t 1 = dim O, ~.ntooccs la 

11\ltriz x1 x ca sil'l']ular y oo se puo.lc rc..1lizar la inversil'.in. 
llu llll 

Existe n\'1s de wu solución para los par5rootro!:l que dé residoos n!!_ 

los ¡lilra 111s 11
0 

olJSatv.1ci011cu wrwidcraU.m. 

lil caoo rurticul.tr C8 CUJJili 11
0 

• nt111tl 1 dondu uu {AJu.Ju vur CJUO 

en general dt~t {X~0 XH
0

} ~ O con probabilicla.d 1, En este caso sa 

¡>Jodo cncontrar wu so~oci6n ¡ura los parfyi<>troo que d6 residuos 

nulos. so rcuuclvo en uuta cuoo un sislt..s1u dtJ nt1n11 uc.·u.:1cior1cu 

.oon n'tmtl inc6gniw11. 

51 110 > mtntl babr~ una solución do ro1n1Joos cuadrados, 
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111 lnicial12'lci0n arbitraria 

ob.crv;1ClorlC!l f.USJd.ls en el l!OlUlto do la 1n!c!aliUJc!6n. P<>.lc -

tlUI ASÜJl'klt un \"Ul" Jv v..tl1.1n~~ arl>itr..irfog 0
0 

y "~· a p..u·tir Ur..t lo!J 

cwlua pltlQ.:fi.ll" el .:ilc1oritJuJ. l~t una anpU.-1 Cjl'll\l du v.i.loro9 Jo 

- - -0
0 

y p
0 

qw oo afoctan la idcntlflcaci6n, es OOc:ir que o•
11 
~ ºu y 

P'u • PN rSpida~tc, dorkle 01H y p• 11 ~loo valores estinlr.ld::is 

<Ul anilc!oneu iniciales arbitrarlas. F.atudiarorcs un = csP'! 

c1alnulto Qtil 1 

a !. I ( t pcr¡ut:no) 

' o 

P' -1 • p ... , 
o o 

p• ·l • r
0

""ª t x1xT .• 

( ~. ~'J) 

(S,&O) 

al 1\, \¡ ~ t, p~ 1 
s el • '. 1' 1 ~ 1 y 1'~ 1 difieren &0li1rm!lltC en e uo

bni w diMpl&l, óuta ea ~ de clllTClltoe """"" de cuodradoa1 

21~ 

dando "'¡ san entradas o salid.ls dol slst:aM, pero lo 'l"" Intere

sa es quo ll{~ (ti) es creciente con ti, ' el p:so de la difcccn • 

cia e es docrocientc. Su¡xmg,Jíl'OS ahora el mísrro sistallol en dos 

uitu.Acionue, lci ¡>rinlt.lta eu la tJijtln\JciGn pcu·4 l.w oUoorvacio~!I 

0 
11 

la al>j\lnda es si hubier..,.,., cbse:vadc entriklas y salidas desde 

• -(mtn) hasta t • o tales que 

(5,67) 

donde X'
0

, Y1
0 

indican la aituaci6n hipotética, Lu3JO el esti

m.tdor m t • N u!i: 

X' • N 

0• = <x' 1 x• )'
1 

x' v1 

N N N 11 N 

[ 
rc.. o ]:mtn+I v• 11l ~] !•,.n•l 
o ·rc . 0 

'""\"-· '"y~ 

(5,63) 
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. . 
y c¡uu l1'N .. l'N' untoo .... "'tltl üN • ON. 

l'.u-a CX11Clu1r dcb! ui.JsctVJ.rse quo la hip:Stcsis de las obaerv..ici011cs 

• 1 
~~ y '(~ C.$ l'llJUiValC.l\tO il 0

0 
= 0 1 1'0 : ( 1, entonces el C!JtiJror.:br 

O' H cal cst.:11:1 o:n.iicioncs inicLtlcs coni.'l?rtJl! a. QN. 

ll1 l.is tanulacionc.1a hu101:1 utiliz..hll valore.8 e.lo e: to-: ~e~ 10-' 

Ullfl l'.XCUlontcs rcsultaOOs. Plulcn verse e)UT\llos en l.i &ccc16n 5.12,6. 

u ... lntcz¡>rct<icilln pn:tiiWiUS:iCil resulta du considerar P
0 

=o la 

11utriz de oovariolnzas de los cstill\ldores, e inici..'.llízar el alqoribnl 
• 1 ª" un cstim:dor firúto 'ºº' o ¡.or Cjlfl\llO) y W1d Po ' e 1 oon U!UT<!!l 

tJoa di.1<)01\llcs qr.irdos que ir.Jiqu.m un.¡ gr.in in:crtid1>1tirc a f'\Ú>.\.i 

dnl ~tin~r 00 • o. 

t:.te alqoriblD ID in¡>l<lllllnt6 CXlll el pro:¡rollllO H!Ctl/S, que se alCl.lclltr• 

UI o1 apfndlce D. 

t:u Ucll ""' que el procolimlcnto do m1niJroo CU<ldri><k>s es imo.11.il:.'m!!:!, 

t" c:xtcnlillle a Sif'Ulms cm v.iria• entradas y una salida, a<¡r<'<)anOO -

un el vuctor de cuuuvacioncs •¡ diaaas entrod.lll, y en e los p.u-~" -

tll>• oorn•pcnilWll•· 
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Es irloodiatarrcnte extcnlililo a sistur.19 nultiunlrodas, rnultisalid.is 

IXi1 llO.lelos de 11\ltriccs (Xllirnniralcs, Tdl1i>ifu es exbmdiblc a sistc-

1T\1S oon sesgo en 1111 salida, que p..icrle interpretarse ooto un nistuna 

0:>n deo entrad..-w, una do las cu.ilcs pcrnunoco CU'\Btantc. 

limos Jnplantado el progr""'1 HICU/C ¡ura cubrir este ca.i;o ci:>nde oo su.,z 

na Wl sistW\l de la form.:11 

i:'l procodimionto do rn!nilros cuadr.rl:ia tiene la rnisno foma que antes, 

r•milnlo1 

•I • (-y(i-1)-, ... ,-y(i-n), u(i), .. .,uO-m), !) 

y 

f'ormulacl6n general 

Rooscrl.bom:Ja el '\19orit:rro de una fo1111a general que lueqo ¡:ea:mitir.1 la 

CCll¡llll'aci6n OJO otros algorit:rros 

{

o<N•l> , O(N) • K(ll) ~11 • 1 - ·~. 1 o(NJ 

-· 
K(N) < P(ll) "Ntt ~' t M~t! P(ltl • 11,J 
P(lltl) ' P(N) - K(ll) x·~tl P(tl) 

(s.&••> 

l)l IUMBtnl caao o • 1 más adelante discutinllol otro• valores para o. 
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.~úmero de operaciones 

IJni c.ir<ICtcrfsUc:.:i importante de los algoritmoe rOCUl"llivoo en rcloci6n 

ccn su int>lü11t.lci6n lS el núrcro de operaciones ror n> .. -ursi6n. V""10• 

noto ¡.u-a el alc¡oribro de Plackett. 

l:n c.W ru:ur1141 (no tmw:uros en cuenta la .lnicializaci6nl, el c.Ucu

lo aa ~ cfect\ur do la siguiente m.:incra r 

CSlculo 

l l c.ilculo de rN <~11 «11 , 11'11 es lo llÚBllD 

llWSlO CJUU (l'u'~•I )T • "u+1 l'N) 

2) c.ilculo du (•~,¡1°H 'Ntl t 1) 

ll Cilculo de x~, 1 OH - v llltl) 

O ktualll.lci6n <ic 011 , 1 
con (5,57) 

51 Actu.illzac:Uln 1lc rH+I con (5,55) 

No de op~rJcioncs 

:~~ 
p 1 p 

~p 

11.c!.!.l p(ptl) 
1 

(ioo.Mw m euomt.i que rNtl es sw.lt:.rical 1-----+------; 
Tot.ll1 

1 [.ljll t 71· ~,,1 t lp ~,. 

l'ü1W p » 3 loa t&iniroOS do 11\l)"l onfon ooo <bnin.lnl:cs y el nCinoro do 

s~l'Wi :r 1. !I l'' y el 00 prc.ducto:I :r Zp1• 

t:l neirero do prQ)uc..tos es alqo IDJ)'Or qua el de s1.m1s, y su nú1icro PJOOo 

"'" dutcnnino>nte en rolaci6n al tim,io do m.icstroo f'll"ª dot.cl'Tllimr ¡:or 

ejUT\)lo m Wla úrt,lant.aci6n OX1 un proo:.:!s.:.dor diqitul, si ca noccs..uio 

111wr¡cm1r nultipUC<ldoros ror han:Ware, ya que ¡:or software el li"'IX> 

dn ej&'llC1& dll ino nultlpUcaci6n es var.149 wcc• ouporJ.or al tluilJO -

du ejC'llCi& dll '""' a1111A. 
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5.5 Esgucmil recursivo SRODT 

Veruoos W1 esquema recursivo, m1n&-i""""'1te rollusto, basado en la des-

CXll1jXl6iCUln QR. 

En el cálculo del estin\ador da m1n.úros cuadrados, es necesario resol -

dondu la inOO:Jnita es ol V\..~tor 011 , po1I'a el lo h.1y nuctr:is nl!todos nlllé

rit"OO. cu..:indo la matriz X~ XH Clit.1 nll1loorvlicion.tl1 1 (~u.len lub.!r pro -

blUTU.S maréricoa en ol cl.llculo d!J 

coro se ¡AIC<le ver en el a¡.&<.licc A, W1 rretodo para resolver el prd>lo-

11\l Ax , ~ que oo anpoora el nCinoro de condici6n do la oot:.riz A, es la 

dosCXl!pooici6n QR, quo ~•!carente consiste en onooot:.rar Q ortooormal 

tal '1UU 

A ' QR' 

con R trianqular auperior, y resolver el probluna 
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1) Solucl6n de IH ecu•clones norma lea en t • N 

·[~~Jfp 
O 1 N-p -p 

¡., ..... do loa cuadradoa de los residoos ca (por (S,10)) 1 

por ~.65 'i S.661 

'"•' . (· .. ' .,i.;: ·~ ' ·J [::;]- t~J;j 

(5,68) 

(S,6~) 

(S., 70) 
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(5. 71) 

6 (5.72) 

La &0luci6n nmérica do 5, 71 es soncilla ¡>Josto que ~ ea triangular 

superior. La funci6n do costo (SUM do los cu.Jdrados do los residuos) 

m1n11"1 CSI 

2) Rccurslón en t = Utl 

So su¡:x>oo ccrocidos 0
11

, R
11

, s
11

co
11

>, y los nuovos datos • 11 , 1, v(lltl), 

busc.:ims una rocursión para calcular ª11+1' Rlltl' sil+! (01!+1) 

do (S. 70) 1 

Oll UcU eniontrar una transfoi:moci6n ~lit! ortoooanal tal que 

(S,73) 
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d:nla "H. i • trii.ngular auperiar, 

d:nlll 

1=1 ••• p, con 

,,. (S,74) 

~.¡0 wnat..l"\lld.l doJ cst.l focl\l curplu con (S. 70, se p.n'lll vur quo 

l.UI 1Mt.1'1Wtl AJ ua1 rMtriC\JB do l"Ot.:\Cioncu. ~f'.ú\JITClll nhora1 

~T ••• ni/ l 
Htl y 

Ntl 

l.a eouaci&a (5, 73) SO p¡<slo ¡.onetl 

S (0) • ~l~': -] . f ~~ -~ l T Ntl ¡• ,T 
Ntl Htl 

cs. 75) 

T ~[ n11 1 ~tltl ~Ntl y • .-1 . 
Ntl"' 
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d) se actualiza OH con 

2) SO ?l\J<l a la rucurs16n siguiente, 

t'al ta discutir los valores iniciales. 

El alc:ioritmJ µKda iniCfolizarsc en fol1Tkl ex.ict:a a prJrtir de un !1
0 

o en forma aproximJda. 

La iniCializ.:icl6n CXdcta es lo que se discute en la p>rto 1) do es

te p1rrafo, solo falta encontrar la matriz Q;; ortooornul, tal que 

OT X • r '}i} (N ! p, número de par5mctro5) 
N N to j 

con i;1 triar>¡ular superior, Esw problano cst.1 resuulto en la ...., -

c!Gn A.J dol u¡.Gnulce A. Do aCIU'<lo a lo• woult.ldau qoo allá su o!!_ 

tkoon, la rutrh: Q~ oo cunut.ruyu c.aio 

Q~ = Q'p·I "' Q'o 

Las matriceo Q' 
1 

l=o ... p-1 van triat>'.jularizondo aucesivaircnte la 11\l

trii x
11

, colllmO por collllf\&, La motriz o•
1

_1 ... Q'
0
X

11 
ticno la for 

IMI 
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, .. • •l 1}18 llllUlo el pr.lirer aunando (loo otroa <loe son a>nstantes), 

)' 

RNt1 ONt1 :: 
11
Ntl } 

SNtl(ONtl) • s11 CON) t V~+I 
(5, 16) 

(5,77) 

11 ~Nll "" no Mir.;u1..r, 

C·t.r" ve• 1" soluc16n de (5, 76) es sencilla p.¡esto qoo R
1111 

es t.ri.,..JU• 

br su¡wior. l'oJ.n:oi rcsunJ.r el al90rl.tno caro sl.c¡uo1 

~lyorl l"10I en t • litl 

• • T 
11 DllkJa º"' RN, llN' SN(Oll) y los""""°" d.ltos "Ntl. Y(Ntl) ea calcu-

i.111 

T 
o) ~Ntl • Al' • .,A¡ ron (5, 74) 

b) 

S. actualiza RNI t~l!l.] = o:¡' tRll ] Ntl 
-~ti o 

d fA A<:t""11."111 l¡ll y V/I dU 

t 011tl] . -.• ~!.1 
VNtl v~ -·J VNtl 
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Aa x ••• x : ><, .... ~ .... ~ 
1: . 

. - ~·~i~ l ~·:: ....... ~ 
: xa x .... x 

1 

XH-i x •••. x 

Y lo nut.r~z Q' l uu cxinutruyu a purtir do éutJ cu101 

Q' i .• [-~ _ ¡ _ º_ ·l = nutriz (ixl) idc11ti<lod 

. o l lli = 11\lt.rlz de llouscl\oldcr = [ to11] 

l ,j=l., .N·l 

loe eluoontos de la mat.rl.z 11
1 

de lk>uscholdcr oon, de acuerdo a (A,12) 1 

r si k=t, l:l,2 1 ,, ,N-i 

•• 
hkf. • 1-rz~ •i .. =l, k:i2 ..... N·l (~. 7ú) 

= • xk xl K<l, k:2 1 ,,,, 11-i 
A2 -x1X 

o:in A" = x~ t x~t •.. + x:1 .. ¡, el sigro de A es r.r,().) = -!;¡,(x 1 ) 

cl r<wto dJI lo• olurcntou .., cai•ll'Uycn ¡:or s"1.,tda ilo 11 1, 

Obsl!rvcse que este resultado permito que no sólo el algoritno sino 

su propia 1nicializaci6n so puedo haoor en follllol rocursiw. 
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Olr• foDM dd inicialllal" el '1lgoribll) es Ul\l elocci6n arbitraria 

u-.. ulua:illn u¡uivalcnbl a la qua hicinDs en ol anterior algoribll) r!!_ 

cw-aiw üU 

R 
o 

6 lp ( pcqueno) . 
o 

o . . (l. 79) 
S (O ) : o ,, o 

n • o o 

1J1 ofocto, \IWll08 h relación entre llllbcs algorib1oa. J1Ll00rduios quo 

(5.UO) 

tl •l<JOritnu r..:ilil el rt.11bro da &qll.lre-root dcllloo a qoo en ll>).ll' <lo 

••ro¡.ug..ir 111 rrutrh 1•
11 

prc¡.üe.IJ:~ou la nutriz llN. i::ut.a. m.1triz cu Wl<l 

••• 11 ~.ad.¡• de l't( 

Dr este tu:lv:> ptt:Nienc adwi1s la robustez nu1~ric..\ di?l alcpritnu. U:> 

illfOrt.l ~ ""1looniiciorudo cstl! el problu1u de m1ninoa c:U>ir.>elos, 

alQl\'l"V.., "*"]Uf• qw rN es ¡:ositiVil definid.> pon¡oo1 
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La elección P
0 

• t I es equivalente a R
0 

• /E I. (Llamando e • 6' 

obtcn<noa la expresión (S. 79) ) • 

J\danls ¡:or (5, 71) 

caro ON = O, ... n
0 

: o. Final.Jrcntc S
0

(0
0

) se aslllc cero {se ajustan p 

observaciones cxin p por~tros) • 

El algoritno ha sido implantado oon el proJrilm•l ~HOOT/5 ¡:ur..a &i!Jlal\.19 

sin sesgo en la B.llida, y !:ROOT/C p.Jca sistuius con scS<JO en la sali

d.1. lvnOOs rro:ir<11oos ful?rt>n escritos en ol lcn<Jl.1<1jc PASCAL y util iZil

dos en la ccmput.aclor.1 D-GOOO del Centro da servicios da C!l11AJto ele la 

UIWI (con runpilador Pl\SCJ\L do S/>11 OIDXJ). rrucl>os con d.:ltos Hinula-

dos se presentan al final dol capítulo. los prcrJl'í.VTUS <:st.án en el 

a¡:&rlico O, 

Número de opcraclnn~s 

Vc..:vroo el ncJicro da operaciones alcm:mt:alcs fll.'CCScll'L1.s en una n.'C'Ul" -

eiCtn dt.!l alyoritlrO 5ROOT. ConsidcrolrCJros Slll\.19 y productos (o di vi .. 

oloncn) roro dos catcgor!.ls distintas. 

lb so tana en cuenta la inici.alizaci6n del algorltno. En cada rccur

ai6n se neceaita1 
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11 cálculo do la• ll>ltriciea 
A¡, ¡,1, • •P 

2) C1lculo rlal producto 

A • .. A, [ l'N_ -J 
µ .r 

Ntl 

J) c.1lculo de A ••• A1 

[;11-] p 

lltl 

4) k:ooluc16n dul sistan.s 

tri""JUW ~+1 OHtl • 
11Htl 

Tot11l 
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1 
'i 

No de operaciones apro1'1mJJo; 

Sumas Productos 

p Sp 

p(ptl )-p 2(p(ptlll·2p 

2p •i> 

l!!.E.!!l 2 • p 
e!.c_•I ) 
2-

(lp t Sp) 1 
l~r t 1•.11'1 ., 

So ho C0111:.:ibilizad:J la olcvac16n al cU••irado y la tal\l do rah cuadra

d.> .. el c:Jlculo de las nutricca A¡ cam si fu.>ran produ::tos. 

c¡w l\U"a el alc¡orilIID de Plackott, cbtcnMrdoso a c.llrbio nuyor r<bust.o• 

Cura> e)t11t">lo, ¡wa alt,JUíCJS valoruu W p ol t&J.W Cl(.ic.rucion1!B J\(.l.."'OtJ.1 -

cl.J¡1 pua Uev..r • cabo una rucuroi6n ron onboa algoritllDll c111 
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Algoritmo de Plackctt Algor 1 tmo SROOT 

p Sumas Productos Suma5 Productos 

2 13 18 11 n 
3 2• 33 71 ~I 

4 JU S2 34 70 

s SS 7S so 110 

o 7S 10:? G9 147 

s.6 C6mputo.de la ma~rlz de COV.lrlanzas 

lluros visto que la matri2 do covarl.anzas áel cstim:idor 0
11 

de rnlnim:>• "":! 

drados dal rrodolo (S.2) "" 

cu.lnClo so CUllllO que los errores do dicho nodclo tienen cov {n(t)}' 0'1
11 

• 

Us.indo los resultados do los toonm:is S.l y S.2 cstimaroro• la nutriz do 

' "a• ("'T X ,·t cav OH ,.,H N (tt.111) 

donda ~· ea un estiJr.ldor de o' 1 de acuerdo al toorEl\10 S.4 podrl'.a ser por 

ej<11plo 

;. 
H 

(S.62) 
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(5,0J) 

qJI! so da1ostió aon d&JiL1ente oonsi•tcntes. Discutiraros c6io carp.¡• 

tu el ""till\ldor cov 011 en los dos alqorib!oa recursivos pro¡>Jcstos. 

., Cuv.arl.1nus en el al9orlt11w:> dlJ Pl.Jckctt 

P..tr11 ~timl.1' o 2 utilil..ll'UlDS S'ip qua (l.)!il.'O n~jort.!s propi00.11.\c~ quo 

~ ~ rc!i¡ ioct.o Al lit:'Uqo (ver C41pttulo 2}. 

T -1 
El Cütu algoritno la mltriz (:<

11 
x

11
> se ru1t\ltLI rccu.rsiviJ1rcnlc para el 

ctlculo do 011 , la loros llünudo r 11 • Lo únic"O que c¡ooJol ¡:or cukulo.r es 

lti fw'cl&. do cnstt:1 :;
11
w,.). bu!scurarou un l!!.it¡t.Uru rucun1ivo du c..1lculo, 

( 5,04) 
11 ... p 

"N•l'ºN•I). (Y~Y~). )'
1
(11tl) - 1v:ix11tv(Ntl)x~.1>l ¡ex~ X11>"'-... 

cxTx ,-•X ,T C:<T X f 1 
• 11 U 1 '!'~ lltt /1 11 ((x~ Y~tY(Ntl) xri,¡( 

es.u~> 
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s,,,l<oNtl). (VT y) .. Ü1'xTx o t ~.H!.!.!)_2 ~ ~.>. T o §Iciu.t~.!li:L 
N ti t( N N U l t A 1 t A ~lltl H t 1 t A 

••, (5.&G) 

ocsurv....io qua loo dos pr!Jreros ""CllllOOs sen s11 co11 >. (wr (5,841, 'I 

agru¡>ll'<lo los tll tilros 1 

(~.&7) 

donde 

T • 
c•(tttl) ' y(lltl) - x

11
,

1 
0

11 

oa el error do proclic:ci6n en el tiaitio lltl con el ~stlnud.>r 011 

A , 

llaros cbtcnido una f6mulo rt..'CUI'siva para la fWlci6n d<.! CCJsto s11< On). 

Q:m.> las canti<.ktdca e 1, hA ya hru1 sido cc.mput.:ldas cato r~1rto dol al-
,. T .. , 

CJOribro 1»ra la octllllliZ<lci6n 00 ºu y (X11 x11 > , c:nl0nc1m cm el L".1l~ 

lo de s
11

,
1 

(ONtl) sOlo se agrego wi producto, Wlil divisi6n 'I Wlo1 ª'"""' 
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l») Cov•rlanus en el ¡J9orltmo SQUARE·ROOT 

DI cato algorill!D la funci!'.o de costo so ~ta re::urs!vomcnte soc¡tin 1 

. ' 5u<0u> • vlltl 

de .icwnlo • (~.76),lo '!."" quoda ¡x>r calcular es P
11 

• (X~ x
11

>" 1
• Por 

(5,80) 

tb'do l" 0&1tri;: RN ca tri.ulf)Ular superior y si:i cc.m¡JUta CL"--uruiv.:m.:m -

to. Si11w !)¡ trLln¡ular svperior, su invcr"" taroim lo ea, Dl el 

apmdicu 11, 110t:cioo 11. 5 hay un algoritmo recuruivo nara llevar a cato 

la inwrsiOn. IJ'"""10S ~ ' R"1 

[

511 Sai.,. Sap] 
T Su ••• S2p 

• '. PH::sSS a , • : 

• sPP 

( 5,09) 

p • rq.do p.ir.!nctroa • dim (0), 

(¡iuca s
1
k • o oi 1 > k) 
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CXJrO s6lo l10ll intcrci;an los elcnc!ltDs de la diagonal pura cstim:lr lils 

varianzas do los estimadores de los par.'.'uootros: 

D; rasuren, di&da l'J¡(l,J> i,j = 1 ... p !0~~-, s
1
¡tl•J> !,j = 1, ... p 

c<1li:-1tJ,1mo~ 1, l i 11 ; 1! (•' ¡' 
oonocidd r.11 Ci,j) i,j = 1 ... p ---• ti • r.~t ··¡¡.. ' 

i=I. .. ¡. 

La cstimlci6n do la mJtriz de covarianzas füu inCOIJ'Ori.ld.l a len pro -

gr.:uros HlCU/~, HICU/C quo realizan el alr1orilm:> de Pl.:ickc.:tt ·~ ~l·:~~r r/-:., 

f.l<OOT/C t¡ua rL'alii.1n d ~lqoribto !;<,llJAl<l:·H1.1r1T, Los w~.;ult..:1.c!1JJ <le. l.t~ 

pruebas·= datos s.inulddos se dJscutcn al Cinal dal c;p1tulo, Y w 

o.:J11{Jilran en la socci6n 5.12.S oon loa estimldorcs qoo se vc.rSn cnsc -

. guida, 

e) Otros csl lm.ulorc~ de tJ¡ 

C\.l.lrdJ so nos prc!;;ant.6 el proUluna de ~GtÍJT\lI" o2 dt.1slx.noc1.t1m \a l.:'X

prcsi6n ~a Lictualiz.ir ::11 (Ü
11

} {Xlr lo que dfil'ÍViSOO'J otras fornus ~'ra 
cst1m.1r lo. cantidad a 2• 

11 ' 
1: f¡¡-;. ih 'u<lll = u' ( ~' • 'J ' ) 

donde e ( ¡) son los residuos eülculados cm el cstinuior 011 , Y la su-
11 

ma do sus cuadrados es la fwlcl.6n da oootD núnimizada en la estimo -
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citlru 

CH(!) 
T • 

~(!) - •¡ º .. (1,92) 

H 1 

SH(OH) l~I cll(i) (l.9J) 

(5,92) .., debe a la do?finici6o do residuos (ver (5,lD» y (5.93) es 

la definici6o de la fw-.ci6n ele costo (ver (5.11)), Por (5,91) "° 
c.urplu aaint6ti""1"nte c¡oo 1 

:1 J 

t( .t c
11

< Ol ' a' W·pl (1.~' l ,,¡ 

ai ¡nrUallar par• i • H 

(1,91) 

El cl"""1to c
11

<11) es f~il do calculAl'I es el 11ltiJro roaiduc do lA 

•Umil::i6n octual, por (5,92) 1 
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l\l DUlU a.:micn~'1 dl.!!k.lo ptl i:uua hlwtA r lo~ rcui.duos uon nuloi1 

(ol ajuste del m:xlolo es exacto), 

11 1 

• [j~p•lcj(j)]-• 
• • t 11 ,· -º 

t ¡l:.l!¡ 
j•pt1 j 

(H + w) (5,97) 

Ctilerenta11ente cxm ol lil.tiJro ro!lllltado prop:lilmos el cstio\'ldor: 

rll • 11 1 11 .!.:J>. 
"11 • i~ptl cj(j)/ j~ptl J 

El cut1.mldor s1
1
1
1 es actualizablc recursivillOOtlto. Si el cstimldor 

s~ 1 se utiliza con el algoriaro de Plackcttinicializado arbitraria- . 

mento, p..1cde sup:>ncrse que las observaciones cx:rncnzül'On en t ;: -p. 

y el estimador queda 1 

Este cst""'1dor fua implan(!fltad::J en HICU/C/v<>r.,ión 2, los rcS'Jltados 

da pruchls a:mparativoe cx>n los otros cstiJn.ldore:s se ven en el fi -

nal del cap1tulo con datos de. sis tunas slmllados. 

DI la millllil fo:':"lil quo antus ¡:uC1.1u cncontrJrac otro cutii&Wor do u2 : 

0 111 J_ ll [•.\!)] 
"N • H-p j~pt1 J:~¡ 

j . 

11.100) 
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....., antm <Xll iniclalizacl6i1 arbitraria, el estinoldor <IJOOal 

( 5,101) 

S.7 Hfnlmos cu.idrJdo\ y filtro de K.ilmJn 

Caisidcrnros un sistana di.ntuniro lineal en tian¡::o dfocreto cn1 rcpro

meJ'lt.tci6n oo i.•ari.iblC!I do estoldo d~ la forro.u 

x(t+ll • ~ x(t) t r(t) 
( ~.107) 

d:.<>.le x(t) e Rp ca el vector do estados, {r(t), Pl,2,, .. ),{v(t) 

t=1 121 ••. ) son S\.'C'Uunci...ui du vu!Ablcs a.lu..atoria.u 1.rd..lperJJ.l!JltCB, iguu!_ 

llllllte diatriJJu!d.ia con nnlia cero y 11>1trlces du C011arianz.>.a1 

t(r(t) r(t)T) 

t(v(t) v(t)T) 

R1 

R2 

( 5.10)) 

Cl voctor do est.ldoa x(O) oa wia varioblo alc.ltoria con noa:lia m y N

tril do wvarlanzaa R
0

, Ditooeea .., ¡u>lu cstoblocor ol sic¡ulcnto: 

2)6 

TEOREHI\ 5,5 (Kolm.m) 

El ~jor cstilll.ldor du x(t l en el scuti<lo do mtniJros cu.idr¡¡¡Joo es' el 

quo satisface liW ec:uacialoe rocuraivas1 

. . . 
x(t) • x(t-1) + K(t) (y(t) - e~ x(t-1)} (5.104) 

x(O) : m 

:, 

¡ K(t) • S(t) CT {C S(t) CT t R2J 

S(t) • ~ P(t-1) ~ T t lt1 

P(t) • S(t) • K(t) C U(t) 

S(O) • R 
o 

( ~. llJi) 

( 5, 1 ')I) 

(5, lflil) 

Puo:la intcrpretarso la matriz !;(t) caro lUl cstimtd.lr a p\.lo'Ll de la m..í'"' 

triz do c:ovarianz.:is do x(t) dado!l Y(l) ... Y(t-1), y la m.ltriz Pltl tn ... . 
rro la cstlm.lci6n a pohte1u'.01L<'. do la m>triz do cxwari.1nzas de x ( t) <1"'1.16 

los obscrvacioooa v(I ), •• v(t ), 

Coosldcv:rros ilhor~ la Jclcntificaci6n oor 1n1nino'J cua•lroldos du un uisto· 

mi d1n.1mico discreto, linc..11,invari.int~ en el tianoo CXJiV el (S.2). 

L.11J CCWC"ioncu ro::'Urtiivas del uutir~ltlor ucx1 (S.G4) ron n ;z t. 

Supoogarros ah:>ra Wl sistal\l 0010 (5.102) ck>OOe ei vc.ictor do est.lit..loo cu 

el vco;t.or do ¡ur.'.im:!tros del sistmu quu cst;uros idmtifican;lo, es do -

cir: 
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p 

rh) un.i v .. a. de meJi.l cero y m.itriz de cov.iri11n:.as Ra : O 

• C'(t) a ( .. y(t-1), ••• , .. \'(t-n), u(tJ,, •• ,u(t-m)) 

( 5.109) 

V(t) • e(t) w1a 11ucuión dd Y.a. i¡1,ualn1e11ta dhta•ibuic.l.19, indepen

dlt:nte.1 de n1edi~ cero y CQVdrl.tm:a aª , ', Na = c 2 Cs d!_ 

cir r¡uc e.:1 un procl:!so ust.idon.1rlo Cilr.ictorJzablo colDO Ni-

do blanco, 

X(t+!) • l<(t) 
( 5.110) 

Y(t) • C(t) x(t) t a(t) 

tl eaW..lor :ctl del voc:tor do ... t:aa:ia cbtaUcbi con nl filtro de 

il&lln.v& la ~ 01 

{

x(t) • xCt-1) t K(t) (Y(t) • C(tl •(t·l)j 

Y.(t) • r!t-1) C(t)T (a'+ C(t) PCt-1) CT(t))
01 

r(¡) l'(t-1) - t:lt) C(l) Plt·I) (~,111) 

CU& del li9cras vuianws1 lo harwoo p;u-a la rtC1r.litn 11 m lucJ>r do 

i. N•I, y Ul S<.'q\Rlo ll>Jar cr& Vl>Z de escribir 1'1ll '<:Weioocs en fun -

cl61dola11>1triz rN = (X~ x11 l"
1 

lo haruros a:n r~ =o' P11 y.:i que es 

al eau...Jar w la 11>1tr1z de oovarianz.is de 0
11 

cu <lccir quo UCl&IJ la 

lli.- Jnt.erprvt.-:!Cln <¡w P(t) en t • N del filtro de Kalman1 

2)8 

¡off• ºN-t + KOHl(vOIJ -·~ ~11 _ 1 ¡ 
KCff·l) • P11• 1 • 11 a' + •~ P¡¡.¡ x 11 •& 

P1~ = P:_1 - 1<CN-1 > x~ r11 _1 

( 5,117) 

1VTbas n."CUrsioo1.:?1;1 son 1d.3ntica8. tl1 cu..u1to a l..is con.:tici~ in.!_ 

ciales, si no hay infonnaci6o adJru el cst.:&do inicial >l(O), n:.oJo 

su(Xlllcnie qua es una variable almtoria con 111ccl1.:i cero y nutriz 

do OJVarianzas 31 con tl » t. Lucgo1 

{. x(O) • O 

P(O) = 31 (si las cxmdicioncs iniciales liOI\ 
nulas) 

(~.lJ J) 

Carp.1rese CM la inicializaci6n arbitraria discutida para el alr¡.>

ritno de m1n1rroo cuadrados. 

Una discuaioo 11\\s detallada ocbro las rclocia1es <ntro filtro do 

Kalnun y mln1.noo cuadrados puede lccrso m las referencias (3), 

(4) y (54). 

5.8 El'ttenslont?s p.:>ra sistemas varlables con el~ 

La fol:ll'd n.oeuruivo dcl cstinudor da m!ninoo cu;¡drildos tiUCJicrc que 

SC ¡>JodOO hacer li9uras noJ1fit:ac1oncs ¡uro idcntlflc.:ir UiUlUTW 

cuyos par&ctros no ¡>?ImnL'Cl1 oonstantcs a lo lai'JO del proceso de 

noliciones, VcruTDs dos fo&:ll\lS de atiledr el prci>luna. 
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S.1.1 Olvldo .. ¡onenclal 

In uu cx¡.ooicliln ud>n> el nl!to:lo <le llWún<>s cu.1drodoe, G.iuuu (23), 

jll"D¡U•l• [>.!sar loo CUol<lrdJoo do loo rcslduoo 0011 Un.J rooiidi do lo cxa=. 

UtW 00 las dJtiUVacii.-.\CS 001-r~¡xm:lii:ntcs, I.J> qul.l se prop:Jrn.l cx::n C!.!, 

IAI tlcnic.1 es el.u n6s ¡.coo ,, las dlt..Jmu ohoorv...,ioncs qua a lil!l anLD

riorc•, rc....W en formo CJ<¡UlCllCi.ll los dita• ~. Colwidoru""' 

l• f\lnc.1.0n da aJ&tn 

(5, 11•) 

( 5, 115) 

cbW ll < CI < 1, t.!itcse que p.ira a = 1 se tiene la misna ÍWlC'iÚ\ da 

aJ6to qua m el procu:limlmto do m1nim:>s cu.ldrodoo }'a cstooii>Jou, &J. 

c.oUl!Wor OM.quo m1nimlza la funciiln do costo (5,114) &O dioo CJUO es 

el do lllnJlma e»aJrlldi:u con peso e¡qxincncial, y satisface la ro::ursiiln 

T • 
ONtl 'O¡¡ t iltl (y(Ntl) "xlltl Oll) 

~Ntl' l'11 '11•! (u "~tl 1011 xllt1}"' (l.ll~) 

rN•l 'k (rN • P11 •Nt1xii,1 '""'~1t1 P~'11t1 1 • 11'ul 

Una 1ku:iutrociiln por iliduociiln ¡11000 verse en (2ó), Otra !orma do ci>

tumr (5, 116) ea so¡uir la da!ll6Uaciiln del algorltno de Plockctt cm-

1idurll"OD Cfla 111 11Wúmiza llllA tuncioo do ooot:D do la fQ[!IVl 
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[

uN·l 
0 l N·• 

Q 

. "º 

c~.117> • 

(!.i.llfJ) 

el ost1mador do m1nirroo cuadrados con ¡uso uxpone¡y;:lal oo ~e áltc

ner de acuerdo a (2, 9B) =• 

( 5,ll'l) 

qua "" oc¡uivalcnto a álooncr el ClltlmOOor dü m1nlmcu cu"'1radoo í""ª 
(S,llB), 
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Ua...W 

r: • . . ... . rNxM PN . (XN XN) 
(&,120) 

• AT • 
YN . rNYN BN . XN YN 

Not.anW qw 

r ·-· t X X T PNtl '" I' N H"'l Nf'l 

:~ti • t 'lltl y(lltl) •(I BN 

• • 
º«•1 rNtl ¡;Ntl 

Dltonoou .., ¡uc<lc "'-"Juir todo el razo1>1nlcnto de la duro:;tr..::IOn del 

alc¡orilllo du PLackctt ¡ura llcqar fJ.nalJ11cntc a las ccuacioocs (5,116), 

N6teoo la dHcruic:ia cntJ:o PN y r:. 
l'ara la wtiJlucJ.6n de la JWtriz de wvarianzas p.i..do UJl.U1IO el rcuul• 

tab (2,101), que cuancb E(e eT) ' o' 1 quu;laa 

(5, 171) , 
dclJo tener.., en c:ucrita quo esta rorulWdo fue dcriv;do lJajo hip!>tc • 

ooJ1 que no IO ascquran en idaltifiCdc.!6n du slstar.lll din.1.niooo. 

&l 1"'1i>ro de "olvido cx¡:uncnc:.!a.l" ¡w:·a el al9oritm:> remata claro de 

la dcfinic:.!6n du la fw>=1611 oo CO'Jto, U ¡:c;o que tlcoo el ret1ldoo 

c1mt.ea, LI nolac:i6n mtru los f"OOS do loo rcsid""8 oorrcspond.lcn

tm • Ulll¡m t y t - k ea <XllBtanUI rcspl>CtO N, y lllller aK, 

2~2 

Ll sulCJCC16n do a dL1.udu p.iue, de quó t:..Jn rápido liO UHfl!ílJ c¡uc Vürir.:n 

los pa.r&ootros, es entonces inµ>rtantc cierta inforr.uci6n a p'l.c'olt.i, 'ill 

bro dicha varLlc16n. Ll razón uli cJUt.! ro uo ru.de diuminuir u uin cos

to algw~. Una dfominuci6n du u Diynifiru 1ui.r1 vclocic.l.:.J du li1..~JHim.icn- . 

to do lou partisrot.rw m.is <Jr<lfKlc, puc:•s r.1phL.ur1.mlc la inforuuci6n ante -

rior deja de p?6c1I'. Sin. u1b.ugo, esto se fl.lCO a c:x>sti& do una l!ilYIJr i!!, 

ccrUdw.bro en la dctcnn1.naci6n de los p:.1I'áirctros: la varianza d·~ la 

csUnuci6n allTCllt.J, y el .Jlg.Jritrro su vuclVl! iroG uc.msilih! a la µu-tur

bación o(t). Etito so dcl>c a que al luccr "olvid.:id.izo" el algoribro, 

· el efecto e=:i caro si so taro.ra en cucnt.J. W1 rfl!nor nl111.1ro de cbscrva -

cioocs. 

En el cuoo cutu.l.LlJo en ul C1p1lulo 2 l!üto lic Lrt.lducítl en qw.: el cuti-

hliJdor do mininos cuodr"'1os pesados no era el do varianza m1nir.ia (ver 

sooc:ifu 2,5,4), 

Se presenta W1a. gráfica de aK pd.ra distintos valores de a, K = o ... 1so 

¡:uro C01"U"'11" la rapidez de dcc:reclmicnto del peso do Jos residooo. 

Este a.lc¡oritm:J ha sido lrrplantado a trav6s ool progrona r.!CIJ/~/OLVJ:XP 

escrito en PN'>CAL ¡ura la B-6800 del ese de la llW!. Ejarploo CCfl da

l:Otl simulados ue dia;cuwn al final del c.ap!tulo, m la sw::ifu 5, 12, 7, 
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rlg 5,1 Curv•s da I• lan1llla oN, O~N<ISO pora u• 0,5,0.8,0.9 
0.9~, 0.96, 0,97, 0.98, o.9BS, 0,99, 0,995, 

fJCtor de ulvi<lo v,1rl.1hlc 

e.curro a """"" qw loo prlncroe datos oo san confioblca y oo r¡u1cru 

p.-...cirdir dpidoircnt.c de ellos pero oo du los quu siguen, se ¡:uojc 

YtUiur U'lt.a'l:'ca un f.ictor d.J olvido VMi.Wlo, crc.-cicnW en el ti"! 

p.:>. lh> fOnM d.• h.lccrlo ¡iW> •cr ¡xir ojur¡>lo un factor do pcüO 

oon cru:!Jnil:llto ciqXllimclal h.lci.a 11 

(s. 122) 

Si cl factor de olvido a ea oonstdnte, cx1Jlte wia cota m!nimo.!>llil Los 

• el<mmtoo de la matriz PN, N + m, Un factor de olvido CXJXllCRCialnm-

te crociente disminuye euta cota. 

PUoJo daraltraroo quo para ªK variable el algoribio min.imiza la fun -

cibl do oooto1 

• s 
N N 

k~I ( i~k A(!)) Ek' 

&l algoritno ¡:uo>le rooscribiroo C:OID 

• ( T • • O(ll)t K(Ntl) y(Ntl) - "Ntl 011 ) 

(5.123) 

(S.12~) 

la rccursitln en a es (S,122), con valor inicial a
0 

y constante o'>l 

6 la recuniibl 

(5.125) 

si ue calSidcra a. 11 1 - ti.a. 
o 

Dl este C&D ""¡:ucdcn calrular loa factores de rrsodc (S,12l) do 

s.12s1 

UN • 1 - a~ ( 1 - a( O)) 
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_, el ltmltu puA N ~ •: 

(5.125 1 ) 

&:! 1:.1·~tan f"'nJ U.is do CUIVas i ~·~ a( i) puroo.ctriz.:das en o0 y 11 (o) 

q.-. «'Prc'""'tan el peso du loo rosiduoo ck en la funcUn de cooto 

cu.indo K .. •. 

,011t-----il---·--t-----1 ......................................................... 
,. IO UI ILI 11 

rlg 5,2 turv11 du 11 formo (5,125 1) p1r1 ~(O)• 0.1,0,7,0,9,0,95, 
• 1 • o.s.o.e,0.9,0.9!•º·'7 

!liando oc esperan variaciones brusca.a de loo p:irflnetroo, J1IOOO utilizar

sa el algoritno (5,124), de foana que al dct..>ct:arse una variación de loo 

pir:íioot.ros so rciJúcialica la r<>CW:ai6n (5.125) del factor do olvido o, 

can la consiguiente rooucci6n del peso de los datos anteriores al Cil\\ -

bio. 

El prchlmu de la detca::i6n de dicho ciJlrllio ¡.uodu ser t .. <"ho wro pru<bil 

cutad{uUru du la hirf>tcuia lUllcu 109 l\Ul.'\IOU 11.lt.oo uon c;cncrltl.ti pir el 

m1sroo no:.lclo.V!I lns nuevos d.:1tos na son qcncraclos ror el miuiu nod!lo. 

o<w.:woo en los resultados del tcorona 2.19 •u proµ>nc CXJTO cantidad do 

pruwa la osta:listica 1 

. . 
U • 5N(ON)/~N>l(Ollt1) 

N-n 
<JU" dWc aproximar una distriliuci6n. li(2 , 1/2) para errores gaussia-

roe si N + • 

S,8,2 Harcha aleatoria y filtro de Kalman 

Un cnfcx¡uc l::wt:ante 1nSs clcqanlc es suqcrido p::¡r P. 'i'Wl~J (54}, SUf.al-

9.i1ou otra vuz ul no.lelo (5.2), dcucrito vc-ctoriillmu1to p:>r (5.6) denlo 

el vectDr de p.:irárrctro" O no pcm¡anccc oonstante en el ti6!1p0. Se su¡o

nc que e(t) es ruido blanoo ccn vJr(e(t)) = a 2 • 

9.l{lCll'JillllS qua ON oatiufacc una COlacUn motricial en diferencias de la 

fonna1 

(5.126) 



J<nle t (N ,N·I) eu W\o1 matriz do tranalci6n ¡>Kp, r!N,H·l) ce'""' ...,. 

td1 (p•l'l de u1t.rad.l, y qH·I es un vu:tor do r vará!JlllS almtorioe 

'fMi kX.UulCioll.nuae uu.1 iJ~µn.li..mtt:a, cal 11'1..J.14 curo y ooLrb do 

1.llV4CiAllUI Q 

l~.ln) 

lu¡uúmdo a:inocid• la ley de variación (cstoc~tica) (5, 1261 del pü· 

dm1!trO o
1
¡, Yc.wg arrihl a un algaritm::> da c:sl.im..lC16n do ºu de la fo!_ 

11.s pn.dia::ifll - OJrrccciGn Lnct>rp.:>riU'do lit in!orm.lcie.n a µ\.Ú1'ti ca1t2 

•·id.> en (5 .126) • . . . 
ll11M1w: l'N la rr.ltriz de OOV'1rianz"6 do 011 , ~ el cstJmld:>r de 0

11 

c<:ll la Worm>ei6n en t = 11·1 y la ley (5,126) a pw'U'. de las nuo -

• V.Mi c.tiliCl"Vacic:nca--.i.m t E H1 y PH/N-l la matriz 00 co.rarianzas del cs-

tln»dor A ¡>W>'U'. 011 /N·I' cntonoea1 

OUIH··l ª t ll:¡ .. 1 

r:111•1 • t r:.1 •T + fQ rT 
(5,120) 

currcccl6n: 
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a.is6rwso que m!ninos cuadcudos os un caso particular de la.• ¡icuactC11CR 

(5. l;?U), en uCocto1 u:mp ... u:uwu (S.128) tXlll (S.112) cu.JJlllo '" : J 
11

, ~ = o. 

Un C'1UU muy im¡x>rt:ante '"' ""anlo (S,126) so transforuu en uru nurcha 

aleatoria nultidinU\aian .. 11 

Oll = O N·I t '111·1 (l.119) 

Di cuto """° el algoritm:> so roo.ice a1 

Este algoritmJ es blstilntc más versátil quo ol do olvido cxpa1cnclal, 

p.ies la rotrlz Q se p.JCdc arrcglilr do forl!Ol que algunos par~tros p.l~ 

dan presentar variaciones mJyorcs, y otras po-¡ucñas, incluso nulas. 

l&1 Jn.ltriz Q p.lCdc sur pJcRta diagonal y swi cluTUlt.os sen csrcran:.!.J.S 

da velocidad 00 variación de los Plrtuootros c:orrcsrxrtdic::ntcs. 

p, Ywng, (s.¡), señala que en la pr~ctica el algoritro general (5.128) 

ea buuno JllI'a variacicncs lentas de los pur:Mrctroth 01.a.n.lo uc csJX!.Ca 

que lOG pir~troe vadon al miSll'O ti""f'J se propcno CXJTO ley de va • 

r1aci6n un no:lclo do COJwm·lúrlov du primer onlcn 

( 5.131) 

doodo ahora B ea una matriz pxp dia<Jcnil, con clarcntoll 8¡ talca que 

-1<8¡<1. 



Otn (OD\., de ll«J"" a los resultados (S.120) y (S.130) es pluntwr 

lAS llCUo>Ci<n!S m:ursivas dcl. filtro de l<all1'oln para wi sistun.l dJ.n.1-

lllia> CQllllstcnte con las le-yes (S.126) 6 (S.129) respcctivomonte. A 

lllDdD de ejLITlplo lo h.uunc>¡ en el lllt:Jro =· 

&ua un ai1ilA,ltkl. illn.imioo, ~.n VJI1u!Jlcs du estala: 

¡ •(ttl) .= •Ctl t l'(t) 

yCtl • e x(t) t v(t) 

ir.( t) e R.p es el V<rtor 00 cutaJos qua representa los p.u&ootroo del 

1istar.l ol idcntiUcar. v(t) • e(t) es ruido blunoo. Dc(inlm:» 

C • C(t) <XIII> en (S.109), r(t) r RP. es una succsi!n do V<'Ct.Orcs "!!. 

'f'l'9 el111Ult<:8 IDI variables a.lcatorids tales que 

e !r<tll • o 

/ 

:(t) • ;(t-1) t k(t) [y(t) - C(t) :(t·ll] _, 

Htl • [1·1t-1> • '']cT(t) [~<t>ll'Ct-lltQ)Cr(tliu'] 

P(t) • (P(t-1) t Q) - K(t) C(t) [i'<t-1) to] 

(5.132) 

1:.1nplmonto ¡i>r c:t>scrv.aci6n oo caicluye en la idcntid¡¡d do lolU ccua

riChC9 (S.lJOl y (5.132) ,l:Oll.lndo.., cuoot:oA la dofiniciOn del vector 

Uü C(t). 
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5.~ HTnlmas cuadr<1dos repctldos 

Su¡:m¡am::is quo se quiere identificar wi sistcml din:!rnioo linedl qua 

rcsJXllldo a wia lcy1 

A(q
01

) y(t) • 11(<¡
01

) u(tl t n(t) 

dcnlu loo ¡xilina11ios Alq
01

) '! D(q
01

) están dcfúlidOG en (5.J) y 15.4), 

Si n( t) no es Wli1 sci\al de ruido bli11100, si la sucesión n( t} está oo .. 

rrolacicnlda en el tiun¡.:o, hUTOS visto en la 61..">CCión S. J que el lOOL2, 

~o de m!ninos cuadrados da lugar a W'li1 ustinuciOO aesqudJ de los í..:ll'~ 

mct:.ros, a(m cuando so conoce la estructura del ~lo (en nu~tro ca-

so equivale a ooooccr n y m: los gradoo de A y n respcctiv"".cntc). 

Elitá claro qua si rcputiloos el proco:limicnto p:ira valorC'u de rn y n 

cruc!cntcs, la fW1ci6n do casto ir~ dÚllllinuy"rdo, ¡JJc&to que h"Y ir."is 

parhltros que ajustm:. Plunt:caros doo prciJhms1 

- ¿Ulanjo ab.lró::nar la b<isquo:l.:i de W\ mejor no:lelo de rrayor orden? 

Su¡xnlrcm:u a partir do ahora quu n( t) es una sclial de c!ircctro raci~ 

nal, gauusiana, quu p.IOdi.l ser apt'OXi.rnaia p:ir la autorogrC!Jit'.ru 

1 
n(t) • ll(q·I¡ e(t) (5.IJo) 

(5.IJS) 



11icn<k> o( t l una señal de ruido blanco gausslaoo <lo V'1rianza !:(<( t )1) • 

111, llu (5,1341 y (5,llll oo dc>ipnnlo c¡uu en to1111a a¡l[O¡(IJiuia1 

A(<¡
01

) ll(q" 1
) y(t) • b(<¡" 1

) ll(q
01

) u(t) t dtl (l,IJü) 

'ÁJ11•lr,m.k) (5.l)b) y (5.2) fiO ci>uCIVJ qllO C.ul.J. C::I l.J fomi. . .l OL ..... '"l!b<Lria 

JW-ll l• opl!c..:1011 <k>l pnu>.limicnlo do m!nimoo ru.>Jr.i<Jos. 

fii !;1.1 4fJliCA d!dlo procalimic.nto al sistUl\o.l (5.lJG) UC ¡-uu.lo C!ltÚIW" 

.1in &ac.:i<JO lo~ cocfidc.nt~u do Al1 y 1111. ~111 u11lJ.1L'JO ;u.'\n C"\.k.1.1\.l.J u..: C\:.112, 

·:U\ h )' m UHkilr .. ~ntc u~ O.:.\~"\J l1 t.Jl ¡l!\X:'O.Umtcnto qutJ uo pro¡u10 1.:u1 

il.l:it.l que no h.:r/d. wu ruluo=í6l ~ign.ifiC~lliV.l d1.1 la funci(.o Jv a:tJto 

(sum.a <lu UM'.loirilda1 dt! loo ruuidlJoo-J) • Pa.r.i dctc~w.r &to so prO[.OOC el 

- de a prucb.J ~ introlucida "" el c.>p1tulo 2 (troruna 2.18). 

llAjo la tupOwsio nula du quu ll<ll<Jll llu;Ji.Jo al na:lo>lo ialca...v.Jo, incto-

' ' ~ t • ...l, !! .... : .... !'1.. 
m .. na 

(5, IJ7) 

P• ej1 turoo visto quu •i o1 .. o1 • 1, li·oi ~ 60 r 1 ."c1,&o) • ct 

..,talC>?a Alc:..nu t ~ 4 ¡nra ro:n.uar la hiol5tosiu rula a:<1 S• 

de ri""'1"· 

lluooo implantado a trav6s de GR00'1'/Ri:rc/c y ,:Roorm:p,:n el <'Sf]OO

nu da m!ninos Cllildrudw repelidos pira •btLl!ld!l coo cawt.intu ..:Jil !. 
va Y sin const.lnto aditiva r~pcctiV'-'lferltl?, ue incluye en ellos la 

prucb.:I sc:bru el ortl"' del slsluna. 

Un CJ!iO p.1.I"ticul.tLº t!!J lJ dcl1..•rn1in..1ci011 du lu:J ónlt.~1w 11 1111 t.iL·l n1Uclo 

de m!nim:>a cu¿dr.:Joo, es docir, en el c.c;o clu residuos no con~la -

cicrudos. En cfocto1 al ll(q"
1
) • 1. entonces la dcwrminaciil11 do 

lou grw.\oa dll A• ( q- 1 ) y li 1 ( c1·1 ) O']Uivalo u encontrar n ,m rcsp_'C'tiV~ 

rrcnro. Pa.r.1 tu1min.1L· du dctcrmin..lr la m;tructur.i del nt.:A.IC!lo t:c v1...-

rá cru;C.t.JUida la l.Jú!;qu1.tll dd rctr.l!.io del t1ititu11.:..i. 

I:clJo notaruo que ho1c..1 r~¡::andido a la pr focr pregunta quo nru h.l -

ci"""", (X'ro no a lu so:¡w>d.l. i:s ta quo.ld plWltwda en tfnninoo <lu: 

dctcrnúnar A y lt, cst¡inuJos A' = Ali y 0 1 
: mi. A veces t;C flJO:lo de-

tcnai.n&1.r A y U bw.icurw.lo curo9 cnnunua en A' y u•, no siaupru rc!.111-

t.:i proc:lso el ~tc>l:>: hoy que taiur en cuenta c¡uo los oocficluntes 

oon aproxin\.l.cio:J y en la pr:lctica suelo o..~ir un f~\O ó.c ''va -

lle" en 'X11 y 1l11 (cstirn;,dos) denle h.ly US>J zona cmún do pr<.Wbla 

tato prci>llJNl "" rWiuclve CQ'l lOM pro<Wjniion- do m1nill"8 ""'1<1ril

doe 9.....,rall.zadoo y ll'Axirnil v""°"imllitud, qua se varán n;ls adelanto • 
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s.10 ll~tcnnln.ci6n Jcl rctJrdo 

<>:ro pltilluno froruenta en ldcntificaci6n es la determinaci6n del ro. do 

l.11111:.lntes de nucstJoo de retardo en la rcsp.>ost:a del eietano a idcnt!. 

flc.v. 

El ¡>roCutimilroto du mtni11a1 cwdrüdoo cn foar.:o rc¡>ltitlu cu at!l U1 

c.·ttc &clltiW. r'\:rluloo rciturarlo ¡ura d.Wtintoo tiunp::o do rct.ruoo, 

'" diJcir, t'Oll lA rustric.:i6n de c¡uo 106 primm"OO oocficicnt® <lo B(q"
1

) 

»~nulos. 

Lao:p ¡xduTal rcitrn:ar la prucb.1 r de la scccioo anterior p.ira nolu -

¡,,. lbW "" aqru¡an a:iufici."'1tcs oo l!UlOr gr.UO en el ¡»llmtúo 

U(<¡ "1
) (y ro do 1ru~o0r grao.lo caro antes). 

Una b1lfJi!IU1CiA ll1J'f canún en la lilcr.itura "" •CXJTI¡uñ.:u' la it!CJ1tif!C<.1-

cllln aro alc¡1ll1 mfül.!o do estiltUcif.1 de la succsioo do pu¡o (rcur.ucsta 

en iJl¡wso) dul sil1Wrü en cuesti6n. N:>rm.:tlnL?ntc la oo!lCr'V.ic>Ói1 do -

didu rcs¡..ucst.l, illU\:¡uo &ta SOol a.prox.ini.:ida, d.l bucn:1 idoo do lol es .. 

·t~r\M:t.Ul.'.l dd r.u..lcl1), 

VnA dis<.'Ulli6n r.~ uxtcnso accrc.i del """ du nWúiic11 CU<ldra:lool ro¡:cl!_ 

u. ¡ur• lA detcimiroc:ioo dol retraso y la dctcr.r.J.nacioo du rn y " ... 

<i.a Al !.INl del cap1tulo, &Obro d.lto• simula<l:ls en 5.12.U. 

zs4 

s.11 Apllcdcl6n d 1.1 estlm11clón de la rc1:>pUl.'!:ita .J lrnpulsa 

Sea el sistona (5. 2) coo e( t l ruido blanco do varianza o'. La &llid.:i 

y( t) se ¡1Wde paier e1 la foIJna de suma de coovoluci6n, de acuonlo a 

(l.4) 1 

y(t) Jo uCt·il lo(i) 

t 
y(t) : i~O u(t·i) h(i) 

Se quiero dctciminar la sucesión de JX!&O h(i), i=o,1,2 ... Una fo.mu 

do h.lccrlo es idcntifiC.lr el sistaro, p:ira dJWncr lou p.Jlína1úo9 

A(q" 1
), B(q"1>, est.im:>doo do A(q.

1
) y B(q"

1> respcctiv"""'"b!. 

" ·I " .1 Si so roaliza la c><p.iruJi6n de AC.¡ )/U(<¡ ) en ¡xitcnci'1ll crc<:icnum 

do q- 1 , L1 suoosi6n do coeficientes de q-l, i = 0,1,2 •.. es la suce

•ión do peso h(i), i•0,1,2, ... del 1rolclo estimado. En g0<1Cral re -

sulta un.a buena cstima.ci6n de Ll uuccsi(.u di? peso del sistuM, Ve -

rua:ia 2 Corm.:.LS nl.13 de.! CHtimll° la uuccuión du pc.so1 

5.11.1 Entrcldcls no aledtorlas 

A¡m>xinuios ul •i•tuna OOIWJ un filtro FIR (ru•J>.!esta a imP.llso fini

ta), es d...-cir, quu cxiutu '11.yl1n K tal c¡uu h(il =u i,11> li.. l!l1W1cxis 

ll. )~0) 



[

y(l)l 
YN ' v;l J 

y(ll) 

255 

[

u(I) u(O) ... u(l-k)] 

¡ u
11 

' u(2) u( 1 ) ••• u(2-k) 

uitl) uill-lJ.u(ll:k) 
[

h(O)l ¡•(I] 
h' h;l) l u11 ' e;;•) 

h(k) c(I/) 

Lo> ccwcioo (5.140) tius"' l• mi!IM Cornu qoo (5,6), y el vector h (y 

¡or lo Lll1to lo &U009ioo do pcoo) , 1J.1txlo liCl" eut.imilW ror m!nim:>u 

aw.r..i.:ie do la miw<> nuncra quo el VL'Ctor O: 

\ ,.141) 

l'I"• ello b&.•t.a c:a> ..iplic.u- cualquiera de los o~to.hl yo descritos. 

U1.l clcsvcnt.:ija do este ~to:io es r¡uu si se c¡u..u.:ro ~proximl.r l.i res • 

¡uc~ta • 1'\-Ul•<> en un nút>.!l"O im¡:ort.lnt..I de ¡;untoo, ul p¡.-Wlana do mf. 
n1'I» cuadra008 u .. io la miSTlO dinoisi6n. 

S.11.I [ntrad••· a 1 catorlas 

51 "" ¡xisl.blc a:iip..itar m form.l ·~ las funcicm.. do oorrcla -

cltri do cntrld.l·..Uida y autooorrclolCi!<l do la mtrada, uoc.1 poo1blo 

aoUmor la oucuui6n de pcoo. SU¡nnmos cnuo 1111tes nuo :1 • t.ll c¡uo 

h( 1 1 • o vi > k. Wo.-.p, ¡;or la ocuacioo do Wicnor-Kolm:qJrov (CO..lol -

cilln l.21i) 1 

Si ~e canp.ltao lil!I l!!ltimaciancu <lo lus funciones do t..uc-rulüci6ni . . 
R

11
y(t), Ruu(t), T :;: 0,1,2, ••• ,H ¡u.ca H » K, entonces Go t.ieno Wl 

ofotun.J da OCU4CiOllL!U ocbru.lctcnnir\lklo. Su[arlra1os qu~ m C\..J.:I 

oo.lilCi~ oo OC1111Jtu Wl error u' ( t ) , T = o, 1 , ••• H, entonces: 

H : R h t c 1 
uy uu 

[

H (O)] [íl (O)~ (-1) ... ~ (-Y.)] uy \IU UU UU 

I! 'R (1) 111 ' tt (1) R (O) ••• í\ (M); 
uy ur uu ~u r :u 

íl 'CN> ¡¡· cu> ¡¡· 01-1) ... íl' rn-k> 
uy uu uu uu 

[
h(úll ["'(O)] h' h;I) ; u' ' •;Cll 
h(I.) """) 

Nótese qua los cluncntos ltuu (r ) ~ &{ uu con ~umcntos nog<ttivos no es 

"'-""!klrio 001\¡utorloli p..icato qua Ruu (-T) ' Ruu(T ), 

Al Ír.xlclo (5, 142) ao le ¡uudo •plicar el ml:todo de m!nÚ!Ol euüdr...io.. 

obteniendo la cutim..icioo1 

(5.1•1.J) 

La desventaja de l!Ste procedimiento, c:aio el caso 1111terior, ca la 

dim.>nsUn del prol>lun.i do m!nloos cu.-.dc.UO. quu hay que resolver. A 

ella "º lo agrega otra1 antes hay que CXl11j>..ltar las correlaciones. 

Loo ejar¡>l.oe l!obro eititwwl aimuladoe ~ vcraoe m l.l socci!<l 

5,12.10. 



2SS 

[

y(l)l 
YN • v;n 

y(ll) 
[

u(l) u(O) ... u(l-k)] 

; u11 • "'.2) u'.1).,,u(2~k) 
. ' . . . . 

u(ll) u(l/-IJ,u(ll-k) 
[

h(O)l ¡•(1] h , h; 1l ; •u , ·; ;') 

h(k) u(ll) 

l.> l'OJdCi(J\ (S, 1401 tic"' la mi""" fornu CJOO (S,6) 1 y el vector h (y 

¡or lo t.lntD la euoo"16n du pcoo) 1 wulc ser esUJnoi.k> ror 11\ÍIÚltOll 

C\Wc~ d.:! la ml.lillu nuncra qoo el V\.'CtDr O: 

( ~.141) 

pira ullo l>L•t.a cai oiplic.ir cualqukra da loa m6t:odoll ya dci;critoo, 

l.N dcsvcnt.lja ele este r.ttcdo es CJOO si se qui<.:ru aproxiJr.U' lo res • 

(>&!•ta a ilr¡Wso en un n(moro import.lnt.J de ¡.untoo, ul foL"ci.>l<Jn.:i de mf. 
rwrm """1raolce U1no la miBITiil dimCl1Si6n. 

Si uo ¡osiblc catfUt'1r "" forma opro¡úJ...:1.1 lüS funciai"" <lu oorrela • 

clm doJ cntnd.,....Uidos y outooorrclaclm do la cntrada,uurá poullilo 

DIUmal' l• aUC1U11i011 de pu90. Su¡nrcros cxa10 antes nuu :i k t.il quo 

lo(!) • O Vi > k. IJ.a.'<}01 pJ1' la cc:u¡¡cjfu do WIClllJr-l'Dlm."prov (calo> • 

cifln 3, 2Ci) • 

K 
~.y<r>. i~O h(l) Ru•(T-l) 
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Si so canp.itan lil.tl C!jt..inklcialud do 1'15 funciones de oorrul~1ci6n1 . . 
R

1
,y(t), l\

10
(T), T = 0,1,2, .•. ,tl JU.Cd U»!<, entonc1..•s so t.icnu un 

ufotun.:i da ecwcicncu lidJru.lutL!nninuJo. ~~U[odranos fJUl! en ci:W 

ecu.:Jci&i ue oaooto un error e'lt), t = u,1 1 ••• 11, entonces; 

ll uy l\u 11 t e' 

cblClo Huy t Ruu' u1 tiC dufi.nlm 0::111:>1 

[

J. (O)] ¡~ (O); (-1) .,,; (-k)l uy UU UU llU 

ll ' ¡, (1) ; 1( ' ¡; (J) R (O) ... íl (J-k); " 
uy ur uu ~u r :" 

n 'cui ¡;· !Nl ¡;· c11-1> ... íl' (11-kl uy uu uu uu 

[
h(ú)l ["'(U)] 

' h~I) ; o' ' •;(1) 
hO.> o'CllJ 

N6tesc que los cl~tos Huu (T) ~ l{uu con ~<Jl.llnmtos ncq,:¡tivos no es 

ncre.s.irio o:m¡utarlos p.icsto que Ruu ( -T) ' R
1111 

(T) • 

Al ii.xlolo (S, 142) so le ¡uudo aplicar ol mlit.odo do m1ni1oo<1 cu.1draJcoi 

obtcnlcrdo la cotim.icl6n1 

(S.1•1:1) 

La desventaja do este proocdirn1cnto, cx:.tID el caso 11nterior, es la 

din"'1Sloo del problun.> de m!nJnos cu..drü<loo quu hay quu rcsolvor. A 

ella se lo a9ro¡a otra: antos hay que CCITii"tAr las oorrclacioncs. 

lDs ojanploil ocbro eilltullila olmulados pu.000 vcr&e Ul la soccl6n 

s.12.10. 
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S.12 Prut•bas ccn 0.-itos Simul.Jdos 

ll1 csi:. accciál "" doscribom algunas da laa prucl.o.ls raal12.ild.J.g p.ira 

=1aa..r que so ruiiplcn l"" propiu41<!s asint.6Uc.l8 del n~t.o.lo do 

Teda el volllTUl dcl presente trüb.:ijo no .ilc..u1zJ..r!a pira d1. 'tiCC füir 

t.cxliu y c"'1a UJ1ol de lns prucba!I con d.Jt.os sJJTuladoo que so rouliz.i

Wl duri111UI wu dcu.i=llo. l'l:>r otro l.'ldo c:.t..;:; prucl...w wn ru.h.Jn • 

Wanlcs en el 6<.:Jlticla di! lJUU lit.! obDc.rvan rcwlb.loo similarc.G¡ l\l.JTOH 

preferid.J, aiqui.,..Jo los COO!l<ljos de los doctores J. L. l\1.rüh y r.. 

Alcnso O:incfoiro pru"'°t.:i.r algw10S ejar.plos clill"OO y rcprcscntati -

"""· 
S.12.1 Lu •lmulo.\clones. 

Se eligieron Cj(mpleti de sistona:J CU)'.:t. ülc.ntifiC.J.ciGn cx:o.lujcra a ~ 

1ultacbo amcilloo, t:icUsnuite an.Uizables y vi!IUalizablcs. Para 

que estos rcsultAlos ¡u;Ucran ser ~adoo, se opt6 por utilizar 

w. miliTD mnjunto 00 liCfulcu en las simulilciau:.?S, 

an lu llli.ll1las ~aractcrtsticaa y se pran.."<liaron loe resultados dJte· 

n11bi. l.ol pro<"""8 ainulao:bl llCI\ do la fonl\l (5.2) 1 

A(q~ 1 ) y(t) • B(q-
1

) u(t) t e 1(t), simulaJllS 

25B 

oon el programa Sl!i.JIA, coorito vn PASCAL p.:¡ra la oon¡.utúdora n-6000 

del c.s.c. de la l.W.M; dicho prcx;¡ran\'.I ¡:uode cncontrarso en el P.¡-b.:1!. 

ce o. 

El polinauio B(q" 1) • b q" 1t ... th q-(mtl) no cx:nticna. t&lr.lnoo dc 
o m 

tranumisi6n dirocta1 la señal •'(t) fua ca1~>.1csta oaoo: 

•'(t) • o.Ctl 

oon e( t) ruiclJ blanex> do fl'Cllia cero y vurionza unitaria. !A> csl:d 

Cornu la parturbaci6n e' C t) es ruido blanco de media c->ro y vari•1nza 

a2 , siendo o2 otro p:lr~rctro factible de ser estil'ludo. 

&! cliqicrm tres Gistun.15 dfocrctoo UnccJlcs de primero, st'qUfdo y 

torcer orden rcspcctivar:ll!ntc1 estos fueron excitados con cntrudas 

RIJIOOl•, Hlll005, ~11111ou 1 y !Ullll07, para distintos valores de la rol.a-

cioo sod\al a ruido C r.111 l. 

!HU 
IRU 
(RU 
IRU 
(RU 

illl__.,. 
10 011 
10021 
IOOll 
10 041 
10011 

ulll 
IP RBSl271 

a.~ 

%. .;!:, 

Flq 5,3 Sl>tc&nJ >lmulido 

yl 11 
( S4l •••• J 
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- s1at.u114 w prinl!r onlen 

o-o.e q
01

) y(t). (q
01

) u(t). oo(t) 

, ...... 

{ 
S/N 

S/N . 10 

S/11 ' .. 
DIN . 
S/H 0.1 

- Sbtu11J. Uu lL\í;undo orücn 

{ 

S/N ' • 

S/11 • 10 

S/U ;i ll 

::/H • 1 

S/H 1 0.1 

- SiolunO du tca:cr 01Uo!n 

o = o 
o = l/liii • Q,31ú220 

a = 1/2 

o = 1 

• líO . 3.lú228 

o • o 
IJ • 0,1.¡(il'/7 

o • º· 7l013 

O • 1.t1GO;'Ci 

o .... 6177• 

(5.llf5) 

(~.l•úl 

(l•l.~q- 1 tl.3'l..J•O,Jq 01 l y(t) • (q
01

•0,5q
0

'tO.Jq
01

l u(t) •Oc(t) 

... (5.llf7) 

r . 
~ a • o 

S/H . 10 o = 0,740103 

S/M . .. a • 0.30077 

S/M . 1 a • O. 760Slf 

S/M . 0.1 o • 2.lf0103 
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&l c.1.lculo de S/N Dí! hizo con el algoritwo que se dclieril.k? CJl el ~

rrafo 4,3.2. 

Para las prucbls dado oo prainliaron loo rcsultadoo EiO utili~ caro 

D1 las siguientes ti.Jllas so prcucnt.an lü!J uiJnulacioncs rcaliZillla.D h.:!, 

jo ust.41.tJ condicicxll.!U y Uist1J1tou vulorüll do ~/11: 

S1mll.ocia1CS oon el eistallil do pr.lmcr orden: 

10 O, I 

RUIDO! SALIO! SALI07 SAL103 $Af,1QI¡ SALIOS 

RU1007 !~Al.20;J ~iAl,20J fi/\l.~·011 ::1\l.~üS 

RUir>03 1;A1.:rn:t ~AL:10J ~;111.Jo•1 f.i\11305 

l!UlllO'I GAL•01 r.Al.llOJ ~;¡, 1.•1011 ;,¡\(,110~ 

kllllJOS f,f\L~02 :.AJ,!!OJ !;(\f,~IJ!t ::Al,!i0 1
1 

Estas sctlollcs fucton ~1..::ncrad.is a p.irtir c1J cadicic.:.ncm 1n1cialea nu-

t:Dü. Wll<JO oc climin.:iron los primaroo 127 cl1J1C11tos do CJ<Ll ucful -

"""' '""' forma do eliminar el efcctO da oondici°"'~ iniciales p.uti

culares y deaoa>OC.lmicnto de c(t) (t<O), 



'/H 
l'crtu1·:i:CiSn 

t-.Uit\·1 

~llll\'J 

kili Ol.IJ 

PUll>.N 

1:1.rtw; 
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10 

!~Al.l\J0•1 

:;At.l\•1iJ11 

0.1 

= anlca C!lt.lU ooño.lcs fu"1"Ul <Jcncr«lls • r...rtir do oontlic(oocs 

Wci.U,,. nui...., eu1 1127 clalll.<ltw '-ALAIOI, y ~4) el rc•to, i\lc• 

f • ioo &uprlm1""-' loo pr~ooroo 127 clur"1ltru do CdCI.! scful, 

• SUtulacia-.ia CU\ ol sistuh.l do tt!I'Cer OrdtSl 

10 0, I 

fü\!l'SOS 

O:llD ant.c&, las ~es se qcnuratU\ a ¡urtir do wndicionca ini -

cia.li::::1 nulall, 0)(\ u:o ch.r.~too c.W W'\.l, ~ fiUOCimiCLU\ loo 

OtriMI """'1lc• utU.!z..U..S "' lilS prucLas fucroo 9mcrad.is cs¡.<.-ci.i!J""'.!, 

ta pira alquna pruoila ¡:artiCJlar, ¡xir cj<Jl'{llo con pcrtuib.>Cioocs 

LNTI o kUI007, aolo que liMI ucño.les antas maicial.ldas fuera\ u5'ld.l.s 

.•"'1.~"'""'IAJ' .. C>loSi t.cWs las pruebaa. 
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Cll b>dos ntxbs, al doscr.Wir las pruebas s<: rrcnciCl'lara la fW"lt:u de 

p:irturbocioo, y la relación señal a ruido, 

Para viswlizar el erecto del ruló:> en las s~ñalca de snlid.1, su muos-

0trao l.!ll ltlll Uc1urau (5,4), (5,5) y (~j.(j) },l!.i a.-UU.l!J t.11.1 lu!J lHUlur..1.¡ 

dLJ prin~r, thJJ\.UW y tcn.""Cr onlun (lo.lI'J Jiutintou vuloru~ du i., n•l<Jcit'Jn 

ucfu.l u ruido !i/H, 

La entrada en los tren casos es la acñal rrrn~~ 1 n y la fuunlu de r.crtu::, 

baci&. es una sinulac16n de n::n:ma.1 oon m:dia C\Jro, y va.rJ.anz.J du l&cucr-

do al Vdlor do S /M, 

f'lg s.,. Soll Id• del 1hteN de primer ord1n para 
S/N • •, 10,lt,\,0,1 



f19 5, ~ 

flg 5.S 

Cont lf'luacl6n 

S• 11 rfo dtt 1 s 1 s t tina de t~Qundo orden nArlt 
S/N • •, 10,~,l,0,I, 

.ULUA otL IUUKA &I& 111111.00 OUlll P.UA 1/11•• ,I0.4,1 .. 0,1 •• 

flg 5,5. Contlnu•cl6n 

UIMIU• IH •VllTIU OI U Uc.ICIA UL lltTIKA fll tnCll DllU¡l/1•.-_10,0,f 

Flg 5,6 Primeras 200 mucstr~!t di.? li s.1 Ida 
de 1 l 1 s tem• de tercer orden¡ S/H • 
•, I0,0.1, 
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LA lt.'()fla pro.te b m;r¡rútud do la varianza del ut1tlJt>lLlor do m!nlno• 

CUll<lr.W.. = wu nulida do l.ord.ld del C<ltimlck>r, Distil•11.1roo trua 

c.onUd.ws: 

LA dcsviacU11 Ji:.u-.:iml pr~'Vista ¡:or la toorla 

dia • lü l.m¡o de rrucli.lll idcntifiC<iciooos 

CUl.Ul'Ul"lltllH t•et..u l.ru9 Cd.Sltid...IJu~ CJl dist.inül:J (UrtcB du l.1s ui~UÜ.!1.). 

tea liC..O:iCill!S. 

lil la pr6xiJM seo:i6n se cntrcla=i lilS tres en wi cjf31"lc ruooo es -

eutl&li• la ublC<1cifrl de loo L'St.IJlo.lllorcs do loo ¡ur~rctroo n·•ooct.o el 

ulilAICJl<lu lt.'6rioo w D:J11crntracloo, rruu ol slutlJllil '"' orÍJ"ill" orden, 

1/ 
/ 

OESV. STO. 

llORICA 3 

OESV. sru 

·csr1r1•0• 
¡..,>----------i OESV STO. EN LAS 

SIHUlA(IDNES 
2 

1...1 rcl.ici6i1 2 cst.\ intiltci~ m el pirrafo quo oorrusp.:nl~ a intL~tvalo 

du cst1n.s...::i6n. 

r.. relación J es el núcleo del ¡.'irrafo OOnJc so cst.udian las propicd.:i

dc:I do a:xwC11Jcncla (l!U'L"<ilanOO los rcsultadoo de vari"9 s.IJlulacicn::s. 

LA rel.c'6n l oc c•tud1a en el p.krafo ck:ranlnoOO: cstimaei6n de las V!, 

r~ dlO loa pufttzal. 
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Cawieno tcllC!r presente simq:ira e•tas tres cantidades (UN oviw ax1-

fusiaics y dinst.inquir lo quo se estudia en cada mrrafo, 

S.12.2 Precls.16n e Intervalo de estimación 

Q1 las simul.:icionc~ 00 loo tres sistcm:w con la Clltrad.:i l'l·H~l:t/ y 

las pcrturt>acioocs RUIOOl, •• , ,f<UIDO'J se cumplen las hi¡:.útc!:iis 00 los 

t..uoral\l!} 5,1, 5.2, y ~.J tatwlllo l·n a1cntu q\11J los ui11lui1i.1u no cul<Ín 

rUrJllJr..Jlt.:u.k.x.1 {ui lo l!~tuvicrun h....Uría que l.'1.:1'"1.r n .. u.:> .:il tt.J.JCU'kl S.l). 

O.. ocuurdü al toorUl\l 5, l el cst.IJllldor 0
11 

de m!rúnos C\Ai1dr.u.loo runplc: 

1 N T 'f 
ó:mdc k = lim ti' i~l xi x1 = l:lxi xd {p.1c:s u 1c &Ol\ proQ$oo cst.1'.·icn:i-

11 ... g 

rios er<fxSiCQi ro n~tras s.imulacia1c.u), 

R: [1:y' º] 
o l:u 2 

(S,!•08) 

para el sistarado ler orden 

o J a' 
llL:u 1 

Si las pertuxbacl.ln!a e( t) 11<11 adm>1a gausslanas J~ 1 
, es la matriz de 
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infOllllOCl.61 do l'iat.!r, rara el •istal\l do primer orden prop.lcsto1 

( 5.1~0) 

ca10 ""'1CU105 mtr.idl.!I con t u' • 1, con el algcritm:> del cap!t.ulo 4 

H c.iku16 i.. VilrJ.11\Zd du 14 p.lrtAl dutcnnin!ut.ic.i dal &iBb.ma 

LA VilílilllZa w la ...Uida del ui•ton.1 ""' 

t y2 • 2,777U (1 +o') 

(~.111) 

L» clurultos di.l<;:roll..'s sai las var.iill'\Z~\S da loo p.ll"tlm.!t.racu o!
1 

y 

"'J rcs¡.1le'tJVA1Ultc. Li Tlibla 5.1 pn.!St!rltd lOd valorcu do wta.::1 va -,, 
CiilllZiOa ¡ar& d.iot.intoo IÚl&:rull de muwtr<W y rulocianw mu a .Nido 

{.:ar• "1 •l.otu,. ¡irquc•to ¡.uul.J verw que a 1 •1/C~/llll 

T•bl1 5, 1 Varl1111u1 lt!ÓrlcdSt du lo• 1>Jr.Ímctro!t Jt!I !tl:.ll.:ma 
· du prlmúr orden p<tra N • 50,100,150,300,500 y 
S/N • 10,~,l,0,1 

~ 10 0.1 

o' O. OOOC!i•1 '.i O, Oo1111iOO 0,0G.1C.OOO O,OO(.!i•155 
so t• o. 0010000 O. 00'.iOOOQ u.o~o~oao 0, :•a:iJ•J,j~I ºh~ -----

100 °J, º· 00032'/J O,OOO'l.'00 0,0'Jltlll(l,J ti, U·ll.' l ."I 

<f6o O, OUI OOUO 0,00:.!:..UllO O. lll L'J'l!l'J ll, 1 'J•J!.'U'JO 

>-----
J!,O n.~ 0,011oí'lll~1 0,U(JOLIUOll u,uCJl :•ooo O,tJl:,•J•!IU 

"¡,'. U,QQOl•hlJ'/ O, OOlt.t.V'/ 0,ll[Jl,Ll·t,'/ (J,lll,1 (.l,L'/ 

------·--
a' O, OOOIO'JI o. 000:•1100 V, OUU'.1000 0,0.:)1 1.J'J'd 

¡Joo ·11 O, OOOJJJJ o.ouu.1:n:1 0,1)1¡.J'J)l) o.•J:1:1J J:!1 "'1. 
~ºº 'r.. O.OOOOli'.iá º· 000111110 u.uo1nC1l)O 0,0Víll.'~~~ 

1
Y1D 

o.0001r100 O, OOO!lUOO o. oo;•oooo 0,0,'Ci)U.JJ 

Nótc!iO quo plt'il granJeu valarl..'.ti do o2 el cfi..-cto dul ruido es r.iuy pcr

jooicial p>.ra la c•tÍJ1'1ci6n do b., pero oo !='ª la du a 1 dor;.lu su va-

t1¡u·a W\d rclaci6n scful a ruido S/11 = 1 , se c~tirnaron lo:J pru-~:n1.itros 

dt!l siotar.i de primer onlcn soLro cinco realizaciooos oon las p:?rtu~ 

ciams ~UID01, 1-:UI002, RUI003, RIJIIJ04, P.UJOOS. 

!itJ CÍl.'ct.\411'00 C!itillUCiollC::I fUl"Ll 100, 200 y 500 i.ntcrvJ.l~i do CÍJU\.!!VJ"" 

ci6n. Loa rcuull4WJ ci.H:cnidou oo niucutran c;r.:!fiCddó:l en liW fi1Jur.w 

(5, 71, (5,8) y (5,9) rcspc'Ctivamcntc,junto oon los elipsoide• Mri -

CXlli do OCl1CClltraCi6n 1 



lDll re.aultalau dlsurtill.los i:>al .llnpli~tc &ltisfuctorios, tanla (.Or el 

hir.10 do !JUll t.oWe lns estilrodos =dentro del olip;oido wrrc•¡.Ql -

diu:1te, CQlll qua para valores crecientes do N cS.J cx:nccntraci6n p::irc -

Dll .ter mayor, an elipaoidcs olNit1t1mtc 11\19 n.~ . .hJ.cidoi¡. 

" •• •U,I 

" .. 

UIUIHUI IUUUOI UU t UUIUCIOUI Dll. lllUKA DI UHlll 
Hl!U,• 'IUflllO UI OIUIUC:IUlll1 100 ,Jol/••l 

flg s. 7, 

:, 

270 ( 
!:-"+-----------~·---~~ 

1 

-:r:------l .,, 
UIAl\LUH u11 .. ot1• u.u ) IULIU(hl\U 

llL IUIUIA" r•111uutn1,,. 
UQol UUUUCIVHU 1/1•1 

fl~ 5,0 
Plü11twraroo uhoril el proiJlrn..,, invcruo, oo dL'(.;'Jl·, a:.rr.>eido el v,Jl.:,.r 

cstJ.nudo ¿c610 uo uhic.u~ el p1rt'Mnclro real rcur. ... ~to al r1rin~ro?. O,!. 

d10 do otrd fonTiill cl.:11.h ol valor ~stimldo dul J>LU"~ctro, y el clip -

uoido do c:onccntracioo outimldo ¿c6io so ul.Jica el =~"->tro rrol res-

puct:o do clidio eli¡xioidc?. 

.. . ~·;--------------¡ 

··-.~ .. ~.-------------~ 
rAlAllnlot tlflllADOI uu 1 IULllACIOUI HI. lllUllA 

DI UlllU HllU ( n• 1/1 • 1 J o• 
uno OHllUCIO•UJ 
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Ul la f'i1JU1'~l (5.lOI se d.il.A.aj.in p.u:a W\ol rcluci6n. li~\11 a ruido !iOI a 1 

y ! DO oWcr\locie>lC!I lOll elirsoiU.:.. de ccnoontraciOn cstirn.>Joo en cinoo 

n.~·l1M'lCÍU'CI. F..!llO'J tiC cstinural c:::al el cut.imJLlor ~J (Xrx,-
1

, do la 

rra1t ria diJ wvarianz.i'f y so oc.ntr6 cada cli{U)idu en ul ¡ur&tct..ro cu ti-

Junto a lOll cinco cllpi;oidc:J cotJJMdoo, fuo dil>uji>do"" l!n"" n-1• 9"'!!, 

.. oJ. 1111¡.uoid<J oo UJ1i=otr.ic100 t"6rioo. 

'· 

:,--. .. ~ .. .--------------', 
fl!il 5.10nu1111u1 •• (ll•lhUHI~• 111101·'' ,,., '•U~IU~l~•h llH 

UlllU 1>1 ffl•ll 1.•u11.-

l1 .. 11111Udl111U,ll .. 1 t 

A ¡a:wr do <¡uo H ; IO"J no ca W1 núicro rruy c¡r.:uk.kl du cbucrvactu.cu, u1 

tu~rva oo a.it:nt..i que Ll rL"lUCU•1 ücñ.U a ru100 cu 1, otr.i \K1Z lru ru: 

tt.Ut.: ... a al Jtll)' IMlUU!acL:>ciOfl. IU.iuTOJ cbaUlVM v.ir1.u CX)!j,iWI 

• 1'>lbl lCl8 elip¡oidi:a <DltiCllCll m su interior al valor roal. dcl p.i~ 

r~ .,Umodo, !-0.a,1JT 

2)2 

- k!lio sucu.Ju alln par'1 lou cli~oido.i wrr1.!il1.c..111Uicntcs a loo l.!~Li.111.ado!I 

nus alcjudoo (ver íig 5, 7) 

- lD:i elipsoides estimados (y flJC lo tanto fo matriz de oovarianzas) 

rianzas U.'6r1Cil) tc6rioo. 

Esto GUoodc en la oric.ntaci6n, lo que implica que la ITkltriz :.lü nn 

tiJ~la t1crdc a bO:'.' dit1C]onal, y en sus tli.Jllt.?u.:donc:;,f,..1 Uc:Jprt..!ndl.! in .. 

~tros están cutiJrundl bim lclS Vilrianz.:w tu6riClS, 

- Por tllti.Jro roro son du d.incnsimcu saoojantc~, t:.iithi6n la varianza 

lj\">Jll.?raliz<KLJ du Wilk!; l."'!I bll11.Jj..mt.u. 

No dib.ljilllW los cxpcrin""too anal6gos p.ira 200 y 500 ooscrvaciones, 

p.ico los rCGult..ldos oon 1i1.:ukJjantcs y loo clip:;oic.lco son 1l..1tur.ilmmto 

m..1s n.>Jucidos y ooncuntrados. 

Las fiquras do esta sección "º ootuvicrm oon el nro:¡rú!M 1:1.m:ow~ que 

dibuja los uli(Uli<lco de ooncent.raci6n pusamo al ct.lculo du la fomu 

p:>lar, esto pro¡ra.m se encuentra en el /\~ice o. 

lntcrv.ilu t.le (Hlm.1cll111 

Com loa cstim.Jdorcs tic11dcn a la distribución normal nulti\•ariodl ya 

nclCiau.1.1, p::duros OO:iu~ en lau nú.mil!J consiúi.:racionc!I •JUC ~l too

raM 2, 16 para construir intervalos do estlmaci6n del par~motro real 

oon un niwl de cuifianza dctetminado. 
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... ¡ 1 -· -1 
In uh.-cto, cu10 o" ~2!.!.-+ N (O, 4-), 1u.li~u ~t.im..lr T cn1 

,XT X)
1
, (XdanoQ estimar cav é)i (oorres¡xniienta al 16sino p:.u-Sml -

Uu, a.a\ el 1.1ln1ullO 1-htiu.1 U..1 1.i Ui-"JC.1.al Ju ll 1 ()CT )\)- 11 11..aii{stt.>:!, 

'º 1.1' °'u. 

ILtcnolOi t?tltalCCS un intc.rvalo d.l cst.inuci6n1 

oi !. ~u·~ 

'Ui.Jo .: 1.:u Wl {clctor o. uc.:kcc.iorur del nUt:.1to noJa t¡uc en loo ca:cnt.l

ri.&» al WoruT\& 2.lS. ~to bUfU)Q c:co:iciW 0 1 , t.uro ni no se U.\fYX"C 

r•, Y su lo cstinu C:Ul el cstimWr s:, c.LJ (5.27) se ruo.k! constl'uir un 

11\lclV.llo l~\fA () C.U\ 1.1 llh•ll"ibU\.i611 t 1\...• 5111.11•11! (.l,.11',) l!I\ lll lu.\lUlkl 

;·.1~. 

IQI v.ilows do >: ¡:u.ra disUntoa nivclcs da CXllfianza cst...1n en 1.1.q tü-

l1lu 2.n v 2.III poll"d las distribuciaies lllDMl y t rcs¡>octivJllCfltc. 

I~ '"lL"UJ.ll" qua Clito>I intervulos son ulgo .Wr...ioo en el o.::ntido qua 

11J nivel du cr:nfit.ln<!.l VoJ.lc p.ira Wt...lmaCiCXleu in.:iL-p.!l\dicntCD, lo quu -

,..., e• en CJU\Ctal n~tro C41!>0. 

Ju.lrlw1 Wtua:u.u 1nl..,rvd.lvu 11;w t111.1b dllt.11..1.al1'4ll.J1.J la IMlcl;c do crl 

v.rianzu (pa!l'O w.t.os int.e.IV..U.Oti acrfon r;ura co1illnacioocs linoi.llca -

··-~-..... º 1 • 

1 • 
1 

caio ujunplo proucot:Aruiou rcuultúUou wn d...llou ti.1.nulLAt.lui¡ oe11 cuLrüU..a 

J1Rll5 121. 

51Hcm.J JI! primer un.len 

PMa este sistana (descrito por (5.145)) es p ' 2 (n! du parárotros). 

Si se cstiml C01 122 obae.rvacioncs, la tuiJla 2. UI suñ.Jla [A.i!'il 11-p : 

1~0 y un nivel do oonfiauza du 90l un inturv.ilo: 

ti1J id1.~nlific:6 ul ulUll.111.a c.:u1 122 W1Jt.•rv.~il1'11.•u,~h..' J\_·.1l.i.:.11:i1~1n·:• i..'Un 

relación l:iCi'kll a ruido .r,/H : 14 y ~/ti 10 l. Ll niGto:Jo u1.¡1h'cJO {uo cW 

m!ntmos cu.:.dr~ y en la tabla 5.II, so nl.W.!slran los valores C!itfa .. 1· 

ó.Js da los par~tros o1 junto con la catiJluc16n vi de su dcsvi,\Ci6n 

Sl.i.U'dlrd. 

(r•: ,l P'Jl',I) 
(J,!..:•'1{111 (J. 1• t.ii¡jJ,-1-

!!.L!L i----!i 1 (-O. B L_i__iÚ.!..!.2.L--
.. -o,'/7:11m u.0~·11•,11 u,•rJ1\1 o,111t1111i 

.. O,IJIH:t u.u1~·111 1,1111111: (J,011t111 (1 • '• 'J ·' .'l. 11, ~I J·' 11 I • .... 
-0,70132 0,01'..l•ili O,'J'/lJ'l;,i O.O~Ol•4 U, !l!iL!i.. U,!:. J·'.'Jl!J;JJ 

-1----
-0,76')95 O,Oli570 0,')5t10ú 0,10124 0,112 1J11 1.0 ?'JIL!Ol 

-o.n~:is o.u11í.1.J5 0. 11~1?2 o.01JO'J;; o.~tJOJJ 
-0,01181 O.OJUllU o.uuu112 O.OO'fO<J 0,'.15'/0:! 

1,0 l·'.IJJi)l;I¡ 
l ,U j\IJ([)Or, 

T•bl• 5, 11 E!1tl111.Jtlón de los p.Jr.'Jmi:trot del \tlslcma 
de prlmi:r ort.lcn con 122 muestras, y sus 
df.:'1tYlaclones, Relación seflal • ruido 
5/N • ~, 5/N • 1, 
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¡., IOdll wrif1caroo c¡uc en talos loa casoo .,1 vil.lor roal del ¡ur~1ctro 

"'' encuentra dcntrc• dol intervalo (5,152). 

1::1t.o uisll111a (wn t.cuaci6n en diforunc.ias (!:i.146) ticno tultro pur!Ml12, 

uos, ¡1 :11 l.t. ~'90, ni &l n.'lillil.l lil id~ntificolci6n piar11 ~: = 124 ob-

1.,rvoc.i.oncs vale el nWm> intervalo (S, 152). 

s.: efo .. "tu6 la 1J..flt.Hiruci6n por m1nlno. cuodr.io.loJ pira troa rcaliza

c.1.cn::s do este uistlThl CCl1 S/H • 1. Lou n.~ulWcbs se nullStr.ln en lc.l 

t.ibla s.ur. 

T•I• s.111 ht1Nc:l6n de 101 f''' .... ''º' d•I 1lu ... di U'iJ!ilf\dO ~,d.,, c:an 11' 
ohtruc:IOllH r ""' relt.tl6n ull•I 1 r11ldo ~/N • 1, 

fir-ou •• d•"· 11 lit d1u. b1 den, " ~h1o 

, .. h•r , ... .:¡1~·:.,l·:,:'----+-·_:º..:.·l--~1-..:.'..:.·º----t--'-·-' ---·r' '-"-º-"+-":1 
••• ., ..... " o.un. 0.71Hl O,llHb 1.onn O,ll'lf'i 0,'171 lit O,hU'J7 t • .,Ot.H 1~1100\ 
..... ., ...... l),UH.,O O,L!ult.• O,OHlo t,1l4)1o OdllU O,$'JJ1J o.un. ,, .... ,..,, litlll"/ 
•lollUO• 0,0!.1112 O,flll;'bl O,O)i)'J .9Ult. o.1uoo O,!.JU1 o.1111n lo'1blt'l PUIDl.N 

T . .,fJl(n un ... tol e.u.a ul v~lr,r rll41 <W Cd<J.& ¡..rfaootro ""'1 dentro dul 1'l, 

WV.alo .. 1.1&1WJo, du ~O' du Wllfi"1llo, 
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Slstcm.1 de tercer orden 

Para este si•tana (do ccuaci6n (S.147li es p = G. Se efoctuaron idon

tific.Jcic:1K?s sobre rc•tl.iZilciaicu Wl sii-;lu1u fA.•rturb..Klo oon 11uw.:~ 1J y 

rolaciooc.s scfu1 a ruido ~/H = 10 11 1 0,1. So o.:in!iidcr.:in 500 o1Js~1v.1ci~ 

ncs. 

Coro H - p ; ti '.l4 » l:lO se ha aproxim.:ido la distribuci6n r. oon una OOE. 

nul, utilizándose pira ele<Jir el intervalo Jo cstimaci6n el QltLro re!!. 

gl6n do la tabla 2.III, El iutcrvalo es: 

( 5.1 ~j) 

pira 90i do taifianza. Loo re.ultadoo "" li"titn en la t.llila S. VI. 

Lo fomaa do la tabla S. VI se usar5 rcpeti~tc f'JCS es el form.1to 

da Impresión de resultados de loo pro;ro;n.:ci H!C'U/n, Hl•'U/r, :;R,¡:,·r/~, 

f.ROOT/C, SROOT/Rl:ri:/s, SROOT/RLPl:/C, Al lodo del nanbru del f"1rr.i..

tro Ap'1ro0e el oatim.:do, y a a:intinuaci6n i;u desvioci6n Stondanl es-

L!Nda, 
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ll1 la llroa c¡uu so irillru V (e.u p.ira loo proc¡r"'1w GPwrm:1•1:/r, y 

>h00T /Hr1:/c) se ill¡>r!J1c cl valor de la Cunc16n do oo:;to (>ul\l da loo 

•:ialradol> di! loo residuos), y a oontJ.nuacioo lA estisl\lCi6n da la des-

~l valor ro:U oo loo p.irfloot.roe ~ dentro dal intervalo dc 90t do ""'.! 

Cianza 15.153), 

s. U.) Proplf'd•J1~• 1alnt6tlc•' y efecto d!.!I ruido 

ill este ¡W-ru!o ou <iwcrib>n las prucl.>.lB y sus rcsult.:ldoo µir• t'OTipl'O

'"' llUi pro¡u....WJo:u ""int6tlc= dd c¡,lf.n.;1oor de m!nillw cu...U.idou, y 

l~ influuieia del nivi.:l de ruido ud.lru é!itl?. 

Primero V""'1Dl iLLIJUl10s c¡arnlos de idutitf.Cic.ici6n da sistim:is a maJi

<il que llL")all noo·IO• '1.ltou Ju mtr..,¡., y s.ilid.1, Los Ciqur.l!I (5, 11) a 

(~. l·j) 111u...._1u .. u1 1.1 1..'VOlucU .. o 1.~l c:.1tL1u1:lar Jo m.1'nink)Ll O.kli.lr.-1~1.J!I ¡ur.i N 

cu •. -.cir:..ntu, 0:1nfor.rc se incoq:or'1!1 n~vos d.ltoo .1 la csti.m.lci6n. F.stas 

figuras l'UOOtran la iclcntificaci6n ¡nra distintas f<'1liWcioncs do loo 

I n.1 a iu1.;,. 

U\ ul uju w ill.>oci...,. .., h<> a>loc...lo cl nú1"ro du cbticrVocial<!a y en 

~ loe va.l~rc:J de la eat.imlei6n du loo ¡nrfimotroe ¡ura cada na

"""° clol .._rv..::i"""'• 
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.. Sistema de primer orden 

:r --¡,,. 

.. 

Pll"~UI loo r.st1Ut10•U rtr.U [1, IUUt:tr. llt tlll'll OUll!ll,Slh•IO. 

n11unAC10111 11u1ri11•,•~011•t.M1sao11111/tt,1~1cu1.1ac11111 t.u11'~"'· 

•0,,,1-P._.~c===:::::::==='~1==~~~~~~~~~~~~ 
t:.ll"t1l•U'1 111 TI IOU"•"ºu 
• '1! 11111,.,1111~ ••••• 1 ll '.11,(111. 
Al •(l,lllUl.10on \1,(.1,'IYI 
11 \I loVUHl0011 f,1,('1410 
\1 llo:.!4.l.'t:i.,n OoJJUIJ 

Flg 5, 11 

\, 

l.fol ll'o\lhJ'~ lN 11 ,•1, l• ••• •• • 
,,,L'allit.'•l•ll'.o••••·H·\"oll'o 
Al "•UIJlllto" ¡,,(l¡J•,a 
11 0 0. ~·,,.41, t" ~loU,' Id\ 

• U ~U.U:Jll.Oo ••t Uo J.'4."\ 

t.l'C------------.. ·.:.· -------
'[ ¡,¡ ¡.¡ 

º'"¡¡l:~----., --
ru1u•n 10u UllMltll•Hl ,,. .. u •t!STl'IA fll. 1\1"1"1 MI·•~ Ul••U 
ua1111111n~ [N TI IOU• ... •••• lMll,.llL>U!l. IN 11 100••••··· 
... t.1111111111•1,,, ,,,¡.¡ •,•J,:.111, ,,,l:.1111111~0·1.,, ••• 1·1 • "·'°'"· 
A 1 •tloUI'·••· ... º'".'l:'U • 1 ~u.1\tllll1010 0,011110 
• t 1o111H,'•"" u.11•11111 1 11 1.ro-..,,,. o,o.'l'J 
V :lolJ/111•••• u,4,,4'1 v t.Ooó'Ylllilo••• o,t.Qllll 

ou1vaut11111 111 11111ll 1 rr.o~·"'""' 1•11111111rr,1•1~.Au11r,,ia, 

flg 5, 12 



'[[ " ¡,u ¡,¡ -r..o •11111u• H'• """''lt•f\ rua l~ Jl\Ull• llt n,,.,. olt•,,,U•••I, 
UlhU\Cll•11Hllo"''•ª"' !'''" Ull1•1/iltt, l~HU.lllAll•ll AUlllUl.l, 

•••• {"1. ., 
• , ' L\lfJIAI••' IH 11 lo.'ll .. ••••• t~lll'"llU'J IN JI ¡"N•H•U•• 

l ~I •• ol\.111'1• l'J ........ I•.' " 11•. ".t ~' ""''"' ...... , 11 • \ o\olU, 
1 .. 1 •ll .. ~1-11111,. Q,('411.'ll 11 i ·01 IVl!.'looot lilot'Jl.'!I 

1 O C'oUVll\11000 UdllA"'I) 1 U g,,IJ .. "l.,oo 0 1.:l/t'tl 
W h!YoY&t,'Ooo" loll~'l,'11 \1 ;'0:\loll~lllttlt loU):t\I'\ 

íl~ S. IJ 

.. 

'"' '" ¡, ····!+:===----------------
ttl~UU JU'Hltl"ICh'U.1 UU IL lltH"4 DI 
,,,., •.• ht1~ll1 nn;11 

1 l\l!""'"l'1l .. 11 llrU•••••U 
oool:.illotllll·U!iooo,.,IA~',1,!.ll•o 
• 1 •0,.'H':Jl)oo" 'J,Q¡l.flJ 
• t v.61Jvuu,.,, o.J.''"" 
11 10HollJ4ll•o•• J,:':.t.'4 

llflllJlll•IJ!' 111 11 l')U••••••• 
... tt.ll""''''l'l •• , ... 1•t'.v.•1111, 
,. 1 -o.,,,.,.,,,, o.o•~·u, 

11 0 l o\l\l4U, ooo Q,~J,'IJ 
11 ~IJJ,1411:,,,., ,1,,:uJU 

UOCUll~ Uihlf/l/n, l•HUllU.~1111 , .. lllUll•, 

f 19 s, 11 

' 

1 

Slttcrna de ~cgundo orden 

" 
',:¡.C~;;._~-:.:;;:. ==~·~:. ~~==~===·· 

flg 5, 15 

... 
t'.• 

·.·.',. ~~~'"'' ____ .,._..,,.._2_ªº~·:.--·--~=~~~~ ~~- ~=-__ """_.~ .. -~~~.-----=--=--., 
'" 

flll''IUI 'QQ "11"Ul\I\,\ llll. IUll"" 01 ~rr.~O•I .uo1,,ll••l,UllllUClu•1 ll'HJI 
OICULlO':l111 '"•~l•,H•''~'"ª U•h•f/1/rr. 

·•·• r1-::::::==:;;::===::;-=======-~--~-,,..-,-~--------
(lllJOl'l/tll'J IH ll IOO• .. u.. llll11Af•n'O IJt fl 200••••o• l~llMl•U'1 [OI TI JflO••••••• 
• • ol t.fll'll\1'11'"'" o• l'I •.i•.' 11,, , , .tl!I lt•-r1111 .. .,, l'I ··•· ·,r·•. • • .l '>11"1;1 •1 ... ••••,•·l.:..• ·'-1 '• 
• 1 •I .~111111,.,, o.o~Clol • 1 • 1.'.:.·•,11, .. , o.o 101 11 l •1,•.•1""'"" o,'11111 
• :t º''"·"•"'' o,OA!'lt.1 - : º"-""''"' o.OH'.1 "'l o., .... ., .... u • .:H•:O 
ll O loU1161.,., Otl'.',11\1 1 O loUU I!.,.,, Oo IUl'll • O loQJ•ll'l•oo• Q,uu~41 
• 1 Oo010""" Ool~Jl4 "1 0 ...... ,,4,.,, Oola.•n 1 1 OoJ'l",U/,.,, Q,IJYUIO 
'! 201oO~•OJ., 00 lollt/64 ti 444 0 0:.~IJ .. too" lo:OIJ~I V 6HoUWU:Oo"' ¡,01110 

Flg 5, 16 

11 Slucm.1 de tr.rccr orden 

l·'i:;::;-.;.~-------~---..... 
•;¡ 
1 o.\,.,... _______________ _ 

·ti.' ·~·r,~-------------
-0.\ ...... ·"\·----------- -----

1 

····~ 

t'lllOW IP•Q llTlrn.:111~1.1 I[ LI" "'"""'"''''I lotL .... 111"..\ u.· 11~··· MN' 
,,..,. '"" t.ll.Atll•ll H.tAI. A •nw \/11•10.llUlbAClll~l~l ll\1),ri.h:l;.\.".I. ..... ,,. 

1::•1nr.1•t1:iltl Tf:t!ll1·• .. .,., 
••. c~11r.t.1•n<',,,,,,f•n.v.o;111, 
111 1.111111;•,,,, 0.01•1, 
A '1 1 o:'.'I~~ •• .,, n,Ol,,'I" 
fl, 1 •0,:0'fl~a,.,, n.OHtl 
DO o.tv101 .... D.Cll141 
• 1 -o.~'111u1,,,, o,a.u!.ti 
11 :! 0,:01111,,,, o,n1v1:-
v ;11,M1UI000 ,, O,~•!,l'll 

f 19 5, 10 

1 ~.11w1•:1: 1 •1 111•.1 J 
,,.r!.r111:.111:,,,,,,1•rn•,l 111. 
•I •l,1:•1•11,,,, ,.-,11,':.•,11 

: i .~:;;;.~~~·:::: ::~:::·~ •o o,•hv:.·1,.,, c,,i,,•, .. 1 
11 -a,4'":•l:,.,, O,l\.'.'110 
1 1 l'o:'l .. l'loo., 1;,~1 ..... 
V t.U,ll!.l61ot.,· «t,:4.\,'G 
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... 
1 '1;~-----------------
1 ¡' 
'" 1.1• l\.~;;..:- ~-.:.~~----~~~ 

:::;:\;;.;;-=-:'.~=~~ :·:::~~~~:-~~.:::-::~' 
1 Pll'llUI ¡nr.~ llt''IHlt''ll\ ~· lrt •lH'llt•··' "'L ","'n "'' ~,., .. UHf, .... , .. , 
t llL•ct:• u••~" a~11 .. '1H••1.runtuC1""'~··uu\,H"r.•.a.~, HlJT/I. 

1 •.1 "~ '"' 1,. I' :• ••· • • l:.:t'":.• ", 1 tt 11 1~.·· •• " 
•• ,, •• 1., .. •. . ..... , .•. • .• ·' " .. ·' ~111' .1 ....... ,, .• .',· •\ • 

~ !• ::' .... ··:.:::: ·:•,;·\: ~ ~ !:L'',:~:::: :::::,·,~~ 
• 1 olJ •• 

a 11 1•.·• • '" •" 1' ·• 1i, • • • , ,. ro, •• •• .~ 

: !. ,~t::;i".~::;;: ~: .,:.~ ,; ~ ... ~::'~·~·:·::::: ~::::·.-;~ 

flg s. 13 

l'lj .. /\,•olo ... lllllll•••U•• 
.,,1,11ro.,1 .... ,.,,.,11 ... ,:.1u. 
11 1 ..... .... ..... .. ... 1 1 1 
" .. • ... '....... ~ ..... 1. ' 
•J lio.' 0 '.&ll'"' _,,•¡,•,• .• ti 
lt 11 u,~,,·,,',,,, v,•. 1 ol 

: ~ ·::.!::::::::: !:~:~~~ 
v .,.w .. ••1·.•,,., o .. • • .i1·, 
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1'll la figura (5,12) fw "']rnc¡..U. lJ <M>luci611 <lol o•tinuoor u., I• vari"'.!. 

"" del ruioo to') • 

Do la CIUs<>rvación de las f!\j\U"as (5.11) a (5.19) \>JOOul =~,rooaroo al -

guros cfcct:os cs¡.<irildos: 

- Se nuestra en t.c.d:fl los e.a.sos la tendencia dal cstinmbr de mfn.inD::1 

- t\l.11\to llU'IOr cu el niv~l do ruido (iruyor(.•IJ vuloro3 de ~/!il, el v.Uor 

cut.im.lLb es m1s pr6xi.nu al valor rual y tiene rrcoos osci1;1cimcrn. 

ll.oa.:m..lun:>u qua oo e:..;r.cra quo ul cstinmlor tcng-. wui vari;u1ii.1 invcnx.o1rt!!!_ 

te prororcional al nCu11cro da chil.!I"V.1cior'IQ::1, y quo dicha varian;¿a sc.J. -

cr1.X:ic.11to o:n el niVt!l du L.1 scil.:11 a ruiOO. 

Con esta lllt:lml afirnuci6n hay <iue ser cuid.:&Oosos, no "" esf"ril c¡uu la 

v.irianza del cstimacbr sea pro¡:orcional a o 2 , y las fiqura.J ex>rrWoran 

esta cucatilin. 

!}) cfccto1 la m.:itriz J 1j
1 

de covarianzas cspcradas (5.151) del sistuM 

de primer orden pruvó una varianz.:. de la cstJ..nuci6n clol par&ootro bo 

pro¡x>rcional a o2 , en canVio ¡nra oJ¡ egt.J. varianza es prop:>rcional a 

o1 /(11u 1 J.' l~~to l\on)J 1¡u1.J tlL1i111.Lnuyt.•J\I~.> !:/11 du 10 a 0,1 l.i v1u·i.u1z.i 00 . " 
ho cru:tca 100 Voceü y ln W .i1 10 V\.!Ct!B, 

Las fi<¡urDB (5,lll " (5.14) confirnun esta prcvisirn1 1&1 disn&inuir la 

rcloci6n s"'ial a rui<lo la cstimaci6n do b, dcsrejora not.:il>laoontc en 

oovp.ll'aciOO a.\ la cut:imlci6n da i.1l1 cuya p.rociui6n ~l l1t~·l.Clr.t 111.1dK> • 

airople vi.ata. H.1s adelanta a:nfin..-.nmi• IXlll más almllllciC11CS '111" lA 

........ ···-- .. ·--...... --·----·- ··-· ......... ''\ .. 
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Vtri,u\Ui üu ot 1 siipic la ley oruv112ta ror l.i tcorfo, 

U1ii1 u1tu.aci6n sim.llar su~ o:n la cst.úr1i1Ci6n ele loa p:irfvootros del 

11stuiu de ""'JUlldo onlcn. 1""' m.1s lldcl.ant:.c, en las <CUlCioocs (5.1611, 

h too.1:{a in:iic.i una vu.rianz.i de h0 , t, 1 de 7 A B vccca m.tj'Or que la dll 

.J 1, .1J ¡ur.i Wltl rclucU:o tiC.Jhl a ru.100 S/11 = 1 1 en la figuru (5.16) ?J2, 

J1 ..ip1mi.lltMJ quo un 1Jl.nur.il fo l!dlinuc16n do J¡ y .i 1 e.u .ilqo 1fü~1or 'JUº 

'l\'.xb c!itO DJG llcv,1 a a:ncluir que d.W lc1 estructura 001 sislartJ, y ri!_ 

r 1 mtradaa y ~rturblcialCS ccnx>I'dantc.s ccn loo tcorUM!J de CCf\Vt.!!lJCS.!. 

i:t., 11 ciloorvaciOu da la matriz: '3 2 J:( x ¡ x~) es vital JAU'ª u1tcrt.lcr da.!. 

~l pu.km:. f dcniu llD JX!di!Jnt:U l!Sp.!rilI' pn.'citi.161, M.1u i!l1.n, r.tt.U'L"-~r{a 

IJr (ru lo hu1,.rJ cutudi~U::> u1 profwll..licl.:iJ), c.¡u.J el ~ludio <fo l.:i ir.llriz 

<h OCN>r J..nzas ¡nlda arrojar alqo do lu• en un t6ploo b.uit.lnlc dulica

•h• U.tctminac16n .d<> lo estructura <lcl no.Ido y villidacU11 cid nolclo, 

Alc}UlklS tl\.lúC.lS l"\?fcridi&S a C!Jta m.iLriz ya h.ltl sido dc~crit.:1u, p. oj1 

el estWio de su UctcnnirKlntc 'ver p. CJI (52}), ~ro ~t."(..'"CCfo oo ha -

b'r d<ki b;wc...~tc ciqilow.1.i la a:.rn¡>lrüCi6n entro la m:1tri• do covorian

llM ¡nvlau, la estinWa, y la CYOlucioo cle la est1rn.>ci6n. 

1.:>rAl g¡ o;a1<XJnlJr1t.c. (y nu:I.:>) <Xll 11'9 tundulClM pn.'\/i5ta!I, Ll1 u1 

roat;O W1 ¡i&crafo w <luucrlllcn pruo.:l>ul P"l"• vuriHc.u- dich.ui tenol.nc1 ... 

201, 

Oupendcncla del número du obscrv.:aclont.!s 

P.u-a estudiar la <.L.?p.mdcncia del Cl:itim.:tUor de rn!ninoo cu~ira.:.los tC!.>íA.'C

to del n(;t1Jro do cbDCrv.lCiouc.11 y d nivel do ruido, oonaldcr.U"u11os t.rcu 

íactoreu do nérito1 

¡, 

2. 

3, 

Vor CO¡) . . 
6 2 • e lli.:Jill.:.. 

11011' 

v,ce> • e fl(~ 
~ A(<¡"I) 

l. El prirrer factor. v.1r col) ya ha sido discutido caro factor de m5rf. 

ta cllJ w1 1.:1itiJn,..1dor. Hu1ou visto 1.it.h . .stw:b t{Uu en nuu:;t.ru~ ui.nulucia-

ncs so espera que sea ¡.u:op:xcicnal a 1 /U, y quo crezca jWlto con 

o2 (scg1ln ura funciGn rocional de o'>. 
Para el siutana c1u primar orden, y ron L(u 2

) = 1. los cxprcsicr1cn 

(5,149) y (5,151) n...,atran c¡ue1 

(S,H&) 

pilra el si&tana do OOJl..lf1CkJ 01\.k.:n ¡xx.la1oa <.k:riw.r la cxpn.?Si& do 

la nutriz .J~ 1 du oovurianZM (i'.l!Jinl.6tic,1) dul cuti.nubr: 

Para Wl slstana esU!bla (CXllO el prop.icsto), CXll u(t) [lO!rSistente

' mente excitante, y o(t) ruido blanco ele nolia CXlto y varianza 11 
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[ "'"' R• Ry:(l) 

... l)'ll) 
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r.y(t) y(t·l) 

cy' (t l 

Ryy(I) 

Ryy(O) 

o 

-i:u(tlooy(ttll l 
(~.a'/) 

r.u2(t) 

i:u' (t) 

•Ruy(l) 

J ..... , 
Ruu(O) 

óuu(O) 

m rü..•:Jtro ca.uo e u2 = 1. 

O:u el aLi¡ori tllo del C<>p1tulo 4 ao ha c.tlcul.W la vari.:mz~ oo .l• 

¡>ll"W .ieuinn1niutica y1 d.>l uiown.>, y do w ¡>U'tO oo p;lrturbaeio• 

. ~·Ya 

1 
t:u • J11.u11CJd 

O,H~11l'/ , a1 

• ' 1 Ryy(ül = ty
1
tcy,= 1n.aao2H1t ¡;¡¡¡> = 1a.üo~ll + 

t 8,6!.'•17 a2 

pK& cal...i.r Ryy( 1) y Ruy( l) cawidenm» la e=>Cilln dol ai•toMI 

.'.l" 
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. y(t) = ·a,y(t·I) • a 2 y(t-2) t b
0 

u(t·ll t b 1u(t-2) t au!tl 

nultiplic:aOOo ambos lados PJr u(t-1) y tan.:uido csp:>r.:mziW: 

Huy(l) = b
0 

R11u(U) 

,', Ruy(I) = b 
o 

nultiplicando PJr y(t·I) y tm.:llldo csp.mmzas1 

Ryy(l) '·•1Ryy(O) • a,Ryy(l) t b;P.uy(I) 

Ryy(I) hoht - .1¡Hyy(O) 

l t ''1 
(~,l&O) 

tiUOti.tuycndo en (5, 158) los valores e.le los J:UCf.iirctros dd aist.u

ma, eu calcula J~l pira S/11 = 1 (a = 1,•,1iO;itj) 

[ '""" -0.211•1 o '""'] J~ 
1 -0,'J'l'fl¡ 0,JOJllli o -0.21111 (5,lCl) 

¡e Ñ o 
2.lJ:'Jli o 

O.JI 171 -0.2'/711 o 2.~11~0·1 

Wr du 111~1L11u1.1 uu .... h.a.Uú 1•11.Q t.i1 uJ.uU.tt~t ~lu UUIJYlk•J cm.l11n lltU{~U!!. 

to, con t:/U = 1. las ulu1cnto~ diügcr1illuu son las vad . .ll1zas du la 

estimaci&l de cada WlO do loa ¡Alrfiootros. 

2, . El so¡wido factor; //ice un factor glolAll p.ira el <X>njunto dc · 

loo padnctroe, EsWdia la dc•viaeilln standanl rehtiva del P.!. 

dmetro vectorial. OH. 
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11.l •ido 111rq>liiloontc utiliz.Jdo el\ la literatura, ver ¡:or cj1 rcf. 

(21). !::. uno d..? loo factores oo niórit.o pro¡.u<"lt.o par IsCtl!WUl 

ver ¡:ur cju1;,10: ( ll) 

se cspc1.·a que c;;W factor SOd pro[-l)rcion.tl a 1//íl'. 

Para el eialA.ml 00 prinl!r onlcn, cW .ti;.'1c.rdl a las ocuaciaic~ 

(S.156) y lw volare> oo lo> p.1r~1cltw 

r. ['6i"J ;"' / 1.:11.1J1 t(o2 ll 
' V l.L'o :1 (lt!J J (S,1Íl2) 

Para el 1istc.m:i de SUJU1ili ordm, 00 acucrtb a la nutrh ''t~ 1 
cal

C\lladA oo (5.16l), p<ir• un.:.i relación scful a nuoo S/ll' 11 

(~. lti3) 

), El wr= factor de nl!rito: v1 (O) os una n>."'<lida do qué tan bim 

1lllrm<Üt\l el 'f'O.blo cstlm.l..b 111 runo dctunnl'.nistic.l del aistLft'ol. 

UIWUlU• ul f..:tor V,(O) CXlJ\ UI ruioo blolllOl de Vllti41ua u11il4riA 

~,(DI • C 

v,101 • e . 
V1(0) • 

V¡(O) • (S. !&4) 
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Dll.W h( 1) y h(l) oon rco[L'Ctiv....mtc la rcspucota a µUso del oistc

nu sinulado y la rc~p.umtJ a pultiO del si!;itul\.:1 t!Stinucb. 

El n'11t.cxlo utilizado para vc1·if1car que se cu:iq>lcn las lt.."j'c:s previstas 

p:::>r la too da es el siguiente: 

~ utilizarAn las siuulacionos dcacriWs D.l Principio del Cüp!Lu.lo, 

CC(l (.2\Lrada u ;: !•Kh;.l 2'I 1 y íX!CtUrl.>JciatlO:J CJJ~~JiJll.1:3 l1ll l 1.J1 JI 1 l ll 11 '. ~· 1 

KUlhOJ, 11urno•1, HUILJoi;, ¡-u1\1 iclcntificar los sistu1uu dr.: pri11ur Y se -

qundo orden. Con los Jllll'.1rrctros cstimatlon se cntÍJl\lr'ln l<m C.."Vltid •. 1 -

des v.1r(~1 ), /óT, V2{0) prrncdi'1lldo los rcuult.Idun cbtcnicbs oon cinoo 

rualizocloncu distintas (lllolfltcnicndo un rni"''º valor do ll y a"'). El 

~cnto su repita rora distintos valorus do ti y o". 

<.bldu~ I' cu ul nOn-=iro du pu.dmutruu, ul our~tfnllloo ·J1 l,'i,J,•1,!J indi

ca do qu6 realizaci6n ec ootuvo el estim>do (rcalizaci{n pcrturbo>IJ4 

con la señal RUIDOj ). A caitlnuac16n se doscribcn los rcsultacl:>i oo-

t<n!doo. 



28~ 

ShUm¡ de primer orden 

Para rulacialCS roful a ruido S/tl: 10, 4,1, 0.1 so cfcct:uatun las 

iclmUficacicn>a del •i•L•Jll.l d.:! primer cxden, Pdra c.id.:l valor <lo S/U 

au rooliz6 l.4 ick'Jltifi"'1ci{l1 llObra 5 SliktlO• oLtcnld.:w = r~•ult.:i-

ciJ W 11iril11..a.r el aiutun..t CDl las pcrturl.iüciaicu hUlll01, ~.utor;2, 

'1,.2 '\.l 
f\1ra v.ilorca fiJQS de S/N 6'1 cbtuvicr01\ las ca.ntid.ldcu º..ii, 001 , 

/ii cqg pro1WJ.o dtJ l.ui cillco rcalizaciall.lü do acutJ.IÓ.> a las ocu..\-

cimo• (5,165)1 ustas CM1tid.Jdcs so CXl11f.lJt.lrtn oara valeros da H = 

!.O, 100, 150, 301.) y 500. 

lDü rcuult.:Uls dJtcnitli:r.J 61.! qr.:ifican en 111.S íif]uras que sigut::al, En 

el cju de Abaciss.s el r:. do cbsurvacic:ncs 11, y en onlcnad.l..s la can• 

U.~ CU!pltada. ¡,,.. cincO ¡i.&ntoo as! abtcnidoo (oorrcs{Xllldicntaa a 

N = !.O, 100 1 1!.0, JOO, !.OO) se \Ulicron a:n 11nc..i gruoSJ, Con 11.r~ 

dulq.:id.> sc c4bu¡5 la curva quu pn.'V6 la toor[a (ver tabla 5, I), 

cala llnl>ll llCl'l hl1é<Wl""l son n.'Ctilll, 

~····'t;-,-.. -'"";'",-::--.·.-. -,-,,.--, .. 
~. e1, 1:1111••1uot11•,101 t•••IO 

"~ s.20 · flt S.71 

O,tlu\ ---·-----

.. ·: ..... ----'-~,.,.,,-,.,,---,., 
Fl9 S,25 

0,01 
)0 UIU ISO (!li) )~O t'-U 

•:.••·•'•"• ~· ..... u•• ., ... '1••";' 
flg 5,26 flg s, 27 
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Dl las fJ.'JUl".is (5.20) a (5.27) so grafJ.caI'>n las cantidades;~~. y 'at, 
rontr• el ne'm!ro :lit! nüJ.Straa, para S/N = 10, 4 1 1, ru, 

Da W qrátiColS o:in~r.a\Clicntca a ~J &<: observa una CJIOrTOO coinci -
J¡ 

do.:nc:ia <11Ul! loo ronulu.doo to5ria:r.1 y lou oLtcniOO. en lWJ uirwl•c19. 

in Lis gr.1f1C4::i ron"t!sp.:niü..nt.cs a 'ó~ 0 se ch.il.!!V.in rcsu.lt~.11..hl nr~ctl

cr.11 al1p ncjou:!J '}UC loa pn.'Vi~to'.J r.c.ir l¡J, l.wcfo: uur..-,i..c C.\Hr.citk.:n en 

u·an alqo ¡.or dcl>1jo dol v.llor tooriro. 

irujor a las valurvo C.llcu.l~, W\J. vm·i\lUl..l i1Ju.il a. la m\l.\J do lo1. 

Mrl'-"• 

f)¡ tCLk-1s lOM c..l!jO'f, la t~.:1a propJrcic.1 • .ll .i 1 /!l ~a CQ(rd.t"lr..i.. LruJ 

~iguicntcs figura.1 bCl1 l¡w gr~ficas do Ís; rorrcs¡x1od.l<ntcu • lau mi!!, 

- •lr.ul..ciooes •lcl si•t111 .. del priJl"r ora..1. 

ll>i1 ar.e los v.llor"" teóricos du l"" figuros anteriores corrunp:n:lcn a 

11w l.~"Uo'Ci.Cn.?a (5.1~}, lOti J..J lJ.G Uquro.l!J que t:ii<j\lCI\ COrrefil..:n:icn a 

la ucu.oci&l (S.162) do.!rivo& do las mian.:IB ecuaciones. 
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'·ª~·------------. 

'·"''------------" U ICIO UO JIJU ).~ 

{62 "' .:,...,. O 1Nt1\u1 '"ª S/rt • 10 

fl~ 5, 28 · Plq 5,29 

.,~ 
o n~ ---·---·-···-· .• ---J 

w{il ,., .. ..::·: ·•·· .::·:,, .. , 1·••1 ·~,'~ • 1 ''ú 

Flg 5,JD Flg 5, JI 

T~i(:n rura el factor ff. , oo cncucnlra wu enorme ooincidcncia en

tre el valor tc6ricx:> y la Clflti<11d oonputuda.. Los IC!.tull..lOOs pr:icti -

~ BCl1 algo rrcjorcs quo loo tOOricou en ootLC'!HXlldcnc1a oon ul h1.do 

quo ~1 cu ,alcJr> rMu 111.•¡u1.!1\o qu11 ol V.!lur L1·6l"lC'.l:J. !Ju cunp1·\u~il\ ,mlmi~ ,,, '\.- ~ 

no quu / 61 es prorurcialdl al fJ.ctor 1//il. 

Para una relaci&l señal a ruiOO S/11: 1 se cstin6 el factor Vz(OH) 

001 H • so,100, 110, 300 y 100, <lo acwrw a (5.1651. Dl la figura~ 

junta "" 9rafican oo Unw gruci;a loa valorcu 001q>.1~· 
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Se: l'ni.xllll'O w1.1 tc111.l'-·ucia dt.."-=r1.'Cit.::11tc con el 1n <lo dlscrvJcioncu, quo 

OJllfiDM dcsW otrtJ (J.ll1l0 de vista la tCJl.lcnci.l dol sista1U ostilt•ldo 

1 a.oll»U'.m.lr ~jor al sü;t.un.J. 1¡uc gL!llcra loo d..iloo, o::afoa1WJ u ·• w. 

:.'~·:: ~ :•: .:: 1 ~ ':: •:: :: '~~ \: 1 :~: .: ! l,~. ~: ~ ~I':: ~'' • :: • 
~l'tt1•1•1.1 ,h: !.1'1Juml,1 011kn 

c.lbo 1'4'ª el d.! !i<'glllt.lo olllen, <nl W1 oolo valor w la rol.sc16n u...r..u 

a "11'1:>1 S/N e l. 

1';• rcsultadotl lk? prcscnt.:ln en las qr~flc.lS Cf'1lJ siqucn. Ul la fi!]UI'il 

(5.J2) r.c prc:iicnt.an C'Clljuntdrcntc las Cll\tl~ J,~ 
1

1 ~! 2 ; ~:,,, ~¿ 1 ~
r.a cuipni.l<lr el hcd<> pn:.'VislO de la olxiorvaci6n de la 11'ltrlz de oo • 

v.u-lonza.o ulnt6tl~• (5.161), do que las varianzas do"' y,,, oon al· 

mll<m:a ent.rs al, "211 CDTIJ lil.ll de bo y ~, entro u!. /\Uun.1u l .. 

v..rianua de b, y ~ 1 Mal mt.re 7 y B v~ mayare,¡ quu lu di! ~1 y ;. , 

Flg S, 32 

Dl las siguientes fiqura:J se grafic.:m ~~ 1 , Ó~ 2 , ~\ 0 , ~~ 1 , contra el 

ntírcro de irucstras, 

lñ Hnru dalgada se dib.!jan laa tcnlcnciilS previstas. 

talo·:, 1111.1 oo )oo 

'!1·~·"' 11G.to"' -•lr••·•·r. 11111•1 

Flg 5,¡¡ Flg 5.)~ 

Otra wz loo valores prolic:hos y los reales se anrox.iman rT1.1cOO. No 

hoy c¡uc ol vld.:u:<.;c que en tcxlas es tas CCll1Jrd>ocioncs s6lo h"t<>S tan.:.:lo 

m CULm.ta prawiios sobra cinco realizucicncs. 

L.:is cwvaa to6ricas SCll vtilicl.ls pll'cl N • w pero aún as1 tia ITLl~tra 

quo &Cl'I nuy bJcnaa aprox.im1ciorwu ¡ura vulorcli fWt.os. tic 11 rulativa-
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loiSllo ¡u¡ucJ'Pa (N ~ &OO), 

&n lu varianzas de l&i l!litimlciQlCS de d 1 y .i2 , los valores cncontr~ 

pora 50 lftlClltras oo sm llUl'/ bueroa, pero esta situaci(ri roojora ootablo

..,nw para N ! 100. 

-.-
LA Uo¡ura 5,35 ...,.u-.. la gr~!ic.i do loo valorea ""1:pJlA.loo Ju /~' 

Lt. pinac;inú.d..J cnue lm• valoct::9 to.1ri00ll y wtl[ML.:Wll pua :4 • 50, 100 

y j'J:J Clt Wcna, (~I'Q pilCi.1. ll : 300, ~00 C1l Cdlii cx.lcta, 

DrcenJtucl1 de I• varlJnzJ J~ 1.n perturb.iclune\ 

i'J j"n11rri ~IOr.a ol nú1m-o de 11ut.mlr~ !I y variJ.rrnCIU el nivel dn la uu

f..J. JiJ ruiW, &.-u Uccir, l.i L·cl.u.aón u1i11.tl ~ 11.1uU :;/ll9 trnlMJUC111uu uo-

D1 cu.vi.to Al mttlJtt...'l'IU.Ult.o de o!. y a~,, sus valores para li .... ""cst&\ 

di"*"' poc laa llCUACionca (5,156), F.at..>a mucan que a~ 1 ea pror.o~io -

a• ' nul 8. it01 llientraa qw ab, lo ea a o', 

Dl las fic¡uras (5,36) '/ (5,37) so grilfican loo valores ca11p.1tadoo ele 

~! 1 y 'Oi~a rospcctivamcnte. 

19•10:-----------, 

h,,•:D -;~•I UD IO'I •!. ,;., -'••n •• ••UUH ,.,. fl••o.1,1,io 
_Fl9 5.36 

10";'-,-------1:. u, •'•ti• .a ...... 11 •• , ••• •i••l).1,1,10 

Pl9 5.J7 

ltt.OJ11J..u .. 1o lJUU pi:U'a nuu11t.J.o Uitilun.:i Uu pi.·imur onl1.!11 f;/:I ~ l/•J' i.1.1 flq~ 

ras 60\ <Dhcrentes con una ley del ti¡.:> (5.l~&), ¡:; decir, la variai1 -

za da Uo parcco ser prororcional a l.i del ruido: o2, en crurbio la da ; 1 

ctc..'CX! cilda vez fTU\OS r .... u11 o1 crc.acicnte. 

Paril el estimador u, cuto se V1Jrifica para tcdoH lou lMyo:.; <lo nucstr.lll 

9rilíicas (50, 100, 150, 300 y 500), en c;urlJlo 1" tcn<lcncla yl.'.llcral cl<J 

u2 no uo wrifica m ol ncnor do lo~ lcl.I'gos do m.icstr.:w cc.osidür,l1..b!1 

"' (50). 

D1 las siqui.cntcu fic;ur.is uo rotip.ll'olll loa valores a1nr:11t~ di:: ,;2 y ,,, 
7i¡'

11
, l'Ull lw va.luruu C:<1lc:ul.M.k.XJ (lJ.'ÓL"iww) du 11:.

1 
y ut

1
,1 uulo lo(! h.~:u 

¡uro al<JUllOI' valorea particulares ele N. tri trWlo delgod:> los valo.-eo1 

tc6riooo, 
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.... ··~ 

hlQ"'L------"------1 O.I 1 IO 
•' n,ui.u.S• HUI 1 ;,.,., Jn1 ••>00• .. 111 .. 

.-1 u.t•h11hu: .• 1. •~1.w tu••·•..,-•11.. •1 . · . . , 

Ca10 c.\lwKlo uuLULU•un.J:J li1 dq·a..•1d•rx:ia rt!:,11{'-=LO <.lul 116.ni.~ru d•.• lllll':.;l·r~m, 

ul valor da~'~' ajuut.1 ba.:.itiu1tc blcn lo nrcvi:¡to1 c.:n la fi•Jura (5.J'J) 

oorniu1.ondfonta a ti = JOO el alcji.Unicnto <lcl c!itimld.or rc~¡ .... ~to del 1~ 

rtirrctro rrul, (.!t;I alqo 11-..::nor qua el prcvfoto, y en la figura (5, 3'J) oo-

1Tcs1..ailicnta a ll = ~oo, es algo mli":'!', 

fil cstJ..nudor b tlcnu un a.lcjilllti.cnto eutinuJo sc..Jún ~l2 r¡uc uiqua un.1 • • 
ley CdlJi p.?rfcct.:urc11tc proporciCllill a (S/ll)-

1 
y nuy pc6xino a la pre -

vista. 

El outimld:Jr b1 es algo m.19 pr6x.isto u b1 quo lo quu se usr.ura do acu1.•E_ 

do a (5, 156), 

,,.. 
l1a.ra concluir, en la ficJuri.1 (5.42) so qr.ifiCM (t/ r-.1r.i :1 ; ~:JV; cst..l 

cantid.ld sigua caai J'l.!rfoct:iurcntc el tiFO cL.! ley previbta, oon un w1 -

~,.2 "'2 
lor ligcranmtc p:ir debajo del cspm1do, ya que tanto 0

01 
y o1,, r.ai un 

poco inferiores a uu ley ru1int6tic.1 un N • ~oo (ver figa (5,391 y (5,41)~ 

Q,00,,. _____ _. _____ ~ 

D,I 1 • 11 

/i? n.nhllh ""'' 1 t11t• ,.,, ••WO .... ., ... 

I' 
Flg ~,42 



299 

s.12.~ htlm.acló11 de la varianza de los estlm.:iJores 

lia&ta 4'hol'i1 huTai ani:urawcl c.st:im.lck:Jr oon el valor rual del rur.1nctro, 

!lUl1'J en qt.nJral du pooo sirve la cstiniac161 si no se arx.vn:ii'1a de wu 1l'l 

·1id.a de eu prucisioo. DI> lü dj0<¡cnll de la 11Utriz de oov..u-1M=>1 

9tJ r...WO cxn:x:llr la varianza dtl lecl cstim:dorc5. l'cro C'U.."Ll\Jo oc l.•1.Jt..'\ 

'dcnti!i°'llldo no uu oonocc c9t..l m.1triz ~to quu rora 0Jr\OC\~r1,1 so nu· 

:'t.'81t.lrta tk'1.Jur rmmclto el 1Jrohlc.11"1L1 do id11llificaci6n1 UJIXA."Cl" el rro-

·.lula dal HiatutU. 

t.o qw ao pu1:do tw~r es \'~tUt~t\ t..1.1UJ.&I la var.i.u1-¿u du lw 1~Lin~1doru~. 

'kmla visto qua ~ 2 (XT x>· 1 
ldcridc ~l es el csti.rtucklr de la vari.:in.:a 

.lt!l ruido) ca un ust.il1"3or do la md.t!'iz de c:ova.rianz.:is d~ Olí (Vl!r c.:ipt

tulo U y toollJ!lO:I 5.1, 5,2 y 5,J), 

lh wte p.\naCo OJ1llill"illl'10I la cst.Jmoc16n oo la vari1111za el<: loo cnt.lm,J. 

hc1 (<Uao;µoil do~' </ Xl-
1 cc.n la varl..lnza ¡¡¡int6tica de loo csti -

¡il T·I 
nWol"08 (djol<)CWl 00 ¡¡- C (Xi X¡))• 

Shtl'mll de primer ordt•n 

Lu ewaci~ (5.1561 di>tcrminan la varianza a.int6tica do loa cat.tn.:!_ 

dllnJe, Su ... u.6 dicha varianza clc acuorm a (5,81) y (S,83) CG111 

a• cx1 xt' 

1D1 el •Ullidor ~· de a' ~ . 
H 

- - -

)00 

donde s11< 011 l es la funci6n cla oosto (s\JTla ch! cuadrados de los rosidum), 

p es el no. de par:imctros, y N es el n! de obscs:vaci'1ncs. 

Para una relilci6n señal a ruido ~/li = JO, s~ COlSiderarln las dnOJ 

rcalbac1oncs que resultilrcn de excitar el uistcma con untr.kl.J 1J( t) :: 

l'f.U\~127, y ~rturWcionC'S RUTD01, l<UID02, ldlill03 1 l\IJll.ili1, í-tllM~; ~u-. 

JA-'CtiVWlU'ltc. Pura tl :1 !iO, 100, 150, JUO y 500 00rtic1vacicr1m1 se cst!_ 

mll"Cll las varianzas do ~ 1 y J:o. 

ni cada valor de ti cx:insiWrado se tcm5 la eutadl'.stJ.Coli r.anqo (0;) 

{m.~~. dc:.v, stJ. cÜ 1l, mln. J\l:>v. :.td cÜ1 >J <-'s decir el int.crv.Uo cn

trll la m1.xiJn..t. y la m!ninll.'.1 dcüViJ.ciOO titd. uul: iJT11ida dCJ1t10 e.Ju 1.1~1 cJ.1100 

cst1.rn..1ciancs, 

!l'l la fiCj\Jra (5.4J) uc dili.Jjan en l!nuilS g"-"'""S lilS dc.,;v, st.<l. de 

~ 1 y b0 prcdidias JX>r las cruaciooes (5.156) y en l[ncas di!lc;adas se 

unen loo oxtrUTDu ch! los intc.valos don<lc = las estinucioocs de df. 

chas clcsv1aciOOC!u atd, JA zooa limitada por ""tas U.nc.'W es~ ilCOOr"!!_ 

da, 

11,IMl•'---"".''--:..,.---"7 
)lt ll•ll l)J ,,., 

t.11••"' h ~ ...... ,~. ~ .. ~,' ; .... ~~ .... , '"' ... 1 .. ll•ll)·~·101 

-
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DDJ RJt4r&a la CB:Jmll coinciUu1cia 1.mtro lo~ vJ.lorco d.>!>l:!&.v.1cbR y 

l·• pn'didl08 ror l.l tcod .. , tcnil:n.loou l.!n CUl.!Jlli\ que no uu t.•:1t.i qr.:tf!. 

c.W nl.n:¡una clOS<1 de proirolo,slro rob el ronqo de va.lores donJo 

"""' w estlm>clcr.cs da las dcsviacionl!ll std, c¡uo [lJl.de ocmidcraroo 

a~ 1.11i1 eatad.laUca dul "pu:>r c:wo•. 

i. mincid.ncia es dd.tl"'1U'lw liucna: príncro rorr¡uo ta.l.J el rnr.¡o clo 

v.ilorcs ca nuy pr6xim:> al tL'6rico, y scqunck> fOI'f'JUC oo va cstr1..· .. :h..r1r.:ln 

a\n..Jodor do la la~· asintótica ~a H .. •. 

S.1 llUWm t...,... n\ia a:JTl'lIOCiaics ""'ª el sistCll'ol do pr!Jn.:r orden 

om lu caUmaciCllil!S ya tc"lbul•1d's en pi'\91.n.ls anteriores. r..ira ello, la 

Tlbla S.V prc!IWltA dcav. •td. tc6ri= para diatintos valorc!I lle H y 

SIN 

T•bl• S.V ~lgunqs v.:1lore1 te6rlco1o de I• duv. ud. dd 
11¡ y bo para el 1l1tenld de primer orden. 

N Puámetro 5/H •• 5/H . 1 

100 •• o.o.•oaJ 0.0'743 
b o.o!t 0.1 

122 •• o.0:'4i9 O,O)IJl1l 

b, 0,04127 0.0~054 

200 •• 0.01897 0.03 
bo 0,03536 0.07071 

~ laa fil&:J de N • 122 mn loa rcsult.ldoo de la t.lbla s.n. 
~de la a>l..m. S/H .... a>n N : 100 y 200, loa valores t.w -
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lado• y las eetirnaclonc• al ple clo la figuro (S,12). 

200, oon los resultados de lae estimaciones al pie de la figura (S. ll), 

En todos los casos las cstimlciones sm cnotma!Ulte próximas al valor 

cvlX!fado d.:dJ ~r la t:.lbl.l s.". 

Slstcílld de se9unda orden 

Sa atplc6 el mis10 método que para el sistuM do primer ordon, Las 

!iquras (S,44) a (5,47) muestran el rango do las csti:rn.1ci"""" clo l'1ll 

dcsviaciol'\l?ll std do : 1 , ; 1 , ba y b1 , resp.-ctivoll'rcntc mra W\.1 relación 

ciooca. !.Os va.lores tc6ricos son calculados t.m"1ltdo rah cuadrada de 

la di¡¡qonal de (5, 161), Otra voz la coincidencia entre los valores • 

previstos y cst.ímodos es cncn:11•" 

'·"r-------------. 

0 '01w·a.,---,,.,,--_,,n.O-----,!,,, 

f lg 5 ••• 
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'l'.:vrbi&l en este caso p.¡cdo OOsczvtlI'se la tcrdc:ncia de lil.S C!stimlciCXlCs 

de las dcsv. strl., da estrechar su rantJO do VdCiaci6n alrtdl.d>r de su 

ley ol!lint6tica ¡nr.i v.ilorcs du N crocicnt"•· 

l~ cboorvarsc Wla tendencia a h sol.irL-.csU;iuci6n de fos dcfiv. std. 

p:u-a leo valores m1s p..J.¡ucfus do tl(SO, 100 y 150), CSJ:W-"Cialn~ntc en l.:w 

" " dusviacioocs ele los cstistkldarcs ct 1 y .i 2 , 

Mn l'Sto oo representa una clifiailtad, ruc:sto qua ya huiu; visto que 

la dcsviaci6n íllX>ntrclda de .i 1 y u1 es rrayor que la prevista en valorea 

po:¡uci\)s do H(vcr fíCJUClW 5.JJ y 5,34) du JTO.lo t'{\lO l!!ilc 11t•!V.JO ~n h t!!.!, 

tinalci6n do la dc:iv. uttl. de ; 1 y : 2 están in.la cercad~ la sitUrJci6n 

~al du las dcsv. std. ele a 1 y a2, que la ley asint6tic<.i. 

TüllbiCn se p.iodo verificar en eja¡q>los ya vistos, el cxmportai:úento de 

la dcsv. otd. est!Jn.>dol, 

La tabla S.VI prosentol los valorl.!S teóricos de la desv, std. de ª' 
•• b1 y b1 del sistma de segundo orden, fldl"• S/tl ' 1 y distintos va• 

lores de N, 

Tabl• 5,v1. 

IOarámetro 

•• 
•• 
bo 

b¡ 

Ali1u111:a dctvl.Jcloncs Hd, de l.t L1.,ll111,Jd6n 
d~ los parámutros del sis.tema de 2º orden, 

N • 100 11 • 124 N • 200 N • JOO 

o.o~saJ 0,0&014 O,OJ'Jl18 o.aun 
0,05!.109 0,04947 0,0Jü95 o.o:uo 
O,ll1f1UJ 0,13113 0,IOJ2G 0,0011;'11 

o.1~t:iJ4 0.1~039 0.110~~ 0,0902G 
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10ll re&ult.ado& t:aWladoe en la tabla 5.III. 

Q:q~ loe valo.fcs 00 lM oolt111lltu oon·L•s1udit:!l'ltcs a N = 100, 

~00 y 300 llJll lO!J rc:iult,>Joo oorrclipcn.!icntc•• du la Ci<¡ur• (5.16). 

otr• .....: oe IXllRiruc:ba wu gran sancjanza mt.ra loa valorw cstilTlil -

a de la dcuviaci!'.1 Stand.ull da los Ctitin';d:)ros y la l<-y ASJ.nt6ti• 

Cll do dichas dcsviociCllW • 

5.11.5 (Ulmor.16n d• I• .. rlanu del ruido 

Aunque la ustimci6n do la vuri.:uua o' dul iuido dul nu1'lo (5.2) 

hA cut<ldo ill{>llC!l:.i.I U\ la cat.imucioo du la varl011'a del cutilrolJor do 

ln1zWra¡ cu..lra<bs, vale l4 i>"li' Clitud.iarla mr scparodo y o:rnparar 

alo¡llll)ll eatimodores. 

ti. .. u-iar q.u hmoo usad> nor:maln&nto oo (5.2711 

(S. lú&) 

qw, de ....,nkl al tooruM 5.4 es daiilnv.'flto cawlutcnto, 

Q:insidcrCllllll lu dcsvUicilu utd. del ruido caro otro mr:'i.mtro nWi a 

eatlll\IC1 la Nt.riz do l.nfoI1T>lcU.n do Fi6hcr oorrcs¡adlcntc a pcr -

turbacionca 9.:1usa!anas indc¡-.r..rdimtca se ·lílV'll• en una fila y una 

cml\RW, hlU QJO cc1ue c.xccpt.o el olu1aritD dilW)Cll41 que ctJ 1 

( 5, IG7) 
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l:l1toracs la canticlacl oª/ 111 es la cota de Cr.:imcr-nao do 1.1 varianza du 

la estimilci6n do la dosviaci6n Stund.:u:d del ruido. (ver µ. oj ( 2 J) • 

Esta CX>ta se alcunz.:i il9int6t1mnx.ntc en l!l caso quu cst.:vros (X)flSidc -

rlUdo1 ¡xJrturiJJ.ciQll.!!J iJ~cp.:indimtl!u y CJ.JWJSic&nas. 

Dl las uiquioot:cs fiqurru1 se presenta la LvoluciOO du 1.:1 cutim.1ci6n do 

la dosv. std. rnra tres caoos, uno del sil.ltuM do prin"Cr ordL•n, w~ 

dol sistan.l do segundo oro..,, y W>O dul sistt:ml de tercer ordrn. 

El1 l<W t.r"" simulac!oocs se utilizó una relocioo S/N ' 1, El C!ltim.l -

f7' ~ ' dor do u ca V ii' dando el eatim.:ldor o' do o' es s
11 

dado por (5.1661. 

100 llU l<IU <•> 
&STllL\CtON O! LA DESV.STD,DeL lUlDO,SlSTOIA DE OP.DEH t,J•l,S/H•l. 
Hll\jilJlo\ClOM 1 IWlOOl, 

)UO 
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llO CNI !UU "º 
ISTIKACIOlf DI u NSV,nD.DLL lUlOO.Slstt:K.\ °' 01m:H 2,a'•J,UZJf,S/H•l,
•Ht\IWCIOll 1 ~U.Ol 

l)IJ lOO nu 1000 

Ul.lKM:IOll DI u DLSV.STD.L:EL 1u100.1UnKA °' OllDIM J,J-o.57141,S/M•l.

natwUAClWI 1 IUUIO) 

Flg 5,50 

.1 

300 

Dl los tres casou la cstinaciln ca cnorm:rnento pr6x.irod n u, y es c..'On

pitllilo con la prt.'Vi&i~ du cawit.tmcia Ud tooruna !1.4, 1.:1 ~crtur-

00ci6n utiliz~ en los tras Cil!>O~ es gau!laiana y la CJ\trdcla al üíSl!!_ 

nu ee rPJ1G12·1, 

PMa verificar la tendencia úwcrG.ll"Cllto proi:t:1rcionul i.1 11 dl! la Vd -

riollltd dol l!l:ltinu.Jor t.lu u, oo ro.al.izaron tlimulLicicrtes uclJru el uJstc -

m:1 de príioor y uo.;undo or\lcn, 

D1 amlJJs CüSOS se excitó ul sistema oon entrada PRU~11'/ y se 1x.:rturb~ 

rcn los sietonas ron PIJlDOl, RUID02, f.UIU03, klJIOQ11, 1m11J1.;5 1 obtcni62 

ilooa rui! cinco rrulizaciones del oistuna du prilrL!ro y "'-'Jurd.> ordw, 

En el do primar orden se utilizó S/N ' 10, y en el S"i\llldo orú:!n 

S/N • 1. 

Se canp.11:6 la d""viaci6n cuatlrátic.i rralia de la cstinucUn du u para 

la.a cinco roaliz11Cioocu en antias casos, cuto cs 1 

[ 
1 • r"' •] 11• 

DCH • ¡ j~l ({oJ •O) ( 5,Jl,B) 

óco:la el irdico j señdla el n.!. , do rcaliZdCi6n, Esto fue hccilO p;ira 

distintos valores de 11 (SO, 100, 150, JOO y 500), 

Los resultados se presentan en las fi<¡Ul"as (5,51) y (5,52), en Une• 

gruesa, a:ntra la ley asintótica (<11 l1nc.l delgada) dada por la inV"!. 

aa de la expresi6n (5.167), 
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··~ 
l,•Qll Ju• ----;~IU---¡\q----1.•;---í¿J 

r.,u.r1J• l~•"'''''" ••'l• '• :'i n,n.:,.,~ '' ....... ,.. 

º·~·· __ .. __ • _________ , __ __:'j 
~ ,,., , ... , l.\J '" 

llffll~1 l,111 t~•ltll lt& l••li,o 1h ............ 111 ' ' '"'""'l'f 
1111, ... , .............. ,.i ... ,, •••••. •11 .. hl. hl~,, •••• • ,.u ... 4• ,., •• , '"'"'"•'''"'1.'• -·~··. 11•1• , ..... ,º 

flg 5,51 flg 5,52 

&1 .nlxloi """°" lOll rusult<>:los !l'olll.1ficstan UM lcri.lonc:ia similor a la 

pn.'Viat4 y !W'I la1 v4lorei1 nús 11ll<>1 do 11 """"'ta..Jos (JOO y 500) os 

cbUo llllCalran IM)<>r proxlmid.Jd a la ley t<&ic.1. 

S 111 l'"'!ill' a dlWs la ooincidcncia es ru::J1!uimJ mejor ai las sl.'lulúci!!_ · 

ne1 ac&Jru ul ahbJ.\l do primer orden. tll ~ c..11i00 110.ra u ~ JOO *> 

h• llll<Dll.ndo una 011t.imlcl6n oo o pmoo.iia.lnUlte mejor que lo que "" 

uperiba. 

Ctiw ""~ Jo la V.u-lanza han •Ido discuUdOll en el po1rrnfo 

S.6.c1 ó1U. 11C111 

N 1 11 .,. 

1 
52 . (j~l Ej(j )/j~I ~) 

( S,169) 

N • 1/1 
Sl . (! Jh ...uW... ) 

N ( j/jtp) 
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El'I cl:>rxlo cj( j) es el j~sil10 residuo wrrcspcnl.(cnto a la cst.!m.:.cUn en 

t'l (es decir el llltilro residuo wrrosixu:li.mta a dicha cstiJnaci6nJ, 

Otra fOlllla do gcncrilt' un estimador es ain un factor do olvido u: 

$01.Y • (~.170) 

l:ll la íiqura 5,53 so 11ucutra la cvoluc16n du l.!ti~ truu t·sti.Jn,:u.klrl•U .i...11~-
I N .rus do SI = N-p i ~1 <u' ( il, (que es el que h(Jll.)s utilizado h.lSta ahora), 

(l'11'a una realüaci6n del sist:ana do Scgunclo orden coo inicializaci6n ••

blótM.ia, 

D1 esto cjunplo sl es el qua se mantiene nús alejado (aunquu loi; 4 csti

nuc:brcu convergen adccuad11TK!llto) , rJJce d~~ndo muy fucrtarcntc da la 

il1icializ0Ci6n dol ulgoritno. 

lDu ostirnOO:>re• 52 y SJ en esto cjanplo se 1TU11ticncn nuy m·óxino• entre 

s!, y :;oLV ránidamcntc au acerca al valor rc.:i.l du o, a cat~t.:a de m.:1J1to -

ncr un nivol do oocilaci6n pormancnte alrudu.lor do 61 dclJi<lo "1 cfocLO 

dol factor do olvido a • 0,98, 
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Cl'flh>ITAl'lll)TIJ rr n.u lSUl'l.\WIJS Dr u l.!UV.STD.flrL lt.:100 tN llliA lf./J.11.ACIOlrl JIC. 
IUILI'• Da UQ;!'~ UUlt.;1, a/h•IU ,r<.lll\'HAClf.\i'll 111.INI. 

r19 s,sl 

5.12,6 lnlcl•lluclón ubltr.iriil vs. e>1acta 

y,. "'ha d.iBCUlido (ver 5,4 y 5.5) el probluna dc lo inlcializacl6n del 

a.l<)Ol"ltm:I do mlrúrros cuadrados y oo ha nootrodo que para N • w es oriul• 

vtlmto el utilizar los prinl!ros datoo o:J10 ooo:Uciooce inlcl.Ucs J>U"• 

1.ia aiguimtea rtX:Urniancs, a 00\91dcrar una matriz inicial IX' X ¡"1• 
" u 

1".)r •UJJ.lCtitu que la wlocid..d oon qua se dnroxim.11\ entre ut loa c!ltiml• 

lbrm d>tcrúcbl CUl Ar.'hu 1.nicializaclooc9 no ca siunoru la mi!:mJf ~ -

"""'" de r:uchoa factores. ll1 Pürticular lo estructura do la r:utriz 

(Xr Xl ...., dc¡mdo <e la c•tructura dul sl9t.<l!L1 cu ITlJ)I 1Jlmrt<u1tc. 

h>r •j'"'l'lo m un misro aistanil, mra distinto9 nivclcs du ruido, a ma· 

;.,.. v..nan .. dol ruido, n-.is prmto se aprox!JMn loo estlmadorcs. Esto 

m W!iu • Cf111 la voll"ianza del Nido incido llUChO en una parte de la 

~dll(XTX), 

312 

ru la miYM fonna, el misro aietana a:11 distintas -Utu<fos dc entra· 

da es cst.irnado en forma más parecida a iruyor anqill tud do la señal de 

cntrad'l. 

D1 la práctica 1011 ru~ultadoü obtunil.b:.1 o:.>11 u.n~AlS irúcialiZJcioot!a han 

rcsult.odo b.ititante pr6xinoe, y hün o:.:11Ci111.idD las provi&iooeu. Para 

ovalar cuta afinnaci6n proocnt.dlto1;1 all)W"IOS cjurplos. 

'" '" '" JU 10 

Flg s.s~ 
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01 la figura (5, 541 oo nuestra la ident1f1cacioo dal si.Btuna do oo¡un

dt• onlm para una rcldei&1 S/11 • 1, pcrturllado ron RUIDO!. La 1daiti

flc.>ei6n fw 1n1cl4Uzod.l arbitrariancntc. 

Lo millna 1cU\t1f1caci6n, roaUzilda con 1nic1alizaci6n CJ<ücta so ITllC8 -

ua m la fi<JU&"a (5,16), 

Elu:l!pto m ia. primoroe T>Jtltoo,doodc tcxl.lv!a no cxlotc ol ostloodo oon 

inJ.cJ..Ui:l:.ici6i1 ux.u:ld., n.:u\.lll .. 1 dlUcU Uhti.1-..Juii- UHcrulci..u.i .i t11.n~1lu 

r ... vwuali&al' os.u diforutciol!I .., h.1n "'1\Üi.UO los prlrrc1:00 50 ['Jll -

te• de mtl.'1lo1Ci6n de los par~tros o1 y b1, A po:utir da N • IG cota 

dlforonci~ gs •tJY (UJUo>i"' y a poutir do N • •O 1<& prwisl0.1 do l<& ti -

Q"<• ro pcrmit.I di&t1no¡u1r diferoocias. 

¡ 1 

... ···---·-· ·----•1 ., 
•U•Hu H Utl""U••n H L111 ruuun1 •i t •i HL •11n11a u t1111 1 
11 HIClllU1Clt1HI UUU 1 Alll14Ula,l.lllCIH H4•L a HIW 111•1 ,o 
OHUlHUut1 HIMIJ 

ílq 5,55 
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Para cnrqnrar nuiéricillf<'.ntc "11005 col:JJnaciaios se t.lbulan lo• rusul ta

cloi para 11 ' 10, 50,IOú,200,J00,400 y 500 m la tilbla 5.VII, 

TABLA 5.Vll 

!~~· ."..~~! ! 'l!...!'LJ ~ ~·~· T ~"~.'-!'!J!!l'!H.12-~-':!'.\_!tJ ~..!.'!.1.'~_C:tAr.' '.1•!~ 
C!.'U.'Ll.~'t-1J.t1D.r.·1_ .. v.•.u •.-'.!L~.~!.".~t.!!.:.!!.~.A...:!.!....:!!!.'!.. t 
t1ol1uh •• r•llH"'"••l•l•ot c11•.ru•"•''"'lfl•llOll111'1S/f'r, 
U lu ih ••i1•l 1 hl J111 '/~• l ,llii11ur '' '~"'"" ¡.,,,, .i 11•\00, 
l ~Ir\ u 11A~1.11!_ \~ .!!...~ t•.! • I ~, .l..!J!..1.~ l!!.t".l~'Lt!.'.!'.!.! • 

l!.11"111•11': 111 11 fU•••,.ur 
1101 ... ll"llll•U"''''''''''I'.' 11• 1 
1111 •l,l'Vl{l.,,, 01411/U 
111 ~ 0, I 11#11 to" 0,Y41"•4 
00 l111>\4JP,.,, 1.llUtl 
11 1 n.1•fl111y,,,, 0.1•1••'.I " 111.1•········· 1.1•,110 
'~l 11"11•••'• '11 , 1 loll•• ..... 
001l'oll,. .. l,Ult11to j•¡• lo olllo 
A 1 • I , !,nu~.u,, , , 1• 1v111 , • 
11 ~ 11 • .1u11u .. ., (1,11111 •• 
llV f." 1'1lt.JI.,., v.,•4''11 
ri 1 o.t:l'\I,,., r,:".114 
" U'1.c.u,•u:o1,,., 1.n11o, 

J!illP1t1l1'" IH 11 IUll .. , .... 
t11llollP1r.lll:Oo1•100l•lv'J1l.lho 
A 1 • 1.:.1.uu,... a,111.1.1u~ 
.- 2 o, n.·4J,... c..u~1·~J 

11 o 1,tt,'"º"" uo1•.111t. 
ai1 "••·'1"'11+•• o,1•!111. 
V J,"lol/11','folOI 1+:114•4 

flillPlft.l• 1': IH fl ;f1•f10•1 •ou 
••• rr.11 ... , •. 11 11,,,,,,1•\',\',:,1110 

A 1 •lo'ol'1l11too 0,1•4Ul1 
A: OolJ',\J4oou l'lofll-1111 
110 1,o•.1119,,,, o,1t111o;:\ 
11 1 1'114ílltv!ioo11 Q.IUO 
Y 4!.'0.1\l/l.luoo 11~:•14 

["ll~A'+1< 1o l tf fl ]fl/lo .. ooU 

,.,¡:oll"fll'fl'it11oool•U.V1•.111o 
A 1 .¡,•,11:•:,u,,,, 011Jl'114 

": "º"''""'•" ll1UU!., 
ai tJ 1,11~ 11111,,,, o.~•1'..'I 
• 1 11.Jv11t01011 u,(t'rn:.1 
11 •4:..1.1:.1 .. " ¡,41¿:.u 

[lollr'llit•!t.; IH 11 400u•u•• 
... l::.llht.:11n, •• ,,.to1 1i•o'1ll•1 
A 1 •lo!•ll.Y411•0 OoU,'U.,00 
/1 1 Oolo'.'Jlo11t Ool':'1•t.:t 
• O 1001to4111•• u,011]~ 
11 1 u 0 4,1¿t,/101• Uof'll.U:. 
V IH1'..f.Yol41111 l14:01tu• 

llillr'lfll'l•'I 11'1 11 ~UO•••,., .. 
1111hllM·•l•hl•111111l1I•1'1 1.1~1 
.- t ., ,•.11111.•,, ,, u.e·~'"º,. 
,. 1 o,n11111,,,, Clol•:",nt. 
11 0 10VIOYA1110 O+UUIJ 

• t "ºº'"'"" 0,(14/~4 
V IOl41JOUJl11u loUOOJ 

r1111"'"1111 rH 11 ,,. ...... . 
,,,1!1ll~nht•1,, 1 ,,,1•1 •,•,! 111+ 
(\ 1 ., ,.,,, •• ¡/,... 1),,110,.,• 
ill :' o>,\lt•l!.H,,,, o.111M•I "º 1,.1•,,,!,y,,,, 01/J,1111 
111 l),•,1.1111• ..... !11•1;·1101 
V 4oh•1u,,,. lollU/ 
fUl"lill111•1 IN 11 fl•I••••••• 
oool'Jlln.\l••·"•••••+M:..¡, 1.11•, 
ill 1 •lo~ ",'l ,10 o o 1 Ooll·''l'UI 
A~ Oohll•t,., 1 11,¡1}11.'J 
11 U t'lo'l'C'.'I•••• Uo 'HAI 
11 1 f'l11·1~11\,... (1,,11 1 .... 
" l;':0,'11'1'•11.,,,, •·"'·",14 

L~l 111Atul, 1 fl 11 IOll•~u••• 
•••l\ollrowu·,.,,,,,11'.'lo'.ll", 
ill 1 •t o':i~IOJo o 1 t Oo•J,\')UI 
1111 11.n.11 •• , .. •J.\'l"H 
l•O lo!.'llAlo.,, IJd!'o''" 
111 11,4,\l"J'"' Oil'-114 
V ~o:.1,u:·1111.l1 o,, l 1411/u 

llllJft11J1fl•+ IH 11 JUlh•••oU 
••1l.'1l1nt1l'm.,,,,,,l'l"Y.: tu. 
A l •l,~,•;•!.11,, o 1 O,IJJY'lll 
A 2 01IJJ'll111t C1 0 U.•'l°tl 
1 O l o044'J~oo '' U,JUl'I'/ 
., 0141•'1\14ioto 01ll:?fod 
IJ 4•4,¡!.t1A'l1110 lo!llJ.'lo 

[111l"'fllo•l'llN 11 lll\ltu .... 
••• r-.1111(11•.1·"····••1 1 

• .,•,!,,.,, 
fll ..... 11'1!.ll,,,, 010Jlll 

,. ~ Oo 1.'1111,... º''" ··~ 
lf U loC'll/JU1101 'loO:l' 4.1 
11 1 01Jv• .. 11,,, 1 n,u'ltllt' 
Y. •J4o0'rYl!'loot1 1141.tlt.P 

rGIH,A\•llU IN 11 4fJtJ•••11u• 
, ,,,L!;llllAl• .. !io,,,,,1•1•,•,. . .,11+0 

A t -1.:.111·111,. .. Ool.'o'tllll 
11 2 · r,1;·u11,,,, o.v,11•1.1 
110 1,111,•u..,,,,, o,r1,0·111 
111 l 0,4;•0-u,.,, u.u.•A:.,, 
11 . 11: \1111~,•t,•,." l oUY 'I 

~~:::·n~~,.~~., ~ ! . t.~,(1,7;~.~;.~: 
... I • _, •'•l.'.IUo •• t 11,c .·~··•I 
illil Oo/1111,11011 Uoll.",J'I 
111 o t.111>1!..•1111 n,111,41~ 
• I o.u11.11 .... O,Ol/.10 
V 11>02,11u:.o.... t1U•UIO 
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Uie&wao Cf• ya ntra H r. so 'la difurmcill 00.s alta oon-cu¡l.:n.h! al Pll"~ 

• tro b0 (ca de 1 O, ll95) , siendo d Onioo ¡ur:Mootro wya di!cruncia do 

v1 lorea csUmoá:>• e• mayor que 1.5\, 

Par.i H crocient.o esta difer"1Ci.1 disninu¡,,, p.ira 11 • 200 las difercn -

'c1 ... lllhimas 1a1 del onlcn dc O.U y rara 11 • 100 las difurcnc!.19 ll\1x! 

""ª st.i del orden do o.o. 
llunj\11! r.:i uo sil)UO una ley cxocta, pm.=rfo cxfoUr la t.w<luncia a d~ 

c1ua>r 5<><j!ln 1/11 l"" difcn'11Cias entre arrboo cutlnudorc:¡, TJ.71J16n 1=• 

lca est.i.ll\.\Cicncu de lüS varia.nz.as de loo oa\r&l\.!t.ros la pra>o:inúd.li.i ca 

bi:atantc Alu • partir oo u ' so. Esto sin ailliuqo, no es e!U11pra ast, 

W·IUTDS m i;oquida W1 ~junplo. 

D1 la tabl• s. VI n se pr!.?uc.:nttln una Sl!t'io de valorc11 tla loo p.:1r:Un1Jtrou 

•u;tiJMda& ca\ laa doe inicializacioocu., rara el tiiat:Lm.l do SO.Juró:> or-

din y con una rolacifn señal a ruido r.1:1 ' 10. 

du N • 50 lu dt!Olcncias '"'º •uy pc<¡uci\a91 en 11 • so 14 dHerunciA 

lllb qTande CX>rres¡md.! t.ati>1Í'1 a b
0

, y es de 0,06423, •lerdo el !lniCX> 

pir3i:ctro Ulll una cUfcrcncia da valores cot!Jr.ldos 11\lyor c¡uo el l\, 

l:r..r• WI, pill'A N cn~-cimte C!fot.a difcrmcia dili1\inuyo. El poor do 

lt• Colf.iOli 11CJUQ aiudo la diferencia. ex>nc:sp:niicntc a 1.10, que dccro-

01 -Jlln 1 /H butalot.e apt1:»ÚJ1lil<l.Jircnt.e, 

p,.,w h.ly 111111 cUf<:rcncia a¡m>cioblUlUlt.c groroo es en l• cot.imlcifn do 

u Vj!rUna da lcll ""~n,,., Esta proY!me de una iJrtlcrCur:ta cuti

mcUln di o1 r n> cia ..... ""'1• lllltJnlic1& de 1: <x1 x¡"'. 
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11l111" •• Ull.,uU•••hl .. • 1u•uh1,,.u,1u111111uT1sH1,,, .. u1•11 
lt.1\lll,p1tt11r•u1h1UllPDl 11l••IO,d .. ,• •• ••nnulu111 11•100, 

l!olllt•ll.,11111 11 l\!•••••ol 
... 1•.11""'''''·•"'''''''"'"''"' 111 .,,.,,.\•.'!,,,, u .. ··1.•,•i-
",• 1.,ur,•!.,.,, o.~··'·'' 
,,. 1,•,1.::11.,., \l.ltl}\j 
ti& IJot.t.'l<foo" Oo!.\ol,'' 
v 1,:,.111,u.,.. l.1.'luJ 

l'!il lllA\•U; 11'1 11 ~O·•••••• 
,,.l~IJrllH1"'''" 14 '•' .'.11•, 
111 •1.1.11r11.,,, u .. ·11•>'4 
1\ ,o 11•.'ll•·'I • "' Uol"' •'•'>' 
f(I ''""·'''"''' 11,11•4.•,• 
11 1 Uo.',', 1.,•.," U.,'•J414 
V Y, .•t 1.•1,,, t u, •11.1,1~ 

l t.1 lflo\l•h! 111 11 ~U••••••• 
... 1:.1111 .. 1 u~ .. , .. ••• """111, 
fll •l•'tl•ll,.., IJ,l·'.Ol 
11,• 11,•4,,.,,,,, u.-.i'.'••4 
1• U ¡,n4•11.•,,., Odhl•41 
111 •l,'.41.'.,,.,. u.1111119 
!/ o'l••~J •. 4,,,, u,u1'..r,1 

l\1111.\l!ol•, LH 11 11.m•••• •t• 
,,,1!,llll,\l11•;,,,., M\'.'•~·11•, 

11 1 •to' , _. ,.,, , , , ~··" tt.·.u 
11.f """''"" u,uuu .. u •• .,;~¡ ..... .. º·' '1• :.o 
• 1 º·'··~· .. J,... lhl/' . .'61) 
v JOJ.11111., 1,, ,, o.·.~,.,~ 

191111111i•1"l IN 11 .'0thu 0 •• 

,.,1\tlln•t"l'uooo"ll'.lo'.111, 
11 1 • 1. ,~ .. ~...... 0,11,'l llJ 
11:' l'•'I''"'"" o.u.·110 
•O lofl,'6'•"" u.U.l'(I• 
.. , Uo'o•1\l1•t1, 01 1 0,041Y(I 
V \Jo.',..'J.1 11 , 1 Uo'o.'I J~ 

f\111111\'ll'•lft flJCHl•U•••• 
1 o,¡ ~11111111 l'lo ,, o o. UI 'o\',follto 
11 1 .¡,41'o,"'"' UoUIMll •.: u,,., ... '""" 0.1111.•.1 
"11 1.0:111 .... o.11:-1111J 
•I Oo4111llo•" f,ll\.'114 
V /Jo.lnJI .... o.4y4:1 

\lolltlAl"l'I IN 11 10·••"•• 
............. 1>11: ... , •• 1•"11·""'• 
11 1 ·J,'1.\\n,,., 0.1.1.,,J 
111 1 (1, • '" 1.... u.11~c14 
lo o 1.11••.olf.... o.~)v:1 
111 1 ll, ~ '111.'o" o lltl,'" 11 
11 11.~ .. IH,.,, o.,··~/J 

Í!•lllMh"'i IN 11 :;'U••••••• 
o t ,\ !ol l,.,•hotú 0 1 11 1,.1 !o'J, ~.111, 

11 1 • J, ',',~·¡ 1 +"O ll oll !ti I 1 
11.! ll,/11111.,,. g,(!•111,• 
Po 1.iutu.,., u.111!4'• 
" 1 u.'"''""" u,1,111~ 
V 1.1.,t./4.,., U,JUU 

l~111111:"'; lit fl Sb•••"'h 
,,,1:.dlnt11•u.,,,,.,1<1!1Jo',fl•, 
111 •J,?,1qu,,., 11,11•!•1 
111 :.! •J,JH111.,., u.111104 
11 11 u.~"'·!.'•,,, u,'ll••1Y 
• 1 º·"'º"•••• 0.111',,,4 
u '''''61t,. .. llo'ol•fl ... 

l~lllll'll•1t'o IH ti IOO•"'""• 
••• u.1:.,:.1·11.,,,,,,.1·1•\•,IJ•, 
11 1 1 • '• 'I'\~ .. ,, 1 u, OJ•/llJ 
11 ,: 1,1, llo lo~ .. " llo'J 1 • ... 
• D r,v., •:1•,,,, 11, )••"·'' 
UI 0.411.'IYooto 0,11'..'lt 
V :;ou.11.:10,,,, 0,41014 

li.1111 .. H•!t 111 11 ~uu ....... 
•• ,, ~1111 .. 1,,1•,, .... ltl' .,, .. 11 •• 
llJ •l,4"''"'"" u.Ul'llU 
11: oo11•1.n,.,. o.111t11 
•u 1.u1uo.,,, 0.011·111 
111 0.:.01111 .. ., o,vJlllJ 
V UoUYJIY 1"' 0 0 4/~14 

(111111/11"'~ 1 H 11 JllU• •••••• 
11,lltlln"l'UJ,,,,,,h:.V,~lllo 
141 •lo4W!,1,•.,,., OoO"ll,! 
11 1 u,1111.1t,.,. 0 0111•,p 
'o 1.u1111it,,,, o.u.·1.11'1 
11 OoH.'AO,.., OolllOIW 
\1 •lo111VJ.t,.,, OoOIJ/ 

Cl:Jro cjonplo pJ<Xlo wrificursc en la tabla r¡uo corrig!rndo cc.n l•uo es

timaciones de a', la dior¡ooal de (XT X)-I coircido M bUS tr~s priro -

ras cifras decimales desde N = 10. 

Pero la diferencia no es cllarm.mte ui ~rcibim:ls qua la sci.lrocstimlcitn. 

do a' provionc da alto• errores de prodioci6n en los [ll'illllroo datos. 

Al=a cntaicea con Cllll9idarar otro "8t:JJT.1dor do o1 _. que no tare ~ 

to M cuenta los prilooros datos. 
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Ullllo>lnmte eito ..., es n<.'CC&lriO r.ucsto que se trab.lja oon al'JUll" el!_ 

., de olvido (p. ej 1 cx¡:oncncial), y naturalmente los prlr.cros datos 

ai r4pid.mnente olvidadai y la ai>roximaci6n mejora notablut""1tc, l"'l 

to m 1A eatim>cil'n de los J>ll"~TCtroo CXl10 m •us variani'1!1. 

5.u,7 h.tenslonH de mínimos cuadr.do•: •IUemu v1rl•blcs en el 

&len.po y 1luc.1r11u con ténnfno con1Unt1 

1. S1Uemn variables en t.1 tiempo 

IUIDI discutido en la &<.<X:itn s,e alc¡uros formas do abonlar el prcble

.,. de i. idmtific.>ei6n do sistan.u W\'00 ror~l:l'OS varían "'' el ti".!! 

po. En cute plrnfo "" pre¡mtan algunos ojm¡>loe del uoo cl"l algori~ 

no <D1 olvido cxp:ncncial visto en el ¡m-rafo 5,B,l. 

rucur•ivas '''"' (5,116), 

El v&lar de 11 (far.ter de olvioo) debe &er tal que o < 11 ! 1. Si a•! 

11 &l<pritno ea el do rn!n1Jrai cu.idro>Joo on!J.nario ¡uaa dcl.w.;.¡ rua:>r -

el.Ir que Qlt.mle m!nimii.nlo Cll O lA funcifn do ooetor 

Ji:n.lu e¡ ca el rc:iiduo cor-rcsrauicntc a la sallü.i y¡, 

CV1i.Ultanalto i. ula.""'Cl~\ 00 a es crucial y su ulccci6n e~ en to.Jea 

b .,_,. un ~so entre dce factores 1 el pr!Jrero •• quo mcoo -

,_ v&lon>a de 11 pomitm un ~ento n>1s r.1nido dol la var1aci6n 

lilr lm por..,tnia, el ao¡urdo es que mmorcs valore• de a ilnplican C!!, 
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timados m1s variables, rrcnos estables, 

Dcbmos ¡>Jes eleqir valores do a c¡ue den resultados aceptables en am -

b>a sentidos, m la figura s.1 se di!Jujaron la. grMicas de los pcoos 

rclntivou do los rcliiduos p.:i.ra diutintos v . .dorca da o. 

Prcsmtarunos princro do!i ejUTiploo, El priltcro es do un sistrn\l do º!: 

den 1 y ol sa¡undo .,.. ciJ un eist:uM do onlcn 2, El ¡>riloor """º oo lr~ 

t:4 do un eist:úna que CUTiple la ley (S. l 71) y en t = soo canbia su ley 

a (S,172) 

{ 
y(t) • o.e y(t-1) t u(t) t oolt) ( !J.1"11) 

y(t) = 0,6 y(t·ll t 1.3 u(t) t oc(t) (1,172) 

daido1 o • 0,316210, .,(t) es tuido blanco de distribuci61 norm.ü (o, 

!), !lasta t • soo la relaci6n señal a ruido es 5/11 = JO, desda t 

~oo ia· ralaci6n S/N ' 16,9, 

cano c:n c..:woo .:mtcriorca, lü cntradJ utili•t.ltc1d fuo 1•1111:~J'll, la íucnlo 

do tuido es RU!IJO~. ~. silnularon 1127 datos y se supri'Tliuron los r>rincroa 

127. La ident1ficaci6n fue llevada • cabo oon el proc¡rama H!CU/r./ 

OLVL'XI' y al resultado do la uvoluci6n del eutimldar IO pru¡cnta m la 

Cic¡ura (S,56). El valor utili•ado p.>ra 11 fuo do 0.98 



.. . ........ . 
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319 

riq s.s6 

l\ülu cbk!lVM&ü 1¡uo luei;p do WlQ!I 120 inst.mtc!l de nuuot1·t-o lo¡¡ cst.!_ 

~ du lc.ot [Ul'flllCtrw c¡u..W.1 bJ:it.mtn prf»<Jnw .U valor mil c¡uo uo 

~raflct. lir.t>ll!n. Cl:Jnp.l.rcsu la !lqura (S.561 cm la fic¡ura (5.111 qua 

:x>rrcs¡u"do a la ::.dt."ntific..iciOO du un sistuna d~ priloor on.1(1\ i.Jw.iri.:ul 

te en. el Uar~, tXm el o.llJOritzm do nl1n1sn.::o C'U.ldriklos CU'tlinario. Al! 

X. c.:.- Uencn '"laclCJlcS sciloll. a ruido slmil<U..,,., ¡:.oro mlcntrM 

,.,.. m un C4l:ll lau v.irianz..u do loe csUm .. -.JorCJ sc:.1 pt"OfX>rcJon.1h.•s a 

l /H, LI\ al oll'o o~ no, (vc.n.11Cli en tl1..'l}Uidt ciuc wn prop.Jt'C ion.:t.11..'11 4 

'1tnlt) (1 .. «l 
r¡:¡;JI¡ ¡-¡¡;¡-; 'f-'C ¡w-.i // + m °" 1-a/ltul • El'l ul C>!IO que CSWllllO 

'~aUM'ldc uto 1nd.ica que para ll + • BU esperan varianzas du lou c.uti

llll.b"cat U.JUiY1&le11tca 4 },l:J rJU.u MI rbtJ:sdrfNl mol pi·.l11•ir c.u"J tt•l 

11 • !l'J • l t 0,~8/1-0,•JU, 

In ir>:Ucadlr de i. wlocid.o<I COl que el est.imi>:>:>r p.lC<la •DJUlr las v!. 

ri.:icn>I de 108 ?U'~tras os saOOr w~too de loo llltittOO [JC'"..OO de 

a r.ick>e ....,, llll p>romtaje detcmlnaOO, (por ajanplo el 90\I. 

,;,,¡ .~ de u ..... de los """"" "H- l do todoo loo resldoos e 1• El'l 
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la fiqura (S.57) so grafica la curva oorrcsooodicnte al 90i. 

Por ej"11plo, para a • 0,9B los íiltimoo 114 pesos oonticncn IMs dol 90\ 

do la ª""' total 1 esta ooincidc con la wlociclad de scgu!mlcnt:o enoon

t.rdd.l en el ojanplo ant.orior • 

o.u ·-=~-§ 
0.11 

--~ 
o.tn ......... ---___ -----j 

o.uu --- - -----··J 
JO sn lflll HO Jno (l) UD 

V.1lori-1 JC' "' f1llU In, r11.1lr• hu 11111•111, ~ roo• SIJl'~A 
ti tlU' Je h "'•¡ l11t.1I •JI' 11•• flC'\M,• 

Flg S.S7 

Valores do 11 po.ra otros poroontajas p distintos del 90' p.icdm ser ob

tcnJdo• do lo fic¡ura (5.11 rora sl~uo1 

Para H .. • lo B\.11\:.1 de t.ockls loe ~s desde t Ji 1 a t :s H tiende a 

1/1-a ; lo suna de los Ol.timoo.K [lOSOll eso 

j~N aN-j 

j•H·ktl 

• 1 - ak 
1 - a 

(5,!'13) 



m 

al 18 qll.lc.r• '!"" eoto r:upnr.lUltc un p:>roontajo p x 100 dol total 

( 1/1-a) O\tcnooa1 

(5,1'1•) 

, , ak ' 1 - p (l, 175) 

dll esta dltiml L'C\l.lci6n so desprende 'tl>J pura calcular C\l.lfllOs """°" 
lk) a>nticnul el poroontdje p • 100 ool total para un valor do a du -

t>111lilw:k:J, basta wr L'Sl la figuro (5,1) el valor du 11 pura el cu.al a
11 

o:>rta la llno.1 l ·p. 

t: 1 111>7.nlo cjUTFlo es un aistana do orden 2 cuyos par5rrootroa " 1 Y u, 

udon ~te ero t • soo. Las ecuaciones (5.176) y (5,177) ro -

Fl1l8lrltAn el 11ataM antes y dcs~s do t • ~00: 

{ 

y(t) • 1.5 ·¡(t·l)·0,7y(t-2)tu(t·1lt0,5u(t·2ltoe(t) 

y(t) • y(t·l)•0,7y(t·2)tl,Ju(t-l)t0.5u(t·2lt oe<t) 

•ludo• 

(5,17&) 

(5,177) 

e( t l rui<lo blanco oon distrlhucl6n oomll (0, ll y 

es ruido blanco oon rooiia coro y var lanza un!, 

t.>ria, 

Cwn el v.üor alo¡ido de a lo reloci6n aeñal • ruido s/H es 10 hwlta 

'' • sao, y 12.61 en ..ieiante. 

El nroccso tiO simuló CX>O u(t) • l'l{man, y r.a.:rlurbilciOO 1.dt 11 l11 1JllO!.i. 

Se slnulazm 1127 dltou de loo cuales so descartaron los prirncJ:os 127 

y oc idalt1fio6 el sistu"' oobro los 1000 d:ltos r"8t.mtcs oon ul pro

gramo tllCU/S/OLVr.XP, con a • 0.901, 

El resultado do la identificaci6n GC 9ra!ica en la figura (5.58), ooo

tra los valores reales de los r=linclros y el valor de k oo la figura 

(5,57) para a • o,985, 

1.1 

•I 

' 
= -~~~~ 

' 
:_ l\l ·-· 

' 
~¡ 

·•·•!:-""'"""' _________ ,,. 
l 111011rac~t10• WI "' IUTl"A 01 HGUCIO OIDU Ull.ULI .. IL. 11u••O,l•IOOO, ....... , 
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a. c¡cooral el resultado es buen:J, los estim:ldores SCll c:c=ros a los 

valorea roales. r.in wi>:lr<¡o el olvido cxpoocncJ.al introducu W1'l 11\ol" 

¡or vadanu m lü cstimocUn. Cor!Mese cor cj"'l'lo cm la figura 

(5,151 <b.W so pl'Cscnta la i<.lcntific.lei6n del sbtatu p.ua t < 500 

[kJ l• fiCJU.I'A (5.S7) uu pn .. '\/é "'-il 01tll!fl tltJ l~l ill:JlAHlcu dti l\t.IC!.llíl.J) 

\W'• alCd.'l.tM' unA ¡ii"'Q,l(j,¡nJ.daJ rclaUVJ, Al OUL"VO vl.llor do lou iw:U1~ • 

t.rou. F.&t.M 153 inst..Vltcs oo d.ibUj'1Jl en la gr~fi~, y a oinplo vta-

141 ee <Xl1{llucWn en el rosultacl.J do la figura (5, SBI caro un i.r<llca

.lor roU<lroble. 

EjC11tJlificaro10i1 illx:ira ocn una sirtUlo.ci6n ul ofc.-.c:to do variar el fa2, 

tor di! olvido a, El Histutu oonsidt!r&.lo es de pr!Joor ortlcn, cm una 

rel-=ifn sci\ol a ruido ronstantc igual a 10, El eistallol var!a brue• 

c.T.lJOta el pll1'&!.rct.r0 u1 en t = 500¡ la L'OJ.lci6n en difcrcr.cias del 

aiat<JM es (5,1781 h.ist.i t ' 100 y (S.1791 a ¡mtir de t ' 101, 

y(t) l t-0.9 qº
11• q

01 
u(t) ta e(t) (5.170) 

y(t) l 1-0,3 q-
11: q"'

1 
u(t) • a(c(t) (5,17'J) 

a.¡ o• O.'Jtt2;it:1, e(t) ruiW blanoo glllWUit\no y u(t) ruido UlivKXJ du 

...U. ouro y varianza • l. El si&tanil fue e~iulil<lo cm cntrill.l.l 

(u(tll r•o•1n y p>rturbücUn (e(tll Ru1r.01, roro en= antcrio -

...,.., .., alallAral 1127 datos de salida, do los r¡ue se climL"tiUOO loo 

¡ir~ u1. Q:r¡ loe 1000 datoa rc»tar\Wll "" efoctu6 la idcntifi~ 
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ci6n del sisb!M, Cll'ltro veces, cm distintos valores don: o, 99, 

0,985, 0.98, 0.97. IU ~roc¡r- utilizado fue HICU/S/OLVl:):r. 

Loo rosultadoa do las simulaciones so qrafican en ¡.,. figuras (5, 59) 

HCJ h.Ul tl.ibuj'1dQ uJu¡~ loo pmt.os ~lrd lou CU..l}CU lou p.!UOU tJu lOll 

rcuiduou J.QUtA.lriorw al Cll!T1Jio dul valor dul pM·t.rootro ul111i..u1 ni.W dul 

90\ del total. 

!"": ...... ,-~~---~'"""'I:~"""""='~ 
"1 

1 

1 
1 
1 

·-- 210----.¡ 
iOO 1 (MI IOG@ 

····. ___ ,,,__,,, ¡-~~ 
·····- ~-·. 



3:?5 

.. 

fl~ ~.60 

• ~ .............. ~ ... """' .... ~~""""'·"""~Q.,,...º"'""'""""--~W'7" ........ """ ... 
1 •• 

•• 114 

1 
1 
1 
1 

,,, 11100 

~·.~~--=_,_,.. ....... _,__,._,_..;;J7~-
IHUUIUClll 11 U llUIH, U Pll .. U HUI UIUIU U U. 111 11ft,l•IUI •• •1,U 

Flg ~.61 

.,. _ _. 
1-----------..1.--+--------rl .. 

::.~~ 
llUUHUUU 11 U lllllM ti Ul••I 0.011 tUU·••t 11 U. flllU'O,l•IHO,••l,•1 

Flq 5.6z 

J2G 

Puedo vurificarso c¡uo d.11::i1ninuyonc1o ul va.lar du u so g .. 1na Vl~loc1Ji:lt.l 1.11 

ul no:¡uim.icnto de l.is variaciones de los p.irámetros, a CX)Slü do wia 

mayor varianza en la cstimlci6n, lo que implica meoor prechi6n. 

No se fllOOO cstilblcrer a ptÚJIÚ qu6 es mojar, si !llil)<lr prccisi6n o ca

[>lCidold de OOJUimicntor la clccci6n de a duLc ser t.!clLl tar.mdo en 

cucnt.:l en prinl.•r luq..ir el cbjctivo da la idcntifiC<lei6n y, lr.M . .urlo t·n 

cuenta la. rclaci6tl sll'ial u ruido del tdatullil y la vulocidad C!.if~rikla 

en las variaciones de los parámetros • 

U\ efccto:Wl nivel alto de 5/N p:!nnitu valor~ de CI m."'~ 1:..'q\11:!1\'lJ ¡ur.i 

Wl villor fijo de la varianza da las cst.iniaciaics, mientras qut.: varia-

cioocs lcnt'1B do los parámetros admiten valorL'9 altos <le n sin afee -

tar BU SL'911irnicnto, 

En aplicacicncs do inqcnicrfo, rcuulta entonces nuy :úrp:>rt.:.u1te el tt?'" 

ncr en cuenta tocb el oonocim.icnto a µ'l.W11..l del sistma en cuvsti&, 

y efectuar Wlil sclecci6n ad ltoc do u. 

El cft.'Cto el incluir el foctor de olvido u n.>Hf.O:to la 1.érdid.:a do pl~ 

ciai6n da la cotim.lci6n 60 hace mtis pltcntc si cauparooos la.9 1.11-

t.tJr.ls cuatro Cio¡urM con lo fio¡ura (5,21) quo representa ln idmtifi

c.>eU.n <lul aistuno do:! pr1nl!r onla1 invarlantu en ol tiuo;¡xu 

1 
1 

_, -' 
y(t) 1-0,aJq = q o(t) + oe(t) 

a:in la misM relac16n señal a ruldo S/N • 10, pero 1in factor de olvi• 

clo (lll dceir m • 1), 
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~ Ulfa¡uo <JUll J11ulc dar algo da intuicifu al ¡m:j>lana do la 1nflu"!!. 

cia do a .Wro lA varianza do lA csUmac16n, "" oonaidurur ol noielo 

1111tm1&Uw ~ (2, 5Bla 

OCI\ X y e indopcrdicnt.cs, y &(e•Tl ' o1 I, 

DI _, aao l• matriz oo <X>Yarianzas dol estimador oo m1n1moo c:uadra-

clrordo> W .. la Nlriz de plliCJlll 

laN·:ll-i O l 
W r , 

o 
o 1 

QJnsidc!ulQ¡ m.itriz X 

N dilt.ri.Wc!6n, D, ej 1 

[
XI T] • T cuyas col\ltVklS &al v .. 1. do W\il m.ie• 
i<,',T 

c;.:u¡ a>luma rcpn.Gellt.l """"tr"" do un pro• 

w:;o cat.ocimarin o,,µioo. Entaioca en virtw dol teoruM D.2, re• 

COY Off 

N•I . 
i~O (a'J' 
¡¡:-¡--

( I a1l1 

l•D 

32B 

coto es quo1 

• • lt<l _1-<I 
covON110 --

1-uN lia 
(5. IUO) 

oanp.\n!so con la llliltriz de <XJYarianzas del estimador de mtn.uooa cua

draóoe ord1nario1 

Mientras quo la ®triz da oovarianzas tiende a la ITliltriz nulil cn el 

cstlmador oo m!niJroa CU<ldrodos ordinario, en el cstimodor ccn olvido 

cx¡:oncncial 

cav<Ü,.l ..!..... a 2 ~~ r. {xt>'iT) : cov(O..,) (S,181) 

piira N...,"" 

do esta forma, si o < a < 1 sa obtiene wia matriz de oova.danzas 

0
11 

poro 11 ~ • "JUivalcnt:D a la que se cbtcrdda pw"a un nlinuro 11• 

finito de cboorvac!oocu1 

1 t" r:a 

en el caso r¡ue tuvi6r"'°" Wla estimacioo da m!rúnal cuadraclos ord!na-

riA (t1 s 1 ). Por ejLf•~>lo c. • o.~·1 Nl'i • 6~.·1, a • O,IJU 111h •n, 

H* : 19'l, 
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t:l ~tal> do m!nii;IOO cuadrillloo cstudi¡¡cb en cslc capitulo ¡>Julo uor 

exlcRUOO • ~llreUl.!&lt..lciOOt."!1 ~urait6triCtlS n&I ,1mpliél:i 'IUt! 1<1 r¡ua ho

.... vialD, ¡:or oj1JnPlO a sistu1•1' de varias entradas y varias salidas, 

a.:u..io llU Cl<U1:11dm lou ruiu1u.Joa a Vd<!"" u1tr<ldau w.l U<tlid.l ,liW 

a:nilciOlllla del too<"°" 5.1 se oxUcndcn f.Xil.Jrcnte ¡»ra OSOJIU'ar la 

múat<n:la da 

1 .1' 
~.: ti-~, º11 

un caso p.utio.llar quo ¡uOOo ser entendido M1, ca ol do los Hiato

,.. CJUD UBU\ un.1 CXlletanto aditiva, ca decir, qw so riqcn ¡:or w\.l 

lay del tiPo• 

y(t) • -a,y(t·l)· ... -.1
11

y(t-nltb
0
u(t)t,.,tbmu(t-m)tctoc(t) (5,182) 

Elltrl.Cta!ulto hablando no se trata de Wl slsta11.1 lineal, PUode en -

tdldcno o;te c.uo cxno el do Wl sistcl!lil cai dos entrad.is (ver fJ.q 

1 

8 1 
1 L ____ ...,. -------1 

r I~ 5,6) 

y(ll 
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Eocribiondo (5,182) en fOITI\ol l!liltricial ¡moa 11 dlservaclonw do y(t), 

u(t) y u1(t) caro en el ncdclo lineal (2,58)1 

XN • ~''·T] ¡•¡T • (-y(l-1),,.,,.y(l·n),u(f),. • ., 
: 1 u(!-ml,1) 

X T T 11 0
11 

• (ou(I), ou(2),.,.,ou(U)) 

· QT = (aa.•• "';Jn' b
0

, ••• 1 bm 1cl 
. ... ·,~.1111) 

oon el nWiro criterio r¡w antcu, el estimador du m!nlru'J eu<>Jrü<loo ""' 

Lo dif'crcncia cxn el m6tcdo unploudo hilSta ahora es m1nim.l1 un.1 oolwn· 

na do unos en lo matriz xll; el algori- ha sido impluntalo en los dos 

caquunas recursivos vistos en el capitulo = los pro;ramas 1 

HlCU/C que realiza el algoritm:l do Plackctt 

SROOT/C r¡ue realiza el algoritm:l sr¡uare-root. 

C'!:.C do la UNAH. Su liotu<lo (1loUO en<X11traroo m el a!Xl.rxlico u. 80 

real.iza.tal nwcrctirui pnHba!I OCll ambau proJr<11n.is, talas fU(!ron c.xito-

sas. 

Cmo ojunplo so prcocnta W1il sil1Ulac16n. se trata de Wl oistuna de 

prinm' ordcll wia rclac16n s.tiitl a ruido s /N • 1. 

y(t) •O,G y(t·l) t u(t-1) t 0.5 t oe(t) (5.1Rll) 
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f\lclOI 1111ulodlS 1127 <Wcrvacioncs a partir de ccn:lici01cs iniciales 

nulall, 11Upr1mi~ loe 127 prin»ros rc:.-ultados. 

CU. 1<11 datoe rcsl:anll.'ll so cfoctu6 la idcntificoc.!6n del siutuna, con 

el pro:.iran~ ~fo.OOT /C ll\icializido c.n fotn'ü cx.lcta. 

L> cwluci&i de la cstimac16n ON CD1 l ~ N ~ 1000 ec rrucstra en la 

filNl"a (5,6'l 

' ' ~. 

'" '"' "' 

\. . , ..... 

IA ct1t.llMci6n ca cxoclc:ntc. 

tate proa.'11miento ¡amnitc iucntirtcar el eistu;1o1 al mi!llTU tiunpo quu 

el """'P do la "''11cla1•in nc<l!•icbi de un tratamiento previo del cst!_ 

lo du plUllllliar la aalida p.u"a restar llU valor l1llldlo o filtrar ~•ta 

-. ... filtn> puaalto•. 
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Este t.61miro constante ~ua PUrCCa agro¡ar un simnle det:illc con el 

m6t<xh da mínlrnoo cu.•lrams,p.Jedc transfornursc en un cSOJllo 1m -

fl;)rt.llltc en los mGtodoo do corrclacU.ri, cspo::ialncntc e1.1anOO m es 

OOMtilntC Cl1 el t1UllfX>1 aQn C\liUlCJO doscrib.1 Y•l.ri<lCiOflCS lcnt.is. 

Este c.:tso p:xida atacarse d.ircctal1"1lte CQ1 el m6todo de núninos cuadr!!_ 

oo• oqrcganro alguna clase do olviclo que permita un seguimiento de sus 

var iacialcs. 

5.12.8 Rufdo correl.Jcionüdo 

limos visto en la sccci6n 5,3 que es clave pura que el <?Stin»o:br de m1-

nJ.Jros audrados converja al pilI'~tro rcal,que el proceso del ruido sea. 

no corrclacia\ldo, 

~ aún, la cxprcs16n (5.42) señala c:u.'u es el sesgo asint6tico de la 

cut.imacUn. 1JJ vcrifirura100 oon un cjanplo . 

Sc.t el sistan..1 de prim:!r m:l,.1 (5, 145) donclo> la pcrturb.:lci6n en luq>r 

do ..,ro'• ac(t) es: o'(t) • ~ (u(t) t ru(t-1)), <XII clt) ruidoblon

oa gauusiano de nniia ocro y varianza un! taria, 

[1-0,e q-'Jy(t) • q-' u(t) + A(1 t rq-'j•ltl 

de llC\l8clo a (5.142) 1 

( 5,185) 
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·I 

• ', 0 • 0 • [R (0) • YY 
o 

O J r·RY•'( lj 
R (O) O 
uu 

(5,lRü) 

CXltlJ Jl1.11}0> 11: 1, si &e OJl~iWan >. ::i 1,Ci•1J'l9 y r ::z -0,7 cntono.:s ro• 

8'ÜLI 5/H • 1 , ', Ry/Ol • 2K2,7776 • 1,1556, 

A 

... o ... o. como O • 

A 

• º· . (5, lU7) 

,,. d.Jcir r¡ue u e•timocHln resultad bastant.o oc!J(]ada p.u-a el 1w-timo -

tro •a• el _,,ca aproxir.\lWílulto el 43\ de "• • 

lll """*''º pira el pou:ltrctro 1>
0 

la cstimolcifu ole¡.., siendo in!lC!>¡od.l, 

uotn 111 di.te• ciw l• '"''trh 1:1 1¡ <x/ x11 ll-' cu <ll"'J''"'l• y "l V\l<:tur 

1:1~ xN' •,:1 time dUTU1tca distintos do ooro oólo m el h>Jilr suncr!or. 

Y•"" llAbb advcrtick> en la wocrv..cifu do lo IK:ccU.n 5,J •¡uc aún CUiU..!, 

dg ul l\lldD flel'A aJnelaclcrwlo, laa IUtlmls CCUOCÍCllCI wl slotana 

(5,341 qa da la IOluci6n de m1n1nm ruidraá:>a, sic¡uon aitfldo válidas. 
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so sinW.6 Wl proceso de la fotmil doscrita oon ul sistCJt\l de prim:tr or

dun, untr"'~ u(t) ~ l'klliiln, o(t) e RUIDO!.!. Se oonuiJcr.:tron 11?7 ob·.Jc!, 

vaciaics de las cuales se dcscartma> las 127 prilooras. 

Cm ustos datos so rwliz6 la idcntific.:ici6n <ltJl sistana oon el nlryJrit 

"" do m!nim>• cuadrad.:&J iniciali•aJo en forma CKolcta, 

L.1 woluc:16n del cstin"üdar clt.itido H .,, l h.:m~1 11 = 1000 oo dü.it1j.1 ':ll la 

fic;ura. (S,65). Di ullu liU dibujt.&O ca1 ltnca llc.1\ll lou v..alot·l~i n-alm.1 

do ;11 (-O,&) y h
0

(1 ), y en l!nca p.111teadJ la estim.1.ci6n scsqada <li.J .i1 

que provú la ecuacifu (5.186) cuya maqnitud e•tá dada p:ir (S.187), 

= 

º~1--~----~-¡~,-.-----.----,-.~.-----------,·,.-----,-11-,---,-.,. 
...!\ -0.4M ,..._,....,_.'""""'""' ___ _.._..,,., -~~-------~------

-0,11----~-~~~-~~~~-~~~~~--~~~~ 

i'lltt:MS 1000 ESTIKACIOHlS Dt: LOS PARAKETl\OS Ur:L stsn:MA DI!; i'ltUU.k \llWl:N,CO!I 

11.UlDO COPJlU.ACIOllADO y IU::LAClOH SE~IJ. A au100 S/N•l.i'}.RTl'P.llACIOH:RUlW!l.PMLl .. 

CaAKA UOOT/S,• 

[Ullttf'lltll!l I" 11 tiOO .. •.,•••• 
• 1 tltit JHl1111IU0 1 1 11 1 l1C&\11 Dflh 
A 1 •014':l:!f'~11 • t 010M174 
p o o.11onY ••• , o,oon1 
V IY071077YY1111 l1Y:.oo 

FI~ 5,65 

ltHIHAl1ll!I l U 11101HI .. •••••• 
, , ,UUIHf'll1t1•1, 0111 ol1f!1IJ1fH!I, 
A l .. o,4:11~1.,,, o.o~~i;'lf 

Et o o,9J11111i,,,, o.o~.OYti 
V ·34e,4,(tU:!Oi'11 •, l .IJ&l:, 
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~!1cUv"1Ult.e L1 eatlmocUn ru•ult.l ""9900.. para •al y~· ul par.1mu• 

tm b
0 

AWfJO L1 cot1rucl(11 ro e• rruy wcru, p.icxlu ¡xru¡:u:au quu ro hJ•¡ 

llC>qo, 

0.Tt'drcsu la U.gura {5.6S) cn1 la fi<Jur.:i {S, 131 <(UtJ co1-n•un1'~k? .ll nú!!, 

au •hlUM OCll la mi~~ rclaciOO :~ci"ul a ruíc.b p..•ro cb1do li\S pcrtwU¿_ 

cic~ eran indc¡.~n.Hcntcs. La diferencia es oot..ll.>lc, en nri.JIJ.Jr lU•Jat 

11)1" el &e~ do "'ª y en scqurili lugar rorquiJ l'll el c.l!iO r¡u.;i 1..•Dt.a100 

llbcutiLnb m wtc ~\rr.sfo, la varianz.i dt? h
0 

rw-LOJ uvr b.wtdnto 11~ 

alta. PAra dllo bast.l observar que m la idcntHlc.>ci6n descrita en 

la Cir¡ura (5.13) la <!St!rr.lcifn de b 
0 

m 200 obscrvacicr.ca es i;cnsiblc

mmta 11<>jor quo m L• de Clltc caoo con 1000 d.J!lCrv<lcia.,,. tanto r:or el 

, vAl:x d.> b0 u::m> r:or sus oscilactC11CS, 

DI eatc ejlll{>lo so Q.11![1rucb.l tanto la existencia del ""990 caro la l1UIJ. 

n.it,.¡ qw pn"'1! la t1.1or!a. 

s.11,, Pl'rturbacloncs no lJolUS!tlolnJs 

Huta ahora UI lu sirtuL>cicucs prcscnt.ld.ls nao huroe limitac.I:> a pcr .. 

turu.v la. liaturw t.rat..J.1,.~ ron ruid.J bl.lncx> qauusiwo (o al mcru.s o.:n 

11cfuka <JUU lo oimulm) , 

U:n> "" h.a v1ato, la anlic16n de no oorrelaci6n do la ¡iarturb.lCUxi en 

db~lnt<l8 .ÚUit.lntcll do tiur¡l> "'" una rn:itr1cc16n lnq.ort.into f'.JC"to CJ\JO 

ui ul ....O 9<D1"a1 1111 anl.lc.16n nix:caarl.a pora ciltcoor una ostilrolC.16n 

nJ119oWM. 
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l'l>r otro lado la formo do la d1str1buci6n del ruido no e• una limJt:.1 .. 

ci6n soria1 IMs alln, las nropicdodus asintóticas ao sil)'UCll cumplicnlO 

pura distrihucicncs no qaWJsiana.s. 

So ha vla_rido a.inular con liciialcs CJdlWUiiU\al.J y..i r¡uu toorun.1 del lf 

mittJ: central m:diantc, es el caso más imp:lrtant.c en las aolic..1cto -

nw rornulí'.a. 

C.On.1iidcruroo oor cjunplo el tcorí.fül 5.1 de oonvcn;cncia del rWLo.b clu 

m!nirooe cuadrados, Sup.J1YJ<uoos que se cumplen sus hirotcsiu y rMni:crq;!_ 

noe fija la varianza o' del ruido varian<X> su distribución, Si .,¡ ru!_ 

do e(t) es gausaiano, el estimador 0
11 

tien:la a una lay mrn11l 

si u ( t) es Wl proceso cswciooario, la matriz asintótica de CXNJriiltl -

Zil.S es la inversa do la ootriz de Fistilr, y es p;Jr lo tanto la rota m!_ 

nima de Crancr-11a0, 

Sin aIDargo, p.ua otras distribuciaics ésta ro es forzosamu1tu la cota 

dtJ Crarncr .. J\ilO y el trorClflll 2.10 as~a que asintóticanY:....ntc el ost.im..1-

dir da máxima vcrooin1ililud cu Al n~.:nou no pmr 1~m ul du mfni11~>u l.'l4•-

l'l>r lo tllnto,dcirdo cato J>Jnto de vista,el c.100 ila ruido gauusiano "" 

ol poor en el &cntido que la matriz do covarianzaa aalnt6Ucar 

(~.IBB) 
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K• p.>e<lo 111!1" 11Cjora:l.> cui otro cstlrua>r (ver tror<ml 2, 5) , en cuntiio 

¡:.-z• el caao do otras d1striliuciC11CS, si u cu un oroccoo estMcicnnrio, 

1 .. fl>ltriz C•>V(011 J ti!fle el nWinD valor [llcuto r¡uo dcpcrou oolo de loo 

n t.ldlMUcaa do 2' onlcn, y uin u1"'1r<¡o es factible ll>!jorarlA ca¡ 

Ol&U 01tiJlvw.lor distinto que el oo mlrúm"" cu.1'.lradu•. 

la )Yi.JTIJra ~ C(IJO la nu.trii do cuv~riNlZ·W cov(Ou> a9inl6Lie.t. uu la 

nll.lml p.ll"A u( t J ust:Aciorurio, o' et•, y el aistana b.:ijo las h!¡;ótc

•1• d&!l toonlM s.11 e& di..-cit que asint6tiCJC.cntc la fonna de la 

diatribucil5n do e( t) ro im¡x>rta 

la r.o¡unila ea 1¡w •ún sicr<lo factililc rrcjorar lA cov.vianza dul CH-

Ur.ulk>r O:Jrwic.k?rlíido otrd ionr.J de cutimlr, es tn]afiOGJ la afi.rtt\1 ... 

cUn de que ul c.iw CJUUouillllJ ~ el tA.'Or dc~k: u;tc !J..UllO t.l!.! viuL.a, 

ya qw aan ""'"'1> la nutriZ de cov.vianzas """ la mi911il iWint6tiCA-

ll'Dlte, ro huroll d.idJJ lltld.1 acerca do 0:.tD no ticrdo 4 dich..1 m.1triz, 

lala'I loe aiallJl>UI diJ pt!Jlcr y JiU¡ualo onlLn = Ultrad• 1·1<11:>1 n y 

!'L'nwt>ocitllc•u un1foooo (i<uno1) y binaria acudo-aleatorio (t::ITI) cai 

el pcgqr- 5111\JL.A, p.u-A distint:Aa relaciaics señal a ruido. 
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Loe prlJncroG 127 d.Jtou se descartaron y sobro lüS siguicntrui su rc.il1.

z6 la identificación del sist""" corrcspaidicnte, 

La figura (5,66) muestra lA cvoluci6n dol cstJm.1cX>r da lnu porf•:ictroo 

del eietuna do prim.:!r ord!n JXlra S/N i:: 10 y p..!I'tu.rblt.ci6n 1:un r-i.ra 

17!i 1~ull.ou Uu u1il1s1ui.:U.111 

.. 

IOO 111 

"º·'lhf"'"=:::~-·.!.·----------======= 
llmrcutcACION Dt:I. SISTUIA Dl PllKLll UIDCN COH PUTI.IP.aACION llKUIA HUIJO .. AU11rua1a 
INTWA1ru:;12,,ru1ua.uc10H1th'Tl,S/H•ID. 

f lq 5,66 

1..1 ctitina1c16n ue bw1u. DJ los valores t:.alx1lol(j¡~, lil!:I l!Utim.:1ciaic.:u do 

h0 so encuentran dentro de l dcsv, std. (cSPCracla) 1 nara ,1 1 la cstiml

c16' Ct1 olrp infcrJ.or,cn U e 100 el cslimi1dor c•ut..4 a 1.462 d111V. ut<l. 

y ¡ura N • 1'/!.i a 2, 7 di:uv. utd. 

So p.icde COITlplfiC la ostinuci6n ccn la de la figura (5,lll. que ccrres

!Qldo al mimo aist:una 001 S/H = 10 y pcrtwbaci6n gaussiaru, en iK¡uel 

caso. la csUrnaci6n es algo roojor especialmente la del ¡ur&retro ,,1, 

ProlQll:Jando la eat.1macil5n se ha enaontrado que el alejamiento de S 1 
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la dcuv1aci6n prevista r<>r (5, 156) va diminuyurdo. 

t.a figura (5,67) niestra la idcntificac16n del mism:> sistar.:a = por• 

tulbaci6n un1fOil1'1, y W>a relac16n señal a ruidoa S/11 • 1. 

100 '"" 

IPJ.lf'llrlc.ACIOI on stinHA ce HIHU IJliJ[JI CON Ulltllllli\CIOll UNUOllXl,UfTJ.ADAlrUSUJ 
ICll\l~IOll11UIOOJ 11fM•I, 

flg 5,67 

DI cato C4!iO la eatirn.lci6n es mejor Aúna to:loa loo valores toLul&l>s 

.e encuentran cu un entorno de! 1 clc~v. std {lLllla ror (5.1Són Cbnp..!, 

r1MU>wn w fic¡w.,(S.UI c¡uu oorrcuooi>Ju ~ la !dcnti!ic.:1cl611 tl<!l rni!ml 

rp nmjor '!"" la estln\lcl6n tlc la fiCJUr• (5.67). 

La figura (5.69) nuestra la ido:ntificaci6n del sistaM de so¡urdo or

dln ~ cm una &eii.11 binaria ll<udo alCütoria y ~/H • 1 

P.ara N • 200 i.. Qlt:Jn>Q>nt3 "" mcumtran dentro del lfltomo !: l. 96 

310 

A A 

dosv, std, ( da 951 do =fianza), incluso b
0 

y b1 se l!IICUCntran d"!!. 

tro dol entorno !. 1 dcsv, std. 

Para N : !>OO t:o:loe los cstim!doroo excepto ~ 1 , so ena.icntrun di.s1tro 
A 

del entorno ±. l desv. stcl¡ el et1timador b1 so encuentra u 2.02 dcsv. 

at4. 

W fic¡ura (5,16) oorr.,,;001,Ju a la 1dcnt1Cic..c1Gn dol mi"'"' uiatr.!T.l r•ir

turb."ldo cal lWl señal g.iuuai.m.l y oon el rniu.m.J V.llar du !i/ll. CrJTirtirciuK: 

atibas identificaciones, oon oimilarcs. 

1 • e ... il_____..,,, 
... !Í ¡¡,::Z:::: __ =· __..;. ---------

... ~t~---------
1{ ih lf• 

1 
IUl,.lll"l'IFH ll :11ou .. ••• 
'""'''""'''l'h•111•l'Í'•"'·'"'· Al •lo4.,ovo.,,, o.ntl:'A 
AJ o,uu1,,,, o.uo•1 
10 ª'º"''"'"" 0.1111'1'• 11 0141i;>n,.,, Uoll;'.11 
Y UJ,t41ou,,,, a,uon 

(lilfll#ll'U'l IN fl SOO•UH•• 
t ttllll lll"L'll'io o••• oll ~,,,.,.,lp, 
11111 .,,.,1111 .... o.n;•·•• 
1i a Ool1•1'i.,,,. O.ll,"0,lt •O 1.o•i•.no,,,, 1,1,n•'.o,1 
• ' o. l'·h"•·'.. 1,1,1·~·1~4 
'J 10".l•O.'IUoooo l•4'>YO .... ;,.. _______ ,,_.-..:. '• , _________ _ 

IOOfUIOtU't U\ ~llllll.l OI '"·"-~º IHflll u- •lflu•UCIU uu••• \IU~O· 
a 110111a, ''º'º'' on11J, •1•h••AC11o111 1•11, 1111. 1 

Flq 5,68 

!l'l el CASO qaussiano resulta algo r;icor la cstln\lci6n de .11 y "', saa 

similares en antx>s casos la de b
0

, y en el c.100 gaussia.'10 es al')O ~ 

jQr la cstim.lci6n de b1 • Esto ~ es el 'lllOr CBtimado en a:n • 

boa c:a&08, y es da!dc, do nc<l'inb a (5,161) se esperaba una mayor Y!!. 

rian .. oo la ..,tlm.lci6n. 
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&1 1A fi<J\ffA (5,69) so l!llcstra la idcntiflc.:ici6n del mism:> aiut.aTU <xi\ 

11\ol ielacioo aeñal a ruido s/11 = 1, cuya pcrturbac!6n es un1fo'1M • 

• : ~--.. -¡i;,-:.~ ... _ ... ,-~--..... ~-==--==------=.~= 
··: I"' :.::·:· ..... : .. : .:'... -..... .. 

••• •'····· ••.. ¡? 
:,. 1,,1 

': ,,,., '," ,1,1· 

' 1, ' ' •••• •lf 

'" 1 •,1111,•.·,1: I •• 1: : ~ • 
.!¡¡,'. ''""'" ·¡, 

(, 1 1•' l'o•·• 11 •• :·. 

~ o ::· ,; : :;: : : : 
1 1 ·,,• ...... 
\' 11 ••••• 1 .. . • 1 '~ • ' 

.,,, ~--"lr•------------------
IU•tlfl("lh c-n tu1111• °' 110.0~ ou11 co. 'º"''º'"º utru111,1111001ran1u 

FI~ 5, 69 

LI cst.J.maci&l aiqui.1 de ac:ucnb a lru; previsia1cs. lAl los l'lllin1ad~ t:.l

l>.11111.ka (oora ff i: 200 y N : ~OO) to.loo so UlOJCJllCM dentro del cnto~ 

do !. 1.9~ di!sv, atd. (de 95\ dc a>nfian.a) alrctl,'rlor dol vulor roal, 

LM ll>svác.!.an'-'ll •td, e>;¡-.cradas so han cJ.lculold> oon la mtriz (5,1611, 

ta l.aJo9 los valores t.lWJ.ados el 11>'\s aloj;ido res;•= a su dc:1v, atd, 

c1 el cstiJMcbr .1 1 rnra u = ~·OO f'J\lO oo cnrucntra a 1.485 dC:N. et.el. I..:i 

rattir.>ci&i ea llll'f s~lar a la figura (5.161 dos.le el runto de viota de 

11 prmimidad de klfl esti.Jn..'Wres a los valores ro.tles. 

loa l\!SUlt.11.ba n:spi:cto la tcrdcncia as1nt6tic.i C>lpurad.1, aún rora si• 

tlMlcialC8 oan diatribJcioncs uni!onoo y binaria, ID& r<.'SUlt:.:d>ll cbto• 

niibl ean lllll' almil4Nt a luw wurJwa m omllc1tnu• anAl"l•'" ¡-nra 

¡unllrbol:M>nm 9ouauian.ls. 
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S.12.10 Determinación de la respuesh a pulso 

Estimación Indirecta 

l\Un<]Ua ol néto<b de míninos cuadrados está orientad:> fundJ:rcntaloonto 

a la dctorminacioo de la funci6n de transferencia de W\ sistan.l en 

tion¡l) discreto, tal y a:rio lo h~'TOS visto, a trav6s oo ~l se i.uc<lc ti!_ 

tener una est1'1lLlci6n de la rcsp.Jest.l a wlso bcwtanto m.ÍH prL-.ci&1 'l\lC 

con algunos 11i6t..o00u oricntaOOs a este Un. 

SUron.icncb estimada la función de transferencia, ~canza cai c:a1S1do

rar o:rio cst.inucbr doJ la uuccsi6n da ~so 001 sistana, la cli..!l aistur.:i 

es tilluili, 

Si se Cl.ITlplcn las oon<licioncs necesarias cara la oonverqencia del es

t1Jl;-.br de m!nim:lo cuadrodoa, es fác.!.l nostr.:ir que to!Wi(·n el e•tJma

dor do la suoosiOO &! roso oonvcrgc a su valor rcal,esto es que si llilr\.}. 

moa h
11

(k) a l.-. suoosi6n oo ¡X!SO ostimad:I oon 11 observaciones y h(k) 

a la suocsioo roa!, cntonoes1 

})l ufuct:o1 li(k) uat1tifooo la rccurtti6n (5,lWJ), uu[Xl'\1l.!ndo 11 u m ti1.n 

p6rdida do 90lVJralid.ld, cara la parto det.>i:min!stica dol nodolo (5,2) 
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b
0 

• h(O) 

b1 • h(O) •a t h(l) 

b, • h(O) ,,, t h(l) a1 t h(~) (S.18~) 

bD • h(O) • •• h(l) ªn·I t h(2) • ••• t •••• hCnl 

11 
• i~O h(r-0 ªi' cx:n a,=1, y r > n 

calculoná> 11 &llOOui6n hN(kl pcruadl Í:11 1 y : 11 1 en luqar da b¡ y •¡ 

rco[IJCt.iv.:1111'\t.o U=t, .. .,n), dende los csti.mldoros :Ni , bNi ean los 

eat.llnodlrue dD •¡ y b
1 

wtcniwa por mtniloos cu••lrodoe p:ara 11 abser• 

vaciaw1. 

Si au """1len laa c:cn.iicionc• del t.coruM 5, 1, .:ntonccs1 

O~ •l ;NI' ;Nª'''º'~Nn' b,.o, bN''º'''bnn} ~ªl•••••"n'b,,.,,,b} 
S*"A N • • , , t.wrUi~.n CUlvurgo en on.i.J.ib1lid..:I. 

<llo&vcm1 <f11 aaoo hN(k) eaUsfoco la n...:ur•l6n (5.189) ca \llla !un -

c:1&u 

( S,190) 

UC1uu&l IS1 lúU •tlu1..i1lJJU d.c:l Vl1..11J( \JU' lun¡u, 111 Vfrlud llul lu.:.-1u .. 

M B.2 Cver lll(!r><lic:o D), &e c\ln¡>lo quo1 

( ~.191) 

No cüaa1Urllloll .viera la var1o111za de la cstj¡r,ici(Ai, para cantllCarl• 

~ C1bU9 ......_ da osUnaci&i dD la re.s¡>l<lsta a ¡uloo ooa lirn1ta· 

344 

ruros a presentar Wl cjBTiplo. 

P~a el sistuna du oc..qu.1100 ord<.n con cnlrnd.1 1•1mr.1 n y ri..!rturL.-.Jo CCl1 

11u1001, ron fi/N 11 4 y ~i/ll : 1 i;c ha cutiJn.:ido ld suo.,ai6n do 1-.::.;a 

h(k) de esta forma, p:ira 500 cbsctvacioncs, con o ~ k ~ 40. T.:im 

bién se hizo la cstlm.1ci6n de la •uoosi6n du pcoo ¡-or m6ta:loo de oo

rrclaci(J\ p:ara el mia;w n(Í/ooro de wsczvacicucs, y se calcul6 l~ llU

reoi6n de r= real. La cstínuci6n de la suoosi6n de pcoo pcr rorr!!. 

lacioo se llovó a cabo ron el proqram.> CSTIHA/Pcso, en Poscal para 

la BGBOO del ese da la LW>~, su. listado ¡:ucda encmtrarse en el 

aráld.!cu O. 

-11r1¡111ut11 Jd 1lltr"~ olliuJo 1•or "luln•a nuJri•lttt S ..................... , ............... .. 
• • • •• , 1 •••• 

1'1104\l'l\I~ 11 IA l<llol'lll~I~ i\ f'lllMl ltd, hl'.JOI\ fl. ~11.11/\UJ tlRlll't 1.tth ~·111 ¡t,\jll) 

l•I h\A H,\ll~Atlll't 11''\ 1.\111,\11~ l'lu il!f \ M~•I , 

Flq 5,70 
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Lt figura (S, 70) 1111estra· dich.ls <StirnOc.l<n!s inra una relaci6n ncñal 

• l\li<k> SIN • ~. l~r el m6talo du m1nlm:l8 c:uadrodoe el rewltado do 

la idll\tif1cac16n fue 1 

Pulm•ln> V•lor ul Imada Valur ra•I 

., -1.~0Ho -1. 5 

•• o. 71102 o. 7 

be 1.003 1 

ba 0,46368 0,5 

f.11 Um11 DCllt.fnua delgada se ltlk!stra la rcs(llesta a ¡ulso del sisto

H llllti!M<b, m Uooa qruesa la rcs¡llcsta del sistall<\ rc.ll, y por 

fUlltos lA cst!maci/Sn por mlito<JooJ <le com!luci(.o, 

I• ""'f'lC!it.1 <Stüiuda ó1d<'.Mc t.ammtc por m!nJJtos ru.>.iroooo es lo "!'.. 

lic:imtmalt. proaclma a la real COTO para que sólo en algunas ¡:urtcs 

..., la fic¡ura "" lo p::><'da dist.in¡uir, 

I• cstlm>ci6n de h().) por amcclaci6n es bastante m.1s ¡rl>ru, y ""1'"2. 

r• 11uchlain0 f'U'• k > 12. 

1~ loe pr.lnemi ¡untoe no es nuy inferior a la C'Jt!m.1cl6n de m!nLios 

lllllDI ilrplaita la anilc16n h( o l • o '!-"' es nuy Liportantc. Dl la 

f~a (S, 72) .., oucstra h(k l estimada por m!llinos cuadrados sin lJn

IUllll' cUdlll niatria:i6n (IJl una 8inulac:i6n DCll S /N • 1 ) , 

•h 

En la fi'}Ura (S, 71) au repite lo mililo llllto aumentando la p::il:.cnci• 

del rui<k> 4 veces, es dl..'Cir S/tl = 1, 

La cstin>lci6n por m!ni100u o.iudrado:a ahora ""' 

Parámetro Estimación v.1lor real 

., - 1, 5123 - 1, 5 

•• O, 71012 o. 7 
b, 1. 000752 

ba 0,43027 0,5 

\ 

...... ,., .... hl 1h11u utlull" ,., •hl••• n••r•~U 

\'tllYlll• IUl•.ttll • ., CHrtlu¡l11 

. .. 
l.' •• • ••• 

·.-- ·, ... 
Uflfl4tlllJt "' u UIPHJU. PllLIO ""' UHfMo\ bl ur.111100 Oll•n co, \flO n•1n1 H 110 
aULllACIOI Cl.111 fllfUO.\ PUllU ' 11• • 1 ,• 

Flg 5,71 
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La estimaci&t de hC k l cbtcnidd del toodclo C9t.1Jrudo por ltt!niroa cua-

dritd<:a '18 ligoriltCllto poor qua la antcrior,cn "'"1llio la ci.>tmidol por 

a>rrclaciOn <Jl{O:ra algo ¡nra k ~ 12 y bast<into m.1s para k > 12, 

l"E todo1 d 1 rectos 

I, [ntradu no •lcilturlu 

DI la oeQCi&t S.ll so ck>scribicron dos m6tcó>:I de C>1t!.macioo de la 

r .. !llCBta a ¡>lloo aplicando el e"-"]\lllM do m1nirroe o.iadr.xloo, En ol 

prlnlllltl .., roodcla ol uistaM carm 

dd>o distin.]uJ.nw que las o~no san ltw ~rb..lciorkls del no.lelo 

(S,2), """ errons que se pra;cnt:an incluoo cuMdo ro tr.1y ocrtur!Jü

cia.cs en el nr.d"1o (5,21, en tal situacioo scr1"" CMou.1 de •i••
Ct do un nnlclD do respJcstd a OJ.lao finita i»r• Wl sisb:ml que no 

lo""· 

hl cuu ~ ¡uulu p.!ll.tkU'Uu que el rrCAiclo !1(1¡'"
1 )/A(t)·I) oo .lprclKiJM 

U~\ un flUktlo t.bf.lu A.(11·
1

) l 1 il\lla!l1UUJo d Oii.lcl\ del p1lU11..11Uu 

U(qº' ), 

ll&a ..ill1, ai ciWIUeran ¡.,,-t:urt.aciaics =en el toodclo (S,2) tcn

drl...,.""" estirad&> do la "'"""'"ta a !'1100 asint6t.!CJW'lto se!!_ 

c¡&W. Di efllCID, - el u1Btu11ou 
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ne.-•, 1 
y(t) = ~r) u(t) t A(q•I) u(t) 

si so ¡ucUe aproximar la p•1rto dctc<m!nistic.1 caro filtro l'I R, es-

to ea qw existo U1(q- 1
) (do otdcn finito), tal qua l(q-

1
)/A(.¡-

1
):: 

B 
1 e q ·• ) hay r¡uc definir el criterio de proximidad; e de 11 11, p. 

uj. oor1a adocu~ 0.160 hüw uuntido oon Vill"iilltZlW u u..ilúl..a uiJnild

rca ?U'cl un nú.liro ruir.lo bliU"OO a la cnt.rLl.dil). 

y(t) = B1Cqº
1

) u(t) t ¡;~ o(t) (5,l~l) 

los o:cficicntcs da r1 1(r¡- 1
) vienen a ser prCC.i&111iCt1t los wso!i que 

buuc...,..,s, Nótese que al intentar identificar ror m! WlllS cuodr...ios 

dichos [>.)SOOI esUlr.P:; en presencia do W\ no.lulo del ·no (5.2) O'XI fJC!. 

turb.lciornw oorrclacimadilll; en gl!flcral esto o:n:lu a Whl cstiJmci6n 

ucsqada oalll haroo visto. 

Sobra una ulnUlaci6n sin parturmciaU?s se estimó este o/,t;odo la 

rcnp.Jost.l a rulao h( k) o < k < JO <ll.!l siHtlml lle au. lkl onfon ..J¡1rf>

x!Jn.~ololo oon un filtro rrn do orum 30. Se con.• ran 100 ol'"crva-

c1onctt. 

Los r1!9Ult:ados so tabulilfl en la tabla S,IX, son cno TWtc pr6x!Jtos 

a la rc•rwsta real ya quo la ool~ tiendo rápidarim a cero.Si 110 fu!!_ 

r,;i as! no t.crdrLl sentido annloar el ml>toclo rnra a el sist.2, 

ma = un filtro rrn de ¡neos oooficicntes. 
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t'N l>: ir:i 11:i611 
f't>Sj•U'?:otrt ·1 F'. l .R. Eut l111i1ci6n 
1 ulr.u r•.nl p11r mínimoH nl1r 

,_ ______ _,_-"c=11;1.lra0f,1s r1•r11•l·1riún 

lf( 0)• 0,00000 o.oo;sJ~;J O.:?O.l/,;'!1 
tt< 1 )• l 10000l) l 100~1~1~ O,YY~i.179 
uc 2>• 2.00000 :.!1006:14 1 119001149 
HC J>• 2.:rnoou 2.Jo~J14 :?.01:.15Y9 
HC 4>• 2.osooo 2.05.H4 i.7:'t.:lol 
HC :J)a 1146!>00 1146477 l1:-'F1l;111;i 
u< 6>• o.7t.:?!iO o,76107 o,75:u1116 
HC 7>u o.11u:i~ 0.11434 o.:uo:itili 
tH U)• -O,J5/137-0.J60J4 0.11:,.¡y¡ 
HC Y>• -0,617J•1 -0,6~13~ -O,O'lli47J 
~Q.!.!..~Yf!1 -::'?.:....~[l~J. ~.i.L97~1.1. 
HCll>• -O,~IJ~Ml-0150!i40 -0,4~7·107 

tHl2)• -0,400-14-014001=' -0,57Wi~1h 
11113>• -O.J9~7U-Od900~ -0,713744 
fl(l4)• -0.00007 -0.007ll0 -0.~'/04114 
t1Cl5)m; 0.1~16~ 0.1:!511 -O,J:!.\476 
HCl6)• OtlAOMI 0,10?~6 -Ot1307fl5 
fl(17)• 01197(lh 0.1977~. 0.01110~ 
H(10)• 011l14i':~ 0116417 -O,OH007;S 
tu 1'1>• o, 1ou:i11 o. 10570 -o,o~·,:~:.?lli 
uc:10)• 0.041~·¡,<, o,044:17 -0.107407 
lf ( /fi';"-=ci7ilt)4(;:; . ._.0-;üif~,-¡;;i -=o ~11,·;~·~¡¡jj 
uc~:?>• -o,oiio;111 ·0,041~,1 -0.1 w1,4'..I 
uc:!Jlc -0.0~11'17 ~o.o~.~··P -o.Jr111~~:s 
tte~4>• -0.0~7~.~. -o.o~·IWi -o.t11~.~1:'s 

tlt;!S>• -o.o"''"'' -o,01¡J1'1 -o,¿o~'"ºº 
U<:'t.>• -o.0:1Y111 ··o,o~~i:!~, -o.~ 11·,.1101 
ttc;'l7>• -o.011J:1 -0,009;1:... -0,4111·111 
uc::1n• 0,00340 0.00410 -o,:•:!:M:t4 
tH:''I>• o.01Jo4 o.oon:t4 -0,011:.1113 
UCJO)• 0.01719 O.Ot~0~1 0.10Y\l04 

o;t.1 ío1m.i,tlJt:"•~ta> quu oo lrJt..i tlu Wl Ui1il1.nu lit.! onlc.n fitúlO quo 

p.&ulu ¡-or lo tan~ rn.ir idtntific.1'10 en fomu cx.1cLl CCll 1;11ciW)1J ioo -

rut datoll, y ..u hLWkra t.• . .:.111lb Wlil c.xcclcntc .wrGtinuci6n r IR trun

C.\ld> la cola do> la reswesl:i> a p.iluo que tiendo r~pid.:irrcnto a ce• 

ro. 

Allut;\u el proo00!mimto es o.ltaoc:nte iroflcicntc, porque roquioro 

1'1. "1Wnltln de una ll\!triz de 31 x 31 elmmtoo. 
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Una rro:lida de la boodild del ajusto lo da el error C>Jadr5tico mo:lio 

pura liw 100 salidas COllSidcrü<las, es dc-cir1 

en la aproximación r¡uo su hil.o uut.a c.Jnli<hd fue; o.01nu1. n.... ...... ~E. 

dando que la entrado ca rrw:-:121 y r¡uc rnra ul sistuna de sc.-:pln'..lo ºE. 

den oon ruido blanco de varianza 1 a la cntrrull se C!i~ra un.:i s<lli-

da de varianza 10.ooon, esta quiere dc.-cir Clue el cnor cu.::iJr~tico 

rrcdio a la salida representa arirox.i.mild..1rrcntc el 0.4' de la l.llnplitud 

esperada do la salidil (en sentido cuadrático rro:lio) • L:l oproxLmci("1 

es nuy Wcna para Wl ran¡o nuy an~lio do prop5oitos. 

D1 la tabla S.IX se ha c'.k]ru:.Jüdo pira fines dt.! canp.irdci611 la 1:tit:iln..1-

cioo do la rcs¡:ucsta a fllloo del sistaM, t.Ckl, obtenida por corre

lación entro entrada y salida pira las mh;nm1 100 oOwrv.:icior.es. 

2. Entradas a 1 catorl .is 

el scqundo ~todo Ju la succU.n 5.11 tJ/1~1i6.n üfl..Ulta a rr.oolVt!r ul 

problaM da dcb:!mlÍ.T\ilCÍÓU de la tCli!"'J.C!lt:.il J J'Ul!iO di..!\ Ui:;l.111~·1, Ji -

dtfiritnck> dul rOOtodo ootarior en v.uiO'J .lHJ"l...'Ctos, entre r.llmu 

1) La cnl:rlld.l y la perturbación deben ser procesos estcclstio:rJ. 

El proceso do entrada debe ser cstacioruirio al rrcnoo en senti

do amplio o ~ilrocnte cstaci.Onario, rora que existan lo• no • 

lnOlltos de llOIJUlldo orden • 



151 

31 &I ~lo no es n-.1s que wu cxtcnsi6n del rr.Gto:lo du oorrulitci6n 

pira el ca.'lO en '!"" la ooñ.:U do cntroda no sro ruido bl;mro. 

OlnvcrtJU aaint6ticancntc a W\3 a!"JI"OXimlci6n l'IR del &istui•"I, cb

Violílullcl ni e:xi:;t.e '•tal r¡ue h(i) :to f"ill'il i > t~ y k ~ 1,, en

~~ "nradm.1 loo prin.::lw k ?J~ du la rc:.;ruc!>ta o. fulso. 

So rml1;:6 una si.r:ulacioo coo esoo ret:.cxlo p.irn ul aistana du ordu1 

21 l• cntro>.l.1 fue PRDolrl, la pcrturl>lcién ¡;u¡po¡ (c¡uu slm.llo ruido 

bl 1ona:> qauas1aoo) O.lll relación señal a I\lido S/tl = 1t. 

CD\ 500 obic.rvacicn~ ec cst.iJlw:al Ruy(i), i ~ 0,1, ... ,120 1 ca\ el 

pt").JflllM t!i1'IHA/rr.~n, pJOsto ~ro~ Ruu(O) : 1 rcsul~ que la euO! 

uiln c:.ilcul<w ~ 1:•;rrnA/l't:r.o es ~:.::tl.!..!.11 ill = R (!), 
/(uu O uy 

Oll el plOil'lln.l CORHl:LACIOll oo cst1marai lAu cantidJdcs Ruu(l), 

I• ·JO, •• .,1io y"" Aplicó ul n.Oto.k> pur.1 ojuotiU' el rnalolo (5.14211 

"uy ~uu h f e' 

CQ'I Wl onlul k i: JO¡ t!l rc6llltido cbtcnido se o:in[W'a CXlltra la rcs

p.ilut.1 real y la rusJl.lCS~l del sistema 00 Ho:.]Wld:J orden cstim."kh oor 

mlnl/ntll CW<lrockM ain loo mi.L<•P• 500 datDu, un la fic¡ura (5. 72). 

DI la figura (5, 7l) liC lo CCl!ljura coo la rusrucsta real y coo la ~>s

ti 1\lllA pll' lOI llll!tolai de <DrTetaci&l. 
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··~ •uruuu drl •llH•·l •l•11hdo--
,. "\ aup11r1ta Jrl thh'•ll H\IHdo 

.' \ ¡1.JI 11l1ol..01 Cw~J1.lm••• 

\ :~:~::::'!1~r~:: l~!~ji:i:;:~~~h! I~· .... 

" ........... ~ 
_,.J ' 

FI~ 5,72 

Vc.:..lrlOS pr1Jrcro la cst.1.Jnijc16n que resulta de c.rntima.r el siutu1\1 ¡.or 

mtnlmoo cwdradoe. Esta vez se identificó el si.stull'.I con un n<Xlolo 

QJ',Q OOliraniO fi(<¡.¡) CH lJ(11"
1
): bot b¡t¡-lt.,,t l.im q"'ln, f.Or lOr¡Ull 

no so irnpxle un rctra.=:;0 fJUC oblil)uc ~1 sur h( O) = o, 

1.4 fiqura (5. 72J muestra, lii la cxrir.ura"OS oon (5. 71) quu e:.;tu tie

ne efecto sc:bra los prirooros p.mtos do ~(k) 1 en oorticular 1ura 

k ~ & , cero lo nroxímiclld do h( k) p.tra k > ¡, es tan qrillldc 'l"" oo 

se tu>dcn aprccior diferencias en lo figuro. 

Dl c.:urbio f>ll'ª la estimac16n que rcsltlt:a do aolicar este CiltiJTD .oo
to<l:>, los pdncroa puntos oon loo lllljorea; COTO un el m6to.b de o>

rrolac16n, para k > 12 la estimaci6n deslejora notablanento •. 
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htrwu11 drl •ltlr•• 1JawhJo 

h•putll• 1111tuJ1 por c9'rtl.1cth-

h11n1t1lt 1pro1l•u1Jo co111l"lo11u 
ttr •lnhot c111iluiltt, •-•· 

FI~ 5, 73 

C'.J•¡•uüllllo la csUNcloo do h(~J oor corrulaci6n y con esto altoo 

rr~tcxk> oo oo anructan tlifcrCJ1Ciil!i IIl.IY 1J1Pu1·t.:u1tcu, cuLO ou natural, 

11.:JlUIW ~ 1 al voc~r {17,(0) 1 ••• , ~ 1 (;.)}1 c.btcnido ¡:or corrolac16l 

h1 Al milllO obtmido oor esto .OOl:O<lo ao cuitplo c¡uc1 

{ . Muy . '" 
~a ¡j;T ; ¡-• R T 

. . F 
uu uu uu uy 

(5.193) 

IW"JO . 
(¡\T 1l . -· •T 

'" ' }( h1 
UÚ 1.111 Ut' 

(S,m) 

1um la•tz1• ¡¡ uu 
u .... la fOITI\ll 

[~ 
r ". 

:1 

r ". 
ft 
uu .. 

r 
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ya qua la sc.ña1 do entrada es PRB51 n, ~ooe verso en la sccc:16n 

J.2 .4 eu s<!ñal do auto-corrclac16n, 

. . 
ful:alo:?S r « 1 (en este caso r :i: -0,007&7), de daldc 111 ~ 1i 1 • 

ctJl\IL:uralto cuantn m.1a "blanca" sea la señal u( t ), m.1s se raro:c 

P.uu a una rotriZ diagonal, y el rOOOOdo descrito ooincidc con ol d1! 

corrcLlc16n. 

I..:t CX>nclusi6n gmcra.l que p:x.laros extraer ciJ <¡uc,cxoor.it.o cu.:mdo h.:.iy.1 

llL"O.!oiWJ do Wbc..1r w1a ilpmximaciOn 1'111 1ur.1 ul oiutw~1, y nu t1"tu 

Ui.! un.i clanu rcstr.inc]idil du ui.:ñ.tlcs du cntr&.&d.1, cu lU).J nujor i1pro.<i-

nuciGn, 1ri."ls r.1nid.:i y eficiente, 1.i '(UU n.~¡ulw <lo cuUJrnr l,J n•:1¡u1.':.!_ 

ta a ¡.uLo;o a portl.r do la fwicifu do transfcr<!flcia obtl!Jli.da por rn1 -

!Úll09 cuadradoo. 

No debe pcnlorsc di.? vista que representar el aistcm.l n..'11antu (unci!!_ 

nea raciooalcs es una Cornu eficil!f'lte de representar las distintü.s 

11UCCsioncs de rcso. D1 este scntido el conjwito de las funciones r! 

ciooalcs e.e denso y tiene el atractivo de ser caractcriz.dJ ror W\ 
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5.IJ.11 "fnflllll CUJdrado\ rc¡1etldoi. 0ctcrminacf6n daJ onJun, 

Determlnacl6n del retraso, 

En 14 sooci&l 5,9 "'' de.scrlbi6 el procooimicnto de m1nilros C1Udrados 

rq•:tid>u y la pruW.l r oora la dct.c<mimci6n del orden del rrodclo. 

lh:m:. visto qoo b.1sieii.1c.ntc oo tr.ita de prob..u- si la disnin1..:1ái W 

la funcl6n do costo cu ul<¡n.ificativa al all!Ult.lr el nCimlro do rur.11~ 

U"OI del nolollo. 

tl proculinUcnto oo ra iJliúant&lo a través de loo (lt'O<Jfilll\ltl CROO'f / 

tJ rl:/s y !;~OOT/RCPt/C r<ira sistUl\ls sin y CXI\ térmlro cmst.into ros-

1" cti Vi>lcnte • 

n. t!ite p.'\rrafo su dc.cr ibcn alr¡unas eirnulaci<TICS rura ujUl{'l if !car 

tú wo dcl orocullr.úcnto (y \os rrrry¡r;mu]),cn el Col~ do sistul\l.1 

oin ¡a:rt1ub.lciones corrnlacionirus, y ui la dctenninaci~ del or<lcn 

y rnu-aao cJcl nrdclo 'IUlO uitri>J.l una salida' dcl nistaM a idcnti-

ficar. 

loo dJe progr"""s ncncicn"ldoo sai igmlco en cuanto a los d:lto9 y la 

a1Urll de regulWQ1S, la dn..ic.a diferencia es auo el úlUJro m1ncj.:1 

ellos .0Llitulte1 :ikOOT/Rt:rr./~, t:iUra el otro ro h.ly diferencia. 

¡.,.. da\Oll dul prt>Jr"'11ol tiOO el archivo ru """"lea de cntr.W (l:llT) y 

de Mlida (~AL) del ei&tar.> a identificar, loe va.lores nWúno y rn!

n1nD del retruO k, Ó"1mce H y H, 
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&l prcx¡rillr4 ajWJt:a 11v.Jul001 du la fornu1 

( 5, ¡q¡) 

CXI\ u(t) ruido blanco de varianza unit.iria, [ldfa t.cdau lilS 0011Jina

cicnes posibles de k , m, n que C:U"lnlan 

{ 

K Hlll ~ k ~ K flAX 

H Hlll ~ m ~ H HAX 

H Hlll < n < H HAX 

El resultado se entrega en forna de una serie de t.:Wlas cntn en la 

figura (5, 74), e<ida una de ellas oara \Ul valor x
1 

d> k. En la 1n

tcrsccc16n do la coll.ml.l m
1 

CXll la fila 11! su encuentran los valo· 

res cstimldos de los ¡ur.1in1tros al ajustar ror lllÚ\ilros cuadroldos \Ul 

m:x1elo de la fonru (5.195) con K: kl, m:. ni¡, n = n.t. 

TABLA DE RESULT~DDS K e k¡ 



-- - - - - -

m 

IJ f1n41 clo cada una clC r.stas tablas so cncuontra W>O tabla du rcsu!. 

tU:lll do la pruilb.l r oora el orden del •i•l:al'o>· Estas tnblas tioom 

la fama que oe rtJostra en lll figura (5, 75) 

flg 5,75 

1'19 ttst.cri!iCOS en lA!J i.J\lct·&!CCil'flCS 00 la<1 roh.:'T\..18 y fil.111 nmru

;ICflL.'1\ 14 c<.il.inlci6n o.1rra1ro~Ucntc nuc oo da '~ la tabla ..lntr.rior, 

•1 lw nCn:rt11 cntru .lstcriucLOO oorr~;n:n..len a l.i C.11lt id.\J Uo nruu-

1 .. t, en la transicioo de un orden a otro. Por "jurnlo en la figu

ra IS. 7Sl la cantld."'1 moorridl en 1 rcnrcsmta el valor de t rora 

1ullr la 1o.luccU1n de la funci6o clo oosto al rus.-.r dul ro:J.>lo = 
\•11.p :n = "l' n: r1t Al m:xlclo CQ\ k ; k.i' t11: m1 t 1, n: "t• 

~ .....,nk"> a lA ,.1JAci6n IS. J7) ol valor do t m coto C\!iO "" c.il'-':!, 

ladaw:u1 

t = 
~ U - (1Qjthn1) 

'la 1 

lkn:lo v, ... la hncilln de OOllto asociada al nr1mcr nodalo y v, la ase 
cúdA al eD'JUIÓ'• 
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lla existido algo du o::mfusim m cuanto a la arylicac!(n de c•ta 

prucbl; debe destacarse nue ro sólo ilnoorta el nÚlrerO ne !=-tro• 

siro tarhiln cuales oon estos. 

El e~ no:lulo debo ccntencr lcrlo'i lou r.urámctros dd pri!:cru, 

~ decir du au VL>etnr d1J n.U'~troo dclJ\! rontcncr el vuctor de 1x1-

rálootroo c.lül prÍllltl!C 11-.."Xlulo. r~1 ul f!:YIUUl•I U11 la fl'fUl"I (~. 7!i) UlJ"" 

to r¡uicro ducir 1¡uu OOlo uu puednn nrol,.1r tr;111.:1icifO-'U l1o1ci.1 ,lJ11.1jn 

o la derecha. ¿C(ro dctcmú.nar el orden y el rctril307 

La tubla ros da el resultado da aplicar la Prueba .11 ir .:11.r.v.!!llando 

do uno en uno el ntlmcro do mrt'in.!troCJ. Su~aii.:>s conociclo el ro

tr~ k V 00SCl"VD1llS la tabla oorrcs:xntic::nte a d!cll:J rC'tr.1:m. At;~ 

rT'ilJJTrxl qua el rn:xlclo del sistaua «JUO gcncrc'.i loa datos tic.ne n :;:; i~o' 

n e ºo' 

DltalCCB dadas las idcntificacimtm oorresf.Ondicntcs a m ~ :\, .y 

n ~ n
0 

oo mcucntran bajo ln hin6teeis nula fl\Jc f'(llcrl.Jlos vnrific.:ir 

a trav6" do esta oruob.1. Sea t 0 el runto critico clo:¡!<b, cnt:oo -

c:co los bloques de la figura (S. 75) riuo estén a la dcrc'Chd o en la 

mi1in.:a col\J!llll, y dt.h,jo o tu\ la miJi&l fU.1 nuu el ruu.1.•t·iuco oorri.:::!. 

pc:ndimto a m
0

, n
0 

dcbc!n cau:.cner cant1dal.te11 t ! t
0 

(ldra el tUvul 

do ricsqo elegido. 
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Flq 5, 76 

5 l ¡llll.lc! dut<>n'linAr Lrlilén el rctraoo K al 1nlli'.'O Li<nX> nuo m y n 

d>flL!IViV'Ul CNfJ disninuir el retraso K en W\4 Wlil..lad oiuivalo o aqt"O"" 

\}U' UI\ CDlfJ.cicntu rn&¡ al fQliraniO ll(q-
1

), c:cn W1.l ratcncia do q-1 

ui qr:do n:ror. 

al dtrrl\.'lttta¡, oryM al0rrlcnld·L1 sa1 11 1 Mtk, k, y ~i los v.llon!fl do 

u,r.'I y~ c .. •l uiRtt~t quo qt.::nl.'r.1 lo:¡ riatoo fu1.:;.J1t n
0

, m
0

, k
0 

r1•:;r11."'Ct.i• 

v.\.-.11tc, cntono."?:J la reo)iOn {11 ~ n
0

, n.•I.. ~ m
0

tl.:
0

, K ~ K
0

) dd:crfo w

n~r (CD\ un rúvcl ele rie~o r-ircfij.:i.00) cviticLadca t do transiciOO, D.! 

n nc:I tUJ t 
0

• l::Jl.o uü Wlol u.1n1.11:cucr.:ia. i1n.1.U.alA d.11 h1du du í]UU lou 

r.udcloe a:utuUck>s m didla ri:qi6n cstli.n lAljO la tú16~si.s n'Jla •:UO 

1a r,uiero vcri!icar. 

U. la fi')llnl (5. 77) •ie dihuia d.!~1 ro¡16n. 
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Las tablas de la figuro (S. 75) 1 qw soo resultado de los progr.,,me, 

son ooc:cioocs K • cte, del espacio dibujodo en ld figur4 (5, 771, 

dcolizaclas k unidades sd>re el eje m. 

[jem¡>lo1 de determinación de m,n,k 

Distribución gausslana 

f'\:>stroll'utos Wra ul.rj\JJ"Os cjunnl.os da la dctr.nninaci6n c1a m, 11 y ~ 

mra el siatar.l de segurdo orden (guc sigue la ley (5.146)~ 

El aistcml fue cxcit..ldo ccn cntrad.J. 111W!i12'/ y ocrturlnci6:1 P.Ul llOl, 

ClC'1 rclac16n señal a ruido ~ 1 (es cntooccs la salida SAL,\10•1 ), 

Se real.126 el pitlOOlirnicnto de rn!nillYJs cuadrados rcpcUoos para 

o ~ )( ~ 2 

O ! H ~ 4 

o < ti < 4 
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Se ha marcado las ro:,Jiaics en las que {ldl"a k : ttc. las eolntid;.!cs t 

correspxxiientcs al incrarcnto en lUlO de los rur&nctros r~1 la oruc

b..1 t ( t • 
- o 

SO ha clc.'<]ido t
0 

= J. •n p...u-a ill:iD}UrUl" Wl nivel dtJ oonfi..inz.:a :o !.l~'t en 

Cold.l ru:ucbal COTO fo'¡, {1,120) e 3,!J2, Y lo quo buscanoo CS el runto 

ru\C1, N-n2), al subcr que H·n2~120 1 cx:n t
0

:: 3.92 estarros oobr.:tdoo 

en el nivel de amfianzo da la prucl>a. 

L.ls tublas pira k : O 11 12 mucstr.lll las p::>Sllilcs zooas de Ülti.:?niCCCi6n 

de k • 0,1,2 con la rc")i6n ücñaloda en la fiCJUra (5,77). Dc<:ln:>s rx>· 

uiblcu rorr¡uo CUlllllcn \lfl,.\ condici6n no:c5ariil ¡-x:!rD no uuficit.!lltu, fu!. 

tar1a indicar los valores da t en las trans!cioocs K • r.1 ·• K • K1 -1, 

JnI'ª H t k = etc, ti = cte. 

La tabla par.J. k : O señala H = 2, U = 2 ¡ la tabla nara K = 1 &eñala 

H IJ 1, 11 " 2; la t&Wla J"kU'.t K ii 'l uc:ñ:tl.:i H : o, N :: 2 • 

Pero en lruJ tr.:inaicioncu í{OO rC!11Jltun de di!líl\inUir t', el Vt1lor do 1 

rura f.U!iill' 00 K: 'J, H; 'l, ti IJ 2 a K = 1, H = 1, ll:: .? : t = 

1úlf.21 y ci;¡ » 3, n. f)\t:onccs la ru:lllCci6n un la CWlci6n <la oo::>lD 

es muy a!IJlllficotiva • 

fu c..-vrbio al pasar da k = 1, H = 1, 11 = 2 a i.. = o, H = 2, 11 = 'J re -

sulta t • 2.~Ul5 < 3.92, por lo que ~uro; caisidorar la roluc -

ci6n de la funcilln de roeto poco significativa. 
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L• pnd» determina mtalccs k = 1, H = 1, ti = 2 <XII nuc:ha certidum

bre, y r¡uo sen ad<JlW. los valores reales de k, H, H, 

lhy r.uctm ot.InJ f~.ctorc!I que ~"'len ayOO.U' en ld docisi6n, ulr¡unou 

•J·&O filJ de11p1uJun del lit;t..li.lo do las piq1Jlol9 antcriorca, y otma '1liO 

1u, VU!u.t lll'inL'&\J lo ')Ud tkl lll'-t..lo UXlrac.1' tlol ¡uuu.io lbto..k.H 

t o(t) ... (~.19S) 

a Wl ailtunil do lo fClllll> 

, •• (~.1%) 

al variar H ,ti ,k ro la idcntificacioo lo r¡uo en roalid.>i so hace oa . 

i:11XR'l' wndicionc• dol U¡n 

( 1.191) 

'"'"' alquma l y alqunas 11 '""' forma de vcrif!Cdl" la id=tlf!cacloo 

do ic. valorea do m
0

, n
0 

y ~o e.s rpc al levantar a.l.quna do dich.is f'C!, 

trta:1onea el v.ior e11t.ir.l.ldo del ªi• o Bj• aca cero o aoa pr6xims a 

....... 
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Si so observan las tablas de estimaciones de las pfigi.Ms antcriorc" 

cato r.uOOo oorrolx:>rarso en fonr.a cootunr.lcntc: t>xc:coto püra k = r¡ don

de el t.6rm1Jn b0 de transmisión dirc.>eta ag:tL(JJrlo dista del u .. •ro 11prox!_ 

nWurwtc l.G4 ..,ceca uu dcsv. utd. C!iti.m.l~,, 1!n el resto de los Ct!!iO<..; 

109 couficfontca que uo at]ro1ar1 dist.ilfl dol e-mu l:OC!OCls qtm l111,1 <lt.·1w. 

Cito uua...00 illit,no Wlo iil lc:v.mt;1r una It.!.:.;l:.ncciGn, :;.l.nu ;1(1n C\Wl1do 

lcv.mtarros varios rcst.riccimcs al misrro tirnu:o. Deba dl.'Cit60 :-;in ~ 

b.:ln}o, que rn esto hubJ aucrto, Jl.lc>S cuanOO uc lav.:int¡i¡t v...irL.-.s re!; -

triccioncs del tiro (5.1!>7) nl mtrnn ticsnm, 1~n luuar cli.? tcrv~r tr•!fi ... 

cicntus rr\"Sxi.r.Ps a cero r.ucdl darse lur¡ar a un fcOC.m:!oo ele c1m:r_•l<Jcil'.in 

de rolas y ceros. 

Esta ce otra fonna. de ayudar u la <lutc11ninaci6n d~l ordl!n C!.l"->Ci,1L'T)..".Q_ 

te p.sra olros pro:xxU..11ticnto~ de idcntifiClci6n Jiutinto:t tlt!l du ratni.

nos cuadr.xloa, en que se quiera dclormirur l.:i dinfmti.c..1 d1! lm1 ocrtur

blcioocs CUclndo éstmi cst1ill oorrdacioruda<J. Puc'Cla C!jtuJiarsc el \Jll-

pko du este mótodo (!l\ {52) r¡ua cx:ustitu¡c Wli.I cxcc.:lt.:11to rncopil<Jci~1 

y doscriooi6n de rotodo• de detctminación del orden del noJclo. 

otJ:os (actores quo plCdun tcnortia en CUC!Jlta son rx>r cjai.plo1 lil u~t!. 

maci6n de la rcsrucsta a µ.ilso oor correlaci6n, y la vcrifiroción do 

1'l• lúp6tesis del irodolo (5.2). 

cm la respJCSta a Pllso estiltlada oor corrclaci6n u otro método, ª"!l 

'I"". oo hay wia qran nrccisi6n podcJnce tener Wlil idol do la 11"']nitud 

del retraso K y quizá del orden H • 

. .. ·- ··--·· --····· _ .. _ --· 
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,,,r cju11plo 1cn nuestro ruso la idcntific.ici6n se 11'..'VO a e.abo CCfl 

ls is Mi~ datos CXf\ que se cstim.'5 ~r o:>rrclac16n la rcswcsta a 

11'100 do lA fi<;ura (5. 71), do ella se p.iOOc prcwnlr en primer lu

<Jo'1' c¡uu k ' 1, y qo..a 11 ~ 7 puusto c¡ua ro •o pue<lu Aj\l.!lt.ar Wlil ~ 

IHlClaJ., 

CO\ vurHicar l'1U hi¡"lit1-•:.aa dt.!l rro..lclo 15.2) queru1ua decir c¡uo so

bn1 loa rcsl<luoo de la iclmtlflcac!6n nodo'"'"' vcriflc.u- lnlq<ffiun-

(<p.IQ ro hulx>) "°'""ª de si el reo.lelo abtcn1do rora K = l, H = 1, 

011 cst!nolr l• funcllln de correlocl6n R.}kl con los residuos clu "'::! 

bc6 llllde.IOB. 

D1 lu fi<jUl'as (5, 78) y (5. 79) se rucstran las cstlroc!ooc~ rornull

....i...,., es clcoeir; (tl = R (tl/~ (O) r>J.ra ·lO <' < lO. 
c'J .,:U UU t=C - • 

U1 el t101do oora k = ~ se viola una hiOOtcsis fundaoont.il, el n.'!li

Uio cut& oorcuL..:i<Jn.ilo crm l.w mtrai:W y lo ll.'llt.o.dcn en Wl irwlil!!, 

tu W riuc&lru;l. L4 r1uGr1 ~ l6J1ca, did'IO uoiclo 1110 CXlllil'JllJ en ul 

r» 1r.!1· .xklr t ~ nni.1'06 ai q -
1 

• 

i..1 !XJllrOCl&l dol las flc¡uras (S. 78) y (5, 79) hubiera rc¡:oru.Jo un 

eluuito dcc!Aarlo, para 110'.)ar a la CQ1Clusl6n qw el ioojor modelo 

ar• c;l qlMl MI habla abtm.ldo con K = 1. 

- - -
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COllLLACIDll r ... O.) PAlA l:L SISTUIA UTIKA.loO COH 1.•l,M•l,h•lo• 

Flq S. 78 

F I~ 5. 79 

So crcyÓ conveniente en algún ll\'.llU\to incor¡:orar un> soccUn 'I''" di!!_ 

cutlcra m6todos de dctcnninacioo del orden del modelo, fl cno3icla 'l"U 

oo 1hl trnl>ítj1Uldo y uimul1.1.1vlo <Xfl c.wla lU\O do ul lrnJ na1!1 c11cf.1 J,1 C:\JQ. 

vicci6n da que no alcanzada ni siquiera un Cilp!tulo, cor lo c¡uo hnn 

sido 1.ntrc:ducidos a trav6s do esto ojar.ple, en torno fur\ddlT'C:Jlt..11.I"Cntc " 

wn dD el loa 1 lA pruebo r. 
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OttUll nét.UÜ.18 (~d.11~'\:i 1lo lou ClllU\Cil-ldJs) LllC9 CX110 el 00 'h:itV.1,n·t~vniL.•n

to d1.'l <li!tcnrúrunte•, •1raficocl6n de las señales, y loo métO<.loa ya vis -

lool, ¡u>J,..r¡ ser esludi,lá:>s en la referencia (52) y en U. Ubenhaian 'Jln -

pliCJtlOO of diffcrmt stJtisUca.l tests, •• 11 , Pl"ocn.:dlrqs 3 rd, ff,"i: 

S~'fl\Xl!liwn, 'J~lL? 11..w¡uc/tl!fll, Ncthi.!rl.:mds 1973. U1 ¡u1lbos su d...!ucrJJ.x:n s.f. 

"1ll•<1cncs p.ira <XJ!'¡"1roU: l..\S pCU<:h:Js, 

Ua? c:it.w pnai.•b.:!..'J lJ\ forml a.iu¡ikntA.lrirt, C\i.:tndo liO trnt.J oon d..llo11 ro ei-

nul.hl . .,..J l.iu a:n:lusia1cs que ve extraen cliJ c..ldl una ckul luqar a n?sul~ 

Ül.kl cU.ll.J.taUV.Jr.ll1'1tO ENfl.!Ciotl!s C\.l.lrd:) BC les a:nbi."lcl. 

l)l &:) cjCJ'll)lo c¡uo IMJtOs vli>to, la prucb.l r da el nulclo oorro ... "1.o, no só

lu e) ortb\ sioo aJ...mS.¡ ~ y H en fotm.1 pn.-.cis.J. lb no~ olvidt.:511.)u que 

tr\ll.W jllr.09 Ul CU\.licicn.is ick:c1lc!i, a:n d.:itos sJ.nul.xlou, cx:>n ociallcu a;i -

Loo tcrt.wbocic'Íl utilizad.> fue ~UIOOI, que simJla una i;ci\al do ruido 

bJ,,._..,dc dlstrl.Lucim qauss1¡uw, 

¿C~.G t>u..."'U.la a:I\ otr.lS distri.bucJUllCS7 i'IJcdc wroo quo si 11 ... 001 la pru2_ 

1"' oiqw alcrdo cuwistcnte, 

Vcn1 at lbs cJtr.plos t nira el M.isro sista."l'lr;l de scqurdo orrlcn, cm la 

rrJ.limit -.c.tW da entr.:d.J. rrn<;1 ~7, y 1.1 misoo rcl.1ci6n sciul a ruido, üC r! 

p:U1·1 el mi""' prooedímlento oo.ra la p:>rturbolcloo ~01001 que simula una 

dJatr.üiuciiln wfornel y IJ<TI qw 1lnula una distrl.buci6n binllrl•l 1 el 

n! . olu ¡j.lt.cm alc¡uo oi<:n<b 500, 
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Ol!otrlbuclón unlformu 

Dl las siguientes f.iguras se nresmtan los listadns do la r:>rucl>..1 1 

rura k ' 0,1,7 en la aplicocl6n del proocdimlcnto•i.i m!nin"" cu:;lr.1-

cbs rcu.::tid1u &OOrc lu rwliz.:ici6n dul sitituM e.Ju eoqurüo c_1rdc.11 1-.:0!, 

t:urboda a:>n la acñal RIJI U07. 

Se lietM o6lo las tablilS 00 la pCUL"ila r rucu en este ejnnplo no9 

inturcsa t>Ólo detlmnini.U" el ortlcn <lel rro.lolo, ¡'CJr lo rp.1e l;u 1.upri

micrai. loa list.'.Uos do los cstim:ldos de lou p.l.dlltlCt.ros p..i.ra distin

tos órdenes, 

So cbsctva el mist0 tiJ.O de resultados que en el caso anterior, se

g(ul CtitoB listados P..U"il k = O ca H=2, U=2t pr1r<.l k=1 es M=t, l/"::1\ f\,l 

ra k=2 w H:o, N=2. ~ trcü t¡!.bl.:w wincidL'n en r¡ua 11=1 1:fr::1 , 

falt:.1 deteaninar k. 

Si prcbluTn! la hip6tc•is ko< a:mtra 1:>2 colcul<Wlo el valor ele t 

a:b::iado a la transición k=í', H=O, ti=:?-#K:l, M=t, N=2 r~;ulta 

t = na » J, 9, no pa·;11 la prurJJ<.1. F.s que la fwici6n de oosto oo 

roduco nucho, de aproxlnldd.Jcrnte 1535 a 1050. 3 

Ell cüll'blo,sl prob.>ros la hip6tesis k'I OJOtra k>l calculanJo el va

lor de t ilSOCiado a la transici6n k=l, H=l, 11::~ .,, k;:O, H::~. li"'~. ~:!.. 

te cs1 t e 0.1 "16, La funci~ de oosto se rulujo O'XXll aproxi.mlda

"""to de 1050,J a 1049.9, 

La prueba wclw a dar en for:ma lncqu1voca k'l, H,1, N,7 q.ic ia1 

loa valonis rwloa, 
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Rotr•so K:O 

"º o "º 1 "º 2 "º 3 'H• 4 

•• o llt'109 • •o.:ioJo • 106.8166 • 121.'111 • 
UU14:11' 2411. 7540 2006.9661 2527.3545 1901. u:s•o .. 11.:1105 • U7o'I070 • 5717500 • 13.60~2 • 
$72.5390 804.4673 660.4207 550.2210 524 .10Ji 

•• 2 1 ..... ,497 • 72.:!04) (!) 2o06lJ • 213744 • 
415362 4o7Dl:'i ¡2.9025 119021 l t40D'I 

•• J 1 19609776 • 67.6175 • lo06JO • 1.0031 • 
o.e14' Ool!.00 l • ·7035 J .1 Y26 010J4:i 

•• 4 l95,S4i>B • 68.96JS • t.::'Mll • o.1~;i~, . 
";Tll\, •.I 

ft• o "º 1 "" 2 "" J "" . 
•• o 'º' 7J75 • 107,0073 • 121.7;?61 • 921597~ • 

:141615248 2Ul~o640l 2532.5479 199210175 l!iY5o96U'I 

·' 
~· 1 &Jl,J2JO • 57.0619 • 1316907 • 1.2004 • 

110~.v:in 6A~ol&IO :i:ia.uY~l :,;i~,;'/41 !i;'4o IY71 

N• :1 

72,J<of .~03U 1.0~0:. • 21JlJü • l t7l'41 • 
•• 11307 1.0100 lol271 t .26111 

•• 3 671487 • 1.0553 • t.0443 • 1.6573 • 
o.J40J 11.6914 1.1241 o.o~64 Oo06~0 

•• 4 68o74f10 . l. :-!!_·~ __ !, __ o ~1~~_!.:.!.!!'17 • 
ft• o "º 1 "º 2 ft• 3 "" . 

•• • 1 101.7191 • 1&5.1176 • 8702064 • l?177Dl • 
u:.1.uo, 201', IY:.' U7Uol470 1304 .. 706 1no,uu' 

•• 1 1 45.0127 • 10.0660 • 0.3027 • 1110019 • 
45,,07J7 J16o 7197 JS9o ~097 357.9440 JU,0037 

•• 2 (!) 019039 • o,eooy • 014162 • Od424 • 
017408 0.1212 004701 014230 OoJ91Y 

•• J 1 Ool759 • º·''u • o.Jno • o.11eo • 
••• 122 81'146;? o.n~o 01990& 0,9UI 

••• 1 o.no1 • 01JUOY • Oe!..1100 • 0109~4 . ·-
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COnpr.:l.rlJTl)S las tablas do la flL'Ucbd r para rola r0r."tlizaci6n con }o]!j qur! 

se cbticnllll r>lta la rroliz~ci6n oon ¡:erturbuci6n gauasiana. 

Fn las Oltimas tablas los valores do t en las roqiaics qua ni~un la 

prueba oon algo m..iyor\JS ciuo en lns anterior~, aWlqllD ninij\100 di:! cl.los 

llega a alcanzar 3, el ¡r;¡yor es 2,9025 • 

DI 1"" tablüs do la realización ccn pcrturbuci6n qoussiana el volar 

11\1xirno do t en estas ro:¡iooca es 1.511. 

01 .-Jrlo:J e.unos el v.ilor crilim tl
1 

= J,92 l!al.Í !ichr~.Jo JUr cndm.1, cm 

decir qua hubi&llrOOs ol.itcnido el mi~ro rc::;ulti1do uW'l con valores <la 

t
0 

ooyorcs. En las llltinUs tilblas se hul.iicru noccsit.1do r
0 

> bil P!. 

ra uolifi~U' 111 f'onn..l <lu lJU ru:;irn..::u, en l.:.cj t~JJlrui anturion.::1 uu 

huhiui·a ~~uit:.ado t
0 

> J~ cur11 orovocar did1w Clltilios. 

Los rcqiooco que p:w.n v no pasan la prunba están ¡>les,biw diform -

ci"'1as • 

Ohtrlbucl6n bln.1rla 

t..ls oifJUicntcs t..llhlas rcaunlt.!Zl lou r~ulta<b!l du la. prud>IL I' p._ir.t el 

JnismJ sistuna en las miEIDlS ooOOiciones, r.cro ncrturba1n ooo la oo ... 

ñal r.un que simula w>a succsi6n binaria a1C'1toria. 

Iqual que .., las casos anteriores, las tablas indican OCllO prWables 

val.ores do H y H 1 
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41f1Ull\ • 0 ... •• 1 .. ' ... u.0:1u . o.sao2 . 
1ns.a•u• Ull8oOl50 :u:i.nu ... ''·º'; 1 811.3Jl)2 . 
.. 0.01'2 •i'2o'9H Olllol421 

,,. 1 222.001 1 

""'f ...... ..,400 .. ' ~- olJlO 

•• 1 US.U1' 1 2J,;10 • 

•• 1101 o.u:i• 11417 

11•. :nt.1111 . 2J,ll:IH_I 

-..!J.fUU 111 ... •• 1 .. ' ... .. .... u • 7'oUU . 
lf1J,Jll51 2u1.uu 195006611 

•• 1 ••• oou . J2,tU9 • 
tl7oJ2U IJJ,t4or 7l6oJ'l50 ... 26o05D· (!) l 0 04;!J . .. ,.,. .:nn o.uu ... u.221 o,oon • 

to4H4 .22s1 1.21 .. ... ,,,,,,,. 
~:' . 

•ltlA\O 1.·I .. . .... . .. , .. 11.s1:u . .:r.71116 . 
•••2.sot ... ,.,,,., 1446,JlOS 

•• 1 a .... , • Jo11l1 • 
in.un oa.1110 •u.u10 

••• l!I ... ..,, . lo24:Vtl . 
t.HH e.un Oo07f 

•• 1 t.MJ4 • . ..... • .... ,.. ''°''' 000107 ... . " . 

... .R 760'6:'' f •&o71JO 1 

1949,7'57 161lo40l4 

J2,ou . 4o1J!JI t 

7l4o6411l 1; ~ .... ,.: t 

OoYIUll . 2,JJU . 
O.J~H 

.. Oo600t 

º•ºº'º . 2,51J1 1 

lolYlO OoU!.~ 

~!o~~:- . 1.0~11 -1 

•• l 

16.11119 • J4,7U8' . 
U7J,:111 '5~0.59'/lt 

4oflll . 6o51H' . 
727oli09 110.11uo 

2.10~7 . lolll6 . 
0,5421 Oo560J 

2,60111 • lol2r:I . 
Oo471hl o.u~• 

1,fll'li1A . 1.11:09 . 
•• J ... 

J2o46Jl . 9oOftO . 
ll42o l716 IJ61o7050 

''ªº" . 111 •• 0112 • 
457, lMll •2•.000 

2.01u . lo71U . 
0.73 .. 0,5490 

2.1210 . lo521J . 
Oo021' º'º''' . .... ., ... . 
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{::::: 
p.lr.1 k = 2 

H=l, N=2 

L.la tres ta!Jlas coinci<lcn cr\ <1.UO N =J• Htk = 'J. Pn:ib..ltarOJ ir <lis .. 

minuycndo el retraso mmtcniCll<lo ex>nstanto H t k 1 

Al [U!Jcll' da k=2, H=O, 11=2 a ~=1 1 H;.;11 N=2 lo.1 función dtJ oo~lD fl.\Sª 

do 1553.4623 a 1051.6528, luago t = 2J5, ·12 cs » l.92, no oos> la 

prueba. 

J\l n1sar do k=l, H=l, tl=2 a k=O, H=2, U=2 lil func16n ae cnsto p.Jsa 

do 1051,6528 ta 1050,2798, luoin t = o.&~115 < J.n, n:rn.1 1;, rirucl>J. 

otra vez la pruchil r señala precisamente loo valores reales de K, !<!, 

N; k•t, M=l, N=2 

Arllcacl6n lJ sistemas con perturbaciones correlllclonaiJH 

Lo c¡uo taro& hecho ha!Jta atora con m!n~oos t:=Jrados rcpatidoo es 

anliC41" la 1doa do la 11COCi~ 5.9 cwm:lo la autoragrcai6n de 1"• (lC!, 

tw:baclancs 

n(t) - 1- e(t) (e(t) ruido blanco) 
ll(q-') 

cs tal que 11( q- 1 ) = 1, en eso caso pcxlaoos ci>tcrer dircctancntc el 

ortlcn (y retraso) de la ¡nrte dcterm1nlstica del sistaiu, i>:lan.1s do 

pxlor probar CXll la prueba r la hipOteoiB do <jUC al"""?S oocficic»

tcll llOill1 ... 1.oe. 
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Vu::WDi alc¡ura¡ ejoculoo do 1dcnUíiruc1611 do ttiutuna oon l"Jrturb.:Jcio-

001 conulacicrwdas; es dL>eir, d.W el sistan.:u 

A(q"' 1) y(t) ' 8(q
01

) u(t) t 1o(t) (1,1?0) 

tr01t:ANn:l8 dll ajust<.r un nolclo do la forma (S.lJG) 1 

A(q" 1
> li(q"'> y(t) 'B(q" 1> li(q

01
) u(t) t e(t) (S,199) 

11( t l • iiT..¡~,) o(t) 

Ca:o so cxolicó en la DL«ión 5.9, ~ d)tcnornc 11st \U\ Wc.!t\ proli~ 

tor m el HCntido du rn1'.ni.sros c:u.1dr,ms f'J.fa loo errores do pn.>dicci6n, 

I""' so eutinn Ali y 811 (no so estima A y B). 

llu la Cfit1Jr.icil5n de los oolinanios Ali y hli ¡o:!rla cstim.ln"' la diro:n!_ 

c..1 00 la 1wtc d~tCJmtnisUca tll'l oroxoo (loo PJli.nanios A y U), y 

1.1 de la 1w'1.c cstcx:&ltic..i. troli.nanio 11). F~to ruc.do h.lccrno ror Djl:J! 

pl? b.ute.lR.k> run. curur"ll.!u <le All y Bll, rcro en general osto es d.lf1 .. 

cil ¡or la.• razaics cxolic.:.J.1s en la scccil\n 5.9. 

Vcru:ai dos cjmODI"'' cm alsta\l!l de princr orden. 

1) Ca>s!.dcrmai el ejmplo utilizado oara irostrar en el p\rrafo 

S.12.8 el llCSIJO del estimador de m!nlJroe cuadrodoo en el caso cµe 

lu J'Crtllrb:lciOl'llls fuoran oorrclac!aiad.1.9, El siutana cra1 
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l1-o,eq"
1
)y(t) '(11"

1
) u(t) t A(l-0,7q 01

) u(t) <~.no> 

Esto sisl:Bn.l fue identificado oon el mOtodo do m!niloos cu<Kir"'lo" en 

el ¡&rafo s.12.e halli6ndooe arribado a una cstimacU:n &!Sl]üd.l do>l 

¡nrturctro a1 • .. o.e: ~ 1 ~ .0.11595, 

El valor de >. = 1. &~ 31J9 fue ol~ido rara que la relación scñ.:tl a ru!_ 

do S/11 sea 1, 

Al wr ol rc5Ulb.k> de la estimación p:Jr núnirros cuarlr~lou oo .lllrcci.i 

qua rura 1000 muestras se obtiene Wl m:xlelo oon sesgo en lo~ p-1r~

tros Y una dcsv. std, da los residuos da 1.Sb!S, La <lcsv. std, de Ja 

pcrturhacU:n es 1.66667. lNo n100c entonces cbtcnersa un m:!jor rcsul· 

t.>Jo, al """°" caro pr<>.lictor? 

LL1 rcS{lJusta ca et, 

Ahora so aplicará el procedimiento de m1niJt10s cuadrackJs rc~~tidoo d.l. 

misro oiutoM, sirrulando de la rnisnu TtlLUlCra, F..11 lugar de utilizar 

1000 ol>:lervaciaicu uulizaruros la mita:h 500, 

El listado r¡uo siguo es el resultado d~l pto)riUM GHC•~f/11.l'.I'/;/!, unli

cado a las señales de cntroda y salida del sistt:ml. Se han suprim!_ 

do las filcJ.S y columnas oorrcs¡-ondicntes a H,11 =O,l por 1.·aiooc~ de 

esplcio, ya que no agro¡an nada nuevo. Se asLV1116 K•I roro cooociclo. 

Para esta valor de k la prueba r señala cnio irodalo adecuado el ouc 

corrcsp:>ndo a H•11, U•I puesto que la ra:lucci6n de la func1611 de cos

to que resulta do agru¡arla parárnotros no es algnificativa. 
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Polos 

0, 13311 + j0,63484 
0, 13311 - j0,631184 
0,50001 + .10.2•1102 
0,50001 - j0,29502 

•• 

•• 

Ceros 

0,20618 + jO, 70193 
0,20618 - j!l,7QJ93 
o. 57126 + 10.1011 
0,57326 - ,10.3033 

HUOI H PO\OI ' tUU IH IU• 
""" 111111.1.n.-

FI~ 5.60 
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EJ n•fnllt,W do la cstimaci611 nl.l',1 d1ctna valores do r.,H,tl c.~t.1 ru

"l.:k.lri'.Uo m la tilbla t;urcrior, a or:iJoora vii;¡ta l:>t? ob6Crva 'JUll hay 

n11dw p¡u-&nctroe y ro se mcucntra slmilitoo alguna oon los v.ilo -

n 11 de 1<9 r»ráiwtroo dul mcxlclo. Sin rnl>.irqo lo c¡ue ro wcd~ ser 

v1eto muna fOllllll dl! rcpruncntar el sistur.1 rt!~;ulta cli\rtsi.Jro en 

otra. 

W. JX>IOS y CU'OO de la funcif<i de traruiforcncia cstirn.:ld.l cm ;,11 

b~' sc t...b.üan a oont.inlaciOO d(!l listado de mtni.m..~ ~racbu rcoc

tJ cl~. A JllrtJ.r de ellos &o diliujru1 los r:utrc.ne!i r..L.! [clos y ccroo 

ck l Rist.Lsna ainul~b y del sistana cstimldo cm m!n.i.rroo t'Uldra.Joa .. 

rcucUdos. El resultado oorprcnlcr!o m.1s si ro 5uoiér01TDB lo r¡uo 

Se OO!it.'rva el cxr.ax>rt.11nicnto r¡ua se cst\!rahJ.1 al aproxim.u' l,lS p.!~ 

turL..1cic11ca CCI\ W\a 11utorU]ror.iOO, el ~tcxio ugru1a polos y ~t"CkJ 

naJV pr{.ucinnJ (qw: a.1int6ticaocs1to, IAU'ol tl .. ., oo c..moclM), quu BCJl 

rcoolt...a..k:> clo la fi:.:toriz.:sci!r1 Ucl. proccuo nuton.,Jrcuivo do ldu [l.!!:, 

"=sc.~uW otl"tll ela>t.·nt.oo do juicio, o, oj 1 W1..l aprox.in\lci61 '1 la 

nap . .cat.1 " püt1D, •llU'.11 cc::11f 1~11" qua se trata de Wl sistan.I du pr!, 

mor onlr.11, .., rl.llldo Jo.lucir un.> e>1Umacioo dc Id ¡"1rte dct.cmln!st!. 

""')'de l• ~ .. tix:.1stic.i dcl sistana. 
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Tan.lndo en cuonUI que lo quo se tiene 60l1 l:utimacionca aproxür.ldoJ:J 

Ai1 y 1~1, una p:>aibilid.ld (que no haroo impl.lntado) es unca1tr.ir ~ 
lincrnlos 'X,~.~ tales c¡ue X!f y'/(/( aproximen A~I y D~I rcsrc-ctiva -

m.mto en el sentido de nWWros c:uadradoo de las difermci.w de uua 

cxx.-ficicntcs. 

&sto cnfoqoo pcnnitiría incluir las cotimlcionl.'s do las desviacio

nes standanl do los oocficientos do AH y Ull =o los pcsoo da una 

Hum.• de cu.ldrados ¡:ondcrnda. 

~i.13 allá de o&ro cnoontrar la mejor aproximación en el caso gme -

ral está claro que en i:?ste caso la aproxim..lci6n es b.iuna p.JC!ito quo 
A -1 

el dcnaninador Ali [JJcde factDrizarse coro: ( 1-0, 70094q l 

(1•0,7J3aq"
1
to,1l'ltGq-

1
+o,J31q"'+o.1111aq .. 

11
) el numerador ul1 ruo.:lc 

foctorizarso a:1ooi o. ')tJ19·¡- 1 ( ltO. 731f2q -• +0,4h!>'lq" 2 tO,ij4J 11<¡_, +o. nu3'1-1i) 

dcndo d pilo libre de carcclaci6n es z = o. 7U1194, nr6xiloo al rml 

o.e, y el praoodio n6v11 del ruido coi 

1-o.7q" 1 = 1/l+0.7c¡" 1 +0,r1'J1" 1-.o,J•13q .. 1to,2•101q"
11

to.1l.it1lq .. ~t ••• (c<Jn

párcsc con las factorizacionesl. 

2) En el ujanf)lO anterior fue ncccsa.riil Wlt.l aproximJciOn autoru1nmiv.1 

p¡u-a el [lfOC>!SO del ruido con cuatro oooficientos. lll rcaUda:I es 

nuy dependiente del '{'lrOOC!liO del ruido, la c.lntid.:id de coeficientes a~ 

toro:¡rcsivos ncoosario& rara lloqar a wia buena apraximacl.6n. Olnsi

der.iiat un ej<IJillo 
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lil."11 el abttm.J (~. 2oi) l 

{l-o.eq"
1

) y(t)' (q"
1J u(t) t ~{liO,Jq 01 to.015,1• 1 ¡ o(1) 11.202) 

tenlo e( t) es rulclJ blilnCO de arulla cero y varl'10za Wlit.1r!a. 

~''-l'"'"" cl proccoo del ru!oo (c¡uo es do proralios nóvilcs) en for

mo clo prooo&O auto-ru¡rcsivo1 

o(t) 
1-0. li¡"'

1
tO,01 Sq .. J t O.Olar¡ '" 1t0.0%!n¡ .. , t''' 

... (5,203) 

11• OO. prlreros occficlcntcs cnitlcncn el 99.9Si da U. S\Jl\l do CU:! 

dJ·abJ clo loe coeficientes do la e>'¡>.ll\Siff\. Se n11xlo rcns:u· cntoo-

aa ul a~im.U' el proceso de prano.iios lfdvile<.J ccrno1 

llnt fort".:• 11J ver r¡u.J Lm huma l'9 la .:mrcixi.lT\:1c1e.n es ca\Siderur lol 

•~UW do ü11i:o9 proccoos, ca:a m la fi<JUra (5.81). Se ~:urou ver 

•JJJ l,, VMÍMZ4 di.? n1(t) C!i v.U" Cn.Ct}) = 1.0!J!tt.J, y l~ s.:ilhL1 do -

14 u.11q•&rt&C16n Wl •••.ou prc..o.::Jr.-. n1(t) tJuWJ W\11 v11rfo11zlu v.11-(1,,(t)) • 

u. IOJ1.11, Et.to cu quu el vulor ClifA~ •. do lkl l.:i ¡:otcncia do 111 t.Uf'o

cuici• do io. clco Pl"tX:CliOU es 1064 vooes l!U\Jr 'Jllll la potencia d.:il 

"",.,..., oci91.n.al1 n1 ( t ), 
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n.¡11 

Flq 5.SI 

listo s!Jitana fue s1nulüdo cxcit.1mblo con entrada l'RllC.lrl , y 1<>rlurt..i

cifn HUIDO!, a ¡nrt:.ir do condiciones J..niciolC>I nulilS. r.c sinul~ron 

645 .ln.sl:ilntcs do llllCstroo. So dcscart.aron los pr!reroo 127 datos. 

La rolacifn scful a ruioo slnulacla fue S/H ' l al fijar ~ ' o. n~o·~¡ I'.!. 

ra tal efecto, A los prilrcros 500 d.ltos se les aolicd el ~rooodimicnto 

de l!l!ninns cuodrados rcpoticlos, y los resultados so listan a continll.1 -

clfn. 

La prueba r seiiala ¡nra k ' 1 Wl no:lclo da orden N ' 2, oon ler onkm en 

el n"1'Cmlor (H • 1 ) • 

lñ el listado superior so rccuadrtS la cstiJnacl6n da los r•v~11•.'Lros por 

m1n1nm CUJd,ra.:bs ~r1l H e 1, N s: 'J, t: ; 1. L."CJ r11!ccu dt~l ¡nlira1lio 

"ti "•\ 
All{z) IJOOI O,Jff/2 y O,'l~·•!•UI lq dcl JXJlinan!o ""<•>OSI 0,JIGJ4. 

lñ la f!c¡ura (5.821 "" h'1 dibujado el !>Jtr6n de ceros y polos clel sis -

tan> original y nl clel slsl:rn\\ identificado do esta fom¡¡, !!l slstana 

eatimldo ¡ilCdo (XlllCr&e 0:111:>1 
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Ja'• 

y(tl {(1.o.1s~soq" 1 l o-o.Jnn.,·•¡ 

•[1,0002q" 10-o,Jnnq"1¡. o.01J4q
02

)u(t)tu(t) 

dmdo el cl<llmt.o o, DIJ'• q ·' tluno maqnitud .Ws de 4 VCC<?S lnforior 

a la desviación std, cstlnud.l p;ira el témúro csi •1 "' del dCl10'Ú11il -

dar de la función da transferencia. 

Flg 5,81 
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t.lJ fo ul p.>lo de la apro>dJ~ciOO ..lutoru1rcsiv.:i Ud ruicb, 

D1 cate c.-L<E, fDr la forn1J clcl nrcxcso del niido, muque los prantdioo 

l:ll lOti uj~>loe Vilil/)9 1 uu GfllUX.inó el proc:uao do la.ti norturb.lcionoa 

11(1) a::n un piocuiO auton-.:JICliiYOI 

n(t) • ¡¡(~-1) c(t) 

<b&.lo .Ct l"" tuiua blanoo CDl 111L'Ctia cero. 

Cu f.kil Jo dlJTQ::1U·ar t)OO b.ljo las cxn.licicrlL's gffil..'ralcs dl! caivurqcn -

ci1' del ttil:t.cd> do rnSninoo CU&Jtlracbs, si (S,205) es cxactn,~nta10:!9 los 

ca•..1m1'lorca que hu!<>s lJ.;111ojo Ml(q " 1) ~~l(q "1 l OOOVC1'1Jcrlln n:alrrcnto 

",\( 1 ... J 11(11"'') "/ 11(,,·I' 11(•¡-I) h:UW<.:Llv111tw:ulu. 

Si en c:..ttlio (5, 205) es aimplwcntu una c1prcud.m.1cif:il, fllt->do ÚtJtostrdl" -

,. -1 "' -1 
., r¡w pr.v.i valo~s qr.nh'.U Ui.! f./N loa c~um.ld.:>rcu All(q ) y 1111('1 l 

a:nwrqu:1 e.va N .... a w"'1 pi."OXimid.ld 00 A{i¡-
1

) i1(q"''1 y D(q"'
1

l iÍ(q-
1

) 

l\>i¡IJCtiYlllUlt.to, denle H(q ·• l en el !Dlinanio que minimiza¡ 

mln & (l/(q"1 ) n(tll' 
N 
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1·. Hl"llJ{)S CUo\OAAOOS Gr1ERAl.11AOOS Y ESTIMADOS DE l'ARKOV 

''·'.!!~ 

'..'r•tArm<>0 de atacar ca¡ do-" pro:crllmicntoo el prdillJTU de identifica• 

o:iM cwrm l.u [XrturtJOcicnc'!l del ai•tal>.l cst!\n oorrclacicn«l:ie. 1111· 

111,,.,.,.. visto que la !IOluciOn do m!ninx:lo cu.'\dritl:>s es aslnt6tic..,.,•nt:c 

M:.·1 .. ¡.ld.l, y eso retq;:> C!it.'i vinCUlid:> a la oorrl!l..ici6n da l.i..'I nurturOO -

o:ioo. 

·l:lwidcrulOll el c.ioo qt.ncml do un uiuturo diucn:-to CXf\ D..?.rturb.Jcio • 

,_ 41"'1t<>riu de Clipt.'Clto raci"""1 visto en el Cipltulo 4. 

A(q'
1¡ y(l) • l!(q"

1¡ u(t) t C(q.
1

) c(t) (6,1) 

Qlll e( t) ro mrrelacicnllk>. 

• 111 --1 e Ir, 1-¡ · 
,.....,,..----, r' 11 .111 

~ 
~111 

Flo 6.1 
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n(t) = C(q"
1¡ e(t) 

AC.¡"
1

> y(t) = U(~- 1 ) u(t) t 11(t) Co.~) 

Si 11(1) fuera W'\a eucurmcin no corrclacion.M:tü. l'Ut.:tríanvu fru1tc:> al pr~ 

blan.i de míninm cuadrüdoa. D1 general si e no e:.. Wlil cooutantc,n(t) 

es ~l .eccucncia da variables aleatorias CXll matriz de oovarianzas no 

diagonal, 

6,2 Estlm.:Jc16n de Horkov 

l!ct:anaros el m:xlelo lineal del capítulo 21 

'{ = XO t n (fi,'J) 

En el tcortml 2.21 fue pi:obiido c¡uo el estim:tclor line.ll J.ru;c.v¡ilib de 

varianza mínima para O es el estimador do H,:o.rkcNI 

. 

J ' 
"'T -1 n V 

1
11 • y - xo 

V • t(11nT) 

(!,.,11) 

(6.5) 

(O .es un eet1JMclor cualquiera), ( V • m>triz de oovarianzas de 11) , 

est:A est1JMci6n es ..,jor que la de rn1nirooe cwdradoii ~ el voctor 



tk• crron?!J n Umc clrncntoo oo lrdcrcrdicnt~. 

D1 el toorol>l 2.21 fue tiUflJCSto X y n iTdcpcndicntcs; caro V os si!OO

tJ1e& y )'l09itiva definida, a<itútu W>O dcso:nrx>oici6r11 

(~. 7) 

<l.nloo /( ea una 11\ltri• triarv¡ula.r inferior¡ luap hacuros el mi!i!JJ ra

aa"'1\iunto c¡uu Ul el twrona 2.211 

(~.A) 

El estj¡¡udc¡r de l\lJi<ov es el mimo c¡uo ct>tcndrlil"ClS da anlicar m!ninai 

cladr..X. al 1iutu1o1 (6.3) filtrado f"1' la 1r.1triz l/j en cfoct.01 pre • 

m.olUoli....-.lo (6,ll ¡i>r lfl 

ffy :. lfXO t tf n (ti,9) 

<ntu...,. 14 eotlmacit'.l de 11.JrkOY es la 11>Jjor w el 8Clltic:b do varian

•• rntnim.>. 

¡;- .,. uitmaea una matra "blarr¡ue.ldora" de la succs!en de elarent.os 

dlll vuct.oc n. 

ronc¡anos caro m .el C.:m!tulo S, nut'!ltro aistrnu din.liniw (G.21 "" la 

fotn\l (6. J), CXIC1 Y t!l VL>Ctor da salidas, n el ele pcrturt>.lcione!l, 

11\ltriz de entradas y salidas, y O el vector <le naráilk!tros do la rur

tc dctctlTl!nistica del nroccso, F.s dcciri 

• (y(t), y(~),..,y(11))T 

[

• T l -y(i-1) • t,. ¡ con X¡ • 
-y( l·n) 

•11 
u(l) 

~(l-m) 

0 • (a1, ... ,a0 , b,,, • .,bm)T 

n • (n(l),n(2),,.-.,n(ll))T 

r-
1 8 1 
1 1 
1 • 1 . 1-----11" B/A 1-----' r---;1...,.-__ __,__ 
1 . 1 

·. i L----~----...l 

9 
Fin 6,2 
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So ruede rimsar en l• "'ltriz tr ooro un filtro do bl.w¡uc.i ¡,. oortur-

bicic1u.-t1. La qnn Vl!ntaja es quo curo ahora :< y 11 no uoo tn.h.m1..?1JiC!!_ 

tes (<JUO era la hi¡:ótc:;is dcl Cao1tulo 21, el aplicar m!nlm:lo cuadra

dcll .:bn: loo da too fil tr.tdai :ru v tfy (a tr'1V~s de :¡y y :110 oor.lucc a 

Ul\l c11UNci61 1..nscuq~Ll lio 0 en virtud do lOtJ l'C!.1.llt~oo dd C.tpitulo 

5. 

Cl.til>l'VCllO q.JC la forll\l triai•¡ular inferior oo l.f ¡=mito hacer al fll

lr.ll'.l lfü • K"y CD110 W\o1 6lltlil rondcrlll.1.\ de }¿w li'~t\.llce prcse11tcs y {USol

d.ul, u rmlizable. Ll cst.im.lcU:n quo rcs..tl~1 es a.sintótic<llt~tc in• 

»Cl;qa.1.1 (y cficicnb? :ura rcrturb.1cioncs tJ.lUs.-¡i,Uld!J), PJI'O su limit.J.

ciOn ea olN1111 se ru¡u.if:ro a:nxcr prt..-vima.cito u; es decir 1.:1 oorro

laci&l de las {lelturbacioocs, O cl ¡.oUranio C(q- 1
) en el nodclo (6.1), 

6.J tdnlmos Cuadrados General Izados 

6, ).1 ti mélodo 

Pan salvar l'St.o dificull:old, Cl"1'ka (1)67), (IS! ororaW> cl IOOtodo do 

tn!IÚJIO• cu.ldr..X.. gcncraliz.:idoa (en la u tcratur•: ras). quo a:noiata 

cllC<:llr.iallllmta m aplicar en forna itcrativJ el pronllmicr1to da m1n!. 

nw cu;>.lr0<kJu iru·4 idcntif!CM por ll<'lu.r"'lo la dl.n.\nica de intcr~o 

dul 1istuna, y el c:;¡•-ct..ro do las rcrlwh.ctcnc~!I. 

Volv.,.,. .al nolclo (G.11, Fijado C( q - 1
) ¡.odrnm aproi<im.:u' t.:into ex> -

llO 111 <¡WCDI . la dmsidad espoct.ral del _pro<>:> so n ( t) ooo un pcoccso 

392 

1 
dtl la ÍOnM n( t) • iTci"'T u( t). ll.lst:a para ello conai<Wrar •xilioo-

mios r de grado r lo suficicntarcnta 9ri10de. 

Da ht."'Cho so cat.4 anroximando el nroccsoa:n Wl roodclo "IUU ccutier1~ 1;o

lo p:>loa, es decir un JllOQ..!oo autoru:.Jrt?sivo. Y su haou 1.1 anrnximt1ci6n 

El modelo aprox1mado es 1 

n(t) _,,.._ 
~(c¡" 1 )y • U(q"

1
1u t rd-rr • 

l'Ucsto de otra forma 

dcndo 

{ 

u•(t) 'rcq"1
) u(t) 

y•Ctl 'r<q"1> yCt> 

(L. !O) 

( 1 .. 11) 

(t.121 

Q.:n::>o.lr re q - I ) 01Uivalc a resolver el pmbluna de la cstim.:.1ci6n do ~1..:ir

kov. Q:rn¡i.\rooo la cCUolcii5n (G,12) ooo (5,1361 de m1nirrou <"ll«l~"loo ru

potidoe. kl\ lll]UUl 11étoclo HU idcntifiC.lOOll Al' y 111', [>Jt'O 00 6c !OlfJ 

dist.inc¡uir la din&úca dtl S1 (ver f.i9 (6,JI), del proceso de las pcrtur-

baciaics. 



r - - ------- -- --- .. 
!!.!.!...L.J ,, ,·.··¡ s' i 

lj IAF ,S¡,·1 
• --·~- 1 
I nllJ 

.!d!L¡ ª'· ,. ... '" ,:11 1 1 

1---- -- - - -- -..J 

111 

f lq 6.) 

lol idw."' l..1:Jic.1 di•l lfétab 09 ir O."rult.ruyondo rCq' 1
) en [0"1"1 iterativa 

Y fQ)("X el pní.>lc1111.1 tltJ i~tificar A y a a1 t&m1ros do r09;llvar oor 

mW.00. cuadr.wbl la idcnt1ficacl6o do (6, 12), 

!'.Ira ello •e C9UmiJn A y 11 ¡nr m!n.lmoo cuadrildoa en (6,llJ, La cutJ.m..:!. 

e:.&\ sera SCli)o>d.l en gcr.cral, ¡»ro es wia nrlmcr aproxill»ci6o, Luc<¡o 

.. , ... timo h p.:rturbaci6n n( t J OCJ!OI 

n(t) •A y(t) • il u(tl 

ain rota .., ajustA un procc;o autoro::;rcsivo a r.( t )¡ 

1 • 
n(tl • rrq-rr o(t) 

Qit.lni.TI!ooo rl<¡ • •¡. ""' que llC filtran las cntr<dls y eal.icl.\91 

• •I 

{ 

u•(t) rCq ) u(t) 

y•(t) • f(q
01

) y(t) 

CCJl los datos filtrildos so hace und nueva cstim:Jci6n d\.! ,·, 'J d Y se re

pite el proceso ha.st.l cno.mtrar OOl\VC~oocia {E9 Wla am:ui<inuci&1 r¡ua-

ei-llncal a un probll.Jl\1 no lineal 1 • 

&J flJolo rC41lizar Cl.ilO procc.d.irúcnto en c.l'i!J !omun1 un.1 ,~1 rt'l'J f' w 

aproximl ¡:or W'\l m.1c1Jsi6n do filtroti, y l<t otra en que uu v.1 il(>(Q)ÜJfUll 

do r de ortlen fijo. VoruOC18 las dos. 

rara llll.1 d1scusi6o ú ""'l'lia de los dos alqoribros wcxlcn cxnf;.l!taraa 

Lla roíercnciae {B),{15),(26),(47),{50) y {51). 

6.),2 Algoritmo 11 

Dl Ja iteración i 1 

1°1 , t1 

l
u¡Ct)' r¡.1 u¡. 1Ctl 

1) Filtrar loa datos• • ~ 0 
y 1Ct) ' l'¡. 1 Y¡. 1Ctl 

2) Identificar A y B del m:xlclo: 

3) EstJJnar los rcsiWo91 

4) EstJJnar una autorcgrcsi6n ¡nra los resiilios1 

•¡ ' 
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Si a:invargc pu:ar. El resultado es { ~ 
Si no a:inverge, volver a 1) B 

r 

• u 

• y 

{ 

M\t"''> • 1 t oJ¡q'"'
1
•···• ªnq""n 

ll(i¡"
1> • ll1t h1it 1

t ••• + bmq""fll 

f
1

<q- 1
)• 1 t ffq .. 1+ ••• t ?~q-r ¡ f(q-

1
) 

DI cato al<J>ril:l10 se cstllr.ln por rn!niJTDs cuadradoo los polinanioa A y 

B, CU\ IOll d•toe fil tr<kloo, 

Stt aJu.;U Wlil ro1nu- it.1 lid>rc J.o:J rcsldoos do 1.1 iclimtif1C.lciW. E.:J-

l.A AUtor".lrc&i6n se invicrt.o caro !J('OOC:;O da prono.tioe nóvilcs (MÍI) 

¡n•ca 1ot>lver a filtrar loo datos "'° "" us.1r~ en lo aigUimtc itl!ra -

cii'o1o 

.. , • -· ... -1 • -1 -1 ... -1 ... -1 
Atq l 1'11q 1r1 <•1 J ... r 1_, (q ly(tl, • B(q >~: .. r 1_,<q lu<t}• 

•A ~• 
Y¡ ~ 

(6,IJ) 
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donde 

SÍ el algoritm:l <X>r\Vcrt)O corr~oet:=to fo(q" 1 ),.,f (1¡
01

) + Í 
i-1 

luego •¡<tl + e(t) y los rolinanioe A¡+ A, ~¡ + B 

(6,!•1) 

So ¡:uOOo interpretar graficamcntc el algoribro en la figura (6.4), ca10 

Wl filtrado CJ\ casc..ia du los ddtos, 

u' • I 

FI~ 6,1¡ 

• ~--1!.!.L.. 
F o 

Yj~ 
f1 

y' 
¡ : 



U N\o\liaill de los residuos ~ l (t) m la iteraciC.1 l CDlStruya el nuevo 

lilUu f¡• l}'O BC mc.ldcnar~ para la itcrooi6n it\, 

to hmos et1Ct11trado pruebas de la cawcrgrnciü de esto al<¡0r itJTO. 

C'l.irc:ku 11 ~) 1M..1-... lc1 quu, AWl(UC ul1n oo lkly (IC\.11.'b.:w uc.bro l.'LCIVl!UJl.:ncia 

m gmcral, el procoillmicnto rrostr6 ser bastante b.l<n:> coo d.1to:1 simJ

J .._toe y datoe rOLll.cs. En p.uticular,cn fo ~fcncia que &e cit..a tkly r2_ 

1 ort&W W\ol aolic.ición cx.i tJJ:.;._\ al cait1ul 00 W'\.1 colunn.1 do d1.rntila .. 

1.;lorntran UnJ), (46}, explica c¡uc c:i llllY dificultooo lk<¡ar a o:>nd.!. 

1:1onL'tt genera.loo ('.lra 11.1 convurg..ncia, y nllcstra un ojunplo d..:tldtJ oo 

llOll suficiootare11tc gr~. 

~.).) Jmplontocl6n del algoritmo 1: el progM1o1 HICU/CCNCI 

El algori!J11J l fue irnplantab en lü CO'f'lt.ui:lra D~BOO del c.s.c de l~ 

1ru.~ <XII el pro¡rama HJCU/Cl:?JJ:I escrito en PNiCTú. para dicha rrk¡uina. 

J::l Ut.tll..lo del uru;r&rU uo U'ICUCJltrü en el 11¡l·1Jioo D. 

1:aro loa otros octqriiT\<15 dn idcntific.:ic16n, este tiCJ"lo 2 ti¡ns do da

to111 1) las scfules y ii) los partirnctros do la idcntifie<>Cilin. 

i.u aci'.alca 1111 ta11an o;\<> archi""" r.11T y SAL de di9CO, CD\ las CJ"ltradas 

y NJ.id.:la rC5Jl0Ctivair.ntc, m form.. eccucn<:ial desdo t • t. 
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Ios por&nct.roG dn la identificación (gradas de A(q
1
), B(q

01
), r

1
!q

01
): 

N. H y R rcspcctiv..mcntc, retlrdo K, lan10 du las obsorvacioocs L) oo 

dan al progrWM dur1111to la oorrid.1, p;>r tPnnirul, 

La figura (6.5) nuestra el di"JrillM de flujo del progr¡¡¡na, en •"WI D!>l

rocicncs principules. 

J\unc¡Uo es un proa."<limicnto iterativo para funcionar fuera <le l!noa Y 

el tiempo no cstan crucial caro ro otroo casos, se: busc.6 c."Vitar la 

~nlJW excesiva 00 tiuiqo que implicada Wl acOJoo ruilcru.lo a los 

archivos do disoo, a ooata c.10 mcm:>ria, al.nuCClki.rdo cntrild:Js, 6'.alidJs './ 

rcuiduo1.1 en arro:iloa en ~ia rrincip.lL Do esta íonna udm..is, l.i 

aplicaci6n del algorittno oo dcütruyc loo archivos r.lo cntrd1.l.i y li.J.lid.l. 

N'. da operaciones 

En cada iteración se hacen doo estimaciaics p:>r mtni.Jrco C\111.lraJo:.1, 

;,,,.. para los par:iir.otros do A(q
01

) y B(q" 1 
): Htlltl ¡ur:iir«tros, y l.l -

otra para las de ri(q
01

): R pür6/lctros. Las ast!Ir.lcicncs ne t.aocn -

a:n el algoritmo r.RnOT sobre L parejas de observacicnm (aproximocla -

nentol. 

Ya vinos que este alqorib~ es algo m1s lento que el do Plúck.t:!tt, po-

ro m1s rd:Alsto nunoriC<lll'Cntc. 

Jldar.1s se rooJ.iza el filtrado do ootrada y salida a:n filtro r i oo or

den R sobro aoiales de largo L. Esto hdco el total de multiplirucio

nes y NMS (sin CDlSidl!rar la inicialicación) : 
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FI~ 6.S 

~ºº 

Llam:uldo L = n2 du muestras, p e Htlhl, cntohoos en cada itcracilil se 

r0o1lizan 

. . 
1) Pro:luctos1 por cstimlcioo de A y B: ~ (5p1 t Hp) 

l. (2R) por filtrodo do u, y 

por cotJm.1ci611 el..! rcuiduoo ¡, ( p) 

ror cutímoci6n de ~ i ~ (1111
t l~N) 

2) SUrMal por cstin"1ci6n de A y U 

por filtrrulo do u, y L ( 211) 

por estímoci{n de residlnl 1. ( p) 

por cstimacioo da r1 ~ (JR'• ~n> 

Tot:a11 L(t.Sp't 3.Sp t 1.SR't 4.SR) 

Condlc16n do convergencia 

Clarcko (15) propalo dotmcr ol algoritno frcntu " una do tn•u cx:"

diciC11Cs1 

tn4 11 l nn.lilL.\ Uu loai ucron.:uldivL•L\JU 

el n~ro da itcracia\Ctj ha alcunz~u.lo W\ Pino prcfija.:lo 

la roodid.i da los erroroa converge dentro de un po=ntaje 

prefijado 
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1.1 prín1!r o:.nlici6n es ¡uro impulir la oroserusi6n del proooSilm.!cnto 

01 fo1ms in\ltil. No su h.:i J.Jlcluilb en el progrolll\.l PJitJUI! ~uto Ht.! u!lS 

u1 funru Hllital.l, p.u-a prucbds, y oo dentro de otro esguul\l general, 

1" ""')Ul>la i:cnlicl6o fue incluida en el pro¡ranu ttrlD cnidlcli5n (o). 

"'' W..ccr cxnlicliln "" ha lncluido indircct.:lnooto al ser !!Wltitulda -

pee una ccnl1cioo de cawergmcla de loo fiil"r.netros m "'""" 1, defi -

n1cnlo1 

(d:nlo :; ea el cst.lma<b de ªJ en la itcraclm 1). 

ll!¡x:.ouw las <hs aniicloncs: 

PI 1
11 

2) 

11oi•1ºº¡ll./llo¡ll,< cmstante prefijada 

llí\-1'i, < a:instante prefijida 

°"' cut.u dos ccnllclonC8 asu¡urillDfl o::onVur<]cncia du loa por~tros, 

se hll a¡m¡oldo Wlo1 tercer an.11ci6n (y) 1 si loo rcslduce Ba1 lllJY ¡np.:o

ñ>i,ya ai efecto ea dt!sprecJ.able ld>re la cst1maci61 do loe par:knct.rw 

(y) t e 1 CtJ/ t y•Ctl' < cxnstanto prefijada 
t t 

&l ¡au¡ro1:» llC! dcUu., si (o), (81 o (y) se CUlljllcn. 

!U.a. cna>nt.rado q.¡o estas tr"' anl1ciancs han funcionodo en forma. ef!, 

c:iima t11 lu a1nllllic:.toncs. 
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6,J,4 Algoritmo 2 

En lo lteracl6n l: 

( 
1) Filtrar loa datoo 1 

u•1Ct) • ~¡. 1uCt) 
y•

1
Ct) • r

1
_

1
yCt) 

• • 2) Para el rrodelo AY¡ • lll 1 t º¡ 

ce timar por rntnlrnos cuadrados A y 8 "'A 
1

, 8
1 

J) EatJmar las ¡.crturb.:.cioncs: 

4) Ajustar '""' autor~rcsldn a las ¡.crturbolcloncs 

~ l 
: i:cq·•) e 

1 . 
5) Si c:cnvcm¡c p.:irar, ~~~s¡; 

Si no c:cnverqc ra¡resar a l. 

lnicializoc!6n1 r, ' 1 

(&,!&) 

(&.!'/) 

Esto alc¡orltim difiero del anterior en que w""'1 ltcrativru1mt:c UTld llU\!. 

va cst.imaci6n de la autorcqresi6n de los residuos no CX1llO una autora -

qrcsi6n en cascada oon la anterior, sino Wl.1 nueva del mimo orue.n, !Qr 

ceo el filtro estim.l:lo r es da orden r, C>Jalquiera sea el n'• do !to -

raciales. 



l'<lt\.'al mb J:Cb.isto que el anterior ya c¡uo en cada 1l:erac1(,i no se "'.?. 

1Uflcan los dato• airo r¡ue se busca sobre estos miSllOS w... ""jor ªP1'2. 

i:imlcilln. 

lb el alc¡oribtD 1, m cada """"° filtrildo hay dos oc>;ibilicl.-.Jos 1 o se 

tOlllidcran caodiciCll<ls iniciales arbitrarias (fue lo quo hic.tnos, to

akftb Q:lllJ ttTidicJcn:s inicia.les los datos en inst..llltcs (ll't.'Vios, oin 

filtrar), o "" tan.~1 S<-'CUoncias cad.i vez ~ rmucid.lo (utlliz.n.lo 

¡tnlida d&J 1n!orn~lt11. 

lUL"tlo UtJUi.r&c, ¡:ar sup.icsto, que el oonsidcrar ccn:licioocs iniciales 

•CdSt• arbitrarias no influir:1 n.rtict.iru.Tamto en el rcault.a.:b final, 

pero en este 80'.)Ul>lo algoritJOC> no es nc'CC>Xlfio. 

Otra \'Ultaja ea quo !XJdanoa tmer una gruesa cst.imocil'xl do lo varian

u do la e;Ulnilci6n do los CX>Cficicntcs do r. 

u ... intorprntdCim grfifica del alc¡orit.iv es la de la fiqura t6. 6). Di 

c!lda iteracilln i, mtr.ñis y salidas cst.1n filtridas ror r 1_
1
(q"

1l, 

para cstÜlloU" A(q"
1 

o y Btq"
1>, mientras que la perbubacilln ~(t) csti

mld.s 1irw ¡.ira c.:Ucular el nut'l/O filtro r l c¡uo roonol~zad al Mtu -

r!Dt. ~ c:cn l..la figuras (6,21 y (6,41. 

donde la fwici(ra]. f '"' no lineal y dof"'rdicuto de los obscrvaciooos U y 

Y a:insideradas o:m:i p¡iráiootros de la fwicional. 

Tillrl>ién ¡:uede interpretarse cano una basq.ia:ld l!llltidilrcnsional del m1-

nillo de la funci(,i do costo ¡xir relajación do grupos de p¡ir&nctros. 

Oitha funcilln de costo es f e 2(t) c:cn e{t) definida en 6,ll, 

n(tl 
u 111 

SISTEMA S1 
y 111 

ESTIMA A,B 

ESTIMA F1 

Flq 6.6 
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~·1 lcaclunL·~ rer«>rt.id.>s 

Clard<c (1967), (lS) re¡:ort6 b.lcnos rcsult:.-.Joo cm datos slmJlados y 

nillc•. Olros aulorca, i-..uün y l)'Cl41off (1971), {O), Strnjc (1977) 

(!O), 1960 (Sl} ucñ11'an n!sult..00• siinilarc'S, aun:¡uc ostc Olt!J10 inl!. 

ca <J'll! en l4 ¡r~Uca loa cstim.>Jos soo buenos pora alt.19 rclacicrocs 

111i\.ll a ruido, cuando esta es baja el proccdim!cnto !J.lcdc arrojar re-

9UltAIU Ucorroctos. Co10 Vt:.nJT00 1csto [1lWu cxpUc.uoo p:>r CU1Clu

a1CllC!I obtmid.\s ¡:or sO.lcrstrün que ac ver~ en soguida, 

11"'1t1'"¡-.l""'8 ' 5.l<J• (1969) (28) proclsan r¡oo d.>tuvicrCll caiwn¡cncla 

a una voclnJ.:d do loa valores 1'1>1lea do los porSrrct.roe en todos loa 

c>¡»r1J1ES1toa CCll d.Jtoo sinul00o9. 

SlJcrst..rün (1973) (46}, ...,stra ojcmploo de oplic.:icii'.n en la ldcntl -

fi.caoil.Vi do! nnlelo oo un.l columa de dcstilocioo binario, en la Id"'! 

t.lUi:.icl&l del rro:lclo do un reactor rvJClcor, y en un (&"OCCSO do difu

•.(t.n t~n11ica de lal:orotorlo. 

DI QlaMin • Payi., (26), se ¡uo:le encontrar la extensi(r\ a s!Jit:anas 

d11 varlu rot.rados y varioa salidas. 

&ilcntriin, arrllld a result.:>dos sobre la caiVCI1¡cncla del algorit.o 2. 

1.18 pruWlll do C11t<• rc10JltiJJoe p.MDcn vcruo en sOdorstiün, 1972 (45), 

y""......,.., g<l'llll"nl .... s&lcrutriin 1973 (46). 
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So prcscnt...U"án aqu! algun.J.S do lilR conclusiones m.1s imrx>rt..lntc::o. 

Estas so b.isilll m W1 lana quo nuc::otra que el nl6tcdo ootimiza w1.1 fu!!_ 

ci6n de rosto (~ra CUillquicr n(.im.m> da nR.ic~tras), y lUl.JlO una ~ric 

do tcot'DT\JS sd.lru px¡iblos p.mtoa do o:mvcrrJuncia OJ.:11-do el nt1m1..!ro 

de muestra.a 11 ... m, pira cllsUnloa valores do la rclaciGn sci\al a ru!, 

do S/N • O:::>nsidcraraoos n = m = r. 

&l uiatuna quo genera l"9 d.>sa.vidonos es da la form.l (6, 2) : 

A(q-1
) y(t) = B(q-1 ) u(t) t n(t) (fi,16) 

{

A(q-1) • 1 + o¡q-•+ ••• + ªnq-n 

U(q- 1
) = b1q- 1+ ... t b

0
q-n 

n(t) = C(q- 1
) c{t) 

(G,19) 

dcnda C( q - • , es alo¡W\ filtro estable do ardan finito y e( t l es ruido 

blana> do vari.anZa o'. 

El algorlbro 2 de rn1niJios cu"'1rados generalizados minimiza la fW'I -

c16n do COlito 

• 1 N 
W(O) = 2Ñ t~I c1

(t) (~.20) 



~ ,. ... "'... """' "' 
O • (a¡ 1JJ,••"'ªn'b,, •• .,b

0
,f11•••1fn) 

<!tl • f(q
01 l [ ¡(q

01
) y(t) • aCq01

) uCt>] 

Mi» aún, si existo r(q"
1> tal quc1 

11(t) ' Í'(o¡~I) c(t) (6,ll) 

ce ~"''verosimilitud aelic.ñl o.l. sistana (6.18). 

l. Si "" wnplo (6,21) ootooccs la csU.udm ticno cropill'.l..J do oon• 

llisto.n::ia, y es asint6ti""""'1to c[iciuito y normll cu.mlo 11 • • 

<l. W(li, l, ceo k • 1,1,. •• (1 es el nim!ro de it.eracioocs del algorlt· 

ml fo~ UJ\d sucl.'si&1 m:n.~tona d1..-cn .. >eicntc y ~~\ pJr lo que es 

IXl>\/Crgcnto. los p>slblcs ¡untos limites de ok dclxn ser ¡:untos e!!. 

tacicn.ltiO!I tk- la función W(OJ • !".e d.!1t..11~!;jtra quo f\lril que C!llo9 fUOtoti 

9b.Vl c•~lcs (cuto l!a t)\XJ 111 oo con.tcnz.i en W1 mtono de e.lidio .. 

pllltD lo 11Uficlmtaiu>IA! ¡:o.¡ucro, se a:11vcrqo hacia 61), deben ecr 

mlninDo nol&tJ.wo de W(Ol. un p.ll\lD allla, p:>r ejQll('lo, no es es • 

Uble. 

DI el cloMrrollo •flll •igue .., haaJi1 las aiguimt:es 1upo1Itlonu1 · 
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a) la entrada u( t) os1 

u(t) = u 1(t) + G(q
01

) e 1(t) 

{ 

u1(t) es dc1.Crntúti.s1:1ca y peri6dica _, 
G(<¡ ) es Wl filtro estable do on:lcn finito 

O¡ ( l) CH ruido blwlCO 

b) c(t) 'f o¡(t) 50ll indcpnilontes. 

(ó.22) 

La funci6n W(e) minimizada dc""'1do del n• de d>scrvaciCXlCS 11. Pero 

ceo los doa suposiciones anterior"" p.1000 ser probodo c¡uo 

,. proh, 1 
W(Q)- V(O) ¡ura H \1 O, clcindu 

' 
vea>. tcm~~;¡ <Acq·'incq·•, -Acq·'i~<Q·'iiuc•>] • 

t!c M1 l rC1 l n(t) [~ ·• ~ -l ] ' 

2 Mq-1) 

doo:lc c[u,ct>]'oo ontim:lo caro llm ~ i~l u~(i) 
11-

(6.lJl 

Ll fW>Ci6n V(O) qoo:la definida ont:ooc:cs sobre R'"1 está claro c¡uo no t~ 

cb cato cuwc:io es da intcr6s. fie rcstrinJc el CXlljWlto üu O foctilJlll".; 

para a:lmpliflcar Wl po<Xl el análisis ceo las siquientes sup:isicia..• • 

adicicnales 1 

e) A(z) tiene toóJs sus ooroa fuera del cl'.r"'1lo lzl ' r > l (r [1tdo<l • 

"" • 1) 
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Jl r<. > u""' ta 1os llWI ceros tuera del cút:ulo 1 • I = r > 1 < r 

¡x6itjno • 1) 

.it: invcstíg.;m ahora loo m!nimli rulativos dtJ V(O), oua 9Cll los r.n1i 00 

bl.,. ¡>llllui de oouvcrqcncid del algoritro al minimizar W(O) rnra u-

S.. di•tingucn dos eituacl.onost relaci6n &eñal • 1\1.i<k> qro.n:lo y rola· 

ci&. ""'"11 " iu.ioo f>"IUCÑl· 

llelaclórt 'e"ill a ruido grande 

Icor.,., 6.1 

5"l el ol.rt.un.1 (6.lB), de onlcn n, co.1troloblc. La cntra,~1 u(t) "'" 

PJCH111t1.:.nturcnto 1.!Xcit.:anto du orden :ln y el orden del ncddo e~ n. 

lDs p.~Jllile1 valore& de o 6C enaJClltran en \U'\ o::njW\to n arbitrario, 

Dtiutc una CQ\staatc Se tal que si 5 1 ~ :i/tl < .. , lD funci6n de a>sto 

(,,2l) ti<flo uolü1r>Jnto un 1•mto est.>cicrario mu. Eet.o f1UltD ca un 

llln1no 1""'11 da (6,23) y aat:J.sfarau 

~i .,° ªi t 0(1/S), S+• i • 1,2, ..• ,n 

b¡ • b¡ + 0(1/S), S+• i • 1,2, ••• ,n (6.24) 

f' • fi + 0(1/S), S+• i • 1 1 2, ••• ,n 

410 

lkllde, Uamardo f(q"
1
> = l + i'1q"

1+ ... +i'
0
q-n, se cumnlo quo (i'1 ,í,, ... , 

r n l es el !UJlto qua minimiza la funci6n 

cr •• 1~> 

Observaciones: 

1) N6toi;c quo el toorana oo aoo:¡ura llJOWI\Jcncia asint6Lico do loo ¡o

linanios A(q"
1

) y B(q" 1> a A(c¡"1
) y B(q" 1

), sioo a Wl<1 proxlrn.idid de 

estos, 

La diferencia de lou (>lráootros .1 i y b 1 oon ª"" catinudorcn (anint6ti -

coe) ca un infinit6s1Jro de orden ¡or lo"""'" l/S (s + ~>. s! se aoo -

gura ~! • ~f ' ,bi + bi si M + •, S • w 

2) I..l. rt.!!ilricci6n lid:Jru fo clol!ic <le.! t>Cllalcs de cntrudi IJ!j muy im¡nr -

tantc: si oo se cunplc, la función do costo V(G) r>.lOOe tener varioo m1-

n!Jras locales, 

3) La su¡nsici6n de ccntrol.>billd.id del sistema es debida o r¡uc •i 

existen factores carunos cntrc A(q- 1) y D(q"
1 J, la ecwci6n (6,18) µJC

<lo üCI" div!Uidil entro c!iOU faclorl!u, y oo lk("J<l a Wl ailitunJ da 1ocuK>r -

otdcn que el anterior, ccn otra correlación de las perb.lrbaciooes. ra

ta s1tuaci6n se discute en el siguiente toorana. 

4) La oondici6n (6,25) de minimizaci6n que cunplo i'<~ -• >. p.tede &cr 

p.IC&ta, de acucido a (6,19), CXJIO que el ¡oliranio i'(q"
1

) C(q"
1 

l es el 

que nujor Apcoxirn.l • 1 en 11 11,; en efecto, sc.>1 



1111:ctlala, <Fa, ... ,1
11

> ea tal que 

1 1 1 
(Ja) • (d¡) .... • (d'") • uu mlnlmo 

T1orerno 6.2 

S.... el a!stuna (6.18), cc11trolilblo, do onlcn n. &l asuru un noJolo do 

Olllci\ ntl'• p-..o y u(t) p!l"UislcntOlil\te cxcit.'.Ultu dll orden Zntp, &J 

<1:nsicl>ran cst;jrnaJo, o un un ccnjunto íl o:rnpocto o.rbitrario. Entonces• 

Eloiate UNI CU\Stanb• s, tal que si s, ~ S/N < •, so cuiqilo q.ie 

. 
S) taba loa m1nim>e localos de V(O) uaUsfacen 

L(q
01

) • o(I), S +• 

L(q"
1

) • o(l), S + • 

-1 .. -l 

1 
~(q ) • L(q ) to(!), 

l'(q
01

). r(q"
1 > toll), 

s ... 

s ... 

(&.25) 

(&,2&) 

(6,17) 

La matriz de derivadas de scqunlo ordom (llcssiana) de •1 1 en dicro ¡unto 

debe ser positiva definida o ¡x>Sitiva sanidcfinida. 

ii) Si la nntriz da U1..")tudls dcrivc.1J.:w tlu V l es oositiv.1 dcfinid..l en 

a., ... ,fntl) cntoocca existo W\ Gnico m!nirro local,'/ los in-

finitOulJrns 0(1) en las f6rmulau (6,25) y (6.26) f'JLdcm wr r<Un

nlaz:adas por infinitcolJros do orden 111Jyor o igal r¡uc 1 rcsooclo 

l/5:o (l/P.) 

hlaTl1s la nutriz V" ca positiva dcfinid.:i en <>sto nunto. 

Observación 

Do (6,25) se desprende que los m1ninos Ucmn la nronicdad1 

~Jo"'¡ • -1 
;;....J....:1.. = ~tO(l), S .. • 
A,(q" 1

> A2(q ) 

0.1;11dJ la rclaci6n scñ..il a ruich es (X.SlUCl'la, oo wodo ver r;uo en CjCl\l.l, 

ral oo existo un m1niJro línioo do la funci6n V(O). 

Diramu quo ol ruido n(t} : C(q'"
1

) a(t) oatinfoco la 11 CC'111lfr.l-:;11 dt. 

.\U.ÚÚJ", s1 cx1stcn a1""""" c1os no.rejas de rn11ran1os í:,1q· 1 i, r,<q"'> 
... ... ... -1 

y A,(q ), r,Cq l tales c¡uo1 

,. -1 ,. -1 ,. -1 

V,(a,,,.,a
0

,f1, .. .,f
0

) •E ¡AC 9 )f(9 )C(q ) e(t)}0 

A(q"') 
(G,28) 
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41) 

tl111e mtntm:. loc4les CC11 matrices de derivadas de Sf>J\JnCb orden po

aJtivas <lcfinidaa en<•:••·••ª~· f: 1 ••• ,f~) 'i (a!'"''ªn•f!•····f~) 

Suo u(tl pcraiaotalt.,.""1to excitante de orden n, y n(t) satisface la 

ccnlici&i del ruicb, Entcr.ces existe un n!ircto s1 > o tal quo si 

o < S/N ~ Si. la funcilln V(O) time m.1s do un m1n.lr.o local, DJs do 

cllClt tienen la fotmit 

" -a " _, M•¡ ) • \lq ) • O(a), s •O 

,.. ... " ... 
l"(q ) • r

1
(q ) • O(s), u• O 

(6,29) 

01\ A¡, r ¡ P<llOjol& do polinc:mloo q\JC &C dcnvon do la dofinici6n do 

•uonUci&i dol ruidoº, 1""' ¡u¡tos m!nin"6 d.ln rcsidtloa c1(t),c 2(t) 

q11 oatief"""'u 

c1(tl - c2(tl •o <s' 1'> (r,,30) 

6,),6 La lmpl•ntoclón del •lqorltmo 2: el pronr•rno "ICU/GENE 2 

EL al<JO<i- 2 fue !nt>lantado en la CXl!µlt.Jdor• B-6800 del ese do la 

UWI nu:ltantc el pror¡r""'1 "lllilll:Nr.2, escrito "" Pasc.tl para didla mA-

q.J!N. 

El ouy 11.miw el ¡u<>:¡r"""1 MICUICCNCI tanto en loe datce Rq\leridce 

CU111 11\ J.a fala W tlltruqa&' (Ollltltadooo, 

la Onica gran dl.ferorcia es que las señales de cntradl y salida oo 

vuelven a filtrar sin nodlficarsa, en cddo 1t:uraci6n por el filtro 

r1 estimado en cada itcraci6n, 

El digrama de flujo so 11lJCstra en la fic¡ura (6, 7), El list:.ldo pu.ida 

cnccntrarso en el apéndice o. 

DIAUAllA D( FLU.10 OH PfilO,UHA "ICU/GUU •• 

Fl9 6, 7 



415 

EJ. nliillN do> cp>roc!anca ca c.:isi cxactarrcnui el núliTO en el proqr..,.. 

HlCU/CJ:NJ:l, l• tliúc• difcren:ia"" c¡uo HICU/CI:NI:l no hay qw rwU -

111.r ll ..ct.W.1.aciiln del filtro r, do R'x ! 1/2 eunas y prodLICtO• 

Cl • nº de lter.aciones). 

'16 

6.~ Experimentos con datos simulados 

6.~.1 lu 1lmu1aclunes 

Para d.Jsrvar si las orooicdadcs de los m6to.ios descritos se cumlcn 

mra Wl nClooro H de obsrvacioncs, finito, y oara ejarulific.1r dict.as 

propiod.ldcs, i;c han hecho algunos cxncriJtcntos cal dlt.os provenien

tes de •!atan.la slmUL:idos. 

Se simUlnron dos siataTi:ts do primer orden oon nerturbucioncs corcc

lacial.lLi..'W, Las CoU'dctcdtitic.:.ia do Ll:.1 uinoluci0rr\.Jt1 VJO 1.aa uiCJUit!!!, 

tea1 

se rige por la ccuaciiln en diferencias: 

(G, 31) 

cal c(t): ruido ~lana> de varanza 1, l!Ciia cero, Si u(t) es blonco 

do varianza 1, noiia cero, lo1 valores de • para distintos ~/11 soo: 

f./N : to 

S/11 = 1¡ 

S/11 • 1 

S/N = O.l 

). : o, ~1 ~l!l1!J 
>. s: o.•1;;ir1911 

A :; 1.6•1J')llR 

A = !i, t'Jl175 

Estos valores de • fueron calculadas bajo las hi¡iltcsis 111'.nciona -

du, CXl'I ol orogrilllll VARIAllZA/SALIDA c¡uo ejecuta ol algoritrro des -

crito en el capitulo 4, 
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So r i<JO por la u:mc1(111 en difermciaa 1 

(l•O,Bq01
) y(t) = (q" 1J u(t) t __ A __ I e(t) 

(1.1),J,1" ) 
(6, :12) 

IXlll u(t) ruido bl..-.io do nnlia cero y varianza Wlitaria. 5i u(tl 

.., rui<b bl..-.io, 011db cero y varian<a Wlil4ria, cntmccu lou va• 

loro1 dc A p.ira distintas relaciones ooñal A ruido S/N, son1 

S/11 a 10 

~/N a lt 

S/N • 1 

S/H = 0.1 

). : o. (Jt..tiit> 

>. • o.J1J1111 

A ' 0, 1•6Ull 

A = 2,Jt.ILó 

lll1t.os oi&tanas fueron slnuladoo eat ol progtM'1 SlHlll.A, cm entra· 

di u = t·R.ns1n, p;!l'tw'bac16o e • RUICOS que sin.11.a Ul\l señal du 

ruido blanm, rrcdia cero, varianza Wli taria y distribuci6n roornul. 

en t.:ilis lna caoos se siltularoo 1127 ob<;0rvacíoncs de la i;1ui'1.,,do 

loo ...Ues '"' doscartaron las prl.mcras 127, Las 1000 rest.intcs oo 

9\lilÑ4ta\ m ard\1\/09 m disco de la camut.l<lora HBOO del es: de 

l..la ainllactanc.1 '!kl hiciora1 ¡w-.i distintos valores do 5/N, las 

naltiroo do loa archiwo de Bdlida de cada 11114 do e&tall 1lnulac1.o • 

..,. • Wiaul m l.a 1iguiente tablA1 

S/N 
Sistema 
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10 0.1 

SALr.so2 SAL\:503 ~ALl:!iO•• SALL!IOS 

SA1,rso2 SALf503 SAl.f!i04 ~At.rsos 

Estas uei\ales serán US<ldau a lo lar<JO du este cap(tulo y el siguiente 

Ddrn iUenlifieür lou u luturru1 quu l11u •J1.mor1m111 d trl.IWU Ut! dfol.1.nt.o:J 

alqoritm:io. 

en los siguientes ~afos se proctxlcrá a ickmtificar los sist.c.n\1s con 

los algorltiros du mtnirros cuadradoo guneralizmlos l y 2. 

En loo pr!Jreroo dos p5rrafos se cx:impo.ran los rcsult<ld~ de clicl-cs al

gori tm:e, y en los siguientes se ~ las pronialadcs del algo-

ritm> 2. 

6.4.2 Al!J<lrltnn 

51 iclcntifio6 el sisl:ulll e sunonicrdo oorocidos1 el retraso (un ~ 

tante do zruastroo), y lns Ordenes H(H•O) y IHH•I), Este orcceso se 

repitió [>ll"a dilltinto• valores dC!l orden R de los Filtros r ¡ de ca • 

dailaraci6n (R :::i 1,2,J,•1) y para distintos nivclc!:f de ruido: s/U : 0.1, 

1, .. y 10. 

En las siguientes tablas se 11Ucstran los valorea obtenidos oora los 

outimadorlld : 1 , b,, Ll funciOn do costo ven>, y el nCm:lro do itara -

cianea quo fueron noccaarias pílI'a arribar a la cnwcrgcncia. 
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111""'11111m •Jlll i. func10n de CX>6to es1 

<knle W. ruoldlal estim><k>a ; ( t) llCllll 

(6,33) 

olctdo 

• 1/r1 r 1 ... r 1 la aproxlrnaciOn aut/Jrcx¡rcaiva dlll oroco

"" del ruido 

el cstimldo del nolinanio A(q"
1

) 

él estinWo di!l polinooúo D(<¡
01

) 

1;18 o:rdtcJooes do CXlllVcrqmcia fucrm1 

¡ a: nº d• iteraciones mbimo • !.O 
,. ... ... J 

~.11 1101'1 - º111111')111 < 10· 

~.7: llr¡ · 1111~RK10° 1 

l• E :ct>'1t Y<t>' < 10· 
t t 

(G,3~) 

hbl• 6,1 ijúnero de lter11clunes en la ldentlflcacl6n del 111• 
trrilol E con el alqorltrro 1 

~ 1 2 3 4 

10 1 6 5 5 

4 e 6 6 G 

1 9 9 10 10 

0.1 19 n 35 •5 

~20 

Tabla 6.tt, EstlmaclcSn de los.· parámetros del sistema E paroa 
dhtlntos valores de S/N y R, con el al~orltnn 

'· 
S/N Par R:I 

10 "' -o. ºJrlllú -o. 7~111 t -n:111i·1 -11, ·1 1J'/l 
bo Oo 1J'JlJ O,IJUfJ 0,'J'I) 0,'l'.i;•;? 

... -o. 7&03 -n.1owJ -0,'l'JJI¡ -O,'l•Jt1:1 
~ 1---- ----

bo o,•J'Jl!i 0,'Jll~·· (l,'Jfl'/1 0,'ilJ•I;' 

-----., -o. 7151 -0, 172 -o. 7~76 -0,7fll1 
1- ------ ·----· ... 1.0070 0,'JHl o.•.11•.111 U,'lhl)I¡ 

il¡ -0.~·1¡3 0.11óü -O.'ll1R~ o. ·111r1:= 
0.1 

b, 1.03'/lf 0,%21 Q,')•t11l o. 43i.~'J 

Valoree reatos 1 ( ~! ' -0,ü 

' 1 

T•bla 6,111. Funcl6n de costo obtenida en h ldentlflcacl6n 
del sistema E, para distintos R y S/N, 

~ 1 2 3 4 

10 30'1,011 Wl.~3 2'1!.i.iil ns.1 1J 

4 755.99 6'.19,[it¡ 608,35 68'1,•I 

1 2927 .25 2778.4 2153,25 2761,5~ 

0,1 28004.13 21593,82 71506.05 71539, 13 
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I• \'clocid.ld de cx>rwcrqcncia la discutiraros m.w adelante, """""" 

Jll'ina:!ro OOm &00 las cst.im-lCioous :, y b, en relación al nivel do 

1uioo (• través de S/N) y del orden R de los factores que apraxi -

'"" la autorcqrcui6n del ruioo, 

!'t'pl"11Jt>n1.. la del ord .. n R 

Dl esta• stnulacicroes oo han cnoontrodo riuc la clocc!On del ordm R 

•• inrnrtante, oero que ro arroja nir<¡\JM vmtaja a\JllClltarlo inlcf!. 

rJd.:M!lllltc, 

la• h<¡ur1111 (~.U) y (6,9) trU<::itran loo r""ulWJou do l• cutllt01c!l'.c1 "• 

)" b1 <Ultra el ordm R , ¡w-a diutintas rcl•cioncs sci\al a ruido. 

f • .. uuüum11 ouc loo va lores ro.U es do a 1 y b 1 oon -o, e y 1 rcsuoct.1-

\ar.ult.o. 'º"'r----------------. 
ío,1 

(lt) • 

ISrl>W:IQO ~I VS, ()IUlj]j a PAM OISTJ"1AS Mll.ICllN.S S/M, • 

r1~ 6.a 
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1.osr---------------~ 

it. 

M•,'-----~----..;::;==;;;;;;;;;;:J 

t::t1·n\1C11t1.C.vs. mu1rn ~ r.lrA flf!iTINT.\'i J1.~1;.r1c'1.'.:l:: sm 

FI~ 6,9 

So ¡u:idc observar que indcpcndicnt:arcntc de la relaci6n ueiial a rui-

do, la cst.imJci&l a 1 rrujora al a1.1T\!.nt.:ir R· 

So ci>Uano una rrojor cstirociOn eJl n = 2 que en R :: 1 , y Wl<l roo jor 

cstimaci6n en R e 3 r¡uo en R e 2. 

Sin ml>arqo SO'JUir aunwt.lndo R ro ncjora la eutlmlci6n de • i • Eu 

obvio que la roo1ora so obtiene cuesto que Ordenes nklyorcs en los fac

tores do r(q ·I) d.l!l "'1s qrados de llhcrWd en la anro"1m'1ci6n, 

Pero seguir alllUltando R otorqa IMS qr.:idoo du libertad en los roufi-

ciU'ltco du &dc.11ca t.-uporion~a, <(Ue r.n w1 filtro cst.l\hl'l ticr-.kTi a 

ser cada vez ITCOOs ilrq"Drtantcs. Por e RO es auc se CX>nsiquc una IT'C J2, 

ra cada vez nenor al incraoontar R1 rr.1s aan, rora I< = ~ lo est!m.lci!n 

de o1 con S/11 = 0.1 es ligeramente inferior a la obtenida en R = 3 

(hecho que se IXIJtlm!kl al l!'ejorar ligeramente la cstimacil'xl de b1), 
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~2) 

Lo wt1Ji10Citln du bt es en general ncjor que la do a 1 (n6tl!!IC r¡uo 

lu cscal4s do lAB figuras (6,8) y (6,9) son nuy distint:a:J), 

CUriOOoWlUlte la cstirnacitin de b0 para R = 1 es alcp ncjor qua po• 

Do R • 2 m adelante la cst.imaci6n de b0 porcco dc¡xnlar oucho ITWI 

dcl nivel de ruido que do cl orden R, aunr¡w p>ra S/ll • 10 y S/N • 

• lo cstim>ei611 es nejor "" R • 3 quo en R = 2 y en R = • quo en 

... ll l. 

Dl íl = " todas las cstim.lciau.!s son roojorcs qua en R = 3, aWlqUC 

lA t..""'!r\.lu\Ci.:i lJU11:.r11l rurL'CO li<:r, coro en el ruso do .: 1 , qoo oo hay 

vu1t..lj&!I dul ilv::raicnt:D do R. 11.1!1 alin, las diferencias ¡;,.,,, ¡ 
lb1 ·b,'¡ no !IOlo pcrncnc'CCll bastante <mt..:iblcs al alJTUlt..lr R, sino 

qw i>.lo:~, ¡ur.1 C>da valor de S/t; son bast.lnt.c similares. 

LA dxiC1'VdCi6n !x....OM.l uci:mJ el efecto du dlrrcntar el 6rdcn ft lA.MXlo 

w~>I'CUlroo W1ol voz o.1>1 cLscrvardo la variación da la (unc!fu du 

m•t:D da l• idultlfl"'1C!On. En la !l•¡urd (6.10) oo t.in dil>uji>do 

l.it1 fwx:ic;ncs 00 oo:.ilO olJtmid.19 m 111 idcsltificaci6n rora :./N 11: 0.1 

I ,•, 10 CU>tr• el orden k do c.l<J.l ldcntiflcacifn, FUcrm l>Jrmo.li'!!_ 

el.Ja ""1Uplic.\nlolas ¡x:ir el factor {(S/Nl • 10"'! para poder ser -

dllluj...ia. <Dl una m18M escala. 
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N6teso la fronca disminuc!6n do aumentar R hasta 3 y el franOJ estar_!. 

canicnt:D al aUITeltarlo do l a 4, Coo los datos utiHzmlos, el v-• -

lar resal do la """" do los cuadrudos de las pcrturl>lcioncs u( t) co

rres¡-aida en la figura al valor 2, 76235. En 11 siqulentP. tabla oo 

listan lou valores du lLlu fWlCit.11UM de W!ito nornulit1u1.Ja d.Jt.Hnhl.aa 

con R = J y R = ~. 

Tabla 6. IV, Valores norm.Jl Izados de la función de costo, 
para R • ) y R • 4 

S/N función norm.11. R • ) R • 4 

10 v, 2. 75GJ ~.·1519 

v, 2. '153•1 'J.75'/f) 

v, 2,'/533 2, 7Gl5 

0.1 v, 2. 7~06 2.7531 

Ocrendcncla del nlvl"I de ruido 

Dl l~ figura (6, B) se poode apreciar que cualc¡ulcro so.i el valor 

do R, la cstim.1cib1 de ;J 1 es ncjor curuili ft'(!J'V)r son la mtcnciil c1d 

ruido (n.iyorca valo!\!8 de ~~//l}. E1l la fiqur.i (6.9) llJL°<lu vurso que 

C.XCC.'Pto ruca R = 1, oo C'l.l!TfllC tambi6n qua la cstim:.tc16n do h1 es rr~ 

jor a """"r ¡xitcncia del ruido, 

En la figura (6, ll) se ilustra ncjor la situacifn pora R • i_. So 

qrafic:an lAB estimaciones do a 1 y bt 0>ntra S/M, l>ll'ª R • 1. 



425 J.----------------... 
(VI 

\'(Ci~O.l}•V 1 ,10• 
V{'"l/''"11 •\',,w1 

\'(S•':.••) •\'~ll.~alOZ 
Vt?-~· hl) •V~1IOZ u._ ___________ _, __ _. 

1 (R) 

f1a.:la.1 • collo ilt Ju iMntUludttutt dtl 1ht""" li Vio 

6nltD a , pan r.l1eioot• JC"t\al • Ni.Jo: s/N-0.1, 1,4 r 10. 

f lg 6.10 

'..J cstllnoci&i du "• IOOjora al disminuir la ¡x&tcncfa del ruido, 

'.ira h1 al p.war ''• de un valor por exceso a uoo oor defecto del 

valor ro.>1, 1e paia en S/11 = 1 por uno ""ti!MCi6n ltaJ'f cercana Al 

valor nial b,. 

1 ... fl9uru (6,12) y (6,13) llUOStran la cvoluci6n do los eaUJ1'ol· . . 
d&ll' .. •1 y he a.l var.tar S/H de O.l a 10, pararretriz.:><k& en el ar-

•·llllfllo para R • 1 el error de la estJnaci6n oic¡uo llVI •PrtllC.in>1 -

d.nlnte ..... ley 1 

t....ie.,.,.., admo\a que ro., <*>Ucnen diforuiciaa oprcc:iAblOll al 

-ta&' R d9 l a 4. 

-o.ss,r--------------. 

" '~ ,\, 10 

tsrOOCICW a, vs. P.Wl:ICW SIN rAAA DISTIHTOO Crilf;\l'S •• 

Flq 6.12 



!in la figura (6.14) so ,.,.,ua la parte inferior derecha da la fiqu• 

ra (6',12) para di!it.inJuir las curvas correspondientes a R • 3 y 

!I • • quo >pareem mclmodas en dicha figura. 

lb la fl911ra (6,13) se cbscrvan las estimaciones b1 Pi11"ª R, 1,2,3, 

• qraftcad:l contra la rclaciOn &eñaJ. a núdo S/H. 

PuWo aprnci.U-1;MJ la. t.crdc:ncia o.:inwrglfltu 00 ~. y b1 JXU'A :;/u c1-o -

ctu\lc. l..w ltna..\l!J wrrcupaklicntcu a. K • 1,l y 4 MilJUCll UM ton -

1.h.nc1., b.L!itant.u uim.il.ir, 

Erl ¡urticular para R • J y R • • el error absoluto m la est111\lci0n 

, •l<Jllll butAnte ap~te 1na ley1 

··••-:..----------------' ~.I 1 • ¡S/1') 10 
LSrUMC.ICW t°. VS. MUl.CI~ SIH rAM DIST1"70:i OIWJ-N;S R. 

r1~ 6.11 

.. ,,,.. ____________ _, 
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t.. i 

Flq 6. l4 

ltlltaMlf111 '; 1 YI, S/N ¡1nr11 1\lttl11lo1 
4 rJ:;~C'ii.1H'ii1Jurol (6.1~) l.il.! 1.1.11pUa b 1u.rl0 izquit:r..l Uu la U<JllrJ (6.13) 

(oorr~spmllcnto a 5/H = 1,4,10), para distirv]uir las 11noas que ue 

su¡iorponcn en dicha fi~ura. 

~ rcslJOOI\, so ha podl.00 apn.oei.i.r Wli1 teromcia do convergencia de 

leo par&.~tros cstiJl\ilUos a sus valores roa.les, cuardo la potenciü 

dal ruido tienda a disminuir. 

0,il$'-____________ _. 

1111l!•ci6n b,Y1.S/H,par• ~i:tlnto!5~~!tenu !º 

r1~ 6.15 



- - -

ldent lflc.icl6n del proceso de ruido 

U mili'o ÚU11'0 CJUol so cstilmron loo ourárrctros a 1 y b1 fue aproxi-

1\ldo el pr""""° d'll ruido oaro 1/f(q-1
) • 1/folq-1l ... r 1<q- 1) si"!! 

.b i el n! de ibiraciares. 

tJ1 ul 1t1w1" 11111'1 .. kl •¡w h• •ido iw1tifica<1CJ, u1 prootu10 dul 

rui<b Clll 

nttl • ~(I - 0,7 q-
1

) e(t) 

<Ul e( t) ruioo blunw de an:il• cero y varianzo unitario (ol.JrulüOO:i 

una <iletril>uci6n llOrTIW). 

.;., pn-tei>Jo aprox.tnur el proceso M.A1 C(q- 1) = (1 - 0;1 ~-I) <nl 

. ,.. ""'°""" 11.R.1 <!(q-
1

) • f{~ 1 la aproximlciOn ca exacto si 

Lo OJq>111Si6n r<q- 1
), J~o f¡ q-J contlcno infinitos t&minoo, Loe 

prl.rruroe 6 CDCficicntcs (escritou m (6, 35)) 6<n tilles r¡uc 
6 • 

¡fo q > !IO.fi2\ {j~'J (~},es decir r¡uc loe oocf1cicntce no escritos 

oo {ft. JS) !•lliLWl nuy ro:u rl!lo(-..oel:D il.'&t.o:l uciu ¡.iriJ1JJrciu. l'or ouo lou 

tcn,U'(l!l)9 en C\alta para juzqar la bc:n:1ud do la est.JJrac16n ri(q .. 
1
), 

v para distintDa valores de la relaci6n señal a ruido de la s.tnula -

ci6n. 

P\llJde ci>erVane que la aproximaciOn de f J U • 1, 2 , ... l dcpcrde '""!'.. -ta du1 on11n R, • que de la llOtaleia du1 ruiw. croo reoor -
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darse que se ha 1J1tiucsta la condici6n fo = fo = 1. 

Para Wl orden K dldo, se obtienen buenas D.proxUMcioncs da r ... ••• 

fR' siendo bastante peores las cstimlcioncs de fRtl' rRt;i ••• 

En la tablaV 9'.!han r1,."'C\JiUlrddl las cstimacion<!s do r. eo11 i. < 1t 
1 -

~ cuantD a 111 influencia del nivul de rui1b, p..i1..dc CJJ)tt.)Cfari;u quo 

dentro da los cstirr.Jdos ; 1 a:>n i ~ R sianprc es f R el cst.tniaclor que 

BT{>OOra m.~ r~pid.llrcntc al bajar la relación señal a ruid.J, 

Para loo otros cstim:u:lorcs f i 1 < R se c.blicnc una buena cstiml -

ci6n dentro do los niVl!lcs de rui.00 corrcf>r:nndicntes a ::/U :: 10,11, 

1, pero la cst:imlción dcllm.ljor.i CJlOnrc:oontc oar11 S/N :i o.t, en foE_ 

ma onila:¡a <nl la poor eetin'1ci6n de bo y u 1 • 

6.lt.) ldentlflcac16n del sistema E con el algorltroo 2 

El slstar.l r. fua identificado con el algoritrro 2 para relaciones 

señale• a rui<b S/N = 10,~,1,o.1 y órdenes de aproxirnaci6n del P'2. 

ceso del ruicbt R;; t,2,J,4. 

Ul Wa ldr;ui1.mlW1 t.'Wlru1 U4J pru11c.u1t.an ul numlL.rido du la c1¡LJ.m1ci6n 

da los part1mctroe a 1 y b0 , y la fWl016n do ooato aaocJ..s& • la 

identificaciOn. 

""1s ad<>L>nte, OOndc se discute la est.llnaci6n sd>ro las portwbacio• 

ncs, se ineluycn los resultado& da la eetimaci6n de los parlliretrOll 

del proceso autoreqreaivo l/f(q-1). 
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hbl1 6.V, hlh•wicl6n del pruc.c\o dol rulJo Jol tftldni.a t con el 
1lgorltno 1, par• R • 1,2,],~ y 5/N • 0,1,1,~,10. 

f¡ r, r, f, f, 
~ !i/11 0, 7 O. lt~I 0.3•3 O.~•OI 0,1601 

10 i.l,liWt 0, 17~2 0.0073 0.0001 

1 " fl,tJL"1:'.J 0, lJ!t 0.00fl5 0,000;'1 

1 J,(¡\71:. 

1 

0,11!21 0,0152 O,OílO!l 
0.1 J,1u17S 0.100> O. Ott1b 0,0013 -- ---
JO 0,1lb o.•ae1 O. \5JI 0.0507 O,OOb2 

" 0, 7101 0.•7~3 0,16?7 o.o!.iu 0,0101 
1 1 o.i:.:i4J 0,41•7 0.1012 0,0516 0,011•3 

o.1 0,ti'•l1 0,3900 o. 1111 0,01!'/6 0,0123 

--·· ~-
JJ o. 7~J: o,11')Cu o. J\~1 o.1:ic.:» O,Cl•tn 

" O,°/lfib D.a.t3~U 0,3i.h7 o.1.1•1J 1 0,0•ttó 

J 1 o. 71)!,,'/ 0,l+(/J7 0,21Jtl'J o.1no~ 
0.1 O,tJ'IJll 0,•1ZJ>t o. 2•10C. o.1i.;!.J1 O,OJl t 

--- -- ---
10 u. 7 /D~ Q,ijljll) o. JJ'/9 o, 1,.11 1 0,Q'JÜI¡ 

• o. "11 /:t 0.•1'JOI O.Jtn o.nn O,OtJSl • ' ll,'/ll!.l· 0,•11t 1 o. 2'1lú o.1!i1,' 0,011•17 

o 1 0,1,·11:· n,1,,·r~ n. z.•·1~ 0,Hl'L' 0,llJllJ 

D\ LI idcontiUc.1ci611 del siat.ana ee supuso CCllOCido nl retraso (k•ll, 

al~ H(H•O) y el 01'dcn Hltl•l), 

T•bla 6.v1. Cttlm.lcl6n de los par¡l"ll!lros a y b del shte• 
nw E, con el algorltnrJ 2. 1 1 

"n' ¡Mr.~·n. < • 1 

J 1 ·ll,77111) ·O, 7U71 .. Q, 11.lO .n,n~~ 
10 

be O, l'JO~ o.•.hdl o,•MH 0,7701 

--._ 
.. , .. o. 711~0 -o.1r1CJ .. u,1d!11J 0 0,7016 

b, O,'J 1Jl 2 o,rJHhO 0,1131.11 o,qrl73 

•1 •0,6•% -0,12íi 11 .o, 7L1l -0,7797 

b, 1,0067 0,1%3 0,911!11& 0,71110 

•1 ·0,1&4112 -0.6009 ·0,60il9 -o. 7•07 
. 0.1 

bo 1.0•7' 1.0196 0,977• 0,7•03 

~lZ 

T•bl1 6.Vll, Funcldn de costo asociada a la estl111o1cl6n 
del sistema E, algorhno 2 1 par• dlSLln .. 
tos va 1 ores de S/N y R. 

SIN R • 1 2 l • 
10 316.67 2go, n 279,'/4 ns.1•:1 

• 782.91 722,7~ 6G0.1¡9 G00.:1 

1 3U~~.6'.l 2658.27 ?"/RJ,1t. "7"10,1·. 

0,1 2036 •• 67 27972,0l 1758'J,O'J '17t1JJ,1l¡, 

El nC11cro do iteraciones nL>ec1'<U"io ¡:ura urrD><1r ,, ld aJnWI'fll!llCLl C!ll 

~ uno do es too ca.aüe uo iDJic..l en ld t..i.blü ú. VI u. 

Tabla 6.Vl 11. N: de l lerJclone'i emplc.idJs por el 
algorltro 2 p<1ra converger en h 
Identificación del slst, E 

S/N R • 1 2 l ~ 

10 4 4 4 s 
~ 4 s s 6 

1 6 7 8 10 

0.1 12 22 39 S2 

Las cxxñiciaics utilizadas en la 1dcntificaci6n rora clotcctar con -

"""9oocw .fueron similares a lA9 (6,34) utilizadas oara el alc¡ori!;. 

no 11 



¡'" 
ª'' 
B,: 

ª•' 

~)] . 

n~ d'3 ih:r.1d1J1"1u n1.'b.J1111J :.: (¡l) 

A A 1 

lloit1 - ºill1 111oill1 ! 10· 
11~¡. 1 - ri11. 111~ 1 -111.<10·' 
I: ;(t)1 I E y1 (t) < to-' 
t t -

(6,36) 

1:1 pr<.qr.:m:i ae dctimo al Cll!plirse a, O dos do las cxnlicicr.cs B 

Í.i1 es el vu::tor do ¡>U'llnetroa est.imldo en la iteraciOn ! : el • 
• A p T • 

(Oio .. .,O¡ J ; r¡ ca el voctor de par~troo del proocso del ruido 

en J.a itcr.:icUn ¡ 1 

l' dcíln!noa 

110,.11. • F. 1011 j•I J 

prprndenc la de 1 orden R 

l>i!IC\Jtiruoos prim:·ro o:iro dc¡:.cndcn :, y ~. calculadas en e!ltols csti-

1\&Ci.:incs rcs¡u:to R y S/H, 11\1• adelante vcro:m>s las allI'OX1Jrucioocs al 

lll'OCCOO del ruiQ;J, 

liu t~JA!l'll que al WJlll!llt.ll' k a\.ITC\ta la nrccisi6n ccn que oc aprox.im.l 

ul ('[t;t:UIO du 1..ut 1-.:rturlw:Ltr\C!lr o i.OOLrL<:t.lftl!lltC 1.c.d.lnw Ullt..cf\009 c.il.?. 

taicr 11n1 ""'jor a¡>ro>U.m.>cU:n do la p.litc dctannin1stica. 

1"'! la t.lbl.a 6.VI ¡anlm versa las esttm.lcloocs de •1 y b,, Di Ja¡¡ fi

~u (6,lti) y (6,17) oc: diWjon l4s astim>ciooca do a1 y bo contra ul 

ordosl R p.ira diat1nl.oll valorea de la rclaci6n señal • ru.!ó:>. 

l>ara la oatin~ci6n du "I 1.uudu (.'CJllUnWruu qu1J p11r4 cu.1.lt¡ukril Llu lom 

relaciones S/fl, la C!jt.im:lci6n se aproxima 1oonot:on..11tentu al v.:ilor real 

(-0,0), f"U'• R cri.cicntcs. La :rujora (absoluta) ele auncnt.:1r el orden 

R en W'\c1 WU.da.:i ea cada vez J1C10r para valores de R cada vez ll'ilyores, 

~cuanto a la cstima.ci6n de bo, ésta rorec:c irojor en el sentido <le 

quo ¡>U'a toOOs los valores de R y S/11 ex¡icr.iloontadoo, ~l valor de bo 

nll!lC.l so aleja ni al n\ de dist.lncia da su valor real (l) ¡ esto es 

que cata CX11prcndió:> dentro del intervalo (0.94, 1,05). 

•0.4 ,--------------

l (K¡ 

F.nU..ci6n Q1 n. dnlen R t1i1r• S/N • 10 , • , 1 , 0.1 ... 
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. 
lSTl*CICli b. VS, C»IJOI R 1 rAAA Rl:.tACUl\!.S SIN • 10 , 4 1 1 1 O, 1 , • 

Flg 6.17 

Pua loy valon.">S naaa alt:.w du ~/N, la cstim.lc16n h1 pr&:tiCclí'l.!llto 

Flra valores m.1s b.1jos do (S/11), cspc-cial.srento p.ira S/H ' 0.1 es 

c.>.llili SQ obUcncri Llll f>Xll"'S cstimlcioncs, w._,¡o vcrarou que ore-

cL1Al1T1.ntn Z/N = 0.1 esta cerca del valor :il JOC?ncicnido en al toorc

•• 6,J, a p.utir dcl cwl se obticnoo varios puntos de o::nv=:¡cncia 

y l• idmt1Ucacltln .., vuelve ll1J)' pebre y poco o::nflable. 

Du to.lis nmcras &e rcplt.i6 la identificación f'lCol S/11 • 0.1 y val2 

roa o.ta altos de R p;ira ver si ao ll<'1\Ucno la tcrdmcia do alejanúai 

t.> c.Wcrvd<la m lo fiqura (6,17), pero se CXJ11>rob6 WI cst'1llcamicnto 

d1 b1 11 4l11Ultar H, tant>U!n para S/11 • O,¡ 

t.lndo el v.alor do H. 

4J6 

Con esto y los resultados obscrwdoo para :, p.¡odc caiprol.o:lrsc la 

observaci6n do SOdor•triin et al (47), en ol 6Cllt.ido de que no t.ione 

efecto apreciablo GC<¡U1r •u1U1t.mlo el orden R del pol.inanio r«¡" 1) 

Ebt.1 afimaci6n puado ca111roboroo una voz nW. o00orvaruo la v.;ria -

ci6n do lo función do oosto1 v(o,r¡ 

V(O, r) • t~l :(tl' 

dor<lo 

(G,J'I) 

En la figura (6,lB) oo dibJjM las funcioncu do costo ll0lll\lllz'1do, 

do c.:ida relaci6n S/H, contra el arden R. 

Vj ' V(S/11) x S/H x 10°
1 

Puodc oboorvorso c¡ue la 100jora obtenida en OlllClltar R en Ulli.I unldod 

es c.ld.a vez rrcncu- p.ll"A R creciente, 

l.> dianinuci6n en alll'Cl\tor R do 4 a s, apenas ¡xxlr:i WiaIV.trso a la ":!!. 

cala de la figura (6,18). 

Sin miban¡o la disminuci6n rclat.ivo to.lavta es m.1s apreciable que en 

el algorillro l para loo mlliTOS valares do R. Canpilrcse cai la fiqu

ra (6.10), ...,tan;1o quo las escala"' 8CSl iqualcs, 
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Dependencia dal nivel da ruido 

De acuerdo al teorema (6. l), so espera que para al ntlmero do 

obsorvacionos N ... , se cumrlon lae ccu.1ciones (Ci.24), donde ul 

polinomio P(q- 1 ) til! obticnu minimi2unUo (<i.2!i). 

Por supuesto que al extender este resultado para un 6rden H 

dul polinomio F(q" 1) di•tinto o loe 6rdunus do A(q" 1¡, U(q" 1¡, 

loe infinitéeimoe O(l/(S/N) J, S/N- dependen do R. En pacti-

cular eo ha observado que los quo correapondcn a a 1 en nuoa

tras simulaciones son decrecientes con k. 

So aspera pues unas distancias !a1 • 1 ;l - a1 I Y !b
0 

Q 

jb0 - b0 J, decrecientes para S/N- al menos de orden 1 en el 

in!inithimo l/(S/NJ, S/tl-. 

Las fiCJUrae (6,19) y (6.20) muestran estas distítncias contra 

S/N computadas para (S/NJ • O, l, l, 4, 10, y para las identific! 

cianea hechas con órdenes R • 1,2,3,4. 

Para 6a1 se observa una disminución monotónica con S/N. 

LAll e11c.tla.11 son logarítmica.u, y so hc.1 tlibujaüo en línea pun

teada una línea de pendiente 1/(5/N), qua es la que se espora. 

La. tendencia no alcanza esta pendiente, poro so aproxima cadJ. 

vez mh para valorea de (S/N) cada vez mayores. 



u.e'( u. 1 ' (S/NJ IU 

Lnor .W t1tl.....:lf9' '¡1 n, 5/H Nrti R- 1 , 2 , J • 4 •• 

t'i<JUU (ti,19) 

. 

' (:./t.) 10 

Enor do Htbactdn &b. YI, SIN,riar• 6rdcn A. 1,2,s •••• 

t'luura (6,20) 

P•r• l• d111tanci1 1Sb0 , la tendencia co también dccrecionto en 

tGrminoa 9tJnoralea1 puro la tonduncia no alcanza ol Vialor do 

i/iS/N) aei\alada por la direcclOn de la l!nea punteada, 

. . 
De todo• lllOdO• lb

0 
eo en general b••tanto menor quo !a1 , co.-

lllO )'I h•bfa oldo observodo. 

$t1 comp1·ucba antoncc1 que t.into a1 como b0 •e aproximan a a1 

y b
0 

re1pcctivamcnto p11ra S/N creciente1. 

De acuerdo 11 teorema 6.1 para relaciono• 11oñal a ruido gran

du1, 11 ... un111ci6n r
1 

• F para S/N••, donde el polinomio F •! 

tt dado por 11 minirni11cl6n do (6,25). 

En el caso que estudiamos este equivale a que1 

V
2 

l'f
1 
... fR) • E(F(q-1) • C(q-1) e(t)l 2 •mínimo 

(6. 33) 

como 

Suponlj.tl\IOH c¡uu C(1J-lJ • (1 - a c¡-1) 

entonces minimizar (6.38) cuando c(tJ es un procnso eat.:icio 00 

nario caractcrizable como ruido blanco, implica minimizar una 

funciOn cuadr~tico. en la.a variables f 1 , que resulta de la su

ma da cuadrados de lo» coeficiontcs del polinomio productoi 

F(q-1) C(q-1). 

Entoncea1 

- a + (l+a 2
) 'f1 - a I 2 • 

a'f1 + (l+a 2JI2 - a i!3 • O 

al
2 

+ (l1a 2)"{3 - a i!4 • O 

• o 

(G.nl 

Lo q.u• equivale a reaolver ol •isterna Toeplitz triangular: 
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lnor1WHll1Wldft,i1 n. S/NNnR-1, Z, J, 4 •• 

t'l<JUl"O (6,19) 

. 

' (!>/h) 10 

Enor do Htlmc16n ~b. 'ti, S/H1p.r1 6nkn R • 1,a,J,•,• 

t'i<;ura (Ci. 20) 

P•r1 la di11tancia db0 , la tendencia eo tambidn docrccicnto en 

tChinino1 9l!nor11lcs1 pt!tO la tendencia no alcanza ol valor do 

i/ iS/N) scilalaua por la dirección do la l!nea punteada, 

. . 
De todo1 modos ab0 ea en general bauta.nto menor que 6a

1
, co.• 

.., ya h•bb aido observado. 

. 
Stt cornpru~b'1 untoncc11 que t11nto a1 como b

0 
10 aproxilT\&\n a a1 

y b0 re1pcctivamcnte para S/~ crecienteu. 

De acuerdo al teorema 6.1 para rclacionu1 11cñal a ruido gran

dua, l• utimaci6n r 1 • i' para S/N••, donde el polinomio í' •!. 

ti dado por l• minim1zacl6n do (6. 25). 

En el CASO que estudiamos este equivalu a quos 

v
2 

(f
1 

••• fR) • E(i'(q-l) • C(q-1) e(t)} 2 • m!nir:to 

(6. 33) 

como 

Su11ont,Jm11ou c¡ua C('J-l) • (l - a ,(1) 

entonces minimizar (6.38) cu.:Jndo e{t} es un procnso eat.Jcio

nario caracterizable como ruido blanco, implica minimizar una 

funciOn cuadr4tica en lau variables f 1 , que resulta de la su

ma da cuadrados do lo» coeficiontcs dol polinomio producto; 

f(q-l) C(q-1) • 

EntonCCSJ 

- a + (l+a2) 11 - a f2 • o 

at1 + (l+a 2)"f2 a 13 
• o 

of2 + (liu2¡r
3 

a 74 
• o (G.n) 

• o 

Lo q.ua equivale a rosolvor ol sistema Tocplitz triangular: 
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o 
o 

a 

o 
(6,40) 

o 

~n el a is terna E que estamos simulando a• o. 11 luc90, eustitu

}'•nu.lo •u V4lor y ruuolv1undo (ti.40) ptlt"d R .. 1,2,J,4 cncontr!! 

mo11· loa valorda tc6l'icos a los quo debe convor9or la ustima-
• 

cH5r r dul filtro, y quci ao tabulan a continu.:acidn en la Ta. 00 

bla 6.lx, 

TABLA 6,IX, Parámetros t 1 , 1 • l, ... R Teóricos 

rP:;;,1 mu t ro R•l 2 ) 4 

'1 o ,4698 o. 6029 0,6554 0,6778 

12 - 0,2832 0.3951 0.4449 

rl - - o, 1856 0.2682 

1, - - - o .1260 

O. •cuerdo al teorum• 6.1, la diforencia entro eetoa valorea 

't loa oet1m•doa, ou, para S/:~- un infinitdsimo do orden 41 

111unoa 1 en el infin1U!aimo 1/(5/N), S/N••, 

tn la lit¡U1ent• tabla •• dan 101 valore• eatimado1 f i para di! 

tintos S/ll, 

. 
TADLA 6.X. Estimaciones f 1 , icl, .. R, para R • 1,2,J,4 y 

S/N • 0,1,1,4,1,0, 

R 1,arámotro S/ll•0,1 l 4 10 . 
l --!1 __ o. 3265 o .4314 0,4683 0.4784 -·- ----··- -----·-- ·-···----·--·- --· 

f l o. 5056 o. 5910 0,6104 O. G2!j"/ 
2 . 

f2 O.H36 o. 2632 0,2872 0,2939 ---·- ·-----·-··-·- ·---. ········ . 
:1 

0,60G2 o. 6634 0,6011 0.60&0 

3 .f 2 0,3257 0,3909 0,4121 o. 4101 . ' _:L_ o, l3Zl 0,1744 0,1884 o .1924 ... __ ---------- ·--------- -··· -----· -. 
!i o. 6652 0.6906 0,7091 0.7123 

4 f . 
2 o. 4108 0.4546 0,4688 0.4731 . 

f 3 0,2254 o. 2639 0,2767 o. 280~ . 
f 4 o ,0924 o ,1153 0,1229 O, 125Z 

Efectivamente lae estimaciones están b11stante cerca de lo que 

eo esperaba. Pero analizando la ovolucí6n d~ lao ólitinacio

nee para S/N crcciontcu hemos oncontrullO que tic trat..a preci

samente en las cstimacionea f
1 

dondo podemos comprender cla

ramente el efecto qua tiene la finitud del nllmcro de obsurva

cionea (que on todos estos casos fue H = 1000), Veamos esto. 

Aunque 101 valorea tabulado& en_ la Tabla 6.X ae hallan pr6xi• 
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mo• • 101 valorea tabulados en la Tabla 6,IX qua son loa asi!l 

t6U.co1 para SIN~• (y N .. •), en todos loa casos o>eccpto para 

R • 4 el estim.idor t 4 , se nota el r.iismo tipo da cornpartamion

to, part1 S/N creclcnte t 1 so aproxima a au valor aaint6tico 

por defecto, poro luego lo supera, 

llun.oa cjcmplific•do ésto graficando en la figura (6,21,a), la . 
vartaci6n de t 1 correspondiente a R • 2 contra S/N. Luego, 

111 clifurcncia con ol valor tabulLido on b.IX no su parccu en 

nAd• • un infinitdui1ao do orden l en S/N, Para el caso del 

ejemplo, esta diforcnc1a se grafica en la figura (6,21,b), 

l1 r1.?ntu " ~sto r&?wultado proso9uiraos las eitilulacionco para 

Sr,f • 100, par• vui· 111 otuctivamontu 011tu error disminuyo, y, 

por lo contrario ol resultado fue un estancamiento do los es• 

tirnadorc1 t 1 a un valor pr6xil'o al obtenido para S/ll • 10, 

LO que 1ucedo ea 1¡uu el filtro aointOtico f(c¡" 1), para S/11•• 

11 efuctlvamont• el c¡uo r•uulta du la mlnimizac10n (6,25) 1 

dando n(t) •• el procoao du laa porturbac1onca, pero para un 

nGinaro finito de observac1onea, f(q- 1 ) es ol quo m1nim1zaa 

(6.41) 

Con loa mismos datos numdricos hmnos minimizado 

l 
N 0 

nl..,.~~~~-:-~~-:--;~~ 

Q,6111 ~------------!" 

O.SOio 

Figura (6.21) 

- -------· ---·--·-·----·--·:· .. . ., 

(6. 42) 



con el algoritrno de rn!nimoa cuadrados estudiado anteriormon

to. Loa reaultadoa son las de la Tabla 6.XI. 

l'•1·n •l uj.implo LILI la f11JUl'A (6.21.c.l), •u h.¡ t.1r.itic'1llo l.111 

(6.;.!1.c) ol mismo cstir..ador t 1 de R • 2 contra S/N, compar.1n

dol" con fi obtenido con la minimizaci6n (6. 42) 

. 
Co.,plronso • y e , la converguncia de t 1 a f1 hace mucho 

111111 1entido quo a I 1 • 

TllllLI\ 6.XI. Valores do e;_, i•l ... R, que rosulton de minimi• 

za (G,42) 

far.1mct1·0 R•l R=2 R•3 R•4 

t• 
i o. 4864 0,6315 o. 6900 0,3154 

f' - 0,2989 0.4230 0,4776 
2 

f' - - 0.1964 0,2857 
l 

f' - - - o .1294 

' 
s~ hd comprobado al mi•mo comporta.miento un todoa los caeos . 
do &,•• e1timacione1 t 1 de la Tabla G.X, Estos mucatran ten-

dencia a convorger al VAlor fi. correspondiente, para S/N cr~ 

ciuntu, 

A modo de •lem¡>lo H 9rafican en la figura (6.22) los erro• . r•• t•t¡,• 

para el CABO R • l. 

IO 

Dluu'h lr; .. r1¡ .,., nhcl6n Hhl • ruldo,l•l,J,), ••J,· 

Figura (6. 22) 

Relación señal a ruido peque!ño 

liemos querido verificar con al9Gn ejcr.iplo el resultado prin

cipal dado por el tcorer.1a 6.J, es decir que! para rcldcioncs 

señal a ruido lo auficicntcmonto grandes, la funci6ri V(tl) d! 

da por (6. 23) ticno m.:lu Uu un ni!nimo rulc1Uvo, l:!tito Iun~i6n 

es el límite con probabilidad 1 do la función minimJ zada por 

el algoritmo 2 de mínimos cuadrados generalizados, para N•<G. 

Lo• reaultado1 que se presentan siguen siendo obtenido• pa.ra 

N • 1000. 



So hicieron reiteradas identificaciones aogre el sistema E con 

•l •lgoritmo 2 paro R • l y S/N • l,O,l, 0,01. Con S/N • l y 

S/ll • 0,1 1e encontri5 1010 un m1n1mo relativo de la funci6n 

du 'oato min1m1uuJ.i. en c.imbio para S/N • 0.01 ao cncontrA-

&'on üot1 tlu cat.ott pl.lntos. 

J>ar1 iluaatrAr eata a1tuact6n, se rcp1t1~ la 1dcnt1f1cac16n con 

101 v .. lorea de R y S/N ,..,ncionados, pero en lugar do iniciali• 

Z\J.r ul Algoritmo con una t.'!stimaci6n de mínimos cuadrados, se 

lo 1 nicializO con valores n.1s arbitrarios todavta, Los va lo• 

ro1 ele9ido1 do fonna quo \os resultados 9r4f1cos fueran visu! . . 
liublo1 1on1 (a1 , b0 )0 • (-1,1,5), (·0,6,1,5), (·0,2,1.5), 

(0,2,1.5), (0,6,1,5), (-1,0,7), (•0,5,0.7), (•0,J,0,7), 

(0.6,0. 7)' (-1,-0,J). (-0.6,-0.3), (-0,2,•0,l), (0,2,-0,3), 

(0.6,-0,ll. 

En lOI fiqura1 (6 .23), (6, 24), (6. 25) so presentan los rcsul-

tAclos da lus iduntificacionca con S/N • 1, 0.1, 0.01 rcopecti

Y•monto, inicializaüae en loa punto! mencionados. 

La1 l&'4~cctor141 au olJLuviuron unicmlo con uuymuntou t.lu rcCt4 

la1 cat.tmacionoa aucca1vas, 1turac10n a 1tcroc1<'n, Lou puntos 

Jniclale1 cat&n ennarcado1 en circulitos, y con cruces se ueñ! 

l•n el p.1r.iJ1ieLro rc!al O y los puntos de convergencia O. Tod41 . 
la• tr•yector1a1 cc1nver9cn a al91ln o. En la1 figuraa dando 

h.1~' W1 1010 punto ele convergencia, • dl arriban1 dando hay má1 

de '"' pwnto de con\•er9enc1a, cada trayocdoria arriba 1 uno y 

448 

uno aOlo de estos puntos. 

Las flechas indican la dirección en que se siguieron las tra-

yoctoria.a du lou eutimut.Joreu. 

Tuyectorlu de 19 utlrucl6n,lUN•1 
Figura (6. 23) 

' "· 

NdLuuu quu luulJO Uu lll primu1· ilurl.01611, tol.l1.1u l..au ultjulc.!! 

tuM dan autimac.lorau sobru unai curv.i. .i 111 c1uu humo» lluinüdoC 

en las figuras (6,231 y (6.24) 1 veremos porqué. 

Primero convenirnos por simplicidad en trabajar en el caso 

aaintOtico (N-), sino baata con considerar promedios en ol 

tiumpo de la toma !. ~ , que puede verso qu.e ea lo que 1e 
N t•l 

A ., 

...................... ··-· -:_'""':::--::::·~-·::.:· ==:;...;..;.;...._.;...._.....:, ________ _ 
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hace en realidad para un nl1mGro finito de mueetrau, 51 conve 

nimoe como antee en llamar E u2 (tJ = lim ! ~ u2 (t), y man
N·Hll N t=l 

tt.!ncmoH las condiciones a) y b) du la St!Cci6n 6. 3. S. : 

Llumemot1 e1 • (a 1 , .•• , ªn' b
0

, •••• , b
0

)T (no incluyo los pur! 

mdtros f 1J.cntonces puede verse que la curva C(o 1 ) es la va

riedad definida pori 

(6. 43) 

Dando hemos convenido en llamar1 

conjunto da valores admiaibloa para f 1 ..•• rR 

A(q-1), 'D!q-1), eetirnacionee de A(q-l), B(q-1) con los pa-
~ 

r4mo.tros de O 1 , 

Esto OB que C (0 1 J es el conjunto de puntos Ol (íl""flt' 

(y(t)},(u(t)J) quo miniml<an la función uo cauto <lo la 1lúfi

nicidn pAra los puntos f
1
,., t 11 dul conjunto admielblo 1 , da

das las obaervacionce (u(t)},(y(t)l t • 1,2,, ... 

Las trayectorias do la oetimaci6n por mínimos cuadrados ganl!

ralizados oe rnantienen dentro de C pues el método e• de rel~ 

jacidn. En efecto, en cada iteracidn, primero. oe realiza una 

-- ________ .. - .. ---~--'-'----''--'--------
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a&n1a1aac10n •obr.e lo• param.tro• t 1 (la de la Herac10n ant!. 

riorl obten1'ndoH un Ultro,digomoa F(q-ll • l + t 1 q·l + ... 

••• t 11 q·• oon el qua aa filtran entradaa y HUdaa. 

11 valor da e1 que aa obtiene an Hguida (e 1l •• aquol que m!. 

nl111H la tuncidn definida en (6,U) para F(q- 1) ya dado, 

Por lo tanto en cualquier iteracidn la aatimacilln e• tal . 
q1111 loa priaero• par..,etroa aon 101 del vector e1 quo utilf!, 

ce (6 .U) para U 1 ••• fR) • (f 1.,. fR) da la eatimacilln ante

rtur. 

lu¡10n9aao• ahora que exhte un mínimo relativo de V (e) defi· 

nide en (6.2J), rono•-nte é1ta deba utar contenido enC 1 

En afecto, dando n(t) y u(t) independientoa puede voroa quo1 

(6. 45) 

lu¡on9.-o• que al a!nimo corruponde a1 

. . "' "' .. 
1 • (•1•••• 1ªn' bo''"'bn' l1···•1a> 

hae90 11.fi.jU10• lf1 ... fRl • (i1 ... 7Rl' el punto . . . 
t

1 
• I•¡ •, .b.) debe Hr un atnimo nlativo de le funciCSn def! 

"'"ª an (6,UI. • •. se 

- - -
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NOteH qua la Onica diferencia entre (6,0) y (6,45) u qua 

en (6. 45) loa par4metro1 f 1,,; fR aon librea (dentro de algQn 

compacto) y en (6.43) no. 

Deaarrollemo• otra vez (6,45) 1 

(6.46) 

intuitivamente puede verse que en la minimización de (6, 46), 

hay dos sumandqs no independientes pero que tienen un peso. 

relativo que depende de la relación señal a ruido S/N. Cuan

do S/N•• la varianza de n(t) .. 01 al mantener u(t). Resulta l~ 

gico entonce• el resultado del teorema (6,1) que asagura que 

A(q- 1) y B(q-1) ion prllximoa a A(q- 1) y B(q-1) (en el aentido 

do la norma de ou diferencia), luego en ol aegundo tbmino 

A(q"1)/A(q"1i "'1 (S/N...,l y la optimización respecto F(q-1 ) 81 

para F(q-1) próximo al valor que minimiza EIF(q"1lnlt>i 2• 

cuando S/N•O el aagundo 1umando do (6,46) tiene un pHo rolo• 

tivo b11tante mayor, y preci1am1nt• la exiateiicia du rntnlmo• 

locale1 para este término fue lo que se definid como •condi

ción de ruido" cuando ae trató al problema de relación aeñal 

a ru.1do poqueila, 
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Er, laa •in1ulacionoa realizada• ae confirma todo lo anterior, 

En prlhlcr lugar, al disminuir S/N de 1 a 0.1 la funcidn de 

ce ato mudJda aobce C ao va aplanando y la convor9encia ea 

a1..\a lenta. 

Ptr ejumplo, mientras en la figura 6.23, porticndo deudo t, . 
•u convor9e • O en 22 1tcrac1onos, en lau idcntificacionoe de 

lo ti~ur~ (6.24) aucodo <¡uu partiunclo del 1:1ismo punto t so ª!! 

pera 11pcna1 el punto .e en unas 70 itor11cionus. 

En lH identific,1clon•a de la figura (6. 24) para S/11 • O. l el 
0

at?9mento de C co1nprendido entre a y b so vuelvo particuL1rmen, 

tu pl.1no. Por ejemplo; .n1cntr11s p.1~Mr desdo a hast.:i b irn[lli-

can m.u de 120 i tcr.:iciont?s y una reducción do la función de 

coito de 67.6 U1> que representa un 0.236\), el pasaje de e a 

d 10 haca con un•• baja de la mism11 función do 630. 9 (lo que 

reprcallnta un ~ •. nJ, y desde e se necesitun JO itcracionoe P! 

ra 1upcrar el punto d y alcanzar convergencia en O. 

t;I a¡1lauo111hmlu 1Ju C •a ticu:u uu¡1uc.:1nJ111unlo (Uurlu Ull }IM J'í~ 

x1mltl.:adua del punto señalado como e. 

Pero 1i lu diferencias o! dieminuir S/tl de 1 a O. l eon cuan-

tttattv••• al dtuminuir do 0.1 a 0.01 catas diforcncia& dan un 

aalto en calidad, aparecen dos mínimos relativo• do W(O) aobro 

C 1 ·o
1 

y e
2 

en la figura (6.25). Estos tienen valorca1 

o1 • (•0,6567, 0.2066)T • T 
º2 • (0.4583, 0.4230) 

ambos pueden considerarse para un rango muy amplio de aplica ... 

cionea como malas eatimacioneo dol par.:tmetro O. 

La curvo C aparuco dividida un doa curvas 1 C l y C 2 do acuc·E_ 

do al punto de convergencia al cual convorgo el ol«;ori t.mo . . 
(0 1 6 0

2
), inicializado sobre la curva. 

entro los dos tramos el y c2 dibujaclos, hay un se9mento de e 
quo no cst.1 dibujado y que pueda probarse fácilmente c.lcbl! con. 

tenor al menos un extremo relativo de U(O), y al menos un in.1-

ximo relativo sobre C (pudiendo ser el mismo). El m~ximo re· 

lativo •n C es un punto de W(B), 

Nada aae9ura sin embargo que no haya m.1u mínimos relativos 6~ 

bro e. 

De los dos puntos de convergencia hallados, ambos correspon

den a sistemas discrct?e roalizables, poro o
2 

podría ser du&2_ 

cllaJo por ojum[ll<J ui uu Lral~ua Uu un 111utumJ 1nu1.rnlru.1llu (uu 

puede haber polos sobre el semieje negativo, aunque se oncuen 

trch dentro del círculo unitario) do primer orden. 

Pueden entonces sugorirse reglas pra,cticas para la bllnqueda . 
do mtnimoa do \•/(O) en fonna m~s eficiento: 
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Ln primer lugar limitar el conjunto factible da soluciones a 

¡1111t1r do conaidoracionos físicas (rcalizabilidad, estabili

dad, etc.) 1 'J C\lO:Jtruir lü Ydriudad C dentro de cata rcq16n
1 

por tramo11 en forna intorolctiva buucando nwndricamcntc (p.ej. 

por tixta·"¡:iolaciónJ puntos pr6x1moe a e en lugarou óptimos en 

ul 1unt1do de minimizar tiempo de m&quina, 

Esto ua aplicable ee¡.iecialmtrntc cuando s;u- (valorea yrandcs), 

~Mli\mo11 buscando un uolo extremo relativo y queremos minimizar 

el 1.Crnuro do iteraciones ya que resulta cxLrt.?madamuntu coutoso 

¡.>4rú muestra• 9rilnt.lea, teniendo claro, que para S/N- de todo• 

niodc·a l• convergencia es cada vez m~a rc1pid.1. 

f.:..!!~crn rl.':111lt.Hlou cornp.1r.1tivou un lll idontif1t•:ici6n 

~~ 

&:n 11• •r..,blaa 6,I l' 6.VlII we scil<llJron ul namoro dt.~ itcrocío

nc11 ~mpl\!.ida.1 por loa al9oritmoe l y 2 rcspocttvamonto, do mt

n1noa cu•dradoa fienoralizadoa, para llegar a la conve?rgcncia 

1tn i .. hlunUtictacJ.c!'·n dul a1utum.¡ t:, con di11t1nto1 valoru 11 e.Jo 

J.111 L"IJldclonua 1t:ñal • ruido 111mulalla11, y ordon Ron la tdon• 

t U i<:•c 16n, 

L•• •·ondicionoa impueat•• para dutunor lo• al9oritmoo1 (6,34) 

'/ (1, 351 eon a11y •1,.Uar ... 

Los doa algoritmos emplearon un nt1mero semejante dll iteracio-

nos. 

Para t1l alc,1oritmo 1 so obscrvu qua el namuro do i taraciom~s 

croco mucho al aumuntar la potencia dol ruido (S/Uh•), y, pü

ra valores altos de S/H decrece ligcr.:imonto al aumentar el 

orden R, y crece al aumentar R para lou valorl!s m.1u b11jo~ elm.!:! 

lados do S/N, 

Para el algoritmo 2 se ha encontrado que en catas oimulacio-

nea el nt1m1Jro de iteraciones crece tanto al aumentar R cor.io al 

disminuir S/N, 

Poro bttjow nivuluu do ruido, ul JUJnunto Uul nl1m•.!l'O e.Ju itwr.icJ~ 

ne• al aumentar R us muy pequeño, en cambio en ul nivel Uc ru.!, 

do m~s alto que fue simulado (S/N e 0.1), el nCuncro do itura-

c1onua 011 a.proximild..imuntu vroporcionul a R. 

La dl!pcndoncia del nivel de ruido es muy fuerte. 

Compariltiv.imcntu, como hemos dicho los dou algoritmos t..•mpka

ron ndmeros similares do iteraciones para lle9ar a l.i conver

gencia¡ on casi todos los casos el algoritmo 2 cnplu6 un nGrnc

ro li9or111rncnte inferior o i'JUil.l qua ol al9oritmo uno, uxccpto 

para el nivel m.1a alto de ruido y con loa vol ores mh al tos 

do R(S/N • 0.1 con R • l y R4), dando el nllmero dB itcracioncu 
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dol alc¡oritmo 2 eo mdyor que el dol algoritmo l. 

En cuanto al rcaulta.do de la. ostimac16n, el pará111ctro b
0 

He

no tHt1macionca sLmilarus con los dos 11.1lqoritmos para valorus 

hjun.lut1 Uu S/N y a. Cato t:s pnJVit1iblo puo~to quu y,1 hab{u• 

mo1 Viuti:> quo 101 algoritmos no mojaran mucho la. estimac16n do. 

b0 re1pccto a rn1nimo1 cuadrados, debido A la estructura del mo

do lo. (R•forirso por ejemplo a la socci6n donde so discutió 

la eatir.iaciOn &cegada del estimador do mi'.nirnos cuadral.los cuan. 

do lAe pttrturbaclonea están corrolaclonados). 

En camLio para el estimador a1 110 pueden hacer alguna.11 obeorv~ 

cione•. 

tn l•• ic!cntificacioncs con ambo• algoritmos so ha verificado 

4ue en ambo• ae obtiene una mejor eetirnaci6n de a. 1 al a.wnen

tar el orden· R pu\Jato que hay una mojar aproximac16n dol pro-

co»o de las pcrturbacionus. 

'l'ambUln "º ambo• 1• füujora 11uo rut1ull11 un o1 do aumuntor lt t.tn 

una unhbuJ u1 munor cuanto m3.s grando su'1 R. 

~cio deo al9oritmou dan mojoro1 rooult4dOI de a 1 para mayoroa 

v•loru1 <lu S/N. 

Peri) para 19ualo1 valoreo de S/N y R el algoritmo l arrojÓ una 
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~ 

IOOjor eetimaci6n a 1 que el algoritmo 2, 

Eeto se debe a que el algoritmo 2 estima el proceso do las 

pt!rturbacionoe con un filtro de mayor orden quo ol 11lgorit1no 

2. 

Esta situación puedo comprobarse en las Tablas 6. II y 6. VI . 
quo muestran las ctitimaciones a1 y b

0 
tlo amboe algoritmos. 

So encontrd sin embarga que hay una mayor proximidad entre . 
lila ostimaciones a1 obtenidas con un or<lcn R a truv6s del al-

goritmo l, y un orden R+l a trav6u üul ulgoritino 2. 

Puede observarse esto en las tablas rncncionada&J para ilustrar 

este hecho se han dibujado en las figuras (6.26) y (6,27) los . 
ct1timacioncs a 1 con lou al<:1oritmoa l y 2 va. H para dos rela-

ciono• aeñal a ruido particulares 1 S/N • 10 y l. •O.•lr--------------

. -0.11;----~---------' 
1 l (H) 4 

Cttl-=1611 ~1 n, 6nlcn M1Dlre SIN-10,dt 101 •1,i.oritllit ty~. 

Fi9ura (6. 26) 



•D.I 1 l l (K) 4 
t:a"TIKILI~ ¡

1 
\'S, Otlh.'i k rt: LOS AUUM.llUl..'i 1 'W 2,l'AAA S(Jri•I, 

Fl•)Ur4 (6 .27) 

En la f19ura (6 .28) ao muestra la estimación do a 1 y b
0 

con 

aml.ga algoritr.loa contra el ndmcro do itcracionos para S/N • 

10 y R • 2. 

Amlo1 al9orit1ne1 comienzan con la misma estimación inicial 

(l• de mínimo• cu<tdrados), y luogo se itera ha1ta la convor• 

g11r.c1 ... 

·~ ti,) •l•or. lyl 

o. illt9~ . 
EUl•aciones a 1,b. vs.nú~no Je ltoudonu. 

Figura (6. 28) 
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Esta 11irnulacidn muoutra el comport'1m1cnto quo fu~ típico en 

laa identificaciones hechas sol.Jre el sis tema E; 

:ion tras para a1 se obtionun resultados dietintoti, p.ira 

b
0 

uon uumujantuu (on uuLu ciJuo llcm.u1iado). 

el algoritmo 2 llega m:i1:1 rápido ü. la convergencia, poro . 
a un valor a.

1 
más alejado dul rui..11 a

1
, quu el t.11'Joritrao 

l. 

6.4.S Identificación del sistcr.lil F con el algorit:no 

Con las señalas obtenidas de la e1mul<lci6n üel sistoinJ. P, quo 

se describen en el p~rrafo 6. 4.1 se iclentificó dicho si o temo 

con el alqoritmo 2, con R • 1, N "" 1, M = O y rcLrano k .. l. 

En la Tabla 6.XII se muestran los valores do los cstim&lclorcs . . 
a

1 
y b

0
, f 

1
, el ~11moro do iteraciones i, y el valor do la fu!! 

cidn do costo W(O), para cada una de lus relaciones suñal a 

ruido conaidoradas1 S/N =a' 10, 4, 1, 0.1. 

Tl\DLI\ 6.XII. Rcsult.idos do la idcntificaciOn tlul si~tt~m" f 

con el algoritmo 2, R = 1, S/N ~ 10,4,1,0.l 

. 
S/N "1 b f J i N(•1) 

o 

10 -o. 7977 o. 9991 •0,2U65 3 58.6562 
4 -o. 7979 o. 999 ·0.2862 4 142 .154 
1 -0.8011 o. 9999 ·0.2813 5 568,647 

0.1 •0,8179 l. 0026 -o. 2611 6 5683. 7 
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A •lmple vhta puede apreciaras la enorme proximidad de las 

eut.i1naciom:1 • au& valorea reales (recordcmo1 quo o
1 

• -o.e, 

b
0

" 1, t 1 • -0,J), 

Dclm con.-1Jl?ra1'tio quu el ui utcm.i f' ticnu 111 estructura oxacta 

vnr.& ul alyoritmo 21 ordon finito y porturbacionos qul? reoul 

tan du un.i autoregrcsi6n o proceso AR, y adcrn~s hemos supuoa-

to c:onoi..~tdo ul 01·Jon oxacto dul aistcm.i. 

i 1a.Cl1 1nfintta1 muu1tra1, euperar!a.mos, do acuerdo Al teorema . . 
G.l que para S/N- 101 ~1t1madorcs a1 , b0 , f 1 convergen a aue 

val<1re1 rcalea. 

1'1n1 un ndmuro finito do muestras hcl'ilos encontrado convcr9on

ct1 a una proaimidad de los valorea real~s1 eato punto do cou 

vcrycncta, • au vez, tiende a los valores real os pol.ra N-. 

En r•te caso tambit1n vuelve a vorif1carso estA atirmaci~n. 

l!n Ja ftl)ura (,.29J •u dibujan lnu uutimacionu• a 1 , b
0

, f 1 
contra l• rclaci6n acñal a ruido. 

Pueóe ver1e que para S/N creciente• dichos estimadores tien• 

den a conver9er a un valor cercano al par4mctro real. 

,,.T " ,. ,. 
Para t • C•¡• b

0
, f¡I Hte valor de convergencia ea aprox1m! 

46Z 

•Q,J t:"-.------1,-----,.-,,..,-,,.,.,-n~ 

••ri•UfOI llll1111do1 ..... ""·"•l,1ht9•• ,, 
~'lgura ( 6, 29) 

Para esto sistema en particular, con estos datos simulados~ 

la proximidad del sist~ma identificado respecto ol sistema 

vectorial (desde el punto de vista param~trico), es enorme. 

NOtcuo quo aOn para la relación señal a ruido m:1o bajd du las 

cuatro conuidorodae, loa parAmutrou cut4n prdximo!á a. 1rna val!! 

re• rea~•• 

Para ejemplificar cómo se podría atacar el problcm.:a do la do

tcrminac16n del orden R cuando este es desconocido hemos rea-

Hzado la 1dent1ficaci6n del sistema F con ei m1aino algorltrno 

para S/N • l pero variando R1 R • 0,1,2,J, 
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La ldentificacl6n para R • O ce la de mfolmoe cuadrados ordl-

nar i.oa, que aat puede considerarse un curso udmamcnto par tic~ 

lar de mfoimoa cuadrados 9enerali zados, El valor obtenido P! 

ra la funcl6n de costo de la identificoci6n en cada uno de •!!, 

to1 cuatro c••o• 1e mu~stra en la Tabla 6 .XIII. 

T/\llLA 6.XIII 

R W(O) 

o 609,398 

l 560 .647 

2 56B,264 

3 567 ,52B 

En la fl~ura (6,301 se 9rafican e•ta• cantidades contra el 

orden R c1nple1do en cada ti1mulaci6n. '"'.--------------, 

s~c''--------------' l•I 

fu11cU11 •• cosu tl• h lden11flucl6n w1.A 
1hu•1 r,1900 0~11rw1clofln,S/1t•I. . 

In ett~. figura p11ede aprecio rae l• enorme diamlnuciOn de W (e) 

al paaar de R • O a R • 1, que rcprcscnta una d1fcrencia de . 
valeros do lj(O) de 40,751 frente a 0.3B3 y 0.736 quo son las . 
disminuciones de W(O) al pasar de R = 1 a R • 2, y do R. 2 a 

R • 3 respectivamente. 

Esto sugiero extender los criterios vistou para mír.imos cua· 

drados ordinarios a mínimos cuadrados genuralizadCJ3. 

En el caso raprcecntado en la figura rcsuJ. ta bastante obvio 

ol rosultudo R • 1, pero para datou no eimulados t?n l)(mur,11 

no os t4n f4cil, 
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1. HINll1JS CIJllOl¡,\DJS GENEAAl.11.AOOS RECURSIVOS 

7.1~ 

114&.W• l'f1 el rrétoJJ do mfn.úTnJ CU•1drildoo gcnurn.liz...009 prc>p.»stO ¡-or 

Cl•rck.,, l~l:1tiN]-Jo.>0s y Sa<¡c (1%9), {28} pr.,r.cntarai un ulcpritm:> 

rt..'C\LrN1vo que aproxÍlt\l el m61:i:rl::» visto en el capítulo anterior, rar.i 

t>llo se l""fXl"" rc.1Uz.ir altt:rnadtnootc la cstiruci6n de la cilJ¡.'\mica 

do 1• parte dotcnnin1stica y el proceso do las ¡:crtlllb.>cicrus, n.'CU1"

aiV"""1tc, oaifome se recibe cada n'-"'va ¡>lrcja do d.1toe, en lugar de 

SU¡i:n:¡.wJll otea ""' el aietaM do la figur• (6, 3), rugido ¡or la ecuo-

A(q
01

) y(t) • B(q"
1> u(t) + n(t) (7 .1) 

466 

as haos la apraxlmlci&u 

n(t) 1 ¡:¡;¡:-ir o( t) (7.2) 

ex>n ¡ o ( t) ruido blanex> de IOOdia ooro 

A(q-1) 1 + a¡q·I + ••• • ªn q-n 

D(Q
01

) b0 t b1q
01 + .... + bm q·m 

f(q-'> 1 t r,q- 1 
t ... t fr q-r 

SU¡ """" r¡uo hay datos (ontrlldas y salid•w del sistu11.1) u(c), y( t) 

r 
u•(k) • u(k) + ·j~I fj u(k·J) 

r 
y•(k) • y(k) + j~I fj y(k-j) 

x~T : <-:/Ck.-1),, •. ,-y"(k-n),uf1(k), ... ,utr(k"'ill)) 

[ :¡: l y(1)• 

l x: : Y: e 
y(~)· 

·:·r y(k)• 

yk" • x.,: º' • ºk 

ek • (o(l), .. ,,o(k))T 

de elll!el\toa no ex>rrelac.lonadoa. 

(7 ,J) 

(7 •• ) 

(7.~) 

("1,1) 

(7.8) 
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<k T • ( ·n(k-1),.., ,-n(k-r)) (7,9) 

(7,10) 

~ . [ t: l [

n(I) l n(2) 

Hk • : 

n(k) 

('1.11) 

•• ...,.U• enb:noca1 

(7,12) 

pllla (7,UI ,., ""maa que la ecuad6n (7,2) ¡ucat.o en formo matricial 

pv• t • 1,2,, •• >.. 

A-.>ra bia>, oomci11o& x\, v\ , \, ~ ec plCde est.irn.u" 01 Y 01 p>r m!· 

nll1PI wodrO<b 1 

(7.13) 

- -
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PcnsaOOo ab:>ra en Wl e~llM CL"CUCaivo, cuazldo arrihln loa raut..-vos d..t.

tos1 u(ktl}, y(ktl) n(ktl), se puede ~ctualizar la cst.JmiJci6n de Q1 

y o, coo el algoritmJ de Pl•ckctt visto en el capítulo 51 

T 
• O¡(k). Ok C!:;+1(C);t1 02(k) - n(ktl)) 

1 te~., Qk ckti (7 ,15¡ 

Qk CH1 cL, Ok 

t e~+ i Qk tktl 

La dlscrvaci(a que hay que hacer aquí es obvia1 

,, . 
Para estimar o, hUbo quo conocer \ , ,\ lo r¡uo Jnplica h.i!J<>r p:xlldo 

conocer las ootradas y sa.lidaY filt.rad.Js1 u1'r( l), yb( i), Para esto, Cl2. 

nacidas los entrildu; y "'1lid.1a u( i), y( i) h.lbrfo c¡uo procesar el fil -

trodo (7, 3). Esto es que para csUnur 01 ou¡JJS!nOs <n10Cido 01 , 

/vlt.\lo:j.Ul'l.!Ulo, lJ•lfi.I l!:Jlil1~u· tll UUIA.lllUIUll U..Jlll1t~l1~1:1 ¡;k y llh' lo 'llllJ lllJ 

'*""'nlo a (7.9) y (1,11) in"H"" ooooccr n(i), el r=oo do> lun por -

tw:b:lci.oncs. rara calOQ)r ol procctt> do 149 parcUdA.11.!ioll(.lu a. 1.urur 

del caiocJ.m1cnt.o de entradas y salidAs es prL>Ci!IO <XlrlOC<l1" loa ¡ur~ -

tros ª'••:•• ªn bo, ••• , bm dül aiatan.1, D\ rcal.KlcrU para estimar O:i 

--····-· ... -::-- ---· ... ··------.-· -... - .. , . 



tN ... lro f&U>lUM do idcntificJCitln lo huTD• !""'•to en t~mú.no• do W1ti• 

"'" loo rur~troe 1)1 y o,. dcllCCn:lCicbl illlbos. ID c¡w oo pl'OfOOO en· 

tcnooa es aplicar c.l proculimicnto antcrior,rrod.lfic&xlolo. 

r.:.ra cat.iml.r 01 , oo lu.Jar 00 utilizar 0 1, ut.ilizur el est..im.ldo actu..11 

º•· 

1 
:•(~ti)• u(ktl) • 

y• lk•I) • y(ktll • 

r 
t fj u(ktl-j) 

j•I 
r • 
t fj y(1'tl-j) 

j•I 

. 
con fj oulimJdo eu tck 

,. , (7. IG) 

... (7,17) 

1lnlü el 1:<1lllr>rl> 01(ktl l"" el oownldo en t • ktl. 

S.J IUlltit.uyUl cstoo valoro& :•(ktll, f(ktl), n(ktl) ¡nr u•(ktl), y•(ktl), 

n(ktl) ..,,.poct.iv.m11te m l.ls ccuaci<rcs anteriores. 

DL:bJ llCl'\ü.uso a..ll"\'\s, qw o.:rro la csti.n\.lCiÓO es rocurs1va, las &Cñ.l.lcs 

u y y no .,. Ultr.id.ls p:>r loo m!SITDB (l'll"&i.ltros (l'll"• cbtcncr u•, Y*• 

~ i. eat.inw::i&l de las rertumacicnis se huOO 021 pol1mnios· 

;(q."i 1, ;(q"1 ¡ var.lablea., el tiCJlllO. Es naocsario ootarocc• quo a lo 

ÜLiqo do las rU:UrOiOOUU, loa tlltiJroH d.Jton [ll{jl!fl rMa CJUO lan anterio -

rea en las ucuacioncs (7.14) y (7.15). 

Par4 coo se fJJIXlc p:>r cjunplo,uUUz.ir el c~p.:m1 vi~to en el c:..iptlulo 

S, do olvido CXf'OOL1lCial, con allj\ln c:ooficicnb.1 <le olvilkl pr6xiJJo d l. 

El 11.lit:olo quooa =se ha rcprcucnt:.ldo en lü figura (7.1), roa> dos 

sistCJ!'dll no l!nmlcs, aooplat.k>s a través de dos filtrados va.riahles en 

ol tiQl\X>. 

LSTIMACtON t; (kol( ... ,~ 
L::======:::;:===========~=(7=1=•1:::::--. ~ 

FILTHAOO 
(7.17) 

Flg 7.1 

CSTIHACION 
DE u

2 
(7.151 



i.,cacril>ilroo expltclt:..rent.o el algaribro, cai todas las mxllficaciaics 

do la ocuot:ialcs ant.erlores 1 

• E • 
u•(k+1; • u(ktl) t fj(k) u(ktl·j) 

j•I 

r • 
y•(ktll J y(ktl) t ~ fJ'k) y(ktl·j) 

j'I . . 
01Cktl) • G1Ckl 

n(ktl) • y(ktl) - •~, 1 01(ktl) 

(7 .10) 

(7,1?) 

(7,20) 

(7,21) 

(7,22) 

!.;, 1 
• ( ·Y(k), .. ,y(k -ll,. .. ,y(k-ntl ),u(ktl ),., , ,u(ktl·mll 

(7,23) 

•:~, • (.;•Ck), ... ,.;•(k·n+I), :•(ktl),.,.,:.•(ktl-t•ll 

A • 

01(ktl) • O,(k) -
Qk n+1(ciu01(k) .. ~(k+t)) 

a t e~,, Qk ckt1 

2L!; .. •_I [,Ml~··~º~·--
ª' cr .. ok cktl 

,r.. . , .. ~<k> •••. , .. ~(k·r» 

(7.i~) 

(7,21) 

(7.26) 
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. . 
1) Calcular u•(ktl), y•(ktl) o:m (7.19) y (7,19) 

A ~ AT ~T 
2) llctualizar IXlll u•(ktl), y•(k) el voctor "k ¡»r• obtener "k+I cnio 

(7,23) 

]) Calcular u,lktl) con (7.20) y actualizar'\ \Ul"ª obtcnur l'k•l OC1l 

(7.21) 

4) llctua.lizar el VL'Ctor ·~para obtmcr ·~, 1 curo en (l.23) 

5) C..lcular n(ktl) oon (7.22) 

6) llctua.lizar el voctor ck para tener cktl caro en (7.26) 

7) calcular O,(ktl) con (7.24) y actualizar Qk !"Ira obtener Qktl OC1l 

(7,25) 

inicializar con1 

oon k » 1. Di las sJm.üaciooos 001Ds us.1do distintos valores da k IXI!!, 

prendidos en 100 ~ k ~ 10000, 

Ob~erv.lC~"llcs sohrn u y 6 

CD!o so ha discutido en el C..pl:tulo 5, los valores dt! a Y 6 (O<a~I), 

0<6~1) influyen en la capacidad da las cstimacit'flCS de o, y o,. do se -

c¡u1r las variaCiCflCS de los parárrctros en el ti"'l'O• 
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Si • va a trabij1r a:n 11at0lloll w.riables m el UO!p) (lentmcnto w• 

ri.lbl,. o cuu1ut&Uroa) a:nviene ell!<Jlr ca y 8 apropiados po.ra laa w• 

rl.iclmca do 01 y 01 , o 1T1Jjor dicho apropl.Ws ¡ura laa wlocld.ldcs do 

""1"lo\Cl6n do> 01 y 0 1• V<1r ¡ura cato l•• 11<.'<Xla"""' 5.e.1 y 5.12.7. 

1111 tab .omi hoy c¡ue fijar '"' valor "''lxlm> p.ira ca y B de acuerdo al . . 
tranaltorio l.nlclal en laa eutimlclalell 01 y 01 quo ao p.iodcn aUnltlr, 

lh• fOlTlll 11\\a eflcimto do reducir el transitorio ca uUliwr el ""'lUO"" 

11>1 du factor du olvi<D V<U"ioble, ya dia<utido en la GCOCitln 5, D. l y 

IJI»> mnahto 111 ....Utlli.r ca m (7.Ul y (7.22) y 8 m (7.24), (7.251 

¡'\11 ° "101 '\ • 11 .,.10» 

~ktl • 8101 8k • 11 •010» 

11.m 

talÁ claJO que f'IC"bl ~r t.n>lln "'"JIU!'"' intcnonlloa mtro Mi>Aa eg, 

1111:icru, .,... dininu¡'an el tr""8it.orio y quo pcmlw el trobojo a:n 

alauma ¡_,~ta YVl.llllM l9l el llllfl'O, m:id!llCiWdo 17,27). de -

• u' 
per• k • • 

• 11' 

.. 
, ,1 • 

{ 

ca•:;: ~; a' ca 
. " k+I ktl 

B' ktl • B' pktl 
(l ,28) 

PMa las •inUlacionco que vcraroa,m.1a adelanui se ha uUUzado a•0•0,9? 

Alporl tmo ~ 

ConoidcrWll» el alcprfüro 3, y obscntaros el ~ J:>olBO• Se act\lilli• 

za al voctor .!:1 para out.eoor ol vector • •T 1 
• . ktl 

"T "" A. "" "" 'Ktl • l·y lk),,., ,.y (k·ll·I), u (ktl ),.,,,u (ktl•m)) 

loa cllJICltoe oon WJ.ce 1, han sido calculil<'.os do 17.10) y (7,191 

oon loo ooeficlootca fl (l-1), j•t .. ,r, es dcclr cxn la cutlm1cílin 

01(!-l). 

Pero oi ll\lj'l:lllUlO& quo o,lk) ca una n>ljor eaÚJl\lcltln do e, t¡\IO ª' (k•l¡. 

por c¡uoS no C4lcular el vector .:;1 a:n1 . ,. 
u(!) • u(ll t j~l r1 (k) u(l·ll J. • Ir.ta ........ ,ktl 

y•ui • ;(ll t ~ f l (k) u(l·j) , l • k•l·n,. .. ,k 
l•l 

(7.29) ' 

• u doc1r rooalculAnda 16 rcestimardo) t.ocbl loe elfllBltoa da "ktl m 

bAao a lA lllt.lrnll uUmoc.llin da 01 1 Galk), 
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So PJ:O!DlO mtaces el ml.sm:l olgorit:nD, CXCO!lto m el scgurxlo poso, 

lb.te ue roostiJM tcxk> el vector •:u en lugar do aqro>¡arle aólo dos 

"" .... ma.'l'Oll est:Jma<k>s (y (kl, u (ktl )), 

l.19 propio.~ d•l COOVCI\JCSlCia no se altc..ran, rcro p.uxlu verso, que en 

nu1vJo caooe se r>iduce crx>ntu!U\tc el transitorio inicial (vur p. ojo 

(U)), 

t..1 dosvait.ija es qua en cado rccursilin aqr<.'<Jill!OS ro. filtrados, lo qua 

llr¡llico ""l<>r Uu"o do procesamiento. emo •iuiprc la cloccioo do 

.. .., u otro algoriUIO in1>lica un CXJTpraniso '"'tru euu ventajas y dcsvc!!. 

el mimo ca¡:>1tulo. 

NÚ'Tlcro de operac lonn 

Q:nnidcr.uw que la inicializ.:ici(n es arbitraria, cmt.lbilicuros cl 

n! do 1ru;,,. y pro.luc- noocearios para llwar a cabo uno rocurai6n do 

l.ool alcprilJIOti l y 41 

C.lltulo 

1) f&ltl'•h.IO u,y 

l) 1:s1 lrud6n A, ~ 

l) 17st1nuci6n ñ 

.. ) 1:st in.aci611 r 
To1el (por recunl6n, 

# de SUm.11 

lR 

1 
[3p• • 7p] 2 

p 

!. ~R' t 7R] 
~ 

1. lp'+4,5p+l. 5R't5,5p 

I do produc to1 

?R 

?pi + Sp 

2R1 t SR 

lp t&p+lR t7R 

daldo hC!lOS puesto p : H t H t 1, 

Al9orltmo 4 

Cálculo 1 do &urnas 1 de producto¡ 

1) riltNJo u,y pR 
pH . 1 

[3p1 
t 7p] 7¡11 1 2) Cstiroc16n A, B 2 5p 

3) Cat Jm.1c i6n n . 
1 ~R2 

t 7R l 4) Cut:lmación r 2 21l2 t 5R 

Total (par 
(racurs 16n): 

1. S1.i2 tlt. Sptl • SR2+3. '>Rt pR 2¡l t6pt21<1 t!lgt¡;H 

La difcrmcia entre anhos es, cxrro se ha rtencimado, el filtrdllo para 

c:btaicr ui'I, yh. E)) el algoribro 3 esto iniplica 21t &UltUS y proJuctos 

pot' rccursi6n, y en el alqoritnD 4 ill¡:ilica ¡iF. slmlS y oroducto:1 ¡:or r!!_ 

cursil'il. 

7.2 lmplantacl6n de los al!lorltmos 3 y i. 

Los alc¡oritros J y 4, descritos en · J.as ~ginás antcriorco han sido 

in1>lanta<Jos m la a:PpJtacl:Jr• D6BOO del e.se. d.> la U.N.t..M. a travl!.s 

de los proqran'dll Hl~U/Gl:Hr.3 y HICU/Gr.111:•1 rcspcctlvancnlc. 

Estos pro>¡rall\18 fuoron escritos en Pascal y •-U listado puu:I<! hallar"" 

en el l\¡ll'..-.lioo o. 

El diagrilllll oo flujo b.1sico de anJJos prcqrill1as es el de! la figura 7.2, 

La Qnica diferencia entre antx>s es lo eeccioo dcOOe se realiza al fi!. 

trillk> parA prod.acir u• y y• COTO ae ha descrito m las ¡i.1qinaa ante -

riere.a. 



-

Flg 7,2 

A difcnn:ia d&l HlCU/GIJlf.1 y HlCU/Gl;Nr.2 "" cstoo dos pro¡ramas las on

tr•<Llll y &.lHda.I &e 1 ...... '"'' '""' p.ircja m c<>da ru:ursi6n, diruct..,nmtc 

do lo• ilíchiw• cnt y ""1 do tliuco, 

W 1Ua:!Si6n de eat.im.icioocs de a¡ i.zt. •• N; bj' jsO,,.H; fk' k:st ••• R 

p.ua 1~t~L MJ guardan en archivo 11csn 11 en diaoo, al final de la eje -

wcUin du ,.._ prog""""•· 
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7,3 ldentlflcacl6n del sistema E 

En esta secci6n sci describen al!JW10s resultados obtenidos = los al-

9oritrros 3 y 4 sobre las señales dcl sistcmi e, 

En el cap1tulo anterior se dcscrihi6 la s1Jnu.laci6n de un slstaro de 

prim.>r Orden al que ae dcinn1n6 c. 

L..111 scrUluu oUtcnid.m que t•c dotJ.llan en lu tll.'CCif111 6,4.1, ui11l1l.m ru-

lacirncs soñ..Ll a ruilb 5/11 = 10,•1 11 1 0.1. Con diduw reñalc5 ~enroco-

di6 a identificar Ctite sistura, utilizando ¡ura t;al fin distinto• v-• l!!. 

rc8 dol ordi:>J\ R. En todos los casos ec utilizaroo loa purtí.nctros r~ 

les del sistmUi retraso k=t, orden N=l, orden M=O. 

Influencia del orden R 

lknos cnccxitrc1do m liw HiU1nul.1ciones W\l rmjorn en el ru:;ullillkJ U..i l.:i 

C!ltimlciOO, al aunu1tar el onlcn lt, r.ur.:i rcliJiC.ionca t;uf1o.1l el ruido pu -

c¡uci\.ls, Sin CJ1i>arqo hmos ootado una lnflucnci• fuertun>nte ncqati -

va del incrarcnto de R scbre el transitorio inicial do los al90riuro•. 

Vuros cntos h1.d'IO'J wn alcJWlOO UJU'iplb<J. 

Dl loa fi911<ru1 17,J) y (7,4) RO 11'J(!stra el rcnulwdo de la ootlrnoci6n 

de a 1 y b0 del s1stana t: para Ullil miSll\1 relaci6n su11al a ruido S/11 =1 

coo el alqoritrro 4 y R = 1 y R = 3 respcctivalllJl\te, 

0Jq>1icnoo '"""'8 fir¡uras oon la fi911<a (S,65) quo reprcoont.i la id<:n

Uficaci&i del misnO oistuna, con el procadirnicnto de m1n!nos cwdt"!, 
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l'\ulu '*-<V<lr&ll r¡w to.:iocr R = 1 (figura (7,J)) disminuye scnsiblareu 

te el IC6<P du ;, s1t1 Ulf'OOl'ar nucto la cstiJl>lcioo bo • Debe tmcrso 

m CU&l\ta 'I"" cstl1a1 usan:k> un factor de olvick> ª'6=0.99, lo qw j"!!. 

to OCJl la l!Otín"1Cioo vari.>blc do r< q • • l explic.:an las oscilaciones do 

-~ ' A-~ 1 9 

IOU l•l ~·· 
t&TJtt1'1l<O~ lN \11 !'00 
A l M0,6U!.7 
• o 'l.!11".!. 
r i o,4_,~., 

CSJJMl10:l íN t•lOOO 
A 1 -0,6;'00 
.. o 1.0~111 
lo" 1 Oo4UUY 

IDOtlflCACIOll HL UltLHA l cnw r1 AL(\OllTHO ) ,,., ........ . 

fl~ 7,l 

100 'ººº ~ 

-.1J~""--::::::·~:::::==~~...,.....,,_::::::::::, .... ~~~--~--·=·-=~""":::::=-~-
l5llMl·05 fN t.• ~00 CSTIMl•O!; FN t•IOOO 
A 1 -u,7v•., A 1 ·0,70'H 
11 O Oolll.71 a o 1.0110 
f l 0,6,\jl'J 
f : Oo3H6 

r 1 o.:;1"0 
r 2 o.:iuo 

r J o.:~v11 r J o,o,4$ 
lnlltlflCACJn1 lllL 11111!4A 1 en, 11. ALCOl11MO' •• , ••• 1 l•l ·-

Flg 7.~ 
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l\Llraltar R de l a 3 ""jora ligur¡¡¡oonte la estlJ1\'.lci6n b0y reduoo ba:o

tante m1a el sesgo do la cst.Jruci6n a¡, 

Esto p.ll'cce dcl:Jcrsa a que una nejor cstJmaci6n del proceso da ruido, 

aoojora la cotimlci6n dcl par6rrctro a 1, 

1)1 la figura 7,5 se presentan las estimJaiaacs de a 1 y bo centra el 

orden do R, obtenidas por lo• algoribros 3 y 4, El nairero de "'""ª -
tras oonsider..00 fu6 1000. El valor de la rclaci6n señal a rui<k> 

aa montuvo a:nutant.o e iqual a 10, 

1)1 la gdfica, cl su¡:c!rdico j•J,4 Wica CJ'lO so trata de la estllr'1-

cU11 dJtcnicl.l oon el (llqorib10 3 o 4 rctt[X.'CUW.itl.!fltc. 

El nivol cero representa el valor rml dcl ¡..u:r.m.tro (a 1 = -o.e, bo = 

1), por lo quo so dcs¡>raido quo en roalid.ld so grafic:aron los alcja

miaitos de loe estimldos respecto su valor rml. 

•.n.r---------...., 

"'·º''~,---~.----,-.-.,--' 
uu111tto1n ~1 .}, u.• rua ll••IO. 

Flg 7,5 

--···-··---·------·----- -··- ·- ··c.·_·.._1 _________ _ 
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l'lulu Vl!l"liO c¡uo la cstinuci6n de Lo est.1 b.lstante m1s pr6xiJM al valor 

mal '1"' la estimlci6n de "'' llrrilos al<¡0ritrrcs dan resultados nuy pa

ncick:>S, es(O:íalm..'f'ltc pru-a ~o . La cstin\lci6n :, cx:n el alqoritno 4 

"" li'J"r"""'1te ITl)jor c¡uo la c¡ue d.l el algoritno J, 

r.a.ra l:,, Al CDlSidcrar R crc.icicOOo de l a 4 ro se obtiene una rrcjarn, 

el v•lor de be se 11\lnUcnc dentro de un entorno de L0• 

Dl Cdll'bio las cstilrüciCl'leS =: y :~ del par~tro .i 1 rrojoran ¡ura valo

n·a crecientes do R. 

1•;.ra valores "'1:1 altoe de la potencia de ruicb t.:oos cnrprciJoda c¡ue el 

All11Cllto dD R no ..,j~ra la ootimlci6n. 

P1.ra ilu.sLr.ir esto, en la figura (7.6) se prcscr.t.u\ las cstinucialCu de 

"' y Lo m .xn:licioncs anilcx¡as a las ele la figura (7,5) pero ¡ura una 

n·laci&. ..r..J. a f\lido SIN • J, El nCircro do mJCStras sigue siendo 

lC-00, 

.•.• ~t.==.=.=.====,::;:,.;,=~ 
UllH(llU\ ., ....... "'º ., •.•. 
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En la íigura (7.6) p.aodo verse que a=tar R d~ 1 a 2 rodwidd on una . . 
rrojora de las cstinucioocs a1 y b0 obtenidas con anboa algoritnos; para 

R = 1 y R ' 2 las estinuciaies que dan los all)Oritnos J y 4 son casi 

eicactamcnte igualas. 

Pero p:1ra Nyores valores de R{J y 4), mientras quCJ se ncjoran scn.c¡i -

blancnto las eiltlmaci01'!•'•1 y bo dol algoritno 4, la. ud .i!<¡oritno 

3 <Jl{lOOr an , 

Ct>oorvan<lo las gdficas oorrespondícnte• a 40 cstiJT'1cioncs silruladas, se 

not.6 la tendencia a aU!l"'1tar el transitorio inicial del al<¡oritm>, al 

a\JT'a'ltar el orden R. 

El alqorit:Jro 4 oc na.tr6 ncrK>s sensible a este tran:;itorio. Incluso ~ 

sinulacioncs oorrcsrXlidicntcs a la f!gura (7. 5), (dondu se cannrucba 

una mcJora de la idcntific.:ici6n para rru~'Orcs valores de R), se oot6 un 

at.1TU1to dcl trclJlsitor.io inicial (llra m.1yorus v..üorcs dll J<, 

En las figuras (7, 7) y (7,B) se muestra un cjNmlo: la idontificaci6n 

recursiva del sistam e, cx:n un.a relación sl?l""ul a xuido r./11 = 10, con 

c~l nl1JnrilJ11> J. l·:n lrl fiqurn (7,7) uu p11•i.1~ll•1 llfi J1lt•nl'H'k.idf•1 nin 

R•I, y on la (7.0l se prU>ll!lll:a la idcntiflc,1ci6n con H • 3. 

La cotÍJ'falCi6n fin<ll es roojor ¡ura K = 3 que rura K ; 1. F.n ycncral p..1 .. 

ra W\ n<A?ro de nucgtra.!I ti >sao la c:Jtim.tción can R = 3 es mejor quo 

CX11 ~ a 1. Pero para N < soo el transitorio inicial es CIIDtnC CXXl fi-:J, 

caro puodo aproci.arsc en la figura (7, B), 
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lDUtlflCAr101 DIL llllll\A 1 cni~ tL ALr.OlltHIJ ,, 1/11•10 ,A•t ... 

fl9 7, 7 

' 
··~ 

b. e::==> ..... 

(M) 

.•.• __ .=:::::=:::::::::, _____ ~t'.!·-----='"--

f 19 7,8 

ll\ las mi.""13 cxn:tidoncs, P."ª el alqoritmo 4, la idontific.:ici6n so 

"' 4(•!1lolfl Ur,::r5CU1tc dotoriorad·l para lf < 100 ClTI R = J, c:ctro a¡cnaa 

¡&ol<! dlstlr<IU1rso en la C01f<lt•ci6n do las f!qura (7,9) y (7.10). 

T. Sillcrstriin et al, (1978) (48), h.lh{an not..:xlo este fCl'litcro, io.11 • 

c.•sd> rc,.,..cto a Lls diferencias entre el alg:iritmo 3 y el a1'¡or1tno 

4, .,..., &ita.o om ""'"""'" y no tienen influencia en el carl'or~cnto 

.,.1nt.6Ua:> (ti + •), y en el anilisis do o:;r¡VeCIJcncia do antes alg:id~ 

...... Ea docir que puedo analiZAroo 1u cmvcrr;mcia por 11)11111 , 'Sin 
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eibargo"- indiC<lll - (ci;l:<ul """°res dlfcrCllC!asl ... "r•itd"n tener uru 

influencia intlortanto en el 001p:>rt'1lllJ.cnto tran"itorio del ol•¡oritno". 

K1s adelante, rcfiri600osc a sus result.ados obtcrúdos trOOiante simU-

laciaics, los rni.snns autores scñ."llan que para altos 6rdcn~s H han ~ 

0:1ntradl una tendencia crucicntc de la fWlci6n tlu coutor inlic..U"Kb 

que ooda ¡:ucrlc ser qanüdo auncnt.ilrrlo ÜUl\lSi-v.b el orden R. 

Para di!iflinu.i.r el cfoctD dol traooitorio cllo!i utili".an el (ücLOr dtJ 

olvido recursivo c¡uc ya tiaras discutido, y ol.lljlcren que las prirrcras 

rocursioocs lallos lo hicicrtTI en las pr!Jooras 50), so hnq'1Jl im¡x:iú"!!_ 

do f(q-
1

) • 1, es decir sin filtrar entradas y .alid.is. 

'º' (M) 

._____ 
IODO 

lD&Nt1'1ClClOM D&L IUfE)fA 1 CON EL At.r.OllttlO 6,S/N•IO ., l•l , .. 
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En r<.'5\llUl, el au1cnto de k trae en general un beneficio en la estiru• 

el~ de los pu&rctros para 11 • ª• pero pira un nlírc:ro finllo de ~ 

tias <ll'Lrt1 t.arorso~ prcc.:Lucioocs para evitar el transitorio inici.11,r¡uo 

IM! trlldlUl en la aJ1lVL!ll)C11Ci.i mis uu.aw hacia Wl mLJjor ct;tinudJr do loo 

¡ur&!ctIOO (pua mayores valores de RI, pero oon una roooor vclocidad 

E:itc !aá.:n;> ec ha cnoontrado en form:i nús accntuxla ?ll'ª rrunorcs va

lores do l.i rclacu .. SCJ\.ll a ruido, y C!nCU.?Jltra su cx:JlicaciOO en la 

f~rma do lJs trayoctorias en el plaro do f= de una ccuociiln difcrcn -

chl ortl1Jw-1A usoci•dJ al algoritJTo, que se discutir~ en ª"to capltu• 

lo junto Cll\ la <U\\'CI1'.)COC14 de otros algarit:ITDS recursivos. 

Flg 7, 10 
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lnflucncla de la potencia de las perturbaciones 

Coro era previsible sa ha encontrado que se d'ticnun n~jorcs c.st.iJraJdo· 

res do los paránt!tros cat JTCil)rca ni Vl!lcs du pol.c.ncia du lLiS r.urturW

cimes. 

Por cjCIT{>lo <TI las figuras(7,ll) y (7,12) se CL'Prescnta la cvoluci6n 

do la idcntificacioo hcch.1 cm el algoritJrD 4, con K ' 4 para las ro -

lacimes señal a ruido S/N ;; 10 y 1 rc&p:.-ctivun.:mta. 

'" '") 1000 

·•·• 1"--------------"'-----
UllrHltACIOll DIL unuu.1 CO'l lL U.Clllll"D '·"••IO .•••.• 

f 19 7.11 

. .. 

C-1 1000 

1¡ 
·•·•P==-=-="""::::..-------:....-"'"" 

Flg 7, 12 
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E.1 las f1gur"8 17.131 y 17.UJ se presentan las est.lmaciaics do o1 y 

b1 oon lo• al<Jorit>Ds 3 y 4 oontra cuatro valores do la rclocUn scful. 

• Niri> (::;/,.a 0,1, 1, 4 1 10) para R a 1yK1 J, 

El nlill!l'O do llllCStJ:as CXJISid!!rado fue N = 1000, 

0.1.-------------. 

flg 7.1) 

........ _________ '.""':.,..,...,.. 
0.1 1 ' '""' 10 
llTl,.ACIOIUl

0 'Z°""' VI, $/•,PAU A•J 

flg 7.1~ 
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. DI todos los casos se observa que la est!JMci6n ncjora al disminuir la 

potencia de las portwbociooeu ¡,¡¡¡ creciente), 

Las estlm:lcioocs b0 est.1n siurpre n-.1s proximls a bo que lo qua cst.1n 

ro oorresp:n:le al valor real do los partiirctros, y lo que se indica en 

ordmadaa es la distclncia entre el estimmlor y P.l valar real. 

N6tcso que para los m1s altos valores de S/ll casi oo hay diferencia 

entre las cst!JMcioncs obW.idas con los dos algorit11os. 

Para !i/N ;r 1, tanto a:11 R a 1 caro oon R = J se ciJticnc W\&'.l nt?jor ca-

tim1<:16n con ol algorltllD 4, y esta diferencio es ri<Í• not.:1hlo con nús 

ruido, cspccialnmto paro R = 3, 

Par11 valorcu grLIOOl!a do la p::>tencia del ruid:J, el? encuentran cstil'r&lCJO· 

res fucrtunaitc scsg<'lebs da a 1 • 

!\'.>r •J"'l'lo en las figuras (7.lSJ y (7,16) se presentan las estiJMcio

nas do los paroW!tros ,,, y b0 para S/ll = 0.1 con los als¡oritllos 3 y 4 

rcspcctiVllltcnlo, p.lra 11 = l, 

Puede verse que la cst!JMci6n de ¡,0 es b11sWnto ncla, con fuertes o:;c!_ 

lü.ciooas, y la do a1 parece sesgada, 

Dl asWoa caaoa (Í: 1 y ; 1), la \1Htimaci6n obten.id.\ con el al~µritml 4 ca 

nejor, ocn ~. las oscilacimes del esti.mldor del algorltiro 4 til:ll<! 

una lllll'lit.ud alc¡o ""'"'r, y el eatlnWor de ; 1 obtlllido oon el ml1110 ~-



9>rib1D pruenta aunes scsqo que el cbtmidc oon el algori!Jlo J, 

.•.• 1---------------------
IDIUUICACH'lfl DIL lllT'"A 1 CO• IL ALr.OattHO \ 1 1111•0.I t a•l •• 

f 19 7. IS 

'"º l•I 
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·•·• 1--------------------
IDlllUIClCIO~ DIL lllHIU 1 C~ll 11. .ur.ouuo • ' l/N•O.l • ••l •• 

rl•J 7.16 

QllU VCIU!'DCI rn..\s Ad.?lantc, pira bajos valores de S/11, la e&timlci6n 

p.ulo .., ycnural ser .Wa, scs<¡ada, y hober más de un l""l:O O de oou 
w·rqaic!•, do la mismo m>ncra que para el algori!Jlo de m1niJros cua -

d&ildoe 9'S'U~ no roc:ursiYOa ruto en el capitulo antA>rior. 

La est:imaci6n dal proceso de las perturbaciones, apIOxiAldc ca:o 

l /f( q • • ), "' general ha tenicl.:l '.'OOr a:m:ort=icnto 'JUC la cstirr.:ici6n 

de les par~tros ,,, y b, de las silrulacioncs con el &isl:<ml t. 

Si bien se aoroxinwt o se nuovcn alrodc:rlor de 108 valores asint6ti -

CXJ8 (que fueron daOOs en la tabla 6. IX), tienen fU~rtc.s oocilacioocs 

alnxlodor do estos valores y dcpcrdcn fucrturcnto del ruido,, atin P.! 

ra los valores rMB altos do !J/11 que fueron sinulados. 

En las figurilB (7,17) y (7.18) se grafican las estill\1ciams do f¡• 

1 = 1,2,3 a lo largo del tim¡:o, obtenidas en la identif.tcaci6n del 

sistuna E con el algori!Jlo 4, para R = 3 y rclaciaies sei\.ü a ruido 

S/11 • 10 y 1 rGSpOCtiv"""'1te, 

IDUIUlCACION DIL PIOCUO DI LAS PUTUllACIONEI DEL SISTIKA r. 
CH IL ALr.ouu10 4 1 ., •• ID 1 a • J •• ( '· ¡, l ) .... 

flg 7, 17 
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IOllltlflC4C10ll Dl\. nocuo Ol LAS PllT\.'IUCtOMts DIL ltsUtlA 1 

COI u. nr.o1n110' ,11• • 1 ••• ) •• u •• 1) 

Flg 7, 18 

so han qrnCic.>00 t.>.'lilil\n los wloros do r 1 ciilbs en la tabla 6. DC. 

1a1s ~•t111uci0<1>s do las f¡quraa (7,17) y (7,18) corres¡xnlcn •'las 

idcntificacic.ncs de lao f!quras (7.10) y (7.4) respcctivonmto. 

cmn1ru>SU didlil!I fiquras ¡ura rotar la di[crcncia cu.llitativa entra 

la "•lÍJT\lCiOO oo los pa.r.11T<>tIOS •1 y bo 000 la tlc los par~....,troo Í ¡ • 

En¡,,, fiqurM (7.17) y (7.lB) ¡iuo.lo> ob!lcrvarne tolrbi~n que "".""jor 

la ""ti1Mei6n del oroccso de 1'1!1 pcrtw:bocicn>S oara s /JI ' 1 o r¡uo P!1. 

ra S/H • 1, .,!IOOCiaOO\te durante las prlrerao 200 dn1crvacic.ncs. 

7.lt Conver9cncla de 11.C.G.R. y otros alaorltro\ recursivos 

7.~. I lniroducc16n 

Dl loe Añcm 60 y orJ.nclpios de loe 70, ac <k!sarollamn varios alc;o -

dtl109 niainill08 de 1dcntificaci6n. 

Alc¡uros criterios para determinar los paránctros de un sistrnu d!n.1-

mio:> lineal (por ojaiq>lo basados en est.1Jnacioo cst:ad!stica pararré -

trica) fuen:n aproxinlldos en forma rccur•iva por distintos algorit -

"""· 
La noccsi&d de aplicar loo rcsultaclos de l.i idcntifi~ici6n n L'.st{U':l"" 

nas do trabajo en l!noa (por ejurq>lo en ro.JU].adorcs auto-sintoniza -

bles) ,oon:lucfan a crear alqoritrros r.ipi<los que basaron ~1..1 csti.lr.:.LCiOO 

do los piránctros dL:!l Histuna a idcntific..:ir, en una actualizaci6n o 

corrección anterior en base a la llo:iada de nut'Vos datos, rrás que en 

prcccsar todos los cálculos otra vez oon todo el conjunto pasado de 

obsc.rvacionca. 

Es significativa la cstru::tura similar de un grupo lmoortanto de al• 

c;orill!OS ro:ureivos, y esto es lo que pcrmiti6 un tratamiento oonjlJ!l 

tD al estliliar sus propiedades do conwrgoncia. 

llasa<los oo los trabajos do Ljung oo torro a la convergencia de algo

rit:Jros estoclsticos recursivos, es c¡uo el propio L. LjU!llJ, T. s&lcr!!_ 

triim y J. Qlstavssoo resolviera& (alrededor de 1974) el probla"1 qe· 

ncral do las oondiciooes do convergencia tlo los algoritr.os de mlni -

nos cu.ldrOOos gcncraliztldos rocursivos, variesblas i.nstruruntales, m! 
xiJnl voroslmilitui rocursiva (ll, rn.1xiJM veroslmilitui ro:ursiva (2) • 

aproxiJnlcic.nce es t.oc.1s ti C"5. 

Di esta socci6n describlrmos algw>os de estos alc;orillnos, alguna 

idea l:Wiica do CX1TO sc abord6 el pr<blona de su convett¡encia, Y loe 

rellllltadc9 prJ.ncipolles obtcnicloe. 



7,4.2 "~"'""' vero.,lmllltud rccu.,lva (1) (2) 

Soo el aiataM Unool discrota, descrita por1 

A(q" 1) y(t) • D(q-
1

) u(t) t C(q"
1

) e(t) {7,30) 

Aiq"
1

) 
_, 

t ªnq·n '1 + a1q 

B(q"') ll. bot b1q 
_, 

• t bmq"'m (7,31) 

C(q "') : l t c1q·I t t e
1
,q"'r 

Al·1"' 1 y Clq" 1 l U.~lm t:AXloo sus cems fuera d.:il c1rculo unit.lrio, Y 

no l'-'i' f..lct.on:s CXl:l.lnl!s en loo tres polironios. 

d t) c.i UM scñ.ll <lo ruido blanco de distr.ibucifll gaussianao 11( 0,o1) 

C'Cll a1 oonst.ante·. 

fn cnta sitwciOn, ~.J ;,.t..rün y T. Dohlin 11965) (6) d=rollan el ~ 

tcd> de 11\\Jc.iml VC!l>sanllltud ¡nra la idcnUficocifll del sistan>. D.ú!_ 

c.JllCllt.c so hacu lo sic¡uicnt.co 

fu¡.a•¡a1;vs que se tienen dlOCIVilCiCllCS de las cntradaa y aalidaa del 

tilfltn>I (u(t}, y(t)J t • 1, ••. ,11. 

puada o::naidcrarso la salida y(t), t•l,. .. 11 caro Ullil succsifll de va• 

riablca aloatarias con una densidad da distr.ibuc16n conjunta1 

p {{y(t)}I (u(t)), a,, .. .,.0,11,,. .. ,bm•ºo , ... ,c.,a').p{(y(t)Jl(u(tll,O.l 

• .. (7,3,') 

oonstruyam:m aoora el cst!JTl¡¡clor O de 1111xillu vcrosimililud COJ'O lo hi· 

cim:is en.Al copttulo 21 ckgilros o CXJTO ar¡u6l que nuximho lo funci6u 

do m1ximl vcrosimilitoo, esta es la densidad de distribuci6n c:oojunta 

·cv.tlu..da en las cb:;crv.aciooca {y(t)} t::J ••• 11 

Para obtener la oxprc.!1iá1 onal!tica du la fwv:iá1 1o vcronimilitu.i no-· 

t:a10S que U. cantidades cCt), t•l. .. 11 definida por 

('/ ,33) 

8Clll por hip6tcsis variables aloatcrias non!'1lcs (O,o 1), e irdc¡uvlicn· 

tes. Enl:alCca el logari- de la densidad de distribuciál CXJnjunta ck! 

(c(t)) CSI 

(7 ,3•) 

(cuto ya fue deducido m (2, 15) del cj~>lo 2 del CJp!Lulo 2). 

Para o:noccr 4hord ld f\uci&-1 du vcrooil1lilitl&.l ~ la9 ol~t![VdCion~ 

(y(tll t • t ... u aplicanos el tcorurol 2,l, 

Las dos hip6tesis de este tooremi se C\IJ'{llcno l) la transfonnaci6n 

Go [c(t)) + {y(t)) ea uno a uno, y 2) Existe el jaodliano de la trolfl! 



¡.~.z H~•I""' veror.lmllltud recursivo (1) (2) 

s .. el aUitdlll lino.ll diocrcto, descrito por1 

A(q
01

) y(t) • D(q
01

) u(tl t C(q"
1

) t(t) (7,30) 

A(q"') -· t ªn q-n = 1 + a1q 

B(q .1) = bot b1q 
·I 

t •• 1 t bmq-m (7,31) 

C(q"'¡ • 1 + Cl q-l t t c
1
,q""r 

A<·1" 11 y C(q
01

) ti•"""1 tociltJ sus cems fuera d:!l c1n:ulo unit.lrio, y 

no t¡,1y fact.orcs tn:'llnCs m loa tres !X>linanios. 

dt) ca un.1 scñ.Jl •lo ruido blanco do distrihuci6n gauss!aJldl 11(0,o'l 

CQ'\ o l o:>nstante' • 

fn CNta •1tl>lci0n, K,J A..trün y T. DOOlin (1965) (6) dc.lanollo111 el~ 

toW de lT\\ximl W!11>sanilitud p.u-a lo 1dcntif1C<lC16n del eistan.i, MB!, 

.,....,te se haa: lo siguicntc1 

f'4U'JiU.>s .,... .., Umcn W6CIVüC1oocs de las mtradaa y oalidaa clcl 

tblill•ll (u(t), y(t)) t • 1,. .. ,11. 

c...iu w 1.11tr.><W u( t) y loo ¡>U"ánutroo del slst:aru1 

plOda oonsidcrarso la salida y( t l, t•l,. .. 11 caro una succsim de va

riables aleatorias con una densidad de distribución conjunta1 

p {{y(t)}j {u(t)) , o,,.,.,•n,h0 , ... ,bm,c
1 

, ... ,cr,o').p{{y(t)}j{u(t)],OJ 

... (7,J,') 

oonstruyorros aroro el estiJMdor O de lhlxírnu vcrosirnilllud cu"' lo h!-

ciJros cn,Pl cupítulo 21 ckgim.Js o caro nr¡u6l que nu>C1mizt1 lu. fWlci6n 

do n'1x.iml vcrosirnilitu:I, esto es la densidad de distrlbuci6n conjunta 

·CV.tlIDl:ia en las OO:;crv.1ciool!s {y(t)} t=l. .. !i 

Para obtmcr Ll o.xprClllfu onaHtlca el<! l• (unción do vuro:ilmilitu:I no

tams que las cantidades c(t), t=l ... u definida por 

C(q-
1

) c(t) = A(q- 1) y(r) - D(q" 1) u(t) ("/,)J) 

&al por h1p5tcs1s varioblos alootorias nomulcs (O,o1), o 1.nclqx:nd!cn

tcs. Entmccs el logaribro de la clcn.•iclacl do clistrili>:i6n conjunta de 

{t(t)) es1 

= -~ c 1(t) ; 11 Loe a - ~ log 2n 
t=I 

(7,)•1) 

(cnto yo fue deslucido "' (2.15) del cjcm_>lo 2 dul c.ip!Lulo 2). 

Para ClllOCCr ahora lct func161 do vcroaim.UituJ e.Ju lau oi~ucvdciutlC!J 

{y(tll t • 1 ... 11 aplicai<DS el teoruna 2.1. 

Las dos hip5tes1s de este tcoreira se CUTplon1 1) la transfomoc16n 

C1 {t(t)) + {y(tll ea WlO a W>O, y 2) Eldste el jaocbiano de la tr""! 



1'0111\lci6n. M.s~\• el jocoblaro es IJI • 1, ¡X>r lo que (7.34) es tolm

hltin el l<>:¡.>ritm> oo la fU11Ciiln oo wroslmilitw do las obscrvaclo -

'"'ª {y(1 l) , t<I ... ti. 

l:n rca>unen, el c.st.1.n.d.:>r de ~ vcrosimiUtW dol sisttml se abti2, 

1.0 mix.J.mizaido (7,J4J, ca dL'Cir minim1z.un.io la funciOO 

(-L) ' fa,- ~ 1 (t) • ~ lo& a2 

t•l 
(7.3~) 

Puesto que el llltll!D uurando de (7.J4) es constante. La nún1mizaci6n 

~1: .. ~. 
N ' t t(t) 

t•l --u-- (7,3&) ~· 

LL>orp, la minlmiz.iciOn da 17.J5) pnle ser liccha en dos p.trt:cs1 

!.lamlildo 

V({)) ' t H 
t~I e( tl' (7,37) 

(7,J7) • y u1 WIDI 

a1 • ~ V(Ol (7.lBl 

- lWull:A ele (7,J6). 

Para nún1mizar (7.37) i..t:ron y Bohlin usan un csqt::mJ it.crati_.:, de 

NcwtaHl.1phso11. Dc!ide su trabajo nuchas foaius do minimizar (7. 34) 

han sido arplcadas. 

El cstilMc.br de na"utiml vcrosimilitu:l as! OOtcnido tituc propfr . ..;Lldcs 

asintllt:J.cas que lo hacen llllY atrayente. 

Debe tcn~rsc en cuenta, que igual a lo suc~i.ck> en la esti.m.1ciGn por 

m1ni.Jros C\ladrados, este estimldor de rr.1x.inu vorosimilituJ no tic.ni.! -

·l.mallltanmtc las propiedades 6ptlmas estudidl.o; en el capítulo 2. 

Esto se dcbu prccis.:voontc a que las cbsurvucioncs y(t) .... /\11) no oon 

indcpcnlicntes, y oo oonutituycn p:>r lo tanto una muestra aleatoria 

de una misnu distribuci6n. Esta era la hlµiltcsis csuncial de los ~ 

l'UMS 2.8, 2,9 'f 2,10, 

. 
l\Strun, rbhlln y Wunsnark 11965) (7), dU1ucstra11 qua bajo ciertas ro~ 

tricxi.oncs a la clase de ffitradaq (básiCNrcntc que la entrad.J sea 00!, 

sistcntcsrcnto excitante do un or1.fon suficiC'.¡1tcm:mtc gr;,ade:, y qua 
1 u . 1 11 

c><istan los 11mitcs ~¡~~ ¡¡ t~I u(t), ~,:~ ¡¡ t~l u(t) u(ttT) V T 

t11U.Lo), UlllJJllCuu nulJ1l.Ól.it'1Ull.'lllu liU L'lUl\lh'll !m1 111u11h~L1d1·u 4it iJIUU 

clul CBtimodor du rr.\xlml vcrooJ.militllll (11•••)1 

,. prob 1 
1) El .. tlmldor es consistcntco OH ~ Oo 

,_, en li:;y 
2) El estimi>ck>r es asint6ticaomnte ooanal1 ,lil' (O"- o,¡ ---.tfo,1) 



3) El •'fot.Jrn.>dor es ,1sint6tiCill1Cnte cficloota (la varianza do la 

disu·ll>uci6n asint6tica alcanza la cota de Cranlrcr-itinl , 

1.)1 n>sll!Ul de CSIDS resuluJos se encuentran en {6), El C9Cj001l0 de 

D11UJniz,1eloo planto.ili ¡ur ii.t.ron y llahlin {6), cst.1 pcilSJda p.ir• -

"'"' u.,,i..1nldci6n lucrn t.11.? 11.J"k).l, y ei bioo ce ~tdllihtiCillll!llto 6pt!, 

no, ~ cn1111WCicnUrrcnte la.rip. 

Pilllusk.1 y Yourq en 1968, ¡:or scp.lCado, &'Ugleren un CSCjUCl'IO roc:ursi· 

YO, _p.1r~1 la üproJti.milci6n d'11 csti..uudor do m1xi.ml vuroeimilitu:I, al 

que do ac""1tlo ron { 4 7) tutoo dcnanin.:.:lo 1 

Al gor l tmo recurt 1 vo dd m.ixlma veros lml 11 tud ( 1) 

So.> el sista"' (7,30) que ~crer• lolS d>scrvaciancs {y(tll !'l ... N, 

a ¡w-tir iJo cntra:l.ls (u(t>l y ruido blanco gatlllsiano {c(t)), 

51 la 111UOCS16n del ruido fuera nuillilc, el problm» de identifica• 

cim poirt. ser wnsid.>raóo = un prQilana du m!n1rras cuodradoe 

ordiror ias do la aiquicnte nnncra 1 

tJ111urxk> OT • (.1,,,,.,an,t.i,,,.,,bm,c1,.,.cr) 

•! • (-y( t-t), ••• ,-y(t-n) ,u(t).,., ,u(t-m) ,e( t-1),., ,ort-r) 

" (7,39) 

y(t) • x; G t e(t) (7.~0) 

J>ltll t • l ... N, cai errores e(t) .oomiles, independientes e iqwlncn• 

te distribucidoa. Aplicando el ""'JUC!IU do m1ninos Cl>'>drados recursi

vos de Plackett, tendr!anos una estimac16n asint6t1canmte 1.nsesgada 

do G 

. 
O(ttl) • O(t) t k(t+I) c(ttl) 

k(ttl) • P(tl •1tl 

1 t x~tl P(t) "ttt 

PCttl) 11 P(t) .. PCt) Xttl xitl P(t) 

1 t •!uP(t) "ttt 

C(ttl) • y(t+I) - ·~ti O(t) 

El alc¡oritm:> (7,41), as! CXJTO cst:.1,tienc un ord:llCJ113, en el vector 

Jettl hay elCJTCl\to& e( t-i) • i:i:O,, ,r-1 1 qua en rcal.icLld oo dusconccun. 

ID qua proponen Panuslca y Yaung es aproximar x1 ¡ur 'lí
1

1 

( .. y( t ... 1), .•. ,-y( t-n) ,u( t),, .• ,u( t-m) 1 e( t-1) 1 ••• ,e( t-r)) 

ca dacir estimar el ruido •lt) oori la fi.lt:ima ecuacim (7 .41). 

El alc¡oritno {7,41) cm ~t+I en 11.W)ar do "ttl, ciado oor (7,42) en ol 

algoriblO rocuraivo do m.1xiJna vero•imilitud {l), 



!lgorltmo recursivo de má1dm.s verosimilitud (2) 

la mlnimiz.sci6n de V(O) de (7.37), r¡ue es el probl1311a de m1xiJM wro-

1.imiUtw, da lu.¡u a lU1 nroblU11o3 lincill en los ¡ur.lrrctroo •¡ • b¡ 

J • 1 ... 11, j•O ... m, y oo liJ'IUll en los ~.1wotrou ck, k=l ••• r 

lato es dcbiOO a la estru::tura de los residoos c(tl, 

dtl = ~.i~ y(t) - !'.!él.-•¡ u(t) 
C(•¡" ) C(q"') 

(7 ·'•l) 

In 1973, D. rurth (22} presenta una tl=ica altcmltiva ¡ura la mini

r~z.icilrl du V(O). es Wl "'5talo itcrati"' bas.ido en la ct>tcnci6n en 

la itcr~cliln l•I da UM aproxW.1ci6n cl•l(t) al proooso c(tl a partir 

,., la catimocl6n da lOll pará.11>tros en la itcraci6n anterior 1, r¡ue 

con.ha:>c al aifJUicntc alc¡oritl!01 

·~· 

¡·•JT "'' "'l "I .i "'I "'I " l •'·y (t·l), ... , .. y (l .. ut,PJ (t) 1 ... ,u(t~ni) 1 t (t-1), ... ,c (t·r) 

,¡i(tl , ~l(tl _ ~l(t) • ci(tl ( 7 .~~l 

clt 1(tl • w1(tl - H1(tl O(itl) 

500 

. 
0(!) es la cst1Jraci6n de 0 = (a

1 
••• a

0 
b0 .• bm c ••• cr) en la 

itcraci6n i 

por>:licntcs de B( ll 

, las saña.les ~i, ~l, 'i1· son rcs¡n:tivilJOOllto las que rosulLlbñn 

l ~ 1 do filtrar y(tl, u(t), e (t) por el filtro l/C (<¡- ) 

entoncca1 

('l,••C.) 

El al<pritl!O quooa a:m:i sic¡uc1 

1) Dlealtrar valores iniciales para la astilnaci6n de los nor:lrrotros 

2) En la itcraci6n l (1•1,2 ... ): 

a. Cllcular los arrorcu o:n 7.43 utiliz.:..rKlo los rAJ.r(u1ctros ~s-

tim;los en i-1 

b. Fllt.rar lau cJJ1nn:vaciri1us du cntfdíL,, thlltcb, y crroros CX'ml 

(7.44) 

c. Actualizar la estilnaci6n de los [>ll"IÍr.>:!tros oon (7 ,4ól 

d, Si cx•Wel\je parar, oi ro volver a a en la siguiente it:"ra -

ciiln 
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lllrth (22) a11¡icro carcnzar ol all)Ori- CCll W>O iteraci(ri i<lénti

ca a rnlniroa cwdr..00. qcneralizadce, ¡iora oot.cnor WellA iniciAU-

ltilit.11•k> el •1un1 <k! invcrsl(ri de m>triccs•, t'Urth (21), llC']a a 

un.a cxprcsit.n rt'CUCsiva ruca el All]Oritno anterior, a la nuo so lo 

t.,¡ dcn:nirow alc¡oritrro nx:ursivo do nW<ill\l wroslmilit<>I (21. 

lor liCl><mUl,Sixlcrstrtin al nú51TO ticmx> proa:ine un algorit:ITO casi 

ld.lntiw, ¡uo ali¡» rus procioo. Es ol que prcscntararce 1 

di:lldü1 

. 
O(t•I) • O(tl t k(ttll <lttll 

k( ttll • P(t) ~rtt 
17.~7) 

t ~ti P(t) ~ttl 

~ 1 .. 1> • Plt> _ r<•> ;:-", -;rtl...l:W. 
l • ~!.1 r(tl ~ttl 

c(t) • y(t) - { ... y(t-1),, .• , .. y(t·n),u(t), ... ,u~t·m~,~~t-1),,,, 

e( t-r 1)0( t-1) 

1 1 1 '•' (· ..--:¡- y(t-1),,,,, .. ,.-_-1-y(t·n), ~u(~), •• ,, 
C(q ) C(q ) C(q ) .. 

4 u(t-~>. ..-l:¡ t(t-1), ... , ~ c(t-r)) 
C(q ) C(q ) C(q ) 

(7.~0) 

502 

el voctor '/c't piodo eer actualizado con1 

. 
- ca ..... e 

r 
o 

1 

_'10_: 1-

1 -e, ... -e , 
1 1 r 
1 !' o 

o l o '! -. ., - -:- ... -- -,.-
1 "'c~ ... ·~-Cr 1 
1 • 

~ o 1 o 

. 

"' "t t 

y(t) 

_Q.. -
-C{t) 

o 

('/,119) 

m (7.49) los coeficientes c1, ¡,¡, .. r son los que c:orruspor<k.n a . 
G(t) , 

7.~.3 Forma general del algoritmo recursivo. Ecuac16n dlferen • 

clal ordinaria asociada 

llabl'.anol dicho que el ptd:>lem> d~ la c:onver:quncia fuo abordildo por 

L. Ljl.llq y otros autores, en esta sección se cCl1nc.an lllCJUf\liD di:! laa 

idooo b.1si"'1!1 dul procoolmiooto utili:=b, en Ul1ol fonna "'IV guncr~l. 

t.> d1scusi6n dctal~ p.io:lc ser leida en las rofcrmc:iaS (36)y(47). 

COOSidcrl!llOll ol sistana discreto lineal 1 

y(t) e G(q-1) u(t) t ll(q- 1) e(t) (7.50) 



- -

SOl 

d<nlo G y 11 ID\ fur.:ianeo racionale•en q"
1
, ll(z) tieno tO<k>a eus po-

1'"' fuoia del c!rculo unitario, y o(t) es ruido bl=, 

Colaidl!rarall)S 1'1 forma particular de (7,50),distinta para cada algo-

e) M1nim» Cllildra<k:la 1 (11.C, R, ) 

(7,51) 

b) ~"' veroslmilitw rocursiva (1) y (2)1 (H,V.R. (1) y (2)\ 

D( -1) 

~•T 
~ 
AT•¡"I) 

(7,52) 

el 11Snl11e• cuadndc11 c¡meralia:adoe rccursiVOll (H,C.G,R,) 

-
D(n" 1¡ 

G(q"') • ~ 
A(q"'> 

caso 11 1/A(q"
1

) C(q"
1

) 

¡A(q- 1
) • l t a1q"

1
t 

B(q"
1
> • both¡q"

1 
t 

C\q"''> : 1 i c,q .. at 

coso li1 C(q" )/A(q"
1

) 

-n· 
t ªn q 

t bm q-m 

-r 
t cr q 

(7 ,54) 

(7.SJ) 

L1 hlp6t.csill hoch.l ÍJTl'lic.> r¡uo A( z > t.ieno sus c:erai fuera del c1!:, 

C>llo wtuio. ~ .ia..1a que C(zl tiene 1118 oeroa fuera 

50~ 

del ctrculo unitario y no hay factores carunes a los tres !JOllnanioo, 

En cada caso se su¡:a¡e que el sistalla r¡ue qenora los datos ticno la 

fornu (7,SO),'~! (j,~l), (7,52) 6 (7,53) dc-pcndiencb da qué algorttl!O 

se trate. LalMreros o, vector de padnctros a• 

a) r:l = (ai. ••. , dn' bo, ••• ,bm) para r•.c.R. 

0T e C.sa.. "·' .1 01 bo 1 • .,',bm 1c¡ ,, ,, ,cr) pJl'il M.C,r..k, H.V.H. 

(1) y H.V.J<, (2) 

Llam1rtm::>s 00 ol vector de pill"&nctros cuyoo coaficicntcs cx:u:-rusoonctcn 
A 

al sistal\a real que genera loa datos, y O al vector esUJTiadc, cuyos 

elQT"1ltoa son los cstiln:ldares de cada el01'!1lto de Oo (su valor roal), 

N6t:cBo r¡uo tocios les algoril:m'.ls tienen la forn>l rccuruiva 1 

¡ ocu1> 
k(ttl) 

P(ttl) 

• OCtl • X(ttl) c(ttll 

l'(t) o(ttl) 

• A(ttl) t ~(ttl)T P(t) z(ttl) 

• P{t) r.(ttl) O(ttl)T Pfil_) ¡ 
(P(tl - A(tt!) t ~/ttf)'lp'(t) z(ttl) I (ttl) 

)dttll • AoA<tl t (1-Aol 

(7,55) 

Para <XllPW>at'lo basta oon emparar (7,55) oon (S,64), (7,20) a (7.rn, 

(7.41) y 17,471. 

ID tinioo que COIWia es el significado de O(tl, c(t), ~(tl y z(t), que 

se dan en la tabla 7, I pu• cada alqoritm>. 
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DI i.. c:uoli:o al1pl"itm:8 '!"" hll1os visto (H.C.R., 11.c.G.n., H.V.R(l). 

M.V.R. (2) ne ~lu ~·t) = z( t), la tlnic.:i raz6n para mvitcncr la varia

ble z(t) ea para &vr CXlhcrmtes ain la rotaci6n do s&lcrstriin et al. 

11), - .., intr<.dl-=e la ¡x>sibilidad z(t) ~ ~(tl oora pod>r ioolui.r 

e1 la foona gener.U (7. 55) el algoritno de variables inst.rurentales r! 

i.. ouc.,s1ll>" 1( t) "'' int...ron:Ll asociada a loo (1"000 rolotlvoe de la 

f1nci61 J..J OJ::ito ü.11 alqodlllll, que para. to..kle los caaoa viut.ou, es 

u11 f1n,!On cuaJr~tJ.ru do! loe errores del rrodelo de proilccl6n. 

So6 

CXlll uR(t) estac!Cllaria e J.Metlend.iente de e(t), Ll~anos ahora 

{ 

t<e> = e Wt; oi e Ct; 0>1 

0(0) = 1: {z(t¡ O) ~ (t¡ 0)T) 

(7,57) 

dcndo las esperanzas oon t:a1U1las sobro (o( t) l , y su..,1lcn.lo 

ll u( t) y( t l son eHWcionarias 

2) i, f::, ~ &al calculadas 6UjXJOicIXlo f{UO se l\l alcan:t.J.do Jncl 

P.W.. w~ facillm:nte wia fonna olternatJ.va para la expresi&I go- situacl6n euLicionaria, con Wl estimador O• f1 invru-i.lllte, 

nirol (7. 55) 1 

{

O(ttll = O(t) • y(ttj) K(ttl) dttl) 

~Ctl • P(ti z(ttl)/ (ltY(ttll(~(ttl)TP(tl z(ttl) • 1(1 

~(ttll·! ~(tl- 1 • Y(ttll (zCttll ~CtttlT • ~Ctl" 1) 

P.ara ello baata ain hacer1 

¡ 1-<rl 
"~" 11 

' AfitiT'tiTIT 1 

P(t) • :,trr Ntl 

~t) • Y:t) K(t) 

y(O) • 1 

(5,ss•) 

S:ibre ClltAI al.,:'ribro 9cncrBl .,. que ae analiza la ocnwrc¡cncia. S\Jl10!!. 

9'lf:ll9 quo U. wtrela al 1iata1>1, en el caao noia general ""' 

Dof inirr<>s 1 

0
11 

111 COI ol shtema (7,SO) rculimentado con ('/,SG) es .ir.h1t.~tic11r~1!11• 

te estable] es docir el conjunto de p.Jr.\matro:i O t .. los <¡ue las 

soluciones de~ 

I • G(z) F1(z) - G(z) r,,(O, z) =O e!lt.ln fuera l!el dl'culo (7.~ti) 

unitario. 

Dp • {OI ~(•) tiene r.u:1 ceros fuera del círculo unit.U'iol 

D¡ • !OI 0(0) •• Jnvurllblu) 

CXlllBiderUIOS la ecuaci6n diferencial onlinaria 1 

{ 

UR:· • ~-t f(O) 

• G(0) • R 
11.m 
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s .. el aiutaM (7,50) cm entrada (7,56), Si exiato el wrcer alll>'ll'l

do en (7,5ti) 1ca r 1(0(t), q"
1l UpechitziAM en o 

61.., ~lo qw 

1) E y( tl • <» 
t•l 

11) 

111) 

y) 

~ y(t)P < • para alqGn p > 1 
1 

y(1tll > Y(t) (1 - y(ttlll 

(y( t ll es docrcciunte 

r. l•ltll p <.y p ) o 

1) O(tl • O"c 0
5 

n DP n DI cm probabilidad distinta do oem aolo 

lit 

1l f(O•l • o 

iil lo• autoYalorcs do G(O•l"
1 ;Jo f(Oll 

O•O• 

l1) 51 ílt t) ['U"tCf'll..'C\! a lUl :ml.JCX:nj\.Ulto OCl>nlC'tO contenido en \lu n Op 1 

inUsU~ttl &iL?Jido con prch:Wilid.lJ l, y (l1, 11) a (Qi'I, C(Qt*)) 

""" o• e o1 es puntD est:.aciomrio de la OC1.1o1ci6n dl.foroo::tal 

(7,59), 9lobillna\t.11 aa1nt6t1C<111lonte estable, ontonco» 

Ólt) ~O* para t • • 

- -
soe 

La ideo central del anlilisis de conVCI']cncia de los algol'itmOB rccur• 

si vos do la foI11>1 (7. 55) ca utilizar los resultados de este t.coraru, 

ü>s ¡xisi.bleu .r"riti,,/ d~ oonvcrgcncia cid Algoribm deben u1:r tale~ '1"" 

CUJplan la <xnlici6n (7. 60) , 

ID ideal serta que hubiera un solo valor de O (O*) que fuera un p'.)si· 

ble Clllto de ooovcrgcncia del algoritJTo. lb ca as1 si"'l'ro, y en la 

vcrificacic'.<i do las cxinllciones (7. 60) ac f'll-ldo establl><.'Ur en quu oo!! 

dicionos cada algoritno r•Krle oonv~rger (oon probobilidld ""'JOr '1'"l 

cx:uo) a uno o "'1s p.intos. 

La [Mrtc b del tcoral\Ll establece que si hay un pmto ore, t(1\ quu C.'1 

cstaciaiario toi 0, 0• ' o, i<1 0, 0• ' 01 y es glob.ilrncnte ar.inl.6tic•:mn· 

to cst.lblo (puruJJ·~ 1\.~ci6nH=R1\Jifcrcncial or<liroria asociúU.1 .:il .il-

90ribro), cntooces Ó< t) ~ .. Otr Pil'ª t ·• .... 

ID deS-Oable, cbviarncnte es que o• ' Oo. 

El eatudio de la convergencia de los algorilloos rccursi""s se divide 

cntaioos en dos p;u-tcni l) r.,tudio de wlicl<11<1 O nultiplicidad de 

lOll flClUÜJlca plllto• do oonvntt]<-'\Cio¡ 2) ¡:atlVlin do I• est.~111 l<l.d w 

lot1 ¡caihlcs µmt.os da tx>nvcrgcncia. 

D'l loa aiquicntce ~rafea proucn\:drutos lou rcuul t.üJoH d)tl'Slitlo~¡ pa

ra los a.lgoribrOs recursivos que huros visto. ~ el p.1rrafo 7 ,4,4, 

ao discute el caso de m1niJIXl6 cuadrados generalizados rccureivoo que 

es el diacuti<b en este cap1tulo, y on 7,4,5 se enuncian en fo""'1 <X'! 

pu-1t1\'a los resultalbl para lo• algoritiios M.G.R •• '1.C.G.R., M.V.R. 11 l 
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y l\.V.R. (2), 

7,4,4 Convergencia de K.t.G.R. 

Para esto nli~, que CC11sisto en dos alc¡oritmo• rOcureivos aoopla· 

ó:ls (ver tabla 7. I) , l• condici6n (7, 59) po.ra Wl p.into est.:iclonario 

CSI 

(7,&I l 

e ([, Ct,o•i ;j;,Ct; o•il 

se puode dLm:>strar quo (7. 61) se ¡mxlen escribir en forma ~valcn

to (ver (47}).,oam, 

v• co•i • o 
o• 

veo•>•~ e c'<o•,tl 

(7,&l) 

(7,6l) 

(Not.l: se ha asunldo c¡oo el m:xlclo c¡uo genera los datos corrcsnoodc 

al caso i de (7. 53)). 

Esto significa que el rrétod:> minimiza la misma funci6n de costo V(IJ) 

dada p:>r (6,231 que el alcpritm> 2 visto."" el canttulo anterior (oon 
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. . 
r • C), 

V üc 111Lm001 la discusil'.<1 t.Jcl"1 por Sddo.!ratrfu en tom:> a loo ¡oai -

bloa ¡uitoa cotaeimarioe y mfniJID1 lOCAlea de dicha fll\Ci6n, 

ll1 p.ll"Urular ee a11Cluyo qw ai1 

1) i:l alstaT» es 0:11trolable 

~I Ld llCiul do ~trad.> es de cxcitaci6n persistente de on1cn n•m, m-

ttr.cca1 

a) 51 la relacifrl sci..U a ruido ~/11 es tal que s, < r./11 entonces 

o• • o, ca la !!ni<:<> wlucifrl do (7,62) (y por tanto du (7,61ll 

b) 51 la roladfrl scii.tl a ruido S/11 es tal que o< SIN < s,, cn

talO!a (7,h21 Ucno n.U.tiplcs ooluclC11CS. 

¡;¡ arulloi• de la cst.lbili<l.ld de loo posibles puntos do CX>n"""Jcncla 

dcl alc¡ori- es bastante ~>licado. 

1"..u..I&! Un:ustrarsc (ver ( 4 7) ¡))r cjCJTl)lo) , que ~udJ Oft s no e~ Wl p..lll• 

to csl:ólClon.ll'lo de la ocuacifrl diferencial onilMrla aooclada (al ne -

~ ... (ur..i f./N qrardt.'S, c.:ioo (a), lo es}, cuto es siat¡>rc glcbalrrcnto 

a.l.nt6U=iaitc ea\.Jble. Para el caso (b), CXll\ S/11 po:¡uci\o, puedo ~ 

.., qw los ¡:uitos c.staclanarioe llCI\ establea iw:• valorea auficlcnta -

ª""tc ~ de ~/N, 
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llml08 supuesto qua loa datos eran generados con el mxlelo (7, SJ) 

c:aao i) , pero si son Qcneradoa por (7, SJ) caso 11) valen los Mi&l108 

i:eaultadoa <XII ~! a1 lugar da o., dardo 'b, "" un ¡w:.liootro p~ 

a o, en el .,;.J_"&,'de (6.24), ea docir1 

3'1 • a1 t 0(1/s) s + w , i • 1 ••. n 

~i e bi t 0(1/s) s + • , i :11 O., .m 

~.i 11 ci t 0(1/s) u+ w • i = 1 ••• r 

7.~.5 Convergencia de los algoritmos H.C.R., H.t.G.R., H.V.R. (1), 

H.V, R. (2). 

Se describen en las Wblao (7,2) y (7,J) los resultaoo. obtcn!Jos en 

(4'1) par4 catoa 4lgor1t:.r11Dt1. t..u hlt~W .. 111 Ql.11<JUA\Alt1b 11ti11 IJl)Cl"d<Ji6n 

m lazo abierto (cxcc¡>to para el caso S/11 > So en M.C.G.R), la cntr!_ 

da u(t) pcrais~taronto excitante de orden n + m. 

la t.oblo ( 7, J) señala las oondicioncs que garantizan un oolo µunto 

posible de ainwrgencia, que aclsm ca o• = o,. y las CX>ndiclanes 

<¡118 .,arantizan varios p¡ntoa poeibles de CXlllvergencla. 
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I• Ub1a (7.J) eei.a.la las oondic.!mea ouficienwa para la eat:abi.11-

•lld la>ll del (111lto ele cawerqercla 01 • 

te•I• 7.11. Condlclon., 111rlchn111 p1r• ""ª tolwcl6n Gnlca o .GhlplH 
1ol11clonH • U,60) 1 p1r• '""'º •loorl1ina1 re<urtlwo1, 

M,C,l, 

C\#Wiiclont 111flchntH plrt\111• 
1olwcl6n Gnica 

Condlclonn •wfhlenlo ,.,. 
nrl11 tol"'lonn 

N11nca l""Y •arlH 90l1JClonia 

11.c.c... S/N) s. Ccte) S/M' s (cte) 

•.~.llU C'IMll~:iltra J• h• 11,ulrntHI No 11 tualn6 
11 11 1·~110 11 AflU(l(q "'

1
) • O) 

JJ)S/I C 51 (c:tt) 
UI) n11.•r•1 1 '1 ultl ru{do bl.nco 

1.1.1.Cn tua1r¡ul11N d• lu ll111.1hntHI tia H oulnO 

n 11 1•ro" .. u •• AP.M 11q·'> •o> 
ll) SI~ e li1 lc:t1) 

uo 1/11 > h Ce:\•)',,,,, 
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Tabla 7.111 Condiciones suficientes para la establ lldad 
local de 0 0 para cuatro algorltmo5 rccu'11"" 
vos. 

Aloorltmo ··'condlclonl!I 1uflclentn para establlld&id 
du Oo 

local 

H.C.R. Sicmpru estable 

H.C,G,R; Sicmpi-o estable 

H,V,W) l!atllblo p.1ra proc~cos HA y proccco:t APY.A 
da p1" imcr orJon 

H,V,R(2) Siempre eut.1ble 

Para el cst:l>iio da la estabilidad !iucdcn levantarse "" goncral rcstric~ 

cioncs aobre la operaci6n en lazo abierto y nermit:ir realimmtaci6n 1!l 

cluso con ~ia de lae cetin'ilciones O(t). 

Para H,C,R, M,C,G,R, y M.V.R. (2) uo !7JOde p11Jbar estabilidod qld>al, 



IJ'CWICE A 

lo.>n A(p•pl, xlp•I) (inc60nlta), b(pxll 

AK • b (A, I) 

ae b"U¡u'e A ro a~ar. llay m.d>JS ~talo& n\Jl&iCX>a paro resol -

\\!r el pcublcm> (/\, l), U\ l,\ pr~~"t.lca .int.arcso cn>OOCr quó tan ~ 

na es b solucilil, en el &Cntido do ai dcpcrdo fuertano:fltc do erro

""' ele oproximlc!M, rtU:nloo, etc, 

f\l¡ui¡.¡nm armrea m el wctor b ¿qu6 tanto variada la 10lucl6n x? 

51 ¡, vacf.A en Ab, x varla m 6x: 
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A(x t Ax) • b t llb (A,2) 

,·. AAxsAb 

-· ·•· ;¡: :.; ~ = A Ah 

," • llAxll • llA- 1llbll ( llA-111 liAull 

dividiendo entro 11 x 11 • 

clo (1\,1) se doWco que 

· lWJ •• 11•11 ~ WTT 

SUStitu)'Clldo (A, S) en (A,3) 

llofinlm:le ol nilrrcro de oondlci6n de A <XllP 1 

' lliill < cond(A) .ll.!;!:!l 
• . 11" 11 - 11 t.11 

(A,3) 

(A.~) 

(A.~) 

El nllmero do oond1o16n es Wl<l CX>t.l para el factor de "1lplificac16n de 

loa errores relativos, Para re90lvcr (A.l) lo que se hace ea nulti -

pl1car por tranafoDMCimes Qi m foIJlla que Q.,., ,Q,A = RA 
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I• fomi que el ¡r:iblaroo kAx • Rh 80il m.u D<roCillo do raiolvcr (p, oj 

~ltr.!Ant¡ularl. Lhl buma .,l.oocJ.6n de las matriaia Qi ea elegirlas 

<ie foD:\l 'flll l IQ¡¡ ¡ ' l IQ;' 11 ' 1 de nalo que m ae '"1pl0re el r~ • 

10 de anliciOn del problm>l (A. U. 

A,J Tran1formaclo'1c1 da Householder 

Se do>flne una nut:.riz do t.ransforTMCi6n w lloosctoldcr Q CXJTOI 

l) a l .. ~u uT (A,7) 

l lul 1 = 1 (no""'1 oucliJlono) (A.8) 

• al Q .,. eiml;uica1 QT • Q 

• b) Q es ort.cn:>n.W Q1 Q • Q QT = 

• e) El producto do t.ransfOlll>lCimes de IWscholdcr ca una tr""! 

founoc!On ortonormal: 

51 ~ • Qr ... Q
1 

(Q¡ Jo llouacholJor l • 1, .. p) 

f)\tonc1'9 :} ¡. = 1 

• dl DaJb ""'1.quicr \l\.'CtOr x de dlnalsl6n finita, ant.onoos 0><lsto 

.. ,. tr.w;fot1llolC16n Q de Uwsctoldor t.11 que1 

(;Jll • (A, o, o, ... o}T , con ). 11 /(x'T;) 
llolst4 para e.llo ulcgir 

Q s t ... 2uu T de fOIIM que& 
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la matriz Q quoda 1 

[ 

1-iu! -iu1u, 
·2u1ua 1 .. 2u2

2 
:•• 

Q• • 

-2u1up -;1u,up • , , 

-2uzu 
-iu1upl 

" 
1-:lu 

1 

~ 

A,) Trlan2ularlzacl6n con H.itrlct!s de HousL:holder 

(A,9) 

(A, 10) 

Sea una matriz A(Nxp), /l)p, de rango p. Se W.ca una transfoi:maci6n 

ortonormal Q(Nxll) tal qua 

[ ] 

t 
K i' 

i: ..... l 
11-p 

o ~ 

•·p .... 

donde R es triangular su[X!rior. Eleglm:is QT = Q' 1 ... Q'o c>:r.ie p-

las matrioos Q' 
1 

tienen la foilllO 1 

Q' i ' [~:).~---] 
J=O,. .p-1 O ! 11¡ 

' tl~I 

' 
(A,11) 

Con 1
1

: matriz Wcntld.:id (lxl), 111c11-J x 11 -J) de lb.rnulolder. Es 

fácil ver qoo: la rMtriz Q' i tarrbidn es de llouscllJldor Q' i = IN - 2u' u•1' 

c>::Ño los prin<>rc6 i elaimtos de u'&Oll nulos. ct>a&vcso que para "'4. 

quier llliltriz B( llxp) particimada de la .forma• 
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8 • 

+i+ 

Q' A • 11 A o o • 0 : X 111 X t
:~J.~.:::.~l 

Wl>.JO 11, tAl. que ' 

, . . , . . 
o : ~ ••• K 

Q• e;,' A a Q' -- .. ; .............. .. 
1 1 1 0 1 K • • t X ¡\I i K ,., K l 

1 
• t' • 

: : : : 
O: X ,,, X 

~I K • • • X ~ 
~, •••• X : X., 

... 2 ..... ::~1.~L'.~:-:_~;: 
' . ::1 X: 
1,J. 
'• .. 
¡xN .. 1, 

(lOOI Clt:llU\tod indJ.rudoo 

con • ¡:uodcn tmar <>"'!, 
quier valor) • 

lAo 1 X ., , x l 
O ! AIK ,., x 

I O X ,,, X 
1 • • 
1 • • . . 

0 ! 0 X •• • X 

A1 

X • 

X 11• X 

szo 

H·i 

la matriz 11
1
' se cxnstru)'e con las eo.iacicnes (A.9). SUStitu~ los 

va.lares ele u, .. '"H·i do las eo.iac1ones (A.9) se cbtiem qua 

11 • (hljl i,j • 1,2 ... H·i º"'" 

hij r 
ui i•I, j=l,,., ,N-i 

' IA121 
1- ¡;r-':,\¡r si i:i:j, i=2 .- . , ,N-i 

~ j>i, i=2, ••• ,11-1 
A ""'A 

A' ' ' ' X1 t >Cz t t xtl-t 

El resto do los elarontos 6'11 sirnétriros. Por estabilidad nllr&ica 

OOIWieno elcqir el signo do A tal que -x 1A > o. 

A.~ Apllcacl6n a la solucl6n de Aw.•b, Oescamgoslc16n QR 

fll ul caso c¡ua 11 • p apliquaTD• loo rusultados anteriores. Scün 

A (p•¡» do rongo oonpluto, x(pKI), ~(¡o•I) uu LoU/Jc4 l\lllOlwr ul !JIWlu• 

ma (A. l) : aroocido• A y b, encontrar x· tal que 1 

"" , b 
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l.n la ...a:i61 .nterior vinos caro ezaintrar Q tal que 

QTA R (con R trl•n¡¡ul•r •uperior) (A,13) 

QR (por or-conormolllJ.=.J Jll Q) (A,I~) 

lita dc""""'°"iciilll de b 11\ltriz A &O a:rocc <X11D clescm¡D¡icil5n QR, 

tl probl<11'1 (A.1) oo reiuelvu caro oiquo1 

p>r (A.14) QR x • b 

l<>c ' QTb 

R" 1 QTb 

oo ro ain<¡ular llJCS A cono el1'¡ulill', entonces, par (A,14) 

del iA) • JcdQ) dct(R) • dot (R) 

(A,IG) 

GNiill!Cllte la OOIU<'iiln de (A, lS) es olen<JltAI do!ade el naoonto .... que 

R "" triangular su¡crior. 

A.S c.;,puto de•• R-
1 

Qb 

1.1.wtu""' b' • Qb 1 r""' P.! l"I' l triw.¡ular su~ior, CXll\ elmmtoo 

R(l,JJ l,j • 1 ... p, b'(J'•ll de elll1l<>1tos b'(ll i•l,.,p, quoruoos ha -

11.Ar •Cpall du ela:mtoo •(il i •l,.,p tal qua 

ltJ& • b (toe oup.:ane clet(R) 1 0) 

./ 

El •iatana º"' 

.·.·.'·.·:.!'" . 
' [

R(l:I~.".''."" 

El algorill!DI 

R(l,p) 

R(p,p) 

522 

[ .. 

"'.·!) 
. . 

'·',: ' 

' 

x(p) 

b'(I) 

b'(p) 

lJ Qlnocicbi x(p).,,x(ltl) so calcula x(l) oaro 

x(I), b'(i) - R{l,JtllxClt1)- .. rR(l,p) x(p) 

R(i,l) 

Si icl eo para, si i > 1 se repite para !-1. 

2) Inicializac.l.6r11 x(p) • ~ 
R(p,pl 

El c6digo gcneram en Pascal para resolver el problBTlil "": 

roR 1: •P DOWllTO 1 DO 

800111 X(!): ' D( l); 

I:ND; 

roR J:.I' OOWllTO (ltl)lXl X(l):•X(I) - R(I,J)• x(.I)¡ 

X(I)i • X(J)/l<!I,I) 

la eu¡.ooicl6n d•l(R) f oruotloverific.mie focilmcnte CCITV'i:t:lb.1n00 que 

los cl"""'1tos diagonales RU,il f o l • 1. •• p. 
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A., lnver116n de una m.>trlz triangular ..!!1?..8!.l.2!. 

s.i. R<v•pl 1n1 Ntri• triary¡ular su¡>?rior no sm¡ular !loe olanmtoa 

di"'pn;llcs no nulos) , QJoraroo calcular s , R _, 

&i ~ •• triAn<;ul•r •-upurior S t:.:m>illn lo""' Soon R • Cr
11

¡ l,j•l .. p 

S • l•ql l,j • l .. p, ml:ala:!s1 

[
1 ·~, ..... ''!rl [s,~ ...... ~!ri· [1 o ....... o l • • • • o l ....... o ·. : ·. : ... ·. . 

• • • • 1 1 • 1 
• 1 • • • ' • • 

o "·~P "s~P o o ... :: .. i 

(A,19) 

jllU'O 
rik • o si i>k ¡ 8 kl • o si k>j, luu¡o (A.19) quocl.l1 

~;:; 

t ril: skj = 6 lj (A,20) 
k=.i 

por• r·l + S¡¡ . .J.... • l .. p IA.21) 
r¡¡ 

: _.J_ J 
l ~ j + 51l kh.1 rik \j (A,;12) 

r¡¡ 

IA> profUlll C4lcul..r µrilwro la dl'"JCll.ll oo s wn (h.2l), Oonocida 

a '1iiitploÚ c:alc;lar los clDle'lto& do s fila ¡x>r fila c:oncnzando 

tbdOl a dltJl!lo, hAca arribol y do 1~1""14 a darocna cm 1..22. 

S2~ 

Su "" Su .. s., + ••••• +Sap·a + S1p 
.t t t t 
Su ... s., ....... s 

lp-1 + ~:lp 

... . t t t .. •:: ;' Su ......... s .. s 1p-1 •p 

s 1 + s 
p-1p-1 p-1p 

El c6digo 9<11Crado en P,\SCA!, es 1 

fOR l:•l TO V DO S(l,I): • l/R(l,!Ji 

l'OR l 1 •P-1 DOWNTO 1 DO 

fOR J: •hl TO P DO 

Bl:Glll: S[!,Jl: O ¡ 

1 

sPP 

fOR ~:•ltl TO J 00 ~(¡,J}i • S(I,J) t R(I,k)• S[k,.J)¡ 

b( I,J): • -S[ ! ,J) /R(I, ¡) 

CtlD¡ 

El ta\lil diGCUtido en esta opéndios puodo verso en Farah, J. L 118}, \' 

Stoer J, y lllrlirsh R.{49) 



APCNDICE 

TlOAEHAS DE COHVERGCNC IA 

:iJpuc1t,1s laa dofinicioncs do convergencia en probabilidad, 

c>n prob.>bUid•d 1, on mo.Jia cuadrStica y on distribución, d:!_ 

d 11 •l comienzo del capitulo 2, pueden proba rae muchos· resul

t 1doa sobre convergencia. En este ap6ndice au reproducen al• 

9u11os particularmente importantea y Gtilea. 

!~Cl~l:MA D. 1 

So• (X
0

, V
11

) un• aucea16n de parejaa de variablea aleatoriu, 

•1\t.once11 

11 51 

526 

2¡ s1 x.~x vn2-c ~ X0•vn~X•c 
x 11 V 11__'!i~_t_ ex 

·:.·.·: ... 

-
x11 _d.L.1t. x_ 

, s1 e ; O 
v .. 

La prueba puedo oncontrarso on l 43 J p 122-123. 

TEOREMA D. 2 

Sea 9{yl una func16n continua de la variable y. Sea x .. una 

sucesi6n de variables aleatoÍ'ias, entonces& 

1) Si x
11
..!Ü.!1-x ~ g {X

11 
l ...!!.fil_g {X 1 

21 Si x
11
_1'._x ~ g IX

11 
I __!'..__g {X 1 

La dcmostrac16n puede encontrarse un l 43 I p~g 124. 

TEOREMA B. 3 (Chebishev, Una ley d6bil do los grandes nGmc<c.s) 

Sea (X
4

) .i • 1,2,,., una succsi6n de variables aleatorias ta• 

loo quo1 
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El•..:I • ~ .. ¡ VA\ IX..:I • ai 
tone••• 

cov IX;.,X¡I • O 11 i. f J, en· 

1 11 t p 
t o • o =9 X. • ii.-o ;;-r ./.• I ./. " " 

.!. 
11 

{ 
){ [ X./. 11 

11 ... , 
donde1 

.!. 
11 

p11 [ P.¿ ... , 
TrnHl:M D.• (Khinchine, una ley d~bil do 9randos nllmoros) 

Seo IX.:) i.•l,t, •. , una sucesión do vuioble1 aleatoria• indo• 
0

pendh1ntu e id~nticamento diltribuida1. 5i exi•t• 1u media 

~ • EIX..;I• entonr.H1 

TE.:>RE~ a. 5 (Kolmogorov, una ley fuerte da 9randea nllmero1) 

ll Se• IX,.:I < •l,t, ... una 1ucoa16n do variableo aloato• 

riH inde¡1e11diento•, talu1 c¡uo flX4 J •P.¿ y 

"'•' (A:4) • a!, entonce11 

528 

21 En las mismas condiciones c¡ue 1) salvo que en lugar do 

independencia se uxige cov X.¡,, X¡ . o i. ' j. entonces 

. . 2. Hog .i.J 2 
5i 

~·:. ·::O.i < • "'* )( . ii.~.h.1- o 
.i.•J ./. 11 

TEOREMA B. 6 (Kolmo9orov, una ley fuerte do grandes nilmeros) 

Sea {Xi) .l•1, 2,,, una sucesi6n de variables aleatorias inde

pendiento1 a id6ntica1n-:tntc diatribuht..1u untoncuu1 

La dcmostraci6n de los teoremas B.J al B,6 puotle encontrar110 

en l4JI pp 112-116. 

TEOREMA D. 7 (Un teorema central del 11mita) 

Sea l\I 4• I, t, ... una sucesión de variable• oloatorias indo:.. 

pendientes o idánticamcnte distribuidas, con media finita p y 

varianza a 2, entonces a 

z~z n para n • • 
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donde 

/ 

z" • 

Z-NIO,o 2J 

LA dcmoatraci6n pau el caso general donde X,¿ ea vectorial y 

•• la Dldtril de coverianza1, puede Hr encontrada en J 26 J, 

pAy. 22J. 

Tt'.1\REHA CENTRAL CEL LIMITE P/\RA H/\RTINC/\L/\S 

Seól un espacio de probabilidad (íl, A, PI 1 

U espacio de eventos, no vacio 

una o-Ugebra de aubconjuntos de n A , una medida da probabilidad definida aobre A, 

Una 1ucHi6n IA,.:I <•l,t, ... do o-Ugubru da 1.Wconjunto• da 

11 H die• creciente 9'1 i) 

Hl para .C: ! j 

Un proce·ao eatochtico IX,¿l .C: • 1, i .• ,., ao dice que H una 

urUngala n1pecto a una euceel6n da o-&lgebru A,.:• 

4•1,1,... .,. 

. SJO 

1) IA.(l ea creciarite 

ii) IX") ead adaptada • AJ.' esto es1 EIX,¿JA,¿l . )(.(. 
iii) E 11 X.c:I J .• •;;:",; · .... 
iv) EIX,¿JA¡J • .l(j para j < .e: 

TEOREMA o. B (Drown, teorema central del lfmite para martin· 

galas) 

So11 {S11 ), n •1,Z, •••• una martJ.ngala respecto la suc~si6n de 

o·Ugebras {An) 11 • 1, 2,,,, en el espacio de probabilidad 

Cn,A,P) , con s
0 

•O, X
11 

• Sn ... s11 .. ,, n•J,2, .• "'o na de-

bo ••r al o-campo trivial (~,íl) 

Llamomos1 

i) V~ s~L..!.-1 

ii) ,·.2 ~ E[X¡2 • 11 JX .J>c ' J] _!__o 
J•I J - " 

para todo e > o, donde 1181 ea la funci6n indicador del ccu 

junto 81 

.· 



-

• 1 

• o 

entonce• »• cumple que 

11 l ¡¡ 

11 1 ( B 

~~10,1) para n • • 
ªn. 

Lu d~nMalración wo uncuuntu. en J 12 I • 

El teorema anterior debiO ser incluido en out.e tr.ibajo para 

df'moatr•r el 1iguientc teorema que complota la prueba del te~ 

•runa J.~. neccs&r1o para Justificar una pruaba aobro las eati• 

mtcionc• de la autocorrelaci6n do una auccsiOn. 

Cc·mo no fue encontrada en la literatura una dcmoatrac16n que 

frndamontu dich• prueba (de la sccci6n J, J, 2.), hubo quo ha-

EIU demo1tuci6n buada en el teorema anterior (D.8) fue he

cha en colaboraci6n y con la orientac16n dol Dr • .José L. Fa

rah, 1in cuya ayuda hubier1 re1ultado una tarea 1mpo111bla. 

su a ltl, t• l, I,. .. una ouceoi6n de v. a. id6nticamonte diotr! 

b11id11, 'con media cero y varianza o 2• 

5)2 

Sea la oucea16n R~ 1 1t1 •lil •li•t), entoncea, 11 

El1lil x(Jll • O ".: f j, se cwnple que 

para N + • 

Oomoetraci6n1 

•N 
Llnmcmos SN a la eucusi6n R._.tliJ • N, N•J,2,3, ••• aa Uccir 

, T f 0 

Sea AN la sucesi6n de a-Ugebras generadas por las rcalh~ 

ciones 1ll) ... 1INl xll•t) •.• xlN•tl• 

Puedo verific<>rse que SN es una martingala respecto a la au7 

cea16n do o-álgebras AN1 

i) IA.:l es creciente 

11) E{S .¡Aj)• El.~ xlildittl l•llJ,..xlJl,lll•t), • .,1lj•tll•S¡ 
J ... ' 

, , eatl adaptada a A;. 

pub 



Sll 

1v) E!Skj.Aj) • S¡ para J < k pue11 

,k 
f(Skj.AJ.)•f!.t •l.i.l•li•tll•llJ,,,.,jJl,•lttl),,.,•lt•Jll 

¿•I 

k k 
• Els

1
.• t 

.l.•j•I 
.tlil•l.i•tlj.A.)•S·• t E!•l4l•l.i•t)jA

1
.J 

J J .i• jt I 

pero . ¡ o 

•l.l.IE!xl<'.•t))•O si 

.¿ ! T 

bt pu6a 

Ehl.i•tll• O. 

Ahc-ra comprob•r•moa quo esta •n la• condicione• del teorema 

Ll.-mumo1 • •IHI •IHttJ 

Calc11lomo• 0~1 

o~ EIK~IAH-11 

o!• El• 2
1H) •

2
1H•t)jAM·I) 

S34 

podemos d11tin9uir doa caaos 1 

1) Si t > N 

2) Si t .. ::.~ , .. 

1) Si t ,! N entonces tlN) I¡ QN·I' •IN•tl f;QN·I 

•• ea a~ • a
4 

2) Si oa t < N ontoncuo •INJ <l uN-I •IH•tl ~ "N-I 

luego se cumplo que o~ • • 2 INI a2 

Calculemos ahora V~• 

H 
V~ • t o} 

j• I 

Calculemos 6~• 

N ,z . m!1 • E (t 
J• I 

2 
o J 1 • r ·:· si 

N 
•to • t ... • I 

si oo H > t 

H ~ T 

El•l.lJ 2o2l • Na
4 

Mi 11 > T 



m 

S~ • Ha 4 no importando ai 11 ~ T 6 H > To 

VerlfiqueD101 .ahora la condlclOn (i) del teorema B.81 

..,r el teorema B. t 1 

co.na 0.11 

Ha 

..L 
11-T 

H 

y por el too• 

V~ sÑL!'..-1, lo que verifica la condlciOn (4) 

co .. prc.bumoa la condici6n 11) 1 

Joilomo1 probar qiie 
2 N 2 p 

•Ñ j~I mi 111xjl?.c•111J-o 11 e > O 

H p 1 
t m~ 11pc.1>c 11a4))-o ;;¡ j•I J J -

e1to •• que 11 t > o 

poro 

do11de • • •lil •U•T) •.: (i•l, ... N) ion id6nticaouente di•· 

tribuido• con 1A oullma denaldad dP. 

p~ro la cantidad 3 eao 

536 

3 • N Jx' dP • {f x2 
dP • f 2 

dP] 

IXl>cNa 4 IXl<cNa 4 

/~·~ ~P·-E!X2 J ve> o 

'I XI <cNa 4 
y 11 + m como 

Entonces o 

pü.ra todo & > O y N ·• .. 

esto verifica la segunda condlciOn. 

Entonca1, en virtud del teorema a.e, 1!. t•v -J.10, 1), 11 

11+• 

11 
t xlil xfi+r) 

.(.•, 

11 
t •fil •litt) 

R~, (t) • ,.i_• -1 
-----

11 

tev 
-.N'lo, 11 

tev a• -J."IO, -1 
11 

que 81 lo que queríamos demostrar. 

para 11 + m 

T I o 



APlllDIC[ C, SEAALES SIHULADAS DE RUIDO BLANCO 

!ip 11imularon 10 aeñales con caractorlsticas que so detallan 

c.n ~a tabla 

~-

?U·Uli~ TllO 1.1; OISll\lüOCICU IJJ(l) M1:roco OC WlllW:ICU PiCCUNI\ OC Gl.'I, 
>--

Jllllll 1 No.·,n~'l (0.1) 645 lk>x - ll.lllcr ,\lL\1tlRIO 

HJIJl) 2 N-.Jrnul (0,1) 645 a>x - 11.Jllor l\IL\1URIO 

JlllUJ l Na111'1l (0,1) 645 Dox - llul lcr 1\1.ü\'llllUO 

l<IJIJl.) • ti>l111Jl (O,l) 645 lklx - IJullcr AU;\1QRIO 

lllll(l 5 U->111\\I (0, I) 1127 lklx - llJllor AU:A11JRIO 

llllJ{)' rai;nrul (0.1) llO ll>X - fol.Jllor · 1Jn11UJUO 

1111111 7 Unif1Jcnu l!l1 (·0.~,0.~) 645 Cur)JE"UCOC.i..t.l cu1Lin.ll.Jo AU.J\1'0JUO 

wr 1 1111~ci..t.,.Jlc.Jtori&.1 a. 
illt.. <ll11e. JIO A r.irti r uu un!Conro lllllXl/ll!lWUO 

l'mi 6l SUC1'uioo ~l<llS liU\JO Ecillcil'.>n do difcrm- PUllS/6l 
nWcinO l25 c!as nóJ, 2 

l'lijlS 127 SuccoUin PRBS 1"'90 1127 F.cuolcil'.>n do difercn- P!Ul.S/127 
"'1>únl> ciao n6d. 2 

TAllLA CJ 

A continuaci6n se muestran, señal por suñal, gr4ficas de sus 

primurou elementos, &cmilla de 9oneraci6n (cuando corre1:1pondc), 

y lo• resultados a las pruoboe do independencia y d1stribuci6n • 
....... : 

~' generado con semilla = 25 

PRIHllROS DO !'UNTOS llf. LA S~AAL RUl~Ol,-

Pruebas de descorrcl11clón 

l) Cruc,oH por coro. (Con un nivul da confianaa do 95\) ~ 

NO, l•C. I tl 1 l"li'.'flLlfü f li4 4 
NO. (IC Cí(tJr:r.n ~·OH cr.1-.:0: 331 
X ~¡; Cl<IJCE~ t'lll~ CENO: O,~ 14 
X Al•HlSlKE 1 o.461 - o.~39 

So acepta. 



ª' A~~ocorrelacilln 
5)9 

: eAUTOC •NORMAL! ZADAe 
rl 01• '1,00000 

. rl 11• -0,01163 
r( :n• .. o.02:!:?J 
r( 31• 0003130 
rl 41• -o,0~307 

, rl :SI• -0,04303 
re 6>• .. O.OJ4:?9 
re 7>• o,O::?:?Oó 
rl BI• -0,05041 

· rC 91• -0,05796 
rCIOI• -0,02036 

VAR, TEORICA DE LOS rl l/N Oo001ll7 
o.C.MoTEORICA [IE LOS rlSQRT(llNI• 0003968 
VAR.Df. LA MUESTRA DE ·10 r• 0.00120 
o,c,H.DE LA MUESTRA I1E R• OoOJ46ó 
lrlkll MXIHO ADMISll•LEI Oolllll 

Prul!~as ~e distrlb11~!6n p,c,"' DE rlkl ADlllSIBLEI 0005600 
o.o5J69 

l)' McJia y varJor;za: 

11 "EDIAI o,OO•IOI 
RANGO AMISrnLEI -0,07717 0007717 
U VARINO CORfiCO, 11 0,97453 
RANGO A~lllSrnLl:I 0009006 1.10914 
n DC"<HO COfiRl:D, 11 0090710 

2) 1111toqr11mA v criterio do Pearaon 

_,r 
·• . 

•Uh~ lt. U u•M. 11111"1 

540 

So consideraron 13 intervalo• del eje real, contiguos y dis

juntos, con l!mites1 - •, -2.2, -1.B, -1.4, -1. -0,6, -0,2, 

0,2, 0,6, 1, 1.4, 1.8, 2.2, + 00 

·:. ; : : -~· 

Con un nivel de confianza de 95\, para 13 intervulos se acep

ta un valor do • ~ 21, 026 

So obsorv6 • • I, 22 · se acepta 

Genorodo con una semilla• 2097147 

: ,¡ ~\\vÍf !f \~r'-Jr-1~11\,:N1lii\'1-A~~~~r11i~¿\~1·,~~.~ 
•• ~·-~- - __ f_ 11-\-¡j~~~--~1 1;-4: 

UIK••o un rL':if(ll Pt u HhL au111u1 ... 

Pruebas de dcscorrelac16n 

1) Cruces por cero1 (con nivel de confianza do 95') 

tlU, 111: 111l11<'1111 Ll!J 1 M •l 
NOt [I~ Ct\IJCL:!i l'tfü CL:HIJ: :H2 
X ~E CRUCCH r-rm Cf.R(J 1 o .1U4 
X ADMISl!•LE 1 0,4¿1 - Oo53'1 



21 Alltocorrelac16n 

•AUTOC, NORML 1 ZADA* 
rl Ol• l oOOOOO 
re 1 >• 0.00537 
re 2>• -o.o:i~oa 
-M-J>--0.01ns
r( 4>• -o,o:>S95 
rl 5>• 0.01019 
r( 6)• -0.02269 
rl 7l• 0,03937 
rl Dl• O,OOl79 
r( Yl• 0,04754 
rClO)• O,OJ~ao 

·IHCll1 11 AVH'9HIUC:IGI 111lU.U. DI U UhL Ultol 

ICO/mELACIOJ/[5 NOr.tlfol.IZA~AS •* 
.1 

llAROltORICI\ l•E LOS rll/N 0.00157 
P1C11t1H:ornctt l•E LO~ r:SLlRTU/U)• 0.03968 
llAR,TJ[ LA llUCSlllA [•[ 10 r• o.o0099 
p,c •• t.DE LA MUrnTRA [•[ R• o.03144 
lrC~ll llAXlllO (1l•MISlllL1:: 0.11111 
1.c,tt. lit: ro.> Al1tt1r.111Lc& o.0~600 

0.0~369 

Pr11cLc1s IJti dlitrlbuclón: 

11 Húdla y varlanaa 

• , .. llElllAI -0,05~78 
kAHGU f1l111Ji;Jl•l El -0,07717 Oo0?717 
U llM<CIJIJ Clllil<l'.Uol 1 O.Y9~07 
flAHüD AD~ISll•LEI o.e90B6 l .10914 

.... .11cnc110 CUí<HEOo 11 Oo9979J 

(C0Nf•95X> 
ICOIW•97,5X> 
CCOUF•95X) 

2) Histograma y prueba de Pearson, 

Se consideraron 13 intervalos para la prueba do Pearson, con 

11m1tos como en ruido l. Con un nivel de confi•nza do 95\ 

se acepta • ~ 21, 026. So obscrv6 • • 1,4. Se acepta. 

Se gerier6 con semilla • 524299 • 

O i-,¡-.-t\1-1-'l+l·l\lli~H J1Jlt~·n·1tt•-v•111 

-1 i\"-~~lt-'-+-~r--',_._--'11-L~~tAftt-it-t-tt-'t--l:t-~v--t-.... 

PUH&ROS ISO PUNTOS DE LA S&RAL RUIDO),-



'rur:ba• de dr:•corrcl•cl6n 

1) 

21 

Cruce• por coro;. (con un nivel de confianz• do 95\), 

NO, l•t: INr'rí~\11\LllS ~'14 
No. r•r cr.1Jr.n; rim ci:rw: J:!5 
X 111 t;hULL:~i l'UH CLhll 1 O 1 !.iO:-J 
l l\l•MJSH1LL i 0.41)1 - o,:.;J'l 

Autocorrelaci6n 

flilCHI .. anaCJlllUCIOI lltlUU .. u Ul&L .. , .. , 

lr\UTOC ol/ORHALI ZADA• 
r« O>• 1,00000 
rt( 1)• 0004900 
r:I 21• 0.00197 
rC J)• o,004B2 
rl 41• -O,OS744 
r< :u• -o, 00363 
rl /i)• 0.00302 
re ;m. Oo04574 
r< W• -0,03176 
re WJ• o .o:!JSJ 

.rlllll• 0000399 

,llARoTEORICA DE LOS rll/ti 0000157 
DoCo"olCOklCA !•E LOS rlSDRTCl/H)• 0003960 
llAR,lt( LA 11UESTRA ltC 10 r• 0,0009~ 
lloCol1ollC LA 11UE~ ll<A oc k• Oo0JOU4 

e 'coNF•9~~ >' 
ICONf•97ol:O 
CCONF•952ll 

lrlllll MXll10 AltMrnl~L[I Oolllll 
9,c,", llE rlk 1 Ai1111&111LEI O 0 0~600 

• Oo053611 

Pruebas de distribución 

1) Media y varianza 
·:.·:: .. 

Par.i un nivel de confian~a 95\ 

U HEDIAI -0,04079 
·Rl1NGO ADHISIDLEI -0,07717 0,07717 
U llARINO CORREO,) 1 l 006408 
IMNOO AMISll•LE 1·o,09006 lo 10914 
*,* DCH(NO CORREO:>! 1003193 

2) Histograma y prueba de Pearson. 

•I 
llltHlAM& 111 U HHL IUltOJ, .. 

So consideraron 13 intervalos, como en loa caaoa anterioroa. 

Con un nivol de confianza de 95i, oe acepta~< 21.026, se 

observa l • 5. 15 8, se acepta. 



• l 

Gcn.,udo con 1emillo1 1048575 

PMIH~KUS llO l'll~TOS D~ LA HNAL KUID04 

Prud.i.u de dcttorrclvtlón: 

U Cruce• por cero: (con un nivel de confionzo de 95\), 

tJO, [•[ HIHh'.'.lt.tJ'..l 644 
t.o. M: Cl\t1rr.~ 1·or~ cErm: 3:.!6 
1 l•í. (;1~l.Jt.L':i l'ül\: ClT\ll: 0.506 
:. tlL1rtlSl11Lr : o,•1.'it - o.:J39 

i¡ Autocorrel.1ci6n 

YAR, l[llRIC1\ DC l.OS rll/N 0000157 
v.c.tt.Tí.Clf\lCA r1E LO!i r:!,;DfHC11N>• 0103960 
llAR.11[ LA HUC~ll<ll l•( 10 r• 0.00109 
u.c.N.DC LA 11ucsrn11 DE R• 0.03307 
lrCldl NAXIHO MJNl~ll•LCI 0.11111 
11.CoN• DI: rlld ADHISIIJL[l O,o:;¿uo 

0.05369 

ICOllf•9~XI 
CCllUF•Y7.~X> 

C COllF•95Xl 

•AUT OC, NORMAL 1 ZADA• 
" 01• 1.00000 
r< l>• .. 0,02:?7;? 
rl 21• -0.01634 
rl J>• •0,04469 

llMlll 11 HtKIHIUUll llllMIA 11 U HIU. lflN4, 
" 41• -0.00637 
re :;1• -0.04233 
re 6>• 0.010 .. 9 
rl 71• O,OOYOJ 
r< O>• o,0:?1so 
re. 9)• -0.01022. 
rUOI• 0002104 
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Pruebas de dlstrlbucl6n: 

l) 

2) 

Media y varianza 

'·:: 
Con un nivel de confianza de 95\ 

.• , ºiú:DIM -0.01490 
RANt;O ADNIGH•LE: -0.07717 010771? 
h 

0

VARCNO CORf<EO.> 1 1.012:;4 
RllNGO ADNISl!<LE: 0.09006 1.10914 
)$ . .IJCH!NO CORREO.> 1 1.0062:; 

Hiato9rama y prueba do Pi!arson 1 

So coneidoraron ll inturv11los como un lou cauo1 anturiorea, 

con un nivel do confianza do 95\, ae admito l < 21.026, so 

ob1orva • • 6. 3' 1 , sa acepta. 



Go1111udo con aumllla • 2097153 

Pruebolt da descorr.:lacl6n: 

JI CrucH por coro, (95t de conflanza) 
N1t. (1[ lNlrtiV1\l.U~j 11:!6 
Nll. r•c c1·111:c•; i·tm err,n: s1::i 
x l•f , .. 1:11rui f'L1R r.1 r:u: 11.::;011 
l. f\l1MHill•lL : U.~11 - IJ1::i~'/ 

l) A1>tocorrel1ci6n 

flllUOI H lll1CICDIUhCIOI llHllAU DI U Ut.U. HIOot • 

. llAkoTtOlilCA l•E LUS rll/U Oo000'/0 

tAUTOC, NORNALI ZADA• 
·re O>• 1.00000 
re 1 >• -0.01130 
re 21• -0,00761 

,re 31• 0.02760 
re 41• 0,03913 
re 51• 0,04399 
re 6>• -o.o~~t..o 
rC 71• -0,04034 
rl UI• Oo02Yl7 
rc 91• -0,004~9 
rCIOI• -0,04719 

¡,,c.H. f(Uf!ICI\ [1( Lll~ rlSíll!TI l/tU• 0.02992 
.llAko~C LA ftUl!ill<I\ ti[ 10 r• 0000090 
. 1.c.n.11E LA ftU[SJkA llE I(• o.ollJO 

lrCU 1 MXIND A~HrnnLEI o.OB37B 
lloCofto llE rCU Allftl&l,~LEI ::::~~¡ 

etONF•9~Xl 
CCONF•97o 5XI 
CCONF•95ZI 

5•a 

Pruub.u du dls.trlbucl6n: 

1) Media y varianza. 
.. · ' :.·.·: .. 

Con un nivel du confiilnZLt do 95\ 

H MEPll\1 -0,01399 
RANGO l\l>MISll1LEI -O,OS039 0,05638 ** VAR rno CORREO. ) 1 , , 02937 
RANGO AnHISll<LCI 0091743 1009257 
P* ~,CH<!JO CORR~G, 11 lo01450 

2) Histograma y prueba de Pcarson1 

., ' ""'°"'"' .. u lllAI. 1111001 •• 

So consideraron .los mismo& 13 inturvalou. que un 101 caaot1 an• 

tcriorcs con un nivel de confl•nza de 95\ debe 1er 1 < 21 ,OU, 

10 obuerva x • 6,94, se acepta. 



RUIDO 6. 

Gvnorado con aon!.Lllu 524287 

,, ·~ )!' : 'i¡\ 1 
• ',/¡ .. \' 

'.1' 

.Í.-¡¡ 
·I 

i 

Pr1.1tb;1s de desconrlacl6n 

1) Cr11cc• por coro (nivel de confiilnza • 951) 

NO, l•E INTC 1:\W.11~ 309 
NO. l•C Cf\llCí!i r·11li CEr\O; 161 
1 l•E CRllCrn l'1m CWOI o.521 
l Allf'USll•LE : º·" \~ - o.s~o 

~) A11toconolaci6n •AUTOC oNOf<MLI ZADA* 
r( O>• 1,00000 
r< ll• 0.00704 
r< 2>• -o,o:?O'IO 
r< :n· o.oJJl~ 
r( 41• -0.04914 
r( 5)• -O.O•\J:?t 
r< 6)• -0.0;?;?49 
r< 7>• o.os204 
r( DI• -0,04657 
r( 'i'I• -0,06171 
rCIOI• -o.09440 
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VARolCORICA DE LOS rll/N 0.00333 
DoCol1oTCORICA l•E·LOS rlSQkl<l/Nl• 0.05774 
,VARoI•C LA l1UESTR1' I•E 10 r• 0000245 
.PoCol1oI•C LA MUESTRA DE R• 0004945 
.1 r<~.11 HAXIMO ADHISl!ILEI Oo 16166 ICOIW•V5Xl 
p,c.11. DE rlkl ADHISrnLEI o.OB263 (CONF•97,5XI 

0007012 , (CONF•?5:U 

PrucbH de Jl~trlbuclún: 

1) Media y varianza 

.U Mt.Ullll 0.0460~ 
·IMNOO ADNIS!L•LEI -0,11132 Oolll32 
.n VMWO CORf<EG, > 1 0099104 . 
RANGO M•l115l[ILEI 0084257 1015743 
,U DCHIHO CORííEG, > 1 o, 99~51 

2) Histograma y prueba de Pearson1 



551 

Su ':on1idcraron 1 intervalo11, con ltmite11 .. •, -2,4, -1.e, 

-1.2, -0.6, 0.6, ,1.2, 1.B, 2,,, •, Con un nivel du confianza 

do \15\ debe eer • ~ 14. 1, 

El ulllculo •• 1 • 4,fOI, 10 acepta. 

Pruebas de dcscorrolación: 

1) cruces por . co~o. 
·:.·.·: .. 

(con ni vol do confianza1 95\), 

NO. r·~ 'INrr.rNl\l.DS 1 644 
NO, J1E CRUt:l:.B í'Of~ CEh:O: 334 
X l•E c1wcrn f'UR CEIWI o.519 
X Al•NISIJJLE 1 01461 - o.~:w 

~ 2) Autocorn,lac16~. 

Gen .. udo con aemilla1 1048223 

~" --- ;" 

41\UTOC, NOf.'HALI ZADA* 
r( O>• 1.00000 
rC 1> .. -0.0503S 
r( :.?>• o.0;?447 
r( 3>• -0,0335:! 
r·C 4>• 0.03103 
r( 5>• o.00440 
r·( 6)• 0.09101 
r< 7>• -0,06623 
r< 0)• o.01504 
r·( 9)• o.oos16 
rHO)o ~0.03551 

-~~··----.!;, 

.Vflff, TEORICA DE LOS rfl/N O,OOlf.7 
D.c.11.TCOlllCI\ l•C LOS rlSOIH(l/NI• Oo03Y6U 
VAR.PC LA MUESTRA l•E 10 r• o.OOl96 

.n.c.H.DE LA HU~GTRA [JC ,,. o.04'4'l2 
·lrlkll MXlllO l\D111Sl!oLEI Oolllll 
p .• c.11. DE r(kl ADlllSrnLEI 0.0~600 

o.o5J69 

CCOHF119~X> 
(C0Nf'•97o5%1 
ICONf'•95ZI 



SSJ 

Pru~bJ.• de dl•trlbuclón: 

11 Medio y varia11zo 

. U HEDIAI -O, 00632 
~AlfüO l\llMISl!ILE 1 -o.0222a o.0222a 
U Vl\RCNO COl<REGol 1 0.08406 
llANGO A!•HISlllLE: o.onso 0008909 
.fl DC"eNO CDRREU,) I Oo2899J 

2) Hhto~ramo y ·pruebo du Pearoon. 

. .,,,------------º ... - ··-····----· ··-·~- -w.,.--

60 con•lduruon 15 !nturvolo• i<l6ntico1 •n (-0,5, 0.5), Pa

ra 11n nlvel d• confion•• de 95' se admite 1 < 2J, 615, el c4! 

cui<> •noj• • • 11. S J5, •o acepta, 
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Generada a partir de uniforme con semilla • 12. 

j ··. 

! 

¡ 
¡-
1 

1 

UIHl&.•ll)l)Pl"ITOSnrus1"LUltl 

Pruebas de descorrelación: 

11¡· 
I' 

111 

111. 

\j¡~I, 
111 

~ 

1) Cruces por cero (con nivel de confianza • 95\1 

NO. DE llHCRVl\LOS 1 · 309 
NO, DC CRIJCCS POll Cf.J.:01 163 
X flE CRUt:í.G 1-'0í< cwa: o. sw 
X A[IMISll1Lt::: : 01442 - o.sse 

2) Autocorrclaci6n, 
MUTOC, NORMl.1 ZADA• 

re O>• 1.ooouo 
re 1 >• -0.04000 
rC 21• OoOJ.IJJ 
r( JI• Oo040UO 
re 41• 0,11333 
re 5)a -o.ot.667 
re 6>• o.o:?667 
re 71Q -OolOt.67 
re D>• 0.06000 
r( 9)• -0.06667 
re 101• -0.04000 
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llAR.TCORICA llE LOS rll/N OoOOJJJ 
DoC•"·TCORICA ll[ LOS rlSORT(l/N)• 0,05774 

'UA.l.IJE LA llUESTRA l•E 10 r• o.004JJ 
D.c.11.11c LA llUCSJRA llE R• 0.06503 
·lrll<)I MM1110 AMlSIPLEI 0•16166 
[11.r..ft. IJE rCk) AlllllSllJLEI o.o0~6J 

0.01012 . 

CCONF•95U 
IC0Nf'•97,5U 
CCONF•?:iZI 

Prutb•U Je dhtrlbucl6n: 

11 Hudia y var ianH 

Pu• un nivel de confianza do 95• se exige pq ! O, 111 Jt 

(la pruet>. de varion,. no hace sentido en aate cuo) 

Se calcula, ){ • • 0,019lS, se acepta. 

Tant•> para 111ta &oñal como para PRBS 127 fueron eatudiad..is 

0110 ¡iropi•d•uca en la sccci6n ( 3. 2, 4) , por lo que no so proc• 

tic•n lu prucbu. Se preaentan i .. grU!caa de un perfodo 

d• la oeñd y ou •utocorrelaci6n. 

-1-·-
uru1ow•U.••-lALrwu 

PRBS 

., 

127 

*AUTOC, NOr.MAL 1 ZADA* 
rl 0)• 1,00000 
rl 1 >• -o.01sa7 
r( 2>• -0,01:;07 
re J>• -o.01su7 

;;:re 4>• -0.01~01 
·:; ..• , 51• -0.01~97 

re 6)• -o,01~r:11 
rC 7)• -0.01:;07 
re B>• -o.01sa7 
rC 9>• -0.01:;07 
rllOI• -0,01~97 

~I 
'I 

111 rn11110 "'u nw. rusur. 

'" 
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IAUTOC .NORML IZADAI 
re o>.. 1.00000 
re 11• -0,007H7 
re 2>• -0.00707 
rl JI• -0,00707 
,, 41• -o. 00707 
,, 51• -0,00707 
,, 61• -0,00707 
,, 71• -0,00707 
rl BI• -0,00707 
rl l'I• -0,00707 
rllOI• -0,00707 

558 

,, 
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Al'IJ;OJCE O 

U. uw a¡ úidiou .., pru!lCllt&\ los list.U>s dD loe progr""'8 "'1!I rolo• 

v1nt ... utiUz"""8 en la el>l.oraci6n w esto trabajo. En cada lista• 

Pro9rarM PJ9in• 

"ICU/C 561 
lili.:U/S 562 
"ICU/~/OL'IL"l:P 56) 
"ICU/C/OL'IVAK 56~ 

"IC\J/~/VJ:RS!ON3 566 
"!CU/GCIC1 567 
KICU/Cl:?1r.2 569 
KlCU/GIJICl 572 
KICU/GCNC• 57) 
PIUIS/63 57~ 

560 

PIUl,/127 57 11 

111r.·ro ~75 

s~o?~/c: . 575 
~ROOT/5 577 
ti1tor>'1'/1U:1'1:/:; 580 
CKUCJ;S/Ci;RQ 582 
t5TIHA/rt:zo 582 
$lHULA 583 
VAKI Mll.A/f.ALIDA 58 ~ 
ALl:ATOR!O 58~ 

¡;¡,¡p:;QJD¡; 585 
COilKJ:l.l>CIOll 585 
COKRJ:LACIOll/CKU2.AUA 586 
11JHC!OJI PJ:SO 586 
JUJIDOUillARIO 587 
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