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I N T R p D u e e I r N 

Las fórmulas elemEntalP.E utilizadas en el (isr-Ao de ele­

mentos ne máquinas, estan basadac.: P.n miembros rle sección uni­

forme o con un cambie gradu~l en su contorno. Tales condicio­

m:s, sin emb2rgo son dificilmrn':.E' encontrar.as Pn los elemen­

tos de máquinas o en miPmbros ertructur?les; y2 r¡ue la presen­

cia dE discontinuidades, muescas, ranuras, agujeros, cuñeros, 

etcétsrn, modifican la r'iPtribución uniforme.: c!e los esfur.rzoó', 

surgiPndo en~onces vcriacionep loc?lEs de la r'istrlbuci6n. 

las variaciones locder en lr: dh:tribución de los Prftwr­

zo5 E:on frecur-ntemente c:'e mayor mc:Qni turi, por lo r¡ue r·l est ::r 

el elemento en servicio y bnjo la acción de c~rgar.se nuedPn 

prod~cir fracturaP ~n las zon2r de alto esfuerzo. 

Las c~usas de concentraci6n de esfuerzos son: 

a) Variación Pn las r.ropiedadesr'fl materi2l, punto a punto ne 

un r.lemento. 

Ej¡:imr.los de ertE' ti!"D dr. conc~~ntrnción de esfurrzos EQn 

producidas por; inclusionc:s, fr2cturas ir.Lermcs, burtujas de 

aire, ~rfec~o~ de oolrf2ciur~, e':c~t~r2. 

b) runtos o 2rea2 de presión nonde 12s cargas son arlicodas. 

Algunos ejemplrr- de fstr:: tiro de concentración son: el 

contacto entre una ruPda y su riel, cont2c~o entre lor: dii:r1-

tes de un pngranaje, contacto de una vigc: y s11r- soportes, et­

cétL;ra. 
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e) Ct:rnbios d:ruut:'s l'E 

HL!y oos clases c-n e!"tE '::ip'J de conc-ntrr?cifn ·r~• eE:f"uerzo!:, 

la primera incluye ccn:-icionPD~1· ru~r:ciciE, co~c ron: marca~ 

por malfuinc:do o pu· m2nejo ir.:-.·r·ct;:::c '"'el elvm-·nto. 

La sefjunda se refif:re prC'piam• ntP n los c2rnt.Jios rfE s•·c~:i-

6n originados por los requerimientos del ciiseAo, com~ son: c:1-

fieros, filetes, barrenos, etc~tcra. 

Las concentraciones de esfue::zo oebida!O a V<'riaciones r.n 

las ¡ropiedades del material, a puntos de presión y a morctJs 

por manejo o maquinado, muchas veces sden del control rel di­

señador.· Pero las debidas a cambios de sr-cdón en la geomE'tría 

del elel'llF.nto, que pueden causar concentraciones muy serias 1 

son re~ponsabilidad exclusiva del diseñador. 

Debido a le gran responsabilidad que el diseñador de.má­

quinas tiene, se siente la necesidad de r¡uP. el alumno en su 

aprendizaje se de cuenta de las concentraciones_ de esfuerzos 

que la geometria de los elementqs puede inducir, y .pn su mo­

~ento pueda encontrar la forma de disminuirlas. 

Con el fin de ayudar a ese propÓsi to es que se desarrollo 

el presente trabajo. 

Ahora· bien, la concentración de esfuerzos esta medi'da por 

un.factor ll~mado: "Factor de concrntración de esfuerzos". 

El fai::tor de concC'ntraci6n de esfuerzos esta definido por: 

K = ªma:lf · 

ªnom 

"Donde ·ªnom esta dado por. las f6rmulas elementales de re­

sistencia de materiales. . . 
Los factores de concentracion de esfuerzos pueden ser ob-

tenidos por metodos anal{ticos o por metodos experimentales. 

Los metodos anal{ tices, generalmente involucran matemati­

cas muy complejas~ si la geometria del elemento no es simple, 

por lo que su obtención analítica se dificulta grond~mente. 

Existen varios met.odos experimentales alqunos de los cua­

les son: strain gage, barnices frágiles, linea~ de Muaré, y la 

fotoelásticidad 

...... 2.-



En este trr;bajo se utilizo el método fotoelástlco, va que por 

sus caracter!sticas mi pasible emplearle en el salón de clases para 

.:istrar cualitativamente la distribuci6n coAlphta de lr:is esruerzos 

én un modele. 

La fatnelesticidad emplee lllOdelos de 1119terisl transpal'ente, 

usualmente pl¡sticas. Los 111odelos, que til!nen una feOllli!tria simi• 

lar a la ~l prototipo que se requiere .studlar,secolocan en un 

c911po de luz poleriz11da, produciendose entonces patrones carac­

ter{stir.os l!n la imagen del modelo. El estudio de estos patrones 

nos permiten conocer la cistriblll:ién de las esfuerzos en el prt1-

totipo. 

Los elementos de 6ptica que sen necesarios para entender el 

efecto fotoelástico serán expuestos en el cepf tulo I, mientras qUti! 

el cepi tulo 11 serlt dedicado a explicar las basas de la fotoelas­

ticided. 

En el capitulo III se e>eplicará el dispositiv• v los modelos 

de que consta. Este equlrio iw quedara en la facultad para que los 

profesores, l!n sus catedras se auxilien de 'él. 

Se incluye además un anexo, en el que se da un repaso de los 

fundamentos de la elasticidad. 



C A P I T U L D .I 

PARTE A 
PRINCIPICS ~E ocTICA 

I.1 LA NPTURALEZQ DE LA LUZ 

(Resumen histórico) 

Hasta aproximadamrnte la primera mitad del siglo XVII, 

fué creencia gEneral que la luz consist!a en un2 corriente de 

corp:~sculos, los cuales eran emitidos como proyectiles, alejan­

dose en linea recta, penetr;:n:jo en las sustancias transparentes 

V rebotando en les cuerpos ~cacos. 

En 1é7r Christinn nuygens rlemnstró que las leyes de re­

flexión y refracción podfan basarse en la t.eorfa ondulatoria, 

proporcionrndo con esta, ader.:ás une in terpretaciór. sencilla del 

fenómeno de la doble refracción, recién rtescucierta. 

En 187:! . el f!sico escccés James Clercl: Maxwell demostró 

que un circuito oscilante poéia radiar ondas electromagnéticas 

v la velocidar de propagación de ellas resulto ser aproximada­

mente i~utl e la VElocidad ~e 18 luz. 

Helnrich Hertz quince af.os mas tarr.e logr! producir on­

das d~ corta longitud, de in~udable oriqen electromagnético y 

demostró que pcsdan tocas les propiedades de le luz 1 es decir 

pod!an ser reflejadEs, refractadas, etcéte~a. 

En 1i;n5 Einstein ampliá !a idP.t1 proruest.2 por Planck cin­

co años r-mter:: y pcstuló quP la enrrg!a cie un haz de luz, en 

lu~ar de estar distribuida por Pl esracic en los campos PlÉE_ 

tr1co y maqn~tico de: una ronda electromagnética, estaba concen­

trada en per¡ueños paquet!"s o ~otonr:s, pudiendo con ello exoli-



car el mecanismo del efecto fotoeléctrico. 

Seg6n Einstein el efecto fatof'l~ctrico consistía en la 

transmisión dP la energía de un fotón a un El<ctrón. 
~~iliken demostró que la energía cinética dE· los fotoelec­

trones coincidía con la fórmula propuesta por Einstein. 

En 1921 A. H. Compton logró determinar, rl movimiento de 

un fot6n y un electrón antes y deEpués de un choque entre ellas 

encontrando que se comportaban como cuerpos materiales que te­

nian rnergfa cinética y cantidad de movimiento, cuyas dos m2g­

ni tudes se conservaban después del choque. 

Actualmente el punto de viste de los f!sicos, es el de 

aceptar el hecho de que la luz tiene una doble naturaleza. 

As! los fenÓmt!nos de propagación de la luz encuentran su 

mejor explicación dentro de la teor{a ondulntoria Flectromag­

netica, mientras que la acción mutua entre la luz y la materia 

en los procesas de absorción y emisión se consideran un fenó­

meno corpuscular. 

Un comité de la 110ptical Society of Americe" he propues­

to la siguiente definici6n: "La luz es aqu~l aspecto de la e­

nergía radiante que un observador humano percibe a través de 

las sensaciones visuales, producidas por el estímulo de la re­

tina del ojo". 

I.2 LA VELOCIDAD DE LA LUZ 

(Resumen histórico) 
Antiguamente se cre!a que la luz tenia una velocidad infi• 

ni ta, pero en 1675 el astr6nomo danés Claf Roemer en virtud de 

sus observaciones sobre uno de los satélites de JÚpi ter obtuvo 

un valor de: 3.1 x 108 mis. 

Fisenu can un dispositivo de su invención, en 1849 obtu­
n 

vo un valor de: 3.15 x 10~ m/s 

Foucal t mocli ficanco el cisposi ti va de Fiseau puco compro­

bar que en el egua la velocidad de la luz r:s menor que cm el 

aire (la teor{a corpúscular exige nuP. esta sea mayor, por lo 

que Pn rn tiempo se tomo como una prueba concluyente de lo frü­

sedad de lo teor!a corpúscular). 

.... , .... 



Albert A. Michelson can el dispositivo de Fouc'Jl t realiz6 

medidas mas precisas, y sus Últimos experimentos fuÉron comple­

tados en 1935 por Pe<Jsr; y Pearsan, quienE's obtuvieron un valor 

medio de: 2.99? 740 x 10
8 

m/s. 

W. C. Andersan entre 1937 y 1941 dio como valor Óptimo: 

2.997 760 x 10
8 

m/s. 

En 1953 Dumond y Cohen analizando los valores obtenidos 

hasta entonces dieron como valar segura: 2.997 929 x 108 m/s, 
8 atribuyendale un error de +0.000 008 x 10 rn/s. 

La teorfa electromagnética predice que la velocidad de la 

luz esta dada por: 

Donde: 
• 82 

"9= 41't X 10-7 N 
c2 

'º = 
1 8.987 5 X 109 c2 

4it N • m2 

De donde se cbtiene: 

c = 2.997 9 ! 0.000 1 x 108 m/s. 

Que como se puede ver esta en excelente acuerdo con el 

valor propuesto por Oumond y Cohen. 

I.3 TEDRIA DE ONDA DE LA LUZ 
Esta teo:r!a asume que una furnte luminosa no emite parti­

culas materiales o corpúsculos que viajen como proyectiles a 

trav~sdel espacio, sino que la fuente da al medio circundante 

1.11'1 conjunto de vibraciones, las cuales son transmitidas sin 

cambia en su magnitud y dirección e las partículas vecinas (el 

media hipatetico en el que lac vibraciones san transmitidas es 

llamadr ~ter, cuyas partfcules est~n rigidamente conectada!" en­

tre si, llenrndo todo el espacio, de tal manera que a excepc.!_ 

éin de los cuerpeo opacos, la vibraci~n se transmite por este 

sin cambio). 

Las vibraciones viaj<;n en el espacia como andas tram:.ver­

sales, o sea que los desplazamientos son r.erpendiculares al eje 



de propagación del tren de ondaE. 

La figura 1.1 nue::-trP P.souem?ticemente una andogÍrdPla 

onda transversal. 

ConelderEmns una cue~da forma~a por lor puntos: A, Di C, 

O, •••• , M, en la curl el extremo A est¡ libre y el extremo M 

estr fijo. As1 si movemos rrridemente A haclr:: arriba, el movi­

miento se transmitira a B, de B 8 C, y ad sucesivé'mente (en 

la figura alcanzó hasta D)¡ si ahor- bajrmos r2pidemente A, el 

movimiento será como el indicado en la fir,ura 1.1c. Si repeti­

mos alternadamente los movimientos de A, obtendremos una onda 

que avanzara hacia M. 

A • D T 
e E e ¡ 

~ .l 

¡ 

1 
Fi9ur11.'I 

! 

En el movimiento de onda solo lo energía se transmite; a1 

en un inst2nte dado una onda esta en la posición: ABCDE (figu­

ra 1.2). Despuh de cierto tiempo ocupara la posición: A' B'C'D 'E' 

siendo las dos ondas de la misma forma. 

~ ---····---, 

r...,,. 1.z 



Considrran~o la nomrnclatura indicoda en le figura 1.3, 

el desnlazemirnto p2r· une posición z estriró darlo por la ez­

presi6n: 

1.1) 

DondF: 

s = 8 CGS ~ ( z - vt + e ) 
..t 

S rna~~itud del desplazomiento 

z = diEtancia a lo largo del eje de propagación 

v velocidad de prop?g2ción 

a = amclitud ne la vibración 

A = lonoitucl de onda 

t = tir.mpo 

e = ccn:~antE 
En el caso dP luz mon:-cromátic:a y bajo circunsbncias es­

peciales rn las que z y e pueden ser cero, la ecuación puede 
simplific;,rsr a~ 

2irv s = a CDS -¡- t = 8 cos ( 2 n f) t 

1.2) • ••• s a CDS pt 

La const2ntE p indica la dependencia con ~l color de la 

luz (su frEcuencia). 

z 



I.4 TEORIA ELECTRO~nG~ETICA DE L~ LUZ 
Ue acuerdo a esta teoría la luz es consid~redn como una 

perturbación electromagne:icn. 

Las perturbaciones electrr.m29néticas se consideran corno 

una com¡::osición de dos efectos, uno eléctrico y otro mc;gnéti­

co, lo:. cueles existrn simultaneamente en planos perpendicu­

lares entre si. La linea de intersección de los ros phnos es 

paralela a la dirección del rayo de luz. 

Los dos efectos corresrionden a ondas trrnsversales y pue­

den representarse nor vectores, el vectcr electrice es consi­

derado como: el vector luz. 

La figura 1.1, muestra la represent2ción electrom;:ir¡netica 

de la luz (solo una onda), el vector E?léctrico e:=:ta en el pl!?., 

no XV y el vector magnético esta en el plrno XZ, le rirección 

de propagación es en 12 del eje X. 

fipra 1.c 

La sensación de color es debida a la frecuencia del tren 

de ondas, siendo una frecurnciP pera cada color.Sin embargo, 

es común ~escribir a los colores con su lcngitud de onda. La 

relecién entre frecuEncia y longituH dP. ond~ es: 

1.3) .••• 
e 

A= f 
Donde: e = velocidaCT de la luz 

f = frecuencia 

A = longitud CE onna 

La luz blanca esta formada por una cambinacion de todas 

la~ longitudes dE anda. Longitudes '"'e ond2 de los colores ti­

picos san: 

Vial eto 42C[l i:\ Verde '?•3QC ~ ~Jarc:nja 6000 R 
Azul 4700 Amarillo 5[193 Raja 660[1 
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I.5 SUPERFICIE DE ONDA• fRUJTE DE ONDA, RAVO Y El PRINCIPIO DE 

HUVGENS. 

Utilizanrlo la tcoria de onda que es la que mejor explica 

el fen6mEno de polarización, que es básica en fotoelasticidad 

haremos las siguientes definiciones: 

1) Suoerficie de onda: Se define como el lugar de los puntes 

man alej<Jrlos que las perturbaciones h<on alcanzado en un ins­

tante dada. Obviamente si las velocidades con las que las on­

das viajan son iguales en tedas direcciones, la superficie de 

onda será una psfera cuyo di~mctro aumenta con el ti8mpo. 

ii) Frente de onda: Es un ¡:-:lana tangente en un punto p de la 

superfici~ de onda. 

lii) Rayo: Es el vector que une la fuentP. y el punto de tan­

gencin dP.l frP.nte de onda, de otra manera: un rayo representa 

la linea de propagación de lE onda. 

Principio de Huygens 

El principio de Huygens establece que todas los puntos de 

una superficie de onda son en su momento fuentes de nuevas per­

turbaciones. Así todos.los puntos de una onda esférica produ­

cen nuevas superficies de onda de forma esférica, y la envol­

vente de estas será la nuev~ superficie de onda. 

El r.rincipio de Huygens está ilustrado en la figura 1.5 

... u 

I.6 REFLEXION V RErRACCI~N 
Al incidir un haz de luz sabre una s1,1perficie parcialmen-· 

te reflejante, una porc16n del ·hez es reflejada y otra pasa e 

trav~s de la superficie (es refractada). 

las leyes 6pttces que rigen el comportamiento de los r!!., 

yos estan ilustradas en la figura 1.6. 



Para el caso de reflexión: 

1.3) .... i = r 

Los rayos incidente y i·efle jedo . se encLirentr<m en un mismo 

pleno con la normal. 

Para El caso de refracción: 
srn i v1 

1.4) .... --= sen r v2 

Esta ley as! expresarfa se le conoce como: "Ley de Snell" ~ 

v1 y v2 son las velocidades del rayo incidente 1J refracta­

do respectivam2nte. Lo constante n 12 es el indice de refracción 

para los des medios. 

El rayo incidente y rEfractaGo se encur:ntran en un mismo 

plano con la normal. 

A el indice obtenido entre el vacio y un medio dado se le 

conoce como: "indice de refracción assoluto", para el medio. 

Matem,ticamente el indice absoluto se expresa como: 

Si consideramos dos medios de indices n 1 y n2 entonces: 

De donde 

1.5) .... 

e n =-1 v1 

podemos deducir: 
n2 v1 
---=-= n n1 v2 12 

Como la velocidad de i, luz en el vacio es ~xima,el incli­
ce absoluto es mayor que la unidad (para el aire y los gases muy 

cercano a la unidad). 

La velocidad de la luz disminuye con la dP.nsidad del medio. 

As! para un rayo viejando de un mFciio poco denso a uno mas denso 

el !ndice se:.-á mayor que la unidad, y pera un rayo viajando de 

un m8dio denso 2 uno meno~ denso el !ndicr. ser~ menor que uno. 



I.7 HJTEHFERENCIA 

Si suponPmos que las dos fuentes de onda en los puntes A y 

B, de la figure 1.7. producen ondas identicas; entonces si jun­

tacemos lc:s das orir'as, estas se; reforzarían entre si. ya que las 

crestas de la onda A se sumar!an a las de la on~a B, dando como 

resultado una onda con crest¡¡s iguales a le suma de las clos,. Es­

te es el denominado casa de interferencia constructiva. 

Ahora s! retrasaremos la onda 8 en media longitud de onda• 

al sumarse las las dos ondas estas se anularían, ya que las cres­

tas de la onda A so surn2rían a los valles de la cnda B, anulan­

dose entre si. Este es el caso de interfe~encia destructiva to­

tal. 
En general si las ondas estan defasadas ¡m: o, A., 24, etc., 

las onda' se refuerzan; pero si estan defasadas en: J..¡2, 3 ..\/2 1 

etc., se anularán. 

• • 

•• • 

FrdlA 1.7 

l 



I.6 LUZ ORDINARIA 
De acuerdo a la teor!a de onda de la luz, un haz proveni.en­

te de una fuente, tal cerno un2 lampar2 incnndPcrnte o lo lu;: rle!l 

sol, consiste de ondas transversales de carácter caótico 1 estn ES 

de frecuencia y oriEntacián variablr.. 

La figura 1.8 ilustra la representación común de la luz or­

dinaria. Le direcci6n de propagación es perpendiculer al r.lano 

del papel, y los vectores representan la amµlitud de la vibraci­

ón, estos vectores se canecen como vectores luz. 

1.9 LUZ POLARIZADA 
Es posible intror'ucir un orden al movimiento caótico de la 

luz ordinaria, restringiendo el movimiento caótico de sus onct~s, 

a travectorias bien definidas (aunque ello implica una rerlucci6n 
en su intensidad). 

A la luz que tiEme un movimiento ordE'nado se le conoce co­

mo: 11Luz polal'h1ada 11 • 

Al proceso de recti ficaciéín que imparte un orden a las vi­

braciones, se le conoce como: 11Polarización 11 

La polariza·ción es efectuada medi,,nte dispositivos llamados: 
11 Polarizadores". 

La polarizaci~n se puede obtener con tres formas, estas son: 

e) Polarizaciéín plana.• Se dice c¡ue la luz es plano-polarizada 

cuando el vector luz es confin?do a un solo plano. 

Al plano dende se confina al vector luz se le conoce como: 

plano de vlbraci6n. El plano perpendicular a este se le conoce 

como: plano de polarización. 

La figura 1.9 ilustre a la luz pl2no-polarizada. 

La luz ordinaria puede considerarse como formada par un nú­

mero infinito de componentes plano-riolerizadas cuyos planes de 

vibrec16n tienen todas las orientaciones concebibles. 



b) Polarización circular.- En este tipo de polarización el vec­

tor luz gira alrer!edor del eje de propagación, permaneciendo su 

magnitud constante. 

Si rn2rcaramm; la trayectoria del vector luz a lo largo clel 

!!'je de nropagación, esta sería una helic:e c_Jrcular, a si la vie­

rrnnos descle un plano perpendicular al eje de propagación esta se­

r!a un cf rculo. La figura 1.10 ilustra este tipo de polarización .. 

....... ni 

e) Polarización elíptica.- La polarización el!ptica es escencial­

mente Ir misma que la circuler a excepción de que a qui el vector 

luz cambia periodicamente de magnitud durante la rotación, des­

cribiEndc una belice elíptica, como ~r2yectoria. 

La polarizaci~n elíptica es ilustrada en la figura 1.11 • 

•• ,. 1.11 
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PARTE B 

POLARIZAOORES 

I.10 PCLARIZADCRE~ DE ílEFLEXICíl V REFRACCirN 
La forma mas simple de producir luz plano-palariz2da ES por 

hc::cer incidir un haz d" luz ordinaria sobre una superficie dE vi­

drio (a de un materi~l parecida), con un ~ngulo tal, que los ra­

yos de los hacl:!s reflejado y rEfractado forrn:-n un ángulo de 90° 

entre si. En estas condiciones de incidencia el haz refleja~o se 

encuentra plano-polarizado con ru plrno de vibración perpencicu­

lar al plano de incidencia. 

Asimismo el haz refrectado está plano-pole:rizado con !::U pla­

no de vibración parBlelo al plano de incidencia. 

La pol<1rización por reflexión y refracción se Encuentra ilus­

~rada en la figura 1.12. 

'9ni.n 

El ~ngula de incidercie varía de acuer~o al ~aterial aue se 

utilicP, el indica~a en la figura es para el vidrio. 

Utilizando el hecho de que las haces reflejado y refract2da 

S!:: encuentran plr-no-polarizaoas se puedEn construir di~positivos 

polürizadcres, dos de los cuales e!:ten iluotr2das en la figura 

1.13. 

Sin embrrgo, Pt.tas eouiros tif'nden a ser muy valum',ncsor y 

muy costosas, además de aue funcionrn co:;:-rec';rmente salo si el haz 

estr bien colim~da, v En el gngulo dE incidEncir cnrrecto. 
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I.11 FrLfRIZA~CR DE REJILLA DE nL~MBRE 
Este aparato consta de un conjunto de finos alamcres colo­

cados paralElamente, como sr incicn en la figura 1.14. 

Sienco los alambres de gron concuctividad para les cF~pob 

eléc':ricos parC'lE'loc e ellos., tales cEJmpos producEm corrientes 

eléctricas en los alcmbres, trrmsform; ncfose estas en calor debl 

do a lr pequeAa pero significativa resistencia de los ~lambres • 

....... t.14 

t:in embEr!]o, debido a ·1ue er los esp6cios entre los alam­

bres no hay con~ucci6n, nQ hay flujo de corriente perpen~icul2r 

a ellos. As{ puF:slos cr.mro~ eléctricos rerpendiculares a los 2-

lem~res no producen co~rientes ni pierden energ!a. 

Entonces si r.olocamos 12 rejilla frente a un hez de luz ne 

pol2r•_zarJ2 se ·'isira 12 snergiri ele une de las comr.C'nentaE y per­

mita <- le otro pasar sin disminución. 

La cornpcnente transmitid2 es equell~ cuya direcri6~ de vi­

brrcián elrctrice sen perr.r.ndicular n les aJEmb:es. 

El grosor y la sen8raci5n dR le~ alambres ctebe ser menor a 

une longitu~ de en~:-, es! rcr ejemplo se necrsitan alre~e~or ~e 

:30 Or[l ola;,1trco pcr;- l-2cr_r Uil pol;•rizador apenas m2yor r¡ue una 

E~~rmpillB d~ ccrrFos. 



t.12 POLARIZADORES DE DOBLE REFR~CCION 
Existen sustancias transparentes cristalinas que aunque son 

homog~neas, son anis6tropas; ~e decir sus propiedades 6pticas san 

diferentes en las distintas direcciones. Los materioles que pre­

sentan esta propiedad se dice que san birrefringentes o que pre­

sentan dable refracción. En estas cristales, cada frente de anda 

origina dos series de andes secundarias, una e.fe 12s cuales es es­

férica y la otra es un elipsoide de revolución. 

En algunos cristales existe una direcci6n particular, llama­

da eje Óptico, en la cual las velocidades de las das andas secun­

darlas son iguales. la figura 1.15 ilustr• lo que sucede para las 

diferentes orientaciones drl eje Óptico. El avance de las andas 

se determina par el principio de ~uvQens. 

1 

~ -- - ~-¡¡· 

~ 

1 ' ,., 
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Al raya que es desviada se le conoce cama .rayo extraordina­

rio, ~iertras que el que na lo es, cama rayo ardin~rio. 

La experiencia ha demostrado que los haces ordinaria y ex­

traordinari~ están plano-polarizadas, en direcciones perpendicu­

lares entre si. En consecuencia si tuvieramos un medio para se­

pararlos tendriamos dos haces de luz pleno-polarizada en dos di­

recciones distintas. 
Un metodo para separarlos consiste en utilizer un prisma de 

Nicol; este prisma es un cristr.l de Espata de Islandia o c2lcita 

(Ca co3), cortado en un plano diagonal y después pegada; co~un­

mente se utiliza como pegadura al bálsamo de Canadá, el cual tie­

ne un !ndice de refraccl6n tal que el raya orc:liner1a se refleja 

totalmente, mientras que El rayo extraordineria se transmite, de 

la manera innicada en la figura 1.16. 



EJE ()l'TICQ I 
ne;, t.JI El polllrirador lit Nkol. El pbno p1q1l'Jlb lad1c;a ~ ~ lid 
cdlca1 de aklia dcmde tur 1rpando m clm, h:abUl!Cbc tlllfdo • aiarTa 
- ~ lle Canaü. U9 cualro ..., lalnales • nc.lxea coa pbitura 

-sra-

Existen otros polarizadores que utilizan al cristal de cal­

e! te como son: El de Glan-Foucel t y el de '1!ollatson, que están 
ilustrados en la figura 1.17. 

rr..U7o u Jl'llnliaW de c1a ... r .. aar1. a.. ...,. •micalllil llllUaon ta 
tllmrila *' eje .,... 



I.13 POLARIZAOORfS DICROICílS 
Ciertos cristales birrefringentes como la turmalina absor­

ben con mayor intensidad una de las componentes secundarias. A 

esta propiedad se le conoce comn: dicroísmo. 

La rigura 1.18 ilustra el fenómeno del dicrofsmc. 

F¡pa 1.11 
Sin embargo, la capacidad de absorción en la turmalina es 

grande en embos planos, as! entonces el haz plano-polarizado 

transmitido está 111Uy disminuido en su intensidad. 
Además la turmalina presenta una alta selectividad en las 

longitudes de onda que transmite, con lo que la luz transmitida 

sale altamente coloreada. Por lo anterior y porque !!Clo se pue­

de obtener en dimensiones muy reducidas y es muy costosa, la 

turmalina ha caido en desuso. 

Existen otros cristales dicroicos que no tienen los incon­

venientes de la turmalina, uno de ellos es la herapatita (lla­

mada as{ por Herapath, quien la descubrió en 1852). 

Le herapatita es una sel compleja que contiene: quinina, 

Acidn h1dr1Ódico y ~cido sulfúrico. 

Los cristales individuales de le herapatita tienen la ror• 

lllB de egujas muy delgedes, sue diámetros son menores que una 

longitud de onda de la luz visible. 



I.14 LA LAMINA J 

El primer polarlzado:r Polaroid (Polarcid es una marca regis­

trsdaJ fÜe le lálwina J. Se fabricaba orientando los microcriGta­

les de herapatita en une placa de acetato. 
la orientae16n de los microcristeles se efectuaba haciendo 

MrU1 suepensi6n de ellas en une solución al teniente visease de ace­
tato de celuloma, e le QUe se sometí.a a un proi;eso di? flujo uni­

forme, pera for111a:r plecas en les CU81ee lns metales SI! ol'iente-­

ban por si mismos, en le dirección del flujo. 

En la parte final del proceso el solvente es evaporado para 

obtener una placa rigide. 

Al elineerse los pequeñors cristales actúan colllO uno solo; 

esto es, une hoja de plástico que contiene millones de cristal~s 

alineados, actúa col'llCl un cristal de grmn longitud y anchUl'aa pe­

ro de muy poco espesor. Esto es casi ideal, ya que un pequeño es­

pesor de, por ejemplo, a .naos pulgadal!1, P'l'CJtlOl'dana une buena re­

lación entre le gran absorción c:le la componente que no se desea 

y le alta translllisión de le COlllfJDnente que s! se desea. 

Le l'i!ZDn principal de que se haya dejado de usar rue el pe­

queflo defecto que tente. los cristales de diámetro arayor de una 

longitud de onde de luz, de alguna manera disipaba la luz. Pero 

le producci6n de cristales más pequeños resulta muy costosa. 

1.15 LA LA~!NA H 
En la actualidad el pclarlzador más popular es le l~mina H, 

inventada por E. H. Land en 1938, diez anos después de haber in­

ventado la lámina J. 

· La lámina H, puede considerarse una versión qu!•ica del po­

larizador de rejilla de alambre. En lugar de utilizarse delgados 

alambres se utilizan moléculas (largas c~dl'ftas de molécules poll­

llll?res, Que contienen átomos de yodo). Estas !IWllécules se alinean 

casi perff·ctamente, paralelas unas con otras, y debido e la con• 

ductividad de los átomos de yodo, se absorbe ruerte111ente le com­

ponente d~ la v1braCi6n eléctrica paralela a las moléculas. la 

componente perpent1iculer e les .,lfcules pasa a trav~s de ellas 

con muy pece ebsorci6n. 



Se utiliza un procedimiento ingenioso pera alineaP las mo•. 

l~culas •conductoras•. la fabric~ct6n empieza con una.1BI'9B ho· 

ja transparente de un plástico que se estira eon racilidad y es . 

qubñca111ente activo (gene:rab1ente alcohol polivin!lico). La t.o­

ja se c¡¡lienta y 1 enseguida. se estira r~pidllllllNltP · haate que -a1- ·· · 

canza una longitud que ~s verlas vecee la original¡ •l elargar­

ae le mavor!11 de inolfcules, que origln•lmtintE tenf an erientec:ia­

nes el azar, giren hasta tener cas1la1111Slll8 dlrec:cl.Óri; a saber, 

la dlrecciéín in las ruenss de estiramiento. Ea d1 rtcil concebir 

un mer:lia llá• rápido v simple pera alinearlas. El metodo no es 

del torlo rrerrecta; por ejemplo, las l!n~ss c¡ue 1ni.ciallll?flte eran 

p•rpendieulares e la dirección del estiramiP.nto na giran. 

Le hoja suave y !'ledble obtenida del proceso de estirado 

se pega a una hoja rigide, de acetato de celulosa por ejemplo, 

a fin de impedir que se contraige. 

fl siguiente paso es sumergir le hoje en une soluci6n rice 

ll'O yodo, para ""1l' este se l'ije iml tanda e la!! moléculas anfitrio­

nas. formendo e eu vez largas y delgadtls cadenas de.&tcmos. 

Finalmente la hoja se lave y ~e corte a la medida. 

Las fugas de luz en la direcci6n no deseada se pueden redu­

cir al aunrenter la c:sntic:taci de vocta, pera desafortunadamente 

tamb1~n se reduce la intensidad en la dirección deseada. 

Los valorea de transmisi6n de ~stes placas. comercialmente 

sen: 39%, 32%, 22%, para las placas lft-38, l-fJ-32 y HN-22, res -
pact1vamente 1 esta Última impide virtu~lmente el paso de la luz 

visible. 



CAPITULO II 

r o T a [ L A s T I e I o A D 

2.1 INTRODUC:CION 
La ratoelasti~idad es una técnica experimental empleada en 

el análisis de esfuerzos, en la cual se emplean modelos de pro­
totipos. hechos de un plástico transparente apropiado, y un cam­
po de luz polarizada. 

Le interacci6n de la luz polarizada v el modelo, e!Ste Cil ti­

lllO bajo la acción de cargas similares a las existentes en el pro­
totipo, produce en la imagen del modela un conjunto de bandas os­
curas y brillantes (o colÓreadas si se utiliza luz monocrom6tica 
o luz policromática, respectivamente). Al conjunto de bandas se 
le conoce cama: •Patrnn de esfuerzos" 

De la observación directa de los patrones dir esfuerzo se pue­
den localizar zonas de alta y bajo esfuerzo, con el fin de bus­
car reduc1rlaconcentrac16n de esfuerzos, o retirar material de 
las zonas de bajo esfuerzo, psra reducir el peso del elemento. 

Ve que generalmente! los esfuerzos debidos a cargas estl'rnes 
en un sistema bidimensional de esfuerzos eon funci6n de le geo­
métria del prototipo y de le distr1buci6n e lntensidat'I de las cer­
gE!I, los patrones de esfuerzo del modelo son iguales e 1015 rlel 
prototipo, en una escala proporcional. 

Algunes ventajas de este initodo son: 
1.- Obtenc16n de una imagen total de le distr1buci6n de esruer­
zos cortantes en el.prototipo. 
2.- Medición de los esfuerzos en un punto y consecuentemente le 
poeibilidad de obtener velares pico en regicn!!s de al to esruer:ro 



'.!.- Determinaai6n de esfuerzos en problemas que no pueden ser re­

suel tus enallticemente. 

4.- Se obtienf'n fecUmente resultedos cualitativos respecto azo­

nás de al to y bajo est"uerzo, o para los cambios en le distribución 

de esfuerzos causados por alteraciones menores en le forma del UICl­

delll, uyuchlrldo esí B eni::antrar un dise"o 111Bs satist"actario. 

Algunas desventajBl! eon: 
1.- Siendaunmétoda 1nd1~, ee requiere del uso de llDdelos, y 

la subsecuente 1nterpretucl6n de resultados. 

2.- Su aplicación en maclelos bidimenaiormles es relativa11ente sen­

cilla, pe:ro en modelos tridimensionales se complica. 

3.- No provee i11f'oJ'lllacién relativa e condicicnea de superficie ca• 

mo son: co?Toe16n, marcas de maquinado, etc~tera. 
r..- lllo provee· tnrarmscHin relativa a esfuerzos residuales e su re­

d1str1buc16n. 

2.2 PLACAS DE ONDA 
Placas de ciertos materiales como la 111ica, tienen le propie­

dad de resolver l.! luz (cuando esta incide normel111ente) en dos com­

ponentes c¡ue ee tram!miten en planos ortogonales. Es decir, estas 

placas son birrefringentes. 

Las pl'tlpledades 6ptlcas de les dos componentes en general 

son diferentes, esto ee, las dos cOlftPonentes se trensmi ten con 
velocidades distintas. EntoncH, cuando las dos vibniclones emer­

gf!fl de le pleca, tienen una dit'eriencia di' fase·, le cual es pro­

porcional al eepesor de la pleca atravezade por la luz. 

· Plecas que poseen esta caracterbtice san llellllldes: plecas 

de onde o de retardo. Se les designa de acuerdo al rlll'tardo rela­

tivo que producen en les ondas componentes. 

Por eje111pla, sl pare une longitud de onda de luz, n tiene 

un desplazamiento reletlvo de un cuarto de longitud de onda, es­

te pleca ee designad como: "placa de cuarto de onda" o "pleca ..t/lt" 

o si, el retardo es de media longitud de onde, 11er6 une pleci;i di! 

medie onde o pleca A/2, y asi sucesivamente. 
Se debe notar que, une place puede tener un retardo esrieci fi co 

pera une longitud de onde dede, .Pero p2re otras longitudes de º""' 
de puede haber una Úgere verieci6n en la frecc!lin de longitud. 



La Figura 2.1 muestra gráficamrmte como una placa A/4 divi­

de un haz de luz que incide nor1t1almente en ella (el haz es mono­

cromático plano-polarizado), en dos cornonnentes y las defasa un 

cuarto de longitud de onde. 

La luz monocromática pol~rtzada que entra en lo. pleca, con 

un ángulo de 45° con los pl2nos de transnrisión de la placa, cc­
llO se indica en la figura 2.1b, es %esuelt<! en dos c:omponl!fltes 

de igual ntagnltud (figura 2.1c). Al salir de la placa tie~n un 

retraso relativo de un cuarto de longitud de onda, pero sus ampli­

tudes son 1gu2les y están en planos perpendiculares. Estas ondas 

están representadas por los vectores de la fiºura 2.1d. Si los 

combinamos, el vector resultante es igual a: 

!. 1) • • • • Resul tant'e =J,_{ _7t_ª_se_n_p_t_) 2-+-( -_,-ª-c_o_s_p_t )-2""' 

e ., 7 

• 72 sen pt 
= = tan pt i CM pt 

2.2) •••• ten e 

De lo que se deduce que e es próporci'onal al tiempo t, lo 

. cual indica, que el vector luz permanece constante en empli tud 

y gira uniformemente con el tiempo. Esto corresponde e la defi­

nición de luz circularmente polarizada. 



2.J LEVES FUNDAMENTALES DE LA FOTOELASTICIDAD 
Algunos materiales como el vidrio, celuloide, bakelita, re­

sinas poliester y resinas epoxicas, exhiben birrefringencia tem­
poral al ser sometidas e esfuerzos. Esta birrefringencia depende 

de le naturaleza R intensidad de las cargas, as! al desaparecer 
las cargas esta también desparece. 

Pan una incidencia normal de un haz di! luz polarizada en 

placas planas, sujetas a esfuerzos planos, dentro del limite elás­
tico, la transmisHin de la luz obedece a les rlos leyes b~sicas 

de la determineci6n fotoel&stica de esfuerzos. Estas leyes son: 

1.- La luz es polarizada en les direcciones de los ejes de los 

esfuerzos principales, y se transmiten solo en los planos de los 

esfuerzos principales. 

2.- La velocidad de transmisi6n en cada plano principal depenctE 
de la intensidad de las esfuerzos principales, obedeciendo a las 

siguientes ecuaciones: 

.... 2.3) 

2.4) 

Donde: 

.S, = N 1 N0 A ~ + B "2 

~l"' N2 - N0 ""' 8 a1 + A "2 

.51= cambie del indice de l'efracci6n en el 

plano principal 1 

'2• cambie del !nctice de refracción en el 
plano principal 2 , 

, 1 "2 = esfuerzos principales 1 y 2 

A y 8 = constantes fctoelásticas del material 

N0 "' !ndice de refracci6n en el modele no es­
forzado. 

N'.I y N2 • !ndices de refracci6n en los planes prin­

cipales 1 y 2, respectivamente. 

Restando 2.4 de 2.3 tendremos: 

a,- .Sz = rJ 1 - N2 = (A - B) ( ~ - ºz ) 

2.5) •••• 

Donde C es una constante 6ptica. 

De la ecuación 1.4 podemos obtP.ner: 



2.6) 

O onde: 

~· ... 
w

1 
v v2 .. velocidades de transnriai.6n .,. loa plenois 

principales de esfuerzo. 

• "' velllcidad de trrns•is!lln del 11ed1o dr-
cundante. 

Sustltuyll!ftdo en la ecuacilm 2.s" 11trteneea: 

.... • Cv2 - •1) 
------~. e e •r- - •• ). v1 "2 

EntDflces. la diferiencia de velocirfedesde transmisi6n (v1 -v2) 

(y su J't!sultente diferiencia de fes~) este directamente relacio­

nada a la diferiencle de los esfuerzos principales ( "• - -z ). 

2.4 POLARISCOPIOS 

Los dlsposi tiVlls utilizados pera proveu el campo lle luz po­

larizada y 1!!'1 medio para interpretar el ~ecto fotoelástica en el 

llOdelo, se les ccnace cClllQ: •Polar1sCGJl1o!;•. 

En general hay dos tipas de polartseapios, uno conocido co­
mo: •Poleriscaplo plano•; y el otra cmlOCido CDlllO! WJ'olarlscopia 

circular•. 

2.4.1 POLARISCOPIO PLANO 
El polnriecopio plano es el tipo mas sencillo, consta de: 

una f'uente de luz. un polerizedor, el mddo fotoe16stico y un 
eegundo polarizador lll!IM!do analizador. 

De acuerdo e le posicl6n relativa del l!l'lalizador y el pole-. 

rizador se pu~en obtener dos arreglos de polariscopio plano. En 

le figura 2.2 t?stén representados loe dos tipos. 

En el arreglo de le rigura 2.211, el polarlzador y el anali­

zador están con sus plenos de polanzac:16n perelelos. A este arre­

glo eele conoce como: npoleriscopio plano de CIJl!lpO clero" o ta.., 

b1én collD •Polariscopio plano de ca111po brillante•. 

Le luz plano-r.olerizade que ellll!rge dd polarizedor, el estar 
en el 11ismo plano que el de palar1ZiicU5n del anallzellor, puede 

pesar sin 110d1f1cac16n a trevfs del enelizedor. 

En la figura 2.2b, el polarizector y el enellzador tienen sus 

plenos de polarización perpendiculares, de esta f.orma la luz del 

polarizadar el ester pleno-polarizada en Lm pleno pupendicular 

tJl del analizador, no puede pasar a través do este, l!!'xtinguiendose. 
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~ este segundo arreglo se le conoce como: •Folarisc:opio pla­
no de campo r:rscura•. 

., 

.. ...u 

2 ••• 2 POLARISCOPIO CIRCULAR 

S{ a un polariscopio plano le agregamos dos placas cuarto de 

onda, como se indica en la figura 2.3. El haz de luz plano-pola­

rizado por el polsrizador, se hace circularmente polarizado al pa­

sar por le primer placa cu11rto de Dnda; en 1 a segunda placa cuarto 

de onda se restablece la crmdición plano•polerizeda d!!!l haz perc 

en un plana perpendicular al del pclarizador. El enalizedor, al 

estar con su pleno de polarización paralele al del polarizlldor. no 

peJ'lllite el paso del haz, extinguiendolo. 

A este arreglo se le conoce como: •Polariscopio circular de 

eampo oscura". 

Se debe notar que, loa planos de transm1si6n de las placas 

cuarto de onde son paralelos entre si. 

Le figura 2.4t, muestra un arreglo de poleriscopiacirculer, al 

que se denomine: •Polariscopio circular de cempo claro", o de cam­

po brillante. 

Este arreglo como se puede cbsPrvar, difiere de el de campo 

oscuro, por que el plano de polarizaci6n del analizador esté per­

pendicular al del polerizador. 



.. 
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Existen otros dos arn?glos posibles para loE polariscopios 

circulares. Se obtienen por orientar las placas cuarto de onda de 

tal manera, que sus planos de transrnisi6n sean perpendiculares en­

tre si; entonces, el restablecerse le plano-polarizacion, en la 

segunda placa cuarto de onda, se encuentra en el mismo pleno que 

el polarizar.cr. Cepenrfiendo entonces r:te la orientación del anali• 

zador, se obtendren polariscopios en campo brillante o en campa 

oscuro. 



2.5 CQMPORTAMIENTO FOTOELASTICO DE UN MODELO ESFORZADO EN UN 

POLARISCOPIO PLANO. 
La figura 2.5, muestra esquem~ticamente como la luz polari­

zada (por el polarizador), es resuelta en dos componentes al en­

trar en un modelo esforzado. Les direcci~nes de las dos comnonen­

tes.son l::,s de los esfuerzos principales del modelo. 

Asumiendo que la luz es monocromatice, entonces, el pasar 

por el polarizador es confinada a el plano de polarizaci~n de es­

te, y su amplitud estará dada por (figura 2.5b): 

S = a CDS pt 

Al incidir el haz polarizado en el modelo, se resuelve en 

dos componentes que estaran dadas por: 

2. 7) a coa,,, cos pt (paralela al plano principal 1) 

2.8) .... a sena ces pt (paralela al plano principal 2) 

Donde a es el ángulo entre el plano de vibración original y 

el plano principal 1; como está indicado en la fiqura 2.5c. 

(•) 

(e) 

(1) 

,,, 

.. 
:a•¡t(•-i,) 

acap(1-1,) 

.=:.,. .......... 



Ahora si t
1 

y t
2

, represr-ntan el tiempo requerido para la 

trensmisilin en los planos ririncipales 1 y 2, resnect1vemente. 

las dos componentes salienro del modelo estarán representados 

por les ecuaciones: 
2.,) •••• e CDS a ces p (t .. t1) Ci:;arsleh el plano prtn-

dJlé]! 1) 

2.10) ••• a sena cos p (t - t2) (p~lele al pi ianc prin• 
dl)al lJ 

51 ti ES d espe!!lor del 111Ddelo 11 la l~ de la treyectnl• 

de 111 lUZr entonces: 

t, h h .. - t2 = -v1 v2 

De donde: 
v2 - v1 

2.11) •••• t1 - t2 "' h ( ) 
v1 v2 

V, de la ecusc:i~n 2 .6 obtimernos: 

2.12) •••• t1 - t2 = PI V C ( u, - •2 ) 

Entonces, l!rdiferienciad!! fase p(t 1 .. t 2), es directamen­

te propo:rcional e la dlferiencia entre los esruerzos ( a 1 - ~ ) , 

el espesor de la placa h, y a la constante óptica C/v. 

El anallzador deja pasar solo las componentes que se encuen­

tran en su plano de polarización, las cuales están representadas 

por: 

2.13) •••• a ces o sena cas p(t - t
1

) 

2.14) •••• e sena eosa cos p(t - t 2) 

COiia ambas tienen la misma amplitud y se encuentran en el 

mismo plano (el del enallzador), pueden su111arse algebraica11ente 

y la resultant• s•r~: 

a en a sen a (cos p(t - t 1) - cos p(t -

2.15) •••• 
t - t t + 

a sen 2• sen p( 
1 

2 
2 ) sen p(t • 

1 2 

La intensidad d• le luz es i~ual al cuMJrado de le empli­

tud de la vibraci6n. Un punto oscura se observara en el modelo 

cuando: 

2.16) •••• 
t1 - t2 

a sen 2 a sen p ( 
2 

) ,. O 



2.6 LINEAS ISOCLINílS 
le ecuación 2.16 ee cumple cuanclo: a = O, sen 2 Q = ll, 6 

t1 - t2 
cuando, sen p( 2 ) s O • 

le primera condiClm, a = o, implica qu.e nc:i hay luz, lo oue 

serta el caso trivial. 

t1 - t2 
Si consider1111os qu. 1 11en p( 2 ) J O • 

E:ntonces, 2.15 se cumplirs cuando: sen 21» = O ; l!!sto es, 

el ángulo a tiene valores de oº ó 90°; lo que sucede cuando los 

planos de transmisión del analizador y polatizador, son parale­
los a la di!'l!cción de loe planos principales de esfuerzo. 

En le imagen del modelo apareceran puntos oscuros, en los 

puntos en los que los planos de los esfuerzos principales coin­

ciden conlosplanos de transmisión del analizador y del polari­

zatlor. Eetos puntos eetán unidos et'ltre si, formando lirnPlts con­

tinuas, que se conocen como: "Isoclinas". 

Entrmces una ieoclins se puede definir como: "El lugar de 

los puntos, en los que los esfuerzos princip8les tienen la misma 
d1recci6n 11 • 

51 giracemos el campo de lui polarizada, podriamos obtener 

las direccionPs dP. los esfuerzos en todo el modelo, ya oue en 

algún momento la direcci6n de loa plena!! principales del modelo 

encada punto, coincidlren con los planos de transmisión del po­

larizador y del analizador. 
Algunas propiedades de las linees isoclinas son: 

1.- No se lntersectan, excepto en puntos iaotr6picos (en ellos 

los esfuerzos principales son iguales en todas direcciones). 

2.- Intersectan bordes, solo cuando estos tienen le misma incli­

nación que el páremetro de la isocline (se llama páremetro de la 
i!locline el ángulo que forma con una linee de referencia, uno 

de los esfuerzos) 

3.- Un borde libre recto, es tembi6n una isoclina. 
ti.- Un eje de simetrie, con respecto a la geométria y a las car­

gan, es también una isoclina. 



2.7 TRAYECTGRIAG DE ESFUERZOS 
Las isostáticas o trayectorias de esfuerzos son lineas pa• 

ralelas o normales a las direcciones de los esfuerzos principa­

les, en los puntos por donde esta pasa. 
La figura 2.6 muestra un conjunto de isoclinas, v la mane­

ra, en que a partir de ellas se puede trazar las trayectorias de 

esfuerzo. 

Para trazar las isostatlcas se procede como sigue: tomando 

un punto A (a partir del cual empezaremos a trazar la isostati­

ca) en la primera isoclina, de este punto trazamos une recta con 

una inclinaci6n igual el prom~dio de les inclinaciones de los 

esfuerzos en las isoclinas 1 v 2, y le prolongamos hasta inter­

sectar en 8 a la segunda iscclina, a partir de B trezelArls otra 

recta, con une inclinación igual al promedio de les inclinacio­

nl!S de los esrunzos de las isoclinas 2 y 3, esta recta inter­

sectera e le lsoclina 3 en C; repitiendo este proceso para to­

das las isoclinas restantes, y uniP.ndo todos los puntos obteni­

dos con une curva continue, tendremos la isostaticn buscada. 



2.8 LINE~S ISOCROMATICAS 
Considerando la otra condición, no trivial, para que la ecua­

ción 2.16 se cumpla, tendremos: 

t1 - t2 
sen p( 2 ) = O 

Condición que orevalecera en los puntos en que: 

2.17) ••• 
t, - t2 

p( 
2 

) = O 6 n n 

Inversamente la máxima iluminaci6n tendra lugar en los pun­

tos en los que: 

2.18) ••• 
t - t2 

p( 1 2 ) = i 6 (n + ~),.. 

En general, los puntos en los que el retardo pCt1 - t 2) ea 

constante, forman una 11nea o banda continua. 

Entonces, una banda oscura aparecerá para los valores de n 

de la ecuación 2 .17 1 y una banda brillante, para los valores de 

n de la ecuación 2.18. 

Cuando el modelo es examinado con luz blanca, aparecen en 

su imagen, un conjunto de bandas de colores~ La raz6n de ellas, 

es que cáda color es extinguido en turno, de acuerdo a su lon­

gitud de onda. A estas bandas de colores se les llama apropiada­

mente: "lsocromáticas". 

Las bandas oscuras y brillantes que aparecen alternadamente 

l!f'I la imagen del modelo, cuando se examina con luz monocromáti­

ca, también son isocromáticas, aunque, coll'lunmente son designa .. 

das como: "franjas" 

Las bandas isacromáticas, son distinguidas unas de otras de 

acuerdo al valor de n; consecu~ntPmente, tendremos franjes de or­

den cero, r.e orden uno, de orden dos, etcétera. 

Comnarando 1 as ecuaciones 2 .12 y 2 .17, se puede observar que 

p( 
t - t2 1 

2 ) es proporcional e ( u, - "? ) 

Entonces, el orden de interferr-ncie es proporcional e la di­

rerienc1a de los esfuerzos principales, de ah! que las isocrama­

ticas puedan ser definid.a como: "El lugar de los puntos de igual 

diferlencia de las dos esfuerzos principales". 

Si recordamos que el esfuerzo cortante máximo e~ lguel a la 



,;emlrtl ferienclo c1r lu11 f~of'u1>rzos prinr;l pul PG; prit.rnir.1·!;, unri 1 r111-

r:rom5tica sr. 111mrlP rlefinir cr.111111: "f 1 111r;:>r rl1• 1 ni• riun' rir. rfp !'!;­

fuerzo cortante m5xlmo". 

De la ecuacl6n 2.12, tenemos qu~: 

2.19) ••• 

Donde: 

V f 
( 

0 1 - ªz ) = Cíi ( t 1 - t 2) = ti " 

f = constante de franja del material ( 
1 ri 

h = espesor del material. 

n = orden de interf errncla o de franja. 

lb 
f rnnjo ) 

Al examinar un modelo en un polariscopio plano, con luz mono­

cromática, aparecen simu,l taneamente las isoclinaa v las isocroma­

tices, con lo que se dificulta su 1rlent1f1cac16n. 

Al examinar el mo!:l,elo con luz bh;nca, adem~s de la b.r.llezo 

del conjunto de bandas, se puede identificar co~ mayor facilidatl 

a les isoclinaa, ya que estas aon siempre negras; entonces, a ex­

cepc16n de las franjas de ordf:n cero, las lineas negras son las 

isdclinas • 

. 51 giramos el. campo de luz polarizada, dejando fijo el mo­

• , delo cargado, las isocllnas variaran de poslci6n~' no asl lea lso­
cromáticas, que solo verlan cuando la carga verle. 

2.9 COMPORTAMIENTO. FOTOELASTICO DE UN MODELO ESFORZADO f.N UN 

POLARISCOPJO CIRCULAR •. 

Los diversos planos de v1braci6n implicados en un pelarla-
. ' 

copia circular que contiene un modelo esforzado, hacen que una 

representaci6n gráfica de .. ellos cause confus16n; sin embargo, un 

análisis relativamente simple, puede hacerse por medio de dos die­

gratnas vectoriales; uno dando los planos de v1braci6n, v el otro 

la diferiencla relativa de fase (como los indicados en la figura 

2.?). 
Asumiendo que, la luz circularmente pnlArizada está entr~n­

do en el modelo esforzado, los planos de v1braci6n serón: 

1.- Loa plenos, principales dF· el modelo, perpendiculares f'ntre 

si, en la f.igura 2.?a están represr.ntador. por r.x v ov. 
2.-,Los planos de transmlsi6n ~e la sPgunda placa cuarto de nnda 
que ti:!mbién son perprmd1culares entre st, renrecentarlt1s pn,r OF" 1J 



OC. Estos plenos se encuentran inclinaros un ángulo arbitrario 

con 

3.-
que 

los planos principales del modelo. 

El plano de polari:zaci6n del analizador, representado por DG 1, 
o esta inclinado un angulo de 45 respecto a le segunda placa 

cuarto de onde. 

si la..amplitud máxima de la luz plano-polarizada, producida 

por el polarizador es A; entonces, la luz circularmente polari­

zada emergiendo de la primera placa cuarto de onda, tendra sus 

componentes con amplitudes iguales a: A coa 45° = A/fl.. 

Las componentes que salen de la primera placa cuarto de onda 

tienen sus planos de vibración en los planás ax y ov, y al entrar 

en el modelo produce las componentes OP y DQ, cada una de amplitud: 

OP = OQ = A/Vz 

La componente OP, al salir del modelo, ~reduce las componen­

tes OE y OF en la placa cuarto de onda. V esta's producirán a las 

componentes OH y·oG1 en el analizador. Las componentes perpendi-

culares son absorbidas por el analizador. : 

Similarmente, la componente OQ producirá'lei'.c~mponentes OC 

y 00 en la placa cuarto de onda, y estas a la,s .componentes oa2 _Y 
r .. -OK, en el analizador. 

Las cuatro componentes que pasan en el analizador (DH, OG1, 

OG2 y OK) , deberán ser sumadas para obtener el-' efecto .total. Se 

debe tomar en cuenta que están en el mismo plano, y en general no ,, . . 
están en fase unas con otras. ., 

1 
... ·-·---u·:----·-·-···--•-··•·------·•• '1 

....... 
Y,....' 
f / =:f:.t 
. ' 

,,, 



Las amplitudes individuales son derivadas de la 

recordando que OP y OQ son iguales, por estar la luz 

te polarizada. Tenemos que: 

2.20) OG1 OG2 = OP 45° 1 
= cos e cos = 2 A 

2.21) OH = OK = OP sen e- ·COS 45° 1 
=2A 

figura 2.7a, 

circularmen• 

cos 8 

sen e 

Pera determinar la diferiencia de fase, entre las cuatro com­

ponentes emergiendo del analizador, se tomara coma referencia a 

la componente mas lenta. 

Asumienr:lo que la luz circularmente polarizada, tiene su com­

ponente OQ un cuarto de longitud de onde atrasada de la componen­

te OP, y también que, por razones del estado de esfuerzos en el 

modelo, la componente OQ viaja con unEJ velocidad mas lenta e tra­

vés del modelo, que la componente DP. Subsecuentemente la compo­

nente OC de DQ, viaja en el plano lento de la segunda placa cuar­

to de onda, produciendose as! la componente mas lente de todas, a 

la que designaremos como DG2 , en el analizador. 

Es conveniente: expresar la c:'iferiencie de fase en grados, 

donrte 360° corresponderlín a une longitud de onda. Entonces un re­

traso relativo R producido dentro del modelo corresponnerá a: 

2• 22 ) 360 R = 'P 
A 

Las diferiencias de fase, de las otras tres componentes, se 

pueden deducir dr lo siguiente: 

i) LecomponentF de OQ es OD, lacuel está 90°adelantada, al emer­

ger de la plEca cuarto de onda. Esta componente producirá a OK, 

la cual está en el lado opuesto de OG 1 , y por tanto está 270° ade­

lantada de OG2• 

ii) La componente OP entra adelantada 90° (respecto e OQ) en el 

modelo, por estar circularmente polarizada la luz. Emerge adel en­

tada (90 +"), por viajar en el pleno ráoido del modelo. 

La compcnente OE de OP, la cual viaja en el plano lento de 

la placa cuarto de onda, no tiene ninguna ganancia extre, por tan­

to la comronente OH está (90 + q>) grados adelantada de QG 2• 

111) La otra componr:mte de DP es OF", la cual viaja en el plano ra­

pido de la placa cuarto de onda, teniendo una ganancia dP 90°, y 

la comnonente OG 1 , este entonces, adelantada (180 + 'P) de or;2• 

Los puntos anteriores est~n resumidos en la tablo I. 
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TABLA I 

Componentes Componentes Componentes Componentes 
entrando en emergiendo emergiendo de emergiendo del 
el modelo del 11odelo la segunda analizador 

placa A./4 

oc (90°) oG2 caº> 
OQ (01h oq caº) 

OD (90°) OK (270°) 

DE ( 90° + ") OH (90°+ ') 
CP {90°) OP (90 +91) 

e 1aoº + "') e 1aaº + 9'' OF OG 1 

Para sumar las cuatro componentes de la Última columna de 

la tabla I, nos auxiliaremos del diagrama vectorial de la figura 

2.7b. La longitud de cada wector representa la amplitud de la vi­

bración, y la dirección representa la fase con respecto a la com­
ponente OG

2
, medida positivamente en sentido horario. 

En el diagrama, la resultante de 01'1 y OG
2 

es OL. Similar­

mente, la resultante de OH y OG 1 es OM. Como DG 1 es igual a OG2, 

y OH es igual a OK, OL será igual a OM. 

Es evidente, de la inspección del diagrama 2.7b, que el án­

gulo ROM es igual a la diferiencia de fase en grados. Ahora, la 

componente OL no cambia de fase con el cambio de ri=·tardo en el 

modelo; con lo que, la diferiencia de fase de DM, respecto a OL 

es directamente proporcional al retarda en el modelo~ As!, al au­

mentar el retardo relativo, OM girar~ en sentido de las manecillas 

del reloj, produciendose los características necesarias para la 

interferencia con OL. 

As!, cuando fl = oº, 360°, 720°, etc., las dos componentes es­

tan opuestas entre si, presentandose extinaión dela luz, y cuan­

do 9' = 180 , 540 , etc., las dos componentes coinciden entre si , 

habiendo entonces la máxime transmisión de luz. 
Sumando los vectores de la figura 2.7b, obtenemos: 

2.23) OL =WDG~ + Ol~2 

2.24) C1M =JOG~ + OH 2 

V, de la ecuacion 2.20 y 2.21 

2.25) •••• 



Designando con A" la amplitud resultante: 

1 
A" = (IL sen -* 0 

2 " 
2.2fí} ••• A" A sen 1 • 2 

Finalmente, la intensidad es proporcional al cuadrado de le 

amplitud. Entonces, paraunpclar:scopio circular en cempo oscuro 
tendremos: 

2.27) •••• 

Donde: 

2 ., 
I- = I sen 2 f 

I 11 Intensidad del hez e111ergiendo del analizador 

I = Intensidad del haz planu-polarizada, e~ergien­
do del palarizador. 

Por un procedimiento similar. para un polariscopio de campo 

clero, podemoe Qbtener: 
2.28) •••• 2 1 

I = 1 cos 2' 

En les ecuaciones 2.27 y 2.2s el ángulo e no está involucra­

do; por lo cual, para cualquier o~ientnci6n del modelo, no .hay ex­

tincien de la luz; Pstoes,enunr:0alariscopio circular las líneas 

isoclinas son eliminadas. 

En la tabla II se resumen las principales car2cter!st1cas de 

los polariscopios circular y plann. 

2.10 EWLUACIDN DEL ORDEN DE FRUw.JA 

La determinaci6n del orden de f'renjn en un punto en particu­

lar puede hacerse por cualquiera de los métodos siguientes: 

1.- Localizarle linea correspondi~te e la isocromática de orden 

cero, y a partir de ella contar les siguientes franjas. 

La franja de orden cero puede no distinguirse de las de or­

den ~ayor, al usar luz monocromática¡ sin embargo, cambiando las 

cargas, todos los otros puntos ca~iarán de brillantez indicendo 
un cambio en el ordrn de franja, permaneciendo constante le rran• 

ja de orden cero. 

S{ es inconveniente cambiar la carga, o si la prueba no es lo 

suficientemente sensible, la linee cero puede ser checada, por la 

utilizaci6n dP luz blanca en un polcr:riscopio circular de c11mpo os­

curo, en el cual la l{nea de orden cero es solQ une, representada 



TABLA II 

TIPO OF CON LUZ MO~DCROMATICA 
POLARISCOPIO ARREGLO CAMPO I SOCLINAS CADA ISOCROMATICA EN 

NEGRO REPRESENTA 

Polerizedor y analizador Crden entero de 
can sus planos de trena- oscuro en negro interferencia 
misi6n perpendiculares. 

Pleno Polerizedor y analizador medio orden de con sus plenos de trena- brillante iluminadas interferencia mis16n paralelos. 

Polarizedor y analizador no se orden entero de cruzados y las placas A/4 oscuro muestren interferencia con sus plenos ne trena-
m1si6n perrendiculares. 

í'ol arhador y analizador 
cruzados y lee plecas A/4 brillante no se medio arden de 
con sus planos de trans- muestran interferencia 
mis16n rerelelos. 

Circular 
Polarizedor y analizador 
paralelos y las placas .\/4 oecuro no se orden entero dr. 
con sus plenos de trans~. l'lluestran interferencia 
misi6n perpendiculares. 

Polarlzedor y analizador 
paralelos y les placas A/4 brillante no se media orden de 
con sus plenos de trans- mueatran i nterferencie 
misián paralelos 



en negra con tintes naranja v amarillo a sus costanas. 

2.- Encontrar un punto· isotrÓpico ( 111 : o1 ) , y c~nter les franjas 

e partir de este punto. 
C:on luz isocromática, el punto l!'Stá representado en nec¡ro 

(en un poleriscopic de campo oscuro), y puede ser confundido con 

otros que representan altos ordenes de interferencia. SÍ cambia­

llOS las cargas y el punto permanece oscuro, entonces este será 

un punto isotrópico. st este chequeo no es satisfactorio, o si 

les cargas no pueden ser cambiadas, un examen con luz blanca nos 

dara los puntes isotrópicos en negro, y los de mayor orden este­

ran coloreados. 
SÍ utilizamos un pclerisccpio plano, el punto donde las iso­

clinas se intersecten será un punto 1sotróp1co. 

3.- Cualquier saliente de un borde libre, será un punto 1sotr6-

pico y por tanto, pueden contarse desde este las franjas. Se de­

be tener cuidada, ya que los esfuerzos residuales por maquinado, 

o el llB111ado efecto borde-tiempo (se forman franjas, .. por absor­

ci6n de humedad del medio ambiente, con el paso del tiempo), re­

corren las franjas de orden cero de los bordes. 

4.- Contar las franjas que se forman en una secci6n dada, duran­

te la aplicación gradual de la carga. Este método es muy utiliza­

do cuando lae franjas desaparecen en el borde del modelo o sa­

len del campo del polariscopio. 

s •• Es una veriac16n del ~étodo cuatro. Cuando es posible variar 

gradualmente le carga por un incremento conocida, suficiente pa­

re producir un cámbio determinado en el orden de franje, de un 

punto en particular; se puede determinar el incremento de carga 

por franja, y por una proporci6n directa, calcularlas franjas es­

peradas para cualquier carga. 

En ciertos casos, los esfuerzos de una reglan en particular 

pueden ser calculados anal!ticemente, y su correspondiente orden 

de franje tembi~n se determine y es usado camn referencia poste­

rior, para otras secciones. 



C A P I T U L O III 

EL DISPOSITIVO 

,.1 INTRCDUCCION 

El equipo diseñarlo en este trabajo consta de~ 8 modelos y 3 

marcos; los marcos permiten formar 2 tipos de polariscopios (pl.!!, 

no de campo oscuro y circular de campo claro). 

Los raodelos tienen forma de "U", y en cada uno de sus brazos 

se encuentra una configuración que produce concent:cación de es­

fuerzos. Observendolaimagen de los modelos en los polariscopios 

se puede comparar la magnitud de las concentraciones ne esfuer­

zos que cada conriguracián de los brazos produce. 

El objetivo de los modelos es poder tener una vision clara 

de que la geo111etr!a de un elemento puede producir concentraciones 

de esfuerzos y que esta geometr{a puede modificarse para obtener 

una concentraci6n de esfúerzos menor. 

C:orr los marcos se pretenden dos cosas, la primera es mostrar 

e los alumnos los dos tipos básicos de polariscopios que hay, la 

aogunda es, obviamente, la de poder observar los patron~s ee es­

fuerzo de los modelos. 

3.2 DESCRIPCION DE LCS MARCOS FOLP.RIZADDRES. 

Los 9arcos estan constituidos basicamente de: una pleca po• 

lsroid, une placa A¡4 (adherida a una cara de la polaroid) , 2 pla­

cas de Vidrio y marco de aluminio. Adfcionalraente, los marcos, que 

van e ser utilizados como polarizadores, poseen un mecanismo pa­

ra peder dar carga a los modelos. 

En la figura 3.1a, se muestra un despiFce de un marco pola­

riza(for. 



'lGURA 3.1 

......... 
circ•r 
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Las placas de vidrio se colocaron solo como pro~ección de 

las placas polaroid y l/4, para evitar rayones o huellas digita• 

les. en el momento de su utilización. 

En la figura 3.1b se nuestran los tres lllélrcos utilizados, 

como se puede observar cada uno tiene un nú111erc, en una esquina 

para su irlentificación; siendo ( 1) pera el polerizador pleno, 

(2) para el polarizadol!' circular y (3) i:rara el analizadcr plano/ 

circuler. 

les placas .J./4, tienen sus planos de transmisi6n formando 

45° con el plana de vioración de las pal eroid, a su vez estas ti­

enPn sus pl?.nos de vibración a 45°, respecto a los lados de los 

marco~ comr. esta inrlicado en la figura 3.2. 

lil9not 
• trlnlll'iWdrt 

... --

FUíUllA 12 

3e'3 LOS POLARISCOPIOS. 

Como ya se mensiono se pueden formar dos tipos de polarisco­

pios, lograndose esto por colocar el analizador (3)-sobre uno u 

otro polarizador (marcos 1 ~ 2) 

Si se coloca el marco (3) sobre el marco (1) (la forma co­

rrtrch de colocarlos queda obligada por h1s bisagras desarmables 

colocadas en los costados, ya r¡ue sola coinciden en une pos1c16n) 

tendremos un arreglo df! polariscopio plano de campo oscuro. Esto 

es posible por que las plecas A¡4 quedan fuera del camro de luz 

plano-polarizada que sP. forma entre les plac~s polaroid, como es­

ta indicado ~n lo figura 3.3. 



·-· 
FIGW?A ll 

Si colocamos el analizador (marco 3) sobre el palarizador 

circular (marco 2) obtendremos un arreglo de polariscopio cir­

cular en campo claro. Esto se debe a que las placas polaroid se 

rmcurntran con sus planos de vibración cruzados y las placas A/4 

tienen sus planos de transmisión paralelos, como esta indicado 

en la figura 3.4. 

PIGURA 3.4 



3.5 /\LGltNDS PUNTOS IMfTflTANTES í1CERCA DE LL!S r-1\TRílNES Df ESFUERZ[l 

RecordAremos algunos puntos lm~nrtantes acerca de los pa­

trones de e' fuerzo, quP nc;s avudann a rntenrJer lar- ¡:><:trones que 

ee observ2ren en la imngen de lo~ modelos. 

i) Las franjas que se obtirnrn en lv lm2arn de un ~Qdrlo esfor­

z2do c.:n un pr !- ari scorio cí rcul ar, son conocidrs con1c ism:rcr-áti­

cas o simplemente como •franjas•. 

il) A las isocrornáticas se les rJeftne como el lugar de los pun -

tos de i.gual rliferirncia dE? los dos esfuerzos principales. O, en 

terminas de esfuerzo cortrnte, como el lugar dE: los puntos de 

esfuerzo cort~nte máximo. 

iii) En la im2gen del modelo esforzado, obtenida en un noleris­

copiopplano, se obtienrn adem8s franjas conocidas como isoclinas 

las cuales !ion oscurr.s o brillantes si el polariscopio es de 

campo oscuro o brillante respectiva~ente. 

iv) A las isoclinas se les derine como el lugar de los puntos 

en los quP los esfuerzos principales tiFnen le mism~ dirección. 

v) El orden de franja n es:a relacionado con la diferiencia de 

los esfuerzos princip~les por la ecuación: 

3.1) 

vi) PuPsto que hay el mismo cambio de esfuerzo cortante entre 

cada isncrnmfitica, ~s evidentn que, donde las lineas se acumu­

lan juntandose estrechamente entre si, habrá un alto grridiente 

de esfuerzo, seAaland~se es! una region de alto esfuerzo. 

vii) El orden de franja se tome 8 partir de 12 franj8 de orcen 

cero, la cual aparecl:'rá en la imr.g 0 n del modelo como la fr2nja 

iluminada con luz blanca ( cuando se utiliza luz bl~nca ) y las 

de m~yor orden ser~n coloreadas. Lo anterior pers un polarisco­

pio circular de campo claro. 

En el polarisconio plano de campo oscuro 18s de orden cero 

se. OQservaran en negro ( debe tenerse cuid;,do con las isoclines 

que t?.mbien ep~reccn cnmo franj2s oscuras ). 

vill) LaF rrenjes coloreadas representrn un ordEn frecrional; 

rsto e~, crdn secuencia completa ~E colores rerresentc un orden 

Fntrro, esto se puede apreciar mejor si colocrmos un filtro con 



el fin de obtener luz monocrom2tica, con lo que las Franjas son 

oscur2s y brillantes únicnmente, las cuales representan ordenes 

entera a mitarl, dependienna del arreqlo del polariscopio (uease 

la t?bla II, capitulo 11). 

ix) Las esfuerzos tienen valore~ máximos en los bordes, con la 

sola excepci6n de los esfuerzos loc::Ples provocados por las car­

gas y los esfuerzos debidos a fuerzas de cuerpo. 

3.6 DESC'..iI PCH:f! OE LOS F-\CDEU~S 

Las modE'lD!" están hechos de un mnteriril fotoelástica, cono­

cido como PSl"-1, con un espesor de 1/8 11 , y su constante fatoe­

lástica es f= 40 lb/ in-fr. 

La forma inicial de los modelos esta indicada en la figura 

3.5; a pertir de ella se modificernn las formas rectas de los 

br2zos de la "U", por otras que ilustraran algGn tipo de caneen 

tración o alguna tecnica para reducirla. 

La forma de "U" de los modelos se Pligió por r'o!': r2zom1s, 

12 primera es porque este configuración permite cargarlos facil­

mEntP, la segunra razón es ou~ los brEzos es:án sometinos a las 

mismas condicir~es de carga arroximadamente. 

Antes de pasar a analizar los p2tranes de esfuerzo que se 

obtiPnrn con los módelos, se debe con~iderar que Fl objetivo de 

Pilos es tr ner una comparación cualitativa de las conc::entracio­

nes cie esfuerzo ocurridas en cada uno de los brazos. Aunque, po­

dria cuantificarse aplican~c la formula 3.1. 

Las fotografías qui? aqui se presentan fueron obtr.nidas uti­

lizanro como fuente luminosa a 2 .lamparas de tugsteno tipo re-. 

flector de 1~0 watts, y un filtro color rojo. 

La relícula empleada fue de tipo normrl Me blanco y negra, 

con sensibilidad 125 ~SA, en un~ cámara réflex automática. 
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MODELO No 1 

(lado recto - L8í'o con uníl muesca semicircular) 

La muesca en "U" o canal srmicircular (la mueeca semicir­

cular es un caso especial de este), es de considerable intere en 

ingeniería, ya que se presrmta en elementos de 111áquina!!i fre­

cuent~mente, por ejemplo, en los empotrmaientas d~ las aspas de 

un rotor de turbina, o en flechas que tienen c2nales de lubrica­

ción, canalesd~ relevación de esfuerzos, canales para arandelas 

retrn, etcetera, Algunas ejemplos de estos están ilustrados en 

la figura 3.6. 

FIGURA 3.6 

En el modelo 1 se tiene una muesca sP.micircular con r= 1/R", 

en uno de los brazos, mientras que el otro brazo no tiene ningún 

tipo de conc~ntraci6n, como se indica en la figura 3.7. 

El lado recto nos servira para observar la rlistribucit:n de 

los esfuerzos al no existir concentrar.ores, mientra!J que el otro 

brazo no' mostrara la concEntreci6n que una pequeña muesca indu­

ce en el elemento. 

Refiriendonas 2 le fotogr2f!a M1.2, perlemos observar que en 

l? basE de la muesca hay una concrntraci6n de frrnjas quP. nos i!!.. 

dican el aumento loc2l de esfuerzos. 

St contamos El n~mEro de franjas en la base de · la muesca 

pc;ra obtener él ord~n m~ximc obtenemos que n = ft, mientras que 

en el punto simetrico En el otro brazo el orden es n = 1.5. 

Podemos entonces CGlcular el factor ele cene• ntraci6n de es­

fuerzos como: 
1, 

~t = 175 :: 2 .6fi 



Oe lo enterior podemos deducir que un2 pequeña muesce pro­

dt.n:E una concrntracion muy seria, que deberemos tomar en cuenta 

en el diseAo de elementos de m8quinas. 

.. ,,._ 

--~~-·~·-~~---t 1 

...... u 

i 
' 



M O O E L O No 1 

(Lado recto-lado con muesca semicircular, r= 
0

1/4 11
) 

M 1.1 Fatrón de esfuerzos obtenido en el polariscopio 

plana de campe oscura. 

r 
~ . .;;, _____ . ... 

M 1.2 Fatrón de esfuerzos obtenido en el polariscopio 

circu!ar de campo claro. 

·I 



MODELO No 2 

(Agujero circular central-AgujPro circular decentrado) 

Un método efr.ctivo paro rerucir el peso de un2 vlga en fle­

xi6n eE remover el material c¡;rcario al eje nr:utral, por medio de 

uno o varios agujeros circulares. 

El modelo 2 ilustra los dos tirms de agujeros circulares 

(central y decentrado). Lgs rgujeros tienen un radio de 1/~", 

y c=D.DB!125 mm; e=1.5625 mm, como Ee indice en la figure 3.8. 

Refiriendonos e la fotngr2fía M2.2, se puede observar que 

para el agujero cent:ral no hay concr-ntración aprFciable c!e es­

fuerzos (la deEviación que tiene una de las,franjas es debida a 

los esfuerzos residuales del maquinado). 

En el brazo con el ar¡ujero decr:ntrado se observa una concen­

tración, obtFniendo el orden máximo de franja tenemos que n= 3, 

y para le misma zona en el otro brazo n= 1.5, con lo que pactemos 

obtener el fector de concentración de esfuerzos c~mo: 

3 
~t = 1.5 = 2 

De la que rodemos deducir quP. si buscamos reducir el peso, 

o ne ce si t2cemos barrenar una viqa, se buscara siPmpre que los 

agujeros sean centrales. 

·-
flCllA .J.I 



" a o E L o No2 

(Aqujero circular central- agujero circular decentrado) 

r=1/I"¡ c=0,6025 mm; e=1,5625 mm; r/c=íl,4; c/e=r,5 

M 2.1 Patrón de esfuerzos obtenido en el pclariscopio 

nlano de campo oscuro. 

M 2.2 Patrón de esfuerzos obtenido en el polariscopio 

circular de campo claro. 



MDDFLO No 3 

(Filete recto-Filete con reducción r'.F concentración por uno mues­

ca semicircular sobre el lado vertical) 

En los cambio• de sección de flechas o en elementos con dis­

continuidades, ejes ecodedos y árbol de levas por ejpmplo, la 

magnitud de la concentración de esfuerzos depende de la forma que 

tenga el filete. En la rigura 3.8 se muestran algunos ejemplos 

de elementos con filete. 

Una forma para rer1ucir la concentración de esfuerzos cuan­

do, por razones de espacio, se requiere que el filete sea.recto 

(par ejemplo cuando se necesite colocar rodamiento o poleas), es 

utilizar filetes rebajados. Este tipo de filetes permite aumen­

tar el radio, sin reruerir espacia adicional. 

- ---------

FIGURA 3.8 

(&) ""'"" • --
........... 

En el 'modelo 3 se muestran dos tipos de filete, filete rec­

to y filete rebajado (figura 3.9)~ 

En la imagen del modela abtrnida En el polariscopio circ~ 

lar, (fotograf!a M.3.~) observemos que para el filete recto exi.2_ 

te concrntraci6n Me esfuP.rzos y el número máximo .ne franjas es 



""' 6, y la concentrac16n tiene su valor máximo en un punto (en 

la esquina). 

En el filete rebajado el orden máximo es n= 4 .5, y la con­

CPntración no es en un punto sino que se nresenta en el per!m~ 

tro del eemic!rculoa 

De la compr-ración de los dos brazas se.puede der!uc1r que el 

efectuar una muesca en el lado vertical del filete recto, red,!;!. 

ce la concentración que este produce, y mas imoortente, redis­

tribuye los esfuerzos a un área mayar • 

......... -
RGUIA S.t 

...... 



M O D E L O llo 3 

(Filete recto-Filete con muesca semicircul2r en su lado vertical) 

H 3.1 Patrón de esfuerzos obtenido en el polariscopio 

plancr de· campo oscuro. 

t . .' 
ti-
-~-··· 

M 3.2 Petr6n de esfuerzos obtenido en el polar1scoplo 

circular de campo claro. 

.i 



MODELO No 4 

filetes rectos can reducción de concpntr~ción de esfuerzos 

(Barreno, r: 3 mm' - Muescas en "U~, l= 1/8") 

Resulta extraordinario que, 12 concentración de esfuerzos 

pueda reducirse r-or aumentar los esfuerzos de las regicneé vec,i 

nas a las concentradores; una aplic2ci6n de este principio pue­

de hacerse en los filetes, removiendo el material de las esqui­

nas adyacentes a ellos. 

En el mcrelo 4 (figura :.10), se ilustran dos formas suge­

ridas por P.lack & Adams (en su libre: Machine Design). 

De lo observaci6n de la imagen obtenida en el r6Iariscoaio 

circul2r (fotoorafía r-'4.2), obtenen:-s que el orden rnáxir.io de lns 

franjas En el braza con el bRrreno Ps n= 5, y para el brezo con 

las muescas el ordPn ~6xima es n= 5. 

Si comp2r2mos el orden de fran:~ aqui obtenido, ccn el que 

se obtuv~ en el modelo 3, que fue de n= G, podemos inferir que: 

para las modificaciones en la geornitria sugeridas, se obtiene en 

las cnncentraciones de esfuerzo une ~2ducció~, que es pequeña 

en comparacién con las modificaciones que se hicieron a la geo­

metría, pero esto puede deberse, v se~ía interesante ccmprobar­

lo, a que los autores las proponen r~~~ P.lementos en tensión. 

·~ b 

FtGUIA 3.10 



M O D E L O No 4 
Filetes rectos con rerucci6n de CG~centr2ción de esfuerzo 

(B@rreno r= 3 mmrn - Muescas en "U" l= 1/R") 

M 4.1 Patrón de esfuerzo~ obtenido en el polariccopio 
plano de camno oscuro. 

, 
1 

« 

l 

·~ . 
• ··1 

o 

M 4.2 Patr6n de esfuerzos obtenido en el rolariscopio 

circular de campo claro. 



MODELO No 5 

Filetes rectos con reducción de concentración de esfuerzos 

(Muesca semicircular en el lado horizontal- muesca con ángulo) 

En el modelo 5 (figura 3.11), se muestran otras dos tecni­

cas para reducirle ccncfntraci6n de esfuerzos. Uno de los bra­

zos tiEne una muesca semicirculer en el lado horizontal de la 

discontinuidad (esta tecnica se recomienda para cuanno se co­

loc8n rodamiento~); 2n el otro brazo se removía material de la 

esquina adyacente, haciendo una muesca con án~ulo. 

Observando la imagen riel modela obtenida en el polarisco­

pio ~ircular (fotograffa MS.2), o~tenemos que la concentraci-

6n mbxima,en el brazo con la muesca semicircular, no fe presRn­

ta en la esquina, sino que se nresrntn en la base de la muesca 

distribuyenHoRe en el rerfmetro de ella. El orden máximo, en la 

base de la mueca es n= 5, mientras aue en la esquina es solo 

de n= 4. 

En el brazo en el que el material de la esquina edyacente 

se removio, ss observa que la concentración de esfuerzos se re­

dujo tr.niFndosP. un orcen de franja máximo en la esquina de tan 

solo ne 4. 

••Jr 1t1111a 3.n 



M O D E L O No 5 

Filetes rectos, con reducci6n de concFnt-aci6n de esfuerzos. 

Muesca en ángulo, 

r= 5/32; 9 ~ 20° 

Muesca semicirculílr en rl 

lado horizontal, r= 1/16" 

M 5.1 Patr6n de esfuerzos obtenido en el polariscopio 

plano de camro oscuro. 

M 5.2 Patr6n de esfuerzos obtenido en el rolarlscopio 

circular de campo claro. 



MODELO No6 
(Filete circular - filete stream line) 

Los filetes circulares ~an utHizados por simplicidad en su 

trazado y maquinado, pero no corresponden a la geométria que da 

la m{nima concentración de ~sfuerzo. 

Filetes que pradL1cen una menor concEntración de esfuerzo son 

los filetes de radio -uariable, una aproximación Uf;ual de ellos 

~en los filetes compurstos, que san hechos con dos radios, co­

me se indica en la figura 3.12. 

I 

'°a I 
.'!J • . 

• , 

I 
/1 

1 1 ' . FIGURA 3.12 

Otro tipo de filete que también produce poca concentraci­

ón de esfuerzos, es el file tE parabólico, propuesto par Grodzinsk, 

cuya construcción gráfica se muestra en la figura 3.13. 

I~. • ¡ • : ' 
FIGURA 3.13 

-----b----... 

En 1934 Baud, propuso un filete con la m1sina rorma que la 

dada matemSticamente par un liquido fluyendo par gravedad, de un 

mgujero en el rondo de un estanque abierto. Este filete es cono­

cido como filete streem line, las ecuaciones que dan su contorno 

son: 

X = 2~ sen
2 ~ 



d llJ ") ) Y = -; (lag tan ( 2 + 4 - sen e 

Donde X e Y están.inr!icar'os ;;n lo figura 3.14. 

FIGURA 3.1t+ 

Fer medio de pruebas fotoelá=.ticas B;)ud observo que con es­

ta forma de filete no se presentata concentraci6n apreciable de 

esfuerzos. Thum y Bautz • haciendo une corrección de acuerdo al 

cubo del diámetro obtuvieron un filete equivelente, pero mas 

corto, sus resultados esdn tabulados En la tabla III.1. 

El modelo 6 ( fi:iura J .15) muestra en uno de sus brazos un 

filete circular de radio= 5/16• (que es grande para las propor­

ciones del filete)• en el otro brazo se tiFne un filete stream 

line. 

En la fotograf!a M5.2. obtenida en el polPriscopic circular, 

obse>rvamos quP. en el filete circular existe una concrntracién de 

esfuerzos y n= 3; mientras que en el filete stream line, no hay 

concrntraci6n apreciable (las 1 foeas isocromáticas siguen el con­

torno del filete) y n= 2. 



t8Mi 

rrüaci6n x/d 

a 
o.nos 

0.01 

0.02 

D.04 

0.06 

0.08 

0.10 

0.15 

0.20 

0.30 

o.4n 

o.so 

0.60 

D.70 

o.ao 
0.90 

1.0 

, . 
...._ __ d -----¡ 

Ti'.'1BLA III.1 

relación y/d 

tensión o flexión 
compresión 

D.308 0.232 

0.?87 0.183 

D.275 0.163 

D.258 D.138 

0.231 0.110 

0.210 0.091 

D.192 D.078 

0.1?7 D.0675 

0.145 0.0485 

0.120 o.036 

0.083 0.021 

0.057 0.0125 

0.038 D.008 

D.025 D.0055 

0.0155 C.0040 

o~cmas 0.0025 

0.0035 o·ºº 10 
íl o -

torsión 

D.203 

0.157 

n.139 

0.119 

0.100 

D.088 

D.077 

D.069 

0.052 

0.036 

0.018 

0.010 

n.0065 

0.0045 

o.on35 

0.002 

0.001 

o 



M a o E L o No 6 

(filete circular, r= 5/16" - Filete stream line) 

M 6.1 Patr6n de. esfuerzos obtenido en- e~ polariscopio 

pleno de campo oscuro. 

. .... _ .. ~·.-·'""··~'.·:i~~fl::~ 

. '?/1 
--L__ z "1 

z 

M 6.2 Patr6n de esfu;rzos obtenido en el polariscopio 

circular de campo claro. 



MODELO No 7 
(Protuberancia trapezoidal solida y hueca) 

Una protuberancia ~rapezoidal se presenta en flechas que 

portaran poleas o volan~es, o una aproxim¡;ición serian las cor­

dones de soldadura~ 
En el modelo 7, se encuentra una protuberancia trapezoidal 

solida en uno de sus brazos y en el otro la misma protuberancia 
pero ahuecada; el ahuecar la protuberancia se haria nesesario 

para re ucir el peso ael elemento. 

• 
.. , .... , .. 

En el ratrón de esfuerzas del modelo, obtenido en el pola­

riscopio circular, podemos observar que en la protuberancia so­

lida hay mayor concentraci6n de esfuerzos que en la protuberan­

cia hueca. ~d~m~s, en la protuberancia solida la concentraci6n . ' 

se presenta en uno de sus filetes, 111ientras que en la hueca se 

presenta a lo largo del ahuecamiento. 

!"ara 1 e protuberancia solida el orden máximo de franja es 

n = 3. 5 

....... 

Para la protuberancia hueca el orden "''dmo de frenja ea • 

n = 2. 



M O O E L O lla ? 

Protuberancia 

trapezoidal solida 

Protuberancia 

trapezoidal hueca 

M 7.1 Pat~ón de esfuerzos obtenido en el polariscopio 

plano de campo oscuro. 

~ 7.?. Patr6n de esfuerzos obtenido en el polariscopio 

circular de campo claro. 



MCDELD No 8 

Muesca semicircular Gnica-Muescas semicirculares ~~ltiples (3) 

En este modelo se hicieron murscas semicirculares a 2mbos 

lados de cada brazo. en una se hizo una muesca de c2da lado mi­

entras que En P.l otro se hicieron tres, como· está indicado en la 

·figura 3.16. 

----------·--·~t. ___________ _, 

Para el brazo con dos muescas obtenemos, de la imagen del 

modelo en el polariscapio circular Cfotografta MB.2), que el or­

den máximo de franja es n: 3.5 (para tensi6n y comrresión). 

En el braza con seis muescas, tenemos que los ordenes má­

ximos de franja (numerando en forma creciE?nte, a partir de la 

parte curva) son: 

"1 = 5 

"2 "' 3.5 

"3 "' 2.5 

en compresión 

11 • 

" " 

n;= 4 

n2= 2.5 

n3= 1.s 

en tensión 

" • 

" n 

DR le anterior .Podemos deducir que la zona mes critica para 



un diseño sería la zona mas cercana a un empotramiento. Se debe 

notar asimismo que, no es que el factor sea mayor en esa zona, 

sino c;ue, por la distribución de los esfuerzas en el elemento, 

el mismo factor de concentración produce mayor concPnt;ación en 

esta zona. 

Lo anterior resulta mas evidente si recordamos que, en el 

modelo 1 (fotografía M1.2), los esfuerzas van disminuyendo de la 

parte curva hacia el extremo (siendo practicamente cero en el ex 

trF.mo). 

..... , .... 



" o o E L D No e 
(Muesca semicircular Única-Muescas multiples (3)) 

r= 5/15" 

M e.1 Patrlin r'e esfuerzos obtenido en el polariscopio 

plano de campa oscuro. 

M a.2 Patrén de esfuerzos obtenido en el polariscopio 
circular de campo claro. 



3.7 EL USO DEL EOU!Fíl EN EL StllON DE CLASES 
El uso del dispositivo en el salón es sumamente sP.ncillo, 

ya que salo hay que colocar los mBrcos de los polariscopios EE_ 

bre el rP.troproyector e ir intercnmbiando los modelos, las irna­

genes fotoelásticas de llos se.::án rntcmces nrm¡ectmJas en la 

pantalla coma se indica en la fotografía 1. 

Al colocar el modelo en el pola~iscopio sin cargo la Ima­

gen del modelo se vPrá transrer~nte u o~cura, seo~nst se co!a­

ca en el polariscooio circular ~ Fn rl rolnrisccaio ~lana res­

pectivamente. Cuando cargamos el modelo oor medio del tornillo 

de empuje observnremos nue l~s isocrc~~~ic&s ernrlP2an a apare­

cer gradualmente, inrJicanrJo el incremPnto de esf•Jerzo,; en el r.:c·­

delo. Si utilizamos e>l•polerim:or:lo plano lm franjas oue apare­

cen con la carua mínima son las isoclinas ( é!Unque la franja ce­

ro aparece superpuesta a algunas ce ellas). 

FaTOUAfl&.t l 



3.8 [Q~CLUSiílNES Y ~DTAS FINALFS 

Este equipo será una valiosa ayurJa para la enseñanza de ma­

terias tales como: Diseño dE' dEmrmtos r'P maquinas, Diseño de ma­

quinas, Mecan ica di: solidos, y en grneral aquellas que involucren 

analisis de esfuerzos; ya que este equir.o permite la observación 

direct2 de la distribuci6n de esfuerzos en un modelo. 

Otra ventaja que ofrece este equipo, es la rle que los alum­

nos conocerán la tecnica de la fotoelasticidad, como un método 

para el análisis experimental de esfuerzos. Ya que desafortuna­

d2mFmte, por el mompnto, solo en cursos de potsgrar:to se hacP. uso 

de ella. Yo esnPro que este trabejo de pie a que se incluya .por_ 

teriormente alguna materia o laborat.orio rle anelisis exnerimFn­

tal de esfuerzos. 

Esta tecnica, aunque s~ncilla, utiliza materiales especia­

les que resultan relativamente costosos, sin embargo es porible 

sustituirlos, cuando nG se requieren mediciones exactas, por o­

tros mPnos costosos en la Fabricación de manolos. Yo experimente 

con materiales que son feciles ce conseguir y son muy econárnicos, 

que dan rPsultados bastante acept2bles, estos fueron: el barniz 

poliester y la resina cristal, con los cuales es posible fabri­

car rlacas de pequeñas dimensiones (6 11 x4"x1/4 11 ) 1 colandolas en­

tre dos placa~ de virlrio. El ouc micjor resultado da es El barniz 

poliester, se debr utilizar nequeñas CEntidades de cataliz~dor 

~ara re1'ucir el calentamiento que se producF. al 11 gelar" el barniz. 

Entonces los moc'elos de este equipn, tomamio en cuenta lo 

expuesto en el prrrafo anterior, rueden ampliarse para satisfa­

cer los requerimientos particulares de cada materia. 

Para elaborar los modelos de material fotoelestico se uti­

liza, de preforencia, el "routcr". Ya i:!Ue para nue no existan es­

fuprzos residuales por maquinc~rio s: nP.CFsi tan velocidades ne cor­

te de 20 ODOrpm ó mas (en la refer~~cia 2 se explica ampliamen­

te las tecnicas de elaboración c'e modelos). Es posible sin ember­

go utiliz?.r velocirlanes mF.nores, dando un avance muy nequr-ño. 

Los modelos él? este e,·uino i.:e maquineron en les talleres 

de la facultar.f, utilizanrlo la fresador¡¡ verticnl, e:n su vrlocirlad 

m~xima (2300 rvm) o~tehiF~~osP.tuenos resul~ados. 



/:.ll:fXO A 

ELASTICIDAD ElfMENTAL 

A.1 íUERZAS DE SUPERFICIE V FUERZAS DE CUERPO.- Las fuerzas que 

se distribuyen sobre una surerficie, se llaman: •Fuerzas de su­
perficie"; su intensidad se expresa como una fuerza por unidad 

de área. Ejemplos de ellas son: presión, esfuerzo, etcétera. 
Las fuerzas que se distribuyen en un volúmen, son llamadas: 

"Fuerzas de cuerpo"; se expresan como una fuerza por unidad de 

volumen. Ejemplos de ellas son: los campos magnéticos y los 

campos gravitacionales. 

A.2 PRINCIPIO DE ST. VENANT.- Este principio expresa, que si se 

sustituye un sistema de fuerzas, que est~n actuando sobre un cuer­

po, por otro sistema estéticamente equivalente, le distribución 

de esfuerzos y deformaciones en el cuerpo no cambiará apreciable­
mente, excepto en la proximidad de loe puntos de aplicación de 

las cargas. 

A.3 HCMCGENEIDAD E ISDTROPIA.-Elmaterial de un cuerpo se supo­

ne continuo y homogeneo, en la totalidad y en cualquier elemento 

tan peque"º coma se quiere. Asimismo, sus propiedades elásticas 
se suponen isotr6plcas en cuelqu1Er punto; es decir, identlcas 

en cualquier dirección. 

A.4 ESFUERZO.- Cuando un cuerpo esta sometido a cargas exterio­

res, el material de este, resiste y transmite dichas cargas. La 
observación de que un elemento de mayor secci6n puede soportar 

mayor carga que otro de menor sección, conduce a la idea de que 

le resistencia de un material esté corrrctamente medida en ter­

mines de fuerza por unidad de superficie, a lo que se designe 
como: Esfuerzo. 

La def1nic16n matemática de esfuerzo, esta dada por: 

1) ••• 
p 

a., 1i 



Donde: 
p = le fuerza normal a la superficie. 

A = área de la sección. 

Si se toma una secci6n distinta a la perpendlculer al eje 

de la fuerza, habr~ dos componentes, a las que desigmiremos ce-
110: N, a la componente normal a la superficie, y T, a la componen­
te tangencial. 

La accl6n de las dos componentes N y T, dan lugar a dos ti­

pos de esfuerzos, que son: 

2) ª= 
N (Esfuerzo normal) A 

3) T (Esfuerzo cortante) T = p; 

En la figura 1, se muestra un elemento sujeto a un sistema 

bidimensional de esfuerzos; ceda una de las caras esta sujeta a 

una combinación de esfuerzo normal (considerado positivo a ten­

eión y nPgativo a compresi6n) y de esfuerzo cortante. 

' r:. 
" -

~-:;...,.~,-"'---• 

. '~ Flgwa 1 

La notación comOn es como sigue: 

q. = esfuerzo normal paralelo •l eje X 

a, = esfuerzo normal paralelo al eje V 

T.;,= esfuerzo cortante. El primer subindice, indica que se 

considera el plano perpendicular al eje X, y el segun­

do designa la dirección de la componente de esfuerzo. 

Es pasible demostrar que: T•r = Tr• 
Aún cuando se exprese el mismo estada de esfuerzos, les mag­

nitudes de éstos cambiaran cuando se cambie la dirección de los 

ejes. En le figura 2 se muestran dos ejes X'·Y', que se han gi­

rado un ángulo con respecto e los ejes x-v. 
Por el planteamiento del equilibrio dr. fut>rZB!' sobre Pl ele-



menta trapezoidal, podemos obtener les siguientes ecuaciones: 

4) O.= "· + !i "• - a, cos 2tl + "•r sen 29 .... 2 + 2 

5) "r= ª•+a, • o. - o, CDS 28 - ,..,. sen zo .... 2 2 

6) T.,¡i"'- T., ces 20 - º• - º? sen 26 .... 2 

r 
~ 

figura Z 

Del estudio de estas ecuaciones se puede demostrar que exis­

te una orienteci6n de los ejes x•-v•, en la que el esfuerzo cor­

tante ea nulo, y los esruerzos normales en esos planos son m~xi­

mo y m!nimc. Esto ocurre cuando el ~gula entre el eje X y el X' 

val e: 

7) •••• ten29= 2 2' 
ª• - o, 

Los ejes X' e v•, orientados de este menere reciDen el nom­

bre de ejes principales, y los correspondientes esfuerzos norma­

les º• y ar, , aon loe esfuerzos pr1nc1~ales de ese punto. 

A.5 CIRCULO DE MOHR.- Si se hace une gr6r1ca, cuyas abscisas son 

los es,uerzos normales y sus ordenadas son los esfuerzos cortan­

tes, les ecuaciones 4 y 6 darán les coordenadas de un punte, que 

rtpresentará le comblnaci~n de esfuerzos sobre el pleno X 1 que 

pesa por la posici~n en la que el estado de esfuerzos es conoci­

do. El lugar geomftrico de teles puntos, determinados al variar 



el ángulo • es un ch-culo con centra en el eje horizontal, en: 

ª' ..... e .. 

Y cuyo radio es: 

9) R = 

A esta represP.ntación gráfica del estado de esfuerzos en un 

punto !le le ccmoce como: •Círculo de Mohr•. 

Para trazar el c!rculo de Mohr procedemos como sigue: Por un 

punto arbitrario O, de el eje horizontel, trazamos segmentos DA 

y 08 iguales re5pect1varnente a p y q , con direcciones qt.Je con­

cuerdan con los signos de los esfuerzos. Por regla, los esfuerzos 

de tensi6n o positivas se trazan a la derecha de O, y a la izquier­
da los de compresi5n o negativos. 

Por un punto C::, c:¡ue bisecta a AB, trazamos un drculo de ra4 . 

dio CA (ver figura 3), el cual será el circulo de Mohr. 

o 

-- 'r __ _....,,._ 

Figura 3 

Pare la determlneci6n de los esru,,rzos principales, en el 

caso general de un sistema bidimensional de esfuerzos, el proce­

dimiento es: 
De un punto erb i trario O trazamos dos segmentos 00' y OE' , 

iguales a tir. y •, respectivamente, y con direcciones iguriles a sus 

signos respectivos. 

Por el extremo pe .. (punto D', figura 4), trazamos el seg­

mento OD', igual al cort~inte Tar , hacia arriba si es ro si ti ve y 



hacia abajo si es negativo; localizanrlo as{ el punta D. 81secta­

moa D'Eí, para obtener C; entonces, CD es el :radia del c!rculc de 

Mohr. En este círculo vbtenido, OA y 08 son los esfuerzos princi­

pales, que designaremos con p y q. 

p 

De la figura podemos obtener: 

p 0-. + ªr 1 J< O'w cr )z + 4~ = + - -2 2 y 10) •••• 

J< q = CTx + ªi 1 a. - ªt f + 4 -r:y 
2 - 2 11) •••• 

tan 2 8 = ~ T!l 
et,.- cr, 12) •••• 

13) .... -= y 
Se debe notar que cuando los esfuerzos principales son igua .. 

les entre si, el radio dwl circulo de Mohr es cera, y los esfuer .. 

zos cortantes desaparecen; es mfis, los esfuerzos normal es son 

iguales en todas direcciones. Este pun~o se define come un punto 

isotropicc. 



A.6 ECUACIONES DE EOUILI8R10, DE ESFUERZOS.- Si se considera la 

variación de esfuerzos en un campo bibimensional, las condicio­
nes de equllibrio aplicadas sobre un elemento diferencial, con­

ducen a les siguientes ecuaciones, conocidas como ecuaciones de 

equilibrio; referidas a unos ejes X e Y son: 

11t) a ... a 1iJ x o .... ¡¡- + ay- + = 

15) ~ + .... o Y 
ª-!!!.... ax + 

y = o 

Donde X e V, son· las componente!' de las fuerzas de cuerpo 

en las direcciones X e V, respectivamente. 

Estas ecuaciones pueden también referirse a unos ejes coor­

denados curvilíneos, formados por las travectorias de las esfuer­
zos principales. Designando con s1 y s2 les trayectorias tenemos: 

16) a~ 
+ 

!5 -§ = o .... as:; P, 

17) .... !.k a 2 
+ 5- !i = o 

~ 

Donde P¡ y ~ son los radios de curvatura de s1 y s2• 

Las ecuaciones de equilibrio en esta forma son conocidas 

como: Ecuaciones de Lemé-Maxwell. 

A. 7 DEFORMACION .- Es fácil comprobar que la aplicación de une 

fuerza P en un elemento, provoca un alargamiento :si la carga es 

de tensilin, y un acortamiento si es de compresión. As!, conside­

rando que un eleiaento tiene une longitud inicial L, definiremos 
la deformación unitaria como: 

1a) L -~ 
~ - l 

Asimismo, un esfuerzo cortante producirá una distorsi6n an­
qular, a le que designaremos con r. 

En la figura5 se muestran de manera ex•gerada las deforma­

ciones normales y angulares, producidas en un elemento. 

De un estedo de deformaciones conocido con respecto a unos 
ejes X-V, se puede encontrar el estado de deformaciones con res-
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pecto a unos ejes X1 -V 1
1 girados un angulo O! Suponiendo QIR las 

deformaciones son suficientemente pequeñas, para que solo se con­

sideren efectos de primer orden ( aproximaci6n val ida para la ma­

yoria de aplicaciones en ingenierla) se puede obtener: 

fa+ Eit (·-(y __;__ 19) 'rl= 2 + 2 
ces 29 + sen 20 

2 

20) f. + f:r: '• - E.r y 
EJ'= 2 - 2 cos 28 - -f'- sen 26 

21) }'.,,..,, >'., cos 29. - e '• - fy } sen 29 

Donde I es el ángulo entre los ejes X' y x. 
De una manera similar que para los esfuerzos, se puede en­

contrar una pareja de ejes principales de defol'ftlaci6n, cuyo ~ 

gulo con respecto a los ejes x-v esta dado por: 

22) ... tan 2 e .. >'u 
fa - (, 

En estos ejes la deformaci6n cortante es nula. Incluso pue-

de dibujarse un drculo de Mohr pare deformaciones unitarias, to-

mando e E como abscisas y P/2 como ordenadas. 

Les deformaciones principel~e están dactas por: 

23) 

24) 

.... i ( 
( 

+ + r!) 
f. + fy + )~ 



A.8 RELACIONES ESFUERZO/DEFORMACICN.- Experimentalmente se ha 

comprobado que todas les cuerpos sometidos a esfuerzos son defor­

mados, la relación que existe entre esfuerzo y deformaci6n, en 

un rango elástico esta dada por la ley de Hooke, que expresa: 

el esfuerzo es proporcional a la deformación 

En forma matemática es: 

25) 

26) 

.... 

Donde: 

' =E E (Para esfuerzo normal) 

T = G J' (Para esfuerzo cortante) 

E módulo de elasticidad o módulo de Young. 

G módulo de rigidez o módulo de esl aticidad 

al corte. 

Experimentalmente se ha encontrado que una deformaci6n lon­

gitudinal en una dirección, es acompañada de otra similar de sig­

no contrario en direcci6n lateral. Matemáticamente se expresa: 

27) Ey= Ez:. - U+ 
Donde 11 es CQnocida como: "Relacion de Poisson• 

La deformac:ión en une dirección, producida por la acción si­

multanea de un sistema general de esfuerzos, se obtiene utilizan­
do el principio de superposición. Entonces,paraun caso bidimen­

sional: 

2ar •.•• '- ... p .....=---'r E E 

29) •••• 

30) •••• 

Y para los esfuerzos y deformaciones cortantes: 

31) •••• 

32) •••• 

33) •••• 



Sin embargo, para un material isotr6pico existe una relación 

entre el m6dulo de elasticidad, el m6dulo de rigidez y la rela­

ción de Pois$on. La ecuación que los relaciona eo: 

33) •••• E G zr 
2(1+11) 
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