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I N T R o D u e e I o N • 

LA TRANSFORMADA DE FOURIER. 

La comercializaci6n del telégrafo (1837), la invenci6n 

del teléfono (1876), y el comienzo del uso de la electrici­

dad como fuente de energía, fueron.factores que incrementa­

ron la importancia del estudio de los medios de transmisi6n 

de señales eléctricas. 

Se hicieron estudios que permitieron el desarrollo de 

conceptos como el de "ancho de banda", el cual indicaba cuál 

era el rango de frecuencia que se podían transmitir en un -

canal determinado. Poco después se desarroll6 lo que ahora 

de~ominamos .multiplex por divisi6n de frecuencias, el cual 

permiti6 transmitir simultaneamente varios mensajes por un 

solo canal. En particular la voz se estudi6 en el dominio 

de la frecuencia y esto permiti6 que se pudiera transmitir 

o reproducir "sin distorsi6n", lo cual dio un gran avance -

.a la telefonía. 

Las anteriores fueron algunas de las innovaciones que 

se desarrollaron gracias al estudio del dominio de la fre-­

c.uencia, ei' cual tiene como "herramienta" fundamental la -­

"Transformada de Fourier" (1) (2) [6] que relaciona funcio­

nes en el dóminio del tiempo y de la frecuencia. 

La transformada de Fourier es de fundamental importan­

cia en el .estud~o de los sistemas lineales e invariantes -­

con el tiempo debido a que estos tienen la siguiente propi! 

dad: "La respuesta de un sistema lineal e invariante en 
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el tiempo a una entrada Vo ejwot es VoH(w 0 ) ejwot." Se ob--

serva que la raz6n entre la salida y la entrada es indepen-­

diente del tiempo. De esta raz6n se deriva el concepto de -

"funci6n" de transferencia del sistema". H(wl. 

Sisteoma con 
Funcion de Transferencia 

HCw) 

De aquí se concluye que conociendo la funci6n de transf~ 

rencia H(w) de un sistema lineal e invariante es posible de-

terminar el efecto que· tendrá el sistema sobre cada una de -

las componentes en frecuencia de la señal de entrada. 

La transform.ada de Fourier se usa en áreas tales corno -

la .6ptica, el control, las comunicaciones, la teor!a de pro-

habilidad, antenas, etc. 

A continuaci6n se mencionan algunas de las aplicaciones 

típicas de la transformada de Fourier. 

Sistemas lineales. 

La transformada de Fourier de la salida de un sistema -

lineal es el producto de la funci6n de transferencia.del si~ 

tema, por la transformada de Fourier de la señal de entrada. 
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Optica. 

Los sistemas 6pticos tienen la propiedad de que una 

transformada de Fourier relaciona la distribuci6n de in-

tensidad luminosa entre los planos focales anterior y --

posterior de una lente convergente. 

Procesos aleatorios. 

El espectro de densidad d~ potencia de un proceso -

aleatorio está dado por la transformada de Fourier de la 

funci6n de autocorrelaci6n del proceso. 

Probabilidad. 

La funci6n característica de una variable aleatoria 

está definida como la transformada de Fourier de la fun-

ci6n de densidad de probabilidad. 

Se podría continuar enumerando muchos ejemplos de -
r 

aplicaciones de la Transformada de Fourier, pero estos -

nos bastan para darnos cuenta de que la Transformada de 

Fourier es una herramienta 9ue permite resolver proble-­

,mas de diversas áreas de la investigaci6n, debido prin-­

cipalrnente a su aplicaci6n a los sistemas lineales. 
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LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER. 

La transformada continua de fourier de una funci6n -

h(t) se define como~ 

(1) H(f) ~ 00 

h(t) e-j 2rrftdt 

Se desea modificar la ecuaci6n (l) de tal manera que 

pueda ser resuelta por una computadora digital usando un 

m~todo num~rico, lo que implicaría manejar valores discr~ 

tos de h(t) y de H(f). Esto es particularmente útil si -

el miembro izquierdo de la ecuaci6n (1) resulta imposible 

de calcular para h(t), o si esta última está dada por me-

dio de tablas, o solo se tiene una representaci6n gráfica 

de ella. 

A la versi6n discreta de la transformada continua de 

Fourier se le llama "transformada discreta de Fourier", 

(T.D.F.) y tiene la forma que se muestra en la1ecuaci6n -

( 2) • 

(2) ii (rn) = 
N-1 

E 
n=O 

- j2TI 
h (n) e- 'tf mn 

- -

m=O,l, ••. ,N-1 · 

donde H(rn) y h(n) est&n relacionadas con H(f) y h(t) 

por: 
00 

H(m)= H(mfo) = E H(mfo + rf1) rn=O, 1, ••• ,N-1. 

00 
h(n~= h(nT1) = E h(mT 1 + kTo) n=O,l, ••• ,N-i 

k•-00 

donde 
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fo= -
1
-To 

Notese que la ecuaci6n (2) relaciona N valores en el 

- -dominio del tiempo h(O), h (1), .•. h(N-1) con N valores 

en el dominio de la frecuencia H(O), H(l) , •.. ,H(N-1), lo 

cual presenta el atractivo de que la TDF pueda ser. calcu 

lada por una computadora digital. 

A continuaci6n se explicará.mediante un desarrollo -

gráfico, la relaci6n que existe entre la TDF y la Trans-­

formada continua de Fourier. La relaci6n matemática que 

existe entre estas no se demostrará, pero se encuentra -

en las referencias [l] (2). 

V~ase la Figura l., la cual será desglosada paso a -

paso partiendo de una transformada de Fourier y llegando 

a lo que es una Transformada Discreta de Fourier. 

Fig. 1 (a) En ella se ven un par de transformadas conti­

nuas de Fourier h(t) <~> H(f) 

Fig. 1 (b) Se muestra un tren de impulsos en el tiempo,~ 

con su correspondiente transformada, que es -

otro tren de impulsos en la frecuéncia. 

h. o ( t) <--*-> h.o (f) 

Fig. 1 (e) Se multiblican h(t) de Fig. l(a) con Ao(t) de 

Fig. l(b) teniéndose en la frecuencia la con-
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Fig. l(d) 

Fig. l(e) 

Fig. l(f) 

Fig. l(g) 
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~oluci6n de H(f) de Fig. l(a) con 6 0 (f) de-~ 

Fig. l (b). 

Se muestra una ventana rectangular x(t) en el 

tiempo, con su correspondiente transformada -

X(f) en la frecuencia. 

Se multiplica x(t) por la funci6n en el tiem­

po de la Fig. l(c), lo cual en la frecuencia 

implica una convoluci6n de 1a funci6n en la -

frecuencia de l(c) con X(f) quedando lo qu~ -

se muestra en la Fig. l(e). 

se observa un tren de impulsos en el tiempo -

61 (t) con su correspondiente transformada - -

6 1 (f) que es otro tren de impulsos en la fre-

cuencia.·~ 

La función en la frecuencia de l(e) se multi-
~ 

plica por 61 (f) quedando H (f), mientras que 

la funci6n en el tiempo de la Fig. l(e) se --
~ 

convolucion6 con 61(t) quedando h(t). 
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Las funciones h(t) y H(f) de la Fig. l(g) definen lo -

que se denomina un par de Transformadas Discretas de Fou---

rier, de esta figura se observa una secuencia periódica en 

el tiempo con periodo de N muestras, cuya transformada de -

Fourier es una secuencia peri6dica en la frecuencia, con p~ 

riodo de N muestras. De estas dos secuencias, la parte me-

dular son las N muestras de ambas que se señalan en la Fig. 

l(g), las cuales est~n relacionadas por la ecuación 3). 

~ 

( 3) H (mf o) == T 

N-1 

E 
n=O 

2'1T 
h (nT) e-j N nm 

Vemos que la ecuaci6n (3) es idéntica a la ecuaci6n 

(2) salvo por un factor de escala T. 

Pero por simplicidad en la escritura y en los cálculos 

se acostumbra escribir h (n) en lugar de T h . (nT) , y H (m) en 
~ 

lugar de H(mf 0 ), lo cual da la ecuación (2). 

La importancia de la TDF radica en que sus N valores -

p~ri6dicos en la frecuencia pueden llegar a ser muy simil·a­

res a las muestras de la Transformada Continua de Fourier. 

Para que estos N valores de la TDF sean parecidos a las -. -

muestras de la Transformada Continua de Fourier, es necesa-

rio que las ondulaciones que aparecen en la Fig. l(e) dism! 

nuyan o desaparezcan. Estas ondulaciones son debidas a los 

16bulos de la funci6n :<(f) de la Fig. 1 (d) que al convolu-­

cionarse con H(F)•fio(f) de la Fig. l(c) producen las ondul! 

ciones a la funci6n. Para reducir este error nos bastara 

con recordar la 'relaci6n que existe, entre el ancho de una 



l h(tl 

A 

hl!d 
2 

A 

Hlfl. 

sin 121fT 1) 
A íí'f o 

2H12fl 

~--'l~-¡,.-_~1-----l~--..L- ...... 
1 

h!Y 4 4H(4fl 

BATO •A 1in (811T oll 
.. if 

F fgura 2 



10 

señal en el tiempo con su transformada de Fourier: 

f (at) + 1 

TaT F (~) a 

Lo cual nos recuerda que una expansión en el tiempo, -

produce una compresi6n en la frecuencia y viceversa, como -

se puede observar en la Fig. 2, en la cual se muestra corno 

varía la Transformada de Fourier de una señal cuando ésta -

se expande en el tiempo. 

Por lo tanto lo que se puede hacer, para reducir las -

ondulaciones en el dominio de la frecuencia, ~s alargar la 

ventana en el dominio del tiempo, produciendo con ésto que 

la funci6n Se~ f se parezca más a un impulso, lo cual hace 

que las ondulaciones de la Fig. l(e) sean más pequeñas, y -

se tenga mayor resoluci6n en la frecuencia. 

LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER (T.R.F.) 

Aunque la TDF de la ecuaci6n (2) es "fácil" de calcu-­

lar en una computadora digital, existen muchas aplicaciones 

en las cuales se requiere calcular muchas veces la TDF y a 

pesar de las altas velocidades de procesamiento que tienen 

las computadoras digitales actualmente, la soluci6n directa 

de la ecuaci6n (2) toma mucho tie~po. Esto se puede visua-

lizar sustituyendo: 

w • e-j 
2Tr 
-¡¡ Am = H(m) ªn = h(n) 
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en la ecuaci6n ~, con lo que se obtiene: 

(4) A = 
m 

N-1 
¿ 

n=O 

mn 
a w 

n m=O,l, ... ,N-1 

La ecuaci6n (4) expresada en forma matricial queda: 

Ao 1 1 1 . l ªº 
A1 1 w w2 WN-1 a1 

(5) 
A2 1 w2 w" 2 (N-1) . w . a2 

= 

1 WN-1 w2 (N-1) JN-1) (N-1) 
~-1 

De la matriz (5) se puede ver que para obtener todas -

las· A se requieren del orden de (N-1) 2 multiplicaciones, -m 

pero gracias a la invenci6n de la TRF estas multiplicacio--

nes se pueden reducir al orden de ~ ú>g2 N al utilizar un -

algoritmo de TRF. La ventaja que se obtiene se puede visu~ 

lizar facilmente en la Fig. ·3, en la cual se observa la - -

gran reducción de operaciones que se obtiene. 

La TRF ha encontrado muchas aplicaciones debido a que 

mediante ella fue posible evaluar la TDF en tiempos muy CO! 

tos, y permiti6 que la TDF que ante~ requería varios minu-­

tos para ser obtenida, ahora sea obtenida en varios segun--

dos, y que el costo de su obtenci6n sea menor. 

La TRF ha revolucionado el mundo del procesamiento di­

gital de señafes, especialmente en el análisis espectral~ -
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el cual se requiere para estudios de ancho de banda, en los 

sistemas de sonar, radar, etc., Y. aunque la estimaci6n es--

pectral se pueqe obtener por otros métodos que dan una me-

jor aproximaci6n de ella, en las aplicaciones tales como el 

radar, se requiere que la estimaci6n sea rápida para poder 

dar una buena indicaci6n sobre la velocidad de un objeto. 

Otro ejemplo en el cual vemos que la TRF tiene aplica-

ci6n es en el estudio de la voz, la cual cambia drasticame~ 

te su espectro un promedio de diez veces 

implica obtener una estimaci6n espectral 

menos.· 

por segundo lo cual 
1 cada ro seg. cuando 

En el Ap~ndice A se describe el desarrollo matem~tico 

de uno de los muchos algoritmos que sirven como TRF. 
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l. CONVOLUCION RAPIDA Y CORRELACION. 

Dos de los puntos importantes en procesamiento de seña 

les, son la convoluci6n y la correlaci6n de señales, la pri 

mera, corno una de sus diversas aplicaciones tiene la imple­

mentaci6n de filtros (4], y la segunda generalmente usada -

como filtro 6ptimo, o para comprimir señales [3]. 

Por ejemplo: Lo que normalmente se hace, cuando se 

quiere filtrar una señal digital, es obtener la convoluci6n 

de la señal de entrada con la respuesta a impulso del fil--

tro. • 
Un ejemplo de esta convoluci6n se ve en la figura (1.1) 

La carga computacional de una convoluci6n directa, son apr~ 

ximadamente M multipl~caciones y sumas por cada punto de la 

señal de entrada al filtro, (donde M es el número de mues-­

tras de la respuesta a impulso del filtro) . 

Se observa para uso posterior que la respuesta a una -

muestra de la señal de entrada, es de longitud M, la res---

puesta a dos muestras de la señal de entr~da es M+l, a tres 

muestras suces~vas de la señal de entrada es M + 2, etc. Ve 

mos que si continuamos el procedimiento, y la longitud de -

la secuencia de entrada tiene longitud de P muestras, la -­

longitud de la secuencia de salida será de M + P - l. 

La convoluci6n de señales discretas de la que acabamos 

de hablar, puede efectuarse de una manera indirecta utili-­

zando la TOF, siempre y cuando las señales a convolucionar 

sean de longitud finita, obteniéndose los mismos resultados, 
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pero con la ventaja .de poder utilizar la TRF, obteniendo --

economía computacional. 

Para explicar como se realiza el proceso de convolu---

ci6n r~cuerdese que la convolución discreta de dos secuen--

cias x(n) y h(n) se define como: 

00 

y (n) = x(n-i) h(i) 
i = - co 

Pero si la señal h(i) toma valores diferentes de cero 

para i = O,, 1, ..• , N-1 y toma valor cero para cualquier 

otro i, entonce's la convolución discreta queda: 

(1.1) 
N-1 

y (n) = E x(n-i) h(i) 
i=O 

Ahora definiremos lo que es una convolución cíclica, y 

su relaci6n con la ecuación (1.1) será lo que permitirá o& 

tener y,(n) utilizando la TRF. 

Sean dos secuencias periódicas de -~ a 00 X (n) y - -­p 

h (n) con periodo N y cuyas TDF son: 
p 

N-1 -
(l. 2) X (k) E x· (n) e = p n=O p 

N-1 -
(.l. 3) H (k) E h (n) e = p n•O p 

j 

j 

Llamaremos a la secuencia periódica 

cidn c.tclica de xp (n) con hp (n) si: 

N-1 
(l. 4) Y (n) = E X (n-i) h 

p i•O 
p •P 

( l!!... ) nk 
N 

( l!!... ) 
N 

nk 

yp (n) la convolu-

(i) 
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Cumpliéndose que: 

(l. 5) y (k) == H (k) X (k) 
p p p 

Demostraci6n: Obteniendo la TDF de (l.4) tenemos: 

N-1 N-1 
-j c3!ink y (k) = ¡; E X (n-i) h p (i) e N p 

n=O i=O 
p 

N-1 N-1 -j (~) (n-i)k -j(2rrlik. = ¡; h (i) [ ¡; X (n-i) e N J e N 
i:Q p 

n=O 
p 

X (k) 
p 

N-1 -j (271') ik 
X (k) E h (i) e N = p 

i=O 
p 

y (k) = X (k) H (k) L.Q.Q.D. 
p p p 

Observando las ecuaciones (1.1) y (1.4) vemos que tie­

nen cierta similaridad· pero son diferentes debido a que 

y(n) de (1.1) se obtuvo de dos secuencias no peri6dicas 

x(n) y h(n), mientras que Y {n) de {1.4) se obtuvo de dos 
p 

secuencias peri6dicas infinitas. 

Pero si x(n) y h(n) son finitas de longitud P y M res­

pectivamente la longitud de y(n) será M + P - 1 como ya se 

dedujo anteriormente, y si hacemos: 

x(n) para n=O,l, ••• P-1 
X (n) .. { 

p o para n=P,P+l, ••• P+M-1 
'¡ h(n) i;i n==O ,1, ••• ,M-1 

h (n) = { 
p o si .Jl.:M,Mt 1, ••• , (P+M-1) 

dorrle >e (n) y h (n) tienen periodo N=P+M,. y si se efectua. 
p p 
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la convoluci6n cíclica de x (n) y h (n) usando la ec. 1.4 p p 

obtendremos y (n) la cual será una secuencia peri6dica que p 

se repite cada P + M , y no es difícil ver que: 

(l. 6) 

y P (n) = y (n) para n=O, 1, ···~ P+M-1 

Aprovechando esto y la ecuaci6n (1.5) vemos que si ob­

tenemos X (k) y H (k) de x (n) y h (n) respectivamente, p p p p 

podemos obtener: 

Y d .t. b ( ) d. l (l) espu~s o tener y n me iante a I.T.D.F. 
p 

Y (n) = _L. 
p N 

N-1 
E 

k=O 
y 
p 

(k) ·e 

N = P + M 

j ( 21T) nk 
N 

Y mediante (1.6) conocemos y (n). 

La figura l.2(a) nos muestra una convolución continua, 

y las figuras l.2(b), 1.2(c) y l.2(d) nos muestran convolu­

ciones cíclicas con P = 6 M = 6 y diferentes N's, de donde 

podemos observar que solo en l.2(c), tenemos N = P + M 

cumpliéndose que de O a N-1 tenemos las muestras equival~n-­

tes a la convoluci6n continua de la Fig. l.2(a), mientras --

que en l. 2 (b) • 

N < P + M - 1 

y en 2 (d) 

N > P + M - 1 

Teniéndose en estas dltimas convoluciones c!clicas que el r! 

sultado está traslapado o está muy separado. 

(1) Inversa de la Transformada discreta de Fourier [2}. 



-----·· 
x(t) h(t) y(t) 

~ y, 

2 

(a) 

x(kT) h(kTI y(kTI 

· 1 2 . . . .... 
y, .... 

-¡::z::J kT ~6~ kT !-N=9---1 kT 

Ns9 

(b) 

xlkT) hlkTI y(kT) 

1 •••• 2 . . 
'la .... 

kT ts~j kT N•t1~ kT 

N=11 N•11 

fe) 

x(kT) hlkTI y(kTl 

1 •••• 2 . .. 
~ .... 

~ 
kT t~_j kT f---N .. 15~ kT 

N•15 N•15 

(di 

Figura 1.2 



19 

Como se vi6 al principio de esta secci6n la carga com­

putaci~nal de una convoluci6n directa es aproximadamente M 

multiplicaciones y sumas por cada punto de la señal de en-­

trada ·al filtro, o sea que si la señal de entrada tiene lon 

gitud P, haremos P • M multiplicaciones y sumas para obte-­

ner y (n), pero si aplicamos el método de la TDF para obte­

ner la convoluci6n cíclica, solamente tendríamos que efec--

tuar 2 TRF de secuencias de longitud P + M para obtener 

X (k) y H (k), P + M 
p p 

multiplicaciones para obtener --

Y (k), y una TRF de longitud P + M 
p 

YP (n). 

, para obtener - - -

Como ya sabemos cada TRF de longitud N, efectua ~ Log2 N 

nultiplicaciones, entonces utilizando la TRF para obtener la 

convoluci6n tendremos que efectuar: 

N 3 (--2-- Log2 N) + N multiplicaciones 

donde N = P + M 

mientras que por el método directo de la ecuaci6n (1.1) te~ 

dr!amos que hacer: 
(l) 

P • (M + l) muitiplicaciones. 

Si el ntlmero de muestras del filtro h (n) es grande, -

y/o el ntlmero de muestras de la señal x (n) que va a entrar 

al filtro tambi~n es grande, entonces la TRF tiene grandes 

ventajas sobre la convoluci6n directa. 

Por ejemplo: Si la longitud del filtro es M = 50, y -

la longitud de la señal de entrada es P=lOQ, utilizando la 

TRF tendremos: 

(1) Se agregaron P rrultiplicaciones por las 'sumas que se realizan. 



h T . DO 1 '1 [~ 
l-~NT~ 

4 ·6 6 r 

h(tl 

(11) 

-- t vvlldtl -

~ ~--_,...... 

(b) 

.-.. E. 
I· N---... 1 kT 

(el 

y(kT) 

kT 

(di . 

Figura 1.3 
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150 3 (~2~ Log2 150) + 150 1776.48 multiplicaciones· 

y por el método directo: 

100 (50 + 1) = 
1
5100 multiplicaciones. 

Lo cual implica un gran ahorro computacional con el --

uso de la TRF. 

CONVOLUCION DE UNA SE~AL DE LONGITUD FINITA CON UNA 

SE!'lAL DE LONGITUD INFIN.ITA [5] 

En la Fig. l.3(a) se ven dos señales continuas x(t) y 

h(t) que van a ser convolucionaclas, en la fig. l.3(b) se ve 

el resultado de esta convoluci6n. Si las señales x(t) y 

h(t) se muestrean, se toma un intervalo de N muestras de ca 

da .señal, con este intervalo se forman dos señales peri6di-

cas x (kT) y h (kT) Fig. l.3(c) y se efectua la convoluci6n 

cíclica con una TDF y se obtiene la señal y (kT) de la fig. 

l.3(d), la cual se puede observar es idéntica a la señal 

y (t) en el intervalo (Q -1) s k s u. 

De lo anterior se puede ver que la convoluci6n de una 

señal infinita x(t) con una señal finita h(t) se puede efe~ 

tuar como se muestra en la fig. 1.4, en la cual se quiere -

convolucionar la señal de A, con la señal de B, teniéndose 

que se toman bloques traslapados de' la señal B, los cuales 

son la parte e de la fig. 1.4, y después se efectua la con­

voluci6n cíclica de cada bloque de e con la señal de A, ob­

teniéndose o, Y.Por dltimo se obtiene la convoluci6n·E, la 

cual se forma quitándole a cada bloque de O, un trozo de se 
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ñal de tamaño P, y juntando todas las partes restantes para 

formar la señal de E. 

A ._e(',_· __ 
y tM-t •P 

e 
o 

f 1 , , 
11 

•' 
f 1 

1 f 
1 

f' 1 I 

.... ' . 

0fjF~1 :~ 
f f 

: 0~ !r o;Jµ~ ,..~· f 

~ • 

1 f o p f 1 

:• P·I, ~ 
1. .• '. 

f f f o p 1 •• 
11 

1 1 P·I ~' :· ., .· --~--~--~. 
1 • ' 1 1 • : o p : , 
• • ' • f : • • •' 

r.:_.~: 
IN•P) _j 2(N•P) _J ICH·P> _j 4CN-P) _j l(•·P)_j 

E 

Fiqura 1.4 
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En esta aplicaci6n se ha mostrado la forma en que se 

puede efectuar la convoluci6n de dos señales de longitud 

finita utilizando la TRF. Se ha hecho notar que la TRF 

es un método computacionalmente econ6mico, si las seña-­

les a convolucionar son de longitud grande, ya que si es­

to no sucede la convoluci6n directa resulta computacional 

~ente más econ6mica que la convolución utilizando la TRF. 

Se describi6 una t~cnica que utiliza la TRF para con 

volucionar una señal de longitud finita con una señal de 

longitud infinita (o una de larga duraci6n). Esta t~cni­

ca al apoyarse en la TRF, implica economía computacional 

solo si la señal de longitud finita es larga, pues en ca­

so contrario la convoluci6n directa tambi~n seria prefer! 

ble. Este procedimiento se utiliza en el filtrado de se­

ñales. 
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2, UN BANCO DE FILTROS OPTIMOS IMPLEMENTADO CON LA TRF. 

~eneralmente las aplicaciones de la "Transformada de 

Fourier" están relacionadas con el dominio de la frecuen-

cia (como es el caso de la convoluci6n indirecta, en la -

cual parte del proceso se efectua en la frecuencia), pero 

existen ciertas aplicaciones de la TDF, que se efectuan -

en el dominio del tiempo exclusivamente ·(esto es, sin pa-

sar al dominio de la frecuencia y despu~s tener que regr~ 

sar al dominio del tiempo) , una de ellas es la implement~ 

ci6n de un banco de filtros 6ptimos. 

Sup6ngase que se tiene un transmisor que tiene la c~ 

pacidad de transmitir el k' esimo tono senoidal Sen ( 2; kn), 

escog~do entre N tonos de diferentes .frecuencias igualme~ 

te espaciadas, y este tono se va a contaminar en un canal 

de transmisi6n con ruido blanco Gaussiano [$(n)] dando por 

resultado x(n), y queremos implementar un receptor que, -

recibiendo el tono contaminado nos diga de cual se trata. 

De la teoría de receptores 6ptimos [3] se sabe que -

si la señal discreta 

x (n) = Sen c 2~ kn) + $ (n) 

es pasada por un banco de filtros como el mostrado en la 

figura 2.1. en la cual la respuesta a impulso del k'esimo 

filtro esta dada por: 

-j (~) nk (2.1) h(n)=e. O ~ n ~- N-1 
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h 1 n J 
Y <n> 

/ Y 1 en J 
h 1< n > 

X ( t) x<n 

hkC n> 
y k( n > 

Figura 2.1 

El receptor decidirá a favor del k'esimo tono si la eneE 

g!a a la salida del k'esimo filtro es la mayor, esto es: 

2.2) Energía [ yk (n) l > Energía [ yi (n)J ~ i ;. k 

Esto se puede hacer utilizando la TRF la cual se muestra a co~ 

tinuaci6n. 

Primero obtenemos la transformada Z de la respuesta impu! 

so del filtro de la ecuación (2.1): 

N-1 
Hk (z) "' ~ 

n=O 
e 

-j c2r.> nk 
N z-n 

1 -
- 1 -j(~I k z e N 

y evaluando Hk (z) en el c!rculo unitario tenemos: 

j(~) e N Sen 

Sen 

e!!!!! 1 2 

(~ + .!L1 
2 N 
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La cual se.puede escribir como: 

= e 
-jw (~) 

2 e 
j (~) 

N 

Sen (lli!!.¡ / Sen (~ + 2!..!L_¡ 
2 2 N 

fN (w,k) 

En la figura 2.2 podemos ver 1 Hk (ejw) 1 que es .fN (w,k) 

para k =O y N = 16. 

. . . ;i\ 
-Tr""'?'~~()~-c=i,~'='n-

Fi.9ura 2.2 

En la figura 2.3 podemos ver como se vería !Hk (ejw)! para 

O S k s is; o sea para cada uno de estos N filtros; en la parte 

de arriba de la figura tenemos las k's pares, y en la parte de 

abajo las k's impares, y solo están dibujados los 16bulos pri~ 

cipales de cada filtro, excepto para el filtro 8, al cual se le 

dibuj6 su funci6n de transferencia completa. 

Fi9ura 2.3 
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EKaminando las respuestas en frecuencia de cada filtro 

en.la Fig. 2.3., vemos que tendríamos traslapes entre los 

16bulos principales de cada filtro con los adyacentes, y 

por lo tanto, un banco de filtros poco eficiente. 

Pero si en lugar de 16 filtros de la forma de la ecua-

ci6n 2.1., se tubieran 32 filtros {o sea N=32, y O~k~31) 

y de nuevo solo interesaran 16 puntos espectrales igualmen-

te separados en la frecuencia. Entonces se desechan los 16 

filtros que.esten fuera de las frecuencias de interés que­

dando los filtros que se ven en la Fig. 2.4. 

~ 2 4 6 :s . 'º 12 14 

l_L Q (\ (\ C\ (\ (\ [\ ( 

F lgura 2 .4 

El banco de filtros que se muestra en la .fig. 2.4. puede 

ser suficientemente bueno para detectar cualquiera de los 16 

diferentes tonos senoidales que haya enviado el transmisor, 

lo cual depende del error. tolerado en el diseño del sistema. 

Ahora bien, la salida yk(n) del k'esimo filtro, es la 

convoluci6n de X· (n) con hk (n). 
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2.5) 

n 
E 

m=O 
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x(m) h(n-m) 

= 
n 
E 

m=O 

-j (~n) k (n-m) 
x(m) e 

= e 

Pero 

j(~)km 
N 

X (k) 

n 
E 

m=O 

:.. j ( Zn) kn 
x (m) e N 

-j(2rr)nk 
x (m) e N 

donde X(k) es la TDF de x(m). 

y por lo tanto 

X (k) 

Por lo tanto la salida de k'esimo filtro es el coefi-

ciente k'esimo de la TDF de x(n), o sea X(k), multiplicado 

por un expo~encial complejo. 

Ahora simplemente se tiene que encontrar la energía -

de la señal de salida de cada filtro, la cual es la informa 

ci6n necesaria para que el receptor 6ptimo eliga el tono -

transmitido de acuerdo a 2.2), 

La ventaja que representa implementar el banco de fil 

tros utilizando la TRF es significativa si la cantidad de· 

tonos diferentes que puede mandar el transmisor son muchos, 

y por lo tanto la éantidad de filtros en el receptor ten-­

dr!an un costo muy elevado, mientras que si se utiliza una 

TRF'con una N apropiada, el costo de este banco de filtros 

disminuye considerablemente. 
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BANCO DE DEMODULADORES COMPLEJOS UTILIZANDO TRF. 

En esta aplicación se tratará la implementaci6n de un 

banco de demoduladores complejos. Un demodulador complejo 

sirve para demodular señales de banda lateral única (BLU) 

o señales que se transmitieron por multicanalizaci6n en --

c11adratura [6]. 

A continuación se explica el proceso de modulaci6n --

por rnulticanalizaci6n en cuadratura de fase, de dos señales 

x1 (t) y ~ (t), .el cual se muestra en la fig: 3.1. 

Canal d• 

x<t) T ra nsm isio n 

Figura 3 .1 

La salida x (t) del Modulador de la figura 3.1. es: 

(3.1.) 

La anterior ecuación se puede reescribir como: 

(3.2) x(t) • R1t) Cos (w t +•tt)) c 

(1) Se puede ver facilmente, que si x2 (t) es igual a la señal x (t)· 
con las fases de todos sus componentes de frecuencia desviaa.;a 
- '1T, el moduladÓr ser!a un modulador de BLU · [6). 

2 



donde: 

R(t) xi (t) + xi (t} 

<ji (t) Tan- 1 -
X (t) 

2 
¡¡; l ( t) 

JO 

U6tese que un modulador complejo o de fase en cuadra­

tura sirve para modular dos señales x
1 

(t) y x 
2
(t) usando 

una misma frecuencia. 

El proceso de demodulaci6n, consiste en obtener las -

señales x
1 

{t) y x
2

(t) de x (t), y se realiza comdnmente c~ 

mo se muestra en la figura 3.2. En el proceso mostrado, -

se trabaj6 con x(n) y no con x(tJ debido a que a continua-

ci6n se mostrará otro procedimiento que utiliza una TRF y 

trabaja con señales discretas. 

x<tl x<n> 

Fiqura 3.2 

De la figura 3.2 es fácil ver que: 

x
1 

(n) = x (n) Cos w
0
n * h{n) 

3. 3. y 

h(nl . xln) 
fil.al Cosl~<n»= _!__ 

2 2 

filol S!'n<o<n>·>= x2<n> 
2 2 
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x 2 (n) =. x (n) Sen wcn * h (n) 

Donde el filtro h(n) es la respuesta a impulso de un -

filtr~ pasabajas de longitud N, por lo que la ecuaci6n 3,3. 

se puede escribir como: 

( 3·, 4.) 

N-1 
E 

m=O 

N-1 
E 

m=O 

2 x(n-m) Cos [w (n-m)J h (m) 
e 

2 x(n-m) Sen [w (n-m)] h (m) 
e 

Si el darodulador de la figura 3.2., lo sustituinos por el que -

se. muestra en la figura 3.3., que básicamente es similar -

al primero, pero su salida es la suma de una parte real - -

x, 1 ~n) y de una parte imaginaria x 2 ~n) , dando por resultado 

y(n), la cual se puede escribir como: 

( 3 .S.) y(n) = x1~n) + j Xz~n) 

(3.6.) 

(3. 7.) 

(3. 8.) 

y sustituyendo 3.4. en 3.5. tenemos: 

N-1 
y(n) = E x(n-mr { Cos (wc(n-m)] + j Sen [~c(n-m)J} h(m) 

m=O 

La cual se puede escribir como: 

N-1 
y(n) = E x(n-m) e -jWc(n-m) h(m) 

mmO 

y sacando un exponencial de la sumatoria queda: 

y (n) .., e -jwcn 
N-1 . 
E x(n-m) h(m) ejwcm 

m-0 
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h<n > 

v<n>:: x1<n> + j x2<n> 
2 

h<n > 

j Sen<wcn> 

F1gur~ 3.3 

Se observa que la ecuaci6n ( 3. 8.) es una TDF, la cual 

puede ser obtenida mediante una TRF, multiplicada por una 

correcci6n de fase, y que al obtener y(n) hemos demodulado 

a la señal x(n) debido a que la parte real de y(n) es - -

XiJnl y ·1a parte imaginaria es x 2 ~n) • 

Ahora bien la ecuaci6n (3.S)puede ser implementada c~ 

mo un filtro h'(n) cuya respuesta a impulso es: 

h' (n) = h(n) ejwcn 

Y por el cual pasa la señal x (n) , para postei::iomente 

multiplicar la salida del filtro por e-jwcn, lo cual se -­

puede ver claramente en la parte superior de la figura 3.4. 

Debido a que h(n) es la respuesta a impulso de un filtro -

pasabajas, el ancho de banda de la señal y(n) es menor que 

el ancho de banda de la señal de entrada x(n), por lo que 

·' 
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se puede reducir la frecuencia de muestreo de la señal y(n) 

con tal que se satisfaga el criterio de Nyquist. Por lo 

anterior se puede reducir la frecuencia de muestreo de y(n) 
( l) 

a y(Rn) como se muestra en la figura 3.4., y en la parte i~ 

feriar de esta misma figura podemos ver que el intercambiar 

la reducci6n del periodo de muestreo con la multiplicaci6n 

por e -jwc_n, es benéfico, pues no se tiene que hacer una mu.!_ 

tiplicaci6n para cada índice n, sino para cada R'esimo va--

lar del índice n. 

~ ~1 h'<n> ~ 
y<n > x~n> 

X ( t) T x<n> Rl 

h'<n>: h<n> •iwcn .-Jwcn 

. ,¡ h'Cn) ~~-) 
x<n> RT 

-Jwcn • 
F1.qura 3.4 

Con el anter~or cambio del periodo de muestreo la_ecu! 

cidn 3.8. se transforma a: 

(3.9.) 
N-l 

:i: x(Rn-m) h(m) ejwcm 
maO 

con 3.9. se ha terminado de explicar como.se demodula-

(1) R:iN. 
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r!an dos señales x
1 

(nl y x 2 (n). Obsérvese que hasta este -

momento hemos utilizado solamente una frecuencia de trabajo 

(wc), y que la ecuaci6n 3.9. puede ser implementada con una 

TRF, pero recordando que esta a1tima puede manejar hasta N 

frecuencias diferentes igualmente espaciadas, si hacemos: 

w =~e donde c = 0,1, ... , N-1 
e N 

La ecuaci6n 3.9. se transformaría a: 

(3.10) 
. (21! ) N-1 . (21! ) 

Y w (Rn) = e -J lf Rn ¡: x (Rn-m) h (m) eJ lf m 
e m=O 

Y para cada una de las N distintas frecuencias (w
0

, c=O, 

1, •.• ,N·l) tendríamos un demodulador complejo, lo cual tiene 

la ventaja de que si para calcular 3.10, usamos una TRF, -

estarnos calculando y (Rn) para toda w , o sea que hemos -· . w0 . e 

implementado un banco de N demoduladores complejos con una 

sola TRF. La implementaci6n de este sistema es como se ve 

en la figura 3.5. 

Butfeor d• 
N mu•str.s 

muntrM 
Na la V•Z 

T.R.F. 

h<n> 

•nvolvt>ntu 
compl•jas 

e orr•cc 1ont1 
d• fut 
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La ecuaci6n (3.10) es la salida de nuestro banco de 

demoduladores y puede tener la siguiente interpretaci6n: 

Cada señal demodulada y {Rn) es la salida de un filtro -. w 
. (2n ) e 

pasobanda h(m) eJ -wc m, multiplicada por una correcci6n 

de fase. Las bandas de paso de estos filtros no deben -

traslaparse, lo cual sería posible si los filtros pasa--

banda de (3,10) fueran ideales, pero esto no sucede en la 

práctica. Una alternativa para disminuir el traslape de 

las bandas de paso de los filtros es manejar en la modu­

laci6n y en la dernodulaci6n un nGmero de frecuencias me-

nor a N (nGmero de puntos de la TRF) y que estas esten -
N igualmente espaciadas. Por ejemplo, si usamos 2 frecuen-

cias igualmente espaciadas, en el proceso de demodula--­

ci6n salo se utilizarán ~ filtros pasobanda igualmente es 

paciados en el dominio.de la frecuencia, logrando con 

ello que disminuya el traslape con respecto al que exis­

tiría si se utilizaran N frecuencias con N filtros. 
(1) 

La ventaja de usar una TRF en vez.de M demoduladores 

complejos separados como los de la fig. 3.5 es que en la 

TRF el costo es casi constante aunque M sea grande, en -

carnbio utilizando demoduladores separados, el costo se -

incrementa proporcionalmente con M. 

(1) M ~ N. 
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4. ANALISIS Y SINTESIS DE UNA SE~AL.VOZ. 

Las señales de voz han sido estudiadas durante mucho 

tiempo con el inter~s enfocado principalmente en manipular 

sus parámetros 9ásicos o en reducir el número de datos necesa 

rios para transmitirla en un sistema de comunicaci6n. 

Uno de los métodos de estudio es el de la transformada 

corta de Fourier [4], que no es sino una representaci6n fre--

cuencial variable con el tiempo, qe la voz. Los sistemas ba-

sados en esta representaci6n son comt:lnmente llamados codif ic~ 

dores de voz con fase (Phase-Voc~der) debido a que los parám~ 

tros obtenidos mediante la transformada corta de Fourier, son 

amplitud y fase. 

Primero se estudiará la transformada corta de Fourier, 

y después el proceso de análisis y el de s!ntesis de una señal 

de voz. 

La transformada corta de Fourier de la señal x(n) está 

definida como: 

00 

4.1) x (r) h (n-r) w -rk. 
N 

p:ira k=O,l, ..• ,N-1 donde WN = exp [j (;~)]y n(n) es una ven­

tana escogida apropiadamente. Xk (n) puede ser vista como N 

muestras [Xo (n), X1 (n), X2 (n), •.• XN-l (n) J del espectro 

en frecuencia de una señal para un tiempo n. De acuerdo a. lo 

anterior, Xk (n) se puede obtener para cada tiempo n, simple­

mente multiplicando la señal" x(n) por una ventana h(n-~) y ob 
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teniendo la transformada discreta de Fourier de la secuencia 

resultante. 

"Interpretación clásica de la Transformada corta de 

Fourier". 

Es informativo interpretar (4.1) en t~nninos de un con-

junto de filtros digitales pasabanda en paralelo, con bandas 

de paso contiguas, lo que se verá a continuación: 

v0< n> 

v 1< n > 

x<n > Y <n > 

1 

Y <n> 

w-nk 1 w nk 

xlnl•~~~~~~_..,.•I~ __ h_<_n_> __ _;-----x_k_<n_> __ · ---•~ y~n! 
Figura 4.2 

--·--iñ .. fa -fi\J. 4,1 se tienen H filtros h(n) pasabanda, los 

cuales tienen respuesta a impulso: 
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k=O,l, ... ,N-1 

donde h(n} es un filtro pasabajas, y h0 (n), h
1 

(n), h
2

(n) ••• ~_1 (n) 

son filtros pasabanda igualmente espaciados en la frecuencia, y la sali­

da del k'ésino filtro cuando la entrada es x (n) está dada por : 

x(r) h (n-r) 

"" 
x(r) [ ~ h(n-r) w~n-r)k ] 

CXl 

= 1 wnk E x(r) h(n-r) -rk 
Ñ N WN 

r=-"" 

1 wnk ~ (n) = Ñ N 

donde ~ (n) es la transformada corta de Foi.Irier de x (n) • 

La salida total del banco de filtros, es~ dada por: 

N-1 
y (n) = E 

k=O 

4.2) y (n) = 
l N-1 
-N E X (n) wrlkN 

k=O -ic 

Por lo tanto, si ~ (n) se obtuvo de la ecuaci6n (1) mediante un -­

h(n) adecuado, poderos volver a recuperar la señal x (n) nvadiante la ecua 

ci6n (4.2) sieripre y cuando y (n) = x (n), esto es si: 
N-1 

4.3) x (n) = ~ E "ic(n) w: 
k=O 

Las caracter!sticas del filtro, que pennitirían.que x(n)= y(n) se de 

l nk ~--L" dccen nultiplicando la ecuaci6n (1) por (Ñ) wN y SllllaOOO para k=O,l, ••• 

N-1. 

N-1 1 N-1 00 

1 E "ic (n) wnk = E E x(r) h(n-r) w;rk wnk 
Ñ k•O N Ñ k•O p-00 N 

00 

[ .! 
N-1 

'"' E x(r) h(n-r) E w<n-r)k] 
N k=O. N r•...., 

[ ! 
N-1 l si n-r = qN 

Pero E w<n-r)k] { &mde qc {-00, ••• ,-1,0,1, .... °'} 
N 

ko;Q k ·o En caso contrario. 



N-1 
1 ¿ ~ (n) wnk = 
Ñ N k=O 

Si hacenos h (n) = { 

39, 

co " 
¿ X (n + qN) 

q.:-ro 

l n = O 
O n = qN 

h(-qN) 

qe:{-co, ••• ,-1,0, 1, ... co} 

Obteneros: 
1 N-1 nk 
fl r. ~ (n) WN = X (n) 

k=O 

Por lo tanto, veros que la funci6n x (n) es recuperable totalmente, 

si se tienen las muestras de x0(n), x1 (n) , ••• ~-l (n) y h(n) es diferente 

de cero en n=O y es cero, en ±N, ±2N, ••• 

"REOOCCION DEL NUMEro DE '.í!ARAMEn'OOS EN IA FROCUENCIA PARA REPRE­

Sl!llTAR X (n) 11 
• 

Existen propiedades de la transfotmada corta de Fourier, que pernü­

ten reducir el ntin'ero de parámetros en la frecuencia requeridos para re--

presentar x(n). 

Una propiedad que nos pexmite representar x(n) con menor número de 

parámetros, es que si x(n) es real, ~ (n) = X(N-kJ {n). 

Y si N es par entonces \_(n) está ccmpletame.nte representado por: 

N 
\. (n) para k = 0,1, ... 2 

La segunda propiedad que nos permite una reducci6n en el 

nt1mero de parámetros en la frecuencia para representar x(n) 

es ver Xk (n} para un valor particular de una frecuencia k, y 

ver como var!a con n.De la fiyur·a 4.2, se puede ver, que Xk(n) 

es la salida de un filtro pasobajas con respuesta a impulso -­

h (n) , de tal manera que cada secuencia est.4 limitada en banda en: el ran-

'lf 11' qo -: Ñ < íl < Ñ • Entonces del teorema de muestreo;•. vemos que 
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solo es necesario obtener Xk(n) para cada R'ésimo valor dan 

donde R SN. 

"Implementaci6n de un sistema de "Análisis" de Voz 

utilizando la TRF." 

Se describe un método que permite describir una señal de 

voz, en funci6n de su "Transformada corta de Fourier", a este 

procedimiento se le denomina comúnmente "Aná).isis ·de una se--

ñal de voz". La ventaja que se tiene al tener representada -

una señal de voz por su"Transformada corta de Fourier", es s~ 

ber cuales son y como varían las ·amplitudes y fases de cada -

una de las.componentes en frecuencia de la señal de voz. 

Primero se escribirá la ecuaci6n (1) y partiendo de ella 

se e~pondrá el proceso de "Análisis de voz". 

Xk(n) = 
r=..oo 

x(r) h(n-r) w~kr 

Haciendo s = r-n 

~ (n) = E x(n+s) h(-s) w;<n+s)k 
s=-"' 

= w-nk 
N 

00 N-1 
E E x(n+.w+m) h(-R...'l'-m) w-(iN+rn)k 

R.=-oo m=O 

dondes =R.N +rn para m=O,l, ••• ,N-1 

Y i = -oo •••• ,-1,0,1, ••• oo y 

entonces: 
-nk N-1· co -mk 

(4.4) ~(n) = WN E { E x(n+RN -+m) h (-RN-m)}WN 
m=O R.=-oo 
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h(n) 

n 

X( r) . 

h<n-r) 

t:-3 1:-2 t:-1 l: o l: 1 1: 2 

Fi9ura 4.3 
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Y llamando a la sumatoria entre parentesis: 

donde xm(n) es una señal peri6dica en m con periodo N 

y sustituyendo en 4.4., ésta última queda: 

-nk 
\ (n) = WN 

N-1 
¿ 

m=O 

La cual se puede escribir como: 

( 4 • 5) donde : 

~ 

X (n) = 
k . 

Vares que xk (n) es la TDF de xm (n) la cual puede ser eva:-­

luada usando.el algoritmo de la TRF y además explotando la -

propiedad de corrimiento de la TDF [l] , que nos dice que un 

corrimiento en el tiempo corresponde, a la multiplicaci6n -­

por un exponencial complejo en el dominio de la frecuencia, 

la expresi6n (4.5) se reduce a: 

N-1 -mk 
(4. 6) xk (n) = ¿ x(m-nk(n) WN 

m .. o 

Donde X(m-n)N(n) es la señal X (n) m 

mente en el tiempo n puntos [4). 

( 4. 6) se puede escribir 
N-1 

como: 

E x (n) w;mk 
m•O m 

desplazada circula! 
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Basándose en el anterior proceso de análisis, la forma 

de calcular los coeficientes de la Transformada Corta de Fou 

rier ~k(n) para un valor particular den, es como sigue: Ob 

sérvese la fig. (4.3.), los datos de la secuencia de entrada 

son considerados como una funci6n del índice mudo r, (la se-

cuencia queda como x(r)), y son multiplicados por la ventana 

h(n-r) (en la práctica h(n) es una funci6n par, esto es -

h(n-r) = h(r-n)). Se asume que h(n) es de duraci6n finita, 

y que es escogida de tal manera que su longitud es un mdlti-

plo par de N, más uno. La secuencia x(r) después de ser pe­

sada con h(n-r), es dividida en secciones de longitud N de -

tal manera que x(r) lr=n es la muestra cero'ésima de una de -

las secciones. 

por 

Las subsecuencia~ resultantes de N puntos se denotan -

x (.9..) (n) para 
m 

x (n) = E 
m R. 

O_::m~~l y son sumadas para formar: 

x(R.)(n) m==O,l, ... ,N-1 
m 

Y esta secuencia resultante x (n) es desplazada circu­
m 

larmente (en m) la longitud de n muestras para obtener x (n) . m 

esto es: 



44 

Con los N valores de x (n) mediante ~.7 obtenemos los va 
m 

lores X0 (n), X1 {n) , ..• XN_
1

(n) que son el análisis espectral 

de la señal en el punto n. 

"Implementaci6n de un. sistema de síntesis de voz utili-

zando la TRF" 

Aquí se expone un método para recuperar la señal de voz 

cuando se tiene· su "transformada .corta de Fourier" obtenida 

mediante el proceso de "Análisis". A este proceso de recup~ 

raci6n de la señal de voz se denomina síntesis de voz; el pr~ 

ceso presenta la ventaja de utilizar una TRF lo cual hace 

agil al proceso. 

Se ha visto que x (n) puede ser recuperada de Xk(n) me­

diante: 

(4.9) X (n) 
l N-1 nk 

= Ñ ¡: ~(n) WN 
k=O 

Si h (n) = {l si n=O 
O si n=±N, ±.2N, ••• 

Se argurrent6 ya, que para pcx:1er representar x(n) en la frecuencia, 

solo es necesario obtener ~(n) para cada R'esixoo valor den donde R$, 

por_lo tanto, los paránetros que ir~ al sintetizador ser~ "itlrR) y no 

~(n), debido a que podeoos interpolar las ~(rR) y d:>tener ~(n). 

si los par&retros que varos a introducir al sintetizador son: 

s (r) = x. (rR) k • o, 1, ••••• , N-1 para toda r, y lla--
lc lt ' 



45 

mamo•· f (n) a la respuesta a impulso del filtro interpolador l/R (de -

respuesta a .impulso finita) de longitud 2QR+l [7] , la señal interpolada 

estará dada por: 
L+ 

(4.lO)~(n) = E f(m-rR) Sk(r) 
r=L-

Donde los límites de la sumatoria los dete.nnina la longitud de --

f(n). 

- n 
L (n) = [ R 1 + Q 

+ 
L (n) · = [ i ] - Q + l 

D:>nde [ i J es el entero m!is grande de *' si substituimJs Xk (n) de 

4.lOen la ecuaci& 4.9. 

(4.11) 

N-1 
X (n) = ~ E 

k=O 

L+ 

L+ 
E 

:r;aL-

X (n) ~ E f (n-rR) 
r=L-

X (n) 

OJnde: 

]Ji-

= E f(n-rR) ªn (r) 
r:=L-

f (n-rR) 8ic (r) w11k 
N 

l N-1 nk 
-N E sk (r) W":.N~­

k=O 

l N-1 
(4.12) sn (r) • Ñk~O Sk (r) w~ 

VEllDS que 4 ~ l2es una '1tF, y puede ser calculada con una 'mF, y me­

diante· 4.llobtenaros x(n), oon lo cual heros regresado de la frecuencia -

al tiElltX> utilizarrlo aolo ~ (rR) y no ~ (n). 
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Los algoritmos de "Análisis" y de "Síntesis" tienen va­

riadas aplicaciones: Se utilizan para filtrar señales mul­

tiplicando la respuesta en frecuencia del filtro por la - -

transformada corta de Fourier de la señal de entrada, te--­

niendo la ventaja de que la respuesta en frecuencia del fil 

tro puede variar 9on el tiempo. [12) 

Cuando se desea variar las fases o las amplitudes de -­

los componentes en frecuencia de µna señal de voz, la trans 

formada corta de Fourier obtenida con los algoritmos mencio 

nades es un m~todo eficiente de hacerlo. [12] 

Los algoritmos de "Análisis" y "Síntesis" tambi~n han 

sido usados para comprimir una señal en el dominio de la 

frecuencia. En la referencia [11] se describe un método p~ 

ra comprimir una señal utilizando las magnitudes de la - -

transformada corta de Fourier. 

La transformada corta de Fourier tiene muchas aplicaci2 

nes, esto se debe en gran parte a que los algoritmos utili­

zados en su obtenci6n utilizan la TRF, haciendo eficiente -

y rápido al pro~eso. 



47 

VExperimentos hechos con el codificador de voz con 

fase" 

S~ irnplement6 un sistema de "Análisis" de voz y otro de 

"Síntesis" de voz. 

Se hicieron varios experimentos con el fin de investí--

gar cual era el efecto de variar la fase de una señal de voz 

y ver si era detectado el cambio de fase por el oido humano. 

Primero se hizo el análisis de una señal de voz con el 

algoritmo que se describió previamente, utilizando una ven-­

tana finita del tipo se~ t ,de 3 16bulos por lado.' con lo cual 

se obtuvieron las muestras de la transformada corta de Fou­

rier con R = ~, y después utilizando todas las amplitudes y 

fases de la transformada corta de Fourier se regrep6 al domi 

nio del tiempo con el algoritmo de "síntesis~ con lo cual se 

obtuvo de nuevo una señal digital de voz, la cual s~ escuchó 

sin percibir ninguna diferencia entre ella y la original. 

Después se implementó un programa al que se le daban 

las amplitudes y las fases de la transformada corta de Fou-­

rier y el programa seleccionaba un porcentaje prefijado de -

las mayores amplitudes de cada espectro de la transformada -

corta de Fourier y solo a éstas se les conservaba su fase, y 

todas las fases de las dem~s amplitudes ·se hacían cero¡ con 

esta transformada corta de Fourier 'aistorsionadá' se procedía 

a recuperar la señal de voz en el tiempo utilizando el .méto-
'. 

do de "Síntesis" que se describi6 en hojas anteriores. Se -

encontr6 que si eran cero el 50% de las fases, y las amplit~ 

des. se conservaban intactas, al aplicar la "Síntesis" ~e voz~ 
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la señal en el tiempo se escuchaba sin distorsión subjetiva. 

Se repiti6 el' experimento haciendo cero un mayor porcentaje 

de las fases, notándose que entre más fases se hacían cero, 

la señal se distorsionaba más, pero segu!a siendo entendi-­

ble .• 

Estos experimentos se hicieron con el fin de empezar a 

trabajar en un problema importante: determinar la cantidad 

de informaci6n mínima que se requiere acerca de las fases -

para poder sintetizar una señal de voz con una distorsi6n -

subjetiva aceptable. 
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A P E N D I C E A . 

Obtenci6n de un algoritmo de T.R.F. 

Se tiene la TDF de la ecuaci6n LA) 

N-1 

~ = ¿ a wmn 

m=O n 
21T 

-j 
N donde w = e 

y queremos obtener las Am m=O,l, ..• ,N-1 

De la secuencia a de 2N muestras que se ven en la Fig. 
n 

l.A) 

t 
1 
1 

1 t 1 1 1 1 1 
1 1 
1 1 

1 
1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
t 1 
1 1 

N 
Fi9ura 1.A 

1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 ' 1 1 

2N 

A continuaci6n se demuestra que es suficiente con obte-· 

ner la TDF de dos secuencias de N muestras: 

b <-> B n N m 

y Am se obtiene de: 

2.A) e 
·m 

e <-> e 
n N m 
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Demostraci6n. 

Si hacemos: 

b = ª' c = ª2n n 2n n + l 

bnlWJJ 
1 

1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 

en: 1 1 
1 1 
1 

Donde b y c son los componentes pares e impares de a . n n n 

2N-l mn N-1 2nk N-1 (2k+l)m 
3.A) A - E a w 

2 ti = E 
ª2k w2N + k~O ª2k+l W2 N m 

n=O 
n 

k=O 

pero 

4.A) 

S.A) 

2 .A) 

2km wkm 
W2N N 

Entonces: 

N-1 
E. 

k=O 

Y: 

N-1 
E 

k=O 

w2km 
2N 

w(2k+l)m 
2N · 

wkm m 
N W2N 

wkm = B 
N m 

m U-1 km m (2k+l)m 

W2N =w 2N E ckw -=w e 
k=O N 2N m 

de 3.A), 4.A) y 5.A) tenemos: 

A = B + wm e 
m m 2N m 

De aquí se ve que para la evaluaci6n de B y cm el 
m 

n1lrnero de multiplicaciones requeridas, es 2(N-1) 2 , Notése 

que para obtener A de 2.A se necesitan: m 

2(N-1) 2 + 2N-l = 2N 2 - 2N+l multiplicaciones por--
m 

que la ecuaci6n (2 .A) implica una multiplicaci6n w2N e 
m 

por cada m 1: O. 
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Vernos que si se hubiera calculado 1\n directamente de: 

2N-l 
A 
m = E 

n=O 
a 

n 

El ndmero requerido de multiplicaciones hubiera sido -

(2N-1) 2 = 4 N2
- 4 N + l por lo tanto el núrnero de rnultipli-

caciones requerido, se ha reducido a casi la mitad. 

Otra reducci6n importante en el número de multiplica--

ciones se debe a que: 

Am+N 

Entonces para computar ~para rn=O, ... ,N-1 se utiliza -

= B m e = N, •. •' 2N-l - W2N y para m usarnos: 
m m 

Am+N = B m e m - W2N m 

Ahora bien si N = 29 asi corno se separ6 a en dos series 
n 

b y c , se puede separar b , en dos secuencias y asirnisrro c sucesivarren 
n n n n -

te hasta oue las descomposiciones lleguen a tener N==2 témri.nos. 

Si se denomina F(N) al núrnero de multiplicaciones para -

obtener una TDF de orden N utilizando lo anteriormente expue~ 

to. 

F(2N) = 2F(N) + N 

2F(n) son para la obtenci6n de B y c , y N-1 multiplic~ m m 

cienes para la evaluaci6n de A agregando una rnultiplicaci6n m 

más por las restas requeridas. 

Como F(2) = 1 F(4) = 4 F(B) = 12, se puede mostrar -
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por inducci6n que: 

N 
F(N) = 2 Log2 N 

donde F(N) es el nl1mero de multiplicaciones requerido para 

obtener la TDF mediante la TRF. 
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