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1. Introducción 

En la actualidad, los ingenieros están familiarizados con métodos como los 
de diferencias finitas o elementos finitos. Estas técnicas discretizan el 
dominio del problema bajo consideración en un cierto núméro de subdominios 
o celdas. Las ecuaciones que gobiernan el problema se aproximan en toda la 
región por funciones que satisfacen parcial o totalmente las condiciones 
de frontera. Estos métodos junto con otras técnicas que se aplican en el 
dominio se les llama métodos de "dominio". 

Otra posibilidad es usar funciones de aproximación que satisfacen las ecu1 
cienes gobernantes en el dominio pero no las condiciones de frontera. Estas 
técnicas se les llama métodos de frontera. 

El método de elementos de frontera es una técnica que ofrece importantes 
ventajas sobre las soluciones tipo "dominio". Uno de los aspectos más int~ 

resantes del método es el pequeño sistema de ecuaciones involucrado en el 
~roceso de solución y la reducción considerable de los datos requeridos p~ 
ra resolver un problema. Así mismo, la aproximación numérica del método de 
elementos de frontera es generalmente mayor que la de los elementos finitos. 
Estas ventajas son más marcadas en problemas bi y tridimensionales. 

El método también es adecuado para resolver problemas con dominio infinito 
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como los que frecuentemente surgen en mecánica de suelos, hidráulica, aná
lisis estructural, etc para los que los métodos clásicos de dominio no son 
del todo satisfactorios. 

Cabe señalar que lo5 métodos de elementos de frontera pueden combinarse con 
las técnicas de dominio para obtener una representación mejor de las condi
ciones de frontera, ya que, se sabe que los resultados pueden no ser satis
factorios debido a la dificultad para representar propiamente las condicio
nes de frontera; esto sucede especialmente donde se tienen dominios infini
tos. 

Para este tipo de problemas es posible proponer una subdivisión de la re
gión de interés para elementos finitos y trabajar con elementos de frontera 
para aproximar mejor las condiciones de frontera en aquellos casos en que 
se tienen prob·lemas de radiación (24}. {los elementos de frontera represen
tan la frontera entre la región del elemento finito y el dominio infinito). 

Otra ventaja importante de los métodos de frontera sobre los de dominio es 
que permiten representar mejor las regiones de concentración de esfuerzos. 
Aunque esto depende, generalmente, del tipo de función de aproximación que 
se use. 

El término "elemento de frontera" se emplea para indicar el método por el 
cual la superficie externa de un dominio se diviae en una serie de elemen
tos sobre los cuales las funciones bajo consideración pueden variar arbi
trariamente (8). 

Los métodos de frontera al igual que los métodos de dominio, pueden ser de 
diferentes ti pos, desde las técnicas simples como los 11 amados métodos "i.!!. 
directos" hasta las técnicas más complejas como los métodos "directos". 
Ambas técnicas pueden interprestarse como formulaciones diferentes de re
siduos pesados. 

La técnica de frontera menos sofisticada es el llamado método "indirecto" 
de análisis. En su forma más simple se parte de una solución que satisface 
las ecuaciones gobernantes en el dominio pero contiene algunos coeficien-
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tes como incógnitas; estos se detenninan forzando las condiciones de fron
tera en cierto número de puntos o subregiones. Por esta razón, se dice que 
esta técnica es imperfecta pero que no altera la forma ya que puede propo.!:_ 
cionar buenos resultados en muchas aplicaciones prácticas. Esto es cierto 
principalrrente cuando la ecuación usada es la solución fundamental de las 
ecuaciones que gobiernan el problema (8). Algunas de estas soluciones 
"fundamentales" se muestran en los Caps 2 y 3 de este trabajo y representan 
la solución sobre un dominio infinito para una carga unitaria aplicada en 
un punto. 

Por su simplicidad, se ha usado la técnica indirecta por muchos años. 

Por otra parte, los métodos directos se presentan generalmente basados en 
la identidad de Green, pero pueden interpretarse como una formulación de 
la técnica de residuos pesados. Son técnicas más generales y versátiles 
que los métodos indirectos, los cuales pueden interpretarse como un caso 
especial de las formulaciones directas. 

Se puede decir entonces que el método de elementos de frontera se basa en 
dos aspectos esenciales: la solución fundamental del campo de ecuaciones y 
en un teorema recíproco, el cual en la teoría del potencial es el Teorema 
de Green y en la teoría de la elasticidad lineal es el Teorema del trabajo 
recíproco de Betti (6). 

En el Cap 2 se plantean las ecuaciones para resolver problemas de potencial 
isótropos bidimensionales. Se emplea el método indirecto. 

En el Cap 3 se muestra la obtención de las ecuaciones que sirven para re
solver problemas de elasticidad lineal bidimensional. 

En el Cap 4 se aplica el método de elementos de frontera a la solución de 
problemas de potencial y elasticidad isótropos en el plano. Puede notarse 
que al aplicar el método de elementos de frontera a la solución de proble
mas de potencial isótropos con dominio de frontera con esquinas se presen
tan ciertas dificultades; esto se evita si se emplean elementos con dos n.!!_ 
dos en las esquinas; sin embargo, esto provoca que se incremente el número 
de ecuaciones para resolver, lo cual es indeseable. Un procedimiento alte.!:_ 
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nativo es emplear elementos isoparamétricos (6). También se muestra la 
aplicación del método a la soluci6n del problema de un pilote y de un gru
po de pilotes con y sin losa de cimentación en contancto con la superficie 
del suelo. 

En el Cap 5 se dan las conclusiones más relevantes de este trabajo. 

Finalmente, en el Apéndice A se muestran las fórmulas de integración numé
rica empleadas en los programas de computadora. En los Apéndices By C se 
dan las instrucciones de los programas SPPBEC, SPPBEL, SPEBEC y SPPBSD re~ 
pectivamente. En la parte final de este trabajo se proporcionan los lista
dos de los programas. 



2. Problemas de potencial 

2.1 Introducción 

La técnica de solución de frontera se puede usar como un método de resi
duos ponderados seleccionando una solución aproximada -arbitraria- que sa
tisfaga la ecuación que gobierna el problema. Se presenta aquí la genera
lización de esta idea y se trabaja con cierto tipo de solución de influen
cia. Las nuevas soluciones representan una carga concentrada en un punto 
que se conoce como la solución fundamental. 

En años recientes se ha publ1cado un gran número de artículos y trabajos 
sobre este tipo de métodos de frontera (1-9). Estos métodos se presentan 
bajo nombres diferentes tales cano "método de las ecuaciones integrales de 
frontera", "soluciones integrales de frontera", etc. En su forma más gen~ 
ral, esta técnica consiste en subd1vidir la frontera de la región bajo co~ 
sideración en una serie de elementos; por lo que el nombre "técnica de el~ 
mentos de frontera" resulta el más apropiado y es el que se usará en este 
trabajo. 

En este capítulo se discute únicamente la formulación de elementos de fro~ 
tera en problemas de potencial. Las ideas básicas son similares para 
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cualquier otro problema ingenieril. La aplicación a la solución de probl~ 
mas de elasticidad se muestra en el Cap. 3. 

Usualmente, esta técnica produce una singularidad cuando se particulariza 
la solución conocida (fundamental) a la frontera. Con el objeto de resol
ver ese inconveniente se presenta un método (Secc 2.2) para integrar la SQ 

lución fundamental en la frontera. La misma técnica de integración se 
aplica en problemas de elasticidad (Secc 3.2) y simplifica considerablemen 
te las derivaciones. 

Se presentan y discuten algunas soluciones de potencial usando diferentes 
tipos de elementos de frontera, esto es, constantes (u y q son constantes) 
y con variación lineal (u y q varían linealmente en el elemento). Se enfa
tiza la aplicación sencilla de la técnica de elementos de frontera y la m~ 
nera corno pueden aplicarse en la ingeniería. En el Cap. 4 se dan algunos 
ejemplos donde se muestran las ventajas de los elementos de frontera sobre 
los elementos finitos. 

2.2 Relaciones básicas 

Para ilustrar cémo la formulación del elemento frontera puede deducirse de 
la técnica de residuos ponderados (8), considérese una función de poten
cial u sobre un dominio n el cual se requiere para satisfacer la siguiente 
ecuación gobernante: 

v2 u = o en n (2.1) 

Las condiciones de frontera correspo~dientes a este problema son de dos tj_ 
- -·.--,- ,-• 

::•e~:: e:~:) :seoci a 1 , ta 1 9;; ',~'.(• ~','~~ ' :: 
b) Condición natural del tip~ ~U/a~ 7 q en 

La frontera total es r = r 1 + r2 
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Se introduce una función de peso u* tal que su primera derivada sea conti
nua (ct.mple con las condiciones del espacio de Sobolev) (11). Posterior
mente, esta función se requerirá para satisfacer la ecuación gobernante. 
Se puede escribir ahora la siguiente proposición de residuos ponderados 
(8). 

J (V2 u)u*díl =J(q-q)u*dr -f {u-ü)q*dr 

n ~ ~ 

(2.2) 

donde q = au/an y q* = au*/an 

Nótese que el último ténnino en la ec 2.2 se obtiene ponderando la condi
ción u= ü en r

1 
y suministra un tipo de proposición mixta. 

Integrando por partes el lado izquierdo de la ec 2.2, se obtiene 

(2.3) 

donde se ha usado la convención de suma de Einstein para índices. Después 
de integrar nuevamente el lado izquierdo de la ec 2.3, se puede escribir 
la siguiente expresión 

(2.4) 

Se discute ahora la obtención de la solución fundamental de la ecuación de 
Laplace. Se pretende encontrar una solución que satisfaga la ecuación de 
Laplace (ec 2.1), si se supone que una carga concentrada actúa en el punto 
".l", 1 a ecuación gobernante es 

í/ 2 u* + e/· = o l2.5) 
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donde~,¡_ es la función delta de Dirac. A la solución de esta ecuación se 
le llama solución fundamental. Como puede verse esta función tiene la si
guiente propiedad (8) 

(2.6) 

donde u,¿ representa el valor de la función incógnita u en el punto de aplj_ 
cación de la carga. Si la solución fundamental satisface la ec 2.5, enton 
ces 

-u-<-

Entonces la ec 2.4 queda de l~siguiente forma 

donde 

u.,¿ + r-- J- .. uq* dr + uq* 

_ au 
q - an 

rz r1 

au* 
.q* = an 

dr = ·Jqu* dr 
rz 

(2.7) 

+ f qu.* dr (2.8) 

r 
l 

, .. 
Para un medio tridimensional isótropo la solución fundamental ele la ec'' 
2.5 es (12) 

u* = _1_ 
4TT.r 

... 1_ 

(2. 9) .. 
·.· 

donde r es la distancia del punto de aplicación del potencial unitarió al 
punto bajo consideración. La ecuación tridimensional de Laplace (ec 2.5) 
en coordenadas polares y tomando en cuenta la simetr1a conduce a (8) 
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1:/· (2.10) 

Sustituyendo la ec 2.9 en la ec 2.10 se observa que la ecuación se satisfa 
ce para cualquier valor de r diferente de cero. Para estudiar el caso de 
r = O es necesario realizar la siguiente integración en una esfera de con
torno del punto donde se aplica la carga 

-r~ . .t dí2 = -1 

í2 

(2 .11) 

Puede probarse ficilmente que el lado izquierdo de la ec 2;11 es igual a 
menos uno escribiendo la siguiente expresión 

fv2 u* dn = I au* dr Jau* dr (2.12) · an ar 
n r r 

-"-_--_-o-=--,--,---·- - --

Sustituyendo la solución fundamental (ec 2.9) en la ec 2.12 se tiene 

fou* ar dr 

r 
.· 

~ ':' . '~ : . ' ". 

El resultado en la ec 2.13 es independiente de r ymue~~ra'.~qüe el.landó r.+:o 

el lado izquierdo de la ec 2.11 es igual a -L 

Para dos dimensiones ·la solución fundamental para el caso 
(12) ·.· ·.r _ ... ~.--~~:.:_:~.->> 

u* trr ln (~) . j2.14) 

A continuación se discuten los planteamientos para establecer la ecuación 
en 1 a frontera. 
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La ec 2.8 es válida para cualquier punto en el dominio, pero para formular 
el problema como una técnica de frontera se necesita tomarlo justamente en 
la frontera. Esto se hace de una manera simple. Considérese el hemisfe
rio en la frontera de un dominio tridimensional como el descrito en la fig 
2.2. El caso bidimensional puede también analizarse de la misma manera. 
Se supone que el punto frontera es el centro de la esfera y posteriormente 
el radio ".:" se reduce a cero. El punto entonces tenderá al punto fronte
ra. Se supone que la frontera es suave y que el punto está en r

2
; consid~ 

raciones similares se aplican si el punto está en r 1 • 

Es necesario analizar qué pasa cuando se considera que la frontera r 2 se 
divide en dos partes, esto es 

=Ju au*dr an 

r (2-e) 

(2.15) 

Si ahora se sustituye la solución fundamental en la segunda integral del 
lado derecho de la ec 2.15 y se toma el limite cuando e+ º· se obtiene 
que 

(2 .16) 

Nótese que cuando e: es cero, la frontera se convierte nuevamente 

en r
2

• El mismo resultado, -1/2 u, se obtiene para problemas bidimensio
nales con una frontera suave. Se puede introducir la subdivisión para los 
ténninos del lado derecho de la ec 2.8, esto es 

J qu* dr 
r 
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pero para este caso 

luego. este límite no introduce ningún término nuevo en la ec 2.8. Susti
tuyendo la ec 2.16 en la ec 2.8 se tiene la siguiente ecuación para un pul}_ 
to en la frontera: 

1/2 u.i + fu ~~* dr + f ¡¡ ~~* dr = Jqu* dr + J qu.* dr (2.17) 

Se obtiene el mismo resultado si en lugar de tomar un punto en r
2 

se tema 
uno en la frontera r 1 • 

·- ·' -

En general la ec 2.17 se puede escdbir; como -
--~~\.·:·r~}1 -:)_'.'c ~-": . :·~\·.:.::.1~> '. 

'~;o:-.• • ''. ' ~ •[' ;~·/ -•. 

l/Í M 'f~1~¡~;"~t ,~,,~f ~1 •r · 
donde 

r2· 

2.3 Elementos de frontera 

~-·'/' 

(2 .18) 

Se aplica ahora la ec 2.18 en la frontera del dominio bajo consideración. 
Se estudia aquí únicamente el caso bidimensional y su frontera se divide 
en n segmentos o elementos de líneas rectas (fig 2.3). Los puntos o "nu
dos 11 donde se consideran 1 os va lores incógnitas se toman al centro de cada 
elemento (fig 2.3(a)) cuando se tienen elementos constantes o en la 
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intersección entre dos elementos (fig 2.3(b)) cuando se tienen elementos 
lineales. Además, la frontera no necesita ser discretizada únicamente por 
segmentos rectos sino que se pueden usar también los elementos curvos con 
poco trabajo adicional (fig 2.3(c)). Generalmente, para el último caso se 
incluye un nudo extra a la mitad del elemento, ya que para definir una cú
bica es necesario tener por lo menos tres puntos. 

Se considera primero el caso en que se tienen únicamente nudos medios (fig 
2.3(a)). La frontera se representa con n elementos, de los cuales n

1 
per

tenecen a r
1 

y n
2 

a r
2

• Se suponen constantes los valores de u y q en ca
da elemento e iguales a los valores en el nudo medio del elemento. La ec 
2.18 para un punto •¡• dado en forma discreta es 

1/2 u¡ + ~ u. fq* dr 
j=l J 

~ q. Ju* dr 
j=l J 

r. 

(2.19) 

r. 
J J 

Esta ecuación se aplica para un nudo 'i.' particular. El término 

f q* dr 

r. 
J 

relaciona al nudo •¡• con el segmento 'j' sobre el 
graci6n. A estas integrales se les llamará H ... 

.{.j 
do derecho se les llamará G¡j· Entonces se tiene 

. n ~ 

1/2 u.{. + I: u . H .. 
j=l j -<.J 

n 
I: 

j=l 
q. G .. 

J .{.j 

cual se realiza la int~ 
A las integrales del 1! 
que 

(2.20) 

Las integrales arriba mencionadas se calculan analíticamente de una manera 
sencilla para el caso de elementos constantes pero para elementos de orden 
superior aumenta la dificultad para evaluarlas. De aquí que por generali
dad las integrales se calculan numéricamente para todos los segmentos 
excepto para el correspondiente al nudo bajo consideración. 
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La ec 2.20 relaciona el valor de u del nudo medio '-l' con el valor de u y 
q de todos los nudos en la frontera, incluyendo el 'i'. 

Se puede escribir la ec 2.20 para cada nudo '-i.', con lo que se obtienen n 

ecuaciones. 

Si se l 1ama 

H •• = H .. 
.(.j -t.j 

cuando -i. i j 

H •• = H .. + 1/2 
.t..j ...f..j 

cuando -i. = j 

Entonces, la ec 2.20 se puede escribir como: 

n n 
E H •• u.=1: G •• q. 

j=l .t..j J j=l .t..j J 

(2.21) 

(2.22) 

El conjunto completo de ecuaciones para los n nudos se puede expresar en 
fonna matricial como: 

HU=GQ ( 2. 23) 

Nótese que se conocen n1 valores de u y n2 valores de q, de aquí que se 
tenga un conjunto de n incógnitas en la ec 2.23. Si se reordenan las ecu!_ 
ciones de tal forma que todas las incógnitas queden del lado izquierdo, se 
puede escribir que 

AX=F (2.24} 

donde X es el vector de incógnitas de u y q. 

Una vez que se conocen los valores de u y q en la frontera completa se pu~ 
de calcular el valor de u en cualquier punto interno usando la ec 2.8, la 
cual después de discretizarla queda: 



l'l Yl. ,.. 

I: q.G .. -E u..f-1 .• 
j=l J ~J j=l j ~J 
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(2.25) 

La derivada interna qx{qx = au./ax) 
diferenciando la ec 2.8, esto es 

o q (q = au./ay) se puede calcular 
IJ y . 

(2.26) 

Para integrar las ecuaciones obtenidas a partir de aplicar la soluci6n fu.!!. 
damental a la frontera se pueden calcular usando la f6nnula de Cuadratura 
de Gauss de 4 puntos para todos los segmentos excepto para el correspon
diente al nudo bajo consideración (Apéndice A). Para este caso particular 
la H .. es cero (debido a la ortogonalidad de r y 11) y se puede calcular 

,(,(. 

analíticamente la integral G ..• 
.u. 

Gu = fu.* dr = J_ f ln (l) 
2TT r 

r. r. 
,(.. .(.. 

_,~ .... 

dr 

Si se usa la coordenada ~ (fig 2.4)~se-tiene, 

( 2) (2) 

1 J 1 - lf 1 - ln {-) dr - - ln (-) dr 2n r TT r 
(1) (O) 

(2.27) 

(2.28) 

( ) indica que el número entre paréntesis corresponde al namero del punto 
no la distancia. 

Transformando coordenadas (n6tese que r E; Ir 
1 

I , donde Ir 1 I Ir 2 I) 
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se obtiene: 

r = f; 11'
1 

1 

'·.: .. " 

sustituyendo estos valores é~'.la ec 2.is. se obtiene 

(2) ( 2) . ( 2) 

.!. J1n (.!.) dr = n r 
(O) 

lJ 1 -· ln (~) 
1T E;1r11 

(O) 

= * lr1 IJ(-ln(EJr1 l)d~ 
(O) 

pero - {1 n( E;j·r1 1) 1 1 
ln ~ + ln ~ sustituyendo en la ecuación 

anterior se tiene 

} 1 r, 1 { ln ¡;, L + 1} 
( 2. 29) 

luego la ec 2.27 queda 

(2.30) 

Para casos m4s complejos se puede usar una f6rmula especial logarftmica
mente ponderada para la integración numérica. La f6nnula se debe a 
Stroud y Secrest (Ap~ndice A). La integración implica que, 

f'1n (~) f(r.) dr ~ 
o 

k. 
E w. f(r.) 

.l=l .(. .(. 
(2.31) 

Para elementos lineales se obtienen a continuación las expresiones corres
pondientes. 
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Se supone ahora una variaci6n lineal de u y q en cada elemento. Se consi
dera que los nudos est~n en la intersección de dos elementos rectos tal co 
mo los mostrados en la fig 2.3(b) y marcados como nudos extremos. 

La ec 2.18 puede escribirse para n elementos como; 

c.,¿ rl + ~ r u. q* dr = 
J=d' 

r. 
J 

~ fq u* dr 
j=l 

r. 
J 

(2.32) 

Nótese que al contrario de la ec 2.19 no 
integral ya que ellos varfan linealmente 
c.,¿ = -1 /2 para fronteras suaves, existen 
en fronteras no suaves. 

se toman u. y q. fuera de la 
J J 

en el elemento. Si bien 
caminos para encontrar su valor 

Considérese un segmento arbitrario tal como el mostrado en la fig 2.5. Se 
pueden definir los valores de u y q en cualquier punto del elemento en tér 
minos de sus valores nodales y de las funciones de interpolación ~ 1 y 

~2 tal que, para el caso de dos variables con variaci6n lineal se puede 
escribir que {8) 

= 

donde E; es la coordenada adimensional E; = 
dos por 

1 2 ( 1 - E;) 

(2.33) 

(2.34) 
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Las integrales a lo largo del elemento 'j' en la ec 2.32 para el lado iz
quierdo se transforman en 

fu q* dr 

r. 
j 

J 1', .,J q• ., {::} • {hú h,,J {::} 

r. 
j 

donde para cada elemento 'j' se tienen dos componentes 

h . 
.(.1 

f et\ q* dr • 

r. 
j 

Para el lado derecho se tiene 

J q u* dr 

r. 
j 

donde 

f !O, o,J u* dr {::} 
r. 

j 

I cj>l U* dr • 

r. 
J 

I"' u* dr 
""2 

r. 
J 

( 2 .35) 

( 2. 36) 

Sustituyendo las ecs 2.35 y 2.36 para todos los elementos 'j' en la ec 
2.32 se obtiene la siguiente ecuaci6n para el nudo '.l' (8) 

u1 ql 
u q2.. 

c..lu..l + 
2. 

{tt . .... 
R.tnJ G. } { 2. 37) H. . .. {Gú G. 

-<.1 .(.2. .(.2. .(.lt 

u (Í~ ql'l. l'l 
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donde R .. es igual al término h. del elemento 'j' más el ténnino 
.<.j -<.1 

h,¡_
2 

del elemento 'j-1' y similarmente para G¡j • Por esto la ec 2.37 
representa la ecuación ensamblada para el nudo•¿•. La ec 2.37 puede es
cribirse como 

n 
e¿ u¿+ E H .. u. 

j=l .<.j j 

n 
1: G .. q. 

j=l -<.J j 

(2.38) 

donde 'j' define el nudo entre los elementos (nudos extremos en la fig 
2.3(b)). Similarmente, como se vio previamente (ec 2.22), esta ecuaci6n 
puede escribirse como 

l'I 

1: H •• u. 
j=l -<.j j 

11 

1: G •• q. 
j=l -<.j j 

y este conjunto completo de ecuaciones en forma matricial es 

HU = G Q 

(2.39) 

(2.40) 

A no ser que la superficie.sea suave en el punto •¿• el valor de -1/2 obt~ 
nido en la ec 2.16 no es válido. Sin embargo, siempre se pueden calcular 
los términos de la diagonal de H por el hecho de que cuando se aplica un 
potencial uniforme sobre la frontera completa, las derivadas normales (va
lores de q) deben ser nulos. Por esto la ec 2.40 queda, 

HU = O (2.41) 

De este modo la suma de todos los elementos de H en cualquier rengl6n d~ 
be ser cero, y el valor del coeficiente de la diagonal puede calcularse f! 
cilmente una vez que se conocen todos los coeficientes fuera de la diago
nal, esto es 

Yt 

-E h .. 
j=l -<.j 

De esta manera no es necesario calcular explícitamente el valor de 
,¡_ 

c. • 
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2.4 Ecuaci6n de Poisson 

Considérese ahora el caso de una función u que se requiere para satisfacer 
la siguiente ecuación de Poisson en íl 

'il2 u - p o (2.42) 

Como previamente se vio, las condiciones de frontera correspondientes a es 
te problema son: 
Condici6n esencial tal que u= u en r 1 -Condición natural au/an = q en r

2 

La frontera total es r = r 1 + r 2 

La funci6n de peso u* produce la siguiente expresi6n (8) 

ü)au* dr 
a11 (2.43) 

Integrando por partes dos veces el primer término del lado izquierdo, se 
tiene (8) 

(2.44) 

Se puede emplear la misma solución fundamental para u* que la usada en 
la ec 2.5, es decir 



20 

V2 u* + r/- = O (2.45) 

De aquí que la ec 2. 44 en un punto 1 
).' sea 

(2.46) 

Dado que '.l' está en la frontera, el ténnino u..l en la ec 2.46 debe multi

plicarse por 1/2 para fronteras suficientemente lisas (suaves). Si la 
frontera no es 1 isa en el punto '.l' en lugar de 1/2 la constante tiene que 
detenninarse de las consideraciones del potencial constante, luego la ec 

2.46 puede escribirse como 

e:<- /- + J pu* dn + f uq* dr = J qu.* dr 

n r r 

(2.47) 

Discretizando la ecuaci6n anterior. y. usando elementos cónstantes, se tiene 

e,¡_,/- + Ipu.* díl 

n 

o bien 

lt 
B.+¿ H¡

1
.u

1 
. 

.{. j==l 

11 
E 

j=l 

n 
2:. G .. q. 

jd:l ."-J J 

(2.48) 

(2.49) 
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donde el término B~ es el resultado de calcular la siguiente integral 

I pu* díl 

n 

La i.ntegración puede realizarse dividiendo el dominio n en una serie de 
celdas o elementos de fonna similar a los usados en el método de elementos 
finitos (fig 2.6), pero conceptualmente diferentes. Sobre cada elemento 
puede aplicarse la fórmula de integración numérica, por tanto 

B. 
.(. 

k_ 
E w .(pu*). A 

j=l J J ne 
(2.50) 

,' ', 

donde ne = número de elementos, /z. = número 'de puntos de integracién;~e~º--

cada elemento, w. = función de peso y A = área de la celda o elemento~ 
J ne 

Todo el conjunto de ecuaciones para los 11 nudos puede expresarse en forma 
matricial como 

B+HU=GQ (2.51) 

Nótese que se conocen n1 valores de u. y 112 valores de q en la fronte
ra. Por tanto, la ec 2.51 puede reordenarse de fonna que todas las ecuaci.2, 
nes estén del lado izquierdo, ésto es 

AX=F (2.52) 

donde X es el vector de incógnitas de u. y q • 

Una vez que se conocen los valores de u. y i:f ·.en toda la· t'róntera puede 
calcularse u en cualquier punto interior, ésto es 

u~ = 
l'l 

¿ G .• q. 
j=l -<.j j 

n 
t í'.l •• u.-s. 

j=l -<.J j .(. 
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Cuando se tengan flujos concentrados deberán transfonnarse en flujos equi
valentes usando las funciones de forma correspondientes. 



3. Problemas de elasticidad 

3.1 Introducción 

En este capítulo se aplica el método del elemento frontera a problemas de 
eiasticidad lineal. Bajo ciertas limitaciones el comportamiento de sóli
dos puede considerarse como lineal. En general, los materiales tienen prQ_ 
piedades que son dependientes del tiempo y del estado de esfuerzo a que 
estén sometidos. Por ejemplo, ciertos materiales tienen el efecto de fl!!_ 
jo plástico (creep) con el tiempo y otros presentan deformaciones plásti
cas bajo ciertas cargas. Además,ciertos cuerpos pueden agrietarse lo que 
provoca una redistribución de esfuerzos. 

Aún en los casos en que las propiedades del material pueden considerarse 
lineales, las deformaciones del cuerpo pueden ser tales que su comporta
miento no pueda aceptarse como lineal. Esto se conoce como la no lineali 
dad en geometría e implica que la nueva configuración del cuerpo debe to
marse en cuenta (un problema clásico es el de los cables que forman cate
narias). 

Todos estos problemas pueden atacarse en un camino u otro usando elemen
tos de frontera pero quedan fuera del alcance del presente trabajo. Se 
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discutirán únicamente sistemas e.lástico~li.neales. 

La teoría de la elasticidad lineal para un cuerpo s6lido.se basa en las 

siguientes hipótesis: 

1) El comportamiento del material es 

nes lineales esfuerzo-deformación; 
tiEÍnen relacio-

2) Se desprecia el cambio en la orienÜci611'i(lé, un -l:uerJo\!~6;cl() a los de~ 
• .-·.~:.i~:~~·:¡J~. ;*:~~-~~;~ \·_:,;~~ ;.~:~t_:,'°- o.~·o.'.7-:_ ~~- ·_'.-·o:·c·-~:~~'0~;~~0~·-,:~~ ~~-· plazamientos. 

Esta hipótesis conduce a relaciones li.neales desplazamiento"'.dE!frirmaciÓn y 

pennite referir las relaciones _de equilibrio a la geometría no de.fOrnlada. 

En lo que sigue, por conveniencia, se usa la notación índice y matricial 
y se aplican las mismas relaciones a cuerpos bi y tridimensionales. 

3.2 Teoría de la elasticidad lineal 

El uta.do de eh6ueJi.zo.& en un punto (fig 3.1) se define por medio del .ten
sor esfuerzo (13) como 

o o o 
l 1 12 1 3 

-·º· 22:;--
o 
- ·2·3--

( 3.1) 

· º3i;r~-~;i~,A~g~:3-, 
"'::\~ :...,,~; . ,'"::_\ 

o·-~?~\~;·, ~~'.d:;:~:-,~::? 

donde, si se acepta i~o~~*p~f@(-~'.~§;,;ji~pe q~~:, 
0

21 = 0
12 • C1~~-Lf;L€~r} 0

3·2=
0

23 c3 •
2

) 

Estas componentes de esfuerzo_ deb~'n · s~~is,;aceF 1 as ~cUaciones de equi li

brio en todo el interior del cuerpo que en notación índic~ puede 



escribirse como 

a o .. 
_.!:J.. + 
d X. 

J 

o 1,2,3 

Las fuerzas superficiales prescritas••e~la ·S~perficie 
denotan por p ' p ' p Cfig 3.i). El'e.qtÍhú:liio eri 

1 2 3 
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(3.3) 

r del cuerpo se 
2 

la frontera requie-
re que se cumplan las siguientes condicihnes de ·.esfuerzos de frontera 
(13) 

P.t. 

donde n. 
J 

son 1 
pecto a los 

n 
1 

El tensor de 

(13) es 

e: •• 
A.j 

Si r 
1 

plazamientos~ 

u. 
J 

Los valores de 
cuerpo es igual 

(3.4) 

El nexo entre el estado de para· un cuerpo 

está dado por las relaciones cuales dependen del 
comportamiento del material. Para un material elástico lineal se tiene 



en forma matricial 

o bien 

f'. 
11 

e 
22 

e 
3] 

2c 
12 

2e: 
l 3 

2e: 
2] 

c. e e e e 
11 ·12 ,13 ·-14 ':·15 

e e e:: >C 
22 2 3 '24 2.5 

ca4 · c.ls 
i~( c. 

44 - 45 
c. 

46 

c. c. 

e: - e o 

55 . 56 

c. 
66 

donde c.. son los coeficientes de flexibi-l"idad~s. 
.(.j 

Se puede expresar 

o bien 

donde d .. 
..t.J 

o 
11 

o 
22 

o 
33 

o 
12 

o 
13 

o 
23 

o D t 

son los coeficientes de rigidez. 

o 
11 

o 
22 

o 
33 

o 
12 

o 
l] 

o 
2] 
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(3.7) 

Para un material elástico (tipo Green) hay 21 constantes del material 
(14). El número de constantes independientes se reduce cuando la estruc
tura del material tiene uno o más planos de simetría. Si el material 
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tiene tres planos ortogonales de simetría se dice que es ortotrópico y el 
número de constantes independientes se reduce a 9 (15} entonces la ec 3.7 
se reduce a 

E c. c. c. o o o o 
l l 11 12 13 l 1 

E c. c. o o o o 
22 22 23 22 --

E c. o o >º o 
33 = 33 3 3 (3. 9) 

2E o o o 
12 

~. -:.·:~ 
12 

2E .,, c. -- - o o 
l 3 55 l 3 

2E c. o 
23 66 23 

donde x - x x--~-;°7~~y'-.,xc:_:x'.o-~sonclos planos de simetría del ma-
1 2 1 3 ' - - 2 - 3 - - - - - - ----- ----- - - -- -- ---

teri al. Las relaciones inversas para obtener los esfuerzos son similares 
en forma a la ec 3.9. 

Un material isótropo tiene únicamente dos constantes independientes, 
E y v (15). La forma de la relación esfuerzo-defonnaci6n no varía; ya 
que es independiente de la selección del marco de referencia. Entonces· 
la ec 3.8 se puede escribir como (13) 

a ~ 2v 2v o o 11 1-2\1 l-2v \) 

a ~ 2v o ~.:o_ :.§ 22 .r:rv_ \) '.·; ~' :/;'~' .. 
:.«.·. 

a ~- o'<~ 
33 E 

o o e: (3.10) 
= 

\) 3 3 
2(1+v) sim 

a 1 o o 2E 
12 12 

a 1 o 2E 
1 3 13 

a 1 2e: 
23 23 
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donde E y v son el módulo de Young y la relación de Poisson, respectiv!!_ 

mente. Las relaciones inversas para las deformaciones son 

e: 1 -v -\/ o o o o 
11 11 

E 1 -\/ o o o o 
22 22. 

e: 3 3 
1 o o o o 

- 1 33 (3.11) 
2e: - E ~~2(!+\l )o .. o o 

12. 12. 

2e: 2{1+v) O o 
13 l 3 

2e: 2(1+v) o 
23 23 

Las relaciones 3.10 y 3.11 pueden expresarse en términos .de las constan
tes de Lamé (:.\.,µ), como (13) 

. xi~~ º;.J +.~'µe;_¡ 
l~~)a¡j 

'--J,·'.' ., . .,.,·-. 

(3.12) 

e .. 
,(,j 

donde 
E v I (1 +v) Cl'.'"2\i) 

Considérese ahora el problema de una placa alargada con deformación plana. 
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Sea un sólido prismitico homogfineo como el mostrado en la fig 3.2. Las 
caras planas de la superficie se definen por x =±h/2 y la superficie ci-

3 

líndrica por x =x (r), x =x (r), donde res la longitud de arco a lo 
1 1 2 2 

largo de la curva de frontera. Sí 

(1) el cuerpo es delgado (lt es pequeña en comparación con las dimensio
nes representativas en las direcciones x y x ), 

l 2 

(2) no hay fuerzas de superficie actuando en las caras 
(p =p =p =O, en x =±h/2), 

1 2 3 3 

(3) las fuerzas de cuerpo están en el plano y.son independientes de 
x (b =O y b ,b son funciones únicamente de x y x ) , y 

3 3 l 2 - 1 2· 

(4) las fuerzas que actúan en la frontera cilíndrica están en e.l plano y 
son independientes de x (p =O y p ,p son funciones únicamente de x 

3 3 1 2 1 
y X ) 

2 

entonces es razonable suponer que a ,a ,a son pequeñas en comparación 
33 31 23 

con a ,a ,a y la variación de todas estas cantidades es pequeña con 
11 22 12 

respecto a x . El esfuerzo plano o el problema de la placa alargada se 
3 

basa en las suposiciones siguientes (14) 

a =a =a =O 
33 31 32 

en todo el volumen y 

a , a , a _ son independientes de x 
11 22 12 -3 

(3.13) 

(Rigurosamente e1 requerimient°e> e.~'., ~~~}z.1 ét;T;gi~i~:~njn~:~r,pdientes~cie 
x , viola ciertas ecuaciones de compatifülida;d ~eró e(biistante r~zÓriable 

3 ;.>· 
para p 1 acas de 1 gadas) . :; .'° i-0·' · ' D> 

Un planteamiento alternativo. a ra · ecTh>e~ 
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u = u (x. ,X. ) 
1 1 1 2 . 

u = u (x. ,x ) 
2 2 l 2 

o = o = o = o 
33 31 32 

{3.14) 

Se toma la ec 3.14 como las suposiciones básicas para placas alargadas. 
La ec 3.13 es aplicable a placas homogéneas. Para tratar una placa lami
nada se suponen u y u en todo el espesor y se desprecian los esfuerzos 

l 2 

no planos. El esfuerzo plano varía de acuerdo con las propiedades del ma 
terial. 

El desplazamiento transversal u no es independiente y puede obtenerse de 
3 

la relación esfuerzo-deformación para E : 
33 

E 
33 

función de a ,o ,o 
11 22 12 

( 3 .15) 

En la otra posibilidad, la "defonnación plana", se supone que el Cie"spfazi -
miento u es cero. Esto puede hacerse si 

3 

(1) El espesor es grande en comparación conlasdime~~;Ó~es representat.i 
vas en las direcciones x y x • 

1 2 

(2) Las fuerzas de cuerpo y de superficie que actúan en la superficie ci_ 

líndrica son planas (no hay componente en x ) e independiente de x • 
3 3 

Es entonces razonable suponer que los desplazamientos en el plano de u y 
1 

u son independientes de x. , y el desplazamiento u fuera del plano es ce 
2 3 3 -

ro. El problema de la 'deformación plana' se basa en las siguientes sup.Q_ 
siciones 

u =u (x. ,x ), u =u (x ,x ), u =O 
l 112 2 212 3 

(3 .16) 

La ec 3.16 corresponde específicamente a 



E 
33 

e: 
31 

E = Q 
32 

E ,e ,e: son independientes de x 
11 22 12 3 

(3.17) 

Nótese que para deformación plana a _ 'I O. · Se puede determinar a 
3 3 3 3-

rel ación esfuerzo-deformación para a • 
33 

31 

Las placas alargadas y la deformación plana son problemas bidimensionales 
en el sentido de que el desplazamiento y los parámetros de fuerza varían 
únicamente con respecto a x y x • 

1 2 

Se formula ahora la relación esfuerzo-deformación bidimensional para pla
cas alargadas y deformación plana. Se parte de la relación tridimensio
nal para el material elástico lineal, esto es 

E=Ccr (3.18) 

La ec 3.18 involucra 21 constantes e diferentes. Para el problema bidi
mensional el plano x -x debe ser un plano de simetría de la estructura 

1 2 
del material, es decir, la relación esfuerzo-deformación debe tener la 
misma forma cuando se invierte la dirección x . Se puede mostrar que las 

3 

relaciones apropiadas son (15) 

E c. c. e c. o o a 
1 1 1 1 12 1 3 14 1 1 

E o o a 
22 22 

E o a 
33 3 3 (3.19) = 2e o a 
1 2 12 

2E c. a 
1 3 56 1 3 

2E c. a 
23 66 23 
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Si cualquiera de los dos x o x es un eje de simetría, el material se 
1 2 

llama ortotrópico. Para este caso 

e e = c. e = O 
14 24 34 56 

( 3 .20) 

Simplificaciones adicionales pueden obtenerse introduciendo más restric
ciones, tales como propiedades iguales en dos direcciones ortotrópicas o 
en cualesquiera dos direcciones en un plano (plano ortotrópico). Para 
más detalles consultar la ref 15. 

Las relaciones para esfuerzo plano se obtienen poniendo a =O en la ec 
3 3 . . . ·.. ' 

3.19 y considerando únicamente las ecuaciones para e: ,e: ,e: , esto es 
11 22 12 

e e a 

o 

,---:-.,,(."-

Resolviendo para a se tiene que.· · 

Para defonnación 
nes 

esto da 

E: 
3 3 

a 
33 

1 
e 

33 

e.o +e.o +e.o 
13 11 23 22 34 12 

· .. (3:21) 

(3.22) 

(3.23) 

condicfo-

(3.24) 

(3.25) 
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Sustituyendo o en la ec 3.19 se obtiene 
33 

(3.26} 

o 

\:'-:·.-··, 

Finalmente,se inviérte l~;ec 3.27 

{3;27) 

(3.28) 

se puede obtener l~ -~¿~3-;281°";,-~-·frtie-n~o.iJ~imefo la-~eé3;19C:y~luego hacien 
do e =O. 

3 3 

·', .. ' ':: __ ,_, ·._.··_:_:·,: 

En general, o' se detennina invirtiendo C(C' para deformación plana). 
Cuando el material es ortotrópico y las direcciones simétricas del mate
rial coinciden con las direcciones de x y x , puede obtenerse fácilmente 

1 2 
la forma explícita para D. En vez de usar la notación c. .. como en l_a ec . -<.J 
3.19, se expresa la relación esfuerzo-deformación en términos de las con~ 
tantes físicas, es decir, en 1:énninos de los módulos de corteyde-elasti 
cidad y de los coeficientes de Po5s_son, luego la ec 3.19 se púede escribir 
como (15) 

E 
1 l 

E 
22 

E 
3 3 

2e 
12 

= 

= 

= 

.V 
..;·...21.. o 

E . 33. 
. 3 3 

" \) --2...lo 320 + 1 o 
E ·. 11 - ~ 22 -¡:-- 33 

11 22 33 

1 --a 
G 12 

(3.29) 



En particular la ec 3.29 para esfuerzo plano {cr =O) conduce a 
33 

o bien 

(J 
l 1 

a 
22 

a 
12 

donde 

Las relaciones 

Para 

Las 

e: 
11 

e: 
22 

2e: 
12 

o = De: 

E 
_1_1_ 

l-11v 2 

21 

= 

sim 

-~··."''o.~, -

V E 
1 21. l e: 

¡:;;¡:i\)2 1 l 
-·21 __ , ii -,·:--=_-,-

11 o e: 
11(1"'.'11V2 

-) 22 
- . 21 

G 2e: 
12 12 

34 

(3.30} 

{3.31} 



donde 

E 
E' 11 

11 1-(E /E . )v 2 

11 22 31 

E .. 
E' 22 

22 1-(E 
22 

/E )v 2 

11 3 2 

V + V v (E /E ) 
v' 21 31 32 22 3 3 

21 1-v2 (E /E ) 
32 22 33 

Puesto que las expresiones 

fuerzo plano, se puede remplazar E ,E ,v 
11 .22 2 

3. 31 obteniéndose D'. Nótese que ahora 

Los 

n' 

E' 
11 

v' 
12 

G 
12 

35 

(3.35) .. 

- . . 

En vista y deformación plahas;'difi~~~f¡ úQicam~nte en-
•• '• ;=--_;,c;

7
_~-.o--,oco·--·oo. --- - ___ , •ºo," ·, 

los elementos •. s-é tiene qÜed~~arfol;lal'¿.üria •. for"mulación··· 
única. En lo que sigue; 'no se hará alguna dis,tinctón entre los 'dos pro~ 

blemas. 

3.3 Relaciones básicas 

El principio de los desplazamientos virtuales para problemas elástico-1.:!_ 
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neales puede escribirse como (9) 

(3.38) 

donde ut son los desplazamientos virtuales que satisfacen las colldiCi.Q.. 
nes de frontera homogéneas ük =O en r

1
• Si ahora se interpreta u~ 

como una función de peso que no satisface estas condiciones en r la ec 
3.38 puede escribirse como ( 9) 

(3.39) 

donde P°k = rz.jªj1z. son las fuerzas de superficie correspondientes al sis 
tema uk. Supóngase que las relaciones deformación-desplazamiento son li 
neales, esto es 

1.(au. au ·) e: • • = - __...i. + ..-L 
-tJ 2 ax. ax. 

J -t. 

1 (au¡ au~) 
e:": • = - -- + __J_ 

-tJ 2 ax. ax . 
J .(.. 

y que las propiedades del material también sonlilleale-s. 

En consecuencia se puede ahora integrar por par~es la E!c 
se 

(3.40) 

(3.41) 

obteniénd.Q_ 

(3.42) 



Integrando por partes una vez más se tiene 

+ Jcr~1 .u1 dS1 = J l,j ¿ 

!1 
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Se buscan ahora las soluciones fundamentales que satisfagan las ecuacio
nes de equilibrio, usualmente del tipo 

o*k . + 1/- = O 
J ,j l (3.44) 

donde t.i es la función delta de Dirai: y representa una carga unitaria 
en .f.. en la dirección .f.. Este tipo de solución produce para cada direc
ción 'l' la siguiente ecuación 

•i + Jü•pk dr .+ J~-~~"~r~";,ifau~;~7J~kuk,df,~;th·•~'r~ 
r1 r; .. ·.' · .>n<•.:>'<H1:·•··.•·· ..•. >T2 ·· 

_(3_.45L 

donde ui representa ~\. d~-f~:l-~~~~i~~i~r,h:2·:h }~ _ , 

puede e~~J~~~r,~~~~,z~·~-·~un~o;~.~(. -; ¡C > .. 

-; .. ';,,~-\~\(:{:/> ~:",-;. \·/_- ;-,~<<' ,:~,-<·.':<·;.'.;> .' ·, 
En general se 

donde r = r + r 
1 2 

Nótese que ut¡ y pk son las soluciones fUndamentales, esto es los des~ 
plazami en tos y fuerzas de superficie debí das a una carga unitaria conce!!_ 
trada en el punto '.l' en la dirección 'l'. Si se considera que las fuer. 
zas unitarias actúan en las tres direcciones, la ec 3.46 puede escribir
se como 
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( 3. 47) 

donde P11z. y ul!z. representan las fuerzas de superficie y desplazamien
tos en la dirección k debidas a la fuerza unitaria que actúa en la diref_ 
ción l. La ec 3.47 es válida para el punto particular 'l' donde se apll 
can las fuerzas. 

Por otra parte, la solución fundamental (3) para un cuerpo infinito tri
dimensional isótropo en donde actúa una carga puntual en su interior 
(problema de Kelvin), está dada por 

u.f.h = 1 
[(3-4vlo.e1z. + r •. e. r, 1,J 16nG (1-v) r 

( 3. 48) 

donde 11 es normal a la superficie del cuerpo, O.e!i ~s lad~lta de 
Kronecker, res la distancia del punto de aplicaciónide la carga .~l pun
to bajo consideración, r,j = ar/ax. y n. son los Cosenos directores 

. j . j ; . 
( fi g 3. 3). .. - ··-· .... 

Para el caso bidimensional · is.ótropO'de)lefornlaéÍón~pJélna)f solución 
(10) está dada por · ··· · · · -~···:•- ~:.,.·~··~·">-· 

1 Ll . ª1k = . < >· (3"'.'4v) llrrG 1-v . ·. 
(3.49) 
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* 1 [ªri . ·}·. {· P.e.fi = - (1-Zv)ókt + 2r,¡¿ r,t_ ·.·.;;..· 0-'-vl. tt .. r .. ·"'. 41T(l-v)r éltt <> .1' •l ... , ' 

donde (r,l) = rl/r (fig 3~4). 

A continuación se discuten los planteamientos para'e~tablecerla ecua
ción en la frontera. 

Así como en el caso del problema de potencial, la ec 3.47 debe tomarse 
justamente en la frontera. Considérese que la frontera es suficiente
mente lisa y del tipo r en el punto 'i' (de la misma manera se aplica 

2 

para r ). La primera integral en r en la ec 3.47 puede escribirse en 
1 2 

dos partes, esto es 

(3.50) 

Si se considera la integral en re ¿~~~do e+ O (fig•3.5) y por co'~~di'da,d 
se llama I, se tiene que 

I = lím .. ·{ 
¡;;..¡.o . 

Nótese que e:: r. Considérese la fig 3.4 donde se'üsa·~n sistema de 
coordenadas esféricas por comodidad. Para este caso particular el 
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segundo ténnino en la ec 3.51 se anula, esto es 

(3. 52) 

De ahi que únicamente se considere el· p'rimér t~r,;;ino ;~ la. in~eg~al,. que 
es 

'--·''.o-: _oé ,- - ~'·-.,.e 

lím {-Ju.ia k{o-2~)º .. · E-.. O Cln . . . ilz 
r . . 

E 

N- ar 1 otese que an = 

Esto puede desarrollarse 

cas mostradas en la .:~·.~~c~;s;.·:;¡I,;;,;.:-;:~~'b~/f;.~~~:y.;;~;:,;.F~~.·~~·· f'~;'(~~~,;~·:~7~ 

I = l'im {-
e ... o 

donde e. son 
.(. 

Nótese que la 
en términos de $ y 

I - -

+ 3u.,¿ sene 
3 

(3.55) 
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Después de integrar se encuentra. que algunas. de 1as integrales son cero 

(9) y el resultado fina1·_es./ 

I = - .. ~d}[r~~;r~~t+ '" ~ ·H 
(3.56) 

. '·. .:· . 

El mismo resultado se obtiene. cuandb.i=2;y.t=3. Entonces este result~do 
puede escribirse como 

~~.xJr11dI:-
La integra1 

puede escribirse como 

- - E . 

f P¡,•' '" dr 
r 

2 

:~h~t~~r~+ 
pero puede mostrarse e¡IJ{'. 

E 

(3.57) 
2 

y por lo tanto esta integral no introduce ningún ténnino nuevo. 
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Un resultado similar se obtiene para la parte r de la frontera. De ahí 
1 

que cuando el punto '-i' se convierte en un punto frontera de una fronte-
ra suficientemente lisa, se puede escribir ( g) que 

(3.58) 

Para el caso de fronteras no suficientemente .lisas el cálculo de la inte-
; - ' 

gra 1 en r es más difícil y se obtiene un resulta do diferente a -1/2. 
e: .·· :.>: . 

Afortunadamente, el cálculo exp)fcJto de este valor no es necesario pero 
puede obtenerse usando el movimientó de cuerpo rígido. 

En general, para un punto en. una frontera no suave se tiene un coeficien
te ci tal que la ec 3.33 p~ede escribirse como 

3.4 Elementos de frontera 

Es más conveniente trabajar;.ahoY'a-con matrices que con la notación indice. 
Se puede definir lo sigui~~t~: 

Sean 

Vector de desplazamiento del punto 1 .. 
.(. 

con componentes en las direcciones x , 
1 

X ' X 
2 3 

u , vector de desplazamiento en cualquier punto de la frontera r. 



p 
{ 

p:213 l · 
b 

p* 

u* 
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vector de fuerzas de superficie eri cualquier 
· pu"ntÓ de Ja fr~n.te~a r. 

vector de fuerzas de cuerpo en cualquier punto 
deldominion -

matriz cuyos coeficientes P1k 
son las fuerzas en la dirección 
'k' debidas a la fuerza unitaria 
en •¡• que actúa en la direcci6n 
'.e.' 

matriz cuyos coeficientes u.1k 
,,- son los desplazamientos en la di

recci6n 'k' debidos a la fuerza 
unitaria en •¡• que actúa en la 
<lfrecci6n •.e.• 
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Supóngase que la frontera se divide en elementos (fig 3.6) y que las fun. 

cienes u y p pueden aproximarse en cada elemento 'j' usando las siguien

tes funciones (8, 9) de interpolación 

u = <!>TU. 
j [•' c¡7 OT][ uj r 

( 3.61) 

T [•T J1,jf p cjo p. = 
J 

donde uj y pj son los elementos nodales. Nótese -q1Je-c:sehan-5upuestolas 

mismas funciones para u y p. En general, prodrían no ser las mism.asy P! 

ra ser más consistentes podrían haberse tomado 1 as fUnciones para P. de un 
orden menor que para las de u. 

Las funciones <!> pueden considerarse como las funciones estándar bidimen

sionales para elementos finitos, donde u. y p. son los desplazamientos y 
. j . J . . . . 

fuerzas de superfi cíe noda 1 es, respectivamente en el elemento. Es tos son 

los valores que deben determinarse con la solticfÓn; . 

- - --~=-o----=---~· -

Las funciones pueden sus ti tui rse e,n l.a e~ 3.60, con-fo que/sé obtfenéc 
(8, 9) para un punto nodal particular que 

. .· "<' .< ··-.· . 

<!>Tdr.} u.~ .. ~ 1 .. r:u* <I>_T.dr __ •. _.··.}·· .• __ .·_ p. 
• . j 1-1lJ ··. .. ·_ . j 

r. . 
r 

(3.62) 
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donde L: indica que la suma se hace desde j=l hasta n, sobre los n eleme!!_ 
tos de la superficie y r. es la superficie del elemento 'j'. u. y p. son 

j j j 
los desplazamientos y fuerzas de superficie nodales en el elemento 'j'. 

Nótese que también se ha considerado que el dominio se divide en m ele
mentos internos sobre los cuales tienen que calcularse las integrales CQ.. 

rrespondientes a las fuerzas de cuerpo. Estos no son elementos finitos 
sino regiones simples donde se realiza la integración (usualmente numérj_ 
ca). Una vez que se hace esto, el problema se reduce a un problema de 
frontera. 

las integral es general mente se resuelven numéri carnente y las funciones <ll 

se expresan en algún sistema homogéneo de coordenadas tal como el sistema 
i;. de la fig 3.7. Es necesario transformar las coordenadas del sistema 

.{. 

i;. al sistema global x .. Esto se hace a continuación • 
.{. .{. 

Si se transforma del sistema X¡ (fig 3.7) al /;¡• para cualquier función 
u que sea continua y tenga primera derivada parcial continua (13) se tie
ne que 

au ax ax ax .. au __ 1 __ 2 __ 3 ·•·. 

ai;1 ai;1 af,;1 Clf,;1·< .ªx1 
au ax1 º"2 ax 3 .. 

ai;2 íl/;2 Cl/;2 ai;2 .. • 

Íl!< ª"1 
an añ 

donde J es el Jacobiano de latransformaci6n. 
_··:" :·.,·-

La relación inversa es 



élu Cllt 

ª"1 a1: 1 
.· -1 
,,.J 

élu 

ai: 
2 

élu 

élr¡ 

Una diferencial deyolumen puede escribirse como 

d(Volumen) 

;'.·' 

IJI .di··dfc~ 
.. 1 .. · ·.2 

Una diferencial de área C11~Ó-én la fig 3;7) está dada por 
- -- -~ -- - ~ - ~-~~~~~J~·~=/_',~- :'~;~~=-

d( Area) = 1 ~~ ·x ~~ 1 dE;dE; · ;;.q G 1 dE; dé; 
1 •2..•· : _1;_ z ......... · l. 2 

donde 
(g2 + g2 

1 2. 

ax ax ax ax. 
( 1 3 1 3) 

(}E; ~- - -ar .. ~ ... 
1 2. 2. 1 
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Nótese que x. , x. , x pueden definirse usando funciones de. interpolación 
1 2 3 

y valores nodales de la misma forma (8) como fueron definidos los despla-

zamientos y fuerzas de superficie (ec 3.61). 
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Aplicando la integración numérica (véase el apéndice A) la ec 3.62 se 

transforma ( 9 ) en 

. • 11 { .e c-<.u-<. + r E 
j=l k=l 

+ 
1~ { ·.~ IJI. 

s=l p=l 

donde .e = número de puntos de integraci6'~/~ : pe~() 
tegración, (p* .¡,T)k.' (u* <PT)lz. y (u* b)p son los 

en los puntos de integración. 

. . 

La ec 3.63 corresponde al nudo particular '.i.'. El -término/integración n_!! 

mérica relaciona al nudo '-l' con los nudos del elemento 'J'>s¿br~'el cual 

se realiza la integración. A la integral del lado izquierdocsele llama 
H' .. y a la del lado derecho G... . :,:.'->·~~~:·'..~é 

0 0 -

Las 

que 

o bien 

" 

.· ···~~ . 

en Una R1a,triz gl.()bal;tal 

(3.64) 

(3.65) 

donde H = e + H, y C es una matriz diagonal, que no necesita ser determi-

nada expl fcitamente. U son los desplazamientos y P los valores que las 

fuerzas de superficie distribuidas toman en los nudos de frontera. 

Los coeficientes de la diagonal de la matriz H pueden obtenerse aplicando 

las condiciones de cuerpo rfgido. Si se suponen desplazamientos unita
rios de cuerpo rfgido en todas direcciones (8), la ec 3.65 queda 

H I = O (3.66) 
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donde I es un vector unitario. De aquí que los términos de la diagonal 

de H sean simplemente 

1i~-([,,-:s8t~;~*l \C3~~67)• 

Después de apl kaf. ; .. ,·.~~~ifiikii,~~"fidhli/i él sislé~ ¡&,de ~o~dona¡: 
se de 1 a siguien"f:~\·iTiarier~t~~;~·~~;{:-'.':~.'' _,_. :;;~ce: • .,.~.=~}";++~·~·~.·.•;e,;;-

~ _. 

. . - . . . 

donde X contiene 1 os de~piaza~ientos sJperfili~~ &~~d~riac·i-. 
_;-: ::.;· ·i_: ,_.-~~> --.'.~: ,-' ~·- .-., ::,::,,_ .-: .. _ :·~:-- ;_··~:.> 

,. :· \. ;_:· · .. :,:(~ ¡.:.'. ... <-';, ·:. ',' '.".~;-.:·:,· 

.· ..... · ·.·. /'; ' •: / ·•··· ,s; .. 

~:: ::', ::· ,:: ,;: ;:~~~.i~'~'f ::4~E;~~!~tifr~i~~~)*~~~t~!·~ii~~~.~~~*f g}~:· 
das. 

mientas en un punto (B• 9) ·esúrí:d~~es p~Y,;/ . , ·.· , · '<' ;: • · 
- .·. > } •. :' • : _._ .. ··;ur· Ls· 

~~·~:~;·;·~gf ·8.~;c:·d ~. · ······="'·+·~,. ( 3 :69) · 

o para 1 a componente 

(3 .70) 

au. au. 
( -.i:. + c......L' ax. ax.· 

J .L 

(3.71) 



Después de realizar la diferenciación se obtiene 

Todas estas derivadas se 
la forma en que se cal c.ul 
(8) puede reducirse a 

ª,¿j = J 
r 

donde las 
son 

v, .. = J_.{.<1 
i<.J rª .. 

2u { -~ S¡ .. = -B s. 
l,(.J r 

+ (1 - 2v) (811,_r, .r,. + n.o;k + 
r.: -<. j j -<. 

49 

(3.72) 

(3.75) 
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donde r,.=ar/()x. 
{. .{. 

Las derivadas se toman en la frontera (fig 3.8) 

Las ecs 3.74 y 3.75 se aplican a problemas bi y tridimensionales, esto es 

(2) Para tres dimensiones, a=2; 13=3; y=5 

Se aplica ahora el método del elemento frontera a la elasticidad bidimen-. . 

sional. Las relaciones y ecuaciones gobernantes se han expuesto anterior. 
mente, asf como la solución fUndamental para un cuerpo isótropo; 

Se parte de la ec 3.59, esto es 

donde se supone 

te 

La ec 
para un punto interno. 

La solución fundamental para un material isótropo se ha mostrado ante
riormente (ec 3.49), la que se repite por comodidad 



1 
.. [(3 - 4u) ln (~) 

811G(l-:v,)_ ---. 

47T( 

donde Ptk y u¡_k 
la dirección k debido a 
respectivamente. 

En forma matricial 
bién una matriz de 

p* 

Los 
son 

u = 

Entonces la 

51 

- n¿r,k) J 
ydesplazamiento en 
· en la direcci6n .e 

(3.77) 
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Considérese ahora el caso de elementos constantes (fig 3.9) cada uno de 
los cuales 
constantes 
elemento. 

tiene un nudo medio. Se supone que los valores de p y u son 
en cada elemento e iguales a los valores del nudo medio del 
Luego la ec 3.77 queda 

ci ui + .~ { J p* dr } u . = 
j=l J 

r. 

Ju• dr} pj+ J"* b dn 
r . n (3.78) 

J J 

donde u. y p. son los desplazamientos y fuerzas de superficie nodales en 
J J 

el elemento 'j'. Nótese que es conveniente definir elementos o celdas 
internas para la integración de fuerzas de cuerpo. Estas celdas se usan 
para la integración numérica de las fuerzas de cuerpo y no deben confun
dirse con elementos finitos. 

Si hay m celdas se puede escribir {8, 9) que 

fu* b díl 

íl 

~ { ... ~. {u* b)p wp} As 
s=l p=l 

donde wp son los coeficientes de peso para la integración numérica y As 
es el área de cada elemento bajo consideración. El cálculo de los térmi
nos fuerzas de cuerpo produce un vector b. 

La ec 3.78 corresponde 

relacionan al nudo ·~· con el segmento 'j' 
tegraci6n. Si se llama a estas integrales 
de 2x2. En consecuencia se tiene que 

términos 

sob~e el cual ~e realiza la in 
" H .. y G .. se tienen matri.ces 

-<..J .<..j 
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ci u-<- + ~ H .. u . 
j=l .<.j j 

(3.79) 

Esta ecuación relaciona 
res de u y p en todos los 

La ec 3.79 

donde 11 es 

H .. 
.<..j 

donde c~ es una matriz 
la frontera, esto es 

con c-l 

El conjunto 

Nótese ores. y it de fuer-
- 1 .-.. ; • ·- ·-·.- -------- - ·---. - . . -.2. _____ ... - - -. -

zas de superficie (211=11 +VL ) , de aquí que se tenga un conjunto de 211 
1 2. 
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incógnitas en la ec 3.80. Reordenando las ecuaciones de la misma. forma 

que para problemas de potencial, esto es, poniendo las incógnitas del 1-ª. 

do izquierdo en el vector X:, se obtiene 

Una vez que se conocen los val ores de desplazamientos y fuerzas de super:

ficie en la frontera pueden calcularse los desplazamientos y esfuerzos en 

cualquier punto interior (8, 9) de la siguiente manera 

a .. = 
-<..j 

donde 

u< J u* p dr - Jp• u dr + J u* b díl 

r r . n 

a.. -
-<..j 

o .. 
-<.j 

s.. = 
-<.j 

u 
2 

,---
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Los valores de D y S están dados por. las ecs 3.74 y 3. 75 respectivamente 
para el caso bidimensional. 

Las integrales para H .. y G .. se pueden calcular para cualquier punto 
-tj -<.j 

usando la fórmula de Cuadradura de Gauss de 4 puntos, excepto para el pu~ 
to bajo consideración (~=j). Los valores de H..¿,¿ pueden calcularse usando 
las condiciones de cuerpo rígido pero no asf los de G .. que necesitan cal 

.(.,(,_ -
cularse usando una fórmula logarítmicamente ponderada para la integración 
numérica {Apéndice A). 

Aunque 1 a integración numérica general mente es más conveniente no es dif.i 
cil calcular analíticamente G.(,{ para. ~J caso bidimensional i sótropo. 
Los elementos de G..¿,¿ son 

_ .. •( 

G¿¿={;:~;;;~¡~J~ ~~· 



G - = 
12 -. 

,··=_JJ111_ 
E:-+ o 
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[ 

(r )2 J 
= (3 - 4v) (1 - lnR) + ~ .. -.•. -2 

-
2 

R 
. 4 R2 · BTIG(l - \!) 

. . . 

. . ' : 

Las definiciones de r
1
,yr

2
. en 1 a fi g 3 ~ 10. 



4. Aplicaciones 

En este capítulo se presentaTa-apYicacion.del métoao áé'é·iWfeg~ri€;611 ae 
elementos de frontera (MIEF) a problemas de potencial .Y .de él astici dad en 
el plano. 

Para la solución de problemas de potencial .isótropos se emplean elementos 
constantes (u y q, que representan el potencial y la derivada del poten
cial respectivamente, son constantes en todo el elemento) y elementos li
neales (u y q varían linealmente en el elemento). Se muestra además, la 
aplicación del MIEF a la solución de problemas de potencial isótropos con 
más de una superficie. Por otra parte, para la solución de problemas de 
elasticidad isótropos y linealmente elásticos en ausencia de fuerzas de 
cuerpo, se emplean elementos constantes. Los programas de computadora 
que se utilizan y su organización se dan en los Apéndices B y C. 

Para algunos problemas se compara la solución analítica con la numérica 
obtenida con el método mencionado. 
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4.1 Solución de problemas de potencial isótropos 

Se muestra la aplicación del MIEF a la solución de dos problemas de pote!!. 
cial isótropos. Estos problemas se resuelven empleando los programas de 
computadora SPPBEC y SPPBEL (Apéndice B). 

4.1.1 Ejemplo de flujo de calor 

Para ilustrar la aplicación del método de integración de elementos de 
frontera, considérese el ejemplo siguiente de flujo de calor para el domj_ 
nio mostrado en la fig 4.1. Se aplica primero el programa SPPBEC. El nú 
mero de elementos de frontera es 12 y el número de puntos internos donde 
se calculará la función es 5. 

Los datos que se requieren se dan en la Tabla l. 

Los resultados del problema al aplicar el programa SPPBEC se muestran en 
la Tabla 2 y en la fig 4.2(a). 

Los resultados que se obtienen para este problema de potencial simple con 
elementos constantes son razonables y están de acuerdo con la solución 
trivial tanto en la frontera como en el dominio interior. 

- -----· '-··------

El problema del flujo de calor se estudia ahora empleando el programa 
SPPBEL que utiliza elementos lineales. Se espera que al aplicfr_j~teprQ. 
grama se obtengan mejores resultados. 

Para este caso, en el que se utilizan elementos lineales, desafortunada
mente en los problemas con esquinas se presentan dificultades, debido 
principalmente a que se tienen dos valores para la derivada normal 
au/an que dependen del lugar bajó consideración. En efecto, en estos. PU!!. 
tos se necesita seleccionar cuál de las dos variables, el potencial u~ 
su deriva da au/ él11, debe prescribirse. 
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Dado que el valor de la derivada del potencial au/an no puede definirse 
en forma única, generalmente se prescribe el potencial u. 

Los datos que se requieren son los mismos que para el caso del programa 
SPPBEC, excepto para las condiciones de frontera. Estos datos se dan en 
la Tabla 3. 

Los resultados del problema al aplicar el programa SPPBEL se muestran en 
la Tabla 4 y en la fig 4.2(b). 

Los resultados que se obtienen al usar el programa SPPBEL son de mayor 
aproximación que los obtenidos al emplear el programa SPPBEC. Sin embar
go, debido a la dificultad de trabajar problemas con esquinas, se obtie
nen resultados incorrectos en el valor de la derivada del potencial au/an 
en las esquinas (fig 4.2(b)). Este problema no se tiene en el método de 
elementos finitos debido a la forma como se prescriben las condiciones n-ª
turales de frontera y por el hecho de que la solución también se aproxima 
en el dominio del problema ( 8 ), esto es, los errores tienden a distri
buirse. 

Una forma sencilla de evitar el problema con esquinas, es suponer que hay 
dos puntos muy cerca_ uno del otro que pertenecen a diferentes fogares 
(fig 4.2(c)). Esta solución empírica proporciona mejores resultados tal 
como se muestra en la Tabla 5 y en la fig 4.2(c). En efecto, en un punto 
que está en la esquina se prescribe el valor del potencial u y en el otro 
el valor de su derivada au/an. 

Por otra parte, el problema de flujo de calor ha sido estudiado por Alar
cón y Domínguez ( 6 ). Emplean el MIEF con elementos isoparamétricos. En 
la Tabla 6 se comparan los resultados obtenidos empleando elementos isop-ª
ramétricos con los aquí obtenidos. 

Puede observarse que los resultados obtenidos empleando elementos de fron 
tera isoparamétricos son de mayor aproximación pero muy similares a los 
encontrados con el programa SPPBEL con elementos 1 ineales eón dos nudos 
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en las esquinas. Para el caso de puntos internos los resultados son práf_ 

ticamente iguales. Se muestran. además, los resultados obtenidos con la 

solución analítica. 

4.1.2 Problemas con más de una superficie. 

tre dos círculos concéntricos 

Se muestra aquí la aplicación del MIEF a la solución de problemas 

ciales isótropos con más de una superficie. Se emplea el progra111a• de CO!!!. 

putadora SPPBSD {Apéndice C) con elementos constantes. 

Se aplica el programa SPPBSD a la solución del ejemplo de flujo de calor 

para el dominio mostrado en la fig 4.3. El número de elementos de front~ 

ra es 16 y el número de puntos internos donde se calculará la función ~s 
6. 

Los resultados se muestran en.:la Tabla 7. 

- __ ,c..:-;--."°'_·L--~~-'-~~~?-;,,_~~~¿~~;_::_~_-;:.~=---=':."-=..o=-=-=.--'--='---"-=--'-

~\;. -,; _/:.··;~:;<· ~--:~-. --~- ,:·~ -

4 .1. 3 Flujo i aminar ~1 f:~~~~~f ci?.;~11Sfi}.i~,dt?:t€~~f,~:·~ªs<P1~c~.s 

::: :~::~~:~:: d;~::~in~t~~~t~~~lf ~~i~~!~t~~~ji~h~~,;wf~~~~:=' 
~:. '~::;~:, :c~::~;;i~t,;~~~~~~,J~~f ¡.i~~;~:R~~~~~~~i;~~1~:~ 
de f 1 u j o y su de r .i V á da i;: ~-~·i··~ 4~~-t'·~ arl ·.~:~e~ Lj··atrf j ~f ~~-4·· .-~4 ... ~~~;~~~~'.-'-·1~i:·~~:~~~~f~~~;~:~ -<~7i~:~/;,~:~L: º~-:~~~~e= ' 

- : , ·:>;_ .''• ' ~--~."-~'.:~;~-- ~'. ~ ~ ~ ~ (< _:. ;:__::. _- -~: _-: . .·. ~ :_ : --~ e,:, '~f~i~-'.~--~º_::·:; ~: {,: :·::'. -~~~; ~;,:~~~· ;!;.'.: ,- -_ 

Debido a la simetría se ne<:e~Ít~ ·defi11i~ únicaménte un cuafto'd~l f·~fb~ini o. 

Para el caso del programa>SPPBEC el número de elementos pe froritJ:f~?es 32 

y el número de puntos internos donde se calculará lafunCÍón'eS,,.'i;iJ :En_ la 

fig 4.5(a) se muestran los v~lores prescritos de u y au;a~ en t~d~'Ía 
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frontera. 

Los resultados que se obtienen para u y au/an se muestran en la fig 
4.5(b) y en la Tabla 8. Se observa que la forma de variación de la velo
cidad au/an es como se esperaba. 

Al aplicar el programa SPPBEL se obtienen mejores resultados para fu!!. 
ciones u y au/an en toda la frontera pero hay una distorsión en el valOr 
de au/an cerca de aquellas esquinas en las que pueden tomarse.dos-va~o~~s 
muy diferentes de la derivada normal' que dependen del lugar bajo consid~ 
ración. 

. ""· 

Los datos que se requieren son los mismos que para el progr~ma SPPBEC\ 
excepto en que se prescribe el va 1 or del potencial u en el nüdo o elemen

to de frontera número 12. 

Los resultados que se obtienen se muestran en la fig 4.6 y en la Tabla 9. 

Puede evitarse la distorsión del valorde la derivada nonnal al emplear 
el programa SPPBEL con elementos binodales. · En efecto, esto se evita al 
prescribir los valores de au/an en los nudos 32 y 37 por ejemplo, mien
tras que el valor de la función~ se da en los nudos 1 y 31. Los result~ 
dos para u y aci/an se muestran en la fig 4.7 y en la Tabla 10. Los valo
res de u en el dominio concuerdan con 1 os resultados obtenidos a 1 emplear 
el método del elemento finito y el método de colocación de celdas (coord~ 
nadas curvilíneas en diferencias finitas) ( 7 ,22). En la Tabla 11 se co!!)_ 
paran los valores de u en algunos puntos internos obtenidos con los pro
gramas SPPBEC y SPPBEL y los obtenidos con los métodos del elemento fini
to y de colocación de celdas. Los valores obtenidos para au/a11 en la 
frontera al emplear elementos finitos ( 7) no son satisfactorios (fig 
4.8), mientras que las soluciones obtenidas al emplear los programas 
SPPBEC y SPPBEL representan una buena configuración del flujo. Además, 
se han obtenido otras soluciones para este problema ( 6 ,23). En la Ta
bla 12 se comparan los valores de u y au/an en algunos puntos de la fron
tera, obtenidos con varios métodos. 
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4.2 Solución de problemas de elasticidad isótropos 

Se muestra la aplicación del método de integración de elementos de fronte 
ta a la solución de dos problemas de elasticidad isótropos y linealmente 
elásticos en ausencia de fuerzas de cuerpo. Estos problemas se resuelven 
empleando el programa de computadora SPEBEC (Apéndice B). 

4.2.1 Cavidad circular bajo presión interna 

Se aplica el programa SPEBEC a la solución del problema de una cavidad 
circular bajo presión uniforme interna en un medio infinito para el domi
nio mostrado en la fig 4.9. La frontera se divide en 24 elementos cons
tantes e igual número de nudos y el número de puntos internos donde se 
calcularán los esfuerzos y desplazamientos es 10. 

Para evitar el movimiento de cuerpo rígido se prescriben algunas compone.!! 
tes de los desplazamientos iguales a cero; en la dirección X para los nu
dos 12 y 24, y en la dirección Y para el nudo fB. 

En la Tabla 13 puede observarse la simetría de resultados. Como se espe
raba, los desplazamientos y esfuerzos tienden a disminuir al aumentar la 
distancia desde la cavidad. Los esfuerzos radiales y tangenciales en los 
puntos internos tienen el mismo valor absoluto pero de diferente signo, 
lo cual es correcto. Asimismo, en la Tabla 14 se comparan los resultados 
obtenidos con la solución del elemento de frontera con los de la solución 
teórica. Puede verse que la solución obtenida con el programáSPEBEC es
satisfactoria. La solución teórica fue atenida por Muskhelishvili.Y 

.-o -- -.co- _ -- e - -- - - ·--·,. _ -, _._,-=- _ _ __ ._'., __ -o".·--~ 

Sokolnikoff (16,17) y está dada por 



a rr 

ªre = o 

PR 2 

r2 

donde u representa·1'~i·'..;d~splázamie'ntos y .. a los esfuerzos. 
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4.2.2 Pilote ~uj~:t'~~'.a}·c~r9a axial en un semi espacio elástico 

Para estudia.r el comportamiento de un pilote alojado en un s~ 
miespacio elástico se hacen las hipótesis de que el suelo y 

el pilote son elásticos, isótropos y homogéneos; el pilote ti~ 
ne perfecta adherencia con el suelo; la capa elástica del sug_ 
lo está apoyada en una capa rígida la cual se considera mat~ 

máticamente como suave y la base del pilote se considera lisa. 

Para formular el problema, considirese un pilote cilíndrico 
de longitud L y radio 'a' dentro de un semiespacio elástic~ e 

is ó tropo, d ef i nidOLJtqJkJJl_S:ccons ta ntes E y'" G, ·· si endc(E: 11i"i"'-~~6~:y:··~ 
lo de elasticidady.GeT\m6dulo de rigidez al co.r.tante.se.ha 
encontrado. (25) que.r~~\d~·i{plazamientos. verti~~fE:ls ·_y radfales, 
totales, están dados por 



donde 
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cps es la intensidad de esfuerzos en. E?f pjlote a una profundidad e -
( fi g 4 .10) - -- -- . . . . - . - . 

cpb es el esfuerzo· resultante verti'tál ·en la b~se del pilbte.Y actúa 

en el pun.to.P' (€,eE,q .(fig 4:11) i>;'•· >-~; -··· ;>.;'>: .> .. 
<Pr es el .esfuerzo _fi;c.ficio •• ra~tal._·qu~:(s.e·····ap}fra5a1··~ú~tE!: .. ·,· 

:: 1 ~~;/ ;~~~. ::~.~r·;~;~~i1~3d~·~;~~~:{~:~1S~}.~;.~'/;;~~;~i<L}r~·.~). ~::·::~H;~:c.r,z' 
" . ~ . "} '" 

Las ecuaciones anteri6res so~ ~vári~as''~n·.·cua)qGi~r-~~rte)eJ s~mies~acio. y 

satisfacen 1 as con~2§1E_~~~ de . .frol')~t:.é!.~~~~HL~~ _r_L_.;_;: ~~-~.:;'.;_e;_ •t ·-·.--····. -·--

. . a =cr =O zz rz 

ªrz= O~ ·b,~en.B(~;L) 

Para obtener la soluci6n del problema, considé~ese ~ue el punto B(r~z) se 
encuentra en la interfase pilote-suelo. Además~ se.supondráque el pilote 
se divide en n segmentos de espesor G y la base en rrl anillos de radio G , • l .. .. . .• .·. ·. . . 2 

luego los desplazamientos verticales y radiales p_aracualqliier elem.ento ;¿ 
en el pilote, se pueden obtenE!r d_e la sigut~_nJl'!_,fqrma al l.inealizar.·Jas .
ecuaciones anteriores (25) 

(W s), , i· ( .,ly .• (KSS)Ú•\2;r.~Z:-K~~~f úk%c~,·0fü~~fü 
1~ ¡:·· -· .:~~> .' ' ~:j~~ '. -: ·:,:. ,: ., .·.cj::;- l.·'.:'> ~~ ': <</;~:~/\·: 

con -é. =1,2, ... '., 11. · -· · ······--·- --· ... ,._,. ···- -"'··· •· •·· · . --~~-.' ; 

1t < < . . .·.. n .·. . · .. ·.. . m · . •/ < · ... · •. 

(Us)-é. = 2<<Ps)j_(KSU),¿r+2 (cpr)I (KIW}¿j+ .)€-.C<P~l¡;'(~BU).¿j 
j=l j=l J=l 

con -é. =1,2, .. . ,n 
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Por otra parte, el desplazamiento en la base está dado por 
n n m 

{Wb). = ~ {4> ) • {KSB) .. + ~ (<P ) • (KRB). ·. + ~ (cj¡b.) .. (KBB) .. 
• <. _¿_ s J -LJ L., r 1 :.LJ .,¿.,, 1 . . -<-J 

J=l J=l j=l 
Las integrales involucradas en estas ecuaciones son integrales propias, 
excepto para los casos en que i.•J, que pueden evaluarse con cuáltjúier méto
do numérico. 

Las ecuaciones anteriores pueden escribirse en. forma matrici.al. como 

4.1) 

donde 

[

KSS l<RS . KBS] 
K = KSU KRU KBU 

KSB ·- KRB- KBB 

La ec 4.1 representa un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que se 

puede re so 1 ver para 1 as incógnitas <Ps, 4>r y 4>b si se conocen 1 os despl azami 
entes Ws, U

5 
y Wb en el dominio del pi lote. Para un pilote rígido, los des

plazamientos verticales en el cuerpo del mismo y en su base son igualesª·· 
los que se tienen en la parte superior {cabeza); en este caso el desplazami 
ento radial es nulo. Entonces si se aplica un desplazamiento vertical·lJ~its. 
ria en la cabeza del pflote se tiene 

(4.2) 

Al sustituir estas condiciones en la ec 4.1 y resolver el sistema de ecua
ciones lineales resultantes se conocerán los esfuerzos en la interfase pi
lote-suelo, con los que se podrán obtener los desplazamientos ·Y esfuerzos 
en cualquier parte del suelo. En particular, los esfuerzos que actúan en la 
interfase pilote-suelo se obtienen al calcular los esfuerzos en B{r,z) cuando 
se aproxima a la interfase. Así mismo, la carga Pz soportada por el pilote il 

cualquier profundidad se obtiene (25) con la ecuación 

... p ..... dc • r""'"'d' (4. 3) 
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La carga requerida para producir un desplazamiento unitario se obtiene al 
sustituir en la ecuación anterior el valor z=O. 

Cuando se aplican las condiciones dadas por la ec 4.2 a pilotes compresibles 
se obtiene una subestimación de los desplazamientos en la cabeza del pilote 
(25). En esos casos se recomienda hacer las siguientes consideraciones: el 
pilote está perfectamente adherido al medio y el desplazamiento vertical a 
la profundidad z diferirá de aquel que se tiene a la profundidad (z+dz) por 
una cantidad igual a la deformación elástica del pilote en la longitud dz 
(fig 4.12). Debido a que el esfuerzo vertical es mayor que los otros esfue.r:. 
zas, el problema se puede representar con buena aproximación de las ecuaci.Q_ 
nes diferenciales 

aw = _ Pz 
az-. -·--- - ··--·A -E c

--- p p 

donde Ap = área de la sección transversal del pilote; Ep = módulo de elasti 
cidad del pilote y vp ré,láción de Poisson para el pilote. 

En las figs 4.13 a 4.16 ~~presentan los resultados del análisis elástico 
para un pilote cargado axialmente cuando se tiene relación de longitud a di! 
metro del pilote L/d igual a 10 y relación de Poisson del suelo v=0.5. Se 
encontró que el análisis riguroso da resultados muy parecidos a los obtenidos 
con un análisis aproximado (cuando se desprecia el desplazamiento radial). 
En la fig 4.13 se muestra que el desplazamiento radial u(r,z) es del orden 
de 6X10-a veces el desplazamiento en la cabeza del pilote, w

0
, tanto eri la 

parte superior z/L=O como en la inferior z/L=l. Con el análisis rigu_roso 
para pilotes rígidos estos desplazamientos son nulos. 

En la tig 4.14 se presenta la variación del esfuerzo cortante para pilote 
rígido. Se ha hecho un dibujo adimensional en términos de -r/(P/ndL)donde 
' es el esfuerzo cortante en la interfase pilote-suelo. La distribu~ió_n de 

--, .---,_-- ,-. 

esfuerzos cortantes calculada con ambos análisis es idéntica en la parte 
inferior pero difiere para la parte superior de la interfase. 

En la fig 4.15 se presentan los esfuerzos radiales obtenidos con ambos mé
todos. La magnitud de estos esfuerzos es del orden de la mitad de los es-



fuerzas cortantes en los extremos del pilote y de 1/5 en la parte media 
(los esfuerzos de compresión se indican con un signo negativo). 
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En la fig 4.16 se presenta la distribución de los esfuerzos cortantes en pi 
lotes compresibles para dos valores de la relación de Poisson del pilote 
v =O y 0.2, obtenida con un análisis riguroso; cabe aclarar que en el análi p -
sis aproximado no se toma en cuenta la relación de Poisson (25). La relación 

de compresibilidad, A, se escogió igual a 6000 (A es la relación del mó
dulo de Young al módulo de rigidez al cortante del suelo). De los resulta
dos se puede concluir que para fines prácticos el análisis aproximado -€1 
cual ignora la presencia del pilote dentro del semiespacio- es adecuado. 
Sin embargo, si se requiere conocer el estado de esfuerzos en la interfase, 
entonces deberá realizarse un análisis riguroso. 

Por otra parte, se han obtenido resultados (25) con el método aproximado 
para un pilote compresible en los que se muestra que el efecto de A -cuya 
variación se tomó entre 6000 e infinito {la cual cubre todos los fines'prác 
ticos de interés)- en la distribución de esfuerzos cortantes en ef·µiloté\.
es despreciable para pilotes cortos (L/d=20) y la distribución concuerda' con 
1 a obtenida con análisis más refinadas {26). -~.ce ~~:~·:·~_ .. ,-~·:~ ------~~--

Para un pilote esbelto {L/d=80) la distribución de esfuerzos cortantes pa
ra valores de ). entre 60000 e infinito son muy parecidas y adem_ás, son si
milares a la de pilotes cortos. Sin embargo, para A.=6000 la distri.bucion 
tiene una variación radicalmente distinta. 

Así mismo, el efecto'cfe'':>..·eri la relación carga-desplazamiento vertical es 
despreciable para relacj§nes de L/d menores a 20. cJ: 

~:-:· ~-\;:·¿:~< >,~~~·.~~ }.-<· -~----

suelo 

Para estudiar el problelTia/~e :cd~sidera que l~~ pilotes ~st~il;,#;~·f~~ta~nte 
adherí dos al medio que los> rbcÍea el que a' sU vez se~ i deai iiél ·.como. un semí
espacío elástico y la interfase sueló.:.C:imentaéión rfgida. se ~~n~idera corno 
"suave" en el sentido matemático. 
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Se ha encontrado (25) que la ecuación matricial que resuelve el problema 
-en general- es 

{ W} NP 

{ w} 
c 

[KSP] ll 

[KSP] NP,1 

(KPC] l 

c~lKspJ'NP;NP [KCP] NP 

_ [KPC] NP [KCC] 

donde { I~} 1 , ••.• { W }NP son vectores de ((n+m)xl) de desplazamientos ve.r. 

ticales para los pilotes 1,2, ... ,NP; NP es el número de pilotes simétricos; 

[KSP]Pq son matrices cuyos coeficientes (KSP) .. se calculan en el p-ésimo 
-<-J 

pilote debido al q-ésimo grupo simétrico {p,q=l,2, •.. ,NP); [KCP]P son ma-

trices cuyos coeficientes (KCP)ij son los calculados en el p-ésimo pilote, 

y [KPC]q son matrices con coeficientes (KPC) .. calculados en los elementos 
-<-J 

de la superficie del estrato rígido debido al q-ésimo grupo simétrico y la 

matriz [KCC] se obtiene al resolver el problema de una base circular o reE_ 

tangular, apoyada en la superficie y con carga concentrada vertical (25). 

{<P} q son las intensidades de esfuerzo en el fuste y la base del q-ésimo 

pilote y { <fic} es el esfuerzo nonnal en la interfase cimentación rígida-sue 

lo. 

En la fi g 4.17 se presenta la comparación para un pilote cargado axial mente 

con y sin 1 osa de ctm~ntaci6n0• Puec9e verse gue cuando se ti ene losa .• _la ri

gidez del sistema se incrementa ,Üna cantidad muy pequeña para relaciones 

L/d mayores a 20 ••. ; 
-- ;_ -=· -,'_'_~"'. o:c"- • 

En la fi g 4.18 se· p~e~~ntai.1~ ci;á~ioÚción de carga en 1 á .1P·.ºa.,sr.ªa:_;_•_:_:;_._Y
2
,'.

0
'.· .. e.;.: .•. 1<•-.. •.-.'.·.··-·.:' .. Pl~.:1{1d,ot<e4, 0 tanto para pilote rfgidÓ''co~or2o~pr~~ible. se aprecia· que ...... ·.· 

la losa soporta entre 1~··;·20 por ciento. 

En la fig 4.19 se muestra 1 a respuesta carga axial :...despl azami~~to vertical 
: '" . 

de un grupo de 2 pilotes con losa rectangular. Puede verse que-pará pilo-

tes cortos el efecto de A es despreciable, así como para pilotes largos la 

:-elación carga axial-desplazamiento vertical es más importante. 



5. Conclusiones 

En este trabajo se ha presentado una breve introducción del método de inte 
gración de elementos de frontera (MIEF) y su aplicación a la solución de 
problemas de potencial y de elasticidad isótropos en el plano. Los resul
tados obtenidos con el MIEF son satisfactorios tal como se mostró en el 
Cap 4. 

Las soluciones de elementos de frontera ofrecen ventajas sobre las soluciQ. 
nes tipo "dominio" como la de elementos finitos, diferencias finitas, etc. 
Algunas de estas ventajas son entre otras la posibilidad de definir única
mente la superficie del cuerpo y la facilidad con que pueden representarse 
las fronteras en un medio infinito. Las ventajas son aún más notables en 
problemas continuos bi y tridimensionales donde ocurren concentración de 
flujos o esfuerzos. El método también es adecuado para resolver problemas 
con fronteras infinitas tal como ocurren en mecánica de suelos, hidráulica 
y otras disciplinas de la ingeniería, donde los métodos clásicos de dominio 
no son del todo adecuados. 

Se ha formulado el método de integración de elementos de frontera basado en 
una aproximación de residuos pesados pero también puede formularse en térm.!_ 
nos de funciones de influencia que se encuentran en la literatura bajo el 
nombre de "método de las ecuaciones integrales de frontera". La fonnulación 
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hecha a partir de los residuos pesados es más poderosa (8) y permite re
lacionar al método con otras técnicas clásicas de la ingeniería. 

Uno de los aspectos más interesantes del método de elementos de frontera es 

la simplicidad con la que se µroµorcionan los datos para resolver un probl~ 
ma. Esta cor:trasta con la cantidad de datos necesarios en los programas de 
elementos finitos. Este es un punto muy importante en la práctica, ya que 
muchas horas-hombre se pierden en preparar y verificar los datos de elemen
tos finitos. 

La precisión de las soluciones de elementos de frontera es generalmente m"ª
yor que la obtenida con técnicas de elementos finitos. Así mismo, los re
sultados de elementos finitos son de precisión aceptable para las variables 
originales bajo consideración {potencial en ciertos problemas de campo o 
desplazamientos en análisis de esfuerzo) pero cuando estas variables sed~ 
rivan (para obtener flujos o esfuerzos) los resultados son de una precisión 
mucho menor y en la mayoría de los casos discontinuos entre los elementos 
(8). Este problema puede agravarse aún más, sobre todo si existen regiones 
en el continuo con flujo alto o concentración de esfuerzo. 

Las matrices que se obtienen para elementos de frontera son muchas veces 
totalmente llenas lo que significa que el método puede ser menos eficiente 
que los elementos finitos u otras aplicaciones. Para superar esta dificul
tad se sugiere que el cuerpo debe dividirse en regiones diferentes que pe.r_ 
mitan obtener matrices bandeadas (8). La subdivisión del cuerpo también es 
necesaria para cuerpos delgados y largos o para aquellos en que tienen di
mensiones de diferente magnitud en distintas direcciones. 

Aunque está fuera del alcance del presente trabajo, el método de integra
ción de elementos de frontera también puede extenderse al estudio de pro
blemas no lineales y a los que dependen del tiempo. 

En conclusión, puede decirse que el método de elementos de frontera.prese!!_ 
ta ventajas definitivas sobre las técnicas tipo "dominio" y que estas ven
tajas son más evidentes para problemas con fronteras infinitas. y para cuer. 
pos complejos tridimensionales. 
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Apéndice A. Fórmulas de integración numérica 

A.1 

El propósito fun dame~ia1~i~edcfint~gración numérica ( tant>i én 11 amada cua
dra tura) es el cálé:Úlo;de integrales que es imposible o muy difícil de 
calcular analíticalllente·. lá'>¡;c,;ma cerrada usual de las expresiones anali 
ti cas de integra 1 es tienen muchas ventajas sobre la evaluación numérica, 
lo cual sugiere que las técnicas numéricas no deben emplearse sin hacer 
antes un primer esfuerzo para calcularlas analíticamente (incluyendo una 
investigación en las tablas de integración disponibles). Además de la 
precisión, otras ventajas de las integrales analíticas son: su generali
dad y la posibilidad de evaluar más rápido los efectos que se tengan al 
variar cualquier parámetro involucrado. No obstante, la integración nu~ 
rica es indispensable en muchos casos, dado que puede significar la dife
rencia entre dar una respuesta correcta y una no del todo correcta. 

La integración numérica es también esencial en la evaluación de integra
les de funciones disponibles únicamente en algunos puntos. Tales funcio
nes algunas veces resultan de la solución numérica de ecuaciones diferen-
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ciales o de datos experimentales tomados en ciertos intervalos. 

En la integración numérica las fórmulas que más se han usado son: la Re
gla Trapezoidal que se basa en la aproximación de la función f(x) por 
simples líneas rectas y la Regla de Simpson que utiliza arcos parabóli
cos usando la serie de Taylor para aproximar la función f(x). Se pueden 
obtener fórmulas con una aproximación mejor remplazando más deriva das en 
la serie de Taylor (20) con expresiones en diferencias finitas. Esta fa 
milia general de fórmulas de integración numérica, conocidas como de Ne!:!'_ 
ton-Cotes, pueden obtenerse de la misma forma para intervalos de puntos 
iguales. Sin embargo, existen métodos mejores de integración numérica 
tales como la integración de Romberg y la Cuadratura de Gauss que son 
más eficientes y de mejor adaptabilidad a la computadora digital. 

La integración de Romberg es una técnica de integración numérica poderosa 
y eficiente que se basa en el uso de la Regla Trapezoidal combinada con 
la extrapolación de Richardson (20). Converge mucho más rápido que la re 
gla de Simpson, pero no es eficiente para funciones periódicas, ya que se 
obtienen resultados totalmente incorrectos. 

Quizá la técnica de integración numérica más eficiente sea la Cuadratura 
de Gauss. Esta técnica se basa en la utilización de polinomios ortogona
les, tales como los de Chebyshev, Laguerre, Hermite o Legendre. Tiene 
una aproximación bastante grande con solo usar cuatro puntos de integra
ción numérica, de ahí que su convergencia sea bastante rápida. Por otra 
parte, cuando la función a integrar presenta una o más singularidades, la 
Cuadratura de Gauss puede tratarlas eficientemente e~ la mayoría de los 
casos. La singularidad puede eliminarse tomando un punto suficientemente 
cercano a ella y con ello descomponer la integral en dos partes. Cuando 
se tienen funciones altamente oscilatorias, este método no es el más apr.Q. 
piado (20). Para más detalles ver la ref 20. 
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A.2 Fórmula unidimensional de la Cuadratura de Gauss 

La Cuadratura de Gauss es un método muy poderoso para la integración nu~ 
rica que emplea intervalos no necesariamente iguales. Los polinomios or:. 
togonales tales como los polinomios de Chebyshev son eficientes (20) en 
la aproximación de funciones. Si tales polinomios pueden aproximar fun
ciones tan eficazmente, entonces la forma de la integración numérica se 
basa en los polinomios ortogonales que debe ser el siguiente paso lógico. 
(Recuérdese que la Regla Trapezoidal y la Regla de Simpson se basan en la 
aproximación de la fUnción original por simples líneas rectas y arcos pa
rabólicos, respectivamente). Estos polinomios se han utilizado usando la 
interpolación de Chebyshev en la derivación de la fórmula de Cuadratura 
(20), que incluye la normalización del intervalo, el muestreo de la aproxi 

mación de la función en los ceros del polinomio ortogonal y la genera
ción del polinomio de interpolación de la fórmula de Lagrange. Entonces, 
la fórmula de cuadratura se desarrolla para integrar el polinomio de in
terpolación. 

Aunque se han utilizado los polinomios de Chebyshev, éstos no son los úni 
cos ya que existen otros polinomios ortogonales como los de Laguerre, 
Hermite o Legendre que pueden emplearse para obtener las fórmulas de Cua
dratura de Gauss. En efecto, la selección del polinomio depende del tipo 
de función a integrar y de los límites de la integral. Los polinomios 
más empleados comúnmente en este contexto actualmente son los polinomios 
de Legendre (20) y las fórmulas que resultan al usar estos polinomios son 
las de la Cuadratura de Gauss-Legendre o, simplemente, de la Cuadratura 
de Gauss. 

. . . . . ' 

Otras expresiones de cuadratura comúnrrenteempleadas's~n,las~d~.cGa.us~-;-
Chebyshev y Gauss-Laguerre. · ·-....... ·~:_{' ,. '.;.L.;'t ~\. 

La idea que hay detrás de 1 a Cuadratura de Gauss es ~llc~~i·~~r ~~a fórmula 
de integración 
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A.1 

que sea exacta para todos los polinomios f(x) de un grado tan grande como 
sea posible. Los coeficientes de peso y nudos son variables (a diferen
cia de la fónnula de Newton-Cotes, en que únicamente los coeficientes de 
peso eran incógnitas (19)), se restringen a ser reales y los nudos deben 
pertenecer al intervalo de integración. Las funciones de peso w(x) de
ben ser no negativas (18,21) en el intervalo (a,b), que puede ser infini
to y satisfacer las siguientes propiedades: 

b 

1) J. lxl" w(x) dx es integ,.ble y finita para toda n ?. O 

2) 

En-



Nótese que w(x) = l. 
ben detenninarse para 

sea igual a cero para 
pos ib 1 e. Al deri vár 

so, se ti ene que -- "'-----º-':•"'-c•-tc·'':~,o;~~,~~ih·~#°E~h~"--~1:-Zef~'!-Jt~·~.-~--'"';c_i:;.;_;c,- ___ •--•-

De aquí que 
y solo sí 

Para el caso en_ 

que 

Esto da 
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A.2 

sea 

si 



Cuando ri=2, se 
( 18) se ponen 

o bien 
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Este sistema de ecuaciones no lineales tiene una solución única que está 

dada por 

w = 1 
2. 

-x = {3 ¡3 
1 



luego, la fórmula queda 

y tiene 

Para el caso general 

{w;}; y se supone que 
aproximación de 2n-1 

o bien 

n 
E w. 

j=l J 
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(incógnitas) {xi} y 

y da un grado de 

, - : ·: ' _. . ; ' . .· -'~;-. . ' 

Este es un sistema de ecuaciones no lineales cuya scil~cion no es tan fá
cil de obtener, debido a la dificul.tad de_trabaja'r_con sistemas no linea-

les. Sin enbargo, puede hacerse otr~~prC>~irii'~~i6n de la teoría para 
la ec A.l, es decir utilizar los polinomiosor_togonales de Legendre. En 
efecto, para w(x) : 1 en [-1,l]la fórmula de integración de Gauss es 

con nudos en los ceros del polinomio de Legendre Pn(x) de grado nen 
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[-1,1]. Los coeficientes de peso (18) están dados por 

.', .. 2<\,'' 
w,. = ---------~ 

(n+l) P''(x':)'il'r>,• 

y 

para alguna 

con función 
neal (20) 

con 1 o cual se 

Se han publicado 
so para la ec A;2 

Tabla A.1. 

, n ,, .1 .. n+l 

22?+1 'cri{)4 . 
-------·· ---

i=l,2,; .. ,n 

f( 2n) ( n) 

(2n)! 

otros intervalos finitos 
cambio de variables lf-
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A.3 Fórmula logarítmica unidimensional de la Cuadratura de Gauss 

Para el caso en que la función a integrar numéricamente sea de tipo loga
rítmico. tanbién es posible obtener expresiones para la Cuadratura de 
Gauss. En efecto, Krylov y Pal'cev (21) han tabulado los nudos y éoeff
cientes de peso para integrales del tipo 

para valores 

º· 1. 

Por 
del tipo 

Los valores de 
res pequeños de. 

1 

J x" ln(~J 
o -

n 



Apéndice B. Descripción de programas 

Se presenta aquí la descripción de los programas usados en la solución de 

problemas de potenciaf y de elasticidad en el plano. Se proporcionan los 

listados de programas para la solución de problemas de potencial isótro

pos con elementos constantes (u y q que representan el potencial y la de

rivada del potencial respectivamente, son constantes en todo el elemento 
(fig 2.3(a)) y lineales (u y q varían linealmente en el elemento (fig 

2.3(b)). Para los de elasticidad se presenta un programa para la solución 

de problemas isótropos y linealmente elásticos en ausencia de fUerzas de 

cuerpo. 

Los programas se dan en J_e11g11_ajeJ'ORIR8N_ IV.para la"c901putadora Bu~rouglís 
B7soo del PUC de la lJNAM~I>; ._:- -_::·: -_- - \é -- -

B.1 Programa SPPBEC ·pa~:;l_a"s~fü~j6i.,~ép~6b1~~a's d~ potendal i~ó;ropos 
con elementos. consfáry~~~-:'• ;q_}: : ' 

"«' ·, ... :.. 

se describe a continuadcín ~11-'¡J~~~-raílla~~~~~mpÜt~dóra en l~~~Ü~j¡ FORTRAN 

IV para la solución d~ problemai'' de''potencial isótropos con elementos 

constantes, esto es, elementos con potencial u y derivada de potencial q 
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constantes y con un nudo en medio (fig 2.3(a)). 

El programa requiere menos pasos de programación que uno de elemento fini 
to debido a que es innecesario tener una subrutina especial para ensam
blar el sistema de ecuaciones. El número de incógnitas es sustancialmen
te menor ya que únicamente se requieren nudos en la frontera. En la fig 
B.1 se comparan los pasos principales de ambos métodos. Asimismo, no es 
únicamente el número de pasos los que se reducen para elementos de front~ 
ra sino que la entrada de datos es mucho más fácil que para elementos fi
nitos. Por otra parte los resultados internos se obtienen únicamente en 
los puntos donde se requiera y no en cualquier lugar en el dominio, como 
se hace en el caso de elementos finitos. 

El diagrama de macro-flujo para el programa de elementos de frontera se 
muestra en la fig B.2. En el programa principal se define la dimensión 
máxima del sistema de ecuaciones (o nudos de frontera) por NX. 

El archivo más usual de entrada es 5 y el de salida 6. - Se llaman las cin. · 
co subrutinas siguientes 

INPUT Lee el programa de entrada 

FMAT :~~:.::' .:·:~:~::r:·~~~;lfl~~rrr~~~:~E~h~i~1~··1~~i~:: .·~·~ 
,-- ,_ ;'.~'.;,_ ">~'-::~; ;.':.: ., -.. l'/~:'·c_ -y'- '· ··: .,:~.' ·,".'.,.;_;-< 

si stem~--cl~ ~¿Úac'1dt1e~ 'po~:ei ~~fodd~,;~;",eí i~i~aci_ón SLNPD 

INTER 

OUTPUT : Impresió~ de ~~si.tltad6s~ 

Las variables generales enteras que se usan en el programa, junto con su 
significado son las siguientes · -
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N Número de elementos de frontera (igual al número de nudos en este 

L :::::, de '""'" '"'•'"" ''"~· ~''F~1~Jiá~¡r,.~~¡gJ?,~W~r 
---. •.• ,.,-_,,.,,,' •. , -,, •. - .,. '; ··, :·-· .• - ·.-:.¡ ., : -;:~?':''.\;·• :·· ,, :--_ .. , ,;:·: ." -. -~~·-f ;,{~~~~--~~;·;~):~: }~;. ~~ : :'.:>\~~~;;:-~-~-·;·;~_::;~ .. '.t ¿. -~"'~' "' .. ·' , 

El único entero ordenado es ' ;,'_;~- - ; ·' }," ,: · · :• " ' -- -': .')·:;~:~:~>;: .· .. -·:-~·-'~. .. ,·.~>,? ·> 

KODE: Indica el orden unidimensiona~ del 'Hp~i~~ ~d~d~~{i~;~~,,~~i;i~C>lltera 
en 1 os nudos elemento. Si - KOOE~():5itjil~ff"it~i;"'q(f:~5;ff~ri'Ü'~·~:Mfvalor 
del potencial u y si KODE=l signifi~a qüe's~~~nC>ceel:v~lor de la 
derivada del potencial q en el _nudó frontera;<_'::c,: - 'O- _ 

,:_,_,; _-.,'.-:,:.=-=-;.-, .. -_ .-

Los arreglos de las variables reales que se almacenan en la mem~ri¿ junto 

con datos y resultados son 

X 

y 

XM 

YM 

G 

H 

FI 

DFI 

ex 

CY 

Coordenada X. del punto extremo de los elementos de frontera~ .--

\·i::~'-':>.." 

Coordenada y del punto extremo de los elementos de frontera ____ , 

Coordenada x. de los nudos. XM(J) contiene la coordenada~~.~j' nudo J 
-- - -·- -- ---- ,~;--c;'oo~:;_~~~;~¿_,_:~~..i_:_c'-~~~>--.---0----- -

Coordenada_ y de los _nudos. YM(J) contiene la coord~nada'·áé1~niJd() J 
·;:_~·;· <r ~· ·\·· -

Matriz definida en la ec 2.23. Después de aplicar las· ¿¡,hdi
1

~irines 
de frontera .la matriz A se almacena en el mismo lugar 

Matriz defiri ida .en ,la ec 2 .23 

Valor prescrÜocle.las condiciones de frontera. FI(J) contiene el 
, '. -. '-.. - ·~. :.' '. 

valor pre.sc;.rit~:_d~~Ja condición en el nudo J. Si KODE=O signif.ica 
que se pr~sc~)b~·~l-potencial u y si KODE=l que se da expl ícitame!]_ 

te el valor:izdeéfq-:c·:; .. 

Vector de 1 a /parte derecha de l a ec 2. 24. Después . de la solución _ 

contien~'.l~s valores de las incógnitas u. yq< •. _.<)),; 

Coordenada x para un punto interno donde se ~eq~~:r~ e~!~~l~~ .ele u. 
''.i::~~-:-.~:-';"> --~~;~~::t~ ::·_::::~-\ - -

Coordenada /J para un punto interno donde se requiere el valor de u. 
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SOL Vector de valores del potencial para puntos internos 
. ' -· 

: .. ,·_·:,;:>'. -

A continuación se describen las sÚ~r~·tinas_e~pleadas en el programa. 

Subrutina INPUT 

.-.-·.--: -_ 

Todos los datos que;_requiere el programa se leen.en esta subrutina. Los 
datos de entrada consisten del siguiente grupo de taY.:jehs 

1) Tarjeta del título. Contiene el nombre del programa, FORMATO 16A4. 

2) Tarjeta de parámetros básicos. Conti~nE! el número de elementos de 

frontera y el número de puntos internos donde se calculará la función. 

FORMATO 215. 

3) Tarjetas de coordenadas de puntos internos. Son tantas tarjetas como 
- - . 

nudos se requieran' en cada nudo se dan las coordenadas X y y~ FORM~ 
TO 2Fl0.0 

4) Tarjetas de coordenadas de puntos extremos de los elementos de front~ 

ra. Cada tarjeta define las coordenadas del extremo de un elemento, 

lee en contra de la dirección de las manecillas del reloj para el ca
so mostrado en la fig B.3(a) y en dirección de éstas para el caso de 

la fig B.3(b}. FORMATO 2Fl0.0. 

5) Tarjetas de condiciones de frontera. Son tantas tarjetas como nudos 

se tengan dando los valores del potencial en el nudo si KODE=O o el 

valor de la derivada del potencial si KODE=l. KODE se lee en FORMATO 
15 y FI en FORMATO no.o. 

Esta subrutina imprime el título, los parámetros básicos, los puntos extrg_ 

mos de los elementos de frontera y las condiciones de frontera. _-Las coor
denadas de puntos internos se imprimen en la subrutina OUTPUT. 
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Subrutina FMAT 

En esta subrutina se obtienen las matrices H y G de la ec 2.23. Sus ele
mentos se obtienen con las subrutinas INTE e INLO. 

INTE: En esta subrutina se obtienen los elementos de las matrices H y G 

por medio de la integración numérica a lo largo de los elementos 
de frontera. Se obtienen todos los elementos excepto aquellos que 
están en la diagonal. 

INLO: En esta subrutina se obtienen los elementos de la diagonal de la 
matriz G, esto es, los elementos de frontera en los que se inclu
ye el nudo bajo consideración. La matriz G, se obtiene con la 
ec 2.30. 

" Los elementos de la diagonal de la matriz H es H,¿,¿ + 1/2 (ec 2.21) e igu'ª-
les a 1/2. Nótese que la solución fundamental se ha tomado como Ln(l/r) 
en el programa, todos los ténninos de H y G aparecen multiplicados por,21T. 

El siguiente sistema de ecuaciones se reordena para formar la matriz_/( 
(que en esta etapa se ha almacenado en G) y del lado derecho el vector.F 
(que en esta etapa se ha almacenado en DFI) de la ec 2.24•, 

Subrutina INTE 

La variable DIST es la distancia del punto bajo conside...ación .• aJos.~le,... 
mentos de frontera como se muestra en la fig B.4. Si s-J%';~et~idll es la 
misma que la de la nonnal se define positiva, en caso contrario es negatj_ 
va. 

Los ténninos G y H son del tipo 
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G = E 

.i.=1 

4 
E 

.l=l 
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V(Xl-X2) 2 + (Yl-Y2)Z 

Los ténninos de la última parte son una consecuencia del cambio de coord_g_ 
nadas de X, Y a 1 a coordenada adimens iona 1 E;, esto es, e 1 Jacobi ano de 1 a 
transfonnación. 

Subrutina INLO 

En esta subrutina se obtienen los,elementós de.la diagonal de. la matriz 
·.· ',. ,, , .. ,,_,. .. ' 

G con la ec 2.30,. 

Subrutina SLNPD 

Esta es una subrutina estándar obtenida por Brebbia y Ferrante (8) que 
puede resolver una matriz definida no positiva con el método de elimina
ción de Gauss. Si la matriz A tiene un cero en la diagonal, entonces se 
intercambia por otro renglón, se dice que el sistema matricial es singu-
1 ar únicamente cuando al intercambiar renglones se tenga un cero en los 
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coeficientes de la diagonal, para una posición de renglón detenninada. 

El resultado es un vector con las incógnitas del potencial y su de~ivada 
en la frontera y se escribe en DFI. 

Subrutina INTER 

La subrutina INTER reordena 1 os vectores FI (vector de 1 a condición de 
frontera) y DFI (vector de incógnitas) de tal fonna que todos los valores 
del potencial se almacenan en FI y todos los valcrP.s de las derivadas en 
DFI. 

En esta subrutina también se calculan los valores del potencial para pun
tos internos con la ec 2.25. Nótese que debido a que todos los términos 
de H y G aparecen multiplicados por 2n la solución para puntos internos 
se multiplica por 2n. 

Subrutina OUTPUT 

En esta subrutina se imprimen los resultados del problema, se listan las 
coordenadas de los nudos de frontera y los valores del potencial y de su 
derivada, así como los valores d·el potencial en iós;pü~tos inter.nos requ~ 
ridos. e>~'\ ......... · ....... : · 

,. '~::., - : '-. .-_._:·.'_:.~:_ ·.:··, ~-<' :. "~· -. ' !'.·,~: >".-..-"·. , . 

Programa SPPBELpa·y-¡~j~t~cijufi~~-~cle:._p~obJefua~ .de potendá1.dsótr6pos· 
con elementos 1 in~~le~6'.~\> >\::> 2· '-i' 5>/·•· · :-?Sf'.-~;· ·' • 

B.2 

,. '":'--- ·~·-'~:·· _.-· ::•/~;.,"w, ··:,>·-~·'., ,¡.···.·::_·/~. ,· • 

La parte teórica para ~l~~~~fo/ ún~~n~· se desarrolló eri ~a~Sec•2 ~el 
Cap 2. Pero no obstante.qué lospa~os de programación son bá~i~a~~llt~ los 
mismos en ciertas subrutirias se reguieren algunas modificacion~5:· 

Las subrutinas INPUT y SLNPD son las mismas en ambos programas. 
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Para este caso, el programa principal es similar al programa dado en la 
Sec B.1, pero aquí no se necesitan los arreglos XM y YM con las coordena
das de los nudos medios, debido a que los nudos se consideran en la inter 
sección de dos elementos. Por tanto, XM y YM no necesitan incluirse en 
el argumento de la subrutina FMAT. 

Subrutina FMAT 

En esta subrutina se fonna .el· sistema de ecuaciones que se resolverá. 

Subrutina INTE 

En esta subrutina a diferencia de la correspondiente al prog~ama de ele
mentos constantes en lugar de obtener únicamente los valores para el ele
mento a lo largo del cual se realiza la integración, se obtienen también 
los coeficientes de la parte de G y H correspondientes a los nudos adya
centes. 

Subrutina INLO 

Esta subrutina obtiene los elementos de la matriz G que corresponden a 
las integrales a lo largo de los elementos que incluyen el nudo bajo con
sideración. 

Subrutina INTER 

Esta subrutina sustituye a la correspondiente al programa de elementos 
constantes. Se colocan todos los potenciales en FI y sus derivadas en 
DFI, obteniéndose finalmente los valores del potencial para puntos inter
nos. El valor del potencial para puntos i~ternos se obtiene por medio de 
la ec 2.25 pero los coeficientes de G .. y H .. se definen por las ecs 2.35 .u. -<.j 
a 2.37. 
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Subrutina OUTPUT 

Finalmente, en esta subrutina se imprimen los resultados pero a diferen
cia del programa para elementos constantes en lugar de imprimir los arr~ 
glos XM y YM se imprimen 1 as coordenadas del os nudos, esto es, imprime 
los valores de X y Y. 

',: :.:;.-::: -

El listado del programa SPPBEL se muestra en la partefiliaFdelapéndice. 

B.3 Programa SPEBEC para la solución de problemas isót~opos y l inealmen
te elásticos con elementos constantes 

Para este caso se da un programa de computadora en lenguaje FORTRAN IV P-ª.. 
ra la soluci6n de problemas isótrópos y linealmente elásticos en ausencia 
de fuerzas de cuerpo con elementos constantes. El programa tiene la mis
ma organización que los programas anteriores. 

En el programa principal y en la estructura de datos las variable.s y arr~ 

glos generales usados en el programa junto con su significado son los si
guientes 

' ' 

N Número de elementos de frontera (que :en· ~ste'~aso<es igJi1 ·.al nú:.. 

L 

mero de nudos) . :e!> 
'.-~;:t·~~-·.::<·~·--~:- :: 

Número de puntos internos dond~.~~: ca;lCIJ.la}~n\los·ésfuerzos·y~de_t 
plazamientos 

GE Módulo de cortante 

XNU Módulo de Poisson 

X,Y ::~::: o:e u;~:;::~: i ona 1 es con J as ~°'~~~b~'~ét,t:.:y;.~2 ... 

XM,YM: Arreglos unidimensionales con las· ~6\;~denadas•cie los. nudos 

G Matriz definida en la ec 3.80. Después de aplicar las condicio-



nes de frontera la matriz A se almacena en el mismo lugar (ec 

3.81) 
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H Matriz definida por la ec 3.80 

KODE Arreglo unidimensional indicando el tipo deCoridicicS~ de frontera 
en 1 os nudos de los elementos •Y ;,:/;: - :·.c::,.-·,-_-=--=~--;·•_-o 

FI Vector donde se almacenan los valores prescrii~s .de .las.condicio

nes de frontera 

DFI Vector del lado derecho en el sistema global. Después de resol

ver el sistema contiene los valores de las incógnitas 

CX,CY: Vectores unidimensionales con las coordenadas de los puntos inte.r:. 

nos (máximo 20) 

1':.'." " 

DSOL Valores de los desplazamientos en puntos internos (2. desplazamie!!_ 

tos por punto) -~-- c~·~-~·:.•.•A;~t·i,#f·.>. ·-2~---

SSOL Valores de los esfuerzos en •pülltos .. i~ternos Ü::'.e~f~~~Ús por pun-
. : -.:\. "->l , .\F:7-, 

to) .·,. ·- · · ..•• {;'/•::>\ ·· ·· 

Al igual que en los 

cipales que son los 
progm~s OntO~i~~l~ %~~ij¿nen ;J~ri,o '"""'tina S P•in-
s i gu i entes · '_, ~~-"~-,-~--'-j/·. __ ~.':.r:?'·-:.:·-.'. 

INPUT: 

FMAT : 

SLNPD: 

INTER: 

-J··-·.-:· ,-,,.,. . .. ,• 

Lee el programa de entrada (d.Úo~'Y 
'';"' -

Forma las matrices H y G y,-1 as· reÓrdena ;de acuerdo cq? l~s-'é:oridi:;. · 

ciones de frontera para formarna·m~triz A de la .ec.3;81 
) _: -~-~"- =--:;e;-- -- :_ =-·. 2 .---,--- ---=-·,_e; 

Resuelve el sistema de ~d1~cibn€Ísfpb~ 'el ·método'.:~<Je:'~li~in'a2i§n"í:te 
·',~ _:_L ~,,.". -~;>>·-)\~'» -· . - -t~---~7:~:::;~~~:./--'º '.. . . 

::::eno el vecto• de. í~~~~~;,;~~t)~~~¡~~·:·;~,¡~t\i~~,'••d:~:, :e~ 
plazamientos y .e!;fuerz~s:én p~ntos,;iii1:~~~ó~~~s'pec,ífiha"s. 

~·:.>O-<,-~-_- -

OUTPUT: Impresión de resultados 
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A continuación se describen las subrutinas empleadas en el programa. 

Subrutina INPUT 

Todos 1 os da tos que requiere e 1 programa se 1 een en esta subrutina. Los 

datos se presentan de la siguiente forma 

1) Tarjeta del título. Contiene el nombre del programa, FORMATO 16A4. 

2) Tarjeta de parámetros básicos. Contiene el número de elementos, núme 

ro de puntos internos, el módulo de cortante y el módulo de Poisson. 

FORMATO (2I5,2Fl0.0). 

3) Tarjetas de coordenadas de puntos internos. Son tantas tarjetas como 

nudos internos se requieren. En cada nudo se dan 1 as coordenadas x1 
y x2. FORMATO 2Fl0.0. 

4) Tarjetas de coordenadas de~punto~;-'e~Jfe~ós:_de-1o·s elementos de front~ 
ra. Cada tarjeta define las coordenadas del extremo de un elemento; 

lee en contra de la dirección ele Y~s manei:illas del reloj para super

ficies externas y a favor para superfi éi es internas. 
',,. 

5) Tarjetas de condiciones de frontera •. Son. tantas tarjetas como nudos 

de frontera se tengan dando los valores de la variable conocida en 

las direcciones x1 y x2 . Las ·variabl~~ ~ondesplazamientos si KODE=O 
y fuerzas de superficie si KODE=L~KODEse lee con FORMATO IS y FI 

con FORMATO FlO .O . _ ·i;:;~ 

Esta subrutina imprime primero .el ti;J{~)i~s parámetros básicos. Des

pués las coordenadas de los puntos e.x'tremcís de los elementos de frontera 
y las condiciones de frontera de cada riucio, así como también los códigos 

y va 1 ores prescritos. Las coordenadas de puntos internos se imprimen en 

la subrutina O~TPUT. 
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Subrutina FMAT 

En esta subrutina se obtienen Jasmatrices .H y G con lassúbrutinas INTE 
e INLO. 

INTE : Aquí se obtienen los coeficientes de ni.fi;~;~if Pª!'.!1 el ~aso...t'U , 
usando integración numérica 

INLO: Obtiene la matriz G .. .u. 

La matriz H,¿,¿ es simple (para fronteras suficientemente lisas). 

H,¿,¿ = [1/2 O ] 

o 1/2 

En esta subrutina también se arregla el sistema de ecuaciones y lo prepa
ra para su solución. La matriz A de la ec 3.81 se almacena en esta etapa 
en G. Nótese que algunos renglones en A se han multiplicado por el módu
lo de cortante (que en el programa se representa como GE) para eliminar 
el error numérico (es decir, todos los elementos de la matriz G son ahora 
del mismo orden). Asimismo, en esta subrutina también se forma la parte 
derecha del vector F (almacenado en DFI). 

Subrutina INTE 

Se obtienen aquí los valores de los coeficientes de las matrices H y G 
usando integración numérica. Nótese que H 1H pero G =G ~ 

12 21 12 21. 

Subrutina INLO 

En esta subrutina se obtiene la matriz G .. ; La integración se hace anali 
.(,(. . . 

ticamente pero también puede obtenerse ccm integración numérica. 
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Subrutina INTER 

Esta subrutina reordena primero los vectores DFI y FI de tal forma que t.Q_ 
dos los desplazamientos de frontera se almacenan en FI y todas las fuer

zas de superficie en OFI. Asimismo se obtienen esfuerzos y desplazamien
tos en puntos internos. Para hacer esto se usan las ecs 3.82 y 3.83. 
Las integrales de los coeficientes de S y O que aparecen en la última 
ecuación se obtienen en otra subrutina llamada SIGM. 

Subrutina SIGM 

Los coeficientes D y S dados por las ecs 3.74 y 3.75 respectivamente, son 
necesarios para obtener los esfuerzos en puntos internos. 

En esta subrutina se obtienen las integrales de los coeficientes [)y S 

con la fórmula de la Cuadratura de Gauss. 

::b:::: ·:":~::::. se ;mpfimen • i~sW~tl~ i~J~. ~~·.~~i~tr~f t«~. ~r~:. 
•> ··.···)~[~·;m·)fi~i'J~.·~1; ,····;' iW.~,;,, ;.:> x·· ; ... 

1) Nudos de frontera cor c9ó~~.~.l1~~~;~·.·~1~·.x2~ v~I~f~g:;.~~fa.g~· cle~p1.~.~~m'ién
tos u1 ,u2 y fUerzas·. d.e ·· ~~P.~~~~~j;~·rni¡~y2· .:· ·;~~ :.'.;·\·¿.; :, ;:L(~' · ... 

2) Nudos internos con e o dehada~·:i '.·~~ < ~·~1ór~~)~~¿l({8·sI~·~·~~j~~¡~ientos 
u 1 , u2 y esfuerzos a.:, :;;;!\ii~1~' < .: ·;·~••e\~~~'[~~~~~~:¡ _~ ~ 

El listado del programa SPEBEC se di! en: la "partecffoafrdel apéndice~:: 
• . =-- - .. •• ·' '~' .• ;e ··~ •• -"'-:. ·' -·-- - - • • - - • ' • .,, :. "-' ' • • • - •• _,,_ 



Apéndice C. Problemas con más de una superficie. 

El método de integración de elementos de frontera puede usarse para estu
diar problemas con más de una superficie, como es el caso de cuerpos con 
agujeros tal como el mostrado en la fig C.1. Para definir una frontera ex 
terna o interna se necesita identificar la dirección de la normal. Esto, 
para problemas bidimensionales puede hacerse de la siguiente manera 

1) Para superficies externas la forma de enumerar los elementos se hace 
en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

2) Para superficies internas la forma de enumerar los.elementos se hace 
en sentido positivo. 

De esta forma puede definirse la normal en el programa de computadora. 
El programa SPPBSO de computadora siguiente se basa en el programa SPPBEC 
para problemas de potencial isótropos con elementos constantes (Apéndice 
B) pero pudiendo tomar cinco superficies diferentes. Cada superficie se 
enumera de acuerdo a lo señalado anteriormente. Las subrutinas del pro
grama son las siguientes 
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El programa principal es el mismo que para el caso de problemas isótropos 
con elementos constantes, excepto en que el COMMON se sustituye por 

COMMON N, L, NC(5), M 

donde las nuevas variables NC y M son 

M: Número de superficies diferentes 
NC: Número del nudo último de cada superficie diferente. 

Subrutina INPUT 

La entrada de datos es la misma que para el programa mencionado, con la 
excepción de M y NC que se leen en la misma tarjeta de N y l (número de 
elementos y número de puntos internos donde se calculará la función). Se 
lee en FORMATO 815. 

Subrutina FMAT 

Debido a que el COMMON se ha cambiado es necesario definir algunos coman
dos extra para diferenciar cada una de las superficies; ademas éstos se 
usan para obtener las coordenadas del punto medio XM y VM. Nótese que la 
coordenada del nudo último de cada superficie es en el punto medio del 
segmento definido por el punto extremo último al primer punto sobre tal 
superficie. 

Las subrutinas INTE, INLO y SLNPD son las mismas que para el programa de 
problemas de potencial isótropos con elementos constantes. 

Para el caso de la subrutina INTER varía con respecto a la del programa 
mencionado en que debe tomar en cuenta las superficies diferentes. 

Finalmente la subrutina OUTPUT únicamente es necesario cambiar el nuevo 
COMMON, esto es 

COMMON N, L, NC(S), M 
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El listado del programa SPPBSD se da en la parte final de este apéndice. 



300 
1)0 
(•0 

·.::,.i"1() 
. rlC) 

-=;.-,.::.> 
~¿t..:) 
)(10 
!.üO -...-,() 
3óó 
4(11) 

=·ºº .-::.O·) 
:--:)(; 
..=::l)O 
::-1)(' 
:•OO 
~. (11) 

ig,1~: 
4(10 
:50(1 
~.r)O 

7t•C> 
s·:1b 
~'ºº 01)0 
!00 
::üo 
°?'Ü(' 
~l ')(1 
500 
.. ~.(h) 
700 
:7:(\(1 
·;.(u) 
000 
LOO 
.:-:oo 
.~:(I() 

400 
~··in 

t.ó1) 
'71)(• 
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Listado del programa SPPBEC 

(:4******·~**~*~***~************~********•*~~*~~*~~*~A**~'*·~·~~l~··~·~·*~**~* 
e PROGRAMA PAF<A LA ~:oLIJCif)~,I DE r-r.-o:•E<~.'c"ll:\'o: P:::•~Fl\l("IAl.EC:. [<It:i:O:ME'·I- .... 
e ::. I OtJALE'.3 cr-1F·LEA!'.l[IC1 S'L l•IET(1(:1:i '(';:: : \•-~f.'('1f::(~( .! ON r·r: E! .. ~MEl\JT()S D~ * 
C FRONTERA. • 
e ·3~ SMF'L~AN ~Li7:l"1!7"~rci-:;:; ('.f)/\I F'Uf\:(: l(1j·Ji:-:•.::, C(•l'F:;TANTE~:l. * 
C*+*•*k~~***~*~~***~**•*~~*~-~~~~~~·~-~~*~~~~~****•******~~****•~**~****1'~~*~ 

COl'IMON N, L 
D!MENSION X!41J,Yl4tJ,XM<40),VM!40J-G<40,IJ.OJ,~!140),DF!C40l 
flIMENSION 1·:ono;::1q(l).,CX(4•)! .CY'40),'.C:(•;_(4(ol H\41),~(l) 
!~X~40 

(.~~**~*·~~·*~~*~*~~*~*****~****~~-~~~***~~+~•*~~*•*•*·*~*******~~*~~**4*** 
C LECTURA DE D~TOS • 
C****~*~~**-~********~•*************~*~•**~******~*****~******•*~~*4**~** 

CALI_ JNPIJT rcx.cv.x.v,vooE.FI> 
C**~•*~•*•****•*~•*~**~·~~****~•******~~~~•1~~*~-***•**********~*•****** 
e F0í1'MA F-L ·::: r ·:;;TE~A [IF: E(:l)i:·.c t (rt\•f?•;; ~ 
C*~~*~~·~~~~~~~**********~*~·~**~~·****~**•~*~~~~~**•~~******~·*~~*~~~~~•··~ 

CALI. Fi•IAT 

C~*~4*44*i***4*4~*****~****~~4~***~*•~~**~~~~~~~~~~~*~~•******~**~~~***~ 
e :::c-UJC!Of\i flEL ·:::rs:TEi"iA r•E E•:.1_1c.;.- c·:Ol'.11::·;. * 
C·:1-e.--r~~~ .. ,. ... ¡:.{'-~ h··!l· Q ·* tt--1:1·*'1f·~·-R··l1-~~*~~·k -~"1-*~ >r-r··-:·..:: "l--:-:o-~*-·~·""'·l-".' -r·.;<--r .:;--:i·~ -t- '::l ··.¡.·:r·.'t- "!: ~*~*-k ~*-J:l:·~~-tt·***" ~ ~ '}.Q.** .~ 

(!\1 __ ,_ 

~*~+*****•***~***~~·~*~~*~~~***~**·~·*~~~~~·**"~*~-·~~**********~"**~*-~** 
1:: OBT i: ENE" :. o·::; V :~Lf)F<~::;:; rii::.:1.. P(1T:: i\I(. I r.L. l?!'.J PIJl\IT("¡·) "7 l\'TERN:)';: k 
C**********~*~**~~*~*~*~*~~~***~**•**ft·~·•4~·~·•·~~~*•~~*~*~~*4**4~**~•*~*~*** 

(ALL 

r~~~-~•~~·*•~•·h·*~~~º*•*~****~~~*~·*~*****·~~~~****~*~**********•**~*~*~*~*** 
( \ ¡~1pq['7; .[ 01-.1 DF: Fi:C~:.r JL.T 1-'\[11:1S i:'.~ 
(~**~~**~~~*i~~~*~ft·~***~*~*~·~*******·~•**~~·*~*~~~*****************•*·4~4+ 

OIJTPl)T 

CC:LL E>'Ir 
END 
Sl_lf<ROIJTJl\1:0: 

t X M .. YM , r- J. , DF T , 1:: X, C:Y, $(<!..) 

~+*~*~***~~~~*~**~~~~~*6~*****~*~***~~*~***~*****~****•**********~··~•*·~~* 
,=_. N=NIJMEHO C•E =:Lt:'11::MTO·.:=: [•E FF·:ONTERA .,,_ 
e 1.-.-!JIJ~i<:W:i m=: Pl.l~IT(!'o: PITf.:Rl\IOS [l(•'Jr•:: <;:!'; N~TEt~flRAN LAS .,,_ 
C: r-1,1¡-J '.. I ONi?: ;. ~-

C~ *~***• *~~~*'':*+~**·••c~~Q***·~i~1~~**•+~~•**~**~*****~~'~*~****~*******~~~* 
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. ..,.,.,. 

1•.) 

:.t:~ (~··1'·J~~~·~·~~~*X~**~•i~~~*'L~4·~f·~~~~~~**~~*·~~~~*~~**~*~*********~*.**~***** 
C•:) C ·:,;:-: L.f:= ~--'· T r T 1.ll_ O DF.~ Ph·(!B~_f:• .. ;,--. ~ 
·~') (:·1·~*4~~-~~*~·i~~~~*~**~*-~~~.~-*~*~~*~~*~~**>**~*****•~*~**'~*****~'**•**-~**** 
I_,,') 

·)0 qE~D(5,10t)O'T!"r~.E 
.~o 1(100 ~OR~~T'16~t) 
¡) ,=1 ,,;--.: i: T~ ( ,:. , .::::,-, 1 (•} 7' I ·rL;;:: 
,_,1) 7010 FOR~!AT(/~Xi~H*~·~,lbA4,3H~~~) 
(111 

•)1:.1 1- -~· iC * ,:-f--""* !·*<--t--.: ~V ·F -t -~-t:f~'- t:·t~~-!"-~.,..~*~-'--1~-t·~:"'" t<-?.~+··~~'-".r •~1'--*-d-ii·***'*-f'-~***·(.·*~***************~ 
(•(1 r~- 1. ~1: T'.:f-;·(1 _::.r. r·r,r~·1;.•·· 1 rTn·-i·-: (·t;:"=. TC(··~ tf-
~-.) 1-::: ~· 1'·-t !'··ft.~ :'·-tl··'t- ''-; :.!-·1-'.· ·~·-;· ¡ . .:~!··~··.t< ¡-· .. ::r- '1 v ·t:--# '1-·~ .,_. r ··i """''~ ~-:• -~ ~ > :~· i:1--...~~*~ ·~·{·~-~·-JI.*~ l'-*~~**-lH-"i-*********-11,.1" .. b-
. ,.~ 
-. .-.. r;·r~~¡. ~-~.•u1n' ",/.,!_ 

¡_:(¡ 1·:·1 ·) ;."("1J:"\tv; .· --( 2J ~) 
:•(1 :.,'!' J TF : .~., ::··:>~:·-:~ 1 M .. l . 
• ·~) ...... J ! (11::t-•.":: { / / 4.''. ~ 1:(l..j[1!·~.:r•·:. ~ / •· ~ '(. :~_¡¡ . ..1)\jl)l·!~h'!:1 :0!:7 :;"'"l.~MG.'hJTC1 :7. [!".; FRC~·:TF::RA ::~ r:3., I 
l-•·) 1 .:l ~:" t (IH!'-JUMf":f.;1:) ft~~ P 1Jf\J!C1·::: "! ¡.rr;:r;,!"~(:C: [!f.:!1'-,!1_1F: ·::.F. ,-lf(¡ TENf:"N LA~·~ FUh!C 't º"'~'.-: -= 
! -\ ··: • ~ :;: ) 

,)~i 

,·10 r~**~~4~4~c·•~4~J~**·=~~·***~*~~*~:4~~·~¡~~~:~~~~>4~**1~********4*********•**** 
\~~(1 r: ! _::;-('Tl.l-~1'\ [I[ (:1:•("1F. r~:. ;-..1r~r¡¡;·::. DC: Pl_lf'J"T n~::; J NTF.RNf):; * 
··0 (t~·~-~~~~r~~~·~4·~~~*~~-~~~·i,->~*~*~·~~~~~~~~~*~~*****~************************* 
;·.·1 

t·) ;:·O 1. r:1 T :..~ l l. 
,-,.-, 1 .•. • f.=:~-;~JI(~":;~ 1(1_-.-,~ r .. ,,·~J),CY(!~ 
t:·ü ...... . i i-•")Rl1tYf( ;:~1ü. •::·_, 
•.•(I 
~10 r~* ~'~~~~~~··~*~***~-~-'~**~.,~,. ~~~-~~~·*~4~-~*~~~~~~~**~*~********~******~** 
,')0 1:: LF.C:Tur:;.·A QF ( .·_'.C!""<DE'''r~i:1~·=-: ri¡:; Pl.f~\;¡(1:::: E:"r-"TPl;:M(I•; DF.'. l_.08 * 
~t)(J I_ '?:' .. i:::Mf.1 JTO~::-; :-•:=: ;=:-.(0"'.l'f ¿;;•(¡ * 
l\)í) 1- -~·<-·<··:t ';:" . .>'..¡:.. ...... ~~ ':'- *~'f·.,";·~<-1-·11-t"~----ó~-t'-.C~-******.f.·'l!- ~.;f--~·l!·-.1'·*~:"-t·-l!'·-h-·,-t.:-*-•:i'-*******~*'******-t'-~*':f-***~~-!:l' 
1"1(1 

··1:'f"1 l.!f, °t:T~:-~t·~ .~:•)"=:·)' 
;1·1(1 :-:-~1· 1 ·;·0 "='(1~r. ,~T ( / ~1 \, ~~o:-1HCOC''.""-<f.1;:.-:-~1l~f.t1~·:;:. D:? Pl.'.!,fTf:-··; ~X'~El11JS DE LOS El.F.MENTOS ttF. F 
1.\)(' J~•·c1NTE~A~ i/:·~:X,'":H"":·1y·.!T(' 1 , ¡·~1~:. 1.~1 .. ·~ ~';';':-.. 1_l.('{/) 
.. 1,"" ne· ·~:o :r ---= t • H 
.ór:1 C.~·:-:·t= rt ·~ ':i l l 01:.~(¡} ·~ ( T } ~Y ( I) 

,., •• ,.1 ::.·•°J i_,.ip T TE ( t:. , ::·o'l') } r ., x < r ., . ·v 1· ! \ 
,l)c') 'I !4(l Fnh:MAT( ':'1 X' I~:·' 1 ·;·x., F! ;:. :-r: 1:·;'('E12. ':i) 
·'•)1'1 

.·)~º l·f·~~*~**·~·**{L~~-tt~~·~AS~~~~~~~~~~~~*~~·~*~~~~~**~*~***~****~**************** 
ti)(> e L.~CTl_1s·,:· :r:11:: ¡ .~:,·:: :: 1J;'Jf.IT( J1)~.1::.:::: Di.? FR(IMTEFlA ~ .. 
:-·::,~¡ e F.T-:-.'J:~i..1·1r:\ ni::~ :...·:-!·r~"! 1 : r:.·-~- ~"?'>' !.2f. iJ'JDO r ·:;t vi:1nr-=n., * 
:( ¡t"¡ (' 11(\l. ::1:.• ?"!." 1 ... -., :¡;1-:; [ '·';l1: :'.', :.~-:!. :-··;-.: .::.!· (. ~ ·"'¡!_ C"I et. l\!l_IDO r s T Kt)[IE=l * 

;¡ (1(1 C·ti: t· .p.-<.~~-~ ... , ... , ·~·"'··t•-.: ~: ~- ~ ··-. ~~ j<. ~. ·'""--el·!:'-"':·.:, ;':· ·l ~ ... : ( •• "· 1· .¡- .:... ~-k'o.1" ~{ ........ ~ .;-~;- ,-.. .¡;¡.,~ """*·tH~··l~·it· l! *~**.f:--i"'-** ;:¡.~Ji: -~·it-

\..'!-... : ;·1:-' ,~. -.,-.~'r·1 ., 
· .. '.·,~1 .. -·. ··: !.Yr- ~ ¡.¡ i; !'. 



' ( 

·''· 
(¡ 

(•:) 
.. ~,!) 

~r·-:::, 2.~~l-1~ 1~'): -·~f L·1:'.~~::::•-:-RJ'I•:•,· i 

r. · ... _n ~· -: . · {¡ :::t~ -, : ·cin~ e t ~ , F r: l : 
/;~ · 1. T::· < '· • ;. :·.:..-~, ~ -~ •. : )(· ... , r , ., ;:':' I , r 
r- _:r,·•·:·~-! r r-., r-i , 0" 
;-:- ··:-¡-;·~··1 ;::, .... : 1 (;X~ J ~-. 1 :··(, T ! , ~~:y~'::'~ '2. r:;, i 
•:-_¡::- i ~-'~:r-1 
i'."Jf' 

103 

.¡ ..,.~: -t_t.{'>.-¡--~-'l'····~.,.. ·:f ~--:~~;..~4'·"!·~:~·.1' ~- :t ·j."•·!i-~*":1-*~·-:#'·~**"'..t·t ·1-~-r··t!:·-!'1-.lf-*~*****~·.Jf·*~··!1.-·1>-.:t->,t+****-R'***~·* 
·:.:: nf.:TJt7i\:r::1 LP.':. r1!14TF!CS°'.7 e, .. , '1 .. p.=_,¡¡<A r-OP.MAR E•_ SISTEMA: ~-

Wi :". := t=' * 
:·~~k~~~~i--~-~-~~*<***~~*****~***~*~*~~·**~**•*****~**~*********•*********• 

c:rit·11•10N N, l.. 
DTMENSIDN XllJ,Yl\),XMltJ,YM!ll·GCNX,NX),HCNX,NXJ,FICl),KQDE<t) 
DIH~~~tON D~!lll 
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Listado del programa SPPBEL 

C*************************A~******~*****~****~************************** 
C PROCiRAMA PARA U'1 SOUJCJON f!E PROBLEMA':: POTENCIALES BIOIMEN- * 
C STONALES EMPLEMJ[11J EL !"'ETODO r.11?. !NTEGRAl':'.!Ol'l D~ ":::LF.:11"='.NTOS PE * 
C FRONTF.RA. * 
C: ·:::E EMPl_EAI~ El.EMENT0'.0:: CON FIJNCIONF.S L!NF.:Al .• F.'S * 
C*************~~f****~*****~***************************~****•************ 

COMMON M.L. 
DIMENSION X!51J,Y(5ll,G150.501,~I(501.[IFJ(501 
DIMEl\J'.~.roH f<ODE('O(l 1 'CX<Sül, CY(L~(¡), ·::::(11.150) .H(':::0.~0) 
Nll'=50 

e~~~*~*~~*~·***~·~*~~**~*~~*****~·•*****·~~**~**********~*•**************** e l..E(71JF(A DE nr1TO::. * 
e '!~~*.Jfo****·~*~***"****~*.P.·'<->: .,,._., ·~ ~· lt-~·* .:·*.ft' '!1-*****{f·*****·?f.****·lf-******************** 

CAU. INPUT 

C***********************~****~*****~**~*•*•~*******~******************** 
C: F"ORMA EL :::.r'O:TEMA DE ECl.IAC: lONE"S * 
C***********************•*****f~***1*~***~*****************~*~•********* 

CALL FMAT (Y,Y,G,H,FT,DFJ,VODE.NXl 

G*************************~*****************~~************************** e '='OLUC ION DF.l ·:: 1 STEMl\ m:. f':(.IJAC r Ol~Eo;::· -11· 
C*~*4~***~*******~~****ft~~·~•**«·***~**~*~****•**********•**********~****** 

$1 .• Nf.tP 

C*******~~·****~*«•*****~*~•*~·~;-~--~·•*•**•***4K****~~*********•*********** 
e OBTIENE '-º"' VAl.OR:E·::: "º· POTENr;rAL EN PIJNTOS INTERNOS * 
r;******~ *~~**""'**-lf -Jf ·tt-·!'··rt·~·~"f-!1-*-::·1-*~·.P.. ~-(: ··1·-'.t *** ~*~·ff-·tf.*******-tt· t1--n··lf*·n-****************** 

C:ALL INTER 

C*********~•·•*************~~****~***4*·~***************•******~********** e r MPREO::: l O/\J Df.:: RE"O:UL TA[ll)'c. * 
~*******~**********~'***«*~*••***~~***•***•*****************************~ 

CALI. (llJTPUT 

·~;\~.L EX!T 
E~·'D 

C,.l_IPRCrUT :t NF.: 

<x.v.~r.oFI.cx.cv.sor_J 

c~~*~·****~·********~·**~*******~***•fl~~****•*~*~*~i~*********************** 
C ;,¡~:.NUMF.RO rtE: El ::1~i!::NTrJS DE' FRONTE::"t(A; ·11-
C L=NUl'1E"Rr• r•r:.: r=•1 IMTOS !><-r:·;:::~/,S DOl\WE sr. OBTE'IJDRAN LAS * 
~ FJ~l~/CiONFS 4 
C***~******~***~**~*•***~·~*****4***~*~*~*~*******~**~~~**~******~~*~~**** 



•(I() 

;óó 
00 

ºº 00 
.oo 
0(1 
'ºº no 
00 
:(10 
(l() 
(H) 
on 
óo 
.oo 
00 

'ºº ·oo 
on 

'l()(J 
-0ó 
100 
.oo 
..,(1() 

'ºº 00 
.00 
.'.-.()0 

l)Ü 
~·.-JO ·,'),:. 
)l~I:) 

ióó 
200 
.'1()0 
400 
500 
-=-oo 
700 
800 
•::>(lt) 

000 
1 t)(l 
200 
300 
<lOO 
500 
.;.oo 
!(10 
~=::óO 
"ºº ,·•H)() 

lr:JÓ 
::oo 
:::oo 
•it~O 
500 
600 
700 

C:OMM(IN N, L 
[I I MENSHlN 1::x ( 1 ) , C.Y ( 1 ) , X ( 1 ) ' V ( 1 " 'k l~lf)E ( ' ) • F r ( 1 l , T ¡TI.!? ( ! ~' \ 
WRITE(6,2000) 
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:2(1(10 FOF:MAT ( 1H1, 8X' 7:? ( 1 '-l*) / 4X' 1 H*' :::x, 671..ipc;c .. :;r,·;~!"{1 í-'ARA '-A ::(i!_ • . : T (ii'J J:of". •·.:> 
10BL.EMAS: POTENCIALES Bir•IMFN:::rO~lP·Lf?.S •• 1x, .ll-'->·lq;:, lH,,_.-~:x ,/; .. :·=:•·::·~ C~'t:;_¡:-p, 
1 EL METODO DE INTEGRACION DE ELE~ENT0S D~ FRO~T~R~. SC.~Y. !Y•'4X,l 
1H*, :3X, 41 HF.MPLEA!·J ELEMENTO::;:: CON FIJl~í.:TONE'.". 1_¡ NEALf.'O::;., '27 X. 1 lo'- :4 :~, 1 '-' ~, 
18X,?1HA(•APTACION Hi:::C:Ht'.) POi"l:,47X,'!H*/4Y.,1H~.?!5X,J9•-f1~:. ;,,:-.-=~1r_1_ Ai(AtH:tA 
J. H. '27X, !H* /4X, j H*, '.?5X, 1 7H.JC•EI.. A. c-r-.Rc I A 'J. , 7:9Y.' :\ H:>/tl:•:. l H~.' 17 ;~ .. :.::é.H 
1IN'.'oTITUTO DE Ii'JGENIERlA, 1.INAi•l - 198:,C::, t::ix. 1H•/4X,7:::< !H-r.)) 

C**********************************~*~****~**~Q~·~****~*~*~-•~*~~*1~*~~~·~~ 
C SE LEE EL TITULO DEL PROGRAMA * 
C*******~****~***********~*~**************·****~·**~~~·'**~*~'*••~***·~~**4* 

READC5,1000l TJTLE 
1000 FORMAT<l6A4) 

WRITElb,2010> TITLE 
2010 FORMATC/5X,3H***•16A4,3~***> 

C*****************************************************·~~**************** 
C LECTURA DE F'AF:AMJ;:TROS BAS I COS * 
C***********************~*******************************·~**~~*********•* 

READC5,10t0l N,L 
1010 FORMATl2J5) 

WRITE<6,2020) N,L 
?020 FORMATl//LIX,5HDAT(l'.3,//4X,.34o-JNIJMERO m:: El..F.MENTo·; DE FRí.1!,ITERA = 13,/ 

l4X,60HNIJMERO DE PUNTOS IMTF.RNOS DONDE SE OBTTC:'Nr:"-! LA·; Fl.ltJCIONE:2; = 
2!'..;:) 

C****************4**********************************~~*~•**•***•******** 
C LECTURA DE COORDENADAS DE FVNTOS INTERNOS * 
C*********~*****~*****•·~***•*******~*****~**·*~~******~*****************ª 

IF CU 1,2,J 
1 DO l. O I = 1 , L. 

10 READ(5,1020) CXII>,CV<T> 
1020 FORMAT<2F1•).0) 

C********•***·~***********~********~************•************************ 
c u::CTURA DE COORDr:NADAS. D1.-=.: PIJNT0,3 E:XTF:EMOS DE !_0·3 f::LEMENTOS .. 
C DE FRONTERA * 
C***·~**********************~•·***«***~****~*•***~~*••~*****************~* 

·:: w·;XTEl6,2(•3(1) 
2o::x1 FORMAT ( /4X .. 59HC:OORDENADA':': r:ii:: PUNT•::'IS; FXT~F·~.:1'._'; DF. 1.0"; c::.F."1!;1\JTC1·::: r•"' := 

1ROtH1"1'lA, //C:X,5HPl.INfft, ·;·;·x, J.HX,2.:::x, 1HYI) 
DO 20 1=1 ,N 
RE'A0(5,1020l X<tl,Y<I) 

20 WRITE<6.?040) J,KCJ>,Y<I> 
2040 FORMAT<9X,r2,15X~Et2.~, t2X,~J2.5> 

r*•*****~**4•****~*~*****~*********~~**4*•~~+~~~~****~***~~*~t~•*~~*****~~* 
é: l.ECTUR1~ DE LAS r::ONDIC!ONES· PE FP1.)l\ITERPl .,_ 
C ~!=VALOR DEL PQTFNCIAL EN FL ~JDO ! SI ~ODE=O, • 
e VALOR r1E l..A DERJVAOA DEL PC•T!"NC!AL EN EL N:)f.'¡(l r -::::1 ~'.Oflt:-:=1 * 
~********~******~***~**U***·~***~***~·t*~~~-~~A~~*~****~4**~**•fi*}*•~***•~~f 

!.-JR tTi:;: ( 6, :?.050) 



110 

't"i(J 
:(i(l FMATIX.Y,G,H.~I.DFI.KODE,NXl 

1t16 r*~**~**~~*****~**~*********~*~***~~*~*~*~****************************** 
(u) i'_ s::::: f1BTIErlEN 1 .. iC1·~; l~ATR!CE•';: O Y 1-< .• PARA f'"l)R~1AR CI_ SJ:';.TEMA: -~ 
01) ~ A X = F * 
10 1:-~**~#*~"**~-*~**•~4**~*~~~***~·*~*~*~·4·*·~~~****·~*•**~**?**************** 

i: ,-¡tr¡; .. ;:-i;-..J i-..J ~L. 
rrr~ .. ,~!"·= r,:-.;.· --<. ( ! l, Yl ! >. r;,<N·1. :\¡x;, Ht,.._;"(, ,...i:.: ! .. FI e 1)., ~<Dr1 :::c 1 > .. Di:·1 \ .t > 

0<*~~~~~~~~·~~-~~~i-~***~******~~·~~~~*·~~-~~**~**~*~~*i~~~*4~~*~*d***~~***·*~ 
1=: l.' t••c-. TA U~·;:; M;\TR T 1·;: º· G Y 1-1 i'-

C *~***~*~*~**~~~**>*~~~~**«*•~•*~***~~·~«**********~*~******************* 
DO -~ ·, :r::-:. J, ~-J 
[11) ;t ( 1 ,J·:-:!, N 
O 1 J, ·-' l =O, 

JO HI ! , Jl"'O. 

~***~~·~,~~***~~*•***·~~~*·~~*~*****************************~***4******* t OBT!~NE •.AS MATRICES H V G * 
c~~~**~~~*~-~~~~--~~~-~~~-~~~-j~~i-!:·i~~-~-~~~~-*~****~**~~~~-*~4~*•~~~*********~***~·~ 

XIN+J),,,,;<:(1J 
V<t~+1l,.,YO l 
r.1::1 \ 7D I ~l. , I~ 
NF=T+J 
!·~·::·,·: T ·-l·i)·-.?'. 
[1[: ::-;:.) .1_··-=~Jr-~~!·:: 
! F < ,),_' . . ¡.j) .::··>, .';'·>. ·20 

~-:_:·n ,_1 ~~.J._1-f •. I 
;:,•~¡ ·r(· 11 ') 

:: 1:• ._i.=.:,_L __ , 

l-lü e :'1l. L T'\J 7 E ~ ,'-1 ( 1" 't y ( I ) " X ( 1..!) .. V ( •. 1) :o X ( • J+' ' : y e .J+ J ) ., A!. l 1-"i? > B 1 ' ];;","~' 
¡r· <J·-~1l ~0 ~1)?An 

~)1"¡ ¡.;(r .. r·~j'-·:-:1' ~._l.1 ·l)+(.'1:-~ 
(, ~ r , ,_I ·!·• 1 ., -::::. ~ l ' ,_!-:~ ! ) + F.:e::· 
1-.r, ,,-, :r. 

,:.n ~Ji T , t ) ~-.'..:.: ( '(. t ·1 ~-A'~
:-.< ~ .. : ~ ·~(:. (T .. ! ) •B 7: 

7(1 H<t,.,i-,-:.J..$<i .. J)-'·t\:! 
1:; < ;· ... _I) :~(<T ... 1) 1·B ! 

·.-·( .. J-¡(r :J~~.:f-0:1'T 1 \-fi.t· rl? 
"JF -J I·~·.··- ! 
!·J':'..--:: 7 +t·i 
n1· 1¿1·• ,f..f.:.:Nr-~;,¡~; 

JC: •:._1,J-t,1 '; !(1,'),~(!t)-,';'11.) 
•."J(:l ,_1.-._ 1,_, -t: 

r~·: ,. '"=' 1. ... ,~, 



.. oo 
0() 
(1(1 
00 

.00 

.00 
10(• 
1('(J 

!..C1(l 
. 1)(') 

:bó 
00 

)00 
00 

::oo 
.00 

ºº 00 
00 

,oo 
~ºº 
"'ºº (10 
100 
200 
300 
400 
500 
600 

00 
:300 
-;100 
•)00 
100 
200 
300 
400 
500 
600 
700 
800 
900 
000 
too 
20(1 
300 
1\(10 
500 
6(10 
700 
~~:(1(1 

900 
000 
100 
200 
300 
400 
<j()Q 
600 
7(11) 
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C********~***~**•******•~*****~**~***~~*~-***~****~*~*~~*~~>**~*~~~*****~ 
e ::::r: AF\R~OLA t:::L '=:r·=:Tt::Mr'\ .t·~= ~(:l_i!~('I("tf~~·=:; (:1:_·:=: :::;;:.: RE"·~:('"1l_ll~RA ~· 
C*-t·*-t:~~·*-t-~·¡'f>.-t'-~·~-!!'.·.;:·ii-'*·*~·*.t.~*·:1-·~·~·*4*~*;·.~*-\o-~--r·** ?--ti··~ ~~i! 1"'-r-~ .. ,..,..~ 1:--~r-.,~~·Vi-!1·'1:'-?.-.tJ.*·f do-* ***t:~t~ t;..¡i. 

[10 t "'º ,_!= l ·. l·J 
I F ( f-'.Or•E < ~') ) 1 '/O, 1 ·;•(•, 18<• 

l ::::o DO 1·::-'0 !~1, N 
CH=-:0( ~ 1 .J) 
G ( 1, .J) =-H ( J , ._t) 
H < I, .J) -"·-CH 

190 CONTINUE 

C****~********************~**~***~***P*«~*******~·~~~+*1-~H**~~~***«**~·~* 
e CIRT GI"1ALl1El\JTr:: DF r COt\IT!!;=..Mi:: El. vs.:::T(H::: r·i::: T['..F;!''i It~("1·: ~ 
e Il~fJFPFJ,l[IJF.NTE'2;, DE'o·Pl,IE=.:::<; o~: 1::c·=1::1_•/ER EL ::::r·;:.·:-c:::-iA C:üNT!f"NE " 
e l_(I'.=; 'IAL(t~·ES (!F.: L,~,s: YNC·::r:·i\: IT(.o·: -1~ 
C**********-t::.·J"to-·H-·i~-r-*•tt-·>*~*i"·~**~-ti:-<~·lf-~·-t.· :'· ,:i-~ il:· ~ ·:· ·:'" -:-:<·-'" t~ ,°{,·-r·~-t··;· <C'o :-·-t<- >{'--*.P.**.¡:r..~H(·~ ~·>* ~ ~ **·~·*·~· ~ 

DO 200 I = l , N 
DFI<Il=O. 
DO ;:oo . ¡.,, J ' N 
DF I < T l "'DF T < J ) t·Y i T , .J l 4;::-1 ( .• 1 l 

200 CONT ! l\llJE' 
RETIJRM 
END 

::::UBROUT T NE 



-.·, .. 

. -, ~· 

.,· .. -, 

~ .... -, 
···.-

~ 1 ~~ ·: 
··";) 
~I~•) .. ,.-, 

·\1(• 

r:·:--~i:-: ~'. ~ -!~·· T: •' ! 
(·i·~~-- .; ! ~.- ~!.,r~:_. ·~ •:;: •·-~ 

C•~ ·~ .:¡ . ·.¡·1~ ( ~: 
.. , .. ":·- .. i ., / · .. 
r.''.;i._:--:: ·_;· - s:.:·. 
Í~ .v; ·;: Í '.-:-· T" ;,· { ) / ;; • 

,~y.-('{::'.'-"1 ... ·.-:. 
r,·,·:~··;::::'. f-lf-(:.o"·r' 
BY·=..·:Y2+\I~.' 1-.·, 
r-:' l'to>''. }_:: .. -s~. l.'~·. 

l}.2 

l (i T~:·.'~,-:~-y .· .~1" 

~'.(! 

• - -~; 'Í. -~ ...... ,-. 

~;·' ... :·-·,-,-,,.:-~·-·[ ;,-._~,·1:. 

r¡; ·- ·:--:.C1!·.::: ., ~ ... ~_:r·· · ·i;:;..• ··.·:.·.,_.y l ··TP1t·J1:.~Xl /-:-.. _;~\T\T(:ii'.iG;=;-t-~ .. )) 
f.,_-"=¡ -~¡-, ;r r 
!::rT .:::."!"·:-~p.::, ( -.~;·· -···~;, ~ 

~~~7~~~:~~~~~~~~~Pt-·~~-XP>rrVt-Yº> 
f1!·~:·-~- T)! -_¡ 
• .:u: . 
.~-·.-.~ 
¡;. c.: 
~-~ ':;· 

. : ·:: · I ···· ··_. .j ' :( ,... • ' °l j [: '( 

'r'•-:-,·· .-::, \ - ' • : : ; : r,;y 
~f~ =-" ·:· 1· ·"'T ·: .i ;-r·---x:: ::-: ( J J "-·to.--:: •. ( ·.¡1-·- 'l1::.r•t ¡ :· 
í=":A 2~.:-~-;-F\e. 
C1P::: :.(.¡..1~ : ! ' -~-.:;nnT ( 1:. ~·.::.: •. y,..:() 
¡..¡:.·.!"• 7 ·;: . ..,.. ~ r:·.~. 7. .. n;;i =: 
.-•. ·!.','.,_ -.,: ( ~ - /::\•1:-i,·--=·~:í~7. 

A~~~1~-(XSIC!)-!)~~/~-
112~~¡~- ( ':;"::;: .~ { 7) -<-: J -'t-V/.7'. 
c-1 1:-p,1 -(');::·r. r>---.1.:· ~c~.1;:. 
s=.-~;·{·~x~:'~)+t)~G12. 
;-;:E""l"!_.1¡:-\!'1 
:::~;· '~-

• "r ': ·.~ ~ r ·?·:1 .._.,t-_.,._, -.•. ""'·--:~ ·"·': """'i :. t'· •: .. w.: .._ .-: ,: ·! .,._.,..._ ~-... , -'.-·.i· I<• "! ·;.;; ·-:· 1-r·!":'.· ~!!·.:.J.~: )J-tf.-\·Hi*-Y. *·tt·*·fH.t-~"!t·*'***** 

~-~-: ;:: ;: -:-~- ~.~~·;=i~·?~-~~ ... ~. : '"!;"; ··::s tP·~:l ~:I ~~E;.:. J;.-!~: ~ ~~~7.~:iG~~-l1·~~Ir:~r-:~:~!: ~~n:;ci ::· 
." • .•• .,, .,~.-.· ~····:·'" i-~ ~·" :~1'·;>·:-.-.,-~"':-: ... ' -~.,:-:·!~·.fnK·t·:!i'.·~·...:-.~i.-p¡.-t{w1':··~;~-t:--~·-r1.-:~.;1 .. µ.-r.'.·Jf·*t:=t--~ 

~,~~~~~~~~~**~*~~~n•*~-•~·~~~t~~~*•*~~****.**~~~~~·~·**~~~*~*~~**~~~1}~******** 
.-.¡:-.;_1y: :~)t.1 ?.:"!!~ i_I~~ S.~~"'.".,.¡:::~A l.INE:--~L ri:=. l~Cf.J¡"\C'I0~;::·;:., <f.: .. 
'.::;:: ,"; 1-·-::~_C .. r' F.i., ¡'r;:::·:i-~1 (: n~ ~L 'J:M!.N~r·rc1~-l GAl.iS~•IANA. * 

1-= ~=·r:: ~-~·:--1:-·,-:-ir-:c~:·::s"': ! ·',· '7"J·.i·-:-: .. r"-=- ~,~R~~ y:,1.,-·i;-::::1-p1 .. rp:A::: -r" 
R~t.1':· .. 1 :·:-1,....·:;. 1:: · ;::.·:·:·~¡ :--:;: :~.-... .-· .. -.~:·r:-:·-:.r~:·-:-: 1_1t.1 (:-:--::o ~;,.t * 
!__(..; ~-., ~ l';C~-:.;.·r.!. 

;- v : .-'.,.·--· ..... ~ -r '•. - -;·, ~~..(..ji.•· .. 1" ~ .... • •. ; ~ -~ ., ,:.. J: ~· : -~·: ·."-·~)fo•: . ~ · ..... 1 t· 1 r.·1'· J1 ~.,. ~·l· :. <· * !'··.; =··? t~-;.- ~-·;'- ~-t..··~·'l":;·it ·~-tS ·~·-;:. Jt 



00 
'ºº (l(l 

ºº wo 
0(1 
00 
00 

-00 
(l(l 

-:oo 
JOO 
)0(1 
too 
'·ºº (U) 

(1(1 
00 

.:if)O 
(l(J 

300 
.oo 
)(10 
J.<)<) 
;~•)0 
::1)0 
'"~ ')') 
~1)() 

soo 
I (10 
:~•>O 

g~~:;; 
¡ºº 
:_;:n) 
300 
.~,)C) 
C'.j1-:(J 

~.C1ó 
700 
fa) O 

\'ºº ( 100 
• 1-)(J 

2G(, 
:300 
~-(1(: 

3·)1) 
': (1(1 
"f'O(· 
.;·no 
,:~!Ü 
~ .. j(J 
r.(.i11 
(.'.()() 

::1)(1 
·~ (1\-) 

:~~.2g 
l(:(; 

DIMENSION AINX,NXl.B<NXI 
EP!3=0. C.000<) 1 
Nl=N-1 
DO tC>ü fi'=!,N1 
f!;~ =~'.-+_: 1 , 
'--A\f.,, f-.) 
JF IABSCCl-EPSl 10,!0,b) 

113 

C*********~*~~*~'~*~**~~*~~******~~~~t··~4*~n~~~-~~-~~~~4*~•~~*~'~.~~:-~~~~~--
C INTJ':RCAMB I A Pf:>J(;L(1f,'.E~~; pt)t=·A C·F1T¡::-.¿~;c:¡,-.: ( •:1F.i:- I i: ! i-:;·~T!:~~ !',~·:: ... !L'l .. C.'3 
e EN LA !)I~Gar;1:~ P~T~/Ctr~L-
c * 1*******'" {;.·:-1 .;-. -t !-"'* ·~ 'i- v ·t--!f· ~~ ·:}·1 ~- ::-· .s -~~ ~f "1 -~.r·l::;··~·* *·~ ~-:r ;- ~ ;.! ·='"-í. ~ ·t:-.)1 ..... '! -!-~ ·'i--:. :t·_. -- ~-~~ -~ ·':'· -.--r~*'*º* **~ .. t- 't -.!' :. 

:? ';f -t:.~ {i-~-** *~~ ;~~·;}.:~ r:::i ~=f~ '*~; ~~J:;~·,:~~ "··.~,: *é;i~~.E~M~[-r··~8&~! .~?~.-Ñ·~f-·*V~ .··~·~l~~~ * k·fr ~d~ -.: * ·:··~~ ..... !"·:: 
e D 1 l'.c .. ~. 1 ;;.L 
C·~ ;:t ·::. !f'·~.":. ·:<.· ?:. -t· ::· ~· * r.·.t.:.. :· .--¡~ *'~1'>.i ·~ ·h-":.t- ,. .• - ·-:-· ....... t· J;l¡ :··k !t ~?i·-?"I '('*~ -1t--tt-:h~· ~~··ll-* ~·-lr -:·~·;f ...... -~~·~· ::. :· ;;.._, t- '·· ""• ·.'.· .-..~ ;, ·~ ·" .':' ,,.. 

l,.(> 

70 

(;•:". ~7":·~* *"* J:•J"'1 ~ ".• ~- 1:• .·~':~, i~ :::::•t'•.J••:' o·~"••~+ ;o'!~-!,•,~ >r~fr~*tt,. :'.1:-t" >.' ~. ~.-. M•·::••;.•l,; ,:. ,'".• ~·~ ...... -r-1' ¡: ·11-V-~-~~ : ! •;, "I"•: ~·· 
::::t_ j M r :\;(\ f _:1 T :-": .-.. :-.i: T 74:¡ '"( ( r::) !'-~L ,: .. :· ... ;,: : .. ~ 1 ; T. 

"'. 'f'- 1~1': ~--tt ~H~'l <~·-t¡ ~- !~ :,-· 1 ·1.d•·-!~ ·~·' ... !,." · - .;· ::·1.·i··:- ~:· ,:·l" ~ ~-.... i'; ~~ ;~ .. "f.'f':.i\-·::'.· :i :,••."'. '"'} ·.-: «;~·.,. •, , ~ ~ 
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!')'.) 
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.-;\:<1 
, ,-,(; 

:31:10 
: : !) 
.1->) 

.. -.,,·¡ 
.:: . .) ~:: 
·~or· 
~ •);', 
";c_¡;·¡ 

7 ;~_·,~: 
.;(:(1 
-~· -)1) 

:·-=·~) 
~- 1·~1) 

~:::~·: 
;1 t\.~, 

.I:?.g 
:"·);:1 
.·:·:~o 
::-on 
~)1:10 
, •. -, .. :1 
?•)0 
~! i.-1 

1 •. ~11> 
·o·:~ 

·~ ·1n 
7jr:1 
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- '·!··-·-~:-~:~~;"'; 

' . - ¡ ;·_, :.-· :-,. •: .., ·;; ,_, -:i .~ • ::.-:' ••,': ··' -~ 

(:.J.~.Jf-~:.->;·.;.-A· :;;;'- _..,., - >···'!·:: ~·~' .'-" if·~~-i ~~r-'$".•.'- .··'"1-•.'.;.- '·.- '•::¡~'\.~~'·'",~. :'~··':--i .. f'·' : . . :"<~ii·=:·/•i: ;,.: ~ F•-J-·~·~_..¡ •• ;;•-r .. ¡..•;. i~ 
•:. :.~· 1; 7 j ·¡::·:e~ ·J~\! :.·::·:::.~e·:.:: l.,.'r'\ :-:- .... ,,¡:~ e~:::.;.:-·:_.~ .. --: L ;:;·;. 
1·~ :) 1

:-: "'~";: r: !¡-·:.:'.c:·11 ":"r7;·:·: 
, ~ -r; · ·, .,. ·~· "r '.· >-. ··~ ·· •. ~ ·1 -1 ·t- ,:. :¡ -~ ;- ·1· ~ ·'!- .:· : · .:r ;! ~ ~: .. -..,. !- ;~ '=-· ,; •:C. ·i •;:· :=: ": ~ ·t>· ::. :-'- ·! ·~~ ~t· 4.- -J! "· -~. t. •':'",· ~ ·: ~- .,·• .. _.._ .. : ~:..}. *- ·~· ~ ":-- •';- !' " -: ~ ·: 
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Listado del programa SPEBEC 

<tRE::.E:T FREO:: 
FfLE 5=DATO·é:, 1_11\f !T=DI Sh, Rf::CORD"'J 4, F.<LOCf•: TNG=::?:(r 
~!LE 6=PRTNTER.UNIT=~RJNTER.RFC0~D=22 

C*+************~*~****~~~**+**~~*****~~****~~******~****************~**** 
C PROCiRAMA PAF<'A LA ,:;;(H.!JC:IOl\I f•E F'ROBU:'MAf: ELASTICOS BI- * 
C: DIMENSIO/\JALE·:. <::Mi=·LF.·~l\J[•r) !:OL f"1E'TODO D'? ':':Lt:MENTOS DE * 
C FRONTERA. * 
(: ·~:E F.!1Pt EAN :;1. !:l"F~IT•)·;: C(IJ\J FUNGT(INE:':'. •::ON,;:;TANTF.:S * 
C**************•~~**~~~~*·~•**~-~~¿~*********•*********~****************** 

COMMON N.L.NC!5J,M,G~.XNU 
DtMENS:ON XC751,Yl75~.XMl75),YM!75l,Gll50,\501,~IC1501,DFIC150J 
DIMENSION VODE<1501,CXl20J,CYC~01.SSnLCl20J.DSOLCBOl,HC150, 150) 
NX::-:150 

(*~~~*******~*~~3***+*~~~4~··~~~~***~~~*·~~***~***~*~********************** 
r':_: l EC:Tl.JF¡i\ (11;. (lf.\ Tr':>:=.. * 
G~*~****~*~*****•*•~4~~**~-*~~~~~~*~3~-R~>****~•**~*********************** 

CAL:. iJ\IPJ.IT 

~**4****~·~·-~~********~•·*~**~*4~-~L****~******~*'~****•*4*******~*•******* 
e ~ORMA '..l. -;:;r·::TEt-IA [if''. í~CIJACJ(l;,1¡;:;;. * 
C********~~~~***~~*~***~*~4~*~·<'~~*~*****~~**H4**~****~***********"~******* 

C***********~***•******~**4•****·$••K******~**~***********~************** 
C ::::OU.ICTON DEL S!STE"'1A PE ECUAC!í.<h!F:S * 
C••***~*~**~*k*~*******~~-~*~4~*~-~~~*~*~~~·~·U*•~****************~******** 

NN"'·:=:~hl 
CALL 

C:l~LI .. INF:;:R e F t . .r.a= r , 1<or·~, ex., cv, x ~ v, ~-:·;.oL., o~.r.iL > 

C*******•*****************"~*~*******~~!A·'t~~·*~~*~**~*~~**~****************** 
e IMPRE::=::Ol>J DC::: RE'':':UL TADo·::· * 
C***********~*****-~*•~**~~**x~~***~~*~~·~*~-***~*****~~4*******•********** 

CAL.!_ 

CAU. f::'XIT 
EMD 

S!JBROUT!NE 

rx~.vM.FJ,DFr.cx.cv.ssnL.DSOL> 

r NPUT (e X' cv, X , y "I 1((1[1'?: 1 !":' T ) 
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<)00 
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400 
5(10 
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COMMON N,L,NC(5),M,GE·YNU 
[I I MEJ\!·~;r ·~11-.1 ex ( 1 ) 'CY ( 1) , >: ( l ) , y ( 1 ) , l<ODF ( 1 ) 'F I ( l ) • TITU: ( 1.~.) 

1-JRITE ( 6. :?(!<)(• l 
20~) FOR~AT!1H1.3X.7311H•l/ftX,1H•,3X.65HPROGRAMA PARA l.A EOLUClON DE PR 

1 OBL.EMA'.::: EL A';:T I r:-o~: B IDJMF.N:::ro•.:ALE'=:. ':::x. 1 H•/4X' l Hl>. '.:!X, 6~:·H:.:: <::-<t=·l. EA E 
,,_ METODO ni::: r~ffF-1:.RAr::ro;,¡ DF. F.:t_EME~ITC•S r:·s FRONTERA. ~-E.':'il(, J.H<1-/<:)(. H-'* 
1, 3X, 4".':HEl"·'l''LEA~J El .. SMEf\ITO·;; 1::o;•J F 1 _!~l·~l(:tJt-::;• CON::::TAl''TF:F •. ·;:e:;·.:, l H•/ 4X, t H*, 
1 ·::Y, 21 HADAi='TAC TON HC:Cl-i .. i ~··(/;:-;; , (-l. 7X ·· 1.H*/lJ. X, ; H-!>-~ .:5X, 1 "lH(~. :.;;,~r=;::,~~··- f\RAN[•(4 
1 H.,27X,]H;:;./.Lj.X,1H*,2'5X.,17H.JC~f::L {;. GP,J=:C.Tf:'. v.,20:.·,x,1H*/tl)~,1H~·~j7J'.,.:::..:.H 
!TN:'"TITl_ITO DE Il\l•:iENH:RTA, 1JNi'IM - .1·~·:;::;::,1.=:x,¡1-J'll/•l'(,7':.(tH*'l 

r.~~~***~**~*~-~~**~*~****t·**~-~~•~*~~~*****~***~~~~•****•~~~~~-~~*,~.~~~~~** 
C '7:!'.:: u:::::: ¡::_ T !TUL.O DEL Pf'.<:1BLl?.MA .,,. 
C********~~*1~~~'-*"~**~·~~~1~~-~*~*~**~~-~~~**~~~·~4~~*~*4·****~~~****~*4~**~~ 

READ<5. )000) TITL~ 
100<) FC<F:MAT ( JJ:.A.•1) 

1,JR I ;-¡=; ( (, , :20 1 O) TI T' .. >=: 
2010 FORMATl/5X.3H•••, 16A4.2H*•*) 

C****~****~*****~~~****4******~t~~·****•~k~~*~~~~***•*~~****~*~**~~*~**~*~ 
C :_~CTL1RA DE PARAMCT~OS BAS!COS ~ 
C~*******~~***~~i~~*****•*~**~*****i~~r·~~<~~*~,t~~*~~**~~*•****•*****~***~** 

~~*****~~~*4~*··~~~*~**~~~~~**~~~****~**~*~~~~*··~~*~~ft*~***~~***~·~*******-* 
i:_· LF.CTI)~() DC COCF'.[d~NPT."1A·;. DF: F"l.INTOS T NTl'.;:r.(t\?0~:: "* 
C*** l{-~-r- * ¡;: r·t~ ~H;. tt·-1' -~'.- ~~·*<· ~i"-.t,'· * tr*i} ~-·r'·-i-'.··/ ~· I'- :-: r l{ -r· ... ·, '"r~ ·* .· ·--s:: -t:··~-~-11.~·ti-·"11-·t::-·Y; ·l:f-**ili:··~·r--~ -**·~.·-t"* r~~ ·r-~·-i.: 

g * **~1' ~-(- ~· ~ t~I~ ~t,i.:t ~ ·?:·;l~*~;;1~~,~r.~~~r:..~.;-r.· ~& .~ ;.l_j~-r.;·.~: ~f1-r·:~&-;rí~~{°·l;·~·~to.3* do*-~*~· ~ .. ·~-{f ~~'··J.~~: 
e El .. E!"'.t:'NTO:?· Z:•E Fnüt,rrF.":"::?~ i:.• 
C**'***~~G·~*~~~~~¡··*~*****~****~~*·*~··.~~*~·~"·~~~;**~~*~·*~~*~~~~~~~-;~~·*~~~~~;~~ l 
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Listado del programa SPPBSD 
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Tabla l. Datos requeridos para el programa SPPBEC 
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Tabla 2. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBEC 

***i-: *-l':-~ A- f'r**"h._·~ ';•*·~~f: ·~· ~. ~.f:- ~ ·*·'*·P.;; .~ ·~*~--!,·F .. "'-~·~·-~->:-*~·):"·~*"'~ ... "".-<' '.<· :~'-*A~-t!JO .• ~r.~ -t.._-tt.-,~-t;.~~1: ~-~*i:·-t;.-<- ~- ~- ~ -t'. ,..;- .. •· ,"'- f' 
~ t:".'F<(l(;f.:::~fvll".\ i::·:°)f'·:{., 1 __ ,; c:;oJ __ :_i!~ ION [I~ PROPL!·:i"!P(;; :::· 1:-iTE"t\JC IA' •. E·=· B r [I ! :.1 :-\:·::-. 71:1:»1t.\: __ ~::-~-... ~· 
·.~ '.;~ CHl"LtcA r:i. Mr:-Toern ns :un;::c:i:;·~v-ro•" r".c E'l.F""'?.NTC"' r.·r: ,_-¡--,··"-¡:;r;r,_ ·:;r= 
,~ FMP!.F?°•N EU?:MENTC1·=: C'!i'J Pi.INC J•.-.tJr,:; 1~.1)\J·:;;T(l•1:·-:::. .-
·~· ADAfºTACJ ON HE:CH(-:, 1-"CR' * :-,, r.:1-Jr-¡~(-L t··:..~-r~;11:./\ q. ~ 
* ,_1(:~:. f~. ~~-~¡:\· :· 7 () \) ~ * 
~ rr.:·~;TJT!_llC: D~ i!·J1:)f::NI=:-~!1~., f,l!,!f~:,¡ -- ! ·:-1~~.?. i>· 

4 .. *******'·~~~~~*r~~-1~~r-~~~~*~·~*•~~~***~~·*~·~*~-~~*~-•~•***~~~~***~********* 

fl"1To:·: 

t.J1Ji1ERO nr: El. FMENTlY::: DE FF.·í•i·-JTFFA = l ~' 
l\Jl!MEPO DE F'l_INTC"~ JNTEP~'t:•·: l":"•".'(,r;:: ·;;;¡:: t'.)BTtEt:i:,:¡,¡ l_AC:: FIJNG!ONF.:S = 5-

Cf'.IOnDE!\IADA•:: rir-: "'Ul'l ftY. F: )'.TPF"10S [rF i__ns ELEMENTO:: DE FRONTERA 

F'I. il\ITll X Y 

l 
·2 . .,, 
ll 
= ··' 
.~ ... 
7 
;;.: 
•:) 

1(1 
u 
1.7' 

(:1')0 1 ºº· 
l 
1 
1 
() 
(1 
n 
1. 
1 
L----
0 
n 
r) 

VALOR. 



Tabla 2. Continuación 

1. '.·. ! 1 • 1 , • r- · ·~ .-i ; 

~.:•; ..... •1' '.; 11 1 .,_ • 

...... ,. ~,,··t-:C>. 1··: +-; 

. . ) . ·, ·. H.)(,::. -~ 1 ~ t 

··;,))1·,r ti) 
;r· .• ·.• ·,(-·,( ... :.:··1¡_ 

.,·,:·,r 
"j·):··,,. 

·.,· 

·: ,)' 

' i ~ ;, 
. ' 

,..,"l: 

., 

' ···¡ ... 1( : ' ( ii)r,~ 7 (~ .... 
:· ,.,. ·. :·; \ "p""t·.~: • ...... ( 1 : 

(·1·~1_>'1(¡~~~~:· .; ('' 
.•• -, .. •• _,,-J,) .. f' f 

,, ,., 
-, 

l. ·~1 ! .... ! ) 

·:,_: 
'.'' .. 

·"· ·"l "_'T--1:;;~> -~; -~· ·:- . :., ... 

~ ! :":; '-. •, ... ~ j •. ·' 

. :· ... ! ;.; .-j-l :. 

• '.~ '.r. 11"1(n: h·¡:: "".· ··::=-: 
. '·.'}(1·~; •p ;J',:~ +<1··~ 

• :.::(·,;·1.)(';."Jf,í_~· .... r··:· 

.',!. 

,,·,. '),'';'•M'••',,;,o,,''!'• 

·. ~ -~ ·-1; ,';·~ t · .• , .. '·· .. • 
., ._·. •,' :: :·: .. ::-:::·. ; : -~ 1. l . 

·. {.'(I .... /'·•:7'7 -1,,1:~ 
... ·¡t)::)·~1 ?:-~-+ t'i'·' 

1 .•·· 

\~, •. :,:.::-.' :; 1 f •• - ~ ' 

. ' ~ ~: J . .J. ( ' 

- :-= '~· :'~ ,, "::. -~¡ '. ·. ~. (". 

, 1; ·i'..J 
:-:.·:··-~ ··r ·'1.L""'.'·-t·ry: 

Tabla 3. Condiciones de frontera para el programa SPPBEL 

código valor prescrito 

o . 300.0. 

1 

1 
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Tabla 4. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBEL al ejemplo de flujo de 

calor 

o. 
• 2C•C>0(1o)OE+OJ 
.. -~ oooonoE+1) l. 
• 6 OOOOO(•E +O 1 
• /.:,OOC't(H)(l~ +01 
• l-.Ch)0('00E+O 1 
• (: (ll)OOOOE H) 1 
. ll ()(H)(•OOF. +O 1 
. :~oooonoE +1) ~-

o. 
o. 
(). 

Pl .. lt.JTO':'; INTERNOS: 

X 

• 200•)(H)0E+Ol 
• 4(li)(H)(ll)E +O l 
.4000000E+O! 
.. ::.CtOOOC:OE+01 
• ::::CJOOOOOE+01 

V 

y 

• 2(1(t(H)(1<)~+!) t 
• 2ooc.c,00E+01 
• 40f.H)(l•)flF. +O t 
• 4-•:>0000C>E +01 
• ::•)0(1<'.'00E+O! 

• ·::oooo~)OE +ü3 
"20::0•31 E:~.E+(i·;:: 
• 9U:.:3t 8f:.E:+O:.? 

o . 
(l • 
o • 
1) • 

. 96~.::: j :::t.['+02 
• ~=-~n.;::~l 1 ::~::.r::--1- ·.)::: 
• ::;::(l(l•)(l(°o(>F H)3 
• 3(1(1(1<:•: \)~-: +(":: 
• ::::000~)!)(1~ ..( (1;:: 

Tabla 5. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBEL al ejemplo de flujo de 
calor (pero con dos nudos en las esquinas) 

X 

~ 1 1~1(¡ü 1-iüOE-ü ~~ 
,. 2(H)(l(l(l(l~·..L.01 
• 4(ir,0000J?. +O 1 
.. 59·-::1t.;.1900F.::+O 3 
• f,(11)0000E +O 1 
• 6(1000C•CE +O l 
. t.oorioooi::: +(_11 
• é.(ll)(J(l(l(lf:: +(l J 
. 7)-::i9·;:¡9o(JE·J--(; 1 
.4üOOOOOE+01 
• 20(H)000E+C.IJ 
, 1 C11:>0(1(lOF-O:C:: 

e·, • 
o. 
o .. 
n. 

-:.,-,,·.1nru) 11r.:-+0 t 
: :1 (•l."1(>(.t)C1É +r) 1 
.. 4(H)t"10ü1)F +•') 1 
.. ¿·(H)(H)•)OF -r O 1 
• '.';:(tt'l(it)(H)i::°:+(i 1 

y 

., 
• 2(~C•\)1)(1(tE·r(t1 
.. ;~0(>()0:.l(1t=:-\~(1t 
.. t¡.üoo..- .~•)O:=: +(11 

.!°l.tl..->t1(:t1()t":'-1. r1 ·: 
: ~'.ó··:·1·)(Jt:·,JE+ó f 

F'CITHIC:l1~t. j f1~.T.R!\!Al)f.I flt':l. POTEl~CIAl. 

.. "2-;-~:1)1:~/..:::::: 1-11·:: 
• 2oooi 7:·;r:+n:;: 
• '?9'.7J::;:·;::.a.7~+0~~-'. 
• 1. 9·;1:3::;: :1 /.,F+O l 

o . o. 
o. 
n . 

.. 1<1 ··~·:.·:~11,-.1:~-... o l 
.. 9·~i-;;1f::;:47E·1~(>.::• 
• ·.:1)00 l 7=.F.·'·"'.I°:'• 
• ::·"?"1 !~•:!06';'~·?.i·(l:? 
• :10•:1{)(l(l:);.·:+()':! 
"~100(l(lt)(•".·1·(, ,, 
., '3(H)t)f~1• ·:r.)•'. ~·() .-! 
• :-:-.:(1(1\)(11)01

.:._· ·I· ·:·: ·~:; 

.. t9''''?f:'::..:J~: 1·().?, 
• \ (l(Of).:~7:;;;·.:,- ~ rr·, 
.. j ')t)i')4 7Sí:· 1·f,:1 
• : '?•?1·~1~:: j F '*-C1::: 
• \ r .. 171c19·-y;1r.:~o~-:: 

n~ 
(l. 
o . 
() . 
- • .:',1.':1~-;.:no 17~~+c.··:-~ 
·-. ~O·¡ S1 4·:-.i::F+O:i: 
- .. ::.1~: ;t ·~¡_, .-,~-:·r;: 1-1);? 
- .. 4'i'!:,'l:i~)l 7F to·)? 
(¡ 
(' .. 
()., 

t). 
.. ·~9:?:Clü:! 7E-1 f)? 
.. 501·~· 1·~:":":;::+0·.~ 
.. 5<."l1 '~11t·;·:,:E·.t·0:·· .. ,, ·::-i·:·l-l(l 1 -,~:· ....... ~:~:: 
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Tahlil 6. Resultado's obtenidos para u y éltt/<l¡1 con varios métodos para el 
ejemplo de flujo de calor 

de frontera 

Nudo* 

1 

4 
6 

9 

Nudo 

A 

B 

Teoría 

300.00 
-50.00 
-50.00 
300.00 

Teoría 

200.00 
100.00 

e 150.00. 

Elementos 
constantes 

'252.20 

-52.90 
-52 .90 
252 .20 

Elementos 
lineales 

300.00 
-24.00 
-24.00 
300.00 

Puntos - internos 

Elementos 
constantes 

200.30 

99. 70 

Elementos 
lineales 

200.40 

Elementos linea_ 
les con dos nu:" 
dos en 1 as es
quinas 

298.00 
-50.13 
-50. 13 
298.00 

E 1 ernen tos 1 i nna 
les con dos nu:
dos en 1 as es
qui nas 

200.00 

100.00 

E.lementos 
isoparamé
tricos 

300.00 
-50;00 

,.·· '· '• 

;;;50;00 

300;00 

Elementos 
isoparamé:
tricos 

201.38 

* La numeración/de- estos nÜdo¿ ce>rr:esJ1pnd~ al ca~o~(:feeiéméntós cons-
-~,-~·':o·_·.·::: -' - - ,- -

tan tes. 
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Tabla 7. Resultados obtenidos al aplicar el pr~grama SPPBSD al ejemplo de flujo 

de calor entre dos círculos concéntricos (problemas con más de una su
perficie) 

• 707J0(H)f?+1)(1 
.J707100E-t0l. 
, t 707 i.0(1F-t 01 
• 7071 OOOE-1·0C1 

-. 7ü7 I OOOF.+C11) 
-- • ~- 707 j_ c)(if: +(11 
- • t 7•)7 11-)l)i'? +;) 1 
·-. 707 J_ (H)()C' -'·00 
•..• :=::S:]5?'i<)t1r.:. + (10 
-d. ·:::r.:i :.=:5500E +00 

: }~.:~~~E~~~g~~:~~~ 
• ·=· .-.; .. _, _,u(IE +<)n 
• :3535500E+OO 
• 35·35500E+OO 

-- ~ 35:::550(1E +üO 

X 

- • 1 7(17 .1. (lt">~? + ') l 
-·. 707j (H)(>F.+1"\() 

• 7 1)71 (h-1(L'.:.·i·•>O 
, 17t):'1.0()F+01 
.17•)7JOOE+01 
• 707 lOOC>E+OO 

-. 70-:- 1on1:>E+(ii:• 
-. l7<"17J(•OE+n1 
- • :3:::;:::55(H)J:? f-•)C. 

• ·3':_-;:;:: 13501)17.., t)(i 
, :~:':'"1.:'.·'3~(1(>f' ·H~11 ) 
• f.-.·~ ~:f.:-;O(JF -.-r)O 
. ;:~ ·355(10 r; ·1-- (_;f"_; 

-. ::::.8"55(1ü~+(lt) 
...•. .:~::;::.:e-_.~~<)(·~ H)O 
- •. -=~c:.::::s~~·OOE ·"-00 

y 

--. 57402ooi::~ on 
• 5740'.:'~00E+OO 
• 1~:f:5f:':20E-H)1. 

- • 1 30(•(H)Or: +O 1 
r. 
-. '5740.200::.:--00 

(l. 
(' .. 
(i. 
o .. 
f) .. 
<). 
'). 
(l. 

.. 1 (l')0000F. +t~•:?: 
•. l 000000"-•cr:: 
• 1 (H-,üOOOE; (1 7~ 
• 1 OOOt)1)(1E +t1:3 
. t (i(l(J(lllüE+0'.::1 
• J (11)(l•)OOE+o-:=: 
• 1 0(1•)0(10F. +(r:; 
• 1 (1(1(1<)(1(1[ t·(I::;: 



Tabla 8. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBEC al problema de 
flujo laminar alrededor de un cilindro entre dos placas paralelas 

~:. í- .· .i ~ · T. --"1 ·1. .-.:--

,, 

" , 

/:·¡~:?'~:,~;z~.:~: ~-· :: :~~~~:~ 
1 :;r.~;.-h.)(''iF--:.1~ 
J. '::-,'.~· ... 'i 1;)(1FO:: 1 , .. , , 
~ ......... ,..")1-i·~'f- .. ~ ·' :·1 . 
:::;r)~;1'·)" ·.:H.)I: •-(1, 
·:: :.~'..:; ... •,. ':-. '.) ·> ·'.· : ' .1 
.:·.::i.·~~,:~~-¡,--.. ~· ..¡ ... ' 1 
-:: ,!.,.:::..::~.:.,~:n1-: +1·, J 
:::~'~::-:-·;11.oür:· ~-t'1 ~ 
·-:·:;l?f'::' ;.:r=;1_"J~_: ·!·•.) j 
1., 1·\ 1'1("H)(.o~)1::. ~-(t 1 

-.~·;~~-:~~-;::;~:~:;:;;·;~. !':::·~ ~ 
.'j { jr)(~i'!•' ;. : .-.· ·: ¡' l 1 

• 1:.(11.)(.1~J(l· ·:;·. ~ ,-, i 
.: • !.1! ''¡i) ·"'11 ~ .~-· •-1 l .l 
·- ; ; t' ~ ~·. i ·:. ( '. : . í ·, ~ 

- : .t.! e~,· <1(~··~;::-! i-i ! 

. :;):~;~:;;;.;~-:~~:~~ .-:-D 1 
· :·7·J:t·:r-·(Jf)· .. ·'·t·· ~ 
~- :. •'·'t)t'~(-{\'::. ,·¡. 

;:::;¡(1(1tJ('1f·"" 1 _1 I 

.;::=:::::;~:::re:~·+ 

".' ·1. 

• ( '• ., •1 ,()• 

..... ··1 
·,, ·,¡ 

- ·'' ,·.' 
•(•:• 

,: 

n. 
('. 
n 
(1. 
(• .. 

·;·::":~.~:~·~. r,, 1¡.: +('.{' 
:~. ·¡ ::: ... :.(·(· { .'r L{.Jn 

. :~ )'"):::q(:(l;· ...,,,"~<) 
0:.1· '!~. •, '.:;.·;~·,;::- ... _, H) 

• .. •r. r: (' j ~- • ,,...·,r· .... (Ir~ 
r •';•~.t/-~·.::i·."••"<. ( il:} 

~ 1.(),:·r·~·:r··.··1: .. ~ .. \11 
.• L ·~ti.!3f';C":-)~~-·--~11 
• o! L .. :::::=,r)1>(~~".{'1 \:J 
• 1 l.~·;(l{)(.(1(:" i·(l 1 

; :..:0~::(11)( ,,~1F i-· (J 't 

~·;·Of:(i~.:nr~.:-1-•:1 .1 

•.. ··'{0H·:,·1(1n!R1r: .. 1 0' 

·4 ~-~.:·~:~~!/S~ ~ .. :·;~~ ~;:>~ 1 
·;~(';,·;, ·~(.""·');:.:.;-· \ 1 
;.1.:1•·(10, 1n::· · t1'1 

·~:·.~·~:~~:~~:;~·{~\,;··.-.'/. 
.. :::-l·¡· \()( \' !r 1 .. , •; 1 

1";1":( ¡'¡·'·tº·t •) 

.-,~ ~< '.?'. ;:~·::. '. )//'_':.:~·, ;· 
·¡: :!;·.~:·:·,/.?:~~~·.-~:~::~ 
'.· .. · 1 .. ) °J• ·.1f) 1 ·i: ·'.- ~:•: . 
• ~.-_, '."):-· . ·l· '(:.: -:·, :-!" 

")' ~ 1 ( ~- • ,., 1 

l : : ' ; ) ~. ~ . : .-. 
r.:.-·:' .. l .. ·-;ó:¡r', • ,"·r . .' 

'! l• i~:{)• • ·.:t.;.¡-,: 
··¡1:.1-.·:·i 

'! .r: ;~::,,._¡ 1, "'•;:. .; ~: (· 
:7;::;~:5'S" :~~-:.,·n1~1 

. c;t:.~_·,¡·,:,.-::1 i:=.+nn 

. ·¡ ~:t/·,:.,•;:,:,¡ ~.f~· +O! 
! 79·;'.1":::•':'1·;1:=· +1) ~. 

, '.':oorin :inF.: i ,-, 1 
. ·-··!'JOl~n.-~f1F;+c1 l 
, .:-:nn(~(lr)üF +Oí 
• ?l1nnf 1(t(JF·~\·~ 1 
. :-::·(H)\i()!1(Jl--·1 (' t 

.. '(,\~~<;(\!_'()'-?' ·+!-• J 
. ":,-,:,1)(':J-:1(1i: +( 1 f 

i'1 f
4 jl"u_)( ,(\~- -!-..': 1 

•"•r, .. -:ú•R!1'•¡) 1::-~ í) '. 

-~(·1.1 ··:·:_."·< !-~ .. .,) ,_ 
11 , • 11 • , r ..• ~, • 

·-·1'1t.•r'}1·-~( .. ·1; ~ .J- "i. 

·~ .-. · ,.·~: _.,. ,·:,;~ .· n' 
. :'._ ,· 1i~.-.. t'. ,.,;_~ .. ,-, • 

, •;:~,·,.. ·. ! )•)•,. r l :~: .... •. ~ • 
:-.<¡r-,, .. ,._:·{1;':í-·•·<1· 

;-. ·~ •• - r • !' ·:: 1 , \ 1 

; •''> 
•': .:·· 

"d ~¡ :--11'• 
.... _¡"¡ 

¡-:·.i,·,,-, 

·,· ·'. •."1),:·, .l 
.... : " ~ 

¡ .. r:1 
,,, 

-.t,I ·. ¡'\ f ;_· 

.-, 
(,. 
Í>. .-, 
. ~, 

, 19(i..:-.~-.4('-::+(l •. 
t 1 (;.';Hy·. !, r:·:f,:' -4--1) 1, 
~ 1 (.~.·:?.·~·:':? ;' /.·.~ +') ~ 

j 4~·7~~ ·:::!F·+ 01. 
, l :::1:--:·~:; •";7t;-~n ·1 
• 1 ?'?i::-4.:~:?t=.+01 
• 1. ~ 2~"'3:~0::·¡.::+(l 1 
. ¡ ')71.1-•)71.~+()j 
. ! ( 1 :1. ·; 1 9'.;:-1 :~ .... o·' 

{~'.; ~.f ::\~ ::J!:·: 
:' .;" ,~· "'"1 •-!-).-:·•-(•O 

'·~,. ...... , .... 7·{~-.- .... t )(\ 

... ~~·.::;_ .. ·:-~~! ·~·,,=. 
", .'. .• /- '· ;~..¡.1· (, 
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Tabla 9, Resultados obtenidos al aplicar el ~rograma SPPBEL al problema de 
f1 ujo laminar 

RESUL TAD0:3 

NUDOS DE FRONTERA 

X 

o. 
.6000000E+OO 
• t 200000F.: +o 1 
. l 700000E+01 
.2200000E+Ol 
• 3000000E+Ol 
• 3 l 18200E <01 
: 1:~;3:§ggf ~8 f 
• :::71 c13(J OE +O 1 
• 3::'.:56~3(l0E +O 1 
• 4000000f:""'.+Ol 
• l).OOOOOOE +O 1 
.•l000000E:1·01 
• 400C!(JC)0E+Ol 
.aooooooE+o1 
.4000000E+O! 
• :;::::::oooooE +o 1 
• 3l.1)(1(JC)(IE +O J. 
• ?.300000E +Cl 1 
• ·:;:oO<:>OOOE +O 1 
.2700000E+01 
• 2300000E ·H) ! 
.2000000E+OJ 
• 1 700000E +O 1 
. l 200000E+01 
• 6000000E +C>O 

n. 
o. 
o. 
o. 
o. 

PUNTOS; INTERlllOS 

X 

• 1 1:;:oooor::-+o1 
• /.OOOOOOE-+C> l 
• ::::::::.?OOOOOE-+01. 
• 3000000E-+O 1 
• 8~56000CJE-+O t 
• 3 780000E-+C> l 

V 
(") ó: 
o . 
o. 
o. 
o. 

• 47160<-.C>F.+OO 
• 7656(H)0E+OO 
• :?.i:15(ll)(l()t +00 
• S1!'.:;8~:C>OC>E+OO 
• -::>i::97000E+OO 
• lOOOOOOE+Ol 
• 1160000E+O 1 
• 1:?:?.0000E+01 
• 1540000E+01 
• 1 7 é.OOOOE +C• 1 
.'2000000E+Ot 
• 20(H)00(JE+01 
.2000000E+Ot 
.2000000E+Ol 
• :?OOC•OOOE+Ol 
.2000000E+Ol 
• 20000üOF.+O 1 
• 2000000E+Ol 
.2000000F.+01 
• 2•)00000E+O 1 
.2000000E+Ol 
• ;~oooooni; +o 1 
.11.-00000E+O! 
• i ?OOOOOE+OJ 
.8CJOOOOOF.:+OO 
.400000CE+OO 

y 

• 1250000F.: +O.! 
• "-' 1 C•(lC>C>OF. +00 
• 953001'.>0E+OO 
• 1450000<=: +O 1 
• f. 535000E+O 1 
• 1:320CJOOE·+O1 

o.e 
o. o. o. 
o . o. 
o .. 
o. 
o . o. 
o . 
o. 

.. :?.h92S'19~~:E+OO 
• 749117.l!E+OO 
• t 1/.95(?.ü:::+-<)1 
" 1 50:·~•87 6F. +O l 
.. 2oooooor=.:+01 
• 2noooooe::+o1 
• 2oooooor=.:+01 
• 2000000E'+01 
.2000000E+Ol 
.?OC>OOOOE+01 
.2ooonooi::+o1 
• :?O•)•)OOOF. +O 1 
.20üOOOOE+01 
.2oonoonE+o1 
• '2üOOOOOE+01 
• :?OOOC>OOE +01 
• t ¿,,(H)OOOE +01 
• 1200000E +Ol 
.800000ClE+OO 
• 400000(•C::+OO 

F'OTENClr~I. 

• J. -~29639E+O'l 
• :;:275~~52E+OO 
.4208210E+OO 
.1214794E'+01 
• !204'"'70E+OJ. 
• 7~i:-<8:.::41 r:'. +(H) 

DERIVADA PEL POTENCIAL 

- .. 55999S·/:.E+OO 
-. !Ot.':·~1571 F+01 
- • ";";57:::::~:4 :;:E +00 
-.91f:791.!E+OO 
- • ~:(:.5~:090E+OO 
- • 7:::27'562E-O l 
-. 1145'16·:::E+0J 
-.1"'10:=-1 131E"·01 
-. ::-:;<?:;:z::::::F+<:•l 
- • ::::424'?'4l)F. +<) t 
- • ::::7201 9•)1" ·H) J . 
-. 11í::4460E+Ol 
(J • 
o . 
o • 
o . 

.792:2971E+OO 

. l 87l 728E+01 
• 16!0:287 6E +O l 
• 15:?.3006E +(> J 
.1436666e:+Ol 
• 1-308021F.+01 
• 1181107F.:+01 
• J ! 1:~:751F.:+01 
• 1077229E+01 
• 1023446E+01 
.1091896E+Ol 
.5574289t+OO 

-.6979002i::-01 
• 2490240F.:-Ol 

-. 3798977E-O;: 
.. e;~~.:3675r;:-01 
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Tabla 10. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBEL al problema de 

flujo laminar (pero con dos nudos en las esquinas) 

X y PO-.-Fi\I(: I r'.'.>L 1 [1ER J IJADA [1['.l_ POTENC J AL 
t-~~~~~~~~~--t~~~~~~~~~~-r~~~ 

.. t í)1)(1(h.)OE-1):.3 
.. . ~.(\1:1oonor:+oo 
• 1 ~~OO•)Or)t+Ot 
, l 7000(1c)f:>H)1 
":::2i:1oOOc)E·~o1 
.. -~~·:.:1 ·;199(IOE+01 
•. 3000100'.=:+01 
• =:1 J :~::·ooE+O!. 
.. ::.:~~(:.7t)1)E ... ::1J 
M ·::553S(iflE'+01 
• ::·714::::01)E-+ 1)t 
... ~::.7:5.-'.-.50(lf: +O 1 
• :~:·:~, -,·~1 ·-:100E+C1 ~ 
• f~c)(h)(l(H.)f::..¡.()1 
• 4001)0(l(•E+01 
.. ~.(l(>(l(i(l(IF.:+01 
• 400•)(i(")Í:: +(11 
. '-l (H )(l(H)Of:'. +0 .t 
.. il(l(H)~)(:1)F.:_+c*1j 
• :~ •;1'=-l•'.19(1(1f'? f-Ü 1 
,. :;-::;::(J(H'")~·.11.)I-: +·(l 1. 
~ ·~:: .. oor:<JH:· .. + ci 1 
• -:.:;:(1oc1,:!,·\c·{· (: 1 
.. :·:.CtCi1)(1<)0E+O 1 
• :·7(H)t,c~nf: +1) t 
.. ;• .?:000')0E +O 1 
h ~~(1(J·.~'(1:-1(iF.+01 
.. 1 /(H)(11)(J!:'+01 
• ~ :"?OC100r)p +(l ~ 
• ··:.CH)•)OO:)F?:+OO 
• ·1. (l(H)(1l)(ll="-(>:3 

1·1_ ,-, .. 
o. 
o. 
(1. 
o. 

• 1 1 :'.=:t"1(i(1f)J'.:: •J-.(11 
• 2000(1(JC1F.: +O 1 
• :"':20(•000E+01 
• ;::(l(H)Cl(l(lf: +0 :1 
• . ;.:~i/-,(1f)(l()E: +() 1. 
• :~7::·ooonF +o 1 

o . o. 
O~ 
o. 
o . 
ü. 

• 1!l1 ooooi::::-n~ 
• <\7l60tlOF:+O(> 
.. 7 :-.5l:-001)F. .. 00 
• ::::95nnc10E +-00 
• 9'5-?::::0•)nE +(l(t 
.. i;-1:=::97(1(l(JE+(10 
• l OO(IO(H)E+•)J 
• \ (H)!) 10üE+ü1 
.. ~ 11:.()•.)(ln¡=:: +O 1 
• 1.:::.J.(J(l(l(IJ:.+01 
• 1'éo4(1(1(1()f:~01 
• 17r-.(J(l(:(•F+\1J 
,. ! 9C/'.-;'/9(l(IE° :-(1 t 
, :..: 1:1üOOOOF.-r(1t 
• ;:ooo ·:iooE +•:r i 
.. 2not•oc11·1t=:+n1 
• 200(H)l)•)E+O\ 
• 2(100(J(HJF::+nJ 
• 2ont'(11)0~+<'1í 
• :;:·(1(1(j(l(l(o"".,.(l1 
.. -~~0·~10 1)(1(lf.: +-01 
• :;:•(1(o(¡()(l{l['+(lj 
• 2()(1(>(!(\0i;='.+1)1 
• ;n)t100!)üE +(I 1 
.. '?00t)(l00':::+01 
• 1. ~917;91->QF." ·I (11 
, J i'.:.001)(iür=: +O J 
• l 200(11'.IC)E' +(i 1 
• :7•000000F. +(11) 
• 400000C>F+tX> 
. i ooooooi:::-o:=: 

y 

"' 12500<.lOE ---01. 
• o 1 00(10(•F .. i:,o 
• 95~:(_)(lf)t)~ H)() 
• j A.r:~(H)(11)~:·+r' 'l 
• 15:350CJi~F.+1) 1 
• 1 ';::::;0(l(10:1F+01 

• 1 '22~~17;~3r:+t)t 
• r-:::::::7:301 ::::E+OO 
• 4·22~.556 7E+OC> 
, l 21"·777E+01 
... 1 ·~:: l 12::;.~.s- +(J l . 
• T74Uf:.68F.+t)O 

-. 998•n7or:::+oo 
-. '?'~'20356E+OO 
·-. 96&7:::;~7i:;:+oo 
-. 91t.:-.51::.::5F+OO 
-. ::::(;.236411':+00 
-. 92E:78:32t=:-01 
-. :3:;:.1560.2F::-Ol 
-. 11507:::-f2E+01 
- • 1.,., 1 :3809F. +01 
-. 281101 J.E+Ol 
- • 2•l 1 98:24E +O l. 
-.8708974E+01 
o. 
o . 
(1 .• 
o . 
(1 • 
o • 
o. 

.1748634E+Ol 
• 1 750:;:•:;¡1 F.:+01 
• 1690643E+Ol 
.t571782E+01 
.143;:486E+Ol 
• t:305471E+Ot 
.1179825E+Ol 
.1117962E+Ol. 
. l 074567~F.+Ol 
.10'.:•281.8E+01 
.10l 4:::57E+Q1 
• o;1•Y6o;"11::60E+OO 

o. 
• 6133155E-O?. 
• 107'.:~485E-01 
• 1 t)-::>7;~0 t F.-0 t 
• 7128471E-•)2 

(>. 
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Tabla 11. Valores de u para algunos puntos internos mostrados en la fig 
4. 5 

Nudo Elemento Elementos Elementos Elementos Li- Diferencias 
finito constantes lineales neales con finitas 

dos nudos en curvilíneas 
las esquinas 

A 1.15 1.27 1.23 
B 0.80 0.84 0.83 
e 0.40 
D l. 21 
E l. 21 
F o. 77 

Tabla 12. 

Nudo Elemento Elementos Elemen Coloca-
finito lineales tos ción 

con dos isopa- y mini-
nudos en ramé- mos cua-
las esquj_ tricos drados 
nas 

1 -0.80 -1.54 -0.56 -0.99 -0.80 -0.75 
5 -0.76 -0.55 .,..o:87 -0.86 -0.72 -0.65 
6 -0.50 -0.45 '"0.08 -0.09 o.o o.o 

10 -1.95 -2 ,49. -2.43 -2.42 -1.80 -1.90 
12 o.o 0.19. 0.00 0.18 o.o o.o 
13 0.34 0.57 . 0:37 0.44 0.39 0.40 
14 0.69 0.97 0.75 o. 78 o. 76 o. 72 
15 1.11 1.38 1.17 1.18 1.67 l. 15 
16 1.54 1.80 1.59 1.58 1.57 1.55 
17 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 
20 1.46 1.50 1.58 1.57 1.10 1.60 
26 1.18 0.93 1.02 1.03 o. 70 1.00 



Tabla 13. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPEBEC al problema de una cavidad en un medio infinito bajo presión interna 

uni fonne 

RE·;IJL.TAD('"1S 

N~DOS DE FRONTERA 
V .. , 

- • 7..::.·~1tV=:_:.(1t)f'. H)(' 
- • t ·i~17:::00E+01 
·-. ·;-~J. n:::: -:-'üOF.: +n 1 
- ,. '.°'.'''::¡"7!5::::~(1f:-H)~ 

- . . -: :·~7;··:·~nr-:-~o J 
-- • • -:-:·-17 il ·::oor: -t-o 1 
- • -:C;72·/:;;c:.::+O!. 
·- •• -::·57---:;::;~30;::-1-n1 
-. ;·10:~.:-~00J:'::·l l)j 
.... 1 ..1.E:7~-~01:1s:,:- .... .-:11 
- .. 7f..•;1:3?100E'·1·1-¡(J 
(l. 

• 7,;.-:-1:::::50·)~+·)(1 
"1 •1::::7200E-t •.:il 
• ;~1 O.'='·;:·OOE-+-01 
.. ~57~1F:SOE-t-O t 

"':·::o·-: .. ~,c¡c,E..,..n t 
: 7.s7:1:-::óói?.+¿1t 
• ;:S7';?~:15l1F-'-01 
• 2!57~'.;é:L:,i){;'"+('j 
. 2t(i·::o~:OOF+01 
• 1 •t:37?01)E+c)1. 
.. 7-S'':"J:::~~Ctü'::· .. (11) 

(l. 

l( 

• 40(H)·)')0E·~ ,·11 
• 2828lt(H)f:':-t· 10

) j 
- • .J(l(11)1)QOE '- 1:.1 
--. 28.:284C10E+O ~ 

• t-.fl()l:JnO('r:- .. (1 1 
• 1 Ci(l(ll)OO!::•·-l.:.' 
•• -_•1)(t(:()1Jf)f: ·-H) ·7 
.. 50(!(1t)(i('l~ 1·0 : 1 

. ·~~O·)nno·:is+(l·;: 
• 1 (>(•OC<C>OE ~·C>ll 

y 

-·. ::_c:72.::•7¡.-,,:_· ... :1j 
- • :::57!;if.!5<)í:.-+ _11 
- • .21 ()?'. :·1)-)f-i 1.)1 
-. j4:~7-;:'(lfJ~;-;t)1 
·-. /i'~ ·=-1f;:c¡o•:1E+(11) 
n 
- : 7 (:. ·::'J:7~ ~(I i~•E" + (1(1 

• 1Ll E:77~(10C·• •)! 
• ::·1 ()?.·21.1 •.:.r.-1·(\1 
• ~1.375.::50[-'-f 01 
• ~·:;:7;~i::·50[:'+(11_ 
. :::·~·743C>OE+O 1 
' ~·:::729~501?." f 1) 1 
• 2s::;75850F -4-(' J 
• 21 0:'1:2r:>OE+01 
• 1-'l-872001?+(>1 
~ -11:. ·:i1;:::51)Q( -f-00 

(l .. 
·- •' 7/.-.9f.;:'71\)(l[+(lí~l 
- . ! a.:;:7 ~úoE· +01 
-· :.• 1 •)-:-.:-,f·1nC'-+-Ol 
-·: 557~8e¡oF. 4-•~ 1 
-· ·"'.'.·:=::-r·-::·'1·~r1E+n1 
-: ::~7"4;-Jb-:1F.+\~)1 

y 

• t::·,l'";(l(11r:-:i. ·:: 
• ::::l.=- t ';'1 :-:2or:-c.:: 

- • 1 ! .... , :·,1 \°:'11"!1'.:·- ~ ·:: 

--. r:=:-:· 1 s ::.-::nr:-c1:: 
• 1:-r-.¡ .:;r, :=: ~ 1;.r; . 1 ·1 

·-. 1117·, 7:;:~1-:- :l IJ. 
-· • .;11 •;"i•=::~. :=:f)I;:"·· 1 . 

. ·" -;17;í ·:: 1 ·~)E" -1 i~ 

.r-:=:;!J ~~.:;17F.-· l.4 
·-·. 1.1~. tr:::-::1~··.:-::r;- 1 ":: 

••• :::: 1:.:~:~:i:,00~+0:: 
..... •:-.(,,)(ot:1(Jt"1r+o::-· 
-. 7l·;7101·t)r::"-1 i"! . .' 
- • ::'.·~ .. ·~·.t)i).:"11)[~ +1) .~ 
-- ·="1.· .·.-~·!O(IOE+n .;: 
-·. l ,-~n(1(!i)1)f:'.-t O"J 

·~: ~:~::~~gí:~~~~~~-~~:~~:~ 
.• ~':·17t1)~)1~1;:: +r, :' 

-·. ':";(1(1(11·¡r:1C1F+O ·.~ 

-- .. ::-·-:-;::-:·~:C•.1n,: •<···:· 
.. 1 ~·-:::;:··) ~.:;::;:-:)•:1 
, ~.'~:·,:-,!:::.)CH)(-; +1);.· 
p r-;,)i1(inr1('E+0.'7: 
• '

1 \'1711"1t"J1)i7 !·():::: 
• f'..::".l .. o:i··ie~·:~ H)-:::· 
• •: 1 t\'.:'=i<?'01:"0E i·O ~_., 
.. : nc,;)(H)t)f:: t-l) :.:: 
• 0.~·.:0''•~H.V,F+ü~~ 
• :-:~::·.t:,.(ll)(H)(:-1-(J:.--:'. 
• 707 ~ t)fH.lE"+(\2 
• '-_-¡ :• 0:1t1(:(11'1F+(>2 
• -.~·~; .. -:._.;1"1( h )~ +1~1,;~ 
, '''''.:-A·~· O''"E -n•:: 

Tr-i(' XV 

-·. ·:-1,~-..;,•,,·.i-,(.~ t-<r~~ 
- • : '-'.. .. ,..: '·.. "-:.'r: +O~~· 
·-,. /l \/l.,·';,''."=' I·•)~·: 
·· .. t:-ocioc, ··_i• - ·H)~-· 
-· .. ·~:·i::-i::;::-;o::v·: {·o~· 
-.• ··11 ·~1 ·~.¿/!":F. ·-(l')' 

- :·::·;:?,'.~:{': (1(11-- ·t-•'-; 
. :~.·:::.:-:'~\; :.~·;,::l~-~ ;~/~ 

.: 1:0· \ ¡·.11: 1- ) .. : 
•• ~ .. , /;>' i:1•';;'1:·.' (·;·· 
~ 1 ,-'1>:1 11•1·+~ H).·! 
, ,-? .... , i:;• )··\ ;! •' . I .~' :· 

:. -.;.1:. ·:,·,~·;·.1¡- H)-. 
'/(\'/ t I,'' . 1 !1~ 1 i"l'.·' 

• "~1<1·.'1 .•·.:• .· "q;,'l·() :' 
. ::··~~.::.:r:.·,(1,:, ·=· ~ -:.~:· 

.. e: :f7J:::.::.~ .. ~-.-: .~ :) 
• :-· 1.-:.(;'···· 1(·1 ~:.-: l t'; .:• 

-·. ~::;r.1t)i:!:i:-,·:1:·:. :-o·:: 
: ~ ;:;:~:f.})g~~~;~J_:·~-.~;.~: 
·-· .. ·::>1:.~ .. ~·?1(¡f'11'_!f-:.1 ··:~.· 
- ., ] ('(l1·,~·J1) "i~-~ t r) :: 

-. ,~,7.: l .l•V·E-!.l"l 
-- .. ~·71. 7:7:111 r.-+·1)? 
- . 4 t.r-:;(.¿. t :~E .. -(1·-:l' 
·., ~,··r !. 7·:..:1l ~ 1-.::·..,•)·.:,0 
·- ... .,.7"':1 '~.~.., ~·:F-· \ n 
~- . : : '. ~ i-..l /7 ..... -· 1 l 

.. ·-:: ·~· 7 ·; -, :~ ·:~ 1:. ·- L :== 

·".l J5•l/;-;:·1·"···11 
~1':·7·-· .1 ~ ~7.~-· I .!'? 

··, :>l~~:-;:7·-:.·1.1,:::··· ~ ~; 
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Tabla 14. Esfuerzos radiales en puntos i~temos.para.el ejemplo de la 
. circular. ( kg/cm2 ) ·. 

··y~6ha de 
.·.. · la 
:elasticidad 

-56.25 
-25.00 
- 9~00 

- 2;25 
- 0.36 

·· - 0;225x10-l 

-0.'9)(l0-3 
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Tabla A.1 Ceros y pesos para 1 a Cuadratura de Gauss 

n •··· .. ·.••l;.¿ (JJ .¿ 

1 º·ºººººººº 2.00000000 

2 :!:_0~ 57735027 1.00000000 

3 +o. n445966 0.55555555 
-0.00000000 0.88888888 

4 +O. 86113631 0.34785485 
±:0.33998104 0.65214515 

5 +0.90617984 0.23692688 
+o. 53846931 0.47862867 
-0.00000000 0.56888888 

6 +0.93246951 0.17132449 
+0.66120938 0.36076157 
:±:0.23861918 0.46791393 

7 +0.94910791 0.12948496 
+o. 74153118 0.27970539 
+o.40584515 0.38183005 
-0.00000000 0.41795918 

8 +0.96028985 0.10122853 
+o. 79666647 0.22238103 
+o. 52553241 0.31370664 
:I0.18343464 0.36268378 

9 +0.96816024 0.08127439 
+0.83603111 0.18064816 
+0.61337143 0.26061069 
+0.32425342 0.31234708 
-0.00000000 0.33023935 

10 +0.97390653 . 0.06667134 
+0.86506336 0.14945135 
+0.67940957 0.21908636 
+0.43339539 0.26926672 
:t:0.14887434 0.29552422 
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Tabla A.2 Ceros y pesos para la Cuadratura de Gauss logaritmica 

. 

11 
.. L. · .. · , ... 

~~ w . 
.(. 

2 0.11200820 o. 71853931 
0.60227690 0.28146068 

3 0.06389079 0.51340455 
0.36899706 0.39128004 
0.76688030 0.09461540 

4 0.04144848 0.38346406 
0.24527491 0.38687531 
0.55616545 0.19043512 
0.84898239 0.03922548 

5 0.02913447 0.29789347 
0.17397721 0.34977622 
0.41170252 0.23448829 
0.66731417 0.09893045 
0.89477136 0.01891155 

6 0.02163400 0.23876366 
0.12958339 0.30828657 
0.31402044 0.24531742 
0.53865721 0.14200875 
0.75691533 0.05545462 
0.92266885 0.01016895 

7 0.01671935 0.19616938 
0.10018567 0.27030264 
0.24629424 0.23968187 
0.43346349 0.16577577 
0.63235098 0.08894322 
0.81111862 0.03319430 
0.94084816 0.00593278 

8 0.01332024 0.16441660 
0.07975042 0.23752561 
0.19787102 0.22684198 
0.35415399 0.17575408 
0.52945857 0.11292403 
0.70181452 0.05787221 
0.84937932 0.02097907 
0.95332645 0.00368641 
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11 

··a) Condición esencial, tal que 
· u = ÜcsobreT . . 1 

b) Condición naturaldel tipo 
___ au/a11 = il ~º~~"¡;~·:.·. . 

r ( u=ü) 
1 ·,,·\,-·· 

La frontera j~O't~J ':.-es-<r{ = r 
2 

Fig 2.1 Definí ción de las condiciones de frontéra en un dominio 
cerrado íl •. 

~~--- ,/,\::;.-.,,-';·:¡-{: .l_, ., ~;:~·, :·- -:·-<'~-:. 

-_\ ·_-j ~ ;:.': L~i~~·-:· ~~--;-e~ ,- · 

Fig 2.2 Superficie'<ie frontefa s~p~E!ita hemisférica pará fines 
de int~~~atfón. 



Nudos 

Nudos 

Nudo medfo 

Fig. 2.3. 
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y 1 
f, =1 _ X f,=1 
cr·¡------------co~¡----•----------<2) 

.__ __ r 
1 

-; 

Fig. 2 .4 Coordenadas de elementos lineal es 

f, =1 

X 

f, =1 'l/2 ___...; 
Nudo (1) 9./Z __.-y--
~ 

Fig. 2.5 Elemento lineal (variación lineal de U y q)" 
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Elemento o celda para 
la integración numérica 

Fig. 2.6 Elementos internos y de frontera 
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o 
3 3 

a 
22 

b, 
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de superficie 

X ,LL 
2 :,¡ 

Fuerzas de cuerpo 

Fig. 3.1. Notación para fuerza,esfUei-zoyd~splazamiento 

lt -X ,u. 
2 2. 

Fig. 3.2 Sólido prismático 



r =r 

punto .l 
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r 

,.~~xlt 
,. \ ', \ 

, /-Punto k 
v" 

x2 

Fuerzas de superficie en 
k debidas a la carga uni 
taria en i que actúa en
la dirección l 

unitaria en la dirección x 
1 

3.3 Caso tridimensional 

,. 
/ 

/ 

/ 
/~ 

'---(_::_.:.. __ 

------ ----;;;¡ 
/ 1 

/ 1 
1 
1--
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

cu; ;:0J ~---;-~~~~¿,~,~'- -
r sen e sen <!> 

Fig 3.4 Definiciones geométricas 
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Fig. 3.5 Superficie de frontera re: 'súpuesta hemisférica para fines 
de .. integr:ación 

Elementos de frontera 

>----x 
2 la) 

Elementos dl fro~ter:a · 

(b) 

Elementos de frontera 

Fig. 3.6 Cuerpo tridimensional dividido en (a) elementos 
de frontera constantes, (b) cler:ientos de frontera lineales y (c) 
elementos de frontera cuadráticos. 
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F 
i; 1 

r = (x.y,z) 

Fig. 3. 7 Sistema de coordenadas para un elemento de ·frontera 

X 
1 

Fig. 3.8 Definición de éleY.ivada~ 

1 . i ' 
_ j_ 

X~ 
,(, 

-B. . .. :..: .-. . : .. 
cX LC.OO]"dena_t:ié)tdel.):>Unto. de 

,¿ tróntéra•;en~la dffeé--- -
ci ón ¿';(!/~: .• i• 

:-~.;¡_".{.-;:¡., ' 

l cóordena~a:'de] punto p 
-<. en ladire.céión '.l.' 
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X 
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Elementos 

Celdas internas para la in
gración de las fuerzas de 
cuerpo 

Fig. 3.9 División de un cuerpo bidimensional en elementos de frontera 
y celdas internas 

xi 
1 

B 

r 
z 

r 
l 

r 
2 

Fig. 3.10 Definici6n geom~trica de los puntos I y B 

(1) 

Fig. 3.11 Definición de elemento 

= 

= 

XB - xi 
l l 

~- - --- ----

XB - XI 
2 z 
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V l 
9 8 7 

11º 
Puntos internos 

+~+ 
6 

Nudos de fronte~a 

1 (a) 6 11 + 

112 
+ + 

4 

1 2 
1 

3 X 
6 ---i 

u=300 au o u= O T a1t 
(b) .. ó 

élu= 50 élu o au.=-50 1 dlt a.t 811 

Fig. 4.1. Problema de potencial simple; (a) definiciones geom~tricas, 
(b) condiciones de frontera 
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+ l 5 o • o 

+ -t-
200.3 99,7 
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1 l ~I ISO.O 
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Fig t,, 2 (a) Solución con elementos constantes. (b) Solución con 
elementos lineales. (c) Solución con elementos lineales 
con dos nudos en las esquinas. 
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Fig. 4.4. Flujo laminar alrededor de un cilindro entre dos placas 
paralelas 
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Fig 4. 5 Condiciones de· fror. ter a prescritas y solución para ele
mentos constantes. (a) Valores de u y (l¡¡/()11 prescritos 
en toda la frontera. (b) Valores obtenidos para u y 
élu/éln en toda la frontera. · 
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Fig 4.6 Condiciones de frontera prescritas y soluci5n para ele
mentos lineales. (a) Valores de u y élu/éln prescritos en 
toda la frontera. (b) Valores obtenidos parn u y élu/éln 
en toda la frontera. 
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Escala 

Fig 4.7 Cond1ciones de frontera prescritas· y solución para ele
mentos lineales con .dos nudos en las esquinas. (a) Valo
res de u. y~Clu./Cl1t_cprescrJt9s en toda la frontera. (b) Va
lores obtenidos. para ü y au./íln en toda la frontera; 
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l'ig l1.8 Condiciones de frontera prescritas y solución para ele
mentos finitos. (a) Valores de u y Clu./an prescritos en 
toda la frontera. (b) Valores obtenidos para Ll y Clu./an 
en toda la frontera. 
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fig 4.12 Desplazamiento vertical en el dominio de un pilote compresible 
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Fig. B.1. Diagrama de flujo para elemento.s finitos. versus elementos de 
frontera 
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Fi g. B. 3. Forma de enumerar para: (a) superficies externas, ( b) superfi
cies internas 
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