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1. INTRODUCCION 

En Análisis Estructural una gran parte del tiemro de computadora 

es usado en la solución del problema do valores y vectores caracte-

rísticos y en la solución del sistema de ecuaciones lineelen, por 

este motivo, los algoritmos de solución eficientes tienen buen re-

conocimiento. 

El presente trabajo es una recopilación de información de lo nx1sten 

te en la literatura, se pretende hacer un anhlisio comparativo en-

tre los diferentes métodos de solución y colaborar al desarrollo 

técnico, tanto formativo como de aplicación, en la sclucibn del pro-

blema de valores y vectores característicos y la solución del siste-

ma de ecuaciones lineales, en su aplicación a programas de computa-

dora enfocados a problemas de anblisis estructural. Sin embargo, no 

se presenta en forma exhaustiva el algoritmo de solución para cada 

método, solo se da una rhpida dencripcilm de cc da uno rie ellos. 
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En este trabajo se presentan lietadm,,  de subrutinas projramadas en 

lenguaje FORTi-Ali 1V. Pera la adaptación :7 ejecución de los progra-

mas se utilizó una terminal (:e la máquina Purrougs-600 que se en-

cuentra en el centro de cómputo de la DIAL. 

En cuanto a la eficiencia de los procedimientos de solución se pue-

de concluir que ninguno de los métodos es siempre absolutamente efi-

ciente, ya que ello dependerá de varios factores, dentro de los que 

est1n el problema a ser resuelto. 
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2. 
	METODOS DE SOLUCIOh LE SISTEMAS DE ECUACI014LS 

	

2.1 	Introducción. 

En este capitulo se considera la solución del sistema de ecuaciones 

de equilibrio en la aplicación a problemas de análisis estructural. 

Es muy importante en los problemas de análisis la forma de ensam-

blar las matrices para lograr una solución eficiente. Sin embargo, 

la efectividad total de un análisis depende en gran medida del pro-

cedimiento numérico usado en la solución del sistema de ecuaciones 

de equilibrio. 

La solución del sistema de ecuaciones generalmente emplea gran par-

te del tiempo de procesado de una computadora, por este motivo, los 

algoritmos de solución eficientes tienen buen reconocimiento y acep-

tación en el campo profesional. Los algoritmos mfu comGnmonte usa-

dos so basan en la eliminación de Gauss.  
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En este capitulo se discuten diferentes métodos de solución de sis-

temas de ecuaciones lineales. Se han tomado aquellos que en la li-

teratura aparecen recomendados como los más adecuados para anólisis 

estructural, (refe 1-3). 

Para problemas de análisis estructural, el sistema de ecuaciones a 

ser resueltas esté bien condicionado, ya que la matriz de coeficien-

tes es generalmente simétrica, poco poblada y con la diagonal prin-

cipal pesada. 

Esencialmente hay dos diferentes clases de métodos para resolver un 

sistema de ecuaciones simultáneas: técnicas de solución directa y 

métodos iterativos de solución. En un método de solución directa el 

sistema se resuelve usando un nelmero de pasos y operaciones que son 

predeterminadas de una manera exacta, mientras que en un método iter 

ativo, como su nombre lo indica, se emplean iteraciones. Cualquiera 

de estos métodos de solución tienen ciertas ventajas; sin embargo, 

en casi todas las aplicaciones los métodos de solución directa son 

más eficientes, por esta razón este capitulo sé destina a las tóc-

nicas de solución directa. 

2.2 	Métodos de solución directa. 

2.2.1 jatodn de Choleaky. El método es adecuado únicamente pera la 

solución de sistemas donde la matriz de coeficientes es definida 

positivamente, lo que implica que todos los elementos 	sean po-

sitivos. El método de Cholesky se emplea de manera efectiva en la 

transformación del problema general de valores caracteristicos a la 

forma estándar ( como se verbi más adelante ). 
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El m1Stodo se basa en que cualquier matriz cuadrada se puede expre-

sar como el producto matricial de una triangular superior y una 

triangular inferior. Por lo tanto, el procedimiento se reduce a la 

inversión de dos matrices triangulares, lo cual es un procedimiento 

muy sencillo. En todos los problemas prácticos de análisis estructu-

ral las matrices a ser invertidas son simbtricas, y /nicamente una 

matriz triangular se necesita invertir, (refs 1 y 2). 

Para aplicar el método se supone primero que la matriz A, que es 

no singular, se puede expresar como el producto de una matriz trian-

gular inferior L y una matriz triangular superior U, tal que. 
A = LU 

Para calcular las matrices L y U se utiliza el siguiente algorit- 

mo, (ref 1). 

= 

ati 	U  ; 
j 

i< j 

Matriz triangular 
inferior. 

Matriz triangunkr 
superior. 

Uu  =1 
La inversión de la matriz A se hace de la siguiente manera. 

A-1 :lar=  U-1 1..-1  

para determinar la inversa de la matriz triangular inferior, se uti- 

lizarán las siguientes relaciones: 

LL'= LM = I 
M=L'' 

En doLde M se puede ,Atener usando las siguientes relacionas 

yir lo' 	“e la dia_-a¿a. 



mij = O 	i< j 

mij- - clmer,tez ab.7jo t:c la 
diagehal. 

elementos arriba de la 
diagonal. 
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Se tiene que la inversa do una matriz triangular inferior, L , 
también es una matriz triangular inferior. 

Similarmente, se puede mostrar que la inversa de la matriz triangu-

lar superior U también es una matriz triangular superior, tal que 
si 

U-'= N 
y los elementos de N están dados por. 

nii  =1 

nijr: O 

para lo!:1 elementos Ce la diagonal. 

elementos arriba de le 
diaonal. 

elementos bajo la dia-
gonal. 

Habiendo calculado los elementos de las matrices triangulares M y 
N , se puede calcular la inversa de la matriz A corno. 

r-U-3 L-LJNM 
Si en el cálculo de la matriz triangular inferior, 

algán elemento de la diagonal que sea nulo, tii = O 

L • se encuentra 

, entonces el mé- 

todo falla, y será necesario intercambiar el i-ésimo renglón con 

cualquier otro renglón. 

Cuando la matriz A ea simétrica, el procedimiento para hallar la 

inversa se puede acortar. Esto es posible debido a que A se puede 

expresar en le forma: 

A =AAT 
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Donde A es una matriz trianguler inferior. 

Al aplicar el método usado para Ivillar los elementos de L y IJ 
se puede mostrar que los elementos de A esté) dados por. 

Alr )1/4  i = j  
- a.. -1 /1i . 	r Ajr- 	i>j 

Aii 
< j 

Los elementos uii de la matriz inversa de A pueden determinarse de 
AA-J=1 •  lo cual conduce a lo siguiente: 

uii = 1 / A ii 	i = j 

u l. J•: 	
Air uri 	> 
Aii 

uip O 	i< 
La inversa de la matriz A es una matriz triangular inferior. Para 

A-1  
determinar los elementos de n se debe notar que para cualquier ma- 

triz no singular /1 

( 
y por tanto 

=( A g ::;( Al' A' 
que es lo que se buscaba. 
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2.2.2. Iliminación de GDUSG. En el procedimiento de eliminación de 

Gauss, la primera ecuación se elimina por una combinación de ella 

con las siguientes ecuaciones; esto ce hace para reducir a cero los 

elementos aj1 j= 2 	El proceso se repite para cada grupo 

de ecuaciones a ser reducidas hasta que la áltima ecuación ea de la 

forma KNN4::: 	t (ref 3). 

La solución se obtiene por un procedimiento de sustitución regresiva. 

AX=b (2.2.2.1) 

Si las ecuaciones 1 a la K-1 han sido eliminadas, las operaciones 

para eliminar la ecuación k-ósima puede escribirse como se indica n 

continuación. 

Reducción de la matriz de coeficientes 

(1<-9 	(1<-3) aik  aki  
11 	(K-,) 

kk 
Reducción del vector de cargas 

(11-0 
(K) 	 Cine 	1_2 1.(-1) . Di 	— 	r/..0 	k 

a kk 

i   ,NJ 
j 	k, 	 

(2.2.2.2) 

i = k +1, 	 INt 
(2.2.2.3) 

en donde el indice superior (k) indica el siguiente elemento a ser 

eliminado de la K-bnima ecuación. 

Ahora se puede ver que la reducción del vector de cargas os equi-

valente a tratar este vector como una columna (U+1)-beima de la ma-

triz de coeficientes y aplicar la operación de la ec(2.2.2.2), se 

puedo aplicar la ec(2.2.2.3) por separado, o la ec(2.2.?.2) a la ma-

triz argumento[Á,Q. 
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Después de haberse reducido todo a una sola ecuación, el procedi-

miento de sustitución regresiva es el siguiente. 

É)11)-;1: C1 1( 

XI = 	(11 
= N -1 	1 , . . • • • 	, 	• 

(2.2.2.4) 

Para fines de ahorrar memoria de computadora, la solución se alma-

cena en el vector b. Ahora, para un número cualquiera de vectores 

de carga, se repetirbn las ecs(2.2.2.3) y (2.2.2.4) sin efectuar 

operaciones adicionales en la matriz do coeficientes. 

2.2.3 Reducción de Crout,  La principal característica del procedi-

miento de reducción de Crout es la reordenación do la secuencia en 

la cual los términos de la matriz de coeficientes se modifican. En 

el procedimiento de eliminación de Gauss, la modLficación de cada 

término, en la matriz de coeficientes reducida, se hace cada vez que 

so elimina una ecuación. Para calcular a mano este procedimiento es 

tedioso porque requiere que la matriz de coeficientes se escriba mu-

chas veces. Ahora, en el procedimiento do reducción de Crout, solo 

es necesario volver a escribir la matriz de coeficientes una vez, 

porque cada término se cambia directamente de su valor inicial, en 

la matriz sin reducir, a su valor final en la matriz trianGularizada 

llena (Yef 3). 

Esta secuencia de reducción tiene ventajas si 60 utilizr una col.ru-

tadora, porque es posible eliminar todas las operaciones innecesarias. 

Ahora, las operaciones de reducción para una matri7, de coeficientes 

y un vector de cartas puede escribirse de la siguiente munel-a 



a
(1,0 

cl  
(R-,) aij" 	

kj ki  

kk 

j   ,N 
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i =2, 	 
b¡ 	b¡ 	K,, 	 (H-I) 	 bk 

clkk 	i=2„N 

Procedimiento de sustitucihn regresiva 

= k__ 	.=  I d.-1  U J 

	

Él:')-J1».  (,]:»K.  	 ,1 

Con el algoritmo de solución de ecuaciones descrito por Jencen y 

Parks (ref 3) se tiene la posibilidad de recorocer situaciones en 

las cuales no se crean nuevos enlaces, de manera que un amero ma-

yor de operaciones innecesarias pueden eliminarse. Sin embargo, este 

algoritmo requiere la creación de arreglos de indices los cuales 

consumen espacio y son complicados. La necesidad de almacenar arre-

glos de indices es desventajoso para una solución en una computadora 

porque consumen espacio, sobre todo si so trats de una ccmputadors 

con poca capacidad. 

Las ecuaciones modificadas de la reducción de Crout pueden resumir-

se como sigue. 

Reducción de la matriz de coeficientes A 

ij  . cki akj
) 

 
en donde 

11) 	

u
ritit1) 

kk 
j 	2> 	 ,N 
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i = Li +1'  	 , j -1  
Ko = max(Li,Li) 

Y 

diin= aii (11-o 
kj akj 

Reducción del vector de cargas 

j 2,. 	 ,N. 
(2.2.3.1) 

b. 	,sk o 
tt. 	DI< 

(.1 (i-1) 
-ii 

i=L14.1 +1     ,N (2.2.3.2) 

K3=max(LI ,Lw„) , (2.2.3.3) 
	 , N 14,1 ,   

La ec(2.2.3.3) se realiza despu6s que se ha completado la ec(2.2.3.2). 

En estas ecuacionesI_ Nil  = número de renglón del primer elemento di-

ferente de cero quc entra en el vector t). 

Sustitución regresiva. 

K =1 	N , 	• 	. 	• 	• 
i =N N-1 	..,2 
K - 	, Li., , . . 	,i-1 

Nótese que(ls remplazada por Clg 	cuando se aplica la 

ec(2.2.3.1). Nótese también que las ecuaciones para el procedimiento 

de sustitución regresiva se escribe de manera que sea consistente 

con este algoritvo. 
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2.3 	Comentario a los métodos do solución directa utilizando ma- 

trices ortogonales 

En la práctica en análisis estructural siempre que se trate de un 

esquema de solución directa, es el procedimiento de solución de 

Gauss el que se ha empleado más frecuentemente en cualquiera de 

sus variantes. El procedimiento es efectivo en costo y numéricamen-

te estable; sin embargo, debe hacerse notar que una solución direc-

ta puede también llevarse a cabo usando otras técnicas. En este pun 

to se definen rotaciones como otro tipo de matrices ortogonales que 

se pueden usar para róducir K a una matriz triangular superior. 

Como so mencionó antes, las factorizacione's de Givens y Householder 

no son usadas frecuentemente en la práctica, primero porque el pro-

cedimiento de solución no es económico, si se compara con el esque-

ma de reducción do Gauss. Durante la factorización de la matriz de 

rigidez, las propiedades de simetría y ancho de banda se pierden. 

Una ventaja de ambas factorizaciones, la de Givens y Householder, es 

que son bastante estables y pueden ser usadas efectivamente en la 

solución de sistemas de ecuaciones mal condicionadas. Sin embargo, 

el propósito principal de la presentación del procedimiento de la 

factorización de Givens y Householder es el introducir el uso de 

rotación de matrices. 

	

2.4 	Comentario a los mótodos iterativos de solución 

En la actualidad todos los programas grandes en análisis estructu- 
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ral utilizan alguna forma de eliminación do Gauss para resolver el 

sistema de ecuaciones. Sin embargo, es interesante notar que duran-

te el desarrollo inicial de los mótodos de elemento finito, los al-

goritmos iterativos de solución se emplearon extensamente y, en la 

actualidad, muchas investigaciones se dedican a mejorar varios es-

quemas iterativos de solución. Una desventaja 1:Actea de un método 

iterativo de solución es que el tiempo empleado en la solución pue-

de estimarse muy aproximadamente, ya que el numero de iteraciones 

requeridas en la convergencia depende do la condición do la matriz 

K y qué tan efectivos sean loa factores de aceleración usados. 

Las soluciones directas usando una do las técnicas vistas al prin-

cipio del capítulo son siempre mbs efectivas. Sin embargo, al menos 

para un proposito ilustrativo os importante familiarizarse también 

con un método iterativo de solución que ha nido usado extensamente, 

llamado, el m6todo de Gauss-Seidel. El objetivo en esta sección es 

comentar brevemente el método iterativo de solución de Gauss-Seidel. 

Aunque los mótodos de solución directa son usados casi exclusivamen-

te en programas de análisis estructural, es importante reconocer al-

gunas ventajas del saltado de Gauss-Seidel. Los esquemas de solución 

son usados efectivamente en el problema de breas de reanhlisis y 

optimización; aunque una forma de eliminación de Gauss puede ser más 

eficiente. Si en reanálisis una estructura a sido cambiada levemente, 

la solución anterior os un buen comienzo para la solución iterativa 

de Gauss-Seidel de la nueva estructura. 



 

3.. 	EL PROBLEMA DE VALONES Y VECTORES CARACTERISTICOS 

3.1 	Introducción 

El problema generalizado de valores característicos es encontrado 

en muchos campos y una solución numérica eficiente ha sido objeto 

de muchas investigaciones recientes. En análisis estructural toma 

usualmente la forma 

K4) 7\M 

Donde K ylV1 son las matrices do rigidez y de masas; poseen algunas 

propiedades distintivas las cuales a menudo son usadas para mejo-

rar la eficiencia en la solución. Las propiedades mas importantes 

son la simetría, lo poco pobludo(porosas y bandeéas) y su condi-

ción do positiva definida. 
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Antes de discutir alguno,; alloritmos de soluci5n, se preentan 

importantes consideraciores básicas para la soluciAn del problema 

de valores característicos. 

El problema más simple es el do la forma estándar de valores carac-

terísticos 

K() = ?4 	 (3.1.1) 

Donde K ce la matriz de rigidez, se recordarh que K es simétrica 
y positiva definida. Existen n valores característicos y corres-
pondientes vectores carecteristicos que satisfscen la ec(3.1.1). 

El i-ésimo par de valor y vector característico está dado por 

(7\ 4)  donde los valores característicos son ordenados de acuer- 

de con sus maznitudes: 

La colucián para P parejas do vainr y vector ceracteristico se pue- 

de escribir corro: 

K 431 = (1) A (7,1.2) 

Donde () es una matriz de orden rlXiDen donde las columnas son igua- 

les a los P vectores caracteriuticos y A es una matriz diagonal en 

donde los elementos de la diagonal corroslonden a los valores carac- 

terísticos. En cualquier croo ............ y A Idicig(7\1), 
Se recuerda que Ei K es positiva definida, 71i>0, 	,n 
y si K cs sesidefinida 	?70, 1=1,,..P,donc'e cl námern 

de valores carscterlsticos. con v!.lor cero ez leual 	los rodos en 

el sistema de cuerpo ri: o. 

Con mueles frecuenein :;e 	r, 	i.prI;Lc,1611  102 en el 

proll 	wdarev 	rInt,:1 	rarl. el an/.1.H.. 	v 	r.‹'2  
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En tal wJso, se considera el pfublewn jelloralj.zado de vAor(,s carnc-

terísticos. 

(3.1.3) 

Donde K y M son respectivamente, la matriz de rigidez y la de ma-

sas. Los valores característicos "1y vectores carscteriticosOison 

las frecuencias en vibraciones libres y correspondientes vectores ie 

forma modal, respectivamente. Una matriz de atas en bE:nda, obtenida 

en un análisis consistente siempre es positiva definida, mientras una 

matriz de masas concentradas es positiva definida únicamente si to-

dos los elementos do la diagonal son mayores que cero. En General, 

una matriz de masas es semidefinida positiva. 

En analogía con la ec(3.1.2), la solución para F)valores caracterís-

ticos y correspondientes vectores característicos de la ec(3.1.3) 

puede escribirse: 

P( 	= NI 4A. 
Donde las columnas en 4) son los vectores característicos y A es uns 

matriz diagonal cuyos elementos corresponden a los valores caracte-

rísticos. 

Se debe notar que el problema Generalizado en la ec(3.1.3) se puede 

reducir al problema estándar de la ec(3.1.1) si M es una matriz 

identidad. 

Aqui y en los siguientes puntos se discutirá la solución de los pro-

blemas de valores curacteristicos wp=7,4,1 y K(1)=7M4) de los 

ecs(3.1.1) y (3.1.3). So debe hacer notar que todos los algoritmos 

que se presentan son to.mbián aplicables a la molucl6n de otros pro-

llenas de valores carneterirticos, siempre que ::san do la misma for- 
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ma y las mntrices satisfagan las condiciones de positiva definida, 

y seriidefinida. 

Considerando la solución actual con computadora de los problemas de 

valores característicos, se recuerda la importancia de usar procedi-

mientos de cálculo efectivos. Esto os m5s importante en el cálculo 

do valores y vectores característicos, porque en general requiere 

mucho más esfuerzo de computadora que la solución do las ecuaciones 

de equilibrio estático. Una consideración importante es que los alga.  

ritmos de solución deberán ser estables, lo cual es más dificil de 

llevar a cabo que en análisis estático. 

Una variedad de métodos de solución de sistemas de valores caracte-

rísticos se han desarrollado, aunque la mayoría de los mótodos han 

sido dados rara matrices bastante generales. Ahora, en un análisis 

de elemento finito o de análisis estructural, la solución requerida 

es de un problema especifico, en donde cada matriz tiene propiedades 

especificas. Los algoritmos de solución deberán tomar ventaja de esas 

-- propiedades rara hacer la solución lo más económica posible. 

3.2 	Método de Jacobi 

3.2.1 Selucihn el problema estándar.  El iátodo de Jacobi es un aló-

todo iterativo que transforma una matriz real sim6trica en una ma-

triz diagonal, en dende los elementos de la diazonal con los valores 

característicos. 

Este mátodo consiste en aplicar a una matriz una sucesión de rota-

ciones en el plano, dentro; das a reducir a cero todos los elementos 

fu ra de la diagonal. 



(3.2.1.1) 

(.7:. 2. 1. 2) 

4) K(1) = 

(1)m1:: I 

Sal i-bsimo 
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El método básico de solución de Jacobi ha sido desarrollado para 

resolver el problema de valores característicos on su forma están-

dar, este método ha sido extensamente usado y unas de sus mayores 

ventajas son la simplicidad y estabilidad. Para su desarrollo, se 

pueden escribir las siguientes ecuaciones 

Ahora, aplicando las propiedades de los vectores característicos 

:= en las ocs(3.2.1.1) y (3.2.1.2) con M I son aplicables a todas las 

matrices simétricas K con ninguna restricción en los valores carecte 

risticos, el método de Jacobi puede ser usado rara calcular valores 

característicos, con valor positivo, negativo o cero. 

En el método de solución de Jacobi se define la matriz %como una 

matriz de rotación la cual, es seleccionada de manera que reduzca a 

cero un elemento fuera de la diagonal en la matriz Kk . Si el ele-
melito(1,j ) es el que se quiere reducir a cero, la correspondiente ma-

triz ortogonal F<  es. 

i-ésima 
j-ISsima columna 

gme 	cose 	 j Ulmo renglón 

1 

condición citar el elenento(14 ) en Ki(41 Donde l9 es seleccionada de la 

nora cero. 

ese  
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1A(''.'1¡) = 1'9J 
Se debe notar que la evaluación numérica de Klft!  requiere única-

mente la combinación lineal de dos renglones y cos columnas. Tam-

bitm se puede obtener ventaja del hecho que la matriz Kk  es simfl-

trica para toda K; se trabaja únicamente con la parte triangular 

superior(o inferior), incluyendo los elementos de la diagonal. 

Es importante notar que aunque la transformación reduce un elemen-

to fuera de la diagonal a cero, este elemento puede cambiar de va-

lor durante las transformaciones siguientes. Por esta razón, para 

el diseño de un algoritmo se tiene que decidir edil elemento se ha 

de reducir a cero. Una elección consi7te en hacer siempre cero el 

elemento mayor fuera de la diagonal. Ahora, la búsqueda del elemen-

to mayor consume tiempo y puede ser preferible, por simplicidad, lle 

ver a cabo una transformación sistem1tica, renglón por renglón o co-

lumna por columna, el cual es conocido como el procediniento cícli-

co de Jacobi. 

Un procedimiento que ha sido usado muy efectivamente es el mbtodo 

del umbral de Jacobi, en donde los elementos fuera de la diagonal 

son probados secuencialmente, es decir, renglón por renglón (o co-

lumna por columna), y la rotación se aplica solamente si el elemen-

to es más grande que el umbral dado para que sea berrido. 

para 

K Llamando al. elemento (I ) en K k  por n 	r7e usa. 

2 ke  
jj g tan 2e= 

K()  K 1 )̀  
Y 	 JJ 

e=TT/4 
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3.2.2 Ibtodo zeneraLizado de Ja.cobi. En la lección anterior se dis-

cutió la solución del problema estándar de valoree caracterlsticos 

K =.7\ usando el mótodo convencional de rotación de matrices des-

tinadas a reducir K a una forma diagonal. Para resolver el proble-

ua generalizado 141).:71M1),MI, usando el mótodo estándar de Jacobi 

es necesario transformar el problema a la forma estándar. Sin em-

bargo, esta transformación se puede evitar usando el mftodo genera-

lizado de Jacobi, que opera directamente en K y N/ 
El algoritmo es una extensión natural de la solución estándar de 

Jacobi, el mt.todo generalizado se reduce al enquema presentado rara 

el problemani40 cuando M es una matriz identidad. 

Refiriéndose a la discusión en la sección previa, en el problema ge-

neral izado de iteraci6n do Jacobi ce usa la silJuiente matriz 

-6sima 

j-ó,iima columna, 

i-bsimo 

jj.bsimo renglón 

Donde las constantes e-c y ¿ son escogidas de manera que reduzcan a 

cero simultlileamente los elementos (i,j) en K, y N1H. Sin embargo, 
loe valores de U. y 1 son una función de los eleentos 	K1 )̀  (k) 

, 
1 A 111 	Od (h 

n'e

l 	( 11) 

'Mil 	n 
 donde el indice superior indica la k-bnima iter- 

ación considerada. 

rK 
Efectuando la multipliac',6n i?Nr1 y rli 

n
TélX:i usando la cordición 

Kít'/i) p.."1144, 
que 1 	 ,.erán cero, ce obtienen 1.z.s dos siguientes ecunAones 
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para ez.c. y V: 

Y 

nwi li)+1K7.;.---, (3.2.2.1) 

(Id 	00 y/n.10A

Jr  
. 

c•<rn" +(1+°<Y)Mti+ a  	O 	(3.2.2.2) 

(1,) 	, , _III  _ 

mw 	
1.\ iiNI  _  Ki(III 

si pa 	AK1 
u m"il rniJ 

(las submatricos consideradas s;:el múltiplos escalares, los cuales 
n — ullg u" 

pueden ser considerados como un caco trivial), se usac<=UY ---rVni. 
En generall se resuelve para s-C y 

se define. 

Y de las ecs(3.2.2.1) y (3.2.2.2) 

K.. 	K —181 	(
- m¡.  

O1 m..K..  (k<1 
-  

N) (0 

	

11  =
d 
	- m.. K.. 

	

11 	11 

	

(11 l'tí m< ' 	(.1')  - JJ mii 
Y 

Y 	/ X ; 	jJ / X 
El valor deXpara obtener c,zy Y se determina usando. 

	)z X = 
2 

+sign ( 
2 

Las relaciones de arriba parae,  y y son usadas y tienen un buen dese 

rrollo para el caso en que M la matriz de casas Os losittv3 defini-

da, llena o en banda. 

En tal caso (y también bajo menos condiciones restrictivas) se tiene 

que 

y + .5.(.1<1 r719

jj 
 ,..._ o  , K  

2 
y por lo tanto X siempre seré diferente de cero. En suma, también, 
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el det FW1 lo cual es una condición nccceor-1.a para que el al _;o-

ritmo trabaje. 

En la discusión anterior del mótodo goneraliado de Jacobi se in-

dicaron algunas ventajas de la técnica de solución. Primero, la trans 

formación del problema generalizado a la forma eotóndar se puede 

evitar. Esto es particularmente ventajoso cuando las matrices están 

mal condicionadas, y los elementos fuera de la diagonal en K y M 
son pequeños o, equivalentemente, cuando haya ónicanente pocos va-

lores diferentes de cero fuera de la diagonal. En el primor caso la 

solución directa de 0:17VVIvita la solución de un problema están-

dar de una matriz con elementos muy grandes y pequeaos. En el segun-

do caso el probleua de valores característicos es necesariamente re-

suelto ya que los elementos son cero, peque:',00 o 111-dcarente unos po-

cos elementos fuera de la diagonal en K y M no resultan un camilo 

grande en los elementos de la diagonal de las matrices, los cocien-

tes de los cuales son loo valores característicos. En suma, la rápi-

da convergencia puede tardar cuando los elementos fuera de la dia-

gonal son pequeños. 

Se debe hacer notar que el mbtodo de solución de Jacobi resuelve el 

problema simultáneamente para todos los valores y vectores caracte-

rísticos correspondientes. Sin embargo, en análisis estructural se 

requiere únicamente algunos valores característicos y el uso del wh-

todo de Jacobi puedo ser muy ineficiente, en particular cuando el 

orden de K y M son grandes. En tal caso existen mbtodos de solución 
que únicamente resuelven el problea pare un hómero cleterdrado de 

valores y vectores car¿cteristicos requeridos. 



Sin embargo, el mr:todo de Jacoti puede ser :7-.uy cficiente, cuando 

el orden de las matrices K y M es relativamente pequeño, la solu-

ción del sistema no es muy cara y puede tambien ser atractivo por 

su simplicidad y elegancia en la solución. 

3.3 	Método de Disección 

Los valores caracterinticos ?\ son las ralees del determinante aho-

ra, el número de raíces de la ec(.5.3.1) se obtiene por la sucesiva 

aplicación del vétodo de Disección, que se explica a continuación. 

En este método so supone una raiz aproximada 7\ty un incrementoL9\1 

Se calcula Al y A4donde. 

1K- ?PI =O 	 (3.3.1) 
Y 	 81  rz IK - 

A 2  IK MAM MI 
Si estos determinantes tienen signos opuestos la raiz se encontrará 

entre N y ?Vifn) .Ahora, el intervalo a, se reduce a la mitad y 

en el nuevo punto 713+Ms/2 , se calcula el determinante 83, 

1 	K-C 7\,+áN/ 2)M I 
Se revisa el signo de los determinantes Al, LS3  Y A3,152  . Si la 

primera de 1,7,s dos parejas tiene diferente signo, entonces la raiz 

se encontrará entre 211  y N+AW2 . El intervalo 875/2 se reduce 
a la mitad y en el nuevo yunto ?VtANUf se calcula el determinante 

Ay. 

- 	( ;N + Ah/4) 
El procedi:rlento continúa Irsta conzeuiI lr exactitud requerida pu-

lan rr icen. 
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Si al comenzar, loe determinantes 85 y Atienen el nismo signo, en-

tonces la raiz no ce encuentra entro 711 y 7\14•A7\1 , y se tendrá que 

dar otro incremento y en el nuevo punto 7\j4 287\i se calcula el de-

terminante terminante A . 

Zr. 	-( 4" :2A NI1 7\1 	7\1) 

Si los determinantes A2 y Ztienen diferente signo, el procedimien-

to anterior se emplea para evaluar la raiz. Por otro lado, si el de-

terminante tiene el mismo signo entonces le raiz se incrementa adi-

cionalmente hasta conseguir un cambio de signo. 

3.3.1 Cálculo de los vslores caracteristicos de una matriz tridia-

monal simétrica por el método do bisección. Ente mátodo se basa en 

el teorema de Gershgorin y las propiedades de la sucesión do Sturm. 

Ahora, si A es une matriz tridiagonal simátrical(ref. 

ct, 
0 0 bh 

Entonces la sucesión principal menor de la matriz 8-Mos. 

p(A)=c1,-7\ , 	Ft)(70=(c1,-7\)(drh)-6„ etc. 
Para introducir P(h)=.1 se puede calcular todos los meaores de la 

relación de recurrencia. 

Fi)(2\)=(di-7\)M7\)-15;P/(A) 

Ahora, si se define Ci(Mcomo el número de cambios de signo en 

secuencia EW,Fi<7\), ¥(7). , opto en, como el nImuro de 
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veces en el cual los miembros consecutivos on la secuencia difi-

eren en signo. 

Barth y asociz,dos (ref 8) mencionan que cl cálculo de Cl(h) por es-

te mátodo es muy estable para matrices do orden modesto. La difi- 

cultzd es evitada remplazando la sucesión 	por una sucesión 

(10\) lefinida por. 

q(M=P(7)/ P( 	(i:-.1(1)n) 
El dimeroa(A) es ahora dado por el nlimere negativo qPt) . EiclCh) 
satisfnee la relación. 	cli(M =c1)--7\ 

q0)=c1-7\--13,/q0 
A primera vista esta relación parece muy relir,rosa, porque CO) 

puede ser cero para alguna 1 , en tal caso es necesario rempla-

zar el valor cero (1i.(1\) por una ::proplada cantidad pequeña. 

Comparando el cálculo de (lí(h) con el de r?(7\) se observa que doc 
multiplicaciones se han rewrlarado por una división; adicionalmen-

te, solo se tiene que detectar el signo de cada Cl(N) en vez de 

comparar el signo delh) y P(h). 

Es fácil ver que cuando trabajamos con el sa) la condición bj0 
se ruede omitir. 

El teorema de Genshgorin muestra que los limites superior e infe-

rior en loe valores car-,cteri-tico:-  ,n-AnD Indos rnr. 

Xmax= max [di + lbíl+ Ib r,, 
X min = min {di - I 	1 b r,, l} 

los valores c¿ir-cterILAim. se uLceentr¿In 	doncerdi_ente. 
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3.4 	Modo de Iteración Inversa. 

El método de Iteración Inversa es efectivo para calcular un vector 

característico y el valor característico correspondiente. 

Se supone que K es positiva definida, Lientrac M es la matriz de 

masas que puede ser diagonal, con o sin ceros en la diagonal, o bi-

en puede ser una matriz de masas en banda. Si K os nemidefinida po-

sitivamente, se deberá efectuar un cambio antes de la iteración, 

(ref 2). 

En la solución se considera un vector inicial para la iteración y 

luego se evalúa en cada raso iterativo K=1,2,... 

 

Y 

X1(41  5(Kfl  

 

NAX 11,1 	KFl 

con la condición que X/  no SOA ortogonal. a NI para 4)i 

que ITIM(13110,  se tiene quo 

)(1/4.1 	cuando 	C540 

El paso básico en la iterscif,n es la solución do la ec(3.4.1) en la 

cual se evaláa un vector X h(41 con una dirección cercana a un vector 

caractcristtco previo Xf< . El cálculo en la oc(3.4.2) colo asegu- 

ra qu.:' el tabaño ce la M-pesada del nuevo vector iterativo X H,1  

sea la unidad; 

se necesita que )(K41 satisfaga la relación de ortogonalidad de la 

1 Xk•1M  x 111; 	 (3:.4.3) 

Suctituyemlo en Xt<4.1 do la ec(3.4.2) !I lb (3.4..5) se encuentra qw. 

(3.1F.2) 
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la ec(3.4.3) en verdad se satisface. 

Si el escalar en la ec(3.4.2) no se incluye en la iteración, los 

elementos del vector iterativo crecen (o decrecen) en cada paso y 

el vector iterativo no converge a Ok solo a un múltiplo de este. 

Las relaciones en las ecs(3.4.i) y (3.4.2) son el alcoritmo básico 

de iteración inversa. Ahora en la implementación actual a una compu- 

tadora es más efectivo iterar de la siguiente forma. Asumiendo que 

yr-Mx, se evalúa para K=1121 	 

K= y 
1-(41 	K 

Y M51 
K+1 	}<4-1 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

(3.4.7) 

donde, con la condición quo 	
° 

MY (X14,41 )-711  cuando 	040 

Se debe notar que se pasa do la ec(3.4.4) a(3.4.7) con el cálculo 

del producto matricial MX en la ec(3.4.1) para iterar en YK  un 

poco más que en Xg 	Solo el valor de YK41  os evaluado en uno u 

otro procedimiento; YwIl  es calculado en la ec(3.4.2) y 80111 eva-

luado en la ec(3.4.5).  Usando el segundo procediLiento de iter,ción 

se obtiene en la ec(3.4.6) una aproximación al sblor característico 

i/ki  dado por el cociente de Payleigh 0 vj . Esto es una aproxima-

ción a "Al  la cual ee convenientemente usada pura deterLinar la 

conver,7;encia en la iteración. 



= v k  
Kr<1141 

XK41  
xl,T,1  yk  
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3.4.1 iteración. Frontal. Este mótodo es coplmentario al niétodo de 

iteración inversa, (ref 2). 

Mientras que en iteración inversa ce supone que K es positiva de-

finida, aqui se considera que M es definida positiva; de otra mane 

ra se harta un cambio. Se tiene que elegir un vector inicial de iter-

ación X1  , en el método de iteración frontal se evalúa, para 

K - 1 2 f . • • 
Y 

N/1
k41 

1.1(x 	(3.4.8) =  

X 
1(44 	

k43  
(3.44) 

(ir  Mi( Y/2 1‹,1 	K*I 

con la condición que X, no es ortogonal a M para 1 , se tiene 
que 

cuando 
	00 

la analagia con el de iteración inversa es que ce resuelve la ec 

(3.4.8) antes que (3.1.1) pz.ra obtener un mejor vector caracterís-

tico. Esto significa que en la iteración inversa se necesita trian-

gularizar la matri K y en la iteración frontal cc dosccv-one M. 

Un procediLlento de iteración frontal mAs efectivo que el de las 

ecs(3.4.3) y (3.4.9) se puede obtener usando ecuaciones que son anta-

legas a aquellas vistas en las ecs(3.4.14) a (3.4.10). Suponiendo que 

y=Kx, , se evalúa para K=13 21 	... 

(3.4.10) 
(3.4.11) 

(3.4.12) 

(3.4.13) 
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con la condición quc 

5/K+1 

3,5 	»todo (IR 

En el presente este es el más eficiente y amplio „é todo usado en el 

cálculo de todos los valores característicos de una Ilatriz. El me-

todo fue publicado en 1961 por J.G.R. Francis y después ha sido 

sujeto a intensa investigación. El m6todo es bastante couiplejo en 

su teoría y aplicación. A continuación se da una introducción al me 

todo (refs 5 y 6). 

Dada una matriz A , hay una factorizactón tal quc 

A = OR 
En donde R es una matriz triangular y () es una matriz ortoonal. 

So permito que Air./\ , y se define una secuencia de matrices AA 

y Rm  por 

A rn CAnR„ 	Amprpry, 	m=1,2, 	 

si A satisface cualquier dulero de suposiciones diferentes en esta 

forma, entonces la secuencia íArn  converge a una matriz triangular 

con los valores característicos de A en cu diajonr1 o a una cer-

cana matriz triangular de la cual los valores característicos pue-

den ser calculados fácilmente. En esta roma la convergencia es len-

ta; y una técnica conocida como cambio de origen es usada paro ace-

lerar la convergencia. 

De la ec(3.5.1) serrín derivadas las si:,:utentes :)ropiedarles. 

 

K(1), 	1((„, )-7\, cuando K- cc  

 



De la ec('.5.1) 	Rm -4 1AM , y hasta aqui. 
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A1:". CZkl()  m (3.5.2) 

4141 es ortogonal y similar a AL , y casi por inducci6nAFA.De 

la ec(3.5.2) 

z.Cr 	QTAIQt 	0m m • • • • 
introduciendo las matr[ces Pri  y Limen 

P = Q, . . . • O rli 	U = R 	R rn ''''' I 

y de la ec(3.5.3) 

(3.5.3) 

F1T  — 	A F3 	rn> 1 

La matriz Ft)T1  es ortogonal y Unl es una matriz triangular superior: 

De la ec(3.5.2) con m remplazando a m+1 

	QA AQ 	 Am rn 	) 	M-1 
usando esto, 

U P Q 	 R rn 	m A 1 1 • • • • Qn-Pm-1 	• • 1=A 1 11 P .1U  M-1 

Después PU = QR A j — , 1 , por inducción en la Gltima ecuación 

PUS Am m > 1 
El mbtodo()Rpue,1e ser relativamente coro porque la factorización 

QR consume tiempo cuando se repite muchas voces. Para disminuir 

el costo, se proprra la matriz en una forma simple, en donde la fac 

torizacibnWes rucho menos cara. 

.51 A os una matriz simétrica, esta se puede reducir a una matriz 

simétrica tridiagonal. Si A ea una matriz no simétrica, esta se 

puede reducir a unt uatriz similar de Hessenberg. 
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Si esta es una matriz triangular superior ezcepto para un elomeh- 

to de la subdiagonal diferente de cero, La matriz A es reducida 

a la forma Hessenberg usando el mismo algoritmo como fue usado pa- 

ra reducir una matriz simbtrica a una forma tridiagonal. 

Ahora, cuando la matriz A os tridiagonal o Hessenberg, el mbtodo 

matricial de Householder toma una forma sial:le cuah,lo calculamos la 

factorización QR . Solo las rotaciones en el plano son usados en 

lugar del mótodo matriclal de Householder porque estas son un po- 

co más eficientes para calcular y aplicar en esta situación. Habien- 

do
A — 00(1 

efectuado AFQ4Ri  y 1-Nrnm, so tiene conocida la forma deAzque 

es la misma de Ai  en orden a continuar usando la forma meros ca-

ra do la factorizacibnQR, 

Supóngase que Ai tiene la forma Hessenberg, la factorizaci6n AT-qR1  

con el siguiente valor para Q1 : 

en donde cada hil<  os una matriz de Householder. 

vAiM 
Porque la matriz Al  tiene la forma do Hessenberg, los vectores VY 

puede demostrarse que tienen la forma especial. 

(14 

Wr O para - i < K e i> K+1 (3.5.4) 
De la ec(3.5.4), la matriz FiR  difiere de itt identidad solo en que 

loa cuatro elementos en pooicibn (19q,(K,K+1),(K+1,K) 

(K41,/(41) . Otra cosa importante es que el producto de una matriz 

triangular y una matriz Hessenborg en una matriz Uesr;enberg. Justo 

multiplicando las dos formas de matrices, observando los reai:octivol, 

modelos de ceros. 

H, I -21AN`kr. 	1 < K < 
n -1  



32 

Combando estos resultndos so observa. que R, 	una matriz trian-

aular superior, se tienr, que AFRAesta deberla tener la forma de 

Hessenberg, Del resulta,:.e anterior, A\z 	.. t,r,- i. .6,1 dutcr& ser HessenLera. 

Solo entonces A2  es simertrica. 

( QTA Q )r= CX-C) = CYA CY-  = 
2 	 1 	 S 1 	1 	 2. 

Ahora si cualquier matriz sim6trica de Hessenberg es tridiagonal, se 

demuestra que A2  es tridiagonal. 

3.5.1 Método Q1 con cambios, Ll algoritmo se aplica jeneralmonte 

con un cambio de oriaen ::ara los valores característicos para in-

crementar la velocidad de converzencia,(refs 5 y 6). 

Por una secuencia de constantes C 	, se define A =A y 

A rn —Cm1= qn Rrn  
A C RmQm1+ Am M   ,2, 	 

Las w.f.ricesArnson sis ilarcs a Alidespubo 

Rm= 0,1,1 A j  ) 
Arn,•7 CmI + 	C ) 

C,71 +c.,71 
A m  czkom  m 

Los valoren característicos de 111,41son los mismos que los de 

y entonce:7 los mismos que lee de A. 

Para ser dis espectriGo en la elección del cambio mj 	se con- 

stra eintcanente uLa matrtl-, trl.dionr1 siwItrica 	Para klue 

urrite 
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O . . ' . 

1 
Hay dos métodos para elegir C„, , uno consiste en hacer Cm -=4"' 

A, 

y que Cm  sea el valor característico de. 

(3.5.1.1) 

,( 
El cual es cercano a ->'--c,

m) 
 La segunda estrategia es preferible; so- 

lo en algún caso las matrices A,,, convergen a una matriz diagonal 

en bloque en donde loa bloques tienen orden 1 o 2. En uno u otro 

caso la elección de [ Ctn garantiza que 

generalmente con mucho mós velocidad que con el mótodo 

II A,„ u2 11,AkrAJL Ami, 
Do la ec(3.5.1.2) de f=r1.1 	y7.7w 	so tiene que cualquiera ,l   

(m) 	 (m) 
O 6 /5,1.1' O cuando M'e'''Q.En la mayoría de los ca-

(m) 
sos, c"‘n converge a un valor característico de A. y en el otro 

caso similar, dos valores característicos pueden obtener::e f2is la-

mente de la submatriz en la oc(3.5.1.1). 

El mótodo Ql? con can los pnede aplicarse a la matriz rey c Av. La 

elección del u:14,110 cc ayudar a hacer la conver • 1:.113 ra;ido a 

pu paro cero de manera que sea mbn rtlpida para 	1.1 	.2 

	

(m) 	(m) 	 (3.5.1.2) ,--, 

	

-1 	n-2 	- O cuando 	n 	oo 
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los remtartes olerierte:: fuera de la diagonal de la Latriz. Do esta 

manera el mItodo '7.11% ce convierte en un m6todo general ripido, mbs 

rápido que cualquier otro mbtodo en el presente tiem7e. Para la 

prueba de convergencia del m6todo QR  con cambios, ver Wilkinson, 

(refa 5 y 6). 

3.6 	146todo de Lanczos 

El mbtodo de Lapczom me Atli?,a par.:1 transforner el problema go:. 

neral de valores característicos como. 

AX =7\13X 
En donde A y B con matrices reales J 

(3.6.1) 

simbtrtcas, E3 es definida 

positiva, el vector columna X representa un vector característico 
y 71 es su correspondiente valor característico, (ref 7). 

El m6todo se basa en suponer que una matriz de transformaci6n R 
que no tiene miGnificado (mico, puede aplicarse a las matrices A 

y B teniendo la siguiente transformacián. 

Y 

IR-t A R - T (3. 6. 2) 

WE3 R..: I 	 (3.6.3) 
En donde T es una matriz tridiagonal simbtrica, 1 es la matriz idee 

tidad. En la ec(3.6.3) teuer:or... que lo matriz R es ortogonal con 

respecto a B . Las relaciones en las ecs(3.6.2) y (3.6.3) se usan 

para tr:Tsforar la oc(z.(,1) en la oiguiente i,jualdad. 

Ty ( 3. 6. 
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donde los vectores X , Y astón relacionlIds directswente ror la mo-

triz do transformación. 

X = Ry 	 (3.6.5) 

Premultiplicando las ecs(3.6.2) y (3.6.3) por (IIRT y combinado am-

bas se tiene: 

AR= BRT 	 (3.6.6)  

(3.6.7) 
y los elementos do la matriz tridiagonal T cono 

Ahora, si los vectores de R 2e definen de la forra: 

R 	r, , r, _ 

Sustituyendo las ecs(3.6.7) y (3.6.8) en la ec(3.6.6) 

(3.6.8) 

se tiene uno 

expresión, de la cual A veces el .1.6tLo vector de R se caLbia a 

Ar :::/. ,_,Bri_ g+c=-91 +47 B rk, 	(3.6.9) 

Ahora, se obtiene una expresión para el elemento do la diagonal 

multiplicando la ec(3..9) por r1 	. El rerultado es: 

.6.1°) 
porque los vectores C.e R son ortogonas coi; r.:.:ecto 2. b . Eh es- 

ta etapa 	puede calcularse si se conoce ri . 
El proceso se inicia towIrdo el primer vector ri  cno: 

r r.11/JL-E-5 1,1 	0 	_ . ,C) 	

(396411) 
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Las expreriones para A y el vector ri,1  so, ucccwras tara con.-
pletar el algoritmo; Arreglando los términos en la ec(3.(.9) 'tan 

donde 

(3.6.12) 

v 	= A rí 	c.-<[31-;  , (3.6.13) 
Si 45,toma el valor cero, entonces V¡ se convierte en un vector 

conocido para todos los pasos, porque todos los términos en la ec 

(3.6.13) estón definidos. Entonces B es definida-positiva, y pue-

de factorizarse como producto de una Liatrl::. trianjulr inferior y 

una superior de la siguiente forma. 

B = LSTLJ 
Sustituyendo la ec(3.6.14) en la ec(3.,',12) se tiene. 

UTU 	= y, 
si se define -4-1. como 

;1;  = /.51 Uri., 	 (3.6.16) 

entonces las ecs(3.6.15) y (3.6.16) dan una solución para Zi a 

travds de un proceso do eliminación frontal, representado por: 

LSTZT= 	 (3.6.17) 
Para calcular 451 , se considera el resultado del producto inter- 

no de 2.1, con su transpuesta. 

r: z = 	r.T UT 	 (3.6.11) 
Ani, 	. se calcula como: 

ri-zi ) 11 	(3.6.19) 
Dividiendo la ec(3.6.16) entro 

	
re oLtiene uno c:zirenVm de 
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donde 
	rif , 	puede ser obtenida por un proceso de sustitucth re- 

gresiva, dado por. 

(3.6.20) 
/sí 

El proceso se repito hasta que todos los elementos de T y los vec 

tores de R son calculados. Entonces los vectores y valores caracte 

rísticos del problema se evalúan con el algoritmo QE. 

Se debe hacer notar que el algoritmo descrito anteriormente falla 

siempre que4=0(como se ve en la ec(3.6.22). En t l caso, el vec 

tor 1,1  se toma arbitrariamente con: 

= ()A - --,1 / 11"; 	id} 

Adembs la ortogonalidad de los vectores en R tiende a deterior-

arse con cada paso; de manera que estos vectores serán ortogonali-

zados de nuevo con respecto a B después de cada nueva evaluación. 

3.7 	El Modo de Iteración Inversa rle Hou:Tholder 

Una importante técnica de sclecir de transform::cin 	el Atado 

de Iteración Inversa de Householder - c¿R, aunque 	procedimien-

to está restringido a la solución del problema estándar de valores 

característicos. Ahora mi se concidcra el problema de valores curaste 

risticos en la forma /*O -AMI), se deberá tranoforr::.r primero el pro-

blema a lo forma esttndar antes de apTicar el método de solución. 

Cabe aclarar que esta transformación es efectiva en algunos caídos, 

(reí' 2). 

En esta parte, se considera el problc 	rNT-r14, en d:fnde K ruede 

tener valores característicos cero (y tambión los Illede tener no- 
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gativns). Este móto0o 	uolución ()!ste. c)::iluento de I.J)c.d.LIen tes 

tres pasos te 

1. Trnsformnción de nouseholder cluc se emplca cc.rc reducir la ma-

triz Ka una forma tridiagonal. 

2. Iteración 	rara calcular to('.es los valores caracteriLlticos de 

la matriz tri(Itcr:onal. 

3, Usanc'o Iteranihn Inversa, se calculan lo^ -ectores carncterizi-

ticoz de le matriz tridiajo!- -1 y ce transfortran para obtener los 

valores car -.,ctcrtstl.cos de K. 

Una diferencia btsica con el Atodo de solución 1! Jacobi es que la 

matriz K se tr».nsforma primero a una forra tridi.ajgrinl sin efec- 

tuar 	 Ent,ncer, cata ma'„riz .nucde ser usada en la so-

lución iterativa QR, en la cual. se calculan todos los valores caracte 

rtsticos, 1. trar.sformación de K a unT: forma tridiassonal requiero 

;Ale oro....ae;.on?c, numéricas. 

3.7.1 La Reducción de llousehelder. La redicclón de Householder a una 

furnia trid'..agoLlal involucra (n- 2) tranuforibn.ciones de la forma: 

twanc'e K o 

K2  = PTKIp 
K3 = PK2 F2 

K - PTKk  P 
C01(111,1, 

(3.7.1.1) 

son 

3 

	

K =PTKP. 	K=1 	
 n (.7.1.2)

-2 1(41 	K 	K K 1 	 1 

u() 	dr1111 de Ve;ILeiiol k:!-r, que 

1 Jr (3.7.1.3) 
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k 	' 
W, 	son de orden rrur-1). En el caso general para PI  y 

(3.7.1.5) 
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con 	 e 	2  
\WW,‹  

Para mostrar cómo se calcula el vector V\114  

triz 	 li 	 be-1 , se ce sidera el caso r\-- 1 , que os típico. Primero se 

hace una partir:Len cle/KhP, y Wi en submatriceF, como se muestra: 

kiV _ 

- 

 

__ 1 _ 	O 
O 1 P 

 

    

(3.7.1.4) 

el cual define la ma- 

Donde 

K 	30 tienen las matrices corl-espond'Lentes de orden (r)-4 Eje- 

cutnndo la multiplicación de la ec(3.7.1.2) se obtiene 

J_C1L (3.7.1.6) 

   

— — -r
' ' JTTN 1 	' p 11'1 

p 
— 

La condición ahora es que la primera columna y renglón de K, este 

en formo tridiagenal, en nece7ario que Kt sea de la forma. 

XI 
Ke .. O 

K e  
(3.7.1.6a) 

donde X 
0i 

indica un valor diferente de cero, Y 

K2 P 	 (3.7.1.7) 1 rK11 1 P  
La forma de Kt en la ec(3.7.1.6) so lleva con F? que os una ma- 

triz de reflon. Sin emburge, r,e luede usar 	puro reflejar el 

vector ki de Kj en (3.7.1.5) en un vector que tiene Gnicamente la 
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primera cowponento Clifere:.te de cero. El nuevo vector tendrá ol ta- 

nailo de k) 	, VV1  ze detcrwina de la condlción. 

(I-OVV„ ki= t Ik112 el  (3.7.1.8) 

donde el  es un vector unitario de dimensión 

y el signo + 6 - puede seleccionarse para obtenerse la mejor esta-

bilidad numérica. Se debe notar que únicamente se necesita resol-

ver para un múltiplo de W1  . Se obtiene de la oc(3.7.1.8) un va-

lor apropiado paraW, 

= ki+sign(f<21)11kili2e1 
donde /%1  es el elemento (2,1) de Kj. 

(3.7.1.9) 

Con \Vi  definida en la ec(3.7.1.9), la primera transformación de 

Householder,K=1 	la ec(3.7.1.2) puede llevarse fuera. En el 

siguiente paso, K= 2 , se considera la matriz K, en la ec(3.7. 1.6) 

en la misma forma como se considera K 	en las ecs(3.7.1.5) a 

(3.7.1.9), porque la reducción do la primera columna y renglón de 

K2 no afecta al primer renglón y columna enK2, 

3.7.2 Iteración QR, En el procedimiento de solución 	la itera-

ción QR se aplica a la matriz tridiagonal obtenida por la trans-

formación de Householder de K . Sin embargo, se debe notar que 

la iteración QR ruede ser aplicada a la matriz K con buenos resul-

tdes y que la transfor:.ación de K a una forma trtdiagonal se ha-

ce para mejorar la eficiencia en la solución. 

En lo siguiente se considerr i  n itTración aplicada a una matriz 

sitricaK. 

El paso bhrico en la Iterar —1.61., os descoLpsnor K en 1¿-  forma 
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K =QR 	 (3.7.2.1) 

Donde Q es una matriz ortogonal y R es una matriz triangulr 

superior. Se puede tener la siguiente forma. 

RQ =QTKQ 	 (3.7.2.2) 

Para calcular RQ se hace una transformación de la forma mostrada 
en la ec(3.7.1.1) 

La factorización en la ec(3.7.2.1) se puede obtener apliccndo el 

proceso de Gram-Schmidt a las columnas de K . En la practica es 

más efectivo reducir K a una matriz superior usando la rotación 

de matrices de Jacobi, que se evalúa como 

	

ri  
 17 	K = R 	(3.7.2.3) ,n1  	i 	2,1 

usando la ec(3.7.2.3), so tiene correspondiente a la ec(3.7.2.1) 

Q=?1 (3.7.2.4) 

El algoritmo de iteración Ufflse obtiene reritiondo el proceso dado 

en las ecs(3.7.2.1) y (3.7.2.2) usando la notación 	K, se forma. 

K = Q„R (3.7.2.5) 
y entonces 

K k,, RO k k 	 (3.7.2.6) 

Donde pasando por alto, que los valores y vectores característicos 

no pueden estar en el orden usual. 

A Q5 	I) cuando K-0° 
La relación de forra entre el mEtodo de solución()Ry si!;ple itera- 

eibn inversa sugiere que es posible una aceleración de convergen- 

cia en la iteración QR descrita en inc con(3.T.2.5) y (3.7.2. 9. 

Esto es verdad y en la practica la Itersción CIRe usada con c:,mbios, 
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En la próctica la iteración QR ne allic despu!.s de reducir la ma-
triz K a una forma. tridingonal usando las matrices de transforma-
ción de Mouseholder, la solución QR serb aplicada a la J..atriz/K" 

en la ec(3.7.1.2), la cual se llana ahora Ti. 

Cuando lo matriz es tridiagonal, el precedimientoWes muy efectivo, 

por experiencia, se requiere de 
ah 
Dri

2 
 operaciones para encontrar to-

dos loo valores característicos. 

3.7.3 Cálculo de los veptorcs carcteric.,ticos. Una vez que ne han 

calculado loe valores característicos, se calculan laicamente los 

vectores característicos requeridos de la matriz tridiagonal Ti por 

simple iteración inversa con cambios iguales a los correspondientes 

valores característicos. Usualmente son suficientes dos pasos de 

iteración inverLa comenzando con un vector unitario lleno. Los vec-

tores característicos de T, entonces necesitan ser transformados con 
las transformscil,nes de Ilouseholder usadas para obtener loa vecto-

res ccracteristicoc de K ; denotando el 1.6simo vector caracterís- 
tico de Ti  para di 	se tiene , usando las matrices de trareformación 

T 	
. 

PK 
	

en la ec(3.7.1.2) 

(3.7.3.1) 

Se debe notar que gran parte del ,,Imcro total de e;e:aciones son 

usadas para la transfarrciór en la ecP.7.1.2) y, en muchos caros 

necc-Ui. 	,..ectores caracteristícou, per 15- irarofeirm-

clehes de vcrtorcs carecterltieos en la ec(3,7,3.1). No obstante 

CP 	*- 1 G:1:1 

muy 	, 	I o t 

• carne,  A: tico.; 'le TI  ro en 

re: ,r..ci.ón de K o" :i.J 
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que pueda ser usad efectivm,ente 	el proceso iterativo 

re s5,9 esfuerzo numérico. 

3.8 Comentario a la solución de sistemas grandes. 

Los métodos de solución de sistemas craudes se bscan en ayunos 

factores fundamentales vistos antes. Considerando la efectividad 

en el procedimiento de solucione  ninguno de los rétedos es siemyre 

más eficiente, la técnica de s,-:.,1c6r; a wr usada ue encejerci de 

acuerdo al problema especifico a ser resuelto. 

Ahora una solución eficiente de los valores y vectores caracterís-

ticos es de mucha import'ncia en análisir, de :uperrosición codal de 

sistemas grandes de elemento finito. Los procedimientos para la so-

lución exacta de problemas ¿l'ardes de valores carcteristicos han 

sido costosos por mucho tiempo, por lo que se han tenido que em:le-

ar técnicas aproximadas de solución y estas son usadas tranquilamente, 

Ahora lis técnicas aproximadas de solución deben ser usadas con cui-

dado y no rueden recomendarse 'aro uso Gol,erol. 

Es importante emplear un algoritmo óptimo para el cálculo de los 

valores y vectores característicos requeridos para el problema 

KSM(Pcuando el orden de K y M es grat,de, es natural intentar 

combinar los métodos de solución 'laicos vistos antes en un es-

fuerzo para diseñar técnicas más efectivas. Los 11,Gtodos a ser dlue-

hados tomaron ventajas especificas de la solución requerida y explo-

tan las vontrj2s do cada prgcodi-lenLo de sol.,ciln básico que toma 

en cuento las carcterIsticns e!:pecff:cs de K y M. 
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Existen dos métodos los cuales son efectivos en anhlisis de ele-

mento finito, ellos son: el método de búsqueda del determinante y 

el Atodo de iteración de subespacios. Las técnicas han sido exten-

samente usadas en programas de análisis de elemento finito. 

Como se define un problema .7ande de valores car cteristicou, en 

problemas de anhlisis de elemento finito solo interesan los valores 

car-cterísticom mós pequeos. Correspondientemente, se define un 

problema de valores característicos como grande si este se abarata 

mucho si únicamente se resuelve po.ra los valoras y vectores caracte-

risticos requeridos en lu,,ar de calcular todos los valores y vecto-

res característicos. En general, el sistema sera grnde si la me-

monja de una ccmpuUdara de tamaño razonable es pequeña para usar 

el método de iteración inversa-Householder-CY o la técnica de so-

lución generalizada de Jacobi. 

En tal caso es probablemente mlis efectivo emplear, el método de bús-

queda del determinante o el método de iteración de subespacios, por-

que la solución fuero de la memoria de alta velocidad usando méto-

dos de tranformación quo zalcolan todos los valora.; caracterís-

ticos requiere mucho almacenamiento en memoria y son caros. Sin em-

barco, para una solución en memoria de alta velocidad, el método de 

búsqueda del &,,,terminante y ol método de iteración de subespaciou 

roa Lhm crectl.vom qua el Ifirtlt o el mttor'o de solución de Jacobi, 

por jue aquellos sslculan directmente Lio .:na transformación al 

problema estándar de valores caracterIzticos) solo los valores y co- 

n rl 	ent,1-2 	vfletrn car-.ctorinticJr: loe oe requiern. Fn ruma, 

(Lrnntc 21 ,i 'creo de 	tudiz, vetajn 2e lo¿ 

i 	e .1.•, 	,tr 	K y M. 
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El mótodo de biloqued:: del 	y c-1 	iterrn de 

subespaclos han sido c:esurrollados 	:J.luci!:i de loc P ie-

nores valores caracteristicon y correspnHientos ve,? tres caracte-

rísticos, solo usando cambios en las estrategias, las t6cnicas pue-

den ser modificadas para calcular el mayor valor y corresondient 

vector ca:.actcrístico como sP requiere en an!,isis de pandeo. En 

resumen, el método de búsqueda del determinante se pucde emplear 

para una solución on memoria de alta velocidad de pequeños siste-

mas en banda, mientras que el método de iteración de subespacios es 

más eficiente en análisis do sistemes jrandes en banda. 
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4. CONVERGEhCIA 

El método mtis común para la convergencia de vectores característi-

cos ea el comparar la diferencia de los elementos correspondientes 

de susecivos vectores arbitrarios, cada uno de los cuales ha sido 

normalizado de tal manera que el mayor de los elemeLtos es la ur.i- 

dad, para un numero pequeño 	arbitrario se tiene 

1.4.1,31 <E para toda j 
El método no puede ser satisfactorio si varios de los elementos son 

de diferente orden de magnitud debido a los efectos de escala. Por 

ejemplo, el ángulo de rotación puede ser mucho crs pequeño que el 

de traslaci6n. Una manera sencilla de evitar esta dificultad es mo-

dificar el criterio do convergencia como sigue 

U 

Un-1,3 
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Sin embargo, este Atodo puede cauces problemas cuando uno de los 

elementos es cero o cercano a cero. En tal caso la diferencia entre 

susecivos valores arbitrarios de los elementos con valor cero puede 

dar la impresión de que se trata de un elemento pequeño en magnitud. 

10 obstante, será- un valor grande cuando sea dividido entre 

creando la impresión .de error, parecerá que la iteración no conver-

ge, sir embargo el criterio de convergencia puede ser satisfecho por 

otros elementos del vector. Este problema puede fácilmente ser su-

perado saltando espacios en la prueba de convergencia, esto es cu-

ando se tiene un elemento muy pequeño se compara con los otros ele-

mentos del vector. 

Por ejemplo, si en una estructura de razonable tamaño se asume que 

cuando el elemento más grande del vector es normalizado a la unidad, 

un valor de 10.6  en hecho representa un elemento con valor cero que 

no puede ser incluido en la prueba de convergencia. 
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5. APLICACIONES 

La finalidad del presente trabajo es como ya se mencionó hacer una 

comparación entre los diferentes mótorlos do solución y al mismo tien 

po hacer una recopilación de programas de solución tanto para el pro 

blema de valores característicos como para el problema de solución 

de sistemas de ecuaciones lineales, enfocados a la solución de pro-

blemas de an5lisie estructural, de ft(cil acceso on su aplicación. 

Para ilustrar la aplicación de las subrutinas aquí presentadas, se 

utilizaron cinco estructuras diferentes, cuatro marcos y una chi-

menea. Estas estructuras se muestran en las figs 6,°,10,12a y 12b, 

de las cuales las estructuras de las figs 6 y 2 se usaron para el 

problema de solución de sistemas do ecuaciones y las estructuras 

de las figs 10, 12a y 12b para el problema do valores carneteris-

ticos. 

Para mostrar las características de la ratr17, de rigidez 	corcn de- 
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be ser almacenada antes de entrar a ser rnuelta por alguna de las 

suhrutinau, se muestra en las figs 7, 9 y 11 la natriz de rigidez 

de las estructura. 	las fiar, 6, !?, y 10, ahora en las figs 3, 4 

y 5 la forma en que deben rer ordenados los elementos de la matriz, 

ya sen en forma normal, en banda o en columna activa. 

Tambión se presentan tablas y figuras de tiempos de procesado de 

computadora(Bourrougs 6800), de variación del tiempo de procesado 

contra el número de iteraciones y tablas de frecuencias obtenidas 

de probar las diferentes nubrutinan con los ejemplos señalados arri 

be.. 



6. 	COI;CLUSIONES Y EECOkEI;DACIOES 

En este trabajo so presenten varios algoritmos de solución para el 

problema de valores característicos y para el problema de solucAn 

de ecuaciones lineales. Se presentan tablas de tiempos do procesa-

do en la L,aloria de alta velocidad de la computrdora, estos tiem-

pos se obtuvieron de probar los programas con los ejemplos 3,4 y 5 

que corresponden a las figs 10, 12a y 12b para los do valores ca-

racterísticos y con los ejemplos 1 y 2, figs 6 y 3 para los de so-

lucth de ecuaciones lineales. 

De los prograLas present:Aos de valores c:Irsctoristicos pura los 

ejemplos propuestos resultaron inSs eficientes en cuanto a tiempo 

de procesado, el bsado en ol m5todo Q^ 	rl de Binoccl6n. 

Peferene al problema de s:.111cL5n de ¡Aster:,cr Je ecuacipes linea- 

ler be pr—ert¿,n 	14:ogr as ly.i.- ad,:;s cn el. Lre,-,(1.0 do elimina- 
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ción de Jauss y otros en el procedtutg de rec:u_n1.6n do Crout, 

que tsmbi6n es bastwnte eficiente paro el zazo de .¿Itrices r,orosas 

como las provenientes de análizar si:Aewas estructurales. 

Con respecto a los tieuipos de procesado, se obtuvo que los progra-

mas basados en el mótodo de reducción de Crout son mbs eficientes; 

sin embargo, debe tomarse en cuenta que todos los programas se usa-

ron solo, con un programa principal que leia los datos y escribia 

los resultados, de los programas prescuL.dos unos resuelven el sis-

tema en banda y otros en columna, estos últimos ocupan menos espa-

cio para almacenar la matriz de rigidez, pero necesitan adicional-

mente un vector que contiene la dirección de los elementos de la 

diagonal, ahora todo esto requiere un trabajo adicional que puede 

quitar eficiencia al programa, por la tanto dependerá del progra-

ma en el que se vaya a utilizar alguna subrutina el escoger una u 

otra. 

Por la tanto considerando la eficiencia de los procediwientos de 

solución, ninguno do los m6todos es siempre más eficiente, y la tés 

nica de solución a ser usada dependerá del problema a ser resuel-

to, tanto para el problema de valores característicos como para el 

problema de solución de ecuaciones. 
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Jacobi. Iteraci6n 
Inversa 

Lanczos Bisección RATQR 

3Q26189 30,26187 30,26187 30.2699 6 30.26187 

629.9958 1 629.'39581 6 29.9 9581 62`1.9907.9 2,439 58o 

3961.35091 31 61.3G099 39 61.35091 3161.30159 3 4c9.35093 

9961.92901 9 961.7 210J 59 6 9,7 2901 '3917.7 760 2 9967.71 531 

19662,11368 1 9 662,a1 7 368 1966219 368 19(.62.33022 13 66 2.92 lo 

3 1533.93 533 3 1533.131 16 31533.73533 3 1533.'16031 3 1 s53.1.9 9 4-1 

92363.1.1899 92389.69398 12 3 89.1 .1 899 92389.91513 123 59.G629 8 

53323.219 19 53329.21 9 1 5 53329 2 1 1 19 5332 9.6 j 593 53329.219 19 

Tabla 1. Frecuencias ) del problema de la fig 10 

Jacobi Lanczos Biaecci6n 1UT (IR 

2 5.5J 1 13 

96.53 1 06 

302.630 9 1 

508.7311 1 

25.51 713 

96.53106 

30 2,6309 1 

s08,93 9 4 1 

25.53 590 

96.561 70  

302,831 90 

508,89551 

26.53568 

'36.56532 

302.53019 

sc.41530 1 81 

7 78.530 70 778.53010 1 /9.0E006 79.451 82 

1 	2 5.309 28 1 1 25.30Me 8 1 1 25.653 1 5 I 1 2S.GGy9 

1333.82309 1 553.8 2 3o9 133365278 1339.633 10 

1 829.650 20 .1 8 t 9,4 5020 1 829.91830 1 82'33 2918 

2189.31296 21 89,3t1 215 2 1 56,.i 049 7 2 151.1 0298 

2 9c.)8.9 20 93 2306,92013 2901S/99S 7 9 089 2062. 

Tabla 2. Frecuenciaall) del problema de la fig 12a 



Jacobi Lanczoo BiseccAn RATU 

Vi 33c:11 

20.02 8.99 

9.93301 

20.02655 

9.9 3 3 I S 

20.0 26 7 1 

(-1.133c) 4 

20.0269 1 

15.460 9 9 4.5.9(.21.8 9.5.96 33 9 9 sic, 2 153 

90.709 11 90.7-0 99 1 90.9.102C 9000131-0 

J 9 2.55i ou I "I 2.55103 1 91552.2 4 ( 12.5Zc.)2 I 

2ao.V3G. I S 	2a0.4.19 	16 200.4.1 9 G3 G 200.99600 

2. 83.185 50 283.38550 283.79069 283..le99 9 

3 ql.c1031 3 9- 9.cio3 1 319,GI 903 3 1-9 .Q.10 2.9 

1 c., 2.5Qa 85 1 C 2.9GC 85 9c2.9Q6 83 I G 2.96s1. I 

5133.68.5e>0 583.68560 Se3686o3 s.83.68551 

5400.39g53 5600.4.89053 b600.3 2098 SC00.365.59 

13218141 V3 1321.899 21 932 7.89 b01 9324.8931 

108334120.f 108.33.01209 lo 833.c.1062 10 83 2.56910 

2231 	1.44 7 / 44(5 2 23 I 1.98195 Y U311.21116 2131 1.98/ 418 

Tabla 3. Frecuencias 	del problema do la fig 12b 



Ejemplo 1 2 

Modo cri:IM:(1`1 27x29 

Cholesky G. 
(ref 1) 

, 0.3333 1.8666 

Choleaky S. 
(rof 	1) 

O. 1.5166 

GAUBAB 
(rof 9) 0.0333 0.1500 
SISTRI 
(reí 10) 0.0wCO 0.264 

NUMSYM 
(ref 3) 0.0333 0.15ZO 
COLSOL 
(reí 2) 

0.1333 0.2EC0 
OFTSOL 
(roí 3) (:), O 5C-0 0,1333 

Tabla 4. Comparación de tiempo do procesado de computadora 

(Bourrougha 6800) entre los diferentes programas de solución 

de sistemas de ecuaciones para los problemas cie las figs 6 y 8 

Ejemplo 3 3 1 9 5 5 

» todo 
V 

\J 0 	• 8 3 10 E 214 

Jacobi 
Ns=5 0.61113 0.96G6 2g311G4 

Iteraci6n Inv. 
50 iteraciones 

„ 	 „.. 
...''°' 

, ,A„ 
c•I''1" 

Lanczon 0.210e3 0.666G 0,5333 J. 1EXIDO 1.5166 )0.1333 

Bisecci6n 0.)833 0.13000 0.232113 wien 2 8353 5.1.9355 

RATQR  O.1 T...C) 0.2166 0,2166 0.9WD 2.9446 5.16001  

Tabla 5. Comparación do tiempo de procesado de computadora 

(Bourroughe 6800) entre los diferentes :Modos do solución 

del problema de valores y vectores caracteristicoa figa 10 y 12 
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carcterinticos 
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caracteriaticos 

Illímro de 	_ 
barridas o1') 
pasa¿as 

Matriz de 10x10 

10 

Matriz de 30x30 

10 	20 	30 	ko 	5b 	60 

Tienpo(seg) 

Fig. 1 So nuestra cómo varia el tiempo con el Amero 
de pasadas(barridas) a lo matriz de rigic:ez, por el me-- 
todo de Jacobi, ejemFlos 3,i, j. 
100 

húmero de 
iteraciones 

50  

10 

1 	2 	3 	14 	5 
Tie.hpo(aej) 

F17. 2 Se wuestra cdro ~ente el tierwa con el número 

iteriJc5.¿,aes urn 
rr el eje ,'1c 3 

el prnG1.71rn d Itcr¿kel6n 	pn— 

   



M 	-4- 

Rengl6n=i, Columna=j 

Esquemas de Almacenaje. 

M 

r 
Rengl6n=i, Columna=r=j-l+1 

Esquema Número 1 

Fig. 3 Esquema de almacenaje normal y en banda. 

     

    

Vector que con-
tiene el libero 
del ronglon del 
primer elemento 
diferente de cero 
en cada columna 
en la matriz de 
coeficientes. 
(Pare el ejemplo) 

Esquema libere 2 

   

3 
2 

1 

6 

   

      

Localización=i-j+ 	(k-Lu 4-1) 

Fig. 4 Con éste esquema la matriz do coeficientes se 
almacena en columna activa. 



Esquemas de Almncenaje. 

1 
2 

	

6 10 	 33 

	

2  S 9 	18 29 
8 13 17 	 28 

12 16 22 23 
1 15 21 26 3E1 '11 
'I 20 15 3<3 

2q 33 39 
32 38 

13y 
6 

Vector que con- 
tiene la direc- 
ción de los ele- 
mentos de la dia 

11 	Gonal 
MAXA = 

CKJ 
1 11 	(Para el ejem- 

19 	
plo) 

23 
31 
36 
y1 

Esquema 	3 

El vector de careas en todo:: los pro7xrmns se almacena 

en forma normal. 

Fi6.5 Esquema de almacenaje en columna activa. 

Ejemplo 1 

Todas las barras tie- 
nen sección de 50x50 cm 
su área y su inercia 
son: 
Area = 0.25 m2  
Inercia = 5.21x163  m' 

F.L. 	Mmrco a ser anall,ado. 

Brn 4- 51-n -f 



[D_ [F 
Vector de 
catívle 

Vector de 
desnlazal.ientos 

Ern] 

cLo 
0.0 

0 
CI.C) 

20.0  
3(7,0 
010 

Clo 
Q.0  
Q.0 

.13.G7 0.1J 0251 	 
i0.399_ -Qr.17-vo.1G9 

3L0,16.1 0.2y 
0,.2. 

<12'1_ 
-(-2,21 O. ,2.77 OS 

'0.11 1%7 :-..).s,-, ,Ic.7 43y -0,2'1 
.1:15.33 1,1%9. 0.1 icl167,c1.1a c.,). 29  -0.24 

c.),a3 'i ,Q. 2,20 a1 -0.101,0.L'I 021 -c). vi 
9.333, 0.4 PI O 0L169 9.10 o. Zil ,024 

~3013410 4,K4 K1.14 J.237 L,Q.IM 
ct.icl. Q.11.1p.14.4 Q.167 c.). K1 c..1,1‘1 -009.10 
0.2q 0.21 _Yi.sEXA1-, -E.Q 
421 Q21 ,s/.. LUZ '00% 

l__,...-______ 
.:_'5_,0 -- 

-8.0 -414 <1. 21 .0.461 , 

9,24 0,24 -8.0 
X8.1% 
aalaz,c91. 

(:Icyx„, 
Qscss.acit 

.Q.2-1 • 9.29 -8,0 
-0.24 o.ZI 

Matriz de Rigidez 

Fig. 7 Matriz de rigidez resultante de coLsiderar tres 
grados do libertad por nudo, tac traben no ze deforw)n 

bajo carga 



Ejer,TIo 2 

podar; lsr„ bm.ras 	secc1.51-. do 50x63 

Arca = 9.3e ml  

Inercia = 9x1:531 1  

	to 19 

13 

Gm -}- 

Fig. G Lave() a acr ar&liuído, so onunic:::lan trez 

J,:nor de llbeitad rol. 	lsa trabes ro :Je 

brj:, 
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2.W 0.339 0,5c) ______ (:),z_Ti- 

z).31-Z 

(3.1c,9- ..1c'L 

0,161. 0,34 3339 o. 33,1 0...w -o,10 

0,334 3.961 o.40 0,5o P.515 alcli w3-.29. 
0.40 2.50 0.50 0.3%. 4.24 -0.21_ 

O. 2.eG7 0.331, o. za No. 1 czi., O. IGq -0.0 

0,21 3351.0.334 Q.FC •()_57,5, 051S P- IC1 -W61 

0.9D 0.334 3.M' Q.43 JEo 'cJ-37 0.315 

0.31.5 

4.10 Q.013-0.24 

0.Wi 0.40  2.10 0.5zr)31.., Q.21 -2.2e4 

0.qa 1.661 o.339 ‹7.34E-4Q31.5 

O.Wi o.s34 2359 a -0315.0.39, 

ci-.1 Q.3..34 0.4o -C.315c),393, 

0.5,3c o. ya 1,80 -0..31o.31-5 

,c134 95 -0.3i5 -0.3q. 1.F. <.7S 

0,15 9U;1310.34. -03/5-Ce'fz,-(.2. nzro_314-0.75 J...E -c.).11.-, 
4,las'i-r-,c131-p345i-E, 0.315 C1,3  53.39s.,5 'O.' f5 c.:17S 

cAIG1 0.164 1 6:116 -0.09-. -5.3 

-0.11 4I61 -c)o1,712 icsic.L_ :11,33, 
-8.33 0  IGI 0.0n 0.24 (G.QE.ILIGB1 -cics:rzi  

-C),ZLI -4.2'J 'C\CSX;LL.,14, 8.33 

0.1C1 a, I64 -433 IalIGrolot 

-Q,IGI alca -1159 .JG.141 

-43.10 Q.073 4,21 -8= -zzcz,1,16.13 »cu:SK 
r014 -c.1.21 -8.53 

a Icli C,IGq ..._ 34-3, lit 
-0.1e.1, 4,161 2533 

-6.161 c.IZ13 Q.24 - 

8.53 <I eq "40. t.q 

-4- - -.---- 

Fig. 9. Matriz de rigidez resultante de considerar tres grados de libertad por nudo. 
en el marco de la fig. B las trabes no se deforma bajo carga axial. 



0,375. 0.19-____.161,_ 

J.1-.r6 0.161. 1 -0161- 
::).595 o..i0 Qp.42:9.2q 
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Isultante de considerar tres grados de libertad por nudo. 	 Vector de 	Vector de 
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Figs. 12a y 12b Marcos a ser ana-

lizados, estos dos marcos serán 

utilizados para probar los progra-

mas que tratan ol problema de valo-
res y vectores caractetieticom. 



PROGRAMA PARA SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES 

LINEALES POR EL METODO GED.ENAL DE CHOLESKY 
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PROGRAMA PARA SOLUCION DE SIGTEMAS DE ECUACIONES 

LINEALES FARA MATEICES SIMETPICAS, USANDO UN ES-

QUEMA DE ALMACENAJE EN BANDA 
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EROGRA1;.A PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE VALORES Y VEC-• 

TOEES CARACT;ZISTICOS !-ARA NATEICES SLEETRICAS, PARA 

EL PUMEE0 DE VALOW.LS 1:EquEhipos POR EL MÉTODO u 
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