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1. INTRODUCCION

En Anflisis Estructural una gran parte del tiemyo de computadora

es usado en la solucibdn del problema de valores y vectores caracte-
risticos y en la solucibdn del sistema de ecuaciones lineales, por
este motivo, los algoritmos de solucidn eficlentes tienen buen re-
conocimiento.

El presente trabajo es una recopilacidédn de informacidn de lo ~xisten
te en la literatura, se pretende hacer un andlisis comparativo en-
tre los diferentes mbtodos de solucibn y colaborar al desarrollo
técnico, tanto formativo como de avlicacibn, ern la cclucibn del pro-
blema de valores y vectores caracteristicos y la solucibn del siste-
ma dc ecuaciones lineales, en su aplicacibén a prograras de computa-
dora snfocados & problemas de anllisis ertructural. Sin embargo, no
se presenta en forms exhaustiva el algoritmo de solucibn para cada

método, solo se ¢a una rbpida deacrijclédn de ceda uno e ellos,




En este trabajo se preecentan listados de subrutinas programadas en
lenguaje FORTHAL 1V, Fnra 1a adaptacldén ;7 ejecucldn de los progra-
mas se utiliz6 una terminal <e la méquina Furrougs-6200 que se en-
cuentra on el centro de cédnputo de la UNAL,

En cuanto a la eficiencia de los procedimientos de solucibn se pue-
de concluir que ninguno de los métodos es slenmpre absolutamerte efi-

ciente, ya que ello dependerh de varios factores, dentro de los que

estln el problema a ser resuelto.




2. METODOS DE SOLUCION LE SISTEMAS DE ECUACIOLS

2.1 Introduccibn.

En este capltulo se considera la solucibén del sistema de ecuaciones
de equilibrio en la aplicacidn a problemas de anblisis estructural,
Es muy importante en los problemas de anflisis la forma de ensam-
blar las matrices para lograr una solucidn eficiente. Sin emdargo,
la efectividad total de un anflisis depende en gran medida del pro-
cedimiento numbrico usado en la solucibén del sistema de ecuaclones
de equilibrio,

La solucibn del sistema de ecuaciones generalmente emplea gran fpar-
te del tiempo de procesado de una computadora, por este motivo, los
algoritmos de solucidn eficientes tienen buen reconocimiento y acep-
tacibn en el campo profesional. Los alporitmos mhr comfinrente usa-

dos se basan en la eliminacidn de Gauss,
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En este capitulo se discuten diferentes métodos de solucidn de sis-
temas de ecuaciones llneales. Se han tomedo aquellos que en la 1li-
teratura aparecen recomendados como los mfs adecuados para anblisis
estructural, (refs 1-3),

Para problemas de anllisis estructural, el sistema de ecuaciones a
ser resueltas estl bien condiclonado, ya que la matriz de coeficlen-
tes es generalmente simétrica, poco poblada y con la diagonal prin-
c¢ipal pesada.

Esencialmente hay dos diferentes clases de mbtodos para resolver un
sistema de ecuaciones simulthneas: tkcnicas de solucidn directa y
mbtodos iterativos de solucién, En un mbtodo de solucibdn directa el
sistema se resuelve usando un nfmero de pasos y operaclones que son
predeterminadas de una manera exacta, mientras que en un método iter
ativo, como su nombre lo indica, se emplecan Lteraciones, Cualquiera
de estos métodos de solucibn tienen clertas ventajas; sin embargo,
en casi todas las aplicaciones los mbtodos de solucidn directa son
mhs eficientes, por esta razbn este capltulo se destina a las téc-

nicas de solucibn directa,
2.2 Mbtodos de solucibdn directa.

2.2.1 Mhtodo de Cholesky, Fl mbtodo es adecuado @inicamente para la

solucidn de sistemas donde la matriz de coeficientes es definida
positivamente, lo que implica que todos los elementos Cniaean po~
sltivos. El mbtodo de Cholesky se emplea de manera efectiva en la
transformacidn del problema general de valores caracteristicos a la

forma esthAndar ( como se verh mhs adelante ),




El mbBtodo se basa en que cuslquier matriz cuadrada se puede expre-
sar como el producto matricial de una triangular superior y una
triangular inferior. Por lo tanto, el procedimiento sec reduce a la
inversibén de dos matrices triangulares, lo cual es un procedimiento
muy sencillo. En todos los problemas prhcticos de anfhlisis estructu-
ral las matrices a ser invertidas son simbtricas, y Ginicamente una
matriz triangular se necesita invertir, (refs 1 y 2).

Para aplicar el mbtodo se supone primero que la matriz /\, que es

no singular, se puede expresar como el producto de una matriz trian-
gular inferior L ¥ una matriz triangular superior LJ, tal que.

A=LU

Para calcular las matrices L y LJ ge utiliza el siguiente algorit-

' : Matriz tr
= (} Eé > j atriz fangular

re) |r r l inferior,
. . Matriz triangular
Cl“ %l”:Un 1< J superior,

| Y

(ref 1),

Uij ] l

Uji =1

La inversibén de la matriz Z\ se hace de la siguiente manera.

=Ly "= v
para determinar la inversa de la metriz trlangular inferior, se uti-

lizarfn las siguientec relaciones:

LC' = LM = |
M = (-

En dorde hﬂ st puede ~ttener ucando las sipuicntes relaciones

1 /{ii, oars o (leme ctor e Lo dia cadd,




. i . Plepentos absjo e la
J==— S l‘r mrj 1>} diagonal .

mi 1
i ™

m:= O i< J elomentoc arrvibe de la
1) diagonal.
Se tiene que la inversa de una matriz triangular inferior, L '
también es una matriz triangular inferior.
Similarmente, se puede mostrar que la inversa de leo matriz triangu-
lar superior U también es una matriz triangular superior, tal que
si
u” =N

y los elementos de N esthn dados por.

n“ =] para lons elecmentos ce la diuagonad,
- . el elementos arrita de 1z

n\] - gnlrur] 1<) die sonal.

N::=0 ‘>J clenentos bajo la dia-

y

Habiendo calculado los elementos de las matrlices triangulares M ¥

Con&l.

N , se puede calcular la inversa de la matriz A como.

A =U7 T =NM
Si en ¢l chlculo de la matriz triangular inferior, L , 5e encuentra
alghn elemento de la diagonal gque cea nulo, l“ = O , entonces el mé-
todo falla, y serh necesario intercambiar el 1-é€simo rengldn con
cualquier otro renglbu.
Cuando la matriz A es simétrica, el procedimiento para hallar la
inversn ame puede acortar. Esto es posible debido a que A sa puede

expresar en la forma:




Donde /\ es una natriz trianguler inferior.
Al aplicar el método usado para hallar los elementos de L v U ’

se puede mostrar que los elementos de /\ estan dados por.
“(q - 2V =
Ai=(ai=g A )" iz
iz i Ar A i>j
j N
J) o
Aij =0 I <

Los elementos ulj de la matriz inversa de /\ puedon determinarse de

/\/\-J=I , lo cugl conduce a lo siguiente:
Uiiz‘l,/_"ii | =]
ui'z-g——u'———#' Ajr Ur) i>j
J Aji
Uii: 0 <
La inversa de la matriz /\ es una matriz triangular inferior. Para
determinar los elementos de /\-’se debe notar que para cualquier ma-

triz no singular A .

(A)" =

A

A
|Al

= (A

y por tanto

A= (ARY = (AT A

Que o8 lo que &e buecaba,




2.2.2. Plininpeidn de Gouss, En el procediriento de elimlnacidn de
Gauss, la primera ecuacidn se elimina por una combinacibén de ella
con las siguientes ecuaciones; esto sc hace para reducir a cero los
elementos OJ‘] j=2,....N. El proceso se repite para cada grupo
de ecuaclones a ser reducidas hasta que la f1ltima ecuacibn es de la
forma KNNLM: fy o+ (ref 3).

La solucibn se obtiene por un procedimiento de sustitucibn regresiva.

AX=Db (2,2.2.1)

51 las ecuaciones 1 a la K-1 han slido eliminadas, las operaciones
para eliminar la ecuacidn k-&sima pucde escribirse cono se indica n
continuacibn,

Reduccibn de la matriz de coeficientes

(K-) .
W Qi Q)

O 1=k+1,.......N
I O(}&-ks) =k N

(2.2.2,2)
Reduccién del vector de cargas

) (K-) O'(M) (K-y) . i=k+] N
b’ = b K b f=k+l. .o,

' - - l
Cl(f((k‘) (2.2.2.3)

en donde ¢l indice superior (k) indica el siguiente elemento a ser
elininado de la K-&aima ecuaccibdn.

Ahora se pucde ver que la reduccidn del vector de cargas es equi-
valente a tratar este vector cono una columna (N+1)-bsima de la ma-
triz de coeficientes y aplicar la operacién de la ec(2,2.2.2), se

puedo aplicor la ec(”.2.2.3) por separado, o la ec(l.2.2.2) a la mn~

triz argunen to[A . b:] .




Después de haberse reducido todo a una sola ecuacidn, ¢l procedi-

miento de sustitucibdn regresiva es el siguiente.

. (i-1) (i-)
HN- b, 'J%Q" . .
- VIt B s A 1B I=N=-1.. ... L
4 -—Qf‘”_'»' Ki=——5— '
NN Qii (2.2.2.4)

Para fines de ahorrar memoria de computadora, la solucibén se alma-
cena en el vectorID. Ahora, para un nfimero cualquiera dec vectores
de carga, se repetirfn las ecs(2.2.2.3) y (2,2.2.4) sin efectuar

operaciones adicionales en la matriz de coeficientes,

2.2.3 Reduccibn de Crout, La princiral caracteristica del procedi-

miento de reduccibén de Crout es la reordenacidén de la secuencia en
la cual los términos de le matriz de coeficientes se modifican. En
el procedimiento de eliminacibén de Gauss, la modificacidédn de cada
término, en la matriz de coeficientes reducida, se hace cada vez que
so elimina una ecuacibdn. Para calcular a mano este procedimiento es
tedioso porque requiere que la matriz de coeficientes se escriba mu-
chas veces., Ahora, en el procedimiento de reduccidén de Crout, solo
es necesario volver a escribir la matriz de coeficientes una vesz,
porque cada término se cembia directarente de su valor inicial, en
la matriz sin reducir, a su valor final en la matri’ triangularizada
llena (ref 3).

Esta secuencia de reduccibdn tiene ventajas si se utilize una coryu-
tadora, porque es posible eliminar todas las operaciones innecesarias.
Ahora, las operaciones de reducciédn para una matri” de coeficientes

y un vector de cerzas puede escritirse de la sipuviente mancra
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. (k=) o (K-)) -
(i-3) - Ay Qi J-Q, ....... ,PJ
qjj = dij- ,_kLTE’L“
ki
(-) 4 af e 1=2, ,
bj = b| TE (ke bT(‘ - |
kk =2 N

Procedimiento de sustitucién regresiva

RV ke 0 (R TN B

X -—_N__ x Jued )
(N-J) 1~ -J)
a Qs i

NN

Con el algoritmo de solucidn de ecuaciones descrito vor Jensen y
Parks (ref 3) se tlene la posibilidad de recorocer situaciones en
las cuales no se crean nuevos enlaces, de manera que un nflimero ma-
yor de operacliones innecesarias puedan eliminarse., Sin embargo, este
algoritmo requiere la creacidn de arreglos de indices los cuales
consumen espacio y son complicados. La necesicdad de almacenar arrve=-
glos de indices es desventajoso para una solucidn on ura couputadora
porque consumen espaclo, cokre todo si se trat: de una computadora
con poca capacidad.
Las ecuaciones modificedas de la reduccibn de Crout pucden resumir-
se como 8igue.
Reduccibn de la matriz de cooficiontes A

(K1)

i) _ K-
djj’= aj- gc(kl)okj

en donde

=) QH) / O(N -))

Qki = kk




i=Lj+1,,,, LY
K°=mc1x(Li,Lj)

(hn—G” %dm”d‘:; : J=2,.N

(2.2.3.1)
Reduccibn del vector de cargas

b”)" b; '(wbk =L+, N (2.2.3.2)

| ke
b“ 6“ / Q“’ Ko—me(L Lo, (2.2.3.3)
| = Lw,..... Y
La ec(2.2.5.3) se realiza despubs que se ha completado la ec(2.2.3.2).
En estas ecuaciones LNH = nfunero de rongldn del primer olemento di-

ferente de cero quc entra en el vector b

Sustitucidn regresiva,

o e -
Xy = bl im N
- m)
X = K= Qi X,

Nétese que Oi:jl)es remplazada por Cl(r(;) (Q;)/Okk cuando se aplica la

ec(2.2.3.1), Nbtese tambibn que las ecuaciones para el procedimiento
de sustitucibn regresiva se escribe de manera que sea consistente

con este alzoritio
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2.3 Comentario a loc métodos de soluclidn directa utilizando na-

trices ortogonales

En la prhctica en anhlisis estructural siempre que se trate de un
esquema de solucibn dirccta, es el procedimiento de solucibdn de
Gauss el que se ha empleado mis frecuentemente en cuaslquiera de
sus variaentes. El procediriento es efectivo en costo y numéricamen-
te estable; sin embsrgo, debe hacerse notar que una solucidn direc-
ta puede también llevarse a cabo usando otras técnicas, En este pun
to se definen rotaciones como otro tipo de matrices ortogonales que
se pueden usar para réducir K a una matriz triangular superior.
Como se¢ menciond antes, las factorizaclones de Givens y Housecholder
no son usadas frecuentemente en la prhctica, primero porque el pro-
cedimiento de solucibn no es econdmico, i se compars con el esque-
ma de reduccidn de Gauss, Durante la factorizaclén de la matriz de
rigidez, las propiedades de simetria y ancho de banda se pierden,
Una ventaja de ambas factorizaciones, la de Givens y Householder, es
que son bastante estables y pueden ser usadas efectivamente en la
solucidn de sistemas de ecuaciones mal condlclonadas, Sin embargo,
el propdsito principal de la presentacibén del procedimiento de 1la
factorizacidn de Givens y llouseholder es el introducir el uso de

rotacibn de matrices,

2.4 Comentario a los mhtodos Lterativos de solucibn

En la actualidad todos los pro-ramas j;randes en anfllisis estructu-




ral utilizan alguna forma de eliminacibdn do Gauss para resolver el
sistema de ecuaciones. 5in embargo, es interesante notar que duran-
te el desarrollo inicial de los mbétodos de olemento finito, los al-
goritmos iterativos de solucibén se emplearon extensamente y, en la
actualidad, muchas investigaciones se dedican a mejorar varlos es-
quemas iterativos de solucibn. Una desventaja bhsica de un método
iterativo de solucidn es que ¢l tiempo empleado en la solucibédn pue-
de estimarse muy aproximadamente, ya que el nfimero de iteraciones
requeridas en l& convergencla depende de la condicidn do la matriz
K y qué tan efectivos sean los factores de aceleracibédn usados.

Las soluciones directas usando una de las técnicas vistas al prin-
cipio del cap{tulo son siempre mls efectivas. Sin embargo, al menos
para un proposito ilustrativo es importante familiarizarse tsmblén
con un mbtodo iterativo de solucidn que ha oido usado extensamente,
llamado, el mbtodo de Gause-Seidel. El objetivo en esta seccidn es
comentar brevemente el método iterativo de solucibén de Gauss-Seidel.
Aunque los mbtodos de solucién directa son usados casl exclusivamen-
te en programas de anflisis estructural, es importante reconocer al-
gunas ventajas del mbtodo de Gauss-Seidel., Los esquemas de solucién
son usados efectivamente en el protlema de hreas de reanfllisis y
optimizacidn; aunque una forma de eliminacidn de Gauss puede ser mhs
eficiente, Si on reanflisis una estructura a sido cambiada levemente,
la solucibdn anterior es un buen comienzo para la colucidn iterativa

de Gausn-Seldel de la nueva estructura,
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3, EL PROBLEMA DE VALOKES Y VECTOKRES CARACTERISTICOS
3.1 Introduccidn

El problema generalizado de valores caracteristicos es encontrado

en muchos campos y una solucidn rumérica eficiente ha sido objeto

de muchas investigaciones recientes., En anflisis estructural tona

usualmente la forma

Kb=AMS

Donde'< yhA son las matrices de rigidez y de masas; poscen algunas
propledades distintivas lac cuales a menudo son usadns para wejo-

rar la eficiencia on la solucibn. Las propiedades mis importantes

son la simetria, 10 poco podlodo(porosas y bande:cdas) y su condi-

cibn de ponitiva definida.
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Antes de discutir algunon algoritros de soluciin, se presentan
importantes consideraciores basicas para la soluclén del problemra
de valores carrcteristicos.
El problema mhs simple es el de la forma esthucdar de valores carac-
tericticos

Kd= A (3u141)
Dondo ¥< es la matriz de rigldez, se recordarf que P( es simétrica
¥y positiva definida., Exieten N valores caracteristicos ¥ corres~
notdientes vectores carncteristicos que satisfocen la ec(3.1.1).
El i-é&simo par de valor y vector ccracteristico esth dado por
(7“,¢N) , donde los valores caracteristicos son ordcnacos de acuer-

dc¢ con gus marsnitudes:

O<ASAK . €], <A\,
La colucibn para FD parejas de valor y vector ceracteristico se pue-

de escribir coro:

K(b: (b/\ (7.1.2)

Donde (b es una notriz de orden r]xfaen donde las columnas son Llgua-
les a los fD vectores carzcteristicos y /\ ec una matriz diagonal en
donde los elementos de la diagonal corresponden a los valores carac-
teristicos, En cualauier crso (b=[¢, da y /\:dIOg(A‘)'IﬂHP
Se recuerda que si K es positiva definida, Ai:>()' i=1,__._J7
y si K co seridefintea 1oultiva 7y;3()' iz],“_,r\,donﬁe €1 nimern
de valoreac carceteristicos ron vilor cero ec fgusl & los rodos en
el sistema de cucrpo ri{ ' o.

Con nucha frecuenclo se coreide o lo sureprnosiclédn ¢ mo los en el

protlana de valores ¢ yo-b vfaticos rare el anfl - o v lpelone




En tal cuso, se considera ¢l proublema geacralizado de valoroes caroc-
teristicos.

Kb =AM (3.1.3)
Donde P( y hA son respectivamente, la matriz de rigidez y la de ma-
sas. Los valores caracteristicos 7“ y vectores caruvctericticos qﬁaon
las frecuencias en vibraclones libres y corrcapondientes vectores de
forma modal, respectivamente. Una matriz de mazas en banda, obtenida
en un anflisis consictente siempre es positiva definida, mientras una
matriz de masas concentradas es positiva definida Gnicarente si to-
dos los elementos de la diagonal son mayores que cero. En general,
una matriz de masas e¢s semidefinida positiva,
En analogia con la ec(2.1.2), la solucibn para ngalores caracteris-
ticos y correspondientes vectores caracteristicos de la ec(3,1.3)
puede escribirse:

KO=MPA
Donde las columnas en 4) son loa vectores caracteristicos y /\,es una
matriz diegonal cuyos elementos corresponden a los valores caracte-
risticos,
Se debe notar que el problema gencralizado cn la ec(3.1.,3) se puede
reducir al problema esthndar de la cc(Z.1.1) si M es una matriz
identidad.
Aqui y en los sigulontes puntos se dlscutirh la eolucibn de loc pro-
blemas de valores curacteristicos K(I):M) Y Kq):}\Mq)dc los
ecs(3.1.1) y (3.1.3)., Se debe hacer notar que todos los algoritmos
que use presentan son tambibn aplicables a la solucibn de otros pro-

blemas de valores caracteristicos, slempre que zean de la misma for-
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ma y 1as metrices satisfagan las condicionos de posibtiva definilda,

Yy senmidefinida.

Considerando la solucibén actual con computadora de los protlcmas de
valores caracteristicos, se recuerda la importancia de usar procedi-
mientos de chlculo efectivos. Esto es mbs Importante en el chlculo
de valores y vectores caracteristicos, porque en general requiere
mucho mis esfuerzo de comjutcdora que la colucibdn de las ecuaciones
de equilibrio esthtlco, Una consideracibdn importante es que los algo
ritmos de solucién deberhn ser estables, lo cuul es mho dificil de
llevar a cabo que en anflisiz csthtico.

Una variedad de métodos de soluclbn de sistemas de valores caracte-
risticos se han desarrollado, aunque la mayoria de los mbtodos han
sido dados para matrices bastante gencrales. Ahora, en un anllisis
de clemento finito o de anflisis estructural, 1la soluciédn requerida
es de un problena especifico, en donde cada nmatriz tiene propiedades
especificas, Los algoritmos de solucldn deberfn tomar ventaja de esas

— propiedades rara hacer la solucibdn lo mhs econduica rosible.

3.2 M8todo de Jacobi

3.2,V 3plucibn el problepma catfindar, El '.%todo de Jacobi es un mé-
todo iterativo que transforma una matriz real simbtrica en una ma-
triz diagonal, en donde loc elementos Jde la diasonal con los valores
corac teristicos,

Este nélodo consiste er aplicar o una aatriz una sucesiédn de rota-
ciones en el plano, derntinidas a reducir a cero todos lon elementos

fu ra de la diazonal,
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El método bhsico de solucidn de Jacobl ha sido decarrolledo jpara

resolver el problena de valores caraocteristicos on su forma ectin-
dar, este método ha sido extecnsamente usado y unas de sus mayores
ventajas son la simplicidad y establilidad. Para su desarrollo, se

pueden escribir las siguientes ecuaciones

@K(b:/\. (3.2.1.1)
‘qu): I (7.2,1.2)

Ahora, aplicando las proriedades de los vectores caracteristicos

en las ecs(3.2.1.1) y (3.2.1.2) con M:I son aplicables a todas los
matrices simétricas K con ninguna restriccibén en los valores carecte
risticos, el método de Jacobi pucde ser usado para calc\’xlar valores
caracteristicos, con valor positivo, negatlvo o cero,

En cl rétodo de solucidn de Jacobi se define la wmatriz H(como una
matriz de rotacibdn la cual, es selecclonsda de manera que reduzca a
cero un elemento fuera de la diagonal en la matriz Kk . Si el ele-

meuto(l,J)es el que sc qulere reducir a cero, la correspondiente ma-

triz ortogonal Fi( es,

i-¢sima
J-6sima columna
M
| |
wse  -5ne | i &simo
no €os9 4 j=b.imo rern;lén
)

Donde O es seleccionnda dc la condicibén que el elemonto(l,] )en KK,,

,
£0ra cecro.
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. )
Llamando al elemento(hj) enP<k por“i] Feousa.
()

() 4 o
tangZe= -_Z—KJJ-— i i KJJ

AT
y il ))
O=T/4  paa  Ki=Kjj
Se debe notar que la evaluacién numérica del(kq rcquiere f:.ica-
mente la combinacidn lineal de dos renglones y cos columnas, Tam-
bidn se puede obtener ventaja del hecho que la matrizl&K e8 simb-
trica para toda P<; se trabaja Gnicamente con la parte triangular
superior(o inferior), incluyendo loc elementos cde la diagonal.
Es importante notar que aunque la transformacidén reduce un elemen-
to fuera de la diagonal a cero, este clemento puede cambiar de va-
lor durante las transformaciones siguientes, Por esta razbn, para
el disefio de un algoritmo se tiene que decidir cubl elemento se ha
de reducir a cero, Upa eleccidn conzizto en hacer sienpre cero el
elemento mayor fuera de la diagonal. Ahora, la blsqueda del elemen-
to mayor consume tiempo y puede ser preferible, por simplicided, 1lle
var a cabo una transformaclén sistembtica, renglén por renglbén o co-
lumna por columna, el cual es conocido como ol procediniento clcli-
co de Jacobi,
Un procedimiento que ha sido usado muy efectivamente es el método
del umbral de Jacobl, en donde los elemontor fuera de la diaronal
son probadoc secuencialmente, es decir, rengldén por renglén (o co-
lumna por columna), y la rotacidn se aplica solamente si el eleuen-

to es mha grande que el umbral dado para que sea berrido.
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3.,2.2 lbktodo generclizado de Jagobi. En la ceccidn anterior se dis-
cutid la solucidn del problema estandar de valoret caracteristicos
K' :?\‘ unando cl método convenclonal de rotuclbébn de matrices des-
tinadas a reducir K a una forma diagonal. Para resolver el proble-
ua generalizado de}\Md),M#I, usando el método esthndar de Jacobi
es necesario transformar el provlema a la forma esténdar. Sin em-
bargo, esta transformacid4n se puede evitar usando el método genera-
lizado de Jacobl, que opera directanente en K y M .

El algzoritmo es una extensibdn natural de la solucldn esténdar de
Jacobi, el método generalizado se reduce 2l esqucma presentado para
el problemaKq):?\(D cuando M es una matriz ldenticad.

Refiriéndose a la discusidn en la seccidn previa, en el problema ge-

neralizado de iteracidn de Jacobl sc usa la sijulente matriz Fi(:

i-&s3ima

J=tolmu columna,

—

1-&simo

J &sino renglin

I
e ¥ 1

15

Donde lus coustantes ol y X son escoglidas de .anera que roduzcan a
cero sivultdnearente los elerentos (\,]) en KK y MK. 5in euwbargo,
los valores deos y ¥ son una funcibn de los olererntos Ki(i(,, Ki(i(),
K;T,m:r’,mﬁ“’ m'ﬁ?en donde e) findice superior indica la k-fsima iter-
acién considerada.

-
Efectuarndo 1o pultirticzeidn EKKF: y E)TMKE y usando la cordicidn

RN )
queKﬂ ymu ‘erfin cerc, e obtlenen lus don sifulentes ecunciones
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parau_yx:

MK +( +°‘<X)K|J+XKM (3.2,2.1)

h
( )
m|'\( ( +NX) m‘ + Xm” (3.2.2.2)
() (K (M
Ko K Ki;
- - u( . ug )
K W W
M My

(Las submatrices consideradas son wQltiplos cccalares, los cuales
()

pueden ser considerados como un caco trivial), se US8°(=03 =" K\}/ Jj o

En general, se resuelve para o<y Y de las ces(3.2.2.1) y (3.2.2.2)

se define.
K= K = ity
K = K")m” ;i i;
(k\ - 1K Ud (k\ (v
Kij = Kjjmiy - my Kj
Rm - (K\ (K) ud u«)
Kijmij - Kjm
y

V=KX ee=KEIX
El valor de X para obtener o<y J se determina usando,
RN (K (k)-—-(k) \
=— +S1gN
X=—- #5ig (K™) 2 +KiiKj

Las relaciones de arrliba pare o< y Y son usadas y tienen un buen desa

rrollo para el caso en que M la watriz de wasas es yositiva defipi-
da, llena o en banda.
En tal caso (y tambiln bajo menos condiclones restrictivas) se tione

que (k)

7 Ki' ij >0

y por lo tanto X uiempre sorh diferente de cero, kEn suma, tumblbn,




el det ﬁl#(l lo cual es una condicibén necesaria para quec el al jo-
ritmo traboje.

En la discusibn anterior del nétodo generalivado de Jacobi se in-
dicaron algunas ventajas de la técnica de solucidn. Primero, la trans
formacidn del problema generalizado a la forma estindar se puede
evitar. Esto es particularmente ventajoso cuando las matrices estln
mal condicionadas, y los elementos fuera de la dlagonal en P< y hd
son pequeiios o, equivalcntemente, cuando haya f{inicauente pocos va-
lores diferentes de cero fuera de la diagonal. En el primer caso la
solucibén directa deP«pz?GVﬁbvita la solucién de un problema esthn-
dar de una matriz con elementos muy grandes y pequeios, En el segun-
do caso el problena de valores caracteristicos es necesariamente re-
suelto ya que los elementos son cero, pequeios o Guicarente unos po-
cos elementos fuera de la diagonal en P< y hA no resoultan un camtio
grande en los elementos de la dlagonal de¢ las matrices, los coclen-
tes de los cuales son los valores caracteristicos. En suma, la rbpi-
da convergencla puede tardar cuando los elementos fuera de la dia-
gonal son pequeinos.

Se debe hacer notar que el mbtodo de solucibn de Jacobl resuelve el
problema simulténeamente para todos los valores y vectores caracto-
risticos correspondientes, Sin embargo, en anhlisis estructural se
requiere Qnicamente alpunos valores caracteristicos ; el uso del ué-
todo de Jacobi puede ser wuy ineficlente, cn particular cuando el
orden de K yMson grandes. En tal caso existen mbtodos de solucibdn
que Qnicamente resuelven el probleua parc un nfrero deter:inado de

valores y vectores carccteristicos requeridos,
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3in embargo, cl nbtodo de Jacoti wvuede ser muy cficiente, cuando
el orden de lae matrices K y M es relativamente pequesdio, la solu-
cibn del sistema no es muy cara y puede también ser atractivo por

su simplicidad y elegancia en la solucibn,
3.3 Método de Biseccibn

Los valores caracteristicos 7\ son las ralces del deterrinante aho-
ra, el nlmero de rafces de 1la ec(?.%.1) se ohtiene por la sucesiva
aplicacibédn del =&todo de Biseccidn, que se explice a continuacién.
En este mbtodo £e supone una ralz avroximada 7\‘ y un incrementoA.)\\

Se calcula A; y Avldonde.

K- AMI=0 (3.2.1)

d A, = IK-AMl
A, = IK=(A+AN) M|

Si estos determinantec tienen signos opucstos la ralz se encontraré

entre )\, yhfﬁ)\; .Ahora, el intervalo A?\, se reduce a le mitad y
en ¢l nuevo punto A,+A7\,/2 , &8¢ calcurla el deterninante Ag,

Az IK-(h+ AN/ 2)M]
Se revisa el signo de los determinantes A,, A._, Y A,,A2 . 54 1a
primera de 1as dos parejas tienc diferente signo, entonces la ralz

se encontrard entre }\, y }\j*‘ A7\,/2 « E1 intervalo A7\,/2 se reduce

& le mitad y en el nuevo runto 7\3"AN4 sc calcula el determinante

A,
A= 1K =(A+ ANGIM

El procediziento continlio hrsta conzesulr le exactitud requerids pu-

re lac rolces,
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5i al comenzar, lo: deterninantes A; Nj Agtienen el vismo signo, uvn-
tonces la ralz no ce encucntra entre ?\1 y 7\,+AA, , ¥ 8e tendrf que
dar otro incremento y en el nuevo punto 7\,‘*‘2&A, se calcula el de-

’
terminante As-

A=K -(Ar 200 )M

51 los determinantes Azy Agtienen diferente signo, el procedimien-
to anterior se emplea prara evaluar la rafz. Por otro lado, si el ce-
terminante tiene el mismo signo entonces la rafls se incrementa adi-

cionalmente hssta conseguir un camblo de signo.

3.3.1 GAlculo de los valores caracterigticos de una matriz tridia-
gopal ginéirica por el mbiodo do biseccibn, Este método se basa en
el teorema de Gershgorin y las propledades de la cucesibdn de Sturm.
Ahora, si A es una matriz tridiagonal simétrica,(ref. ™),

b g, 0

d, b,
Q000 b

Entonces la sucesidn principal menor de la matriz A"'?\Ies.

P(A)=d-A ., P(N)=(d-A)d-N)-B, , etc.

Para introducir P )\ 31 56 puede calcular todor los me.aores de la

R =g

relacibn de recurrencia.

PO=d-NRIN-BRON) (=2, ..n)

Ahora, 8l se defline G(?\)como el nGmcro de canbios de signo on 1«7

gecuencia E,)(}\),E)()\), . H?\) y eoto en, como el nfinero de




25

veces en el cual los riembros concecutivos on la secuencia difi-
eren en signo,

Sarth y asocicdos (ref 8) menclonan que ¢l chlculo de G(?\) ror es-
te método es muy estable para matrices de orden wodesto, La difi-

cultzd es evitnda rermrlazando la sucosidn E)(?\) por una cucesién

Clg(?\) definida por.
q(A)=P(A)/P(A) (i=11)n)

E1l nlmero 0(7\) es chora duado por el nfmero negativo q(?\) . ElCL(?\)

satisfoce l& relucidn, q|( ?\) - d,—}\

Q;( }\) = d:‘}\"tjr/Q;.,(?\)

A primera vista esta relaclén parece muy relisrosa, porque q‘(?\)

|

puede ser cero para aljuna | , en tal caro es necesario rempla-
zar el vnlor cero q”(7\) por una -~proplacde cantidad pequeiia,
Comparando el cblculo de C],(7\) con el de E)(?\) a8 obgerva que doc
multirlicaciones se han rewrlarzado por una divisidn; adicionalmen-
te, solo se tienc quc detectar el signo de cada C]()\) en vez de
corparar ol signo de P\(}\) N F‘)(}\)

Es fhcil ver que cuando trabajemos con el q.()\) la condicibn b,.#O
so puecde omitir,

El teorema de Genshgorin mucstra que los liuitos supcrior e infe-

rior ¢n loe valores car~cteristicor 2ctin dades por.

X Max = max {di+ b+ by, l}
xmin= min {d- b~ b, |}

log valores car-cterictico. se vncuentran 1 orde., depecrdiente,

+
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Bl Vétodo de Iteracidn Inversa.

El mttodo de Iteracibdn Inversa es efectivo para calcular un vector
caracteristico y el valor carzcteristico correspondiente,

Se supone que K es positiva definida, izientras M es la matriz de
masas que puede ser dlagonnl, con o sin ceros en la diagonal, o bi-
en puede ser una matriz de masas en banda, Si K os semidefinida po-
sitivamente, se deberf efectuar un camblo antes de la Lteracién,
(ref 2).

En la sclucibén se considera un vector inicinl parc la iteracibn y

luego s8¢ evallia en cade paso lterativo K:],z, RN .
ka"\:MxK (301}01)
Yy
x - _X_Ktl ( )
Ke) _ - v Sehe 2
(X* MX )*
LG} K

con la condicibén que )(l no soa ortogonal a M para ‘1)‘ significa

que XIM(I),#O, se ticne que

xm q)’ cuando K o'0
El paso blsico en la iteracifn es la solucldn de la ec(3.4,1) en 1n

cual se evallia un vector YM con una dircccibén cercana a un vector
caracteristico previo X« . El ¢hlculo en la ec(3.4.2) colo asegu-
ra quo e} tawais ce 1l M-pesada del ruecvo vector iterativo XKH
sca la unidad;
se necesita que x\-m satisfaga la relacibn de ortozonalidad de la
nasa,

x:-qM xm: ] (2, 443)

Sustituyenco en XK+\ do lo ec(%.4.2) n la (344 2) a3e cncuentra queo




la ec(3,4.3) en verdad se satisface.

S1 el escalar en la ec(3.4.2) no se incluye en la iteracibén, los
elemontos del vector iterativo crecen (o decrecen) en cada paso y
el vector iterativo no converge a (bl solo a un mlltiplo de este,
Las relaciones en 1los ecs(3.4.1) y (3.4.2) son el alporitmo bhsico
de iteracibén inversa, Ahora en la implemontacidn actual a una compu-

tadora es mhs efectivo iterar de la siguiente forma. Asumiendo que

y\:Mx, se evallia para K:LZ, cee

KX, =Y, (3.4.4)
Y., MX (344 5)

Q(-X—Kﬂ) - M

=1 — (50 Le 6)
xK*l yKH
Yoy i (3.he7)

=T = \%

(X7, )"
donde, con la condicibdn que yfq),f‘fO,

Yeu M(P’ (im) "—"")\, cuando K o0

Se debe notar que se pasa de la ec(3.4.4) a(3.4.7) con el chlculo
del producto matricial MX en la ec(3,4,1) para iterar en yK un
poco mls que en XK . Splo el valor de VKH e5 evaluado ¢n uno u
otro procedimicnto; —y—Kn es calculsdo cn la ec(3.,4.2) y serf eva-
luado er la ec(3?.4.5). Usando cl segundo procediricnto de iter. cibn
e obtiene cn la ec(2,4.6) una aproximacibén al volor caracteristico
}\, dado por el cociente de Rayleigh Q(Ym) . Esto e85 una aproxlima-
cibn a )\J 1la cual ec convenientewente usada para detern tnar la

converienclia en la iteracibn,
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Z.4e1 Iteracibn Frontal, Este mbtodo es coumplementario al método de
iteracibén inversa, (ref 2).

Mientres que en lteracién inversa se supone que P( es positiva de-
finida, aqul se considera que M es definida poslitiva; de otra mang
ra se hsorf un cambio. Se tiene que eleglr un vector inicial de iter-

acién X, , en el mftodo de iteracién frontal se cvalia, para

K=12,. ..

y MX, = KX, (3.4.8)

X
xk*\ = - (30 ln9)
(x*MX )
Ll ey
con la condiclédn que Xx no es ortosonal a hA para q% , e tilene

que
Xy (bn cuando K o0

la analog{a con el de iteracién inversa es que ce resuelve la ec
(3.4.8) antes que (2.5.1) pcra obtercr un mejor vector caracteris-
tico. Esto significa que en la iteracidn inversa se necesita trian-
gularizar la matriu }4 y en la iteracidn frontal cc desccr.one hA.
Un procedinicnto ce iteracibr frontal mhs efectivo que ol de las
cea(3.4.8) y (3.4.9) se pucde obtener urando ecuaciones que son anl-
logos a aquellzs vistas on las ccs(3.4.4) a (3.4,10), Suponiendo que
y|=KX, , se evallia pare K=1,2,_
MX., =Y,

L R

K‘S- bl (jtlh‘o)
yml =K§m|_ (Zotie11)
— x"'y

Q(XM) = =il (3.4.12)
xk'\ yk

yml = "x’-\— (3-“-‘3)
ORI
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con la condiclén quc l:y,#O

ym Kq)n e(‘im,)'_:}\n cuando K__._,.,oo

2.5 M&todo QR

En el presente este es ¢l mAs eficlente y amplio unétodo usado cu el
chlculo de todos los valores caracterfsticos de una matriz. Fl ne-
todo fue publicado en 1961 por J.G.F. Francis y dezpués ha sido
sujeto a intensa investigacibn. El mbtodo es bastante complejo en

su teoria y aplicacibn. A continuacibn se da una introduccldn al me-
todo (refs Sy 6).

Dada una matriz A, hay una factorizacibn tal que

A =QR

En donde F? es una matriz triangular y 23 una natriz ortozonal,
Se permite que A,:A y ¥ se define una secuencia de matrices Am,Om

y Rm por

kAN =
A=QR, AzRQ. m=12, . 20
51 [X satisface cualguler nﬁngro de suposiciones diferentes en esta
forma, entonces la secuoncia {Z\,;} converge a una matriz triangular
con los valores caracteristicos de l\ en cu diagen~l o a una cer-

cana matriz triangular de la cusl los vanloree coracteristicos pue-

den ser calculadon fhcilmente, En estn forma la convergeucia es ler-
ta; y una téenica conocida come cambio de orizen es usada paro ace-

lerar lz convergencia,

De 1a ec(3.5.1) soran derivadas lus sl uientes propiedaces,




-
De la ec(7.5.1) Rm:qu , ¥y hasta aqui.

A= GAQ (3.5.2)

Amu eg ortogonal y slmilar a Am, y =81 por induccibn AFA.DC

la ec(3.5.2)

AsQn. . QAG ... . Q, (3.5.3)

R=Q....Q

m
y de la ec(3.5.2)

A=A

msy

m

P

'm

m= 1
La matriz Pn es ortogonal y Um es una matriz triangular superior:

De 1a ec(3,5.2) con M remrlazando am+]

Q... QA=AQ... . Q

m-)
usando esto,

PU=AQ,. ..QR... . R=zAPU

§'mym-)
Despubs RU,: Q,RF A, , por induccibn en la Gltima ecuacibn

o Uz AT m=1
El métodoQR pucde ser relativamente caro porque la factorizacibn
QR consume tiemro cuando se replte nuchas veces, Para disuinuir
el cocto, se propera la ratriz en una forma simple, en donde la fac
torizacibnORee rucho menos cara,
51 A es ung matriz simétrica, esta se puede reducir a una mutriz
simétrica tridiagonal, Si A es unu satriz no simétrica, esta se

pvede reducir a une watriz similaer de Hessenberg.




83 esta es una matriz triangular superior e:icepto para un elenen-
to de la subdiagonal diferente de cero, La matriz A ca reduclda
a la forma Hessenberg usando el mlsmo algoritmo como fuc usado pa-
ra reducir una matriz simbtrica a una forma tridiagonal.

Ahora, cuando la matriz A es tridiagonal o Hessenberg, el método
matricial de Householder toma una forma sim=»le cuando calculamos la
factorizaclbn QR + Solo las rotaclones en el plano son usadag en
lugar del ubtodo matriclal de Youseholder porque estas son un po-
¢co mbhs eficientes para calcular y aplicar en esta situacidén, Hablen-
do efectuado AFQR, y AE-R!Q,, so tiene conocida la forma de Azque
es la misma de A, en orden a continuar usando la forma menos ca-
ra do la factorizacianR,

Supbngase que A) tiene la forma llessenberg, la factorizacidn AFQRJ

con el sigulente valor para Q,Z

quiﬂ{‘ Ve s .Hn_l
en donde cada H.( o6 una matriz de Householder,
Wy LT
H.=1-2w"W" 1<K <n-
- (k)
Porque la matriz A, tiene la forma de Hessenberg, los vectores W

puede demostrarse que tienen la forma especial.

W;(go para <K e i>K+ G
De la ec(3.5.4), la matriz HK difiere de la identidad solo en que
los cuatro elementos en posicibn (K,K),(K,K*‘]),(K“‘],K) ¥
(K+1,K+1) « Otra éosa importante es quo el producto de una matriz
triangular y una matris Hessenberg es una matriz Hesnenherg. Justo
multiplicando las dos formas de matrices, olservande los recpoctivor

mocdelos de ceros,
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Coumbl‘rando estos resultados so observa que R\ %8 una matris trian-
gular superior, se tiene quo AZ:R,Q\esta deberh tener la forma de
Hescenverg, Del resultedo anterior, AZ tombtién detard ser Hesuenlerg.
Solo entonces Az es sirétrica,

T g v T - T -

Az'(Q\A\Q\) = QTA\Q\ - Q\AKQ\\'— Az
Ahora sl cualquicr matriz simbtrica de Hessenberg es tridiagonal, se

demucstra que A2 es tridiagonal.

3.5 1 Método QR con cambios, El algoritmo se aplica generalmente

con un cambio de orijen rara los valores caracteristicos para in-
crementar 1la velocidad de convergencia,(refs 5 y 6).

Por una secuencia de constantes {-C"} , se defirne AIZA y

A.-CI1=QR_
Amﬂ:le * RQO m=1,2,. e

Las mnirices Amson st 1llarcs a A, 1dﬁspués
g
R,=Q(A-CI)
m m M
=C[+Q"(A- Ow
A, zC1+Q(A-CI)
-CJ+GAQC]
hT m
Ama QAQO m_?__]
Los valoren caracteristicos de Am”son los mismos que los de Am,
y ertonces loc wismos que loas de A .
Para zer whe especifico en lu eleccibn del cambio {ij , B¢ con-
stdora Gnlcamente uno matris trici--onnl siubtrica A . Para Amse

rernlte




A0 ..
[nﬁ)/g('lmo ) O

A /A _

A= |0

o4

Hay dos wmbtodos para elcgir{cm} , uno consiste en hacer C °<(m\

¥ que Cm sea el valor caracteristlco de,

(m) (m

-t (3.5.1.1)
/ém) (m
(m) )
El cual es cercano a ©&;. La segunda estrategia es preferible; so-
lo en alg\fn caso las matrices Am convergen a una metriz dlasonal
en blogue en donde loa bloques tlenen orden 1 o 2, En uro u otro

caso la eleccidn de {C"}garantim que

() ) (2.5.1.2)
et /. ""_"‘O cuando N—=0o0

generalmente con mucho mhs velocidad que con el mbtodo ori- rnal QR,

1Ak !K?AQ“IL 1A,

De la ec(3.5.,1.2) de (:‘; , 80 tlene que cualquiera
(m)
,,": =0 (M\ =Ocuando M-~SSEn la mayoria de los ca-

(m)
5085, Ly, converge a un valor caracteristico de A. y en el otro

caso similar, dos valores caracteristicos pucden obtererve fzcil-
mente de la submatriz en la ec(3.5.1.1).
El mbtodo QR con cam!ios pmede aplicarse a la ratriz red cide. lLa

eleccibn del cambio er ayudar a hacer la conver e..c.z inha rarido a

(m) {m)

cero de manera que sea mhc rhipida para 4 Al para




los reaztaries clemerto- fuera de la diazonal de la .atriz. Le esta
manera el método 7%k se cenvierte en un método general rApido, mhs
rapido que cualquier otro método en el presente tliemro. Para la
prueba de convergercia del método QR con cambios, ver Wilkinson,

(refs 5y 4).

3.0 M&todo de Lanczos

El mbétodo de Larczor ce .tilira pars transfornar el problemu ge=

neral de vclores caracteristicos como.

AX=ABX (3.601)

En donde A Yy B con matrices reales y simétricas, B es definida
positiva, el vector columna X representa un vector caracteristico
N 7\ e5 su correspondiente valor caracteristico, (ref 7).

El mbtodo se basa en suponer que una matriz de transformacibn R
que no tiene significado finico, puede aplicarce a los matrices [\

y E3 tentendo la sipguiente trancformncibn,

RAR=T (3.6.2)

RFBR=1 (3.6.3)

En donde T es una matriz tridiagonal simbtrica, I es la matriz idep
tidad. En la ec(3,6.2) tenercs que la wmatris F? es5 ortogonal con
respecto a B . Las relaciones en lae ecs(?,6.2) y (3.6.3) 8e usan

’

para trarsforiar la oc(*,7,1) con la siguilente Lrunldad.

Ty = Ay (7 Got)




s
\n

donde los vectores x Y y esthn relacionncdos directamente ror la ma=

triz de trznsformacidn.

X=Ry (3.645)
Ty
Premultiplicando les ecs(2.€.2) y (3.£.3) por (R ) y combirado ani-

bas se tiene:

AR=BRT (3.6.6)

Ahora, si los vectores de F\) se definen de lua forrma:

R= I:r” A F,J (3467

¥ los elenentes d¢e la natriz tridiesgonal T cono

— —

04\ 5}
B o4 S
T= A (3.6.8)

Sustituyendo las ecs(3.6.7) y (2.6.8) cn la ec(?.5.0) sc tiecLe ura
expresibn, de la cual A veces el ibilio sector de F\) se carbia a
- Q<.
At =SB =<Br +48r, (3.6.9)
Ahora, se obtiene una expresibn para el elemento de la diagonal
. T
multiplicendo la ec(2,(.9) por I; . L1 resultado es:
ol,= ,T g
! "'Ar' (é.G.!o)
porque los vectores ce R son ortogona’ s con 1 .lecto o . EL es-
ta etapa ©<; puede calcularce si sc conroce M.

El proceso se iniciu tomardo el primer vector [ couno:

ﬁ‘{”\/z 0, ,O} (3.6011)




36

Lae expre:lones para ﬁ; y el vector rm 805! neccsurias Lara con-

pletar el algoritmo. Arreglando los términos en la ec(3.6.3) ~an

ABr= v, (3.6.12)

donde

v =AR-A3.8Br -=<Br G612
si /.eotoma el valor cero, entonces V; se convierte en un vector
conocldo para todos los pasos, porque todos los téruincs en lo ec
(3.6.13) esthn definidos., Entonces Bcs definida-positiva, y vue-
de factorizarse coro yroducto de una uatrlis trianjul-r inferior y

una superior de la sigulente forma.

B=U'U (3.6.14)

Sustituyendo la ec(3,6.14) en 1la ec(?,”,12) sc tiene,

A UU =y, (3.6.15)

sl se define Z; como

2, = =Ur, (3.6.16)
entonces las ecs(3.6,15) y (3.6.16) dan una solucidn pera Zi a

través de un proceso de eliminacibdbn front:l, reprecentado por:

T
Uz:=w (3.6.17)
Para calcular /Eyl , 8e considera el resultado del producto inter-
no de Z; con su transpueeta,
T e 2o - 2
Z 2.5 3, U Ur»’é'/:))i (3.6.13)
Asi, + ge calcula como:

= 57> \%
/,‘:ﬂi—(z;z,') (346419)
Dividiendo la ec(3.6.16) entre /é)); re oltlene unn oxyresidn de
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donde r;,, puede ser obtenida por un proceso de sustlitucidn re-
gresiva, dado por.

UEH Z; 3‘. 6.20)

=]

i
El proceso se repite hasta que todo/ios elementoB de T Y los vec
tores de R son calculados., Entonces los vectores y valorcs caracte
risticos del problema se evalfian con ¢l algoritno 3K.
Se debe hacer notar que el algoritmo descrito anteriormente falla

clempre que/5i=0 (cormo se ve en la ec(?,6.27). En tol caso, el veg

tor I, se toma zrbitrarlamente con:

n =100,/ a0}

Aden$s, la ortogonalidad de los vectores en R tiende a cdeterior-
arse con cada paso; de manera que estor vectores serAn ortosonall-

2ados de nuevo con respecto a B despuls de cada nueva evaluacibn.
3.7 El M&todo dec Iteracidn Inversa de licuzeholder - Ak

Una importante técrica de sclucilr de trarsforiszcifin r- el wbtodo

de Itcracibén Inversa de Houneholder - QR, aurque os'e procediuicn-

to esth restringido a lo solucibén del problema esthndar de valores
caracterfisticos, Ahora ri ge considerz el problemuz de vclores caracte
risticos en la forua K(D:)\Mq), se deberd transforrcr prireiro el pro-
tlema a ln forma estindar antes de aj icar el mbtodo de oolucibdn.
Cabe aclarar que esta transformacién es efectiva en alsunos caros,
(ref 2).

En esta parte, se concidera el problcera K¢=7\Cb, an donde K ruede

tener valores carscteristicos cero (y tamtién los ruede tener ne-
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gatives), Este mblodn e Golueidn ascl comjurslo de Voo ci-uientes
tres naso- Je =olucldn.

1. Trensformacidn de Moussholder wue ze enpled rir~ roducir la ma-
triz P(z\ una forma tridiagonal,

2. Iteracibdn AR wnara calcular tedos los valeores caracterficticos de
la matris tridiacenal,

%, Usando Iterasibn Invereca, se calculan los " ectores caracterisa-
ticoz de la metris tridlagor~l y se transforman para cbterner los
valores carzcterfsticos e K.

Una diferencia bfisica corn ¢l mbtodo de zolucidn 1 Jacobi es que la
matriz P< se btransforwa primero a una forna tridlagonel cin efec-
tuar iLteracioscs, Entonces csta mutrie rucde ser ueada en la so-
luctdn Lterativa QR, en la cual. ce calculan todos los valores caracte
risttcos, li trensforuacibn de }< o unt forma tridiagonal requierc

whe opcoacionec numbricus,

7.7,V La Reduczién de Houselcldep, La rrduceldn de Hougeholder a una

forma tridiagoasnl involucra(rP'Z)tmansformnciones de 1la forma:
K2 = EYKWF?
K= RKR

(3.7.1.1)

MK
usmeKrK y Stocalceula

(3.701.2)

KERKE; K=1, . ..n-2

drg o0 lan Fa fOL At ieo g ae i foreaclén de Bovonpoldor, que

St dodure Y B - I _.6W“V‘\/’(T (3070105)
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con = ———2——— (3a7e1414)
© W, W
K K

Para mostrar cbdmo se calcula el vector \Nu el cual define la ma-

triz Q , Se cousidera el caso K:‘] , que es tipico. Primero se

hace una particlbu ce th’ y W, en submatrices como se muestra:
p= ~(])'Q_ ; w,:(Q_-
i l - ) (3.7.1.5)
— — __k‘ :
Donde K”,P, y W, son de ordenbru)— ) En el caso general para

K se tienen las matrices corresjpondicntes de orden(n-K). Eje-

cutando la nultiplicacibn de la ec(3.7.1.2) se obtiene

R (3.7.1.6)

57 (30?.'.66)

X |

Ke= Q! K,
i
I

0

donde X indlca un valor difcrente de _Eero, y

Kz P'*K”E_) (3.7.1.7)

La forma de K! en la ec(3,7.1.6) se lleva con F,) que es8 uha ma-

triz de reflevifn, Sin cwburgo, oe juede usar F,S paru reflejor el

vector k, do K, en (%.7.1.5) en un vector que tiene finicamente la
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primera componente difereitc de ccro. El nucve veetor tendrd ol tu-

naiio de k, , W, se determina de la condicidn,

(I_@V\/s_} =t Hk“z e, (3.7.1.8)
donde €; es5 un vector unitario de dimensién (n -1 )', eT:ﬁ,O,,..-,O],
y ¢l signo + & - puede seleccionarse para cbtenerse la mejor esta-
bilidad numérica. Se debe notar que finicamente se necesita resol-
ver para un miltiplo de W, . Se obtiene de la cc(3,7.1.8) un va-

lor apropliado para W,,

W, = k* Sign(/(m)llkllze, (3.7.1.9)

donde A, es el elemento (2,1) de K].

Con Wj definida en 1a ec(3.7.1.9), la primera transformacidn de
Householder,K:] n la ec(3,7.1.2) puede llevarse fuera. En el
siguiente paso, K=?2 , se considera la matriz Kz en la ec(3.7.1.6)
en la miomo forma como se consldera K, en las eco(3.,7.1.5) a
(3,7.1.9), porque la reduccidén de la primera columna y renglén de

Kz no afecta al primer renglén y colurna en Krz.

3.7.2 Iteracibn QR, En el procedimiento de soluclbn IHQK, la itera=

cién QR se aplica a la matriz tridiagonal obtenida por la trans-
formacibn de Householder de K . Sin embhargo, se debe notar que

la iteracidn QR ruede ser aplicada a la =matriz K con buenos resul-
tzdos y que la transforiacibn de K a una forwa tridiagonal oe ha-
ce pera mejorar la eficiencin en la solucibn,

Fn 1o sizuiente se conalderc VYo itopracldn aplicada a una matriz
sinbirica K .

El paso bhrico en la iterecidn es descouponer K en 1o fornn




K =0R (3.7.2.1)

Donde C) es una matriz ortogonal y F? es una matriz triaagulear

superior. Se puede tener la siguiente forma.

RQ=JKQ (3.7.2.2)

Para calcularl?(l se hace una transformacidn de la forma wocstrada
en la ec(3.7.1.1)

La factorizacibn en la ec(3.7.2.1) se puede obtener apliccndo el
proceso de Gram-Schmidt a lés columras de P< . En la préctice es
mhs efectivo reducir P( a ura matriz superior usando la rotacidn

de matrices de Jacobl, que se evallla como

Pr ... B BK=R (3.7.2.3)

nne == -
usando la ec(3.7.2.3), se tiene correspondiente a la ec(3,7.2,1)

....... = (3.7.2.1)
El algoritmo de iteracibdn éiF?ge obtienc reyitiendo ¢l proceso dado

en las ecs(3,7.2.1) y (3.7.2.2) usardo lua notacibdn K,:K, se forma,

K.= QR, (3.7.2.5)

y entonces
KKQ]: RKON (3-?0 20 6)
Donde pasando por alto, que los valores y vectores caracteristicos

no pueden estar en el orden usual.

}<é;—~—1=10\ ()’ ----- Cl(lf_ﬂ' q) cuando K—=0°

La relac'én de forma entre ¢) mftodo de oolucibz() y sinrle itcra-
cibn inversa sugiere que es posible una aceleracibn de convergen-
cia e¢n la iteracidn C)F? decerita en las ecs(3. .2.5) y (3.7.2.%).

Esto es verdad y en la prhctica la Lternciér Cﬁ?ex usada con crutlos,
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En la prhctica la iteracibn (}F? ae ajlics despufs de reducir lo ma-

triz P( a una forme tridicrconal usande las ratrices de transforma-

cibén de ilouscholder, lu solucibn ()F? serfi aplicada 2 le uatriz}(n4

en la ec(3.7.1.2), la cual se llans ahora |,.

Cuando la matriz es tridiagonal, cl proccdim&cnto(}F?es muy efectivo,
9N ~

ror experiencia, rc requiere de JMN° operaciones para encontrar to-

doc los wvcolores caracteristicos,

2.7.3 Chlculo de los veglorcs carseterdsticos, Uno vez que se han
calculado los valores carncteristicos, se calculan Gnicamente loe
vectores cnracteristicos requeridos de lo matriz tridiagonal'n por
simple Lterocidn inversa con cambios iguales a los correspondientes
valores caracteristicos. Usualmente son suficlentes dos pasos de
iteracién inverca comenzando con un vector uritario lleno, Los vec-
tores carscteristicos de T;cntonces necceltan ser transformados con
las transformccl:nes de llouseholder usadas para obtener los vecto-
ros coracteristicor de K : denotando cl k&simo vector caracteris-
tico de n para ql , Ge tienc, usando las ratrices de trarsformacibn

Fa en lo ec(3,7.1.2

b = PP Py (3.7.3.1)

Se debe notar que rgran parte del .imero tctal de oycraciones son

usedas para lu troncfortocibdr en Lo ec(2,7.1.2) y, en ructos caros
e neeensils _aleulay veclores carccteristicor, por lur trarsfoimu-
clnrues de veotores caracterfsticos en la ec(%,7,3,1), No obstante

pPoncts ue tl ofloaio o R carac!t +Litlco o “ no en

muy cooln oy gy gun Ta o, e ' recarocibe de K 6 Ubha Tiria
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que pueda ser usade efectivanenrte jor el proceso iterative r guie-

re rhs esfuerzo runérico.
3.8 Comentario a la solucibdn de sistemas grandes.

Los m&todos de solucidn de sistemas sgrandes se bassn en aljuros
factores fundeopentsles vistoc antcs, Considerando lu efectividad
en el procediricnto de solucifn, ninguno de los néicdos es siemrre
mhs efictente, la técnica de =2lucdn a &or usada rc escogerd de
acuerdo al probleua esvecifico a ser resuclto.
Ahora una solucibdn eficiente de los valores y vectores caracteris-
ticos es de mucha import-ncia en anflislc de superyosicldn modal de
sistemas grendes de elemento finito. Los procedimientos pura la ro-
lucibdn evacta de problewas grarnces de valores caracterlsticos han
sido costosos por mucho tiempo, ror lo que se han tenico que em:le-
ar técnicas aproximadas de solucldn y estas son usadas tranquilamente,
Ahora 1:s tlcnicas aproximadas de solucibdn deben cer usadas con cui-
dado y no pueden recomendorse rars uso geieral,
Es imrortante emplear un algoritmo 8ptlimo para el chlculo de los
valores y vectores ceracteristicos requeridos para el problema
K¢):7\M¢cuando el orden de K y M es grande, ec naturnl intentnr
combinar los métodos de solucibébn bhsicos vistos antcs en un es-
fuerzo para dischar téenicas nbs cfectivan, Los wblodos a ser dlue-
flados tomarén ventajns especificas de la solucidn requerida y explo-
tan las ventnjos de ceda procedi.lenio de sol .cibn bhclco que toma

en cuenta las carcclerlsticns ecpecif ¢~ de b‘ y hA,
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Existen dos wétodos los cuales son efectivos en andlisis de ele~
mento fiuito, ellos son: el nétodo de bisqueda del detcrminante y

el n&todo de iteracidn de zubespacios. Las técnicas han sido exten-
sasientec usadas en prozramas de asnhlisis de elemento finito.

Como se deflne un problera :rande de valores car:cterlsticos, en
protlenmas de anflicis de elemoento finito so0lo interesan los valoresn
car~cteristicos xfs pequeios, Correspondientevente, sc¢ define un
problema de valores caracteristicos como grande si este se abarata
wucho sl finicancnte se rccuelve pura los valorss y vectores caracte-
risticos requeridos en lugar de calcular todos los valores y vecto-
res caracteristicos. En gereral, el sistcma serl gronde si la me-
moria de una comput: dora de temaiio raconable es pequefla para usar

el nmétlondo de iteracibn inversa-louscholder-0R o la técnica de so-
lucibn generalizada de Jacobdi,

En tal caso ec probablemente mhs cfectivo emplear, el mbétodo de bls-
queda del determinante o el 1.étodo de iteraclbdn de subespaclos, ror-
que la solucidn fucra de la uermoria de alta velocidad usando méto-
dos de transformacibn que calculan todos los valores caracter{s-
ticos requiere mucho almacernamiento en mcumoriam y son caros, Sin em-
bargo, para una solucibn en weroria de altc velocidad, el método de
bisquede del cetersinante y ol método de Lieracidn de subespaclos
con e ofectivos quo2 el IHGN o el wbtoro de =ulucibn de Jacold,
por;ude cquellos culeulan direcctrwente {oin Jna transformascidn al
problema esthrdar dc valores caracterfisticos) solo los valores y co-
precontentes vocternn car-clerinticar gun se requieron, Fi orura,
derante 2V roceso do o Yveldn se toma verntajn e 1al caraclartls-

Lis ~ omprncad - ode 1o Latrioee Ky M,




El método de blsqued:i del “eoor fneat? y el altods de Lterscifin de
subespaclos han sido cesarrcllados rora la o lucily de loc FD =
nores valores caracteristicos y correspoacdlientos vecteres caracte-
risticos, solo usando cambios en las estrategias, las técnicas pue-
den ser modificadas para calcular el mayor valor y corresrondiente
vector caracteristico como se requierc en anf isis de pandeo. En
resumen, el método de blisgueda del determinanrte se pucde emnlear
para una solucibdn on memoria Jde alta velocidac de pequeios slste-
mas en banda, mientras que cl zétodo de iteracidn de subesraclos es

mhs eficiente en anflisis de sistemss ;randes en banda,
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4, CONVERGELCIA

F1 método mas comun para le convergencia de vectores caracteristi-
cos es el comparar la diferencia de los elecuentos correspondientes
de susecivos vectores arbitrarios, cada uno de los cuales ha eido

normalizado de tol manera que el mayor de los elewcrtos es la uri-

dad, para un nimero pequefio arbitrario se tiene

Up,j = un-hs < para toda J
El método no puede ser satisfactorio si varios de loc elerentos son
de diferente orden de magnitud debido a los efectoc de escala. Por
ejemplo, el dngulo de rotocidén puede ser nucho mds pequeiio gque el
de traslecidn. Una manera sencilla de evitar esta dificultzd es no-
dificar el criterio de convergencia couo sigue

J €

uﬂ'l,j




Sin cmbargo, este nétodo puede causcr problemas cusndo uno cde o6

elementos es cero o cercaro a cero, En tzl caso la diferencia entre
susecivos valores arbitrarios de los elerentos con valor cero puede
dar la impresidn de que se trata de un elemento pequeilo en magnitud.
lio obatante, serd un walor grande cuando sea dividido entre lJnJJ,
creando la impresién de error, parecerd que la lteracidn no conver-
ge, sir embargo el criterio de convergencia pucde ser satisfecho por
otros elementos del vector. Este problema puede fdcilmente cer su-
perado saltando espacios en la prueba de conversgencia, esto es cu-
ando se tiene un elemento muy vpequeilo se compara con los otros ele-
mentos del vector.

Por ejemplo, si en una estructura de raronable tamaiio se asume que
cuendo el elemento més grande del vector es normalizado & la unidad,
un valor de 10°€ en hecho reprenenta un elemento con valor cero que

no puede ser incluido en la prueba de convergencia,
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5, APLICACIONES

La finalidad del presente trabajo es como ya ce menciond hacer una
comparacién entre los diferentes mbtodos de solucibn y al mismo tiep
po hacer una recopilacién de programas de solucidn tanto para el pro
blema de valores caracteristicos como para el problena de solucibdn
de sistemas de ecuaciones lineales, enfocados a la solucibdn de pro-
blemas de anflisis estructural, de tdcil acceso on su anlicaclén,
Para ilustrar la aplicacidn de las sudbrutinac aqui presentadas, se
utilizaron cinco estructuras diferentes, cuatro marcoe y una chi-
menea. Estas estructuras se muestran en las figs 6,9,10,12a y 12b,
de las cuales las estructuras de las figs 6 y & se uosron para el
problema de solucibn de sistemas de ecuaciones y las ostructuras

de las figs 10, 12a y 12b para ol problema de valores carncteris-
ticos.

Para mostrar las carncteristicas de la ratriz de rigider y cowa de-




be ser almacenada antes de entrar a ser resuelta por a2lguna de las
subrutinas, se puestra en las figs 7, 9 y 11 la matriz de rigicdez

de las estructuras . las flgs 6, % y 10, ahora on las figs 3, 4

¥ 5 1a forma en que deben rer ordenados logc elenentos de la matriz,

ya sea er forma normal, en banda o en columna activa,

Tanbibn se rrecentaen tablas y fipuras de tiempos de rrocesado de
computadora(Bourrougs 6800), de variacién del tieumpo de procesado
contra el mimerc de iteraciones y tablas de frecuencias obtenidas
de probar las diferentes cubrutinas ccn los ejemplos seflalacdos arri

be,.
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6. CONCLUSIONES Y RECOMERDACIOLES

En e-te trabosjo so presentan varios algoritmos de soluctibn para el
problema de valorcs caracteriscticos y para el problema de solucién
de ecuacionec lineales, Se presentan tablas de tlempos de procesa-
do en la r=morla de alta velocldad de la computrdora, estos tienm-
pos se obtuvieron de probar los programas con los ejemplos 3,4 y 5
que corresponden a las figs 10, 12a y 12b para los de valores ca=-
racteristicos y con los cojemplos 1 y 2, figs 6 y 8 para los de so=-
luribn de ccuaciones lineales.

Do lo= progrouLas presentcdos de valores caractoristicos para los
ejemplos propuestos resultaron nfc eflicientes en cuanto a tieupo
de procesado, ¢l brisado cn ol wbtodo ON , ¢l de Bineccién.
Refercnte al problema de silveldn de .interzr le ccuaciznes linoa-

ler se procevitun vorios progre as brcados on ¢l nftedo de elimina-




eibn de Gauss y otroc c¢n el procedinicntn de reduseibdn de Crout,
que tembién es bLastonbe eficiente para el zase de nalrices roronus
como las provenientes de anfllizar sistewas ostructurales,

Con respecto a los tieuwpos de procesado, se obtuvo que los progra-
mas basados en el mbétodo de reduccidn de Crout son mhs eficientes;
sin embargo, debe tomarse en cuenta que todos los programas se usa-
ron solo, con un programa princival que lela los datos y escrlula
los resultados, ¢e los programas rrescntcdos unos resuelven el sis-
tema en banda y otros cn columna, estos (ltimos ocupen menos esra-
clo para almacenar la matrlz de rigidez, pero necesitan adicional-
mente un vector que contiene la direccibn Jde los elementos de la
dlagonal, ahora todo esto requiere un trabajo adicional que pucde
quitar eficiencla al programa, por la tanto dependerf del progre-
ma en el que se vaya a utilizar alguna subrutlna el escoger una u
otra,

Por la tanto considerando la eficlencla de los procedirientos de
solucibn, ninguno de los mbtodos es siempre mhs eficiente, y la tbg¢
nica de solucibén a ser usada depender& del problema a ser resuel-
to, tanto para el problema de valores caracteristicos como para el

problema de solucibn de ecuaciones,
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Tabla 1,

Frecuenciaseﬁg) del problema de la fig 10
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Tabla 2. Frecuenciaaogg? del problema de la fig 12a
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Tabla 3, Frecuencias del problema de la fig 12b
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Tabla 4, Comparacibn de tiempo de procesado de couputadora

(Bourroughs 6800) entre los diferentes programas de solucibn

de sistemas de ecuaciones para los problemas de las figs 6 y 8
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Tabla 5. Comparacibdn de tiempo de procesado de computadora
(Bourroughs 6800) entre los diferontes métodos de soluclidn
del problema de valores y vectores caracteristicos figs 10 y 12
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Esquemas de Almacenaje.
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PROGRAMA PARA SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

LINEALES POR EL METODO GERERAL DE CHOLLSKY
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PROGRAMA PARA SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES PARA HMATRICES SIMETRICAS POR EL mETQDO

DE CHOLESKY
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