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FLOLOGO

Bl prepdnito de ni terir, £ diseudtir diferentee nbtodos Jde wnllinie
de cononronen delridon de concretosy con el in de cuo sirvis. <o bos
e pere ¢l Jic 7 e Yoo mincor, ya que muchas eptruetures coito tun
techor) tangquan 7 silon) son oo mues ey 1n Ingopderdo, Adondn, pruede
sor upe gufn de estudio en Y faoultud, dobide & que exirte pack bie
blierrafds o Bepa“c) v e wy 1oco Jo yue ge cotudio en los cupror
gemeripilon de la rceceldn de estpucturan,

Lor eancerores delpizion da concPéyon re urar corupnerts i 2ol enk
yh oque ¢on cllo se cubres rundes clorosy teniende une baproriorente
aetbiign y adevbe oop do gonttmugeils ¢co dnfey Ha elguier covog
loo trep fugturer con invortunteg, f13 ecer lrogte 4uo o dos rop

lop predorfrenten,
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Los canctrones delyradon paru grasces claros estén limitadon ror el
alio corto de 1a cimbra utilizade, Cnando la cipbra puede usorse en
repotidas ociniones el conto ne reduce metancialnoric. tun 1initne—
cién nfe er ln fnlta de experiencia de Ingenioros, partieculurnente

en el unflisipg de fallas por pardeo, grandes deflexiones y flujo
pléatico,

¥n ol primer canftulo de la terio pe da la uofinicidn de cascardn y
lop tipon de oamcnronon existentes, on cl segundo capitulo se estudia
12 teorfa de :embrana do cstan entructuras, En el capitulo tres se eg
tudia 1a toorfa de flexidn, en ol cuatro se¢ diacuten nétodop aproxi=-
nados para cescaronces cilindricor, ¥n el capiiulo cinco se dan unk
porie de ejemplor coupardndolos con diferentes nbtodons En ol capftu-

lo seis me dan lae conclupionas de lom diferentes nbtodos utiligados,




1, HPRCDLOCI0N

Los conesranen Jol L Tog pe qefinen coro loter curvar o plesidian cuyo
cgpenoP on degue o en canpapieidn con lon otran luonsloner, rc pur-
den olunificar idn difereptes wanerun, vero la is confin vo por el ti
no de curvaturn) cxictiondo lon cnmcaronen de curvatura pimrle, do--
ble poritivi 7y doble nepatliva, Loo capsarones da ocudrvatupa oiunile
pon superficien dercpralliaan o derslesiiup vy cenoralmente son 9éng
09 9 cilindrioory Yor curckrarer o curvaturs doble nomitiva tiensp
dos ourvaiurps on ln ipa direccidn, nor Yo gepopal thepnsp IR 2piee
riencia de yn lo o atnlugloe 2ircorones de gurvatyure doble re-ugf
L tieen oup ety o0 o cireccioneg arusntan, cereralmanta t{oaw
en 1p apapisngis de o 13l de aatap o luct Yabeada,

Un erbi tends polo e estudi vl Iar Lorc oot U cupyburi b




v eapsc{ficancntc los cascarones cilindricos.,

hos cuccarener cilindricon o clasifican an caocurones cerradon y &
biertos. Loo cuncurones corrados son aqusllos cuya generatris sce apo
¥o on unu ouperficie cilfndrica cerrada oon elln misnn, de tal mane=
ri que forma un tubo. S5i pu genorairiz no es cerrada sobre pf wmicna,
enlonecos es un cascnrdn cilfndrico circulur abierto,

lion etrenrones ablertos @ su ver sr closifican an cortos,larges e ip
termadion, denendiendo de la relacidn radie-longitud (r/L). ¥n loo

cancaronen cortos la relaoién r/ L en wayor que 2.0, en los largos cu

relacidn os nenor que 0,0 y entre antoe valores no encuentran los

cagearonag invarnedion,
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lon cambion en la geometria no altoren ol equili~—
brio esthtico, La medida usual para lo validez de
entu teorfa em que el desplazamiento radial del
casoarén sea pequofic en comparuoién con su espesocr.
3. Be considora gque lasg oargas aotdan estdtioamonte,
El espesor de un oancarén delgado so indioa por t y siempre es pogue
fio en comparacién oon su radio de curvatura r, La teorfa de cascaro~
nes delgados ne una ocuando la rolucién r/t es menor que 0.
La suporficio que biseota al camcarén se llama suporficie media, en
donde por conveniencia oe alojan lon ejes ortogonales, con lo oual
ss define todo punto de la superficis media (fig 2,1),
En la acoién da membrana se supons que sl cancarén es incapaz de 8o~
portnr’ounlquier moumento flexionante y que las cargas exiornas son
trasmitidap solamente por fuerzan internas normalens y cortantes indy
cidas en la superfioie del caacarén, Es conveniento definir la ag——
¢idn de fuorzan en el contorno de un slemsnto de casocardn como fuers
ehe por unidad de longitud denominadon enfuerzop (fig 2»1)
292 Bouaoiones do equilibrio,
A} sxaminar un camourén oflfndrico se oupons qua la generatris en hg
rieontal y paralela al eje X, Un elomenta de esta superficie ootaré
1initado por dos generatricen adyicenton y don secciones traneyorgas
Yoo normales 8l ege X, 1a posicién de oualquier munto queda definida
per 1so coordenadas X y Re, donde e) dnpulo ¢ se mide desde un eje

vertieal fljo somo po ve en 1a fig 202 y 0 oo o) radio 4o} canoardn,

‘ , _ —




El

51 mo touh un eloponto diferencial de cancarén cilindrico, como al
do la fig 2.2, pobre cl lado aAD uctda el esfuerzo norual Nx on 1o di
reocién X, on ol lado IX ou vslor oo incromenta a Wy + (dliy/>x)dxy
on el lado a4, en 1n fireocidn Y, actdu ol esfuerzo normcl hé y ou
valor cc inerenenti en el loado D3 a lg + (634/b¢)d¢. Bl eofuerzo oor
tante l%x sctdu paralelo al lado 4D (direccién X) y cunmenta ru velor
en ol lade DS a Ny + (bu¢x/b¢)d¢; de nanera ainilar, lor ocfuerszon
cortanten en lon ludor Al y 1K son Nygy Hyy ¢ (bﬁx4/bx)dx, reapectd
vanent e,
El elemento aiCD estf an equilibrio hujo la wccidn do enton erfuer-
gon 7 lns cargha exteranr que pe apliquen,
Al resolver el equilibrio en lo direcoidn poritiva de X, pe tiene
que 1la fuerza totul en el ludo XX ep igual al valor dal nufucerszo nop
mal multiplicado nor la longitud del lado, ec decir,

iy + ’-S-gdx)ﬂd‘*
De munera ninilar, la fuorza total en el luado AD en direccidn nosit
va do £ op

whytd ¢

41 enfuerso cortante liyy, ea los ludon Al y Uy tiene conponente de
fuerea on la diregoidn do £, dadap por ~ly,dx on e} lado 4B y ep el
o D8 (s + Rii1e)ax,
La componente de fuerzu or cirza externs en dirsceidn £, es cinples

nente

Y dxdp
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donde ' = carga externa por unidad de 4rea on direccidn X
Si ne ounan ectas fuerzan y no {punlo esa suma con coro, se obtiene
Ja ocuacidn de equilibrio en dirococién Xi

(g + iggdx):mq, ~ N Rdg+ ("w + %x-‘(gi-ld‘#))dx ~ Nygdx + X'Rdxd$ = O

Al reducir términoc y dividir entre Rdxd¢ so obticncs

De munera gimilar, el oquilibrio en la direccién Y ooid dado pors
ig§! + bz¢ + YV a

donde Y' w carga externa por unidad de &rea en direscién Y

I'ara obtener la couuncidn de equilibrio on la direocidn &, ae obnerva

que el erfuerzo cortuanto ”x¢ no tiene resultante do fuerca en osto

direccidn, Hoto re pucdc ctpervar on la fig 2. 3a 4l moverce la conpg

nente do wa dorde D haoia A,

En el lado AB la covronente de N en la direccidn o eu N¢dx oen q*,

cone se obneyva en lu iz 2,3, 51 equilibrio en lu Jiroceiln & op

lig ¢ 'R0
donde .V e corpa extorna ;or unidad de¢ Aras op la direcesda o
doneido wonentan Clradedor de} 00y ne oltiene

Hy Jdadp w i Ndxdp e 0

[

10 cusl s} dividir eptpe !tixdy, conduoe 3

:.X’ ] &-‘;‘

Comg e obaesva con ents d11in: ceucotbn, Yo ruuacionss de pquils w

bpio ce meden relugir a4

ki 'p

T3 IR L
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Butan ecuacionesn se regsuclven de la sipuiente ronercs

]‘14, 2 - 'L, el

n w (! b—!-::& ,’. N

LA T £y{4) “
el

o X —a! E , g ;' N

i, . (X' 4 d%w)dx + Fe(ﬁ) :

donde fy y f? gon deterninastas con law condicioncs de frontera,

203 Defornuciones de Feambrana,

Debido o lon epfuerzon de membrondy la muperficie nedia ce oxtionde
pero no ,ira, Las deformsciones de 1w nuperffcie nclia gon . NG ey
en lar direccioure X v 7, yenpoctivanonto; txinte wdenfe In Jeformu-
cién por cortante “xp on ¢l Slunc €Y dehido »1 erfunrso qur

31 ve conpidera un atertal wwéiroro, hoogluno o linealpento Q&g
co, ademfe el enfuerto . fireceién w ac derprecia porgue ol cup-

curdn on delyado, da ¢ ~ooke conduae o (ref )
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Y ¥y ,

”X L] r:—‘;-(‘—x + 1(}') 43

i, ..zl_r(e, v ove) b
oy

y -~ -..'-.c-——-é

Px TR °

Ademfs de lag roliclones deformacidn unitaria-desplazanionto, consie

derando un rfoimen de deforuacionen pequefias, ne obtione (ref 2)

€. - 24
x d%
<., = Dy L ow
N Ao¢ Rt
- b3} Qy_
€, P
¥ " et oex

Al hecor estun pustitucionoen cn lac eon &b v ¢, Bo obiicnen los deg
plazanientos u, v y w on las direccionnr A, Y y 4, ronpactivanonte
U= P /ﬁ - VL¢)d + fBWﬁ
v s - 'TW'“ ) —L« el ¢dA + f (¢>)
W om - ht(“¢ - yux)

donde £ y I, Be detorainzn con 1' - eanlticionen do frontera,



3, TEORIA DE FLBEAICH
3.1 Cagoaronen cerraiot,

3141 Puargan y womanton actuantep, Pebido a la animetrfa juo existe

en lon eanoaronen cilindricoa cerradon, el ndmero de enfuerzon oo
considepablomente poducido, Un ecte caso 1ns letforunciones ron oinds
trioan con renpecto a) eje X (el de rotacidn), lo cual imnlic. e

Yoo epfyeregn cartipten ny y N, dclien devapupecer, yo qun 1)

VA
produpen dintoreidng Yoo momoptos Yoarvicn-nten Mxy 7 K;x tonbién vrg
dugen distorsidn s ron despreciabler (fig 1),

Debido a) eje simbtrico, para yna neccibn adopusl 31 cje de vot i
Yos sefuer:os Hy ¥ Hy no varfan 2on Y y son fupoidn do X, 20 ' Qe

4o que e} esfusrze cortante Wyy aroctado con Ny, e puloy !

Yar que les esfuyergos de flexifn, {onmliifn cono op €} oo de Jos gow
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fuerzos de mombranu, son fuecrzas y momenton por unidad de longitud.
Pontulada tal cimetrfa, los esfuorzos resultantoes son los siguionten
cincot N, Ny, By My Y Qyy como ze muostra en la fig 3.1, ademds,
oulos osfuerzos no varfan con respeoto a ¥, pero sf con rempecto &
X,
Iin coacarones con wimetrfa axial, es convonionte cambiar de notacidn
para los osfucrzos Ny y My de la sigutonto maneras Como Y=R¢, onton=-
oos los punton en la muperficie del cascurén verdn ipguanlmente defing
dos por lus coordepadns X y ¢ sipuiendo eots notaoidn, Y oo romploe
radp por ¢, Ny suctituye u Hy ¥y My se remplasa por My como se rues—
tra en la fig 2.2,
El ojo de nimetr{u neé considera cargado con la propidn radial que g
tdn en la direccién dol c¢je ., e onte modo, lus componontus do laa
cargas extornas cerdns

X'a oy Y a Uy, .o {previdn)
1 ope coastder. un ele gepto G0l de radjo £y ludes dxy, Rip como ne
va cn 18 fig dooy cu.aido nodimepte agtdu lu preaién radinl p en el
ailindre, lop errucrion vesultantes ron N, bt L H* Y 4y
Letos eefuaerzor non funcidn de “p por 1n sirmo solaasnte oxfotiph 3a
darivid:s con parncgto 8 £ en Yao couccionns do0 equilibrig gono oo q&
serva en ) fio 4,0,
Al reatyep el cmilivris cop reeecto o 4y ve oltjoned

‘"x + 2p§dx} ¢ o A dxde = G

4.
! 0




. 1’,:

51 pe integra estn eccuncidn pe deduoe que ”x dobo sor igual a4 una
conntanto arbitraria, 1o oual serd tomada como cero, asi es quo

an ctn» QO 3l

51 ne resuelye el equilibhrio en 1la dirvooién 4, e enduenira quos

dgz , My
dx R

——

+ pw O Je2
Tomando momentos alrededor del eje ¥ y ni me conservan solamenioe {6r
minos de primer orden
(hy + :-?%dx)l{d¢ - K, Rd¢ - Qgitdxd¢ = 0

lo cunl pe reduce a

% - g w 0 3l
Puede verpe que lap ecuaciones del equilibrio eatético aon tres, de
b1 o 33 y que son inoufiofenten pura determinay los clnco esfuers
ros repsultantes, por lo tanto, para resolver ol problema se nROces i
tan don cousoionen adicionales, que no darivan de la relucidn exip-
tente entre lom esfuerzon resultantes y las deformacionsn do la fusww
nerficie nedia como ce verd en uns secoidn pocterjor,
Jede2 n Ls euperficic vEP op Yw
ni dintanoie & deeds 18 supepficie nedia o® conoce gome la superf)
ofe 8 (fig 2o))y Lueo deformsolonen en X 7 en ¥ da la auperficio g,
#on}

‘.
iye -2k,

donde €, €, Bon lin defornssipnes noP alurganiente ; 71, 11’4 1op dew

formaolopes por c.abie de supyatups, gic #1 raza de capeopones




cerrdor e reduce o

-2 .
€, = (.:.‘.l - :;:-‘..;.’ dedit
‘j -~ 2.1;1!
201,21 !7licionen el T 1 paterial <el cazaordn

re nupone homogfaco, in6iro o y nperfoet catr cléstico, ce pucde -
nlicar 1a Ley de Hooke, Debido & que ol ~r - irén o delpgado no supo-
ne auc cl esfuerco Cl" nn 1o direccidn « tuade desprocinree ¥ que no-
1rrptn lon cnfuersor g - ‘T, ron importuaten, ue apte noto, lu Ley
de jlooke suedat
€ + (G ~ W})/;:
€y = (Gy - 00
Ba la cual B en el médulo de elanticid & 4 ¥ op 1o relucifn Jde
Polccons ol resolyer vara G v S entra est.n dog couscioncs £0 one
cuenlra que
7, o= WE, ¢ V411 -3')
Ry e VE (L - )
S4 e L i %) se coppidory nue i 1o itud de lo enoerfiede metin
ep unitapie, ontoncns 1u longitud da Lo cunepficte ¢ copd Ble(l~1, 1)
44 ahwors eo coneidera un elemento dg do 14 ceccifn tranrvoresl comn
pe muoptrn en Yo £ 7, ru Ares pocipecd. 37 porf (1 ::/r;_,}f!: y
de cete nodo Lo fucrsi or 16 cirsccidy - de octe clriento aoph
( b a/ryided,,
i1 erfunrda prial 1y, o fuepca  or upidad de Soucitwdy e ek

tiene cono




1¢
/2
Ny u'/il - z/ry)den

743
Al puntituir O, nc obtiene
7
e = [RQ1 = /)& o vEaa/ (1 = )
Lt/
Ny » EBt(€ + v€)/(1 = v?) 3.5

De manora similar, se obtiane

Hg = Bt( €+ v€)/(1 - +?) 306
61 no considera ol enfuorzio de flexidn Mx se tondrd que cl momento
alrededor de la suporficie noutva nerd (1 - s/ry)a¥.dz,
e oota manera, el momento total sobre ol esponor del cascarén, el

cual en el momento nor unidad de longitud o ol ecfuorzo de flexién,

raculie
t/2

R, nJ/:l - z/ry)av‘dz
“t/y

Al inteogrurso gnti ccuncidn ne ohtiene

My » =D(X, + +X;) 1,7
donde D « E-Tnln: - en gonocida cormo la rigides a la flexién del

21 - Y]

¢ co rhap de dguel cancra ra el cofuerso Mg, oe demueotra qua eptd
dndo por

Mg e <X, 40 ) 3.8
Aonf:, X f# yoap!
Pn ropuceny, 01 covitulr Yoc v dover de 0y £, 6, 0§ X,y 188 Sfeeme
gentep ecusciaats o r lag esfuor.on qiedan coqo funcifn de 1o

deavluznjentop 44 1 ruverficje adisg

s BL(RQE - cw), (1 -00) 39
lig o« (e e Jl) (1 m0) 3o
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by ~“§;& 3,11
l’i (" - “V“c':"’"‘g 30].,”
dy’

Yetnp ccuacionen arfucrso-desplasamiento cow lag 2 ~quilibrio pro—
worcionsy slole rv njoee 1 r~) cinn rce con lou cluco ecfucrw
zon vx, Ny Lx’ V@ ¥ oy o lom don desoliianientor u oy vy conducta

1n nolucidn dol problema,

fara resolver ecte problem: ne pelecciona une de loe desnlazanientor
nara obtener unn ocuceidn diferencial urdinaria, Bola ccuacidn dife-
rencinl e Jloms ceuacidn de connatibilidad. ¥pn este cron rarlicular
1a deflexién radin)l , nrord releceisyuds coun 1a variable dependien-
to y se halla de 1a si;juiente monora,

Al diferancine ls ec 3,3 aon racoectio s, e abliens

LR}

4 ]

LR ST
dx 3

6} afdir Yo oe¢ 3,0 te elpein &;& ¥y queda
4 v ;e 0 H1)
{1 puetituir el valoep ocerc de I;x da 1 e0 3,1 20 la vo 24/, e abtie

ne

o} puetitudr sote valar an 1. oeo L1l

Ny s <R /R LU
P17 TR S ccte ¢ 4
k]
- Ty i ‘51*"" .aQ};’
[\ B da*
dituir 8l viler g ‘e . ol
' sl oy 2R lLiEned
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dx*

donde g% w Rﬂ%’ o pie 31 - v2 ) /(R%42),

34144 Solucién de 1o ecunoiédn de compatibilidad. Como la eoc 3,16 ep

una ecunoifn diferenciel linenl ordinaria de ouarto orden, con ocoefi
cionten constantos, 1a soluoién consinte deo una integral partiocular

¥y una funoién complementaria. La comploementaria es la solucién de la
souacibn homogénea, obtenida por igualacién u cero del segundo miem-

bro de 1a co %,16, es deoirs

&i? + 4pt%a 0 3017
si po supono que
w n):Am o' 3;18

es la solucibn, en la cual A, 8 una constante arbitraria, Al pupti-
tuir esto en lo eo 3,17, pe obtiene
3 Am(m" + 43%)e a 0
que B0 matinfacs ai
nte 48 0
lan rafge. de emta eouncién ne obtienen cono
net(3g 1)n

s} sustituir este valor on 1a ve )10 1» aolucidn pars « correspondy

rd s
. .',eﬁ“ +/1)x
}
Donde Ay & A 4 90N 6onutARten APLLLPAPIAR 0onple e, La eousoién antg

; f’(’» o f)! . "ij’(‘ o« ))f A ™ w i)
+ »20 * h3‘ ¢ 44( A1)

rior muede redusires, al sustituiy

pom 3x o (9 F%¢ gmifix)/2




1)

y o, ron gx = (0iffX o ¢=IBX ),/ T
a la forma
w - oﬁx(cloon Bx + C,oen Bgx) + c‘ﬂx(03c05[3x + Cycen gx) 3,19a

en la cual Cl a4 04 son constantes reales arbitrarias. Ectn ecuacién
roquiero de la funcién complementazria £(x), que o5 funciédn de lan car
¢a aplioada, por lo miomo la ecuaoiédn queda finalmente oomo
w = ¢PX(C, oo Bx + C, nom fx) + €~PX(C,00n B + C, son Bx)+f(x) 2.19b
Una voz detorminado v en esin formay, loc enfuerzos renuliontoes con
cbtonidon por diferencinoidn gomo cipuet

Hg » ~Btu/r

My = ~Dd?u/dx?

Heg = vMy

o " ~Dddy/dx 3
Lan oonstontes 01 u cd son olegidas pura satinfacer lan ocondiciones
de frontera del problema particular considerado,
312 Gancaronaer abierion,
32,1 Bguagionen de equilibrios 4 bien su polativamente fAoi) ratue
blecer lanm acuugfones sobepnanies an eate problema, la nalucidn no
o fAoil y de lan teorfas propuestos, todue deanpdan hipdtesis #imws
plificudoram para aobtener lu solucidn, Lar nds simples son lan #stae
tlecidan an 1n tcorfa de Scharep (rof 3) que esiullece lus pipuientes

Linbtesiss

{a) La relacibn Ar ®airson tiens yn valor mile

re 0 (1)
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(b) La floxién longitudinal Mx 8s poqueiia en compara
¢ién con la floxibn trunaversal Mg y do este mo-
do My puede desprociarse, en decir

P 2 0 (i)

(o) Los esfuerzos hx¢ y M¢x ool POqUOTIon en compara~

cién con Mg y por lo mismo pueden denpreciarse,

es deoir

qu‘- pr - 0 (1i1)
(d) La deformucién dominante ee en la direccidn lon-
gitudinal (direccidn X), llanada €, dewprecién-
doso asf a ¢, ¢,, on decir
€,= 0 (iv)
€,» C tv)
De ente modo lop enfuerzon recultunten non Ny, lig, ”x@’ "¢x’ H¢ y
g 00mo oo ye en 1a fiy 3,4, 81 tonar momentos ulrededor del eje Y,
w domiparege ;o que Lx es coro, Lou ki Slcuis de Jchiorer nop juctiw
ficibles ya que ee han comparado con teorfan muclo nip rigyrouis,
dando regultodon adeguados (rof 4),
tquilibrio en li diregcibn £, oi ro conpiders up elenento difersg
cinl con ladon dx ; Hdg, co o) sanidente (£ 4}
(lig ¢ %:)W » Ny« (hyy oow by du v AVdRAY - O
que wl dividip por ixd¢ conduce o
%§% ¢ %#é%'t A 0 Y

v ®n 14 direccifn Nd¢ y 8l despreciar témminoe de




segundo orden ronultn

ON N o
Mt B a0 3,21

Al renolver el cquililbrio cn la direccidn oy ze obzervard nue aparie
de 4¢3 Hg tiene una conporente en oo Cireceibn, como se ve en 1o
i 345, arf que la ecuncidn commlaiz oo como cipued
("1‘# + '9%?,'14’)@3” %l’dx - ;',d}:cox‘, “ét 4 Jligdxoen -‘% 4+ AVRAxdd = O
conro d¢ tiende a cnro, 1a ccureifn ro preduce o
41 tomar momentos recpecto Jdel eje X, e obticne:
. My , . .
U'd’ + %a“‘f)dx - !4;(11 L -g“;i( &dq w i
que po reduce a
amg |
Reg ~ 4=V 2023
4l tonnr nonentonr alrededor de ., ue obiiene rue
H *
Hox = Uyy 204
lie ento modo ae tipnen cinoo rouncionne de equilibrio y seip esfuers
Roa "#" g wer Hyo ligg ¥ "”o Deten obtenerre ccuacioncn wdicioni—
lep que contengrn defornioiones, curvitubur y deeylacumionton pury
1legar « la rolucidng oln eabupgny wnten do yroceder con coin, se ty
tablecrrln relacioncr etpe Yy hy PO wlirinacifn entre lap cop
2020 B 1,24,
AL oelinlnar og eutre 1ar ece N7 g fl 0 g8 coceentri que
LR TR

S elintnap B g, Lgy anbpe Jus e0 3oy Bl o o doze tadrd oue

; g ,
nt - 2 RN 306
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Al eliminar By entre las ecs 3,25 y 3,26 la ecurcién resultante ec

Sk e qaE - 2 - .o 3,27
Al conciderar las ecusclones de deforscibn y desplazamientos de cur
vaturas se demostrard que M¢ ¥y Ny se exprosan como funcionec del deg
plazamiento redinl w, con lo ocual 1ln eo J.27 ne expresa comoe una e—

curoidn diferencial parcial de w,

31,2.2 Relucionens decnlazaniento~deforneeidn. Todo punto de lu super-

fioio media del cascarén diferencial sufrird dosplazamicntos u,v y
w en las diroocionea X,Y,I respoctivanente,
La doformacidn ¢, de la vuperfioie media en la direccibén X oo deriva
exactamento de lo miowa manera que en el cano del oapcardn cerrado,
resultonde ignunl que la ec 3,4a excepto que du/dx corropponde a du/>x
. dado que u en funcién de X y ¢} anf ne tendri quoi

€ - B 3,28
La deformncién €, en la direccién Rd$ se obtione de 1a siguiento na~
nersy i ur elemento . = .d¢ de la secoidn norntl del eje A we dag
plisn uno cantdded o en la direopidn fd¢, tal que U oe iueve 8 B o9
1@ A0 murntre on Y@ i Y08, entoncen el mupto adyacente ¢ pe dop
placard unn gentddad v ¢ (v ad)de 8) punto C', Act la detormacidn
de) eleopto en 1a dircceibp Wig, lobito 4 e plocwniepto, eo
(T2 w ) w av/ (D) an enloayze, debido al decslaz-dento ¢, 1a
deforpagidn de) clenepio B ap 1a direcoddn ¢ rord cono en o) cueo
del crmcirdi ceprndo, 1lannda »/l coup pe wucetp: en 1n £ 1,0, Je

#ote nodo, la deforn cidn total ¢ en Ja direceidp Ad$, Acbido & los



deaplasanienton v y w, sord

o R - W
€ Rdp R

L)
L]
s

D

Por otra wirte, ce debe connidersr ln defornsciin por cortontej la
fir 3.7 muostra un elerento de otscurdn en ol nlono &Y con su defor-
macién nor cortante,
91 4 smufre un feeplaniniento u, ontonces el upto ndyrcente D one deg
plazord o D' oen unn cantidad u o+ d¢ v de ente novin, el cunbio en
el dnrulo en 4 zeris
3% A sufre un desplazuniento v, el punto adyacente ! rufrird un deps
nlapamionto v+ Ridx hasta I' y ol cambio dol 4ngulo en A sord %Y;.
La deformacidn por cortante ¢,, ez ol canbio total on o1 dnrulo en
i debido a los denplazanientes u y v, an desir

€,= ;&”j; + %{‘ LW X
S exaninnrd el cambio de eurvatura de la muveriicic mediaz an 1a di-
recoidn Y, Al conpiderar un elemento IC de la cuperficie media de
longitud Rd¢, anteo de que ocurra la flexidn, ol rudio de cupvatura
pord N, dervuln do la flexify ee noverd a la ponicién BYQ! de ta) my
nora que 6l nueve radin de curvitur: perd r:',, ¥ ol fnpulo foroudo nop
tap puntons D'y €' warf d¢' oo e ve en la {17 N,8,
Ahoviy 81 giro apgilar op 7! doly’y 1 desplassaiento w 95 8 My

el riro mngular en el muato e ' coyrd Bs }v;?‘ Jn w

Pop ceasetrfla, el fnrulo d¢ re

ES d“ 4 3031
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Antes do lu flexién, la longitud del olemento IX ca dn = ld¢ y de op
to no obtiene que # = %%. Donpubn do la flexién, se tondré ds = r§d¢3
de onto resulia que 4 « €= y ol canbio de curvatura X, en la direg
Y

olén Y er

X,=

<4-
i
l_

ajo

- -
]

sls

X, s

al suptituir d¢ de 1 ec 3.31 sa tendrd
X whsit 332
Como se eupuno que‘nx os despreciable comparado con M¢ inplica que
X, me deopracin on comparacién con X,
Al introduoir 1n primera suposicién de Schorer (v = 0) on las eco
365 ¥ 3.0 mo tendré oow Bte, y Ny e <DXg
Al custituir ol valor de ¢, y X, do las eos 3,28 y 3,30 so obtiene
Hy = Et%”.- KT
u¢ " -El’R :, WM
donde I« t312

3003 tolucibn de 1 rcuncidn de gompativilidad para owubgy gludtpi-w

give H1 £a usen lis syponiciones de dchorer (iv) ¥ (v), on lae ogn

32079 ¥ 3% ne obtione

s

eXinipiP v entpe artip ecunclones e tepdrh

fady
'f?‘nx' . = M
Lo T2 Hae

de 1 eo 'y 33 al uepp 3o npuagids «nteriop ae obtiene



i

)
4 : g, o
T LPRI
RY 5" on’ R bx

do nofocomo Ny 1 quedia en funecibdn do w inicanente,
»

Al diferenoinr la ec 2,77 don veces coan raspecto o ¢ quedard

6 4 3 wd 4

5°M N 5 A4
po O r el %T("Q#%? - “LJ%) Ll iy I
A L0 F AN R Bad$ R i RYa

y al suptituir a M¢ ¥ “x de lag eee 3,34 y 2,30 la seutecibdn ~ntorior

sc¢ reduca a

8 IR 404 33 5,3 .
m" ] § N %(%p = .8(') ) ¢ L!bl(‘#)t 3. 3”

Eotr oo unie foran aodific ¢ de V. Lguecisn te Jetorer 7 la rolucidn
como ncuncibn diferencinl »areinl en muy tedions, 3in ombario, on
cagenrones abicrton del Li-o wostrado en 1o £ 2,10, on 1a cual la
rirides traneversal imnlica que la deflexifn en lan orillap cp desm—
rrecinble, 1a eccuncibdsn ro reduce d una cenucidn Jdiferencial ordini—
ria que oe :muoho afn neAneills le rarolver, Detalles do enti roduge—
cifn ne dan de la siuiente sineri,
Lor comeironen eflfamdricor abicrtos como entructuran dec techon nor-
malnente me apoyan op lan orfllas y © r lo mieno la deflexiédn radinl
w derapopece bR onPra iniforge tendrd mu vilor nxiao on el conw
tpos 3 6o tena el aricen en o) centro del omucarédn, 1a doflexidn
a9 nuede poapidorar gomd

ow | cop kX LW
Adonle Y » "/l
en 1o cunl 7 o9 9810 funeibn de 4, o iede obzepvapr que esti fornma

pars « setisface 1as gondigiones de fronters on Lo direceibn 4, ya

que w depicarece tara $ e 2 L7 0 ec nfking en €l oentpo,
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Al conslderar la ec 3,38 con ol miombro derecho ijuulado & cero para
doterninar la funcién complomentariu, ne tendrd
9 th‘w
b Ym0
Al pustituir 1o solucibn dada para w de la ec 3,33 en ln oeuucidn an
terior y al reducir términoc ne obtiene
28, 0" a0 339
do?
8 6 4
donde 0 = %P~k
La ec 3,39 pe resuelve gi no supone quo
W oa ftMOM"J 3040
dende Ay, en una conntanto cualquiora,

4l npuectituir el valor de W en la ec 3,19, oe tondrd

& rolueidn de exti eccuncidn er

Pod{ag w) gy (Brac) 341
donde a e U,903879520% ¢
¥ G = 0, 10.26824324 ¢
Gudo yne de 1o octy prides - do ol 1a e 441 aeben tener una
enprdonte wrbitporte arociads con el y ool Lo foram finel pura W,
L. 1 Yo oec 00 g

.‘f‘(« B Cam )y e e (e e BN

i

=(pi'li,)«i” ‘/,491.)4’ i, ‘L)r‘, e

w Pk

—

ey dordo vy # ﬁb o conetintre GPLILPAPICE Coupln Jug,
1 ueir 1ag pelaciones exfotenten cnplye Jog funcionec asponenciales

©yar fur foner Lineri8lgcon tpimooo #rican, Jo en T, 1 ve Peluge @



nen 3¢ renh ad )

1

d = 2| a cor ;3¢ coeh ap

¢ cop adp cash fif -~ d renad asenh g

¢ con 2 nenh up = £ nen i conb af
s enmad nenh gb o= howon ag conh [y e
dondz g, bye, d, oy 0, rhoson cotntinter ronlers,

i 01 cngcardn alLierto se corea pinftriconente en 1 direccidn 4y 1n
ee 1,23 cora . one nikalifics consider.blraeple, Sann f) curcordn ne
auren rizbtricasente slrededar de 4, entoncee 1o deflexidn redinl w
debo tarbién cer sinmftrice, Qrededsy el cjc D de epte oo o b
bién er rintirice «lrededor dol ¢je 3,

Buto iarliea quo « debo tener vilorer idépticsn en lon arcor pouiti-
vo ¥ neputivo de ¢, en olrar rolalrens, el ooe ustitiye o tdy 2 =b rn
1a ee 43 lor v.loree de o deten ror i dleey e aple sodo 1o conp
tentan o, £, o ¥ h pon cers y 1o colueién quedad
"a Mlacar, ) corhay = L ren g reph vy
¢ can i eneh b - d penat penh ¢ 3,84
Lo etoluycidn  ura la deflotifn rodinl o re obiiene uaundo el valor Jde

§

aoen l.ee g b0 Caiae oo funcibn com-lement.ris  fa}
tarf{r & =4ir la interpad sorticelor, que ee funcidn de Jan couporene
ten oxlernin ée a.y o uue re evinjper 5 As tiada,

Lise funciones conrleneptor: .« de loe ecfuepgor y loa atyov <oy Jogg
afeipton ceréng

Yy w ~Bi~ﬁ%¥gaﬁ kx Sedda

H s k¥ ledho
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"¢ - ﬁ;%%gcou kx Jedbc
Nyye = ﬁ%%%$a°°" kx 3e45d
By = = g%g;g;gc;n kx Jad5e
s ~ E;;%%%%;nen kx Jeglr
ve - ﬁ?ﬁ%%%%7°°8 kx 34460

1,2,4 Minciones connlenentarias en forma tabular. Lins funciones com-

plenentnriae para lon csfuerzos y desplasamientor re encontraron di-
ferenciando a w con rospeoto a ¢ varias veces, en nimeron paren o in
paren, de acuerdo con lac ecs 3045 y 3./5C, Ve ente hecho re oueran
don tioy de funcionas ~un tipo cuando in derivada ecc de orden nar y
¢l otro cuando 6n e ordon linpar—,

3n asf cono lap funcionen coaplementarias de lon esfuurzos y los deg
plazanienion ge pue.wen tabulur, Lup derivadas de oxden par oe encuaey

tran en lue tobla 1y lan de opden ifapar en la tablae Il,

ey Intecracién particular mars ear-a uniforae, HSe oupondrf pop

piplicidad  un la carge vertdcul wndtfowme p opor unidal do Lread  ao-
1t en lu ceacidn tropaversal e re auentra en 1. i 3y J6y

sin enlorgs, en 1. dir coids £ po enjure que o (ec 3, 3) e fynoién
do cop hx ¥ por Yo mirc or sunendrd que  lé coopga arlicads b nord
Laat:bs FPuncibu e con by) ant: Simtribuciln ne aue tra oo g (i
ks 14 NCE FT ] 5ok o« de e
eard , = poeun kyx, donde p = Agfw,

A} resslyer an bur dipsceiones i loo ejes coapienados te $ondrh

Al & Q



Y' =« poreng con kx
SV m D ocond con Rk«

Al runtituir entor valoren en la ccuacibén 1.27 ee tendri

C 6 . 4 oy Vs
¥y, R w . DL gon ¢ coc ko 3047
48 104 i

a integral perticular de lu ee 2,47 st obtione =l sunoney
» = G peocp con kx
gue £l ne rurtituye en 1a re 3,47 conduot -
. Ayaipd)
¢w BB (14 tPW/T)
11
Fvtluedr estn conntrnte, ce obtienmn 1v: derfo incdinitas, u cabert
y - (CEI;it*~ ) p con 4 cor kx
- ~(BI/R*) € ; ren p con wx
!E¢ « (BI/R*) ¢ 2 cor ¢ cor Y.
211 * J;;;(R):') con ¢ cop %
Ii) b (/&) nen ¢ pen kx
woe Jy, (BUKY) cony ren kx

v e wIn/(BREEE) men ¢ ces kv

donde J & (NI0 0% )




4y ROTON0N ALPERLLTTYOR

4ol 1800 de 1a viT.,

¥) dipefio de caccarcner cilfudricon re juode hreor do canera simpli-
fiowa do acuardo coit 1o eotablecido en el rurual de  ASCE (rof 5),

donde g6 dan coerficienton para el clleulo do carcaronsn con diferen~
tea relogfones /4 v L/rp - in caberro, cuanto no erieten entar peli-
cloner re dele hacer upo do £ 7Y g, lo cunl requiscre de l1a 8plum—m
6idn de 4 ecunplonar rin i e

B) "obtodo do 1@ virw" de burdgren (ref ), e} oual s8lo gontiene cQ
50 fred nitar 1 e 3y T /1Y gy 6) aphliete ceneril del arco, sp uac

con wuficionte oreciciln tunto on gesc/Tonts do cupveturs #inrlo gow
ng en casehronce 1dltinles,

Leg ouigoieionce del aftado dr 1u vigsy adenis do 1ee yruales dr 1n




“9
L~

T Plevify ot
1, ‘dar 1on ou Lan e upn preetdn bronaverno) Lire.
nan 1 afoun deflesidn ve Lien) y doaflooi’a Lori-
ronto Ll omalag
. bor cortante 100101, nioecfusrse ooind Lo U1e
s ida, tamnoco Sornivnater oo 1. ceceifa troasier
l“&llt
Lag sunoeicionst hechas caavtituyen lus 1i- itazisnee del wbtodo y
euando ectan cupozicionos no ooa oivtas ¢an la accidn del c.ncarfn
eate ubtado no pe puede o lic.r,
En el nétods ne hosen dow cflatlort ol cAloulo do ln viga y del arce,
2n el ofleulo e 1o vire, lor cufueryon lonsitudinslen y loo erfuer-
zop corientea de weabrons fa calsvl g con la fdrenla do la flexidn v
cértanto oi; vipan (11 1),

Bl oflecula dol srey en -n poco »fe cozxplicato, a toaa un elencito

49 longitud dx 3 un o considepan liw Pusrzac que astian
on diyepotpnne tpanpvernculec, conn gonl cal tornn, ecfuorerp dof
tonte do ool gy o, 0 sea sdltivlen, lon aomops
tor y fuar e de orilln (fig )y U1 fo 1 raps el wroo

14 camonspta vertica) del e fuerge cortarin Gitereneial ('V.u/;‘tb.

whpy coge 1. peancifa ' I en arcop, Zutos cofyuchs
goe mue 4t 1 wrea vpxlucey mosrptag tpear Glee, €9
iy

& ot
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nelen gaucadon por carga unifornemonte distribuida sobre la proyec—
0ién horizontal de un capcardén soncillo, Lae sipuiontes ocunoionen
non desarrolladas por Jamos Chinn (ref 7) y son exactas en cuuntio
lnn hipbtesis pupuestas on el método sean exactas,

Beuaciones para las deforumaciones y fuersas,

31 eutor (Jenes Chinn) obtuvo las niguienton ocuaciones al usar el

cuerpo libre de la fig 4.3, ¥, es la suma do fuerzen verticulen, 7y

la cuna de fuorsas horicontales y N el no. ento alredclor de la futep
peccidn de F, y ol arco del curcardn,
L
(8t2/12) O, ™= ‘/mtw
N y “\
(3% /12) (8o = /x'm;,vu, b
¢
Propiedaden de 1la noccibdu (fig 4.3a)

9 - --—.-w nen 4.1

X
1 n’[«r, + (son ¢,)( com ¢, = rzu%f--) 42
4o 20 (men i = hoen o, )] 4
corga muerta (£ig 4,3b)

B,ow pils, = ¢) 414
N pn'[oon ¢ »o0omyg ¢ (nen ¢)(s = 45,)] Ard
!ﬁ*ﬂ“ » pR' 2 son 4, = ¢ (oow ¢, ¢+ 1) A6
%-(A.,)cs » pht' [i’n aun 2, ¢ Aoy, =2 . 47

Sargs uniforae (fig 4, c)
% e pi( nen g 4t

oot
Fow ame(pen p, > BRI ¢

2
a;{ﬁﬁ»fyi - 2pen 4, rea ¢ ¢ ‘) 409
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g . . 2 5, oo ., i’ L‘ol(/
'I'J"“““‘ e e g T o
2y 3 . ;4 o2 1 . en” ¢,
l':.'tl;.,_.( h)‘ . 28 [t 1", i’ - 5-00:-, Py ) - :;::0:15 b, - .._..‘/._] 4611
[ i~ u - .

Cortonte diferoncial (Lig 4.34)
T ~i-—[i)l---- + 1(rnu i, + nen D)

- (-—-u-fk'( R, = O + ¢ Cos 4>)] dell

wi?®

1.\“ - 1 E’.}z 4’;:’) m\n' i’ l”'n‘#:’l(col 4, - con ,# _¢rg ¢)] [).13

[

el
cor ¢ = con § + Cf.’l..fw. - ?(ncn ¢, t+ nn $) o+ f-——é-——f

8

€
—tp <

a
—y

] coen?
+ g_on? i)j_c on 4’ — w-’-&?k‘ﬁcn¢ ., —‘....l};._i)lr‘(w_n 4)
i
[}

+ :'.‘..._..TL cou ¢ - -.—”-.i’l-] 11.14
b
A2 g, . w? fnon ¢y 1) _ #f aend,  oend &y
-1.50(..;, " --I-[ - b, (cou¢, + 2) 3 ¥ C
N scxz¢ #y m“d"‘tk(con b - 1)] 2015
X
" 8 .
;‘B}fr,‘(Ah)CE - ﬁ%’[&‘b. + 2‘1'"'0“ ¢y + i'li"’umm‘ $ ¥ iifﬁ
ooy |(2.) _ c')uhf‘_l , ten ‘f’k) 16
N “ by
N en 8l centro elhrtico (fig 4. 3e)
I a Hopit(oong - -9-%-21) 41
k
B 0 'BE
“Tabos - '
08 )
~rBulez = glion 419
' e ol cuptro nlfrtigo (110 4, 30)
a1 ¥
L'!i-raog‘ 2 ’(‘:.E Ar0
7y |
By = 0 40}

" procedinicnto pare recolvepr 1o ageidn del «rco #pl Lunur las eor
£aGy ApYiy Laly g 40 O jiebs obtenop ol manenio Yooy Juepo suusP 108
cen AyTy 4i1Yy 24016 ¥ 4917 con o cuwl ne oltiene g,

Soi los volores do Ny i ligg, ne puedon clteiuer Jor eafueries 1.
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N¢ mumando las ecuacioner para los Ny para las F respectivamente,
4+ 1 8todo dol elomento {inita,

4e?41 Raprenentacién de la rurerficic, Xl nétodo peneral del elenen~

to finite es trataio a fondo en otras partes (ref &,9), es por esto
que la discunidn ne huré nélo u ouscaronon delgador de poca ourvatu-
rie Bl primer paro del método er dividir la superfiocle mwedia on ele-
nentoa de frea, se ha encontrido que los elementos triunulares y/0
lon rectangulares son convouicnteu de usar (fig 4.4), & continuacién
po neleccionan punteon en lag fronteran del elemonto llanadoo nudor,
Entop uudoe son tonmidos come lor ,untos de ecquing de leos elementos,
pero e jucde; releccionur nudos aliciomalsc a lo lurge do lar fron-

teran de 1o elomenton, por ejeplo er low punton medios,

40242 I'rincipio do ler depplusumientos viitudlee, Las ecuuciones que

relucionen loo purdactror de weeslaganientlo y cargad oXternos urliq&
dae pe obticnan por wilicarifa el I'vincipio le Veaplac: dentos Vire
tusl uy Bn 1o que migue, pe conadrolliord Ya uatris prucrcal por dea
plasemiesto virte.) pore Gh vanewdSn delg ., el8stico v deambe ne
eopacificurt pura Ui ca-o P de coou cwivetura (ref 1), 1B deaurrg
110 sy one que Y. Jdefor ibn cort cote trancversil se Jeaprsciatle,
i BB Curlsovi R

T . {d'; ?ll{’ll}

- {/. , t.'(‘l}

dode Ty { . vectorer dp & fueres g Geforia b, pespretiveicnte,



ara el eano cllitice linad
~ ~ . "
T = U( - )

-~

¥y oeuando el anterinl er ivdlropo 2 cuedot

4y G\ 1-—:«3'-)

T orinedrin de depmlousoicntor vivtwiloe ectilleee tur 1o tiomiente
sourcldn delie vatinfocersy nora eualauior vorinclfn de lon e tlanne

niontoey es decird

W . X v . t . .
/rd" de d¥ « //13 Conut uV e / At e
v \v ’g
tonde ' Lo ooeteds de desplenaoientons ea n. unto

Y

Yo lug fuerses de aneros
P« lan fuersar de cuperfictr
A€ @ Ll diferencial de 1o ratrin de defornieién

i oo trsbadun oon fuerpas oxtarnue por untdad de Apcoy, 4y de 1b plee
porfiote edin) ep doolry cu cappeni oL aiealyy Jor eho de 1R cotliew
cifn anterjor coant

/ L. ' .’.‘;\1‘ o / - jll] [ . Ao Jald

v ¥
on dn ousl Gw { uy, vy w )y T el L D) contionen dus leenlizom
abeaten da Lo cucerficle ooy cepten do L dntepuftod e

fucrgan peforidor 1 nareo Yoesd en o G4, L1 Sy Shoee tang &

a¥ » dadly lur o nl Fouy desi reag Tineel 1 £




al integrar con respocto a [, on ol primer miembro de la ecuacién

del Principio de Denplazamiento Virtual, oconduce ai

/6-‘1‘ 4< av ./[ﬁl' d3+ﬁ'1'dk]u 4423

v

donde 1 = (fi,, N

21 Nyp)
) (Tal, Koy Mla)

1!

Los valores N y K oon los esfuerzos resultantes y eofuersos de flo—
xi6n, respeotivanents (fig 4,5),

8¢ puede interprotar @ los olementos o y ;z, oono las medidas de de
formaoién por alargamiento y flexién, respoctivanente, Para sl oaso

eléntico lineal

N ow tf)( L I ‘b) 44248
L L i hd
¥ %-él)(/l - k) 4424b

en donds ¢° » i-/é"dc
ke ffien
34 me usan lan eoB 4,22 y 4,23, ol principio de desplesanionto yipew

tus) toma la foruel

/(ﬁrd‘{o W ak)aa ./v‘mu 485
A

Las expreniones aprepiadas para 1ae aedidas do doforvaoidn en téroie

noe do 1a superfiole nedia de traslsoidn (u) v u) y rotacién (3, 4)

pon lio sicufentens

o w84 - oyt 41268
TR L

“3 . by w’y 4.26b
.. pukls

1~ b * vy e 4260




B~ 24
B, -f,’-g
k,z-
lu:-g-s'%'a .
v PIPR ?fiiy 4e21

4+2.3 Hatrices de fuerza nodal y de rigideg para un elomento. La fig

4,6 muestra la notaoién para el elemento n, donde ny (i = 1,2,3,4)
gson los nudos del elomento y 8 bn las dimonsionon proyecctadas en
el plano, Las matriccs de traslaocidn y rotucién para ol nudc j so eg
cribon como ii,, 5, respeotivamenie} donde “\'xd - fu,v,u }J y

pJ " {B, ! ﬂz},

Lo enterior defino a la matrig de decplagamientos para el nudo j o

nen
- uy
UJ - Fj'
La motriz de desplagamiontos para ol olemento n serfi

-

Uy,

Un' )

ﬁnm

En 01 nétodo de deplasanientos del slemento finito, se enpiess inirg
duciendo un desarrollo para los deaplasaniontos (u , v pw ) dol #le-
nipto on funoién d'o up conjunte de pardastros, 10 que conduce Al

e Knin 1Y)
Fn donde 7, oentiens los parbaetros pars ol elemento 0, y Ay depende
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s88lo do las coordenadan locales i, iu Luego se determinan las expre~

oiones para las deformnciones en funcién do d,,0i se usan las relacig
nes desplasamientos-deformiacionas el resultado me enoribe ocomos

o~
’C‘an

o%n ¥ 4= Bpoy
Al sustituir lu couacién anterior sn lu ec 4.29, lu contribucibdn del

clemento n eastd dada pors

fﬁTd(Eﬂa )+ MTd( By, ) dA = AaT[j(ﬁZ K+ By M)dA] 4y %00

l\n - P,

y TadA -Aﬂn/"\npdﬂ 4000
ixn

34 8o sunonc quo el material eg olﬁatioo lineal, conduce a sustituir

”~

€ ,4 on 1a 00 4.24, lo cual 1leva as

R e tBB 5, - tDe® -4y Ma
N - -—Dliban - B5k 4, 31b
12 12

pna vog quo ;,nv conoco, se determinan i y i en cualquier punto den-
tro dol elomento i se usan lun ece 4,31, 3i ece zuntituyen lop eon
4930 y 4431 en la so 4,25, al transferir lon téraines contonidos en
la deformacién inicial en el mienbro derocho y ne cxpresa o1 princi-

plo de trabajo virtual, ce obtioner

L]

P s o~ By
aES R G, e S0P,
on la cunl n = nimero de elamenton y
{ (15758, + bﬁbﬁ By dA 42328
e 1/(f\n‘p e thaset o {-.iq,u )da 432D
n

34 re rolacionand, y GB 80 necenitn usar 1s eo 4,29, y o8 esoribe

8 sontinunoifén

4n n°n




3
nl orden 5} debe do mexr ipual o nayor quo UB,n que para ecte ca~
no op de (20X1)s Al suponer que C, on ouadrads y no singular, =e pug

don escridbir que

nw C3l Ug o 4433
Al pusiituir Fn en la ecuacién anterior, la forma final del princie—

plo do los desplazanientos virtuales ont

a0 %, b, «EaldT B 4034
n & hyn " Fyn R,n-né. Byn “Eyn '

< z=1,T ¥ ==l .
dondo hm’n -=C K C 4r 358
y P, wgb® P 44 35b
. E,n n n
donde EE nY ﬁ} y Bon las matrioes de rigideces y fuersas nodalen

] ]

roagpeot ivament ¢,

A4 Denarrollo da lon dac;latamientos -~Caco de coonlenadan earje-

planan on caepceronds de poca curvaturs- o El paco orftico en ol méto

do de dasplanunionto de)l elenonto finito es la neleccién del doanrqg
110 do la funcién de cecrlazamientos, en decir, la forma de A 4 Papa
«plicur lap ecn 4,35, re requieren 0 parfmetyoc de deoplazamienton,
Taubibn pare que el n8tg.o gouverds, lon desarrolloo de lou desplbeg
santonr fncluirdsr (1) Todan lap renibles dernlanarienton ds ocusprpe
pinicay 5 () dodop Yor entados da deformacién unitor:e, oionkiewios
(re€ 1) w0 5otr8 - Lus condieisnes anterioren non ~ufieicater poe
ro oque el nfiode gopverjs huacis Yu colueiby jool, La b ibilidad
do dorplazaniento total es conrlotunente diffefl de ratiofacer rara
Uit elenenta de earcardn » flexid:s,

Las docarallos dn tudin pof




W a a,X + e +  a X7 A4 360

[T 06+ (16;’; + (17Y + QB;';Y 4.36b
Wa Uy “;o“ + u

2 =3 kY &y
+ aMY 4 “w'( + a . L7+

+ u:,ﬁz + a,i,‘_{3 + n,,xs‘f ¥ ap kY 4637
En la cual X, T son coordenuder looalos (fif 4.6). Las eca 4,36 hen
pido upadup pari. esfuarsos planon y 1a eq 4427 puri flexibn de ele—
montos planse rectungulures,
Lon desplacomientor de traclecidn (uyv , ) pon coppatidbles & lo lar
go ds lae fronteras del eleirento pero lio ¢onpatibilided de 1o pendien
te op 1a frontere po re rutipfice, bHeto: decarrollon epatinfacen oXue-
tamonte lop rcguorimicntus do c;hvnrpvucia ert el cumo do placar pla
nacy Los dercrrollos para u , v 4, no ¢ .ntienen todon lon tfrminos de
dopplaziunienton do ouarpo rigido pove el epro curvol ya quo se deepre
018 In toreidn debdbidu . 1o curyaturaj ne La demoriyade que la pinpli-
fioretdn anterior or peruinitle, ec decir la cclucién convergird hati
tunlnente heedn 1o polucidn verdadora,
Para doteruinag ﬁn v ;n, ge el gy R lusgo e reclina Yop

amlticdichoionen ¢ in e 1 cyanes pevrr riear, Por oprvepiencia oo ups

e} pubdrdice py Li foroa <o s Vi ece 40 7 40 3T £ro oo vipyel

o e

T
s g T
el
—

i a
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Al detorminar e y,l do las ecs 4420 ¥y 4227 y si oe expresa la natrin

regultante en forma particlonwadn como:

5, )

s,ll] {"n

b oa [ 3 Bb,u“:’}
]

debido @ que w EXII;II re puede oseribir

ot
f
=
=t
o]
—

'
[}
[
1
]
|
]
i
]
'
'

2%z
Ut
62
- ;-y-%ltn.

- o2ty
b xdy

~

D:;,II“

II
4

La forma partiolonada de L v P de 1a oc 4,32 er como ripue

am PYIRS ! MI\ e
By, 10Uy, 3 g thy, 1Dl 11
 a e emeer e g e meame i an e e e .o dA
: /\,'l\ -~ 3 ";i‘ ,.'..
aindtrica | tB,,110“9,11 + %ng,IID”b,II

- % AN
,\}‘ 10 “n,l D e

Fn/‘ . -...112..--...- — s e we e m e s dA
Ny - R

11 Vet ﬁ:,n b v b ’7,:;,11 et

da obpervis que lon térainsr gue ¢ontienen ﬁn,ll non 1os debidos o la
curvitura, A) £inal oo dd li savrip }?n de peundy onlen purd un cppe
eargn indtrops Jo cunemor conntante (wpéndice 1),

Unn vep peadisndo 1o apteriop re determina é auoa tlndo Ja natris
Ux § nars elle ac cenyenioute fotivducip ppisero y  pups Okds miin,

aego v, Cineleente; vy gy fp UUFE Sue 18 dnvernibp reb nbs rhotl,

Eeto cordued & 10 wairig outojdi; onal 5'.




. : -
N {
1 .\ B
b s eam e
~ ' [
0V om|U 0
6o g
) v (O [ ;
: v 2

. vy . -
Lnt. ven eblonida U ~¢ obtiere 37 mor iiterconbio de columnac,

oS wdntena Ltotel Mo ecuceisnen, L ve d.30 wo rebe rotisficor no-

re toli. verdacién doe lon deppiecaniconton nodalos, Unz tecuencia norn

roftucir 1a co 4e2d o Jonarrallar lar L Arices Jde roplesanicont oo

-

talen de eadr elencato, U, ep térainoe de la natric de cenplosie—

'l’n

-~ ~
rmicrtor del nude U, » luo.o i, uaiar ton coeficicnten do UJ el waling
J

ladon,

De erta daneri

a:l,n " {Ai}ni} =1y &y K 4

51 ne particionn ﬁn.“ v P X de acuerdo con la purticidn de ﬁJ 6o

Y
olbticne

Rond

PE..‘L = {P.\,L} ie 1! 2’ 3! 4
k T * {An,lj]
Gon crta notacidn 1. re 424 va ercribe comd pipvol

~n ~ " a:
U B, e FA it ¥ Fed
iy Hoong o i

~ 1y ~ . ~y ~ o~
¥ ATS T, o, At v Aol
N hyn o n " %p’ 'u‘(%’. 4‘11,15 :;J) '-

Sy ote hinee By, g0t ol vt e total de wudon y ee doline U oo La -

trig de derplrzpmfenton totzler, e degirs

latd

Y- {l"p [:. YY) ':’“h" (,‘}H:' w 1)

20 gale sxprecir, charig b e 243 ouro

AWK g. L'Apr

.
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Al introducir ol requisito quo la ecuapibn antorior geo patinfechon
pari cualquiar Ai; el sistena de ocuacionen conduco at
Ku=P 4029
1 ore saparbln K 7 P en ¢aren marticionada, al trabajor con eliion—-—
ton mucesivon, lan contribucionos para el elemento verfn directumon=~
te de la eo 4,25, (fig 4.7b)

on P ﬁ; , on el renglén ny (i« 1, 2, 2, 4)
1

en K ‘&n,ij en ol renglén ny, columna ny

1 pago final os introducir las condicionon de frontora on la eo

4437

Una voz que M sc conoge, oo egsanhla U8 \ ¥y detorninn ;n si oe usa
'
1o 6o 4533 los momentos y ecfuerszon rosultantes se evaldan al apli-

oar 1a ¢o 4421, Lota operscién e realica para cuda olenento,
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5, WILINACIDS
Bieanlo 1, Toncue cilizdrico vertieul lleno con liqjuido,
Gonsldérese un tanquo cilfrdrico, llero con liquido do donsidud
(£ir 5¢1)s Lo presidn en 1o dobida & la cares hidrost&tica, Calcular
lon erfuoresn resaltunton de woudbrone y rlexidn, Bl tanque re conn~
Pairh de csucrato reforsads  can lar eiruienter dinonnionon,

aAlturs dol tognue e 1,00

adde el trpque e NlAn

hentgap e} tangue te LXn

~ebegidn ¢ afpron v e 0,0

w L1010
| “ A pibow ) » lor fuerpie exter. p oop

Mo v Ve e =p(l=4)




-
\94)

De la oo 2,1 mse obtiena
Ny » p(L - X)R
51 se pustituye al valor anterior de Hg on la ec 2,2 conduoce a
! L

Al pustituir el valor de H¢x en 1a eoc 2,3 oe obtiene

an—h-%%k+cZ 501

Para obtener lav constanien C; y C, ae utilizar las condiciones
de frontera como siguen

" xw 0 ”4’:'0

y conmo "¢x = Cy por lo tauto Cy = O

en %X = L N, =0

X

y con la ec 541 8o obtiens C, w O

Bn connecuencin, los esfuerzos resultantes de nenbrana son

Ng = iR(L - X) 5¢2
Hyy @ O 513
Xi'l s 0 5!4

Gon Yu toorfe de £1ox4én oo oltiene
¢ o epIPL(L e XL = g (1 - 1/8L)¢), 08
K, (» ¢+ (1= 18L)0)
g s ¥y w0
g e PUAY w x L g oW ()~ Va0t
v o gl(=20 ¢ (6 ¢+ 4)/08)
doxda s« dennidad de) guiie

8 07 gon g3




(t) K (\‘—ﬁ::

nen g k4

Cono todor lar enfuerzos estén ev funeidn de p, By con gx, 8,
con Bx, ¥ ¢ pe puede heeer ueo de Lo lan cono oifuct
b} - -’ .
34 .:,4~<£l;... -5 5 B LTl
(12270,
x(n)| X o B 8 ¢
-
L] N - [] 4 L]
R B P BTN SV IS4 oMo 13 ERE G VR L) REARE V04D
- v
41 BUTULIZ | u.edlo2 | <0049 =0,00150[ ©,02447
6 AyTERI0 L O,00849 | Q00040 ] =0,00848 16955
D HE24 ] OLCOLTY ] 0.C01T73] G 0013 W 50099
10| 7494760 1 0,000 | «,00003] 000035 | Oudh 300
15§ 11981701 Du0nU0L ] OuALGY] Uatiina y1o01)
1,6. s 3440 0 000000 1 GhOQGLO | 000000 0,006
bl L= - {1 - 1/8L)%
’ Lt +
t4
L 12,4093 Vsl 107,262
~UyCl0a 00634 11746500 | 148,362

000892

*000371§

Gt At

W0 Xodh

L3Tvs02p

130,70

1519 BP0

113,661

Negdew
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o 1017 .
U('\/Lt TRV
-t (1 -1
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SHELS LT3 lugi® . 8 el are g

-piseron térainac catuctén




47
demfin 2l comparar loas valores dae H¢ con amhag teorfas, sec ve quo
1a teoria de nambrana da valorcs wltos on la hase del tanque y se
aproxinan a la teorfa do la {lexién conformo aumenta su altura
(fig 5.4)
Bjemplo 2, Coneardn cilindrieco cirecular abierto.
u, Cascarén largo. (Comparacidn del método de lu viga y la teorfa do
flexibn),
Un cascarén se construird de conoreto reforsado, apoyado on sus bor-
des por diafragnas rigidos, como ce ve en 1la fif 5,2, Calcular los

ezfuorzon ol las diunennionem del casourdn son lao niguientes:

Longitud del cascardn Lwe 26,50 m
Hedio del ocmuocurdn Re G414 m
Eopesor del carcardn t w 00762 m

Angulo medio de)l cuscarén ¢k " 400

l.an condicionen do¢ carge ron lac sipuientent

CRIVE cuertis 176 Kﬁ/m?

Currn viva GE Kp/n?

ot o e s e

4 totsl g = 244 Ko/t

s ULAG V)i
se Fipi kliliser 1a tegrfu de €leridn prinery ve obiendrun lus

conrtinten del gaescurdy, lusjie ce Lord yua talda con lag funcione:
de ¢, eneocuidi. se obiendrhs lie funciopes conplencniariap con las

cordicionee de Iporters y re rapfin Jae {ntepales particulares

Pir obAener ler copstartes §) Ly ¢ y dy For d1tino, une Ve abise



i
niden las conctantes ve deturninardin los ecfuerzoo,
+ Conntuntes del cagcursdn
G« LROYA/T
G s £.0001
a = 0,9:388 G

Bm 0.38268 0

a & 30956 B o 1,508

+ Puncionco de ¢

¢ con 34 cosh upfnen fd nenhad cocu?wnerhﬁ@ sonayg venh B¢

WO/W 1.0 ] 0,0 1,0 T ~—(3—.-(“).—‘-“—
10° | 1,172211755 | 0418233304501 0.8077-944 | 04162541749
%Oo 1,681665447 0.:8549617249C C.E{;';%g;‘- U, W1DGTT5
0% | 2.458531706 | 2443532099000] ~ud7C a0l | 6031736797
00 | 194078010 | 547500708 100C] =1, 77 v | Guet 176614
S con B¢ senh ad| sen fip coshad| con ap neahifig [cenad couh i
09 0,0 G0 (O3] *__7*",»:Lg*"_m_‘-“.
10° | 0466616629 | 043008123y | Gemdeuddean 00022700897
20° 1,4447069450 299514810 2o 195217471 1,101 353450
02 | 2,356075092 | £.52907A476 |~ o317005 T4 Lycui w56t
200 | 35161057 | 5oUMTABEI06 | <1 GiGRACODT 0, 666670

+ upojones conplenentariin

Lop funcionen comnlenentariop de Yo erfuorson ro obtienen con lne

tablan snteriores y lue 1.%Y-8 I, i1, quedindo e
conptanten 9,4, ¢ y dy Cor law cordicioner do front
r&n estax funciones,

Las gondiciores de frorters riny

”,@ﬁ i ;@.

furcibn de 1o

era ece ronolygs

o oa
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Mg = = 23con tx(= 28,930 - 101,208 + 7.849¢ + 23,320d)

R"
K = 22%(:0:1 kx(~ 14724240 = 817.772b + 175,062 = 252,692d)
o= —Rgﬁioos ky(~ C66,0620 = 329,210b + 85.496c + 24.6264)
Ve = = i%ucu kx(~ 6741,8920 = 707,866 ~ 680,68dc ~ 1245.974d)

4 entas funcionen complementorins doben afidiricles las inlegralce
narticularss que e obtienen cono siguat

+ Iuterrales particularens

ap
BI(1 + tR°k%/1)
C w 0,21293/81 & 0

C u

Ja 2
Yy O
wp= O
g = =(, 7 )1708, 402 con kx
Vooa (405,40 nan hx
t lolucidn de lar eonlintep a9 by o oxd
41 eusiar lan funciones caoolaneptariuas y las intesrolen partlouxa

rev po olitdens Yo ni-iiente utries

SRS S VIS YA V5L RN SR FPRTIE B I 40
wlATPA24 = AT TINTA VT940us = in. gu gD b 652226,70
=206, 1604 Woss Bisdss 24,62706 040
721,000 -1, -, ] RPN

dogde o 4 (i)

Le rolucids do eni0 ciple .. =n
9 = 2 PN B R I B

wow 1V Ye U197 32 ¢




i
€ = =~ 207.,040574 W
d e = 232721305
v puter-inneién de los ecfucrens

omowr Ctendees oo tre 9y, By ¢ o0 log cofperson o dow

Perainan con ayuda Ceo Lo 4t ls Ty 11, e YL o viente - ooneris

Vg (o, 3) cg L gl m) CAkesm)oo U,

¢ coan e co ety L, Y

o' | -1908.76523 | =07, 507y o0 WO ~6CR00.0

=104TW 08772 | =400 321002 | - caladnT. k3 SINEC3) 5% B B LT WG

20U~ 991 2TERY | =2Ra9,0470) | <4256, A9 LEX |~ 2107647

t

30 = C9TWIVELT | = ULG, 26809 | «14010,012% | 301,608 T5

Flod 0.0 BRE . Uyt 12717143

e o) b ilioery Al &l o Lvion tirge

—

+ Alcule de la vi-

R17% H . « - 1 0, !
papre ’
g0 el esPu-pro eort it . peoeocstruir b picudonte

{abla
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¢ | w(m?)
0® | 0.0
107 | 2016389
20” | 3.44623
»° | 2,99227
#0° 0.0
+ Clleulo dal urco
D2 1a e 4.6 Blogyy = 9007.75565
De 1o oc 4.1% Eloop = 4611,21177
. " B .
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6. CONCLUSIONES
Una vouz hecho el anflinio de¢ los capftuloz primeros y de los ejeaplos
egtudindos a oceron de los cuscarones delgudos de concreto ne conclu-
ye lo siguiente:

1, Bxiate una discraprnoia, que @& veces :a scentida, entre las teg
rfas de menbraua y flexidn en ios cascarones ulisrtos cortos)
gopniderands por ende ue al anlilinis de tolos carcaranon s
con 1a Leorfa de flexidn y como un disefo preliminar con LN
teor{a de menbrana,

e Bn Jov gapeinroner cillndricon circularos sbiertos largzos lon
resultados del método de Ju viga y lu teorfn de tlexién son ng
regidon, por lo tento comsjdersndo que pars un diseio prel}i:i-

nar ») nbtedo ds 1o viga es roeptable,
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3, bBn lon cacenranoa cilindricos circulares cerradon lo tearia de

E.N

rnenbrana re encuentra contenida en la teprfa de flexidn » ade=
wl da valoren anrexinndon  par apto se concluye que lo teoorfa
Ao L Davrine e pecde ubilicar  creoun direfe prelininar,

In los cancaronen cilindricos cerrodon, comn sn vid or 2l le-

tino ejemplo, el ubtodo del elemento finite da valeren auy a=

prozimadon y por lo wmisma para el disel s 1l

v

]

o pote ubilie

sar eobe sblodo,
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