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I ~ m R O D U C C I O N 

El empleo de elementos de concreto preesfbrzado 

en las obras civiles,ha cobraá0 gran auge en los últimos 

años debido a la economía que representa con respecto a 

otros materiales,como por ejemplo el concreto reforzado, 

para determinado tipo de obras tales como edificios,pue~ 

tes y en general estructuras de grandes claros. 

En las estructuras continuas la acci6n del ~ree~ 

fuerzo genera efectos hiperestáticos que influyen en la 

resistencia del elemento. En esta tesis se presenta un -

método basado en las propiedades de la línea de influen 

cia que permite valuar dicho efecto. También,se presentan 

los métodos tradicionales de análisis con el objeto de 

comparar dichos resultados con los obtenidos por el mét~ 

do de la línea de influencia. 

Se presentan en los dos primeros capítulos lo~ 

principios generales del concreto preesforzado como lo -

son; tipos y pérdidas de preesfuerzo,métodos de anclaje 

y el efecto del preesfuerzo en las estructuras continuas. 

En los capítulos siguientes se ven los fundamentos de 

las l !nec1s <le influend a con algunos ejen.;,:ilos represent~ 

ti vos ,desarrollando también un métodn para la obtenci6n­

de los momentos hipcrcstáticos de;,,idos al preesfuerzo 

basado en los conceptos de la línea tle infl~encia. 

r 



1.- PRINCIPIOS DJ::L co:.¡cRETO 

P REI:SFORZADO. 

Para poder explicar el principio en yuc se basa 

el preesfuerzo, "Janes a considcr.ar una viga hecha a base -

de bloques de concreto de 0.24 m de altura,por 0.14 m de -

ancho y l. 05 m de longitud como el que se muestra en la 

figura l. 

~(=====::;:;;:::======:;-"º 
l.OS 

lo.H 

Fig.1.- Bloque de concreto. 

L lz [ lz [ f E LJ 
8.iO 

Fig.2.- Viga hecha a base de bloques. 

El ensamble de esta5 pieza3 forr3 una viga de­

o. 40 m .. de .::la:-:-:i, ( Fig. 2 ) ,sin ninr;unu rt>si;;t<;ncia a la-· 

flexi6n. Er1 particular,scr5 inp8siLle apoyar la viga en -

sus ex:trc!'.lOS ~·a que .Jpar-r:'.:L!rÍa una flecha basta:1tC grande 

por flexi6n dcbid~ a su vüso pro~iu,~ue pt"t)~o·~ar{a la se­

i)arnci.ón de lu.s juntas. 

!1.LC::ra 5UponqilHlOS l} 1 lQ S".)ff\C-'..:_f;;f,~0H C'.l _._' 'viga a una 

cr...irg...i uniforrnt:-i:"lente repartiJa, CClmr-1 sa!.iL'!mc,s -...;\>.'. la vig.1 -

no os capaz de resistir esfuerzos dabidos a ~i~xi6n,tenc­

mos qua otorqar ta resistencia necesaria so~1tiendola a -

fuerzno prc~i;1~.~~ decir, a un prcesfut!r2c,~: ~u~l vamo~-



Cabe señalar, que vamo~ a tC!ner dos estados : 

a) El estado ?rimario,en donde la viga no está 

sujeta a ninguna carga externa. 
b) t:l estado de e arga,que como su nombre lo 

indica es la etapa donde aplicamos la carga,en este caso, 

una carga uniformemente repartida. 

Supongamos que esta carga es de 100. Kg/m. El -

momento al centro del claro será 

M 
w 1 2 100º (8) 2 

000 Kg-m =.80,000 Kg-cm ----e- 8 

El módulo de sección será 

s 14 X 24 2 
1344 cm3 

6 

Por lo tanto, los esfuerzos resultantes ser~n 

pero este diaqramil es imµosi.bJ.e, ya que hemos supuesto -

que la •rir;a no tienü _¡:1.ngun.:i r~sistenciu a la flexión y­

que por lo tanto , ,t.t~'- a c•:--:.l.stir C!:s!:ul!rzos dé tracci6n -· 

que perrni tan que ,;e "-'-'rar1 las j ur. Lc•ó. 

Cstamo3 pues , en presencia de una viga quu -

en uno de sus estados, ul de C¡1r1a,no resista ; mientras 

que en el otro,Prirn~rio,esa resistencia es gra!1de ya yue 

nc;:i est5 sometidn a ningún esfuerz0,L1ur~~·!1!c. ~n esta etaµa­

pueda resistir f."~sfuerzos J.e compres1r:n , sur"'ongamos que -

hast~ do 120 Rq/cm 2 . 



cisamcntc la función de preesforzar el elemento, por ejem­
plo,supongamos que por un procedimiento cualquicra,someta­

mos a la viga a un esfuerzo de compresión de 60 ~g/cm2 ,que 
corresponde a aplicar una fuerza en el centro de gravedad­

de la sección transversal de ; 60x14x24 = 20,000 Kg. (Fig.-

3). 

Fig. 3. Fuerza •~ormal aplicada a la viga. 

En estas condiciones los esfuerzos resultantes es tan repr~ 

sentados por los diagramas lineales siguientes 

o + 'º +60 t 60 + IZO 

l 
<) .. 60 

t "º -GO o 

Etapa + Preesfuerzo Total de + Carga Total en la 

primaria la etapa repartida etapa de Ca!_ 

primaria. ga. 
(1) (2) ( 3) (4) (5) 

Los esfuerzos totales en las dos etapas de car­

ga ,están representados por los diagramas (3)y(S) ,de la fi~. 

anterior ,estando comprendidos los valores dentro de los­

limitcs que hemos supuesto para el concreto. (O - 120 Kq/m2 l 
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l. 1 COMPORTN-IIENTO Y AllALISIS DEL COi<CRllTO 

PREESFORZADO 

El análisis del preesfuerzo en una trabe,se puede 

realizar en dos formas: 

A) ~tétodo Directo 

Il) Método Interno 

a continuación explicaremos cada uno de ellos: 

A) Método Directo: 

J::ste método consüiera al preesfuerzo e.orno una sol!_ 

citación exterior aplicada a la trabe corno lo serían las ca~ 

gas externas (peso propio,cargas vivas). 

Dichas solicitaciones serían esfuerzos en los ancl~ 

jes (debidos a fuerzas y momentos) y esfuerzos a lo largo del 

cable (si es curvo). (ver Fig.l.a) 

f.~ 

~ 
!'SENii.o l 'F/~ ...J-FSl>lo<, 

f-..1 • 'ª _..,__¡:. 
'-'Fe, V-Fe. 

l. 

Fig.1.a.-Efecto del preesfuerzo en una trabe. 

De acuerdo con la figura l.a el momento flexionante 

debido al preesfucrzo,en una secci6n x 
2 

!::_ ~ = F 
r 2 

sei:!ao 
2 

e
1 

-xsen,..,+ ~r ) ----(!) 

V = -Fsen,..,+ E x = _,, ( sen~,+ ~ ) 
X r 

----(2) 

i.a<lo que los valores del '1nguloi:x son re la ti WH'.ll•n te pequeños, -

se considerará que r ~ F cos<X1. 

~i el µret.Jsfucrzo hubictu. s1d:_-! re,:t.1lln1".),solo 10:.1 

efectos del anclaje habrían 



Ahora vamo3 a obtener los esfuerzos c¡ue se genéran 

en una viga isostáti~a cuando el cable es recto,rnediante los 

dos ejernglos siguientes : 

1) Cable concéntrico 

Considérese una viga simplemente apoyada (fig.4) -

con la característica de que el cable coincude con el centro 

de gravedad de la secci6n transversal: 

debido al 

preesizo F 

~ 

debido al 

~momC\m' M 

Fig.4.- Viga simplemente apoyada 

b) Diagramas de esfuerzo. 

debido a 

~ 
l! 

Corno se ve en los diagramas de esfuerzos(Fig4b) ,-

debido al preesfuerzo F,se producirá un esfuerzo uniforme -

F de A a través de la secci6n con un área A. Si M es el rnorn~n 

to que producen las fuerzas externns,el esfuerzo que produ-

ce en cualquier punto de la secci6n esta dado por: 

f = ~ I 

dondt":! 11 y 11 es L1 Uistunciu del eje cer.t.ro:clal .-1 l~:i ~:ibru de-

senda, e '1 I 11 <.~s el r.iornento Jü inercia <l•2 la ::>Cc.:ci6r:. trnnsve;: 

s,1 l. 

4' 



Así , la distribución de los esfuerzos resultantes 

está dada por 

f F 
T 

2) Cable excéntrico; 

Debido al preesfuerzo excéntrico,el concreto está­

sujeto a un momento y a una carga axial directa,por consigui~n 

te, el momento será igual a F.e , y los esfuerzos debidos a-

este momento serán: 

donde "e" es la distancia del centro de gravedad de la secci6n 

a la posici6n del cable. En consecuencia,la distribución re-

sultante de los esfuerzos est~ dada por: 

5 

DEBIDA 11 IA 
CAl\!il>, DIREtTll 

DEBIDO A 111 

'~crnm.ICIDAD e 

OEBIOO l\l Pf!ElS· 

1 . 

. 

.f. 
A 

l 
E.!.t e r. 

Oti~IOR l'I F\>~ll'I<> hCfNmlCb Y " ..... 

\A 
Fig.5.- Visa corl cdble exc~r~~~: 



Cuando los cables son curvos,es mejor considerar 

al concreto corno un cuerpo libre separado de los cables.Por 

ejemplo,considérese una viga cuyo cable esta doblado en la 

mitad del claro 

f------. -- -··········f --------·----··· 
Consideremos además que tenernos un doblez 

agudo repentino,que no hay pérdidas de fricci6n a lo largo 

del cable,y que la desviaci6n producida por el doblez resu~ 

ta pequeña , comparada con la longitud del elernento.consi-

derando al elemento corno cuerpo libre,se tiene una fuerza -

vertical hacia arriba en el centro del claro y las fuerzas 

de preesfuerzo aplicadas en los extremos de la viga, corno -

se muestra en la siguiente figura : 

Fuerza de _J t..- Fuerza de 
,>reesfuerzo 1 .. _________________ ... f n preesfuerzo 

t 
l-'uerza ascendente 

de esta forma se ve que debido al doblez en el centro del 

claro del cable ,se genéra una fuerza ascendente que ayuda -

a equilibrar la carga externa actuante. 

~! Método Interno 1 

En este método, la trabe está sujuta a la acci6n -

del cable, es decir, c¡ue en cada sec::íón a lo l.1rgo ch! la 

viga,por ejer:iplo en la succ16n A de la fi 1~f\~ra 2.a, !H~ <¡en~ro. 

6 
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un esfuerzo de compresión F y que va a cotar aplicado en el punto 

donde el cable o alambre pasa por.dicha sección A. 

IA 

F- =-- & __ -t¿ J 

F·~· 2& 
De acuerdo con la figura 2.a, la acción del cable sobre 

el concreto equivale en cada sección a la suma de las a·cciones --

internas siguientes : 

- Una fuerza normal aplicada en el centro de gravedad -

igual a F ~ F cos «. 

- Un momento flexionante igual a; F.e __ .;..;. ______ (3) 

- Una fuerza cortante igual a ; -FsenCl(----------(4) 

Suponiendo que senll(. = tan o( , se demuestra que las ecua 

cienes (1) y (2) son iguales a las (3) y (4); ( bastará con probar 

que la parru,ola pasa por tres puntos dados) 

l. 2. SISTE~IAS DE PREESFUERZO 

Se ha visto que el preesfuerzo del concreto consiste en-

aplicar una fuerza a la estructura con el objeto de inducir compr~ 

si6n (y preferentemente también momentos flexionentes ) para que -

se dcsilrrollen esfuerzos favorables en la estruct·J:a . A continu.:i 

ci6n .sn mencionan v<i.rias for.m..is de producir Lll c-::.fu0rzr) 

a) Por t'~~sado longitudinal del acnrü: 

a.1- AlarqamiünLu del ,1cPro deUi0.'~) J i...:..: .1 

recta aplicada en uno o anbo~; (~xtrern:Js dP.:.. ~~:.L.\l\', 

~1 ~ 2-



~irecta axial,a~licada entre extremo~ ~ncl~dos. 

a. 3-t.largamiento ,.>Or dcstilazamicnto transvcrs.:.l 

ciol acero .:inclado en sus extremos. 

a.4-Alargamiento debido al anclaje de los extre­

mos de una barra de acero Mientras esta caliente. 

b) Por la aplicaci6n de una fuerza de compresi6n 

directa entre una estructura y sus soportes. 

c) Pcrnitiendo deformaci6n de una estructura es­

táticamente in<leterminada,y.:. sea por la rotaci6n o el -

destllazamiento relativo de un punto con respecto a los 

restantes. 

d) Ahogando una sección de acero deformada en 

concreto y mantcnien<lola en ese estado de <leformaci6n,­

hasta que el concreto h.:.ya endurecido. 

e) Por el uso de cementos ex~ansivos. 

Ampliaremos un poco mas algunos oc los incisos -

anteriores : 

a.1- Ll alargamiento del .:>cero por medio de fuef 

zas axiales directas,las cuales se aplican a la estruct~ 

ra por medio de gatos coloc.:.dos en las junt;is ,eo el mo-

t.o mas usual de preesforzar.Como dato hist6rico,entre -
las do~ guerras r:iundiales,éste m6todo fué ampliamento -
usado para preesforzar arcos. 

c) Como un ejemplo de dste inciBo-Oesplazar:iiento 

de un punto de una estructura estáticamente indetermin~ 

da-podemos considerar ]J viga continua que se mucstr~ -

en la fiqura 7a;cl diagruma de momentos flcxionilnte dc-

6sta ustructur~,hajn carga 11nifor~cmentc distr1buida,cs 

<le la fnrnu moAtradil. en lzi figur ... 1 7b,si ahor~1,~f~ permi­

te un dcspla:.!amienlo e.le! <l¡Joyo ccntrdJ ,.:;e '-1rodu·.:::i.rá el­

mnm~nto flcxiondnt0 .12ícionJl,fiyUr<l 7c,cl cu;1l ajusta­

r5 eJ cliuqruua th~ riloncntus flexion\.t11~_e"• ...:i 1.~1 rr.r)str,Hlo -

e11 la figura 7<1,donde ~e nl)net-v<l 4ur el nomcnL0 11ugati­

\·n r.!ll el apoyo Rt: itc1 rQdt1cid'l y que el r-.."ixitnn 1:1omcnto -

1;ositivo ::h.:~ h~1 incrcmenL1do. 

a 



(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

Fig.7.- Viga estáticamente indeterminada. 

e) El uso de cementos expansivos,es un intento de­

invertir el proceso de contracci6n,de tal manera,que el pre 

esfuerzo se genera en el concreto por la restricción que 

los contrafuertes o soportes im2onen a la expansi6n del co~ 

creta. Se han llevado a cabo experimentos en la producci6n­

de tales cementos,pero hasta el momento la tecnología no es 

lo suficientemente avanzada para resultar de gran valor pra.c::. 

tico. 

Se hizo notar ,en los parrafos anteriores,que•el 

modo más usual de preesforzar el concreto es por medio del­

tensado longitudinal del acero. Los métodos de tensado caen 

dentro de los <los siguientes tipos : 

a) Pretensado ; esto significa tensar los cables 

de acero,antes de que el concreto se coloque en el molde. 

Básicamente,un ciclo completo en una cama de co­

lado comprende cinco pasos 

l.- Los cables se ~alocan en la cama en la for­

ma previamcnto e2pecJficada,son tensados a la carga máxima 

y anclados a cada cxtrci.o de la cama,dc tal fom.1 que la -

c:irga se mantenga. 

2.- Se montan lo~ ml<lcs,barras do refuerzo, -

malLus de alarnbro,etc. alrededor de? los cai.Jleb. 

3.- Se coloca el co11crcto y ~e ~1erntt~ su cu -

r..1do.En muchos c,180S St.! l'lcclcra c 1 l curad·.::> <'1,;n el u:;o d·~ 

9 



4.- Cuando el concreto aJ_c(1nza la resistencia 

especificada, f'ci, ( f'ci = esfuerzo de compresi6n en el­

concreto al momento del preesfuerzo inicial ) ,se libera -

la carga de los cables. Como ahora los cables están adhe­

ridos al concreto,no se pueden mover independientemente -

de dl,y al tratar de volver a su posición original,su ca~ 

ga se transfiere al concreto por adherencia. Esta carga -

es la fuerza de preesfuerzo en el miembro de concreto. 

s.- Se cortan los cables en los extremos de -

cada miembro de concreto preesforzado,llev~ndolos a una -

área de almacenaje, para poder utilizar de nuevo la cama­

da colado. 

b)Postensado: este sistema de preesfuerzo consiste en colar 

~rimero el elemento y una vez que haya endurecido se tensa 

el cable .al esfuerzo requerido. La operación completa con­

prende sei3 pasos basicamente : 

flexible 

concreto 

del cable. 

1.- Se monta el cable en una manguera metálica 

con el objeto de evitar su adherencia con el -

, y se colocan los anclajes en los extremos 

2.- Se coloca el cable en el molde y es suje­

tado en la misma forma que una barra de refuerzo,para dar 

le la forma requerida. Se colocan también las barras de -

refuerzo,mallas,ctc. 

3.- Se cuela el concreto y se permite su cur~ 

do hasta la resistencia requerida para poder tensar el cable 

4.- Se tensan los cables con gatos hidráuli­

cos y se ajustan los anclajes para soHtener la carga en -

ello::;. 

5.- Se rol~ena el ospacin ,1lrcdcJur de los 

cables con una lccf1atla de cemento inyectado a ¡J~0si6n. 

6 .- Los anclajes son cubi<;;rtDS con 111¡ recubr.!_ 

miento protect1vo. 

l~:; 4u~ con~l1tuyan 

10 



Es importante hacer notar que cualquier forma de anclaje 

funciona bajo el principio de fricción. La fuerza de anclaje -

es balanceada en los extremos del caule por ciertas reacciones 

que actúan a lo largo de la l!nea central de los alambrcs,solo 

así,es posible crear esta fricci6n por las presiones laterales 

en el alambre con el medio que lo rodea. 

~l anclaje puede ser de diferentes formas,dependiendo de 

la forma en que s~ crean éstas presiones laterales,es decir, -

las furzas de fricción. ~a forma del anclaje y el tamaño de 

los caules son los que fijan el diseño ue los gatos. 

La decisi6n de usar un miembro postensado en lugar de 

11 

uno prctensado,está influenciada por tantas condiciones disti~ 

tas que no hay reglas que puedan ser a,>licadas para determinar 

la línea divisoria más econ6mica entre los dos métodos. 

cuando el miembro es muy grande para ser transportado de 

una ~lanta de colado al sitio de trabajo,cs obvio que debe ser 

fabricado en el lugar de trabajo,por lo tanto el miembro serj 

postcnsado. Cuando el tamaño del miembro está dentro de las -

limitaciones de transporte,se deberán incluir los siguientes 

factores para comparar el co~to de los dos métodos: 

1.- Capacidad de las camas de colado.- en miembros de -

claro largo, es importante el uso de canales con trayectorias­

para equilibrar el peso muerto. Si en la planta,no se cuenta­

con facilidades ¡Jara coloc::ir suficientes cables,entonces un 

diseño de postensaáo o una combinación de Pretensado-Postensado 

es inuicada. 

2.- Seroción transversal del nticmbro.-la secci6n trans -

versal de un miembro postcnsado es m.'.is eficiente que la de un 

miembro pretensado para la misma carga,ya que el alma del miem 

bro prctensado en más ancha con.el fin da podür acomodar los -

cables curvos. 



l. 3. -DISPOSITIVOS DE A:~CLAJE 

Estos dispositivos varían dependiendo del tipo 

de preesfuerzo que se utilice. Para el concreto pretcns~ 

do,se utiliza generalmente el principio de cuña,el de 

fricci6n o una combinaci6n de ambos. Aquí los cables se­

sujetan en los muertos de anclaje por medio de mordazas­

cxistiendo además anclajes ,>ara·1uno,dos y para un haz de 

cables,Fig. a. 

Para el sis'. :ma postensado,han sido utilizados­

diferentes sistemas de anclaje.Entre los más comunes en­

Máxico se encuentran: 

Sistema Freyssinet 

Para cables formados por alambres,éste sistema­

emplea cilindros y cuñas de concreto. El interior de los 

cilindros es c6nico,de tal manera,que los alambres que -

dan sujetos por medio de una cuña c6nica estriada,que se 

introduce en el cilindro mediante presi6n.Este método es 

de origen francés. 

Sistema BB ·1v 

Es de origen ~uizo,y fué el primero en el que -

se utiliz6 un anclaje a hase de botones en los extremos­

de los alambres,en forma de cabezas de rernache,apoyados­

dircctamcnte sobre un elemento de anclaje <le acero,que -

a su vez descansa sobre un¡¡ ¡>laca de distribuci6n,también 

tlc acuro,ahogallo en t.!l cóucreto. En viq:l3 tensadas por 

u11 solo la~<1,pucden us~trse anclaJns a L~s0 ~e ¡)lacas. 

Sistema Prr.scon 

12 



terior; dificr~ de este Uni~ane11ta en el Jjuste ünl ~ruen­

fuerzo,~ue sa logra ~or meaio de ~lacas ue acero en lugar 

ele la rosca er.1.ileada en el sister.1a Luizo. 

Sistema VJL 

Desarrollado en Suiza,éste sisterna se basa en el­

..,rfnci1Jio óe cuña y fricci6n • .L.os tenuones 4uec.an anclados 

en un elemento de anclaje con ;>er:éora·ciones c6nicas ¡?ara -

cada alar.tbre. 

Sistema CCL 

Es de origen inglés,al igual que Freyssinet, uti­

liza el llrincit>io. de cuña y fricci6n,.,ero anclando indivi­

dualmente cada.cable por medio de un sistema de cuñas y c!_ 

lindros. 

Sistema Ramza 

Bs de patente mexicana¡se basa en la extrusión en 

fr!o de un casyuillo metálico en torno del cable por anclar. 

La sujeci6n se logra con la incrustací6n,entre el casqui-­

llo y el acero ue ¡?reesfuerzo,de un material ue mayor dure­

za yue ambos,el cual se colo<.:il ue man,.,ra <JU" al realizarse 

lu extrusi6n se obtiene una liya mecánica. 

Lstos sistenas se muestran en la figura 8a. 
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cono de anclaje 

haz de cables 

anclada por medio 
de disparo. 

cuñas móviles dentadas 
en dos piezas, 

cable 

cuñas móviles dentadas en dos 
/ piezas 

cable. 

nnclaje fijo. 



couo i.tacno 

~_,li:ic..:.i tic. 
anclaje: 

·• 
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cilinoro y cuña. 
,>laca de -
a,;oyo. 

cuña rnucno. 

RAM ZA. 
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1. ~ • - PERDIDAS DE PREiVil:'Ur:Rzo. 

Debido a las pro"iedades tie los materiales 

que se em,ilean para la construcci6n de elementos uc con­

creto preesforzado,existen p6rditias de preesfuerzo. Es -

tas péráióas las podemos dividir en úOS grupos . 

a) Pérdidas instantáneas ae Precsfuerzo. 

al.- Coatracci6n elástica del Concreto. 

a2.- Pérdida por Anclaje. 

a3. - Fricci6n. 

b) Pérdidas diferidas 

bl.- Flujo Plástico en el Concreto. 

b2.- Contracci6n del concreto. 

b3.- Relajamiento del acero óe Preesfuerzo 

en los siguientes párrafos se explicará caaa una de ellas 

a) Pérdidas instantáneas : 

a.l)Contracción elástica del Concreto: 

Consideremos primero al concreto pretensadoj 

Cuando el preesfuerzo se transfiere al concreto,el miem­

bro se acorta y el acero preesforzado se acorta junto con 

él. Por lo tanto,existe una pérdida de preesfuerzo en el 

cable. Si consideramos unicamente la contracci6n del con­

creto producida po:: el ;>reesfuerzo,tenemos que el acorta­

miento unitario~,será igual a 

en donde r 0 es el esfuerzo total inmediatamente después -

de la transferencia,esto es,después de que ha ocurriuo el 

acortamiento. La pérdida de preesfuerzo en el acero es, -

,ior lo tanto : 

18 



r~l valor de r .. 0 puede no conocerse exac.;tamonte ,pc=ro no es -

;¡i:;cc::;ai.·ia la exactitud en la estirnaciGn ci.o dicüo valor, --

,)or que la .,érdida deo id" a este acorL.11r.icnto e;; un pec.¡uú-

fio porcentaje del p1:ee~f\iJ.erzo total, 1Jor consiguiente, un 

e t'ror de un ~equcño ~orcen taje en la estimación no tenurti 

sic;nificaci6n práctica. Sin embargo ,puesto que el valor -

del pree~fuerzo inicial Fi es usualmente conocido,puede 
, .... - / 

obtenerse una soluci6n te6rica ,,:>or medio de la teoría e--

J.ástica,usando el método de la secci6n transformada , con 

5" f;. 
¡\,E. +/\:.E\ ; 

flfi.s ti.$: Es F"i. = D f4. 
AtE... ~ fl.., E .. /\r.tr.A• 

Esta última es la ex~resi6n que nos sirve ,:>ara -

calcular las ,:iérdidas ele preesfuerzo en el sistema li'rete!l 

sado. 

Para el Postensado el problema es diferente.Si -

tenernos solamente un cable simple en un miembro ~ostensa-

do,el concreto se acorta,mientran se aplica el gato al c~ 

ble,contra él mismo. Puesto gue la fuerza en el cable se-

mide una vez que ha sucedi<lo el acortilm1ent1.1 ülfistico cicl 

concreto, no es ;'iecesario tcncn: en cuent.J. la ~ér:Jida en -

19 



Anora, si tenernos ~:arios cabJ1~s,C!stos .son os!:orz~ 

do.s un suce.si6n ,en ton ces el prcesfuerzo se a¡Jlica gradual­

men tt! al concreto, uuraenta el acortarnien te del soncreto a -

mr,dJdc1 que se tensa caria cable, y la ¡>.§rdida de preesfuer­

zo,cicbida al acortamiento elástico,varía en los cables. 

El cable que es tensado primero,sufrirá la máxima 

pérdida debido al acortamiento elástico del concreto por -

la aplicación subsecuente de prees fuerzo de todos los 

otros cables. Por otra parte el cable que es tensado al Gl 
timo no sufrirá pérdida alguna, ya que todo ese acortamie!!_ 

to nabrá tenido lugar cuando se mida el preesfuerzo en el­

Gltimo cable. Bl cálculo de tales ~érdidas puede hacerse -

muy complicado, pero para todos los fines prácticos es su­

ficientemente exacto determinar la pérdida para el primer 

cable y emplear la mitad de ese valor para la pérdida pro­

medio de todos los cables. 

a.2) Pérdidas por Anclaje 

Para la mayoría de los ~istemas de Postensado, 

cuando un cable se tensa a su resistencia total,se retira­

el gato y el preesfuerzo se transfiere al anclaje. Los ac­

cesorios de anclaje GUe cst§n sujetos a esfuerzos en esa -

transferencia tenderán a dcformarse,permitiendo así que el 

cutile se afloje ll~Jl::ramente. Las cuñas de fricci6n cnplea­

aas para. sost0ner los alambres ,st:i. des] izarán una distancia 

pc4W..!tl.J antes de que los alamorf!S sean urr.ordazqctos fi.rrno -

rnc!lte:. La nhtgni tud Je estt: deslizamj cnlc der·ende del tipo­

de cuña y ü.:~1 t.![;fw.:.·r~0 en lo~• .:ilar.1br:1_:s. ;:n,:: ::6nnula g¡~r,.ú­

r.._tl ;__;,Jra cdlcuL1r 1.:t 1·érdíd.1 do prt2L's~ut.:::rzo JeD1da a L1 
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a. 3) Fricci6n : 

La teor!a básica de la pérdida por fricci6n de un ·• 

cable alrededor de una curva,es bien conocida en F!sica,En -

su forma simple se ~uede deducir como sigue: 

Consideremos una longitud infinitesimal dx de un c~ 

ble preesforzado cuyo centroide sigue el arco de un círculo-

de radio R 

f~~ F·df dF 

~ 

- da 

df pérdida por fricci6n 

por lo tanto, el cambio en el ángulo del cable a medida que­

va alrededor de esa longitud dx es : 

de= d{ 

para esa longitud infinitesimal dx,el esfuerzo en el cable -

2l. 

puede considerarse constante e igual a F ; entonces la comp~ 

nente normal de presión producida por el esfuerzo F al dobla~ 

se un ángulo di> eotá dada por 

PRE'110fl N\lRt'\/\l N 

llEíll l1' 1'L f'tl.1'E~fUERlO f 



J ;¡ magnitud de la e>érdida 2or fricción df alrededor de la 

longitud dx,está daaa ,;or la presi6n multiplicada por un-

coo ficiente de fricci6n )A , así : 

df = -)'- N 

df = -,.P- .rf 
dF =--,A Fde 

dF =-µde 
F 

integrando esta ültima expresión se tiene 

sustituyendo los 

la fricción : 

la f6rmula de-

Para los casos en lo3 qu•, los cables tengan una-

3tlcesi6n de curvas de radios var i.:iblt:e ,es ne ces ario upl i-

car en ta f6rmula d las diferent!O!s sei;cicn...:•:.; J gon_ ol objeto 

•k obtener la pérdida total. 



La ecuación anterior también se ~uede aplicar al 

cálculo de la pérdida por fricción debida al efecto de 

longitud,sustituyendo la pérdida kl ¡Jor"'f0 se tiene 

Para calcular la pérdida total debida al efecto-

de curvatura y al de longitud,pueden combinarse las dos -

fórmulas anteriores,quedando : 

donde 

F1 es la tensión en el anclaje. 

}f coeficiente de fricción. 

a suma de desviaciones angulares en radianes 

entre el anclaje y el punto considerado. 

k coeficiente rectilíneo. 

L distancia al punto considerado. 

b) P~rdidas Diferidas. 

bl,b2 ) P~rdida por deformación plástica y contracci6n 

del Concreto : 

Primero consideremos la defor:r.acilln ,>l~stica : 
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Puesto que la magnituü de esta d,,f0r..1aci6n varía 



de uno a cinco veces la del acortamiento elásticc1,obviumen-

te es un ¡;iroblema importante. Además, aun4ue la pérdida de -

bida a la contracción elástica del concreto se pueda et1uil!_ 

brar para los miembros postensados,no se ¡;iuede compensar fa 

cilmente la pérdiaa debida a la deformación plástica. No es 

~osible sobretensar los cables excesivamente con el objeto-

de no ¡;ierrnitir tal pérdida,ya que esto significaría esfuer-

zos muy altos en el acero que podrían acercarse a su límite 

de fluencia. 

La deformación plástica es una de las principales­

fuentes de pérdida, y más seria si el preesfuerzo en el ace­

ro es bajo y la compresión en el concreto es alta. 

Suponiendo un preesfuerzo en el concreto de 70.3 -

kg/cm2 ,¡;iara Ec= 350,550 kg/cm2 ; Es= 2,109,300 kg/cm2 y una 

deformación plástica igual al doble de la deformación elás-

tica, la pérdida de preesfuerzo en el acero debida a la de-

formación plástica en el concreto es : 

0.f = 2 fc·Es 
s ~e 

2nfc 

Af = 843. 7 kg/cm2 
B 

2:x6x70.3 

que para un ¡>reesfuerzo inicial de 10 ,546 kg/cm2 -

en el accro,hay una pérdida de 843.7/10546 =si. 

La contracción del concreto var!a ampliamente.para 

e 1 cnncro to P reeri for:':ado o:-dinar io ¡n rcc•, '"" r e i.erto un va-

lor µror.tatlio,!H:~CJÚn T.'1.L1n,tlc dc(ormnci6~1 pcr cuntract~i6n -
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? 
ce ro con valor é!e !::

8
= 2, 10 9, 300 kg/cm- está dad;, por 

D. fs 
2 0.0003x2109300= 632.7 kg/cm 

para un esfuerzo inicial del acero de 10,546 kg/cm2 , esto 

significar!a una pérdida del 6%. 

La magnitud de la contracción var!a grandemente -

con la proximidad del concreto al agua y el tiempo de apl~ 

caci6n del preesfuerzo. 

b3.- Relajamiento del acero de Preesfuerzo 

El relajamiento del acero de preesfuerzo o defor­

rnacion ,;>lástica,es la pérdida de sus esfuerzos cuando es -

preesforzado y mantenido en una deformaci6n con3tante por-

un período de tiempo. Algunas veces se mide por el alarga-

miento,cuando se mantiene bajo un esfuerzo constante duran 

te cierto tiem,io.Este método es el que comunmente se empl~ 

a. Cl relajamiento varía con la composici6n y tratamiento-

de cada acero; ¡oor consigui<mte ,pueden determinarse vale -

res exactos solamente por pruebas de cada ~aso individual. 

Las caractcrística5 aproximadas de esfuerzo ~re-

lajarniento,sin embargo,se conocen pura la mayoría de ace -

ros de ,t>rensfuerzo en el mercado. Lo ml"!jor pura el Ingeni~ 

ro,es conocer la3 características de <lcformacilr~ pl&stica-

ele su u.ce.ro 'I t'.Jm.1r l,1s precauciones orc.1i11ari.:ls dura dis -

r~1J.1nJo i...:.:-i T"ii'nDr .01., fl1:xl.una,p,~a.: .. 
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bias posteriores en el ~reesfuerzo;pueúe :1aber,ya sea una pé!:_ 

dida o una ganancia en et preeafuerzo,de~endiendo de la dire~ 

ci6n de la flexi6n y de la localizaci6n del cable. Si hay va­

rios cables y est~n ~clocados en diferentes niveles,podr& va-

riar en ellos el cambio del preesfuerzo,¡?or lo que puede ser -

conveniente considerar solamente el centroide de todos los c~ 

bles ~ara conseguir un valor promedio de dicho cambio en el -

preesfuerzo. 

Este cambio del preesfuerzo depender& del tipo de 

preesforzado¡ ya sea postensado o pretensado. 

Consideremos una viga simplemente apoyada en donde-

el cable estS adherido al concreto,ya sea por pretensado o 

por lechadeo después del ,,ostensado,(Fig.9.). Antes de apli-

car cualquier carga , la viga tiene una contraf lecha corno se-

muestra.Al aplicar una carga externa a la viga ,ésta se fle -

cha hacia abajo ,dicba curga, produce un momento flexionante en 

ln viga el cual cambia los esfuerzos unitarios y :oor consi 

guiente las deformaciones unitarias eri el cablt.:!. Ll esfuerzo-

en el cable ill centro del claro caIC.bi.a nas tan te ,pero no 

as.í e: del extrerr.o,,i?uesto que no varia el momento en ese pun-

to. 

L~~ 
~ 

~~ 

f'l.:J.9.·· varti:ic Cn d,.- de: i-:, 

.. 1;~~1!.'!l:"' ,~c.:.:1. 

ti c.:iLll' ·1: ala~1a-



Si el prees=uerzo del acero,se considera como fuerza 

aplicada en los extrenos, el cambio en esfuerzo a lo largo de­

la lonr;itud no se considera como un cambio en el preesfuerzo. 
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Después de que el cable se ha adherido al concreto , 

estos forman una sola sección,y cualquier cambio en el esfue~ 

zo debido a f lexi6n ae la secci6n se puede calcular fácilmente 

~or el método de la sección transformada. Por consiguiente,es 

conV<?nic:nte decir que el preesfuerzo no cambia como resultado 

de l<t flexi1'in de una viga después de la adherencia del acerc­

a! concreto,aunque el esfuerzo en el cable si cambie. 

Para vigas postensadas,la flexión del miembro afecta 

r~ al preesfuerzo en el cable.Refiriendonos a la figura 10, -

supongamos que los cables se tensan uno por uno y que la viga 

obtiene gradualmente una contraflecha hacia arriba a medida -

'!Ue se van tensando más Ca..;:}lc:s : 

Deformaci6n unifor~e en el cable. 

Ld v1~,1 fie ~~ ua~ l1~cia ~rriba­

huJO el ¡)r0cs..::..;,~-::rzo. 

1·1g.lG.- Viqa Pr~esiorzada. 

.1¡} r·.· :: 1.1!.· l .. :, 1- .. 
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deseable retcnsar los cables despu6s cfo completar el primer 

ciclo de tensado,o admitir tales pérdidas en el diseño. 

EJEfü>LO : 

Una viga de concreto , con~ una secci6n transversal de 

20. 3cm por 45. 7 cm, es preesforzada con un cable sin adherencia 

en su tercio inferior,Fig 11. ,con un preesfuerzo inicial total 

de 65,232 kg. Calcular la p6rdida de preesfuerzo en el cable -

debido al arqueo de fa viga bajo la acci6n del prf!esfuerzo,de! 

preciase el peso propio de la viga. 

Es = 2, 109, 300 kg/cm2 

Fig. 11.- Viga preesforzada. 

Soluciéin : 

kg/cm2 , 

20.3 -
45,7 [[J iis. 2 

Deu\áo al ~reesfuerzo exc6ntrico,la vi~a está bajo -

un momento flexionante unifor.ne de: 

65232x7.6 e 495,763.2 kg-cm 

el e:> Eut!rzo en las fibras <fol concreto en el niv"l del cable -

dcuiao a esta fricci6n es: 

f " 



la aeformación -unitaria -.,or cor.i,,r.,sión a lo larc,o del nivel 

del cable consecuentcm1ente es : 

E f ' 23.40 = Ec ---•. =; 2812.40 

O.OOOOS3x2,109 ,300 

0;000083. 

el-acero es 

176 Kg/cm2 

Sin embargo,si la viga queda solamente bajo la ac­

ci6n del ~reesfuerzo,la deformaci6n ;>lástica del concreto-

tenderá a increr.ientar la contraflecha y resultará una pérd~ 

da adicional de preesfuerzo. Por otra 2arte,si se mide el -

prcesfuerzo en el cable despu€s de 4ue la viga se arque6,no 

necesita considerarse esta pérdida debida a la flexión. 

Con el fin de ver la aplicación de los conce;>tos -

anteriores ( p /;rdidas instantáneas y pórdi< .. as diferidas•) se 

¡,>resenta el siguiente ejem¡,>lo 

Una viga de concreto postensado con un cable de 

24 alambres ¡,>aralelos (con un área total de acero "" 7.09 -

cm2 ) está tensado con dos alambres a una vez. El esfuerzo-

de los g~1tos se va a medir con nanómetro. Los alatnl.Jros se 

van a esforzar deade un cxtrema,hastJ un valor de fl,~ara -

ve11~er la ~6rdid~ por fricci6n,relevSndol0s 11~stn un valor 

f2 para 4uc eu nbtuvicra un .,rausfucrzo 101~1al de 8436 kg/ 

cI!l 4 inmud.i.atd.tncntt! u12npu6s <lt!l .:incl.ido. 

u) CJlcul~r fl ; i2. 

~ l ; l 
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después de que han aparecido todas 11rn pfrdidas. Su¡_)ongase que: 

-coeficiente de fricci6n}l =O.G entre acero y concreto-

22. 80 i 

, K = O. 001 par.a el efecto de longitud. 

-deformación del anclaje y deslizamiento de los alambr~s 

estimado en 0.127 cm ,;ior extremo. Es = 2,109,300 kg/cm2 

-Ec = 281,240 kg/cm2 • Despreciar el acortamiento del a­

cero debido a la f lexi6n de la viga 

-coeficiente de deformaci6n plástica del concreto= 2.2 

-contracción del concreto= 0.0002 

-deformación plástica del acero= 3% del esfuerzo inicial 

del acero. 

~-- j_e.10 --t "'-==---- ---=------ -- - --:.::::.--;:::-;¿'::jo .133 Rád . 
.--- ---

9.15 mt. 

20.3 cm 

45.7 cm • 

.... 

• 



1) Porcentaje de pérdida de ~reesfuer20 por fricción dado 

por. 

Efecto de Longitud = KL = 9.15 x 0.0032 = 0.03 

Efecto de Curvatura _=p.e -= _·o; 6 x -o. Ü3 = O. O 8 

TOTAL• "'·O .11 

por consiguiente es necesarib-:I~n~ar ~i aceró a : 
.o ': }_'_ :~:..:';:··:- _;·:~ .-_ 

fl 8437 - 9491 K __ -g· ··/ero_ 2 
(1- O.ll}-

en un extremo con el objeto de vencer la fricci6n y obte­

ner un esfuerzo de 0436 kg/cm2 en el extremo sin gatos. -

,.¡6tese que si la pérdida por fricci5n fuera de mas del 30 

por ciento serta deseable aplicar 

2) El deslizamiento del anclaje de 0.127 crn,aparece sola-

mente en un extrerno,puesto que el extremo sin gato tendr!_ 

a su deslizamiento antes de eliminar el gato. La pérdida­

en deformaci6n uní taria está dada por 1 

0.127 
914. 4 = O. OOJ 14 

i 1 a ¡>tírdida del esfuerzo_as: 

0.00014 X 2 109 JOO ~ 295 kq/crn2 
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por lo tanto, tensando los cables a fl " 9491 kg/cm2 y -

" bajandolo después a f2 • 8732 kg/cm• pnra anclarlo, el -

enfuorzo mínimo después del anclaje ser~ de : 

8732-295 • 8437 kg/cm2 

eato esfuerzo mínimo aparecerá en ambos extremos de la -

viga. 

3) Puesto que los alambres se tensan por pares el primer 

par perder~ algo de esfuerzo debido al acortamiento el~~ 

tico del concreto bajo la acci6n de los 11 pares subse-

.cuentes,la magnitud ser~ aproximadamente 

H- X 8437 X 1.20 X 2 109 300 

281 240 X 45.7 X 20.3 
478 kg/cm2 

la pérdida promedio para todos los alambres. será· .: 

4 ~ 8 = 239 kg/cm2 

· ...... ·. :~.,{ 
4) El esfuerzo total en el acerc{esjriuy cercano a'65376 

------ ~~L-.:.',,;_··-·= 

Kg/cm2 , para el. cual el acortllmie'ntÓ.~Ü~Ucóde.l.con~ 

creta vale : 

65376 
.~2=a~1-2~4~0~x~4~5~.~7~xT2~0-.~3~ = 0 • 00025 

la deformaci6n plástica del concreto• (2.2 - 1)0.00025 

que es igual a 0.0003 , la cual corresponde a un esfuet 

zo de : 

0,0003 x 2 109 300 • 633 kg/cm2 en al acero 

5) La pérdida <.te preesfuarzo en al acero, ¡:rnra unct con-

tracci6n <le 0.0002 es : 
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0.0002 l( 2 109 300 422 kg/cm2 

6) La deforrnaci6n plástica en el acero a 3% de 8437 

La pérdida total se puecie reswnir : 

CAUSA pérdida 

Acortamiento el&stico 239 kg/cm2 

oeforrnaci6n pU\stica del concreto 633 " 

Contracci6n del concreto 422 " 

ooforrnaci6n plástica del acero 253 " 

Tu TAL 1547 kg/cín; 
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253 kg/crn2 

% de ,:>eraida 

3 

7 

5 

3 

18% 



2 - M0'1C•lTOS HIPERESTi\TICOS DE 

PREI:SFUERZO. 

34 

Examinemos primero,la diferencia entre una viga -

continua de concreto preesforzado y una viga simplemente 

apoyada.Debido a la aplicación del preesfuerzo,los momentos­

en una viga continua se afectan directamente por el prees 

fuerzo e indirectamente por las reacciones del apoyo induci­

das por la flexión de la viga.En una viga sim,,le,no hay reac 

ciones de los apoyos inducidos por el prcesfucrzo. 

Consid~rese una viga simplemente apoyada,como la­

que se muestra en la figura12; sin importar cuánto se prees­

fuerce la viga, solo los esfuerzos internos serán afectados­

por el preesfuerzo. 

Fig.- 12 

al _Viga sim;>lemente apoyada. 

T-C 

R=o 
b) Parte de la viga como cuerpo libre. 

L,1s reacciones en los apoyos,determinadas por cs­

t5tica,dcpendcr~n unicamentc de las c~rqas muerta y viva que­

actucn sobre el elemento, sin verse afectados por el prees -

fuerzo. Ahora, sin carga externa do ningBn tt?O sobre la v1-

gu, sin imtlortar cuti.nto ~:;e precsfue!:·1..:c 1 las re:1c::ioncc; ~;er.1n­

nulas , y, por lo t.:into, f~l noncnt-:i extcric: .. r t i.;·;)i{-;1 le~ ·H"t J. 
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Sin m..:..·mer'!tos exteriores sobrr3 lc.1 vigd, el momen­

to· ültcrno resist."Jnte también ser.'.i nulo,y, por consiguiente, 
la línea de preesfuerzo,debe coincidir con la línea T en el 
acf•ro ( que es Ja línea que coincide con el centro de grave­
dad de los cables ) como se ilustra en la figura b. 

Siendo conocida la línea de preesfuerzo en el co!:!_ 
creta, el momento en éste, en cualquier direcci6n se puede -

determinar por : 
M Te Ce 

Ahora, consideremos una viga continua de concreto 
preesforzado, ( Fig.13a). cuando se aplica el preesfuerzo la 
viga se flexiona y se deflexiona, la flexi6n puede ser tal -

que tienda a deflexionar la viga alejándola de alguno de sus 
apoyos,como en (b); Si se impide la deflexi6n en estos apoyos 

,como en (c),las reacciones deben ejercerse sobre la viga 
para mantenerla apoyada. De este modo es como s~ inducen las 
reacciones cuando se preesfuerza una viga continua.Dichas 

reacciones inducidas producen momentos en la viga,como en (d~ 

para resistirlos , la línea de preesfuerzo en el concreto 

( la llamaremos C ) dehe quedar a una distancia e* de la lí­
nea T ( como se indica en (e) ) , tal, que el momento resis -

tente interno sea igual al momento externo H debido a las 
reacciones, esto es : 

e• = .1L 
T 

Como un resumen de lo anteriormente dicho,podemos 
decir lo siguiente 

Bajo la acci6n del preesfuerzo la viga se deforma. 
Si dicha viga es isostática, se deformará libremente. Pero -

si se trata de una viga hiperestática , va a encontrar cier -
tas restricciones pdra hacorlo, provocando en los apoyos 

raaccioncs dcbidan a! prcesfu0rzo. Dichas reacciones se les­

lla~ar5 hipera3t~t1c3s y Io~i rnomen~os dcbidJ~ .. ~:;taA reac -

cioncc 3crán l lam;1d0s momentos h .. p..:?re'lttitic.c ~' ~h: preos t ucr-

zo. 



Fig 13.-

t··--.. __ ... -····------- --····1 -- ... -· 1 ·-----

d.- VIGA co .. 1TiilUA. 

·-------- 1 ------- ~ f" ..... --------- ~ 

b- FLEXIOil DI; LA VIGA JAJO EL 

PREESFU;;RZO SI .lQ ESTA 30STE.HDA 

POR EL 1\POYO. 

--------,,..-····· 1 ---.. ----··-= ~ -·--·- -~ 

C.- REACCIONES EJERCIDAS PAM SOS 

n::mR A LA VIGA E.I su SITIO. 

d.- orAr,:<A'tl\. oc •nim.nos 

·~ i·.u:.~ ;·1 i ;-.:. ¡ : u\ . 
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El efecto producido por lus reacciones hiperestá­

ticu~, deberá agregarse a la acci6n isostática del cable. 

Para aclarar los conceptos antes mencionados se -

presentan los siguientes ejemplos : 

r:JE.'iPLO 1: 

1) Consideremos una viga simplemente apoyada,fi -

gura14., con un preesfuerzo F horizontal y con una excentri­

cidad constante e 1 a todo lo largo de la viga : 

l 1---------------1 
L 

Fig.14 - Viga simplemente apoyada. 

Calculamos la flecha al centro del claro debida al preesfuer 

za, usando el m~todo de la viga conjugada : (figura 15) 

' ' ' ¡ ! 
1 
L 



El momento al centro del claro de la viga con -

jugada será : 

M 

por lo tanto, la flecha será 

~1,, 
y := BEI 
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Si la viga de la figural4,la apoyarnos tarnbi~n -

en e, la viga será hiperestát1ca y por lo tanto la flecha­

cn el punto c ,debe ser nula. Para nulificar la flecha al­

centro, el apoyo c debe provocar una reacci6n hiperestática 

de preesfuerzo que anmle la flecha obtenida anteriorrnente­

esto es :-

Rh ~ 3 c ~ (1) 
48EI 

el primer miembro representa la flecha al centro del claro 

que produce una carga concentrada en dicho punto en··una 

viga simplemente apoyada. 

1"1 1 ;. l'-1 - V1·-r:1 ::.;.'l'r•_:;•~:it¡ 



de la ecuaci6n (1) se tiene 

de donde 

Rh L'J 

~= 
48 EI 

1 
Fe

1
1 

8 EI 

Rh=~ 
c L 

por simetr!a y por suma de fuerzas verticales 

por lo tanto, analizando una secci6n cualquiera x , siendo 

O"x~L/2, tendremos, además del efecto isostático del C!!_ 

ble, las acciones hi,>erestáticas de 

Mh=-Rhx 
X a 

Vh = - Rh X a 

de donde el momento total debido al preesfuerzo será 

Mx= Fe 1 + Mhx 

M = Fe + - 3 Fe, x 
x 1 L 

W "= Fe ( 1 - !LX ) 
X - 1 

por lo tanto,la 11nea de preesfuerzo tiene una excentrici­

dad igual a 1 

al centro 1 

e
1

· ( 1 ;,, .l!L¡ 
L. 

e* = e 1 ( 1 - !!L.) x 2L 

resultando e" una l!noa quebrada como se indica en la fi­

gura!& , QUe es la l!nea dol prensfuerzo. 
Comparando los rosult~dos obtonidos con loH d~ 

la viga isontSticJ,s~ puc!dr·n }1ac~=r las s1;1u1entcs conclu-

3~ 



l. - La línea de preesf~uerzo e no coincide con el­

tcnclón o cable equivalente, debido al momento hi¡.icrestáti-

co a~ preesfuerzo. 

2.- Los esfuerzos provocados por el preesfuerzo -

en el concreto , serán debidos a la excentricidad e*de la-

línea de precsfuerzo y NO a la excentricidad e 1 del cable; 

es decir, que en una estructura hiperestática , el prees -

fuerzo no pasa donde se coloca el cable. 

3.- En una estructura hLperestática deberá consi-

derarse el conjunto de la misma y no podrá considerarse -

una secci6n aislada como se hace en una trabe isostática. 

Como se vió en el capitulo 2 " Principios del -

Concreto J,>reesforzado ", se puede con3iderar al preesfuer-

zo en dos formas : :1étodo Interno,y Método Directo. 

Ambos métodos podrán utilizarse para calcular las 

reacciones hi2ercstática~ debidas al preesfuerzo como se-

ilustra a continuac16n : 

Ejemplo 2 

a) Considérese una viga continua como la de la­

f igura 17 , de la cual queremos obtener el diagrama de mo­

mentos finales por el m~todo interno. 

L 

F11¡.- 17 . Vlqtl -...· 111t i~.-1 . 
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-suponemos que e 

Sl' tiene : 

FL 2 
Fe = - 2r 

41 

Usando el mGtodo del trabajo virtual 

'<QJJ ¡,UJ7 
~ 

Diagrama de momentos del 
estado "O". 

f t 
0.5 0.5 

Diagrama de momentos del 
estado "1". 

la ecuación de compatibilidad es 

~01 + X l\11 = O 

donde, multiplicando los diagramas se tiene 
5 FL2 . 

601 2 ( ~) (L) (- ~) (O.SL) = -· 5FL4 
24rEI 

sustituyendo estos valores en la ecuaci6n de ,compatibilidad 

se tiene 

de donde 

X lOFL ar 

o 

por lo tanto,las reacoiónes serán; 

r 1 t 
lOf'L 
16r 



por lo tanto,el diagrama de momenton hi¡icrest.'.'.iticos debidos 

al preusfuerzo será el que produzcan dichas reacciones, esto 

es 

y los momentos finales serán el resultado de sumar los mo -

mentes isostáticos más los hiperestáticos.esto es ' 

'<CQLl l-1 IJLV 
Momentos Isostáticos 

_.:._ __ ;:---

lOFL 2 /16r 
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!TD:r=r-,..... Momentos·.·a1.Pérest.!iticos 

Momentos: Finales. 

b) Mlltodo Di.recto 

Como se dijo en el Capitulo 2,en éste rnl1todo se con­

sidera al prcesfuerzo coMo una solicitaci6n externa,es decir, 

como una carqa uní fommcmte> repartida a lo largo de la viga, 

'I 
F 



es todos 

Usando el trabajo virtual,so tienen los siguientes 

EDO. O 

~ -MIIlfzl:.lllMBi\Ulilll 

2Fe 
¡,--2Fe 

¡:--

EOO 1 

1 

f 
! 

t 
o.s 0.5 

Los diagramas d~-m6~entos de" los dos estados son: 

-,~-~,~~~~: . - - ' <~ , 

M(x)"' - 2~e X+ ~~e· Cx2 J (l/2)~Y ··· 

EDO O 

O.SL 

EDO l 

Multiplicando los dL1qramas se tiene 

AOl y 
• J 

- __ '1,._ 
tíl:r 
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como la ecuaci6n -de- -conipaÚb.i.1.idad es la misma que la anterior 

la rcacci6n X también lo será,por lo que 

X 

Las reacciones y el diagrama de momentos finales ser&n: 

ra-
3FL 
Sr 

~,¡, 

lOFL __ B_r_ 

¡ 
3FL 
Sr - O~X~L 

M= -(JFL) F x2 
8 r X + r2'""° 

para: 

X=O 1 M=O 2 
X=L , M= ~ Sr 

J 9FL2 
X=9 L t M=Mm~x. = - I2'8r. 

Como vemos dan los mismos resultados por el método in­

terno y por el método directo. 

EJEMPLO 2 : 

Considerese la viga continua que se muestra en la figuraI,de la 

cual se quiere obtener el diagrama de momentos finales empleando 

primero el mtitodo interno y después el método directo, con el -

fin de comparar los resultados.obtenidos por ambos métodos. 

Fi.g. I.: 

c=0.1524 m. 
o 

9.lHM. 
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Por el método interno se tir,ne 

Diagrama de momentos del 

LDO. 11 0'~ 

Diagrama de momentos del 

EOO 

multiplicando los diagramas : .. -,<· -~--

bo1 = 
10 • f} ; z •• 

12 
(4.57) (-0.1524) (2.286F) + 12 (2.}9}(-:0;l524F) 

( 5(2.286)+(3)(3.681)) +l.(1;·1,82)(0.1524F) .. 6 

3.681 + 3(4.572) ) -· ... ,·· ,.,-· _. •',. 

= -1. 32735F - l. 59257F + O; 7B743GF 

t,.l.l ~ (9.144) (4.572) 2 

de donde 

X 127.4258) = 2.1325 F 

X Q,016735 F. 

por lo que las reacciones y el diagrama de momentos h;iperestá­

ticos debidos al preesfuerzo serán : 

lo-- 9.144m---- 9 .144n. _.,. 

0.0083675!' o. 016 73!:.l" O.C033675F 

Q.1)765124•' --- ·>l"L!ntos Hípure!!_ 
t~tiCC•S, 



los momentos finales serán 

0.1524F 
~ "<:L 1 _, !:;:¡:»= .........,. ,_, •;;;;:>: Momentos rsostaticos 

-0.1524F -0.1524F 

O. 0765124F -+ 

.....-x=r:CI 1 1 ~ Momentos lliperestáticos 
. O. 038256F 0.03825GF 

0.2289F 

Al>.. 
'CL1:J>'> <t::J:J::LJ>' 

~omentos Finales. 

-Q.1141F -0.1141F 

Método Directo ; 

f. donde 
r 

La carga uniformemente repartida esta .dada por 
. 2 

r·=l Se 

w f.= F 
r (9.14527)2 0.0218 F. 

8(0.2286) 

Q.0218F 

/ .. , . . . , . .. .... ..... 

por el m!todo del trabajo virtual se tienen los siguientes 

estados : 

0.0:>18F 

,*S!!SJid, ED0 11011 

q . . ~F e), 2f' 

r ···-· ' 
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la ecuaci6n de compatibilidad es 

b.Ol + Xbll = O 

Obtenemos los diagramas de momentos de los dos estados: 

para el estado 11 0 11 

O~ X!:9.l44 

~(~) = -0.2 F X ~ O. 02l 8Fx2 

2 
X=O , M=O 

'CQQl-11 IJJY 
-0.9l.742F 

para el estado 11 1" 

O~X!:9.144 

M(x)= 0.5 X 

multiplicando los diagramas , tenernos : 

b.01 
10 I2 (9.144) (·0.91742F) (4.572) = 

A.. 2 2 127.4258097 
~1 = J (9.144) (4.572) = EI 

X=9.144 , M=0.91742F 

-31. 961665l1F 
EI 

sustituyendo estos valores en la ecuación de c•.ompatibilidad,se tiene: 

C.250f1F 

por lo que tn.s rf-..:accLc,~10s Hertin 



el diagrama de momentos finales será 

O~X~9.144 

M(x) = -0.0746Fx + 

¡lllra X=O , M= O 

0.0218F x 2 

2 

X=9.l44 , M=0.229 F 

X=3.422 , M=Mmáx.= -0.127 F 

X=&.844 , M=O 

-O.l27F 

0.229F 

,,&, 

-0.127F 
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Comparando estos resultados con los obtenidos por el 

m6todo Interno vemos que son practicamente los mismos. 

La diferencia es debida a la aproximaci.6n n!lmerica -

del calculo. 



3. - PIU.<Cil'IOS i..lE LAS LI.Wl\S Dl:: I.lr'LUJ;;,¡c;¡¡, 

En el diseño de un gran número de estructuras es­

necc3i..trio est:.udiar los ¿fectos t-'rou.uciuos por caryas colo­

cu.c.Ja'3 en varias '"'csiciones. l.;sto .:>e tJUl!ue .1acer t:n forraa -

cCJnvu11icnte tJOr nedio dcl diayramas yu~ 1.1uestr~n el efecto­

ae una carga que se mueve a lo largo de la estructura. Ta­

les diagramas se denominan comunmente líneas de influencia . 

. Aa!,una línea de influencia es un Oiagrama que muestra -

la variación de una función ( cortante , momento , etc. )­

~ara una secci6n dada,debido a una carga unitaria que se -

mueve a lo largo de la estructura. Bntonces,una línea de -

influencia para una secci6n particular se puede construir­

col ocando una carga uní ta ria sobre varios puntos de la es­

tructura y determinando,para cada una ~e éstas posiciones­

dc la carga unitaria,el valor de la función en una sección 

E.!!.rticular de la ~structura Debe observ..1rse que mientras 

que un diagrama de cortante o ~omento,muestra la variación 

en cortante o momento a lo largo de la bStructura debida a 

una posición 2articular de la carga, una línea de influen­

cia par~ cortante o momento,muestra la variaci6n en corta~ 

te o momunto en u11d secci611 ~articular de la estructura 

Jebidc; ~i una carga unitaria colocada e~ cual(1uicr lu~ar a­

la lJrqo de ella. 

I~~~ l!ne~s \le influencia sirve dos prop6sitos 

fu,,d(1r1PnlalcH. Puf1 c.i.(~r. ;.er u:;:1d<ls cu:1li~·-~t1'.par.teate t--~urLt .1n­

j1c,ir l..i:.:; ~arte:,; Je lu t.?Btl"U<.:tUL1 qu-.J d· . ..!>.A!rÍan ::;~\r c.:irgad:t:; 
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cesario calcular ninguna ordenada de la línea de influencia. 

Por otra parte, las líneas de influencia se pueden usar en -

un nentido cuantitativo para obtener los valores de una fun-

ci6n particular, resultado de algún patr6n de carga. 

Si los valores de una acción A son graf icados como-

ordenadas de los ;>untos de aplicación da una carga unitaria, 

obtenemos la línea de influencia de la acci6n A . Usaremos -

la letra griega 't para representar la ordenada de influencia 

o coeficiente de influencia ) de cualquier acci6n debido -

a una carga concentrada que se mueve a lo largo del miembro-

de que se trate. Los efectos de otro tipo de carga tales co-

rno los debidos al preesfuerzo,los estudiaremos mas adelante. 

Ilustraremos ahora el uso de la l<nea de influencia. 

• El valor de una acci6n r. debido a un sistema de cargas co~ 

centrada Pl,P2,P3, ....... ,Pn ( Fig A) puede ser obtenido de 

las ordenadas de influencia corno : 

ó 

A= 'YJ.lPl +yt2P2 + •••• ••••••• +"tlnPn 

A ~ )l_iPi 

1\, l\a 

( 3.1 l 

'\Ltnea de influencia de la 
accílín A. 

flg.- A . L!ne~ de :nflue~c•a de la acci6n A 
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El valor de la acción A debida a una carga transversal 

distribuida de intensidad p sobre una longitud Be es : 
e 

A = f1.p·dX 
8 Carga de intensidad p 

B 

'l 

influeiicia:de·1a acción A 

~ :'-:( :~· 

Para una carga uniforme de inte~sfda~; q. 

A=~f.\Jx 
" 

el valor de la integral en 6sta última ~6Ú~~¡6n:;~·s~~l área bajo 

la l!nea de influencia entre B y c. 

Principio de MÜller-Breslau 

Un medio efectivo de visualizar la forma de una l!nea-

de influencia para cualquier estructura-ya sea simple o conti -

nua- resulta de un principio establecido por H. MÜller-Breslau. 

Este principio establece lo siguiente : 

" Si una función cualquiera-tal como momento,cortante, 

reacci6n o esfuerzo-produce libremente una pcqur,i1a deformación-

6 en una secci6n para la que la l!nea do in~luencia se desea , 

los desplazamientos de lci el,1stici..I ¡¡.., l.> ,·:strc1ctura representan 

las ordenadas de influcnci:l TI'Ultipl::.·JdJ.s t:nr t:;;.., '', 

":: '.i•:rando, i. , ' 



52 

-lástica de la estructura resultante es la líneu de influencia 

a alguna escala. 

Consideremos una viga cargada en cquilibrio,como en­

la figura Bl. Juitémosle el apoyo en 'b'' y sustituyamos su efec-

to por la correspondiente reacci6n Rb, como se ve en la figura-

B2. Si ahora se sujeta a la estructura a una carga dirigida h~ 

cia abajo en b,tal que la deflexi6n en b sea igual a la unidad 

, la viga tomará la forma de la figura B3. 

Como la estructura original es determinada estática -

mente,el hecho de liberar una restricción,hace que la estruct~ 

ra se convierta en un rnecanismo,y entonces la fuerza F requer~ 

da para producir el desplazamiento ( Fig B3) es cero. Sin ernbar 

go , el liberar una fuerza restrictiva en una estructura inde -

terminada estáticamente conduce a otra estructura estable,de 

tal forma que generalmente la fuerza F no es igual a cero. 

Aplicando el toerema de Betti a los dos sistemas de 

fuerza de las figuras B2 y 83, podemos escribir 

'f\.lPl + '1l,2P2 + ••.••• + Y\nPn - lxRb = F X o 

Esta ecuaci6n expresa el hecho de que el trabajo vir -

tual externo desarrollado por el sistema de fuerzas de la fig. 

B2 durante el desplazamiento del sistema de B3 1 es el mismo que-

el trabajo virtual externo hec~o ~or el sistema de la fig. B3 -

durante el desplazamiento del sistema en B2. Bsta cantidad debe 

ser cero,por que no existe deflexi6n alguna en b en la fig. B2. 

La ecuaci6n anterior puede ser escrita : 
n 

Rb =Ll\iPi 
¡,, 

Comparando est3 ~ci.1.1ci6n con la J.1 , p0demos ver ;·¡uc-
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Pl P2 Pn 

IJ B ! e o 
A 

A 

¡ j) • E 

(1) 

Pl pf T e D l B 

16 • .. A • Á ¿ 
(2) 

f19:e 

(4) 

(5) 

WWF (6) 1 íF1 ) 

( 7 i 



la reacción Rb. Esto demuestra que lu línea de influencia de 

la roacci6n Rb se puede obtener liberando su efecto,esto es 

quitando el apoyo en·a: e introduciendo un desplazamiento u­

nitario en ese punto. 

Usando simple estática,podemos facilmente checar 

que la ordenada de la l!nea obtenida en cualquier punto,es -

igual a la reacción Rb si una carga unitaria se coloca en 

ese punto de la viga. 

Usemos ahora el principio de MÜller-Breslau para el 

caso de la línea de influencia del momento flexionante en 

cualquier secci6n •e~ Introducimos una articulación en 'e" l ib!!_ 

randa así el momento en esa sección. Entonces aplicamos dos 

pares iguales y de sentido contrario•F•tales que produzcan -

una rotación relativa unitaria de los extremos de la viga 

que concurren en•e~( Fig. BS ) • Con el objeto de probar que 

la l!nea deformada en este caso es la línea de influencia del 

momento flexionante en~e•, se corta la viga de la figura Bl­

en la sección•e•y se introducen dos pares de fuerzas iguales 

y opuestas Me y Ve para mantener el equilibrio ( Fig. B4 ) • 

Aplicando el teorema de Betti a los sistemas de las figuras-

84 y BS , podemos escribir : 

Y\lPl +"r\.2P2 + •••• +Y\_nPn - 1 X Me .. F X o 
ó: 

Me .. r f\..11'1 
i•• 

Esto demuestra que _l.il l.!nea deformada de- la fig.llS­

es la línea de influencia para el momento flex1c:iante en •e':' 
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La linea de influencia para el cortante on 13 seccf~n 



relativo sin rotaci6n relativa de los do!I extremos de. la -

viga que concurren en ''e• ( Fig B 7 ) • Esto se lleva a cabo 

introduciendo en "e'' un mecanismo ficticio tal como el mos,.• 

trado en la figura B6 y aplicando dos fuerzas verticales 

iguales y opuestas F. Con este mecanismo, los dos extremos 

de''e""permanecen paralelos tal como se ve en la Fig. 87. 

Aplicando nuevamente la ley de Betti a los siste-.. 

mas en B4 y B7 , podemos escribir : 

"\. lPl + Y\.2P2 + •••.••• + 'I\. nPn - 1 X \Te F X 0 

6 

\Te = tytiPi ,., 
lo que demuestra que la línea deformada de la fig. 87 ,es -

la línea de influencia del cortante en•e~ 

Todas las líneas de influencia consideradas hasta 

aquí están compuestas de segmentos de líneas rectas. Este.­

es el caso de líneas de influencia en estructuras estátic~ 

mente determinadas. Así, una ordenada y la forma de la l!-

nea de influencia conocidas ,so,. suficientes para dibujarla. 

Esa ordenada se puede calcular a partir de consideraciones 

de estática o de la geomettía de la línea de influencia. 

Las líneas de influencia en estructuras estática-

mente indeterminadas estlin compuestas de curvas ,y por lo 

tanto deben calcularse varias ordenadas.En la fig. BS se 

usa el principio de Miüler-llreslau para obtener la forma 

general de las l!neas de influencia para una reacción ; -

momento flexionante y cortar1tv en un3 sección de una viga 
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continua • 

A B E e D 

" 

A B C----=----! 
............... _ __.¡,___+ _ ____...... ... 

F 

Línea de influencia ~ara Rb. 

Línea de influencia de Me 

L1nea de Influencia de Vo. 

• • Fig.- 138, L!nea de influencia de una viga continua 



El procedimiento anterior involucra una escala 

particular, aunque ( especialmente para la línea de i,n 

fluoncia del momento } puede ser bastante imperfecta,­

por que es muy sensible, con respecto a ligeros cambios 

en la pendiente de la línea deformada en la secci6n en 

la que se introduce la deformaci6n. Se puede obtener -

una mejor escala para tales líneas de influencia por -

la combinación de dos métodos más sencillos, como se -

ilustra en la fig. Cl. 

En esa figura se obtiene la línea de influen­

cia para el momento en D por dos distintas formas. En­

(1) se dibuja primero una línea de influencia del mo -

mento en D en una viga soportada en A y c. Las ordena­

das de esta línea se pueden obtener de la geometría o­

calculando el momento debido a una carga unitaria. En­

tonces, se introduce una correcci6n debida al efecto -

del apoyo B, y esta línea curva se supe::pone a la lí -

nea de influencia simple. La altura de la línea curva 

se obtiene a partir del hecho de que la ordenada re -

sultante en B debe ser igual a cero, ya que el momento 

en D debido a una carga en el apoyo B es cero. Ahora -

lo único incierto es la forma exacta de la línea curva 

de corrección. 

En la fig. C2, se dibuja primero un diagrama 

de influencia de una viga simple,y luego se introduce 

la correcci6n para tomar en cuenta el efecto del apoyo 

A que había sido despreciado. El patrón de correcci6n 

es superpuesto a,~ L1l manera que la ordenada de in --­

fluencia resultante en ~ sea igual a cer0,ya que cuan-
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do ne coloca una carga ahf,el morne~•t.o en D es igual a cero. 

Se podría obtener la misma línea de influencia qui-

tanda otros ª?ºYDS de la viga ( hasta dejarla como una estr~c 

tura isostática ) y des2ués tomando en cuenta el efecto de -

la restricci6n liberada. En cierto rnodo,el procedimiento se 

asemeja al de la obtenci6n de elementos mecánicos por el rn!i-

todo de flexibilidades en el que se analiza una estructurd -

primaria quitándole las redundantes a la estructura origi -

nal. 

(1) 

(2) 

.~ = ... --___,,--...,. + ras.,.,¡~ 
A D i3 e D j3 ;, 3 e 

F1g.-C. Combi.na<..:tün de mótod-:1. 
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Ilustraremos con un ejemplo la aplicación del -

principio de MÜller-Breslau 

A B 

i EI Cte. 

6 m. 
Se pide encontrar l.a línea de infl.Úeri~iél pa'ra -

la reacción en B. ·.· . ; '> ' 

1.- Sustituimos Xb por una fuer~c(cón di~ecci6n 

hacia arriba,tal como se muestra 

n 

6 Ton-m. 

~ -X 

o 

\D 

"' o 

o 

Linea de influen-

cia de Xb. 

2) El diagrama de mome~ 

tos producidos por esta 

fuerza,se muestra en b 

3) Aplicando el segundo 

teorema de Arca-momento 

se tiene que: 

EIAnb = 6+ 
2~ + (6-x)~ ~-

2x2 + x 2 - x 3 

6 
x 2 ( 3- x/6) 

para x = 6 mt. 

EIAbb = 6 2 ( 3- 6/6) = 72 

Abb .. 1..L 
EI 

Si hacemos EI = 72 de tal 

manera que [l b~1 = l podemos 

obtener todos los coeficie~ 

tes de influencia y as! tr~ 

zar 1 a l !neu. correspondien b~ 
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LHIEA DE DIFLUE;~CIA DI·: lJ.~I'. 

VIGA COi~ EXTREMOS PIJOS. 

Vamos a utilizar el principio de Mull<!r-Breslau 

para encontrar las líneas de influencia de los momentos­

de empotramiento de una viga con extremos fijos. De aquí 

aplicando las ecuaciones de la est~tica,se pueden deter­

minar las líneas de influencia para reacci6n,cortante y­

momento flexionante en cualquier secci6n. 

Para encontrar la línea de influencia del mame!!, 

to do empotramiento Mab de la viga moAtrada en la fig!!, 

ra Dl,introducimos una articulaci6n en A y ah! mismo a--

~licamos un momento tal que produzca una rotaci6n unita­

ria en ese mismo punto. Este momento deber~ ser igual en 

magnitud a la rigidez angular Kab del extremo A. El mo~ 

mento correspondiente en el extremo B es t=Cab·~ab,donde 

Cab y t son el factor de transporte y el momento de tran~ 

porte respectivamente. La línea deformada correspondiente 

al diagrama de momentos flexionantes de la figura 03. es-

la línea de influencia requerida. 

cuando la viga tiene rigidez a la f lexi6n EI 

4EI constante y longitud L , los ~omentos en A y B son - -¡;-
2r::r y - ¡:;- respectivamente. 

momento 

La suµerposición de 

c.xtremc - ~EI en A ( 

la deflexi6n causada por un 

con l"Omento cero en B y -

2Lr de las def loxiones causadas por un momento igui.ll a - -L-

en U ( con momento e"ro en A ) nos du l.:i l!nca Lle influ~.n 

Cia requerida. lsto so ilustra en la tabla l. 
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4EI 
¡;-

Fig. o.- Viga con extremos fijos. 

L 

(l) 

(3) 

-4EI 
L 

¡,r 

(2). 

(4) 

2EI 
- ¡;--

(~ 

0.4L 0.6L 

(5) 

l. 

l. 

Rb 

\ ····· . .. 
~····· 

.=JJJr 
······r·· 

Ra 

( 7¡ 

(6) 

¡; l 
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-tenidus a partir de las del momento Mab invirtiéndoles el 

signo y el orden. Zsto se ilustra en J.a tabla ·2. 

Las líneas de influencia de los dos momentos de -

empotramiento están dibujadas en la figura D4. 

Distancias del ex ~ 

tremo izquierdo. .lL .2L .3L .4L .5L 
o 

.6L .7L .8L .9L 1-.., 
:E 

Def lexi6n debida - H (-l (-) (-) (-l C-l (-) ,_, ,_, 
al momento de Emp . . i14 .192 238 .256 .25 .224 .182 .12 s .066 en A (-4EI/L) • L 

Deflexi6n debida -
al momento de Emp. Li 
en B (-2EI/L). 033 .064 ¡.091 112 .125 .12S .119 . 096 .057 

Ordenada de In - ,_, ,_, 
(-\ 

,_, (-l ,_, (-l C-l (-~ 

fluencia de Mab. L 
.081 ,128 ~14 7 .144 .125 096 .068 .032 .009 

Tabla l. Calculo de las ordenadas de influencia de 

Mab* 

Distancia des-

de el extremo O.lL 0.2L ·o .31 0.4L O.SL O.GL 0.7L O.BL 0.9L al 
o 

izquierdo 1-
~ 
U-

Ordenada de -

Influencia -
pura Mba .009 .032 .06 096 .125 .144 . 147 • 12B .OUl L 



• Lao ecuaciones de las líneas de influencia de los momentos 

de empotramiento son : 

Mab = 
l( L-x ) 2 

y Mba 

donde x es la distancia a partir de A. 

La reacción Ra puede ser expresada como: 

"l. ra = 'r\. ras - f (1'\. Mab +'f\. Mba ) 

Donde ~ es la ordenada de influencia de la acción -

indicada por el subíndice . La línea de influencia de Ras es 

una línea recta con ordenada 1 en A y cero en B. Bl cálculo-

de las ordenadas de influencia para la reacei6n Ra es desa -

rrollado en la tabla 3., y la línea de influencia se dibujó-

en la figura DS. 
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Distancia o O.lL tl2L .Q·. JL \0.4L desde el-
Q,SL Q.6L 0.7L O.BL 0.9L 

extrruno Iz. 

\'t_Has 1.0 Q.90 o.so o. 70 

i 

! 0.60 
i 

o. 50 1 o. 40 

1 

O.JO 0.20 o .10 1 

1 



En forma similar,la ordenada de influencia para 

el momento flexionante en cualquier secci6n a una dista!!. 

cia x del extremo izquierdo está dada por 

donde 'f\ni y 'Y\_ms son las ordenadas de influencia del mame!!_ 

to flexionante en la secci6n para una viga con extremos-

fijos y simplemente apoyada respectivamente. Las ordena­

das Y\. m para una secci6n x~ 0.4 L se calculan en .la.ta -

bla 4 y se dibujaron en la figura 06. 

Distancias 
desde el -
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extremo iz O.lL 0.2L Q.3L 0,4L O.SL 0.6L 0.7L O.SL 0.9L Facto 
quierdo. -

ytMs 

1 0.6Y[Mab 

1 

1 

1 -O~'l~!b~ 
1 

0.06 0.12 o.1a 0.24 0.20 1 0.16 0.12 p.oa 0.04 

l 

-.049 -.077 -.088 -.086 -.019 -.oos 

,- • J5B -.059 - .051 -.o::.i 

t ¡.;.~d. 4 Ll • 

1 

-.004 -.013 -.02s -.oJs\-.cs 

i 

l. 023 

1 

'·. ·: .. 
! 

' ~ 

F~,~~- tJ ¡L!':.:/:~.~;~e•;·¡ o.007 .OJO .067 1

1

,.116 .07.5 

~~~~-'"~~~1--~ 

¡"'"[ 
1 j 

~1 :x '' 4 

L 

L 

--



Las ordenadas de influencia Yl '' para el cortante 

en cualquier sección pueden ser calculadas a partir de la 

ecuaci6n: 

'l'\_v ~ 'f\. vs - Í; <'1. Mab + '1 "1ba ) 

donde 'Yl. vs es la ordenada de influencia para el cortante -

en la misma sección en una viga simplemente apoyada. La 

línea de influencia para cortante en una sección x=0.4L -

se muestra en la figura 07. Se puede ver que ésta línea -

de influencia puede ser formada por partes de la línea de 

influencia para Ra y Rb. 

Podríamos ampliar el estudio de las líneas de 

influencia al caso de los marcos planos u otros,pero he-­

mas considerado que de acuerdo con los oojetivos que se -

persiguen en ésta Tesis es suficiente con suspender dicho 

estudio aquí,aunque en el capítulo 4 menciona~emos alguM­

nas propiedades de las líneas de influencia de momentos -

hiperestáticos debidos al preesfuerzo. 
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EJEMi'LO A. - Aplicando el principio de Muller-~reslau, 

calcular las ordenadas , a intervalos de O. 75 m., de la línea 

de influencia para el momento en el punto medio del claro dC 

para la viga mostrada en la Fig.Z. El momento de inercia es 

constante. 

B E 

~ ----r---- '5 --f 

Fig.z.~ Viga continua simetrica. 

Eliminando la capacidad de la viga para resistir -

momento mediante una articulación y aplicando un par unit~ 

rio en el punto "E",se tiene la siguiente deflexi6n : 

e• 'J .. 
olH °'Q"º 

...,. _____ ~_:n ___ -:.;----/'IC>· • 

Fig.Z.1.- Deflexi6n causada por el par unitario, 

La viga conjugada cargada se muestra en la figura 

z.2, con las magnitudes de las ordenadas en las secciones 

requeridas ,indicadas en TOn-m. 



La suma de los cortantes en la viga conjugada a la 

derecha e izquierda del apoyo en 5,será igual a la reacci6n 

en este mismo punto, y será también el valor relativo del -

ángulorÍde la figura Z.l. 

3 2xlx-2- = 8 hacia arriba R = 2x;r + 5 2 1.5 

las otras dos reacciones son: 

RA,= !x 3 
3 2 X 2 1 hacia arriba 

Re,= 6 - 1 8 3 hacia abajo 

Los momentos se calculan como sigue: 

M1 lx0.75 - 0.5 X ºi 75
x ºj75 

= +0.703 

M2 lxl.5 - 1X!_,,2.X1.:2. = +1.123 2 3 

M lx2.25 - 1.5 X 2 •25 X~ a +0,985 3 -2- 3 

~·""o 
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M4 .. -ixo;75 - o.5x~·x ~ x o.75 - 1._5x0.75 x • 2
75 = -2.010 

- - 2 3 

M5 = -2;i . .5 -ix1; 5x~l.5 - lxl.Sx0.75 = -4.876 

M6 = -Jx0.75 - Q.Sx.:.2§.x~ = -2.297 - 2 3 

El valor de la ordenada de la l!nea de influencia en 

cada una de las secciones indicadas arriba se calcula divi-­

diendo cada momento pare!= 8 . La l!nea de influencia resul-

tan te es: 

CD o CD 
!: o o 

d ó ó 

«::::::::I __ ...__:r:;::::> 
A i z B ' e 
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4. - LINEAS DE INFLUENCIA DE MOMENTOS HIPERESTATICOS 

DEBIDOS AL PREESFUERZO. 

Para resolver el problema de las líneas de influencia 

de momentos hiperestáticos debidos al preesfuerzo,empezaremos -

por definir el coeficiente de influencia de preesfuerzo. Este, 

se puede definir para cualquier acción pero es más ütil para el 

momento flexionante,de modo que usaremos la siguiente definición: 

el coeficiente de influencia del memento debido al preesfuerzo-

en una sección "j", l?mp , se define como el momento hiperestático 

en una secci6n "i" debido a una fuerza de preesfuerzo unitaria-

aplicada a una excentricidad unitaria sobre un elemento de lon-

gitud también unitaria en la sección "j" (ver Fig.4.1). 

el coeficiente de influencia del preesfuerzo depende -

exclusivamente de la geometría de la estructura de concreto y no 

del perfil del cable o del valor de la fuerza de preesfuerzo.En-

tonces, el uso de éstos coeficientes nos ayuda a tomar en cuenta 

la variación en la fuerza de preesfuerzo a lo largo del cable y 

permiten una rápida estimación del efecto de preesfuerzo cuando-

el perfil del cable se cambia durante el diseño. El momento hi -

perestático en cualquier sección es : 

M¡1 = ;P.d?mp dx ----------- (1) 

donde la integración se efectua sobre la longitud de todos los -

miembrm; de la elltructura • La evaluación de l!sta inte9ral es 

~imilar a la determinaci.ón de cualquier esfuerzo debido a una 

carga transversal de intensidad re a partir de su linea de in---

ll'.«'ncia ( C.ipítulo 3 J 
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Para evitar el laborioso trabajo de calcular la línea 

de influencia del momento hiperest§tico de preesfuerzo a partir 

de su definición,mostraremos un método que facilita su obtención. 

Consideremos la viga ABCD de la Figura 4.2a con el di~ 

grama de momentos M
0 

debidos al preesfuerzo mostrado en la Figu­

ra 4,2b. Si aplicamos el método del Trabajo Virtual para obtener 

el momento en "d" debido a ese diagrama de momentos , tenemos 

que hacer un.--corte en el apoyo "B" y aplicar un par virtual uni-

tario en cada extremo de viga que concurre a ese nudo como se ve 

en la Figura 4.2c. El diagrama de momentos m que produce ese es-

tado de carga virtual se muestra en la Figura 4.2d. Ahora el mo­

mento en "B" lo podemos encontrar por compatibilidad de deforma-

cienes, as!: 

de donde 

+ 

f m Mo dx 
EI 

1 E~2 dx 

E~ dx = o 

----------- (2) 

El término f m =~ dx , es el giro relativo en el extr~ 
mo "II" de la viga debido al diagrama de momentos M0 • El término -

J m2 
El dx es siempre constante para una viga de geometría dada y -

lo llamaremos H • Representa el giro relativo en "B" debido al dia 

grama de momentos virtual de la Figura 4.2d. Si llamamos r 1 y r 2 -

a las rigideces angulares de las barras que concurren en el nudo''B'' 

so tíenc t~¡ue : a 
1 1. 

e, ~~~~ -- - 9 



7 
:ig.4.l .Definici6~n~Iu~Rat~cicnte de 

A B e D 

(a) Viga continua 

_,¡¡/Hº'"'~ 

~---?"c=;>-<z::::?~ 
A B C D 

(b) Diagrama de momentos M debido al 
preesfuerzo0 

• e • 
D 

(e) Par virtual unitario aplicado en "B" 

(d) Diagrama de momentos "m" debido al par 
unitario 

(e) Elástica producida por el par unitario 

rig. ·l.2.-

69' 
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entonces H 

como H es una constante, podemos introducirla en la 

integral del numerador de la expresión (2) y nos queda que: 

M. = - (Pe~ dx 
B j 1 

HE!· 

Comparando ésta última expresión con la ecuación (l) podemos-

concluir que : 

Y/mp 
m 

- iílIT 

m es el diagrama de momentos que produciría la elástica que -

se dibuja en 4.2e . Si en lugar de aplicar pares unitarios 

en los extremos que concurren en "B" hacemos que 9= ei+ll2 1, 

la elástica generada es la misma que tendríamos aplicando el­

principio de MÜller - Breslau para encontrar la linea de in -

fluencia del momento flexionante en "B" . En éste caso ,H=l -

l¡mp= _EmI 

A continuaciOn se ejemplifican los.-conceptos anteri2_ 

res con cuatro casos diferentes. 
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llJB!IPLO l Viga continua s inétr ica. 

B 

... 1 
L L 

Separando la viga y aplicando un momento unitario-

en 11 B 11
: 

l l 

~ 

Esta deflexi6n es causada por el siguiente diagra-

ma de Jnomentoq: 

o 
03 Q) "' 

o~ m 

Sabemos que : 

1 Mo -E~ dx 
MB= ---m.;;2-==-----

/ w dx 

Valuamos 
m2 

1 El dx 1 por el JÍiátodo del trabajo -

virtual 1 

• 2 2L _El 
11 • J EI dx • 2. ( 1/3 (L) (1) ) • JEr 

• ..!!!_ 
Ye que u ~~~unª co11stante,..,alullJtlC)S HllI 

secci6n 0.2L 0.4L 0.6L Q.8L L 1.2L l.4L l.6L l.8L 2L factor 

0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 l.2 0.9 Q.6 0.3 o 
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Como M0 = P•e , suponemos la posici6n del siguiente-

cable 

p{S--~Ih 

secci6n 0.2L 0.4L 0.6L O.BL L l.2L l.4L l.6L ·l.BL 2L factor 

+0.2 +0.3 +0.2 o -0.35 o +0.2 +0.3 +0.2 o 

Ahora efectuamos el producto de Mo·a~r ,para obtener 

el momento hiperestático en B por el método del trabajo virtual: 

• 0,3 5 Ph 

Edo. •o• 

.Edo. "1" 

Ph 

2 . 1 
= J (0.BL) (1.21¡; (+O•J)Ph + 1~ (0.2L) (-0.351'h) 

( 3(1.2)+5 (1.5) l 
¡; 

"'a • 0.0625 Ph 
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Resolvemos ahora la misma viga,con la misma posición 

del cable por el rn~todo interno: 

virtual ) : 

Tendremos los siguientes estados(Aplicando trabajo -

-0.35Ph 

EOO, "O" 

-0.SL 

EDO."l" 
-0.4L 

La ecuaci6n de compatibilidad es; Ao1+ XAtt=O 

Ao1 = ~ (0.8L) (-0.4L) (-0.3Ph)+ h (0.2L) (0.35Ph) (3(- 0.4L)-5(f)) 

0.020833 PhL2 

EI 

Sustituyendo en la ecuación de compatibilidad 1 

Ph 
X= - BL 

de donde el momento hiperest4tico resulta 1 

Me B 0.0625 Ph 

Qua os el mismo resultado que se obtuvo por el mStodo 

do la l!nea de influencia. 

En los ejemplos siguientes se seguirá la misma secuela 

de cálculo para encontrar el momento hiperestático debido al -

pren~fuerzo por los dos ca.minu::f • 



momentos 

EJEMPLO 2 

A 

Viga continua de tres claros iguales 

B e D 

l 
•-- L ---1--- L--+-- L~ 

A;>licamos un momento en "B" unitario : 

1 

Ar----~----:¡;...-----... rn 
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Esta deflexi6n es causada por el siguiente diagrama de-

0.2L L llllllba.... __ _ 1 

L O BL -0.25 

Valuando la consta~te H =/E m~ dx : 

H 

H 

j (L) (l)+ t (O. BL) (1)+ jco.2L) (-0.25 T+ t(L) (-0.25) 2 

O. 625L 
Er-

Ahora obtenernos el temino H~I ,anotand()_"los_v_alor_es en 

la siguiente tabla 

SECCION 
0.2L 
0.4L 
0.6L 
O. SL 
l.OL 
l.2L 
1.4L 
1.6L 
l. BL 
2.0L 
2. 2L 
2. 4L 
2.6L 
2. SL 
3. o:. 

m/HEI 
o. 32 
0.64 
0.96 
1. 28 
l.6 
1.2 
o.a 
Q.4 
o.o 

-o. 4 
-o. 32 
-0.24 
-o .16 
-O .O B 
o.o 

FACTOR 
-l/L 

• 
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Suponemos el siguiente trazo de cable: 

Las excentricidades están anotadas en la siguiente tabla: 

SECCION P.e FACTOR 

0.2L -0.2 Ph 
0.4L -0.2 
0.6L o.o 
O.BL 0.1 
1.0L 0.2 
1.2L 0.1 
1.4L o.o 
1.6L o.o 
l. BL 0.1 
2.0L 0.2 
2.2L 0.1 
2.4L o.o 
2.6L -0.2 
2.BL -0.2 
3.0L o.o 

Obtenemos ~ , multiplicando los diagramas de M
0 

y 'flEy 

........ h 

m 

-0.4 -0.24 
·rmr 

De c.Jonde S<' obtien•' que el rnornc>nto hiperest!tico debido 

al procsfucrzo es : 

M ~ 0.067Ph 
li 



._ 
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Resolviendo lo por e 1 método ir, tc:rno ,y aplicando trabajo 

virtual ,se tienen los siguientes estados : 

EDO. "O" 

EDO. "1 11 

-i l. ------......... 
EOO. "2" 

De donde la ecuaci6n de compatibilidad es 

~l + XA¡_1 + YA21 O 

'1:J2 + XA¡_2 + YA22 O 

Efectuando la multiplicaci6n de los diagramas de los tres 

estados ,se obtiene : 

6.a1 
0.055333PhL 2 

1b2 .. '51 EI 

611 
41 3 

l:>. =A 9Er 22 11 

~ o .3888813 
A .. ,1 

21 EI 12 

Sustituyendo en la ecuaci6n de compatibilidad, los valores 

resultantes son : 

X "' -O .067Ph 
L" 

Y • -O.O 67 Ph ·r.-

Obtenidos estos valores podemos ror •inple est~tica vn -

lu~r ol momento en el apoyo"B",por lo tantn : 

Mil ~ O.OG7Ph 



·. 
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Comparando los resultados obtenidos por el método de 

la línea de influencia y por el inétodo interno, vemos que son-

los mismos. 

EJEMPLO 3 Viga continua no simétrica 

I ... 1 
-L-------- 2L-----

Aplicando un momento unitario en el punto "B" 

1 

.. ~---~1,(:-----------... -
Esta def lexi6n es causada por el siguiente diagrama 

de momentos : 1 

valuamos H =~E~2 dx ,por multiplicaci6n de diagramas: 

H = t (L) (1) + t(2L) (1) 
L w 

Ahora obtenemos H~I ,cuyos valores estan condensados -

en la siguiente tabla : 

SECCIO:-l m FACTOR HE! 
0.2L 0.2 -1/L 
0.4L 0.4 . 
0.6L 0.6 
O. BL o.a 
1.0L 1.0 
l. 2L 0.9 
l. 4L o.e 
l. 6L o. 7 
l. 8L 0.6 
2.0L o.s 
2.2L o. 4 
2.4L 0.3 
2.6L 0.2 
2.8L o. 1 

3. OL O.G 



Suponemos el sigui en te trazo de c.:uble ¡ 

~----~ 
L 2L 

Las excentricidades son las siguientes : 

SECCION P.e FACTOR 

0.2L 0.2 Ph 
0.4L 0.35 " 
0.6L 0.2 
0.8L o.o 
1.0L -0.4 
1.2L o.o 
1.4L 0.1 
1.6L 0.2 
l. 8L 0.3 
2.0L o .35 
2.2L o. 35 
2 .4L 0.3 
2.6L 0.2 
2.8L 0.1 
3.0L o.o 

Multiplicando 6sta tabla y la tabla de H~I 
de la tabla de multiplicaci6n de áreas : 

m 
-ITEr 
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por medio 

P.e 

~t,1= j-co. UL) <Q.:..~> co. v,p¡,¡ •· L co. 21.) e-o .41'h) 
L 

3 (0. ')) ¡ ~ 1 
+ -e··- L + ~·(l.8L) (,),'.l; (0.J5Pn) 

j -··-... 

3(0.8) +?. + 
-L-- L 
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Aplicando el rn~todo in terno tendremos los siguientes 

estados (aplicando el trabajo virtual}: 

ED0."0" 

ED0."1 11 

La ecuaci6n de compatibilidad de deformaciones es: 

Multiplicando los respectivos diagramas obtenernos: 

-0.108666 L2 

1t1 El 

0.444444L 3 

El 'h 

Sustituyendo t..11 y ~l ,en la ecuaci6n de compatibil~ 

dad se tiene : 

X= 0.2445 
-L--

Por simple est~tica calculamos las otras reacciones -

y obtenemos el momento hiperestático debido al preesfuerzo.Que­

como v"mos -da el mismo resultado que el anterior,esto es: 



h I 

4EI 
L 

1 

ta~ulando 

tal.Jla 

EJEMPLO 4 Viga doblemente er.ip';tratla 

L 
Aplicando un giro unitario 

Como -&A = 1 ,.} H=t~ 
estas ordenadas se tiene 

SECCION m 
E:r 

O.OL 4.0 
O.lL 3.4 
0.2L 2.8 
O.Je.. 2.2 
0.4L 1.6 
O.SL l.O 
0.6L 0.4 
0.7L -0.2 
O. Bll -o.a 
0.9L -1.4 
l.OL -2.0 

en el 

1 

1 
extremo 

BI 

A 

M = 
AB 

tAB= 

- 2EI 
r:-
m 

'Ylmp= - El 

FACTOR 

l/L 
" 

Suponemos el siguiente trazo de cable: 
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4EI 
L 
-1/2 

L.:is exccntr1 e ida.des astan anota :i:i.s -..'r. l .1 .-;iguicnte-



O.OL 
O.lL 
0.2L 
0.3L 
0.4L 
0.5L 
0.6L 
0.1L 
0.8L 
0.9L 
1.0L 

P.e 

0.375 
0.250 
0.125 
o.ooo 

-0.125 
-0.250 
-0.125 

0.000 
0.125 
0.250 
0.375 
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FACTOR 

Ph 

E'>aluamos la integral M.A"' fe~~I dx , que es la que 

nos da el momento hiperestático debido al preesfuerzo. 

Multiplicando los diagramas de p.e y EmI se tiene 

--- 0.25Ph .... 
<Ui 

º. j75Ph 0.}75Ph 

4 
¡: 

ZC""""1EWt -m 
E.I 

~) ~ t(0.2) (0.25) (2+2. 2) (L/L) + 

(0.17) (L) (1) (Q.0375~0.5) (1/L,• ~ (0.03L) (-0.375) Cºi, 2 J"­

t (0.JL) (0.375) (0.2+4.0l (t)] Ph 

l·\A -0.062 Ph 

Ahora obtenemos el mo¡nente> hipercst:~'.:.lCO por el m~todo 

int•;rnu,usHndo el trabajo virtual se tíend: 

EDíJ, "O '1 

\'. / '!';, 

----~~iffi)f~~ ; :1' 1" o:., 
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La ecuaci6n de compatibilidad de deformaciones es: 

t!Ol + R1,All + MAt.21 O 

fi02 + RA(ll2 + MA~22 O 

!1ultiplicando los diagramas para:~obt~ii~~' las deltas 

y sustituyendo en la ecuaci6n de compatibi'i¡~_Ja',~,~: tiene que: 

MA; -0.062 Ph 

.-. "-,,e.e;' "•',--- .. -

que como vemos es el mismo resultado obt.eni'do po_r el· método-

de la línea de influencia. 
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e o H e L u s I o N E s 

Hemos visto que para diseñar elementos postensados 

en estructuras continuas es necesario evaluar las redunda~ 

tes para encontrar la posici6n de la ltnea de preesfuerzo. 

Este trabajo requiere la aplicaci6n de alguno de los mét~ 

dos tradicionales de Análisis Estructural que generalmente 

implican la solución de ecuaciones simultáneas de compati-

bilidad de deformaciones o en el caso de métodos iterativos 

la repetición sistemática de un proceso como por ejemplo 

el método de Cross. 

Si tomamos en cuenta que para el diseño de tales -

elementos en la práctica, es necesario proponer varios pe;:_ 

files del cable hasta encontrar la posición óptima para --

las restricciones particulares de cada problema, nos damos 

cuenta que se trata de un trabajo muy laborioso. 

El método de análisis que se ha propuesto en ésta 

tesis, basado en el uso de las propiedades de las lineas 

de influencia, mimimiza el trabajo ya que conocida la lf-

nea de influencia del elemento solo ec requiere valuar la 

integral j ro'lmp dx . 

Analicemos el ca~o particular de una viga conti--

nua de tres cl<lros. Utilizando ol mfttodo intrrno (supues-

to yn ol tr~~o del cable} necesitAmos cono<~er al valor de 

tns dos rcaccionos jnt,;rl.ore5 para poder obtf.~ner el valor 

ct.v1nita~;. Ahor:t, con la lfntJC1 <h• infl111.•n:·11, T''" '/3 l1 Í.--
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jimos solo valuamos la J Pe rz mp dx . El grado de hiperes­

taticidad de la viga analizada es n = 2. Si ahora aument~ 

mes el grado de hiperestaticidad a n = 3 también aumen-­

tan las dificultades para obtener el momento hiperestático 

deseado por el método interno. En cambio, si disponemos de 

la !!nea de influencia de momentos hiperestáticos, nueva-­

mente solo será necesario resolver la integral J Pe rz mp dx. 

Como acabamos de ver mientras mayor sea el grado de 

hiperestaticidad de la estructura en cuesti6n mayor será -

la ventaja de emplear éste método. 

Resumiendo, se puede decir lo siguiente: 

1.- El método de la !!nea de influencia no implica 

la soluci6n de sistemas de ecuaciones ni de 

procesos iterativos. 

2.- Mientras mayor es el grado de hiperestaticidad 

de la estructura,el método de la !!nea de in--

fluencia es más eficiente que los otros méto-

dos de análisis ya que ocupa menos tiempo en -

obtener la soluci6n. 

Quedará como motivo de un nuevo trabajo, la obten-

ci6n de tablas de l!neas de influencia de momentos hiper­

estáticos debidos al preesfuerzo de distintos elementos, 

como las que ya existen para el caso de cargas verticales. 
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