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I a9TRODTCCCIOUH

El empleo de elementos de concreto preesforzado
en las obras civiles,ha cobradc gran auge en los Gltimos
afios debido a la economfa que representa con respecto a
otros materiales,como por ejemplo el concreto reforzado,
para determinado tipo de obras tales como edificios,puen

tes y en general estructuras de grandes claros.

En las estructuras continuas la accibn del prees
fuerzo genera efectos hiperestdticos que influyen en la
resistencia del elemento. En esta tesis se presenta un -
método basado en las propiedades de la lfnea de influen
cia que permite valuar dicho efecto. También,se presentan
los métodos tradicionales de anflisis con el objeto de
comparar dichos resultados con los obtenidos por el méto

do de la linea de influencia.

Se presentan en los dos primeros capftulos los -
principios generales del concreto preesforzado comc lo -
son; tipos y pérdidas de preesfuerzo,métodos de anclaje
y el efecto del preesfuerzo en las estructuras continuas.
En los capftulos siguientes se ven los fundamentos de -
las lfneas de influencia con algunos ejemplos representa
tivos,desarrollando también un métodn para la obtencibn-
de los momentos hiperestiticos debidos al preesfuerzo -

basado en los conceptos de la linea de influencia.



1.,- PRINCIPIOS DEL CONCRETD
PRELSFORZADO.

Para poder explicar el principic en yue se basa
¢l preesfuerzo, vamos a considerar una viga hecha a base -
de blogues de concreto de 0.24 m de altura,por 0.14 m de -
ancho ¥y 1.05 m de longitud como el que se muestria en la -
figura 1.
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Fig.l.- Blogue .de concreto.

8.40

Fig.2.~ Viga hecha a bhase de blogues.

El ensamble de =stas piezas forma una viga de-
8.40 m. de zlaro,({ Fig. 2 ),sin ninguna resistencia a la-
flexibén, En particular,serd imposible apoyar la viga en ~
sus extrenos ya gue a

~ceria una fiecha bastante grande

por flexidn debida a su pese propio,jue provorariz la se-

paracidn de las juntas.

Alicra 3upongancs gue sameienos a L@ viga a una

carga uniformemente repartida, come sabemess oue la viga -
no es capaz de resistir esfuerzos debidoz 2 fiexibn,tene-
mos gue otorgar ila resistencila necesaria somotiendola a -
fuerzas previas,es decir, a un preesfuerzo,e) Jual vamos-

a determinar o adnlante.




Cabe seflalar, que vamos a tener dos estados @

a) El estado Primario,en donde la viga no estd
sujeta a ninguna carga externa.

b) El estado de C arga,que comn su nombre lo -
indica es la etapa donde aplicamos la carga,en este césb,
una carga uniformemente repartida. :

Supongamos gue esta carga es de 100 Kg/m. El -
momento al centro del claro seri :

2

o, i
M= WAoo 200°48)_ - 490 Kg-h = 80,000 Kg-cm

El médulo de seccidn serd

s

2 e
= x 24 o oigaq e’

Por lo tanto, los esfuerzos resultantes sersn :

1344

+ 80000 +60Kg /ml

- foo00
1549

pero este diagrama es imposible, ya que hemos supuesto -~
que la viga ne tiene ninguna resistencia a la flexidn y-
que por lo tanto , wan a existir esiuerzos de traccién -
que permitan que s¢ abran las juntos.

Estamos pues , en presencia de una viga que -
en uno de sus estados, el de Carqa,nu resista ; mientras
gue en el otro,Primario,esa resistencia es grande ya yue
ne estd sometida a ningln esfuerzo,auntue 8n esta etapa-
pueda resistir esfyerzos de compresitn ,supOngamos que -
hasta de 120 Kq/cmz‘

Come vemas podenos utilizar ol exce de re-

sistencia on la etapa prigparia parva oompensar ia susufl

CIenCig de restgbto ooy e L ot Al 3 e Tar.lavo o nrees



cisamente la funcifn de preesforzar ¢l elemento, por ejem-
plo,supongamos gue por un procedimiento cualquiera,someta-
mos & la viga a un esfuerzo de compresidn de 60 Kg/cmz,que
corresponde a aplicar una fuerza en el centro de gravedad-
de la seccifn transversal de ; 60x14x24 = 20,000 Kg. (Fig.~
3.

.

s N N N S S B

Fig.3. Fuerza NJormal aplicada a la viga.

En estas condiciones los esfuerzos resultantes estan repre
sentados por los diagramas lineales siguientes :

]

(3] + 60
Etapa + Preesfuerzo = Total de + Carga = Total en la
primaria la etapa repartida etapa de Car

primaria. ga.
(1) (2) (3) (4) (5)

Los esfuerzos totales en las dos etapas de car-
ga,est&n representados por los diagramas (3)y(5).,de la fig.
anterior ,estando comprendidos los valoreg dentro de los-
limites gque hemos supuesto para el concreto.( 0 - 120 Kq/mz)



1.1 COMPORTAMIENTO Y AJALISIS DEL CONCRETO

PREESFORZADO

El andlisis del ;Sre'esfderéq en una t;ébé,sé puede
realizar en dos formas: ‘

a) Método Directo

'B) Método Interno : :
a continuacidn explicaremos cada uno de ellos:1f 

A) Método Directo:

Este método considera al preesfuerzo como una soli
citacién exterior aplicada a la trabe cono lo serian las car.

gas externas ( peso proplc,cargas vivas).

Dichas solicitaciones serfan esfuerzos en los ancla
jes {debidos a fuerzas y momentos) y esfuerzos a lo largo del

cable (si es curvo). (ver Fig.l.a)

J 4
e XTIV LIS 2 w

A FIEN, F/y FStNal,
’ L Y F P
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Fig.l.a.-Efecto del preesfuerzo en una trabe.

De acuerdo con la figura l.a el momento flexionante

debido al preesfuerzo,en ura seccién x sevfa:
2 2
- - Ex'_ g - P, S A,
Mx- Fel xFsenc, + 3" Fo{ el X5en e+ 5T ) (1)
Vx= -Fgenol+ %x = =P { sent+ ‘é ) ~e—=(2)
fado que los valores del &ngulo« son relativamente pegquehos, -

se considerarf que F 2 F cose,
51 el preusfuerzo hubiera side rectilineo,solo los

. . 13 -
efectos del anclaje habrfan intervenido ya gue =+ 0

= e



Ahora vamos a obtener los esfuerzos que se genéran
en una viga isost&tica cuando el cable es recto,mediante los
dos ejemplos siguientes :

1) cable concéntrico

Considérese una viga simplemente apoyada (fig.4) -
con la caracterfstica de gue el cable coincude con el centro

de gravedad de la seccibn transversal:

debido al debido al
preesfuerzo F momento exterior M

bz

Fig.4.- Viga simplemente apoyada

b) Diagramas de esfuerzo.

Como se ve en los diagramas de esfuerzos(Figdb),-
debido al preesfuerzo F,se¢ producirf un esfuerzo uniforme -
de § a través de la seccidn con un &rea A, Si M es el momen
to gque producen las fuerzas externas,el esfuerzo que produ-
ce en cualquier punto de la seccibn esta dade por:

£ = M

1
donda "y" es 1. distancia del eje centroidal a ra fibra de-
seada, ¢ "I" es ¢l momentc de inercia de la seccifn transver

sal,



Asi , la distribucidn de los esfuerzos resultantes

esti dada por :
= Bl + MY
= I

2) Cable excéntrico;

Debido al preesfuerzo excéntrico,el concreto esta-
sujeto a un momento y a una carga axial directa,por consiguigp
te, el momento ser8 iqual a F.e , y los esfuerzos debidos a-

este momento serén:

= Fey
£1= 7%

donde "e" es la distancia del centro de gravedad de la seccién
a la posicién del cable. En consecuencia,la distribucifn re-

sultante de los esfuerzos estd dada por:

L 0 e e

a a
CABLE CXCENTRICO

DEBIDA A L DEBIDO A (A DE 8100 AL MOMENTO DERIDO AL PREES-
CARGA DIRECTA EXCENTRICIOND € EXTERIOR ™M FUGRI0 CxCENTUID ¥
A M
.
WPTE.
]
—
D
f et
T
I
.
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—
£ E:€c
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Fig.5.~ Viga con cable excdperiar

) Diagramas de eszf orz

Blaarg



Cuando los. cables son curvos,es mejor considerar
al concretoc como un cuerpo libre separado de los cables,Por
ejemplo,considérese una viga cuyo cable esta doblado en la

mitad del claro :

Consideremos adem&s que tenemos un doblez -

agudo repentino,que no hay pérdidas de friccién a lo largo
del cable,y que la desviacibn producida por el doblez resul
ta pequefia , comparada con la longitud del elemento.Consi-
derando al elemento como cuerpo libre,se tiene una fuerza -
vertical hacia arriba en el centro del claroc y las fuerzas
de preesfuerzo aplicadas en los extremos de la viga, como -

se muestra en la siguiente figura: ;i

Fuerza de .__,{ . S s -}___ Fuerza de
preesfuerzo I : ;T j ; preesfuerzo

Fuerza ascendente

de esta forma . se ve que debido al doblez en el centro-del
claro del cable ,se genéra una fuerza ascendente que ayuda -

a equilibrar. la carga externa actuante.

8) ME&todo: Interno i
En este método, la trabe esti sujeta a la acci8n -
del cable, es decir, que eh cada seccidn a lo largo de la =

viga,por ejemplo en la seccién A de la figura 2.a, se qgenéra



un csfuerzo de compresidén F y que va a cstar aplicado en el punto

donde el cable o alambre pasa por.dicha seccién A,

la
—- TSzzz;.e ~ — ;4_}
Feane
Fe(_F"_____.____ _—__%

Flg.Za.

De acuerdo con la figura 2.a, la accidn del cable sobre
el concreto equivale en cada seccién a la suma de las acciones -~

internas siguientes :

- Una fuerza normal aplicada en ei‘centréide gravédad -

iqual a ; F & F cosoL

- Un momento flexionante iqual a; ‘FP.e ~S-==-lilil(3)
- Una fuerza cortante igual a ; -Fsenﬁt---—-;----(4)
Suponiendo que senel = tane , se demuestra que las ecua
ciones (1) y (2) son iguales a las (3) y (4): ( bastard con probar

que la pardbola pasa por tres puntos dados)

1.2. SISTEMAS DE PREESFUERZO

Se ha visto que el preesfuerzo del concreto consiste en-
aplicar una fuerza a la estructura con el objeto de inducir compre
5i6n (y preferentemente también momentos flexionentes ) para gue -
se desarrollen esfuerzos favorables en la estructura . A continua_

cibn se mencionan varias formas de producir tal o

arzo

a}) Por tensado longitudinal del aceru:

a.l« Alargamiento del acero devids

ura fuereza axial di
recta aplicada en uno o anbos oxtremos del

a.2~ Alaraamiento del cable prods ol por una fuerza  --



uirecta axial,aplicada entre extremos anclados.
a.3-hlargamiento por desplazamiento transversal
ael acero anclado en sus extremnos.

a.4-Alargamiento debido al anclaje de los extre-
mos de una barra de acero mientras esta caliente.

b) Por la aplicacién de una fuerza de compresién
directa entre una estructura y sus soportes.

c) Perritiendo deformacién de una estructura es-
titicamente indeterminada,ya sea por la rotacifn o el -
desplazamiento relativo de un punto con respecto a los
restantes.

d} Ahogando una seccidn de acero deformada en -
concreto y manteniendola en ese estado de deformacidn,-
hasta que el concreto haya endurecido.

e) Por el uso de cementos expansivos.

Ampliaremos un poco mas algunos Ge los incisos ~
anteriores :

a.1- Ul alargamiento del acerc por medio de fuer
zas axiales directas,las cuales se aplican a la estructu
ra por medio de gatos colocados en las juntas,es el mo-
G0 mas usual de preesforzar.Como dato hist8rico,entre -
lag dos guerras mundiales,&ste método fué ampliamente -

usado para preesforzar arcos.

c¢) Como un ejemplo de dste incisn-Desplazamiento
de un punto de una estructura estiticamente indetermina
da-podemos considerar la viga continua que se muestra -
cn la figura 7a:el diagrama de momentos flexionante de-
&sta vstructura,bajo carga uniformemente distribuida,es
de la forna mostrada on la figura 7b,si ahora,se permi-
te un desplazamiento del apoyo central,se produczirs el-
momanto flexionante adicional, fiyura 7c,el cual ajusta-
1d el diagrama de nomentos flexionantes a ol mostrado -~
en la figura 7d,donde e obgerva que ¢l nomento negati-
vir en el apoyo se ha reducidn y gue el mdximo momento -

sositivo ge ha incrementado.



(a)

(b)

(c)

Tl Y N e

\J\L]_ Ll’b, ]:II g (8)

Fig.7.- Viga estaticamente indeterminada.

e) El uso de cementos expansivos,es un intento de-
invertir el proceso de contraccibn,de tal manera,que el pre
esfuerzo se genera en el concreto por la restriccidn que -
los contrafuertes o soportes imponen a la expansi6n del con
crecto. Se han llevado a cabo experimentos en la produccidn-~
de tales cementos,pero hasta el momento la tecnologia no es
lo suficientemente avanzada para resultar de gran valor prac
tico.

Se hizo notar ,en los parrafos anteriores,que-el
modo mds usual de preesforzar el concreto es por medic del-
tensado longitudinal del acero. Los métodos de tensado caen
dentro de los dos siguientes tipos :

a) Pretensado ; esto significa tensar los cables
de acero,antes de que el concreto se coloque en el molde.

Bisicamente,un ciclo completo en una cama de co-
lado comprende cincc pasos :

1.- Los cables ge colocan en la cama en la for-
ma previamcnte cespecificada,son tengados a la carga mixima
y anclados a cada extremo de la cama,de tal forma que la -
carga se mantenga.

2.- ¢ montan las mldes,barras de refuerzo, -~
mallas de alambre,ectc. alrededor de los cables.

3.~ 5e coloca el concreto y se permlte s Qy -
rado.En muchos casos se acelera el curado cun el uvso de -

vapor y otros métadog,



4.~ Cuando el concreto al«anza la resistencia
especificada, f£ci,( £'ci = esfuerzo de compresién en el-
concreto al momento del preesfuerzo inicial ),se libera -
la carga de los cables. Como ahora los cables estdn adhe-
ridos al concreto,no seé pueden mover independientemente -
de 61,y al tratar de volver a su posicidn original,su car
ga se transfiere al concreto por adherencia. Esta carga -
es la fuerza de preesfuerzo en el miembro de concreto.

5.~ Se cortan los cables en los extremos de -
cada miembro de concreto preesforzado,llevi&ndolos a una -
Grea de almacenaje, para poder utilizar de nuevo la cama-
de colado.

) b)Postensado: este sistema de preesfuerzo consiste en colar
primero el elemento y una vez gque haya endurecidoc se tensa
el cable.al esfuerzo requerido. La operacién completa com-
prende seis pasos basicamente :
1.~ Se monta el cable en una manquera metdlica
flexible ( con el objeto de evitar su adherencia con el =
concreto ) , Yy se colocan los anclajes en los extremous =~
del cable.
2.~ Se coloca el cable en el molde y es suje-
tado en la misma forma que una barra de refuerzo,para dar
le la forma requerida. Se colocan también las barras de -
refuerzo,mallas,etc.
3.~ Se cuela el concreto y se permite su cura
do hasta la resistencia requerida para poder tensar el cable
4.~ Se tensan los cables con gatos hidrfuli-
cos v se ajustan los anclajes para sostener la carga en -
cllos.
5.~ Se rellena el espacin alrededor de los -
cables con una lechada de cemento invectado a presidn.
6.~ Los anclajes son cubiertoss con s recubri
miento protectivo.

En cste ¢aso tanta 1oz cates comns bos ancla -
jes ge apoyan on ¢l propio miembro por preesforcar,y son=
astag reacciones ( de las anclas ) lay gue oonstituyen -

Yas fuerzas de presgfucrzo,
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Es importante hacer notar gue cualquier forma de anclaje

funciona bajo el principic de friccibén. La fuerza de anclaje -
es balanceada en los extremos del cable por ciertas reacciones
que actlian a lo largo de la linea central de los alambres,solo
asi,es posible crear esta friccién por las presiones laterales
en el alanmbre con el medio que lo rodea.

21l anclaje puede ser de diferentes formas,dependiendo de
la forma en gue se crean &stas presiones laterales,es decir, -
las furzas de friccibn. La forma del anclaje y el tamaho de -
los cables son los que fijan el diseho de los gatos.

La decisi6n de usar un miembro postensado en lugar de -

uno pretensado,est influenciada por tantas condiciones distin
tas que no hay reglas que puedan ser aplicadas para determinar
la lfnea divisoria m&s econfmica entre los dos mé&todos.

Cuando el miembro es muy grande para ser transportado de
una planta de colado al sitio de trabajo,es obvio que debe ser
fabricado en el lugar de trabajo,por lo tanto el miembro serd
postensado. Cuando el tamafio del miembro estd dentro de las -
limitaciones de transporte,se deberdn incluir los siguientes -
factores para comparar el costo de los dos m8todogs:

1.~ Capacidad de las camas de colado.~ en miembros de -
claro largo, es importante el uso de canales con trayectorias-
para equilibrar el peso muerto. Si en la planta,no se cuenta-
con facilidades para colocar suficientes cables,entonces un -
diseno de postensado o una combinacién de Pretensado-Postensado
es inuicada.

2.- Scccidn transversal del miembro.-la secccién trans -
versal de un miembro postensado es mis eficiente que la de un
miembro pretensado para la misma carga,ya que €l alma del miem
bro grcetensado es mds ancha con:el fin de poder acomodar los =~
cables curvos.



1.3.-DISPOSITIVOS DE AJCLAJE :

Estos dispositivos varian dependiendo del tipo
de preesfuerzo que se utilice. Para el concreto pretensa
do,se utiliza generalmente el principio de cufia,el de --
friccién o una combinacién de ambos. Aqui los cables se=~
sujetan en los muertos de anclaje por medio de mordazas-
existiendo ademds anclajes parauno,dos y para un haz de
cables,Fig.8.

Para el sis’. :ma postensado,han sido utilizados-
diferentes sistemas de anclaje.Entre los m&s comunes en-
Mixico se encuentran:

Sistema Freyssinet : -

Para cables formados por alambres,&ste sistema-
emplea cilindros y cufias de concreto. El interior de los
cilindros es cbnico,de tal manera,que los alambres quél—
dan sujetos por medio de una cufia c¢6nica estriada,que se
introduce en el cilindro mediante breéién.ﬂste método es
de origen francés.

Sistema BB W

Es de origen Suizo,y fué el primero en el que ~
se utiliz6 un anclaje a base de botones en los extremos-
de los alambres,en forma de cabezas de remache,apoyados-
directamente sobre un elemento de anclaje de acero,que =
a su vez descansa sobre una placa de distribucién,tamhién
de acero,ahogado en el céneretn. En vigis tensadas por -
unn solo lado,pueden usarse anclajes a base ¢e placas.

Gigtema Prescon

pesarrollads on EJUVAL o8 muay santoe al an -
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terior; difiere de este fOnicamente o¢n ¢l ajuste wel prees-
fuerzo,gue se logra por meuic de placas ue acero en lugar
de la rosca enpleada en el sistema suizo,

Sistema V3L

Desarrollado en Suiza,8ste sistema se basa en el-
principio de cufia y friccibn. Los- tenuones yueuan anclados
en un elemento de anclaje con perforaciones cénicas para -
cada alanbre.

Sistema CCL i

Es: de orxgen 1ng1és,al igual que Freyssinet, uti-

liza el prlnc1910 de cuna ¥ fricclén,gero anclando indivi-

dualmente cada,cable por ‘medio de un sistema de cufias y ci
lindros. = - R -
Sistema Ramza

s de patente mexicana;se basa en la extrusién en

frfo de un casyuillo metdlico en torno del cable por anclar.

La sujecibén se logra con la incrustacibn,entre el casqui--
llo y el acero ue preesfuerzo,de un materjal de mayor dure-
za yue ambos,el cual se coloca ue manura gue al realizarse

la extrusi6n se obtiene una liga mecénica,.

Lstos sistemas se muestran en la figura 8a.

13
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cono de anclaje

haz de cables

cufia anclada por medio

— de disparo.
—
=

cufias méviles dentadas

cable

conos fijos

cuftas méviles dentadas en’ dos
plezas

anclaje fijo.

lambres

Fig.8.- Dispositivas e aneiage,
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cilindro y cuia.
placa de -

cilindro hembra7
cuila macao.

RAMZA
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1.4.~ PEPDIDAS DE PREESFUERZO.

Debido a las propiedades ue los materiales
que se emplean para la construccién de elementos de con-
creto preesforzado,existen pérdidas de preesfuerzo. Es ~
tas pérdidas las podemos dividir en uos grupos

a) Pérdidas instantineas ae Freesfuerzo.

al.- Contraccién eldstica del Concreto,
a2.- Pérdida por Anclaje.
a3.~ Friccibn.

b) Pérdidas diferidas :
bl.- Flujo Plistico en el Concreto.
b2.~ Contraccifn del concreto.
b3.~ Relajamiento del acero ae Preesfuerzo
en los siguientes p&rrafos se explicari caaa una de ellas
a) Pérdidas instantanecas
a.l)Contracecidn elfstica del Concreto:

Consideremos primero al concreto pretensadoj

Cuando el preesfuerzo se transfiere al concreto,el miem-
bro se acorta y el acerc preesforzado se acorta junto con
81, Por lo tanto,existe una pérdida de preesfuerzo en el
cable. Si consideramos unicamente la coniraccibn del con=-
creto producida por el preesfuerzo,tenemos que el acorta-
miento unitario§,ser3d igual a :

S S A
Ee o Ec

en donde FO es el esfuerzo total inmediatamente después -
de la transfercencia,esto es,despu€s de gue na ocurriuo el
acortamjiento. La pé&rdida de preesfuerzo en el acero es, -
por lo tanto :

Afs b §o Eafo. . abo
A« Ee Ac
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el valor de Fo puede no conocerse exactamente,pero no es -
nezeesaria la exactitud en la estimacidn de dicno valor, --—
oor gue la pérdida depida a este acortamiento es un pegue—
fio porcentaje del preesfuerzo total,por consiguiente,un -
crror de un pequefic porcentaje en la estimacidn no tenuri
significacidn prictica. Sin embargo ,puesto que el valor -
del gfgggfﬁerzo inicial Fi es usgflmente conocido,puede -
obtenerse una solucién tedrica ,por medio de la teorfa e-=-
l8stica,usando el m&todo de la seccibén. transformada , con
A= AC+ nAS , tenemos :

t
SO y S,
5 A:Et- * Ab Es ’

s=,E . Es B2 - i FA'. .
Ak-ES AcEe ¢ As Ea "‘:*«“A"-;. ‘

[Sg;a‘—Jﬁsgl——

Esta filtima es la exyresibn que nos sirve para -
calcular-las -pérdidas de preesfuerzo en el sistema Preten

sado.

Para el Postensado el problema es diferente.5i -
tenemos solamente un céble simple en un miembro Postensa-
do,el concreto se acorta,mientras se aplica el gato al ca
ble,contra €1 mismo. Puesto que la fuerza en el cable se-
mide una vez yue ha sucedido el acortamiente elistico del
cencreto, no s necesario tener en cuenta ia pérdida en -

vl preesfuerzo debida a eze aoortamiento.

cami

13



Anora, si tenemos varios cablus,fstos son esforza
dos on sucesién,entonces el preesfuerzo se aplica gradual-
mente al concreto,aumenta el acortamientc del concreto a -
medida que se tensa cada cable, ¥y la pérdida de preesfuer-
zo,debida al acortamiento eldstico,varfa en los cables.

El cable que es tensado primero,sufrird la méxima
pérdida debido al acortamiento el&stico del concreto por -
la aplicacidn subsecuente de preesfuerzo de todos los -
otros cables. Por otra parte el cable que es tensado al Gl
timo no sufrird pérdida alguna, ya que todo ese acortamien
to nabri tenido lugar cuando ée mida el preesfuerzo en el-
Gltimo cable. k1l c8lculo de tales pé&rdidas puede hacerse -
muy complicado, pero para todos los fines précticos es su-
ficientemente exacto determinar la pérdida para-el primer
cable y emplear la mitad de ese valor para la pSrdida pro-
medio de todos los cables.

a.2) P6rdidas por Anclaje :

Para la mayorfa de los sistemas de Postensado, -
cuando un cable se tensa a su resistencia total,se retira-
el gato y el preesfuerzo se transfiere al anclaje. Los ac-
cesorios de anclaje que estén sujetos a esfuerzos en esa -
trans ferencia tenderdn a defcrmarse,permitiendo asf que el
cable se afloje ligeramente. Las cunas de friccién emplea~-
das para sostener los alambres,se deslizaran una distancia
peguefia antes de que los alambres sean amordazaaos firme -~
mente, La magnitud de oste deslizamiente depende del tapo-
de cuna y dol esfuerzo en los alanbres, Una £érmula gone=
ral para calcular la g€rdida de preesfuerzo debida a la -

detaormacion Ba o anclaze e

20
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A= DaEc

a.3) Friccién :

La teorfa b&sicérHé'ia”pérdidaréofrfriccién aé-un -
cable alrededor de una curva}ééybien coﬁocida'en Fisica,.En -
su forma simple se puede deducir como sigue:

Consideremos una longitud infinitesimal dx de un ca
ble preesforzado cuyo centroide sigue el arco de un circulo-

de radio R :

daf = pérdida por. friccidn

por lo tanto, el cambio en el énqulo del cable a medida que-

va alrededor de esa longitud dx es :

de= dx
para esa longitud infinitesimal dx,el esfuerzo en el cable -~
puede considerarse constante e igual a F ; Entonces la compo

nente normal de presifn producida por el esfuerzo F al doblar

se un dngulo d@ estd dada por :

N =Fdo =—E£éi~

PRESIDH NORMAL N .
— S DEBILA AL PREESFUERIO F



1a magnitud de la pérdida por friccidn &f alrededor de la
longitud dx,estd daaca por la presifn muitiplicada por un-

cocficiente Qe friccién/AL , asf

(JF: -/U.N
ch:./L_E%’—‘
dF= —4 Fde

dF _ _
<= ude

integrando esta Gltima expresifn se tiene :

sustituyendo. los limitesF

la friccisn }l;

Para los casos en lod que los cables tengan una-

sucesidn de curvas de radios variablegs,es necesario apli-

car ssta férmula a las diferentes serciones.gon el objeto

de obtener la pérdida total.



La ecuacifn anterior también se puede aplicar al
cédlculo de la pérdida por fricecién debida al efecto de -

longitud,sustituyendo la pé&rdida kl 90:;{9 se tiene :

~-KL
F; = F: Ez

Para calcular la pérdida total debida al efecto-
de curvatura y al de longitud,pueden combinarse las dos =

f6rmulas anteriores,quedando :

- A8- KL

E.E€

donde :
F, es la tensidn en el anclaje,
M coeficiente de friccibn.
97 suma ae desviaciones angulares- en radianes -
entre el anclaje y el punto considerado.
coeficiente rectilineo,

distancia al punto considerado.

b) Pé&rdidas Diferidas.

bl,b2 ) ?é;dida por deformacifn pl8stica y contraccifn

~del .Concreto :

Primero consideremos la deformaci&n pldseica

Puesto que la magnitud de esta duformacién varfa

23



‘de uno a cinco veces la del acortamiento eldstico,obviamen-
te es un problema importante. Ademds,aunque la pérdida de —
bida a la contraccibn elé@stica del concreto se pueda equili
brar para los miembros postensados,no se puede compensar fa
cilmente la pé&rdiua debida a la deformacibn pldstica. No es
posible sobretensar los cables excesivamente con el objeto-
de no permitir tal pérdida,ya que esto significarfa esfuer-
zos muy altos en el acero que podrfan acercarse a su limite
de fluencia.

La deformacifén pléstica es una de las principales-
fuentes de p€rdida,y mis seria si el preesfuerzo en el ace-
ro es bajo y la compresibén en el concreto es alta.

Suponiendo un preesfuerzo en el concreto de 70.3 -
kg/cn’,para E_= 350,550 kg/em®; E_= 2,109,300 kg/cn’ y una
deformacién pléstica igual al doble de la deformacibn elés-
tica, la pérdida de preesfuerzo en el acero debida a la de-

formacidn plistica en el concreto es :

af = 2 £ Bs - onec = 2x6x70.3
s bc

BE = 843.7 kg/cm?

que para un preesfuerzo inicial de 10,546 kg/cm2 -
en ¢l acero,hay una pérdida de 843.7/10546 = 8%,

La -contraccibn del concreto varfa ampliamente.pPara
el concreteo Preaesforrado ordinario parec: ser cierto un va-
lor promedio,seqQn T.¥.Lin,de deformacién pur contraceién -

dae 0,0003, La pérdida corresgondiente ael srocniucrzo on as

24



cero con valor de l.~:sr= é.loé,BOd kg/cm2 estd dada por :

Afs = $,Es = 0.0003%x2109300= 632,7 ky/cm’

para un esfuerzo inicial del acero de 10,546 kg/cm2 , esto
significarfa una pérdida del 6%.

La magnitud de la contraccidn varfa grandemente -
con la proximidad del concreto al agua y el tiempo de apli
cacién del preesfuerzo.

b3.-~ Relajamiento del acero de Preesfuerzo :

El relajamiento del acero de preesfuerzo o defor-
maclion pldstica,es la p&rdida de sus esfuerzos cuando es -
preesforzado y mantenido en una deformacifn constante por-
un perfodo de tiempo. Algunas veces se mide por el alarga-
miento,cuando se mantiene bajo un esfuerzo constante duran
te cierto tiempo.Este método es el que comunmente se emple
a. Ll relajamiento varfa con la composicién y tratamiento-
de cada acero; por consiguiente,pueden determinarse valo -
res exactos solamente por pruebas de cada caso individual.

Las caracterfsticas aproximadas de esfuerzo'f—re—
lajamiento,sin embargo,se conocen para la mayoria de ace -
ros de preesfuerzo en el mercado. Lo mejor para el Ingenie
ro,es conocer las caracterfsticas de deformacifn pléstica-
de su acerc y tomar las precaucliones ordinarias para dis -

minuir al minime la deformacién pldstica en ¢i acero,

Analizarenas alora chro tipo de pérdidas do proes-

fuerzo come 1o es la debida a la flexifn de.

Cyando un miembro se flexiona, ped GoATwCer Cam
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bios posteriores en el preesfuerzo;pucde haber,ya sea una pé&r

dida o una ganancia en el preesfuerzo,dependiendo de la direc
cibn de la flexiSn y de la localizacién del cable. 3i hay va-
rios cables y est&n colocados en diferentes niveles)pddr& va-~

riar en ellos el cambio del preesfuerzo,por lo que puede ser -

conveniente considerar solamente el centroide de todos.los ca

bles para conseguir un valor promedio de dich§ camhio»en'el -
preesfuerzo. i

Este cambio del preesfuerzo depender§ del tipo.de -~
preesforzado; ya sea postensado o pretensado.

Consideremos una viga simplemente apoyada en donde-
el cable estd adherido al concreto,ya sea por pretensado o -
por lechadeo después del postensado,(Fig.9.). Antes de apli —
car cualgquier carga , la viga tiene una contraflecha como se-
muestra.Al aplicar una carga externa a la viga ,fsta se fle -
cha hacia abajo,dicha carga,produce un momento flexionante en
la viga el cual campia los esfuerzos unitarios y nor consi —
guiente las deformaciones unitarias en sl cable. El esfuerze-
en el cable al centro del claro cambia pastante,perc no -
asi el del extremo,puesto que no varia el momento en ese pun-~

to,

@l cable se acorta é_ﬁi—"“‘x

al:le qt alagjga-

baio carge i
srlanente bajo ol preesfuerzo

Pragu9.- variac £n Jdo daeforra R VA R A

adlerencia,
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5i el preeéfue:zo del acero,se congidera como fuerza
apiicuda en los extrenos,el cambio en esfuerzo a lo largo de-
la longitud no se considera como un cambio en el preesfuerzo.

Después de que. el cable se ha adherido al concreto ,
estos forman una sola seccidn,y cualquier cambio en el esfuer
zo debido a flexibén de la seccién se puede calcular f&cilmente
p2or el método de la seccidn transformada. Por consiguiénte,es
conveniente decir gue el preesfuerzo no cambia como resultado
de la flexi6n de una viga después de la adherencia del acero-
al concreto,aunque el esfuerzo en el cable si canbie.

Para vigas postensadas,la flexibn del miembro afecta
r& al preesfuerzo en el cable.Refiriendonos a la figura 10, -~
supongamos que los cables se tensan uno por uno y que la viga
obtiene gradualmente una contraflecha hacia arriba a medida -~

que se van tensando mis cables :

Deformacidn uniforime en el cable.

La viga s zrjuea hacia arriba-

bajo ¢l proesliucrzo.

PFig,10.- Viga Preesiorzada.

lus ~ables que se tensaron primero,pervderdn algo de su prees-—

furrzo provocado par esta {lexidn,ademis de la

acor tamiento ellstice del soncrato dabids a ia

axtdl. Dnogeneral estas 2000008 seran pogilenas

sredtarse,sera cuandg o coarraflosing o aprociabio, . oo el
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deseable retensar los cables después de completar el primer
ciclo de tensado,o admitir tales pérdidas en el diseho.

EJEMPLO :

Una viga de concreto , con una seccibn-transversal de
20.3cm por 45.5 cm,es preesforzada con un cable sin adherencia
en su tercio inferior,Fig-1l.,con-un preesfuerzo inicial total
de 65,232 kg, Calcular la: pérdida dé preesfgerzo en el cable -
dehido al arqueo'défIaJQiQé bajb’la accién del prgesfuerzo,des
preciese el peso propio de la viga.

BEs = 2,109, 300 kg/cm

CBon 281,240 kg/cm ;

20.3

® {use

Fig. 11.-'Viga preesforzada,
Solucidn i o '
Debido al preesfuerzo excéntrico,la viga estd bajo ~

un momento flexionante uniforme. de:

65232%7.6 = 495,763.2 Ky-cm

w2l esfuerzo en las fibras del concreto en el nivel del cable -

dobido a esta friccidn es:

£ .My . 495763,2x7.6
I 20.3745.7) 3
T

= 23,4 kg,/cm2



1a cveformacién-unitaria por comgresibn a lo largo del nivel

cdel cable consecuentenente es :

la pérdida de preesfuerzo en el ace;okésf:

. 0.000083x2;109,300 = 176 Kg/cm®

Sin embargo,si la viga queda solamente bajo la ac-
ci6n del preesfuerzo,la deformacibn plistica del concreto~
tenderd a incrementar la contraflecha y resultari una pérdi
da adicional de preesfuerzo. Por otra parte,si se mide el ~
preesfuerzo en el cable despufs de que la viga se argued,no

necesita considerarse esta pérdida debida a la flexi8n.

Con el fin de ver la aplicacifn de los conceptos -~
anteriores ( pé&rdidas instant&neas .y pérdiués diferidas\)se
presenta el siguiente ejemplo :

Una viga de concreto vostensade con un cable de =~
24 alambres paralelos ( con un 8Srea total de acero = 7.09 -
cm2 ) estd tensado con dos alambres a una vez, El esfuerzo-
de los gatos se va a medir con mandmetro. Los alambres se
van a esforzar desde un extremo,nastu un valor de fl,para -
vencer la pérdida por fricecibdn,relevindalos hasta un valor
£2 para yue se obtuviera un preesfuerzo inicial de B436 kg/
cm2 inmediatamente wespuds del anclado.

a) Calcular f1 ¢y (2.

by calcular ! eusiucrze finil Prooonas e el aoara
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después de que han aparecido todas las pfrdidas. Supongase que:

~coeficiente de fricciﬁn,ﬂ =0.6 entre acero y concreto-
. K =‘0.001 para el efecto de longitud.

-deformacidn del anclaje y deslizamiento de los alambres
estimado en 0.127 cm por extremo. Es = 2,109,300 kg/cm2
~Bc = 281,240 kg/cm2 . Despreciar el acortamiento del a-
cero debido a la flexi6n de la viga

-coeficiente de deformacién plistica del concreto= 2.2
~contraccién del concreto = 0.0002 )

~deformacién plistica del acero= 3% del esfuerzo inicial

del acero.

22.180 1 1
o~ ——— 38.10 o —1
T — e

=T T3 :
”,&ﬁ\‘ 3 Rad

9,15 mt.

20.3 cm

45.7 cm.




1) Porcentaje de pérdida de preesfuerzo por friccién dado
por.
Efecto de Longitud = KL = 9.15 'x.0.0032-='0.03

Efécto de CQ:yagura%%}HB‘?id:ﬁjxfo}133réruo;b8

en un extremo con el ocbjeto de vencer la friccién y obte-
ner un esfuerzo de 8436 kg/cm2 en el extremo sin gatos. -~
J8tese gue si la p€rdida por friccidn fuera de mas del 30

por ciento serfa deseable aplicar :

-pe-kL
2= Fy

2) El deslizamiento del anclaje de 0.127 cm,aparece sola-
mente en un extremo,puesto que el extremo sin gato tendrl
a su deslizamiento antes de eliminar el gato. lLa pérdida-

en deformacién unitaria estd dada por @

0.127

51i 4 = 0.003 14

¢ la pbrdida del esfusrzo @si..iosim o 0

0.00014 x 2 109 300 = 295 kg/cm’

31
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por lo tanto, tensando los cables a f1 = 9491 kg/cm2 Yy o=
bajandolo después a £2 = 8732 kg/cmZ para anclarlo; el -
egfuerzo minimo después del anclaje serd de :

8732-295 = 8437 kg/cm®
este esfuerzo minimo aparecerd en ambos extremos de la -
viga.
3) Puesto que los alambres se tensan por pares el primer
par perderd algo de esfuerzo debido al acortamiento elis
tico del concreto bajo la accifn de los 11 pares subse~-
cuentes,la magnitud ser8 aproximadamente :

%% x 8437 x 1.20 x 2 109 300

= 478 kg/cm2
281 240 x 45.7 x 20.3 .

la pérdida promedio para todos los alambieg ger&>-ar

478 = 239 kg/en?

4) El esfuerzo total ‘en el acers

Kg/cm2 ,'béré'éf Euai él‘aqur

creto vale :

65376 e
781 740%45. TxI0.3 = 0-00023

la deformacifn pl&stica del concreto.= (2.2 - 1)0.00025
que es igual a 0.0003 , la cual corresponde a un esfuer
zo de ¢

3,0003 % 2109 300 = 633 Kg/eh® en el acerd”

5) La pérdida ude preesfuerzo en el acerc, para una con-

traccibn de 0,0002 es



6.0002 % 2 109 3oa = 422 Kg/cm?

6) La deformaciép'plastica en el acero a 3% de 8437

La p6rdida’ total se puede resumir :

33

= 253 kg/cm2

CAUSA pérdida B de perdida
Acortamiento el8stico 239 kg/cm2 3
peformacidn pl&stica del concreto 633 " 7
Contraccidén del concreto 422 " 5
Deformacidn plistica del acero 253 " 3 '

TOTAL

1547 kg/ch] 18%
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2 .~ MOMLJTOS HIPERESTATICOS DE
PRELSFUERZO.

Examinemos primero,la diferencia entre una viga -
continua de concreto preesforzado y una viga simplemente -
apoyada.Debido a la aplicacién del preesfuerzo,los momentos-
en una viga continua se afectan directamente por el prees -
fuerzo e indirectamente por las reacciones del apoyo induci-
das por la flexién de la viga.En una viga simple,no hay reac
ciones de los apoyos inducidos por el preesfuerzo.

Considérese una viga simplemcnte apoyada,como la-
que se muesgstra en la figural2; sin importar cudnto se prees-
fuerce la viga, solo los esfuerzos internos serd&n afectados-
por el preesfuerzo.

Fig.- 12

-~ -
- -
e —— -
Sl T T ¥

a) .Viga.simplemente apoyada.

O~ 1L

ke TR L)

-f—tTt——-C

R=0
b) Parte de la viga como cuerpo libre.

Las reacciones en los apoyos,determinadas por es-~
titica,dependerin unicamente de las cargas muerta y viva que-
actuen scbre el elemento, sin verse afectadas por el prees -
fuerzo. Ahora, sin carga externa de ningin tigso sobre la vi-
ga, sin importar cufinte se preesfuerce,las reacoiones serdn-

nulas , y, por lo tanto, el momenta exterior tarpidn lo serd.
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Sin mimentus exteriores sobre la viga, el momen-
teo internc resistante también serd nulo,y, por consiguiente,
la linea de preesfuerzo,debe coincidir con la linea T en el
acero { que es la iinea que coincide con el centro de grave~
dad d2 los cables ) como se ilustra en la figura b.

Siendo conocida la lfnea de preesfuerzo en el con
creto, el momento en €ste, en cualquier direccién se puede -
determinar por :

M = Te = Ce

Ahora, consideremos una viga continua de concreto
preesforzado, ( Fig.l3a). Cuando se aplica el preesfuerzo la
viga se flexiona y se deflexiona, la flexién puede ser tal -
que tienda a deflexionar la viga alejdndola de alguno de sus
apoyos,como en (b); Si se impide la deflexifn en estos apoyos
,como en (c),las reacciones deben ejercerse sobre la viga =
para mantenerla apovada. De este modo es como se inducen las
reacciones cuando se preesfuerza una viga continua.Dichas -
reacciones inducidas producen momentes en la viga,como en (d)
para resistirlos , la linea de preesfuerzo er el concreto =~
( 1a llamaremos C ) debe quedar a una distancia e* de la lf-
nea T ( como se indica en (e) ), tal, gue el momento resis -
tente interno sea igual al momento externo M debido a las -
reacciones, esto es :

M

eV = ——

Como un resumen de lo anteriormente dicho,podemos
decir lo siguiente :

Bajo la accidn del preesfuerzo la viga se deforma.
81 dicha viga es isostitica, se deformar§ libremente. Pcro ~
si se trata de una viga hiperestitica , va a encontrar cler -
tas restricciones para hacoerlo, provocando ern los apoyos -
reacciones debidas al preesfuerrzo. Dichas reacciones se les-
llamard hiperestiticas y los monentos debidos o astas reac -
ciones serdn llamadns momentos hiperestdticcs de preestuer-

Zo.
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A.-  VIGA COJTINUA.

N - —

- I

b_.. FLEXIOW DL LA VIGA JAJO EL _
PREESFULRZO SI JO ESTA SOSTEWJIDA
POR EL APOYO.

C- REACCIONES EJERCIDAS PARA SOS_
TENER A LA VIGA EJ SU SITIO.

- DIAGRAMA DE MOME4TOS
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REGPEOTY A LA LTALA T, Dol

Aoamare rrey 0 7,
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El efecto producido por las reacciones hiperesté-
ticas, deber& agregarse a la accién isostética del cable.

Para aclarar los conceptos antes mencionados se -
presentan los siguientes ejemplos :

CJEMPLO 1:

1) Consideremos una viga simplemente apoyada,fi -
gurald., con un preesfuerzo F horizontal y con una excentri-
cidad constante e; a todo lo largo de la viga :

r..F

e 1

- —— - ———— . —— > —— o — . —— . (————]

o

"
L o
Fig.14 .- Viga simplemente apoyada.

Calculamos la flecha al centro del claro debida al preesfuer
zo, usando el método de la viga conjugada : (figura 15)

Fig. 5.« Yiga Conyagada.



El momento al centro del claro de la viga con -
jugada serd :

por lo tanto, la flecha serd :

Y = F e Lz
- - BEI
Si la viga de la figurald,la apoyamos también -
en ¢, la viga seri hiperestdtica y por lo tanto la flecha-
en el punto ¢ ,debe ser nula. Para nulifjcar la flecha al-~
centro, el apoyo c debe provocar una reaccibn hiperestdtica
de preesfuerzo gque antle la flecha obtenida anteriormente-
esto es »

.3 2
RhC b - FelL ______________ (1)
48ET 8EL

el primer miembro representa la flecha al centro del clara
que produce una carga concentrada en dicho punto en:una’ "=
viga simplemente apoyada.

k 2

A RN T A

— Y
g?c /——- UNEA DE PREFSFUERTD
X V.
el -——-\“\-»‘-‘-r\ ;—,...e.{(_’.- el B3E WEUTRO
A [ &
05€,



de la ecuacibn (1) se tiene :

3 1
Rth _ Fell

48 EI 8 LI

de donde :

por simetrfa y por suma de fuerzas verticales :

3Fe

Rha= th= —_

1

L
por lo tanto, analizando una Seccifn cualgquiera x , siendo
04 x£L/2 , tendremos, ademis del efecto isostético del ca
ble, las acciones hiperestaticas de :

de donde el momento total debido al preeéfheréo éera,i

MX= Fel + th

: -5Ffe
™ ANy
M ,Fel + T x

por lo tanto,;a linea de preesfuerio‘{iene‘ﬁha excentrici-~
dad igual a’':. E L

al centro i

e*xa - 0.5 e

resultando e* una linea quebrada como se indica en la fi-
gural6e , que es la linea del preesfuarzo.

Comparando los resultados obtenidos con los de
la viga isogtitica,se pueden hacer las sijuientes conclu-

5100058
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1.- La lfnea de preesfuerzo C no.coincide con -el-
tendbn o cable equivalente,; debido al-momento hiperestiti-
co de preesfuerzo.

2.~ Los esfuerzos provocados’por el preesfuerzo -
en el concreto , ser&n debidos a la excentricidad e*de la-
linea de preesfuerzo y NO a la excentricidad e, del cabler
es decir, que en una estructura hiperestdtica , el prees -
fuerzo no pasa donde se coloca el cable.

3.~ En una estructura hiperestitica deber& consi-~
derarse el conjunto de la misma y no podri considerarse -~

una seccién aislada como se hace en una trabe isost&tica.

Como se vid en el capitulo 2 " Principios del -
Concreto Preesforzado ", se puede considerar al preesfuer-~

zo en dos formas : M&todo Interno,y Método Directo.

Ambos métodos podrin utilizarse para calcular:.las .

reacciones hiperestiticas debidas al preesfuerzo como se-

ilustra a continuacién :

Ejemplo 2 ’
a) Considérese una viga continua comolla de la-

figura 17 , de la cual queremos obtener el diagrama de mo-

mentos finales por el método internc.

Fig.= 17 . Viga Conting..

40



2 -
-guponemos que e = - %? ; Usando el método del trabajo virtual

0 tiene :

41

2
. _ _FL
Pe = 3¢
T Diagrama de momentos del
\j\l\l\L;‘L’_‘l/l/ estado 0",
0.5L .
fA—*'3_'r'1‘—T;~T~‘T~‘r-—T Diagrama de momentos del
wen o
0.5 0.5 estado "1".
la ecuacidn de compatibilidad es
N0l + XAll =0
donde, multiplicando los diagramas se tiéne e
, T Ik Lo
o 5 o FL iy ‘5FL
Q0l'= 2 y37) (L) (- —5F—) (0.5L)
811 = 2 ($) (L) (0.5L) (0.5L)

sustituyendo

se tiene :

L10FL
X =

por lo -tanto,las reaccicnes serdn:

10FL rL
i6r Br “1Er
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por lo tanto,el diagrama de momentos hiperestdticos debidos
al preesfuerzo serd el que produzcan dichas reacciones,esto

es

y los momentos finales ser&n el resultado de sumar los mo =

mentos isostiticos mas los hiperestdticos.esto es :

-FL2

10FL% /161

Momentos Isostiticos

128r 1387

b) Método Directo :
Como se dijoen el Capitulo 2.2n éste ndtodo.se con~
sidera al preesfuerzo como una solicitacisn externa,es decir,
como una carga uniformemente repartida a lo largoe de la viga,

dicha carga est8 dada por

F
o= T



Usando el trabajo virtual,se tienen los siguientes
egtados

EDO. ©

- 2Fe
e

44’f1’I’r11§]?T\rT\Tj>; EDo 1

Multiplicando los diagramas se tiene

4

Ao = - 2Ek v  All = -
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comola ecuacidi de Gompatibilidad es la misma que la anterior

la reaccidn X también lo éeré,por lo que

. 10FL
8r

Las reacciones y el diagrama de momentos finales seré&n:

0£X <L,
2 ne - 3Ly x4 X
FL 8 r r 2
Br
para:
é} X=0 , M=0_,
_ _FL
Mk o XSL , M= B
2
%231 orn2.

g0 M My = 138r.

Como vemos dan los mismos resultados por el método in-

terno y por el método directo.

EJEMPLO 2 :
Considerese la viga continua que se muestra en la figural,de 1la
cual se quiere cbtener el diagrama de momentos finales empleando
primero el método interno y despuéds el método directo, con el -

fin de comparar los resultados.obtenidos por ambos métodos.

Fig.-I.:
e=0,1524 n,
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Por el m8todo interno se ticne :

0.1524F "
A,.L__"'_J_“_“_’f_:_, Diagrama de momentos del
)
= T R s ox e = o
0.1534F dusé  0.1574F Lpo. "0*
w572 : S

EDO "LY

multiplicando

bo1 =

( 5(2.286)+(3)(3.681) )
( 3.681 + 3(4.572) )} =
= -1.32735F - 1.59257F +

Sl T1328F T
BLL

Al = %.(9(144)(4;572)2 = 2272098
de donde .. . e s ","4",'" s

X ( 127.4258) = 2.1325 F

X = 0.016735 F.

por lo que las reacciones y el diagrama de momentos hipeteats-
ticos debidos al preesfuerzo serfn : :

P 9,144m =it 9,144, gt

! t
0.0083675F 0.016735¢ 5.00836751

0.07651247
@

pentos Hiperes
titicos.




los momentos finales serén

0.1524F LT
= < - > N Momentos Isostaticos
-0.1524F -0.1524F '
0.0765124F

’-(r'm

Momentos lliperestaticos

" 0.038256F 0.03825GF
0.2289F Lem Ll
W Momentos, Finales.
“0.1141F -0.1141F ST

Método :Directo ;

La carga’uniformemente repartida iékgir:é::dada'”;;ot :

o 2 - .
F s BTeE
3 donde-'r =~%s i

= E. F -
W= o= —gigsanye - 0-0218 F.
8(0.2286)

.0.0218F

por ¢l método del trabajo virtual se tienen los siquientes

estados
0.0218F

R P e

EDO "0"
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la ecuacifén de compatibilidad es :
AOL + X&1L =0
Obtenemos los diagramas de Mbmehtbéldeﬂlds‘dos estados:
para ¢l estado "0"
04&X%9.144

mex) = -0.2 F x + L-DZLEEE, oyag , Me0 o X=9.144., M=0.91742F

~-0.91742F

para el estado "1" :
0&£X%£9.144
M(x)= 0.5 X . X=0-; M=0"3 X=9.1447 M=4i572,75 5

LT s

multiplicando los‘diagramaS', tenemos 't

_ 10 ) ~31.96166511F
Bor = 33 (9.144) (-0.91742F) (4.572) = 312202802017

Di1 o= 2 (9.1440) (a.572)% = 214238097

sustituyendo estos valores en la ecuacibn de compatibilidad,se tiene:

Jho1 _ 31.9616c511F _ U
X< ®T1 = "i27.4258657 - C-280h

por lo que las reacclones serfn

. 07467 0. 2508 SR INY

9. 1l44nm. N B 1A
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¢l -diagrama de momentos finales serd

0% X% 9.144

0.0218F x°
=

M{x) = ~0.0746Fx +

para X=0 , M=0 R
X=9.144 , M=0.229 F
X=3,422 , Msz&x.= -0.127°F
X=6.844 , M=0

0.229F
R R
-0.127F -0.127F

Comparando estos resultados con los obtenidos por el
método Interno vemos que son practicamente los mismos.
La diferencia es dehida a la aproximacidn nfimerica -

del calculo.



3.~ PRIJCIPIOS DE LAS LIJLAS DE IJFLUEJCIA

En el disefio de un gran n@mero de estructuras es-
necegdrio escudiar los efectos prouuciuos por caryas colo-
cadas en varias gosiciones. Lsto se pueue aacer en forma -
conveaniente por medio de diagramas yue muescren el efecto-
de una carga gue se mueve a lo large de la estructura. Ta-~
les diagramas se denominan comunmente lineas de influencia
. Asf,una linea de influencia es un diagrama que muestra -
la variacién de una funcidn ( cortante , momento , etc. )-
para una seccién dada,debido a una carga unitaria que se -
mueve a lo largo de la estructura. Entonces,una lfnea de -~
influencia para una seccién particular se puede construir-
colocando una carga unitaria sobre varios puntos de la es~
tructura y determinando,para cada una de éstas posiciones-
de la carga unitaria,el valor de la funcifn en una seccién
particular de la estructura . Debe observarse que mientras
gqua un diagrama de cortante o momento,muestra la variacidn
en cortante ¢ momento a lo largo de la ustructura debida a
una posicidn particular de la carga, una linea de influen-~
cia para cortante o momento,nuestra la variacién en cortan
te o momunto en una seccibn particular de la estructura -
debido a una carga unitaria colocada en cualquier lugar a-
lo Jargo de ella.

Las lineas de influencia sirve dos propbSsitos =
fundamentales. Pueden ser usadas cualitativamente para in-

Giear bas partes de la estructura que daserfan ser cargadas

para ohtener  la n

reitacifin,
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cesario calcular ninguna ordenada de la lfnea de influencia.
Por otra parte, las lineas de influencia se pueden usar en -
un sentido cuantitativo para obtener los valores de una fun-
citin particular, resultado de algln patrén de carga.

Si los valores de una accidn A son graficados como-
ordcnadas de los puntos de aplicacidn de una carga unitaria,
obtenemos la lfnea de influencia de la accifn A . Usaremos -
la letra griega Y para representar la ordenada de influencia
( o coeficiente de influencia ) de cualquier accidn debido -
a una carga concentrada que se mueve a lo largo del miembro-
de gue se trate. Los efectos de otro tipo de carga tales co-
mo los debidos al preesfuerzo,los estudiaremos mas adelante.

Ilustraremos ahcra el uso de la lfnea de influencia.
. El valor de una accidn A debido a un sistema de cargas con
centrada Pl,P2,P3,l......,Pn ( Fig A} puede ser obtenido de

las ordenadas de influencia como :

A=WM1rl +M2P2 + ...........+WnEn
5 :
n
A=\Zmpi {3:1)
st .
f 18 )
| .

o LY

NLinea de influencia de la
accibn A,

Fig.- A . Linea de influencia de la aceibn A
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El valeor de la-accidn A debida a una carga transversal

distribuida de intensidad p sobre una longitud BC es :
c

A = |qp-dx

] Carga de intensidad p

la linea de influencia entre Biy'C.r

Principio de Muller-Breslau’ =

Un medio efectivo de visualizar la forma de una lfnea-
de influencia para cualquier estructura-ya sea simple o conti -
nua- resulta de un principio establecido por H. Miller~Breslau.
Este principio establece lo siguiente :

" 81 una funcidén cualquiera-tal cone momento,cortante,
reaccifn o esfuerzo-produce libremente una pequeia deformacifn-
A en una secgcifin para la que la linza de infiuencia se desea ,
los desplazamientos de la eldstica de la nstructura representan
las ordenadas de influcncia multiplizadas por Y.

En otras palabrag,si se producc una dororrac1idn unita-

ria correspondiente a la funcidn que so o wsnd contiderando, i oo



<15stica de la estructura resultante es la lfnes de influencia
a alguna escala.

‘Consideremos _.una viga cargada en cequilibrio,comu en-
la figura Bl,‘Qﬁitémosle el apoyo en’b’y sustituyamos su efec~
to p§¥ la,correSpondiente reaccién Rb,como se ve en la figura-
B2. Si-ahora se sujeta a la estructura a una carga dirigida ha
cia abajo eh b,tal que la deflexiSn en h sea igual a la unidad
, la viga tomard la forma de la figura B3.

Como la estructura original es deterﬁinada estdtica -
mente,el hecho de liberar una restricecidn,hace que‘la'estructg
ra se convierta en un mecanismo,y entonces lé~fuerza F requeri
da para prﬁducir el desplazamiento { Pig 53) esbcero. Sin embar
go , el liberar una fuerza restrictiva en una estructdra inde -
terminada estiticamente conduce. a otra estructura estable,de -~
tal forma que generalmente la fuerza F no es iéual a cero.

Aplicando el toerema de Betti a los dos sistemas de -

fuerza de las figuras B2 y B3, podemos escribir :
1Pl +W{2P2 +......+M\nPn - 1xRb = F x 0

Esta ecuacibén expresa el hecho de que el trabajo vir -
tual externo desarrollacdec por el sistema de fuerzas de la fig.
B2 durante el desplazamiento del sistema de B3,es el mismo que-
el trabajo virtual externo hecho por el sistema de la fig. B3 -~
durante el desplazamientc del sistema en B2. Esta cantidad debe
ser cero,por que no existe deflexidn alguna en b en la fig. B2.

La ecuacifn anterior puede ser escrita :

n
Rb =ZT\ iri
in

Comparande esta e¢cuacidn con la 3.1, podemos var que-

ta Ifnea deformads de la figura B3 es a3 1fnea Jdo influoncia de
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)

2)

'

n

n,

(3)

Me(, {’n o

fig:B

ot ®

P2
¢

Pl
b

(4)

(71
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la reaccidén Rb. Esto demuestra que lo linea de influencia de
la reaccién Rb se puede obtener liberando su efecto,esto es
gquitando el apoyo en'B: e introduciendo un desplazamiento u-
nitario en ese punté.

Usando simple est&dtica,podemos facilmente checar -
gque la ordenada de la linea obtenida en cualquier punto,es -
igual a la reaccibén Rb si una carga unitaria se coloca en -~
ese punto de la viga.

Usemos ahora el principlo de Miiller-Breslau para el
caso de la linea de influencia del momento flexionante en -
cualquier seccisn’e! Introducimos una articulaci6n en‘e”libe
rando asi el momento en esa seccidn. Entonces aplicamos dos
pares iguales y de sentido contrario’F*tales que produzcan -
una rotacidn relativa unitaria de los extremos de la viga =~
que concurren en‘e”{ Fig. B5 }. Con el objeto de probar que
la lfnea deformada en este caso es la 1lfnea de influencia del
momento flexionante en%e®, se corta la viga de la figura Bl-
en la seccién'e’y se introducen dos pares de fuerzas iguales
y opuestas Me y Ve para mantener el equilibrio ( Fig. B4 ) .
Aplicando el teorema de Betti a los sistemas de las figuras-

B4 y B5 , podemos escribir :

W1P1 ¥M2P2 +....+N\nPn - 1 x'Me = F x.0

n
Me =7 NiP1
Lst
Esto demuestra que la. lfinea-deformada“de la fig.B5-
es la 1fnea de influencia para el momente {lexicnante en e
La lfneca de influencia para el cortante en la ssccifn

e s& puede obtener introduciende un desplezamicnto unitario -
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relativo sin rotacidn relativa de los dos extremos de la -
viga gue concurren en“e’ ( Fig B7 ). Esto se lleva a cabo
introduciendo en“e®un mecanismo ficticio tal como el mose«
trado en la figura B6 y aplicando dos fuerzas verticales
iguales y opuestas F. Con este mecanismo, los dos extremos
de‘h‘pcrmanecen paralelos tal comoc se ve en la Fig. B7.
Aplicando nuevamente la ley de Betti a los siste-,.

mas en B4 y B7 , podemos escribir :

Y|1P1 +Y|2P2 +.......#W\NPn - 1 x Ve = F x 0

Ve = Znipi

(Xl

lo que demuestra que la linea deformada: de 1’ fig. B7 ,es’ -
la 1fnea de influencia del cortante en”e? )
Todas las 1lfneas de influencia considéf&das hasta
aquf estdn compuestas de segmentos de lIneaé récﬁas. Este-
es el caso de lineas de influencia en estructuras estética
mente determinadas. Asi, una ordenada y la forma de la 11-
nea de influencia conocidas,son suficientes para dibujarla.
Esa ordenada se puede calcular a partir de consideraciones
de estdtica o de la geometria de la lfnea de influencia.
Las lfneas de influencia en estructuras estftica-
mente indeterminadas estfin compuestas de curvas ,y por le
tanto deben calcularse varilas ordenadas.En la fig. BB se
usa el principio de Miller-Breslau para obtener la forma
general de las lfneas de influencia para una reaccibn ; -

momento flexionante y cortante en una seccién de una viga



continua .

A B E o D
& A a p s
A B c - D
1+ |
F

Linea de influencia para Rb.

A B E C_—7T""=D
" A
X!
F

Linea de influencia de Me

oA
2\.&./; = V/ﬂ—\;

Linea de Influencia de Ve.

* % Fig.~ B8, LInea de influencia de uyna viga continua



El procedimiento anterior involucra una escala
particular, aunque ( especialmente para la lfnea de in
fluencia del momento ) puede ser bastante imperfecta,-
por gue es muy sensible,con respecto a ligeros cambios
en la pendiente de la linea deformada en la seccién en
la que se introduce la deformaci8n. Se puede obtener -~
una mejor escala para tales lfneas de influencia por -
la combinacidn de dos m&todos mis sencillos, como se -
ilustra en la fig. C1.

En esa figura se obtiene la lfnea de influen-
cia para el momento en D por dos distintas formas. En-
(1) se dibuja primero una lfnea de influencia del mo -
mento en D en una viga soportada en A y C. Las ordena-
das de esta lfnea se pueden obtener de la geometrfa o-
calculando el momento debido a una carga unitaria. En-
tonces, se introduce una correccién debida al efecto -
del apoyo B, y esta lfnea curva se superpone a la 1f -
nea de influencia simple. La altura de la 1lfnea curva
se obtiene a partir del hecho de que la ordenada re =~
sultante en B debe ser igual a cero, ya gue el momento
en D debidc a una carga en el apoyo B es cero. Ahora =
lo finico incierto es la forma exacta de la lfnea curva
de correccidn.

En la fig. C2, se dibuja primero un diagrama
de influencia de una viga simple,y luego se introduce
la correccifn para tomar en cuenta el efecto del apoyo
A que habfa sido despreciado. El patr6n de correccifn
es superpuesto de tal manera que la ordenada de in=--

fluencia resultante on A sea igual a cerv,ya que cuan=

57
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do se coloca una carga ahi,el momento e¢n D es igual a cerc.
Se podria obtener la misma linea de influencia qui-
tando otros apoyos de la viga ( hasta dejarla como una estruc
tura isostdtica ) y despué&s tomando en cuenta el efecto de -
la restricecién liberada. En cierto modo,el procedimiento se
asemeja al de la obtencién de elementos mecinicos por el mé~
todo de flexibilidades en el que se analiza una estructura -
primaria quitdndole las redundantes a la estructura origi -

nal.

(1)

Fig.=C. Combinaci&n de métodzs.
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Ilustraremos con un ejemploc la aplicacién del -

principio de Miller-Breslau :

A B
4 EI = Cte. B
) :

B

6 m. SR B
Se pide encontrar la lrnégrdefiﬁflueﬁcié, ara. ="

la reaccién en B. s e

a 2) EL diégramakde momen

3 n 11 . tos producidos por esta
fuerza,se muestra en b

3) Aplicando el segundo

6 Ton-m.
teorema de Area-momento
o7 f6-x se tiene que:
—— ' _ . % 2x X %
X EIA!‘lb—-G2 T+(G X)2 3=
- zx2 . x2 o L3

%ég;s
)
o
>4
o
o
|
%
w
1
x
~N
a

‘para X = 6 mt.

|  EIAbb = 62 ( 3- 6/6). = 72

72
Opb « =

8i hacemos EI = 72 de tal

manera queAbi: = 1 podemos

“obtener todos los coeficien

tes de influencia y as{ tra

) 3 i 1en~ .
Linea de influen zar la lf{nea correspondiente

cia de Xb.




LINEA DE. INFLUEWCIA DE- UdA
VIGA COd EXTREMOS FIJOS.

Vamos a utilizar el principio de Muller-Breslau
para cncontrar las lineaé de-influencia de los momentos-
de empotramiento de una viga con extremos fijos; De aqul
aplicando las ecuaciones de la estdtica,se pueden deter-
minar las lineas de influencia para reaccidn,cortante.y-
momento flexionante en cualquier seccién.

Para encontrar la linea de influencia del momen
to de cmpotramiento Mab de la viga mostrada en la figu
ra D1,introducimos una articulacién en A y ahi mismo a=-
plicamos un momento tal que produzca una rotacidn unita-
ria en ese mismo punto. Este momento deberd ser iqual en
magnitud a la rigidez angular Kab del extremo A. El mo~—
mento correspondiente en el extremo B es t=Cab-Kab,donde
Cab y t son el factor de transporte y cl momento de transg
porte respectivamente. La lfinea deformada corresgpondiente
al diagrama de momentos flexionanteg de la figura D3. es~
la lfnea de influencia requerida.

Cuando ia viga tiene rigidez a la flexifn EI -

constante y longitud L , los momentos en A y B son - ﬁ%l

- 3%1 respectivamente.
La superposicidn de la deflexién causada por un

momento extremc -~ gEI

en A { con momento cerc en 8B ) y -
2LI
L

en B { con momento carc en A ) nog da la lfnea de influen

de las deflexiones causadas por un momento igual a -

eia roguerida. ksto se ilustra en la tabla 1.
Como la viga es gindtrica,las ordenndas de in -

fluencia dol momento de emporramioentn Mpg acden oo ob-
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Fig. D.-  Viga con extremos fijos.
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~tenidas a partir de las del momento Mabh invirtiéndoles el
signo y el ordén. Zsto sé ilustra én Ja tablavz.r

Las lineas de influencia de los dos momentcs de -

empotramiento estdn dibujadas en la figura D4.

Distancias del ex
tremo izquierdo. .iL{.2L{.3L].45].5L|.6L]|.7L].8L|.9L

FACTOR

Deflexibn debida - = {1 [y e e ey J e { o e

al momento de Emp. | 1
en A (-4EI/L). -114).191 238} 256|. 25 |.224].182].128. 066 L

Deflexién debida -

al momento de Emp.

en B (-2EI/L). .033}.064}091} 112} 125].128].119.096}. 057 Li

Ordenada de In - PN PR PE S PSRN JTRY PR P P

fluencia de Mab.

081},128{147}.144}.125/.096|-068].032[.009

Tabla 1. Calculo de las ordenadas de influencia de

Mab®*. -

Distancia des-

de el extremo g 3y arf0.31]0.4nl0.50|0.65]0.70b. 80 {0,901

izquierdo

FACTOR

Ordenada de -

Influencia =~

para Mba «009].0321 .061096 1.1251.1441}.147]|.128.081[ L

Tabla 2. Ordenadas de la linea de inf{lurncia para

el momento do empntramicny s Mbav,



* Las ecuaciones de las lineas de influencia de los momentos

de empotramiento son :

Map = X LLox )

L2

2
Y

Mba = EE;L—E:E—LT

donde x es la distancla a partir de A.

indicada por el subfndice . La lfnea de influencia de Ras es
una lfnea recta con ordenada 1 en A y cero en B.
de las ordenadas de influencia para la reaceién Ra es desa -

rrollado en la tabla 3., y la linea de influencia se dibujé-

7,2

La reaccidn Ra puede ser expresada.como:

en la figura D5.

N ra =Nras - % (N Mab +Y} Mba )

Donde q es la ordenada de influencia de la accibén -

El cdlculo-

763

Distancia | 4 | g 3pio2r, |0.35n {o0.4n |0.50 {o.60 {0.70 Jo.8L [ 0.9L
desde el-
extremo 1z,
Y| ras 1.0 |o.90 {0.80 [0.70 {0.60 |0.50 {0.40 | 0.30 {0. 0.10
i
; : .
~Y] #abL ¢ |0.081}0.128/0.147;0.144]0.125/0.0%6] 0.063)0.032] 0.00%
i
‘ !
i i
; T
SYUMbaL | ¢ |-.009|-.032)-.063}~.096]-. 1250 1aa) - 147 - 10g 081
B !
Srisgsada - !
1e y o H
giq’ﬁf‘;:ﬁ 1.010.97210.696/0. 78410, 648:2.5 {3 45210.216 10,1204 0. 028
; Lo
Tabia 3. Ordenasdas ae la 1fne. de i flacnora owe B
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En forma similar,la ordenada de influencia para
el momento flexionante en cualguier seccién a una distan

cia x del extremo izquierdo estd dada por
Nm = ms + —Q‘;—lelMab - EVmba

dondeW\ni y \\ms son las ordenadas de influencia del momen .
to flexionante en la seccidn para una viga con éxtremos-
fijos y simplemente apoyada respectivamente..lLas ordena~-
das M\ m para una secciSn x= 0.4 L se calculan en ,‘lai';ta‘,-'

bla 4 y se dibujaron en la figura D6.

Distancias : :
desde el -~ : ; o s .

extremo iz| 0.1L|0.2L J0.3L |0,4L 1 0.5L | 0.6L | 0.7L |:0.8L | 0.9L|Factoy
quierdo. . . 4 R PR .

Y[Ms 0.06 |0s12 10,18 {0.24 }]0.2010.16 [0.12 p.08 10.04 i
GsﬂMab ~.0491-.077{ ~.088] -.086} -.075:-.358} ~.038} ~.019] ~. 009 L
-cﬁfl.‘!b;\ -.004-.013-.025[-.038{~.C5 :-.358|-.0594~-.052)~.032 L
Trrenadas i
Leoanfluern-

cia para @ 10.0070.030 LLo67 [L116 |.075 {.744 1,023 |.010 {.003 L

Modxs0040) . ;

sty

Tabla 4. Ordenadas <2 ta 1inga 42 influsneta para

M

S



Las ordenadas de influencia Ylv para el cortante
en cualquier seccién pueden ser calculadas a partir de la

ecuacién:

W = s - %‘- (| Mab +Y #ba )
donde\lvs es la ordenada de influencia para el cortante -
en la misma seccidn en una viga simplemente apoyada. La -
linea de influencia para cortante en una seccidn x=0.4L -
se muestra en la figura D7. Se puede ver que ésta linea -
de influencia puede ser formada por partes de la lfnea de
influencia para Ra y Rb.

Podrfamos ampliar el estudio de las lineas de -
influencia al caso de los marcos planos u otros,pero he--
mos considerado que de acuerdo con log opjetivos que se -
persiguen en ésta Tesis es suficiente ccn suspender dicho
estudio agui,aunque en el capftulo 4 mencionavemos algue-
nas propiedades de las lfneas de influencia de momentos -

hiperest8ticos debidos al preesfuerzo.

65
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EJEMPLO A.- Aplicando el principin de Mﬁller-Breslad,
calcular las ordenadas ,a intervalos de 0.75 m., de la linea
de influencia para el momento en el punto medio del claro BC
para la viga mostrada en la Fig.Z. El momento de inercia es

consgtante.

A D 8 e
- 3 =,

—¥ > Ly E +

Fig.Z,= Viga continua simetrica.
Eliminando la capacidad de la viga para resistir -
momento mediante una articulacidn y aplicando un par unita

rio en el punto "E",se tiene la siguiente deflexidn :
P

Flg.Z.1.~- Deflexifn causada por el par unitario,
La viga conjugada cargada se nmuestra en la figura
2.2, con las magnitudes de las ordenadas en las secciones .

requeridas,indicadas en Ton-m,
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La suma de los cortantes en la viga conjugada a la
derecha e izquierda del apoyo en 5,seri igual a la reaccidn
en este mismo punto, y ser& también el valor relativo del -

sngulo< de la figura Z.1,

= 943 3.2 _
Rg= 2x§-+ 2x2x1.5 = 8 hacia arriba

las otras dos reacciones son:

=1,3
RA.— FX 35X 2

I

1 hacla arriba

R,=6~1-28 3 hacia abajo
Los momentos se calculan como sigue:

My = 1x0.75 - 0.5 x LT3 0—57—§-= +0.703

2
- 1.5 1.5
M2 = 1x1.5 - 1 x Sox o= +1.123

My= 12,25 - 15 x 25 x 28 .ioges

0:75 % £ x0.75 - 1.5%0.75 x =12 = -2.018

!
%
[
n
'

1x1.5%0.75-=-~4.876

.75 .0.75
TX——3—— 2.297

El valor de la ordenada de la lfnea de influencia en
cada una de las secciones indicadas arriba se calcula divi--
diendo cada momento porcfn 8 . La lfnea de influencia resul-

tante es:

0.610

0.00
©.088
o144

0-123
0.00
}
o0.00

ase
0.287

>
-
L
o
o
&
w
"~
n
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4.~ LINEAS DE INFLUENCIA DE MOMENTOS HIPERESTATICOS

DEBIDOS AL PREESFUERZO.

Para resolver el problema de las lineas de Iinfluencia
de momentos hiperest@ticos debidos al preesfuerzo,empezaremos -
por definir el coeficiente de influencia de preesfuerzo. Este,
se puede definir para cualgquier accidn pero es m8s Gtil para el
momento flexionante,de modo que usaremos la siguiente definicidn:
el coeficiente de influencia del momento debido al preesfuerzo-
en una seccidn "j", Vmp , se define como el momento hiperestitico
en una seccibn "i" debido a una fuerza de preesfuerzo unitaria-
aplicada a una excentricidad unitaria sobre un elemento de lon-

gitud también unitaria en la seccidn "j" (ver Fig.4.1).

el coeficiente de influencia del preesfuerzo depende -
exclusivamente de la geometria de la estructura de concreto y no
del perfil del cable © del valor de la fuerza de preesfuerzo.En-
tonces, el uso de éstos coeficientes nos ayuda a tomar en cuenta
la varlacidn en la fuerza de preesfuerzo a lo largo del cable y
permiten una rapida estimacién del efecto de preesfuerzo cuando-
el perfil del cable se cambia durante el disefio. El momento hi -

perestitico en cualquier seccibn es :

donde la Integracidn se efectua sobre la longitud de todos los -
miembros de la estructura . La evaluacidn de &8sta integral es -~
similar a la determinacidn de cualquier esfuerzo debido a una ~
carga transversal de 1ntensidad Pe a partir de su lfnea de in---

tluencia ( Capftulo 3 ) .
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Para evitar el laborioso trabajo de calcular la linea
de influencia del momento hiperest&tico de preesfuerzo a partir

de su definicidn,mostraremos un método que facilita su obtencidn.

Consideremos la viga ABCD de la Figura 4.2a con el dia
grama de momentos M0 debidos al preesfuerzo mostrado en la Figu-
ra 4,2b. Si aplicamos el método del Trabajo Virtual para obtener
el momento en "38" debido a ese diagrama de momentos , tenemos -
gque hacer un-—corte en el apoyo "B" y aplicar un par virtual uni-
tario en cada extremo de viga gue concurre a ese nudo como se ve
en la Figura 4.2c. El diagrama de momentos m que produce ese es-
tado de carga virtual se muestra en la Figura 4.2d. Ahora el mo-
mento en "B" lo podemos encontrar por compatibilidad de deforma-

ciones, asf:

M o
"o . - m e
j’“ﬁkdx+“sjm§:—dx=°‘ ,

de donde - My e ZEL ——— e (2)
J &
g 9
m Mo
El término g7 9x , es el giro relativo en el extre

mo "B" de la viga debido al diagrama de momentos M, . El término -

j E%i dx es siempre constante para una viga de geometrfa dada y -
lo llamaremos H . Representa el giro relativo en "B" debido al dia
grama de momentos virtual de la Figura 4.2d. Si llamamos ry y ry; -
a las rigideces angulares de las barras que concurren en el nudo"B"

se tiene que :

= , =M
8 = Bi+8; < r +

repE
[

0
L L and
-

o
e

2
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i ;
-
T T R T
o
1

Fig.4.1 .Definiciégnggugg ggciente de

B c D
& T W L ®

(a) Vviga continua

/‘_<”°°R’

&\_/A'\J ® R 4
A B C D

(b) Diagrama de momentos M_ debido al

preesfuerzo
i

k2 ¥ : E

(c) Par virtual unitario aplicado en "B"

,.4--. i , c D
: I NI

(d) Diagrama de momentos "m" debido al par
unitario

i

K\—-f/*\_,/%/"\?)

(e} El&stica producida por e! par unitario

Fig. 4.2,-
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+

Rl=

entonces H =

1 2

SR

Como- H eé una constante, podemos introducirla en la

integral deiAnuﬁEfador de 1a expresidn (2) y nos queda que:

= - L
MB— Pe HEI'dx

Comparando ésta Gltima expresidn con la ecuacidn (1) podemos-
concluir que :

L

\?mp = T HEI

m es el diagrama de momentos que producirfa la eléstica que -
se dibuja en 4.2e . Si en lugar de aplicar pares unitarios -
en los extremos que concurren en "B" hacemos que 8= 8;+8, = 1,
la eléstica generada es la misma gue tendrfamos aplicando el-
principio de Miller - Breslau para encontrar la linea de in -
fluencia del momento flexionante en "B" . En 8ste caso ,H=1 -
ya que 01+92= H = 1 y entonces :

m
Y™ T

A continuacifn se ejemplifican los. conceptos anterio

res con cuatro casos diferentes, et il T
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EJEMPLO 1 : Viga continua simétrica.

B

4 A
L L

Separando la viga y aplicando un momento unitario-
en " B ":
11

_——a—

Esta deflexifn es causada por el siguiente diagra-
ma de momentos: .

1.0
.8

- m
P S 5 s
B 2
m
U+ -

[

virtual @

wmd R e T
Be= /g dx= 201/3.()1) 77 %Y

: . Cg M
¥a que 1l es una constante,valuamos. . HEI

seccibn 0.2L 0.4L 0.6L 0.8L L 1.2L 1.4L 1.6L 1.8L 2L factor
m
TET 0.3 0.6 0.9 1.2 1,5 1.2 0.9 0.6 0.3 0 -

T
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Como Mo = Pee ,. suponemos la posicifn del siguiente-

cable :

——— |

secci6n . 0.2L 0.4L 0.6L 0.8L L 1.2L 1.4L 1.6L -1.8L 2L factor

P-g +0.2 +0.3 +0.2 0 ~0.35 0 +0.2 ¥0.3.40.2 O PhH

Ahora efectuamos el producto de “o‘ﬁg—r ypara obtener

el momento hiperestftico en B por el método del trabajd virtual:

0,35 Ph
Edo."0" .
0.1Ph L
—A— 'Edg;:"l"
-
MB=/MO HET dx = = (0.8L) (1 2')— (1'0 3)Ph + 2 (0 ZL)( 0.35rh)

( 3(1 2)+5(1.5) )

My = 0.0625 ph

0.0625Pn
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Resolvemos ahora la misma viga,con la misma posicidn

del cable por el método interno:

Tendremos los siguientes estados(Aplicando trabajo -

virtual }:

-0.35Ph

W EDO."0"
0. 3Ph 0.3Ph :

RN EDO."1M
-0.4L ~

La ecuacién de compatibilidad es; Agi¢ -XA15=0 "

861 = F (0.8L) (~0.4L) (-0.3ph)+ &5 (0.21) '(,0.3"5?1‘1)7(”37'(—7 0.41)-5(3))
9 i

.020833 phr?

BT el o - , z —,r:r':' 0

3
Ay . 2 - 2 0.16666L
3 (L) (- 0’.5L) e G

Sustituyendo en la ecuacibn de compatibilidaa :
Ph

** o . :
de donde el momento hiperestftico resulta i

My = 0.0625 Ph

Que es el mismo resultado que se cbtuvo por el método

de la lfnea de influencia.

En los ejemplos siguientes se seguirf la misma secuela

de cdlculo para encontrar el momento hiperestitico debido al -

pressfuerzo por los dos caminos

.
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EJEMPLO 2 : Viga continua de tres claros iguales

A B C D
e A
L o L L —t

Aplicamos un momento en "B" unitario

o ad m
K S = ry

Esta deflexibn es causada por el siguiente diagrama de-

momentos : 1 0.2L

M—_
e
L 0. 8L =0.25

Valuando la constante H Z/ELI dx

.
H

w=2 @+ I o.en e deo.2m) -0.25 F+ Hn (-0.25)2
0.625L

625L
H= =57
Ahora obtenemos el termino 'ﬁ%f,,anotandolos valores en
la siguiente tabla

SECCION m/HET
0.2L 0.32
0.4L 0.64
0.6L 0.96 n
0.8L 1.28 "
1.0L 1.6 n
1.2L 1.2 .
1.4L 0.8 "
1.6L 0.4 "
1.8L 0.0 "
2.0L -0.4 "
2.2L -0.32 "
b} S S R e e
2.6L -0.16 "
2.8L -0.08 "

3.0% 0.0 "
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Suponemos el siguiente trazo de cable:

Las excentricidades est&n anotadas en la siguiente tabla:

SECCION P.e FACTOR

0.2L Ph
0.4L "

0.6L
0.8L
1.0L
1.2L
1.4L
1.6L
1.8L
2.0L
2.2L
2.4L
2.6L
2.8L
3.0L

1
o
~N

"
"
"
"

]
[eY=NoYolaNoal=]
« s & & e 0 8 s s e o

1
[=NeRoRoRolal
‘ONNOHNHOOHNPON
3

Obtenemos MB , multiplicando los diagramas de M,y ﬁ'—é‘-—f :

~0.18Fh —o-LPN ~0.a8fh
Mo 2 P-e
o.1Ph Y o
0.96 & .
» 0 X 4
_m
-0.4 ~0.24 RET

De donde se obtien: gue el momento hiperestitico debido
al preesfuerzo es

M“ = 0.067Ph



Resolviendolo por el método intecrno,y apl icando trabajo

virtual ,se tienen los siguientes estados

EDO. "g"

EDO."1"

EDO."2"

De donde la ecuaci6n de compatibilidad es :
Bop + XByqy + ¥hy; =0

byy * XBy, + ¥y, = 0

Efectuando la multiplicacién de los diagrémas de los tres

estados ,se obtiene : LT

A - 0.085333PML? e Y D
a1 EL ' -
3 e
= AL A
81 = 31 ! 2207011
3 e ¢
o _ 0.38888L LA ab
21 BT BELEE v i

Sustituyendo en la ecuacibn de:compatibilidad,los valores

resultantes son ¢

X = -0.067Ph : Y = -0.067 Bh

Obtenidos astos valores podemos por simple estftica va -

luar el momentc en el apoyo"B",por lo tanto :
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comparando los resultacdos obtenidos por el método de
ia lfnea de influencia y por el método interno, vemos gque son-
los mismos.

EJEMPLO 3 : Viga continua no simétrica

7 3
[ L 2L ]
Aplicando un momento unitario en el punto "B" :

1

. Ne >

Esta deflexidn es causada por el siguiente diagrama

de momentos : 1

2
valuamos H fj%%— dx ,por multiplicacién de diagramas:

-1 1 _ L
H=3 (L(1) +30L 1) =55

m i ‘
Ahora obtenemos HET rcuyos valores estan condensados -

en la siguiente tabla :

|=

SECCION

0.2L
0.4L
0.6L
0.8L
1.0L
1.2L
1.4L
1.6L
1.8L
2.0L
2.2L
2.4L
2.6L
2.8L

3.0L

FACTOR
-1/L
L]

ot
[}
(2]

O o000 OOORROOOO0
T T e e T e e e e e
eSOV ORNAaN

o
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Suponemes el siguiente trazo de cableg

e i — — — ]

e

2L

Las excentricidades son las siguientes
SECCION P.e FACTOR

0.2L
0.4L
0.6L
0.8L
1.0L
1.2L
1.4L
1.6L
1.8L
2.0L
2.2L
2.4L
2,6L
2.8L
3.0L

Ph
"

w

COO0O0OOOO0O00OO0O0O00

“ s s 4 a ot e e s e
ORNWWWWLNMHFOBRONMNWN
v

¢« s s e

Multiplicando ésta tabla y la tabla de “B_ por medio

de la tabla de multiplicacién de &reas EL
oR t o1
PR .
HET
P.e
M= %(O.UL)(Q%Q)(O<!5PH) +m%j<o.2L)(-0.4ph) ( 31%451 + % +
3‘%£ﬂ~ % ST I i (6.35Pn)

De donde My = D.16300
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Aplicando el mé&todo interno tendremos los siguientes

estados (aplicando el trabajo virtual):

EDO, "0"

EDO."1"

La ecuacién de compatibilidad de deformaciones es:
BBy 1 =0

Multiplicando los respectivos diagramas pp;enemds:

A . -0.108666 L° , i

01 F1 e e i e
A - 0.44444513 :
i1 EI

Sustituyendo &, y Abl ,en la ecuacibn de compatibili

11
dad se tiene :

_ 0.2445
L

X

Por simple est8tica calculamos las otras reacciones -
y obtenemos el momento hiperestitico debido al preesfuerzo.Que-
como vemos da el mismo resultado que el anterior,esto es:

MB= 0.163Ph



EJEMPLO 4 : Viga doblemente empntrada

. }

1 L

'Aplicando un giro unitario en el extremo A :

A B

74 |

1 1 Map
taB

Entonces el diagrama de momentosg resultante es

4EI
L
- 2EI
L
2
- = [ midh . S I
Como ©, = 1 » H ﬁl 1o Mg 5
tabulando estas ordenadas se tiene :
m
SECCION BT FACTOR
0.0L 4.0 1/L
0.1L 3.4 "
0.2L 2.8 y
0.3L 2.2 "
0.4L 1.6 "
0.5L 1.0 v
0.6L 0.4 "
0.7L -0.2 "
0.85 -0.8 "
0.9L -1.4 "
1.0L -2.0 v
Suponemos el siguiente trazo de cable:
Sy ¥ to.zsh
Las excentricidades estan anotada:z @n la siguiente-

tabla :
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SICCCION P.e FACTOR
0.0L 0.375 : Ph
0.1L 6.250 o
0.2L 0.125 o "
0.3L 0.000 - oo
0.4L ~0.125 "
0.5L -0.250 o
0.6L -0.125 v
0.2L 0.000 "
0.8L 0.125 "
0.8L 0.250 "
1.0L 0.375 "

A
nos da el momento hiperestdtico debido al preesfuerzo.

E¢aluamos la integral M nﬁeg—?‘f dx , que es:la que

Multiplicando los diagramas de p.e y E—“—‘—f se tiene :

-t

B.I

(0.32)(0.375) (52 7 &)+ L0.2) (0.25) (2+2.2) (L/1y +

£

1
A )b
+

L
3

(0.17) (L) {1} (0.0375+2.5) (1/L;+ %- (0.03L) (-0.375) (':,—L'—Z-')+

jre

(0.3L) (0.375) (0.2+4.0} (%) Ph

MA = -0.062 Ph

Ahora  obtenemos el momente hiperestitvico por el método

tntarno,usando el trabajo virtual se tiena:

8,375 Fesiir

EDO. "0
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La ecuacidn de compatibilidad de deformaciones es:

D01 + RA1L + MAA?.l =0
£)
0

Doz + R AL2 + My A22

Multiplicando los diagramas péf

y sustituyendo en la ecuacibén de compatibilida

MA = -0.062 Ph

que como vemos es el mismo resultado:obteniEO‘porngv métado-

de la lfnea de influencia.
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COWCLUSIOMNES

Hemos visto que para disefiar elementos postensados
en estructuras continuas es necesario evaluar las redundan
tes para encontrar la posicién de la linea de preesfuerzo.
Este trabajo requiere la aplicacién de alguno de los méto
dos tradicionales de An&lisis Estructural que generalmente
implican la solucifbn de ecuaciones simultfneas de compati-
bilidad de deformaciones o en el caso de mé&todos iterativos
la repeticidn sistemdtica de un proceso como por ejemplo
el método de Cross.

Si tomamos en cuenta que para el disefio de tales -~
elementos en la préctica, es necesario proponer varios per
files del cable ﬁasta encontrar la posici6n Sptima para —-
las restricciones particulares de cada problema, nos damos
cuenta que se trata de un trabajo muy laborioso.

El método de an&lisis que se ha propuesto en ésta
tesis, basado en el uso de las propiedades de las lineas_
de influencia, mimimiza el trabajo ya que conocida la 1%-
nea de influencia del elemento solo se requiere valuar la
1ntegra1/r’«37mp dx .

Analicemos ¢l caso particular de una viga conti--
nua de tres claros. Utilizando el método interno (supues=-
to ya el trazo del cable) necesitamos conocer el valor de
las dos reacciones intericres para poder obtener el valor
del momentr hipercstitico. Por el método del trabajo vir-
tual 8sto requiere la solucifn de 2 ccuacioaes con & in--

chHgnitas. Ahora, con la linea de influensiy, ~mo ya di--
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jimos solo valuamos laj Pe 'lmp dx . El grado de hiperes-
taticidad de la viga analizada es n = 2. Si ahora aumenta
mos el grado de hiperestaticidad a n = 3 también aumen--
tan las dificultades para obtener el momento hiperest&tico
deseado por el mé&todo interno. En cambio, si disponemos de
la lfinea de influencia de momentos hiperest&dticos, nueva--
mente solo serd necesario resolver la integral fPerzmp dx.

Como acabamos de ver mientras mayor sea el grado de
hiperestaticidad de la estructura en cuestifn mayor ser§ -
la ventaja de emplear &ste método.

Resumiendo, se puede decir lo siguiente:

1.- El1 m&todo de la lfnea de influencia no implica
la soluci6n de sistemas de ecuaciones ni de -~
procesos iterativos.

2.- Mientras mayor es el grado de hiperestaticidad
de la estructura,el método de la linea de in--
fluencia es mis eficiente que los otros méto-
dos de andlisis ya que ocupa menos tiempo en -

obtener la soluci6n.

Quedars& como motivo de un nuevo trabajo, la obten-
cién de tablas de lfneas de influencia de momentos hiper=-
est8ticos debidos al preesfuerzo de distintos elementos,

como las que ya existen para el caso de cargas verticales.
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