
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 
FACULTAD DE INGENIERIA 

..--.~ ........... 

AMPLIFICACION DE ONDAS RAVLEIGH POR EL 

METODO DEL ELEMENTO FINITO 

T E s s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

INGENIERO CIVIL 

P R E S E N T A 

HUOO DIEGO CUADROS ABAD 

MEXICO, D. F. 1979 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



• • 
FACULTAD DE INGENIERIA 
EXAt.t:NES Prof'ESIONAl2S 

W-1-283 

Al l'OllJnhl .. l\Dr HUGO DIEGO CUADROS ABAD, 
P e s • · n t • 

En a'-1&. o su solicitud relcrtlvo, ,... .. grato tronicriblr o usted a 
contlnuocldn el tarna que oprcbado por esto Dlraccldn propuso al Pro 
f..,.. Dr. Lul• átwa, paro que lo ~11• camo tesis en su exa-= 
men Profalcnol da Ingeniero CIVIL. 

•AMPUFICACION DE ONDAS RAYl21GH POR EL METODO DEL 
E~ENTO FINITO" 

l • lntroduccl&o )' objetlvOl. Antecedentes 
2. Conceptc>a bdsleos de lo taorfo del elemanto finito 
3. Plant-.ii..to del pteiblerno. Propogocl6n de onda. 

Condlcl- de frontero • 

.& • C... IX"' anallzcw 

.5. Andlllll )' 1111Ultodoe 
6. Conchalanu y rec_,,,jaclon.s 

A""ndlces. Progrcna:da computadora. Diagrama -
de flu¡a. lnstructlvca. 

Ruego o uated • sirva tomar debida neta de que en cumpllmlento de 
la especificada por la Lay de Praf•lane1, cleberd prestar Servicio So 
clal durante IJ'I tiempo mfnlmo de seis ,_., como l*¡ulslh> ind!spen": 
sal.le pare sustentar Examen Praf•lonol; asr como do la dbposlcl6n de 
lo Dlrecci6n General de S•rvlclas Escolanu en el sentido de que se· 
Imprima en lugar visible do los •!emplares de la tesis, el tl\ulo del -
tn:lbalo nsollzada. 

Atentamente 
•POR 1 RAZA HABLARA EL ESPIRITU" 

19 de 111pt lene re e l 978 



AMPLU'ICACION ns ONDAS R~YLEIGll r'OR EL METODO 

DEL ELEME!ITO FillITO 

l. INTRODUCCIO?l Y OBJETIVOS. AllTZ•:~EHTES 

2. CONCEPTOS BASICOS DE LA TSORIA DEJ, ELFJt~·1·ro i"I!lITCl 

PARA UN ESTADO DE DEi:"ORll.ACION PL~l!A, 

2.1 Conceptos Generales 

2.2 Forllllllsción Directa de las Características del Elemento 

Finito Triangular. 

2.2.1 Función de desplazamientos 

2.2.2 Defor:naciones 

2.2.3 Esfuerzos 

2.2.4 ~!atriz de rigidez. ii'uerzas r.odales equivalentes 

2.2.5 ii'uerzas de cuerixi 

3. PLANTEAit.IE!lTO DSL PROBLEl·i!\. PROPA11A~IO!i D!:: O!ID.~. 

cm;Drcrnrrss 03 rno:ngRA. 

3.1 Ecuación de Equilibrio Din~mico. 

3,2 30lución de 1;i Ecuadón de Equilibrio Dinámico, 

3.3 Propae~ción de Onda3 

3.3.1 Hedio elástico, infinito, hornog,foeo e faótropo 

3 .3 .2 Solución de las ecuaciones de movimiento. Ondas 

de compresión y ondas de cortante 

3,3,3 Ondas en un se".liespacio elástico. Ondas de Ra;-lei3h 

3,4 Condiciones de rrontera. 

4. ::ASOS ?CR ~NAL!ZAR 

4,1 Promontorios 

4.2 Depresiones 

5, RES\iLTADOS 



6. ~ONCLUSION!i:S Y RECOMEUDACIONES. 

APENDI~E. 



l. IHTRODUCCION y oruzTrvo.::. AilTE:J:C:!)Ei'lTE:>. 

Zsta tesis es producto de unR investigación realizada en

el Instituto de Ingenier!a, en la cual tuve la o~ortunidad de par

ticip~r como becario de dicha institución, bajo la su~orvisión del 

Dr. Luis Esteva M. 

La influencia que la topografía tiene en la respuesta s!.§. 

mica, ha sida reconocida por mucho tiempo, debido a daños causados 

por sismos e~ zonas de topograf!a accidentada. Los intentos por -

predecir por medios teóricos dicha influencia data de los Últimos

ai'íos. 

LA ref (1) presenta una revisión crítica de la literatura 

existente sobre el tema en cuestión, donde también se proponen es

tudios enfocados a predecir la influencia de las con~iciones lofa

les en las características de los movimientos sísmicos. 

Diversos modelos an.-líticos hnn sido em;ileados (ref 1, 2)

para la obtención de la respuesta sísmica ante diver3os ti~oe de 

solicitación. La mayor ;iarte de dichos modelos consider'!n únic'I -

mente ondas de cuerpo incidiendo en la vecindad de irrei:;ularidades 

topogrifficas. 

En este trabajo ~e prasenta la influencia 1ue tienen cie~ 

tas accidentes topográficas en el :novi~iento sísmico para el caso 

de ondas eupc,,rficiales de :layleigh, :r.ostr1mdo los p:i.r.i~tros que -

hacen importante tal influencia. 

En la solución del ;,robler.::i. tf' utilizó la ':.eor!a del ele

mento finito. gsta orrece al::;unas ventajas sobre otros Métodos a 
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pesar de ciertos inconvenientos. Entre las ventajas puede mencionar 

se la posibilidad de considerar, mediante análisis de res?uesta ~ 

paso a paso, el compertamiento no lineal de los materiales inclui

dos en la zona finita estudiada. Dentro de los problemas en la is 

plantación del método, se encuentran principalmente l~ fonnulación 

de las condiciones de frontera y el tamaHo del rnodolo seleccionado; 

asimismo, el tamano de los elementos de dicho modelo fija un lími

te superior a la frecuencia de excitación, al impedir que se prop~ 

guen frecuencias altas. 

Es 1m!lQrtante que en loa lugares donde el movimiento s!smi 

co esté afectado significativamente por las condiciones torográfi

cas locales, se tome en cuenta tal influenci~ en los espectros de 

diseHo sísmico. 
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2. CO?ICEPTOS B~sr:::os DB LA TEORIA DET. F:LEl-13:'TO ;-rnrw ~AR~ uu 

ESTADO DE DEt'ORMACIO:I PLANA. 1 

1 

2.1 Conceptos Generales. 1 

Las principales hipÓtesis (ref J) en las que Rb ~~oya la 
,. ' 1 

teor~a del elemento finito con base en una formulacion ~e desplaz~ 
1 

1 

mientos, son las siguientes! 

a) Se idealiza el medio continuo en subdominio~ interco -

nectadoe por puhtos nodales. La forma de tales subdomi~ios es, --

dentro de ciertos lineamientos, arbitraria. 1 

1 b) Se selecciona un conjunto de funciones para1derinir i!n,! 

cemente el estado de des'?laz.amientos dentro de cada " e+emento fi .. 

nito ", en términos de los desplazamientos nodales. Es~os Últimos 

serán las incógnitas bRsicas del problema. 1 

o) Las funciones de desplazamiento ·definirán a~ora el es

tado de deformación dentro del elemento en términos de ~os óespla-
1 

Z'3.JT!ientos nodales. Est11s defoI"!l'.aciones junto con lP.s de\fonr.acio. -

nes iniciales y las pro'.)iedades constitutiv"s del materlal nos de

finir.in el estado de esfu21·zos a t;-.¡;-.-Js del elemento y flor lo tan

to también en sus fronteras. 

Cl~ramente el grade de a,roximación ~n lo resn~es~a HSÍ -

obtenida, dependerá del ta~~ño y la formn de los elcmen~os emplea

dos, así corro tnmbién de la función de desplaz'lmientos elscoeida. 

Puede demostrarse ( ref 3) que el ~A todo del ele\ment'.o fini 

to es equivalente a la minimización de la ener~ía potenc
1

ial total 
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del sistema, en términos del campo de desplazamiento prescrito. - -

Si la selección de dicho campo as adecuada, entonces se obtiene ~ 

convergencia al resultado correcto. 

Las funciones de desplazamientos que se escojan deben re

presentar en la rorma más aproxim;¡da posible ii l'l verdader11 distr.!. 

bución de tales desplazamientos; por ello su selección debe cumplir 

con los siguientes requerimientos: 

a) La. deformación de un elemento debe ser nula cu11ndo los 

desplazamientos nodalea son causados por un desplazamiento de cuei; 

po r!gido. 

b) Si los desplazamientos nodales son compatibles con un~ 

condición de deformación constante, tal deformación será obtenida. 

Claramente, a medida que los elementos son más pequeños,

las condiciones ds deformación constante prevalecerán en ellos. Si 

dichas condiciones existen, es más deseable para una buena aproxi

mación que el tamaño del elemento pueda reproducirlas exactamente. 

Es posible .rormular funciones que satisfagan 1~ primera condición, 

pero que al mismo tiempo requieran de una v~riación de defor~~ción 

a través del elemento, cuando los desplazamientos nod11les en real! 

dad son compatibles con una solución de deformación constante. T~ 

les funciones, en general, no lograrán una buena convergencia, y -

no pueden, aún en el l:!mite, rt!presentar la " veroader" " dist.rib~ 

ción de deformación. 

c) Las deformaciones en lrts frnnteras entre elereentos de

ben ser finitas. Este criterio implica una eotricta continuida1 -

de 103 des?lRzamientos entre elementos. 
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2.2 Formulación Directa de las Caracter!sticns del Elemento Finito 

Triangular. 

En esta sección se p~senta la formulación de la teoría -

del elemento finito triangular (ref 3) para un estodo de deforma~ 

ción plana, con base en la Teoría de la Elasticidad. 

2.2.1 Función de desplazamientos. La figura 2.1 muestra -

el elemento triangular considerado, con nodos i,j,m, numerados en

el sentido contrario al movimiento de las 11111necillas del reloj. 

Los desplazamientos de los nodos tienen dos componentes únicamente, 

y pueden expresarse en fonna matricial 1 

{&.} = t:1 (2.1) 

::Onsiderando todo el elemento: 

{~r={~ (2.2) 

En cada l:;do del elemento hay solamente dos nodos, y la -

posible variación del des?lazamiento es lineal. Los desplazamien-

tos en cualquier punt~ del elemento deben ser definidos por los -

desplazamientos desconocidos en los nodos i,j,m. La form:; ~~s si;:! 

ple de representar los desplaza::úentos en cualquier punto es por -

medio de dos polinomios lineales: 

u .. ~1 + 0{22: + o<31 ( 2,)) 

V• c<4 + o<5x + C>(6 1 

Las seis constantes o< pueden evaluarse en tér~inos de --

las coomenadas y los desc,l'IMr:lientos nodales, r~solviendo los dos 
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conjuntos de tres ecuaciones sinru.ltáneas que sursen de las ecuaci2 

nea 2.3. Se ller&a a las siguientes expresiones (ref_)): 

{aj+ bjX + CjY)Uj 

+ Cam + br + ºmY) Um} 

v=rlc{C&.:1.:t- bj_x + Ci.Y)VJ. + (aj + bp: + Cjy)v;1 

+ (am + blJiE • c 111y)v111} 

en donde: 

ªi • XjYm - ltmY~ 

b1 • Y j -: Ym "' Yjm 

ci .. Zm - lt j .. Xm j 

(2.1+) 

(2.5) 

(2.6) 

con los otros coeficientes obtenidos por un~ permut~ción-

cíclica de subíndices en el orden i, j, m, y donde 

1 Xi Yi 

2A • det 1 Xj Yj = 2(Area del triángulo) 

l Xm Ym 

Los des~lazaltientos en cu~lquier punto dentro del elemen

to, tlacos por las ecuaciones 2.4 y 2.5 1 puedo;n expre::iarse por el 

vector columna {r} cor.io sieue: _ 

{r} .. {:}. t { (:r;,y)J .. [NJ{&F [mi INj INIÍl]{~r (2.ll) 

donde: 

I = es un:i 111atri7 1.rlentidad de 2 por 2, y 

:rr{ "' (a1 + bj_x + c1y)/2A , etc, 11ue es una fun-

ción de posición. 
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A la matriz [N] se le denomina función de forma. 

La fwición de desplazamiento escogida ear;¡ntiza automáti

camente la continuidad de desplazamientos en elementos adyacentes, 

porque los desplazsmientos var!an linealmente a lo l11rgo de cual-

quier lado del triángulo y, con W1 desplazamiento idéntico impues

to en los nodos, ocurrirán desplazamientos iguales a lo lRrgo de -

las bordes de dos elementos. 

2.2.2 Deformaciones. Para el caso de deformación pl~nR la 

deformación total en cualquier punto de un elemento puede aefinir

se por sus tres componentes que contribuyen al tr~b;¡jo interno {rer 

4). 

C!)u 
-=ax 

{t} = {;¡} ::. h (2.9) 
()y 

~ av +-3 y ax 

Us;¡ndo las ecuaciones (2.4) ó (2.?.) se tiene1 

a~f o Qn:~ o .2.liiD o Ui o: ax ax Vi 

{E}= 2..l!.i u· Ui u~ 
(2.10) 

o o a:;j o 
é) y o :r v;J 

CI 1', oN' \ll::j M' -ªll:ái .211~ ~ -1 -i axj a,. ax a1 ay ax Vm 

H~~~: 
o bj o bm 

::1 { •l' c1 o Cj o (2.11) 

b1 Cj bj Cm 
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(2.12) 

Puede verse que la matriz [a] es independiente de la pos.!, 

ción, 7 por lo tanto las deformaciones son constantes a través del 

elemento. Obviamente, se satisface el criterio de deformación ~

constante 111encionado en la sección 2.1 

2.2.3 8sfuerzos. Si se supone un comportamiento lineal .!!. 

lástic• general y un material isótropa, la relación entre esfuerzos 

y deformacienes estará dada por la siguiente e:lq)resións 

en dondes 

[n] 

{e.} 
{u,;} 

(2.13) 

matriz de elasticidad, que contiene las propi.!!. 
dades del material 

deformaciones iniciales 

esfuerzos residuales 

Para el caso particular que nos ocupa -deform.1ción plana-, 

solamente tres componentes de esfuerzo deben ser consideradas: 

[v}- {fü 
y la matriz [o] puede obtenerse de las relaciones usuales 

esfuerzo-deformacipn ?ara materiales isótropos (ref 4) : 

e:J: =7[G"x - ~< G'"y • GZ ) } 

E.y ·-}[v,. - '>< u:x + G"'z >] (2.14) 



Ez=+[uz -~<v:s•Cl7 l] 
t :-2- <i+v>'t xy 1 xy 

Eliminando<;; y resolviendo pAra los tres esfuerzos res

tantes, se puede obtener (ref ))s 

t/(l:, l v;c1- ~ > o 

[ ]) ]· K{l - ~} 1 o ¡ (2.lS) 
(1 +~ )(1- 21) 

o U-2v > 
2(1- ~ ) 

donde1 

.1: módulo de Young 

~: relación de Poisson. 

2.2.4 ~IR.triz de rigidez. 

Designemos por: 

al vector de fuerz3s nodales, que deben ser estáticamente 

equivalentes a los esfuerzos en la frontera y las carg11s distribui 

das en un elemento. Cada una de las fuerzas {FiJ debe contener 

el tnisrt<> número de componentes que los correspondientes dAsplaza -

mientas nodales { 8t} ; dichas fuerzas deben orden11rse en l:is di re~ 
cienes correspondientes. 

Las cargas distribuidas {p} ~e definen como aquellas que 

actúan en un volu~en unitario de material dentro del elemento. 
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En el caso particular de defonnación plana, lns fuerzas na 
dales son, por ejemplo: 

{ \l · {~l 
con componentes U y V correspondientes a las direcciones

de los desplazamientos u y v respectivamentef la carga distribui

da esl 

f+ l:l en donde X y Y son las componentes de 
la• fuerzas de cuerpo 

Para hacer que las fuerza~ nodales sean estátic~rnente a-

quivalentes a los esfuerzos de frontera y las fuerzas de cuerpo, -

el procedimiento más simple es imponer un desplazamiento nodal ar

bitrario (virtual), e igualar el trabajo externo e interno realiza 

do por las fuerzas y los esfuer~os durante dicho desplazamiento. 

Sea un desplazamiento virtual d{S}ª aplicado en los no 

dos, De aqu! resulta de las ecuaciones (2,S) y (2.12): 

d{r}· [KJ d{br 
d{E} [B] d{br 

(2.16) 

El trabajo hecho por las fuerzas nodales es igual a la B,!! 

~a de los productos de las componentes de las fuerzas individuales 

y sus correspondientes desplaz~rnientos 1 que en lenguaje matriciAl-

se expresa como1 

(2.17) 
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De manera similar, el trabnjo interno por unidad de volu

men hecho por los esfuerzos y las fuerzas de cuerpo es: 

(2.lR) 

(2.19) 

Igualando el trabajo externo con el trabajo interno total 

integrado sobre el volUJ!len, se obtiene: 

Sustituyendo las expresiones (2.12) y (2.13) se tiene: 

{r}9=(J(B r[D](B)d<vo1>){~}•-j[!r(D]{~d(voi) + 

+J[ B f~d(vol)- J [N r{P} d(vol) (2.20) 

Por otra parte, se tiene para cualquier elemento estruct~ 

ral la siguiente relación: 

en donde: 

{p le 
J representa las fuerzas nodales requeridas PA 

p ra ba1ancear cualquier carga distribuida ac
tuando sobre el elemento 

{r}ª E. Fuerzas nodales requeridas para ':alancear 
cualr¡uier deform.'lciór. iniCi'11, tales como 
las aebidas a canbios de terr.peratura 

[lí.]e 
Matriz de riei1ez del elem,;nto 



Puede verse que l~s ex~resiones (2.21) y {2,20) son corre.!! 

pondientes. Por tRnto: 

[ K r . Jr B ]T[ D] [B] d(vol) (2.22) 

{ P l: ª J [ N J { p } d(vo1) (2.2J) 

( :r l;.-J[ B r [ D] {Eo} d(vol.} ( 2. 24) 

{P };
0 
-J[ :sr{cr~dCvo1> (2.25) 

Esta Última expresión se debe a esfuerzos iniciales al º.!?. 

mienzo del Rnálisis. 

Una vez que se han determinado los desplazamientos noda -

les, loa esfuerzos en cualquier punto del elemento pueden obtenerse 

por medio de la si¡¡uiente expresión: 

(2.26) 

La eJC'.)resión (2.22) se puede ex~resar en la siguiente fo~ 

ma: 

(2.27) 

donde t es el espesor del elemento, Si dicho espesor es -

const~nte, entonces: 
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donde ~ es el área del triángulo y~ definida en la expr~ 

si&n (2.7). 

La matriz [a] definida por la ecuación (2.ll) puede escr1 

birae como: 

Ahora la matriz de rigidez 9uede escribirse en la siguia.!l 

te formas 

["' Kij 

""] [ K r = Xji Kjj Kjm. (2,JO) 

lC¡¡¡j_ Kmj Kmm 

en donde 

Í¡r;1 ] ['IL]T (n ] [B ] t l::.. , que es una matriz de 2 '.)Or 2. 
~re • -r s 

2.2,5 luerzas de cuer;x> 

De la expresión (2.?.3) se tiene: 

para cada nodo se tiene 

(2.Jl) 



':..:____¡=:- -:· ~-= 

(2.32) 

Para llegar a esta expresión, es importante h~cer notar ~ 

que el origen de coordenadas se toro& en el centroide del elemento. 



). PLANTEAMI~ITO DEL .?RORLEMA. ?ROP.\G~JION 03 orm:,. 
CONDICIONES DE FROrlTERA. 

).1 Ecuación de Equilibrio Dinámico. 

La respuesta a cierta excitación s!smica es un problema -

de tipo dinárnice 1 y por tanto, debe ser tratado corno tal. La ecu~ 

ción que nos representa el comportamiento del " medio discretizado " 

ante una solicitación determinada es la siguientes 

en dondes 

{ ~} es el vector desplazamiento 

{1<t~es el vector de excitación. 

[•] 

[x) 
[c] 

es la matriz de mas:i.s, que es una matriz di'! 
gonal, debido a que la masa se concentró en= 
los puntos nodales 

es i.i' "'.atriz de rizidez est!Ític::i 

es 1:1 r.1atriz de air.crti¡;uamiento que contiene 
los coeficientes par::i los "~~rtiguadores~ s~ 
bre la frontera. 

Para el C;tsa de h r..;;triz de rro.<1:i;is, la '.!lasa de cada ele -

mento se concentró en sus vértices en p:1rt.es igual""'• y pa~ tinto 

l'I matriz para el elemento es: 

• Las condiciones de fronter~ se :>resent:.r:in m.Ís '11el~nte 



1 o o o o o 
o 1 o o o o 

[m]e= Q,t~ 
o o l. o o o 
o l. o o 

(3. 2) 
3 o o 

o o o o l. o 
o o o o o 1 

en donde: 

~ : densidad de m;¡sa 

t : esresor del elemento 

!l.. :área del elemento 

3.2 Soluci6n de la Ecuación de Equilibrio Dinámico para Ex.citn~ 

ci6n ArmcSnica. 

La solución de la ecuación diferencial ().1) puede encon

trarse por el método de respuesta com?leja. Sea el vector ruerza

de excitación siguiente: 

(3.3) 

en dende {Po} ~s independiente del tie'?l::io, y w es l!'I fre

cuencia de excitación. Puede verse que dicho vector es una solio.!, 

tación de tipo periódica. 

La respuesta puede ex~resarse cofllO: 
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(3.6} 

Sustituyendo estas tres últim.:is ecuaciones en la expresión 

(3.1}, resultas 

[ ][ J { ~j eiwt iw [e] {60 } e.1~•2 [ 14] {&Je-wt+ 

{1o}e1wt • o (3.7} 

Puede verse que la expresión (3.7} es inderendiente del -

tizmpo. Simplificando y reagrupando ~ueda: 

( [ IC ] + iw [ C ] - w2 [ M ] ) {60 } '" {Po} (3,S) 

F.n general 111s expresiones i l';,} y {~ serán comrlejas, y 

l~ ecuación (3.~) debe ser tratada como un conjunto de dos ecuaci,2. 

nes: una que resulta de is>ialar las partes reales, y para la otra 

las partes imaginarias. As!, si: 

{ P0 } = {P:} + i {~} 

{s.} • {fo} + i {~} 

().9) 

(3.10) 

resulta que al it>Ualar las partes reales e i~~ginarias -

de la ecuación {J.~) tenemos dos ecuaciones simultáneas, escritas 

corno una sola en rorr.a rnatricial1 



-w [e] (J.lla) 

= 
(3 .llb) 

Las ecuaciones (3,11) forman un sistema en el que todas -

las cantidades son reales, y del cual puede determinarse la rea ~ 

puesta a cualquier excitación periódica por solución directa. 

Puede verse que el ~roblema se hizo independiente del 

tiempo, y la solución de la ecuación (3.11) da una posible forca -

de respuesta de la estructura ante una excitación con determinada

frecuencia w 

3.3 Propagación de Ondas. 

Se presenta en esta sección la formulaci0n de las ecuac,!o 

nes que rigen el movimiento de ondas dentro de un medio continuo.,!!. 

14stico infinito, homogéneo, isótropo y sin viscosidad, y el movi

~iento de ondas en un semiespacio elástico, que es el caso de las-

ondas de Raylei¡¡;h. (ref 4 y 5) 

3.3.1 Medio el~stico, infinito, ho~cbéneo e isótropo. P~ 

ra derivar l.'.I:; ecuaciones del novimiento ~~ra un modio elástico, -

es necesario examinar el equilibrio de un eler.;ento diferencial, -

tal co;:io se muestra en la fig 3.1 

Consideremos primero la Vqri1ción de las fuerzas en caras 

opuestas del elemento. Lo:i e:ifi;erzo3 en ~'Ida cnra S"l representan-



mediante vectores ortogonales. Los vectoros continuos actÚ.IJ.ll en -

las caras visibles y los punteados sobre las caras ocultas. Esta

blezcamos el equilibrio del elemento. Zn 111 dirección X se tiene: 

(<l. + <lGX .c:!l.x) Ay 6.z -<ix l:>y t:.z + ( 'Lx 1 + ~¡xYA.y) AxAz 
X itX 1 

-'t'xy AX A z + ( T xz -"*jv.xz Az)LUAY -Txz Ax A Y= O 

Ecuaciones similares pueden escribirse para la dirección-

"!" y la direcci&n "'Z". Despreciando l'1s fuerzas de cuerpo, y a

plicando la segunda ley de Newton en la dirección X, se tiene: 

Se pueden obtener expresiones similares a esta Última, cg, 

rreapondientes a las direcciones "Z" y "'l"• Entonces, las tres e

cuaciones del movimiento en tér'llinos de loa esfuerzos pueden eser,!. 

birse: 

ea2u 

atr . C)u2 a'Lx1 
-+ ax a 1 

c(i;'u 
+ az {J .13a) 

t~l . a'Ln + aa-1 +at:'vz (J.lJb) ax ay oz 
f.l.iw aí:" n + a 't'" ¡¡y .ao-, (J.13c) atr ax a,. i!I 1 

en donde V y w son los desplazarráentos corres,ondientes a 

las direcciones "Y" y "Z" 'respectiv'lmente, P:ira expres;ir los tér

minos derechos de estas ecuaciones en fw•ción de los dcs;ilaz1<:nien

tos, se ~ueden emplear lRs siguientes relRciones pAra un medio cO,!l 
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tinuo elástico (ref 1.): 

G"'x •>..E + 2 G E X 'i:xy - G °t xy '-yx • 

Gj "'~ '€ + 2G E y 'ryz 'Lzy G ~yz (3.14) 

CiZ •A E + 2G E z 'i:' zx 
.... 
lxz • G ~zx 

en donde: i ~¡ 
G = 

2(1+v) 
:.\. 

c1+vH1-2~> 

"'> relación de Poisson 

).., G constantes de Lar.ié 

E= e X + E '1 +E. dilatación cúbica. 

También se requieren lRs siguientes relaciones que nos dan ~ 

las deformaciones y rotaciones en térmir.oz de los des~lazanientos: 

las 

la 

Es • .lJ.¡_ • 'txy ,. CI V+ .i...J.L 2'ix .,.iJL_ .).y 

ax ch a,. ay tlz 

E, • b._ 'tyz = ..i....!!.+ ..!:!.. 2ii =~-:U. 
ay ' a Y 1z y iz ax 

Ez = .ª--- • '!S'zx = ..Ll.l. + ~ • 2 'i :h.-Ü 
az az •h: z ax ay 

donde w es la rotación alrededor de cada eje. 

ex?resiones a~ropiadas de las ecuaciones (3.14) y 

ecuación (3.13a) 

3imil;irr.,ente 

se tiene: 

d- 2 
(A+ G ) ~ + G "\l u ax 

2 
(;>..+ G J aE + G '\J V 

a Y 

(3 .15) 

Co:nbinando -

(3.15) con -

(3.16) 

(3.17) 



(3.lC) 

2 
donde "\l es el operador Laplaciano en coordenadas cnrte -

sianas, definido comot 

3.3.2 Solución d~ las ecuaciones de movivúento. Pueden -

obtenerse dos soluciones para las ecuaciones del movimiento vistas 

en la sección anterior. Una solución describe la propagación de ~ 

na onda que produce cambio de volumen únicamente (irrotacional), -

mientras que la otra describe la propagación de una onda de rota -

ción pura, manteniendo constante el volumen, La primera solución

puede obtenerse diferenciando las ecuaciones (J.16) 1 (3.17) y {3.18} 

con respecto a i, Y, i respectivamente y sumando las tres expresig_ 

nes entre s!, de esta operación resulta: 

" ~2c-(h+ 2G) V"" (3.19) 

(J,20) 

donde Vp = velocidad de propagación de onda 

En el caso de ondns planas, y 3u,oniendo que to¿as l~s -

partículas se mueven paralelas a la dirección de ~ropagación de º!!. 

da (ond:is loni::;it.u,Hnales), entonces solamente se tiene un despla -

zamiento en función del eje en el cual se ~ro~aea la onda. - - - -
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Si ce tomq el eje X en lñ direcc'.ón <le 'ro~~gnción de lq onda, en

tonces v = w '"' O y u es una í'unción de X snlamont.e. De ln ecua

ción (J.20) se obtiene: 

(3.21) 

Esta ecuación suele denominarse como ecuación unidimensi2_ 

nal de onda. 

Puede demostrarse que cualquier fWlción del tipo f(x+vpt) 

y f(x-vpt) es solución de la ecuación (3.21). Le soluci~n gene -

ral de la ecuación del movimiento puede ex¡Jresarse como1 

(3.22) 

La ecuación anterior tiene una interpretación física muy

simple, y puede explicqrse de la siguiente for~a. Consid~rese la

funcidn r 1 Cx-vpt) • Para un instante determinado t, este término 

es una función de X solamente, y puede representarse por una cie:r

ta curva. Desr>ués de un intervalo de tiempo At,el arzumento de la 

función r 1 se convierte en x - vp(t + Ll.t). Dich;i función permane

cerá inalterada debido a que simultáneamente con el incremento de

t en 6.t, las abscisas se incrementan en Ax igual a vpt At. Esto 

si~i!ica que l~ misma curva construída ~ara el ~omento t es váli

da para el inst~nte t + /lt, si ésta se d~s~laza en la direcci6n I 

l;; cantidad 6.x =vp6.t • De lo :rnterior se desprende que la fun -

t'i5n r1 re;:>resent~ un;i ondP. que viaja en el sentirto del eje X con 

velocidad constante vp • De l '"! misma form'1 puPde demostrarse que 



la rtinción f representa a una ond;i c¡tie viaje en la dirección cor:tra 

ria. As!, la solución e;eneral de la ecuación representa a <lo::; on

das c¡ue Vi!ljan en direcciones opuestas, ambas con vel<'cidad constan-

te Yp 

Puede obtenerse otra solución de las ecuaciones (3.16) 1 -

(3.17) y (3.16), correspondiente a ondas de distorsión. Oper3ndo 

dichas ecuaciones puede llesarse a la siguiente expresión: 

dondes 

v8 ~ velocidad de prop;igación de ond3s 
' da distorsión. 

Expresiones similares pueden obtenerse para w y Wz 

Para el caso particular de ondR9 planas en donde el rrc~i

miento de las partículas es perpendicular a la dirección de propa

gacidn de las ondas, puede obtenerse, para el caso de propa~ación

en dirección del eje X, la siguiente expre~ión: 

2 

~ :2 . 
en donde v es el des~lazarniento ¿erpendicular al eje t. 

LP. solución de estn ecURción tiF.!ne la ::rl.sl:l:l forma e intei: 

pretll.ción r¡ue 1"' de la ecuación (j.21) 

Del anÁlisi: pre.:;•:nt:;do puede verse 'lue e:-i un ::i·~c'.ic eln_a 



tico infinito se pueden prop:izar dos t1po:3 da ondas que viajan con 

diferentes velocidades. Est'l.s ondas son conocidas por los si¡¡;uien

tes tlrminosa 

1) Onda de dilatación (onda primaria, onda P, onda compr,2_ 

sional, onda irrotacional) y 

2) Onda de distorsión (onda secundaria, onda S, onda de -

cortante) 

).).) Ondas en un semiespacio elástico. Ondas de Rayleigh. 

En la sección J.2 se vió que en un medio elástico homogéneo infin! 

to se pueden propagar dos tipos de ondas - ondas de dilatación y -

ondas de distorsión -. 'En un semiespacio elástico es posible en -

contrar otras soluciones p~ra las ecuaciones de movimiento, que e~ 

rresponden a ondas C\lYO movimiento se confina a una zona cercana a 

la ~rentera del sellliespacio. Una de estas ondas fue primeramente

estudlRda por Lord Rayleigh (1~1!5) 1 y rnás tarde fue descrita en d,! 

tall9 por Lamb (1904). La onda elástica descrita por estos inves

tie;adores es conocida como " Onda Rayleigh " y se confina a la ve

cindad de lR superficie de un senrl.espacio. La influencia de la os 

da Rayleigh decrece r(pidamente con la profundidad. 

Una onda con las caracter!sticas mencionadas puede obte -

nerse por las ecuaciones (J.lf>), (J,17) y (3,un imponiendo las -

condici~nes de frontera apropiadas par3 el ca.so de una superficie 

1 ibre. Def!nase la su¡:>erfide del semi.espacio por el plano I - Y 

con el eje Z en dirección positiva hacia el interior del u.edio, -

tal como se muestr'l en l" fig 3.2 

Para una onda plann que vi11ja en la dirección X, los des -

p1az~mientos serán indenendientes de la dirección Y, Los desplaz11 



mientas en las direcciones X y Z denotad1:1., ¡ior u y v respectiv!l

ment.e, pueden expresars'l en términos do dos funcictrns potenciales 

u= i!. + ll ax éh 
y w - ~IQ -~ 

- i)z ax 

La dilatación E de la onda definida por u y w es: 

y la rotación 21f.r en el plano I-Z es: 

Las funciones de ~otencial ~ y 1f deben .iscogerse de tal 

manera que ~ se asocie con la dilatación del medio y '4' con la ro

tación. 

Sustit.uy~ndo u y • en las ecu'l.ciones (J.16) y (3.H\) t~ 
nemes: 

~ ( ~2 C! ) a (?l"" ) a 2 Q.-¡; ~ + ~Tz\Tt2 = (A.+ 2 ª >a/'1 ~ 

+ G :s (\72") (3.25) 

~-ª-. ( ?>2cQ ) - ~ _L (~~ ) • ( '>..+ 2G );..(1\72~) az o t 2 ax ~ t u z 

_ G :x ( if~) (3,26) 



Estas Últimas ecu:i.ciones Qe satioi'11can :;i: 

(3.27) 

y 

(J. 21!) 

Suponiendo una solución para una onda senoidal que viaja 

en ll'l dirección positiva de X, las expresiones para ~ y " pueden 

escribirse: 

~ = :P(Z) exp [1Cwt - lfx >] 

'\' = G {t;) exp [ i(~ t - Nx l] 

(J.29) 

(3,30) 

Las funciones F(Z) y G{Z) describen l~ variación en ampli 

tud de la onda como un11 función de 111 profundidad, y N es el núme

ro de ondn definido pors 

N = 

donde ~es 111 lon¿ituc do and'l de :t•,~·lei.;:;'.l. 

A.horn, sustituyen•1o l:i:: ex;>rP.~ionf''~ !J'ra e¡> y \f en las -

ecuaciones (3.27) y (3.21") :;., tien11: 

- ~i'(l.) - ::2?(,-;) + F"(¿¡ 
v,, 

(3.31) 



w2 .!> 
--;rG(Z) ; - N""G(Z) + G"(Z) 

De estas expresiones se obtienet 

2 (1)2 
G"(Z) - ( N --) G(Z) = O 

y2 
p 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

donde F" (Z) y G" (Z) son derivadas con· respecto a z. 
Ahora, to111S.ndo 1 

q2;;. N2 ...,2 (3.35) ( - ~) 
Vp : 

ª2"' ..2 ul 
(3.36) (u - -) 

v2 
B 

Las ecuaciones (3.33) y (3.34) pueden reescribirse comos 

(3.:!7) 

G"(Z) - a2a(z) ; o (3.3g) 

•. 



Las soluciones de estas ecuacionoe pueden expresarse en -

la forma 

P(Z) A 1 éxp (-qz) + :s 1 exp(qz) {3.39) 

G(Z) = A2 exp (-ez) + B2 exp(sz) (3.1,0) 

Una so~~ción que permit~ que la amplitud de la onda tien

da al infinito con la profundid~d no puede aceptarse1 por tanto: 

B 1 = B 2 = O 

y las ecuaciones ().29) y ()030) se transforman en1 

J. 1 exp b-qz+ i(Wt-Nx)] {3.41) 

\J/ = A2 exp [- sz + i(Wt - Nx)] {3.42) 

Las condiciones de frontera en la superficie implican la-

no existencia de esfuerzos, es decir, ü; 
Z z o. Entoncest 

,._ 
y '-xy .. O para -

y 

Vz = A. E + 2G €z • "~ + 2G k "' o az 

'Lzx'" atzx ( ~w ou) 
G ax+~ zQ 

Smpleando lqs definiciones de u y v y las ~olueiones-



para 4 y lf de lns ecuaciones (J.41) y (3.42), est<1s 111.timas ..;.,_ 

expresiones para condiciones de frontera, pueden escribirse como: 

De aquí, reagrupando tét'Minos se obtiene 

.A.1 ( A.+ 2G) q 2 - 'X 1'12 - l • o 
A 2 2iG!e 

y 

Sumando estas dos ecuaciones, tenemos 

<>.. + 2G )q2 -X"2 .. 

21GNs 

(3.46) 

Elevando al cuadrndo ambos lados, e introduciP.ndo los va

lores de q y s d'!dos por las ~Cll'lciones (3,35) y {3,36) raspee-
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para lf ·Y lf de 111s ecuaciones (3.41) y (3.1.2), est•!S lll.timas -

expresiones par~ condiciones de frontera, pueden escribirse como: 

De aqu!, rea~rupnndo tét'l'!inos se obtiene 

.&.1 <:l+ 2G) q2 - ).s2 - 1 • o 
A2 2iGNe 

_:A.1.1 _2:;;9,:.;i:;N~--...-- + l = o 
A2 ( .,2 + N2 

Sumando estas dos ecuaciones, tenemos 

().. + 2G )q2 -A.-2 
21GNs 

4qGsN2 

(j .45) 

Elevando al cuadrado ambos lados, e introduciP.ndo los va

lores de q y s d;¡dos por las <'Cll'lciones (3.35) y (3.;6) r'!lspec-



Sean las siguientes relaciones: 

'4)2 V~ 
o.2 x.2 ().48) ---= 

v2N2 v2 p p 

u,)2 vf ¡:2 (3.49) 7rT. -= 
y2 s s 

).. + 2G 1 2 - 2~ 
(3.50) -= -.r· 

1 - 2~ G e( 

donde Vr es la velocidad de la onda de Rayloigh. 

La ecuación (3.47) puede reescribirse: 

2 2 2 l 2 22 2 2 
16(1-"\X)(1-K )• (2 - "';;;(20{.IC) (2 - K) (J.51) 

Después de hacer operaciones y reagrupar términos, se ob-

tiene: 

(J.52) 

Esta ecuación (3.52) puede consider~rse corr~ una ecuación 
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c~bicA en K2 • y diferentes soluciones realoa pueden obtenerse pa

ra vAlores dados de i> • La cantidAd l\ represonts¡ una relación e!!, 

tre la velocidad de la onda de superficie, y la velocidad de la ºl!. 

da de cortante, y es independiente de la frecuenci~ de excitación

de la onda·. 

Las relaciones de ..l:... y 'P pueden d9terminarse r\e la 
Ve \ti 

ecuación (3.52), para diferentes valores de 1) • En la fisura 3.3-

se presenti'.lll dichas rel11ciones, como unii función de i> • 
Hasta ahora se ha obtenido 111 relación que existe entre -

la velocidad de ondas Rayleigh y ondas de cortante. Obtengamos a

hora los desplazamientos u y w en términos de las expresiones C.2, 

nocidas1 

u .M.ll. 
ax a. -A1 iUexp [ -qz + i(W't - Nxl] 

- '"2eexp [-sz + i~t - Nxl] (3.53) 

w =~el _il, 
ch ax 

-A iNexp [-qz + i( ... t Nx)j 

+ A i?:exp[-sz + i(wt - Nxl] (3. 54) 

~ustituyendo algunas expresiones YA conocidas, se lleg~ a 

las siguientes ecuaciones1 

~ u • AiNi {-exp[-+(zl;)] + ~+ l e.:p e-: (zN~}expi(wt-Nx) (3.55) 

... ~ A1 N -:T":exp [- L(zN) J -..9...exp(-.!1..CzN~ expi{<..t-Nx) 
"°5+1 N N N 
1' 

(3.56) 



El sir;nificado de l'l pr-:ls'lnCill de "i" en lA expresi.&n '."'""

(3.55) y su auser;ci'l en la expresión pfl.ra w , es 1ue l.~ compone!l 

te del desplaz8.miento u est;Í defaseda 9\P con respecto a lt:1 corr,.. 

ponente del desplazamiento " 

Ahora, de l;is ecuaciones (3.55) y (3.56) la variacióp de 

u y " con respecto a lt:1 profu.ndidad puede expresarse como: 

2qs 

!J(z) -exp[-iCzNl] +~exp[-L(zN)] 
...ll:.+ l Jf 

2 q -N2 
(3.57) 

'l(z) • -r exp [ -.!..(zNl]-Lxp [ -4-<zrn] 
~+l N 1r 1' 

Las funciones U(z) y W(z) representan las variaciones --

espaciales de los desplazamientos u y " , y pueden evaluarse-

en términos del número de onda N para cualquier valor dado de la--

rel.<tci6n de Poisson '\) • Por ejemplo, si ~ = 1/4, entonces: 

U(z) .. - exp [-o.8475(zNl] + 0.5773 exp[-0.3933(zNl] (3.59) 

W(z) = -0.8475exp(-0.8475(zNl]+ 1.4679exp[-0.3933(zt;)) (J.60) 

Llls expresiones (3,55) y (J,SA) pu~den expresarse en la -

u = A1 Ni U( z) ex pi (<ut - lb:) 

(3 .62) 
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L!l figura 3~4 muestra dii'erentaa curv~s p'.\ra U (e) y W(c) 

contra la profundidad en longitudes de onda (La ), para las rala~ 

ciones de Poisson de 0.25. 0.33, 0.40 y o.so 
Sistema de ondas en la suoerfigie del semieepgcio, Sn los 

párrafos anteriores se han determinado expresiones para las velo -

cidades de tres tipos de ondas que pueden ocurrir en un semiespa -

cio elástico. Conociendo tales velocidades, se puede fácilmente -

predecir el orden en que dichas ondas arrivarán a un punto. debido 

a una perturbacicSn en otro pur1to. Además de predecir el orden de

llegada de las ondas a lo largo de la superficie, Lamb (190t.) des

cribid en detalle el movimiento de la superficie que ocurre a gra,ll 

des distancias de un punto perturbador en la superficie de un lllB·

dio ideal. 

Bajo las condiciones consideradas por Lamb, una perturba

cidn se difunde en la forma de un sistema de ondas anulares. La -

~orma inicial de tal sistema dependerá del impulso perturbador; si 

este impulso es de corta duración, se desarrolla el sistem;:i de on

das que se muestra en la tig 3.5 
Este sistema tiene tres puntes CDracteristicos, que co ...., 

rresponden al arrivo de las diferentes ondas. Puede verse ~ue las 

ondas Rayleigh son las que tienen mayor influencia un el movi:nien

to del terreno, cuando la fuente perturbadora se localiza en la 5!! 

perficie y produce un impulso de corta duración; de allí la impor

tancia del presente trabajo • 

.::Ombinando las componentes verticRl y horizontal del movi 

miento de la partícula en los puntos 1 1 se encuentra que la for

ma de tal movimiento es el!~tico y retrócrado, tal ca~~ se muestra 

en ln fig 3.4c. 



L11 mayor!" de las registros s:!smicos son más co:,1plejos 

quG el de la fie; 3.4, debido 'l la vari:ición de l'l teoría pan. un -

semies:':::icio elástico ideal y l'ls condiciones reales de la tierra, 

Al3un11s de las v11riaciones que pueden mencionarse son las siguien

tes 1 estratificación, no homogeneidad de los materiales, la curva

tur,:¡ de la superficie de la tierra, etc. 

3.4 Condiciones de Frontera. 

La imposibilidad de representar cediante un conjunto de .si. 

lementos finitos ordinarios un es;>acio semi-infinito, conduce a la 

necesidad de represent11r una resión limitada de dicho espacio; y -

de 11doptar condiciones de frontera que logren la continuidad del -

medio, permitiendo la 11bsorción y translllisión de energ!a debido a 

di•ersos tipos de ondas incidentes y reflejadas; es decir, se de 

ben fonnular condiciones de frontera tales que además de permitir 

el paso de las perturbaci~nes que llegan de la región exterior, -

no re.t'lejen las ondas que abandonan la región interior del modelo. 

Dichas condiciones dependen del tiJ?O y dirección de propagacion de 

las ondas en cada punto de la frontera, y por ello, para poder fo!. 

mularlas es necesario conocer tal infor:nación, bajo suposiciones -

admisibles. 

Existen diversos métodos que formulan condiciones de fro.n 

tera (ref 6 - 11). Algunos de ellos enuncian dichqa condiciones -

en forma ex.acta, pero tienen el inconveniente de un alto gr:ido de

dificultad en su implantación, que los convierte en métodos antie

conómicos aunque muy " precisos "¡ por el contr>1rio existen méto -

dos aproxiMdos con los que se obtienen precisión y costo razona -

bles, de ah! la ventaja de ser utilizado". En este tr11bajo se p~ 

~enta la forrrulación de lns condicone3 d~ frontera medi~nte el cr.,!. 



tario utilizado por Ruiz y Estava en la ret 12 .Dicha f'ormulacicSn -

•stablece las condiciones de f'ronteiru de 1;i.3nora ex'.1cta para las O.!). 

das incidentes, y s&lo en forDU aproximada las qus correspondan a 

las ondas de salida. Esto Ul.ti.Jno obedece. a· que se desconocen el ti 

po y direcci&n de propagacicSn d~ las ondi:ls de salida, 

En la figura ),6 puede apreciarse un llXldelo de elementos

finitos que se adoptó para representar una región vecina 3. la i

rregularidad topo~ráfica• que en este caso es un promontorio, Se

supuso un tren de ondas de Rayleigh incidiendo sobre la frontera A 

(ver fig ),6), in este caso, es aceptable suponer que 13 mayor 

parte de la energía incidente sobre la frontera izquierda (J. ) 1 

saldrR por la frontera derech~ (~)bajo el mismo tipo de ondas y

misma dirección de propagación, Con base en lo anterior se esta -

blecen las condiciones de frontera que sean capaces de absorber t:i 

les ondas, y puede aceptarse que la aproxim~ción de dichas fronte

ras es razonRble, 

Considérese una frontera plana sobre la cual incide un -

sistema de ondas " conocido ", y un sistema desconocido ab<1ndon¡¡ 

la región. Debido a dichAs ondas, se dessrrollan en la frontera 

ciertos esfuerzos que rueden valuarse a partir del ca~;:o de dcspl,¡¡. 

zamientos y velocidades en la fror.ter11.. Considérense Gj'. y 'ti los e~ 

fuerzos nonr.al y tangencial sobre la frontera causadcs por el sis

tema de ondas incidentes, Ade.c.,js 1 sean los esfuerzosG;; y°C'6 los C2. 

rrespon<lientes a siste"l.a de on<lAs que abandona a la región. Defi

Ol!lSE lo;; eje::: I y Z corao en la l'i:;ura 3,7 1 y sean u y w los de 0 -

plazarrdentos paralelos c.\ ::,d3 uno de ellos. 

L0 s esfu..;rzos ~ :r'l; pue.Jen v;iluarse en tcfrrninos de les V,!;_ 

locidades de los ¡:untos de 13 frontera si ·se admiten las sieuientes 

h1;:6tesis: 



a)ÜS es provocado por on<l"s plim'ls lone;itudJnales que -i. 

viajan paralelas al eje .X. 

b)L9 es debido a ondas p~anas trinsvers11.len que viajnn -

también en la diracción del eje X. 

Aboquemos nuastra atenci6n al esfuerzo Va. Este es debi

do a una onda de compresi6n, y se tiene una función de desplaza -

miento de.da por la expresión (3 .2 2) • Dicha ond'l viaja en la di -

rección positiva del eje I; por tanto se tiene únicamente el segun 

do término de tal expresión• 

De la ecuación ().14) se tienel 

Uo11 • ( ~ + 2G ) ~ Ue a:z 
Por otra parte 1 

Ademást 

(3 .6J) 

a us :rl (x-vp t) df l (x-vpt) d(x-vpt) - df l (:x-vpt) 

~ "' at = d(x-vpt) dt = d(x-vpt) vp 

Combinando las dos ex;lresiones anteriores, se tiene' 



Sustituyendo la ecuación (J .64) en 1'l ex:1resión (J .63) 

Pero: 

Por lo ta.nto 

v2 • p 

(J.66) 

Desígnese con u y 'llS, a los desplazamientos total e inci

dente respectivamente en un punto localizado en la frontera. En -

toncest 

Sustit~yendo esta e:>Qresión en la ecuación ().66) 

(J.67) 

Sean G¡ y Ti los esfuerzos caus:idos por las ondns inciden 

tes. 

El esf1.1erzo resultante en la .frontera esto.rá dado por l'A

siguiente expresión: 

(J .6P) 



Analicemos esta expresión, apoyándonos en la fig11ra 3,S 

El términoGi es el esfuerzo para la onda de entrada. Se calcula -

por medio de las relaciones esfuerzo-defo?'lll!lción, a partir de los

desplazamientos que corresponden a la onda en cuestión, como si no 

existiera frontera. 

El término(Íf es un esfuerzo de entrada, calculado como

si .la onda fuera unidimensional e incidiera normalmente e la fron-

tera. 

El tercer y Último t~rmin• es físicamente equivalente a -

un amortiguador viscoso, que acbia paralelamente al eje X, y cuya -

constante de disipación es <i! •p 

Para el caso de las condiciones de frontera referidas a -

esfuerzos tangenciales, puede llegarRe, medi!!llte un razonamiento

análoeo, a la siguiente expresión: 

en donde v8 es 1'1. velocidad de propagación de ondi¡s tran.i 

versales, y está dada por la expresión sieuiente (vista en la sec

ción 3.3.2)1 

La interpret~ción ue la ecuación (3,69) es similar al ca

so de esfuerzos norcales. En la figura 3,6 se representen las con 

diciones de frontera expresadas por t~l ecuaci6n, 

En cierto~ caso3 es posible suponer que l~ m;iyor parte de 

la energía que sale por un.'! frontera está 11sociada con ondas de tJ.. 



po y dirección de propagación conocidos. En tal caso lns ecuacio

nes (3.6¡.') y (3.69) se modifican en ln siguiente formal 

(J. 70) 

(3. 71) 

En estas expresiones a y b son parámetros adimensionales

que pueden depender o no de la frecuencia y la profundidad, de a 

cuerdo con el tipo de ondas. Para el caso de ondas de Rayleigh, -

ondas P y ondas S en un medio homogéneo, dichos parámetros fueron

estudiados por Lysmer y Kuhlemeyer (ref t). Para valuarlos, estos 

autores adoptaron como criterio la razó'n de energía reflejada a la 

inoidente. Dichos autores obtuvieron los resultados reostrados en

las figuras 3.9 y 3.10 para ondas P y S respectivamente. Puede ~ 

verse que la razón de energía depende únicamente del án¡;ul.o de in

cidencia de tales ondas, así como de la relación de Pois3on del re~ 

dio. Una razón de enereía unitaria corresponde a una reflexión ~ 

perfecta mientras que una relación igual a cero corres~onde a una

abscrción completa. 

De las figuras 3.9 y J.10 puede apreciarse ~ue ?nra valo

res de a = b .. 1 se obtiene la máxitta absorción. La absorción no 

puede ser perfecta para todo el rango de valores <le án$ulos de iE 

cidencia. Se observa que dicha absorción es C'l.Si total p'l.ra •1nlo

re s de 6 ) JC1' , mientras c;ue p:?.ri: 9 <JOº el comportamiento de 

la frontera viscosa es pobre. 

La ener~!a ~uo llega a una frontera es pro~orcional al S.!!, 

no del ángulo de incictencia de la ond>, y por lo t1111t,o las ond~s -



que incid¡in con un 1fo¡;u10 pequol'lo,pose&rh. una cnurg:!'.a de11prccill. -

ble en comparación con la de otr;is ondns con un ángu1o rle incid'!,!l 

ciA mayor. La formulación propuesta por Lysmer y Kuhlemeyer para

valores de a = b = J., e~ eficiente en un 95~ y 9c.5~ para ondas S 

y P rdspectivamente. 

Para el ca.so de onrlas !layleigh los p;1.rámetros a. y b va . ..,.., 

rían con la profundidad y con la frecuencia. de excitación; fueron

determiuados por Lysmer y l'::uhle:neyer, y est1Ín dados por las si ·.

guientes ~xpresionesr 

a(Nz) - 7 [ l - ( l - 2s ) rrn:fl (J. 72) 

b(Nz) • - D [1 + 
U'(Nz)] 
W (Nz) 

(3. ?J) 

donde: 

n 
Ve 

s2 
l 

=~ 

l 

K 
donde K es la constn.nte dada pór la ecu!. 
~ión (3.49). Si \1 ( l·'.ódulo de Poisaon)
es i~ a 1/4 1 entonces n=l.08766 

const&nte elRstic~ 
ción (J.50). 

1-2 I> 
2( l- Y ) , dada por la ecul'\-

U .. número <.le ond~, es de::ir, rt:l:ición entre l"recven.da de oscila-



U (tlz) 

W(Nz) 

ción y velocidad de propagación. 

• variación del desplazar:dento horizontal con la nrofundi
d'l.d de una onda Rayleigh en medio homogéneo, Está dada
por la ecuación (3,57) 

• vari¡:ición del desplazamiento vertical, d'\da por la ecua
ción (3,5!!) 

dU ,,,_ 
4z 

w• (Nz) • .!!. 
dz 

La v:iriación de a y b con llz se r.ru.estr'I en la fieura 3.11 

Reconociendo que el significado físico de la variable Nz es 2 por 

profundidad/ Longitud de onda, puede verse que para ~rofundidades

iaayore·s que la mitad de la longitud de onda, los parámetros " a " 

y h b " se aproximan a valores constantes. E.'l el !)Unto donde el -

desplazamiento horizontal es nulo, el parámetro " a " tien\le a i!l 

finito, lo que concuerda con el hecho físico de que se requiere un 

amortiguador de viscosidad infinita para fijar dicho punto. 

Apliquemos los ~rincipios anteriores a las fronteras A, B 

y e de h figura 3,6. 

Frontera A 

Los esfuerzos Gi. y 't'1 corresponden a hs ondqs incident<:!s 

de Raylei¡h, par.!\ :X"' O y Z vari11ble. De hs eCU'OICionez (3,61) y -

(J.62) y considerando areplitud unitaria, se tiene: 

ne: 

u1= i U(Nz) exp i(Wt - ?fx) 

w1= W(?fz) exp i(w t - ftx) 

De la:; ecuPciones (3, 14), consitiio:r'lnrlo que é y O, SI' ti~ 
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e.A+ 2G >au +-X--a...!!'.. ax az 

(~+ 2G ¡Clw +Aou 
az ax 

Por otr-'i pl\rte; 

N U(Nz) exp i(c.. t - Nx 

iNU'(lfz) exp i(wt - Nx) 

- iMV(Nz) exp i(w t - Nx ) 

a" az • N W'(Nz) exp i(Wt - Nx ) 

Sustituyendo estas derivadas ?arciales en las ex;ireoiones 

para los esfuerzos, se tiene: 

Vx = ().+ 2G)NU(Nz)expi(Wt-Nx) +ANW'(Nz)expi{Wt-Nx) 

Introduciendo X= o, y reagrup'lndo términos, se tiene: 

G"1 ""Ux= N [ (A+ 2G )U(Nz) +A IV '(Nz) J expiwt (J. 74) 

Par" el es.!:'utr,oo cortante, ,;" tiene: 

't'"i = G( iNU'(Nz)expi(wt-Nx) - iffü(Nz)expi(Wt-Nx) 



Para x=O rooulta1 

't" i .. iGN [ u~(Nz l - W(Nz)] exp iw t (J.75) 

El esfuerzo Üz se omitió, debido a que sobre esta fronte

ra no actda tal esfuerzo. 

Para las ondas de salida, se ado¿taron en este cgso los -

valores de a = l, b = l, en l~s ecuaciones (3,70) y (J.71) quedan~ 

do las oiguientes expresiones: 

(j" "' Ui - Q. VpÜi + ~ VpÚ 

y 

'L = t'1 

(J. 76) 

(3. 77) 

Los cambios de signo que pre~entan estas expresiones con

respecto a las ecuaciones (3,70) y (3.71) 1 se deben a q~e estos e~ 

fuerzos ( donde intervienen a y b ) se están refirir.ndo al sistema 

de ejes de la figura 3,6 , 

Los esfuerzos ¡>ositivos p"lra(j y'i:' cor:esponden a los !!lO..i, 

trados en l'l. fie;t'.r'l J,12 , 

lnt;eresa ahora determinar el sentido de las f'.lerzas exte.r. 

nas que hay que aplicar en la frontera ( ver fig ),lJ ) para re ~ 

presentar l;s ondas de llegP.da, con el criterio de que lao ba~es -

de los :imortiguadores permanecen fijas. 
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Se tomarlin positivas las ruerzas externas Fx y Fy, cuando 

tienen el sentido positivo de los ejes X :• Y reapectivnr.iente. 

Analicemos la ecuación (3.76). El término Gi puede expre-

sarse como: 

que es equivalente a la ex?resión (3.74), donde aa est~
dado por la expresión (3.72) 

Puede apreciarse que piira •iiui positiva se tiene esrue¡: 

zo Gj_ positivo ( ver fig 3.12 ), y por lo tanto se tiene lx nega

tiva. Entonces 

(3. 79) 

Por otra parte, anAlieemos el término - Q. vp ÜiR • ~· 

Para ú11 positiva se tiene esfUerzo Y-1 • ne5ativo, y por tanto

IPx positivaf por tanto: 

Px2 

Se tiene entonces una fuerz~ total Fx igual al 

que también puede ex~resarse c~:tX>I 

Px=-[N[CX+2G)U(?lz) + >... W'(Nz)] exp iwt + 

~ vp ~] AR.U 

CJ.eo) 

(J.~l) 

e J .e2> 



Por otra parte 1 · 

.!!a .. -e.u U(Nz) exp i(Wt - Nx ) at . 
&Ui 1= - W U(Nz) exp ie&)t 
Clt x=O 

La expresión (3.S2) toma la siguiente fonna; 

Px • tN. ( /'.+2G )U(Nz )-lf,\. W'(Nz ~ + Q. vPW U(Nz l] 
exp i w t AR:iA 

Debido a que el movimiento se hizo independiente del tieJ!! 

po, tal co~o se ve en la ecu:.i.ción (3.P), entonces la fuerza de ...., 

excitación está dada por la siguiente e~resión: 

(J.!!5) 

El término Q.v Ü de la ecu:.i.ción (J.76) se omitió en e.!!. 
p 

tas dos Últimas ecuaciones, debido a 'l·cie irste formará parte del -

tiérmino donde aparece l=> r.¡;¡tri:o. de amorti~amiento en 11 ecu,.~ión 

I-:ediante un r'izonamiento análoGO puede llegR.r R. valuqrse

la fuerza Fz. 

De la '\!>e¡:iresión (3. 77) 1:"1 puflde expresarse corno 1 
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Puede r..prP.ciarse '¡Ue pAr1' bRwiB positiV'i se tiene es -

i'uarzo positivo ( ver i'ig 3.12 ), y por tant:o Fz ne¡¡;ativa. Enton-

ces: 

. 
Para el término - ~ v8 w1R se tiene que para wiR P2. 

sitivn el esi'uerzo es negativo, y por lo tanto la fuerza es posit.!, 

va. 

Por otro lado 1 

~ = iWW(Nz) 
C)t 

Entonces 

Pz =[- iGNU(Nz)+'li(Nz)-i<.VW(Nz)~v81AREA 

.~.s!, la condición de frontera en este caso equiv;ile a apl.!, 

Cl'lr las fuerzas Fx y ?z en c11d:i uno de los !)untos nodales, y colo

car dos ar.Drti~adores perpendiculares entre s!: uno en 1"1 direc -

ción del eje :;: cuy:i const:i.nte ele dbip'lción es ~ vp 

en la dirección Z con const:inte q v5 

Frontera B --

, y otro .,. 

Sn est<? c:iso los ~s:uei·zos Gj_ y t'1 ~orre:;pondt>n .i ond1'.I -



incidentes de Rayleigh, pero ahora sus v11l0Ns son par.a z = Zo 

X varinble. 

Para el esi'uerzo fll')rm~l :i 1'1 frontera, se tiene 1 

r-- '\ ª" au Vi• (A+ 2Q)--+ -. ch ch: 

(j'i • ()., + 2G )NW'(Nz0 )e:xpi(Wt-Nx )+ )..rro(Nz0 lexpi(l.l.l t-Nx) 

Haciéndolo independiente del tiempo& 

() .92} 

El esfuerzo cortante se encuentra de la ~J.sma forma que -

el de la frontera A Aplicando las condiciones para l;i fronte-

ra en cuestión, la ecuaci6n (J.75) queda& 

(J ,93) 

Para las ondas de s11lida se tomaron a = 1, b = 1, 

En este caso, las expresiones (3.69) y (3,70) tienen siz 

nos correctos pues el sentido del eje corresponde a l;i dirección

de propagación de las ondas de salida. ( ver fig 3.6 

Sustituyendo los v~lores de las velocid:ides1 

V• N [<>-.+ 2G) W'(N:z: 0 ) +}. U(fü: 0 )] exp i(- Nxl 

+1~vc..>W(N:: 0 ) exp i(-Nx) 
p 

(J ,91.) 



1:" .. iGN [u'(1'z 0 ) - W(Nz 0 )] exp i{i-Nx) 

-wQ.v8 U(Nz0 ) exp 1(-Nx) (3.95) 

El esfuerzo (Ji es igual a: 

(ji • a¡{l.v i'iRAB.EA 

Para positiva se tiene Cij_ positivo y por tan -

to Yz es positivo. Entonces 

J'zl"" 8R~Vp~~ 
Sl término Q.vpwiR = Gj_• también nos da fuerza positiva: 

Peros 

P z = i( l + 8R) ~ v~W(Nz0 ) exp(-Nx)iAREA (3.97) 

Expresado en términos de lA ecuación (J.Sl), queda: 

Aboquemos nuestra atención a ?x. El esfuerzo 'ti puede -

expresarse de lA siguiente formal 



Para bBÜiR positiva ~e tiene 1i, positivo y por tanto Fx 

·ée positiva. Entonces. 

'xi" bRtvs úiR AREA (3.99) 

ID. término Q. v 8Üill. = 1? nos da fuerza positiva 

(J,100) 

Pero: 

Entonces: 

(3.101) 

Esta Última expresi6n tqmbién puede escribirse como: 

lxª [iGN (U'(Nz0 ) - W(Nz0 ) exp i(-Nx) 

-\UQ v 8 U(Nz0 ) exp i(-1\'x}] ABE.A {3.102) 

Las fuerzas Fx y Fz se aplicarán en todos los puntos no -

dales de la frontera, colo?ándose en esta última dos amorti~ado -

res: uno en la direcc!.6n del eje X con constante Q. v8 1 y otro en

la direccl.ón del eje Z con const..ante Q. vp • 

Fronter@ e 
En este caso Gj_ Y'r'i son nulos. La condici6n de frontera 

es equiv1üente a consider;¡r un conj\lllto de ar.iorti5t1.'!dores que 'l.b -

sorb;¡n un siste~~ ue ondas R;¡yleigh. Las constantes de absorción

de t;¡les anortig".:!ldore:; son: en l;¡ Hrc'!c!.6n del eje I aa~vp y 



en la direc:c:i&n del eje Z, ~~v8 • Los valeros de "flY base valúan 

de acuerdo con las ex¡iresiones (J.72) y (3.73), se~n l:i. !'ormula• 

ci6n de Lysmer y Y.uhlemeyer. 



4. CASOS POR · AUALIZAR. 

Las configuraciones analizadlls ::;e present:i.n en l;i fig 1 .. 1 

Para lo forma de t'lles accidentes topográficos (proro:intorio y de 

preoión) se adoptó una fWlción senoidal. Se supuso Wl materia], 

homogéneo, isótropo, linealmente elástico y con módulo de Poisson

igual a 1/4. Se seleccionaron dimensiones totales grandes en com

paración con las de la irregu1Rridad 1 a fin de minimizar el error 

que los condiciones de frontera introducen en la solución. 

En cada caso analizado, se supuso un tren de ondlls de R9l:, 

leigh propagándose de izquierda a derecha, bajo condiciones de de

foI"lll!lción plana. 

Para fijar un l!mite su~erior en la frecuencia de excita

ción, con el fin de evitar que se propaguen altas frecuencias a -

través del rrDdelo, se procedió a excitar dicho modelo sin irre~l.!!. 

ridad topo3ráfioa con diferentes frecuencias. Téóricame~te no de

be existir amplificación ni re ducci6n del movimiento en todo 

punto del modelo. Los resultados ootenidos pueden verse en l~ fi

gura 4,2 , En estas gráficas se presentan las am,lificaciones no_i: 

i:::alizadas respecto al r.tovir::iento que se tendr!a si no exi stier:i. -

accidente topográfico, que en este caso deben 3er unitarias. 3e .!!. 

precia que el modelo se comporta mal para un rll.rlgo de longitudes ~ 

de ondA mayores a un cierto v:i.lor qne debe tollL'\rse como límite, de 

acuerdo a la aproxir:iación que se desee. Est:i. longitud de on~n mí

nima de excitación se tot'.6 igual "- 350 r.i, que corresponde aproxitr~ 

dll:nente a 12 veces la longitud máxilM del elen:ento finito emrileado_ 
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4ol Promontorio;. 

Se analizan tres pro1110ntorios con relaciones h/L1 (ver fig 

4 0 1) de O.?, 0.5 y 0.3 respectivamente. Para cada valor de B/i.1 -

se hizo variar la relacicfo de la longitud de onda >.. a ancho de

la base 2L1 del accidente topográfico, tomándose los valores de 

50, 5 y 2.5 • li:ste Último valor fue' el mínimo aceptable, con A = 
JSO m. Las figuras 4.3 a 4.e D111estran las amplificaciones norma

lizadas respecto al movitniento que se tendría si no existiera p~ 

montorio, y corresponden a los puntos localizados a lo largo de la 

superficie del modelo considerado. Los resultados obtenidos para

la relación ).;2L1• 50 se omiten, en virtud de que el movimiento -

del terreno prácticamente no se afecta por lit. irregularidad topo -

grllica. La gráfica correspondiente a este Último caso, correspo!!. 

de a una recta horizontal, con ordenada al origen unitari~. 

4.2 Depresiones. 

81 análisis fue prácticamente el mismo que para el caso -

anterior. Las relaciones Z/Li(ver fig 4.1) f'Ueron 0.7, 0.5 y o.J. 
Se tomaron valores de A/2L1 iguales a 10, 5 y 2.5 • Las figuras -

4.9 a 4.16 presentan los resultados obtenidos. 



5. B.ESULfADOS. 

De los sn4lisia hechos se puede observar 1o siguiente: 

A. Promontorios. 

a) Las amplificaciones Jlll1xi11&s en todos 1os casos ana1i

zados se presentan en la cima., y son sensibles a la relacidn en-

tr• longitud de onda y ancho de la base del accidente topográfico. 

b) De todos los casos analizados para cada promontorio,

la m4xima amplificaci6n se presentó cuando l.a longitud de onda -

era comparable con el doble del anoho de la base del mismo (4L¡). 

e) En general puede aprecia.rae wia franca reducción del 

movimiento horizontal en loa puntos localizados cerca del pie iz

quierdo del promontorio. 

d) Entre mayor es la relación b/L¡, el efecto del acci-

dente topogr4fico cobra me.yor importancia, ref1ej4ndose en los~ 

lores de la amplificacidn. 

e) En general se aprecia una influencia me.yor a1 movi--

miento de las ondas incidentes del 1ado en que dichas ondas inci

den, (izquierdo en nuestro caso). 

B. Depresiones. 

a) En todos los casos analizados ocurre una reduccidn -

del movimiento horizontal en el sitio m4s profundo de la depre--

ei6n (sima), y es sensible a la relacidn )./L1 • 

b) Para cada depresidn, la reducción máxima tuvo lugar -

cuando la longitud de onda).. era comp&rable con el doble del an--



cho de dicha irregulnridud (4L1), 

e) Para todoe loe oaaoe se aprecia una amplií'icacidn -

m4xima del movimiento horizontal en los puntos localiz~doa cercQ 

del borde izqllierdo de la depreeicSn ( del lado donde inciden las 

ondas). 

d) Entre IIByor ea la relación Z/L1, el accidente topo-

gráfico iní'luye máe en el movimiento, reflejdndose en los vale-

res de la amplificación. 



6. corrCLUSIO!'IES y REC011EMDACIO~!ES. 

Del eetudio con elementos finitos se deduce que lae i

rregularidades topográficas alteran significativamente las on-

das sísmicas y que el fen6meno es sensible, entre otra~ varia-

bles, a la relaci6n entre la longitud de onda A y las dimensio

nes de la irregularidad. 

Debido a que este trabajo pr~cticamente no tiene prec~ 

dentes, los resultados obtenidos no pueden compararse con estu

dios anteriores, y por ello conviene calibrar la precisi6n de 

sus resultados, comparándolos con los de otros modelos que no -

se vean afectados por las aproximaciones introducidas paru re-

presentar las condiciones de frontera. 
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APENDICE. PROGRAMA DE COrñPUTADORA. DIAGRAMI> DE PLUJO. 

El programa y las tlcnicas de programacidn que aqu! se 

presentlilll ae basan •n el programa. PBSS ( Pinite Element Solu-

tion Swansea) (ref 3), pero a un nivel elemental. Es un progr~ 

1111. que efectda un análisis lineal de deforDBC16n plana, escri

to en Portran IV. 

La estructuracidn de este programa es a base de subru

tinas, controladas por un programa aaestro, cuya funci6n es -

llaaarlas •n el orden apropiado. Se presenta el diagrame. de -

bloqu.s, una breve explicaci6n de las subrutinas y el listado 

del programa. 

DIAGRAIM DE BLO~UBS 

e o • I 1 N z. A 

LLAllA DATOS DB BNTRADA (GDU!A) 

LLAXA SISTEMA DE COORDENADAS ( COORDE) 

LLAllA AM>BTIGlJ'ADOR.iS (A!iDRT) 

LLAMA SIS'!'EllA DE C:ABGAS (LOAD) 

LLAllA PORllACION DB RIGIDEZ (PORlllK.) 

LLAMA SOLUCION DB ECUACIONES(SOLVE) 

.l L T o 



SUBRUTINAS 

A. l Datos de Entrada. 

A.l.l Subrutina GDATA. Esta subrutina tiene por objeto leer 

la Ulllyor parte de loa datos necesarios para el fllllcionamiento.

del programa. Ellos son: 

OldmA 
NP 
NE 
NB 
NLD 
NDI 
Nl!AT 
NEST 
NlfA 
l'fAB 
NBAND 
ORT(N,l) 
OR'f(N, 2) 
RO(N) 
VP(N) 
VS(N) 
ALT 
ESP(N) 
H(N) 
l'IBC 
N1IX 

lrecuencia de excitaci6n 
Ndmero de puntos nodales 
Ndmero de elementos 
Ndmero de nodos restringidos 

l·Nlimero de caeos para diferentes cargas 
Ndmero de grados de libertad por nodo 
Ndmero de diferentes tipos de material 
Ndmero de estratos 
Ndmero de nodos en la frontera A (ver fig J.ó) 
N6-ero de nodos en la frontera B 
Ancho de ba.nda de la matriz de rigidez 
114dulo de Young del llllterial N 
ll&lulo de Poisaon del material N 
:Denaid&d volwrllftrica del llllterial N 
Velocidad de ondas P en el lllf-t~rial N 
Velocidad de on4ae s en el 11&terial N 
Dilllensidn vertical del modelo 
Longitud del lado vertical del elemento 

: Longitud del lado horizontal del ele .. nto 
Ndmero de nodos restringidos 
Tipo de condicidn de frontera. Se da como CO,! 
binaciones de O y 1 para cada grado de liber
tad, donde O denota libertad y l restriccidn 

A.1.2 Subrutina COORDE. Tiene como funcidn generar las coo~ 

· 4enadae de la totalidad de loe puntos nodalee, 

A.l.) Conexiones del elemento. Se utilizd otro programa de 

computadora (ref 13) para generar las diferentes lllllllas estudi~ 

das, El proceso de generacidn de dich~e mallas es el siguiente& 



a) Se colocan eetratlgicamente una serie de puntos dentro 

del área de estudio. Dichos puntos se numeran adecuada

mente, con el fin de tener un ancho de banda m.!nimo, y 

lograr que el tiempo y costo de cómputo sean tambi~n m!, 
nimos. 

b) Se generan las coordenadas de loe puntos escogidos, ut! 

lizando la subrutina. COORllE. 

c) Con la informacidn anterior se alimenta al programa, el 

cual generard la malla dptima para la distribución de -

puntos dada. La informaci6n que nos proporciona consis..; 

te en la dietribucidn de todÓs loe elementos, as! como 

eus conexiones. Estas dl.time.s se representan por: 

NOP(N, I), en donde N es el ndmero del e

lemento, e 1 la identificacidn de la conexidn (1, 2 d 3). 

A. l. 4 Subrutina LOAD. Su funcidn es forlllUl.ar el vector de -

cargas, con baee en las ecuaciones obtenidas. Las operaciones -

bdeicas que realiza son: 

a) Hace un arreglo de cargas nulas, RI(J). 

b} Calcu1a las fuerzas externas para cada uno de los pun-

tos nodales localizados en las fronteras A y B. Estas -

fuerzas son R(l) y R(2) correspondientes a las direcci2 

nes de loe ejes X y Z respectivamente; y finalmente 

c) Ensambla las fuerzas en el arreglo general de cargas. 

A.1.5 Subrutina AMORT. En esta subrutina se generan las 

constantes de loe amortiguadores colocados en las fronteras del 

modelo. El proceso consiste en: 

a) Hacer un arreglo vectorial nulo T(JJ). 

b) Calcular las constantes de amortiguam.íento del nodo; y 

c) Ensamblar dichas constantes en el arreglo vectorial. 



A.2 Generacidn de la Matriz de Rigidez. 

A.2.l Subrutina STIPT2. Calcula la matriz de rigidez del e-

lemento. Las operaciones básicas que realiza son: 

a) Referir el elemento a un sistema. local de coordenadas. 

b) Construir la 11111triz deformacidn-desplazamiento B. 

e) Construir la matriz esfuerzo-deformacidn D. 
d) Realizar la 11D.1ltiplicacidn matricial BTD B. 

e) Integrar sobre el área los términos del producto matri

cial; y 

f) Referir los reeul~ados al sistema general de coordena-

das. 

Los nombres de las variables correspondientes a las matri

ces anteriores, en el programa son: 

B A 

D. ESTIH 

BTD B • ESTIP 

A. 2. 2 Subrutina PORMK. Las funcione e b4sicas de e eta subru

tina son ensamblar las mBtrices de rigidez y de lliisas de todo -

el modelo, y efectuar operaciones entre esta dos matrices y la 

de amortiguamiento, para plantear los sistema.e de ecuaciones a 

resolver. Estas matrices se trabajan en ~orma de banda. El pro

ceso de operacidn es el siguiente: 

a) Inicializa con el arreglo aatricial nulo SK. 

b) Llama a la matriz de rigidez del elemento, y la eneam--

bla en_el arreglo SK. 

e) Ensambla la matriz de masas s. 
d) Forma la rn&.triz SK - w2s + iwT = SKI ( ver ec. 3.8) 

e) Establece condiciones de frontera. 



A.3. Solucidn del Sistema de Ecuaciones. 

A.3.l Subrutina SOLVE. Sus funciones son resolver el sis-

tena de ecuaciones (para obtener desplazamientos) y relacionar 

los desplazamientos obtenidos con los de la solucidn de campo -

libre, para calcular lee amplitudes norl!Blizadas. El m«todo de 

solucidn empleado es el de Gauss-Jorden. 



LISTAllO DEL PROGRA!dA.. 
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l ,AREA•l •28 
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200 
1100 
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