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PROPOSITO DE LA TESIS

El objetivo de esta tesis, como se indica en el titulo, es la —
descripcion detallado del método de Gaspar Kani y de algunos métodos - -
aproximados de andlisis, con el fin de comparar los resultados que éstos -
proporcionan con los obtenidos por oquel. También se describen de manera
general los métodos de Flexibilidades y Rigideces y se incluye un copitulo_
de ejemplos resueltos.

El trabajo lo dedico muy especialmente a los compafieros de la
materia "Analisis 1" ya que en &l se incluye gran parte del material que -
se contempla en dicha materia, a excepcidn del método de Cross pues en-
su lugar se ha incluido precisamente el método de Kani.



CAPITULO .- CONSIDERACIONES SOBRE EL ANALISIS ESTRUCTURAL

{.1 ANTECEDENTES HISTORICOS

El principio de la historia se sefiala mas o menos indefinida ha—
cia el afo 3400 A.C., teniendo como escenario los valles del Nilo, del~

Eufrates y Tigris; siendo muy obscuros algunos de fos perfodos hasta el naci
miento de Cristo,

En Egipto tienen lugar 3 periodos: “El Antiguo Reino" que duré
de 3400 o 2431 A.C., "El Reino Medio" que durs hasta 1788 A.C. y “Ei

Nuevo Reino" o "Imperio” a partir de éste la historia Egipcia es muy com_
pleta.

La ingenieria estructural se encuentra existiendo ya desde el ~~—
tiempo del "Viejo Reinc" pero como arte, no como ciencia. No existen re
gistros de consideracidn racional, ya sea en cuanto a la resistencia de ~~-
miembros estructurales o al comportamiento de materiales estructurales. Al-
parecer los constructores se guiaban por reglas empiricas pasadas de genera
cidn en generacidn, y rarc vez se agregaban conocimientos nuevos. A pe—
sar de ello, las estructuras antiguas son una fuente de constante admiracién,

El primer ingeniero estructural en la historia parece haber sido -

Imhotep, constructor de la pirémide de Sakkora en Egipto hacia el afio =—
3000 A.C.

Durante este perfodo se erigieron estructuras admirables tales co~
mo las pirdmides de Gizegh. Cabe hacer notar que los Gnicos elementos es
tructurales usados fueron la viga y la columna.

Aparte de la Egipcia, los civilizaciones Asiria y Persa desarrolla
ron, durante estos siglos antiguos, sus propios métodos de construccibn, pe_
ro la mayor parte de las estructuras que erigieron no resistieron el embate
del tiempo como lo hicieron las egipcias.



Se sabe que paora el afio 600 A.C. la construccién pesada se ha
bfa practicado por siglos en todo el mundo civilizado antiguo, sin embargo
no se habfa desarrollado un método racional de disefio aiin para una viga -
simple.

En un principio no es la historia del anélisis estructural lo que =
presenta interés, sino més bien la historia de las ciencias fisicos en gene—
ral. De dhl que vale la pena mencionar tan sélo a Aristételes, a quien no
se puede olvidar siempre que se habla de la historia del Andlisis Estructu—
ral o de la Mecénica, por haber escrito en més de veinticinco campos dis_
tintos del conocimientos humano; y a Arquimedes que fue sin duda el més-
grande de los griegos. Su tratado “sobre el Equilibrio” establece a Arquime
des como el fundador de la estdtica; y alin cuando sus escritos ignoran sus
innumerables invenciones mecénicas, tales como: la catopulta, la bomba es
piral y sus fomosas combinaciones de poleas; cabe decir que fue un gran =
ingeniero que cerrd la era dorada de los griegos.

Posteriormente los romanos desarrollaron una gran hdbilidod en la
construccién de puentes, ya que al desarrollarse el jmperio se hacfa nece-
sario el movimiento de tropos rdpidamente. Ademé&s desarrollaron el arco de
mamposterfa semicircular verdadero, que utilizaron en puentes y acueductos.
Lo caida del Imperio Romano de occidente hacia 476 D.C. marca el fin =
del pericdo antiguo.

El perfodo mediceval tiene lugar de 477 a 1492 y en él no tie—
nen lugar descubrimiento frascendental alguno que: haga progresar la cien
cia estructural . Sin embargo, cabe mencionar que en el afio 565 A.C,, -~

con la construccién de la iglesia de San Soffa en Constantinopla la ctpula
estructural alcanzd su cdspide,

Terminado el perfodo medioeval tiene lugar el odvenimiento de =
los grandes ingenieros que harfan progresar la ciencia estructural, El prime_
ro de ellos fue Leonardo da Vinci ( 1452-1519 ) a quien se atribuye el ha

ber sido el primero en enuncior la ley de la palanca e introducir el con—
cepto de momento de una fuerza.

Posteriores a Leonardo hubo hombres famosos tales como Andre Pa
lHadio { 1518-1580 ), que fue el primero en usar armaduras. Simon Stevin
( 1548-1620 ), que introdujo el tridngulo de fuerzas, Galileo Galilei ( ==
1569-1692 ), fue el primero en estudiar la resistencia de los sélidos a la -




rotura, originando asi la mecénica de materiales. Robert Hooke (1635 --
1703 ), creador de la ley que lleva su nombre en 1660, pero que no fue -
aplicada a problemas de ingenieria sino hasta 1620 por E. Mariotte. Sir
lsaac Newton { 16421727 ), que con la publicacién de su "principia” es -
tablecid sus leyes del movimiento, la ley de la gravitacion universal y el
célculo infinitesimal. James Bernouili ( 1654~1705 ) recibe el crédito de ~
haber sido el primero en suponer que una seccidn plana de una viga perma
nece plana durante la flexién, pero no did importancia a la posicidn de la
superficie neutra. Johan Bernoulli (1667-1748 ) hermano de James, enun-
cid el principio de velocidades virtuales, que es la base de los métodos -~
mds generalmente aplicables para determinar las deflexiones elasticas. Da_
niel Bernoulli (1700-1782 ) hijo de Johan, se interesd en la determinacidn
de la curva elastica a la vibracién en barras flexionadas, teniendo &xito, -

pues obtuvo la ecuacidn diferencial para las vibraciones transversales de —
una barra. Leonhard Euler (1707-1783 ) contribuyd con su método del mi
nimo trabajo y sus estudios sobre pandeo en columnas. Charles A. Cou---
lomb (1736-1806 ) y Navier son considerados los fundadores de lo ciencia_
de la mecénica de materiales. En 1776 Coulomb publicd el primer anali—
sis correcto de los esfuerzos de las fibras en una viga flexionada, con sec
cidn transversal rectangular. Supuso correctamente la posicidn de la super
ficie neutra y aplicd la Ley de Hooke a las fibras, desarrolld el equilibrio
de fuerzas externas en la seccidn transversal y calculd bien los esfuerzos .
Ademas sugirid la existencia de un estado plastico. Louis Marie Henri Na_
vier (1785-1836 ) distinguido ingeniero francés, le corresponde el mérito -
de haber desarrollado la primera teoria general de sdlidos elasticos asi co—
mo el primer tratamiento sistematico de la teoria de las estructuras. Presen
to un tratomiento concienzudo de la resistencia y deflexidn en vigas de - -
cualquier seccidn transversal, considerando también arcos, columnas bajo -
carga excéntrica, puentes y otros problemas. Lamé (1795-1870) y Clo- -
peyron { 1794-1864 ) colaboraron para deducir el importante principio de la
igualdad del trabojo externo e interno en una estructura sujeta a esfuerzos.
Squire Whipple (1804-1888 ) ingeniero de Estados Unidos presento, median
te la publicacion de su tratado "Construccidn de puentes", el primer onall
sis racional de los armaduras de juntas. Barre de Saint-Venant ( 1797- --
1886 ) presentd un trobajo en el que se tratabs la torsidn y en lo concer—
niente a la flexién considerd, por primera vez, correctamente los esfuerzos

de corte en secciones transversales de vigas, discutiendo tombién problemas
de impacto y vibracidn.

Hasta este momento la historia de las estructuras habfa visto na—
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cer las bases para el establecimiento de una teoria propiomente dicha: Se
habia desarrollado el método para la determinacidn de esfuerzos en armadu
ros simples, la accidn de lo viga simple habfa sido determinada y analiza~
da completamente y se habia iniciado la teorfa de la accion de la colum—
ng; estaban pues establecides los bases para que en el perfodo, que mu- -
chos autores tlaman moderno, tuviera lugar un sorprendente desarrollo de la

tearfa estructural llevindola hasta el punto en que la conocemos hoy en-
dia.

Los hombres que con su esfuerzo y dedicacidn han hecho posible

este desarrollo fueron numerosos, por lo cual solo se mencionan algunos de
ellos.

William John M. Rankine (1820~1872 ) publicd en 1858 su ma—
nual de Mecanica Aplicada, en el cual establecid la formula de la colum_
na que lleva su nombre. Jomes Clerk Maxwell (1830-1879 ) profesor de =
la Universidad de Cambridge, hizo el primer gran aporte al anélisis estruc
tural indeterminado al presentar el primer método sistematizado de anédlisis=
para estructuras indeterminadas. En &l establecid su teorema de deflexio--
nes reciprocas. Pero por la brevedad de su exposicién; no fue sino hasta_
que este mismo teorema fue publicado, en forma generalizada, por el ita—
liano E. Betti, cuando &ste fue ompliamente conocido con el nombre de —
"Teorema Reciproco de Maxwell-Betti". Posteriormente Maxwell publicd ~
su diograma de esfuerzos para armaduras, que fue desarrollado posteriormen
te por Cremona dando como resultado lo que hoy conocemos como el dia--
grama de Maxwell-Cremona. Carl Culmann ( 1821-1881 ) debido a su libro
publicado en 1886, la estatica grafica se convirtié en un medio efectivo -
de andlisis estuctural. Otto Mohr ( 1835-1918 ) sin conocimiento de los -
trabajos hechos previomente por Maxwell, presentd una derivacion més sim-
ple y mas extensa para la solucién de estructuras indeterminades. En 1887
publicd su Diograma de Correcciones para usarse con el Método Semigrafi~
co, de la determinacidn de deflexiones en estructuras articuladas, anuncia_
da por Williot en 1877, A. Costigliano (1847-1884 ) un principio bésico ~
de andlisis estructural indeterminado se deriva de sus dos teoremas de mini_
mo trabajo, publicados en 1873 y 1876 respectivamente.

En esta segunda mitad del siglo XIX hubo muchos otros nombres -
importantes, oparte de los ya mencionados, tales como : Muller~Bresiau -
(1851-1925 ), Claxton Fidler, G.A. Maney de la Universidad de Minesso_
ta, Engesser ( 1848-1931 ), Wholer { 1819-1914 ), A Foppl (1854~1924) -



Jouraski ( 1821-1891 ), Bauschinger ( 1833-1893 ), Von Tetmajer ( 1850 ---
1905 ), Vasinsky (1856-1899 ) etc.; pero quizas la contribucién mas gran—
de en los Oltimos afios fue hecha por Hardy Cross (1885 ..es.... ) que —
en 1924 empezd a ensefiar su método de distribucién de momentos en la --

Universidad de lilinois y que ha revolucionado en alto grado al analisis de
marcos continuos.,

Estos hombres y sus contempor@neos_ hicieron un tremendo trabajo_
al recopilar, desarrollar y exponer las teorias de resistencia de materiales~-
y ondlisis estructural, practicamente en la misma forma que las conocemos

ahora.

Por Gltimo, es necesario mencionar algunos avances importantes ~
que tuvieron lugar de 1900 « la fecha en la ingenieria de estructuros :

1.

La publicacidén de un gran nimero de libros excelentes, que
tratan de la elasticidad, plasticidad, pandeo, placas, mem
branas y vibraciones.

El desarrollo del método de distribucion de momentos, y el

relacionado con &l pero generalizado procedimiento de re~
lajomiento.

El renovado interés en la resistencia de rotura, ello ya ha
bia preocupado a Da Vinci y Galileo, y el comportamien
to plastico de las estructuras y elementos estructurales.

La aplicacién de la teorfa de la probabilidad y estadistica
a la revaluacidn de la probabilidad de fallo o de quedar -
fuera de servicio, y la comparacion de estas ideas con el-
coeficiente de seguridad clasico.

La reciente oparicidn de los calculadores analdgicos y digi
tales.

El conocimiento mas profundo del comportamiento del con—
creto armado y el desarrollo de materiales estructurales per
feccionades-aceros, aluminios, plasticos, concretos, made—
ras mejoradas, laminados y materiales ceréamicos.



1.2 OBJETIVO DEL ANALISIS.

Los pasos de todo proyecto de ingenieria se pueden definir como:
planeacién, andlisis, dimensionamiento y construccion. La planeacién com
prende la consideracidn de diversas circunstancias y requisitos que afectan—
la disposicién general y las dimensiones de la estructura y traen como con_
secuencia la eleccidn del tipo apropiado. de estructura, tomando en consi—
deracién la funcion que ha de desempefiar. El anélisis, que es la parte —
fundamental en esta tesis, incluye toda la lobor de evaluacidn de fuerzas-
axiales, de corte y momentos causados por cualquier accién que ha de re—
sistir la estructura.  Posteriormente viene el dimensionamiento de todos los_
elementos y juntas, que han de ser adecuados para resistir las solicitacio~-

“nes. Finalmente la construccidn es la realizacidn fisica del proyecto de -
_ ingenieria.

El criterio seguido en el andlisis estructural en los métodos que -
aqui se exponen, es el criterio del llamado andlisis elastico, ésto es, se -
consideran que todos los elementos estructurales se comportan elasticamente.
Este criterio se basa en un conjunto de teorias, ensayes de piezas reales, -
de modelos y experiencia practica. Para la mayoria de las estructuras de
ingenieria la costumbre es proyectar tomando como base las intensidades de
cargas admisibles, las cuales no deben ser superadas por las cargas de ser—
vicio, lo cual nos proporciona un margen de seguridad contra ia falla. --
La eleccitn de este margen depende del grado de incertidumbre con respec
to a'las cargas, el andlisis, los matericles, el proyecto, la construccidn y
las consecuencias de la falia.

Hay una tendencia creciente actuaimente, al proyectar estructu—
ras, a basar el proyecto en la carga de faolla misma. Esta tendencia res—-
ponde al nombre de anélisis a la rotula o andlisis plastico.

Cabe aclarar que el analisis es un medio para lograr un fin y no
un fin en si mismo. Por lo cual la labor del ingeniero proyectista es la -
de disefiar y no simplemente analizar.

En términos generales pueden ser clasificades las estructuras en 2
grandes grupos : estructuras determinadas y estructuras indeterminadas. Una
estructura determinada es aquella para la cual las componentes de reaccién
y fuerzas internas pueden evaluarse completamente por medio de los ecua—-



ciones que nos da la estdtica, que son 3 para el caso de estructuras en 2
dimensiones. Si no es posible evaluar las componentes de raccidn y fuer—
zas, con las ecuaciones de condicidn disponibles, se tendra entonces una -
estructura indeterminada y su grado de indeterminacién estard dado por el

nimero de reacciones y fuerzas en exceso del nimero de ecuaciones de --
condicion.

Una estructura es estable cuando lo es para cualquier sistema -~
concebible de cargas y se puede decir en forma gruesa que es inestable --

cuando e} nimero de reacciones es menor que el nimero de ecuaciones de
condicidn.

£l objetivo de los diferentes métodos de andlisis existentes, es el
de evaluar los elementos mecanicos en las estructuras. Estos métodos pue—
den ser clasificados en 2 grupos fundamentalmente : métodos exactos, y —
métodos aproximados. Los métodos exactos como su nombre lo indica, son
exactos desde el punto de vista analitico o matematico y con ellos se pue_
den obtener buenos resultados, pero tienen la desventaja de que al aumen-
tar el grado de indeterminacidn de las estructuras, aumenta el ndmero de -
ecuaciones simultaneas por resolver en el mismo grado. Como ejemplo de
estos metodos podemos mencionar el método de flexibilidades y el método -
de rigideces. Este inconveniente puede resolverse con los métodos iterati—
vos que se caracterizan fundomentalmente por su car@cter numérico para -~
dar los mismos resultados que los métodos exactos. Como ejemplo de méto.
dos iterativos podemos mencionar el método de Cross y el método de Gas—
par Kani. Los métodos aproximados, como su nombre fo indica, proporcio_
nan resultados aproximados que pueden ser muy Utiles en estudios prehmlno
res o cuando se proyectan estructuras de poca importancia o partes secundu
rias de estructuras importantes. Como ejemplo de ellos podemos mencionar
el método del factor, el método del pértico simple, el método de anélisis=
por entrepiso y algunos ofros.

Cabe aclarar que con el advenimiento de los computadores digi—
tales la tendencia octual es hacia el uso de los métodos exactos, debidos -
a la forma compacta de su presentacién y a la facilidad con la que las —
operaciones algebraicas matriciales se pueden programar para la computado—
ra. Sin embargo no todos los problemas son adecuados para resolverse con

la computadora ni todos los estructuristas tienen acceso @ un centro de cél
culo electronico.



En esta tesis se describen muy brevemente, en este primer capity
lo, los métodos generales de fuerzas y desplazamientos. - Posteriormente, y
este es el objetivo fundamental de la tesis, en el capitulo 11 se describe -
el método de Kani. En el Capitulo i1l se exponen muy brevemente 2 mé~
todos aproximados de uso comin, con el objeto de comparar los resultados-
que proporcionan con los obtenidos por el método de Kani en los ejemplos_
de aplicacién del Capitulo IV.

1.3.- METODO GENERAL DE FLEXIBILIDADES.

Como ya se dijo éste es uno de los métodos exactos, también se
le conoce como método de las fuerzas, ya que en &l las incdgnitas son - -
fuerzas. Es debido a Maxwell, Mohr y Muller-Breslau quienes lo fueron -

desarrollando paulatinamente y fue el Gltimo de ellos quien lo presentd en
su forma mas completa.

Para exponer brevemente este método es conveniente ilustrarlo -~

con la viga de la Fig. 1.3.1., que como se ve se trata de una estructura_
indeterminada al 20. grado.

La mecénica del método consiste

P P en dejar a la estructura en una condi-
J L cidn de estabilidad y determinacién, &
to se consigue anulando redundantes. -
l El sistema de cargas real deformard la
estructura dando lugar a los deflexio—
T—1a, . — nes A, yA en la direccidon de —
las redundantes Ry Re. Si se quita

" a5 chora el sistema real de cargas y en, -

i el lugar correspondiente a cada una de

! las redundantes, se aplican cargas uni

tarias, estas deformaran a la estructu—

2 35— ra dando lugar a los deflexiones mostra

das.  Se aplican cargas unitarias debi
do a que las reacciones Rgy R. son -
desconocidas, pero en virtud del prin-
cipio de superposicién, las deflexiones
causadas por Ry y R. serdn Rg y Re

™Y
»¥

¥
o¥

|l.IB L/6 L/3 I..IOI /8

Fig. 1.3.1



veces respectivamente, las deflexiones causadas por una carga unitaria,

Del andlisis de la Fig. se ve que el desplazamiento neto en B y
C vale cero, luego los ecuaciones de condicion para la coherencia geomée_
trica de la estructura son :

8, + 4R, * §pR, =0

B, + §aR, + (22Rp =0

Para establecer dicho sistema de ecuaciones es necesario evaluar
los desplazamientos, lo cual se puede lograr si oplicamos conjuntamente el
principio del trabajo virtual y el teorema reciproco de Maxwell - Betti, en
tre ofras técnicas.

En la figura 1.3.2 se muestran los diagramas de momentos causa_
dos por los sistemas que se aplican a la estructura, el diograma (M) es —
real y los ( m) son virtuales.

Y]
IF I’ yd N
£ = N
{—)
& r-
I| ma
{—)
- ] -
'
Fig. 1.3.2

Recordando las expresiones para la energia de deformacién inter
na, en nuestro caso tenemos



M
1T xA = -%—- dx

o

es decir, el trabajo virtual interno efectuado por la carga de una tonela~-
da, al actuar en la direccidn del desplazamiento causado por el sistema —
real, es igual a la energia de deformacion interna. Eta energia la pode~
mos obtener integrando los diagramas de momentos causados tanto por el sis

tema real como por el virtual, Para obtener los desplazamientos S tene
mos
L

i - mm
x § g dx

[+

hacemos lo mismo que en e! coso anterior, considerando los diogromes { m )
una vez como reales y ofra como virtuales para obtener § 11Y ¥ 90 ein
tercambiandolos para obtener 12 ¥ § 1. Obtenidos los desplazamien~ =
tos solo resta substituirlos en el sistemo de ecuaciones de condicion pora —
obtener el valor de las reccciones redundantes Rg y R..

l.4.- METODO GENERAL DE RIGIDECES.

Este es ofro de los llamodos métodos exactos y es el nombre ge—
nérico de varios métodos que se vinieron desarrollando paulatinamente des—
de finales del siglo pasado, tales métodos son : El método de pendiente -
deflexidn, debido casi esencialmente a Mohr. El método de Cross y el mé
todo de Gaspar Kani.

Para aplicar este método en la solucidn de una estructura hiperestati
ca, se necesita determinar primero las componentes de desplazamientos que se-
desconocen, por esta razdn también se le conoce como método de los desplaza
mientos, ya que son estos las incdgnitas del problema. Por coda uno de elles -
tendremos una ecuacidn de equilibrio, en funcidn de las fuerzas externas cono
cidos y de las internas no conocidas,las cuales, en virtud de las relaciones—
esfuerzo deformacion del matericl, se pueden expresar en funcidn de los —
desplazamientos. Se forma asi un sistema de ecuaciones, una por cada despla.
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zamiento, cuya solucidn nos permite conocer el valor de &stos; los desplaza
mientos a su vez nos permiten calcular el valor de los fuerzas internas.

El andlisis, como todos los métodos tratados en esta tesis, se {i—
mita al rango eldstico.
A J

4

Para el desarrollo del método considera_
mos el marco de la fig. 1.4.1, el cual tie_
ne tres grados de libertad: dos gires y un -
desplazamiento horizontal del cabezal.

-
~

Para la solucion de la estructuro se fi—

jan lineal y angularmente los nudos como se
muestra en la figura 1.4.2 (a ), para poste

Fig. 1.4.] riormente permitir su giro en (b )y (¢ ) y-

" -1 su desplazamiento en (d). Se calculan lfos

A L momentos de empotramiento debido al sistema
de cargas en (o), debido a los giros 8y y 87 en (b) y (c) y debido of

desplazamiento de A en (d ). -

Fig. 1.4.2

Se tiene calculadas, en tablas, momentos de empotramiento para
diferentes condiciones de corga. Como se veré en el proximo copitulo los
momentos ki y koo debidos a los giros 8y y 85 respectivamente son igua-
les a 4EIi/L;, en virtud de la definicidn de rigidez absoluta. Los kpy, —
ki k3y ¥ kap volen 2B/L;, recordando que el factor de tramsporte parc-
cbtener el momento inducido en el extremo fijo, cuando se hace girar el -
ofro extremo vale 1/2. 1/2 x 4B/ = 2E/1;. kay,e kipa o ka o0 k2ao
k3a ¥ k4p son iguales al cortante causado por los momentos ki; del miem
bro respectivo e iguales a 6Eli/L;2. Los kpp son los cortontes causados
por los momentos k5 y volen 12EN3,
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Calculados los' momentos y cortantes de la estructura para las ~ -~
cuatro condiciones, (@), (b) (¢) y (d), se substituyen en las ecuacio~
nes de equilibrio. Estas deben de estar igualadas a cero ya que tanto los_
momentos en los nudos como el desplazamiento del cabezal deben de estar
equilibrados y por lo tanto su valor neto es cero. Estas ecuaciones son :

Mio + k1181 + k1282 + kipd = 0
M20 + k2187 + k2282 + kapd =0
Vio + ka 18] *+ kg 282 = kapA =0

cuya solucién nos da el valor de los giros 81 y 82 y del desplazamientop,
los cuadles nos sirven para calcular los momentos reales en los dlferenfes -—
miembros del morco. Estos momentos son

M1 = k3181 + k3a

Mig = kiyefl 4, a

M2 = Mg + k11581 + k1282
M2y

1]

Moo + k2187 + kogjv82
M24 = k22c82 + k258
My = k4282 + kgp B
con lo cual quedan determinados todos los momentos del marco.

Como ya se dijo al princpio, tanto el método de flexibilidad co
mo el de rigideces proporcionan buenos resultados, pero tienen el inconve=
niente de aumentar los sistemas de ecuaciones simultdneas por resolver en =
el mismo grado en que gumenta la indeterminacién de las estructuras, por=
lo cual su aplicacidén para solucién manual, se oplica sdlo a estructuras —
con un grado de indeterminacién no mayor de tres.




CAPITULO l.~ EXPOSICION DEL METODO DE KANI

El método de Gaspar Kani es un método iterativo, con una rapi_
dez satisfactoria de convergencia en el resultado findl, por lo que ha fem
do aceptacibn sobre otros métodos de oproximaciones sucesivos. El abjetivo
fundamental del métode es la evaluacién de los momentos flexionantes fing
les en los extremos de los elementos que forman el conjunto estructural, no
consider@indose efectos de fza. normal ni fza, cortante. Sy aplicacién se ex~
tiende a las estructuras con nudos fijos o nudos desplozables.

Las ventajas principales del método, con respecto o otros, es la
de considerar simultdncamente el efecto de los fuerzas horizontales, tales -
como viento o empuje sismico, pues son éstas las que provocan el desplaza
miento de los nudos. Otra ventaja consiste en la eliminacién outomética —
de los errores pues estos desaparecen al efectuar las sucesivas iteraciones.,

Antes de entror en la exposicidn del método es conveniente re-
cordor algunos conceptos que ser@n bésicos en el desamollo posterior,

Principio de superposicibn, Si los fuerzas y desplazamientos en -
todos los puntos de una estructura son proporcionales o los cargas que las -
causan, entonces las fuerzas y desplazamientos totales, resultantes de la —
aplic acidn de varias cargos, serén lo suma de fuerzas y desplazamientos -
causados por estas corgos cuando se aplicon separadamente.

Rigidez absoluta { K }. Es el valor de!l momento, aplicado en el
extremo simplemente opoyado de un miembro, para producic en &ste una ro
tacién de un rodian, siendo el extremo alejodo simplemente apoyado restrin
gido o fijo. En lo Fig, il.1 se calcula por medio de la vigs conjugada

M
pihid |
E

—
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El cortante en A' seré el giro aplicado  en la viga real, si —
consideranocs que Mg = 1/2M como més aodelante se demostrard

A= (M L/2- Mp L/2) VEL= M4ElL . * . m= 2218

si = 1radion y M=K

_ 4E1
K= —T—

Si se tiene una disposicién como la de la figs 11.2 con el extre

mo alejodo simplemente apoyado, la rigidez en A serd nuevamente el cor—
te en A' de la viga conjugada.

(M »L ,

A 8
Fig. 11.2

gy = ML o2 1MoL
VT w7 3T TE - T

y la rigidez absoluta serd, si ® = 1 radion

= JEl
K -

Para los momentos inducidos en los extremos de un miembro pris-
mético fijo en uno o ambos extremos, cuando uno de los extremos se des--
plaza una distancia o con respecto al otro se tiene, fig, (1.3

, . |
[ gy a—

Fig. 11.3

-
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Los momentos en la viga real son las reacciones de los apoyos, -
En B', de la viga conjugada, sdlo se puede cumplir ¥ M = 0 aplicando un~
momento externo .

M L

L _ _GE!a
2 3 - M

A:

Factor de transporte. Es el factor por el cual debe multiplicarse
el momento en el extremo girado pora obtener el momento inducido en el-
extremo fijo. En la fig. 1l.1 la suma de momentos en A* nos da

M L

L M
] 2

L L 2
= F 7 3L=9

Mp= L
1.1 ESTRUCTURAS SIN DESPLAZAMIENTOS LINEALES DE LOS NUDOS

El objeto del célculo estdtico de una estructura es obtener el —
equilibrio de la misma, cuando al cargar sus distintos elementes, giran y ~
se desplazan sus nudos.

Conocidos los momentos queda terminado el célculo, pues los de
més valores estdticos pueden determinarse a partir de estos momentos.

Se considerarG en esta exposicién como momento positivo la ac—

cidn de barrag sobre nudo que hace girar a éste en el sentido de las mane-
cillas del reloj.

Las caracterfsticas de uns barrg en una estructura estarén dadas-
por el momento de inercia de su seccién y por su longitud, La relacién de
estos dos valores K = I/L ser@ el coeficiente de rigidez.

En esta primera secuela de célculo se supone que los nudos son-
indesplazables.
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Para la deduccién de las férmulas partiremos de aislar un elemen
to cudlquiera de un pértico fig. Il.1.1, el cual debido a las solicitaciones
externas, puede girar en sus extremos.

JP JP La deformacién total del elemento ta~

a,— & podemos expresar como superposicién -

i /_ I;‘ de efectos en las tres etapas siguien~
Wik Wi \* pes: .

E) 1. La barra ik se deforma bajo la ac
W) cién de las cargas externas.

Mix 2. El extremo i gira conun éngulo 8

M mientras que k no gira, designare

-, -

E ! ) mos a i como el extremo contiguo
L ) 2my, por ser i el punto de interés.

Fige 1.T.1 . El extremo k gira con un éngulo~

8y, mientras que i no gira, desig
naremos a k como el extremo alejaodo de la barra.

El valor total del momento en cada extremo ser§ igual a la su=-
ma de las tres etapas consideradas. Por ejemplo, para el extremo i sera:

Mi = Mg + 2 MY + MY (1.1)

TK;k debido a la carga exterior ( momento de empotramiento per
fecto en el extremo de la barra ).

M'-k debido al giro del propio extremo i, éste es proporcional al
giro 6; y a Ia rigidez K de la barra y se designaré como influencia de gi_
ro del extremo i, su valor es

Ml = 2EK8;
donde E es el médulo de elasticidod del material. M*); debido al giro del~
extremo k de la barra. Como éste, es el momento inducido en i, su valor

serd 1/2 del valor del momento en k y se designaré como influencia def gi
ro del otro extremo.

El procedimiento consiste en calcular separadamente cada uno de
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astos valores, en lugar de calculor directamente el momento total, de lo =
cual se deriva precisamente la ventaja del método.

Las sucesivos variaciones del momento en cada nudo, se obtie-—
nen por la reiteracién de una misma operacidn, por una sucesién arbitraria
de un nudo a otro, de la estructura. Para ilustrar el procedimiento se cal-
cularén los momentos en los extremos de las barras del murco de la fig. =
H.1.2 en la cual se han indicodo las cargas externas y el valor de las ri=
gideceses K de cada barra.

27T/
- e atity
2 3
0.2 0.2
-]
- am N
- -
Fig. 11.1.2

Se adoptard en esta expresién el tipo de esquema de la figura =
[1.1.3, que permite escribir los sucesivos valores en los extremos de coda-
barra.

Los valores de los momentos de empotramiento para las cargas ex
ternas se toman de las férmulas de los manuales corrientes y se anotan en-
los extremos de las barras correspondientes, sobre los ejes de las mismas.

En seguida anotamos los momentos de sujecién, en el centro del
circulo de cada nudo, éstos son iguales a la suma algebréica de los mo==-
mentos de empotramiento que concurren en el nudo, por lo tanto, para el
nudo 2 se tendré

Mg = + 2,67 - 6.00 = -3.33

$i consideramos un nudo de la estructurg, al equilibrarlo se tiene,

)Y M, =0y substituyendo la ecuacién ( l.1)
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(Z)mik +2Z My + ZMy = 0
!

N + ZM'k,
—— = IM} (1.2)

la cual nos dice que la suma del momento total de sujecién M , més la sy
ma de los momentos debidos al giro del extremo opuesto, todo dmdldo en

tre ( =2 ) es igual a la suma de los momentos en el propio extremo consi=
derado o de interés i.

El miembro de la izquierda de la ecuacién ( 11.2 ) se reparte -
proporcionalmente a las rigideces de todas las barras que concurren al nu—
do. Se simplifica la operacién anterior si se introducen los factores de giro
o coeficientes de reparticién, que se obtienen repartiendo propercionalmen_
te a las rigideces de todas las barras que concurren al nudo el coeficiente

(-V2)

En lo fig. {1.1,3 se ha anotado estos factores de giro alrededor-
del clrculo en coda nudo.

(-4 ~
=2.67 42,67 §/~2a -6.00 +6.00 2
Sf3ss e
10.50  +1.53 3 .22 2,58 T\
40,50  +1.54 <-O[034 ) 9q -3.10 97
+0.20 -0.42
+0.20 -0.50
Fig. 11.1.3 _"

Por lo tanto la marcha a seguir serd: se suman a los momentos =
de sujecién de cada nudo, los momentos de los extremos opuestos de las ba
rros que concurren en &l, se multiplica esta suma por los factores de giro=
de cada barra y se obtienen las influencias de giro sobre el momento en el




extremo de cada barra.

Reiterando esta operacién en coda nudo, en una marcha arbitra—
ria, se pueden hallar los valores sucesivos debidos a los giros en los extre=~
mos opuestos de las barras que concurren en él. Esta operacién se repite -
hasta que los valores converjan. Cabe aclarar que los primitivos valores, ~
cuando todavia no conocemos ninguno,se pueden suponer iguales a cero, =
Para nuestro ejemplo, de la fig. I1.1.3, sélo fueron necesarias dos iterg=-
ciones; en la fig. 1l.1.4 se hace el célculo de los momentos definitivos de

acuerdo con la ecuacién ( 11.1 ).

-2.07 +2.67 ~6.00 +6,00

+0.50 +1.54 +1.23 -3.10
+0.07 +‘.04 +2.04 +0.20 ‘].87 "].27 _0.50
+0.07 ‘0- 13 +6-25 _*_0.20 "6.64 +‘.03 _0.50
+0.14 +0,40 -1.00
+0.07 +0.20 -0.50
40, 07 +0.20 ~0.50

Fig. 1.1.4

Obsérvese que en cada nudo la suma de momentos es igual a ce
ro, en la fig. 11.1,5 se ha trazodo el diagrama de momentos respectivo,

L _ 4

+0.07  +0.20
Fig. I1.1.5

+0.50
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Al resolver ejemplos en el capftulo 1V se verd la secuencia deta
llada del procedimiento.

11.2 ESTRUCTURAS CON DESPLAZAMIENTOS LINEALES DE LOS NUDOS

Si los nudos de una estructura durante su deformacién, ademés -
de girar se desplazan de su posicién, puede descomponerse su deformacién
en cuatro etapas, las tres ya consideradas en el inciso anterior y una cuar
ta debida ol desplazamiento § del extremo i de la barra, ver figurall.2.7.

La deformacidn total la podemos descri-—
bir asf:

l. Lla bara i=k se deforma sin girar sus ex—
tremos ni desplazarse ( empotramiento per
fecto. -

2, El extremo i gira un angulo 8], sin girar
el otro extremo ni desplazarse ninguno -
de los dos,

3. El extremo k gira un dngulo Oy, sin girar
el extremo i ni desplazarse ninguno de =
los dos,

4, Los extremos i~k se desplazan entre ellos
una distancia § , sin que ninguno de los
dos experimente un nuevo giro.

El momento total en el exiremo de la -
barra lo podemos expresar mediante la siguiente suma

Mik = Mik + 2MK + M + MY (1.3)

M"jk es la influencia del desplozamiento en coda una de las ba
rras convergentes en el nudo. En nuestro caso solo consideraremos barras de
seccién constante y en ellos Mik = M";

La regla operatoria para el céleulo de las influencias del giro -
de los nudos o obtendremos igual que en el caso anterior. Considerando el
equilibrio de un nudo se tiene:

-
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Zz M =0
(i)
utilizando la ecuacién ( 1.3 ) se tiene:

Z My + ZZMk"' szuJ'Z;'M" =

(i) (i)
2T My = M + Z (M + MY, ) (1id4)
(i) (i)
en la ecuacién anterior M = z M: ik
(1)

CARGAS VERTICALES

Se consideran primeramente pdrticos de varios pisos con colum-
nas verticales para el caso de que solo actGan fuerzas verticales sobre los
elementos que forman el conjunto estructural.

Si se cortan todas las columnas de un piso ( r ) en una estructu-
ra, en sentido horizontal, debe verificorse que la suma de todas las fuer~-
zas cortantes que actGan sobre las columnas de este piso sea igual a cero,

ver la figura 1.2.2,
z Q=0

(r)

El valor del esfuerzo cortante en una columna i~k cualquiera del

piso, y suponiendo para este ler. caso que todas son de la misma longitud,
es igual a:
Mk + Mg
Qe =-—th =k ( l.4a)
hik

si substitufmos en la ecuacién anterior la ( 11.3 ) obtenemos sumando en to
do el piso

?)Q Tk ?)(ZM"k+M'kI+M"|k+2Mk P+ MY+
r r
Mllki ) = 0



i-M"k""'f f— (Muk+Mk|)

(r)
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(n.5)

La ecuacién anterior nos dice que la suma de las influencias de
los desplazamientos de las columnas de un piso r sobre los momentos, pue-
de obtenerse mediante los influencias de los giros de los extremos de las -
columnas en el mismo piso. La reparticién de este valor en las distintas co
tumnas del piso se hard distribuyendo proporcionalmente al coeficiente de -
rigidez K de lasmismas al valor = 3/2, obteniendo asT los factores de corri
miento, andlogamente a como se cbtuvieron los factores de giro en el mc:

'so anterior.

A | B
~—=Q - Q2 Jnand * 1. =
‘ 7 N

~Q4q

.. [
Fig. 11.2.2

No se debe olvidar que todos las barras son de seccidén constan—

te y que todaos las columnas en el piso tienen la misma longitud.
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El procedimiento de célculo, para este primer caso, . consiste en
aplicar reiteradamente las ecuaciones 1.4 y [1.5, es decir, mediante las -
influencias de los giros se obtienen los de los desplazamientos y con &stos
otra vez las de los giros, y asT sucesivamente hasta obtener la aproxima~-—
cibn deseada. Finalmente con la ecuacién ( 11.3 ) calculamos los momentos
totales.

CARGAS HORIZONTALES

Ahora veremos el caso en el que actGan fuerzas horizontales en
los nudos o fuera de ellos. Existirén ghora odemés de los momentos de su=—
jecién fuerzas horizontales de fijacién que impiden el desplazamiento de los
nudos, como los momentos impiden el giro de los mismos.

Efectuando un corte horizontal en todas las columnas de un piso
(r ) como en el caso anterior, podemos establecer la condicién de equili-
brio, ver figura 11.2.2 constderando que actdan fuerzas horizontales

Z o, -

(r) n—'l

la suma de fuerzas cortantes de un piso r es ahora igual a la suma de to—
das las fuerzas horizontales Hque actlan sobre ese piso. Esto suma de fuer
zos H de fijacién se designaré como fuerza cortante Q.

7 a,-

()

Si ahora usamos la ecuacién 11.3 y la substituimos nuevamente ~
en la ( ll.4a ), tomando en cuenta que todas las columnas del piso tienen
la misma longitud hr podemos escribir

(E)cs(M'-k+M|k)+2M"k3
T

de oqufl la suma de los influencias del desplazamiento en todos las colum—
nas del piso (r ) serd
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(Z)M"m: -3 0P+ (Z) ( M+ M) (1.6)
r r

En la ecuacién anterior el valor Qrhr/3 es conocide como el -
momento de piso M, y es igual al tercio de la fuerza cortante de piso Q
por la altura del mismo.

Los factores de giro y corrimiento son iguales que para el caso -
de cargos verticales solamente, la Gnica diferencia entre el presente caso
I
y el anterior es que al calcular la suma de las influencias de los giros en

los extremos de las columnas hay que agregar el momento de piso My a di-
cha suma para obtener las influencias del desplazamiento, ecuacién 11.6.

El procedimiento de célculo es pues andlogo al anterior, se apli
can reiterodamente las ecuaciones 11.4 y 1.6 tomando en cuenta desde la
primera iteracién la existencia del momento de piso M., Para cbtener &sto
hay que calcular previamente la fuerZa cortante de piso Q_, que como se

dijo anteriormente es igual a la suma de fuerzas horizontales que actGan ~
por encima del piso considerado,

Los valores M, que se calculan previamente a las iteraciones, ~
se colocan en cuadros a la izquierda de cada piso de la estructura.

Cabe mencionar que al calcular las influencias del desplazamien
to de los nudos, estas influencios aumentan en proporcién al nimero de =
pisos de la estructura, y al nGmero de nudos por coda piso.

Las ecuaciones [1.4 y 11.6 pueden ser presentadas as:

Mg = Y LM + (Z)( Mi + MDD (1.7)
r

M = Mg EM + Z
(P XM + MYy ) (11.8)

A = - 3 K k }‘ = - 1 Kik
en donde Y, ! y s
ik 2 T - ik )
(v )Kik (Zi Kik

las cuales nos dan directamente, en coda columna y en cado nude la in--
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fluencia del desplazamiento y del giro del nudo contiguo respectivamente,
En 1.7 Yy es el factor de corrimiento de la barra i-k, en 11.8 My es el
coeficiente de giro en el extremo i de la barra i=k.

Finalmente los momentos totales se calculan con la ecuacién. ==
{ 11.3 ), como en el caso anterior.

COLUMNAS DE DIFERENTE ALTURA EN UN MISMO PISO

Si en un piso r de una estructura existen columnas de diferente-
longitud, esto no modifica el valor de los factores de giro ni la influencia
de los giros, pero si el valor de la influencia del desplazamiento.

Sea h, un valor ficticio igual a la longitud de las columnas que
oparecen en mayor nGmero. Recordando la ecuacién de equilibrio

Mik + M
QI’ = Z Qﬂ(= = lkh.k e
1

substituyendo en &sta la ecuacién I1.3, pero sin substituir esta vez hy por

b ya que chora las columnas pueden ser de diferente longitud y multipli
cando la ecuacién fmol por h. tenemos

" Qh 1 1 h
Z M .k';‘k‘ - 7 o5+ (zr)‘Mik‘“Mki)FiJ

si llamamos factor de reduccién Cik al valor hr/hjk e introducimos el mo—-

mento de pISO Mf, ya definido anteriormente, transformaremos la ecuacién
antérior asi:

"o 3 vy \ ]
E) CiM= - T (Zr:)( My M) Cad

podemos expresar el volor del factor de corrimiento como sigue:

- -3— Cik Kik (1)
Yiks T -
(r) Cik Kik

y la ecuacién anterior la podemos escribir asf:
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MU = Y M, + (2_-)( Ml + My ) G (li.10)
r)

fa ecuacidn 11,10 expresa el valor del momento total, debido ol desplaza—
miento en coda columna.

Para el presente caso hay que tener en cuenta las modificaciones
introduc idas: se caleulan los factores de reduccién "c" y los factores de =
corrimiento, &stos Gltimos con la ecuacibén 11.9, y se colocan ambos a fa -
izquierda de las columnas en el esquema de célculo. Los influencias de los
giros y desplazamientos se calculan con los ecuaciones 11.8 y 11,10 y los -
momentos totales con la ecuacién 11.3 como en los casos anteriores.

COLUMNAS ARTICULADAS EN LOS APOYOS

Recordando que una columna articulada en su base que tiene un
coeficiente de rigidez K y una longitud h, se comporta igual que ofra que
tiene una rigidez K' = 3/4 K y una longitud h' = 3/2h, Se pueden pues ~
substitulr las columnas articuladas por otras empotradas, teniendo en cuenta
los valores anotados.

AsT pues se calculan los momentos de empotramiento en los extre
mos de todas las barras de la estructura, substituyendo para aquellas que es

tén articuladas los valores de la rigidez K y la longitud h por los dados a=
rriba.

Con estos valores se calculan los factores de giro y los de corri
miento mediante la férmula siguiente:

3

- C.k Kik
Yo = —iz——'—z—'—- (1.11)
(r) ™G ki

en la férmula anterior ( C; = hh y m= "Z:,L
ik

Para ilustrar lo dicho en estos Gltimos dos incisos vamos a obte~
ner los factores de corrimiento en la estructura de la figura 11,2.3.
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Como se ve se trata de un marco cuyos coeficientes de rigidez -
se indican en la parte central de las columnas, las cuales son todas de la
misma longitud pero las 2 de la derecha se han considerodo articulodas en
la base. Al substitufr tas longitudes de las columnas articuledas por las co_
rrespondientes considerdndolas como si estuvieran empotradas, tendremos co

lumnas articulodas y de diferente altura en un mismo piso, para ilustrar los
dos casos.

Cabe recordar antes de continuar, que la obtencién de los facto—
res de corrimiento y por consiguiente las influencias debidas al desplaza=—
miento horizontal de las columnas de acuerdo a la ecuacién 11.10, es fo =

Gnico que varfa de los 2 casos tratados en estos Gitimos dos incisos con res
pecto a todos los demds.

Continuando con el ejemplo se tiene:

Escojemos como altura de piso hy = 4.0 y en Ias 2 columnas arti
culadas se hacen las substituciones

K=3K=303=025 h'=3n=F40=¢

Ahora podremos obtener C;p para todas les columnas, para las —
dos de la izquierda se tiene

=.._._hr = 400 =

para los dos de la derecha tomando en cuenta fas substituciones hechas:

_ 4.0 _ .
Ch= g = 067

estos valores se anotan a la izquierda de los columnas en la figura 1.2.3.
Como siguiente paso, y éste es el més importante, obtenemos ==

los factores de corrimiento de acverdo a la ecuacién 1,11 para las 2 co—
lumnas a la izquierda se tiene:
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3 (1X0.2)
-~ - =0.30 _
Yit. = 0.498

2(12x 0.2 )+ 2 3/4 x 0.672x 0.3)  0-602

para los 2 de la derecha

3
-7 (0.67)(0.3) _ =0.301
0.602 0.602

Yy = = 0.50

es importante observar que m = 1 para las 2 columnas de la izquierda y m
= 3/4 para las dos columnas en los cuales se hizo la substitucién. Todos -
los valores encontrados aparecen a la izquierda de las columnas en la figu
ra 11.2.3 y como ya se anoté las dem&s operaciones, esto es, la obtencidn.
de los factores de giro, los momentos de piso y la secuencia iterativa de ~
cllculo es andloga a los casos tratados anteriormente,

[
¢ 5, 5,
o {Ks0.2 Sc]o3 b X
) oy ot
i

Fig. 11.2.3

1.3 COMPROBACION DE RESULTADOS

Este método ofrece una comprobacién automética del mismo, -—-

pues con excepcidn de los valores fundamentales lo demds se comprueba al
efectuar las iteraciones.

Los valores fundamentales o sea, el coeficiente de rigidez, mo-
mentos de sujecién, y momentos de los pisos, no hay otra forma de compro
barlos que mediante el repaso por otra persona de los mismos, o de la mis_
ma persona con gran cuidado, Pero hay un sistema de comprobacién de los
momentos definitivos con los valores primitivos del céleulo.
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Esta comprobacién ser§ adecuada cuando en ninguna parte de la
estructura exista un desequilibrio o deformacién que sea’ incompatible con=
el estado de equilibrio de la misma.

ESTRUCTURAS SIN DESPLAZAMIENTOS LINEALES DE LOS
NUDOS

Cuando se trata de este caso, para comprobar resultados bastard
verificar las dos siguientes condiciones.

I. En cada nudo la suma de momentos definitivos debe ser igual
a cero.

Z Mik=0
(i)
It. En coda nudo la condicién de deformacién normal se da -—

cuando todas las barras rlgidamente unidas giran en un mismo angulo.

Los dngulos de giro se calculan con la siguiente expresidn:

Tacbr -
TR 3 K 6E Kik

dicha expresién se obtiene al descomponer en 3 partes el giro total del ex

tremo de una barra que converge a un nudo, como se muestra en la fig., =
1.3.1.

-

El primer términos es el valor del angulo producido por la carga
exterior a la viga i~k simplemente apoyoda, como se muestra en la fase -~
(a). En el copitulo de ejemplos de aplicacién se obtendré el valor de di_
cha éngulo para diferentes condiciones de carga.

El segundo término es el valor del giro producido por el momen-
to resultante en el extremo i, que es igual al momento existente M;| entre
la rigidez absoluta del miembro i~k, o sea 3EI/L, por tratarse de un miem
bro simplemente apoyado, fase ( b ). -
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i " El tercer término es el giro debi
(4‘ 7&\ do al momento inducido en el extremo
i por el momento existente en el exire

M M P

mo k, dicho giro es nuevamente el mo
mento entre la rigidez absoluta del —-

— miembro, fase (c ) en la figura --—
0 1L3.1,

Si se multiplica toda la expre~—

( sién anterior por 3E, resulta otra més
T de .
"\)\ () cémoda de manejar, esto es

/ = M.k
- Tie = Tk + mak _ Mk (1.12)
=) Kik Zg
Fig. 11.3.1 (el

El procedimiento de célculo se -
ilustrarg en el capltulo de ejemplos.

ESTRUCTURAS CON DESPLAZAMIENTOS LINEALES DE LOS NUDOS

Para el caso de desplazamientos lineal de los nudos, odemés de
las condiciones | y Il del inciso pasado, se deben cumplir dos més, wuna -
de equilibrio y otra de deformacién.

la. Si se hace un corte horizontal por todas las columnas de =
un piso, la suma de fuerzas horizontales exteriores por encima de ese piso,

debe ser igual a la suma de fuerzas cortantes de todas las columnas del pi
s0.

Si la carga horizontal exterior actéa en los nudos de la estructu
ra, dicho corte se puede hacer a cualquier altura del piso. Pero si la cor:
ga actla directamente sobre las columnas, el corte se debe hacer en el ~
punto de cortante igual a cero después de considerar a la columna como
viga libremente apoyada.

Z_H =-X q
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-h, Z H; = (Z_) ( M+ M)

donde h, es la altura del piso ( r ) y Hi las cargas horizontales exteriores
por encima de! piso considerado. Pero la expresién anterior es para el caso
de que todas lascolumnas en el piso sean de la misma altura. Si no es asf
se debe usar la expresién siguiente:

- h,):H Z ( My M) h"
i ik

en la cual hjk es como siempre la altura de cada columna.

lla. El desplazamiento fentre los extremos de todas las colum——
nas del piso debe ser igual.

La comprobacién de los dngulos de giro de las barras horizonta—
les se efectla igual que para el caso de nudos fijos, pero para comprobar
el giro de lascolumnas es necesario determinar primero el desplazamiento =
transversal d de las mismas.

Si llamamos Djj al @ngulo de desplazamientos transversal Vho-
multiplicado por 3E ( al principio se multiplica toda la expresién inicial -
por 3E para obtener la ecuacidn [1.12 ), encontramos que este se puede
obtener de las influencias de desplozamiento y vale

M"ik

Dy =
.'k 2Kk

ast, los dngulos de giro en los extremos de lascolumnas serén iguales o

M'k M;
Tik= Dy + Top + —= - _Mik n.13
= Pk T T e T T ( )

esta expresién se diferencia de la ( 11.12 ) Gnicomente en que se agregd =
el término Djy-
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Asi pues, la condicidn lla queda comprobada al ser igual el va-
for D; para todas los columnas de un mismo’ piso, pero siempre y cuando-
tengan éstos la misma longitud. De no ser osi, o sea que las columnas ~--
sean de diferente longitud, los valores Dji h; deben de ser iguales.

En el siguiente capitulo se verdn algunos ejemplos de aplicacidn.




CAPITULO lil.- METODOS APROXIMADOS

El estudio de una estructura estGticamente determinadano depen—
de de las propiedades eldsticas de sus elementos: de ohi la diferencia res—
pecto de las estructuras estdticamente indeterminadas, en las cuales el and
lisis de fuerzas si depende de las propiedades elésticas de sus elementos,

Las propiedades eldsticas més importantes son el médulo de elasti
cidad, el rea de la seccidn, el momento de inercia de la seccién y la—
Iongnud del elemento, Sis e conocen todas estas propiedodes puede llevar
se a cabo un estudio de los llamados "exactos”, los cuales proporcionan un
grado de precisidn del orden del que proporcionan los anélisis estéticos en
estructuras determinadas. Pero muchas veces no es posible debido a que se
carece de los conocimientos necesarios para llevar a cabo un estudio estc
ticamente indeterminado, o el tiempo requerido para realizarlo puede ser -
tan gronde que haya que abandonarlo. Otras veces las consideraciones eco

nbmicas pueden ser determinantes para llevar a cabo un estudio aproxima~—
do.

Generalmente se llevan a cobo estudios aproximados cuando se -
calculan estructuras de poca importancia, o partes secundarias de estructu—
ras importantes o al realizar un anédlisis preliminar.

Existen varios métodos aproximados de andlisis indeterminado en
todos ellos se hacen hipétesis que simplifican el cGlculo de la siguiente -~
manera: si en la estructura por resolver hay n componentes de fuerza inde-
pendientes, mas que de ecuaciones de la estdtica independientes, lo estruc
tura es estGticamente indeterminada de grado n. Por lo tanto habré que ha
cer n hipétesis, cada una de las cuales dé lugar a una ecuacién o rela---

cién, para que sea posible resolver aproximadamente con base en la estdti
ca solamente.

En esta tesis se describen a continuacién dos métodos aproxima--
dos el método del factor y el método de Bowman,
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.1 METODO DEL FACTOR

Este es un método para estudiar los pérticos de edificios someti—
dos a cargas loterales y depende de ciertas hipétesis que se hacen, referen
tes al comportamiento elstico de la estructura y que hacen posible un es—
tudio aproximado de las deformaciones angulares del pértico.

Aunque esté basado en el método de las deformaciones angula~—
res, conocido como método de pendiente - deflexién, es posible formular =
una serie de pasos sencillos que hacen posible su aplicacién sin el conoci~-
miento de los principios de la elasticidad en que se basa dicho método.

Los pasos se pueden enumerar como sigue:

a) En coda nudo se calcula el factor v de las vigas como v = S ke / X ki
donde J K. representa los valores k de las columnas que se encuentran
en el nudo y 3 k la suma de los volores k de todos los elementos que
concurren en él. El valor K es como siempre I/L, Se escribe v en ca-
da extremo de las vigos contiguas al nudo donde sz haya calculado.

b) En cada nudo se calcula el factor ¢ de las columnas como c =1 = v
y se escribe en coda extremo de lascolumnas junto af nudo.

¢) A cada nimero obtenido en a y b se le suma la mitod del correspon-—
diente al extremo opuesto del elemento y cade una de estos sumas se—
multiplica por el valor k de cada elemento, Estos productos se llaman
factores de momento de columna Pj o de la Viga Vjk y son los valo-
res relativos aproximados de los momentos,

d) Lla suma de los momentosextremos en las columnas de un piso determi—
nado, son iguales al cortante horizontal total en el piso multiplicado -
por la altura del mismo. Por lo tanto los factores de momento en cada
columna se pueden transformar en momentos en los extremos de las co—
lumnas por proporcién directa, en cada piso, esto equivale a decir que

Mo = APy ()

siendo My los momentos recles en los extremos de los columnas, A tie-
ne el mismo valor pora todas las columnas de un piso. Podemos expre~
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sar la suma de los momentos en los extremos de las columnas en el pi,
so (r ) por

Z My=A L Py (n2)
(r) (r)
My { Fis "23( Fae "371 Far "‘«I Fag
i Cis N‘zo ...c” —":«
h
Cqy 4 c
2| Cad
we\.} % Mo\ Fea AL u“\.[r‘ o

Fig. fi1.1.1 Columnas aislodas de un piso (r)

Si consideramos el equilibrio el&stico de todas las fuerzas que ac
tGan sobre las columnas de un piso { r ) ver figura 1il.1.1, tomando mo-—
mentos con respecto a la base de la columna derecha, se tiene.

(Ci5+C26 + Cg7 * Cyg dh = Mys+Mog+MazrMagtMs1+Mg2t
M7z + Mgy

Lo suma de cortantes C;j es igual al cortante total H en el piso,
por tanto podemos escribir

i, Mik= Hh
(r)
y de la ecuacién { 1.2 ) se tiene
Hh

A=
(’;") Pix

( 1.3)
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AsT pues, para cada piso se determina A por medio de 1.3 y -
luego se pueden hallar los momentos en los extremos de las columnas por =
medio de la ecuacién 1.1 esto es, w= mulhpllca A por cada factor de mo
mento de columa Pj.

Finalmente pora encontrar los momentos en las: vigas se distribuye
la suma de los momentos en las columnas en coda nudo, proporcionalmente
al valor del factor de momento de cada viga V;.

iga = S— M v“(
MIS (i) columnas (zi) V,'lk .

En el siguiente copitulo seran resueltos varios ejemplos con este -

método para comparar los resultados con los obtenidos por al método de Ka
ni.

1.2 METODO DE BOWMAN

Este es también un método oproximado muy Gtil en andlisis preli_
minares de estructuras sujetos a cargas laterales. Fue propuesto como resul=

tado del estudio de un gran nimero de marcos resueltos por métodos exac—
tos.

E! método se basa en las siguientes hipétesis:

1. Los puntos de inflexién en las trabes exteriores se encuentran
a 0.55 de su claro, a partir de su extremo exterior. En trabes interiores~=
los puntos de inflexién se encuentran ol centro del claro, excepto en la =
crujfa central cuando el nimero de crujias es impar, o en las dos centrales
si es par, En estas crujios la posicién del punto de inflexidén en las trabes
estd forzada por condiciones de simetria y equilibrio.

2. Los puntosde inflexién en las columnas del primer entrepiso-
se encuentran a 0.60 de la oltura a partir de la base. En marcos de dos o
mas, tres o ms, cuatro o mdas entrepisos respectivamente, se encuentran a
0.65, 0,40 y 0.55 de la cltura correspondiente a partir del extremo supe—
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rior. En edificios de cinco o mds entrepisos, los puntos de inflexién en co

lumnas para las cuales no se ha especificado la posicidn, se encuentran al
centro de su altura, ver figura H1.2,1.

.60 h

r—

mhm i im il
28k g 2.1 2-33L

3. La fuerza cortante en cada entrepiso se distribuye de la si—
guiente manera.

Primer entrepiso:

Una fuerza cortante igual o

N - 0.5

Qe = "N+

Q

se distribuye directamente entre las columnas proporcionalmente a sus rigi—
deces, La'fuerza cortante Qp = Q = Q_ se distribuye entre las crujias pro_
porcionalmente a la rigidez de la trobe que la limita en la parte swperior.

La cortante de cada crujio se distribuye en partes iguales entre las dos co_
tumnas que fa limitan,

-

En pisos superiores:

una fuerza cortante

N -2

Q = N +1
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se distribuye directamente entre las columnas,la cortante Q; = Q - Q¢ se
distribuye entre las crujias como se hizo para la planta baja.

En las expresiones anteriores

i

Q¢ = fuerza cortante total en un entrepiso

i

Q

fuerza cortante del entrepiso ( es igual a la fuerza exte--
rior H que actla sobre el entrepiso considerado ).

N = nGmero de crujias del marco en el entrepiso considerado.
El procedimiento completose puede enumerar como sigue:

a) Calecular la fuerza cortante en cada columna de acuerdo a -
la hipétesis 3.

b) Determinar momentos en los extremos de las columnas hacien
do el producto de su fuerza cortante por la distancia del extremo al punto
de inflexién.

c) Determinor momentos en los extremos de los trabes empezan—
do por las exteriores, en las cudles el momento es la suma algebrdica de -
los momentos de los otros miembros que concurren ol nudo. Los momentos =
en los extremos interiores los podemos determinar por estdtica, ya que para

cada miembro conocemos un momento y las distancias al punto de inflexién
del mismo.



CAPITULO V.- EJEMPLOS Y COMPROBACION DE RESULTADOS.

EJEMPLO 1. Primeramente serd resuelto un marco relativamente

sencillo, en el cual se supondrd que no hay desplazamiento horizental en-
los nudos.

Para mostrai la mecdnica del método se resolverd el ejemplo, pa
so por paso, efectuando los cdlculos detalladamente. Lo estructura se mues
tra en la figura IV.1, en ella se han marcador Las rigideces "K' de las-
barras en el centro de cada una de ellas, ademéds se indicon los valores --

de las cargas exteriores y las longitudes de todes los elementos que forman
el marco,

No hay que olvidar la convencidn de signos adoptada, es decir,
se consideraran acciones de barra sobre nudo y seran positivas cuando ho--
gan girar a &ste en el sentido de los agujas del reloj.

1.5 ton/m
r K=1.4
3.00 K= 0.1 0.1
I 1.5 ton/m .Ston/ m
.4 1.3

300 {52 0.2 0.2
- r

— 6m — 4m ,

v - -
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Como primer paso calculamos los momentos de empotramiento per
fecto para todas {as. barras.

2

M‘2=" rrli— = - ]'—51-;ﬁ—=-4.5Ton-m M2]=+4.5
5x1

Mgq =- 4.5 Mgz =+4.5 M4.5=--‘-%-é=-2 Mgy = +2

dichos valores se anotan en los extremos de todas las barras como se indi—
ca en la figura 1V.2,

A continuacidn obtenemos los momentos de sujecién que se ano—
tan en los centros de los circulos de cada nudo, en el presente caso todos
son iguales a los de empotramiento excepto en el nudo 4 que vale

My = 4.50-2.00= + 2.50

Las ecuociones que se usaran en el presente caso serdn la 1.1 y
la 1.2, recordando la 11,2 es

-2 7 Mao = M + 7 My, (1.2)
TR o v

La cual sugiere que hay que repartir = 1/2 proporcionalmente o=

la rigidez de los barras que concurren en cada nudo, por ejemplo para el
nudo 1 se tiene

== L ol __ =- L 14
M1-3 > 1. 0.033 M2 3 0.467

y en el nudo 4
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de iguol manera se cbtienen los factores de giro en todos los nudos restan-
tes de la estructura.

A continuacidn realizames la primera iteracion empezando en el
nudo 2, por el mas descompensado. El valor a repartir serd igual al mo- -
mento de empotramiento, por valer cero todas las influencias de los giros -

en esta primera iteracion, ver figura V.2,
4,50 (- 0.467) = ~ 2,10
4.50

(- 0.033) = - 0.15

de igual manera se realiza la primera iteracidn en todeos los nudes, toman-
do en cuenta las influencias de los gires en los lugares donde ya existan, -
recordando que la marcha es arbitraria.

La 2a. iteracidn de las influencias de los giros para el nudo 4 -
es 2,50 +2,05 - 0.25 - 0.56 = 3,74,

Y repartiendo se tiene

3.74 (- 0.233) = - 0.87
3.74 (- 0.017) = - 0.06
3.74 (- 0.217) = - 0.8l
3.74 (- 0.033) = - 0.12

2.00 - 0.83) = 1.17
1,17 (4 0.433) = - 0.5
1,17 (- 0.067) = - 0,08

Se puede observar que ya en la 4a. iteraccién los valores con--
vergen, es decir, no varian con respecto a la iteracidn anterior.

Posteriormente se realizan las sumas, de acuerdo a la ecuacion -
.1, é&stas se efectian en la figura 1V.3, y sdlo se anotan los valores que
se van a sumar en cada extremo de las barras, o sea, el momento de em—
potramiento, la contribucién del giro en el extremo contiguo y la suma de
éste y la del extremo opuesto de acuerdo a la ecuacidn V.1, que es
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+4,50

-3.86  -027

-103 -0.33

30,61 -{. 60
+0.57 -Q.39
10, 4 Q.33
+0.15 -4.50 +#.50  -0.06  -2,00 €200
+0. 2.10 -0’89 -0.13  -0.83 <0.51 -o.os
+0.80 +.21 4.21  -0.13 -1.34 -1.34 -0.08
.06 =LY 82 -Q.26 ~-4.17 0.5 T -qe
+Q.80 =0.13 -0.08

Fig. IV.3 Obtencion de Momentos Totates, Ejemplo 1
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Mg = My + 2 MYy + Mg (1)
Por ejemplo, en el extremo 1-2 el momento vale
- 4.50+2,83-0.03 = - 0.70 Ton-m
en el extremo 1-2 el momento vale
4.50 - 3.86 ~ 0.03 = + 0.81 Ton-m
en el 3-1 vale
+0,15 + 0.42 = 0.57
de igual manera se obtienen los momentos en todos los extremos de todas -
las berras de la estructura, como se indica en la figura IV.3, obsérvese --
que se ha tratado de realizar la suma de la manera mas practica posible.
Finalmente se lleva a cabo la comprobacidn de resultados de ~ -

acverdo al inciso 1.3. Si recordamos basta que se comprueben 2 condicio

nes, por no haber considerado desplazamiento lateral de la estructura, es——
tas son :

1. En coda nudo la suma de momentos debe ser igual a cero,
Mg = 0
(i)
por ejemplo en el nudo 1 se tiene
+0,69 - 0,70=- 0,01 0
en el nudo 4 se tiene
- 0.39 + 4.8 - 026 - 4,17 = 0.00

en la figura IV.3 se pueden llevar a cabo todas las comprobaciones, y se
puede observar que todos los nudos cumplen con esta primera condicisn.
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2. En cada nudo, todas las barras deben girar en el mismo an—
gulo, estos angulos de giro se obtienen con la ecuacién 11.12.

Mik Mg;
T = T+ il o (W12)

de esta ecuacidn sdlo desconocemos el primer témino. De la tabla de gi
ros de la figura 1V.4 podemos ver que Bara nuestro caso, carga uniforme--
mente repartida, el giro es T: ik = Como ejemplo se obtiene pa
ra los extremos 1-2 y 5-4.

£ . w2 1.5 x 36 A
1-2 ~ T8k T 8xTl.dg T 7%

o _ _ wi2 __1.5x16 _ 2.31
Ts4=" Bk “"BxT3 ~-23

estos valores se anotan en el 20. rengldon de las sumas de la figura IV.5, -
en el primero se anotaron los momentos definitivos. También se anota en el
tercer rengldn de las vigas, o segundo de los columnas ya que en ellas no.
hay giro debido a carga exterior, Mik/K;k que multiplicado por =1/2 se -
coloca en los extremos opuestos. Finalmente la suma de estas tres cantida
des o dos en columnas nos da el valor del giro, que debe ser igual para
todas las barras que concurren en un nudo. No se debe olvider que estos
valores de los giros resultan multiplicados por 3E y son positives si giran —
en el sentido de las ogujas del reloj.

En la tigura {V.5 se hon llevado a cabo todas las sumas y se -~
puede ver que hcy pequefias diferencics entre los giros de las barras que —
concurren @ un mismo nudo, pero por no pasar de 8 céntimas estGn dentro-
de lo aceptable. Como ejemplo se obtiene el giro de la barra 4~5,

o - wl2 - 1.5x16 _
T4-5 8K axt3 27

a continuacidn se obtiene Mik/Kik




TABLA DE GIROS

w o o WL2

if““":‘“‘zk T\k = - Ty e
{
, e | o o 3PL
etz w2 DTt m Ty K
|7 ° AP o 5 PL

! Ak = v . = - IrRT
L L3, ik . ki
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4-5 -417

= =- 3.20
Kes 1.3

ahora obtenemos - M;/2 K de acuerde a la ecuacidn 1i.12,

= - 0.05

la suma de estas tres cantidades nos da el valor total del giro
2,31 -3,20-0.05 = - 0.94

De igual manera se obtienen los giros de todos los extremos como
se indica en la figura 1V.5.

EJEMPLO 2. Ahora serd resuelto el mismo ejemplo para supo—
niendo los nudos desplozables en sentido horizontal, recordemos que no hay
cargas laterales.

Los coeficientes de reparticién, los momentos de empotramiento -
en los extremos de los barras asi como los momentos de desequilibrio con=-
servan el mismo valor. Lo primera iteracién de las influencios de los gi--
ros es exactamente la misma, yo que los valores de los influencios del des
plazamiento valen cero.

Se anotan los factores de corrimiento en el lado izquierdo y ol -
centro de cada columna como sigue, ver la figura 1V.6.

. \ 3 0.1 - .
Piso Superior > ( 0.3 ) = 0.75
. . 3 0.2 - .
Piso Inferior 2 ( 08 ) 0.50

Ahora ya podemos realizar la primera iteracién de las influencias
del desplazamiento, para el entrepiso superior y de acuerdo a la ecuacion-
1.5, se tiene

0.22 +0.12 - 0.15 - 0.05 = 0. 14
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valor que repartimos entre los factores de corrimiento de las columnas, que
para el presente caso son iguales
0.14 (-0.75) =~ 0,10

~0.10 se coloca a la derecha y al centro de las columnas., De igual for—
ma lo hacemos para el entrepiso inferior

0.25 - 0.11-0.13 = 0.01
repartiendo 0,01 (-0.50) = - 0,01

En seguida calculamos otra vez las influencias de los giros, pero
ahora s fomando en cuenta las influencias del desplazamiento de la itera~
cidn anterior, de acuerdo a la ecuacidn 1.4, para el nudo 1 tenemos

4.50 - 0.05 + 3,08 - 0,10 = 7.43

repartiendo

7.

.

467

43 (-0.467 )
43 (-0.033)
Y en el nudo 4 tenemos.

2,50 + 2,10 - 0.24 - 0.56 - 0,10 - 0.01 = 3.69

3.69 (- 0.233) = - 0.86
3.69 (- 0.017) = - 0,06
3,69 (~ 0.217) = - 0.80
3.69 (- 0.033) = - 0.12

Al terminar esta 2a. iteracion de las influencias de los giros en
todos los nudos realizamos otra vez la de los desplozamientos, luego otra vez:
la de los giros, y asi sucesivamente hasta obtener la gproximacion deseada,
En el presente ejemplo se llegd hasta la Sa. iteraccidon, en la cual todos-
les valores convergieron.

El siguiente paso-es la obtencién de los momentos definitivos, —
que se realiza en la figura [V-7 y es igual que en el ejemplo 1, excepto_
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en las columnas, donde hay que agregar el término correspondiente al des-
plozamiento de acuerdo a la ecuacidn 11.3. Por ejemplo el momento del-
extremo 1-2 es la suma de : 0,27 que es la influencia del giro en el ex-
tremo contiguo y 0.35 que es a su vez lo suma de la influencia del giro -
en el extremo contiguo y opuesto y la del desplazamiento. De igual for—
ma se obtienen los momentos definitivos para toda la estructura, como se -
muestra en la figura 1V-7.

Aqui es importante observar las diferencios en los momentos obte
nidos entre este ejemplo y el anterior, en el cual no se considerd despla—
zamiento lateral. Dichas diferencias nos llevan a la conclusidén de que no
se debe despreciar dicho desplazamiento, ya que pueden llegar a cambiar-
de signo los momentos en los extremos de las columnas.

Finalmente en la figura 1V.8 se lleva a cabo la comprobacién -
de resultados, la cual es andloga a la del ejemplo 1, con lo diferencic de
que a los sumas en las columnas hay que agregar el término Dji = - M"j
/2K, que es el giro debido al desplazomiento lateral de la estructura, -
Por ejemplo en el extremo 4-7 sumamos Mki/K; = - 0.29/0.2 = - 1.45 -
con - MkiﬂKk; =-0.17/2 x 0.2 = + 0.42 y con Dy = - (0.05)/2 x
0.2 = + 0,12, que da ~ 0.91, que es el giro del extremo 4-5. De igual
forma se obtienen los giros de todos los extremos recordando que deben ser
iguales cuando estos concurren en un mismo nudo, se debe observar en lo-
fig IV.8 que el término que primero se obtiene es Djk.

EJEMPLO 3. Ahora seré resuelto un marco un poco més consi—
derable en cuanto a tamafo y a cargas consideradas. De la misma forma que

en el ejemplo 1, primeramente se consideraré que no hay desplazamiento =
horizontal de los nudos.

En la figura IV.9 se muestra el marco. En @l se han marcado ~
las rigideces K de las barras en el centro de cada unc de ellos, ademés —

se indican los valores de los cargas exteriores y las longitudes correspondien
tes de todos los elementos que forman el marco.
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-4.50 +4,50 -

+0.97 +3.85 -3.8 -d.27

+0.35 +0.02+ 40,02 -0.40

¥0.52 -0.63 0.6 Q.67

+0.50 -0.46

+0.85 =0.40 :

+0.05 -4.50 +4,50 Q.06 = ~2.00 42,00

0. 2.5 0.8 =9.1Z ~0.87 0.3 — ~4.07

.26 _+1.27 +1.27 _-0.17_ _-1.31 -1.31_ _-Q.12

+0.57 =1.08 .8 -0.29 -4.13 ¥0.20  =4.19
|

+0.26 -0.17 -9.12

Fig. IV.7 Obtencidén de Momentos Totales, Ejemplo 2
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Primeramente calculamos los momentos de empotramiento para to-
das las barras, por ejemplo para las 1-2, 5-6 y 9-10 dichos momentos son_

2
en el extremo izquierdo Mo == w]Lz =2 ]"2]6 =« 2,67 Ton-m
w2 2 x 16
en el extremo derecho Moy = T =1 - 2.67 Ton-m

de igual manera se obtienen los momentos de empotramiento en todas las -
barras y se anoton en los extremos de las mismas, ver figura IV.10,

A continuacidn obtenemos los momentos de sujecién que se ano—
tan en los centros de los circulos de cada nudo, por ejemplo para el nudo
2 éste vale

Mg = +2.67 - 11,15 = - 8,58

Los ecuaciones de trabajo para el presente caso seran la 1.1 y-
la 1.2, si recordamos la 11.2, ésta es

-2 T My = M+ Z) M (i.2)
(i

. . . 1

Lo cual quiere decir que tenemos que repartir el valor = == pro
porcionalmente a todas las barras que concurren en el nudo, para obfener-
los factores de giro. Por ejemplo en el nudo 10 se tiene :

1 1.6 1 0.3
/‘10_9=-TW. ="0.222 /}]0‘6=--2-_3—3., =-0.042

1 1.3 1 0.4
/)]0_]]=‘T—m'=~0.‘80 }11__]4':-—2'—3—.-3-:-0.055

La aplicacidn de la ecuacidn ( 11.2) en sucesivas interaciones, -
ésto es, al momento de sujecidn en cada nudo se suman los momentos flec_
tores de los extremos opuestos de las barros que concurren en él,  Esta su-
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ma se multiplica por los factores de giro de cada barra, y los resultados -
son las influencias de los giros sobre el momento flector en el extremo de-
cada barra, Reiterando esta operacidn en los sucesivos nudos en una mar—
cha arbitraria se puede llegar a la aproximacién deseada.

En la fig. IV.10 se ha llegado hasta la 3a. iteracidn, en la -~
cual los valores convergen. Se empezd la primera iteracion en el nudo 4,
por ser el méas descompensado, y en &l se supuso que las influencias de los
extremos opuestos valen cero por ser la primera iteracion.

+10.62 + 0.00 + 0,00 = 10.62

y repartiendo se tiene

Mg-3 = 10,62 (- .4 )
Mg-g = 10.62 (-0,067 )

ll ll

La 3a. iteracidn en el nudo 10 llegando del 6 fue como sigue :
- 8.58 +0.35- 0.24 +0.28 =9,19

y repartiendo

Mig-19 = - 8.19 (- 0.222 ) = 1.8]
Mig-g == 8.19 (- 0.042 ) = 0.34
Mig-11 = 8.19 (- 0.180) = 1.47

obsérvese que en los pies de las columnas este giro vale cero.

Como ya se dijo la marcha en los distintos nudos es arbitraria pe
ro aqui se siguid 4-3-2~1-6-8-7-5-10~12-9 y 11,

Ahora usando la ecuacidn 11,1 obtenemos los momentos definiti--
vos

Mik = My +2 MY + MY (1.1)

En la figura IV.11 se ha llevado a cabo esta suma, en ella solo
aparecen los valores que van a ser sumados en cada barra : el momento -
de empotramiento, la influencia del giro en el extremo contiguo y la suma
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algebraica de los giros en los extremos contiguo y opuesto, segin la ecua-
cion (H.1).

Finalmente llevamos a cabo la comprobacién de los resultados. -
Si recordamos el inciso 11.3 para el presente caso basta que se comprue--
ben las 2 siguientes condiciones :

G) z_ Mik=0
(i)

si observamos la Figura [V.11 esta condicidn se cumple con un error maxi=—
mo de 5 centésimas, lo cual es aceptable.

M. M, .
~ o ik k

En la figura V.12 se ha llevado a cabo la comprobacion de esta
condicién, en ella se anctaron en los extremos de las barras y por la parte
superior los momentos definitivos, los giros debidos a las cargas exteriores-
Tik, por ejemplo, para 1-2 vale { Ver Tabla Fig. 1V.4).

o o w? 2 x 16 _
N2=-%9% —gg— = FxT135 — = 29

esto se puede comprobar por medio de la viga conjugada y es positivo si -
gira en el sentido de las manecillas del reloj. También se anotd, tercer -
renglon en vigas y segunda en columnas, Mik/K;, que multiplicado por —
1/2 y afectado de signo contrario, se coloca en los extremos opuestos.

Finalmente la suma de estas tres cantidades, o dos en columnas,
nos da el valor del giro que debe de ser igual para todos los elementos -~
que concurren a un nudo. Cabe mencionar que los diferencios observadas-
estan dentro de lo aceptable.

EJEMPLO 4. En este ejemplo se resolvera la misma estructura -
del ejemplo 3 por chora con cargar laterales odicionadas a las ya existen—
tes, una carga de 2 ton, concentrada en cada nudo, actuando de izquier—
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Fig. V.11
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da a derecha.  Se ha escogido 2 ton. para facilidad de célculo.

Estas cargos laterales pueden ser debidos a sismo o a viento y su
disposicidn depende -de la estructuracién. También dan lugar a desplaza--
mientos lineales de los nudos y su evaluacidn se contempla en el inciso ~=

.2,

Nuestras ecuaciones de trabajo seran la 1.4 y la 1.6, los mo--
mentos definitivos se obteneran con la 11.3. Los factores de giro, los mo-
mentos de mpotramiento y los momentos de fijacidn se obtienen igual que -
en el ejemplo 3. Los factores de corrimiento se obtienen repartiendo -3/4
entre los columnas de un mismo piso proporcionalmente a la rigidez K de - -
los barras y se anotan a la izquierda de cada columna, como se indica en_
la figura IV.13. Posteriormente obtenemos los momentos de piso, que para
el piso intermedio vale

Qghg 4 x3.5

M = —3 = 3 = 4.47

[

4.67 se anota a la izquierda encerrado en un recuadro.

El proceso de célculo es analogo al del ejemplo 3, sélo que - -
ahora al calcular la influencia del desplazamiento debe ogregaorse en los —
extremos de las columnas el momento de piso M.

Al iniciar el proceso iterativo, como no conocemos ningiin valor
aproximado de fas influencias de los giros, calculamos Gnicamente las in--
fluencias de! desplozamiento, multiplicando los momentos de los pisos por-

el correspondiente factor de corrimiento. Por ejemplo, para el piso inter—
medio este vale.

4,67 (- 0.375) == 1,75
realizada la primera iteracion de los desplazamientos realizamos la primerc
de los giros, y asi sucesivamente hasta obtener la aproximacidn adecuada.
En el presente caso &sta aproximacion se obtuvo en la 4a. iteracion. Co

mo ejemplo realizamos {a iteracién No. 4 del nudo 11.

+2.94 +1.,98 + 0.01 - 1.81 - 1.94 - 2,83 =~ 1.65
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- 1.65 (- 0.197) = 0.33
- 1.65 (- 0.045) = 0.07
- 1,65 (- 0.197) = 0.33
-~ 1,65 (- 0.061) = 0.10

El siguiente paso es la obtencidn de los momentos definitivos, €s
tos se obtienen en la figura IV. 14 andlogamente a como se hizo en el -~
ejemplo 3 sdlo que chora se agrega ademés la influencia del desplazamien_
to, que sdlo existe para las columnas en el presente caso.

Finalmente obtenemos los giros, en la figura 1V.15, para la com
probacidn de resultados. FEsta comprobacidn es también anadloga o la del -
ejemplo 3, con la diferencia de que ahora se agrega el giro Dj| debido a
desplazamiento en los extremos de las columnas de acuerdo a la ecuacidn-
.13, ésto es

Mik Mg
Kik 2Kk

Ty = Dji + Ty + (1.13)

Si recordamos Djp = - 2Ky y s6lo se aplica a los extremos-

i
de las columnos, ya que son los Unicos que giran a causa del desplazamien
to lateral.
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Los ejemplos 5 y 6 se han resuelto pare carga lateral uniforme--
mente distribuida, La estructura del ejemplo 5 se muestra en la figura - -
V.16, en realidad es la misma estructura del ejemplo 3 pero en ella se -
han variado las alturas de los entrepisos y se conservan los coeficientes de
rigidez K. La del ejemplo b se muestra en la figura IV.23 y se ha re- -
suelto para las mismas cargas de a del ejemplo 5 pero en ella se han va-
riado los coeficientes de rigidez K de las columnas hasta quedar aproxima
damente iguales a los de las vigas.

El proceso de calculo es andloge al del ejemplo 4 con la dife--
rencia de que ahora no hay carga vertical, &to se ha hecho con el obje-
to de comparar los resultados proporcmnados por el método de Kani en los
ejemplos 5 y 6, como se muestra en las paginas que siguen, con los obte—
nidos por el método del factor y el método de Bowman.

También se han Hevado a cabo las comprobaciones correspondien
tes en las soluciones por Kani, figuras V.19 y V.26, en ellas se puede=
ver que las soluciones Kani son aceptables ya que las diferencias en fos -~

giros, entre barras que concurren en un mismo nudo, no pasan de 6 centé
simas.

En cambio los resultados obtenidos con el método del factor, fi—
guras I1X=21 y {V-28 y el método de Bowman, figuras 1X-22 y {V-29, no -
son buenos; yo que se pueden observar diferencias hasta de! 50%, notado-
se incluso que no varid la solucidn por el método del factor al variar la -
rigidez de las columnas en el ejemplo 6.

Como ya se dijo el proceso de célculo por el método de Kani -
es andlogo al de los ejemplos anteriores, por io tanto vamos a ver la solu
cidn del ejemplo 5 por el método del factor y el método de Bowman.

En los figuras 1V.20 y V.21 de muestra la solucidén del ejemplo
5 por el método del factor, dicha sclucidén se ha llevado a cabo como si—
gue : Como punto nimero | se cobtienen los factores "v" de las vigas, de
acuerdo a lo dicho en el inciso | del capitulo lll, en todos los nudos; co
mo lo sumo de los coeficientes K. de las columnas que concurren a dicho~
nudo entre la suma de los K de todos los elementos que concurren en el nu
do, por ejemplo para el nudo 10 se tiene

0.3 +0.4
03+04+16+13

0.194
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0.194 se anota como primer término de la suma que se va a efectuar en —
las dos vigas que concurren al nulo lo.

Como siguiente paso se obtienen los factores "c* de las columnas
para todos los nudos, como C= 1-v, en el nudo lo. se tiene

1 - 0.194 = 0. 806.
que se coloca en los extremos de las columnas del nudo lo.

A cada uno de los nimeros obtenidos en los pasos anteriores, en
cada extremo de todos los elementos de la estructura, se le suma la mitad
del correspondiente al extremo opuesto del elemento, como se indica en la
figura IV-20. Posteriormente todas estas sumas se multiplican por el corres
pondiente coeficiente K del elemento, Por ejemplo en los extremos supe—
rior e inferior de la columna entre los nudos 6 y 10 tenemos

dichos valores son en realidad los valores relativos aproximados de fos mo—
mentos en los extremos de todos los elementos de la estructura.

Por la estatica, lo suma de los momentos extremos de las colum-
nas en un piso determinado, es igual al cortante horizontal total en el pi-
so multiplicado por la altura, Por lo tanto los valores encontrados en el -
paso anterior en los extremos de las columnas "Pj ", se pueden transformar-
en momentos por proporcidn directa en cada piso, en otres palabras.

Mik = A Z P (H.2)
(r) (r)
y por otro lado
A= —2 1.3)
Z Py .
(r)

Asi el valor de A para el entrepiso superior es
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- 1.75 Ton_x 3.50 m - 2.00
0.241 +0.254 +0.264 + 0.272 +0.261 +0,270 +0.231 +0.245

3 se multiplica por todos los valores "P;i." del entrepiso superior para obte
ner los momentos en los extremos de las columnas de dicho entrepiso. En=

lo figura IV-2l se ha realizado la operacidn anterior para los 3 entrepisos
de la estructura.

Finolmente la suma de momentos en los extremos de las vigas en
cada nudo, es igual por la estatica, a la suma de los momentos en los ex
tremes de las columnas que se obfuvieron en el paso anterior, en otras pa-
labras, la suma de momentos de-las columnas que concurren a un nudo se-
reparten entre las vigas que concurren a dicho nudo en proporcidn a su --

coeficiente de viga Vji, como ejemplo en el nudo lo se tiene : --
Momentos en los columnas = 2.96 - 7.90 = - 10,86, (10)
0-8 ___ s

0.553 +0.390

Myg.9p = 11.52 (0.553) = 6.37 ton~m
Myo-11 =11.52 (0.390) = 4,49 ton-m

En la figura 1V-21 se han obtenido los momentos definitivos por-
el método del factor para toda la estructura, en ella sdlo aparecen 2 valo

res en cada extremo; el factor de viga o de columna, segin el caso y eI
momento definitivo.

Ahora se resuelve el ejemplo 5 por el método de Bowman. En -
la figura IV-22 se muestra dicha solucidn y se llevé a cabo de acuerdo a_
lo dicho en el incise 111.2, como sigue :

En el entrepiso inferior y de acuerdo a la ecuacion lli~4 se dis-

tribuye entre las columnas y proporcionalmente a sus rigideces la fuerza --
cortante.

13 - 0.5
Q =~ (10.50 = 6.56
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no hay que olvidar que en entrepisos superiores se distribuye la fuerza Q¢
derivada de la ecuacidn lil.5

6.56 -—-—?—%—— = 1.44 )
1.64 se coloca a la altura del punto de inflexion de todas las columnas —
del entrepiso inferior, por tener todas el mismo valor de K. A continuacidn
se distribuye la fuerza Q; = Q - Q. entre los crujias del entrepiso propor
cionalmente a la rigidez de la trabe que la limita en la parte superior y—
la cortonte de cada crujia se distribuye a su vez por partes iguales entre -
las 2 columnas que la limitan, para el entrepiso inferior se tiene

Q, = 10-50-6.56 = 3.94

para {a crujia de la izquierda

1.6 _ PR
(3.94) 7573 =1.50 1.50 = 2 = 0.75

0.75 se coloca después del valor obtenido en el paso anterior y se suman,-
esta suma es la cortante del entrepiso que corresponde a cada columng; --

hay que observar que en las columnas centrales que colindan con 2 crujies
los valores a sumar son 3.

A continuacidén se multiplica la fuerza cortante de cada columna
por su distancia al nudo superior e inferior pura obtener el momento defini
tivo correspondiente, como se muestra en la figura IV, 22,

Finalmente los momentos de los vigas se obtienen como se hizo -
con el método del factor, o seq, la suma de momentos de las columnas - -
que concurren en un nudo se distribuyen entre los viges que llegan a dicho
nudo porporcionalmente a sus coeficientes de rigidez K, pero teniendo en-

" cuenta los distancios o los puntos de inflexion excepto para los nudos exte
riores, por ejemplo pora el nudo 12 que es exterior se tiene B

Z Momentos en las columnas = 5.40 + 1,57 = 6.97
(12)



n

pero en el nudo 11 se tiene, ver en la fig. 1V.22 los distancios a los ~ -
puntos de “inflexidn

9
Mijarz = 52— (6.33) = 5.70 ton-m

posteriormente obtenemos el momento desconocido del nudo 11 el Mi1-10

M"__lo =570 - 2.59 ~ 6.86 = - 3.75 ton-m,
pero de acuerdo a los resultados obtenidos con el método de Kani en los -
ejemplos 5 y 6, los momentos en las vigas cuando sdlo hay carga lateral -
en la estructura son siempre positivos por lo tanto

Mi1-12 = 3.75 ton=-m

De igual modo se obtienen los momentos en todos los elementos-
de la estructura, como se muestra en lo figura V.22,

Las hojas que siguen muestran la solucion de los ejemplos 5y 6_
por los tres métodos como ya se menciond al inicio del ejemplo 5.
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CAPITULO - V.~ CONCLUSION,

Como ya se dijo al principio de esta tesis, el analisis estructu--
ral es un medio para lograr un fin - no el fin mismo - pero constituye - -
uno de los principales problenias en un proyecto de disefio estructural, por_
lo cual se le debe dar la importancia que requiere.

Para establecer una conclusién se debe fijar la atencién o lo-
que ya se propuso ol principio; la comparacion entre las soluciones dadas_
por Kani y las proporcionadas por los métodos del factor y Bowman.

En los ejemplos 5 y 6 se resolvid una estructura sujeta a cargas-
laterales exclusivamente, para llevar a cabo dicha comparacian, 'y de am—
bos casos se pueden establecer los siguientes puntos :

3

1. En ombos ejemplos los métodos aproximados dieron errores -
hasta del 50% en ambos sentides, y oqui se deben cuantificar los errores -
maximos y de ninguna manera un error promedio.

2. Al variar los coeficientes de rigidez K de un ejemplo a - -
otro; en el ejemplo & dichos coeficientes eran cosi igucles entre trabes vy
columnas; la solucidn por el método del factor no varid. Cabe aclarar -
que en el caso de ser dichos coeficientes mayores en las columnas que en-
los trabes, el método de Kani no converge répido, llegdndose al extremo -
de tener que realizar hasta 10 & més iteraciones en el caso de que dichos
coeficientes K guarden entre si la relacidn del ejemplo 5 pero a la inver
sa, ésto es, de que en los trabes sean del orden de 0.3 y en las columnas
del orden de 1.4, afortundamente dicho caso casi no se presenta en la - -
practica.

3. Llos resultados por el método de Kani fueron todos comproba
dos con el método del inciso 1I-3 y fueron todos satisfactoriocs.
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4, Al resolver los ejemplos 1 y 2 con el método de Kani, pe—
ro considerando en el 1 que no hobia desplazamiento lateral de la estruc—
tura, se vid que dicha consideracion puede llevar a errores bastante consi_
derables en los momentos de las columnas.

Por lo anterior se concluye que los métodos aproximados, por la_
poca bondad de los resultados que proporcionan, deben ser empleados sblo_
al realizar analisis preliminares o al resolver estructuras de probada poca -
importancia. Yo que al incluirseles en el andlisis de una estructura impor
tante, los errores que acarrean pueden ser tan grandes que no olcancen a-

ser compensados por los factores de seguridad implicitos en las férmulas de
disedio,

Por ofro lado dichos errores tienen su rozén de ser ya que al --
portir de suposiciones inexactas, que introducen las hipétesis que se hacen,
se tiene que llegar logicamente a resultados inexactos.

También es importante llevar a cabo la comprobacién de resulta-
dos para trabajador sobre valores seguros. Esto duplica casi el tiempo em-
pleado, pero vale la pena ya que como se vid en el inciso correspondien-
te el equilibrio de los nudos de una estructura rio implica la bondad de los
valores que hacen posible dicho equilibrio, ya que éstos se pueden forzar-
como en los métodos aproximados.

Por sltimo es recomendable para un calculiste, como una buenc-
herramienta de trabajo, un progroma de computadora que ademas de propor

cionar los resultades por Kani lleve a cabo la comprobacién de los mis- ~-
mos.
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