
Universidad Nacional Autónoma de México 
FACULTAD DE INGENIERIA 

INTERACCION TRIDIMENSIONAL. DE 

MUROS Y MARCOS DE CONCRETO 

T E s s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

INGENIERO CIVIL 

P R E S E N T A 

JORGE A. CABALLERO MALDONAOO 

FEBRERO DE t 979 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



FACULTAD DE INOENlERIA 
EXAMENES PROFESIONALES 

60·1·10 

Al Pasante sei'!or JORGE A. CABALLERO MALDONAOO, 
Pre ente 

En atención a su solicitud relativa. me es grato transcribir a usted a 
continuaci6n eI tema que aprobado por e ata .Dirección propuso el Pr.!!. 
fe1or M. l. Gustavo R.a!ael Aranda. Hernández, para que lo desarr.olle 
como tesis en su Esamen Profesional de Ingeniero CIVIL. 

"INTERACCION TRIDIMENSIONAL DE MUROS Y MARCOS DE 
CONCR.ETO" 

l. Introducci6n. 
Z. Interacción trldirre nsional de muros y marcos. Mf 

todo exacto. 
3. Interacción tridimensional de muro e y marcos. Mf 

todo aproxilnado. 
4, Aplic&c:ione a. 
5, Conclusiones. 
6. Reconocimiento. 
7. Bibliograña 

RUego a usted se sirva tomar debida nota de que en cumplimiento de• 
lo especificado por la Ley de Profesiones, deberá pre a ar Servicio S.!!, 
cial durante W1 tiempo mi'nimo de seis meses como requisito indispe!!. 
s&ble para sustentar Examen Profesional; as! como de la disposición 
de la Dirección General de Servicios Escolares en el sentido de que se 
imprima en lugar viaible de los ejemplares de la tesis, el título del 
trabajo realizado. 

Atentamente 
"POR. MI R.AZA HABLARA EL ESPla.tTU" 

79 

~ 
JJE/0!5LH/ser 



INDICE 

1. INTROl>UCCION, 

2, INTEAACCION TRIDI!-IENSION1\L DE MUROS Y MARCOS, 

~IETODO EXACTO, 

2.1 

2.2 

2.l 

2,4 

2.5 

2,6 

2.7 

3. 

lntroducci6n, 

Riqidez de miembros individuales, 

Matriz de rigidez para la estructura completa. 

~&lisis tridimensional de edificios. 

Proqrama general de an!lisis de e~ificios, 

Idealizaci6n estructural. 

Riqidez lateral de marcos, 

IMTEAACCION TRIDI~'NSIOH'1. DE "'!UROS Y ''l\RCOS, 

METODO APROXIMADO, 

1 

5 

5 

11) 

22 

24 

25 

29 

32 

51 

1,1 Planteamiento del problema, 51 

3,2 Ecuaciones de equilibrio. '62 

3,3 Soluc16n del sistema de ecuaciones de equili~rio. 67 

3,4 condiciones de frontera. Detenninaci6n de consta~ 

3,5 

4, 

4,1 

tes. 

01agonal1zaci6n de matrices, 

APLICACIONES, 

Ejempl~ 

4,1.1 Mdtodo aproximado. 

72 

82 

86 

86 

n 



4.1.2 Mlltodo exacto, 121 

... 1.3 COlllparaci&n de resultados, 128 

4.2 Ej8111plo 2, 137 

4.2.1 M~todo aproximado, 139 

4.2.2 Mdtodo exacto, 150 

4.2.3 Comparaci6n de resultados. 154 

s. CONCLUSil)NES, 162 

6. RECOtmc IMIE!-'TO. U6 

7. BIBLIOG!t!'\.FI!\ 167 



1. INTRODOCCIOH. 

La interacc16n entre muros de c.'Or:tante y 111arca11 es un ª.! 

10 especial de indete1:111inaci6n. en la que bAsicamente dos e­

lementos diferentes estAn unidos para producir una sola es-­

tructura. 

Si se considera que ~nicamente elnarco toma toda la car­

ga lateral, se desarrollarán momentos en las·columnas y vi-­

gas, p~ra resistir la fuerza cortante total en cada piso, y 

al estar resistiendo toda esta carga lateral los marcos se -

flexionaran, como se muestra en la fig 1.1 • 

Si se considera que un muro de cortante resiste toda la 

carqa lateral, se desarrollarán momentos en cada piso igua-­

lea al momento de volteo de ese nivel, y su forma flexionada 

será la de una viga en voladizo, como se muestra en la fig -

1.2 • 

Cuando una estructura está compuesta por muros y marcos, 

el cortante exterior será resistido por ambos, por medio de 

su riqidez de entrepiso y cada uno procurará evitar que el -

otro adopte su forma libre natural de flexionarse. 
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En el presente trabajo se pretende analizar el comporta­

miento de estructuras formadas a base de marcos y muros de -

cortante ante carqas laterales. El an&lisis ae basa en consi 

derar el comportamiento de la estructura en forma atridimen-­

sional, para lo cual se presentan dos m!todos de análisis, -

uno es exacto (m!todo de riqideces) y el otro es aproximado. 

El análisis s!smico de edificios consiste en ~ obtener -

las fuerzas laterales que representan la acci6n sísmica so-­

bre el edificio~ distribuir estas fuerzas entre los elemen"'­

tos resistentes y determinar los elementos mecánicos que se 

generan en los miembros de cada elemento resistente. Las 

fuerza• alsmicas se determinan con loa criterio• señalados ~ 

en el !le9lamento de Construcciones para el Distrito Federal 

(ref 12). 

Independientemente de c6mo se determinen las fuerzas s1! 

micas provocadas por un temblor, se deberá cuantificar cuál 

es la fµerza que le corresponde a cada uno de los elementos 

resistentes del edificio, como son los marcos, los muros, o 

una combinaci6n de ellos. 

El objeto de este trabajo es presentar procedimientos p~ 



ra efectuar lo descrito anteriormente. En el segundo cap!tu­

lo se plantea el an4lis1s estructural de marcos tridimensio­

nales, por medio del ~todo de r19ideces1 para las aplicaci~ 

nes pr4ct1cas del m~todo se requiere del uso de un proqrama 

de computadora (refs 24 y 25). En elcnp!tulo tercero se pre­

senta un m~todo aproximado de anAlisis tridimensional, que -

toma en cuenta la interacci6n de muros y marcos. En el cuar­

to se presentan dos ejemplos ut11izando ambos llllltodoar en -­

••• cap!tulo se hace un resuman y una comparac16n de result~ 

dos. 

E1 illlportante hacer notar que el miltodo ~proxilllado puede 

aplicarse cuando los edificios se encuentran sometidos a o-­

tras carqas laterales distintas a las sísmicas, tales como -

viento. 

Finalmente, en el capítulo cinco se presentan las concl~ 

siones. 



2. INTERACCION TRIDIMENSIONAL DE MOROS Y MARCOS. MBTODO 

EXACTO. 

2.1 Introducci6n. 

5 

El m~todo de rigideces ha sido usado por muchos años y 

con el desarrollo de las calculadoras digitales ha adquirido 

bastante aceptabilidad. La ecuaci6n b!sica expresa el momen­

to en el extremo de un miembro como la superposioi6n de 101 

momentos debidos a las cargas externas que actdan sobre el -

miembro con los extremos restringidos y aqu~llos causados -­

por los desplazamientos finales. 

Para aplicar el m6todo de las rigideces, o de los despl~ 

zamientos,en la soluci6n de una estructura hiperestStica se 

necesitan determinar primero las componentes independientes 

de los desplazamientos (lineales y angulares) que se deseen~ 

cen, estos desplazamientos se consideran las inc6gnitas del 

problema. 

Por cada componente de desplazamiento desconocida se e~ 

tablece una ecuación de equilibrio en función de las fuerzas 

externas conocidas y de las fuerzas internas desconocidas, -

las cuales están expresadas en t~rminos de los desplazamien­

tos. Se forma un sistema de ecuaciones cuyo ntlmero es igual 
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al ndmero de componentes .de desplazamientos desconocidos. La 

soluci6n del sistema de ecuac~ones permite conocer los valo­

res de loa desplazamientos, con los cuales se pueden calcu--

lar las fuerzas internas. 

Para el prop6sito de esta discua16n se considera un el~ 

mento viga, restringido en sus extremos, con momento de ine!_ 

cia constante (fig 2.1). Los extremos del miembro ser4n denE_ 

minados por las letras i y j. Para el caso de vigas la defo!, 

maci6n axial se desprecia, las otras acciones son mostradas 

en la fi9 2.2 • 

De la deformac16n de la viga, fig 2.2(b), se obtienen -

las siguientes relacionea 

2.la 

2.lb 

siendo $i,j= giro en el extremo i,j; ei,j= rotaci6n en el e~ 

tremo i,j¡ ~=(ó2-ó1)/L, desplazamiento del miembro. 

De la fi9 2.2 se tiene que Mij y Mji= momentos de Y'P2. 

trarniento; s 1= rigidez rotaeiona,fdel extremo i; t 1= momento 
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de transporte, es el momento en el extremo j causado por una 

rotaci6n unitaria en el extremo ii sj• riqidezrotacionalen 

el extremo j: tj• momento de transporte en el extremo i cau­

sado por una rotaci6n unitaria en el extremo j: ó 1 y 6 2 • --~ 

traslaci6n relativa de los extremos i y j,respectivamente. 

Para la obtenci6n de los coeficientes de rigidez~otaci!? 

nal, la estructura restringida debe ser analizada por la a-­

plicaci6n de valores unitarios de los desplazamientos en las 

juntas, como se indica en la fiq 2.2{c}. Se tiene que para -

un miembro prism!tico SimSjm 4~1; y ti=tj= 2~1. 

Los momentos finales Mij y Mji pueden ser expresados c2 

mo la suma de los momentos debido a la carga lateral en el -

miembro y de los momentos inducidos por los giros ce1-Y) y -

(ej-'l en los extremos i y j, respectivamente. Por lo que se 

tiene que 

M1 j= si(e1-~> + tj{ej-'l + M"1 j 

Mj 1= sj\ej-~> + t 1 te1-'> + M"j 1 

2.2a 

2.2b 

cuando el miembro tiene rigidez constante Et, la ecua--

ción de pendiente-deformaci6n queda : 



Mi.j. ~J:(40i + 26j - 6'!') + Mij 

Mji. ~J:(20i + 'ªj - 6'!') + Mji 

2.3a 

2.3b 

Las juntas en un marco est&n sujetas a fuerzas iguales 

y· opuestas a las fuerzas que actdan en los extremos de los -

miembros que concurren en una junta dada. El ntlmero de ecu!. 

cionea de equilibrio requeridas es igual al grado de inde-­

terminaci6n cinem!tica en cada nudo, de esta manera se ob-­

tendrl un •1•tema de ecuaciones simultlnea•, del cual se po­

drln determinar loa de•plazamientoa de las juntas. Una ve1 -

e•tmblecidoa loa de•pla1aa1ento• en la• junta•, su •u•titu~ 

ci&n en las ecuaciones de pendiente-deformaci6n dar& 101 lllO"" 

mento• finales, y por lo tanto lo• momentos flexionantea y -

otras fuerzas restringida• pueden ser determinadas por 11m~ 

ple eatAtica. 

Las ecuaciones 2.3 pueden escribirse en forma matricial 

como 

{F} + [s] {O}= {O} 2.4a 

o [s] {O}•-{F} 2.4b 

siendo {F}= vector de cargas actuantes sobre la estructurar 
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[s]~ matriz de rigidez: {D}= vector de desplazamientos de la 

estructura. 

En un caso general, si el nllmero de restricciones int~ 

ducidas es n, el orden de {D}, [sJ y {F} es nxl, nxn y nxl, 

respectivamente. La matriz de rigideces [s] es una matriz -­

cuadrada y sim~trica, los elementos de la matriz de rigide--

ces de una estructura son obtenidos por la suma directa de -

coeficientes de rigidez en los extremos de los miembros, as~ 

ciados a los mismos grados de libertad que se hayan supuesto. 

2.2 Riqidez de miembros individuales. 

a) Rigidez de vigas. La rigidez de una viga se obtiene 

en t~rminos de las coordenadas de deformac16n, como se mues-

traen la fig 2.3 • En este caso la ec 2.4b queda : 

2.Sa 

de donde s1= 2.Sb 

2 .se 

2.Sd 
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siendo Hi= momento en el extremo i: Hj= momento en el extre­

mo j; si,jª coeficiente de rigidez, considerando el efecto -

de cortante en la secci6n, en el extremo i,j:_ ti,j= momento 

de transporte, cons~derando cortante; a= factor de flexibil1 

dad a cortante: Acc Area efectiva de cortante: G= módulo de 

elasticidad a cortante: E~ m(5duloée elasticidad; Im momento 

de inercia de la secci6n1 L=< longitud 1 del mie!llbro. · 

Además, de la fig 2.3 se tiene que por continuidad 

4> 1 1 1/L 1 1 -1/L ~ 1 1 1 l 
t~j- t lh: r~:;A 

las ecs 2.Sa y 2.6 se pueden escribir como 

2.6 

2.7 

2.8 

siendo ab= matriz de continuidad: rb= desplazamientos. A Pª!. 
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tir de estas dos ecuaciones la matriz de rigidez de la viga 

sb puede expresarse como 

Sb= aTb a a b b 2.9 

b) Rigidez de columnas. La rigidez de columnas es der! 

vada de la misma forma, considerando adem!s la deformaci6n -

axial de la columna. En t~rminos de las coordenadas de defo~ 

maci6n, mostradas en la fig 2.4, la rigidez de la columna --

puede definirse como sigue : 

2.10 

siendo A= !rea de la secci6n transversal; E= m6dulo de elas-

ticidad; L= longitudl de la columna. Los otros t~rminos son 

los mismos que se indicaron anteriormente, 

De la fig 2.5 se obtendr! la matriz de continuidad, la-



L 

flg. 2.15 · DEFORMACIONES OE LA ~MNA 
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cual está dada por las deformaciones y desplazamientos del -

marco, como sigue : 

2.11 

Las ecs 2.10 y 2.11 pueden escribirse de la siguiente -

manera : 

2.12 

2.13 

A partir de estas dos ecuaciones, la matriz de riqidez 

para una columna s 0 está dada por 

S = aT s a c e e e 2.14 

En caso de tomar en cuenta el efecto del nudo rígido --

sobre la estructura, es decir, si se considera la contribu--

ci6n de la junta a los desplazamientos en vigas y columnas -

(como se muestra en la fig 2.6), la matriz de continuidad --
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para l~ ~iga __ es iCJUal con 1 

{::}-
r, ' ' ' ~ t l+B' l. t A 1 1 

VI t-r:~_r:_:_ ~-:-· 
B1 1 :i A t 1 

l"· L'' L' 1+L1r; 
1 1 1 

VJ 

2.15 

y para la columna 

{ l ¡ 1 1 1 1 1 l ~i 1~ 1 !. 1 ~ 1 -!. 1 1 
~ ~L_,_ 1:_¡_ L_I __ ! __ 

1 1 1 1 1 
~j = !! 1 !. ,1~ 1 -!. ' 1 

L I L 1 L L 1 1 
- - - , - _I - - ¡- - 1- -

6 : 1 ! ' 1 1-l. 

2.16 

siendo A=B= tamaño de la junta, el cual representa el ancho 

de la columna, ·o bien, el. peralte de la viqa. 

e) rigidez de muros. La rigidez de una columna coman, 

al incluir deformaci6n a ·flexidn y cortañte ec 2.10, puede -

emplearse para obtener los elementos mec!nicos de un muro. -

Cada grado de libertad rotacional es transformado en dos de~ 

plazamientoe verticales de las juntas adyacentes. La matriz 
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flg. 2.7 DEFORMACIONES OEL MURO TIPICO Y DESPLAZAMIENTOS 
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de transf ormac1en de deformacien-desplazamtento esta dada por 

1
~1 

~j 

ó 

o 

l. 1 -1 1 -1 '1 1 
t:"" 1 - 1 - 1- 1 n 1 h d d 1 1 - T- -1- _ l ____ _ 

1 -l. l 1 1-1 1 l 
Fi: 1 hl •iJ 1 i! 

l 1 1 
-, - -1 - ..J - 1 - -, -

1 t 1 1 l -1 -1 
21~ 1 2 1 2 

1 1 1 

2.17a 

2.l7b 

Las deformaciones del miembro y los desplazamientos de 

la junta est.4.n mostrados en la fig 2.7 • 

A partir de las ecuaciones 2.10 y 2.17, se obtiene la -

matriz de rigidez del muro, la cual estl dada por : 

2.18 

d) Rigidez de diagonales (contravientos). Al calcular 

la rigidez de marcos contraventeados es necesario considerar 

las deformaciones longitudinales de esos miembros. En diag~ 
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nales la rigidez se define como 

2.19a 

o 2.19b 

siendo o= desplazamiento de la diagonal, el cual esta dado -

por los desplazamientos horizontal y vertical, como se mues­

tra en la fig 2.B, por lo tanto se tiene que 

rT 

º"' [sen a: cos a: -sen a: -coa =J H 2.20a:.. 

rª 
V 

rB 
lt 

o ~d=adrd 2.20b 

La rigidez de la diagonal está dada por 

5 = aT s a 
d d d d 

2.21 

2.3 Matriz de rigidez para la estructura completa. 

En la ec 2.4 [sJ es la matriz de rigidez de la estruc~ 
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ra completa, la cual representa las diversas componentes de 

ias acciones en las juntas para mantener la estructura res-­

'!:.ringida cuando está sujeta a la aplicación de valores unit~ 

rioa de los desplazamientos en las juntas. 

Una vez que la matriz de rigidez ha sido desarrollada -

?ara cada miembro, los elementos de la matriz deben ser ide~ 

~ificados con respecto a los grados de libertad de los mar--

cos ordenados apropiadamente, para obtener la matriz total -

C:e rigideces de la estructura por medio de la suma de los -­

coeficientes de rigidez de cada miembro, asociados al mismo 

;orado de libertad. 

El ensamble de la matriz de rigidez completa de una es­

~::uctura depende únicamente de la forma en que los miembros 

~stán conectados, y no de la geometr1a del sistema, por lo -

tanto la rigidez del marco queda 

2.22 

ln cual también se puede escribir como 
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T 

S11 S1 2 • • • au 

82 1 S2 2 ••••••• a22 

'• • .. • • • • • • SNN •• •••• • SNN ·~ 

Una vez que se ha obtenido la matriz de rigideces de la 

estructura completa, se sustituye esta en la ec 2.4 para ob­

tener los desplazamientos y elementos mecánicos de la estru.s_ 

tura. 

2.4 Análisis tridimensional de edificios. 

La técnica que ha sido desarrollada para el análisis de 

sistemas estructurales planos puede ser extendida fácilmente 

a estructuras tridimensionales. 

El método de rigideces es una herramienta muy poderosa 

en el análisis tridimensional de marcos cuando es utilizado 

por medio de las calculadoras electrónicas. Se pueden anali­

zar estructuras simples o complejas con relativa rapidez. 
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El an&lisis de un marco tridimensional por el m'todo de 

rigideces difiere del análisis de un marco plano, dnicamente 

en el ensamble de las matrices que se usan. . 

De acuerdo con el análisis de un marco plano, el primer 

pasa en este matada es calcular la matriz de riqidez de la • 

estructura CO!llpleta rc1 1 la cual repreaenta una 8\lllla de las 

matrices de rigideces de los eleiaentos individuales del •i•­
tema eatructural baja estudio. 

2.5 Programa general de an~lisis de edificios. 

Existen muchas programas para calculadora con los cua-­

les se puede efectuar el anllisis de sistemas estructurales, 

varios de estos programas pueden ser usados para el análisis 

de edificios (refs J, 16, 24, 25). El programa para el an4l! 

sis de edificios que se us6 en este trabajo es el E'l'ABS (ref 

25), el cual fue desarrollado en la Universidad de Califor.-.. 

nia en Berkeley. El programa ETABS es un procedimiento desa­

rrollado para el an&lisis estructural de edificios formados 

por marcos y muros de cortante, los cuales est&n sujetos a -

carga estltica y s!smica. El edificio es idealizado por un -

sistema de marcos y muros de cortante independientes, los ~ 
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cual•• eatan interconectado• por diafra9111as de piso, que son 

rfqidos en au plano. 

En el programa se aceptan los siguientes elementos es-­

tructurales columnas, en las cuales se toma en cuenta la -

deformaci6n a flexi6n, cortante y axial; viga·s, que no nece­

sariamente deben ser prism4ticas, en las cuales se considera 

la deformaci6n a flexi6n y cortante, y se desprecian la fle­

xi6n alrededor del eje vertical y las deformaciones axiales; 

:muros, que pueden ser de dos tipos : uno incluye deformacio~ 

nes por flexi6n y otro toma en cuenta solo deformaciones por 

cortante; diagonales, en las que dnicamente se consideran d~ 

formaciones axiales. 

Los edificios por analizar pueden ser asimétricos y no 

forzosamente rectangulares, por lo que se acepta la posibil! 

dad de tener marcos y muros localizados arbitrariamente (fig 

2. 9) • 

En el análisis las condiciones de carga son ocho : tres 

verticales, dos horizontales, dos espectrales ~· una con int~ 

graci6n paso a paso del sismo. Las cargas estáticas se pue-­

den combinar con las solicitaciones del sismo lateral. As! -
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1\ IAFRAGMAS DE PISO 
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flg. 2.9 EDIFICIO FORMADO POR MAR(i)S Y ·MuROS 
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m11mo, se pueden evaluar las frecuencias y formas modales ~ 

del edificio, las cuale• pueden calcularse independientemen­

te de las condiciones de carqa o en combinaci6n con ellas. 

En la forrnulaci6n.b§sica loe marcos y muros se conside­

ran como subestructuras, lo que minimiza el trabajo de prep~ 

raci6n de datos y reduce significativamente el tiempo de cá! 

culo, ya que en lugar de tenerse varios marcos planos se ti~ 

ne una subestructura compuesta por un marco tridimensional, 

el cual está constituido por elementos estructurales que, si 

son semejantes, se pueden generar a través de una opci6n del 

programa. 

Este programa facilita el análisis de marcos tridimen-­

sionales en los que exista completa compatibilidad de despl~ 

zamientos en los elementos y como una particularidad del mi!, 

mo se puecie realizar también el análisis de marcos planos. 

2.6 Idealizaci6n estructural. 

Se supone que los pisos son rígidos en su propio plano. 

Las cargas laterales actúan en el nivel de piso, por lo tan­

to, son transferidas a las columnas y a los muros de cortan-



. -e. 
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te a trav~s de los diafragmas de piso. Cada nivel de piso -­

tiene tres grados de libertad,: dos traslaciones en planta -

X y Y y una rotaci6n alrededor del eje vertical. 

Cada marco es tratado como una subestructura indepen--­

diente. La matriz de rigideces de la estructura completa es­

t! formada bajo la suposic16n de que todos los marcos están 

conectados en cada nivel por un diafragma, el cual es rtgido 

en su propio plano. Cada junta tiene seis grados de libertad, 

es decir, desplazamiento y rotación en cada uno de sus ejes 

(fig 2.10). 

Las columnas deben ser prismáticas, y en ellas se cona! 

deran las deformaciones por fuerza axial y cortante. Las vi­

gas no necesariamente deben ser prism~ticas, pero si deben -

ser sim~tricas con respecto a su plano medio vertical. La d~ 

formaci6n por cortante puede ser considerada por una modifi­

cación apropiada de los factores de rigidez. 

Los elementos muro pueden ser de dos tipos : muros que 

trabajan a flexión y cortante, y muros que trabajan a corta~ 

te t'.1.nicamente. 
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flg. 2.11 MARCO TIPICO 
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En la fig 2.11 se muestra un edificio tlpico constitui­

do de un solo marco tridimensional1 el cual eatl compuesto -

de vigas, columnas, diagonales y muros. 

2.7 Rigidez lateral de marcos. 

Las suposiciones descritas anteriormente permiten que -

cada marco o muro sea tratado como una!Ubestructura separada. 

La dnica coneJCi6n es a travAs de los desplazamientos comunes 

en los niveles de piso. El primer paso para el de~arrollo de 

la rigidez del edificio completo es a partir de la rigidez l! 

teral de cada marco, la cual se obtiene mediante la rigidez 

individual de los miembros. 

En base a las deformaciones mostradas en la fiq 2.12, 

la rigidez de una columna puede ser definida como sigue 

, 
M.r ST 

r· Mi.x S* s* 4>1x a e 

Miy s* s* 

( 
2.23a = b d 

s A 

Mjx s* s* <l>jx e a 

s¡,J <l>jy Mjy s* d 
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w' LINEA l'IS" 
COLIJPtWA-nK" 

flg. 2.12 DEFORMACIOÑ· DE LA COLUMNA PARA El,. EXTREMO 
.:I '{ OESP!..AZAMIENTOS 0E LA oNNTA • 



en donde, M.r= momento torsionante; Mix= momento flexionante 

en el extremo i, sentido X: Miy= momento flexionante en el -

extremo j, sentido Y; S= defonnaci6n axial; MJX= momento --­

flexionante en el extremo j, sentido X; Mjy= momento flexio­

~te en el extremo j, sentido Y;. ST= rigidez torsional; s:• 
s;• factor de rigidez: S~•Sds momento de transporte; A= fac­

to: de flexibilidad; siendo 

ST= G Jt 
-L- 2.23b 

s:= 2 E Ixx (2 + 8) 
L (l + 213) 2.23c 

sb= 2 E I;a: (2 + 13) 
L (l + 2Bl 2.23d 

s~= 2 E Ixx (1 - 13> -L-- (1 + 2Bl 2.23e 

s~= 2 E I:ü: (1 - S) 
L (1 + 213) 2.:?Jf 

A= E A 
¡;- 2.23g 

13,,, 6 E I 
L A0 G 2.23h 

Con el m~todo directo de rigidez se desarrollará una -­

::.ransformaciOn entre el miembro y sus desplazamientos fina--
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les COlllO se muestra en la f1~ 2.12. La transformaci~n est! 

dada como sigue uI 

l 1 1 1 1 

- -' -', ~ ',- - -1 - ' - - _ 1:.l ..L - - -
1 l 1 1 1 1 

11 11$ 1 -1,1 , DB 1 

- ..'. L.t ~ _L_ 1 _ - .L _, ~, - L L_ J - - -
..!,' 1 1 1l+J2!.1 f' 1 1 1 DB ' 

= - ~I _, _\ - - '- !!_ '- - 1- - J.1 ~ !- 1_1. J 1 1 ¡ l L _1 

- 1 1~ -;- ~ - 1 - - 1 - - 1 l 1 11 D; 1 - - -: -

1-L¡ 1 - ' 1 ,-L' ' +::=' : 
- - - r L_ 1 .._ ¡! - ' . ¡- !- ~ - -, -..!: : 1 ~ _L 1 l~ 

L! , 1.., 1 ' L, 

VI 

aI 
z 

aI 
X 

SI 
y 

WI 

2.24 

Las ecs 2.23a y 2.24 pueden ser escritas simb6licamente 

de la siguiente manera 

2.25 

2.26 

en donde el sub!ndice c indica columna, ªe es la matriz de -

continuidad y r 0 define los desplazamientos finales del mi~ 

bro. 



Hay una transformaci6n adicional de los extremos de los 

miembros a los desplazamientos del marco, como se muestra en 

la fig 2:13 • Se utiliza la supos1ci6n de diafragmas rígidos 

en su plano, para forzar estos desplazamientos y rotaciones 

en el plano de la losa a un nudo maestro localizado en el o-

rigen de los ejes coordenados para ese marco. La transform~ 

ci6n estl dada por 

tJI: 
1 1 1 

"l sen e ,-cos ª·ª' ---r- -¡-t- 1 - - - -1 

r; 
VI: cos e , sen e b, 1 

- ,- - - :- 1 - 1 -,-
ei: 1 , 1, ·'f z - - - re 2.27a al l - 1 - -

l l~e~ e:-cos a' af X - - 1 ,- - 1- -¡ X al 
1 

1cos e, sen ª' ef y ..¡._ L 1 - - .,. - - y 
WI: 1 :1 f 

rz 

en donde 

a= -y sen a - x cos a 2.27b 

b= -y ces e + x sen e 2.27c 

y e está definido por el lngulo entre el eje mayor de la co­

lwnna y el eje X del marco. Las ecs 2.25, 2.26, 2.27a se pu~ 

den escribir de la siguiente manera 
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/ 
vr 

• 

y 

CE. MARCO 

flg. 2.13 OESPLAZAMENTO en EX:rRfWO en MIEMBRO 
Y tE.. MARCO. 
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F = c 9c'c 

~ = e ªere 

r = e bcrf 

o F = e scacbcrf 

y de acuerdo con la notaci&n anterior, la matriz de riqidez 

para gna colWllna individual en terminos de los desplazamien­

toa del marco. est! dada por 

2.28 

La rigidez de las vigas es derivada de una manera simi­

lar, exceptuando la flexien alrededor del eje vertical y la 

deformaci&n axial. Por lo tanto la ec 2.23a queda de la si-­

quiante manera 

2.29 

oe acuerdo con la fig 2.14 la transformaciOn del miem--

bro a sus desplazamientos finales queda de la siguiente mane 

ra 
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L r 1 b L 

L L 
1 1 a 

, 7 
flg. 2.14 DEFDRMACION!:S DE LA VIGA Y DEsfLAzAMENTOS 

DE LA JUN'.tA • 
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2. 30 

La transformaci6n adicional a los desplazamientos del -

marco, es una rotaci6n de los extremos del miembro, de los -

ejes coordenados a las direcciones paralelas, a los ejes --­

coordenados del marco. 

el sen e 1-cos el f 
X 1 1 1 e:rx 

--+ - -¡ - -
1 1 

el 1 1 f y cos el sen e 1 eIY 
L 1- 1 

T 
l 1 f rz 1 

l 
1 1 rlZ 

- ¡ -
2.31 

eJ 1 sen e 1 -cos el lef X 
1 JX 

-1- --¡ -i-- t- - - --l -

eJ 1 1 e1 f 
1 cos sen e 1 0JY y 1 l 

-1 -¡- -- 1- 1 
J 

rz rl f 
rJZ 
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Las ecs 2.29 a 2.31 pueden ser escritas simbólicamente 

de la siguiente manera 

Fb= 9b~b 2.32 

~b= ~rb 2.33 

rb= bbrt 2.34 

A partir de las ecuaciones anteriores la matriz de rig! 

dez de la viga sb est! dada por 

2.35 

La rigidez de una columna plana, incluyendo deformación 

a flexión y cortante, se obtiene con la ec 2.23 • As! mismo,­

cada grado de libertad rotacional es transformado en dos de! 

plazamientos verticales de laa juntas adyacentes. 

Para los muros de flexi6n la matriz de transformaci6n -

de deformaci6n-desplazam1ento est! dada por las deformacio-­

nes del miembro y los desplazamientos de la junta, como se -

muestra en la fig 2.15 • 



WLT i 

--.¡¡/ ~ 

r+ 

Ita t 

WLB t 
L 

-..'ÍJ 

U9 

D 

UT rWRT 

1 WRS 

flg. 2. 15 OEFOflilACION!S DEI. MURO TIPIQO Y 
IZSPLAZAMENTOS DE LA JUNTA • 
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ijli 1 1 1 1 1 1 l 1 UT ' 
-1a: 1 cr' -n' 
hl 1 1 1 1 

WLT , -,-1- -¡- -1-
ijlj ... 11 1 l 1 l 1 l WRT h¡ 1 tti'"d, d 

1 1 UB 1--'- --..,-- -1--

c5 
1 1 1 1 l 1!.1!_1 ,_,!. WLB 
1 21 2 1 2 :-2 

WRB 

2.36 

que se puede escribir como 

2.37 

En cuanto a los muros de cortante, puesto que est!n a-­

signados a tomar ~nicamente cortante se emplear! la relaci6n 

constitutiva de cortante simple 

T= G y 2,38 

siendo T= esfuerzo de cortante: G= m6dulo de elasticidad en 

cortante; y=deformaci6n por cortante. Adem!s 

T• T/A 2 .39 

e.~ donde, T= fuerza cortante: A= !rea efectiva de cortante • 
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De la fig 2.16, se observa que el esfuerzo cortante es indu-

cido por un desplazamiento horizontal y vertical de los la--

dos del muro, que es 

2.40 

Los valores promedios del desplazamiento vertical de la 

junta en cada lado del muro son usados para calcular el des­

plazamiento vertical relativo. De esta manera se obtiene la 

matriz de transfo:rmaci6n de deformaci6n-desplazamiento, dada 

por UT 

WLT 

ye [fv 1 1 l 1 2~¡{] WRT 2.41 
2LH 2Lg -¡;; 2LH 

UB 

WLB 

WRB 

o bien 

y= aprp 2.42 

La matriz de rigideces del muro es obtenida de la si---

guiente manera 
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LM 

flg. 2.16 osFoffMAWN DfL MURO Df . QORT4NTE 
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2.43 

2.44 

La tranaformaci&n a los desplazamientos del muro, eat! 

mostrada en la fiq 2.17 y es igual para loa dos tipos de mu­

ro. Matem&ticamante se puede escribir como 1 

UT cos a : sen a 1 -d 1 f 
1 1 1 rx 

---L 1 ...L-'- rf 
1 -,-

1 1 y 

WLT 1 1 1 rf 2.45 
1 1 e 

_.._ - _...! - ..J - r- rf 
1 1 ZL 

WRT 1 1 rf 
zR 

o r = p bbrf 2.46 

A partir de las ecs 2.23, 2.43, 2.45, la matriz de riqf. 

dez del muro con respecto a los desplazamientos del marco es 

2.47 

En cuanto a las diagonales la rigidez está definida --

corno 



EJES DE REFERENCIA !E.. MARCO 

ng. 2.17 DE!PLAZAMIENlOS DEL MURO Y DEL MARCO 
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2.48 

o 2.49 

con respecto al desplazamiento del marco,. las diagonales 1m­

p1~can dos transformaciones : 

a) Una transformaci6n para eldesplazamiento vertical y 

horizontal, como se muestra en la fig 2.18 • 

~= [sen « cos « -sen « -cos «] 2.50 

2.51 

b) Y una transformación en cada nivel para el desplaza­

miento del marco, como se muestra en la fig 2.19 
f 

rxT 

[} [---~-- )'] 
cos e : sen e : d : 

2.52 



NIVEL N+ 1 

NIVEL N 

flg. 2. 18 DEFORMACIOl'ES CE LA OIAGONAL Y 
DESPlAZAMENTOS DE LA JUNTA EN EL PLAr«'l 

flQ. 2. 19 DESPLAZAMIENTOS OE LA DIAGONAi.. 
Y ~L MARCO 
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o 2.53 

De las ecs 2.48, 2.50, 2.52, la rigidez-para la diago-­

nal est4 dada por 

2.54 

La matriz de rigidez de la estructura completa, se ob-­

tiene de la forma en que se indic6 en la secci6n 2.3, pero -

para este caso adem!s se ensamblar!n todos los marcos, por -

lo tanto la rigidez de la estructura completa es 

2.55 

en donde 1 define el nGmero de marcos1 s1 se obtiene a par~ 

tir de la ec 2.22 • 

La forma de la matriz de rigideces de la estructura qu~ 

da de manera similar a la que se muestra en la secci6n 2.3 • 

Sustituyendo la matriz de rigideces en la ec 2.4 se ob­

tendr!n los desplazamientos de la estructura, y a partir de 

estos los elementos _mec!nicos, corno ya se indic6. 



3, INTEMCCION TRIDIMENSIONAL DE MUROS Y MJ\RCOS, METODO 

AP ROXIMAOO. 

3.1 Planteamiento del problenia. 

51 

A continuaci6n se presenta un~todo aproximado para es­

tudiar la interacci6n tridimensional de muros y marcos en e­

dificios sujetos a la acci6n de carga horizontal. Este m~to­

do fue desarrollado en la Escuela de Ingenier!a de San Car-­

los, en la Universidad de Sao Paulo, Brasil (ref 18}. 

Para su aplicaci6n, en principio, se requiere de la --­

existencia de dos sistemas de ejes centrales. Uno para los -

muros y otro para los marcos: que sirven para definir su po­

sici6n con respecto a un sistema global de referencia (fig -

3.1). 

Para el desarrollo de este 1!18todo se han hecho las si-­

guientes suposiciones : 1) Los edificios están fotmados por 

muros y marcos1 2) Los muros y los marcos son de rigidez --­

constante a todo lo alto del edificio; 3) Los muros y los -­

marcos est4n ligados por medio de losas, las cuales se cona!_ 

derán como medios continuos, y que son infinitamente r!gid-­

as en su plano; 4l Los muros y los-marcos est~n empotrados -
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en la cimentaci6n; 5) Cada roa.reo se considera como una viga 

vertical en voladizo; 6) Los muros se consideran rígidos a -

cortante; 7) Los marcos se consideran con una. rigidez infinf. 

ta a momento flexionante, pero con rigidez finita a cortante; 

8) Las cargas externas son horizontales y actGan en un pla­

no vertical 'il' {fig 3,1) a nivel de cada piso; 9) Las cargas 

actuantes pueden ser una carga uniformemente distribuida, p, 

y/o una carga concentrada, P, aplicada en el extremo supe--­

rior del edificio: 10) Se desprecia la rigidez torsional de 

vigas y columnas, 

Para la localizaci6n de muros, marcos y fuerzas existi­

rá un sistema global de referencia, definido por oxyz. Esta 

localizaci6n se hará mediante un vector horizontal unitario, 

que tendrá por coordenadas a a, b y c: estas coordenadas son 

las componentes a lo largo de los ejes horizontales Ox, Oy, 

y la de momento alrededor del eje vertical Oz, respectivame!!_ 

te, del vector unitario en cuesti6n. 

Los muros están representados por la letra w, y el ntlm~ 

ro total de muros se designa con nw. La posici6n de un muro 

plano, w, entá definida por las componentes ªw' bw, y cw del 

vector unitario, referido éste al sistema global de referen-
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~ oxya. Por otra parte si se aplican los conceptos de mee! 

:d.ea de materialée (ref 19) y se observa la figura J.2, la -

l.!nea eiastica y las ecuaciones de equilibrio para el eleme~ 

j:a..iJa, del muro esttn dadas por 

Mw= Eiwd2 Uw J.1 
~ 

• -Eiwd 3 Uw Qw= -Mw= J,2 ar-
. 

Eiwd~Uw qw= -Qw= J.3 
dzr-

E!::l donde, M!il2 momento flexionante en el muro; E= mOdulo de -

elasticidad; Iw= momento de inercia, alrededor del eje cen-­

troidal, del muro plano; Qw= fuerza cortante del muro; qw= -

carga distribuida en el muro; Uw= desplazamiento horizontal 

61!1 muro y z• altura sobre la base. 

De manera similar, los marcos se representan con la le-

tra f, y el ndntero total de marcos planos nf. La orientaci6n 

de los miu:cos se hace con r.specto al sistema global oxyz, -

mediante laa coordenadas ªf' bf' y ºf• De manera anlloga con 

los muros, la l!nea el(stica y las ecuaciones de equilibrio 
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~a el elemento dz del marco son 

SfUf'= S dUf 
fdZ 
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3.4 

3.5 

3.6 

donde, Mf= momento flexionante del marco; sf= riqidez a cor­

tante del marco; Of= fuerza cortante: qf= carga distribuida 

y Uf= desplazamiento horizontal del marco. 

Sf es la riqidez a cortante (GS) de la viqa en voladi­

zo equivalente al marco. Los valores de Sf entán dados como 

funciones de la el!stica y de las caracter!sticas geom~tri-­

cas de las vigas y columnas del marco. En general, los edif! 

cios pueden tener un desplazamiento horizontal relativo AU, 

entre los pisos adyacentes, a una distancia AZ. Este despla-

za:Jllie~to es~ dado por (ref 9) 

AU ,. Q. 
AZ 5 3.7 
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siendo, Q= suma de las fuerzas horizontales arriba del nivel 

considerado y S= constante que depende ce la rigidez de los -

miembros de los marcos, Cuando existen muchos-niveles (apro-

ximadamente 10) la ec 3.5 es una aproximación razonable de -

la ec 3.7 (ref 9). 

Para conocer el valor de la constante S es necesario o!:!_ 

tener primeramente el valor de Q, Poriencillez se hacen las 

siguientes suposiciones, que est~n basadas en el m~todo del 

voladizo (ref 21) : 

l.- El punto de inflexión de las columnas se encuentra 

en el punto medio de estas. 

2.- La rigidez de los sistemas de piso en su propio pl~ 

no es infinita, por lo cual funcionan como diafrag­

mas rígidos. 

3.- Los esfuerzos directos en las columnas interiores -

son cero. 

con ayuda de la fig 3,3 puede verse que el desplazamie~ 

to m3ximo del marco eet4 dado por 
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siendo, 6= desplazamiento m!ximo; Q= carga horizontal: h= al 

tura de la columna; E= m6dulo de elasticidad; Ic= momento de 

inercia de la columna; Iv= momento de inercia· de la viga y -

L= longitud l del claro del marco (o crujt:a), 

Si en la ec 3.8 se supone que existe un desplazamiento 

unitario, ~=l, se puede obtener Q fácilmente, y a partir de 

este valor obtener el valor de S, sustituyendo el valor de Q 

en la ec 3.7 • 

De manera similar a los muros y a los marcos, las car-­

gas tambi~n est&n definidas por un vector horizontal unita-­

rio, mediante las coordenadas a, b y c, referidas al sistema 

global Oxyz {fig 3.1). La carga uniformemente repartida está 

representada por p y la carga concentrada aplicada en el ex­

tremo superior de la estructura está representada por la le­

tra P. 

En este m~todo se toma en cuenta el alabeo de los muros 

de secci6n abierta, ya que puede darse el caso que al produ­

cirse la torsi6n las secciones rectas planas antes de la de­

formaci6n no continúan si~ndolo después de ella, sino que -­

presentan alabeo. De ser este el caso la ecuaci6n de equili-
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brio a torsión está dada por la siguiente expresión 

3.9 

esta expresión relaciona la deformación por torsión con el -

momento que la produce, el primer tfrmino del segundo rni~­

bro representa el momento torsionante requerido para hacer -

gir~r a la secci6n alrededor de su eje longitudinal vencie~ 

do la rigidez torsional GJt de la pieza. El segundo tf.rrnino 

aparece debido al hecho de que en ciertos casos el alabeo no 

puede producirse l!brernente, el signo menos se debe a que la 

deformación no se produce l!brernente sino que est! impedida 

por el apoyo empotrado en la base. 

De la ec 3.9 se tiene que Mt= momento de torsión; G= m~ 

dulo de elasticidad de cortante; Jt= constante de torsi6n; -

et= ángulo de rotac16n unitario o rotación angular; E= m6du­

lo de elasticidad y Cw= c~nstante de alabeo. 

Un muro de sección abierta, como el que se muestra en -

la fig 3.4, puede ser remplazado por dos muros planos equiv! 

lentes e independientes, que pasen por el centro de cortante 

(C} y orientados de acuerdo con los ejes principales Cw¡ y -
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e 
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!:!W2 ¡ que tengan rigidez EI 1 y EI2 , siendo I 1 el momento de 

.inercia con respecto al eje Cw2 de la secci6n original, e I 2 

el momento de inercia con respecto al eje cw1.de la secci6n 

original. 

A estos dos muros planos se les debe sumar un "resorte 

de rigidez a torsi6n•, que resista torsi6n dnicamente. Este 

•resorte de torsión" representa el momento de torsi6n, el -­

cual a partir de la ec 3,9 se puede escribir como 

3.10 

en donde, st= GJt es la rigidez torsional; Jw= ECw es la r,! 

gidez de alabeo. Los valores de GJt est~n dados por la teor! 

a de torsión uniforme de Sn Venant y los de ECw por la de -­

torsi6n no uniforme de Vlasov (refs 19,20). 

3.2 Ecuaciones de equilibrio. 

De las hipótesis hechas anteriormente puede observarse 

que cada nivel tiene tres grados de libertad que son : dos -
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traslaciones en las direcciones de dos ejes ortogonales (Ox, 

oy) y una rotaci6n alrededor de un eje normal al piso (Oz). 

Si se designa a u como el desplazamiento de Oz en el --

sentido de ox, a v como el desplazamiento de Oz en el senti-

do Oy y a 6 como rotaci6n del diafragma alrededor de oz, y -

adem!s se superponen los efectos de u, v y e, es posible ob-

tener los desplazamientos del muro plano U.pico, Uw, del ma!. 

co plano t!pico, Uf, y del resorte t1pico de torsi6n, et, c~ 

mo funciones lineales de u, v y 6, tal como se indica a cont! 

:iuaci6n : 

Uw= awu + bwv + cwe 

et= e 

3.11 

3.12 

3.13 

Si Q es la resultante de las cargas externas arriba del 

nivel considerado, z, el equilibrio de la parte del edificio 

arriba de ese nivel está dado por las Eiguientes ecuaciones 

nw nf r Qwaw + t ofaf= ºª 3 .14 

nw nf 
f Owbw + t Ofbf= Ob 3.15 
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nw nf r Qwcw + r Qfcf= Qc 3.16 

la ec 3.14 nos representa el equilibrio de las cargas en el 

sentido X, {tFx=Ol, la ec 3.15 el equilibrio en el sentido Y 

(tFy•O), y la ec 3.16 el equilibrio de momentos alrededor de 

O, (tMo=O). 

Al sustituir las ecs 3.11 a 3.13 en las ecs 3.2, -

3.5 y 3.10, respectivamente, se obtiene lo siguiente : 

QW"' -Eiw(awu' '' + bwv''' + cw0''') 3.17 

3.18 

3.19 

y si ahora estas ecuaciones se sustituyen en las ecs 3.14 a 

3.16, se obtiene que 

nw 
t [-El {awu''' + bwv''' + cw0' ''l)aw + 
1 

nf 
T Sf(afu' + bfv' + cf0')af = Qa 3.20 



nw 
t [ -Erw (awu' ' ' + bwv 1 ' 1 + cwe' ' 1 )] bw + 
1 

Qb 

nw 
f l -Eiw(awu"' + bwv' 11 + cw8" ')]cw + 

nf nt 
f Sf(afu' + bfv' + cf0')cf + t (St6' -

Jwe•' '} = Qc 

65. 

3.21 

3.22 

ahora bien, si se hace Eiw=J, y sf=S, las ecs 3.20 a 3.22 se 

pueden escribir en forma matricial como 

r· Jab 

"ºJ [u"j l"" Sab 

··:J n 1·1 
- Jba Jbb J~c v''' + Sba Sbb S~c v' = Q b 3. 23 

Jea Jcb Jcc 9 111 Sea Scb Scc 0' e 

de donde 
nw 

Jde= t Eiwdwew 3.24 
1 

nf 
Sde= T Sfdfef 3 .25 
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• nt 
Jcc= Jcc + ¿ Jw 3.26 

l 

* 
nt 

Scc= Scc + f 5t 3.27 

en las ecs 3. 24 y 3. 25, d y e representan cualesquiera de -­

las coordenadas a,b,c. 

El sistema dado por la ec 3.23 representa un sistema de 

tres ecuaciones diferenciales de tercer orden, el cual tam--

bi~n se puede escribir de la siguier.te manera t 

-[J][U" •] + [s][u• ]= O[D] 3.28 

en donde, [J] representa la matriz de rigidez de la coloca-­

ci6n de los muros; [sj representa la matriz de rigidez de la 

eolocaci6n de los marcos, además : 

[u)= (u~1 3. 29a 

[D]= [~] 3. 29b 

Debe observarse que al resolver el sistema dado por la 
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ec 3.28 y al ajustar las condiciones de frontera en la solu­

ci6n se podr!n definir los aspectos cinemáticos de la estru!:, 

tura. 

3.3 Soluci6n del sistema de ecuaciones de equilibrio. 

Uno de los mátodos de soluci6n de sistemas de ecuacio--

nea diferenciales ordinarias, tal como el que está dado por 

la ec 3.28, consiste en buscar la ecuaci6n caracter!stica O 

ecuación auxiliar del sistema. Para el problema en cuesti6n 

la ecuaci6n está dada por 

s 
-(J] [r ]+ [s] [rl=O 

que también puede escribirse como 

-Jaa r' + Saa r -Jab r' + Sab r -Jac r'-·+ Sac r 

-Jba r' + Sba r -Jbb r' + Sbb r -Jbc r' + Sbc r 

r' r' • r' * -Jea + Sea r -Jcb + Scb r -Jcc + Scc r 

siendo r= operador, que nos expresa la función dnU 
dxn 

3.30 

=O 

3.31 
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A partir de la ecuaci6n característica, representada -­

por la ec 3.31 se pueden obtener las ra1ces del sistema. Por 

el teorema fundamental del álgebra, el cual.establece que -­

"cada ecuaci6n integral racional f(x}=O tiene por lo menos -

una ra!z, real o compleja". Cada ecuaci6n de grado n tiene -

exactamente n ra!ces reales o complejas, Por lo tanto, la so 

luci6n general de la ec 3.28 tendrá términos polinomiales en 

z, correspondientes a las rafees cero de la ec 3.31, as! co-· 

mo términos exponenciales en z correspondientes a las ra!ces 

no nulas de la ec 3.31 • 

Si rs es el rango de la matriz [sJ, se encuentra que el 

namero de rafees cero de la ec 3.31 es igual con 

ra!ces nulas = 9 - 2rs 3.32 

Si rj es el rango de la matriz IJI, se encuentra que el 

namero total de ratees de la ec 3.31 es igual con 

ratees totales 3.33 

De las ecs 3.32 y 3.33 se obtiene el nillnero de ra!ces -

no cero de la ec 3.31. Este resulta ser igual con 
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ra1ces no nulas 3.34 

Por lo tanto, la solución de la ec 3.28 está influen--

ciada por los rangos rj y rs' los cuales detenuinan el n!ime­

ro total de raíces de la ecuación caracter!sti~a. Puede de--

mostrarse (ref 4) que las n ratees que se obte;>.gan serán ra!, 

ces reales. En este trabajo se omite, en obvio a~ espacio, -

dar cualquier demostración de tipo algebraico y se opta por 

dar las referencias pertinentes. 

A 

cuando 

so los 

3.32 a 

continuación se presenta el caso más general, que 

las matrices [J] y [s] son no singulares, en cuyo 

rangos est.in dados por r.=3 
J 

y r =3. s Aplicando las 

3.34 se obtiene que 

raíces cero = 9 - 2(3) = 3 

raíces no cero= 2(3 + 3) - 6 = 6 

total de raíces = 3 + 2(3) = 9 

Por otra parte, al considerar 

es 

ca-

ecs 

o 3 .35 
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cuya ecuaci6n auxiliar o característica es 

o 3.36 

se pueden obtener las n raíces reales, que son m1 , m2 , ms,:· 

, mn' con lo que la soluci6n general de la ec 3.35 está -

dada por 

Por lo tanto, la soluci6n del sistema 3.30, consideran-

do los resultados obtenidos anteriormente, indica que exis~~ 

ten 9 ratees en total, de las cuales 3 son cero y 6 no cero, 

por lo tanto habrá tres ratees repetidas. Se puede escribir 

que 

3.39 
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qae en forma compacta tambi'n puede escribirse como 

3.41 

3.42 

3.43 

en donde Ai,Bi,Ci = constantes; ri= las seis ra!ces no cero 

obtenidas de la soluci6n de la ec 3.30. Las ecs 3.41 a 3.43 

rapreaentan 1a aoluci6n general del sistema. 

Si el rango de [s], rs' es menor que tres indicar~ que 

existe de9eneraci6n en la colocaci6n del sistema de referen­

cia de los m.arcos. Por deqeneraci6n debe entenderse la inha­

bilidad de los marcos para soportar una carga horizontal ge­

neral (sin el conjunto de muros). Dicha inhabilidad ocurre -

en el caso de un ndmero insuficiente de marcos (menor que -­

tres), o de un arreglo defectuoso de los marcos (todos para-
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lelos o concurrentes). En el conjunto de muros habr4 degene­

raci6n si el rango de [J], rj, es menor que tres. 

Si ambas matrices [s] y [J] tienen rango menor que tres 

el sistema qlobal de marcos y muros no ser4 degenerado si el 

rango de 

[J] + '- 2 [s] = 3 3.44 

en donde ). es una longitud. no nula y arbitraria, usada sim­

plemente para hacer a las dos matrices dimensionalmente hom~ 

g~neas. 

3.4 Condiciones de frontera. Determinaci6n de constantes. 

De la soluoi6n general del sistema, dada por las ecs --

3 .41 a 3.43 se puede observar que existen 27 constantes (9 -

de u, 9 de v y 9 de 6), las cuales hay que detenninar para -

poder conocer el valor de u,v y e en un problema particular. 

Para la determinaci6n de las constantes se procede de la si­

guiente manera : 

1) Se consideran dnicamente loa t~rminos polinomiales -



de las ecs J.41 a 3.43, esto es 

u= 

v= 

e= 

tA zi-l 
1 i 

tB zi-l 
1 i 
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3.45 

3.46 

3.47 

si estas ecua~~?nes se sustituyen en la ec 3.28 se obtiene 

2A1Zj 
2BsZ = Q [Dj 

2CsZ 

3.48 

en donde Q= P + p (1-z) 3.49 

La ec 3,48 es válida para cualquier nivel, por lo tanto 

si se hace z=O en la ec 3.49 y se sustituye en la ec 3.48, 

:::-esulta 

[S] [:: : l P + pl(D] 3.50 
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por lo tanto 

[::]· [s¡-1 [o] lP + pll 3.51 

Ahora, si se sustituye la ec 3.51 en la ec 3.48, el re­

sulta.do es 

3.52 

2) A contiauaci6n se consideran los términos exponenci~ 

les de las ecs 3.41 a 3.43, esto es 

u= 
, riz 
~A1e 3.53 

v= 
9 r 1z 
~Bie 3.54 

8= 
, r 1z 
~cie 3.55 

Al sustituir las ecs 3.53 a 3.55 en la ec 3.28, además 

si se iqualan con cero, se obtiene 



3.56 

como se puede observar, el determinante de la matriz 

l<-[J] rl + [s] >I 3.57 

es el mismo de la ec 3.31 y ri es una de las ratees que lo -

nulifica. Entonces, existe soluci6n no trivial, es decir, s2 

luciones no cero para Ai,B1 ,c1 , en la ec 3.56. Por ejemplo, 

puede suponerse que la matriz en la ec 3.57 tiene rango 2 y 

que las dos 6ltimas columnas y los dos 6ltimos renglones fo~ 

man un determinante no singular. En este caso la primera de 

las ecuaciones dadas en 3.56 puede ser omitida, puesto que -

es una combinaci6n lineal de las dos dltúnas. Por lo tanto, 

se tiene que 

ÍSab \ 

. Sac 1 ... ' 

2 
-Jbb r 1 + Sbb 

Sbc 

Sbc 
* 1 -Jcc r 1 + 

con la parte mostrada en la ec 3.58 es posible escribir que 
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3.59 

como lsacli fue supuesta no singular, entonces 

3.60 

3.61 

en donde ai y yi est!n dadas por 

3.62 

Por lo tanto B1 y c 1 no son independientes, sino que ª!. 

tlln relaciona~as con A1 como se muestra en las ecs J,60 y 

3.61 • Esto puede ser mostrado en forma similar para cada u­

na de laa seis ratees no cero r 1 (i•4,5,.,,,9). 

Considerando las condiciones de frontera, se tiene que 

en la base z=O, y como !JI es no singular, entonces 

u= v= e= o 3.63 
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u'"'v'=O'=O 3.64 

además, en la parte superior donde z=L, el mómento flexiona!!. 

te en el muro es nulo, y IJI es no singular, entonces se en­

cuentra que 

u• '=v' '=6'' 3.65 

A partir de estas consideraciones y tomando en cuenta -

las ecs 3.41 a 3.43 y 3.63, se obtiene que 

3.66 

Al considerar las ecs 3.41 a 3.43, 3.51 y 3.64 se obti~ 

ne que 

3.67 

Ahora, al tomar en cuenta las ecs 3.41 a 3.43, 3.52 y -
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3,65 se puede escrib~r que 

3.68 

3.4.1 Procedimiento para determinar las constantes de las -

ecuaciones diferenciales. 

Para determinar las 27 constantes de las ecs 3.41 a -

3.43 se seguir! el siguiente procedimiento, debe notarse que 

dependen unas de las otras 

l.-

2.-

3.-

De la ec 3.51 se obtienen directamente A11B2 y C2. 

De la ec 3.52 se obtienen directamente AJ ,B3 y C3. 

Puesto que hay seis valores de r 1 , habrá seis ecua-

cienes como la ec 3.61, que expresar!n directamente 

dos de los valores A1,a1 ,ci como dependientes de -­

uno de ellos (i=4, 5, ..• , 9) • 

4.- Los resultados obtenidos en el punto (3) son susti­

tu!dos en las 3.67 y 3,6B, por lo cual se obtiene -

un sistema de seis ecuaciones. 
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5.- Se resuelve este sistema y los resultados se susti­

tuyen en el punto (3), para determinar 18, constan-­

tes Ai,Bi,ci (i=4,S, ..• ,9). 

6.- A partir de los valores obtenidos en el punto (5), 

los resultados son sustitu!dos en la ec 3.66, con -

lo cual se determina A¡,B 1 y C1 • 

7.- Una vez determinadas las 27 constantes, se sustitu­

yen estas en las ecs 3.41 a 3.43, con lo cual se o~ 

tienen los desplazamientos u,v y a. 

Es conveniente hacer notar que el problema q\'e se está 

presentando es el caso más general, y que en muchas aplica-­

cienes particulares el procedimiento aqut descrito es m!s -­

silmple. Diversas simplificaciones ocurren cuando la estruct~ 

ra es sim~trica. 

A partir de las 27 constantes Ai,Bi,ci (i=l,2, •• ,,9) y 

de los desplazamientos u,v y 0 obtenidos con las ecs 3.41 a 

3.43 se pueden obtener las fuerzas internas de muros y mar-­

cos. 

Las fuerzas internas de un muro ttpico son obtenidas a 

pa=tir de las ecs 1 a 3 y 11, de la siguiente manera 
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•• 
Mw= EiwUw = Eiw (a!&lu 1 ' + bwv' 1 + cw6 1 ') 3.69 . 

• 1 1 

Qw=-EIWU!&l =-Eiw(awu''' + bwv''' + ~w0'''l 3.70 

3. 71 

Las fuerzas internas de un marco t1pico son obtenidas a 

partir de las ecuaciones siguientes 

3.72 

3.73 

3.74 

siendo Df• constante, determinada de la condic16n que Mf•O 

en el tope donde z•L. 

Las fuerzas concentradas Fw y Ff' que actüan en los to­

pes del muro y del marco (fig 3.2) son obtenidas de las fue~ 

zas cortantes respectivas Qw y Qf' en el nivel z=l. 

Una vez determinada la fuerza cortante total Qf (o las 
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cargas qf y Itl, en cada marco (a la mitad de la altura de -­

las columnas) se pueden determinar las fuerzas internas en -

los miembros de cada marco a partir del m~todo del portal o 

de algt:in otro m~todo aproximado, lo cual dar~ una soluci6n -

bastante aproximada a la soluci6nec:acta. 

Para el resorte de torsi6n t1pico para cualquier nivel 

z, pueden ser definidos los siquientes t~rminos : momento de 

tors16n total Mt; momento de torsi6n uniforme Mu; momento de 

torsi6n-alabeo Ma; bimomento Bt; y momento de torsi6n distr!_ 

buido qt. Estas variables est§n dadas por las ecs 3.75 a 3.79 

y por la teorta de torsi6n de vigas de pared delgada, en la 

fo=a siguiente 

M = S 9' - J 9 11 ' = M - M t t t u a 

M = S 9 1 

u t 

M =-J 9 1 '' a t 

3.75 

3.76 

3. 77 

3.78 

3.79 
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Usando los valores de Mw (ec 3,69) y Bt Cec 3,78) los -

esfuerzos normales, a, en los muros son determinados f~cil--

mente. También conociendo Qw y Mw podr4n calaularse los es--

fuerzos cortantes, T, en los muros. 

3.5 Diagonalizaci6n de matrices. 

Con un sistema conveniente de ejes de referencia, siem-

pre es posible diagonalizar una matriz. Si se pretende diag~ 

nalizar la matriz !JI, hay siempre un sistema (o varios), -­

Owxwyw,que produce Jab = Jac = Jbc = O (el nuevo símbolo Jde 

est4 referido al nuevo sistema Owxwyw). Para lograr esto se 

efectuar&n dos etapas, que son la rotaci6n y la traslaci6n -

del sistema global de ejes de referencia. 

l.- Rotaci6n de los ejes coordenados. Si se desea que -

la matriz !JI tenga la forma 

[

Jaa 

[JJ= _º 
Jea 

o 
Jbb 

Jcb 

~ªºj Jbc 

Jcc 

ser~ necesaria una rotaci6n de los ejes coordenados. El pro-
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blema es similar al de la obtenci6n de eigenvalores y eigen­

vectores de matrices si.mitricas (ref 5), por lo que se obtie 

nen las siguientes expresiones 

~= ltan-l( 2Jab l 
2 Jaa - Jbb 

Jbb= Jaa + Jbb 
2 

3.80 

3.81 

3.82 

A los nuevos ejes se les denominará ejes principales de 

rigidez. Adem!s, se tiene que si los marcos son paralelos a 

dos direcciones ortogonales, las direcciones principales de 

rigidez coinciden con esas dos direcciones. 

2.- Traslación de los ejes coordenados. Si se desea que 

la matriz !JI tenga la forma siguiente 

rJaa 

(J]• l Jbb J 
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aerl necesario efectuar un traslado de los ejes coordenados, 

moviendo el oriqen a un punto, qu& se le denomina Centro de 

Toraidn, y sus coordenadas estln dadas por 

Jaa Jbc - Jab Jac 
Jaa Jbb - (Jab) 2 

Yo= -Jbb Jac + Jab Jbc 
Jaa Jbb - (Jab} 2 

3.83 

3.84 

Se puede observar que hay una analogía entre Jaa, Jbb, 

Jab y los momentos de inercia Ix, Iy, e Ixy de una secci6n -

plana. Esto se podr! llevar a cabo siempre y cuando !JI sea 

una matriz no singular. 

De manera si.m:ilar, es posible diagonalizar la matriz -­

lSl r es decir, hay un sistema (o varios), Ofxfyf, que produ­

ce Sab = Sac = Sbc = O, por lo que se obtiene 

Saa Sbc - Sab Sae 
saa Sbb - (sílb) 2 

Ya. -sab Sac + Sab Sbc 
SU Sbb - {Sab) 2 

3.85 

3.86 



as 

-1 
~= !tan ( 2Sab l 

2 Saa - Sbb 3.87 

Los ejes Owxwyw, son llamados ejes principales de los -

muros, y los ejes ºf"tYf' son llamados ejes principales de -

los marcos. 

La existencia del •resorte de torsi6n" afecta dnicamen-

* * te a los elementos Jcc y Scc, pero no alteran la posición de 

los ejes. 

Si los sistemas, Owxwyw y Ofxfyf, son coincidentes, las 

matrices IJI y !si son diaqonalizadas simultáneamente, cau-­

sando el desacoplamiento de las variables u,v y e en la ec -

3.28 y, por ende, simplifican radicalmente la soluci6n. Este 

caso ocurre en estructuras con dos planos verticales de si.me 

tr1a. Si esta situaci6n se presenta, se resolverán tres ecu~ 

cienes diferenciales de tercer orden separadamente para cada 

una de las variables u,v y e. 
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4. APLICACIONES. 

Como aplicaci6n de los m~todos anteriormente indicados -

se presentan dos ejemplos, uno analizado ante fuerzas s1smi­

cas y otro con presi6n de viento. En ambos casos se trata de 

un edificio de 10 niveles, formado por 4 marcos y un muro de 

cortante, en donde lo que varia son las dimensiones del edi­

ficio, y las propiedades de los elementos que lo constituyen. 

4.1 Ejemplo l. 

La estructura que se analizará es un edificio de 10 ni­

veles, con planta de 10 x 20 m, como se muestra en las ~igs 

4.1 y 4.2 • Es un edificio a base de trabes, columnas y mu-­

ros, clasificado dentro del grupo A y localizado en un terr~ 

no compresible. 

La clasif1cac16n de la estructura es con base en el Re­

glamento de Construcciones para el D,F, (ref 12), 

SegGn su estructuraci6n, el edificio se clasifica den-­

tro del Tipo 1, de acuerdo con el art!culo 233. 



6 

A' 
_J __ ~ 

J 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

10 

-o,_ 

'"'· 4. 1 

flg. 4. 2 

corte A-A 

87 

IO 

__ JA 
10 

IO 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 



RB 

La construcci6n se supone que se encuentra en un suelo 

compresible, que sec¡Gn el articulo 262 corresponde a la Zona 

III. 

De acuerdo con el art!culo 234 se supone un coeficiente 

s!smico c=0.24 x 1.3 = 0.312, y seq(ln el articulo 235 se su­

pone un factor de ductilidad Q=4.0 . 

A:.continuaci6n se presentan las dimensiones y propieda­

des de los elementos que constituyen al edificio 

secci6n de las trabes principales = 0.60 x 0.40 m 

secci6n de las trabes secundarias 0.20 X 0.20 m 

secci6n de las columnas 0.60 X 0.60 m 

espesor del muro = 0.20 m 

espesor de la losa " 0.15 m 

m6dulo de elasticidad E= 2x10 6 ton/m 2 

mlldulo de cortante G= 033333 ton/m 2 

momento de inercia de trabes principales I = 
V 

0.0072 m" 

momento de inercia de trabes secundarias I = 0.000133 

momento de inercia de las columnas Ic= 0.0108 m• 

momento de inercia del muro Iw~ 3.6 m' 

m" 



El mAtodo que se utilizará para cuantificar el efecto -

del sismo sobre el edificio será el estático, por lo tanto -

se seguirán los pasos siguientes 

a) Determinaci6n de la fuerza horizontal aplicada en el 

centro de gravedad-de cada nivel. 

se tiene· que el peso total por piso es de 185 ton, el -

cual es iqual para todos los pisos, como se muestra en la -­

fiq 4,3 • A partir de los pesos y de acuerdo con el articulo 

240 se tiene que las fuerzas horizontales actuando en cada -

nivel son iguales con 

a ·partir de esta f6r1T1ula se calcularán las fuerzas que actd-

an en el sentido y-yi por lo que se tiene que el cortante en 

la base del edificio es 

V_ c w--o 
(O. 312) (1850) 

4.0 

V= 144. 3 ton 
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=186 TON 

w. = 18!5 TON 

w. = 18!5 TON 

w = 18!5 TON 

W5 = 18!5 TON 

W5 = 18!5 TON 

W4 = 18!5 TON 

W3 = 18!5 TON 

w = 185 TON 

w, = 18!5 TON 

flg. 4. 3 PESO DE CADA NIVEL 
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Las fuerzas horizontales actuantes en cada entrepiso -­

son las que se muestran a cont1nuaci6n 

F1J= 26.24 ton 
• F1 23.61 ton 

Fe 20.99 ton 

F1 18.36 ton 

Ps 15.74 ton 

Fs 13 .11 ton 

F, 10.49 ton 

Fs 7. 87 ton 

F2 5.25 ton 

F:i 2.62 ton 

b) Obtenci6n de la l!nea de acci6n de la fuerza cortan-

te s1smica en cada entrepiso. 

En la tabla 4.1 se presentan las fuerzas s!slllicas en C! 

da nivel, el cortante en cada entrepiso y los centros de gr! 

vedad de cada piso. Los centros de gravedad indican el lugar 

geoiuftrico en donde se encuentran aplicadas las fuerzas s1s-

mi.cae del edificio. 



92 

nivel Fiy V .Y 'i 
No. y 

(ton) (ton) (m) (m) 

lO 26.24 10.38 o.o 
26.24 

9 23.61 10.38 o.o 
49.85 

8 20.99 10.38 o.o 
70.84 

7 18.36 10.38 o.o 
89.20 

6 15.74 10.38 o.o 
104. 94 

5 13.11 10 .38 o.o 
118. os 

4 10.49 10.38 o.o 
128. 54 

3 7.87 10.38 o.o 
136. 41 

2 5.25 10.38 o.o 
141. 66 

1 2.62 10.38 o.o 
144. 28 

tabla 4.1 

4.1.1 Método aproximado. 

Se resolverá la estructura utilizando el método apro-

ximado, para lo cual primeramente se numeran los marcos y -

el muro, y se escoge un sistema de ejes de referencia, corno 

se muestra en la fig 4.4 
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A partir de la fiq 4.4 •• obtendrtn las coordena~a• de 

lo• llllrcos, del muro y de la carga, que definirtn la pos1-

cten de ••to• con respecto al sistema de ejes coordenados. 

muro l (O,l,O) 

marco 2 (0,1,10) 

marco 3 (O,l,20) 

max-co 4 (l,0,-5) 

marco 5 (1,0,5) 

carga Py (0,1,10.38) 

Con base en las coordenadas obtenidas para cada elemen­

to, se fo~ar4n las matrices de rigidez para los muros y ma!. 

cos de la estructura, encontrando primerAJ11ente los elementos 

que las const~tuyan, para lo cual se aplican las ecs 3.14 a 

3.16 de la siguiente manera 1 

Para el muro 

Qwaw= -Eiw(Ou''' + lv''' + 06'''){0)=0 

Qwbw= -Eiw(Ou'" + lv'" + 00'"1(1):-Eiw(v"')=Jbb 
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Qwcw= -Eiw(Ou''' + lv''' + 09''') (0)=0 

por lo tanto la matriz de rigidez del muro q~eda constituída 

como se indica a continuaci6n 

o 
Jb:b 

o :i 
siendo Jbb=Eiw= 2 x 10 6 (3.6)= 7.2 x 10 6 ton-m~ 

Para los marcos 

Qfaf= Sf(Ou' + lv' + 108') (O) + Sf(Ou' + lv' + 206') (O) 

+ Sf(lu' + Ov' - 56') (l) + Sf(lu' + Ov' + 56') (1) = 

2Sfu' = Saa 

Qfbf= Sf(Ou' + lv' + 108')(1) + Sf(Ou' + lv' + 206')(1) 

+ Sf(lu' + Ov' - 56') (O) + Sf(lu' + Ov' + 56') (O) = 

Sbb + Sbc = 2Sfv• + 30Sf6' 

Qfcf= sf (Ou' + lv' + 106 1 } (lO}+Sf(Ou' + lv' + 206' l (20) 

+ Sf{lu' + Ov' - 59'1 (-5)+ Sf(lu' + Ov' + 56')(5) = 

30Sfv' + ssosfe• = Scb + Scc 
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por lo tanto la matriz de rigidez de los marcos queda forma­

da como se indica a continuaci6n 

de donde 

Saa Sbb 

Sbc Scb 

scc ssosf 

o 

Sbb 

scb 

A continuaci6n se obtendr! el valor Sf, mediante el crf 

terio que se :Lndic6 en la secci6n 3.1, para lo cual se tiene 

que : 

L-10 m 



El valor que se trata de obtener es el de Q, para lo -­

Cllal se utiliza la ec 3.8 y se supone un desplazamiento ~= 

0.01 m, por lo tanto, se tiene que 

sustituyendo valoree 

o 01 2 ~(12¡. + 3 Q(J) 10' 
• = 3(2x10 6 l (0.0108) "- ro mi 3(2x10•) (0.0072) 

0.01= 5.20833x10-SO + S.20833xl0-4Q 

-4 0.01= S.729x10 O 

despejando Q, se tiene que 

O = 17.45 ton 

sustituyendo el valor de O en la ec 3.7 y despejando sf 

0.01 17.46 
3:0" = s;-
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, 
ahora se sustituye el valor de sf en la matriz Is!, por lo -

que se tiene que : 

Saa = Sbb 

Sbc Scb 

2(5235) = 10470 ton 

30(5235) e 157050 ton-m 

Scc 550(5235) = 2879250 ton-m2 

A partir de los valores obtenidos para la matriz J y s, 

se sustituyen estos en la ec 3.28, que es la ecuaci6n de --­

equilibrio del sistema, la cual queda : 

-t J lu'' l l104711 
7.2x10 1 v''' + 

8 .,. 

10470 

157050 

l570J ¡::] ~ Q¡:1j 
287925~ e• e 

de donde se tiene que el rango de las matrices J y S es el 

siguiente 

rango de J, rj= 1 

rango de s, r 9= 3 
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A partir de los rangos de las matrices se obtiene el n!!, 

.mero total de ralees, el ntimero de raíces nulas y de ratees 

no nulas, de acuerdo con las ecs 3.32 a 3,34 .• 

ntim. total de ralees = 3 + 2 = 5 

núm de raíces nulas = 9 - 6 = 3 

núm de raíces no nulas = 2(4) - 6 = 2 

hhora se comprobará que el sistema no sea degenerado, -

es decir, se verificar! que el rango de la suma de la1 matr!, 

ces J y s sea igual con 3, para lo cual se hace uso de la ec 

3. 44 y se supone un valor de >.=l 

l: 
o 

:J l'"' 
o 

o ~ 7.2xl0 6 o + (1) o 10470 157050 rango 3 

o o o 157050 2879250 

Como se puede observar el rango es igual.con 3, por lo 

tanto no hay degeneraci6n en el sistema, El valor de las raf 

ces se podrS obtener haciendo uso de la ec 3,31, corno se in­

dica a continuaci6n : 



-r 7.2x10 6 } + l"" 10470 157050 ]- o 
157050 2879250 ... 

r·m -1.2xio'rI + 10470 1570+ o 
157050 2879250 

resolviendo el determinante 

l0470(-2.073xl011 r1 + 3.0l5x10 10 - 2.466x10 1 º} o 

-2.17xl0 17 r1 + 3.l567x10 1 • - 2.SB24xl0 1 ' = o 

agrupando términos se tiene que 

-2.l7xl0 17r1 + S.743xl0 11 o 

despejando r~ 

~e donde se obtiene 

r 1 • 2.646xlo-4 
i 

r 1 = ±0.01626 



por lo tanto las cinco ratees son 

ri= O 

r ... 0.01626 

rs=-0.01626 
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De acuerdo con los valores obtenidos se procederá a la 

deterrninaci6n de las constantes que se indican en las ecs --

3. 38 a 3.40 (se deterndnarán 15 constantes por piso). Es im-

portante hacer notar que para este ejemplo el valor de P en 

la ec 3. 50 irá variando con respecto a c_ada piso, ya que P -

es la suma de las fuerzas cortantes arriba del nivel consid~ 

rado. 

Las constantes se detertnin~rán del nivel superior al n! 

vel inferior, por lo tanto, se princioia con la determina---

ci6n de las 15 constantes para el nivel 10, en donde P=26.24 

ton . Haciendo uso de la ec 3.51 se obtiene 

5.25Jxl0-4 

-2.865xlO-s 

-2. 865x1G ~J 
l.91xl0 ~ 
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Se procederá ahora a obtener el valor de A3 ,B 1 y C3, m~ 

diante la ec 3.52, como se muestra a continuaci~n : 

o 
5.25Jxl.0-4 

-2.865xl0-5 

Aplicando la ec 3.57 se llega a 

o 
7.2x10 6 

o 

~ l + í10:470 
~C.0.01626) 2 l o 

1.0470 

157050 

o 
8.56x10 3 

157050 

y utilizando la ec 3.58 se tiene que 

o ~ 15705 o 

2879250 

[:] 

o 1 157050 

2879250 



o 
S.56xl0 1 

157050 

de donde si se elimina la ültima ecuaci6n queda el siguiente 

sistema : 

o 

8.56x10 1 

de aqu1 se tiene que 

[Se} i =1100470 o ] 
8.56xl0 3 Y 

además 

por lo tanto de la ec 3.62 se obtiene 



11 ..... o 
y .. •-18.34 

A .. = O 

B,=-18,34C, 

as"' o 
Ys=-18.34 

As= O 

Bs=-18.34Cs 

de la ec 3.67 

(-18.34C,) (0.01626) + (-l8.34Cs) (-0,01626) 

de la ec 3.68 

(.-18.34C.,)(0,00028) + C-18.34Csl (0.000252} 

-s. 98x10- 3 (1) 

o (2) 



despejando e, de (l) 

-2 c.= 2.0xlO + Cs 

y sustituyendo en (21 

-0.005135(2.0xl0-2 + C 5 } - 0.004622Cs= D 

de donde se obtiene 

c 5=-l. 0518xl0- 2 

C•= 9. 542xl0-J 

B,=-0.1749 

Bs= D.1928 

sustituyendo estos cuatro últimos valores en la ec 3.66 

-2 
B1 ""-1. 79xl0 

-4 
C1"" 9. 76x10 

105 

Por lo tanto las 15 constantes para el nivel 10 son 

A1=0 B1 =-1. 79x10-2 C1= 9.76xlo-4 

Az"'O B2= S.98x10 -2 C2=-2.31Sxl0 -4 

Aa=O B1= o C3= o 
A,,.O B,=-0.1749 c .... 9.S42xl0-J 

As=O Bs= 0.1928 C5=-1.0518x10- 2 
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De manera similar se obtienen las constantes para cada 

uno de los pisos, en donde lo anico que var!a es el valor -

de la fuerza actuante P. A cont1nuac16n se presentan a mane-

ra de resumen los valores de las constantes para cada uno de 

los pisos : 

nivel 9, P• 49.85 ton 

A1= o B1=-3,399x10 -2 C¡= l.853x10 -3 

A,.• o Bz= l.135xlo-2 C2=-4.396xl0-4 

A1• o B1= o C1= o 

A,• o B,=-0.3321 c.= l.812xlo-2 

As• o Bs= 0.3661 Cs=-1.997x10 -2 

nivel 81 P= 70.84 ton 

A¡• o B1=-4.829xl0 -2 
C1= 2.633xlO-l 

A2• o B2= 1.612x10 -2 C2=-6.246xl0 -4 

A1• o Bs= o C1= o 

A,= o B, .. -0.4719 e,= 2. 574xl0 -2 

As• o Bs= o.s202 Cs=-2.837xlo- 2 

nivel 7¡ P= 89.20 ton 

A1"' o B1=-6.079x10-2 C1"' 3. 314xl0-3 

A1• o B2= 2.029x10-2 C1=-7. 863xl0-4 



. As•· O· 13",-.. o 
.. 

A.,,. o B.,=":Q. 5941 

•As= o ·Bs= 0.6549 

nivel 61 p .. 104.94 ton 

Ai• o B1 =-7 .14Bx1o"."2 

A¡• o ªª"' 2.386x10 -2 

'A1• o a,• o 
'A1o• o a.--o.1598' 

As• o Bs= 0;1101 

nivel 51 P• 118.05 ton 

A1• o B1•-8.04x10-l 

A1'" o B2= 2.684x1o-2 

Ai• o Bs• o 
A1o• o ·a, .. -o.11ss 

As'" o Bs• 0.8662 

nivel 4, p .. 128.54 ton 

A1= o B1=-8. 747xl0 
-2 

A2= o B2= 2. 92x10 -2 

l\1= o B1= o 

A•= o B••-0.8549 

As= o Bs"' 0.9424 

e, .. o 
e;;. 3.24~10-2 · 

cs~-3. 511:1cio.::2 

·; 

C1• 3;e97x10-3 

C1•-9.247x10 
_, 

C1• o 
e~- 3.l1x10.:.2 

C1•-.i.1nxio-2 

c1 .. 4. J83xto-3 

C2 .. -ll.040x10-4 

C1• o 
c.- a.21x10-2 

cs•-4. 72Jx10-2 

C1• 4. 768x10-J 

Cza-l.13lx10-J 

C1• o 
c • ., 4,662x10- 2 

Cs=-5.139xl0-2 
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los desplazamientos y la rotaci6n para cada uno de los pisos 

de la estructura, los cuales se determinan con las ecs 3,38 

a 3.40 y en donde la altura z variar! de O a 3 m : las cua-­

les se sustituyen en las ecs 3.11 a 3.13, para determinar df. 

ches desplazamientos. 

En las tablas 4.2 a 4.7 se presentan los desplazamien-­

tos para cada uno de los pisos, y en las tablas 4.8 a 4.13 -

se presentan los desplazamientos finales, los cuales se cal­

cularon con la suma de los desplazamientos relativos del ni­

vel O al nivel 10. 

Las fuerzas cortantes se determinan con las ecs 3.70 y 

3.72, para muros y marcos respectivamente. En las tablas ---

4.14 a 4.18 se presentan los cortantes para cada unQ de los 

pisos y en las tablas 4.19 a 4.22 se presentan los cortantes 

finales para cada uno de los entrepisos, los cuales se obti~ 

nen con el promedio de los cortantes obtenidos en las tablas 

4.14 a 4.18 

En las tablas 4.23 a 4.27 se presentan los momentos --­

flexionantes de los muros y marcos, los cuales se obtuvier6n 

con las ecs 3.69 y 3.74 respectivamente. En las tablas 4.28 
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a 4.31 se presentan los 11\0mentos flexionantes finales, para 

cada nivel. 



Deaplaaaaf.entoa de.la .. tructura. 

muro 1 ·marco 3 

r entropiso 
u 

z relativo 
Cm> (m) 

r 3 0.0025 
l 10 

[. 
o o.o 
3 0.0010 

o o.o 

u 
entrepiso z relativo 

Clill (m) 

3 0.0029 
10 

o o.o 
3 o.oost 

9 
o n.o 

u 
entrepiso z relativo 

(m) Cm) 
3 0,0057 

10 
o o.o 
3 ·0.0100 

9 
o o.o 

l 3 0.0024 
8 

1 o o.o 

3 0.0077 
8 

o o.o 

3 0.0153 
e 

o o.o 

! 
3. 0.0045 

7 
o o.o 

3 0.0096 
7 

o o.o 

3 0.0193 
7 

o o.o 
3 o.oon 

6 
o o.o 
3 0.0060 

l 5 
o o.o 

b 
3 0.0056 

o o.o 
3 0.0064 

o o.o 
3 0.0036 

1 2 
o o.o 

l 3 O.OOTI 
1 

o o.o 

3 o.out 
6 

o o.o 

1 

3 0.0127 
5 

o o.o 
3 0.0139 

4 
o o.o 
3 o. 0138 

3 
o o.o 
3 0.0143 

2 
o o.o 
3 0.0146 

l 
o o.o 

3 0.0221 
6 

o o:o·hl-3 
5 

o.o o ---3 Q.0279 
4 

o o.o W---- -- -··:f--1- o.02s6 
3 

1 o o.o 
3 Q,0296 

1 

2 
1 o o.o 

1 

3 

\ 

0.0302 

1 

1 
o o.o 

tabla 4.2 tabla 4.3 tabla 4.4 



marco 4 _ marco 5 _ e._iso 

u 
entrepiso z relativo 

Cm! Cm) 
3 0.0014 

10 
o o.o 

r---------,~ 

3 0.0027 i 9 i 
1 o o.o 
r 3 0.0038 

~ o o.o 
3 0.0048 

1 

7 
o o.o 

1 

3 0.0057 
6 

o o.o 

1 

3 0.0064 
5 

o o.o 
3 0.0069 

4 
1 o o.o 

3 Q.0074 
3 

o o.o 
.:J O.UO/b 

2 
o o.o 
.j 0.0078 

1 
o o.o 

u 
entrepiso z relativo 

CJnl (m) 

3 -0.0014 
10 

o o.o 
3 -0.0021 

9 
o o.o 
3 -0.0038 

8 
o o.o 
3 -0.004!! 

7 
o o.o 
3 -0.0057 

6 
o o.o 
3 -o. 0064 

5 
o o.o 
3 -0.006:. 

4 
o o.o 
3 -0.0074 

3 
o o.o 
3 -o. 0076 

2 
o J) o 
3 -0.0078 

1 
o o.o 

e 
entrepiso z relativo 

Cml (r11d) 
' - 3 0.000203 

10 
o o.o 
3 ·o:ooosilo 

9 
o o.o 
3 o. 0007(.6 

B 
o o.o 
3 0.000h5 

7 
o o.o 
3 0.001136 

6 i 
o o o 
3 0.001273 

s 
o o.o 
3 0.001391 

4 
o ~ o.o 
3 ¡ Ó.001478 

3 
- o l o o ,-

3 l 0.001527 
2 

o 1 o.o 
3 1 0.001559 

1 1 
o ¡ o.o -----

tabla 4.5 tabla 4.6 tabla 4.7 



Desplazam~entos y rotaciones f!.nales. 

muro 1 marco 2 

u 1 u 
nivel total nivel total 

(m) (m) 

10 0.0492 10 0.1063 

9 0.0467 9 0.1034 

8 0.0397 8 0.0980 

7 0.0373 7 0.0903 

6 0.0328 6 0.0807 

5 0.0234 5 0.0693 

4 0.0174 4 0.0566 

3 0.0117 3 0,0426 

2 0.0053 2 0.0288 

1 0.0017 1 0.0145 

o o.o o o.o 

tabla 4.8 tabla 4.9 

marco 3 

' u 
nivel total 

(m) 

10 0.2155 

9 0.2098 

8 0.1990 

7 0.1836 

6 0.1643 

5 0.1416 

4 0.1161 

3 0,0883 

2 0.05'97 

1 0.0301 

o o.o 

tabla 4.10 

.. 
..... 
w 



marco 4 marco 5 

u u 
nivel total nivel total 

(m) {111) 

10 0.0545 10 -0.0545 

9 o. 0531 9 -0.0531 

B 0.0504 B -0.0504 

7 0.0465 7 -0.0465 

6 0.0417 6 -o. 0417 

5 0.0360 5 -0.0360 

4 0.0297 4 -0.0297 

3 0.0227 3 -0.0227 

2 0.0153 

1 0.0077 

2 ¡-0.0153 

1 1-0.0077 

o o.o o ! o.o 

tabla 4.11 tabla 4,12 

piso 

9 
nivel total 

(rad) 
10 0,01092 

9 0.01063 

8 0.01009 

7 0.00933 

6 0.00836 

5 0.00723 

4 0.00595 

3 0.00456 

2 0.00308 

1 0.00155 

o o.o 

tabla 4 .13 

... ... ... 



muro 1 · marco 2 

entrep1.ao z Q 
(mi (ton) 

entrep1.ao z Q 
(111) <ton! 

3 11.36 
10 

3 5.00 
10 

o 11.38 
3 21.57 

9 
o 21.60 
3 30.66 

8 

o 4.98 
3 9.43 

9 
o 9.40 
3 13.34 

8 
o 30.70 
3 38.58 

7 

o 12.83 
3 16.81 

7 
o 38.62 
3 45.37 

6 

o 16.76 
3 19. 

6 

~-
o 45.43 
:J 51.06 

s 
'---· o 51.12 

3 55.56 
4 

o 19.76 
3 22.25 

5 
o 22.23 
3 24.18 

4 
o 55.62 
3 58.89 

3 

o 24.20 
3 25.81 

3 
o 58.96 
3 U.15 

2 

o 25.73 
3 26.81 

2 
o 61.22 
3 62.24 

1 

o 26.72 
3 27.25 

1 
o 62.31 o 27.22 

tabla 4.14 tabla 4.15 

marco 3 

entrepiso z 
(mi 
3 

10 
o 
3 

9 
o 
3 

8 
o 
3 

7 
o 
3 

6 
o 
3 

s 
o 
3 

4 
o 
3 

1 3 
o 1 

3 

1 
2 

o 
3 

1 
1 

o 

tabla 4.16 

Q 
(ton) 

9.93 

9.93 
18.80 

18.80 
26.64 

26.65 
33.55 

33.56 
39.46 

39.4?_ 
44.38 

44.40 
48.29 

48.30 
51.44 

51.46 
53.42 

53.44 
54.35 

54.38 

.. .. 
"' 



marco 4 

entrepiso z o 
(m) (ton) 
3 2.46 

10 
o 2.47 
3 !1.611 

9 
o 4. 70 
3 6. 6!1 

8 
o 6.67 
3 8.31 

7 
o 8.40 
3 9.84 

6 
1 o 9.88 

3 

1 

11.0b 
5 

o 11.11 
3 12.05-

4 
o 12.10 
3 12.81 

3 
o 12.86 
3 13,JO 

2 
o 13.36 
3 13.55 

1 
o 13.60 

tabla 4.17 

marco !I 

entrepiso z o 
{IÍI) (ton) 

3 - 2.46 
10 

o - 2.47 
3 - 4.68 

9 
o --4~70 
3 - 6.65 

8 
o - 6.67 
3 - B.37 

7 
o - 8.4'0 
3 - !1,84 

6 
o - 9.88 
3 -l.l.,Ub 

5 

·º -11.11 
3 -12. 0!1 

4 
o -12.10 
3 -12.81 

3 
o. -12.86 
3 -13.30 

2 
o -13.36 
J -13.55 

1 
i o -13.60 

tabla 4,18 

... ... 
C\ 



Fuerzas cortantes finales• 

muro 1 marco 2 marco 3 marco 4 y S 

entrepf.so 
1 

o 
(ton) · 

entrepiso o 
(ton) 

entrepiso o 
(ton) 

1 

entrepiso o 
(ton) 

10 11.37 10 5.00 10 9.93 10 ± 2.47 

9 21.58 9 9.42 9 18.80 9 ± 4.69 

8 30.68 8 13.09 8 26.65 8 ± 6.66 

7 38.60 7 16.79 7 33.56 7 ± B.39 

6 45.40 6 19.77 6 39.47 6 ± 9.86 

5 51.09 5 22.24 5 44.39 5 ±11.09 

4 55.59 4 24.19 4 48.30 4 ±12.08 

3 58.93 3 25.77 3 51.45 3 ±12.84 

2 61.19 2 26. 77 2 53.43 2 ±13.33 

¡ 1 62.28 1 27.24 1 54.37 1 ±13.58 

tabla 4.19 tabla 4.20 tabla 4, 21 tabla 4.22 



muro 1 . 111arco 2 

entrepiso z M 
(rn) (ton-m) 

entrepi.so z 
(111) 

3 -o.osa 3 
10 10 

,__ o 34.056 
3 -0.051 

o 
3 

9 9 
o 64. 728 

1--· 3 0.14 
o 
J 

e 8 
o 92.16 o 
3 0.075 3 

7 7 
o 115. 92 o 
;j -o.is .j 

6 6 
o 136.08 o 
;j 0.10 3 

5 5 
o 153.36 ,_______ __ 
3 -0.41 

o 
3 

4 4 
o 166.32 o 

~--- 3 -1.05 3 
3 3 

o 175. 68 o 
3 -2.03 3 

2 2 
o 181. 44 o - J -l..76 3 

1 1 
o 185.04 o 

~ 

tabla 4.23 tabla 4. 24 

M 
(ton-m) 

o.oo 
14.92 
o.oo 

29.47 
o.oo 

40.31 
o.oo 

50.79 
o.oo 

~~ o.oc 
66. 73 
o.oo 

73.02 
o.oo 

73.29 
o.oc 

74.86 
o.oo 

74.86 

entrepiso 

10 

9 

e 

7 

6 

5 

marco 3 

z 
(m) 

3 

M 
(ton-rn) 

o.oo 
o 29..!_L 
3 o.oc 
o 56.54 
3 o.oo 

o eo.2~---
3 o.oo 
o 100.90 
3 o.oo 
o 119 .04 
3 o.oo··· 

f--~-~--11-..~~~ ~.34 
3 o.oo 

o 148.13 
3 o.oo 

3 
o 149. 77 
3 1 . o. 00 

~-----1-_.g_____j__1s4. 75 

30 J o.oo 
157.84 ______ .__ __ 

2 

1 

tabla 4.25 

.... ..... 
"' 



marco 4 

entrepiso z M 
(m) (ton-m) 
3 o.oo 

10 
o 7.33 
3 o.oo 

9 
o 14.14 
3 o.oo 

B 
. o 20.42 

3 o.oo 
7 

o 25.13 
~ 

3 O.uu 
6 

o 29.84 
3 O.uu 

5 
o 32.98 
3 o.oo 

4 
o 36.65 ._ .. -,_ 
3 

1 

u.uu 
3 

o 38.74 -· 3 o.oo 
2 

o 39.79 
3 o.oo 

1 
o 40. 31 

tabla 4.26 

marco 5 

entrepiso z 
(m) 

3 
10 

o 
3 

9 
o 
3 

8 
o 
3 

7 
o 
3 

6 
o 
3 

5 
o 
3 

4 
o 
.j 

3 
o 

i • 3 
2 

o 
3 

1 

1 
o 

tabla 4. 27 

M 
(ton-rn) 

o. 00 

- 7. 33 
o. 00 

-14.14 
o. 00 

-20.42 
0.00 

-25.13 
o.oo 

-29. 84 
o. 00 

-32. 98 o. 00 

-36. 65 o:-01r--
-38.74 

o.oo 
-39. 79 

o.ºº 
-4 o. 31 

... ... 
"' 



Momentos flexionantes finales. 

muro 1 marco 2 marco 3 marco 4 y 5 

nivel M 
Cton-m) 

10 -o.osa 

nivel M 
(ton-m) 

10 o.oo 

nivel M 
(ton-m) 

10 o.oo 

nivel M 
(ton.,m) _ 

10 :!: o.oo 
9 33.947 9 14.92 9 29.83 9 ± 7 .33 

8 98.815 8 28 .46 8 56.54 B :!:14.14 

7 191. os 7 40.20 7 80.26 7 ±20.42 

6 306.79 6 50.52 6 100.98 6 ±25.13 

5 442.97 s 59.52 5 119.04 5 129.84 

4 595.92 4 66.70 4 133.34 4 :!:32. 98 

¡ 3 761.19 

2 934.84 

3 72.90 

2 72.40 

3 148.13 

2 149.77 

3 ±36.65 

2 ±38.74 

1 1114. 52 1 74.76 1 154.75 1 :!:39. 79 

o 1299.56 o 76.22 o 157.84 
.. 

o ±40.31 ... 
o 

tabla 4. 28 tabla 4.29 tabla 4.30 tabla 4.31 
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4.1.2 Método exacto. 

En esta secci6n se presentan los resultados obtenidos 

mediante los programas de calculadora, de los que ya se hizo -­
menci6n en la secci6n 2.5 (Refs. 24 y 25). 

De la tabla 4.32 a la 4.37 se presentan los desplaza-­

mientos del muro y de cada marco, as! corno la rotación de la es­

tructura. 

Las fuerzas cortantes son presentadas de la tabla 4.38 
a la 4.41. Los momentos flexionantes de la tabla 4.42 a la 4.46 
En una columna se presentan los resultados obtenidos en el pro-­

grama TABS (Ref. 24) y en otra los resultados del ETABS (Ref. 25). 



muro 1· 

nivel u 
(m) 

10 0.0429 

9 0.0372 

8 0.0315 

7 0.0259 

6 0.0204 

5 0.0152 

4 0.0105 

3 0.0064 

2 0.0031 
¡ 

~ 
i 1 

¡ o o ; ____ 
tabla 4.32 

Deap1a·u111iento11 

marco 2 marco 3 

nivel u 
(ml nf.vel u 

Cml 
10 0.0992 10 0.1554 

9 0.0932 9 0.1491 

8 0.0857 8 0.1398 

7 0.0766 7 0.1273 

6 0.0661 6 0.1117 

5 0.0544 5 o. 0936 

4 0.0419 4 0.0733 

3 0.0290 3 0.0517 

2 

5 1 7 

o o 

2 0.0299 

1 0.0106 

o o.o 
tabla 4 .33 tabla 4.34 

marco 4 

nivel u 
(m) 

10 0.0291 

9 0.0279 

8 o .0270 

7 0.0253 

6 0.0228 

5 0.0196 

4 0.0157 

3 0.0113 

2 0.0067 

1 0.0024 

o o.o 

tabla 4.35 

... .. .. 



5 pisp 
.• -. ~'.···- 7 -_.,, 

•:· .. •·:· nivel u ···.' .. ;·:: "'ª'·· (m) (rad) 
10' 10 :.O~OOH 

9 '-0.0279 9 0.0072 

8 •0.0270 8 0.0068 

7 -0.0253 7 0.0063 

6 •0.0228 6 0.0056 - . .. 

5 ,-0.0196 s 0.0047 

4 -0.0157 4 0.0037 .. 
3 ~0.0113 3 0.0026 

2 -0.0067 2 0.0015 ·;•-': 

1 -0.0024 1 o.ooos ;" ·~;' ·, y ·~ 

o o.o o o.o ... 
"' tabla 4.36 tabla 4.37 
.., 



' 1 

1 

entrepiso 

10 

9 

9 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

marco 3 

TABS 
Q 

(ton) 

8.37 

17 .SR 

25.66 

32.65 

38.64 

43.67 

47. 75 

50.86 

¡ 53.13 

__ 1 ___ .L 54 .14 

tabla 4.40 

F.TABS 
Q 

(ton) 

8.77 

18.09 

25.94 

32. 89 

39,87 

43.87 

47.91 

50.99 

53,14 

54.16 

marco 4 y 5 

ABS --¡-ETABS ] 

entrepiso Q ¡ .. ·· Q ¡ 
on) ¡ (ton) l. 

1: .¡1'. :: :~: ~:::: ! 

8 3.38 ¡ ± 4.27 

7 ¡ :!; 5. 26 1 ± 6 .11 
¡ 

6 ¡ ± 6. fl4 ± 7.69 

5 1 ± 8.31 9.12 

4 1 :.t 9.61 : !10.36 

3 !10.80 ~11.43 

2 .e1i. 74 ±12.44 
1 

___ 1 ____ ¡ ~~:_87 012.76 

tabla 4.41 



Momentos ·flexionantes 

muro 1 marco 2 marco 3 -. --·-·1 
TABS f;TABS 1 TABS ETABS 

·~'.~'"' 
¡nivel l M M !nivel M M nivel M 'I ' j _J_t_on-m) (ton-m) 

1 

(ton-m) (ton-m) {ton-m) (ton-m) _ ,---·--
' 10 i o.oo -0.053 10 0.00 o.oo 10 o.oo o.no i 1 

¡ 9 1 16.31 28.38 1 9 29.83 31.96 9 20.10 29.76 1 
1 ¡ 

8 
1 

69.69· 76.56 1 8 34.02 39.02 8 42.91 ! 56.78 
7 i 148. 72 159.0B 7 45. 22 52.14 7 61.58 80.35 

1 
1 

6 1 252.28 265.94 6 52.86 62.04 6 78.37 101. 04 1 

5 
1 

376.76 393.70 5 59.55 70.48 5 92.73 ll!J. ll 
4 

1 
519.23 539.26 4 64.54 77.00 4 104.81 133.41 

3 i 676.66 699. 51 3 67.95 81.68 3 114. 60 145.87 1 
2 ' 846.10 871. 29 2 67.75 84.54 2 122.08 149. 86 i 

1 
1024.56 1051.97 1 69.70 84.96 1 127.52 154.84 

1 
1 

~-· -º-~-?.09.16 1236.37 o 68.65 90.~ o 129.95 157.97. ... 
·~ "' tabla 4.42 tabla 4 .43 tabla 4.44 



marco 4 

TAB;J 

(to~-m) 
r----+---

nivel 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

o 

0. 00 

-4.34 

4.52 

8.45 

13.14 

17 .11 

20.76 

24.02 

26.99 

29.32 

32.19 

tabla 4.45 

ETABS 
M 

(ton-ml 

o.oo 

-2.BO 

7.62 

12.BO 

18.30 

23.04 

27. 26 

30.98 

34.16 

37.20 

38. 24 

¡nivel 

fla 

1 : 

1 

! 
1 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

l~ 

marco 5 

TABS 
M 

(ton-rn) 
-----

F.TABS 
M 

(ton-m) 

º·ºº 1 

4.84 1 

o .01) 

2.80 

- 4.52 

- 8.45 

-13.14 

-17.11 

-20.76 

-24.02 

-26.99 

-29.32 

-32.19 

1 - 7 .62 
1 

1 -12.BO 

1 -18.30 
1 

1 -23 .04 
1 

1 -27.26 

1-30.98 

i -34.16 
¡ 

1 ~::::: 
tabla 4 .46 
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4.1.3 Comparaci6n de resultados. 

A continuaci6n se presenta la comparaci6n de los re-­

sultadoo obtenidos anteriormente. Esta comparaci6n se hace -

gr!ficamente, ya que de esta manera es m~s facil observar -­

las diferencias entre un m~todo y otro, 

Los desplazamientos son presentados de la figura 4.5 

a la figura 4.9. 

En las figuras 4.10 a 4.13 se muestran las fuerzas -­

cortantes. 

Los momentos flexionantes son !!IOstrados de la figura 

4.14 a la figura 4.17. 
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10 15 20 25 30 35 40 45 '50 55 X 1tf3 m 

fig "·@i Desplazamiento; meco 4 
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fig 4.11 marco 2 
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9 L !r-, 
·:-aproximado 

7 

3 
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h . : 
-Lx..::'-~--tabs 
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4.2 Ejemplo 2. 

Este ejemplo consiste en hacer un aná1is~s por viento -

de la estructura que se muestra en la fig 4.18, que es un m~ 

delo de un edificio de 10 niveles. El rnode1o fue probado en 

el Departamento de Ingenier1a Civil de la Universidad de 

Southarnpton (ref lB). 

A continuaci6n se presentan las dimensiones y propieda-

des de los elementos que lo constituyen : 

material = acr!lico 

peso volUl'létrico y= 1.4 ton/m 3 • 0.05059 lb/pulg 

relaci6n de Poisson v= 0.4 

secci6n de las trabes = 1/4" x 5/4" 

sección de las colum.~as 3/4" X 3/4" 

sección de:l muro = l/ 4 • x .4" 

espesor de la losa = 3/16" 

módulo de elasticidad E= 420 ksi 

Cono se mencion6 anteriorr.-,ente se analizará ?Or viento, 

por lo que se aplica una carga horizontal uniformemente dis­

tribuida p= 0.2 lb/pulg (3.6 kg/m), la cual se encuentra ac­

tuando en el plano del ~arco 2, como se indica en la fig 

4 .19 • 



fig 4.le; 



139 

4.2.1 Método aproximado. 

Una vez determinadas las caracter!sticas s~ procederá 

a la soluci6n del problema, como se indica a continuación : 

1. - N·.umeraci6n de muros y marcos, y localizac i6n de --

los ejes del sistema. 

y 

3-I 
1 

L. I! l 

4•1 
'I X 

[i 1 

T 
¡! 

1 
1 

l 3• 1 

l 
... 
lp 

fig 4 .1~ 
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2, - Obtenci6n de las coordeinadas de marcos , muro y car-

9'ª. 

muro l (0,1,0) 

marco 2 (0,1,10) 

marco 3 (0,1,20) 

marco 4 (1,0,-5) 

marco 5 (1,0, 5) 

carga p (0,1,10) 

3.- Obtenci6n de las matrices de rigidez para muros y -

marcos. 

a) Determinaci6n de los elementos para el muro 

[J}-[: 
o 

:1 
Jbb 

o 

Jbb= Eiw= 420(1.33333)= 560 kip-pulg 2 

bl Determinací6n de los elementos para los marcos 

[

Saa 

[s}= : 

o o 

Sbb Sbc 

Scb Se:: 



Saa= Sbb= 25 f 

Sbc= Scb= 30Sf 

scc= ssosf 

b.1) Calculo de Sf 

se supone A=l pulg • 

A 2 Q 5 5 Q(S) 10 1 

=3(420)(0.02636) 2(.2)3 + 10 4(10) 3(420) (0.04069) 

l= 0.47031Q + 1.21904Q 

Q= 0.5919 kips 

l 0.5919 5 = _s_f_ 

l. 689350 



despejando sf 

sustituyendo el valor de Sf en la matriz s, se tiene 

Saa= Sbb= 2Sf= 2{2.96)= 5.92 kip 

Sbc= Scb= 30Sf= 30 (2.96}= 88.8 kip-pulg 

Scc= 550Sf= 550(2.96)z 1628 kip-pulg2 

A partir de los valores obtenidos para las matri-­

ces J y s se sustituyen en la ecuaci6n de equilibrio, -

quedando : 

o 
560 

o 
o IV" 1 + 1 o 5. 92 

Qlj ~· .. -j ls.92 o 

o ~... L o 8s. a 
º1['1 [ªl as.a¡ v' = Q ~ j 

162BJ a• _e J 
de donde se tiene que el rango de las matrices J y 5 es 

el siguiente : 

rango de J, rj= 1 

rango de s, r = 3 s 



A partir de estos valores se obtiene 

total de ratees = 5 

ra1ces nulas = 3 

ra1ces no nulas = 2 

Ahora se comprueba que el sistema no sea degenerado 

o 

560 

o 

ºl r· 92 

o 1 + (1) l 00 

oj 

ÍS.92 

=-1 o 

o 

565.92 

88.8 
1 L o 

o 

5. 92 

88.B 

o 1 

1 as.a¡ 
162aj 

aa~J= 
1 

1628J 

El rango de la matriz es igual ñ 3, por lo tanto, no --

hay degeneraci6n en el sistema 

4.- Obtención de raices. 

;a o O! ¡5. 92 o o 1 

-l: oir2 + 
\ 
i 5.92 560 i o 88 ·ª' = o 

o oJ i L o 88.8 162J 



sumando las matrices 

o 

-560r~ + 5. 92 
l. 

BB.8 

resolviendo el determinante 

sa~J = o 
162] 

5. 92 {-911680r1_ + 9637. 76 - 7885 .44) O 

-5397145.Gri + 57055.54 - 46681.B o 

-5397145.6r~ + 10373.74 O 
1. 

r~= 0.001922 

ri7' ±0.04384 

por lo tanto las cinco raíces son 

r,= O. 04394 

rs=-0. 043 84 

144 
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5.- Obtenci6n de constantes. 

Aplicando el criterio descrito en la s~cci6n 3.4, -

se tiene que las constantes son : 

A1= o B1=-103.6454x10 -3 
C1= 5.64B3xl0-3 

Az>= o B2= 4. 22294xl0-3 C2=-0.16BB9x10 -3 

As= o B1=-0.042229xl0 -3 
Ct= 0.0016BBxl0- 3 

'""' o B•= 3. 66xto-3 c.,,-o,t995x10 -3 

As= o Bs= 99.9BS4xto-3 Cs=-5.4488xl0 -3 

Una vez encontradas las constantes, se procede a -

calcular las acciones internas de la estructura. Susti-

tuyendo los valores de las constantes en las ecs 3.38 a 

3.40, se tiene que 

u=O 

v=(-103.6454 + 4.22294z - 0.042229z 2 + 

3,66e0.04384z + 99.9854e-0.043B4zlxl0-3· 

9=(5,6483 - 0.16889z + 0.00l68Bz 2 -

0,1995e0.04384z - 5.4488e-0.04384z)x10-3 



Desplazam1.entos de la estructura. 

murQ 1 marco 2 marco 3 

altura u altura u altura u 
z total z total z total 

(pull (pul} (pul) (pul) (pul) (pul) 
50 0,046 

1 

50 0.036 so o. 027 

45 0.041 45 0.034 45 0.027 

40 0.036 40 0,031 40 0.026 

35 0.031 35 0.020 35 0.025 

30 0.026 30 0.025 30 0.024 

25 0.020 ' 
1 

25 0.021 25 0.021 

20 0.014 i 

1 15 0.009 

i 10 0.004 1 

5 0.001 1 

o º·~ 

! 
20 0.016 

15 O.Ol2 

10 0.007 

5 0.004 

1 

o o.o 

20 0.018 

15 0.015 

10 0.011 

5 0.006 ! 
o o.o 1 

Tabla 4.47 Tabla 4.(L Tabla 4.~9 



marco 4 

altura u 
z total 

(pul) 
' 

(pul.) 
50 0.0047 

45 0.0035 

40 0.0024 

35 0.0014 

30 

1 
0.00051 

25 -0.0004 

20 1-0.0010 

15 -0.0014 

lO 1-0.0015 

5 1-0.0011 
1 

o 1 o.o 

Tabla 4.50 

marco 5 

altura u 
z total. 

(pul) (pul) 
50 j-0.0047 

45 i-0.0035 

40 -0.0024 

35 -0.00J.4 

30 -0.0005 

25 0.0004 

20 0.0010 

15 0.0014 

10 0.0015 

5 0.00111 

o o.o 

Tabla 4.51 

piso 

altura e 
z total 

(pul) (µd) 

so -0.00094 

45 -o. 00069 

40 -0.00048 

35 -0.00028 

30 -0.00091 

25 0.00001 

20 0.00021 

15 0.00029 

10 o. 00031 

5 0.00022 

o o.o 

Tabla 4.52 

... .... ... 



Fuerzas Cortantes. 

,-

lllUrQ 1 marco 2 

alturn Q altura o 
3 total z total 

(pul) (lbl (pul) (lb) 

50 -l.02 50 1. 27 

1 45 -0.59 
1 

45 1.48 

l 40 -0.18 

1 35 0.22 
' 

t 40 l. 72 

35 1.98 
! 
! 30 0.62 30 2.22 

i 25 1.06 1 25 2.42 
! 
' 1.55 ' 20 

1 15 2.11 1 

20 ¡ 2.56 

15 2.61 

1 

10 2.78 

5 3.57 

o 4.55 

10 2.53 

5 2.28 

o 1. Bl 

Tabla 4.53 Tabla 4. S<! 

marco 3 

altura o 
z total 

(pull (lbl 

so -0.26 

45 0.10 

40 0.45 

35 o.so 
30 1.15 

25 1.51 

20 1. 88 

15 2.27 

10 2.69 

5 3.13 

o 3.63 

Tabla 4.~5 

-·. )~'' 

.marco 4 

altura Q 
z total 

(pul) (lb) 

50 -o. 74 

45 -0.69 

40 -0.64 

35 -0.59 

30 -0.53 

25 -0.46 

20 -0.34 

15 -0.17 

1 10 o.os 

5 0.43 
1 o 0.9-=_J 

Tabla 4. 56 

... .... 
CD 



Momentos Flexionantes. 

muro l mai;co 2 
-·------

altura M altura M 
z total z total. 

(pul) (lb-pul) (pul) (lb-pul) 

50 0.016 50 0.00 

45 -3.97 45 7.05 

40 -5.87 40 15.20 

35 -5.77 35 24.58 

30 -3.67 30 35.18 

25 0.54 

¡ 20 7,05 

15 16.19 

25 46. 86 

¡o 59.43 

15 72,46 

l.O 28.38 10 85,39 

s 44.23 5 97.52 

o 64.50 o 107.97 

Tabla 4.57 Tabla 4.58 

marco 3 

¡ alt~ra M 
total 

! (pul) (lb-pul) 

50 0.00 

45 -0.39 

40 0,99 

35 4 • .10 

30 6.08 

25 .15.58 

20 24.02 

15 34.35 

1 10 46.69 

1 

5 61.18 

o 78.18 

Tabla 4.59 

ma+co 4 

altura M 
z total 

(pul) (lb-pul) 

so o.oo 
45 3.66 

40 7.01 

35 .10 .12 

30 12.98 

25 15.53 

20 17.61 

15 18.98 

10 19.31 

5 18.15 

o 14.70 

Tabla 4.60 

1 

1 

... .... ... 
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4, 2 • 2 Mtitodo exacto. 

A continuaci6n se presentan los resultados obtenidos 

con el programa ETABS. 



Desplazamiento de la Estructura. 

Huro l Marco 2 Marco 3 
altura ETABS 

z u 
(pul) (pul) 

altura ETABS 
i. u 

{pul) (pul) 

altur~. ETABS 
z. u 

{pul) (pul) 

altura ETAB::. 
~ 9 

(pul) (rad) 

so 0.049 

45 0.044 

40 0.039 

35 0.033 

30 0.027 

25 0.021 

20 0.015 

1!; o. 009 

~n 0.004 

5 0.001 

o o.oo 

so 0.039 

45 0.037 
40 0.034 

35 0.029 

30 0.026 

25 0.021 

20 0.016 

15 0.012 

10 0.007 

5 0.003 

o o.o 

50 0.028 

45 0.027 

40 0.026 

35 0.025 
30 0.024 

25 o .o:rn 

20 0.018 

15 0.015 

in 0.011 
5 n.oo,; 

50 -0.00096 

45 -0.00074 

40 -o. 00053 

35 -0.00034 

30 -0.00017 

25 -0.00002 

20 0.00009 

15 0.00016 

10 0.00017 

5 0.00009 

o o.o 

o o.o 
Tabla 4.61 Tabla '4.62 Tabla 4.64 

Tabla 4.63 



Fuerzas Cortantes. 

r1uro l Marco 2 Marco 3 !larca o1 

!mtrepiso ETABS 
Q 

(Lb) 

Entrepiso ETABS 
Q 

(Lb) 

Entrepiso ETABS 
(\ 

(Lb) 

Entrepis_o Etnbs 
Q 

(Lb) 

10 - 0.95 

9 - 0.24 10 1.56 10 -0.109 10 - O. C4 

8 O.ll 9 1.42 9 0.32 9 - 0.55 

7 0.51 
8 l. 74 8 0.65 8 - o. $'1 

G 0.92 
7 1.99 7 l. 00 7 - (). 4 ':J 

5 l.37 
6 2.23 5 l. 36 6 - 0.99 

4 l. 87 5 2.42 5 1.72 5 - o. 35 

3 2.46 
4 2.53 4 2 .10 4 - 0.22 

2 3.15 
3 2.55 3 2.~9 3 - 0.03 

1 3.96 
2 2.43 2 2. 'll 2 0.24 
l 2.lS l 3. 3t; 1 0.59 

Tabla 4. 65 
Tabla 4.66 

Tabla ~ .67 ':'abla 4.68 



Momentos Fl.e~ionantes. 

Muro l Marco 2 Marco 3 
altura ETABS 

z :.¡ 
(pul) ( Lb-J?Ul) 

altura ETABS 
z M 

(pul) (Lb:-pull 

altura 
¡ 

(pul) 

so 0.02 50 o.o 50 
45 - 4.74 45 7.06 45 
~o - 5.93 40 15.04 40 
35 - 5.40 35 24.32 35 
30 - 2.87 30 34.9 30 
25 + l. 71 25 45.32 25 
20 + 8.54 20 58.56 20 
15 +17.91 15 71.08 15 
10 +30.0 10 83.1') 10 

5 +45.76 5 92.9 5 
o +65.54 o loo. 12 o 

Tabla 4.69 Tabla 4. 70 
Tabla 4. 71 

. ETABS. 
M 

(Lb-pul) 

o.o 
- o. 72 

l. 71 

5.84 

1.1.74 

19.42 

28.94 

40.34 ' 
53.39 

66.23 

77 .69 

Harca 4 
altura ETABS z M 
(pul) (Lb-pul) 

50 o.oo 
45 3.19 
40 5.99 
35 8.59 

30 10 .91 

25 12.85 

20 14.23 

15 H.01 

10 14.31 

s 12.81 

o 10.99 

Tabla 4. 72 

... 
U1 

"" 



154 

4.2.3 Comparac16n de resultados. 

A continuaci6n se presenta la cmparaci6n de resultados 

obtenidos con el m8todo exacto y con el m~todo aproximado. 

En las fiquras 4.20 a la 4.23 se presentan los despla­

amnientoa, en la figura 4.24 se muestra la rotaci6n de la es­

tructura. 

'Las fuerzas cortantes son mostradas de la fiqura 4.25 

a la 4.28. 

LOs momentos f lexionantes se presentan de la figura 

4,29 a la 4.32. 
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S. CONCLUSIONES, 

Dos m8todos de an4lisis tridimensionlll han sido present! 

dos, uno exacto y otro aDroximado. El primero estA basado en 

el mdtodo de rigideces, p!U'.a el cual se utiliz6 un programa 

de calculadora. Se puede considerar que este m8todo es el -­

mas conveniente de emplear, ya que esta basado en plantea~ 

mientas exactos. 

El ~todo simplificado puede usarse para el an~lisis a~ 

proximado de edificios consistentes de marcos y muros, El a­

nAlisis stsmico de edificios utilizando este m&todo esta ba­

sado en considerar independientemente a cada entrepiso y se 

resuelve utilizando tres ecuaciones diferenciales por piso. 

El cortante total en cada entrepiso se determina o~teniendo 

la resultante de las fuerzas s!Amicas que actdan arriba del 

entrepiso considerado. En caso de que se tenga presi~n de -­

viento, o carg~ unifor!l'ernente re~artida a todo lo alto del -

edificio la soluci6n se simplifica, ya que ~nicarnente se re­

suelven tr~s ecuaciones para to~a la estructura. 

En el m~todo aprox1Dado se usan matrices de riqidez lat~ 

ral obtenidas en forma a~roximada¡ sin e~bargo, de la co~pa-
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raci6n con los ~~todos exactos, los resultados que se obtia­

nen son ?astante ace~tables desde un ?Unto 1e vista ingenie­

ril. ~ste m~todo se recomienda cuando no se disponga de una 

calculadora electr6nica y üe algQn programa a~ropiado, o --­

'Jien, para cualquier c!lculo ~oreliminar en el diseño defini­

tivo de un edificio. 

P~ra o':lserv;ir la bondad del ml!todo aproX!mado se resol-­

vieron dos casos eqpectficos, uno consistiO en un edificio -

de 10 niveles, sujeto a solicitaciones stsmicas, El otro fue 

an~logo, nada ~ss que cambiado ¿e escala y con solicitacio-­

nes de viento. Los ejemplos se resolvieron utilizando los m! 

todos descritos anteriormente, Para obs~rvar el com?ortamie~ 

to de las estructuras. 

Del ejemplo 1 sa observa que los desnlazamientos obteni­

dos con el ml!todo exacto son menores que los desolazamientos 

obtenidos con el m~to~o aproximado, es decir, el m§todo a--­

proxi~ado da rP.~ultados m!s conservadores en todo lo alto de 

la estructur~. Se pued~ o~qervar que ?n el tercio i~ferior -

son menos cons~rvadores aue en el tercio superior. Si se co~ 

para con el n§todo exacto, el error ~ue se tiene para el te.=: 

cio superior var!a i;ntre P-1 'H v el ·17~, y thü 44~ al 58% P.!!, 
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ra el tercio inferior, en todos los casos. 

" 
As! mismo, se observa que las fuerzas cortantes taml:lifn 

son mSs conservadoras con el mStodo aproximado, teniendo po­

ca diferencia con respecto a los valores obtenidos con el m!, 

todo exacto. Al co111parar resultados con el m~todo exacto el 

error m!s cr!tico se tiene para el tercio superior, ya que 

llega a variar hasta en un so,, para el tercio inferior el 

error que se tiene es de un is•. 

En algunos casos puede ocurrir que los resultados o~ten!_ 

dos con el rn~todo aproximado sean menores que los obtenidos 

con el m~todo exacto. Esto se puede deber al efecto de tor-­

si6n que se produce en la estructura, el eual no est! consi­

derado en el m~todo aproximado. De 109 resultados obtenidos 

con el m~todo exacto, se puede observar que cuando un edifi­

cio está formado nor muros y marcos, los ~rimeros reciben -­

más cortante en sus primeros entrepisos y inenos en lo!! supe-

rior':ls, 

Como consecuencia de lo anterior los momentos flexionan­

tcs obtenidos con el método aproxi~ado resultan ser más con­

servadores que los que se o~tuviero~ r.~n el m~todo exacto. 
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Cuando la estructura esti sujeta a la acciOn de carga u~ 

niformemente repartida no sucede lo mismo, como se pudo obs~! 

var en el ejemplo 2. En este caso los desplazamientos obteni• 

dos con el m~todo exacto.son iguales a los que se obtuvieron 

con el mftodo aproximado. Lo mismo sucede en el caso de las -

fuerzas cortantes y de los momentos flexionantes. 

En tfrminos generales se puede decir que el mftodo aproxi 

mado proporciona resultados conservadora~ con respecto al m~­

todo exacto, lo cual hace que se este del lado de la seguri•• 

dad, por lo que es recomendable el uso de est~ método como -­

cllculo prelim:lnar para el diseño definitivo de un edificio • 

en la prlctica ingenieril. 
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