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PROLOGO

ESTE REPORTE ES EL RESULTADO DE UN SEMINARIO QUE SE INICIO AMBI -

CIOSAMENTE CON LA IDEA DE CUBRIR TODOS LOS FILTROS, DESDE LOS -

PASIVOS HASTA LOS DIGITALES. LA MAGNITUD DE TAL TAREA, SIN EMBAR
GO, INDUJO A LOS INTEGRANTES DEL SEMINARIO A REDUCIR LA AMPLITUD
DEL TEMA, CON EL OBJETO DE PROFUNDIZAR UN POCO MAS EN EL ANALI-
SIS DE .;\LGUNOS PUNTOS Y EN LA REALIZACION DE EJEMPLOS.

ESTA DECISION PERMITIO, A JUICIO DEL DIRECTOR, INTEGRAR MAS CONSE
CUENTEMENTE ALGO DE LA HISTORIA DE LOS FILTROS, LAS HERRAMIEN-

TAS MATEMATICAS PARA SU ANALISIS, LOS FILTROS PASIVOS Y ACTIVOS
MAS IMPORTANTES, ASI COMO ALGUNAS REALIZACIONES PRACTICAS QUE

SON CONFIRMACIONES DE LA TEORIA.

EL RESULTADO TAL VEZ NO SEA TAN AMBICIOSO COMO LA INQUIETUD -
INICIAL, PERO ES EL FIEL REFLEJO DE LO QUE SE TRABAJO Y APRENDIO

DURANTE EL DESARROLLO DEL SEMINARIO.

C. MUNOZ GAMBOA
México, D.F.1981



CAPITULO 1
HISTORIA DE LOS FILTROS Y HERRAMIENTA MATEMATICA
1.1 HISTORIA DE LOS FILTROS ELECTRICOS.

La finalidad de esta primera parte del trabajo es la de enfocar y ubicar al lector
que estd interesado en este tema, en €l cual se presenta un bosquejo histérico -
del desarrollo sobre la teoria de filtros eléctricos,.

El anilisis de redes eléctricas en realidad es viejo, el primer concepto de un
circuito eléctrico en el sentido matemé4tico es acreditado a G. Simén Ohm en --
1827 y las bases fundamentales de red fueron las leyes de Kirchoff publicadas en
1845; a este Gltimo también se deben las nociones geométricas que se aplican a -
las redes, conduciendo al concepto de dualidad y equivalencia geomértrica con --
aplicaciones de Topologia.

Durante los cuarenta afios que siguieron a la publicacion de Kirchoff sobre las
ecuaciones de una red, la mayoria de los problemas de circuitos eléctricos fue -
ron formulados en términos de sistemas mecéinicos; esto, desafortunadamente no
contribuyd en forma alguna al desarrollo progresivo de la teoria bésica de redes.

En la Gltima parte del siglo XIX, la fuerte personalidad de Oliver Heaviside -
aparecid para ayudar a fortalecer la teoria de redes eléctricas; inventa matema -
ticamente el concepto de linea de transmisién sin distorsién, con lo cual, tuvo -
que enfrentarse al pensamiento de esa época cuando la inductancia era tomada co
mo el equivalente exacto de la inercia en sistemas mecénicos; con €l objeto de -
establecer la teoria de redes eléctricas como una disciplina aparte de los siste—
mas mecénicos, cred mucha de la teminologia empleada hoy en dia, como impe-

dancia, admitancia y todas las otras ''ancias' empleadas para pardmetros idea--




les de circuitos. Heaviside en 1886, introdujo un cédlculo operacional, que debido
a su naturaleza empirica angustié6 a muchos matemadticos aplicados del tiempo; -
pese a todo, la utilizacién de su operador complejo 'p" y expansiones en fraccio
nes parciales condujeron a una solucién sistemdatica de muchos problemas con- -
cernientes al comportamiento continuo y transitorio de sistemas con pardmetros
concentrados.

En el afio de 1915 naci6 la tecnologia del filtro, basada en los resultados obteni
dos de trabajos anteriores sobre lineas de transmisién cargadas y la teorfa cla-
sica de vibracién. En los dias anteriores a esta tecnologia, la selectividad era -
obtenida mediante el uso de reactancias sencillas 6 resonancias sencillas conecta
das en serie o en paralelo; los primeros filtros disefados cientificamente, consis

tieron de una cascada de secciones simples idénticas formando una red de escale

. . . Lt EEE
ra, la selectividad de esta forma se incrementaba con el nimero de seccione

La escalera podia ser tratada simplemente por medio de la llamaga;-?teo

R

. - - C Sk
rdmetros imagen, andloga a la teoria de linea de transmisién, en-‘a‘’cual

e

rdmetros de la red son expresados en términos de la impedancia imé’gen y el - -
factor de transmisién imagen.

Si bien este método fué un gran paso hacia adelante, la selectividad resultante -
estaba lejos de ser 6ptima ya que las redes no tenfan ceros de transferencia cer-
ca de la banda de paso, y atenuaciones abruptas en las regiones de corte eran no
realizables,

En 1923 se publicdé un método préactico de disefiar filtros selectivos con un nt- -

mero ilimitado de reactancias, y fué el Gnico método conocido hasta 1940.




Esta teoria, es algo artificial en principio ya que esta basada en paradmetros -

imagen que Gnicamente aproximanlos parametros efectivos de operacion y asu--
men elementos no fisicos ( las terminales de impedancia imagen ). No obstante -
estos resultados, no solo permitian el disefio para bandas de no paso arbitraria—
mente preestablecidas, sino tambi€én mejoraban el acomplamiento de la carga --
terminal. Esta técnica podia reducir el error en la banda de paso debido a los re
quisitos no fisicos en las terminales (un mejor acoplamiento fué mas tarde obte_
nido por Bode ).

En 1924 R. M. Foster, publico un "Teorema de Reactancias", el cual hizo posi
ble realizar por primera vez una red que exhibiera en sus terminales una fun-- -
cion real positiva como una impedancia o admitancia. Foster dividi6 la funcién -
racional dada en una suma de fracciones parciales que podian ser ficilmente - -
identificadas como una conexién en serie de impedancia o como una conexién en
paralelo de admitancias.

En 1926 Wilhem Cauer, expandié la funcitn racional en fracciones continuas re
presentando una red de escalera.

Cada método di6 dos redes sustitutas, y fueron llamadas formas canénicas, ya
que siempre podian ser obtenidas a partir de una funci6n inmitancia realizable y
porque ellas empleaban un nimero minimo de elementos. Pronto se reconocid - -
que los métodos de "Foster y Cauer', podian ser adaptados rapidamente para -
dar una teoria mas general de sintesis de redes con elementos de dos clases, es
to es la sintesis de redes R-L,, R-C y L-C.

Sin embargo fué también reconocido que la simple adaptacion de la sintesis - -




L-C de Foster no podfa resolver €l problema de sintetizar redes R-L-C, a par-
tir de sus funciones de inmitancia dadas, Este problema mucho mas dificil de —
mand6 una correspondiente solucién mas complicada.

A finales de los anos treinta Wilhem Cauer y Sidney Darlington, estaban preo—
cupados por las nuevas teorias de la sintesis exacta de ese tiempo ya que la nue_
va teoria de] diserio de filtros que ellos podian generar al principio podia tener -
poca ventaja préactica sobre la vieja teoria. Aunque si bien, una pequeiia cantidad
de problemas especializados que resistieron el tratamiento de paradmetros ima--
gen, podian resolverse ficilmente con el método exacto, la principal razén para
su uso se basé en el hecho de que la teoria de redes demandd nuevas formas que

¥
pudieran llevar un problema dado a través de las siguientes etapas:

Sintesis de aproximacién. - Dada una caracteristica de respuesta deseada ( por -

ejemplo: amplitud - frecuencia, fase -frecuencia o cualquier otra combinacion ),
sobre un rango de frecuencias establecido hay que obtener una funcién de transfe
rencia realizable que pueda aproximar las especificaciones dentro de una tole---

rancia permitida,

Sintesis de la Funcién de Transferencia.- Consiste en manipular la funcién de -

transferencia a manera de obtener una funcion de inmitancia realizable.

Sintesis de la Realizacién. - Finalmente se construye la red real que correspon-—

de a una funcién’racional,
La impoW!&ff‘dg‘f"éste nuevo método, no fué reconocida inmediatamente pero -

A Sl . o : 3
podia ser ,'uﬁa‘ ara disefiar mejores filtros paso bajas, pero faltaba proporcio-
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nar los disefios en debido a la pesada carga de los cdlculos requeri-

dos.

No fué sino hasta la llegada de los métodos sencillos de computacién ( en los -
afos cincuenta ), donde los filtros Cauer y Darlington entraron en amplio uso.

Bode, quien junto con Cauer demoli6 en escencia €l problema del disefio de fil -
tros con pardmetros imagen, en 1934 desarrollo relaciones prdcticas que expre
san la interdependencia entre la parte real e imaginaria de funciones de redes -
realizables, ademds hizo muchas aportaciones significativas a la teoria dela -
realimentacion en 1945,

Durante la segunda guerra mundial, €l arte creciente de la comunicacién, en -
particular el radar, demandaba filtros que satisfacieran un panorama completa-
mente diferente de restricciones en la selectividad, ademds anchos de banda mas
amplios, frecuencias centrales mas grandes, respuestas a pulsos no resonantes
y severas tolerancias a los componentes,

Los valores de los elementos: de filtros paso bajas clasicos Butter Worthy - -
Tschebycheff, fueron tabulados a mediados de los ailos cincuenta; los coeficien —
tes de acoplamiento correspondientes a estos valores de parimetros paso bajas -
fueron también difundidos en esa época. A partir de estos, los filtros paso banda
angostos podian ser ficilmente disefiados a una respuesta dada, al mismo tiempo
el diseiiador tuvo una mas amplia seleccién de posibles caracteristicas de res--
puesta en frecuencia a la vez que aparecieron nuevas y especializadas aproxima-
ciones de fase.

Con la aparicion de la computadora digital, se hizo posible la simulacién del -

comportamiento de un filtro elemental; los efectos de resistencia y capacitancia




parisitas podian entonces ser anticipados y el comportamiento del filtro mas --
cercanamente predecido. .

Recientemente el computador ha tenido un impacto mas grande sobre la teorfa
de filtros; por ejemplo, usando reglas tapoldgicas han sido desarrollados algo—
ritmos a partir de los cuales se pueden obtener respuestas completas en €l do--
minio del dempo y en el de la frecuencia de filtros de complejidad arbitraria.

Por otro lado durante los afios treinta surgieron los filtros activos ( sin induc -
tores ) los cuales fueron construidos usando bulbos, resistencias y capacitan---
cias; debido a su enorme tamaiio y al alto consumo de potencia junto con su ele -
vado precio, los filtros activos originalmente no recibieron mucha atencién. El
desarrollo de los transistores al final de los afios cuarenta, revitaliz6 el interés
en esta irea dedicdndose en el transcurso de los afios cincuenta la atenci6n so- -
bre las técnicas de diseiar filtros activos usando un simple elemento activo.

Los esfuerzos de investigacidén y desarrollo en filtros activos en recientes - -
anos han sido influenciados principalmente por el progreso en la tecnologia de -
circuitos integrados; las principales atracciones para producir filtros son la re-
duccién de su tamaiio, la reduccién de su peso y de su consumo minimo de poten
cia asfcomo un incremento en la confiabilidad del sistema.

Los filtros activos R-C son ahora comercialmente disponibles en forma de cir_
cuito integrado y estan siendo ampliamente utilizados en dreas con Telefonfa y -
Sistemas de Comunicacién de Datos,

El primer método de diseiio de un filtro activo R-C fué sugerido en 1938 por -
H. Scott, quien mostrd el uso de una red R-C gemela T en un amplificador rea_

limentado para producir una respuesta paso banda, a partir de este momento -




muy poco trabajo fué reportado en estd drea durante una década y media, y no -
fué sino hasta 1953 cuando J. G. Linvill propuso un método de diseiio haciendo -
uso de un elemento activo completamente nuevo para ese entonces el ''converti —
dor negativo de impedancia'’,

El trabajo de Linvill fué seguido por el Salley -Key en 1955, quienes publica- -
ron un catdlogo de secciones de segundo orden activas R-C empleando amplifica
dores de voltaje como elementos activos,

A partir de entonces han existido muchas publicaciones sobre este tema las -

cuales nos seria imposible enumerar.




1.2 FUNDAMENTOS MATEMATICOS Y METODOS DE ANALISIS.

Como se observd en la seccibtn anterior, el desarrollo de la teorfa de los filtros
implico la utilizacion de una gran cantidad de conceptos matemdticos para poder
respaldar tal teoria,

Es por esto que el lector interesado en el disefio de filtros, debe por lo menos
tener un conocimiento general de la herramienta matematica que se utiliza con -
mas frecuencia en el estudio de filtros eléctricos; para que no exista ninguna difi
cultad en entender los conceptos tedricos relacionados con €l tema,

Los fundamentos matematicos que se exponen a continuacién no se describen -
con profundidad ni detalles ya que existen libros especializados para cada uno -

de estos temas, y sOlo nos concretaremos a tratarlos en forma simple y breve,

1.2.1 Sistema Lineal.
Comenzaremos por dar una definicion de modelo de un sistema:

Modelo de un sistema.- Es la representacidén de los agpectos mas resaltantes -

del sistema, donde se describe la estructura de éste, y cuando es necesario, los
factores extermos que se le aplican y salen modificados. Entendiéndose por sis-
tema un dispositivo real o abstracto que interrelaciona una exitacién con una res
puesta,

En la mayoria de las 4reas cientificas, el establecimiento de un modelo Gtil es
necesario para describir el comportamiento del sistema, Un modelo efectivo no
necesita duyplicar el mecanismo fisico del sistema, sino simplemente es escen--

cial que su andlisis esté de acuerdo con las mediaciones del sistema dentro de -




un rango de tolerancia aceptable,

El sistema lineal ha probado ser un modelo (til para muchos procesos fisicos,
pues aunque un sistema fisico nunca es completamente lineal en ciertas dreas de
aplicacién un modelo lineal se puede usar con frecuencia en forma apropiada; -
esto es importante ya que €l principio de superposicion se aplica a estos siste- -
mas, permitiendo formulaciones generales de respuesta. Por el contrario, el -
modelo de sistema no lineal no admite de esta formulacién general de respuesta,
y su andlisis usualmente es estudiado como un caso particular, es decir no exis
ten métodos generales de anilisis ni tampoco soluciones generales,

El anélisis de sistemas persigue dos objetivos que son:

a). - Describir y determinar el valor que debe darse a una o mas variables con--
trolables para maximizar o minimizar otra variable de interés.

b). - Describir el comportamiento o estado de un sistema en un tiempo pasado, -
presente o futuro.

Asimismo, el andlisis se puede dividir en tres aspectos, que son:

a). - El modelo matemaAatico apropiado para el problema fisico. .
b). - Solucién a ecuaciones resultantes,
c). - Interpretacién de resultados obtenidos.
Muchos sistemas de filtrado son modelados con exactitud por medio de un siste

ma lineal,

1.2.2 Terminologia y Clasificacion de los Sistemas.
Un sistema puede representarse de una manera muy simple por medio de una ca-

ja, sefalando de un lado de la caja todas las entradas, denotadas por Xi que sim-
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boliza las excitaciones, y por el otro lado todas salidas o respuestas denotadas -

por Yi; como se muestra en la figura 1.1

Xy e Y‘
“— Y — v
xn u ] |~ Ym

fig. 1.1 Representacion de un sistema,

En general, el nimero de entradas en un sistema no es igual al nGmero de sali
das. El sistema es la 'caja’ en si y se denota por alguna letra mayiuscula como
o, G, T, P, etc,

Para un mejor manejo matemadtico los conjuntos de sefiales de entrada y salida

suelen indicarse en forma vectorial como:

- x| - r Y. -y
bt ¥ :L
X=1|* Y‘ = 3
: : (1l.1)
| Xn 4 L Y"‘.J
La relacion entre vector de entrada y el de salida se escribe en la forma - -

Y = HX y se lee: Y es la respuesta de H sobre X,

Puede decirse que el sistema H es un operador que transforma o modifica la -
entrada Xpara producir la salida Y.

Con el fin de formular modelos y técnicas adecuadas a los diferentes proble---
mas que pueden ser estudiados como sistemas, €s necesario conocer las carac-

teristicas especificas de cada tipo de sistema, con el objeto de fijar los limites

de aplicacién del modelo al problema real; para esto podemos clasificar los sis-
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temas en:

Sistema Lineal y No Lineal. - Un sistema es lineal si la entrada G fy (t) + --

Cy fy (t) produce una salida Cj;g; (t) + Cagg (t) paratoda fj (t) y f2 (t)
cuando se conoce que fj (t) produce una salida g) (t) y fp (t) una salida --
go (t); siendo C; y C, constantes que pueden ser nimeros complejos,

Este es el llamado teorema de superposiciéon y es caracteristico de los siste--

mas lineales, si esta propiedad no se cumple el sistema es, no lineal.

Sistemas de Tiempo Continuo y Tiempo Discreto. - Un sistema de tiempo conti —

nuo es aquel en que las entradas y salidas de este cambian en cualquier instante
de tiempo, esto es, que la entrada X y la salida Y son funciones de la varia —
ble de tiempo continuo "t'" y esto se expresa de la siguiente forma:

- .~

X2 (4) Ya (&)
X :X((): X3 .({) Y :Y({) = Ya ) (1.2)
Xn(t) | L Yet#) |

Un sistema de tiempo discreto es aquel en que las sefiales cambian s6lo en ins
tantes discretos. Entre los instantes en que varian las sefiales, éstas pueden no
estar definidas o bien ser constantes; en cada caso el comportamiento de las se-
fiales durante estos intervalos de tiempo no es de interés, L.a naturaleza discre-
ta de un sistema se manifiesta escribiendo las sefiales como funciones de una - -

variable discreta ti , donde los ty (k=12,3...) son los instantes en que
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las funciones pueden cambiar sus valores. Asf, para un sistema de tiempo dis-

creto: - % (4x) 7 [’ Y. (k) ]
X2 ({x) Ya(4v)

X({‘) =1 X (ke) Y“")= Ys (¢u) (1.3)
| Xn k) | Y

Generalmente los sistemas de tiempo continuo se expresan mediante ecuacio--
nes diferenciales, y los sistemas de tiempo discreto se expresan por ecuaciones

de diferencia.

Sistemas Fijos y Variables en el Tiempo.- Un sistema fijo o variable en el - --

tiempo es aquel en que la relacién entrada -salida no cambia con el tiempo, es-

to es: X(4) o Y (4)

X (£-T) — Y(¢-T) (1.4)

Los sistemas variables en €l tiempo son aquellos en los que los paradmetros va
rian con €l tiempo, es decir la salida dependera no s6lo de la forma de la entra-
da sino ademds del momento en que se aplique,

Estos sistemas tienen la propiedad de que una entrada retrasada en T unida--—
des de tiempo generalmente no produce una salida retrasada en T unidades de -
tiempo. En realidad la respuesta del sistema depende del instante en que la en- -
trada es aplicada. Una ecuacién diferencial ordinaria con coeficientes variables,

describe un sistema lineal que varia con el tiempo.

Sistema Causal y No Causal, - Un sistema es causal si el valor de la salida en - -




13

cualquier instante es independiente del valor de la entrada en todo los instantes
posteriores.

Un sistema no causal es aquel en que el valor de la salida en cualquier instan-
te no es independiente del valor de la entrada en un instante posterior; este sis-

tema es fisicamente irrealizable,

Sistemas de Pardmetros Concentrados y Distribuidos. - Los sistemas de pardme

tros concentrados son aquellos en que la seiial de entrada se propaga instantd —
neamente a través de todos los elementos del sistema; estos sistemas se mode-
lan mediante ecuaciones diferenciales ordinarias.

Los sistemas de paradmetros distribuidos son aquellos en que la excitaci6n de -
entrada tarda cierto tiempo en excitar los elementos intemos del sistema; se -

pueden modelar usando ecuaciones diferenciales parciales,

1.2.3 Métodos de Anélisis,

Existen dos métodos en el andlisis de Ingenieria, que son:

1.2.3.1. - Método directo que consiste en determinar la salida Y (t) debido a - -
una entrada X(t) resolviendo el modelo matemadtico que describé el sistema; -
este modelo es s6lo aplicable cuando se dispone de un modelo matematico adecua
do para caracterizar el sistema, y ademas cuando dicho modelo es facil de ma~-
nipular cualquiera que sea la forma de la sefial de entrada.

1.2.3.2. - El método indirecto se aplica en alguno de los siguientes casos:
1.2.3.2.a, - Cuando se dispone de un modelo determinfistico para describir el -

sistema.




1.2.3.2.b, - Cuando el modelo de que se dispone es de dificil manipulacién ma—

temdtica cuando la sefnal de entrada tiene una forma complicada,

En el caso (1.2.3.2.a ) se predice la salida del sistema empleando un modelo
probabilistico; o bien, conocidas las entradas y las salidas se determina el esta
do interno del sistema empleando métodos de interpretaciéon indirecta, En el - -
caso(1.2.3.2.b) la entrada X (t) se descompone en un conjunto de funciones -
elementales o componentes individuales de forma asimilar y de facil manejo ---
algebréico; la respuesta del sistema a cada componente elemental se calcula re-
solviendo su modelo matemaético, Si el sistema en estudio es lineal, podemos - -
obtene. la salida total Y (t) debida a X(t) sumando cada una de las respuestas
elementales, esto es superponiendo los efectos debido a cacia una de las funcio--

nes elementales en que se descompone X(t).

1.2.4. Andlisis en el dominio del tiempo y en el de la frecuencia.

Los filtros compuestos de elementos convencionales agrupados estan gobermados
por ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes donde la variable indepen
diente es el tiempo. Asi, nuestro objetivo puede ser identificado como andlisis -
en €l dominio del tiempo con constantes agrupadas,

El andlisis en el dominio del tienpo es @til cuando el problema es definido en -
términos de una ecuacidn diferencial o cuando la respuesta al impulso del siste-
ma es definida.

El tiempo es la variable principal, por lo tanto la descripcion fisica del siste--
ma de filtrado deberia ser expresada en €l dominio del tiempo; después de todo,

las seflales de entrada y de salida son definidas en este dominio. Sin embargo,




la mayoria de las especificaciones de un filtro son expresadas en términos de -

frecuencias en estado estable, tales como la respuésta de magnitud, de fasey -
de retardo de grupo.

Cuando el sistema es invariante en tiempo ademds de ser lineal, los coeficien_
tes de la ecuacién diferencial que lo describen son constantes, estos sistemas -
son Gtiles como modelos para muchos sistemas de la vida real. Un uso extensi-
vo e€s hecho de las transformadas de Fourier y Laplace para analizar y disenar
estos sistemas teniendo a la frecuencia como la variable independiente en lugar
del dempo; de una consideracién practica estas transformaciones comunmente -
conducen a simplificaciones matemdticas que entonces justifican su uso.

A continuac;én daremos la descripcidén de las transformadas de Fouriery - - -
Laplace que nos servirdn mas adelante para entender toda la teoria del andlisis

de filtros.

1.2.5 Transformadas de Laplace.
La transformada de Laplace constituye una herramienta matematica muy ril en
el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales; problemas modelados con es
te tipo de ecuaciones se presenta frecuentemente en €l andlisis de circuitos - -
eléctricos, ya que el caso de algunas funciones no se pueden manejar con facili-
dad los métodos clédsicos; y €l método de Laplace, en cambio, proporciona una -
solucién mas rédpida a este tipo de problemas,

La transformada de Laplace de una funci6n expresada en el dominio del tiempo

es definida como:
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L[iw] = ¥(s) - \H{) ¢t

(1.5)

Donde el pardmetro S puede ser un nimero real o complejo. Para las aplica-
ciones de teorfa de circuitos S =T +ju .

La operacién I[S(&).\ transformada de una funcién f(t) en el dominio del - -
tiempo, es una funcién F(S) en el dominio de la variable S.

Las condiciones suficientes para la existencia de la Transformada de Laplace,
son que la funcién f(t) sea: a), - continua a intervalos y b).- de orden expo-—
nencial. Una funci6n es de orden exponencial si; para todo t>t., H(MLAQ.‘L;:
siendo A y 1o constantes positivas, Si se cumplen estas condiciones, la inte- --
gral de la transformacién directa es convergente para todo ¥ >« y existe F (S).

Todas las funciones que tienen una transformada de Laplace deben cumplir la
siguiente condicién, para que S sea real y positiva.

%‘\Ht)\ Z-SQA{: <4 O
. . (1.6)

1.2,6 Transformadas de Fourier,
La transformada de Fourier, de una funcién de tiempo arbitraria f(t) es indi-

P e
cada por (}‘ (hablada la transformada de Fourier de f(t) ) y esta dada por:

- -.\J‘(.
¥ iw] = Fuw)= \.Sm <" 4t (1.7)
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esta es la representacion en el dominio de la frecuencia de f(t). Aquiesla -~

frecuencia en radianes, relacionada con '"f" frecuencia en hertz mediante:

o = lTl" racl/se9 (1.8)

Las letras mindsculas son reservadas para las funciones de tiempo y las le---
tras maytsculas indican sus transformaciones respectivas.

La integral a la derecha de la ecuacién (1.7 ) es conocida como la integral -
de Fouriex; y es til para analizar una funcién aperiddica, algunas veces llama-
da una funcién transciente. Usando la serie de Fourier para obtener la represen
tacién en la frecuencia de una funcién periddica.

Como se recordari la integral de Fourier es comunmente derivada de la serie
de Fourier de la funcion periddica haciendo que el peri6do tienda a infinito, esto
es haciendo que la funcidn peri6dica se aproxime a una aperidédica.

No todas las funciones son transformables con Fourier en el sentido cldsico. -
Supongamos; sin embargo, que la funcion f(t) es de variacién limitada, esto -
es, puede ser representada mediante una curva de longitud finita en cualquier --
intervalo finito de tiempo. Entonces una condicién suficiente pero no necesaria -
para la existencia de la integral de Fourier es que f(t sea absolutamente inte-

grable, esto es:
o0

] 3¢ < =

(1.9)

Comunmente la transformada de Fourier de algunas funciones no satisfacen la -

ecuacion ( 1,9 ) tal como la funcion impulso; pero pueden ser obtenidas introdu
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ciendo procesos matematicos permisibles s6lo dentro de la teoria de las distri-

buciones,

1.2.7 La Integral de Convolucion.
La integral de Convolucitn es de importancia fundamental en el disefio y andlisis
de un sistema lineal invariante en el tiempo, ya que se obtiene una representa--

cion explicita de la respuesta del sistema.

Sean p(t) y q(t) cada una un tramo de una funcidén continua dentro del inter
valo —eo <t se0; la convolucién de p y q, simbolizada p*q se define como -
una tercera funcién dada por:

V(t) = pegq = S‘P(t—z)gu) dz

-

(1.10)
en donde la integral de la derecha es llamada integral de convolucidn.

1.2.8 Funcién de Transferencia.

La funcién de transferencia H (S) es la descripciétn en dominio de la frecuen—
cia de un sistema lineal invariante en el tiempo y es una funcidn necesaria para
el andlisis y la sintesis en este dominio.

Antes de que la funcidén de transferencia pueda ser determinada, las variables
de entrada y salida deben ser especificadas. La funci6tn de transferencia de vol-
taje T (S) es la relacidén del voltaje de salida al voltaje de entrada de un siste-
ma; mientras la funcidén de transferencia de corriente [ (s) es la relacién de la
corriente de salida a la corriente de entrada, ambas son adimencionales. Sin -

embargo, continuaremos usando el término funcién de transferencia representa




do por H (S) a menos de que sea mas Gtil usar alguna de las otras descripcio-

nes,
Veamos ahora que son los polos y ceros de H(S) y su representacién grifica.

H(S) es la funcién racional en S definida por :

H(s) = Jps':,\....‘-bm = N(S)
QS "+ .- +dn - D(S) (1.11)

donde N (9 es el polinomio del numerador y D(S) es el polinomio del deno- -
minador. A las raices de N(S) y D(S) les son dados nombres especiales -
debido a su importancia en caracterizar H(S); las raices del polinomio del nu
merador son llamadas los ceros de H( S) y las raices del polinomio del deno-
minador son llamadas los polos de H(S). Las especificaciones de los polos, -
ceros y umna constante de ganancia Ho caracterizan a un sistema compleétamen_
te, ya que entonces la funcitn de transferencia es conocida, La ecuacién 1,11 -

puede ser reescrita como:

Hs) = He S0t (bi/be)S™ .ot bm/be

Sn*’(&l/&o)sn"«f.-.-g- an/de (1.12)
donde la constante de ganancia Ho = 2“ .
o

Los ceros son frecuencias complejas a las cuales 1a funci6on de transferencia -
tiene el valor cero, mientras que los polos son aquellas frecuencias complejas
a las cuales el valor de la funcién de transferencia es infinito, Los polos ade--
mds tienen otro significado, en ellos se encuentran las frecuencias naturales del

sistema y en consecuencia determinan el comportamiento general del sistema,




Se define a S como la frecuencia compleja 7436 ; mas precisamente S es -

una variable compleja cuya parte real es © ( frecuencia en Nepers ) y cuya par_
te imaginaria es @ ( frecuencia en radianes ). Conéecuemememe cualquier fun-
cibnen S esuna funcién de la variable compleja con una parte real y una ima-
ginaria; una de estas por supuesto, puede ser cero.

La representacion grafica de los polos y los ceros proporciona una visién den-
tro del comportamiento del sistema, el plano que contiene los dos nimeros que -
definen un polo o.un cero y es conocido como el plano S ., Cuando graficamos
un polo es indicado mediante una cruz y un cero es indic2do mediante un circu-
lito. El orden q del polo o el cero es indicado por q cerca del polo o el ce~-
ro, ninglin nimero es dado si el orden q es la unidad. La constante de ganan--
cia Ho algunas veces aparece en el diagrama; la figura 1.2 es una grifica tipi_

caen el plano S .
)i

Herk  (q)

fig. 1.2 Diagrama de polos y ceros en el plano S .

I'ma funcion de transferencia tiene un nimero igual de polos y ceros por lo que
algunos de los polos o algunos de los ceros pueden ocurrir en el infinito, esto es

H(S) se hace infinito o cero cuando S se hace infinito., Para determinar ¢l com

portamiento de H(S) en el infinito, de la ecuacién 1,11 se obtiene:




QA n-m
Hol oo™ e ©

Si mgn, H (S) a; entonces, H (S) tiene ( m-n ) polos en ¢l infinito.
Si ma»n, H (S) o ; entonces, H (S) tiene (n-m ) ceros en €l infinito.
Si m=n, H (S),‘:E.Z; entonces, H (S) no tiene polos o ceros en el infinito.
©

En una grafica de polos y ceros sin embargo, Gnicamente son indicados los polos
y ceros finitos. Tres regiones del plano S merecen especial atencion debido a -
las respuestas peculiares que producen los polos situados en estas regionés. La
region ubicada a la izquierda del eje jwes conocida como el medio plano izquier
do y la regi6n a la derecha de este eje es llamada medio plano derecho, la terce
ra region es la linea infinitesimal conocida como eje jw. Los polos en el medio
plano izquierdo dan origen a funciones de tiempo exponencialmente decrecientes,
y los polos en el medio plano derecho dan origen a funciones de tiempo exponen—
cialmente crecientes, Los polos sobre el eje jwresultan en funciones de tiempo
oscilatorias.

Fara ilustrar como se forma una gréafica de polos y ceros veamos un €jemplo.
Ejemplo. - Vamos a obtener los polos, cerosy el diagrama correspondiente a la
siguiente funcidén de transferencia,

M(sy= 5 S-35"+9s + 13
S*+ 1453 +89 5%+ 29¢ 5 + 400 (1.13)

El polinomio del numerador N (S) es factorizado como:
N(s) = (5+1) (57— 45 +13)
Y sus raices que son los ceros finitos de H (S) son: -1 y * j 3. El polinomio

del denominador D (S) es factorizado como:
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8
De)= (st4) (s*tesS+25)

Y sus ralces que son los polos de H (S) son: -4, -4, -3 + j4 . Si hacemos que

S tienda a infinito en H (S) encontramos que:

8

Hcs)\s_"o 2

Existe un cero en infinito como resultado de un igual nimero de polos y ceros. -

La figura 1.3 es el diagrama de polos y ceros en el plano S .

fig. 1.3 Diagrama de polos y ceros de la

funcitn de transferencia definida:

h(s)=5 -3 +95+ 13
S* {4 s34+ 338+ 29¢S + 400
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1.3 TEORIA DE APROXIMACION.

El problema de aproximacioén puede ser considerado desde distintos puntos de -
vista, Algunas veces deben usarse datos experimentales dados en forma de cur-
va o de una tabla; otras veces, una expresion matematica complicada debe ser -
reemplazada por una mas simple.

Si lo que interesa en la aproximacién €s una expresién mas simple la funcidn -
aproximativa debe ser simple en si. Tales funciones simples son:

- Potencias de una variable ( polinomios ).
- Funciones trigonométricas.
- Funciones exponenciales,

La eleccién de uno de los tiempos enumerados depende del resultado deseado.

Las potencias de una variable (polinomio ) se usan generalmente para aproxi--
mar funciones no periédicas, las funciones trigonométricas se usan para aproxi_
mar respuestas en el tiempo de redes.

Existen muchas formas para reemplazar una funcién dada por otra mas simple
esta aproximacién puede ser de la forma de un polinomio o de una funcion racio-
nal.

Estudiaremos la aproximacién por polinomio, que es la que se usa con mas fre
cuencia en el disefio de filtros eléctricos.

En primer lugar es necesario establecer la factibilidad de aproximar una fun--
cioén mediante un polinomio; esto nos lo da €] siguiente teorema.

TEOREMA,

Una funcién no periédica f(x), continua en €l intervalo {a, b-l puede ser aproxi---




mada por un polinomio, esto es:
Pn(x) = a x (1.14)
Donde los ''a' son coeficientes reales.

Este teorema nos garantiza que una funcién f(x) puede ser aproximada por un
polinomio con coeficientes reales, lo cual es de suma importancia para aproxi-
mar caracteristicas de redes eléctricas, por las condiciones de realizacién im
puestas a las redes a sintetizar. A continuacion veremos los tipos de aproxima

ciotn de uso mas frecuente,

1.3.1 Aproximacién de la Funci6én en un Punto.
El polinomio debe aproximarse 10 mas cercanamente a un punto ''a" de la curva
dada; este requerimiento significa que el polinomio debe pasar por un punto "a"
y que la mayoria de sus derivadas deben ser iguales a las de la curva dada. El -
tipo de aproximacién se muestra en la figura 1.4

4

e — §0x)
B (X)

1
{
i
|
i
!

- X
xX=a

fig, 1.4 Aproximacién de una funcién en un punto.

Matemdticamente, la condicién impuesta en este tipo de aproximacién es que:

() () .
A () — V(a) = 0 i=121,3,...n. (1.15)




25

Obviamente, este tipo de aproximacidon se podré utilizar con funcipnes que ten-
gan al menos n derivadas en €l punto a,

En general, este método impone condiciones al comportamiento del polinomio -
en un punto determinado. La aproximacién en dicho punto es particularmenre bue
na, pero no hay forma de controlar €l comportamiento del polinomio fuera de di-'
cho punto. EIl Gnico control posible es observar si el error en el intervalo de - -
aproximacién excede un margen considerado aceptable,

Una aproximacién de este tipo se realiza expandiendo la funcién en una serie de
Taylor.

TEOREMA: (TAYLOR ) Toda funcion f(x) que posea n +1 derivadas enel -

intervalo a, b puede ser expandida en cada punto X =9 ;5 a<¥< b;

Q) .
foa = ?;:0 ___5.‘(.&\ (<-a) | +Ra(X)  (1.16)

En la ecuacién anterior Rn (x) es el residuo y puede ser expresado de la forma:

x

Ra(x) = “%T Saﬁ(m)(&) (K‘”n dt (1.17)

Si lim Rn(x) = o, la serie converge y es igual a f(x).
N-oed ’

1.3.2 Aproximacién en Varios Puntos.

En este tipo de aproximacioén, el polinomio debe cortar la curva dada en varios -

puntos distintos en €l intervalo de aproximacidn; no se dan condicic:es para el -
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comportamiento del polinomio dentro de dichos puntos. Este tipo de aproxima- -

cion se muestra en la figura 1.5 . MatemAaticamente la condicion impuesta se -

expresa por:

() — (X)) =0 5 Ai=0,1,2,-n.
Pn (x‘\ f (x1) o ({ralores disc;re;;os)( 1.18)

9}(,‘) Pnx)
, B € 3

| | |

I ! | |

| : : ' !

l , ‘ | l

{ I | I [

( | I |
! | | | | > x

az= Xe ) Xz, K3 ¥4= b

fig. 1.5 Aproximacion de una funcidn en varios puntos.

1.3.3 Aproximacion Media.

En este tipo de aproximacidn, los coeficientes del polinomio se determinan de la

condicién de que el 4rea de la n-é&sima potenciade Pn (x) f(x) sea minima. -

En la figura 1.6, se muestra este tipo de aproximacién para q = 2,
$x)
$oq i)

' g
[ﬁ (XY~ Tn LX)]
x 2

[&m—vn cx)] S[&m- ?ncx)} dx

fig. 1.6 Aproximacién media.
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La expresién mateméitica'es:
b

F = min \[Pn(x)" S(’()]Q d x

a

(1.19)

1.3.4 Aproximacioén Butterworth ( 6 Maximally Flat ).
El criterio de aproximacion Butterworth, corresponde a la aproximacion de una -
funcién en un punto, en este caso, €l punto esuk 0. El ci‘iteﬁo usado en este caso
es hacer todas las derivadas delm)w)l iguales a las de la funcién que se quiere -
aproximar, es decir, los coeficientes del polinomio, determinados mediante ]a -
expansién de Taylor, deben ser iguales a las derivadas de la funcién. Como en -
el caso del filtro ideal, todas las derivadas son cero, los coeficientes del polino
mio correspondiente a dichas derivadas deberidn ser cero. Matematicamente el -
procedimiento es el siguiente:
La funcién que queremos aproximar es:

Mol = 4

(1.20)

Ahora bien:

lH(’p)llz HGw) HEjwW) = Gu?t) (1.21)

El problema de aproximacién se puede resolver seleccionando los coeficientes -
de:

Gws*) = Atawtraauty ... var 6t
L+ Wl Daw*4 - re+ beus?t

(1.22)
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De tal forma de hacer. G(o) =1 ylas n primeras derivadas de G(0) sean cero
(obsérveseque n=r +t). La razémn por la cual las primeras n derivadas se
pueden hacer cero, €s debido a que n+1 grados de libertad, luego se pueden -
elegir n + 1 coeficientes. ( Un grado de libertad es usado para escalar en fre—
cuencia y poder elegir la frecuencia de corte ).

Si se obtiene la primera derivada de la expresion 1.22 y haciendo W=0 se ob=-
tiene: G|(0) = ar—b; = O 3 hacemos a,= b\ =0

Para la segunda derivada se obtiene:

"G (0)= a:-ba=0 v ¥ hacemos az=bz=o0

Continuando con este procedimiento, se obtiene:

ai-bi= 0y y Nacemos ai=bi=0 ; donde icn
Luego obtenemos:

n M+ L
G(Nl)z 1+anUS +dn.§\u¥ 4 e e .

i_‘_bnwlﬂ_&bn*luslﬂ#l.*,_ e (1.23)

Todos los coeficientes restantes pueden elegirse arbitrariamente. Hacemos -

An=0 +An+i= e) j Cnti= O (A’zl) y obtenemos:

Q(w) = .
1+ bawtn (1.24)
b, lo elegimos de tal forma que la atenuacién en ( frecuencias de corte ) -
sea de 3db, luego:
[}
[6 w‘})] "o (1+ bn o' )“/L (1.25)
de donde bn = i

i+ urn




Se acostumbra a normalizar la frecuencia de corte a Ws= { . Lueqo :
)

2y _ i

Ahora bien, la ecuacién 1,25, es para wt pero a nosotros nos interesa obtener
H (s). Si hacemos s-JuY lo que eqmvale extender Q& )desde el eje "w'" a todo el
plano ''s*; obtenemos :

Q(-5") = H(s) W(s) - L
I+ )t stt (1.27)

Los polos de (g(—g) se obtienen de Q.\)“s'"_-‘: -4 mediante el teorema de De Moivre
zi[( ar-1)/2n] T -

Sr=
para n par
i (r
Sr = z"( /n)ﬁ_ para n impar
(1.27.a)
Expresando S¢ como &-:i}(;gﬁ, las partes real e imaginaria son:
Te= Cos (Artn-4) —_ 2r-\ \ v
= W= San (_*)
¢ +n-\
WSy =San L___z T=Cs T (1.27.b)

.

En la figura 1.7, se muestran los polos de G( -g2 ).

N

fig, 1.7 Polos de G(-s2).
Estos se encuentran ubicados en un circulo unitario en forma simétrica con res

pecto a ambos ejes. Para satisfacer las condiciones de realizacién, los polos de
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H(s) seran aquellos que se encuentren en €l lado izquierdo del plano complejo.
Los polinomios cuyas raices se encuentran en €l lado izquierdo del plano com-
plejo se llaman polinomios de Butterworth 'y se designan por B, . Existe un poli
nomio para cada valor de n . A continuacidén se muestran tres tablas, la pri--
mera se da una lista de las B, correspondientes a los ocho primeros valores -

de n; la segunda da sus coeficientes y la tercera sus raices,

n Tabla 1

1 (s+1)

2 ( s“2+rf s +1)

3 (s2+s +1) ( s+1)

4 ( 2+0.765365+1 ) ( s>+1.8180s+1 )

5 ( s+1) (s2+0.6180s+1) ( s?+1.6180s+1 )

6 (52+40.5178s+1) ( s2+[2 s+1) (s°+1.9318s+1 )

7 (s+1) ( 2+0.4450s+1) ( 524 1.2463s+1) ( s>+1.8022s+1 )

8 ( s2+0.3861s+1) ( §2+1. 1110s+1) ( sz+1.86305+1) ( sz+ 1.9622s+1)
Tabla 2

n ag a;  ap as ay as ag a7 ag
1 1 1

2 1 2 1

3 1 2 2 1

4 1 2.6133.4142 2,673 1

5 1 3.236 5.236  5.236 3.236 1

6 1 3.864 7,464 9,141 7.4064 3.864 1




7 1 4.494 10.103

8 1 5.126 13.138 21.848

Tabla 3

n Polos de H(s)

1 -1.000000

2 -0.707107+j0.707107

3 -1.000000
-0.500000+j0.866015

4 -0.382683+j0.923880
-0.923880+j0.382683

S -1.000000
-0.309017+j0.951057
-0.809017+j0.587785

6 -0.258819+j0.965926
-0.707107+30.7-71-7
-0.965926+j0.258819

7 -1.000000
-0.222521+j0.974928
-0.6234904j0. 781832
-0.900969+j0. 433884

8 -0.195090+j0.980785

-0.555570+j0.831470
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-0.831470+j0. 555570
-0.9807854j0. 195090

En la figura 1.8, se muestra la aproximacidn lograda con este tipo de filtro:
) GAnARAA

:‘—""‘ ITIEAL

-1 i

- BUTTERWORT#H
.

b - = - -

4:“‘

fig. 1.8 Aproximacién Butterworth.

La aproximacién Maximally Flat, se da generalmente en términos de los polino-

mios de Butterworth, en la forma:

i
H(s): 1.28
1+8,0s) ( )

Veamos ahora la influencia del nimero de polos o del grado de By(s), en el com
portamiento del filtro.

De la ecuacién (1.2¢), la magnitud de H(s), esta dada por:

Gw) = |RGW)| = i (1.29)
[1+ us"‘]'/"-

En la figura 1.9, se muestran algunas curvas delmiu)t)ara distintos valores de -
n. EEEE— — ur [12d/5¢q7

— (o] -~

3 ~

a =~3

2 W

b 3 1

1.4
1.0 3.0

fig, 1.9 Curvas de H(jw) para distintos valores de n.
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Obsérvese que a la frecuencia de quiebre, wgy = 1; todas las curvas presentan
una atenuacion de 3db. Ademds se aprecia claramente que mientras mayor sea
n mejor es la aproximacion,

De la ecuacibén 1.29, es posible obtener la ganacia del filtro para frecuencias -

altas, w>> 1 .

. {
C Y —2 __  para ur>>
ISTRI RS o par L (1.30

Ya que 1 comparadocon W'" ¢e despredable.

Ahora bien, por definicién, la ganancia es 20 Log‘H(jw)l; luego:

10 Log\HC)uJH:- 20 Log W db . (1.31)

Es decir que a frecuencias altas la atenuacion ( obs€rvese que la ganancia en -
este caso es negativa ) en decibeles es proporcional al logaritmo de la frecuen-
cia y al orden de la aproximacidén de Butterworth 'n'. Como logw aumenta en 1
por cada década de frecuencia, la atenuacidén para frecuencias mayores que la -
de corte, es aproximadamente de 20n db/dic. Es decir que un filtrode - - --
Butterworth de dos polos tendré una atenuaciéon de 40 db_/dcfca frecuencias altas,
mientras uno de 10 polos tendr4 una atenuacién de 200 db 4¢c para €l mismo rango
de frecuencia.

En este punto cabe hacerse una pregunta; obviamente un filtro de Butterworth -
de 10 polos es mucho mas dificil de diseiiar, que un filtro de S polos ¢ no es mas
conveniente disenar dos filtros de S polos y conectarlos en cascada, en vez de -

disenar uno de 10 polos ?. La respuesta tiene dos aspectos; para los efectos de
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atenuacioén para frecuencias altas, dos filtros de 5 polos en cascada tienen

aproximadamente la misma atenuacion que uno de 10. Sin embargo, la atenua--
cién en la pasa-banda, es muy diferente en ambos casos y esto puede observar -

se en las curvas de la figura 1. 10 ( lado izquierdo ).

$ arxavacion io

30 | 5
4

20 3
o } /
3 b
' 5
11

o1 o1 1.0 2 3 4 s

fig. 1.10 Respuestas de difereuntes filtros Butterworth.
Por ejemplo: para W =0.9 un filtro de 10 polos tendra una atenuacién de 0.8 db,
mientras dos filtros de S polos cada uno conectados en cascada tendrin una ate--
nuacién de 2.6 db.

A medida que aumenta el nimero de polos, Butterworth se aproxima cada vez -
mas al filtro ideal. Sin embargo, filtros con mas de 10 polos son dificiles de di -
senar, por lo tanto las curvas de las figuras 1,10-3 y 1.10-4 son lo mejor que
se puede esperar de un filtro Butterworth,

Otra consideraci6tn importante en el disefio de filtros, es la pendiente de la cur

va de atenuacibn en la frecuencia de corte, ya que marca la transicién entre la -

pasa-banda y corte.




La derivada de la ganancia Butterworth evaluada en =\ ¢s-_;I: luego, la pendiente
de la curva de atenuacién aumenta con la complejidad de filtro ( aumento de "n"'),
De la discusién anterior, se desprende que la aproximacién Butterworth depen-
de del nimero de polos n, €l cual para los efectos de disefio se puede determi-

nar directamente de las especificaciones.

1.3.5 Aproximacion de Tchebysheff

La aproximacion de Butterworth esté basada en la tesis que, el comportamiento-
en uS=0 es critico. Sin embargo, a medida que nos aproximamos a la frecuencia
de corte, Ww=(1)el comportamiento se va haciendo progresivamente mas pobre, -
Este punto de vista es realista cuando se van a conectar varios filtros en casca
da, de tal forma que la pasa-banda total es pequena.

Si nos olvidamos de las condiciones impuestas al comportamiento €n wS=0( res
tricciones en las derivadas de la amplitud y nos imponemos condiciones en la -
amplitud para toda la pasa-banda, w €[o}es posible obtener una transicién mas -
rdpida entre la pasa-banda y corte,

La aproximacidén que veremos a continuacién oscila alrededor de la unidad en -
la pasa-banda y decrece rapidamente para w=| ., Este tipo de aproximacion es lla
mada de Tchebysheff y en ella, todas las frecuencias de la pasa-banda se consi-
deran igualmente importantes y lo que inteéresa en este caso, es minimizar Ja --
desviacion méxima entre la respuesta ideal y la respuesta aproximada, para - -
cualquier punto en la pasa-banda,

Esta aproximacién es igualmente huena para w=0como para W=1| y por e€so €s -

llamada "equal -ripple'.
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La propiedad de '"equal-ripple’ se consigue mediante un polinomio f(w) que -
tenga dicho tipo de variacién en el intervalo [O, 1] . Tal polinomio es el polino--
mio de Tchebysheff. C, (w). La forma trigondmétrica del polinomio de Tcheby-
sheff es:

Cn(w) = Cos (n Qos-‘us)-’pam jwle g

(1.32)
Cn(w)= Cos h (n Cos W 'w ))-Pan; MEE!
(1.33)
De la ecuaci6n 1.32, se ve claramente que para wn= o
Colw) =1 (1.34)
ypara n=1
Ci(w)= (1.35)

Para obtener los polinomios de orden mayor, se utiliza la féormula recursiva:
Cn (W)= 2w Cn-) (w) - Cn-z_(“s)

En la tabla 4, se dan los polinomios de Tchebysheff hasta n = 10.

Las propiedades mas importantes de los polinomios de Tchebysheff y que son -
usadas para la aproximacion de filtro ideal son:
1. - Los ceros del polinomio estdn ubicadas en el intervalo |w| < 4 lo cual se -
muestra en la figura 1.11 de las grdficas de Cg(w) y Cy(w).
2. - Dentro del intervalo \us\ & ) el valor absoluto de C,(w) nunca excede la -
unidad es decir: lcn)| & 1y pavra juwic]
3. - Mas alla del intervalo \us\L_ { C,(w) crece rdpidamente para incrementar -

en | (w)\.




Tabla 4:

n Polinomios de Tchebrysheff C, (W)
0 1

1 w

2 2w? - 1

3 awS - 3w

4 swd-8w + 1

5 6W° 20w + Sw

6 3240 -48w? + 18w2- 1

7 64w7 - 112w + 56w - 7w

8 128wB - 256w0 +160w? -32w2+ 1

9 256w? - 576w’ +432w° - ].2Ow3 + 9w
10 512w10- 1280w8 + 1120w - 400w+ 50w? - 1

fig, 1.11 Ubicacién de los ceros de un

polinomio Tchebysheff,
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Veamos ahora como utilizar los polinomios de Tchebysheff para aproximar la
caracteristica del filtro ideal.

Considérese la funcion E2 an(w) donde E es un nGmero real, muy pequeiio
comparadocon * 17. Claramente E2CnZ(w) variars entre O y E% en el inter
valo |wl¢4. A continuacién, sumemos 1 a la funcidén, la que ahora queda: -
1+E2Cn2(w). Esta nueva funcién variari entre 1 y l-a—E2 cantidad ligeramen
te syperiora 1, para |wj<1l. Invirtiendo esta funcién, obtendremos otra fun—

cién que asociaremos con [H(j\\7)|2 ; luego:

1 (1.36)
1 %—E2Cn2(w)

]Hcml 2=
En el intervalo |w < 1, |HCjw)‘2 oscilara alrededor de la unidad, tal que el va-
lor mdximoes 1 yel minimoes 1 /( l-»—E2). Fuera del intervalo \w]_‘j; Cn2(w)
se hace muy grande, de tal forma, a medida que w aumenta, se alcanza un --
punto en el que E2Cn2(w)3 1 y |H(jwl 2, se aproxima a cero. Vemos enton--
ces que la ecuacién 1,36 es realmente una buena aproximacién de la caracteris-
tica del filtro ideal. En la figura 1,12, se muestra una aproximacién de Tcheby

sheff al filtro ideal:
{K (j\u\\

(44 e‘)-'/'

¢ w

fig. 1.12 Aproximacién Tchebysheff al filtro ideal.




En la figura se puede observar que dentro de la pasa-banda,pe W <« 1 oscila - -

("ripples")entre los valores 1 y(1+ e")-‘/’- luego el ripple estd dado por

Ripple = L - 4
lPP e (j-f E.l)'lt- ( 1.37 )
Para w = l,huiw)les:
‘H(Si\\: i (1.38)

N QIQE‘
Puzs‘:o que Cel)=1
En la banda de corte, es decir, para w >1 , amedida que w crece, se llega

a un punto en €l que et in(u)) >y 1 y de manera que:

HGwY| 2y |
‘ |~ £ Cn (W) (1.33)

Luego la atenuacién en decibeles estd dada por:

20 Log [H(jw)| = 20 Log € - 20 Log Cn (w) (1.40)

Para valores grandes de w, C,(w) puede aproximarse por el primer término:

l“-‘us" luego la atenuacién (ccursc_'\o'n 1.40)§¢ra'°.
0 LD% \qu\l = -20 LOS € - IOLOS 7:‘-. w“

20 Log |H(jw)| = 20109 & - ¢ (n-1) - 20n log uf (1.41)
De 1la ecuacion (1.4!) podemos observar que después de la caida de [20 log £ +6 (n-\ )]

db, la respuesta cae a razén de 20 n db /déc . Sin embargo, en la mayoria de - -
las aplicaciones, &. es un nimero pequefio, de manera que 20 Laj E es gene-
ralmente un nimero negativo. Por lo tanto es necesario compensar esta disminu_
cién de la atenuacién eligiendo un® n" suficientemente grande.

De la discusi6n anterior, vemos que la aproximacién de Tchebysheff depende -

de dos variables: £ y " las que deberdn ser determinadas directamente de las -
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especificaciones. El ripple mdximo permisible impone un limite a & y una vez
determinado & el valor de® n” dependera del valor de atenuaci6n deseado en la -

zona de corte.
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1.4 FILTROS IDEALES.

Un filtro ideal tiene definida una forma rectangular muy precisa como s€ ve en -
la figura 1,13, esta forma, como es de esperarse €s irrealizable. Sin embargo,
la forma de la figura 1,14 es mas realista, donde la pendiente tienen una frecuen
cia de corte finita, en genéral se pueden realizar filtros pero con pendientes es-
carpadas. Pero siempre se desea que las esquinas sean lo mas agudo posible, -

dando una respuesta plena en la banda de paso y una transicibén répida,
A (HGwl |

e » W

fig. 1.13 Filtroideal paso bajas.

HGw)

o w

fig. 1.14 Forma real de un filtro paso bajas.

Dependiendo de las relaciones entre la banda de paso y la de rechazo, los fil- ~

tros se pueden clasificar como:

1.4.1 Filtro Paso Bajas ldeal.

Idealmente estos filtros tienen la particularidad de permitir el paso de scnales -
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que van de una frecuencia de cero hertz ( corriente directa ) hasta una frecuen—
cia determinada que se llama frecuencia de corte (uic ); a partir de este valor
de frecuencia la atenuacidén es muy alta, todo depende de la calidad del filtro co

mo se muestra en la figura 1,15
MHL}&\\

- 2 ']
-we +We

fig. 1.15 Filtro paso bajas ideal,.

1.4.2 Filtro Paso Altas ldeal.
Este filtro presenta propiedades inversas al anterior, ésto es, la atenuacién pa-
ra frecuencias altas es casi nula y para frecuencias menores que la de corte, es

sumamente alta, segin figura 1,16 i
A [HGu)

- We t e
fig. 1.16 Filtro paso altas ideal.

1.4.3 Filtro Paso Banda Ideal,

Estos filtros tienen la propiedad de permitir el paso de sefiales en un cierto ran
go de frecuencias; o sea, que para bajar frecuencias tiene alta atenuacién, hasta
un valor en que empieza a tener baja atenuacion, a este se le llama frecuencia -

de corte inferior (Ue¢,) ; y luego pasa un cierto rango y llega un valor de fre----




cuencias (Wes ), Y de corte superior para el cual tendrdn un alto valor de - -

atenuacion las frecuencias superiores, como se ilustra en la figura 1,17
LA

“Weq -We, We, Wee
fig. 1.17 Filtro paso banda ideal,

1.4.4 Filtro Supresor de Banda Ideal.

Este filtro se comporta en forma inversa al anterior; e€s decir, permite pasar -
todas las frecuencias altas y bajas y atenua fuertemente las intermedias entre la
frecuencia de corte inferior y la frecuencia de corte superior. En este tipo de -

filtro la pendiente de atenuacion dependera de la calidad del disefio, como se - -

muestra en la figura 1,18 [H G|

»ur

-Wey - We, We, wez

fig. 1.18 Filtro supresor de banda ideal.




44

CAPITULO 1I
FILTROS PASIVOS
2.1 REDES DE DOS PUERTOS.

Como pudimos observar en el capitulo anterior, para poder llegar a un anélisis

y a la sintesis de alguna red eléctrica ya sea pasiva o activa, es necesario auxi-
liarse de una gran cantidad de conceptos matemdticos, que nos sirven para po --
der definir cada uno de los términos para el desarrollo de un filtro, esta herra-—
mienta matemaética que se planted anteriormente nos servird como un comple---~
mento para poder entender cada uno de los conceptos que éen €l desarrollo de es~-
te capitulo se emplean para los filtros que analizaremos; ademés de la ayuda de
Otros nuevos Conceptos.

Cuando hacemos un arreglo con una coleccién de elementos, los cuales pueden
ser resistores capacitores o inductores; dentro de una red, a esto se le llama -
un filtro, el cual constituye un arreglo que obedece a un conjunto de leyes univer
sales,

Si conectamos una sefial eléctrica a la entrada de un circuito de dos terminales
observaremos que la salida dependerd de esta sefal de entrada y de todos los pa-
rametros que componen la red.

Generalmente, una red de comunicacién o una red de control, tienen un par de
terminales conectados a la carga y un par de terminales conectados a la fuente, -

tal como se ilustra en la figura 2,1

I o
->-—y )
+ —
Fogute 7V, RED Vo ' Cenea
‘.“—ﬁ—

fig. 2.1 Representacién de una red de dos puertos
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Los pares de terminales que poseé la red se denominan ''Puertos’, de esta - -

forma un puerto es un par de terminales en las que la corriente que entra por -

una terminal es igual a la corriente que sale por €l otro.

La funcidén de transferencia de un circuito de dos puertos puede ser:

i . Va
a) Raz6n de transferencia de voltaje, —
- . x
b) Razén de transferencia de corriente. i
c) Impedancia de transferencia. —\31;"'—
d) Admitancia de transferencia. ’f/"
\]

La descripcién del circuito en términos de los voltajes y corrientes en los ---

uertos es:
P Zul, + 212

Za, I—. + 2z I 2

VI =
Va

(2.1)

Las impedancias Zjj son llamadas impedancias de circuito abierto. Los distin-

tos paradmetros de la red estin definidos por:

Vi _ Ve
Zu = X lI;:o Zay b oy Ta2:=0

v v (2.2)
Zia = ! an = T

I | Tw=0C = X2 Tz

Cuando los circuitos son reciprocos Zp; =

Z91 . Otra descripcién posible del

de dos puertos se obtiene usando andlisis de malla en lugar de anélisis de nodos.

En este caso las ecuaciones seran:

I\= Yn VI + le VZ
B WP Yu Vit Yoz Vo

(2.3)
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En donde las Yjj; son llamadas admitancias de corto circuito, las pardmetras -

Yl x I —__:EL
son: ' Va vso Yﬂ VR Ve=o
X T
Yoz = == 2.4
] V;_ Vl=D YIL \/z \h:o ( )

Asi mismo para circuitos reciprocos Y91 = Y.

Ahora seré posible relacionar los pardmetros de circuito abierto y corto cir—
cuito con varias funciones de transferencia. Este tipo de relaciones se presen—
tan muy frecuentemente en el disefo de filtros, cuando €stos deben de ser termi
nados en resistencias y como esta terminacién afecta a la funcion de transferen-

cia. La relacién mas simple es la mostrada en la figura 2.2

R &D CARGA

fig. 2.2 Red de dos puertos controlada por

una fuente de corriente.

En la que se muestra una red de dos puertos, cuya carga es un circuito abier-
to, y la fuente es una fuente ideal de corriente con impedancia interna infinita.

La funci6n de transferencia en este caso es la impedancia de transferencia de -
circuito abierto Z,,. Cuando la fuente es de voltaje con impedancia interna ce-
ro y un corto circuito de carga. La funcién de transferencia es la admitancia de

corto circuito Yoj.

Veamos ahora otros tipos de configuraciones que aparecen normalmente en el -~

diseiio de filtros.

Consideremos una red de dos puertos en que la fuente es una fuente de voltaje,
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la carga un circuito abierto y la funcién de transferencia es una relacién de vol -

tajes, segln figura 2.3.

Vu \j‘ Va

i

fig. 2.3 Red de dospuertos controlada por una fuente de voltaje,

Y como I, =0, se tiene entonces que :
Vz 22 Yz (2.5)

V 1 -ail \IZ 2

En el caso en que la carga es una resistencia R y la fuente es de corriente, co

mo se muestra en la figura 2.4

+
I' R; Va

fig. 2.4 Red de dos puertos controlada por una fuente

de corriente y una carga resistiva,

La funcion de transferencia en este caso es:

Va
—z_f'z =
oV (2.6)

La ecuacién anterior puede relacionarse con los parametros de impedancia de

circuito abierto, asi:

Vo= Za 1.+ Zz232 (2.7)
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Y cuando la carga es puramente resistiva tenemos:

Ve = ~ TRz ‘ (2.8)
Y combinando estas dos Gltimas ecuaciones tenemos:
-Zzl . VZ. - 2&- R
T Zaat R (2.9)

Y si normalizamos de tal forma que R = 1, la ecuacién quedaria asf:

= =21 (2.10)

=

=22+ |\

Ahora si la fuente en el caso anterior, fuera una fuente de voltaje, como se -- -

muestra en la figura 2.5. Y siguiendo un procedimiento andlogo al anterior, se

obtendria:

Ya = 1\ Yll 6
IV Yoz +Go (2.11)

En donde 1a G = 1/R, y la funcibén de transferencia de voltaje seria en este caso:

Va — Yau
= = - R Y
p Yo s & Py (2.12)
= o) Te
— ) 1 3
vy ¥ Vo R

fig. 2.5 Red de dos puertos controlada por una

fuente de voltaje y una carga resistiva,

Asi con procedimientos similares se pueden obtener relaciones para las configu-

raciones mostradas en la figura 2.6




~
w
L 2
llp
v
Oy
<P

Ry

fig. 2.6 Diferentes arreglos de redes de dos puertos.

Ahora que hemos detinido algunas funciones de transferencia de corriente y vol
taje, asi como de impedancia de redes combinadas, podemos decir que un filtro
se puede considerar como una red eléctrica que impide el paso’‘de ciertas fre---

cuencias y permite el paso de otras.

Los filtros pasivos se pueden clasificar en; Filtros Paso Bajas, Filtros Paso -
Altas, Paso Banda y Supresor de Banda.

Asi, un circuito que realiza las funciones anteriores, estari compuesto por --

reactancias, o sea elementos que son funcién de la frecuencia,

Existen cinco configuraciones baisicas de redes, las cuales se muestran en la -
figura 2,7
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|
- -L———L___—,TT—-— 1 LD e
c d
. < +—F —-
: \>((/ -
T e
fig, 2.7
7.2) Red Tipo T
7.b)  Red Tipo 1~
7.c) Red Tipo O
7.4y  Red Tipo H
7.€) Red Tipo Puente o Celocia

Cada bloque en los diagramas anteriores, puede estar ocupado por una reactan

cia inductiva, capacitiva o un circuito resonante serie o paralelo. las formas -

It 'y O sederivandelas T vy —\T’respectivamente.

Ahora daremos algunas impedancias de entrada para algunos circuitos, las - -

cuales nos servirdn mas adelante para el desarrollo de filtros pasivos.

Empesaremos con la figura 2.8, que es una seccién de Tipo T.

Ve T Bl T——Ji T
pald = , =3 1
2. ‘{-Lr 2 ‘
= !
Lpd - t-"

Seccibn tipo




»
Ul
[

. )
<+ 3‘—\ - .

. (2.13)
Para el caso del Tipo ii, tenemos que la impedancia se deduce a partir de las -

admitancias de la red, como se muestra en la figura 2.9

-

-.... -——r . - - - ‘.... —-— -—-'
v —— ‘. ST e .._..--_:“ T Y e -
Y\ - y|
Yow 7 s 3En 7 Yo
— PR : &= —
. L] .-1’
fig. 2.9
CYs ET
Yerr = —4- * Yi Y2 -Zcrr“;'-"'éc? (2.14)

Y como para nuestro andlisis es de interés que los circuitos estén formados -
con elementos LC y RC, entonces de una manera ficil para el entendimiento y
no estar analizando cada uno de los tipos de redes, antes mencionados; resumi-
mos que en una tabla las impedancias de entrada de algunos circuitos LC, tabla
2.1 y RC, enla tabla 2.2, en donde ademds del circuito podremos observar la

colocacién de los polos y ceros que contienen dichas funciones dentro de un pa-

trén de polos y ceros.

CIRCUITO. IMPEDANCIA DE PATRON DE POLOS
ENTRADA, Y CEROS.
- 1
‘ 1
1 E 2 = & L R
_—Q—.—" —— -

[R—

r
!

- L
T
'
{
4




52

c+ ,
% = | &t T
é

Ly

| =1, 5 [s’“as —f_—:. {_L Tz.)]

La C.2

1——

- ,
I ) < Ce 52+ La(GeCe)

_r z- !

C: "| Lo € CiCe 5(5’-+-—1—-—

t.2Cy

—

Tabla 2,1 Impedancias de entrada, circuitos L.C
'

1wy

]

Obsérvese en la tabla 2,1 de circuitos LC, que los polosy ceros’estan sobre
el eje imaginario y son simples y alternados; y esto siempre se cumplird para
cualquier circuito LC.

Los circuitos LC, se diferencian en su impedancia de entrada solamente, de -
acuerdo al namero total de polos y ceros; y sus localizaciones sobre el eje ima_

ginario y en ning@n caso podran nunca estar juntos dos polos o ceros, ya que el
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patrdn es siempre alternado; polo, cero, polo, cero, y la frecuencia critica es
simple.

Un par de frecuencias criticas 1 jwo sin embargo forma el factor (82 +Wo? )
esto dependeri de lo que exista sobre el origen de un polo o un cero, €l cual fija
rd €l patrén de polos y ceros,

Asi, si recordamos que nuestra funcion de transferencia que habfamos defini~

do tenia la siguiente forma:
(5%+ Wal)(s2+ wal)
S(s2+ wpd)( =24 wp,?)

2) = S (s2+WaH)(st4+ Wa,?)
= H (.S + wPlz)Cﬁ-‘ &Jp;z) . ( 2.15 )

Zai) = H

En donde H, es constante y positiva, Si la frecuencia critica alta nos da un par
de polos, entonces el grado del denominador es uno mas que €l del numerador; -
y si son un par de ceros, entonces €l grado del numerador es uno mas que el del
denominador.

Para los circuitos RC, la expansion de la impedancfa de entrada y la localiza~
cion de polos y ceros, sera de la siguiente manera:

a) Los ceros estarin sobre €l eje real negativo y serin simples.

b) Los polos estardn sobre el eje real negativo, podra haber un polo al origen y
todos los polos seran simples.

c) Los polos y ceros estaran siempre alternados.

d) La primera frecuencia critica cerca del origen serd siempre un polo y la dla
ma frecuencia critica podra ser un polo o un cero,

En este caso vimos que la funcién de transferencia seria:

=ts):= H (=4 <t

- (g, e, 2)
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En donde H, era una constante real y positiva, Si la frecuencia critica es un -

. polo, entonces el grado de polinomio del denominador es uno mas que el del poli

nomio del numerador

En otras ocasiones estos polinomios podrén tener €l mismo grado.

CIRCUITO. IMPEDANCIA DE PATRON DE POLOS
ENTRADA, Y CEROS.
L —— =in peles
R T == <in Ce~vos
. T !
\ !
C —= 2z =

N
___4‘, -
o
~AWv—
N
l —
X

D
Ay
n
P
o
e
A
O
¥

. ==
.. =
I o4
B !
w, = !
* sy Hz‘*é' ) f
| epmessmbbead
L Koz S ¥ 5.
[P {
p . |
- e !
<y t '
— ':?-C"rlr'*ﬁz-'hw'c’n’-l. ' ,
_ , L - 2 -C..._“( - ,: RALLIS L ... —_—— __-x,e x
w2 T R, sz LI c .g....L.-‘.
- -‘f \b - :;. L:.z'/
N
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Tabla 2.2 Impedancias de entrada de circuitos RC.

En base a lo anterior podremos decir entonces que las propiedades de un civ--
cuito de dos terminales de elementos R L C y fuentes dependientes lineales, se
pueden caracterizar completamente por su funcién impedancia de entrada, Ya -
que esta relacidn establece conexidon entre €l dominio de la frecuencia conmpleja
y €l voltaje y corriente de entrada, proporcionadas por la excitacién externa de
entrada al circuito.

La impedancia de un circuito es la relacién del voltaje de entrada V(s) y la co
rriente de entrada 1(s).

Los polos y ceros de la impedancia de entrada de un circuito LLC, son simples
y sobre el eje imaginario estardn alternados, habrd ademé&s un polo o un cero en
el origen ZLC(S) » serd una funcién impar de S,

El infinito ZLC(S) es infinito a cero. Las propiedades sobre €l eje jw de -~

Z1.c(s), son descritos por la funcién.

J X (W) = Z e Cyw) (2.16)
Y entre cual quiera, dos polos sucesivos de ZLC la curva X (w), tendrd una ~
pendiente que va de -~ a .

Los polos y ceros de un circuito con impedancia de entrada RC, serén simples

y en la region negativa del eje real y alternados; y la primera frecuencia critica




encontramos que cerca del origen es siempre un polo.

Dado un circuito sin ninguna fuente independiente de excitacién, podemos calcu
lar su impedancia de entrada: Que e€s andlisis. Y esto también es importante -
para obtener un circuito cuando la impedancia de entrada es dada: Que es sinte-
sis.

El andlisis muestra que la impedancia de entrada de un circuito RC o RL, -
debe obedecer varias reglas.

Consecuentemente una funcidén que obedece estas reglas puede ser realizada --
con un circuito de dos terminales RC o RL.

L.a solucién nunca podréd ser GOnica, ya que varios circuitos que tengan la mis—
ma impedancia podran ser hallados. El procedimiento es descomponer la fun---
cion racional en varias partes, en donde se podré reconocer si la impedancia de
entrada es un resistor, un capacitor, un inductor o alguna combinacién entre --
ésrtos,

Existen dos métodos para poder desconiponer en partes la funcién racional, el
primero consiste en una expansion de fracciones parciales y l1a otra una expan--
sion de fracciones continuas.

Nosotros haremos un enfoque en dos circuitos para filtros pasivos que son de -
mayor importancia, debido a la relacién que existe entre entre ellos. Y es por -
eso que en muchas ocasiones se les llama, formas canoénicas,

El circuito resultante de una expansién en fracciones parciales es llamado cir—
cuito Foster; y el que se obtiene de Ja expansién en fracciones continuas es e] -

circuito Cauer,




Asi para el disefio-dé’filtros pasivos nos enfocaremos en cuatro circuitos que -

son:

a)
b)
c)
d)

CAUER 1
CAUER 1L
FOSTER I
FOSTER 1

Y que podrin servir de base para el anélisis de cualquier otro circuito de inte

rés.




2.2 CIRCUITOS FOSTER LC.

Existen dos realizaciones foster asociadas con la funci6én impedancia de entrada
descrita por polos y ceros simples sobre el eje imaginario.

El primer circuito Foster 1, se obtiene por medio de una expansién de fraccio
nes parciales de Z(s), también con la expansién de fracciones parciales de Y(s)

se obtiene el segundo circuito Foster II.

2.2.1 Realizaci6tn Foster 1.

Para obtener el circuito Foster I, considere Z(s) para un circuito LC en la si--

guiente forma:

(S Wa) (st+ Wa,) (2.17)
S(s2+ wWp)( o3+ Wet)

2¢)= H

Si We, se hace cero, Z(s) tiene un cero al origen y el grado del polinomio del
numerador es uno mas que el del denominador ( causando un polo a infinito ) es
uno menor ( resultando un cero a infinito ). Si Z; ¢ teneun polo a infinito en-
tonces dividiendo obtenemos:

= (s) = Hs + Z.(3) (2.18)

Donde Z; (s) esta ahora en una forma propia y el numerador tiene un grado me-
nos que el denominador. Si expandemos Zj(s) en fracciones parciales y conju
gamos los términos complejos de Z(s), tenemos.

- Xe Yas w. S S

Z s Hs 4 —* + i PR > 2
] S, S?‘ wP'l 52‘ "‘-'PL : 2 nz ( |19 )




Donde las K's son evaluadas asfi:

Ko = £ =12)
e Ema
- '
? ! =
Ki=_S ‘..:&.E'A... = 5 2
- ' 5,7'..—. - u_"‘-

Donde todas las K's serén reales y positivas,

El primee término Hs, es laimpedancia de un inductor de H henry's en --
valor. )

El segundo término Ko/ s es la impedancia de un capasitor de 1 /Ko fara- -
dios en valor.

El tercer término es el siguiente:

= . < | =Y
*= STy Weit | SU7M) * g, 3 (2.20)

Esta es la suma de dos admitancias, la primera 1/ K;, repreéesentaun capa—

. . Lol :
sitor y el segundo un inductor de ——-d)—-P—'-,;—— henry's.
[}

La realizacién completa Foster I, es mostrada a continuaci6n en la figura - -

2.10 4. P
. {‘ " . 'kl X
ARLA. ,_‘g TI — 4
L aan ] —anae ] |
Hs Ko W K=
s wed We,*

fig. 2.10 Realizacion Foster I.

Algunas observaciones importantes serdn hechas para el estudio del circuito -
Foster 1 :

‘v

1) Este presenta una realizacién de impedancia de entrada de cualquier funcion -




60

racional con un factor de escala positivo con polos y ceros arreglados en forma
alternativa sobre el eje imaginario.
2) El primer inductor hace que Z(s) sea infinito para s =, si esteesta ---
ausente Z(w ) =o0, debido a los capacitores que estin entre las terminales de ~
entrada.
3) El primer capacitor hace que Z(s) sea infinito para s =0, si éste estd --
ausente Z(o) = o, debido a los inductores que estdn entre las terminales de -
entrada.
4) Un ntimero minimo de elementos serd usado para realizar Z(s). Hay un ele
mento por cada polo de Z(s), incluyendo uno a infinito.
5) El nimero de capacitores o inductores siempre son iguales o difieren en uno,
6) El primer inductor en serie expresa un polo a infinito. El primer capacitor -
en serie expresa un polo al origen y el primer circuito paralelo LC, expresa -
un par de polos.

Como hemos visto el nmero de polos determina el nimero de elementos, si -
el nimero de elementos es impar debemos considerar Z(@) 6 Z(w):
Z(©) = o El capacitor en serie no estard presente y el primer elemento seriLL

Z(o)

@ El capacitor en serie si estara presente.

Z(m)

o El inductor en serie no estara presente y el primer elemento serd C
Z(mw) = oo El inductor en serie si estard presente.

Si el nimero de elementos es par, el inductor en serie y el capacitor deberan -
estar ausentes o presentes,

Z(0) = o Ambos estarin ausentes,
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Z(0) = a Ambos estardn presentes,
Z(m) = o Ambos estarin ausentes.

Z(w) = oo Ambos estardn presentes.

2.,2.2 Realizaci6on Foster 1I.
Para obtener el circuito Foster I, expandemos Y(s) en fracciones parciales. -

En su forma mas general Y(s), es dada por:

(574 Wal) ((S2+ Wal) (2.21)

Y(S) = H S( s, LlJp,z)(sz+ UJPi)

La cual tiene una expansién de fracciones parciales, dada por:

ko k\ 5 K2$ kn S
= - 2,22

Y(s) Hs + s ' 24 wP} N Sty wp:* S wp.‘a ¢ )

s

Las K's. son todas positivas y reales; y son halladas de la siguiente forma:

Ke = < Y(9)

.o (2.23)
. S wpéz
KL - : S Y(S) S=-WwWetL (2.24)

El primer término Hs, es la admitancia de un capacitor de (H) valor en fara
dios.

El segundo término Ko/s, esla admitancia de un inductor de 1/Ko valor en
henry's.

El tercer término es:

Y - K.s ) | L (2.25)
S24 Wp, 5(_L ! Z3




!

)+ o [ KT (2.26)
N wPo‘/

N
i
A

x.-

La impedancia Z3 representa la combinacién serie de un inductor de 1/K; -

W
henrv's con un capacitor de Wk faradios.
[}

La realizacién Foster II, completa, es representada en la siguiente figura ---

2.11
! i T r
T L e
—IH“ %—"_’ 4 = -;l_-_g._ __I&. Kn
L I S T

fig. 2.11 Realizacién Foster 11

Alfunas observaciones importantes para esta configuracién son analizadas a -
continuacion:
1) El circuito representa una realizacién de impedancia de entrada de cualquier

funcién racional con factor de escala positivo y con polos y ceros simples.

2) El primer capacitor hace Z(s) = o para s = o, si éste estd ausente Z(w)

o. Porque los inductores en paralelo causan un circuito abierto en s = .

3) El primer inductor hace que Z(s) =0 para s=o0 y si éste estd ausente - -
Z{o) = ®. Porque los capacitores en paralelo causan un circuito abierto en -~ -
s = 0,

4) Existirad un elemento por cada polo de Z(s), incluyendo cualquiera a infinito,
5) El nlimero de inductores es igual al nﬁr;1ero de capacitores o difieren en uno.

6) El circuito expresa todos los ceros de Z(s).




A
AR eI, (2.26)

La impedancia Z3 representa la combinacién serie de un inductor de 1/K; -

. ‘ »
henry's con un capacitor de ——G)F,T faradios.
La realizacién Foster 1l, completa, es representada en la siguiente figura ---
2,11
7 1 i T
_L '/lh E y‘l’z é ykn
TH  Ew 1 s
- xi - K3 -—_&- LX)
{ [ o ] % 7w

fig. 2,11 Realizacion Foster II

Alfunas observaciones importantes para esta configuracidén son analizadas a -
continuacion:
1) El circuito representa una realizaciétn de impedancia de entrada de cualquier
funcién racional con factor de escala positivo y con polos y ceros simples.
2) El primer capacitor hace Z(s) =o para s =, si éste esti ausente 2Z(w®) =
o. Porque los inductores en paralelo causan un circuito abierto en s = .
3) El primer inductor hace que Z(s) =0 para s=o0 y si éste estd ausente - - -
Z(o) = oo. Porque los capacitores en paralelo causan un circuito abiertoen - -
s = 0,
4) Existird un elemento por cada polo de Z(s), incluyendo cualquiera a infinito.
5) El niimero de inductores es igual al namero de capacitores o difieren en uno.

6) El circuito expresa todos los ceros de Z(s).
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El primer capacitor en paralelo representa un cero a infinito,
El primer inductor en paralelo representa un cero al origen.
La primera combinacién L.C, representa un par de ceros a _i”jwpi .
El circuito Foster 1, puede ser dibujado directamente dado Z(s) y con €l ni-
mero de polos y Z(0) vy Z(wm). .
Si el nimero de elementos es impar cualquier capacitor o inductor en paralelo
estard presente,
El capacitor en paralelo hace Z(m) = 0o, si no, no existe,.
El inductor en paralelo hace Z(o) =0, sino, no existe,
Si el nimero de elementos es par, el capacitor y el inductor estdn ambos pre-
sentes p ausentes.
Si Z(o) = o Estdn ambos presentes,
Si Z(o) =e Estin ambos ausentes,

La expansién en fracciones parciales de V(s), es necesaria solamente para -

hallar el valor de los elementos.

2.2.3 Ejemplos,

Ejemplo: Realizaciéon Foster 1,

_ S(S% + 4)
Z(s) = H
() (5%+ 1) ($%+9)

Asumimos que H =1,
Z(s) tienepolos en *j1, *j3. Y tienecerosen ¥ 2, vy uno en infinito.
Los polos y ceros son simples y alternados, como 2Z(s) tiene cuatro polos -

puede scr realizado con cuatro elementos; ahora Z(o) = o por lo tanto el capa-
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citor en serie no existe, tampoco el inductor en serie ya que el namero de ele--

mentos es par o Z(w) = 0, por lo tanto el circuito resultante puede ser dibuja-

do como se muestra a continuacién en la figura 2,12

- Y e - . a4 .
- —4 l:‘ T l { i: . 1
Ty . . L.casasgs .. .4 i
Loy Lo2

l
f
.

fig. 2.12 Realizacidn Foster 1, del ejemplo arriba mencionado,

Para hallar el valor de los elementos expandemos Z(s) en fracciones parcia--

les. ) o s
SN s2+49
2 2
S°+1 S°+4 3
K = Z(s = =
1T A = 2=-1 S+9 12=-1 8
K = Z(S) 82+9_ = 52+4 = S
2 S $2=-9 SP¢1 |82 =-9 8
entonces
3 S 5 S
Z(S) = + = Zl + 22
s +1 $% 49
- 3 _ 3
Z, para S pequefa es - S L1 =5
Z, para S pequeaes 2 g L, =_3




Zy para S grande es

Z, para S grande es

Ejemplo: Realizacidén Foster IL.

S (S? + 4)
(S2+1) (S2+9 )

Z(s) =

Z(s) tiene cuatro polos de donde el circuito tendré cuatro elementos., Z(0) = o,
donde el inductor en paralelo debera estar presente, ademds el capacitor debe -
de estar presente también, ya que el nimero de elementos €s par 0 Z(m) = o,

asi, el circuito resultante seréa el de la siguiente figura 2,13

La
Ce

I

fig. 2.13 Circuito del ejemplo Foster 11,

7Z(s) para S pequefa es de donde Lg= ¢

Z(s) para S grande es de donde Cg= 1

De 1a expansidn en fracciones parciales de Y(s) los otros dos elementos podran

se hallados. 5 5
S +
Y(S)-—-( +1)£S 9) =\r3+Y ___.\r3+—54—._-s_—
S(+4) 4 s +4
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Donde Y5 representa la admitancia de dos elementos que fueron ya calculados -

de la forma asimptotica de Z(s).

) 2.4 _(S2+1) (249 ) (S2+ 4)! _(-3)(5) = 15
Ky =Y(s) S+4_ . (3)65)
s 1s2=-4 S (S%+4) S . S°=-4 (-4) 4
13
Vd s s
Y, = Kys_ 4 Y, para S pequefia = 15 S C, = 16
214 S244 16 15
15 4

Y5 para S grande = 48 4= 15




2,3 CIRCUITOS CAUER LC.

Existen dos circuitos cauer asociados con una impedancia de entrada LC, la -

cual es realizable., La forma general de los circuitos cauer €s mostrada en la -

figura 2,14
L\ -2 ZH-I

— T T e — T

2z,

PR A LY Ol

fig. 2.14 Circuito Cauer

Reconociendo el patrén serie paralelo repetitivo del circuito, la impedancia --
puede ser escrita por inspeccion de la figura 2,14, con la ayuda de una expan--

sioén de fracciones continuas, como se muestra a continuacion:

= =2, \
Yo ¢}
?;{— \
Vo b —— (2.27)

—_ U S
n

En el circuito LC Z; 6 Z,, ambos serdn cero dependiendo del valor de la
impedancia a frecuencia cero o infinito, En el circuito Cauer I, los inductores -
estan en serie y los capacitores estan en paralelo, En el circuito Cauer II, los-
elementos en serie son capacitores y en paralelo estan los inductores.

El namero de elementos es igual al namero de polos Z(s), considerando algin

polo en el origen o infinito, asi como alg@n cero.

2.3.1 Realizacién Cauer 1,
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La expansion Cauer I, se puede realizar con Z(s) o Y(s) haciendo un arreglo
del polinomio del numerador y del denominador en potencias de crecientes dc S.

Se usara la impedancia Z(s) si el primer elemento es un inductor en serie --
(Z(®) = 0 ) y se empleara la admitancia Y(s) si el primer elemento es un ca-
pacitor en paralelo ( Z(w) = o0 ) finalmente, el Gltimo slemento serd un inductor
si Z(o) =0 y sera un capacitor si Z(o) = .

La expansi6n de parciales continuas con €l que se realiza el circuito Cauer [, -
es de la siguiente forma:

Z () = LS, '
<SS o+ 1

bn S
2.3.2 Realizacion Cauer I1.

La expansién Cauer 1I, se puede realizar con la funcién de impedancia Z(s) o la
funcion admitancia Y(s) acomodando el polinomio del numerador y denominador
en potencias ascendentes de S,

Emplearemos la funcion 2Z(s) si Z(o) = @ lo cual requiere el primer elemen-
to o sea un capacitor en serie. Si Z(o) = o entonces €l primer elemento sera un
inductor en paralelo.

El dltimo elemento de circuito serd un inductor si Z(m) = y serd un capuci-
tor si Z(w) = o,

La forma de la expansidn de fracciones parciales para este tipo de realizacion -

Cauer II, es como se muestra a continuacion .
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(s) = +
Z ) s 1 i

(2.29)

Observamos que €l circuito resultante para la realizacion Cauer [, es como se
muestra en la figura 2.15 y para la realizacion Cauer [I, como se muestra en -

la figura 2,16

d L
== (s) = T,

fig. 2.15 Realizacion Cauer I.

JL
1

Ch
L,

e
——

N
~

Yy

Y ts)

\AAR A

L2

fig. 2.16 Realizacion Cauer 1I.

El circuito tendra la siguiente forma; como se muestra en la figura 2,17, si la
funcién de impedancia es Z(s) tiene un cero a infinito. L.a otra posibilidad sera
invertir Z(s) para obtener la admitancia Y(s) = 1/Z(s), la cual tendréd un polo

a infinito en este caso,
ARRS - ARMAD AA S AR

£ J_ 23 L5
= (8) 'l' C. T <a T e

fig. 2.17 Realizacion Cauer 11




Con una expansion de fracciones parciales continuas calculamos €l valor de -

cada uno de los elementos del circuito. La tnica diferencia en éste caso serd la
ausencia del inductor Ll que es igual a cero y el cero de la impedancia infini -

ta sera C2 . El circuito resultante serd como el de 1a figura 2,18

i Ls : N ":5‘ ! : :

' -3
: ' .
0 ter Fe  fe T *
i ! :
—_— b - i H

fig. 2.18 Z(s) tiene un cero a infinito.

Por otro lado, si la funcién de impedancia Z(s) tiene un cero en el origen (la -
funcidon de admitancia Y(s) tendréd un polo ), entonces el circuito serd como el de

la figura 2,19

A A AAAR ARLDRSA

|
i
.4/ La |

P
‘JV‘-?—

fig. 2.19 Z(s) tiene un cero en €l origen.

Si la funci6n de impadancia tiene un polo en el origen ( la admitancia tendrd un
cero ), el circuito resultante serd como se muestra en la figura 2,20

AALSARA AABAAA

L [ La

B ROy W

T C2 T Cs

i

fig. 2.20 Z(s) tiene un polo en €l origen.




Para entender mejor este tipo de circuitos; en la figura 2.21,a, se muestra -
una tabla con circuitos Foster y sus respectivos circuitos Cauer. Asi como sus
correspondientes patrones de frecuencias donde observamos la forma en que ve-
alternados los polos y los ceros en €l plano complejo. Ademas en la figura -~
2,21.b, se muesiran algunas relaciones de impedancia y admitancia, para algu

nas realizaciones Foster y Cauer, mas frecuentes,

Z(s) o w —e . -

H
y—’
=)
—
o
&
b
]

T_
{

Z(s)

Y(s) @—n——o——-x———o——x——*

2 (s) Jr l *——e—-n——o——as—%——*
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Y N P O———K

[} ®

vIIVY

Y(s)

fig. 2.21.a Circuitos Foster y Cauer con sus

correspondientes patrones de frecuencia.

«——> Y(5)

Z ()
l

&)

,_1

AL AL

2(8) 'Jl"' - Y(s) ‘]—[‘ =
-4k It all
]
2es) E —> 1) -
i /

fig, 2.21.b Relaciones de impedancia Z(s) y admitancia Y(s)

para algunas realizaciones [Foster y Cauer,




73

2.,3.3 Ejemplos.
Ejemplo: Realizacién Cauer I,

: 2
180 S4H5 S°+1 -
7z = H si H=1
(s) 30 S°+58S

Veamos que Z(s) es una funcidén impar y los polinomios del numerador y deno—

minar tienen orden descendiente y tiene una frecuencia patrdén, como sigue:

——————

°
o0
La expansidén en fracciones parciales continuas es:
30 5 ) 180 45 1 ( 6
180 30
0 IS5 1 (30 S5 (2
30 2
0 3 (15 1 (5
15
0 1 (3 (3
3
5
Ly = 6 h
L, = S h
Cl = 2 f
Cp = 3 f -t iy
Asft el circuito quedaréa: l

TC.; C2

Ya que L; es debido a que 2Z(s) tiene un polo a infinito y C, es debido a que -

Z(s) tiene un polo en el origen,
Ljemplo: Realizaci6n Cauer 1l.

s? 435 52+ 120
953 +40 S

Z(s) = H si H=1




Y con la frecuencia patron siguiente:

¥*- — % —O- y S

o a0

Primeramente escribiremos Z(s) de tal forma que el polinomio del numerador -

y denominador estés acomodados en forma creciente; de la siguiente manera:

Z(s) = 120 +35 s% +54
40p +9 5‘3

Asf la expansién de fracciones parciales continuas, seréi:

40 9 ) 120 35 1 (3

120 27
O 8 1 (40 9 (5
40 S
0 4 (8 1 (2
8
0 1 (4 (4
4
——
de Z(s) sera de la siguiente forma:
Z2(s) = O 41
S S +
s o2 1
S 4
S
7
C, = 18 f <, Ce
Ll = 1/5 h L. L‘L
L, = 1/4 h

C, es colocado en ese lugar, debido a que Z(s) tiene un polo a infinito y Cy -

se debe a que Z(s) tiene un polo en el origen.




2.,3.4 Circuitos Foster y Cauer Mixtas.

Las formas Foster y Cauer pueden ser mixtas y €l desarrollo del circuito el --
cual es realizable, es dado por Z(s). Se puede obtener algunos elementos en la
forma Foster [ y entonces desarrollar la impedancia Cauer II, para algunos -~
otros elementos.

El circuito resultante usa el mismo nimero de inductores y el mismo nimero
de capacitores en todos los circuitos Foster y Cauer.,

Ademaés el nimero de formas mixtas también usan un nimero minimo de ele- -
mentos para realizar Z(s). Ejemplo:

S (S+4)(S2+25)

z(s) -
(S>+1) (S°+9)

Z(s) tiene cinco polos, un namero minimo de cinco elementos es necesario para
realizar Z(s). '

Si Z(m) = @ entonces el primer elemento en una expansion Foster I, es un in-—
ductor. Esrte elemento es puesto fuera del circuito:

Z(s) = S+ Zr1

La impedancia residuo sera Zr, que es:

91
2
2c, = 2(s) -5- 1978(8 + 19 )
(S2+1)(S°+9 )
ze, = 19 $3+9¢ S

st 110 S%9




para S pequeiia = 9;
para S grande C3 =19

Con una expansion de fracciones parciales de Y(s) se podrin calcular los otros’

elementos:

2 2
Y(s) = _(S7+1) (S +?) = Y4+ Yg
195 % + Jg—

Donde Y4 representa la admitancia de los dos elementos que fueron ya calcula -

dos, de la forma asimptotica de Zr1 :

19 K1 S

91

Y4 +
2
(S +—1-9-)

91
K; = Y(s) * +17)

S s=- 21
19
Asi, obtenemos que:
- 32851 y c = 5760
4 5760 5 157389

El circuito finalmente es una combinacion del circuito Foster 1 y circuito - - -

Foster I, como se muestra en la siguiente figura,

Ly

Ly Ca




2.4 CIRCUITOS CAUER Y FOSTER RC.

Una funci6n racional, que tenga polos y ceros simples y que estén colocados en -
la mitad izquierda del plano complejo S, es posible realizarlos si en la impedan
cia de entrada de un circuito RC, si la frecuencia critica cercana al origen, es
un polo.

Existen dos'circuitos asociados con la impedancia, el primer circuito se obtie-
ne expandiendo Z(s) en fracciones parciales ( Foster 1 ) y el segundo se obtiene

expandiendo Y(s)/S, en fracciones parciales ( Foster II ).

2.4.1 Realizacién Foster 1.
Para obtener el primer circuito Foster I, consideremos:

(S+=¢ 5) (S+2< 4)
(S4o< 1) (S+=¢ 3) (S+9<3)

Z(s) = H

(2.30)

Si el grado del numerador es igual al grado del denominador la expansion en frac
ciones parciales sera de la siguiente manera:
Kg K5

K
Z(s) = Ha LS " xK\2 0 (2.31)
S S-i'oLs St e ¢

Donde las K's, estdn dadas por:

!

S‘ecs)l
S =o0

A
U

n (SN ) Z(s)




Todas las K's, son nimeros reales positivos por el arreglo de los polos y los -

ceros, de esta manera todas las resistencias y los capacitores seran positivos,

A —J&
% |

esto lo observamos en la figura 2,22

—A—
AA——| S
" £ —A\~—
k\ K:‘ Kb

fig. 2.22 Realizacién Foster 1

Algunas caracteristica importantes para este circuito son:
1) Este tipo de realizacién nos da una impedancia de entrada RC. La realizacion
usa un nimero minimo de elementos,
2) Si Z(0) = o el primer capacitor en serie deberé estar preseate, Si Z(o)# o,
entonces Z(0) es una constante y el primer capacitor debe estar ausente, Ade--
més el funcionamiento del circuito para baja frecuencia de Z(s) determinala -
presencia o ausencia del primer capacitor.
3) Si Z(w) es diferente de cero, entonces el primer resistor en serie deberd --
estar presente, Si Z(m) = o, entonces el primer resistor debera estar ausente.
Ademds del funcionamiento del circuito para altas frecuencias de Z(s), determi
na la frecuencia, la presencia o ausencia del primer resistor,
4) Si el funcionamiento de Z(s) para S pequefia y S grande, es de un resistor,
entonces el namero de resistores es uno mas que el namero de capacitores, Si el
funcionamiento en ambas frecuencias externas es de un capacitor entonces el na-

mero de capacitores serd uno mas que el nimero de resistores. Si el funciona- -




miento en una frecuencia externa €s de un capacitor y en otra frecuencia, de un

resistor, entonces el namero de capacitores y resistores serd igual, Siempre -
deberi estar o existir un capacitor por cada polo de la funcién de transferencia.
5) El primer capacit;)r indicara que existe un polo a infinito asi mismo cada cir-
cuito paralelo RC proporcionara un polo sobre el eje real negativo localizado -

en (-1/RiCi).

2.1.1.a  Ejemplo.

Ejemplo: Realizacion Foster I,

(S+ 1)(S+3)
S(8+ 2)(S +3)

Z(s) =

Z(s) es un circuito RC realizable, ya que tiene polos y ceros que son simples -
y alternados, sobre el eje real negativo. Z(s) tiene tres polos, por lo tanto la -
realizacién deberi contener tres capacitores y del funcionamiento asimptotico de
Z(s), en bamabas frecuencias, observamos que es capacitiva. Ademés deberad -
contener dos resistores: Asi para la realizacién Foster 1, el circuito deberad --

quedar de la siguiente forma:

Ra

Expandiendo Z(s) en fracciones parciales obtenemos:

2e)= 115+ 3) Ko Ky K

S(S+2)(S+4) S (5+2) (SH4)
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Ko = (S+1) (S +3) _ 3
(S +2) (S +4) S=o0 8
S+1)(S+3 -
K1=(;)(+) i =(1)g1)___ 1
(S +4) S=-2 -2 (2) 4
Ky = (S+1)(S+3) = (3DED - 3
S (S +2) S=-4 -4 (-2) 8
3 1 3
2(s) = 4 8

+ +
S  (S+2) (S+4)

Los valores de los elementos seran:

_ 8 _ 1

- _ 3

C2 = * 27 5
cy = 8
3 3

Aqui el resistor en serie no aparece debido a que Z(w) = o.

2.4.2 Realizacién Foster II.
Para poder obtener el circuito Foster I, tenemos que Y(s)/S se expande en -

fracciones parciales. La expansién mas general es de la forma Y(s)/S.

Y(s) Ko Ko Ky

=H + + + '
S Stol , S+, (2.32)

Donde las K's, son positivas y reales,
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ko: Y(O)

Y(s)

Kn=s

(Seo<n)| o o, @=246....)

Después de las ecuaciones 2.32, es multiplicada por S para obtener:

Ko S K4y S
S-'r.‘z S+.°'<4

Y(s) = Hs - Ko +

El cual puede ser facilmente dibujado como se muestra en la figura 2.23

4
= - 1 -\ ", P
k. Wy K:’
oty -I- lane |

fig. 2.23 Realizacion Foster 11,

Notamos que la realizacién Foster Il exhibe los ceros de Z(s). Asi, €l primer -

capacitor representa un cero a infinito, Del mismo modo el circuito paralelo RC,

es representado por 1/RiCi, (i=2,4....)

2.4.2.a

Ejemplo.

Ejemplo: Realizacién Foster 1l.

La expansién de fracciones parciales se realiza con la ayuda de Y(s)/S; tenemos

que:

S(S+1)(S+3)

2(8) = "5 2) (5 + )
1 _(S+2)(S+4)
Y6) = = T56 ) (543)
Y(s) _ (S+2)(s+4) __Ki Ky

-+
S (S +1)(S +3) St1l S+ 3




K. = (S +2)(S+4) aaE) -3
1 S+3 S=-1 2 2
K =_5+2)(S+4) l = (-1)() = 1
2 S41 S=-3 2 2
3 1
Y(s)_. =l.{ _.2._—_+ 2
S S+41 S$-+3
Los valores de los elementos son:
Cl = 1 Rl = 2/3
C, = 372 R, = 2
El circuito Foster 1I, resultante es:
R, Ry

2.4.3 Circuitos Cauer RC

82

L.os dos circuitos cauer asociados, con una funcién de impedancia RC y que son

realizables se muestran en la figura 2,24

Ra Ry Cd Ce Cy
Ca T Cop T .CLT Re Rq
Cauer | Cauer 11

fig. 2.24 Circuitos Cauer RC,
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L.os capacitores en estos circuitos representan el nimero de polos del sistema,
El circuito Cauer I, tiene en su estructura resistores en serie y capacitores en -
paralelo y el circuito Cauer II, capacitores en seriey resistores en paralelo.

El funcionamiento en alta y baja frecuencia determina la estructura del circuito
al principio y final de éste.

Por ejemplo; si Z(0) =c Rn +1 debera ser infinita en el circuito Cauerl y
R; deberd ser infinita en el circuito Cauer 1l. Si Z(w) =0, R; debera ser --
cero en el circuito cauer I y Rn + 1 seréa cero en el circuito Cauer II.

El circuito Cauver I, el desarrollo del polinomio es efectuado en potencias des—
cendientes de S, mientras que en la realizacidn del circuito Cauer 1I, el polino-
mio es arreglado en potencias ascendentes de S. En cualquier caso la expansién
es realizada con la impedancia Z(s) si el primer elemento se encuentra coloca-
do en serie: Si el primer elemento esta en paralelo, entonces la expansién se --

realiza con la funcién de admitancia Y(s).




CAPITULO 1111

FILTROS ACTIVOS

3.1 GENERALIDADES.

El campo de accién de los filtros activos es de bajas frecuencias, donde los fil--
tros pasivos tienen muchos inconvenientes pricticos, ya que cuando la frecuencia
es baja los inductores para implementar los filtros pasivos, son voluminosos € -
ineficientes; asi como los que utilizan exclusivamente resistencias y capacitores
ofrecen caracteristicas pobres dé filtrado, que no son muy aceptables.

En la figura 3.1 se muestran los campos de aplicacion en la frecuencia de los -
principales tipos de filtros y los factores de calidad (Q) tipicos de cada realiza—
cién; donde Q es una medida de lo pronunciado del corte del filtro y se define co-

mo. En filtro paso banda es:

frecuencia de corte Wc

ancho de banda =~ Aw

En filtros de segundo orden es igual al inverso del amortiguamiento:

ey

6% -
IO’ -
s Dt
108 _ STAUTES
I STRIAUIDAS

1

ot 4 [ TTT] , ,,

lo

. _ ' ‘_} \ . . - ;f (va‘f‘c)
7 1 te 1ot 108 1ot 1eS ie* o' o8 0% pi®
fig. 3.1 Campo de aplicacién de los filtros




3.2 CARACTERISTICAS DE LOS FILTROS ACTIVOS.

Los filtros activos tienen algunas caracteristicas propias que los hacen diferen-
tes de los filtros pasivos y €l disefiador deber4 tenerlas en consideracion; por -
ejemplo, los filtros activos tienen por lo general entradas y salidas de un solo -
canal y por lo tanto no flotan con respecto a la fuente del sistema. Las salidas -
de los filtros activos construidos con amplificadores operacionales tienen un vol
taje de compensacién que varia con los cambios de temperatura, y éste varia --
desde unos cuantos microvolts a unos cientos de milivolts, la corriente de pola_
rizacién puede variar desde unos cuantos picoampers en €l transistor de efecto -
de campo de los amplificadores operacionales a unos cuantos microampers en el

transistor bipolar y amplificadores de circuito integrado.

3.2.1 Ventajas de Filtros Activos con Operacionales.

a) Su principal ventaja es su tamafio reducido y su poco peso para sus aplicacio—
nes a bajas frecuencias, ya que por lo general son los capacitores los que fijan -
el tamaiio del dispositivo.

b) Los filtros activos tienen excelentes propiedades de aislamiento, esto es, una

elevada impedancia de entrada y una baja impedancia de salida que permite la --
realizacibon de filtros de cualquier orden simplemente conectando en cascada eta-
pas de primer y segundo orden de manera que cada una de ellas pueda proyectar -
se y sintonizarse independientemente con la minima interacién.

c) Ademds de atenuar las frecuencias no deseadas amplifica las sefiales de fre-—

cuencia en la banda de paso del filtro, ¢s por eso que se dice que €] filtro tiene -




una ganancia en la banda de paso.

d) El costo de un filtro activo es muy reducido, estd determinado solo por el --

tipo de amplificador operacional que se vaya a utilizar,

3.2.2 Desventajas de los Filtros Activos con Operacionales.

a) Los voltajes maximos de operacibn los fija la fuente de alimentacién del am--
plificador operacional.

b) L.a potencia del filtro también la fija el amplificador operacional y esta res- -
tringida generalmente a menos de un watt,

c) Los filtros activos son mas adecuados para bajas frecuencias ( tanto como --

1073

Hz ) pero los capacitores pueden ser voluminosos para frecuencias muy ba-
jas pudiendo hacer inconveniente el tamario del filtro.
En altas frecuencias los filtros activos no son muy adecuados ya que estan limi

tados por la respuesta en frecuencia del amplificador operacional que es por lo -

general baja.
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3.3 CONSIDERACIONES PARA EL DISENO DE FILTROS ACTIVOS.

El procedimiento mas general para el desarrollo del diseno de un filtro que cum
pla con los requerimientos de un problema es el siguiente:
a) Definir todas las caracteristicas del filtro con la ayuda de una plantilla en don

de se egpecifiquen los requerimientos minimos del problema ( ver figura 3.2 )
ﬁ Q(db)

A

—

—k
ad']
We We,
FRECOWMGA FREWENGN DE
bE Paso. RECUWARO.

p - - -

AN

a) Plantilla de un filtro paso bajas.
) G (db)

.

(177

»

b) Plantilla de un filtro paso altas,




4G (db)

N\ \‘\ /
\\\\ \ /

NN o

L | iy

W Wwe” wet  we*

-——--

c) Flantilla de un filtro paso banda.

fig. 3.2 Plantillas de filtros

Como podemos observar en las plantillas de los filtros paso bajas y paso altas,
se egpecifica la ganancia minima en la banda de paso, la atenuaciétn minima en -

la banda de rechazo y las frecuencias limites para banda de pasoy banda de re—

chazo. Otra forma de especificar la plantilla de un filtro paso bajas o paso altas

es utilizando la selectividad; la cual se define como:

Wp
Selectividad = K -
WR
Wp = frecuencia de paso (3.1)

WR = frecuencia de rechazo

La selectvidad expresa la pendiente en la banda de transici6n; cuando k tiene
a la unidad, el filtro se aproxima mucho a la unidad. Junto con la selectividad se
egpecifican la ganancia minima ( Gmin ) y la atenuacién minima ( Amin ).

Como se muestra en la figura 3.2 en el filtro paso banda es necesario especi-
ficar cuatro frecuencias limite; cuando el filtro paso banda es simétrico, la plan

tilla se puede especificar mediante la frecuencia central (wo), la selectividad -
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( W), el factor de calidad (Q ), Gmin y Amin.

Para un filtro paso banda la selectividad y el factor de calidad se definen como:

K= Wa - we - _Dwe (3.2)
W' - Wp- Awe '

Q= __We - _L_U_.‘l__ 3 Wo=vrEwEnus( 3.3 )
Wet - W AUJP CERNTRAL .

Ademaés de la atenuacién que un filtro debe imponer a las diferentes componen -
tes espectrales de una sefial, es importante considerar el defasamiento de --
cada una de sus armoénicas; asi, un filtro verdadero implementado con componen
tes reales hace que cada componente de una seiial filtrada sufra un defasamien-
to variable con la frecuencia, y ain en el caso que €l filtro se aproxime al - --
ideal en lo que conciemmne a la atenuacibn, el defasamiento a que se someten las -
arminicas de una seifial filtrada en la banda de paso, pueden ser indeseables para
el diserniador.

En un filtro paso banda, para que se trasmita una seiial sin deformacion se de-
be cumplir en toda la banda de paso la siguiente relacién:

3 = AP (FasE)

dW (reEcoEndh)

= cte. (3.4)

Donde & se llama constante de propagacién de grupo.

La respuesta de atenuacidén y de propagacién de grupo no se pueden optimizar en
forma simultdnea; pues el filtro, o bien tiene una buena respuesta de amplitud --
pero mala regularidad del tiempo de propagacién de grupo, o bien presenta un --
tiempo de propagaciéon de grupo regular pero su curva de respuesta de amplitud -

se aleja mucho de la ideal; en la practica debe realizarse un compromiso entre -
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la respuesta de amplitud y la respuesta de tiempo de propagacién de grupo.

Para la realizacion de un filtro que cumpla con una plantilla definida se necesi -
ta la ayuda de las llamadas funciones de aproximacién, con las que determina-~ -
mos la funcion de transferencia de] filtro a construir, determinando con €llo la -
naturaleza y el valor de sus componentes.

El disefio del filtro se realiza sintedzando un circuito cuya funcién de transfe -
rencia sea idéntica a la funcidn de aproximacion seleccionada. Un método simpli
ficado para disenar filtros activos se obtiene aplicando las propiedades aislantes
del amplificador operacional; este método consiste en trabajar con filtros de pri_
mer y segundo orden exclusivamente y lograr filtros de orden superior al conec-
tar estos filtros en cascada, debido al aislamiento que proveé cl operacional las

etapas pricticamente no interacttan y el disefno se realiza en etapas sencillas.
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3.4 REDES DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN.

Los filtros activos complejos se construyen normalmente conectando en cascada
dos tipos de .redes relativamente simples de circuitos, llamados redes de primer
y segundo orden. Este procedimiento permite el disefio y sintonizacibn facil de -
un filtro complejo y permite también utilizar un solo enfojue sistemaético para de
terminar que es lo que le pasa a la respuesta de un filtro, si los valores de los -
elementos de la red no son precisos y si varian con el 'tiempo y la temperatura.
Las funciones de red de un filtro que mas interesan son: la amplitud, fasey --
retraso de grupo. Los pardmetros de la red que son importantes son: La fre --
cuencia caracteristica y la ganancia en la banda de paso. En esta seccion se ana
lizardn en forma breve estas funciones y pardmetros en redes de un polo simple

y con un par de polos conjugados complejos.

3.4.1 Funciones de las Redes Paso Bajo.

Polo sencillo. - La funcién de transferencia de paso bajo de un polo sencilloen -

funcién de la frecuencia compleja es:
W
H(s) = _oWo (3.5)
S + Wo

La magnitud de la funcidén de transferencia para la respuesta a la excitacién - -

senoidal de estado estable es:

Ho? Wo?

W2 4-Wo2 J

1
] (3.6)

|1 G| =




fase: (b(w\ = —arc 40113 uf (3.7)

o

retardo de qiupo es: EG(w)= _ d¢(\u) _ Coszch (3.8)
dus Wo

Realizacién con elementos pasivos Gnicamente:

+ R’ J- r
A\ H T e Vo

fig. 3.3 Realizacion de funcidén de transferencia

de paso bajo de un polo sencillo.

His)= Yo (8) o __1/sc (3.9)
Vi (S) R+ 1/sc

Donde

Ho =1

Wo = 1/RC
Realizacién con amplificador operacional.

R
(,

fig. 3.4 Realizacién de funcién de transferencia a paso bajo

de un polo sencillo con amplificador gperacional.

92
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Heg)eYols) ~  (R/Re)/(s+1/Re)
Vi (s) Ri

(3.10)

H(s)== r/r: (1/re) (3.11)
s+ A/RrRe
Donde

Ho

- R/Ri

Wo

1/RC

Entrada no inversora:

Par de de polos conjugados complejos. - La funcion de transferencia de paso bajo

de par de polos conjugados complejos es:

L
H(s)- Ho Wo

3.12
S+ Wo salr We- ( )

La magnitud de la funcién de transferencia en estado estable estd dada por:

[ . ]‘/&.

H(.Sm\ = Ho me‘

I I W+ wrwe (k1) 4 we J (8.13)
.1

La fase ess 4>(u))=-atc {an [_L_(L_%; +\‘4_¢(1)]— (3.14)

ace ‘idn[;l: (1 u%- {_..('i)]

Noétese que o2 nunca es mayor de 4, Si es asi, los polos ya no serin comple--
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jos. La Q de un par de polos complejos es igual a 1/e .

El retraso de grupo es:

5(10):__7»&“_'\1:_25___ San 2Q (3.15)
Wo 2w

3.4.2 Funciones de las Redes de Paso Alto.

Polo sencillo. - La funcién de transferencia de paso alto de polo sencillo y funcio

nes de magnitud, de fase y retraso de grupo en estado estable senoidal son:

H(s) - :i Zo (3.16)

l H()unl-_{ m\?: “:;:. ]I/L (3.17)
& (w)= '\i: —are tan %0_ (3.18)

T (w)- 5:1: ¢ (3.19)

Realizacibén con elementos pasivos Gnicamente:

+ e +
Vi -3 Na

B - ™
L 4 -

fig. 3.5 Realizacién de funciones de transferencia

de paso alto de polo sencillo,
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Ho =1
Wo = 1/RC
Realizacion con elementos activos ( Amp - Op ). Q
. 16 A —~ l
e ——
AT
Ho = - Rf /R ( Entrada inversora )
Ho = Rf /R +1 (Entrada no inversora)

Wo = 1 /RC

fig. 3.6 Realizacién de funcidon de transfercencia de paso alto

de polo sencillo con amplificador operacional.

Par de polos conjugados complejos. - La funcién de transferencia de par de polos
coniugados de una red paso alto y las funciones de magnitud y de retraso, de es-

tado estable senoidal son las que se muestran a continuacién.

9
H(s)= Ho S 3.20
) Staue S+ We™ " ( ‘
quw)\ J Ho' w# ] (3.21)
L w4 wrwet ((2-2) 4 Wet

(3.22)
d (W)= T - arc 4an [BL‘.(J. '&BTZ‘N"*L)] - arc fan {t (ta - JJ-«‘)]
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Z(w)= 2Sant & San2¢g (3.23)
o Weo 2u$

3.4.3 Funcién de Red de Paso Banda.

La funcién de transferencia de paso banda de par de polos conjugados complejos

es:
H(s)- Ho o S 3.24
) Slea(Wo S+ We> ( )
AO'\AC ° d: ._1__. Y Q: mo = ;b
) Q We - W, v~ &, (3.25)

Y donde f; y f, son las frecuencias donde la respuesta de magnitud es 3db de
Ho, la ganancia de paso de banda que ocurre a Wo =2 fo . La funcién de trans-

ferencia también puede escribirse como:

H('u}: Ro
P T e (w/we = wo/w) (3.26)
La magnitud de 1a funcién de transferencia es:
l/,__
U S VRS 2
I“(A'—' o oL lﬁou) y (3.27)
w* 4wt («®2) + Ws

LA FASE ES S

Pw) =TT - are tan ( a.u5, \4qt-1 ) - ave Han (2008 Yoy | 328)
a Wo Do

EL RETRASO DE QRLP0O ES

T(w) = 2Q.Cost 4 San 1@ (3.29)

Wo 2




3.4.4 Funcién de Red de Rechaso de Banda.

Se puede obtener un filtro de rechaso de banda ejecutando la operacién

1- pr (s); donde pr(s) es una funcién de transferencia, de paso de banda.

( ver figura 3.7 )

N st R=RHo
l R R¢ \ (vaso g tmns)
Ni ) / ® o
i ‘ J- Vo
FILITRO DE PASO DE -
_I. BALDA (TNvERSOR) J__
fig. 3.7 Realizacién de funcién de
transferencia de rechaso de banda.
1. 1.

(3.30)
ST Wo S+ We™ R

Como este filtro esta muy relacionado con el filtro de paso de banda, sus propie-

dades no se trataréin aqui.
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3.5 REALIZACION DE LOS FILTROS ACTIVOS.

Se presentin a continuacién algunas formas reales de los filtros activos, Todas -
las funciones estandar de un filtro ( paso bajas, paso altas, paso banda y supre
sor de banda ) pueden ser realizadas con cortes de frecuencia de 12 db/octava -
en un simple paso. El error que puede ocurrir en el disefio de estos filtros depen
de de la tolerancia que tengan los elementos pasivos ( resistencias y cépacitores)
Los filtros que se implementan con Amp Operacionales, como se dijo anterior—
mente dan rangos de corte de 12 db por octava ( 40 db/década ) por lo que son -
filtros de segundo orden, si se desea implementar un filtro de mayor orden lo --
Gnico que hay que hacer es, conectar dos de menor orden en cascada y se obten—
drd un filtro de orden igual a la suma de los filtros de menor orden; asi, por --
ejemplo, si se conectan dos filtros de segundo orden en cascada se obtendri un -
filtro de cuarto orden. En los procedimientos de proyecto dados, por lo comin -
se comienza eligiendo el valor del capacitor, ya que existen menos valores estan_
dar de capacitores que de resistencia.

Con frecuencia es conveniente permitir que Ho sea variable para que pueda --
usarse como pardmetro para determinar sensibilidades éptimas, o cuando menos

pequenas, de ciertos pardmetros,

3.5.1 Circuitos de Realimentacién Miltiple Ganancia Infinita,

- . . ca e il
Aquf el amplificador es usado en su configuracién inversora, g%fgg
?_;?‘ e
& fitd

positiva aterrizada, Cada elemento Yi represcnta una resis

on la entrada

‘0 un capacitor

La funcién de transferencia se obtendri a continuacién.
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——-
Is Ts
Yo Ys
p o
* x * = —_—l, o
M Y Ys * +
E

fig. 3.8 Red de realimentacién miltiple ganancia infinita,

Ecuaciones de nodos:

Te+T, = T2+ Ts - (1)
Is + Ty = I - 2)

(Ni-E) Y, =T - (3)

(E2-E3)Ya = T3 - (4)

E2Yy = T2 -(5)

E3Y; =T¢ - (6) ' (3.31)
(Vo- E1) Y4 = Ta —-(3)

(Ne-€E23)Ys = Ts - (8)

— Aeit Eax = Vo - (9)

Substituyendo las ecuaciones 3), 4), S), y 7), en la ecuacién 1, se obtiene:

(Vo- B2)Ye+ (Vi-E2)Y, = EzY2 + (E2-Ex) Y3 (3.32 )
De igual forma substituyendo 8), 4) y 6), en la ecuacién 2, obtenemos:

No-Ex)Ys + (Ee- Ea) Yy = Ea X
(3.33)
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Despejando Eo de la ecuacion ( 3.33 ), tenemos:

VoYs -~ Ea¥s + E2Ya - E3 Yy = Ea Yy

= FEaYIi+Ez¥s +Eavs ~VoYs
Eq 33Y 21s = ® (3.34)
3
pecc: Ea = — Eo
Aol
Ne YiI —_ NoYs _ No¥Ys ~ YoYs
€, = Ao Aoy Aoy (3.35)
Y3

Y de la ecuacién ( 3.32 ):
VoYa - E1LYe +ViY;-E21Y4 = E2Y2 +E2 Y3 - Es Yy

NoYa = E2Y2 + E1Ys ~EaYa+E2Ya4 -V Y| +E2 V)

NeYo — Yo¥3 _ B, (Ya+Ya+Ya+N)-ViYy (3.36)

Aoy
Sustituyendo ahora ecuacién (3.35) en ecuacién ( 3.36 ), tenemos:

-~ Vo .
Vo Ye-MoYd - __As (Y‘+Y3 *Y5+Y5A°‘) (Y’-*YS + Yy #Y\) -ViYs
Aoy Ya
VoYo - Ne¥S 4 Vivg = - :o (9924 i %a 4 Wida v S+ U324 Yalda t
ol o\

3% +93% 1+ WsYy +UsUs +Us Ye +Y4sY,+
Vs AorYWz +Ms Aci¥Ws +4s AoiYe + Y ho1 Yy

= X
NTY, = %X —NoYa + VoY=
Aoy
- N
A °Y (Y: Yee YiYs 4 YiYe +YiY + YsYa+ YaYs 4+ YaYe +Y3Y, + YsY2 4
of ')

YsY3 4+ YsYa +YsYi + Y5 Aot Y + Ys Ac1Ye + Ys Aol Y +Yehoi X3
~ Y33 £ Y5 A1 Y3) = Vi Y,
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— No
e (A°\ (YsYe + vaYa 4 %% 4 Yoy, +YaYs )4 YaYe + YaYe +¥S Yy 4 Yay, +
YsY3 4YsYarYsy, ) = vy,
Si Aol tiende a infinito, tenemos:
\\/Io. - - Y Ys = — Wi Y3 (3.37)
A

VYo ¢+ YaYVa + Yo Ya 4 VoY 4 Ya Yy YS(MiaYeeYaeYe)aYaYs

Estos cinco elementos Yi pueden elegirse de manera que realicen las funcio-
nes de la red de paso bajo, paso alto y paso banda. En el siguiente ejemplo, -

se demuestra como se puede elegir:cada uno de estos elementos para obtener las
funciones de una red de paso altas.

3.5.1.1 Diseiio de un Filtro Activo Paso Altas.

Cs
e
Ni 4 3

_-l— 1.; R 3 —T__:‘Vo

fi_g. 3.9 Realizacién de funcidon de transferencia paso altas

con configuracidén ganancia infinita realimentacién maltiple.

La funcién de transferencia de voltaje del circuito de realimentacion miltiple -

ganancia infinita, para la funcién de la red de paso altas mostrada en la figura -

3.9; es la siguiente,

3: (6)= — (c1/ca) s*

(3.38)
s*+ S (1/25) (Ca/CsCa + 1/Ca+ Yes)+ 4/R205CaCs
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Ahora bien, la funcién de transferencia de un filtro paso altas de segundo orden,

viene dado por:

H(s)= Ho S*
Sy eWeS + W (3.39)
Comparando estas ecuaciones, tenemos que:
I— -I /a3
“o: G We= 1
Ca [ ReRsCxCy J

TE (i o[ E) BT
C.aCA C4 Cx ) &= Guy

Nétese que se ha incorporado la inversion de fase a la funcién de fase.

Determinacién de los pardmetros de la red. - Se deberédn considerar las siguien-

tes caracteristicas:

1), - Orden del filtro.

2),- Funcién de aproximacion.
3).- Ganancia en la banda de paso,
4), - Frecuencia de corte,

Elijase C; = C3 = C deun valor conveniente; Y en seguida se calcula:

Rs: __'1_c_(l Ho + 1)

o{We
- o Ho
Koz s (zho+1)
C4: C

Ho
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3.5.2 Circuitos de Fuente de Voltaje Controlada por Voltaje.

La red de una fuente de voltaje controlada por voltaje para circuitos que realizan

funciones de transferencia de segundo orden, es la siguiente (ver figura 3.10)

= -
ente de voltaje controlada

<+ ——
Z 23 -
V( a tj "Rb VQ
1 “ )
4 L

fig. 3.10 Circuito de fu
por voltaje,

Los Zi elementos estin restringidos a ser capaci:ores o resistores. L.a funcién

de transferencia de esta red es la siguiente:
I3

I/
| S—
Z3
N D
M ! —.x. zl u VQ
z ]_'

L

fig. 3.11 Circuito simplificado de F.V.C,V.

En donde K ( Ganancia del Circuito ), es:

v. = i+ Rb_
Ra ( 3.40)
Las ecuaciones de nodos para €l circuito de la figura (3.11 ), seréan las siguien~

tes:




11+I==I (1)

L, = I (2)

Las ecuaciones de malla del circuito serin:

V. -V
2 4 =1
= Ig
Zy
Vi -V2 .
Z1 2
\’0"V2 -
I3
Z3
\Y
4 _ .y _
=1, =1,
Zy

Si de la ecuacion (3.42.1), despejamos V2 .

2
pero \74 = 24 [2

Vo = L, (Zy + Z4)

_ Vs
12 - ————— S ———
Zy +Zy
De tal forma obtenemos:
Zy

vV, = —————— V
4 22+24 4

(3)

(‘4)
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(3.41)

(3.42)

(3.43)




tenemos que:

Vi - \72 , Vo - V2 iy V2 - V4 _ V4 (3.44 )
Y sustituyendo en la ecuacion(3.44) la ecuacién (3.43), obtenemos:
N (Za+ Za) Vo No - (Z2424)Va N (3.45)
Za + Z4 = 4 -
2 Zs Z4

Ademdas sabemos que Vyu~ vlf. , sustituyendo en (z.45)

Vz_(zt* 24) VQ VO' .LZL__)JQ__“’ Za

K24 + KZ4 = _._.VE_
21 Zn KZ4
NikZ4-(22424)Yo  Vok Za-(Z2+Z)Vo
K Z4 + KZ4 = Yo
Zy Zx K 24

Vi k24 - (22424 ) Vg + Yok 24 -(Z24Z24)Vo = _No _
21 Z3 1

Zx\N' 24 - (Zl‘fZA)VoZS + Vok 2124 — (22. +24)Z| Vo
- \lOZ\25 = Q

NiZzzeak = \p ((szZA)ZB-KZ‘Z4 *(ZzZa)ZMZnZs-K

sesveiando Vi Y Vo DE  ESTA EWAGOL TENEMOS QUE

Sustituyendo la ecuacion (3.42.1), (3.42.2)y (3.42.3), en la ecuacién (3.41.1), -
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Vo = KZ3Zs
Vi 2223 + 2324-K 2124 v 2\22+2:24 + 2123

por olfimo tenemos

Vo KZ3Z4
Nt Za (204 20+ Za)+ 21224 224 (1-¥)

(3.46)

Estos cuatro elementos Zi pueden elegirse de manera que realicen las funcio-
nes de red paso bajas, paso altas o paso banda. El ejemplo que se da a continua -
cién muestra la forma en que deben elegirse estos elementos Zi para producir-

una funcidén paso baja,

3.5.2.1 Disefio de un Filtro Paso Bajas por medio de un Circuito F,V.C.V.

| Y.
Q‘

o> .
+ R, = +

Re _l_ N
I 1" U
fig. 3.12 Realizacién de funcién de transferencia paso

bajas por medio de una configuracién F,V,.C.V,
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La funcidén de transferencia de esa red es:

Yo _(s)= K/Ri820 Ce
Vi ste s (/R +1/R204 (1-K) /202 )4 ’/tc.ué.< 3.47)
1 QA

Ahora bien, la funcién de transferencia generalizada de un filtro paso bajas de -

segundo orden vicne dada por:

(A
H(s) = Ho We
) <2+ o« Wo S+ wWe* (3.48)

Comporando estas dos ecuaciones tenemos que:

Ho= W
Oom (1 (s
\ i ¢
! ' {
« =[R2 C2 l R ez f2 Ka h .__@‘_Q_L_/IK
2, ¢, R0, a2l )+ Rel2

I
e
9

Determinacion de los Pardmetros de la red de un Circuito de Voltaje Controlada
por Voltaje,

Dada: Polinomio de aproximacién, orden del filtro y la frecuencia de corte.
Podemos fijar K de manera que la sensibilidad global o sea minima, suponien-

do que los capacitores se desvian igualmente, y por lo tanto:




3.5.3

Vi

Elegimos: C=C;=C2 y  suponemos
1
R =
WoC
K= 3 - ok
Ademaés:
K=1+ Rb
Ra

R =R}] =R2
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Primeramente se le da un valor determinado de RA para poder calcular Rg de

la siguiente forma:

Redes Biquad,

En esta seccién se ilustra como utilizar las redes Biquad, para la realizacién de

funciones paso banda, La configuracion Biquad general para la realizacién de una

funcién paso banda se muestra a continuacion

NI =
N s Y
L V3 Ra 4

fig, 3.13 Configuracitn Biquad,




La funcion de transferencia de voltaje la obtenemos de la siguiente forma:

._—LV = - Le - - (1)
Va4 s
Ve __ 4 —— — ()
V3 SkaCa,

o, ds oy seEod oo (3)
\

Ya ¥a
e (1)Y(2):

Ns Ve _ Ke — - (4)
N¢ V3 Ussele

SusSTITUYERDD (4) B (3)

Yo
\'hy SRLRsle S Rird (s ) =
e 4 > + =3 (Ns)= 0

NT Le Vs + (sev@41)Vs = o
(7 s¥a s C2 ®

SRR3R Ca VI + R4 R Vs + 570 R P2 Pa RaBs (2Va + SPoP3RaRs Calla —

SRR2¥aRaRs Qo
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@

V3 (SR s RuRs (24 S RoRaBARs C2) + V3 (BiTaRe)= — SRReRPs Cz V7

\3 SR R2PaRs C2

NT S22 Ra s C e+ SPeRa2 s Cot Rk Re




Dividiendo todo entre RIRZR3R4R5C1C2 obtenemos:

vi S/ R4C1

Vi 2 S + R6
M RIC1 R2R3R3C1C2

v3 1 S

Vi R4Cl 2 1 1 R6
S® + S+ .
R1C1 R2 R3C1C2 RS

De nuestra figura ( 3.13 Red Biquad, observamos que V3 = Vo entonces:

Vo 1
Vi R4Cl 1 1 R6
52+ —_— S+ .
R1C1 R2R3C1C2 R5

(2.50)
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CAPITULO 1V
DISENOS DE FILTROS
4.1 EJEMPLOS DE DISENO DE FILTROS ACTIVOS.

En esta seccién mostraremos el disefio de filtros activos de orden superior co- -
nectando en cascada redes de primer y segundo orden, con las cuales es mas -
facil implementar fisicamente los filtros activos que hemos tratado en el capitu-
lo anterior,

En los ejemplos que se mencionarén a continuacién, el disefio se realiza utili -
zando diferentes tipos de aproximacion como Tchebycheff y Butterworth; para po
der observar los diferentes tipos de respuesta que las redes proporcionan a cada

una de estas aproxirnaciones,

4.1.1 Diseilo de Filtros Paso Altas.

Se disefiari un filtro paso altas de décimo orden con aproximacién Butterworth, -
con ganancia en la banda de paso uno y una frecuencia de corte de 1KHz; configu-
racién realimentacién multiple ganancia infinita, El polinomio de aproximaciéon -
Butterworth, para un filtro de décimo orden, tendré la siguiente forma:

DX(s) = (S2+eL0W0S+Wo02) (S2-+aky WoS+ Wo?) (S2+aty WoS+Wo?)

l)
(S%+ o(BWoS+W02) (52-* ocy WoS+Wo™)

Entonces la funcién de transferencia general de un filtro paso altas de décimo -

orden seri 5 Wolo

D(s)

Nuestro diseiio se realizari nor medio de la conexién en cascada de cinco eta-

H(s) = Ho

pas de segundo orden, por lo que de las tablas para redes Butterworth, obtene---

mos valores de las 's, para cada una de las etapas,




Primera etapa:

o<0o = 1,985377 ; Wo =1 de tablas
normalizada
Ho =1 H
fo =1 KHz
Escogemos C=C;=C, = 0.01 ; entonces:
Rs - —L (2 Ho+l)= 1(2+1) :
WoC 1.985377 (2 TT x 1 x10°) (.01x 10°)

3x 10° 3

Rg = = 24.06 x 10° rt

1.985377 (2T x 1 x0.01)

Valor comercial 2.4 K .~
Ho 1.985377 (1)
WoC (2 Ho 1) 2T x 1 xW°x .01 x 1070 (2+ 1)

10.53 x 103

=~
N
|

Valor comercial R2 =10 K

C, = - .01
4 Ho
Comprobamos:

Wo = 1 172 _ 6.4549 x _rad

(10) (24) (.01) (.01) seg

_ Wo _
fo = — 1.02 KH,
.01 0.01
DR [T ot S .
24 | (.01)(.ol) 0.01 .01

=1.9364
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Nuestro circuito queda entonces de la siguiente forma:

Ce
§
«O°
C:j )‘% e
NI -0 uf o\ uf +

N
i ) r
fig. 4.1 Realizacién funcion de transferencia paso altas por

medio de ; circuito realimentacién miltiple ganancia infinita

Rp se calcula para minimizar el voltaje de offser debido a la corriente de pola-
rizaciébn. Analizando el circuito para CD obtenemos:

Re

p & Vo
y I8 Re -

fig. 4.2 Circuito de polarizacion,

Empleando €l principio de superposicion.

Ig1 =o ) | §:9) # O

Vo' = IBz l\)

Vo' = - Ig; Rs

Vo = Vo' + Vo" =-lIp) Rg+ Ipy Ry




Para minimizar el voltaje de offset a la salida tenemos:

%=Rs

Entonces:
Vo = Rs ( I“l - 102) = Rs loff

Y por lo tanto. % = 24K

Segunda etapa:

oc = 1,782013 Wo=1 - de tablas
1 Normavizado
Ho =1 fo =1
Entonces Si C=Cy = C3 = ,047 uf
s = 1(2+1) = 5.7 x10%a
1.75 13 x2I x 1 x 10%x.,047 x 10-6
R, = 1.782013 (1) - 2.01x10°n
2 2T x1x103x.047x10-6(2 +1)
Valor comercial 5.6 Kr=Rs y Ry,=2.01x 1030
Para un mejor ajuste usamos dos resistencias de: 1 Ka
Cl !
C = = ,047 uf
4 Ho
Comp robando.
Wo =( 1 )1/2 = 6.35 Kk rad
(0. .047 ) seg
fo = —°_ - 1,01 KH,
Rp = Rs=5.6 Kn
s e e Y
o, 12 047 o 2047 047
= V5.6 |L.oa7oan Tt [T047 T 047 |
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Tercera etapa:

K4

o~ 2 =1.414214 Wo=1 de tablas
Ho =1 fo = lKHz
Si C= Cl = C3 = ,022 uf
Entonces.
1(2+1)
Rs = ( = = 15.34 x 105.n
1.414214x 21T x 1 x 10°x .022 x 10-6
Valor comercial 15 K-
R2 _ 1.414214 (1) = 3.41K_n

210 x 1 x 103x .022 x 10~6 (2+41)

Valor comercial 3.3 K_n

Cy
C4 = o = ,022 uf
Comprobando
Wo= 1 12 ¢ 46 K Tad
(15) (3. 3) (.022) (.022) seg
W
fo = —— = 1.02 KH,
~ _ [33 [_ .02 R o
2 15 [ (.022) (.022) . 022 .ozzJ

Para minimizar el voltaje de offset

Rs=15Kn

Rp
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Cuarta etapa:

°<3 = ,907981 ' ; Wo =1 de rablas

Ho= 1 ; fo=lKHZ
Si C=C,=C_ =,022 uf

Entonces.
1(2+1)
.907981 x2 T x1 x10°x .022 x 10°°

Valor comercial 22 Ko

. .907981
R " ol x1x103x.022x10 6 (2+1)

Valor comercial 2.2 Kn

C
Cqy = 1 = ,022uf
Ho
Comprobando.
Wo = 1 172 _ 6,53 ™d
22) (2.2) ( .022) ( .022) seg
Wo
fo = =1.04 KH
2T z N
2.2 [.022 .022  [.022 |
= | == R = 9486
< J—;g [.022 l ,022 .ozzj

Para minimizar el voltaje de offset

% =Rs =22 K.n.
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Quinta etapa:

0*2- .312869 ; Wo =1

Ho =1 fo=1KHz

Si _
C=Cl=03— o.1 uf

1(241)

= 15.26 x 105
.312869 x2Tx 1 x10°x .1 x 107°

Rs =

Valor comercial = 15 K .

_ . 312869 (1) 172 | 166 K.

211 x1x109x.1x10°

R

Valor comercial 150

C1
C4 = = 0.1 uf
Ho
Comp robamos
Wo = 1 1/2 s 6,66 « T2
(15) (.15) (.1) (. 1) seg
Wo
fi = - 1.
(o} 2 11 1.06 KHZ
’ —————— - mmem——
o~ = |15 .17 +['1 4, =1 =0.3
4 15 (.1 | .11

Para minimizar el voltaje de offset a la salida de esta etapa.

Rp=Rs=15Kn.
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El circuito completo conectando nuestras cinco €tapas en cascada para formar -

nuestro filtro de décimo orden, queda como se ilustra a continuacién:

Oluf coétuf c022uf
r—-i r——l
+ —f i
: olud o T
y: ot ] c0ahuf J -oaruf 0t2uf | -erzuf
- .1. jm“& 24 L Sor 3 g
3 - = - -
‘.1_/..} orzud
3 131 ¥¢8
A ‘P
+e f <3 *
(7% §
N \ -l)t{r .012‘“}
.._L 15Kk n —Llsou_ A (B .2k

fig. 4.3 Filtro activo paso altas,

de décimo orden aproximacién Butterworth ganancia en la banda de paso (Ho=1),

frecuencia de corte 1KHz, configuracién realimentacion maltiple ganancia infinita
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RESULTADOS OBTENIDOS EN LA PRUEBA DEL FILTRO

PASD ALTAS DE DECIMO ORDEN APROXIMACION
BUTTERWORTH FRECUENCIA DE CORTE 1KHz
FRECUENCIA FASE ( GRADOS) GANANCIA EN LA

(HZ) BANDA DE PASO

1 0 0

10 0] 0

100 0 0

200 0 0

300 0 0

400 0 0

500 0 0
700 60 adelante 2.5/50 = .05
800 24 adelante 7/50 = .14
900 12 atrasado 17/50 = .34
1000 84 atrasado 42/50 = .84
1200 225 atrasado 45/50 = .90
1600 308 atrasado 46/50 = .92
2000 360 atrasado 30/50 = 1.0
3000 405 atrasado 30/50 = 1.0
4000 450 atrasado 50/50 = 1.0
5000 468 atrasado 50/50 = 1.0
6000 495 atrasado 50/50 = 1.0
7000 497 atrasado 50/50 = 1.0
10000 540 atrasado 50/50 = 1.0
50000 576 atrasado 80/50 = 1,6

=)}

70000 617 atrasado 300/50 =




RESPUESTA DEL FILTRO ACTIVO
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4.1.2 Diseiio de Filtro Activo Paso Bajas,

Disefiaremos un filtro paso bajas con aproximacion Tchebysheff de orden décimo
y una frecuencia de corte de 3KH; y con un rizado de 3 db pico a pico, configu
racion fuente de voltaje controlada por voltaje,

El polinomio de aproximacién Tchebyshetf para un filtro de décimo orden tiene

-

l1a siguiente forma:

D(s) = (S24+¢0 SWo+Wo2) (52454 | SWo+Wo?2) (S2+e< ,SWo+Wo?)

(S2+ oLy SWo+Wo2) (S2+ =< 4SWo+Wo?)

El disefio de nuestro filtro seri por medio de cinco etapas de segundo orden ca-
da una obteniendo las tablas para redes Tchebysheff, los valores o y Wo para

cada una de las etapas,

Primera etapa:

<o = +372004 Wo = 0,17 694 de tablas
normalizadas
Elejimos, C = 0.022 uf
Entonces:
R = ! = 13.42 K.n

0.179694 +( 2 TT) (3 x 10%) ( .022 x 10 ~©)
Para implementacion utilizaremos 12 Ko+ 1.5 K que son valores comercia

les de resistencia
K =3 - = 2,037996
R
B
= 1+
K Ra

Si Ra= 1K




Valor comercial

Segunda etapa:

Si

Valor comercial

Si

Valor comercial

Tercera etapa:

RB = K Ra -Ra

Ra = 1K .
Rg = 1.0279
RB = 1 K_fl-

o4 = .340668
Wo = ,462521
C = .047 uf

1

.462521 (2711 ) ( 3 x 10°) (047x107°)
R= 2,44 K.

R=2,2 K
= 3 -.,340668 = 2,6593
Ra= 2,2 K~

Rgp= 3.65 K.

RB= 3.6 K.+

= ,712614

=3
L9
0 I

. 175474
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Si C = .047 uf

1
.712614 (2 10 ) (3 x 10°) (.047 x 107¢)

R = 1.58 K
Valor comercial
R = 1.5 K.
K = 3 -.175474 = 2.8245
Si Ra= 4.7 K._n
Rg= 8.57 K.

Valor comercial

Rp = 8.2 K_

Cuarta etapa:

o 3= - 089664
Wo = ,.895383
Si C = .012 uf
1
R =

.558383 (21T ) ( 3 x 10°) (.012 x 107°)
R = 4.94 K_

Valor comercial

4.7 K .
3 -.089664 = 2.9104

1

Si Ra= 6.8 K _
Rg= 12.99 K,u =13 K.n



Usando valores comerciales RB = 12 K+ 1 K

Quinta etapa:

Si

Valor comercial

Si

Valor comercial 6.8 Kt

La red completa de nuestro filtro se muestra a continuacién, segim figura 4.4

o<, = 0.027897
Wo = .991638
C = .022 uf
R = 1
0.991638 (2Tr) (2 x 103) ( .022 x 10~%)
R = 2.43 K
R = 2.2 K.
K = 3 -.027897 = 2,972
Ra= 3.3 K
RB= 6.5 K_u
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YT ; 04 ug - A% 1 f
- -4t — -
lzl-.n. e L8l
3 dva l sxqa
, -
- .ozz;f w3 NI e o t.2va
J I dna Ky ¥R
o2z o12uf
—
1.2x
w—L»- N

+ PRI "'| 43¢t 43

fig. 4.4 Filtro activo paso bajas,

de décimo orden aproximacién Tchebysheff frecuencia de corte 3 KHz; configura

cién fuente controlada por voltaje de voltaje.




RESULTADOS OBTENIDOS EN LA PRUEBA DEL FILTRO
PASO BAJAS DE DECIMO ORDEN APROXIMACION
TCHEBYSHEFF FRECUENCIA DE CORTE 3 KHz

FRECUENCIA DEFASAMIENTO GANANCIA EN LA
(HZ) (GRADOS) BANDA DE PASO
10 ) 180/5 = 36
50 ) 1785 =  35.6
100 8 arras 178/5 =  35.6
200 28.8 atras 180/5 = 36
400 57.6 atras 200/5 = 40
800 128.5 atras 168/5 =  33.6
1000 180.0 atras 1565 =  31.2
1200 182.4  arras 160/5 = 32
1600 300.0  atras 164/5 =  32.8
1800 324.0 atras 144/5 = 28.0
2000 360.0 atras 128/5 =  25.6
2200 396.0 arras 1125 = 22.4
2400 445,0  atras 108/5 = 21,6
2800 462,84 atras 105/5 = 21
3000 480,0 atras 40/5 = 8
3200 496,2  atras 105 =
3000 0
4000 0

5000 0

wn
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