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INTRO DUCC ION 

El diserto en la ingenierra mecánica es un proceso 

de toma de decisiones que el ingeniero lleva a cabo pa-

ra la realización n'ajad de máquinas, mecanismos y siste-

mas, sin embargo, hablar de diseno •n este contexto im-

plica un amplio estudio de todas las disciplinas de la in 

genierra mecánica, una parte constitutiva es el diseno 

mecánico, el cual aborda el diseno de dispositivos de na-

turaleza mecánica, ejemplos de éstos van desde un alfiler 

hasta el fuselaje de un avión, es decir, existe una gran 

variedad d• estructuras que requieren d• acuerdo a su 

utilización de un diseno mecánico confiable. Sin •mbar-

go en México esta actividad dejo mucho que desear, r•per 

cutiendo lamentablemente en el atrazo tecnológico en el 

que se encuentra el para. Esto es debido principalmente 

a que no es sencillo determinar completamente el compor-

tamiento de un cuerpo y además a la falte de interés d• 

los p'rof•sionistas del ramo de superar le etapa d• dii•rfo 

elemental • incursionar en pasos mis sofisticados del di- 
, 

serio mecánico. 



Una de las formas de atacar lo crisis por la que 

atraviese la industria nacional es que en los ~tres 

de investigación y escuelas superiores se contemple la 

necesidad de estudiar y anal izar a fondo dispositivos 

con geometría y condiciones de operación complejo, 

con la finalidad de mejorar la calidad de los produc-

tos nacionales y aliviar en un futur o lo dependencia 

tecnológica que se tiene en este campo. 	Cabe hacer 

notar que al disecar un dispositivo, no sólo entra en 

juego la intuición del ingeniero, sino también todo uno 

base matemática que debe de utilizarse como herramien-

ta principal en el proceso del diseno, sin embargo, es 

ta disciplina deja mucho que desear en lo gran mayo-

ría de los ingenieros mexicanos, dando por consecuen-

cia que no se puedan desarrollar disertas confiables que 

atraigan la atención de los industriales. 

Por lo anterior expuesto, puede decirse que el in-

terés fundamental el desarrollar el presente estudio, es 

el de incursionar en los técnicas de andabais de dispo-

sitivos sometidos e distintas solicitaciones externas,con 

siderendo que los materiales estructurales que utilizo el 



ingeniero mecánico presentan un comportamiento lineal, 

elástico e is6tropo, es conveniente enfocar el estudio 

de los mismos dentro del cortexto de la teoría de la 

termoelasticidad. Sin embargo, el planteamiento rigu-

roso de los problemas de esta rndole2 trae consigo gran 

des dificultades matemáticas y su solución solamente en 

un número reducido de casos, puede ser llevada a las 

fórmulas de cálculo útiles para las aplicaciones técni-

cas. Por esta rozón, es que se utilizan ampliamente 

diferentes métodos para resolver en forma aproximado el 

problema de valores en la frontera de la teoría aplica-

da de la termoelasticidad, uno de estos métodos, es el 

del elemento finito 3 , el cual aproxima lo solución en 

un número discreto de puntos en el interior de la es-

tructura. 

Una vez establecido el marco de referencia dentro 

del cual se desarrolla este trabajo de investigación, el 

objetivo del mismo puede plantearse en los siguientes - 

tirminos; "Soluc i6n de las ecuaciones de Equilibrio de 

le Termosiosticidad a partir del Mitodo del Elemento 

Finito" . 



Para llevar a cabo este objetivo es necesario en 

primer lugar establecer el modelo matemático a resol-

ver y posteriormente, involucrarse en la teoría del mé 

todo de solución, considerando sus diversos aspectos - 

tanto matemáticos como numéricos y computacionales. 

En el siguiente coprtulo de esta obra, se presenta el 

planteamiento riguroso de las ecuaciones de la termo-

elasticidad a partir del cálculo diferencial y del cál-

culo variacional, mientras que en los siguientes capr-

tulos se establece la teoría del método del elemento 

finito dentro del contexto de la mecánica de los sóli-

dos, con el propósito de analizar el comportamiento de 

estructuras sometidas a diversas condiciones de frontero 

en estado estacionario, en el Capitulo 5 se presenta el. 

programa de cómputo que se desarrolló durante el estu-

dio, el cual resuelve en forma aproximada les ecuacio- 

nes de equilibrio en dos y tres dimensiones. 	Este cisque 

ma numérico determina entre otras cosas, los desplaza-

mientos, esfuerzos y deformeciones que e. presentan en 

una estructure sometida a diversas condiciones en esta-

do estacionario, las cuales pueden ser: cargas concen-

tradas en puntos discretos del medio, cargas de cuerpo, 



de presión y cargas inducidos por dilatación térmica del 

material. Con la finalidad d• probar lo convergencia 

del método y la bondad del programa de cómputo des-

arrollado, se analizaron estructuras con geometria y 

condiciones de frontera simples, obteniéndose resultados 

que concuerdan con los obtenidos a partir d• técnicas 

analrticas4 , estos resultados s• muestran en el Capitulo 

5. Como parte final del estudio, se onaliza•una vdl-

vulo poro control de flujo, dis•Bada5  en el departamen-

to de metales Irquidos del Instituto Nacional de Inves-

tigaciones Nucleares, las condiciones de operación,g•o-

metrra y resultados se muestran también en el Coprtulo 

5 
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CAPITULO 2 

PLANTEAMIENTO DE LA ECUACION DE LA 

TERMOELASTICIDAD. 

2.1 INTRODUCCION: 

A fin de plantear el modelo matemático que rige •I 

sistema en estudio, es conveniente decir que/ los materia 

.:1 	,se consideran :dl idos y Iresiintan un compartimiento • 

elástico, lineal e isótropo por lo que las leyes que go-

b-1•rnan •I comportamiento de tales materiales forman la 

bese de la t•orre de la elasticidad linea1,1 ° 2  si a ésto s• 

agrega que existen cambios de temperatura y se incluye 

el coeficiente de dilatación térmica del material, se cae 

dentro del campo de la teoría de la termo•lesticiaial. 

2. 2 ENFOQUE DEL CALCULO DWERENCIAL.- 

Pera desarrollar la ecuación fundamental de la ter-

mo•lasticidad, es necesario considerar las ecuaciones corres 

pendientes a cualquier punto del medio continuo, asociado 

a un sistema de referencia cartesiano. 



2.2.1 Principio d• le cons•rvecidn d• la centided 

d• movimiento o primeros ecueciones d• 

Ceuchy d•I fnovievii•nto.4  

En notecidn indiciel. 

	

191+ p fi = Poi 		  •-• • 	( 2.1) 
axi  

donde: gil = son los componentes del tensor 

de esfuerzos d• Cauchy simétrico. 

fi = son los componentes del vector 

fu•rzes d• cuerpo por unidad d• 

mesa• 

el = son los componentes d•I vector 

acelerecidn. 

P=es la d•nsided d• masa por unidad 

de V0111111410. 

En notación tradicional. 

Ami  + kin  + Asga  + pis  siPM.......   (2.20 ) 
b s 	by 	as 
Atar  ••+ Asao 
be 	by 	a • + Ply as pay 	2. 2b) 

mas + Aire  + Asea  + PM mi pe. 	.(2.2c) 
ha 	Ny 	as 

7 
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2.2.2 Tensar de d•formacionj 

Lo rnitrica utilizado poro medir •l cambio 

geornitrico d• un cuerpo es: 

En notación indicial. 

sil = 1 ("I 
º. Trci— 

dond•: 

 

(2.3) 

 

= los componentes dei tensor de deformo- 

cion•s sirnótrico. 

1, 1  = los componentes del vector de despla- 

zamientos. 

En notación tradicional. 

eaa = 
la 

'yr = 
by 

• zz = bvs 

      

(2.4 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

      

      

      

Y y  =ailaya_s1L+ x ay a 

yY z =topyg 
ay 

:x = tasa= + 
az as.  
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2.2.3 Ecuaciones Constitutivo'? 

Les •cuacion•s constitutivos d•I material sd-

lido, •I4stico, lineal e isdtropo •stdn dedos 

por las •cueciones de Hooke-Cauchy, tantbidn 

conocido corno le 

En notación indicial. 

de Hooke g•n•rolizado. 

akrs IMP Ski +2 *Id 

 

(2.10) 

 

donde:A y or son las constantes •Idsticas d• 'orné y 

8k1 es la d•Ita d• Kronecker. 

A = 	Ev 

P= G = 	E 
2 (1+v) 	• 

donde: E = módulo d• Young. 

= módulo d• Poisson. 

G = inddulo d• rigidez el cortant•. 

En notacidn tredici•nal. 

   

(1+ v) (1-2v ) 

  

xx 	 v(• + • d 	 xx yy az = E 	 (2.13) 
74-71 (1-2v) 

S'Y ".(14171-2v) [(1-v)• 
	 e j. yy+v(• az+•out 	 (2.14) 



Ya a 
= E 	y = G 
2rwry 

Y yz 

1- L.,1  v  y O  O o 

1-y v O O i O 
-41 

V  
1 	AL 

1..1) 4 O O O 	. 

O O /(1-2y) O  O 

O 
* 	1 

O , 
1 

O O 1(1-2}1 	O 

O  O O O O 	1(1.2v ) 

• XX 

• YY 
• zz 

xy 
Y Ya 

Yzx 

... (2.19) 

  

  

a xx 

E  
(1+ ) (1-7v) zz 

ayz  

uzx  

10 

zz 	  [(1-v). +y(e + • 	... a =(2.15) 
Ci+ V  T (1--Z0) 	zz 	xx yy 

• = E 	Y 	Y 	 (2.16) xy= xy -21TT-7,7 

(2.17) 

E 	 = G 	 (2.18) 
2(1 

z• x = 	 zx 	zx +v ) 

En forme ~ricial 

a = D 

 

(2.20) 

 

donde: 2' = vector de esfuerzos 

•" = vector d• deformacionlse 

D = matrrz de co•fic ient•s *Idiotices* 
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2.2.4 Ecuaciones di Campó.8  . 

A las •cuaci•n•s d• equilibriodindrnico (2.1) 

y (2.2) •xpresades •n función d• los componentes del v•c 

tor desplazamiento, se les conoce' también con el nombre 

de ecuaciones de campo de Novi•r. 

En nets:eh:5n indicial se obtienen al sustituir (2.3) en 

(2.10) y el resultado quo se obtiene se sustituye •n (2.1), 

resultando: 

e 
( 	+ 	) a„,,571. 4» pi V U* 	pfk=  p 

ab% 	 a ...(2.21) 

En notación tradicional s• obtienen al sustiruir (2.4) 

a (2.9) •n (2.13)a (2.18) y el r•sultado obtenido s• sus-

tituye in (2.2) quedando: 

[11* +7-V7 ti(ir 4°11  4ILe # 	P  411  

G[IP, 
1— 
	fa to)] pfy = p 

11v y
+ 	

V 

•E
siv 	 + fa. + iis 	= r 
blveape 

ith 

... (2.22a) 

• • • (2.22b) 

... (2.22c) 
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Estas tres ecuaciones p ued•n jun tere• •n una sola 

de tipo vectorial quedando: 

pazapt+0 4440 +A) *red diva_ 	 ... (2.23) 

donde : 	 • • • vector d• aceleración 
at) 	 át* 

a.gui+v1+ wiL 	 • • • vector de desplaza- 
miento .  

sL+tyl+tak 	 ... vector d• fuerzas 
rnofsicas. 

A (2.23) s• le conoce como la ecuación d• la •lasi-

ticidad (Navi•r y Ceuchy). Por lo general •n los proble 

mas modelados • partir de •sta tiene,   las eceleracion•s 

son tan p•quefies19qu• comúnmente se desprecien entonces 

(2.23) se transforma •n: 

O Vsok +10+A) vid div.t+ pf :O 	...(2.24) 

Las •cuscion•s de equilibrio (2.21; 2,22; 2.23 o 

2.24) son Midas para cualquier punto de cu•lquier cuer-

pc. d• forma arbitraria pero construido con un material 

salido, •141stico, lineal • isótropo (cuerpos modelados 

con la tierra d• la elasticidad lineal). 
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2.2.5 Ecuación d• la term••lesticidad. 

Si si considero un cuerpo con una configure-

ción arbitraria y se l• permite cambiar su temperatura une 

cantidad áT, suceda que todos los elementos lineales in-

finitesimales en •1 volumen del cuerpo, tienen igual •x-

pensión o contracción, ademó, de qua mantienen su dir•c 

ción inicial, •s decir, qua el tipo de deformación qua -

se presenta es itotrópico y no distorsional 9 , ent•ndlin-

dos• por deformación isotrópico aquélla qua sólo produce 

cambios d• volumen mella no de forma. Consecuentemente 

las componentes d• deformación debido al cambio de tem 

peratura áT son: con respecto a las coordenadas rectangu 

lar•s cartesianos 1 0 (x,y,z): 

r 	r 	• 
G

11 
= 41

,

22 
= •33 = azrr 	412 =.13 =.23 =0  ... (2.25) 

donde: a = coeficiente d• dilatación térmica lineal 

•n notación indicial 

e;= ct AT a11 	 ...(2.26) 

SI ad•enés d• presentarse dilatación térmica existe 

otra deformación provocada por fuerzas de cuerpo y di 

superf ici• .' la deformación total resulte ser: 
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= 	+a 4T 	es 11 

S• concluye entonces que el cambio neto en la deforma-

' cién producido por los cargos externas •std representado 

por: 

= 	 AT S ii 	 .... (2.27) 

pudiéndose expresar en forma matricial como: 

e" = • •» *O 

sustituyendo esto última expresión en (2.20) se obti•n• 

la forma modificada del vector •sfuerzo: 

= O (• - ea) 	(2.20a) 

Sustituyendo (2.4) a (2.9)..en (2.27) y después colocando 

estos últimas en (2.13) a .(2.18) s• obtien•: 

o = 2G 	+ A dIvi—ceT 
xx 	ax 

o = 2G 	+A dévt-cáT 
YY 

o = 2G -az.. +A dly - ad z z 	 qr 
a z 

T, =a ( 
ay ax 

= • (-as..+Z.i...-) 
ax a 

Tya  = O (km- +- kv-) 
y as 

.... (2.28) 

.... (2.29) 

.... (2.30) 

.... (2.31) 

.... (2.32) 

.... (2.33) 
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donde: 

C = (3,1. + 2G) a = 	E 	ca: 
TTZ771 

Sustituyendo (2.28) a (2.33) en (2.2). 

(2.34) 

O V. 

	

	 + 
1-2 v áX ‘Ix 

[0 	V
a 

 v 1-2u .D y ux 
_a_ 	+ 

[ 
O V w + 

1-2v á s\ aX  

+ 
y 	cisl 	á tc 

+ 
Zy áz 	ár 

+ Z.1_ 4 

ay ás/ as 

Os.= p 	• • • ( 2 .35 o) 
á e' 

pf y  = p ‘111._ . . . ( 2.35b) 
de' 

pf a 	p 	(2.35c) 

ta  

Sumando vectorialmente tenemos 

p 	=pf +O VIA +(O +.1/gred 	grad T 	...(2.36) 

Que es la ecuación fundamental d• la termoelosticidad. 

Por lo general en los problemas modelados a partir de - 

esta teorra, las aceleraciones son tan pequeñas que se - 

pueden d•spreciar
19

, por tanto (2.36) se transforma en: 

O va
l+ f O +A)gred 	p f -e grad T=0 	...(2.37) 

Las ecuaciones de equilibrio (2.35), (2.36) y (2.37) son 

válidos para cualquier punto de cualquier medio sólido, 

elástico, lineal e ;sátrapa. 
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2.3 ENFOQUE DEL CALCULO VARIACIONAL. 

El cdlculo variacional estudio los mdtodos que per-

miten encontrar los valores indximos y mínimos de ciertos 

magnitudes variables Ilamacics funcionales. Muchas leyes 

de la m•cdnica y la frsice se reducen a la afirmacidn de 

que cierto funcional debe alcanzar un mrnimo o un mdxi-

mo en el proceso considerado1 1  . En este enunciado dichas 

leyes reciben el nombre de principios variacional•s., A es 

tos o a sus corolarios mds simples pertenecen; el princi-

pio de lo accidn mrnima, la ley de conservación de la 

cantidad de movimiento, el principio de lo energre po-

tencial, diferentes principios veriacional•s de la teorra 

relativista de campo, etc.. 

Un principio variacional fundamental de le m•cdnice 

del cuerpo •Idstico •s la ecuacidn variaciones, de le •n•r- 
13,14,15 

gro potencial, basada en el principio de los d•splezerni•n- 

tos posibles, r•pr•s•ntdndose d• la siguiente forma: 

,vo )= O   (2.38) 

donde: 
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n= Funcional de la •nergra potenci•I total del 

aletemo 

n= u + W 	  p  

U = Energra potencial de lo deformación del 

cuerpo. 

`W = En•rgr'a potencial de las cargos aplicadas. 

u,v,w = Vector de los desplazamientos. 

S i les cargas permanecen, constantes durante una varia-

ción de los desplazamientos, se puede relacionar, las 

variaciones del trabajo realizado por los cargas W y el 

potencial de los mismas de la forma siguiente: 

sW = SW 

 

(2.40) 

 

Escribiéndose entonces (2.38) como: 

611 = SU + swp = SU - 8W = 	 (2.41) 

Este principio de la •nergra potencial mrnima, establece, 

que de teclee les posibles configuraciones de d•splesnien-

to que un cuerpo pu•d• adquirir, aquélla que satisface el 

equilibrio •stdtico, es le qu• ocasione que la energra po-

tencial adquiere un valor mrniono. Es importante hacer no 

(2.39) 
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ter que aunque s• consideran variaciones de los desplaza 

mientas y cargos externas constantes, los ecuaciones que 

se obtienen son ecuaciones de equilibrio. 

La funcional d• la •nergra potencial de un cuerpo 

elástico lineal, puede ser expresado como lo sumo del 

trabajo interno (energía de deformcipión, inducida por es 

fuerzo: internos) y la energra potencial de las cargas ex-

ternos tanto de cuerpo como de superficie, resultando una 

expresión de lo formo sigui•nt
1
e
2  
: 

n =f dulta,v,w) —f ( u+v114110 dn —f +lry v+Tz  d r . (2.42) 
(-) 

donde 	es un dominio (volumen), r son los fronteros del 

dominio, donde actúan las fuerzas superficiales, dU (u,v,w) 

•s la energre de la deformación por unidad de volum•n. 

La, últimas dos integrales de (2.42) representan •1 tra-

baje real izado por los fuerzas externas, es decir les - 
M.1 ~MI ~IP 

fuerzas d• cuerpo X,Y,Z y los fuerzes s'up•rf iciales Tx, 

fy,  , Ti. 

Une vez •stabl•cido el principio veriecional sobre el cual 

se d•serroller4 el trabajo, es bueno comenzar a establecer 
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le relación •xist•nt• entre les ecuaciones de equilibrio 

esteltico (2.37) y el principio de la energía potencial 

mrnime. Para ello es conveniente reescribir (2.42) en 

forma general es decir; 
	 • 

TI =f Or(u,IAL..))«2 +fa , a.,L..) dr 
áx 	 r 	a x 

... (2.43) 

donde: "u" es la función desconocida (vector de despla-

zamientos). Aplicando el principio de la •n•rgra poten-

cio) mrnime e (2.43) se obthone16  : 

sn 
 =p

u A(0.  da +pu II(u) dr 1111 O 	• (2.440 
a 

áll =Su fA(0410 -f-buf II(u)dr =0 	...(2.44b) 
0 

donde: A es un op•redor diferencial. Pare que so cum-

plen les ecuaciones (2.44) considerando cualquier ~lo-

ción arbitrerie. bu se tiene que: 

A(u) = O en •1 dominio fi 	 (2.45) 

B(u) • O 	en le frontera r 	 (2.46) 

Le expresión (2.45) representa les ecuaciones diferencia-

les que gobiernen el comportamiento del sistema, mientras 

que (2.46) represente las condiciones de frontera natura- 
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13,14,15 
les impuestos sobre el mismo. 	Existen también les con- 

diciones de frontera geométricas o forzadas, les cueles se 

•stoblec•n al considerar les variaciones d• los desplaza—

mientos y representadas como: 

Su (X1 ) = O 
	

su (YI )  
 (2.47) 

• Su (X2 ) = O 
	 Su (Y2  ) = 

Es bien claro entonces decir que cuando se aplican los 

conceptos del cálculo variacionol a una cantidad que es 

la integral de una funcional (•nergra potencial), se ob-

tiene una complete descripción del problema, consiguien-

do no .sélo los •cuoiones diferenciales, sino también las 

condiciones de frontera. A (2.45) y (2.46) se les cono-

ce como ecuaciones diferenciales de Euler o ecuaciones 

de Euler-Legreng•. Es demostrable que pare cualquier 

principio veriecional de le Mica o de la mecánica un 

conjunto de ecuaciones diferenciales. de Euler puede ser 
16,17 

esteblecido, lo inverso no se cumple. 

Haciendo referencia a los párrafos anteriores se dice que 

les ecuaciones de equilibrio estético (2.37) son les •cua 

clones de Euler correspondientes al principio verieci•nel 

de le •nergre potencial mínima, ésto se puede demostrar 
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si en (2.42) se exprese la en•rgro de la deformacidn •n 

forma metricial es deci
1
r
7  
: 

d U = 1 e
+ 	

<in   (2.48) 
7 •~I «MI 

Sustituyendo (2.20o) en (2.48) se obtiene la expresión si-

-guíente: 

d U = 1 •+ O 	- 	da 	  (2.49) 
5 

consecuentemente (2.42) s• transforma •n: 

f ( 
e+ D — — e ... + — 

e+  D eo -2u X) do- - — 1.111~1. 

+ — u T dr   (2. 50) 

donde: 

u+ = (u, v, w) 

-+ = ( ñ, ?, 2)   (2.51) 

T 	, T y, 17z ) 

Debido e que s• consideran variaciones d• los desplaza-

mientos posibles, es recomendable expresar (2.50) •n fun 

cidn de los desplazamientos, pare ello s• expresan (2.4) 

e (2.9) •n forma matricial como: 
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e = L u  	(2.52) 

dandi: 
•OP 	 •••••• 

• = 

JIM 

*XX 

e YY 

ezz 

Y xy 

Yz 
Y xz 

L= 

  

u 

U = 

w 
CE, 

sustituyendo (2.52) en (2.50) se obtiene la funcional de 

la energía potencial en función de los desplazamientos: 

„ ,t 	 t-\  
n=..L.ful 	 24,- 2 x idn 

2 	• 
-fut -T d r ... (2.53) 

... (2.54) f, t t 	t t 	t 	t- uLDLu-uLD943 -2u X Idf2 —fu T dr 

Aplicando el principio de la energía potencial mrnima, se 

obtiene: 

hfl= Su ( p O Ludía-fLOye d12-fi dn-%T dr )= o ...(2.55) 
t2 	 r 	. 
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debido a que las variaciones de los desplazamientos son 

arbitrarios, las expresiones dentro del paréntesis deben 

desaparecer teniendo entonces: 

plt DLu—t_ De 	 dr.o — 
C2 

pudiéndose •xpresar como: 

... (2.56) 

f A(u) dt1 —fIII(u) dr=o 	 ...(2.57) 

18 dond• fácilmente se comprueba que las expresiones A(u) 

'y B(u) de (2.57) son las ecuaciones de equilibrio y con-

diciones de frontera respectivamente que gobiernan el com 
O.» 

portemiento•de los medios continuos elásticos, •cuacion•s 

(2.37). 

Una vez establecida la relación entre les ecuaciones de 

equilibrio estático y el principio variacional de la ener-

gra potencial mínima, el paso siguiente es plantear el mé 

todo de solución que resuelva •n formo aproximada (DI pro-

blema de valores en la frontera de la fierre aplicada d• 

le termoelasticidad. 
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CAPITULO 3 

ASPECTOS GENERALES DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO. 

3 . 1 INTRODUCC ION . 

Uno gran parte de los problemas que se presen-

tan •n ingeniería carecen de solución mat•mdtica analrti-

ca, debido a lo complejo de los modelos qu• rigen el com 
1 

portamiento de los mismos. Sin embargo, esta carencia de 

solución cerrado puede suplirse en la mayorra de los coas 

con soluciones aproximadas aceptables, obtenidas o partir 
3 

d• diversos métodos numéricos desarrollados para tal fin'. 

Uno de estos métodos es •I dei elemento finito 

el cual es utilizado frecuintemente para resolver el pro-

blema d• valores en la Frontera, en sus tres formulaciones; 

estado estacionario o de equilibrio, valores y vectores co- 

roctertsticos y estado transitorio o de propagación. 	Este 

método aproxima la solución, en un determinado número de 

puntos discretos, seleccionados mediante un proceso deno-

minado discretización, que consiste en dividir •I contrnuo 

en pequemos unidades, dentro de las cuales se formulan so 

luciones aproximadas a partir de funciones relativamente 

simples. Una vez establecidas las soluciones •n cede uni- 
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dad constitutiva, el método combina todas ellas a fin de 

establecer el comportamiento del medio global. 

Debido a que en el presente estudio se pretende re 

solver el problema de •equilibrio de los medios continuos 

•Idsticos, es conveniente decir que el proceso d• solu-

ción puede •stabl •cerse a partir de tres diferentes , formu-

laciones, todo dependi indo de la función buscada. 

e.- Formulación de los desplazamientos: los despla-

zamientos de ciertos puntos discretos en una es-

tructura son las incógnitas del problema. 

b.- Formulación de equilibrio: Los esfuerzos en cier 

tos puntos discretos son las incógnitas del pro-

blema. 

c.- Formuleción mixta: algunos desplazamientos y al-

gunos esfuerzos son las incógnitas del problema. 

La formulación de los desplazamientos que es la que 

proporcione el mejor entendimiento frsico del método3 '
4 
 ha 

sido seleccionada para resol ver les ecuaciones de equili-

brio de la t•rmoelasticidad (2.37), siendo Iist• la razón 

de haberles establecido en función de los desplazamientos. 
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3 . 2 DESCRIPC ION GENERAL DEL MÉTODO.  

En esta seccidn se describe la secuencia de 

pasos que rigen el proceso de solución de las ecuacio-

nes de equilibrio estático de la teorra de la termoelos 

tic:dad, utilizando el método de elementos finitos. 

3.2.1 Discretización del Continuo. 

Discretizacián es el proceso de divi 

dir un medio continuo en un sistema equivalente de •I• 

mentos finto:, interconectados •n puntos de unidn llama 

dos "nodos" , estos elementos pueden ser triángulos o cua 
OM, 

drilateros, Fig. 3.1, cuando la estructura se analiza en 

dos dimensiones, si el análisis es tridimensional, los ele 

mentos pueden ser tetraedros, prismas rectangulares, o 

hexaedros, F ig. 3.2 

El proceso d• discretizacidn depende 

en gran porte de la experiencia del analista, ya que tie 

n• que decidir entre otras cosas, •I tamaho, tipo y arre 

glo de elementos que representen adecuadamente el cuer-

po en estudio. 



Rectángulo 

TrIensules 

29 

3.2.2 Modelos de desplazamiento. 

Una vez que el cuerpo ha sido dividido, el 

poso siguiente es seleccionar uno expresión relativamen-

te simple, que aproxime la distribución o variación real 
7,8,9 

de los desplazamientos en el interior de cada elemento. 

Estas expresiones son llamadas funciones o modelos de des 

plazamiento y para representarlas, comúnmente se emplean 
10 

funciones polinomiales, las cudles son de orden finito 

dando por consecuencia que los modelos no representen 

exactamente la variación de los desplazamientos, por lo- 

que se dice que la aproximación básica del método del 

elemento finito se introduce en este paso. 

Fig. 3.1 

elements Trleagmler 

Cuadellihere 
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Fig. 3.2 

T•trehildre Prisma Rectangular 

RellealiVe 

.- Modelo de desplazamiento en coordenadas gene-

ralizadas. 

En la seccidn anterior se menciona que un polinomio 

es la forma mds adecuada de aproximar los desplaza-

mientos en el interior de cada elemento, esto es de-

bido principalmente a dos razones; la primero es que 

el uso de polinomios permite diferenciar e integrar 

las •cuaciones resultantes en forma relativamente fd 

cil y la segunda es que un polinomio d• orden arbi-

trario permite tener una idea clara
,12  

de la aproxima-

cidn. 
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En la Fig. 3.3 se muestra una solución •xacta de 

la función desplazamiento u(x), siendo aproximada 

por polinomios de distinto orden d• la forma: 

u (x ) 	al+(r2 x +a3 x 2 +  	
n+1 X

n
... 	(3.1) 

observándose que entre más grande es el número de 

términos inclurdos en la aproximación, más cerca-

namente se represento la solución exacta. 

Fig. 3.3 

IMMO 

ellIngiat• VI + es? Iiiielkét lee 

	v.« 
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En lo ecuación (3.1) los coeficientes a reciben el nom- 

br• de 	coordenadas o amplitudes generalizadas de los 

desplazamientos" y representan combinaciones limase 

de los desplazamientos nodales13  , esta ultima ecuación 

puede escribirse en forma motricial como : 

u (x) = 	 • (3.1b) 

donde: at=[a n+t alias ,  3 	 

El polinomio general que representa el modelo de los des 

plazernientos en dos dimensiones se expresa de la forma 

siguiente:. 

u (x Y)= +(yx + v + a4X+ cyoy + %Ya+ 	+ad 

v(x, = (int + cvlet+a 31 4 9̀ m4a + • • • • • "sin Y  • 

. . . (3.2a) 

13+1 

donde: m = E 1 
int 

en esta ecuación u y y son los componentes del vector 

desplezamiento en les direcciones "x" y "y" respecti-

vemente; •n forma matricial se tiene: 



[satat,y)1 
u 	y) 

v(z,y) 
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Ó O, 

 

  

(3.2b) 

donde: 

2 
11)t  = [1 	X - 1 

= [a11 a= , aa  

ny a , y. 
n]  

 

a  FT, 

 

   

Un conjunto de polinomios similares puede ser esta-

blecido para el modelo de los desplazamientos en tres di-

mansiones. 

.- Grados de lib•rta'd nodal. 

Los desplazamientos 'nodales que son los que determinan los 

deformaciones en coda elemento se denominan grados de li- 

bertad, dif•rencidndose de las coordenadas generalizadas en 

que coda uno •std plenamente identificado con un punto no 

dal. Con el propósito de establecer la relación entre es-

tos dos parámetros, es necesario •valuar los desplazamientos 

nodales, utilizando para ello •I modelo de los d•splazamien 

tos 

u = 	cr 
•I~1 

(3.3) 

cebe hacer notar que para desarrollar esta relación es con 

veniente sustituir las coordenadas de los puntos nodales en 

(3.3). 
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e
q  

u 	(Nodo 	1) 

u 	(Nodo 	2) 

•••• 

Nodo 	1 

Nodo 2 

donde: 

u 	(Nodo M) di Nodo M 

A a 	• • • 	(3.4) 

M 	= número 	total 	de 	nodos 	en 	el 	elemento 	conside- 
rado . 

q° = vector 	de 	los 	desplazamientos 	nodales. 
1.~ 

A = matrrz de coordenadas de los puntos nodales. 

invirtiendo (3.4) se obtiene: 
- 

cr = A 
1 

qe 
	  (3.5) 

1 
donde A recibe el nombre de matriz de los d•splazentien- 

tos y como es une matrrz cuadrada se concluye que •1 

número total de coordenadas generalizadas es igual al nú 

mero total de grados de libertad. 	Si se sustituye (3.5) 

en (3.3) se eliminan las coordenadas generalizadas,que-

dando: 
-1 

u= 
o 
 A q

e 
= N q. 
	  Wholomele (3.6) 

Esta ecuación determina los desplazamientos u en cual-

quier punto del elemento, en función de los desplaza-

mientos nodales qe . Une limitarte del modelo en coor-

denadas generalizadas es que la inversa de la matrrz A 
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1 no 	siempre puede ser •valuado4 
 , sin embargo esta difi- 

cultad se evita al utilizar el modelo presentado en el 

siguiente caprtulo. 

Requisitos de convergencia. 

En cualquier formulación numérica aceptable el resulta- 

do debe converger a una solución, en el método d•I ele 
15 mento finito se ha demostrado que la formulación d e tos 

desplazamientos proporciona un limite superior "upper 

bound" de lo rigidez real de la estructura, en otras pa-

labras; los coeficientes de rigideces adquieren valores 

más grandes que los exactos, dando por consecuencia que 

bajo condiciones de carga la estructura simulada se de-

forme uno cantidad menor que la estructura real. Con lo 
Mal 

do ésto se dice que conforme la división del cuerpo s• 
16 

hace mós pequeña, lo solución numérica tiende a la so- 

lucién exacta desde abajo " lower bound" , con el propó- 
17,18 

sito d• asegurar la convergencia, tres requisitos deben 

cumplirse al seleccionar un modelo de desplazamiento. 

El modelo debe ser contrnuo en todo •1 elemento y 

los desplazamientos deben ser compatibles •ntr• elem•n 
MI» 

tos adyacentes. 
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La primera parte de este requisito se cumple si se selec-

cionan modelos en forma de polinomios, la segundo parte 

implica que •lamentos adyacentes se deformen sin causar 
3,4,5 

discontinuidades entre las interfoses de los mismos. 

2.- El modelo debe inclurr el desplazamiento de cuerpo 

rrgido del elemento. Un desplazamiento de cuerpo rrgi-

do es lo deformacián más elemental que una estructura 

puede sufrir, básicamente este requisito establece que de 

ben existir combinaciones de las coordenadas gen•rolizaa. 

das que provoquenque todos los puntos del elemento pr•- • 

senten los mismos desplazamientos. En los modelos de la 

sección anterior el término constante representa el d•spla 
3,4,5 

zumiento de cuerpo rrgido. 

3.- El modelo debe inclurr el estado de d•formacién•cons 

tanto de cado elemento. Este requisito puede establecer 

s• en términos similares el anterior, es decir que deben 

existir combinaciones de las coordenadas generalizadas, 

las cuales provoquen que todos los puntos •n •l interior 

d• un elemento, presenten lo misma deformación. Esta 

condición de convergencia puede entenderse frsicemente 
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si se imagina le subdivisión d• un cuerpo •n elementos 

cado visa más p•quemos, mientras que los elementos s• 

aproximen e un tomarlo infinitesimal, las deformaciones 

se aproximan a valores constantes, los términos asocio-

dos con a2 y arni.3  en la ecuación (3.2) proporcionan 

una deformación uniforme •x 	•
YY 

 en un elemento bi- 

dim•nsianal3,4,5. 

En la literatura de los elementos finitos, los modelos 

que satisfacen el primer requisito se les llamo "compa-

tibles", mientras que los modelos "completos" son los 

que satisfacen los dos restantes. Los modelos estable-

cidos en las ecuaciones (3.1) y (3.2) satisfacen los tres 

condiciones d• convergencia si por lo menos s• inclu-

yen en la formulación los términos constantes y linea-

1•I de cedo polinomio. 

3.2.3 Formulación de les ecuaciones d• 

.Uno ves •stoblecido lo función d• los desplazamientos 

que aproxime le variación rail d• los mismos •n el in-

terior de coció elemento finito, •l peso sigui•nt• con— 
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sist• •n formular las ecuaciones de equilibrio estático 

d• la tierra de la t•rrn••lasticidad (ecs. 2.56) •n fun 

eidn de, esta aproximaci6n para lo cual se sustituye 

(3.6) en (2.52) quedando: 

• szs L N q•  = B qe 

 

(3.7) 

 

siendo B la matriz de deformaciones. 	Sustituyendo (3.7) 

en (2.20a) se obtiene la forma aproximada del vector de 

los esfuerzos. 

a suD(Bq - eo) 	  (3.8) 

Sustituyendo (3.6) y (3.7) en (2.50) se obtiene la forma 

aproximado de la energra potencial en cada elemento: 

neo = 	(03 	t B 	(B qe) t.  D so - 2(N q411).1  X) 

da-I( N q• ) * r  dr  	( 3. 9) 

donde los integrando. se •xti•nd•n sobre •l dominio y 

fronteras del elemento considerado. Aplicando el prin-

cipio de la energía potencial mínima a (3.9) se obtiene: 

817•  = S qi  ( f Bt  D B 9.11 	f B t D eo du-iNt 	- 
11— 	 fr.  

iN
Y dr)=0 . 	  

t - 
(3.10) 
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pera que la •cueción (3.10) sea vdlida pera cualquier 

variación arbitrario del vector de los desplazamientos 

nodales
t  

q° las expresiones dentro del par•ntisis de 

ben anularse, obteniendo de esta forma los ecuaciones 

de equilibrio para cada elemento finito: 

ics  cie  = Os   (3.11) 

ke  =f Ilt  D B 	  ——   (3.1 

Qe  =f Nt 	d + 	Elt  D so do +INt  T dr ..(3.13) 
— 	 r- 

siendo ice  la matriz simétrica d• coeficientes de influen 

cia o motriz de rigideces y 9.11  I vector de fuerzas no-

dales de cada elemento.. 

Los coeficientes d• influencia dei arreglo . 1c5  determinan 
••• 

la magnitud de U. fuerza aplicada en un punto, asocia-

da con el desplazamiento unitario del mismo o de distin-

tos puntos de une estructura, en otras palabras; la me -

tris de rigideces establece la relación entre las fuerzas 

nodales CP y los desplazamientos nodales 	Según lo 

anterior y considerando (3.13), s• dice que al aplicar 

el principio d• le •nergre potencial mrnime e cada ele- 

donde: 



40 

mento, les fuerzas de cuerpo y de superficie actuando 

sobre el dominio del mismo se transforman en fuerzas 
19 

equivalentes, concentradas en los puntos nodales que re 

presentan codo elemento, la ecuación (3,13) puede 

dificarse si existe como condición externa, un vector de 

cargas concentradas en los puntos nodales Fi, quedando 

como sigue: 

Qe  = Fc + Fs + Fo + Fi  
	

(3.14) 
COM 

donde: 

Fc =fN t— 
X a- - 

Fe r-- TNtT r — - 
Fo =f Bt -D n  

* 	Fe 

(IQ .. vector de fuerzas de cuerpo. 

dr .. vector de fuerzas de superficie. 

eottO .. vector de fuerzas iniciales. 

vector de fuerzas concentradas 
externas. 

3.2.4 Formulación de las Iscuaciones de equilibrio 

para un ensamble de elementos.. 

Una vez establecidas las ecuaciones de equilibrio de ca-

da elemento finito, el poso siguiente involucra el proce-

so de ensamble de las ecuaciones que rigen el comportara- 
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miento del medio contrnuo en estudio, ésto se logra com-

binando las ecuaciones de todos y ceda uno de los elemen 

tos, de manera que los desplazamientos en los puntos 	
20

no-

dales sean compatibles, es decir, que todos los elementos 

adyacentes a un nodo particular tengan el mismo desplazo 

miento en este punto. 	El proceso incluye la creacidn d• 

la matrrz d• rigideces K a partir d• les matrices individuo 

les k• y le •Iaboracicfn del vector •d• cargas R o partir de-

l*: vectores d• fuerza nodal 
Mai 

.- Reglas para el proceso de ensamble de los arreglos K 

y R. 

Con el propdsito de obtener una int•rpr•teción matemdtico 

de las reglas que rigen el proceso d• ensamble de las ecue 

clones de equilibrio, es conveniente aplicar el principio 

verlecionel d• le en•rgra potencial mrnime e todo el con 

(unto de elementos que constituyen un cuerpo, por lo que 

le funci•nel de le •n•rgre potencial total puede •scribir• 

s• de le forme siguiente: 

M 
E ne 	  (3.15) 
e.1 
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donde: 

M = número total de elementos 

no= •n•rgra potencial de cada elemento. 

Sustituyendo (3.12) y (3.13) en (3.9) la funcional de la 

• n•rgra potencial de cada elemento puede escribirse CO" 

n.--- 	q 	q•    (3.16) 
&Mb 	 a•• 	 •••• 

• e e 

donde: 
t 

q• es d• orden (1 x n) 

q•  es de orden (n x 1) 

ice  es de orden (n x n) 

Q.  es d• orden (n x 1) 

siendo n el número de grados d• libertad local, es decir 

de cada elemento. 

La ecuación (3.16) puede escribirse también de la forma: 

• = re K. • - r• t _ z 1 — 	r 	
m. 

 

(3.17) 

 

donde: 

t  re es de orden (1 x N) 

r e  es d• orden (N x 1) 
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K e  es de orden (N x N) 

R e es de orden (N x 1) 

siendo N el número de grados de libertad total del me-

dio contrnuo en estudio. La matrrz K e  en (3.17) s• cona  

truye o partir de la ins•rcidn de los coeficientes de k°  

en localidades •specrficas, las cuales relacionan los gro 

dos de lib•rtad locales con los grados de libertad de to-

do •l medio. Este proceso de insercidn puede tomarse 

también como una "•xpansidn" de la matrrz ke  de orden 

(n x n) •n una matrrz K• d• orden (N x N). Un proce- - 
dimi•nto similar rige la construccidt d• los vectores ret 

.t 
y R• a partir de los arreglos q" y Q4  respectivamente, 

resultando de lo forme siguiente: 

re
t  

=[ Ot t 0 	 9• 

R e  =[ Ot  Ot 	 Q•t 	Ot  

Sustituyendo (3.17) •n (3.15) le energra potencial tete! 

...(3.18) 
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aplicando el principio variacional de la energra potencial 

mrnime e (3.19) 

/ 	 I PI 
n = 	rt  [ k 	KI9r — E O] = o 	 .... (3.20) es, 

 

el término entre paréntesis cuadrados debe desaparecer al 

considerar awlquier variación arbitraria del vector d•spl• 

zamiento Sr t quedando: 

M  
E Kel  = E ite 

	
....(3.21) 

dando phr consecuencia las ecuaciones de equilibrio para 

el ensamble d• los elementos finitos. 	La ecuación (3.21) 

puede •scribirse también como: 

K r = R   (3.22) 
MEI MI» 

donde: 

matrrz de rigidices d•1 medio.. (3.23) 

vector de carga s del medio 	•(3. 24) 

A (3.23) y (3.24) s• les conoce como les regles do engem 

blo de loe ecuaciones de equilibrio. 
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Método de ensemble. 

El método directo de les rigideces es un proceso que co- 

múnmente se emplea para d•serrol lar el •nsernb le de las 

• cuaciones de equilibrio global del medio •Idstico en 

• studio. Su popularidad se debe principalmente a los 

ventajas que presenta en el campo numérico y computacio 

nal ya que permite entre otras cosos ahorrar memoria de 

computadora m•d:lant• una codificación relativamente san 

cilla. 

Con •I propósito de mostrar la teorto d•I mitad° directo 

y las carect•rrsticas de los arreglos resultantes a conti-

nuación se desarrolla el proceso d• ensamble
2 
 de les me-

tric•s de rigideces de une estructura simple la cual s• 

ilustre en la Fig. 3.4. 	La estructure es un miembro uni 

dimensional dividido en cuatro elementos con cinco pun-

tos nodeles, los enetriceos simétricas y los vectores de car 

ge para ceda elemento son los siguientes: 

41121 
•22 

k3 
 .[

cll el2 
c2i  cn  

	 (3.25) 
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.

Al 

2.1 

	

Q2-[131] Q3=[c11 Q4_ [DI 	.... (3.26) 
A   B2 C2 	D2 

los vectores de desplazamiento nodal (incógnitas) son los 

siguientes: 

q2 = 2 [u/ 
u3  • 

q3=  
[U1 	 u4] 

u4 	 [ U5 
• • • .(3.27) 

evaluando a partir de (3.16) la energía potencial para 

el elemento 1 se tiene: 

n 	1t 
 = I q 	k1 q1 - q1t 

 - 	  • • (3.28) 

por lo que sustituyendo (3.25), (3.26) y (3.27) en (3.28) 

resulta: 

2 	 2 = 	 + 2 em u1 u2 	a22 u2 '- "lul 

pudiindose establecer una expresión similar para coda •l• 

mento. 

Con •I própásito de ensamb!or las matrices de rigideces es 

necesario evaluar la funcional de le energía potencial to-

tal de la forma siguiente: 

n = n1 + nI + n + n4 

 

(3.29) 
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por lo que al aplicar el principio de la •nergra potencial 
21 mrnima se obtiene: 

=011 u1 + 012 u2 - Al =0 

 

bu) u 2  + 	u.3  .(A 2+ = 	a  1 2 u1 + (1122 4.  1 ) =O u:  
á n = _ L,„ 12  u2  + (b 22  + C u) u3  + C12  u 4  (B 2+ C1  ) =O 

au= C 12 u3  + (C22 + d11) u4 d12 u 5 " (C2 + D1) . 
an = d u  + d u 	D =O -5rie- 	12 4 	22 5 2 

en forma matricial 

        

        

      

1.1» 

	

u1 	Al 

u2 A2 

	

u3 	C1 B  2 

	

u4 	C.2 .1- Di  

I D 

	

5 	2  

 

011 	012 ; 	O 
, 

012 ___022 + bIl b 12 1 
0 	I b 	b 4-C  12 	22..... 	 1 
O 	O   

'c12 

o o 	o 

 

o 

  

c22 t dll 
12 

•11 

d12 

d22 

 

. (3.30) 

        

en forma compacta se encuentra que son lis ecuaciones de 
?!. 

equilibrio: 

K r = R 

 

(3.22) 

  

aus  



No. Nodo 

77/77/7/7/7/777/5/7- 
I 	 x,u 

No. Elementos 	1 	2 	3 	4 
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Fig. 3.4 

El método directo de las rigideces resulta evidente si se 

comparan las ecuaciones de equilibrio de la estructura -

(3.30) con las ecuaciones individuales (3.25) y (3.26) - 

observándose que es posible añadir directamente las 

rigideces k e  y cargas individuales Qe  en localizaciones 

especificas de los arreglos globales K y R de acuerdo con 

una correspondencia uno a uno entre los nades del ciernen 

to y los nodos d• la estructura, por otro lado; se observa 

temblón q us la ecuación resultante (3.30) cae consistente - 

con las reglas de ensamble (3.23) y (3.24). 	Una vez que 

se ha reconocido la posibilidad de esta adición directo,-

s• evite le necesidad ya sea; d• le reeplicecidn del prin 

cipio voriecional como •n el ejemplo anterior o de la ex 

pensión de le motrrz ke  (ec. 3.17). 



49 

De acuerdo al ejemplo desarrollado puede decirse en for-

ma general que •I arreglo K resultante es una matrrz si- 

métrica bandeada, implicando por bandeada el hecho de 

que todos sus componentes fuera diol ancho de banda de 

la matriz son nulos, es decir: 

Kif = O 	para I >1+ m  	(3.31) 

donde: m K  es el semiancho de banda y 2m K  + 1 es el an-

cho de banda. 

El sistema de ecuaciones algebrdicas lineales (3.22) no 

tiene solución ya que la matrrz K es singular, esto signi 

faca que una estructura al aplicdrsele cargas experimenta 
3,4,5 

movimientos ilimitados de cuerpo rrgido, lo forma de evi- 

tar ésto, consiste en imponer restricciones cinemdtices o 

condiciones de frontera que aseguren el equilibrio de las 

cargas. 

.- Tipos de condiciones de frontera. 

Desde el punto de vista variacienal . •xist•n do• tipos b‘si- 

cos de condiciones de frontera, que son les "geométricas" 
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22 
y les "naturales", ambos condiciones son únicamente res- 

tricciones cinemdticas dentro del contexto dei método de 

los desplazamientos. Una de las ~tajas principales de 

la técnica del elemento finito es que sólo es necesario 

especificar los condiciones geométricas ya que los natura-

les se satisfacen implrcitamente al utilizar un principio va 

riacional. Las condiciones geométricas pueden considerar 

se como homogéneas y no homogéneas, siendo las primeras 

aquéllas que restringen completamente el movimiento en - 

determinados puntos de la estructura, mientras que las no 

homogéneas especifican desplazamientos finitos diferentes 

d• cero. 

3.2.5 Solución de las ecuac iones de equilibrio. 

Uno vez establecidas las ecuaciones de equilibrio que ri-

gen •n forma aproximada el comportamiento de un cuerpo 

sólido, •Idstico, lineal • isdtropo, el paso siguiente con 

sist• •n resolver el modelo met•mdtico planteado por lo 

•cuecidn (3.22), cebe hacer noten que el método del ele 

mento finito genere un número relativamente grande de - 

ecuaciones simultdneos por lo que es imprdctico y puede 
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decirse que imposible resolverlas sin el uso de la compu-

tadora. 

Existen diversos métodos de solución del modelo K r 	R 

los cuáles se pueden conjuntar •n I a siguiente clasifica- 

c . 	4 23'  24 ión!  

.- Métodos Directos. 

.- Métodos Iterativos 

Siendo los directos como su nombre lo indica, aquéllos 

que r•su•I ven el sistema de una manero •xacta , mientras 

que los iterativos encuentren la solución, en base o un 

proceso de correcciones sucesivos, las cuales se desarro-

llan en forma repetitiva hasta que el tamaño de le correc 

cidn •s despreciable. Debido a qu• un estudio detalla-

do de estos métodos cae fuera del alcance del presente 

estudio. solamente se indicardn las bases del método di-

recto que se ha utilizado para alcanzar el objetivo de 

este trebejo. • 

▪ Método directo de Gauss-Crout modificado pare matri- 

ces simétricas. 

Este método es de los llamados compectos ya que combino 
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las disciplinas del dlgebre lineal y del andlisis numérico, 

con el propdsito d• obtener algoritmos eficientes para re-

solver sistemas d• •cuocion•s de orden mayor. Teniendo 

•n cuenta que la matrrz de coefici•ntis de influencia K 
• 11.1111k 

es simétrica y haciendo referencia o un teorema del dl-

gebra lineal el cual establece que cualquier matrrz sima-

trica puede representarse como el producto de tres matri-

ces, el método de Gauss-Crout puede resumirse en los -- 
23 

tre
4,

s pasos siguientes: 

o.- Triangulacidn 

K=LIU=Ut DU 

 

(3.32) 

 

donde: 

K = matrrz simétrico de rigideces. 

L = matrrz triangular inferior. 

U = matrrz triangular superior normalizado 

1 	matrrz identidad. 

matrrz diagonal formada con la diagonal d• L 

Los algoritmos de triangulacidn que determinan les matri-

ces 4  U y D son los siguientes: 



Pera J = 1 	D11 =K11 

Para J = 2 	U12  =Ki2  /Di'  

2 
D22 = K22 D11 U12   (3.33) 

Para J = 3 .... N U11  = 	/D11  .... Para i =1 

i-1 
U.. = (K.I . - 	Dkk  U Ukj  1/ Di; para i = 2 ..J-1 I I 	I  

2 
Dil  =Kii  - 	Dkk Ukj  

b.- Sustitución hacia adelanta. 

Sustituyendo (3.32) en (3.22) se obtiene: 

U D U r = R 

Ut/ = R 
  .. (3.34) 

Los algoritmos que d•terminan el vector / de la sustitución 

hacia adelante son los siguientes: 

= R1 	
1-1 

yr 
 = R

i 
 -E 
	

Uki  yik i = 2 .... N 	(3.35) 
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c.- Sustitución hacia atrás. 

Con referencia en (3.34) se tiene que: 

D U =y 

 

(3.36) 

 

Los algoritmos para encontrar el vector r de la sustitu- - 
4 

cidn hacia atrás son: 

rN  = yN /UN N 

r. = vi / Uii - 
N 
E 	Uik  rk 	i=  14-4 ...1 (3.37) 
k.i+i 

Las ecuaciones (3.33), (3.35) y (3.37) establecen la se-

cuencia de solución del sistema de ecuaciones algebrdi-

cas lineales. Sin embargo, dentro del contexto del ele 

mento finito, estos algoritmos 'no son del todo eficientes, 

ya que excluyen el hecho de que la matriz K también es 

bandeada (sec. 3.2.4), en otras palabras; no son efici•n 

t.*: debido a que en el proceso de cálculo involucran to-

da la parte superior del arreglo bidimensional K dando por 

consecuencia que se tomen en cuento una gran cantidad 

de elementos con valor nulo, repercutiendo esto en el 

tiempo de computadora y en la utilización innecesaria de 

memoria. 
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.- Almacenamiento de la matrtz K en un arreglo unidi-

mensional K. 

Con •I propósito de incrementar la eficiencia de los al-

goritmos de Gauss-Crout, es necesario en primer lugar mo 

dif icor el esquema de almacenaje de la matrtz de coefi-

cientes Uno de los esquemas más utilizados en el condi; 
3,4,5,24 

sis de elementos finitos, •s aquél que almacena en un 

arreglo unidimensionol K todos los elementos que se en-

cuentran en el interior de la silueta del arreglo K Fig. 

3.5 y Fig. 3.6, los elementos que tienen valor nulo, pe 

ro que se encuentran dentro de la silueta deben ser asig-

nados al vector ya que durante el proceso de solución ad-

quieren valores diferentes de cero. 

1~,  

kes • • 
	 mos 

ks• • kse 
• 

Situaos _ 
• • • 

11_1 • • 
leive 

 

Fig. 3.5 
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c.- Sustitución hacia atrás. 

Con referencia en (3.34) se tiene que: 

D U r  =y 

 

(3.36) 

 

Los algoritmos para encontrar el vector r de la sustitu- - 
4 

cidn hacia atrás son: 

rN = yN /Upt 

r , 
N 
E Vik r, 	i =N--1 ...1 (3.37) 
k-i+1 

Las ecuaciones (3.33), (3.35) y (3.37) establecen la se-

cuencia de solución del sistema de ecuaciones algebrdi-

ces lineales. Sin embargo, dentro del contexto del ele 

mento finito, estos algoritmos 'no son del todo eficientes, 

ya que excluyen el hecho de que la matriz K también es 

bandeado (sec. 3.2.4), en otras palabras; no son oficien 

tes debido a que en el proceso de cálculo involucran to-

do le porte superior del arreglo bidimensionol K dando por 

consecuencia que se tomen en cuenta uno gran cantidad 

de elementos con valor nulo, repercutiendo ésto en el 

tiempo de computadora y en lo utilización innecesaria de 

memoria. 
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.- Almacenamiento de la motriz K en un arreglo unidi-

mensional K. 

Con •1 propósito de incrementar la eficiencia de los al-

goritmos de Gauss-Crout, es necesario •n primer lugar mo 

dificar el esquema de almacenaje de la matriz de coefi- 

cientes 	Uno de los esquemas más utilizados en el antlii 
3,4,5,24 

sis de elementos finitos, es aquél que almacena en un 

arreglo unidimensional K todos los elementos que se en-

cuentran en el interior d• la silueta del arreglo K Fig. 

3.5 y Fig. 3.6, los elementos que tienen valor nulo, p• 

ro que se encuentran dentro de la silueta deben ser asig-

nados al vector ya que durante el proceso de solución ad-

quieren valores diferentes de cero. 

1411 eke • 	•  
IIIM •• 11•41 

‘..11111.,411•Irt • 

^Silueta 
• • • • 
• • • • 

qt....m.aff••• ..... 

_t. km • e 

Fig. 3.5 
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.111•1» 

K( 	1) 

K( 	2) 

K( 	3)  

K( . 4) 

.mm1, 

= 	K11 

= K12 

= K22 

= Kz3  ,~1•111. 

1 K(1,1 	)=K 	(I 	I) 
K( 	5) = K33  

3 1. 1=i + MD(I) - 	j 
K( 	6) = Si  

MD = 5 ¡ =3 	=4 
K( 	7) = O 

9 =3 + MD(4) -• 4 
K( 	8) = K34 11 ij=3+9-4=8 
K( 	9) = K44 15 
K(10) = K45 17 

K(3,4) = K(8) 

K(11)  = K55 21 
K(12)  = K36  

K(13)  = K46  

K(14) = 4K56  

K(15) = K66  

K(16) = K67  

K(17) = Kn 

K(18) = K58  

K(19) = O 

K(20) = K 

K(2,1) =..1(38 
Fig. 3.6 
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.Debido a que existe una correspondencia uno a uno en-

tre el arreglo unidimensional K y la matrrz K puede es 

tablecerse la siguiente relació
4
n
,
:
5  

	

K(i,j) =(Kij) 	 (3.38) 

donde: 

ij = i + MD(j) - j 

MD(j) = vector que relaciona la diagonal 

principal de K con K Fig.3.6 
«Mb 

Una vez que se ha modificado el esquema de almacenaje 

de K se observo que es adecuado, ya que el análisis se 

ahorra una gran cantidad de memoria sobre todo al resol 

ver matrices de orden mayor. Con el propósito de lle-

var a cabo la modificación de los algoritmos, consideran 

do éste nuevo esquema de almacenaje, •s necesario defi-

nir los siguientes parámetros. 

mi. m1  Número de renglón en donde s• encuentra ubi-

cado el primer elemento diferente de cero •n 

	

la columna 	I" y en la columna "I" resp•cti- 

vomente Fig. 3.5 Cabe hacer notar que las 

variables m. i = 1 ...N definen el contorno de 

silueta de la matrrz. 
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- ¡ 	m. -  Altura de columna, representada por el nú- 

mero de elementos interiores al contorno de 

silueta, que se encuentran por arriba -de 

K(i,i) Fig. 3.5. 

Considerando lo mencionado en los párrafos anteriores, los 

algoritmos se modifican de la siguiente forma: 

4 
a.- Triangulaci6n. 

D11 = K11 

Para j = 2 ...N 

ami , j 

e ` . = K . 
	i-1 	

Uri 
	

i = m.+1,...., 1-1 	(3.39) 

r mm  

Usi  = gil 	imi,=   , 1-1 

KD„ = 	- 
II 

donde: 

mm  = MAX (ml ron ) 

Urj 



=P.1. 
Pe r e:* I =N,.2   

=0-1) -0) 
Ye = Yk"ki ri 
rl = 

51: OIL V L3.4I) 

k=m1.........1-1 
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b.- Sustitución hacia adelanté. 

Y1  = R1  

 

(3.40) 

 

1-1 
YI = R i  

- E ki Yk para i = 2 	 N 

c.- Sustitución hacia atrás. 

Los, algoritmos (3.39), (3.40) y (3.41), resuelven •1 sis- 
e 

tema de ecuaciones algebrdicas lineales de una manera - 

sumamente •ficient• ya que ahorran tiempo de computado-

ra eliminando operaciones con valores nulos utilizando la 

memoria mtnima necesaria. Este mitad* de Gauss-Crout 'Le 

modificado ha sido implementado •n una subrutina* que 

forma porte del programa Elfint•st, desarrollado-• para - 

„cumplir el objetivo del presente trabajo. 

mmommremriMmeMwlmloOmi. 

(*) Subrutine Lemacu desarrollada por R. Avila R. duran-
te el curso de análisis numérico en la D.E.P.F .1. de 
la U.N.A.M. 
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3.2.6 Cálculo de los esfuerzos y deformaciones a 

partir de los desplazamientos nodales. 

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones de equilibrio, 

el paso siguiente consiste en evaluar los esfuerzos y de-

formacione3 l4  'q5 
 ue se presentan en el interior de cada ele 

mento, a partir de las ecuaciones (3.8) y (3.7) respec-

tivamente. 

Lo secuencia de cálculo resumida en las seis secciones 

anteriores, establece lo forma de resolver en forma apro-

ximada las ecuaciones de equilibrio estático de la teorra 

de la tennoelasticidad, a partir del método del elemento 

finito. 

*0 
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CAPITULO 4 

ELEMENTOS FINITOS ISOPARAMETRICOS 

4.1. INTRODUCCION 

En el ceprtulo anterior se estableció lo formu-

lación d•1 "modelo de los desplazamientos en coordena-

das generalizadas", considerando desplazamientos u(x,y,z,), 

v(x,y,z), w(x,y,z) en forma de polinomios con coeficien-

tes indeterminados a1 sin •mbargo, debido o que no fue 

posible asociar a priori un significado físico de las co-

ordenadas generalizadas, únicamente se mencionó que re-

presentan combinaciones lineales de los desplazamientos 

nodel•s, s• estableció también el hecho de que no siem-

pre es posible determinar la inversa d• la matriz A •c. 

(3.5), ya que la geom•trra dei elemento en ocasiones no 

esté bien definida dando por consecuencia que no •xista 

une expresión tintes de las coordenadas generalizados en 

términos de los desplazamientos nodel•s1  . 

El objetivo d• este capitule consiste en pres•n-

ter le fornsulecién de los elementos finitos isoperernétri-

Ces ye que o partir de su uso es posible obtener los des 

plazamientos de cualquie r punto interno de cede elemen-

to en función directa d• los d•splezemi•ntos nodal•s 
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•c.(3.6) . Antes de definir y discutir el concepto de 

elemento iloperamétrico es conveniente trotar dos os-

pactos importantes que entran en juego en la formula-

cidn. 

4.2 SISTEMA DE COORDENADAS NATURALES.- 

En el andlisis de elementos finitos isoparamé-

tricos se definen tres sistemas de coordenadas los cua-

les son; el sistema global, el sistema local y el siste-

ma natural. Un sistema de coordenadas global es aquél 

que estd definido para un cuerpo o estructura, mientras 

que un sistema local, es aquél que estd definido para - 

un elemento particular, ahora bien, se dice •que un sis 

tema de coordenadas naturales es un sistema local el 

cual permite especificar le localización de cualquier 

punto del elemento e partir de un conjunto de números 
1,2,3 

•dimensional•s cuyo magnitud nunca excede la unidad, 

e▪ ste sistema esta definido de tal manera que las coorde-

nadas n•turel•s adquieren valores unitarios en los puntos 

nodeles exteriores. 



	

I* 	 
•	 

 

al 
• 

 

 

1 
	

2 
	

3 
r =-1 	 r =o 	 r =1 
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Al utilizar •I sist•ma natural, no sólo se gen•raliza y 

simplifica la formulación sino temblón como se viró ende 

delante se facilita el proceso d• integración nurnir!cos 

requerido para obtener la matriz d• rigideces y el vec- 

tor de cargas de cada elemento. 	En las figuras 4.1 o 

4.3 se presentan sistemas de coordendas naturales para 

elementos en una, dos y tres dim•nsiones.
3  

N1 = # ((1-r) - 	"(1-r 2)) 

N2 = # ((1+r) (1-r 2)) 

P43  ir 1.r 2  

• 

ra • r•41 fa-1 
a
. 

Ceitliate PI014.2--0 
Pi ..41.11 



Ni = * (1•;:r) (1+10 - 4. N5  

N2 a, 	(1-r) (1+e) - 	N5 
*N3 	* (1-r) (1) 	I N6  

N4 = I (1+r) (1-s) - I N7  

N5 = I (1-r2) (1+s) 

N
6 	I (1-12) (1-r) 

N7 = # (1-r2) (1-i) 

Ne 	I (1 -S2) (ltr) 

j N8 

- N6  

- N7  

- j N8  
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Fig. 4.2 

N1  = ó1 - (g9+ g12  +. 917)/ 2  
N2 = 92 - (99 -1 + 	+ 

918)/ 2  

N3 = 93 - (910+ 9114- 919) /2 
N4  = 94  - (911  + 912+ 920) / 2  

Fig.4.5 

Continúe Fie.4.3 



N5  = 95-  (913  + 916  + 917) / 2 

N6 96“913 + 914 + 918 ) 2  

N7 = 97".(914 .1 915 + 91 9) 
✓ 
 2 

N
8 

= g
g .(915 + 916 +g30) / 2 

N•I  =9'i  para j =9 	 20 
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= G (r, r;) G  (•, •i) G (t, t i) 

G (l a í9 = I (1 + Pi P) Poro Pi= + 1  

2 	 p = r,s,t 
G (P,P1) 	(1- 	) 	Para Pi  = O 

Fig.4.3 
En la Fig. 4.1 se muestra •I sistema de coordenadas na- 

turales para un elemento unidirn•nsional, pudidndos• 

pretor lo relación entre la coordenada natural r de cual-

quier punto y lo coordenada cartesiana x de la formó: 

3 
Z N x i 	  1 	 (4.1) 

en forma mestricial: 

z = Nt n  	(4.1a) 

	

.donde : N =[ Ni 	1 = 1...3] 	ver figure. 

	

x
t 

=[ xi 	i = 1...3] abcitas de los puntos nodales. .J1 
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En le Fig. 4.2 se muestre el sistema de coordenadas na-

turales pera un elemento bidim•nsional, ahora bien, la 

relación entre las coordenadas naturales r y s de cual-

quier punto y las coordenadas cartesianas se, y pued• 

escribirse como
3  
: 

en forma matricial 

x= 

y. 

= 

i=EvN 	x 

1,1 	N• 	vi 

t  

N 	O 

i 

a.st  

v .11 O 	N
t 

(4.2) 

= N 	X  	(4.ao) 

donde: 

	

Nt = [Ni i = 1 	ver figure. 

	

= [x1  1 = 1 	aheleas de los puntos 'sedales 

	

= [yi  1 = 1 	ordenadas de .los puntos no- 
dales. 

En le figura 4.3 se presenta •l sistema de coordenadas 

netureles pera un •lemento tridimensional, le relación •n 

tre les coordenadas r,s,t de cualquier punto y las coord• 
3 

nadas certesiestem /c o y,* s• escrib• de le forma: 



[3(1 =[.r.2: 	.gt Ot 

ol 
N

t 
z - o' X j

n  = N X 

 

(4.3.o) 
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so 
X = 

iis 1 
	Ni  x 

20 
y= E N y 

iai 	I 	I 

z = le 
2; Ni si  
1=1 

• n formo matricial: 

(4.3) 

donde: 

Nt = [Ni 	 • • • 2 O] 

	

i = 1 	 ver figura 

X n  = 	 = 1 	 20] °bajaos de los puntos no- 
dales. 

= Ey; i = 1 ....2C] ordenadas de los puntos 
nodales. 

t zn  = - Ez 1 = 1 	 cotas de los puntos no- 
dales. 
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4.3 MODELO DE LOS DESPLAZAMIENTOS CON FUNCIONES 

DE INTERPOLAC ION .- 

El procedimiento para elaborar un modelo de 

los desplazamientos fue descrito en la sec. 3.2.2 y sin-

tetizado en las ecuaciones (3.4) a (3.6), a partir de lo 

cual es evidente que si se logra directamente determinar 

la matrrz N definida en (3.6) se evita la necesidad de 

calcular e invertir el arreglo A. Uno forma de lograr 

ésto consiste en seleccionar funciones de interpolación 

como lo base de formulación del modelo de los desplaza- 
4 

mi•ntos,
3, 

 uno función d• interpolación es aquéllo que tie 

n• valor unitario en un punto nodo' y valor nulo •n •I 

resto de los nodo
3 
 í,
4,5  ba6  conveniente seleccionar funciones 

de formo polinomio' de tal manare que •l grado d•I polino 

mio satisfaga los requisitos de convergencia establecidos 

en la sec. 3.2.2 En las figuras 4.1 a 4.3 los factor•s 

NI  representan interpolaciones del tipo perab6lido, las 

cuéles satisfacen los requisitos d• convergencia y I• de-

finición de función d• interpolación, ésto último, se de-

muestra fácilmente al sustituir las coordenadas naturales 

d•I nodo i en la función Ni comprobdndos• que su valor 

•s la unidad. 
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El modelo de los desplazamientos poro un elemento uni-

dim•nsional Fig. 4.1 puede escribirse de la formo sigui•n 

ti: 
3 

u = E Ni  

 

(4.4) 

 

en formo matricial: 

 

u = Nt qe 

donde: 

 

(4.4a) 

 

Nt = [N 	i = 1 

qe = vector de los desplazamientos nodales 
MI» 

El modelo de los desplazamientos para un elemento bidi-

mensional Fig. 4.2 puede escribirse de la siguiente for- 
3 

ma: 

e 
= E Ni  .e t  

1=.1 9  

(4.5) 
e 

• Z N, y, 
las 

• n forma metriciel: 

      

      

   

e  N 

 

(4.5e) 

    

       

       



= N qe 

 

(4.6a) 

 

un  

.11.1 

w -n 
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El modelo de los d•spl•zami•ntos paro un elemento tri-

dimensional Fig. 4.3 s• escribe de la formó: 

U = 

20 
= Z Ni  y i 

20 
V, = Z Ni  %vi  

1=1 

 

(4.6) 

 

en forma matricial: 

N
t t O O 

O
t 

N
t 

O
t 

O 
t 

O  t  N 
 t 

u 

w 

4.4 FORMULACION GENERAL DE LOS ELEMENTOS 

ISOPARAMETRICOS. 

El procedimiento bdsico en la formulacidn de 

los elementos finitos 1:10pol-simétricos consiste •n expresar 

las coard•nadós y los desplazamientos de cualquier punto 

•n forma d• interpolaciones, utilizando para ello un sis-

tema d• coord•ndas local. Si s• comparan las •cuaciones 

(4.1), (4.2) y (4.3) con (4.4), (4.5) y (4.6) r•sp•ctive-

m•nt• se observa que son exactamente de la misma formo, 
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es decir la geometría y los desplazamientos del elemen-

to se describen en términos de los mismos parámetros, 

los elementos que presentan esta caracterrstica se les - 

denomino isoporamétrikb.5  

Debido a que la formulación de los elementos finitos iso-

paramétricos, sigue el mismo proceso para una, das y tres 

dimensiones, únicamente se explicara; el coso más general 

(tridimensional), para ello es conveniente represen tar 

. (4.3) de lo siguiente manera: 

X 	 r 

y 
	= f 	 (4.7) 

a 	 t 

lo qua implica que existe una correspondencia uno a uno 

entre el sistema de coordenadas cartesiano y •I sistema 

natural, la ecuación (4.7) puede interpretares también 

como el m•peo (F ig. 4.4) de un elemento en coordine 

das locales bocio un elemento en el sistema de coorde-

nadas globales, esta enfoque permite analizar elementos 

con fronteras " curvas" •n •I sistema de coordenadas glo 

bel, siempre y cuando se mantenga la elación uno • uno 
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mencionada enteri•rmente, es decir, que no s• presenten 

dobleces bruscos o muy distorsionados en los elementos. 

Evaluación de la matrrz de deformaciones B. 
«MI 

Según oil capitulo anterior la matrrz B tiene la siguiente 

forma: 

B = L N 

 

(3.7) 

 

donde: 

L = operador diferencial con respecto a las coorde- 

nadas cartesianos (2.52) 

N = matriz de funciones d• interpolación en coord• 

nadas naturales. 

de acuerdo a (3.7) la matriz B puede representarse como: 

= f 	 1N1 aNi 	 • 
• .1~ j  

 

(3.7o) 

 

f ax ay az i  

Según lo anterior es •vid•nt• que la •velueci6n del arre-

glo B no puede desarrollarse directamente ya que es n•c• 

serio diferenciar les funciones d• interpoleci6n con res - 

pacto a les coordenadas cart•sienes,por lo que recurrien-

do al cálculo diferencial puede expresarse lo siguiente: 



CM/ 

ay az 

11.s as Da 

x ay az 

are 

lNi  

••• 

  

  

= J 

aNi  
a x 

a N. 

ay 

    

    

x 

at at 	at 	a •z 	 el z 

1N¡  
J r 

ab'1  
a 

a Ni  
t 

• n (4.9) 

... 	(4.9) 

• I miembro a la izquierda puede ser dir•cternente 
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=aN1  ,%1 	 i az 	 a x + 	
a N 	 (4.8) 

         

ar 	ax Dr 	ay ar 	ax ar 

realizando la misma diferenciación con respecto o les otras 

dos coordenadas y rescribiendo en forma matricial se obtie-
3 4,5 

evaluado ya que les funciones Ni  y sus derivadas con res-

pecto e r,s,t se conocen, ademds el operador jac•bi•no 

también pueda ser evaluada explícitamente debido e qua 

las coordenadas x,y,z se conocen a partir de (4.3). Con 

el propósito de obtener les derivadas de les funciones de 

int•rpolocidn en coordenadas cartesianos y d• este forma 

poder establecer la motel': B, es necesario invertir J, que 

dando de la forme: 

      

x 

y 

a z 

INI  
r 

aNi 

áNi 
a t 

  

(4.10) 
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De acuerdo o (4.3) y (4.9) el operador jacobiono puede 

escribirse de lo forma: 

0.11••••I 

E .h.N.1  xi  EANI  yiI si 1=1 	r 	i=1 a r 	i=1 r)r 

J .( .4. 1 1 ) 
X i  

1=1 a e  ._.Ni y1 1=1 ae 
rail.'  si  
i=11 a e 

y i 	 z i  
.1.1 Dt 	 1.1 .Dt 

Mipolo 

F ig. 4.4 



(3.13) Eit D so dx dy dz 

Qe= 
 ¡

Nt  5 k  dx dy dz + fNt 	dx dy + 
v — 
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.- Cambio de variables de integración. 

En el capitulo anterior se establecióquepere resolver las 

ecuaciones de equilibrio •stdtico de la teoría de la - 

termo•lasticidad a partir del método del elemento fini 

to, es necesario determinar la matriz de. rigideces para 

'cada elemento: 

f B t  D — B dv = fB D B dx dy dz ..(3.12) — 

Y los vectores de carga asociados: 

En estas ecuaciones las matrices B pued•n ser evaluados 

a partir del concepto de elementos isoporam4tricoe, sin 

embargo debido a que estén en función de las coordena-

das naturales r,s,t •s necesario transformar las variables 

y le región con respecto a le cual las integrales se •x- 

tienden, esta transformación pera el volumen diferencial 
3,5,6 

es: 

dx dy dz = d•t 	dr ds dt  	(4.12) 
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y para la superficie diferencial es: 

dx dy 	det J dr ds  	(4.13) 

donde det J es el determinante del operador jacobiano. 

Una evaluación explrcita de las integrales en (3.12) y 

(3.13) generalmente no es posible, teniendo que recurrir 

a un proceso de integración numérica, por lo que las 

ecuaciones a integrar se modifican de la siguiente for-

m33117  

ke  = f F dr ds dt  	 (4.14) - • 

donde: F = Bt D B det J 
MI» ~I» ••• 	 Cm. 

consecuentemente, lo integración se desarrolla en el sis-

tema de coordenadas natural del elemento, quedando: 

ke  =1 B
t 

D B det J dr di dt... 	(4.15) 

mientras que (3.13) se transforma en: 
a I a 	 I a 1 

Qe  = 	Nt  k det J dr di dt + 	Bt  D so det j  dr da dt + 1 I - - 
-1 -1 -1 	 -1 -1 4 

1 1 

hi 	J T det dr de 	  (4.16)  
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Qe= fv  F9 	dr ds dt + 	F I  dr da dt + - 

F 	dr ds  	(4.17) 

donde: 

Fc  = Nt  X det J - 

= B
t
D e 	det ..1 

F = Ntirl det J e 

4.5 INTEGRACION NUMERICA.- 

Se hamencionado en la seccidn anterior que es ne-

cesario llevar o cabo •I proceso de integración en formo 

numérica debido a lo complejo de las expresiones d• le 
8,9 

forma: 

fF (r) dr 	fF(r,$) dr da fF(r,s,t) dr ds dt 	.... (4.18 ) 
• • 

representadas en una, dos y tres dimensiones r•sp•ctiva-

mente, y cuya solución se plantea de la siguiente forme: 

fF (r) dr = f al  Fftil 

fF(r,$) dr ds = 	oil  F (ri, si) 

efF(r,s,t) dr da dt = E 	al  1  k 	Ffri, si, V 
II k 

 

(4. 1 9) 

 

v 
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donde: ri , si , tk  son puntos muestra en los que se evaltla F. 

IJk 
	son constantes que dependen de los valo-

res anteriores. 

Los puntos muestra r'„ s., tk de la función F y los facto-

res de peso correspondientes ((k ifi() son seleccionados con 
8,9 

el propósito de obtener máxima exactitud en la integración, 

naturalmente que la exactitud se incrementa conforme aumen 

ta el número de puntos muestro. 

Con •I propósito de cumplir el objetivo del estudio se ha 

seleccionado el procedimiento de int•graci6n numérica de 

Gauss-Legendre, cuyos factores de peso y puntos muestra 
9 

se muestran en la Tabla I. 

.- Orden de integración numérica requerido. 

La selección del orden de integración nurnirica. es  impor-

tante debido a que en primer lugar, el costo del análisis 

se incrementa cuando se seleccione un orden de integro-

cián alto y en segundo lugar utilizando un orden de in-

tegración demasiado bajo, las matrices pueden ser evalua 

das muy inexactamente de tal manera que le solución del 
9,10 

problema puede no ser posible. 	En general, puede de- 
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cirse que el orden de integración apropiado depende de le 

matriz a ser evaluada y del elemento •specrfico conside- 

rado. 	Existe una gran vari•dad de criterios para sel•c-

ciorer el orden de int•gración óptimo pare el •nilisis de 

elementos finitos isoparamétricos11  , todas ellos tomando en 

consideración, la convergencia del método, la evaluacidn 

correcta de las matrices, el que las matrices sean o no 

singulares, etc. 

Haciendo une aplicacidn préctice de esos criterios en la 

Tabla II se •stabl ecen los órdenes de integración recomen 

dedos para algunos elementos isoparamétricos, aunque en 

este Tabla se consideran elementos bidim•nsional•s, le - 

información es vélida pare elementos tridimensionales to- 
12 

rnaddo en cuenta los puntos nodales representativos. De-

bido a que el orden de integración yerra de acuerdo a lo 

forma y a les condiciones de frontera de cadeel•mento,en 

el presente trabajo se implementó, el programa Elfintest 

de tul manare quo permite variar el orden de integración 

desde I e 4 dependiendo del modelo en •studio. 



Abcia•a y factor•a de piso 

a 
de la cuadratura d• Gauss. 

fF(r)dr• 	'vi  Kiri) 
1.1 

1 
O 	 200001) 00000 00000 

n=1 
0.57735 02691 89626 	100000 00000 00000 

== 3 
1P-77459 66692 41483 	0-55555 55555 55556 
0-00000 00000 00000 	188888 88888 88889 

«.• 4 
046113 63115 94053 	134785 48451 37454 
133998 10435 84856 	0-65214 51548 62546 

a-. 
040617 98459 38664 	123692 64850 56109 
153846 93101 05683 	147862 86704 99394 
040000 00000 00000 	156888 88488 884119 

n-• 
093246 95142 03152 	117132 44923 79170 
146120 93864 66265 	136076 15730 48139 
023861 91860 83197 	146791 39345 7249! 

n.7 
'114910 79123 42759 	0.12948 49661 68870 
074153 11855 99394 	027970 53914 89277 
040584 51513 77397 	0.38183 00505 05119 
040003 00000 00000 	141795 91836 73449 

.s • 
196028 98564 97536 110122 85362 90376 
179666 64774 13627 122238 10344 53374 
0-52553 24099 16329 0-31370 66458 77047 
118343 46424 95650 0-36268 37833 78362 

111 
044816 02395 07626 049127 431413 61574 
093603 11073 26636 118064 81606 94457 
161337 14327 00590 126061 06964 o2l3s 

' 032423 34234 035011 031234 10770 40003 
«0000 00000 001300 0.33023 93510 01490 
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T a bl a 1 



Orden d• int•e r•ciofn nunsir Ice d• Gauss 

pera •Ism•ntos is•per•mítrioos 

o 

. 

El• III •nto 
, 

Orden de _Int•ere 
. 

e 	I o'n 
jlegern•ndodo llenísimo , . 	. 

N•cténeulo 
Ell 

2 	por 2 2 	por 2 
4 Modos 

Cuedrilit•ro 2 	por 2 3 	por 3 
4 Nodo• 

Recténeulo 2 	por 2 3 	por 3 
3 Modos 

Cuedrildt•ro 
3 	por 3 4 	por 4 S Modos  

Tebl• II 
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CAPITULO 5 

DIAGRAMA DE FLUJO, PROGRAMA ELFINTEST Y PROBLEMAS 

RESUELTOS. 

5.1 	INTRODUCCION.- 

En los caprtulos anteriores se establecieron las •cua 

clones de la t•rmoelasticidad y los.fundamentos del méto-

do numérico que resuelve en forma aproximado tales ecua-

ciones, de acuerdo a lo explicado puede decirse que al re 

solver un problema con valores en la frontera,. la cantidad 

de operaciones y datos involucrados es excesivamente gran-

de, lo que hace imposible determinar manualmente la solu 

cidn, sin embargo, ésto no representa dificultad ya que 

con el uso de la computadora pueden resolverse problemas 

modelados por una cantidad considerable de elementos. 

Con el propósito de utilizar la computadora en el 

itAilisis de •lementos finitos es necesario en primer lugar 

d•sarroller un diagrama d• flulti que indique le secuencia 

lógica de los pasos a seguir en el proceso de solucidn — 
3,4 (Cep .3), posteriormente formular un esquema numérico que 

involucre les instrucciones a realizar, desde la lectura - 
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d• datos hasta la impr•sión d• resultados, posando por el 

cálculo de matrices, vectores, integración numérica, di-

ferenciación, etc.. Una vez qu• el esquema ha sido for 

mulado y traducido a lenguaje de máquina, el paso siguien 
• 

te consiste en resolver en forma aproximada problemas sim 

pies que tengan solución analrtica
4 
 con el propósito de COM 

parar los resultados, tomando en consid•ración la conver-

gencia del mitades, es decir, que al incrementar el núme-

ro d• elementos, lo solución tiende al valor exacto. 

Este proceso de compración es bien importante, yo que es 

en esta etapa cuando .se llega o la conclusión de que el 

esquema está correcta o incorrectamente formulado. 

Es •l objetivo del presente caprtulo mostrar el dia-

grama de flujo, programa de cómputo y problemas resuel-

tos que *eh desarrollaron •n este trabajo con •I propósito 

d• alcanzar el objetivo d•I mismo, cabe hacer notar que 

e• obtuvieron resultados sumamente satisfactorios tal como 

s• muestra en las siguientes secciones. 
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5.2 DIAGRAMA DE FLUJO Y PROGRAMA ELFINTEST.- 

El diagrama de flujo que establece la secuencia 16-

gica de las etapas que rigen el análisis de elementos fi-

nitos •n el contexto de lo mecánica de los sólidos se mues 

tra en el esquema 1, cabe mencionar que el significado 

de los parámetros involucrados puede encontrarse en el lis 

todo del programa ELFINTEST que se incluye al final del 

caprtulo. Haciendo referencia al diagrama de flujo y al 

significado de los parámetros, puede observarse que el pro 

grama de cómputo desarrollado resuelve en forma aproxima 

da las ecuaciones de equilibrio estático de la termoelas—

ticidad en dos y tres dimensiones, considerando diversas 

condiciones de frontera impuestas sobre la estructura a ano 

lazar tales como, cargas distribuidas de cuerpo y de pre-

sión, cargas inducidas por deformaciones iniciales y car-

gas concentradas en puntos discretos, asr como también di 

versas condiciones impuestas a los desplazamientos de los 

puntos nodales. 

Para tener una idee clara del alcance del programa, 

es necesario comprender el significada de cada uno de los 

parámetros involucrados en la secuencia de cálculo, cabe 



90 

mencionar que ELFINTEST pretende ser versátil en diver-

sos sentid os, tales como el de poder analizar estructuras 

que presenten diversidad de materiales, espesores, incre 

m•ntos de temperatura y condic iones de carga por lo que 

se asevera ,que para definir los parámetros es convenien-

te considerar tanto la estructura a analizar como la ex-

periencia del ingeniero. El proceso de selección y ela-

boración de datos para modelar un cuerpo es un trabajo 

sumamente tedioso, por lo que se han real izado intentos 

por elaborar programas de cómputo5,6  que disminuyan la car 

ga de trabajo, sin embargo, la intuición del analista ac-

tualmente sigue siendo de importancia relevante en este 

proceso. 

A continuación se presentan las caracterrsticas ge-

nerales del programa ELFINTEST, si se requiere mayor in-

formación, se recomienda revisar tanto el diagrama d• - 

flujo como el listado del programa. 

1.- Objetivo: Solución de las ecuaciones de equi-

librio estético de la termoelastic ;dad en dos Y 

tres dimensiones a partir del método del ele CID 

mento finito, utilizando el •nfoque de los des 

plizami•ntos. 
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2.-  Lenguaje: Fortran 	IV 

3.-  Presicidn: 	Simple 

4.-  Elementos: 	Isoparamottricos 	con 	8 puntos nodales 

para 	el 	caso 	bidimensional 	y 	20 

tridimensional. 

para 	el caso 

5.-  Incógnitas: 	Los 	desplazamientos de 	los puntos 

nodales, 2 para el caso bidimensional y 3 paro 

el caso tridimensional. 

6.- Resultados: Los desplazamientos de los puntos 

nodales, deformaciones y esfuerzos en puntos dis 

cretos de cada elemento, la cantidad de estos 

puntos depende del orden de integración selec-

cionado. 

7.- Implementado en la computadora PDP 10 del 

"Centro Nuclear" del ININ. 

5.3 SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO EN DOS 

DIMENSIONES.- 

Al analizar situaciones prdcticas de la mecdnica de los 

sdlidos, muchas veces las configuraciones de geometrra y 

carga pueden ser tales que permiten reducir el problema 
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tridimensional a un problema en dos e incluso en una di-

m•nsidn, consiguiéndose con listo un ahorro de tiempo de 

computadora considerable. ELF INTEST es capaz de resol-

ver las ecuaciones de equilibrio en dos dimensiones, to-

mando en consideración los dos enfoques alternos que se 

presentan en el estado plano, los cuales se menc ionan a 

continuación. 

5.3.1 	Deformación en él plano . - 

Las situaciones que involucran cuerpos "alargados" cuyo 

g•ometrra y condiciones de carga no varean significativo 

mente en la dirección longitudinal se les conoce como 

problemas con deformaciones en •1 plano. En esta si-

tuación si el eje de coordenadas z •std orientado en el 

sentido de la longitud d• la estructura, las variables d• 

pendientes , pueden considerarse como función de las coor 

donadas x, y únicamente, además se dice que no existe 

desplazamiento w en el sentido del eje z, por lo que las 

componentes dei tensor de las deformaciones • zz, Y yzy 
8, 9 

Vzx desaparecen. 
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Ecuaciones constitutivas paro deformaciones •n •1 

plano.- 

Teniendo en cuenta que la deformación •zz  tiene va-

lor nulo, el esfuerzo az puede expresarse en tirmino de 

y 
Y 

como: 

az = v ( ax + a y ) 	(5.1) 

por lo que a x , a y  y T xy son entonces las únicas varia-

bles dependientes y la ley constitutiva para materiales 

isotrdpicos elásticos (ec . 2.19) se reduce e lo siguiente: 

M11.. TM. «Nom 

1 - u y 	O 

.1-v O 

O O 1-2v 
2 

(1+ Li) (1-2 v 
(5.2) 

o x  

uy  

Txy 
ime ~.1 

o = D •" 

para problemas que presentan le caract•rrstica de la de-

formación en el plano comúnmente s• emplea una "reba-

nada" de le estructure con espesor unitario. 
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• Vector de las deformaciones por dilatación Uirmica 

Debido a que este vector involucra deformaciones iso-

-trópicas Únicamente, el arreglo e de la ecuación (3.20) 

toma la forma
9 

 : 

       

*O = 

• xx 
o 
•oyy 

yoxY 

= 1 + v 

c r áT 

cr áT 

o 

  

(5.3) 

  

       

       

donde: v= Módulo de Poisson 

Coeficiente de dilatación térmica. 

al.= Incremento de temperatura. 

▪ Vector d• fuerzas de cuerpo. 

Para representar •l vector de fuerzas de cuerpo echan 

do sobre un elemento que se analiza mediante el enfoque 

de la deformación en el plano, es necesario recurrir al 

arreglo siguiente: 

T 
X = ( X , Y )  	(5.4) 

donde: X y 9 son las compqn•ntes del vector fuerzas de 

cuerpo. 
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Si se considera que lo estructura está sujeta a los cargas 

inducidas por la fuerza de gravedad el valor de X = 0.0 

mientras que Y = p g. 

.- Vector de cargas superficiales. 

El vector de cargas de superficie para elementos que 

se analizan en el plano tiene la formo siguient e: 

T- 
T 	= (Px 	Py )  

 

(5.5) 

 

donde: Px  y PY  sonlas componentes de las cargas de pre-

sión aplicadas en las fronteras del elemento, en las di-

secciones "x" y "y" respectivamente. 

5.3.2. 	Esfuerzos en el plano. . 

En contraste a la condición d• deformación en el plano 

en la cual le dimensión longitudinal •n le dirección "z" 

es grande comparada con las dimensiones en "x" y  se y 1 
r 

la condición de esfuerzo en. •I plano presenta la come-

t•rrstice de tener una dimensión sumamente pequeña en 

la dirección " z" , un caso representativo de este condi-

cidn, 'es una placa delgada sobre la cual no se aplican 

cargas en su superficie. 
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Tomando •n consideración la situación anterior se dice 
10 

qu• los esfuerzos T 	Y T 	desaparecen y a z tiene valor Yz 	zx 
nulo en todo el espesor. 

• - Ecuación constitutiva para esfuerzos 	en 	el 	plano. 

La 	ecuación (2.19) 	poro 	el caso 	de 	análisis 	de 	•sfuer- 

zo en 	el 	plano toma 	la 	forma siguiente: 

TI ....1 

a x 

.11.. 

1 v 

••••••1 

0 e xx 
ay  = E 

v 1 0 e 
 
YY (5.6) 

Tx  y 1 .. v 2 0 0 	1- v Y xy 
.II ,. ow• 

a = D e II 

.- Vector de las deformaciones por dilatación tdrmic•. 

El arreglo • de la ecuación (3.20) para el caso de 

andlisis de esfuerzo en el plano se represento como: 

• = o = 

aráT 

a áT 

O 

  

(5.7) 
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Los vectores de fuerzas de cuerpo y fuerzas superficiales 

se representen de la misma forma que pera el ceso de las 

deformaciones en el piano. 

Se ha mencionado con anterioridad que ELF INTEST resuel-

ve en forma aproximada las ecuaciones de equilibrio en 

dos dimensiones, sin embargo, para aseverar esto fue ne-

cesario recurrir a un proceso de solución de problemas - 

simples cuya solución exacta o aproximada es conocida. 

A continuación se presentardn los problemas resueltos,con 

eI propósito de demostrar tonto la versatilidad del progre 

ma como la convergencia del mitodo. 

5.3.3 Viga en cantiliver con carga concentrado 

•n el extremo libre. 

Como primer caso de análisis en dos dimensiones se tiene 

eI problema de una viga en cantiliver cuyas dimensiones 

y condiciones de carga se muestran en le F ig . 5.1, en 

•sta misma ilustrecidn, s• indice que la viga de divi-

did inicialmente •n dos elementos considerando trece pun 

tos nodales, sin embargo, pero llevar e cabo un andlisis 
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riguroso fue necesario discretizar la estructura en 2,6,12 

y 18 elementos con 13,29,53 y 73 puntos nodales respec 

tivam•nt•, (ver F igs. 5.1 a 5.7) obtenidndose con ello 

resultados que son congruentes con los obtenidos a par- 

tir
11 

 de la resistencia de materiales: y de la teoría de la 
12,13 

elasticidad. 

En las figuras mencionadas, la configuración que adqu ie 

re la estructura al estar soportando la carga se muestra 

mediante lineas punteadas, destacdndose entre o tras co-

sas los desplazamientos de los puntos marcados con A y 

B. 

Las fórmulas andliticas obtenidas a partir de la teatro de 

la elasticidad que permiten evaluar tanto los desplazamien 

tos como los esfuerzos en cualquier punto de la estructu-

ra son las siguientes: 

.41 

	p 

 x 
2

Y - 	
p 3 	p  3 4. 	p L.  2 pc2 	y 	 (5.8) 

2E 1 	• E l S1G 	2E1 2/G 

v. .u P x  y2  + P x3  - PL2x + P L3    (5.9) 

CE 1 	2E1 	3E1 

donde: u y y, son las componentes del vector de los des- 
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plazami•ntos en las direcciones x, y respectivamen- 

te . 

P = Magnitud de lo carga. 

E = Mddulo de Young 

1 = Momento de inercia de la seccidn transversal de 

la viga. 

= Mddulo de Poisson 

G = Módulo de rigidez al cortante 

c = Distancia del eje neutro de la viga al extremo 

de la misma. 

x,y = Coordenadas de los puntos en donde se evalúan 

los desplazamientos. 

Para determinar los esfuerzos s• tienen 1 as sigui entes ex-

presiones: 

"xy =-3P 
4c 

2 
E. 	 (5.12) 
e 2 

estando los ejes orientados tal como lo muestra la sigui•n 

te ilustraci6n. 

= 0.0 

=-3 	P 	x y 
7 ;3 
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En lo Fig. 5.2 se presenta la gráfica de los esfuerzos in-

ducidos •n los puntos marcados del 1 al 8 , en la Fig.5.1, 

obs•rvéndose que la solución numérica para el esfuerzo en 

la dirección x x  o 	coincide con la solución obtenida ( 	 a 

partir de la ecuación (5.11), mientras que para los esfuer 

zos aY  y Txy  la solución numérica diverge de lo solución 

analrtica, por lo que fue necesario elaborar une malla más 

fine, con el propósito d• aproximar más la solución. 	 . 

En le Fig. 5.6 se encuentran graficados los •sfu•raos,to-

mando •n consideración que la •structura ha sido discr•-

tirada •n 18 elementos con.  73 puntos nodales, cabe men-

cionar que sólo se muestran los esfuerzos inducidos •n los 

puntos marcados del 1 al 12 indicados •n la Fig. 5,5,pu• 
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de observarse que los tres esfuerzos presentes en el ple-

no obtenidos en forma numérica se aproximen bastante y 

en ocasiones son iguales a los obtenidos a partir de las 

ecuaciones (5.10) a (5.12), teniendo en cuento estos re 
•~1 

sultados puede concluirse que ELFINTEST considera en 

formo apropiada la condición de frontera representada 1.• 

por cargas concentradas en los puntos nodales. 

Antes de analizar el siguiente problema resuelto es in-

teresante observar la Fig. 5.7, en donde se d•muestra 

la convergencia del método del elemento finito, a par-

tir de representar en forma gráfica los desplazami•ntos 

del punto A en la dirección del eje y, conforme se in-

crementa el número de elementos, puede observarse que 

la solución se estabilizo alrededor del valor 3.6 in. - 

Otro aspecto importante de analizar es el desplazamien 

to inducido en el punto B en la dirección del eje x, - 

según le(ec.5.8), debe ser cero, lo que concuerda con 

el resultado obtenido a partir de ELFINTEST, es decir, 

que de acuerdo a lo mostrado en las Figs. 5.1 a 5.6 el 

punto nodal B únicamente sufre desplazamientos en la - 

dirección del eje y, mientras que en el eje x sus des-

plazamientos son nulos. 
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5.3.4 Viga empotrada con cambio de temperatura . 

El siguiente problema resuelto en dos dimensiones, con-

siste de una viga a la cual se le restringe el desplaza-

miento de los puntos situados en los extremos de la es- 

tructura y sufre un incremento de temperatura. 	La viga 

presenta las mismas dimensiones que el problema anterior, 

ast como también las mismas propiedades mecánicas, sin 

•mbargo, como se puede observar en la Fig. 5.8, las - 

condiciones de frontera y de carga son completamente 

distintas, en esta misma ilustración se indica que la es-

tructura se dividid inicialmente en 2 elementos conside-

rando 13 puntos nodaies, sin embargo, para poder mejo-

rar lo solución fue necesario discretizar el miembro en-

18 elementos con 73 puntos, tal como lo muestra la Fig. 

5.10. 
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En las dos figuras mencionadas en •I pdrrefo anterior, la 

configuración d• la estructura al soportar •I cambio d• - 

temperatura, se muestra con lineas punteadas, mientras - 

que los esfuerzos inducidos en punto': seleccionados se re 

presentan en las Figs. 5.9 y. 5.11. 	Los esfuerzos obte-

nidos •n forma numérica se compararon con los obtenidos 

,a partir de la resistencia de los materiales y determina-

dos a partir d• las ecuaciones siguientes: 

ay  = 0.0   (5.13) 

Txy = 0.0 

 

(5.14) 

 

Pera •I cólculo del esfuerzo ox  es necesario desarrollar 
14 

el siguiente método de solución: 

.• Quitar uno de los •mpotramientos y permitir que 

e l miembro cambie su longitud libremente al mo 

dificar su temperatura . 

S• calcula lo variación de longitud debida al 

cambio de temperatura o partir d• 4T  =er L AT 

. - Se aplica une carga axial al extremo libie con 

• 1 propósito de regresarlis a su posición origi nal. 
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La magnitud de la carga puede determinarse a 

partir de S
T 

= PL/AE: 

Se determina el esfuerzo en la dirección axial 

a partir de a = P 

En la F ig. 5.9 el esfuerzo a
x 
 es  igual al obtenido a 

partir de lo resistencia de los materiales, sin embargo, 

los esfuerzos ay 
	x 

y T 	presentan valores muy distintos 
Y 

a los proporcionados por las ecuaciones (5.13) y (5.14). 

En la Fig. 5.11 puede observarse que las soluciones son 

muy semejantes e incluso en ocasiones presentan valores 

iguales por lo que puede decirse que ELF INTEST consi-

dera •n forma adecuada la condición de frontera repre-

sentada por el cambio de temperatura en cuerpos cuya 

dlli t e_ci ctnestd restringid.. 

r 
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Un aspecto importante de analizar en lo Fig. 5.11 •s el 

hecho de que los esfuerzos evaluados en los zonas cerca 
IMP 

nas a los empotramientos, presentan valores muy distin-

tos a los que se manifiestan en las zonas internas de la 

estructura, esto se debe principalmente a que existen con 

c•ntración de esfuerzos
15  

inducidos por la condición de - 

frontera impuesta. Con el propósito de que los esfuer-

zos•no presenten cambios bruscos de una zona a otra, la 
15,16,17 

literatura r•comienda . disminurr el tamaño d• la malla en 

las zorbas donde se manifieste este fenómeno, la disminu-

ción del tamaño de la mallo no se implementó en este. - 

problema ya que el objetivo del mismo es 'unicamente com 

probar el programa de cómputo para la condiCión de cam-

bios de temperaturas. 

5.3.5 Viga en cantiliver con cargas concentradas, 

de tensión. 

En este ejemplo, se analiza en forma númirice, el com• 

» portami•nto de la viga del primer problema, consideran-

do que se le aplican cargas concentradas en los puntos 

nodales situados en el extremo libre, cabe mencionar 
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que las fuerzas aplicadas estdn orientadas en la direc-

ción dei eje x, tal como lo muestran las Figs. 5.12 y 

5.13. En estos mismas ilustraciones la configuración 

de la estructura al soportar las cargos de tensión, se 

muestra con !Neo: punteadas, mientras que los esfuerzos 

se presentan expircitament• tanto en forma numérica co- 

mo analrtica. 	Un aspecto importante de la Fig. 5.13 - 

es el hecho de que la estructura sufre un adelgazamien-

to proporcionado por .el valor del módulo de Poisson di-

ferente de cero, este adelgazamiento no se manifiesta en 

la Fig. 5.12 debido a que lo relación de Poisson tiene-

valor nulo y por consiguiente al presentarse deformacio-

nes longitudinales, no existen las deformaciones transver 

sales. Como puede observarse en las figuras mencionadas, 

los resultados son sumamente satisfactorios ya que con-

cuerdan tanto con los esfuerzos como con las elongacio-

nes obtenidas a partir de la resistencia .de los materia-

l es. 
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• 

5.3.6 Viga •n cantil iv•r con carga de presión en 

el extremo I ibre. 

En este ejemplo se analiza la misma viga de los casos an 

ter iores, sólo que las cargos a las que está sujeta ahora 

son cargas superficiales aplicadas en sol extremo libre •n 

la dirección del eje x, tal como se indica en lo F ig. 

5.14 En esta figura se muestran tanto los esfuerzos in-

ducidos como el desplazamiento o más bien dicho "acor-

tomiento" que sufre la estructura al estar sometida a una 

carga de presión, los resultados obtenidos son bastante - 

congruentes con los proporcionados a partir de fórmulas - 

resultantes de la teorta de la resistencia de materiales,  

por lo que se concluye que ELF INTEST está implementado 

de tal forma que considera la condic ión de frontera remo 

~toda por cargos superficiales. 

5.3.7 Viga soportando su propio peso . 

En este ejemplo se anal iza el comportamiento de una es-

tructura al estar sujeto a cargos inducidas por su mismo«. 

pneo,con dato se pretende comprobar que el programa ELFINTEST 

es capaz d• considerar lo co ndición de frontera representa- 
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de por les fuerzas de cuerpo a las que puede estar some-

tida cualquier estructura. 

Las propiedades mecónicas y dimensiones de la estructura 

a analizar son las mismas que tiene la viga del primer 

• jemplo, sin embargo, ahora es necesario considerar el - 

peso del material, tal como se muestra en lo Fig. 5.15. 

En esta misma ilustración se presentan los resultados tan-

to numéricos como analíticos de los desplazamientos y de 

los esfuerzos qu• se presentan en la estructura, pudiendo 

II • notar que al variar la relación de Poisson se presenta 

un ensanchamiento de la misma, ésto se representa con 1r 

neas punteadas. 
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5.4 SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO EN TRES 

DIMENSIONES.- 

Se ha mencionado con anterioridad que ELFINTEST 

resuelve el problema tridimensional de la mecánica de 

los sólidos, sin embargo, para poder aseverar lo ante-

rior, fue necesario resolver problemas simples tal y co 

mo se hizo para el estado plano, explicado en las sec- 

ciones anteriores. 	Los problemas resueltos en tres di-- 

mansiones son los mismos que se resolvieron para el es-

tado plano, considerando la misma estructura con igua-

les dimensiones y propiedades mecánicas, se llevó a ca 

bo 4sto con el propósito de comparar las soluciones,las 

cuates fueron congruentes y en ocasiones iguales, por 

lo que en la presente sección se muestran dnicamente 

dos casos representativos de la solución de las ecuacio-

nes de equilibrio en tres dimensiones. 

5.4.1 	Viga tridimensionol con cargas concentra- 

das de tensión. 

En la Fig. 5.16 se muestra una viga en cantiliver en - 

tres dimensiones con cargas concentradas de tensión en 
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el extremo libre en la dirección del eje x, la configuro 

clón de la estructura deformada al soportar las cargas se 

muestra con Irn•as punteadas, es importante hacer notar 

el valor de la elongación S que se obtuvo en forma nu-

mérica, ya que resulta ser igual al obtenido o partir de 

la formulación de la resistencia d e los materiales. El - 

valor del esfuerzo normal en la dirección x que se obtu-

vo en forma numérica resu Ita ser igual a la fórmula ax = 

F /A . 	De acuerdo a las observaciones realizadas en la 

F ig. 5.16 se puede concluir que el programa de cómputo 

considere la co ndici6n de frontera representada por car-

gas concentradas en puntos discretos de una estructura tri-

dimensional. 

5.4.2 Viga tridimensional soportando su propio 

peso • 

En este ejemplo se analiza el comportamiento de uno es-

tructura tridimensional al estar tubito" a cargas inducidas 

por su propio peso, las propiedades ovitocdnicas y dimen-

siones son las mismas que la viga del •stedo plano, asr 

como también se considera la misma cargo de cuerpo tal 

como se muestra en la Fig. 5.17. Cab• hacer notar que 
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el peso de la estructura este" orientado en el sentido ne-

gativo del eje x, por lo que la estructura sufre un "acor 

tamiento" en el sentido longitudinal y un ensanchamien-

to en el sentido transversal. 

Si se comparan las figuras 5.15 y 5.17 puede observarse 

fdcilment• que tanto los esfuerzos de los puntos marcados 

con asterisco, como el "acortamiento" son los mismos,de 

tal manera que se puede conclurr que ELFINTEST consid• 

ra adecuadamente la condición de frontera representada - 

por cargas de cuerpo presentes en estructuras tridimensio-

nales. 

5.5 ANÁLISIS DE ESFUERZOS EN UNA VALVULA "Y" PARA 

CONTROL DE FLUJO. 

Con los resultados mostrados en los secciones ante-

riores, se tiene lo certeza de que la secuencia de cdlcu 

lo del programa ELFINTEST •std correctamente formulada. 

El paso siguiente que es necesario llevar e cabo con el 

propósito d• alcanzar el objetivo principal del presente 

estudio, consiste en analizar el cuerpo de una vélvula 
18 

para control de flujo que se encuentra instalado en el 
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laboratorio de metales I rquidos del Instituto Nacional de 

Investigaciones Nucleares. • El dispositivo a anal izal asa 

muestra en la Fig. 5.18, el material es acero inox ida-

ble 304, con propiedades mecánicas
19  y condiciones 'e ••• 

carga mostradas en la misma figura. De acuerdo o la - 

geometría del cuerpo se observa que es necesario atacar 

el problema en forma tridimensional, por lo que cada pun 

to nodal tendrá tres grados de libertad, excepto los pun-

tos que se encuentran localizados a la entrad a y la sali-

da de la válvula considerándose como empotrados, es de-

cir, con esta condición de frontera impuesta a los rusdos 

que están en contacto con la tubería de acceso y descar 

gá se pretende simular las condiciones de operacián del 

dispositivo en estudio 18  . 

Como primer intento de análisis se dividid la válvula en 

56 elementos con 444 puntos nodo les, sin embargo no fue 

posible llevar a cabo esta solución ya que se necesitaba 

establecer un arreglo unidimensional del orden de 120,000 

localidades, cosa que os imposible hacer en la PDP -.') del 

centro nuclear dada la capacidad de memoria del pr 

sedar central. Como segundo intento se dividid la .41- 
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vule •n 24 ,elementos con 224 puntos nod•les, pera lo 

cual fue necesario establecer un vector del orden de 

65,000 localidades el cual si fue posible almacenarlo 

en lo computadora ya que cuenta con una memoria de 

82 K. Al estudiar los resultados del programa se en-

contrd que existe simetrra axial en el sentido longitu-

dinal del cuerpo, dando por consecuencia que se pre-

senten los mismos esfuerzos y desplazamientos en am-

bas partes del dispositivo. Fue hasta entonces que se 

decidid analizar una mitad del cuerpo, tomendo en con 

sideraci6n que los puntos nodales situados en el plano 

de simetrra carecen de desplazamiento en la dirección 

normal al plano, s•élin los resultados que se obtuvie-

ron y según lo-establec• le literatura. 

La decisión de analizar solamente una parte del cuerpo, 

o Priori parece ser muy "simplista", sin embargo fu• 

de importancia relevante pare el desarrollo del presen 

t• estudio, ya que •n primer lugar se observó qu• 

ELFINTEST es cepas de analizar estructuras que presen-

ten fronteras curvas y en segundo luger el ahorro de m• 

moria d• computadora fue considerable a tel extremo que 
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se logró dividir y analizar la mitad de la vólvulo con 

1 2,15,20 y 28 elementos representando una discretiza-, 

cidn global de 24,30,40 y 56 elementos respectivamen-

te. 

En la Fig. 5.18 se muestro la vólvulo dividida en 56 

elementos, mientras que en la Fig. 5.23 se muestra un 

corte de la misma representada por 28 elementos con 

254 puntos nodales. 	En las Figs. 5.1 9 a 5.2F se pue-

den observar las deformaciones sufridas por el material 

al estar sujeto a las condiciones de carga definidas con 

anterioridad, es conveniente estudiar con todo detalle 

estas ilustraciones ya que proporcionan resultados inte-

resantes, como es el hecho de que la elipse tienda a 

cerrarse en su eje mayor y abrirse en su eje menor, la 

configuración del cuerpo deformado se muestra con ir-

neas punteadas. 

En la Fig. 5.22 se muestran los desplazamientos del pun 

to A para verles divisiones observdndose que no se lle-

ga a estabilizar la solución, aun considerando los 28 

elementos con 254 puntos nodales, por lo que se reco-

miende desarrollar uno malla más cerrada, sin embargo, 
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ésto no es posible realizarlo en lo PDP10 debido o que 

su capacidad de memoria es muy pequero. 

Con respecto a los esfuerzos, éstos fueron •valuados en 

8 puntos internos de cada elemento , es decir, s• empleó 

un orden de integración de 2 tanto paro integrar los ma 

trices como para evaluar los esfuerzos, en lo Fig. 5.23 

se muestran los 28 elementos en que se discretiz6 lo por 

te media del cuerpo algunos de los cuáles se marcan con 

asterisco, ésto quiere decir que en estos elementos se ob 

tuvieron esfuerzos mayores o los de c•d•ncia, d•tectdn-

dose que ésto ocurre en las zonas alrededor de los pun-

tos empotrados y en las zonas donde ocurre un cambio de 

geometrra. 

Existe concentracidn de esfuerzos, le forme de analizar 

con más detalle estas regiones con el propósito de con-

verger a una solución, es discretizar más el medio, co-

so que •s imposible realizar debido e le carencia de me 

moría y a las características propias del programe. Al 

final del capitulo se presento un listado de computado-

ra en donde se muestran los esfuerzos que sobrepasan al 



133 

19 
de cedencia, para tener idea cloro del punto en donde 

se evaluaron los esfuerzos es conveniente tomar como 

referencia lo F ig. 5.23 en donde se muestro la orien-

tación del sistema de coordenadas naturales r,s,t. 

Aunque no se llegó con este análisis a una solución ade 

cundo puede decirse, que los resultados son bastante sa-

tisfactorios, cabe hacer notar que los esfuerzos no sólo 

fueron evaluados en el dispositivo modelado con 28 ele 

mentos, sino que se evaluaron en cada división de 12, 

15 y 20 comprobándose que conforme increm ente el nu-

mero de elementos coda vez es menor lo cantidad de - 

puntos en donde se sobrepasa el esfuerzo de cedencio, 

cosa que indica que al util izar ELF INTEST se tiende he 

cia el resultado correcto. 
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C 	PROGRAMA 	tLeIMWEsT 
C 	 Noilesememeewhommommormerme!memmemsmeivemmesmvissem 

C 
C 	ESTE PROGRAMA RESUELVE LAS ECUACIDNE4 DE EQUILIBRIO ESTATICO 
C 	DE LA TEORIA DE LA TERMoLLASUCIDAD EN DOS Y TRES DIMENSIONES 

C 	EL MET000 ADAERICU UTILIZADO ES LA ?UNICA DEL ELEMENTO FINITO 
C 	CONSIDERA/40 ELEMENTOS IhoPARAMETRICUS CON N PUNTOS ~ALES 
C 	PARA EL CASO BIDIMENSIONAL Y ?O PUNTOS MODALES PARA ICI.CASO 
C 	DIMENSIONAL, 

• 
C  LOS RESULTADOS UNTEN1144 EN ESTE PROGRAMA SUN LOS DESPLAZAMIFN- 
C 	TOS DE CADA PUNTO MODAL Y LOS ESFUERZOS INDUCIDOS POR DISTIN• 
C 	TAS CONO/CioNES UE CARGA EN EL INTERIOR DE CADA ELEMENTO, 

C 	LAS CONDICIONES DE CARGA OVE CONSIDERA El, PROGRAMA SON LAS 
C 	SIGUIENTES:014A DE PRES/0N EN LA FRONTERA DEL ELEmENTO.FUERZAS 
C 	.MASICAA.CARGAs INDUCIDAS pOR DILATACION TERRICA Y CARGAS CON. 
C 	CENTRADAS EN LES PUNTQS NODAhES. 

C 	101011~~ess*****************~~*******************Ists* 
C 	DATOS DE ENTRADA 

4$10~~1~***'********************1001************************ 

C 	PRIMERA TARJETA:NUMPN.NUMGE,NUMCC.INOL.J04 	(515) 
C 	NUMPAmNUNERD DE- Putnca NODALEA 
C 	NUNGLIBNUMER0 DI GRUPOS DE ELEMENTOS 
C 	NUMCC=NUNERD DE CASOS DE CARGA 
C 	INOLSINUICADOR 
C 	ILG.0 LEE E IMPRIME DATOS WN/CAMENTE 
C 	EG.I EJECUTA EL PROGRAMA 
C 	JOlimINDICADDR 
C 	EQ.1 RESUELVE EL PROBLEMA EA EL PLANO 
C 	L0,2 RESUELVE EL PROBLEMA TRIDIMENSIONAL 
C 
C 	LA CANTIDAD DE TARJETAA SIGUIENTES DEPENDE DEL NUMERO DE 
C 	PUNTOS NOVALES., 

C 	TARJETAS: ID.XeVa 	(415.3F1Q.4) 
C 	IUsARREGLO QUE ALMACENA LOS GRADOS DE LIBERTAD DE CADA NODO 
C 	 Ep eusEXISTE GRAU DE LIBERTAD 
C 	EQ.INNO EX/STE GRADO DE LIBERTAD 
C 	XmARRIGLO WuE ALMACENA LA AuCISA DE CADA NODO 
C 	YmARRIMLU QUE ALMACENA LA ORDENADA DE CADA NUDO 
C 	ZeARREGLO QUE ALMACENA LA COTA DE CARA NODO 
C 
C 	TARJETAS LL,NOCT 
C 	LLs1MDICA EL ORDEN DE Lúa CASO§ DE CARGA CONSIDERADOS 
C 	NUNCTNNUM100 TOTAL DE CARGAS CONCENTRADAS EN LOS NODOS 

C 	TARJETA: ODDrIDARN,FLOAD (ao,F10.0)  
C 	NUDzARREGLU QUE ALMACENA Eh NODO EN EL CUAL SE APLICA LA CARGA 
C 	IDARNmARREGLO RUE ALMACENA LA DIRECCION DE LA CARGA 
C 	EU,1.LA CARGA ACTÚA EN LA DIRECCION 
C 	E0.1mLA CARGA ACTUA EN LA DIRECCIUN Y 
C 	EU,3mLA CARGA ACWUA EN LA DIRECCION Z 
C 	FLOAD0ARREGIJO QUE ALMACENA LA MAGNITUD DE LA CARGA 
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C 	Si EL NUMCI,E0.0 LAS TARJETAS ANTERIORES SE EXCLUYEN CONTINUANnO 
C 	CON LAS TARJETAS SIGUIENTES: 
C 
C 	TARJETA: NEEG,NDCPM (2I.) 
C 	NLEGIENUMERU- DE ELEMENTOS EbRECIFICOS DEL GRUPO 
C 	ADCPNwNUMER0 Di DISTINTOS CASOS DE PROPIEDADES MECAN1CAS 
C 
C 	TARJETAINCUE,NOPCE (415) 1F(JOI.EI.2) SOLO NNPCE (15) 
C 	NCOPINUMERO DE CASOS DISTINTOS DE ESPESOR 
C 	NAPCLIENUMEN0 DE NUDOS PARA CADA ELEMENTO 
C 	EA.SOCASO SIDIMENSIONAL 
C 	ED,20)4CASO TRID/MEN410NAL 
C 
C 	TARJETA: Erp0 (E15,0,F10.0) 
C 	EmMODULO DE YoUNG 
C 	POBNUDULO DE pOISSON 
C 
C 	TARJETAIThIC.NECET (110,045) 
C 	ThICwESPESOR DEL ELEMENTO 
C 	NECETáNUNEM0 DE ELEMENTOS CON ESTE ESPESOR (IF.JOS,E0,2) TARJETA 
C 	EXCLUIDA 
C 
C 	TARJETA:NECEPM (I5) 
C 	NECEPMeNUMERO DE ELEMENTDs CON ESTAS PROPIEDADES MECANICAS 
C 	LF(J05441.1) TARJETA EXCLUIDA 
C 
C 	TARJETA:ITYpE ,NINT 	(415) /F(JOS.ED,2)  SOLO NINT (I5) 
C 	ITYPERINDICADDR 
C 	KG.ImDIFORMACION EN EL PLANO 
C 	EG.21.EAVUERzUS EN EL PLANO 
C 	NINTwORDEN DE INTEGRACIOM VARIANDO DE 1 A 4 
C 
C 	TARJETAS:7(G 	(4110.0) 
C 	XWEARREGLO QUE ALMACENA DOS PUNTOS MUESTRA DE GAUSS•LEGENDRE 

f. C.  
C 	TARJETAS:WGT 	(4110.0) 
C 	WITeARREGLO DIJE ALMACENA LOS FACTORES DE PESO DE GAU8S•LEGENDRE 
C 
C 	TARJETA: Elm,w0DA IF(JOIS,EU.1) (915), 	IF(JOS,E0,2) (2113) 
C 	EINRNUNERO DE ELEMENTO 
C 	NUDARARRIGLO QUE ALMACENA 1.041 PUNTOS NODALES DE CADA ELEMENTO 
C 
C 	TARJETA: CU 	(2F10,0), 	IF(J04.E0,2J (3F104) 
C 	CIMARREGLO QUE ALMACENA LAS FUERZAS DE CUERPO DE CADA ELEMENTO 
C 
C 	TARJETA:E° (3110,0), IF(J08,E0,2) (61I0,0) 
C 	WeARREGLO QUE ALMACENA LAS DEFORMACIONES ~MICAS INICIALES 
C 
C 	TARJETAINCV/ (15) 
C 	NCDIaNUMERO DE CARGAS DE P$ES1ON ACTUANDO EN CADA ELEMENTO 
C 
C 	TARJETA: TR,TS,T 	(2P10.0,1E15.0) 
C 	TRwINDICADOR 
C 	EQ,OwLA CARGA NO ACTÚA SOBRE LA SUPERFICIE Rw1 
C 	va,1 o .19LA CARIA ACTUA SOBRE LA SUPERFICIE R=1 0 Romí 
C 	ThleINOICADOR CON LAS MISMAS VARIABLES ASIGNADAS A TR, 
C 	T wARREGLU QUE ALMACENA LAS CARGAS DE PRESION 
C 
C 	IF(J04.1Q.2) LAS TARJETAS ANTERIORES SE EXCLUYEN INTRODUCIENDO 
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C 	
../..-_,.. 
1...... JARJETAIITROES#IMIT CON.0#3NIA4,0/ 

C 	1111100 Th olsoll INDICADORES I T ARREGLO SEGUN LO ANTERIOR 
C 	1,40 1111~~0111~04~0~~0~1,4194~~~ssiolvesse 
C 	pigULTA004 
C 	iirekliwommoopeetossibwrimporwriosemosemmlomemeompes~~ 
C 
C 	144 ga11428955 ROM CIMICIIAMEMID IMDICADOI,OGTCHIWNDORC ENTRE 
C 	OTRAS COSAS" VECTOR DI DESPLAZAMIENTOS DE CADA PUNTO NODAL, 
C 	EL TEMOR CE Lee earuaRees EN EL INTERIOR NE CADA ELEMENTO Y 
C 	L04-14,414~.4011MCIPALE4, 
C 
C 
C 
C 	PROGRAMA DASARRIMADO POR NOWN AVILA RODRIGUEZ DEPARTAMENTO 
C 	DL METALES LIQUIDO& DEL INSTITUTO NACIONAL DE INVESTIGACIONES 
C 	NUCLEARES - 
C 	41~1~0~~essesese,........e....~~~1010;1010Asse 
C 	*00101,4140~10.1010411011~~00110~1010~010~~010~~****41~ 
C 	-TAAJLTAII.  DEL PROGRAMA 
C ***414~~00:Arommem!!!~~~~~~011~.~...A 
c 	, 
C 

COMMON/AA/A(50000) 
CONNON/10//AL,IAC 
CONNOWO/N11osI2,N26471.N32,N33 
CONNON/IN/IND 
COOKON/K~INOL. 
CONNONOJIS/Jes 

lAhm2 
LAIIN3 
REAR(TAholOON) NUNPN,NUNGE,NUNCC,INOL,JOS 
IF(NUNPN.EW.0) sTOP 
WRITE(IAE,2000) NUMPN,NUNGE,NUMCC,INOL,JOS 

C 	LECTURA DE UATO$ PARA LOS. PUNTOS NODALE4 
N1211 
Nammi.immumvm 
umm24moRpw 
N4oN34,NUNRA 
N5mN4iNUMPN 
CALI. INPUTCA(N1),A(NZ),A(N3),A(N4),NUNRN,NEQ) 

C 	CALCULA Y ALMACENA LUS VECTORES DE CARGA 
NbaNSsNEO 
D0,300 1411,NUNCC 
MEAt(IAL# 1010) LL,NOMCT 
WRITE(111E4010) LL,NUMCT 
ir(LL.co.L) Gu TV 310 
MR/TE(IAE,2020) 
STOP 
COMTINUE . 
N7111Nb1NUMCI 
NemN7•NUMCI 
M9mNI~MCI 
NiOgN9•NEW 
NlIaN10•MLU 

CALI. LOAD5(A(NS),AlN6),A(N1),A(NS),A(N1),NUMOT•NEO) 
C 	LECTURA Y ALMACENAMIENTO UL VATOS VE ELEMENTOS 

CALI. ELOAL(A(N1),A(M2),A(N4),M(N4),A(NV),A(M10), 
IOUMWM.MMioNVMGC,A(,15)) 
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1000 FommAT(bis) 
»os rummin(tox.ihNum~ .is.5x.7MouNGE. ,is, 

1511,7FINUMCC= f ib,SArbRINUL= ,15.5)1,5HJDOm ,15) 
1910 rORMAT(2I5). 
2910 FORNATU/éé4X,22NNUNERQ 	CASO CARGA= f ISY, 

ISx,JIMNUMENU DE CARGAS CONCENTRADAS= fiS, 
2920.  FORÑAT(1X,46h*** ERROR LOS CASOS DE CARCA NO ESTAN EN ORDEN) 

CALO uta 
IND 
11OSRUOTTNE 1NpUT(10#4,14,NUNPN.NED) 
DININSION X(1),Y104(11!IU(4oRUNPR) 
COMMON/L0éIAL.TA!' 

10 REAU(IAO.1000) m o(ID(I,N),Im1,3)4(m),1(04(N) 
WRITE(IAE,2030) W;(10(1,N),/41,3),X(N)4(N)•Z(N) 
ar(N e NEeNUMPN) G9 TU 10 

C 	NORMO 91 INCOGNITA6 
NE01,0 
DO 100 Nall é NUmPN 
DO 100 1=1,3 
mloci.m» 110.120,110 

120 NEG=NEWIl 
1D(1,N)=NE9 
40 TU 100 

110 1D(1,N)=0 
100 CONTINUÉ 

C 	ESCRISE'EL NUMERO DE ECUACIONES 
WRITE(IAE,2040) (N,(10(1,N),1=1,3),N=1,NUMPN) 
RETURN 

1900 FORNAT(4I5.3F10.4) 
2030 FORMAT(1bpbX,315,6X.3F13,3) 
2040 fORMATU/2111 NUMERO UE ECOACIONES//,4X,4HNODG,OX, 

• 1191440ADOS DE LISSRTAD/31(sh1NIIMER0//. 
2SX,1RN#13X,111X,4I,INT,4X,1MV(IX,I5,9X,315)) 
END 
1111SROUTTNE LOADS(N,NCDp/DANNeFLOAD,ID.NUMCT.NEO) 
DIMENSION K(NEQ),NOU(1),IDARM(11,FLOAD9? 
DiMENSIUN ID(3,1) 
COMMUN/10/1AL,IAg 

1k(NUMCT•LQ,0) RETURN 
WRITE(LAE,24.100) 
RLAD(IAL,1000) (000(1),IDAKN(I),FLOAD(I)4111.NUMCT) 
WRITE(IAE,2010) (NUD(I).LVARN(1),FLOAD(I),Io1oNUMCT) 
DO 210 115 1,NL0 

410 2(1)110. 
0U 220 hatioN0p4CT 
DN3NOD(L) 
LIziOARN(D) 
11m1D(1.1,DN) 
WRITECIAE,2040) II 

220,220,240 
240 2(11)=1‹(11)+kLOAO(L) 

WHITE(IÁE,2050) g(li) 
220 CONTINUE 

wRITE(IAE,2020) 
WRITE(IAE,2030) (P(I),lipl,NEU) 

2000 FURMAT(////4)1,30HNOD0 	ilRECCION 	CARO/ 
13X,6MNUMER0,19X,emNAGN1TUD) 

1000 FoRmAT(115,F1o.3) 
2010 FORMAT(1H0,16,9x,14,7X,t12,5) 

ti 
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á4l30 FoRmalt4Z,V10,3) 
2444 foRmAT(ii/I411,13WEL vatio,* no .15) 
?oso robo:(//é/4)1,12mm,  VALLAR 'te ,F10,3) 

RETURN 
END 
DDMRODT1N1 Pk1OL(A.NN,N5.1W0) 
DlosENDION A(NR.NO) 
commoontwasiL,Ike 
NExio 
m'ale 
u(1ro.u.0) GO TO 300  

C 	REALES 
DU 200 Lal,NC,NE 
ONN1110(tmamil o NC, 
WRITE(1AE,b000) (1,10114,M) 
DO 200 Islo wN 
wRITE (IAE,11010)I.(11(I.4).ths‘,01 ) 

400 CONTINUÉ: 
RETURN 

300 .cONITRUE. . 
C 	ENTEROS- 

DO 400 he1,NC,Ni 
ONNINOC(Miluil,Nc) 
wR1TE(IAE•6020 (11.maL o m) 
DO 400 1111,NN 
WRI2E(IAL:A030) 1.(1(I,J).Jah,N) 

400 cONTINDE 
RETURN - 

4000 rOAART(/EE.I3,*(9X.13)/) 
6010 FORNAT( 1X,13,10(1PE12.4)) 
b020 FORNAT(/OX,I417(4413)1) 
A030 room*? 	1x.13.1117 ) 

ENO 
EURROUTINE ELCAL(lo,A, 1,‘,NNT,mD,NUMPN,NEO,NUMGE,R) 
01MERSION".11)(3,NDAPN),X(1),T(1),2(1) 
oLocksioft mHT(wew) 
cumeNsiow mpoigol 
plammow R(NEO) 
CONAON/AA/A(50000) 

COMAON/10/IAL,:tAR 
.CONNON/N/N11,N12426431,032,N33 

CONNON/iN/IND 
DO skú .11#4,wao 

519 ~M'o 
WRITE(IAE,2000) 
DO 100 mal,NumGE 

ALAu(lAL,1000)-AILEG,NiKek,  
ImitwAil aulo) oulGosoci'm 
meo 
CALI, ELIENIINT(ip,A,T,Z,NUNPO.N.NEEG,NOCRm,NE0,NNT,R,MD) 

100 CONTINUE 
INDel 
CALI, PRINE(R,NE0.1.0) 
CALL ELEMENT(Ip,X,V,Z,NUNpN,N,NEEG,NDCPM,NEGymNT,R,ND) 

RETURN 
1000 rommarcam 
2000 rokmAT(Oi04mgRupos DE GATOS PARA LOS ELEMENTOS 

1///) 
4019.1,011MATI/11/4X,25RNWM DE suglever DEL GRD0o ,15// 
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END 

NUINUUT/ML ELEME:NT(IO,X.I.L.NUMPN.N.NELG,NDCPM,NEO,MMT•R•MD) 
LLAMA LA 50iNoUT1NA ADECOAUA PANA CADA ELEMENTO 
D1MLOSIUN 1013•NY*PN),Xtl1,Yt1)'• Z(1) 

010E0410N N0(N642) 
01NEN51ON AsT(N6W) 
01MLN5LON N(NEW) 
CUOINON/10/1AL,IAL 
,CVONON/J1d/j03 
COMNONélNéiND 
GO TO (1,2),J04 
CALL UUADS(ID.7i•Y•Z,NUMi+N,NEEG,NOCPM,N• NEO•MHT•N.MO) 
RETURN 
CALI 0.1686(14,I#M,NWAPN,NELG,NOCPM e N,NEO,MNT,R,NO) 
RETURN 

END 
61JORUOTINE SONAT(S#ND.UN,NLOILO o NNT,ND,LIN) 
01MENS/ON 5(N,NO),SN(L104),MNT(1),MD11)PLN(1) 
CONMON/I0éL6L,LAE 
CONNON/AA/A(50000) 
DO 100 1111,NO 
KaLM(1) 
IF(10100# 100•119  

110 	DO 500 J51•ND 
NIBLA(J) 
IF(M) 500.500,600 

600 	IF(14.47.01) (•0 TU 500 
1410*MoK 
LpsMD(M)•N10 
5N(LP)aSN(LP)+ó(1•J) 

500 	CUNTIÑOL 
CONTINUE 
RETURN 
END 
GUSPOUTINE DIR(MU,MHT•Nt0) 
01NENSION ND(1),NN1(1).  
DO 20 - 1411,NEÚ 

?0 	Mu(i)•0 
MU(1)$1 
LNIENEOwl 
O0 10 1sl•LN 

10 	NU(/*1)NO0(1).NNT(11.1)+1 
RETURN 
END 
50dRU0T1NE ALTuc(mhT,ND,um o NLG) 
otmcmaxoft LN(1;•MH1(1; 
L5=10000 
00 100 1111,N0 
ir(LM(l)) 110,100,110 

110 	IF(LM(I)•LA) 120,100,100 
ilo 	Lsauk(i) 
tú° 	CUNTIÑUE 

DO 200 Isl•ND 
11=LN(1) 
Il(IliE0410) GO 70 200  
MENIImLá 
It(ME.GTeMMT(II)) ONTtilisME 

200 	CONTINUE 	
. 

RETURN 

1 

2 



END 
SURROUT1NE LENACW,N,NWOUA,A,Aujo 
DINENSION A(NTOOAloODIN),RIN1 

COMMUN/iWIAL,IAE 
whITE(IAE,1000) N.NTIAJA 

CALL TGCAll(A,ND,N) 
CALL IGC5i(ArRrAD.N) 

RETURN 
¡000 	FORRAT(Iété4X,$NNEWel eib,sx,bNiaNs ,1S) 

ENo 
summouaiNE TUCSI(A•RD,N) 
Di/4~JUN A(*).ND(N) 

C 	INIANGULACIUN GAU55•CROUT 
C 	EN SILUETA LE:CIENTE 
C 	coNstoEmalloLl SOLO LOS TERN1NU8 DIFERENTE& DE CERO 
C 	UOE SE PRESENTAN EN LmA MATRIZ dANDEADA SIMETKICA 

IF(MO(2),E0,2) GO TO 150 
ITmA(2))A(1) 
A(3)=A(3)•A(2)*T1 
A(2)mYY - 

150 CONTINUE 
IF(N40.2) RLTURN 
DO 600 hOmiiM 
JMmJ•1 - 
JJIBMD(J) 
JJMejiiimj 
JNIAJJ•00(JO)e1 
If(JNIBEU.0) GO TO b00 
MJRJ•Jh 
wilmJ*1 
1F(JM.L1,LL) GO TU 350 

C 	PRIMER PASO CALCULO UE LAS G 
DO 300 
IMmI•1 
IIzMD(I) 

INIIII•MUUMPet 
IF(1N.E41.0) GO TO 300 
Olm1•114- 
KL=MAXO(NI,MJ) 
U.U. • 
DO 200 Km1(14./M 
Klmh.IIM 
1141~1.1 
XXmAX•A(KI)#A(Kj) 

200 CONTINUO 
1J111+JJM 
A(I0mA(10•41 

300 CONTINUt 
350 CONTINUE 

C 	SEGUNDO- PASO CALCULO DE U 
XXmU op 
DU 400 /004.1,41 

IJals404 

XXIIIXX•YlisA(10 
A(id)RVY 

100 CONTINUÉ 
A(JJ)m4(JO'XI 

M'AMI/A(11) 

148 



149 100 CONTINUÉ_ 
RETURN 
'No 

6USROUTINE 5GCSI(A,R # O04) 
01MENSION A(1)~,mucs1 

C 	ISDETITUCION GANSI•CRDUT 
C 	SACIA ADELANTE POR COLUMNAS 
C 	EN bilauiTN LFICIENTE 
C 	m'unce& EINNTNicidi 

TY(N.GT e ll GU lo 150 
R(1)g1t(i)/A(1) 

RETURN 
159 CORTINAJE 

DO 300 ja2oN 
JAssa•1 

XlaR(JR) 
DO 200 MaJo N 
KMaR•1 
KRaMD(R) 
KNaRK•MO(KM)•1 
MIONSI•KN - 
IF(JM•MR) 200,160,160 

160 RiaMD(19~M 
Roollikm-A(1/).19(L 

200 custzsuí 
100 CONTINUE 

C 	SU5TITUCIUN UAUSE•CROUT 
C 	HACIA ATRA5 POR COLUMNA EN SILUETA EFICIENTE 

DO 500 1a1,N 
MANaMD(i).  

R(1)11R(1)/A(MAN).  
100 CONTINUE 

NPeN+1 - 
NMaN•1 
DO 100 Mal,NN 

Xlsk(1) 
Kaa/•1 - 
NMaND(1) 
MHaMM•Np(115)"1 
MSel•Mh - 
IF(AR•EW.0) 60 TO 700 
DO 450 haMS,Ks 
KIRADUPPI•K 
R(0)44(K)•A(PWAI 

350 CONTINUI 
1.00 CONTINUE 

RETURN.  
LND 

SUBROUTINL DUMAT(RL,KU,N10,1m,ND) 
DINENNIoN «LiNE);Nu(Nio),L0(1) 
cumioN/1u/IAL,14L 
CUMMON/AA/A(50000) 
DU 20. 111 1,ND 
KlaLM(1) 
Ik(KI:E0.0) GO '10 20 
140(KI)BRU(KI).W(1) 

20 	CoNTIMJE , 
OUTURN 
END 



summoUTImm sTioh1(41,114044,15humemLuoMocufau.T. 	150 
!NI#A1A#40,1100,740) 

010~1011 171141bM01.101141T.M01.LOCOD1,01(131).0(IGT.IST) 
411MES@Wle M(11@0) 
DIMEMLION CU111411(1)4($) 
COMMUIUM/M11 # M14.1135.11$14.12,M31 
CUMMONMWA(501100) 

• CUOM010/41/11IL # 14E .  
00'50 1111.10 
DU 50 011•MD 

	

10 	ittb0.0100  
DO 70 JolipMD 
DO 00 Kslolst 
Oh(K)i0, 
DU 40 .141 1.11? 

	

4V 	DOOPID8(10.0(11.1) 418(h.J) 
11:(Kod)gDO(0) 

	

@O 	CUMT1OUt 

	

70 	CONTINUÉ 
1133a1CW1b7 
m3AmmA3‘111) 
enbmmA4.3 
CALL ISTRL56(A(032),LM.11T,ISTINL0,110333.041JoLO,T, 

1n1 # 010140fM00,0,14J40,11(M34)1 
WITURM 
LMD 
2114WOUTIML STRO44(M0F4MoST•15T,MLO#0,4•11,CUrLUoT, 

aml o mim,mmoom,o,cohiw,pmtme) 
. DIML06100 1~(157),LMIMÜ),ST(IST,ND),DES(00) 
Dimimaium ()mime()) 
Dimilhalum 0(0E0) 
DIOLMGIUM CUS0.40(1)4(1) 
D1AL11610M D(18T451),USISI) 
CUANON/10/1AL,IAL 
CUMMUN/AA/400000? 
DO 50 .J4140 
KaLA(J) 
1,(K•EQ.0) GO TO " 
DLS(J)mR(X) 
GO TO . 50 

	

30 	OL3(0mde 

	

IQ 	CONTINUL 
DU 00 Kel o lsT 
EGF(19110. 
DO 40 .141 1,ND 

	

40 	L5F(19mL5100.11711(444~1d) 

	

$0 	CUNTIÑUE 
DU 15 KAI#15T 
Lame 
Db(0)m0,0 
DO 15 .1~0.000 
LT$LT,1 

	

11 	D0(10 1100(10.0(MoLT)*EO(M) 
DU 31 LKAloIOT 

	

31 	E5F(LK)sh&V(LO) 01)0(Lég) 
CALL PRIAL(Ear"1,0) 
Pimmcsr(1)*EAF(2)~iil 
TimmEsF(4) 10 412 
TOMBL6F0) 142 
TUNIBESFOPP*2 



4640~(1)0ESF(2) 	 151 
soons,(2)40Kart3, 
sumet&F(WWW 
ClOsTIM440N+T~MANipi(M•bUN 
ANisluF(WEIrtaiekabli) 
Aham2.~(4) $E8V(5)10sAWIta 
AftEmL5Ft1)stom 
AftuassárineTuN 
afturskairmsto 
LINWINI•ANA.ANIP4NU•ANC1' 
PaNampiN 
CiNga,C1M 
Z1h*.DZIN 
GI(3e*CIN“PIN.102))/9. 
R~.4PINIBICIM.I2Ti,ZIMP*12•10(PINII*3)) 
RAmRP/54. 
O1*(0,3*(RA*02) 
WRITEIIAC,2002) DI 
1,(01.4Te 0) RETURN 
RAIMIQRT((MA*402Pmül) 
RUbleRA/RAi 
TNETA*ACOS(ROS) 
TIS*TRETA/3, 
TRISÑRAI*/#0.3333? 
IS0601COS(Tis) - 
TRUS*TRIS*TROS 
PRINC(1)412.41TR05«,(RIN/3.) 
TWAS*SIN(TIst 
PRINC(2)11•TR0Sm(PIN/3.)'(SURT(3.)*TRISOTRAS) 
PiUMC(35*,,TRUS0(1/1k/3.)*(SWRI(3.)*TRI8OTRAS) 
CALL PRIMEURINCP41rUi 
SAL*PRINC(1) 
BEL*PRIMC(2) 
OILIWRINC(3) 
TAM*AMAZ1(1JAL,OEL,RIL) 
TAMI*AMIN1(8AL,8LL,BIL) 
CORT*(TAM•TAMI)/2. 
IRLTIE(IAE•2000) CURT 
RETURÑ 

2000 	FORMAT(///4X,17HCONTANTL mAX1Mpa 415.5) 
2002 	FORMAT(E15,5) 

ENU 
SUBROUT1NE CUABS(ID,X,Y,'4,NUMPN,NEEG,NDCPM,N,NEU,MHT,R,M0) 

D1NLMSION 1O(3.NUMPM),X191Y(1)!Z(1) 
DIMENSION MD(NhU) 
D1MENSIOS MHT(NEU) 
01)4E11510h R(NE0) 

COMMON/10/1AL,IAE 
COMMON/AA/A(50000) 
OOMMON/N/N11,N12#N26,N41,02,N33 
COMMON/1N/IN1) 
1F(INU.GT.0) GO TU 3001 

REAO(1A14,2010) NNPOL 
WRITE(1AE,1020) NNPCE 
N12=N11•NEELi*NMPCL 

3001.  CALL DENI(ID,x,V,Z.A(N11),NEW,MHT,NUMPN.NNPCE,NbIG,NDCPM,N,R,MD) 
RLTURN 

1000 FORMAT(15) 
2000 FoRmin(i//t4x,30HNum," CASOS 1114T.PE ESPESOR* 45) 
1010 FORMAT(15) 



20242 FORMAT(////4X,27HNUM,OE NOU05 POR ELEMENTO= ,I5) 	152 
vio 
.411.wouTimic DENI(1O#X#Y4.0004NEO,ANT.NUNPN.NNPCE,NEEG 
1,0DUN,N,R,A0) 
DIMENSION 71(1),T(1).2(11.1110.1),NODA(1) 

DIMENSION JgD(,0141) 
DIMENSION ANT(NED) 

DIMENSION N(NE0) 
COMMONnOtIAL,ISC 
CONMON/AA/A(b0000) 

CONNON/N/1411,N12•026,E31.N32.033 
CONNONJWIND 

LECTURA DE DATOS 0E LOS sumas:os 
Ift110041.0) CO TO S00.; 

400 WEIMIAE#2000) M,NEEG 
DO 10.1a1,NOCOI 
READUAL#1000) 
WA/TE(1AE,2030) ',PO 
READ(LAI.2060) NECEPM 
WALIE(1AE.2070) NECEPN 

M13áN12436 
01421N13i360 
N15NN1443600 
N16100/1116 
O17=N16+16 
01011017.i6 
111~10440 
O20110419460 
.1121*020•60 
.M221,0214100 
142~22•60 
N24NN23iNLE03 
02511124•NEEGIB6 
026051425•NLLGI#3 
READ(IAL.2091) N1NT 
WRITE(IAE,2092) TW 3001 	CALI,. CEIS(/0,5.V.1.1.PD.NODA,NUNPN,NNPCE,NEO,NNT, 

INEEGI NDCPN.N.facLPN,L,NLNT,A4N12),A(N13), 
2111(1110)4(015),A(1116).ACW17),A(N10).A(N199.A(N40), 
111(1421),A(N22),A(WI3)oA(N24),A(N25),R o MU) 

19 CONTINUÉ 
RETURN 

1000 	FURNA2(E15.0.F10.0) 
2000 IYORNAT(1042NNIA # 11,5X,NNNOESa o ls) 
2030' 	FORNAT(10X,3ITO #115.1,11,4NPO, .110M 
2060 FORNAT(15) 
2070 FORNAT(//4S.29NNUN.DE ELEMENTOS CON PROPIED INDLCApea .15) 

FORNAT(15) 
•,1 	20102 	FOANAT(///4x4NN/NIAB ,15) 

LED 
44)º0OUTINi 011(iD.A.V•2.11,00•NODA.NONRIGNN0CE.NEO.MNT, 

1ELEGJI0CPM.E.NEWIN,L,N1NT,D.O.0.XG, 
20411-.05,11A ILO#14,11C.NL,C(_I.EV,T.MUipM0) 

DLNENgION NO(N110) 
DIMENSION A(l),T(1)4(1).42(41).NODA(1)4(42.E), 

10(40.40)oli(60,60).A0(4.4j, 
2942(40014§(.).11110.20);LNE60)  

010E0610N PHT(010) 
OINENEION Nu(sgQ) 
plieso&tom ma(60i•sc(ry.4),8L1b0),cm),E0(1)•T(1) 



CONNON/10,IAL,IAN 
COMMON/AA/A(50000) 
CUMMONYN/N11,N12426,m310422.Ni3 
COMMON/1N/1ND 
CUMMON/KON/INO4 
~Iza' 
RAMaNNPCE 
Niel 
NIMm3 
NUal 
NUMmb 
MIMm1 
MUMs4 
II(1ND.GT.0) GO Tu 3002 

C 	LA MATRIZ JIU ALNACAMA Lúa PUNTOS NUESTRA DE 
C 	GA06a.■LEGENDRE 

DO 120 1131,4 
120 REAO(IAL#1000),(XG(II,J).1241.41 

CALL PRIME(X(i,4,1,0) 
C 	LA MATRIZ MUT ALMACENA 401 FACTORES DE PESO D. GAUSS.. 
C 	hEGLADRE 

OU 130 IL1m1.4 
130 READ(IA4,2000),(MGT(ILI,JA)ms1,4) 

CALL PIUME(YGT # 4!4•0) 
If(INOL.E0.0) GO 70 103 

OATENCION DE LA LIT ElirlitRZO DIFORMACION 
DO bl'IMNIoó 
O0 61 JK:11,6 
O(1M,JR)mi),0 
re(le4P0M1..42~0)1 
FasElOt1e•PO) 
FI~F 
FRAPPOé(1.•1/0) 
FP11(1.0(2.,p0))/(2.10(1.•PD)) 
DilaDIFT 
O(2.23mFT 
Dt3,3111F1 
0(4,4)0114fT 
Dt5,5)1511104FT 
0(6,6janIsIT 
P(1,2)111-10FT 
0(1.3)mFRIFT 
O(2,1141FIeFT 
DtataimFANFT 
0(3p1,11FA4WT 

"3,2)*FluliT 
CALL PRIMA(DoboboO) 

C 	CALCULA-LA MATR/I DE RIGIDECA5.011. ELEMENTO 
C 	CUMMESPUMOILATE 
103 	DO 122 KUMel,NOCEPO 

READ(IA1.# 20110) X10.(N00AtIlhIINMOK•MAM) 
RLAD(IAL,11080) (CU(L1),LImieloNIM) 
WIIITItlAgo11090, (CU(L1)ohT9NI.NIM) 
ALAO(IAL,M091) CEO(KLI•AblaMO•NOM) 
wRIIII1AE # 40923 (CO(K0o(CLIPNLIoNOM) 
"s0 
00 41 KNNOI,NAM 
LO*NODA(h) 
DO 41 ME;# 3 
LIDs10(0440) 

61 

153 



lím 

JeJ+1 
11 	LN(J)11419 

CALL ALTUC(MNT*MOoLM•NIU) 
NOKsNUK•NNPCE 
NAMmhAMiNNPCE 
NImNI*3 
N1NaN/N.3 
NU=NW*6 
NOMM40114.6 

122 	CONTINUE 
CALL U1R(N0,MNIoNLG) 
L1NNMD(NE(1) 
MN/TE(IAE # 0010) LIM,NEW 
NOKm1.  
NAMmNOPCE 
N1111 
N1Nm3 
NUml 
NON«, 

4002 	00 107 EINm1,NECEPM 
WNITE(IAL,M070) KIM,NECEEM 
II(INOL.EW•0) GU TO 534 
DO 30 ImIr60 
DO 30 Jm1,60 

30 	5(1,010.0 
DO 12 - LZm1.60 

12 	ELCLZImv.0 
534 	JR0 

DO 51 EmNOK,NAM 
LWINODA(10 
DO 51 
4/DMID(M#LU) 
J~J•i 

51 LiN(OmLID 
C 	ALMACENA EN LA makíz XX LUS VALORES DE LAS 
C 	CUOMDENADAI PANA ,CADA NUDO 

Klm0 
DO 100 JsNOK•NAN 

NUMmNODACO 
K1=111•1 

100 	XX(i•KI)45XCNUN! 
JLm0 
DU 101 KSMOK•NAM 

NOLIBNODÁCK3 
JLIBJL.1 

101 	XX(2,~1BV(NUL) 
KlásO 
DU 102 JAtibolt,NAN 
NUORMUDA(JA) 

104 	XX(3.14I45)14(NUO) 
CALA, ORIME001,1,20,0) 
NUKabOO~Pcb 
NAMabAN~PcE 
IbTab 
11(INUL.EQ•0) GO TO 1$4 
1F(INO.GT•0) NINTa2 

DO MO LAI01,N1NT 
RIOIG(LA,N1NT) 
DO 110 Lisiaba 

1 5 4 



1 5 5 almAG(LY,NINT) 
DU 90 LZ$I•NINT 
Tlemi(ízoNINT) 

C 	EVALUACION DLL DREHAU0b b Y WEL DETERMINANTE 
C 	DEL JAC061ANU DET. 

N17aN26•20 
NW9.0127**0 
N'29$N20•9 
N30AN29,9 
N31=N3044d1M 
IMPRO .  
CALL CTDO ( ID X, X *Z.E. VU bagA.NUMPN.NINPCE,NEG, IST.RU•• 

1NEEG D NOCPM # Ñ,NECEPM # L,NINT#D,b,54G, 
2bGT.PhdlX4M,DET41,5I,T14(N2b),A(N27). 
3A(N24).A(N29),CUrEO•It N1oNIM•NO,NOM,RC,INP,PDET)^  

II(INO.GT.0) GO lo so 
WT=0GT(LI.MINT)*01GT(LYININT)*RGT(LZ•NINT)*DET. 

DU 13 Ret o bo 
L5=0 
RO(K)m0,0 
UO 14 LaNl•NIM 
LbaLS*1 

14 	Rb(K)ÓRB(K),RC(K•LS)*CU(L) 
RLOOARL(K),R8(1)INT 

13 	CUNTINUE 
DO 15 K=1,10 
Lim0 
Ob(K)110.0 
DO 15 LANOoNUM 
LTIBLI.1 

15 	Db(K)MDM(K).D(M•LT)*EU(L) 
DO lb Kal f bo 
MM(K)m0.0 
DU 17 Lm1,1ST 

17 	MOCK)=RO(K).1B(L•A)NDE1(L1 
RL(K)mRL(1(),,RRIN)4INT 

lb 	CUNT1NUE 
DO 70 J151.60 
DO 40 K=1,151 
DM(A)=0.0 
DU 40 LmlyIST 

40 DM(M)21DO(K)*D(R oL)!M(Loi) 
DO b0 INJ o hO 
OTIOT110.0 
DO 50 Lm1,IST 

SO 5TIt'Fi5?IFF•b(L,1)4ud(L) 
GO OlIMNS(I,J).STIFFAAT 
70 cómtimut 
su CONTINUA:. 

OlmN1.3 
NINgthIN*3 
NOsNU•b 
NOM$NOM,b 
1t(IND.GT.0) GO TU 107 

DO 90 J=1,60 
DO 90 111.1,60 

90 allIiI)115(I f J) 
CALL SUMAT(5.60•4(N30)pm104MoMMTIrmr4G10) 

134 	READ(IAL # 9099) NC01 
NMITEtIAE#40911) NCDI 



IF(NCUI•OU.0) GO TU 19e 
INPel 
K1NTe4 
DO 311(01,1oNCD1 
RIAD(IAL•0094) TO145#T1,(TCRIL),KILmNIM # MUM) 
ek1TUIAE#100117) TR#T3.TT #(1(XIL),KILeNIN# NOM) 
IV(INOL.IG•0) GU TU 31 
DU 93 NXelpIINT 
DU 93 10161,KINT 
IY(TR.E.G.0) GO TU 21 
IFCT4441,01 GO TO 25 

21 	RlIgEG(OX # KINT) 
1é(T5•EW # O) GO TU 22 
S1 2,15 
TIILGINX # K1NT) 
GO TO.39 

22 	31 eAG(ÑntrIINT) 
TIUTT 
GU TO 39 

21 	51aXG(MX #I1NT) 
TleIG(ME #KINT) 
R1ZTR 

39 	CALL CTON(ID# X # V#I# E,PO # NODA # NOMPN #NNPCE # NEG # I8T,RO #  
1NLEG,NDCPSoN•HECEPN#L #NINT,Dribli•XG, 
2eGT#Db#AX#LRoDIT,R1#81#T1rA(N201 # A(N27), 
3A(N48)rA(N29),CUpLU#1,NIoNIM.NO # NON D RC # INP #PDET) 

WIENIOGT(RAsKINT).10GT(NE,AINT)*RDET 
DU 19 KatIoN0 
L81,0 
Rb(K)110.0 
DU 29 LaN/N # NUN 
L55148.1 

29 	ROOWARB(K).RC(NoL5) 10T(L) 
RLOOIRL(1)418(K)seT5 

19 	CUNTINUE 
MR/TE(IAE,6031) 01,5'41  

94 	CUNTIÑUE 
31 	CUNTINUE 
106 	MIARRIR.3 

MUMe019014,3 
It(INOL# EG # o) GU TO 107 
CALL UUNATCRL#RUfNiGohMs60) 

IU% 	CUNT1ÑUE 
It(1NULM•0) &TOP 
IF(INDeGt.0) RETURN 
CALL GERACU(NEW # LIM # ILN4(1),M0# MU) 
CALL PRIAL(PU # NEG11 # 0) 

RETURN - 
IODO FORMAT(4F10,6) 
2000 FoRmAT(010.0) 
Joco FORMAT(2113) 
1000 FURMAT(%///lOWNITYPEe #1b# 6X~NINTor # 15) 

41010 	FUMIAT(///4X #5NLINg # 19 # 4X # WINEDI # 1E) 
Su70 	rURMAI(////10x.bibe ,Á5,5x,7MNECETI, .15) 
YOYO 	FURMAT(3110.6) 
1310 	rUNNAT(//4)1 # 13NY.CUERPU IN X#10X,13HF.CUENPO EN y, 

I10X,13W.CULRpo EN Z/(7,..Flomboi7x,F10.6,17X,F10.6)) 
6991 	FURMAT(6F10,6) 
NU92 	FURNAI(//4X # 4NEILIX,SX,4NWEFV#51# 4NDEFZ,5)(# 5NDEFIY, - — 

15A4NDEFTZ4X # 5NDEVAZ/(411•F1Ogb•SX•F10.6,5X.V10.6# 5X #  

1 5 6 



2F10.h4A,FlUl6,51.010,61) 	 157 
$095 	FURMAT(Ib) 
$096 	FURMATC3F5.0,1111b.0) 
11097 	FUNNAT(31i5.2,3$15.5) 
Wuge 	FORmAT(I5) 
$031 	FURSAT(//4X,3mAgg ,110.6o bX,3b11$ ,F10.64X.3MI4  ,r10.11) 

END 
301$MUUTIML 0011(10,X.YrZ•E,P0,NODA,NvmpN,NMPOL,NE0,111T.KU, 

IMILLU•NOCPM•0•NECIP11.1,,NIMI,DobridIG,WGT,D6,11.114MoULT,P,SIr 
1171,11,P,4J,XJ1,CU•EUf l o t41.N1m # NU.NUM,PC,IMP,PWLT) 

0101E31411.1b 1(1),111114(1)•III(4,1).N0DA(1)40,413.1;(6•60). 
as(60,60),$G(4,$),LM(60);WOW(4,41,DM(6),11X(3•20).N(20), 
2P(3,20),XJ(3.3),1J1(3.31.  

DIMENSION Nu(NEW) 
D1MENSTUN Cut1).EU(1).1t1),HC(40.3) 
CUMMON/IG/1AL,1AL 
COMMON/N/N11,N12.N26•N31432#N33 
CUMMUWINélND 
CUMMON/AA/A(500UU) 
1eRITE(IAL,1001) 14,51,T/ 
RY110410C1 ••10 
glim0.5.(111•R) 
Rba1•i1(1~) 
SP.0.54$(1.ssI) 
SMa0.6*(1."81) 
Shal•fi(SiSSI) 
TPE0.5,11.slI) 
Tme0.54;(1.•TI)." 
T5*1.¿(T1*11) 
h(l)aMPeaPoTPm(0.5.((W$*113$T10).(14Pli$MOTP)+(4PoWsT8)11 
m(2)1140i5W0TP•10.5.(( 45,11 5P*TP)*(kM*5$411 /1?).1(RMs5PsT5))) 
11(3)~4.141TP•(0.541((K016a1110TP)*(RWISM,TP)*(11M*$M*T5))) 
N(4)401Web$10TP«e(0.5*((K 405M$TP)*(MPI*SWITP)*(10$41M*T1))) 
h(5)~1.5keTM•10.5s(thbl'hPolTM)*(MPIPS$10TM)*(RP416PeTS))) 
HmssoftwoPTM.(U•be(~11SP•TM).(k04.511010).(kM$6PeITS))) 
N( 7 /111~01,14«i(01,510(0MobseTM)*(W5SSMOTM).(kMesmelps))) 
14 (tl)~05041 191(01, bs((141/bM4TM)*(111)*S58IM)othPoSMIeTS))) 
N(9)111410spirTp 
m(10)4t14$88417P 
14(11)11RSobSitTp 
N(12)1111PlobbsITP 
mti3):114$1.5Yli1'm 
11114PskAs5541TM 
111(15)agSlotiOng 
W116)1111P1,551,1•O 
N(17)1gRPobPsTS 
N(111)11RO*hksTS 
M(19)11kM*60sTs 
M(20)~105AsTs 
DO 19 1151,b0 
DU 19 Ja1,3 

19 	14C(1,01110.0 
LIZO 
DU 31 KAL*1,20 
DO 61 ia1,3 
LI=LI*1 
lt(1•2) 61,91,101 

91 	NC(1.#1.2)sM(KAL) 
GO TU 61 

101 	14C(1,1,3)4111(KAL/ 



GU TU 61 	 158 
RC(LI,1 )1111 (KAL) 

rl 	CUNTINUE 
31 	CONTINUÉ 
C" 	DERIVADAS DE LAS rUNciVAts DE INTERPOLACION 
C 	CUN RESPECTO A N 

P(1,1)0B0 .5,5PSTP•(0 .5*((1,2~1),T11).(0.5*SSIOTP).(0.5,15P*TS))) 
1111.2)11010.51041P;TPót0,4*(id1•!11,81: 0TP,*(•04•SS0TP).(•0 • 5*SP*TS))) 
✓t1.3 jo.0.5404~.(44(hp,SIOSSIPTP).(°2.41,1144ntlí(•.51115MiTS)0 
P(1 • 4141.510SWITO•(.5*(ta2~NeTF)*(.50SWITP)+(.5105M*TS))) 
P(1,5JNe5,épfTM•(.15*(te1.405PIPTM)*(49SSITN).(.5,11111,TS)li 
50(1.6áNye6islo sTN4(.5411 (t4a.ARUP•IN)•(e.b*Wial4),(1».$*SP/Ts))) 
Ptir 7 )".WIPSNI/TM°(.5*(1.••54053•Til!.(•2.411*~TN).(m.5*SM,TS))) 
Pil•ODB•5*SNSTN•ti51,(11021,41$94!TN).(.548S,TN1•(.5.sm*T5)11 
p(1,9».2.4~TP 
P(1,10)...u.5fs8stp 
P(1,11),..2.10N*6MIPTP 

. 11(1,12)s0.5*IsZ*111  
P(1•1.1)4m2.41R,SWITM 
10(1,14)s•.1.5.se*TM 
1)(1,15),•2.41111~TN 
P(1,16 )210 e Ssis:TM 
P(1,17)110.5104POTS 
P(1,16)411•41011PIPTS 
p(1,19):..0,541sm,T8 
P(1,20)10.5*SICTS 

C 	DERIVADAS DS LAS FUNCIONES DE INTENPULACION 
C 	CUN NESPECID A S 

p(2.1)se,511111ploTPee(.51#((.5111 NS,TP).(1.2.104I*RP,TP).( e S*RIPIOTS))) 
Pi2.21041,140W°I.5.(t•IfOIS4111194, (2.41SPIRMInP)*(.141RoloTs))) 
Pt2, 3)1".5•NN•TP•t.5*((•1.*SI'ÉMIIITP)*(•.51,115víP)+(..51,00$TS))) 
11(2• 4041•441RPSTP•ieS*(1"'.50RSiTP).(g,2.9SI.RP,TP)+(g•e5PRPITS))) 
Pi24$1110.5.11PIOTN*(.5111 tIa*NS•TN)*(.2.1111ISRP•TN)EI(.5.111,11TS)0 
11(2.40seleSoNNSTM•(.5*((..5444511M)*(m>2 4~I.NOT0)+( e SsNMSTS))) 
P(2 ,7)11•0 4~;TN•(.5*((T2.14/*RN*TM)+1...6111NisTN)*(•,51,RNsTS))) 
PihN)Na0.541RPITN10(.54;(le.bINS,TN).(•2.101 8h$NPIPTN)*(•,510NP*TS))) 
P(2,9f$041 51,pésT11  
P(2.10)**2.$41I;RWIIIII 
P(2.1091•0•511R101P 
P(2,12)11•2.10SI:RP.111  
P(2,13)50441ASirrm 
P(2,14)ssaesiimoslm 
P(2,15)s•0 sitpalaTN 
h hiti)am24.41i:HP1114 
PthinaMAPsTS 
Pi 2 ,1tbseS,A01*T5  
P(1,1 9)1~.5•AO,TA 
P(2,20)41•Oe5eAlisTS 

C 	DERIVADAS VE LAS FUNCIUNES DE INTENPOLACION 
C 	CON RESPECTO A 

P(41)19.51~(.5et(•h*NSI,SP),(.5implogi)*(•2.*TieRP*SP))) 
P(34)*~M'SP•(.5*(i•bfRSIIISP)*(4~,SSI*(•2egITI*NM*SP))) 
P(3,3)110,5•01~°(.541(~S8)s(oSmital,N)item2.*TISNOSN))) 
P13•43410.$01~0°Ie50, (00.5ANIOANMeSIRPeSS)*(•3.:TIeRO!SN))) 
P(3,5)*•~P•(.5*(1•e siRaispm.,ONp$58).(.2.1,TI 441p105P))) 
P(3 ,6 jse(UAR11:11P•(,5*(0.,”NieSP).(+3,11m*SS) ,(•2.tTi!RN•SP))) 
10(3#7411141 .5ANNIMM•(.5*((PMPN,S4)11(wallPSiSM).(mbini*RNISNI)) 

• P(3 ,111 55.414p*Olmo(.511/itó•SeRS•SNI.(• 5ORP!SS)*(•2.101TI*RP*SM))) 
P(3.9>g0.51PAA•1v 
P(3•10)110.5sAmtAA 

•••, 

bao 

•••••• 



P(3,11)=0.5441s850 	 159 
P(3,12)x0.5410055 
P(3,13)Igi.0.5~5P 
P(3.14)asU.sioRms&s 
11 ( 3 ,15)11•0.54,141e5M 
P13,16/ 1100.5111 wD455 
P(3,17)sm4.47:4101016P 
P(4,16 )**4.41110~51:1  
p(3,19)*.2.10T/wRM4GM 
1/(3,20)s•WesTIOINP*Sm 

10 	DO 30 1.1,3 
DU 30 J(11,3 
D0i4s0,0 
DU 20 1011,20 

20 	DIJOsuum.i0 (1,X)0XX(41,111 
30 	XJ(1,0=uum 

TF(TwPaw,u) Go Tu 2004 
xicaxu(1,1) 
vsagxJ(1,2) 
Zi4RXJ(1,3) 
XámXJ(2,1) 
YbaXJ(2,2) 
ZS.XJ(2,33 
X111114(3,1) 
VTaXJ(3.2) 
ZTaXJ(3,3) 
mai:cosi) GO TU. 2004 
Il(keL0.1) GO TU 2003 
116Is(Ylin5•(ZPP116))**W 
Tjós(ZR41 716•(Z1016))**a 
T1611 (XR,116•(Y5~5))**1 
POLTIBMIRTlIii+1.16.1K6J 
GU 10- 2004 

2002 	5/525(110ZW•(211011))osd 
SJWIR(2101(7•(XpeZT))**1 
ISAis(211,1111.(YRIDA7))**1 
POE1aiSORTUIS,&.4441(51 
Gu 70. 2004 

2003 	Rise(TasZT•(iseT1))1,,,2 
Rusg(Zis*x1-(I5ozT)),101 
Rhsa(XSt1-(rseXT))**4 
PDET1160RUNI6.1W6~63 

20.94 	Tr(1MP.66.0) RaTuRk ' 
xiow(2.2)exJ(3.3) 
xusxJt2,3Phi(il.1) 
xTuaxj(2,1)sx.)(3.3) 
xiftexJ(2,3how(3,1) 
X01aUbl(2.1),LJ(3.2) 
X111)=Xj(2,2)4uu(3,1) 
DiteXJ( 1 ,1 )4 (xR4110).(1J(1,2)*(111L•xIN))+(XJ(1.3)*(ZUL•XDP)) 
Ir(DIT.GT.0,00001) no Tú 40 
teN1TE(IAL,1000) 
610P 

. 40 	DUMal e /OLT 
XJ1(1,1~Ums(X10, (0) 
XJL( 2 / 1)41•PUM/WaLeXIN) 
xji(3,1)wipU00(144•XUP) 
XhIeXJ(1•21•XJ(Joi) 
xNuisxJc1o3)alw(3.0 
xNufsxJ(1.1).x.10,41 



Xtd1=XJ(1,4)*XJ(.3.1) 	 160 
XNS:014(1,1)40W(3#2) 
XNT=XJ(1,2)10XJ(391) 
XiJI(1,2)DUNII(XN11.XNU) 
Xuat202/410001 (ANO..ANR1 
AU1(3.2)Ag0UUNIOCANS•XND 
2NINXJ(1,2)*XJ(2,3) 
ZNONAJ(1# 3)10XJ12,21 
ZNUNAJ(1,1)eij(2•3) 
zftkagxJ(24)41xj(1.3) 
zNagxJ(1,1)“,;(2,2) 
unexa(1,2)1~2.1) 
xuI(1,3)suumsaw1inNoi 
xhiI(2•3)a-uumstzku•zwii 
xliit3,3>epum*(zNs-zsT1 
NAL=1 
NA157-3 
DO NO KN1,20 
DU 21 Ialib 
DO 21 hisNAL,NA3 

21 	8CIMM0,0 
DO 50 1=1,3 
S(1~5•2)241(1.01441012)01J1(1.1~(1,K) 
1112,11114•1)118(2•MAI*1)4~12.1~1,K) 

511 	11(3•1404)*O(3.NA4).J1J113i1OP11,00 
11(4 ,14592)118(2044.t) 
1114.11A11•1/%(14~4/ 
ht5~5•1)111,(3,0441) ;. 
B15,14A5)1111(4~92) 
1116,14AS•23mB(S~I) 
8(6 ,NA5)011(4rNA5.1) 
NALIBMAL+3 
1111MBNAG+3 

64) 	CONT1NUE 
IF(IND,E024) GO TO 300 
1132:14431.(bUNIST) 
CALL STAL(A(N31.)05411,1418t,DB,NEO,RU.CU,E0,I # NI,NIN, 

1ft0 NOM b0) 
300 	ICTURN 
1UU1 FoRmlnorlom 
2090 	FoRmig(Iéé,4431,44. Dam CERO PARA EL ELEMENTO) 

tmo 
SUOROUTIML GUADalIV.X•14,NUMPO,NEEG#NDCPM,N,NEO,MHT.R.MD) 

DIMIM81ÚN 111~0),A11!:Yllia(1) 
D1RIENGION OD(NEWI 
DIMENSION OHT(NEO) 
D1NLASION R(NEO) 

COMNON/I0/1ALJAS 
CONNON/AA/A(50000) 

COMMURé5éN11,514.1426,N31,142,1433 
COMMUN/IN//ND 
It(1N0414) GO TO 3901 

REAO(1AG # 1000) oCotoNNP14. 
5RITE(IAL,2000) NOL 
NR/1'E(1AE,2020) NNPCk 
N121iN11.NEE4.NNPCE 

3001 	'CALLA 0A015(10.X.141,A(0/1),11EW•ONT.NUNMONPefloNEFG,NDCPN• 
1N,NCDE,R,A0) 

N'AURA 
1000 	FORmAt(215) 



2000 FORm4T(////4X,30NNUN.DE CASOS DIST,DE ESPESURA ,15) 	161 
420 FURNAT(////9(,27NNUN.DE NUDOS POR ELEMENTO= ,1b) 

ENO. 
"GURROUTINE. pAcii(114X,Y4,NODA,NEQ,MHT, 

1NUMPN,NNPCE#NCEG,NUCFN,N,NCOUR o ND) 
DIMLNSION14(1).7104(1),Lº(3.11,NODA(1) 

DIMLNSION MD(NIÚ) 
D1MEN4TON NHT(NEQ) 
O1MINelOft ROMO.  

COmokuN/10/1AL,TAE 
CDOMON/NA/A(50000) 
CUMMO,Mti111,N12.1126,031,022,N.33 
CUMNONi1N,IND 

C 	LECTURA De UNTOS uki LOS ELEMENTOS 
Tr(IOU.GT.0) GO't° 3001 

100 WRI1C(IAC,2000) N.NCCG 
DU 10 1*1,N0CpM 
auxi(iau,agoo) E,PO 
PRI1C(1AC,2030) g,PU 
DO 20 - Ra3 o NcuE 
READ(ZAh,2040) ThileiNECET 

WNITE(IAC,200) TN1C 
WRITE(14E400) SICET 
N13NN12i16 
Ni4=N13364 
Ni5eN14.1256 
NINIBN1516 
N17=N16+16 

_N1ssN174.4 
11/911$14416 
N20BN19.116 

N2131420•10 
N2211N21.32 
NW3*N22•16 
1.24EN23~E.012 
N25•024~03 
N26NN251NEL02 
READ(1AL,2091) 1TYPE,N1NT 
NWITE(IRE.2092) /TYPE,N1NT 

300$ 	CALI. 01:14ILD,X,X,M,P0•TOIC,NUCIA,NUMPN,NNPCCoNCO,MNT r  
ISIEE4oNDCPNI,N.NCOE•NIECCToidoiTYPC,NINT•A(NI2),A(N13), 
aA(N14),&(015),A(016),&(Nii),A(NI41).A(N191 • A(N20), 
3A(N21)•A(N22),4(1123)•4(N2!!),A(N25),R,N0) 

29-CONT1NUL 
10 CONTINUÉ_ 

RETURN 
1.000 • FORNAT(115.0,F70.0) 

2900 rORMAT(1031,3h10 ,15,5x,6RNIlsor .15) 
2040 	FURMAt(10X,3Nyil ,F10.45,11,4NkUm ,F10,6) 
2040 FURNAT(F100) 
2050 rORMAT(////971,0NESPE6OR, ,F10,10) 
2070 FORNATM4x,39NNUN,UE ELEMENTOS CON ESPESOR INDICADOS ,I51 

aóws 	FORNAT(215) 
3912 	rURMAT(//,911,7RITTFEs ,IiaX,014N/NTI,  ,I5) 

LNO 
"00424011" 0MID,X,Y44,11,,O,THIC,NOOA,NUMPN,WWICE,NEO,MHT, 

INE66,NDEPOI#0,NCOS,NECET,L,ITYPIE,NINT,D,6,MG, 

Dimuisiuft xtibycli.z(li.0($4),NoDA ( i),D(4.1), 
la(4.16),4116,16),Á4(4,41,' 



ti 
21"11(4,41.0R(4).XX(2,10,LM(16)  

DiMENSION MD(N00) 
01MENSION MHI(NEU) 
DIMENAION RuINWW.  
DIMENSION 148(1(0,14C(10#2),ML(16),CU(1),E0(1)0.(1) 

COMMUN/10,/AL,IAR 
COMMOMMIDS//NOL 

COMMON/AA/A(50000) 
COMMON/NéN11,1412,N26,NJ1,Ni2,N33 
CUMMONIIN/IND 
NORNI 
NAMNNOPCI 
NIN1 
N1MN2 
N(Jal 
NOMw3 
MIMw1 
MUMw2 
IF(IN041.0) GO TU 3002  

WRITE(IAE,3000) 0,PO 
C 	LA MATRIZ XG ALMACENA LOS PUNTOS MUESTRA DE 
C 	GAUSS•LEGENDRE 

DO 120 LIR1.4 
120 READ(IA1,1000),(10(11,0.4*/.4) 

CALL PRIME(X4,4,1!,0) 
C *. LA MATRIZ WGT ALMACENA LOS FACTORES DE PESO DE GAUSS•  
C 	'14EGLNORI • 

DO 130 ILIN1,4 
130 READ(IAL# 2000),(WGT(/LI,JA),JAIII,4) 

CALL PRIMUNGT,4!4.0 
C 	UOTENCION DE LA LEY ESFUER40 DEFORMACION 

FBE/(1..P0) 
GwriPO/I1••2.APO) 
NwF4G 

C 	AMALISIS PARA DEFORMACION WN EL pLANO 
0(1.1)0M 
0(1,2)45G 
D(1.3)110. 
DC2.13114 
D(2,2)wii 
D(2•3)s0. 
OtiolisUe 
D(3,2)wu, 

.0(3.3)*F/2•  
CALL PRIME(Dp4r4f0) 
MITYPE.E0.1) TH1Cal. 
IP(1TYPI.E0e1) GO TU 104 

C 	ANALIS/S AXISIMETRICO 
D(1.4)sG 
D(Z•41w4 
O(3.4)50. 
O(4,1),G 
0(4,2)wG 
0(4.3)NO. 
D(4,41)sÑ 
CALL PRIME(D.4,4•0) 
1Ft1TIPE.LO•U) GO IO 109 

C 	PARA ~LUIS DE EAPOERiOEN EL PLANO 
C 	MATRIZ 6SEUE:MZ0•0EEJORMALON CVNUMNSADA 

00 10 INI # 3 
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C=0(1,4)/D(4.4) 
pu 10 UxIii 
0(1.0100(I,J).0(4,u)pc 

10 Ottio1)5D(1,J) 
CALL PNIME(144.4.0) 

C 	CALCULA LA MATNIZ01 RIGIDLCES DEL ELEMENTO 
C 	coRNESPONDIENTE 
101 	CONTINUE 

DU 102 KUMgal,NICET 
NEAD(IAL,d0W0) 1101.(NQUA(I1).1IENCK,NAN) 
oNITE(IAL,4000) NIM,(NUDA(11). .IIIENOK,NAN) 
NEAD(IAL,10$0) CCU(L2pLieN1•141M) 
whITL(IALoW090) (CO(LI)pLIgN1.NIM) 
KLAD(IALFW091) (LU(KL)olkh=19UrN°M) 
witITLUAEi8092, 110010,1(LaNO;N°M) 
J=0 
DO 41 KgNUA,NAM 
LO=NODA(A) 
DO 41 NE1,2 
14/0sID(N o hU) 
Johl+1 

41 	~n'U 
CALI ALTUC(mHT# 1b # LM,NLW) 
NOKyNOK+NN11cE 
NAMaNAM444NkCE 
N1:44+2 
141~101.2 
MOINU•3 • 
ftUMagNOM.3 

102 	CONTINUÉ 
CALL V1R(MV,MHT.NE0) 
LlMsMintIL0) 
NOK411 .  
NANIENNIICE 
Nlml 
NINa2 
«0'1 
NUMi3 

3002 	DO 107 KINal,MECLT 
DO 30.1a1,16 
DO 30 Jahlb 

30 	$11;0110.0 
DO 12 -112m1,16 

12 	NL(LZ)lit1.0 
MRITE(IAEJ1070) AlMoNfiCLI 
Jz0 
DU 51 luNuh,NAO 

hOsNODA(K) 
DO b1 Ná1,2 
h1D111D(N,L0) 
"1.1 

51 1,M(J)BLID 
C 	ALMACENA EN LA NATK1Z XI LOS VALORES DE LAS 
C 	COORDENADAS PAPA CAVA NUDO 

KL=0 
DU 100 ~AMO 

NUN$NODA(J) 
K101/.1 

100 	XX(1,KI)BX(NUN) 
J4=0 

1 6 3 



164 pu 101 KmNUK,NAm 
NULmNODÁ(11) 
JLaJL+1 

101 	XX(2,UL)3Y(NUL) 
NUMmN0g.NNPce 
NAMmNAM4NNfrcE 

MITYPE.E0.0) 161'4  
I*Tm3" 
Ir(INOLeED.0) GO TO 134 
IM(1NU.GT.0) N1NT=2 

DO YO 
ilIzÁG(LX~T) 
DO to° Laigi f ftiNT 
sizÁG(LV.NINT) 

C 	EVALUSCIOM DEL OPERADOS O X DEL DETERMINANTE 
C 	DEL JACOBIANO DET. 

NOmN26.11 
N2SmN27416 
Na9mN20.41 
N30aN29•4 
N31,1430.LIM 
INPaC 
CALL bTDM(11:14,V,Za#100/WHIC,NODA,NUMPO4NNPCioNEMIT,RW, 

IMLEGoMOCPM#NrNCDS,RECET;L,ITWPE,NINT.D,S,S,XGe 
210GT,D1l #XX,LM,DET,H1,6411AN,A(N26),A(Na7), 
441(W44)#Á(N49),CU•IOrlipNloOLM,NO,NOM.RC•INP,DNI•DS1) 

.ce TU so- 
IF(ITieL.GI,o).~THIc 

'IngeIGT(LX,NINT)6PGT(IY.sioT).XmAIODET 
DO 13 ou1f16 
uno 
149(10110.0 
00 14 towolftilm 
LIMILS+1 

41 	RO(K)6RD(K)*RC(KeL4),CUI0 
RLOOmR1.(11).11(1)sOIT 

1J 	CONTINUÉ 
DO 15 Ka1,157 
Llm0 
Dh(K)m0.0 
DO 15 101NO,N000 
LTZLT+1 
DbMáDb(h).0(11.1insEU(L) 
DO 141 11111,/b 
R11(1)110.0 
DO 17 Lm1,16T 
RO(10mRS(10.110d#191,01111.1 
IghtlUaRhCh)qpRellWINT 
CUNTINUE 

DO VO 05/ # 16 
DO 40 Ill,laT 
Db(R)m04,0 
DO 40 Lm1,IST 

49 DO(X)s95(K)+1,((4)1/91L.J) 
DO 60 ImJ # 16 
STUF*0,0 
DO 50 LmlfIST 

50 STI!'FsSTIFM+b(L,l)'ub(L) 
60 511,J)$S(I,J)+$TIFf•NT 
70 costimuk 



SO CONTINUÉ 	 165 
N14141+2 
NIMIINIM*2 
NO=NO .+3 
NUMaNOM.3 
M1140141.0) GO TU 10? 

DU 90 Jal,lb 
pu 90 InJ o lb 

90 g(J;IDIS(1,0 
'CALL 5UMAT(5.16,A(S30),hbOoLM,MHT,M0 / 1311) 

134 	OILAD(LAL.009S) Se01  
imITIMAE.9099) NCDI 
11(NCOT4G.0) GU TO 191) 

KINTI12 
DU 31 11021,NCDI 
M1:AD(TAL,W096) T11 ,15,(T(KIL),KIIAMIM,M0M) 
OMITE(IAL;9097) TH•TS•ITtKILJ,KIL*MIM,M0M) 
IF(INULM.0) GO TO 31 
DO 93 mXIBI•Klml 
ir(i9.E9.0) GO TO 21 
11,(TS.E0.0) GO TU 25 

21 	itleXG(MX,KINT) 

GO TO 27 
21 	81axG(mx.h1N7) 

1111,TR.  
OKITE(IAL,0031) kloSi 

_ CALL STDAILD4PW1141,14WHIC.NODA,NUANGNNPCL,NE0oD5T" 
1MLEUrNOCPOphoNCOUNECET•LoLTXPLOUNT.D # 0,5,XGr 
210GT,DB,XX,LN,DET,111.0I,ISAS,A(N2b)• A(N27), 
1.11(142ii),A(N2?),CuMeTiNI,NIA,NO,NOM,RC,INP,D11,0SI) 

DEVIDal 
IF(RI.EU.1) DET=URI 
WItialWGT(MÁ,KINWSSWPOET 
00 19-10i1,16 
45=0 
Rb(0)a0.0 
DO 29 halowl,mum 
1.8=1.4.1 

29 	RO(A)~5010441C(KILS)*T(L) 
AL(S)IBRIA(10.ROOPPOTS 

19 	CUNTINOL 
93 	CONTINUÉ 
31 	oolmiNue 

oummum.2 
mlommOtim..2 

‘w 	 iFtteloídwl(Gilo) GO TO 197 
CALA. ouNAT(RmuosE0401,16) 

107 	CONTINUÉ 
It(1901#.69.0 STOP 
11(LNO.G1.0) NITONN 
CALI hellACO(NE0,140,A010).MO") 

OITUSN 
1000 roNAAT(4F10,w) 
2000 FoRmAT(4F10.9) 
19e0 romm(919) 
3000 FURMATO///10X,3HVB .11-10,b # 54( #41HP0s 'FIMO 
4090 FoRmaTt/é4X,wHELGNIKNI0,vxámoutiO1 o 9x,~0e0T, 

111,510~03,9)1 hol0904,9h1ONWOul. 43/1.5~~, . 

4 



29X•bMIN0007419X4HOUDOb/(4I,15#9X#15•9X,I5,9)(1Ibo 	166 
. 39)1,15.911,11#9X00/9X,I5,9X,I1)) 

79907,08MAT(////19WMITYPER fl9obtriMMINT4 ,I5) 
0031 	FORMAT(//4)1,3HP4 rFlOebf5X,3Nlia ,F10 # 6) 
000 	F1111"(////10)1.4111,01  ,I54)1,7NNECET5 45) 
gotio 	rimmat(Zrio,é) 	• 
0090 	FORMAT(//4X,I3NFeCUENPO WN X•10X4314F.CUERPO EN y, 

I(Txtrloió.t7x,Fiv.b)) 
6091 . FOMMAT(3r10.14, 
0092 	FURMAT(//4)1,4HOE6X,5X,4hWEFTaX # 5HOEFXY/ 

1.(4X.F10•695XDFlOeboblt,FIU,t)) 

SUBROUTINE STON(/D,X # 1,Z,E#PO,THIC,NODA # NUMFN # NWPCE,NEO4ST,RU, 
IMEKG.SOCIPM,N,MCDEiNECILTLIITWPE,NINT,0 # 0,4,LGs 
214T,U0,50GLM,DET,14,51,X1A11,14fPF XJ,XJ1,CO,E0! 
3T,NI,NIM#NO,N0M,FiC,INPrühle D4I) 
DIMENSIOM X(1)0Y(1)4(1)DID(3.1).NOOA(1)40(4,4), 
10(44())8(1be16)*AG(4.4joliM(lb), 
30OT(41 4),01$( 4)~2;0),0(0)or(2s0),XJ(2,2) # XJ1(2,2) 

D1NENSION Ru(N84) 
OIMENSION Cu(1).E0(1)4(1) 
DIMENSION NC(1G,W) 

COMMON/lOYIAL,IA4 
CUMMUW/N/N11a12,N26,Ni1iN32,N33 
COMMON/IN/IND 
COMMON/AA/A($0000) 

121/211 4 •11 
»Pliis*S1 
10111/eiR 
SMIsi,•81 
sás0.5*(140(5/01I)) 
R5010.5*(1.•(R41k))" 

C 	FUNCIONES VE INTeRPULACIUN 
fik1)x0,25*10*sP.(.5*RS*SP1eqe5.045*RP) 
HI2)a0.254~sfil.(0e5SRS*51?)•40eb*S8*RM) 
N(3)*0.510RMIsM.(0•5,SWIMM).(0.1,R5*sM) 
N(41.0•251~304.(0,5*RS*SM).(0.141SSIRP) 
.H(5)208418P 
M(6)*S5IIRM 
14(7)1013eSN 
H(0)14151W. 
4C(1,1)211(1) 
RC(le2)00e0 
RC(2.1)40e0 
FlC(2y2)*h(1) 
RC(3,1)204(2) 
RC(3,2)110i0 
AC(4,0x0.0 
Rt(4,2)*N(2) 
RC(5,1)*M(3) 
HC(5,2)50.0 
RC(6,1)40.0 
Rt(6.2)4IN(3) 
RC(7,I)=N(4) 
RC(74)2B0•0 
RC(0,0110.0 

0095 	FORMAT(IS) 
0096 	FORMAT(2F10.3,2E15,0) 
0097 	FORMA1(2F10.5,2£41,5) 
00911 	FORMO4(I5) 

KNO 



Re(0,2)141(4) 
RC(9a),N(b) 
MC(9,2)14.0 
RC(10,1)100,0 
RC(10,2)11H(S) 
Reti1#1)*h(6) 
RC(11#2)110.0 
RC(12,1)a0.0 
RC(12.2)sH(6) 
RC(13,1~(7) 
RC(13,2)R0.0 
MC(14,113090 
RC(14,2)4M(7) 
RC(15,1)ati(8) 
RC(15,2)50.0 
RC(16./)s0.0 
Re(1b#2)sh(8) 

C 	DERIVADAS .DE. LAS FUNCIONES DE INTERPOLAC/ON 
C 	l e.,CON RESPECTO A M .  

P11,1)sUe251111P.(0.5*WISP)•t0eISSS) 
piloDie.;(0.25*SP)*(0.5bRIMP.)t50.5esS) 
P(1,3)a*(0e2SSSM)*(0,54SS)!(0.5~0601) 
P(1,4)e0,25$41N+50ebeR*0MJZ(O,0*SS) 
P(1.5kmo#(R.SP). 	

. 

P(1.6)11«,S5 
P(1,71am(R,SM) 
Pilve)m44 

C 	2•iCON RESPECTO A S 
P(2,1)110.25~0A,(0410115).(0•5•15I~) 
P(2,21110.25*MNe(04•RS)4(0,5441siam) 
Pt2,3j**(0,2511RM)*(0.1*SI*RN).10,SekS) 
Pi40)1B4.(9.21*DPI«0,4!«4)!(0,111isRp) 
P12,5ImRS 
11(4011•(5144114) 
Pi2,7Im•R8 
P(2,0)m•UI*RPI 

C 	EVALUACION DE LA MATRIZ JO:Oh/ANO EN EL PUNTO (R,S) 
10 DO JO 1111,2 

DO 30 ou v a 
DU010.0 
DO 20 Km1,4 

20 DUMmDUM•P(I•h)*Xa(4,01) 
30 AJ(1,0NDUM 

RAZNXJ(1•1) 
9*321XJ(1.2) 
TAZmxj(2,I) 
DAZmAJ(3,2) 
0311~24(PA39.2) 
D5/111141RT(06) 
~TAZ:$*2*(10E04;2) 
DM/SHORT (DR) 

C 	CALCULO DEL DETERMINANTE DE LA MATRIZ JACoSIANO 
C 	EN 'Ud PUNTO cibal 	- 

DETéxj(1,;),xj(2,2)•xJ(4,1)whi(i,a) 
IF(DET.OTe0,00001) GO TU 4Q 

WRITESIAEr2000/ .14 
STOP 

C 	CALCULO DE .LA INVERSA DE LA MATRIZ JACUBTANO 
40 	IF(INP.NE,O) ROTURN 

DUMaIi/DLT 
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xhuc 1, ti1,alki( 2 . 2 )"" x.ul1,2inexj(1,2)eauri 
--Awl(hafirmxhica,i)oplim 

Liat2.2)»xlm1,1)litum 
C 	svatimelos 4L0eALIILL OkLablwa a 

Kamil 
DO 60 1001,d 
K21,112+2 
11(1,12•1)150, 

St 2/ 11:0050. 
at2,K2)§10, 
DO 50 11,1,2 
#11;x2.1~(1,1(2.1).XJ1(1,I)*P(1.K) 

SO 1112,1(2)GS(2:4(2)+XJ112,0*Pe1',K1 
S(3,K2)103(1,112•1) 

GO S(4K2m1)áb(2,112) 
MINI:4E0:0) GO  TD 30U 
NJ2sN31•(lb*IST) 
MÉITEW4,15001'1,61 
CÁLL 614/(.G(N31).b,LM,D,IST,DS,NEO,RW,CO,EO•To 

INI,Ním,NO,NDM,16).  
RETURN 

300 	- II(ITYPE.GT.0) RETURN 
- 1000 PORMAT(////411,33NEh DET.IE CkRU PARA EL ELEMENTom 
1500 Foamatué/i4x,15maid VALUK DE Ra .1-10.64A. 

115NLL VGLOR:OE Se ,r10.0 
' 	EGO' 
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Lewan E4ION 6,(3441 RUNNING UN LpTO 
wsTART,  ubEW mi-Líp 1»u.5bui Jon 	 SFUER SEU. 241& DATE 26-sEp•w1 16:53:3/ 

MONITOR ININ 507/60y Ts+RT 41sTARTs 
REQULST CREATED: lbm6E110b1 Ibub:59  
FILE: u$KCOUSFUERts50.5501 cREATFD: 28.SFP•81 14:50:00 <157> 

PRINTED: 28usEP*81 lb:b4:b2 
(JUEUE: SWZTCHES: /PRINT:ARmow /FILE:ASC/1 /COPIES:1 

/SPACING:1 /LIMIT:31 /FoRmS:51.10 
FILE WLLL üE RENAmED To <057> PkuTECTION 

girwasiols*****************4*****************s~stoww,wsissils 
ESFUERZOS PRESENTES EN UNA vALVuLA PARA CONTRob DE FLUJO 

EN LOS PUNTOS DONDE SE buBREFAsA EL EsFuEnü DE cF.DENcIA YF 
LOS ELEMENTOS DONDE SE EVACUAN ESTOS ESFUERZOS SE ENCUEN- TRAN MARCAu05 CON s EN LA WIG.5.23 
1/ 111/ 1/*******,~wg***************ss******** 10414,01~*.swgisviss 
NUMERO DE EDEmENTOSw 28 	NUMERO DE PUNTOS NODALEsm 254 

MATERIAL ACERO INOXTDAbLE 304 

MODULO DE Y01~19.00E06 Nw/CM**2 
MUDULU DE FoIsSONg0.305 

COEFICIENTE DE DILATAcIUN TERmICA=17.3E0.06 1/GRADOS CENTIcRADOS 

DENSIDAD=7.747 CkAmoS kASA/Cm**3 
ACELERACION pE LA GRAVEDAD•981.00 CM/SEGIO2 

ESFUERZO DE cEDENciA DLL mATERIAL=4.w2E04 Nw/Cm**2 

INCREMENTO DE TEmPERATDRAw200 GRADOS CENTIGRADOS 

ELEMENTUg 	2 	NECET: 	28 

S 

0,577350 -0.577000 .0.577000 

TENSOR DE LOS ESFUERZOS 
1 *1.1917E+05ESFUERZO A 
*4.8205E+04 ESFUERZO y ? 

3 -2.8119E+03 tsFuERZ0 Z 
4 -1.1318E+03 bsFuEHzu AY 

65  1:144:84 EsFu 140 xZ ZA 

AEWJIIIMINTE 



""ve3LJJur.wdao 

C511lEkZUS PR1NcipALLS 
a h,5846E+03 
2 •1"2830E+05 
3 •4"8551E+04 

CORTANTE MAX4MLz 	0,674322+05 
0,577350 •0,5/ 10(10 0,577350 

1 •9 4,4118E+04 
2 •2•1909E,U4 

3 •2'7620E+04 
4 •3'0839E+04 
5 1.2328E+04 
6 ' '4398E+04 
•0, 8439E+28 

• 
•1IE: 

•6115 + 
11  
q 

0,59/1311"0:0/11g 

1 
1 •4•

4
8457

1
E+04 

1 578E+03 
•1•5142E+04 

4 •9'0829E+02 
5 8'8296E+03 
6 1,8864E+04 
m0.35767E+26 

1 9,5204E*03 
2 •5,7284E+04 
3 •1'0257E+04 

m0•5  77000 
0.6065.1L4,0 

CORTANTE MAXIMO= 	0'33402E+05 
0,577350 0115/.7350 0,577350 

1 •6,24;4E+04 
2 •74,0415E•03 
3 1'0168E+04 
4 • '0944E+04 
5 	* 5163E+03 
6 1,9443E+03 
•0•3292bE.26 

1  1.86;3E+.03 
2 •6"4808E+04 
3 •1,6738E+04 

CORTANTE MAXIMOR 	0,333352+05 

ELEMENTO= 	3 	Nk:CE1* 	28 

0,577350 •0.577000 m0'577000 
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4,92461.03 
•6.0807 +U4 
111•1331E+02 

CORTANTE MAX1MOw 	0.32866E+05 
LLEMENTU= 	26 	ULCEls28 

9.577350 ~0.577000 .4,677000 

í

~5.83/7E+04 
4.1200E+03 
~1.2066E+04.  

4 ~4.1986E+03 
5 8.3024E+03 
~0.7 
6 ~2

099
.1023

4E+26
E+04 

-  

1 1.0145E+04 
? ~6.6505E+04 
3 ~1.0005E+04 

CORTANTE MAX1MUit 
0.577350 0,577350 

1 
1 ~1.3524E+05 
~.9980E+04 
~
5
1.5983E+4 

4 3.7838E+03 
5 1.0807E+04 
6 ~3.9244E+04 
~0.49341E+28 

1 ~2.72/4E+03 
2 ~1.4751E+05 
3 ~6.0968E+04 

01 38.350E+05 
.0.57700Q 

CORTANTE MAXIMO: 	0.72392E+05 
0.b77350 0.5773b0 0,b77350 

1 .•7,3714E+04 
2 ~2.1170E+04 
3 ~3.5121E+04 
4 2.5651E+04 
5 »1,1784E+04 
6~1.6123E+04 
~0.21328E+27 

'• 

1 
2 
3 
~1 
	1 

$
.
6
2
6 9E

+03  
~4.1814E+04 

CORTANTE MAXIMG. 	0.42.Y/4E4,05 

ELEMENTO= 	27 	NECET= 	2R 0,577350
!!
•0.577000 m0,577000 

1 ~8.279E+04 
2 ~9.6958E+03 

•1:1/Will 
:0-1414g1tY 3  

,91  

'4' 
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CAPITULO 6 

CONCLUSIONES 

Durante el desarrollo del trabajo se •stoblecieron los con-

ceptos básicos que •ntron en juego en un análisis de ele—

mentos finitos, sin embargo, paro desarrollar problemas prdc 

ticos de lo mecánica de los sdlidos es necesario tener un 

conocimiento más profundo de cada una de las disciplinas 

involucradas, ésto se puso de manifiesto en el Caprtulo 5, 

cuando se plantad el problema de analizar el cuerpo de uno 

válvula "Y" poro control de flujo. 

Debido al carácter básico da la obre, puede concluirse que 

ELF INTEST no pretende ser de carácter general y mucho me 

nos perfecto en el sentido computacional y aunque fue in-

t•ncidn del autor elaborar un programa eficiente, ésto 46-

lo se consiguid en formo parcial, ya qu• no es capaz de 

analizar cuerpos cuya matrrz de rigideces en forma unidi-

mensional sobrepase el Irmit• de memoria del procesador - 

c•ntrel, sin embargo, al recordar el objetivo fundamental 

del estudio " Incursionar en las técnicas de análisis de dis-

positivos sometidos o distintas solicitaciones externas" todo 

perece indicar que liste se alcenzd en forma satisfactoria. 
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