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PROLOGO 

El presente trabajo expone un co!l.junto de leyes de reali

mentaci6n para lograr el desacoplamiento de una clase restringi

da de sistemas multjvariables, con base en U:'l. pror;rama de compu

tadora. 

El texto está organizado :ie la siguiente manera: en el Cari • 

1 se plantea el problP.t:la del desacoplamiento de una clase -

restringida de sistemas multivariables. En el Cap. 2 se da,

dentro de un marco de referencia hist6rico, una condici6n ~~~oq~ 

ria y suficiente para la existencia de una soluci6n al problema

planteado en el capítulo anterior. En el Cap. 3 se plantea una 

caracterización de la clase de matrices de desacoplamiento de 

los sistemas descritos en el Cap. l. En el Cap. 4 se describe un 

programa de computadora para el diseño de sistemas multivaria--

bles con base en la caracterize.ci6n anterior. En este miau.o Cap. 

se proporcionan varios ejemplos de aplicación .:icl progru.l!.a. Por

Úl ti:r.o se incluyen doa Anexos donde s8 p:::·oporcionun el diagra1!la

de flujo y el listado del programa. 
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CAPITULO PRIMERO 

EL PROBLEMA DE DESACOPLAMIENTO DE UNA CLASE 
RESTRINGIDA DE SISTEMAS MULTIVARIABLES 

1.1 INTRODUCCION 

Los sistemas multivariables de control son aquellos que tie

nen más de una entrada y/o más de una salida. Se caracterizan por 

tener una dinámica de interacción entre sus variables, i.e. una -

variable puede ser modificada al mismo tiempo por varias otras, a 

través de las distintas formas de interacci6n en el sistema. Deb!, 

do a esta característica el estudio de tales sistemas ciertamente 

es complicado. Particularmente, ha habido enormes dificultades 

cuando se tratan de extender al caso multivariable las poderosae

técnicas de análisis y de síntesis que existen para los sistemas

de una entrada-una salida. 

Existe un planteamiento de estudio de los sistemas multiva-

riables en el que se tratan de eli~inar o reducir los efectos de-

la interacci6n. Este olanteamicnto asume que un sistema multiva-

riable puede deóc.omponc>.f[.óe en un conjunto de subsistemas en los

que se reparten las entrad ns y sali·Jas del oistem.n. original. Este 

planteamiento so conoce co~o deóac.oDlamiento de aiatemaó multlva-
. • - '- n .• • 



.2 NOTACION Y FORMULACION DEL PROBLEMA DE DESACOPLAMIENTO 

Considérese. un sistema multivariable, lineal, continuo e inva

riable con el tiempo, descrito por las siguientes ecuaciones matri-

x(t) = A x{t) +- B u(t) 

y(t) e x{t) +- D u(t) 

(1.1) 

(l. 2) 

t es la variable independiente tiempo, u(t) es un vec-

columna de dimenai6n m que representa al conjunto de entradas 

sistema, y(t) es un vector columna de dimenai6n r que repre

al conjunto de salidas, x(t) es un vector columna de dimen-

n que representa el estado del sistema, y A, B, C y D son -

constantes de dimensiones nxn, n.xm, rxn y rxm, respecti 

vamente. 

A los sistemas descritos por ecuaciones de 1a forma (1.1) y 

(1.2) se les denotará en lo sucesivo por S = {A,B,C,D}. 

La clase restringida de sistemas multivariables con que se tr_! 

tará en lo sucesivo, está c~racterizada por sistemas s con un nd-

mero de entradas igual al número de salidas (r = m) y por una ma---

triz D nula, i.e.r 

S = {A,B,C} (l. 3) 

Se asume, como ea usual en la mayor parte Je la literatura, que 

n >m. Esto asegurará en S una matriz de tran::iferencio eetrictamen 

te propia. 



. ;. 
Para esta clase de sistemas puede definirse una ley de control 

e realiruentaci6n de la forma: 

u(t) = F x(t) + G w(t) (l.4) 

onde w( t) ea un vector columna de dimensi6n m que representa la 

ntrada al sistema de malla cerrada de la fig. l.l, F y G son 

atrices constantes de dimensiones mxn y mxm, respectivamente. -

control (1.4) es una realimentaci6n e.6ttiüea. del vector 

de estado de s. 

u(t x=Ax+Bu (t) 
y(t) x(t) 

Fig. 1.1 Realimentaci6n estática del estado del sistema 
S = { A,B,C }. 

La suatituci6n de la expresión (1.4) en (l.l) y (1.2) forma un 

sistema de malla cerrada: 

S(F,G) = {A+BF, BG, C} (1.5) 

Asumiendo un estado inicial nulo en S, la matriz de transfe-

rencia de (1.5) es: 

H(e,F ,G) 
.1 -1 

C [ s 1n -A-BFJ BG (1.6) 
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donde s es la variable de transformación de Laplace e In ea una

matriz identidad de dimensi6n nxn.(l) 

DEFINICION No. l 

El sistema S(F,G) está desacoplado si H(a,F,G) es diagonal 

y no singular. 

Esta definición implica que: 

(a) La salida y1 del sistema realimentado depende exclus1 

vamente de la correspondiente entrada w1 , de manera i.!!, 

dependiente de las otras entradas, i.e.: 

{ b) 

donde hii(s) es eli-ésimo elemento de la diagonal prin

cipal de H(s,F,G), y 

t,,y., la variaci6n de y. debida a una variaci6n t,,w1 , no 
1 . i 

es nula, en general; i.e.r 

La definici6n No. 1 fué propuesta por .Morgan [26] y formaliz~ 

da por Gilbert [;u] y resulta bastante intuitiva en el sentido de

salidae de un sistema controladas independientemente por entrad~s

correspondientes. Una definici6n equivalente en el dorr~nio del 

tie~po puede verse en ~7] Si bión existen otras definicioneo -

(1) Puede probarse f&cilmente que: 

F(t) Q (A+HF). x(t) + llG w(t) 
S(F,G)ely(t) ~ C x(t) 

mediante una uuHtitución trivinl de (1.4) en (l.l) Y (1,2), 
Juego (l.G) re,_rnlta evident<:. 
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de desacoplamiento de sistemas multivariables, [e] , (32] , [3i] , 
éstas no resultan tan áimples e intuitivas como la Definición No. 

1 anterior. 

1.3 FORYi.ALIZACION DEL PROBLEMA DE DESACOPLA.MIENTO 

El problema de desacoplamiento de un sistema S = {A,B,O} con

siste en encontrar un par apropiado de matrices de realimentaci6n

{F, G} de tal modo que el sistema de malla cerrada S(F,G) tenga u

na matriz de transferencia H(s,F,G) diagonal y no singular. 

El tratar de resolver el problema de desacoplamiento lleva en 

seguida a la formulación de las siguientes preguntasr 

a) ¿Qué condiciones se deben cumplir en S para que se as~ 

gure la existencia del par de desacoplamiento {F,G}? 

b) Si ea posible el desacoplamiento, ¿qué libertad para es

coger un par {F,G} existe? 

c) ¿Qué características del sistema de malla cerrada S(F,G) 

pueden especificarse conservando el desacoplamiento? y 

d) Una vez especificadas las caracteríticas de malla cerra

da deseadas, ¿c6mo se determinan F y G? 

Las respuestas a estas preguntas son el objeto de los siguien 

tes capítulos. 

1. 4 COMENTARIOS y CONCLUSimrns 

Entre las restricciones impuestas al sistema S de la expre

~ sión (l. 3) está la de tener un ni1mero de entradas igual al de sali_ 

das (r:m), ésto es con el objeto de de1ia.coplati al sistema S on-

un conjunto de m aubsisten:ls de una en-crada-unA sali.da. 
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Por otra parte, la aplicación de la ley de control de realime~ 

taci6n (l.4) asume que el estado del sistema S = { A,B,C } está com. 

pletamente determinado y disponible para p~op6sitos de control. 

Sin embargo, en muchas ocasiones esta sapoaicl.6n es inadecuada puesto 

que no siempre es posible contar con el vector de estado completo,

sea porque las variables de estado no están accesibles para medi

ci6n directa, que el número de dispositivos de medición ea limita

do, o bién, que la medición de algunas variables es costosa. Esta

dificul tad puede ser franqueada de dos manerasr 

a) Si el sistema S tiene un vector de estado incompleto 1is

poni ble y además es ob¿,ettvab.e..e, es posible estimar el vec-

tor de estado completo mediante un dispositivo dinámico 11~ 

mado ob¿,e.1tva.do1t el cual proporciona una aproximación al 

vector de estado a partir de los vectores de entrada y sali 

da (siempre disponibles) del sistema s. Este planteamiento 

se .ilustra en la fi~. 1.2. Una vez obtenido el vector de

satado estimado de s, es posible aplicarlo a la ley de re~ 

limentación (1.4). 

vector de 
entrada u 

Fig. 1.2 

sistema S 

observador 

y vector de 
salida 

:x: vector de 
estado 

eatir::ado 

Estimación del estado del sistewa S. 
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b) Encontrar un sustituto adecuado de la ley de control (1.4) 

que logre el desacoplruráento del sistema S. Por ejemplo, 

implantar una ley de realimentación de la salida (siempre 

disponible) de la formar 

u(t) = M y(t) + G w(t) (1. 7) 

donde M es el elemento de realimentaci6n de la salida. -

El planteamiento sugerido por esta expresi6n se ilustra en 

la fig. l.:;. 

w(t1--@ u(t) y(t) 

Fig. l. 3 Realiinentaci6n de la salida del sistema S. 

Loa procedimientos arriba sefialadoa, si bién son deseables 

según las circunstancias, también tienen implicaciones deafavora-

bles. En el primer caso -estimar el estado- se aumenta la dimemi:16n 

del sistema y con ello los costos producidos por su implantación.~ 

En el segundo caso -realimentar la salida- se pierde cierta flexi

bilidad en el disel'lo del sistema realimentado con respecto nl cFJ.ao 

de reaUmentar el estado, ~9], [3],[13], 
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En este trabajo se asumirá que el vecto~ de e4tado e4tá 

comp.teta.mente d..i.&pani.ble para prop6ei tos de control, con las re-

servas e implicaciones inherentes. Queda abierta la inquietud 

planteada en esta sección para rebasar los alcances y limitacio-

nea de este trabajo. 



CAPITULO 2 

EXISTENCIA DE UNA SOLUCION AL PROBLEMA DE DESACOPLArl.IENTO 

2.1 INTRODUCCION 

En este capítulo se presenta una condición necesaria y sufi

ciente para la existencia de una soluoi6n al problema de desaco-

plami ento propuesto en el capítulo anterior. La exposici 6n ea he

cha dentro de un marco de rererencia hist6rioo sobre los princip~ 

les trabajos concernientes a este tema. 

2 • 2 HABIA UNA VEZ ••• 

El planteamiento del problema del desacoplamiento de siete-

mas multivariables es relativamente reciente, hablando en t~rmi-

nos del desarrollo de la ciencia: sin e~bargo, existe a la fecha

una literatura al respecto muy numerosa. Morse y Wonham mencionan 

en lj23] que los primeros intentos para lograr controles multiva-

riables no-interactuantes de que se tiene registro, fueron hechos 

en la Unión Sovi~tica a principio de la década de los 1930 1 s con

un estudio aplicado al control :le potenoia de mÁouinas goneradoroo 
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(Z!.] , y a finaJ.es de ¡a dácada siguiente con un trabajo sobre con

trol de turbinas de gas [2 ] • :Posteriormente, varios investieadores

de diferentes nacionalidades continuaron los esfuerzos por obtener

solucionee al problema, En tal virtud, a finales de los 50's, loa -

métodos de desacoplamiento con base en técnicas de matriz de trans

ferencia eran de uso comdn [10] , ~ 7] , En ellos se asume que un ei.2_ 

tema físico puede ser representado por Ul1a matriz de tran.sferencia; 

el sistema se compensa entonces para lograr una nueva matriz de 

transferencia diagÓnal. El problema de síntesis consiste en det<}r

r:J.inar los compensadores que logran diagonalizar la matriz de trans

ferencia, incluyendo en ella ciertas características de diseño. U-

sualmente los compensadores que resultan son de alto orden (dinámi

cos) y además presentan problemas de estabilidad y realizaci6n, por 

lo que estos métodos son de poca utilidad en la práctica. 

Otros intentos por lograr controles no-interactuantes se hici~ 

ron a principios de los 60 1 s utilizando diagramas de Bode, con un -

éxito muy limitado [ 5]. 

En 1963 Morgan [26] formuló por primera vez el problema de de

sacoplamiento como un problema de control con realimentación, em--

pleando una representaci6n en variables de estado del sistema físi

co. Su planteamiento asume que la dinámica de un siate~a está repr! 

sentada por un vector de estado: entonces ae dice que el sistema ª!!. 

tá de6acopiado si, despu6s de realimentar el estado, la matriz de -

tranoi'erencia de malla cerrada es diagonal. r,Jorgan di6 una condiciÓn 

de sui'iciencia para el desacoplamiento por realimentaci 6n ostfÍti ca 

del vector de estado de una clase restringida de siotemas lineal es

e invariables con el tie11;po. Cuando era pooible lograr el deaacopl_e 

miento, Irlorgan rwstr6 que los subsistemas resultantes podían ser 
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inestables y entonces seftaló la posible existencia de sistemas para 

los cuales no fuera posible lograr el desacoplamiento y la localiz,!!_ 

ci6n de polos simul t ánea1;;ente. 

El planteamiento de k.iorgan fuá significativo porque orient6 la 

investigación posterior hacia u.na nueva y fructífera dirección. 

En 1965 Rekasius GsJ investig6 el problema propuesto por r.'or

gan y extendió los resultados de este Último. Señaló una condici6n

necesaria y suficiente para el desacoplar.liento por realimentación -

dinámica del vector de estado. Para el caso de realimentación est! 

tica, dió una nueva condición de suficiencia para el desacoplamien

to. En su planteamiento propone un procedi~iento de prueba y error

para especificar un cierto número de polos del sistema, conservando 

la no-interacción. 

Aunque significativos, loe trabajos de Morgan y Rekasiue reall!_ 

taron incompletos, pués ninguno de ellos di6 una condición necesa-

ria y suficiente para la existencia de una solución al problema. 

En 1967 Falb y Wolovich [s J dieron por primera vez una condi

ción necesaria y suficiente para la existencia de una solución al -

problema de Morgan. Esta condici6n es la que se menciona en el si-

guiente 

TEOREMA No. 1 

Un sistema S "'{A, B,C} puede ser desacoplado si y solo si 

det B* I O (2.1) 

esto es, si y solo ai lo. !lllltrtz B* es no singi.;.lar, donde B* es

una matriz mxm definidn por1 



1 

B* 

d 
Cm A m B 

L 

denota el iésimo renglón de la matriz e, 

_ {min { j: c1 Aj B #o, j =0,1, ••• ,n-l} 

- n-1 si e. Aj B = O para toda j 
1 

y 
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(2.2) 

(2. 3) 

(2.4) 

Además de obtener este importante resultado, Falb y Wolovich -

caracterizaron una clase de matrices de desacoplo { F ,G} , deter ~dn_! 

ron una cota inferior para el número de polos que pueden ser espec.!, 

ficadoa conservando la no-interacci6n y desarrollaron un procedi-~ 

miento de síntesis para obtener las configuraciones de polos desea

das. A pesar de que la demoetraci6n de este teorema la hicieron con 

base en su intrincada definición de desacoplamiento y resulta de di 

ficil comprensión, sus resultados fueron una importante contribución 

al impulso que cobr6 la materia a partir de la publicaci6n de su ar 

t:!culo. 

La investigación posterior a F::ilb y Wolovich [s] se orientó a 

dar claridad y extender los resultados de estos autores. Así, Muftí 

[21] demostró el Teorema No. l bajo su propia definici6n de desaco

pla.oiento, obteniendo los mismos resultados de Falb y Wolovich, si

bién, de manara más intuitiva. 

En 1969 Gilbert fu] deacribi.ó la estructura de loa sistemas -
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desacoplados por realimentaci6n estática del vector -

de estado, mediante una clara representación matricial, demostró 

el Teorema No. 1 de una manera sencilla, oaraoterizó el par de de

sacoplamiento {F,G } , el máximo nd.mero de polos asignables y las -

funciones de transferencia del sistema. desacoplado que es posible

o bt ener. El plantea.miento utilizado por Gilbert se basa en tratar

un problema equivalente de estructura simple mediante transforma-

cienes de similitud aplicadas al sistema original. Esta teor!a fué 

traducida por Gilbert y Pivnichny ~2] a fines de 1969, en un al~ 

ritmo capaz, 'de ser implantado en computadora digital. El estudio de 

este algoritmo constituye una parte esencial del presente trabajo. 

En 1971 Mufti [20] ofreci6 otra estructura de la clase de m!!: 

trices de realimentación para el desacoplamiento por realimenta--

ción estática del vector de estado. Comparado con el método de Gi~ 

bert, el de Mufti requiere de cálculos más sencillos pero más lab2 

riosos, y desde sl punto de vista computacional el algoritmo de 

Gilbert y Pi vnichny es más eficiente. Sin embargo Muftí seftaló dos 

caeos particulares de aplicación restringida en los que su método

resulta ser elegante y menos laboriosol 

i) m 
¿ d. + m = n 

i=l ]. 

ii) 
m 
¿ 

di = º· m = n-1 i=l 

Durante loe primeros afias de los 70's la investigación sobre 

desacoplamiento se orientó, mediante nuevos procedimientos, a en-

centrar soluoi6n para sistemas :nultivariables menos restringicios. 
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Sato y Lopresti [;;] , (34] proponen el problema de desaco-

plruniento parcial. en sistemas lineales multivariables de m entr~ 

das y r salidas. El p:r."oblema consiste en determinar el par-

de desacoplamiento { F ,G } para el cual un subconjunto del vector 

de salidas está desacoplado uno a uno <
2> por un subconjunto 

del vector de entradas, i.e.,se trata de lograr una matriz de 

transferencia de malla cerrada de la for:nas 

hn (a) o o 
o h22 (s) o 

H(s ,F ,G) = o 

o o hkk(s) 

-----------------r~----
o 1 H(s,F,G) 

1 

donde h .. ( s), i = 1,2, ••• ,k son funciones de transferencia ra--
11 

cionales propias y H(s,F,G) es una matriz (r-k)x(m-k) de trans-

feroncia racional propia. 

Wonha.m y Morse [;7] generalizaron el problema de Mor¡:;an pro

poniendo el desacoplamiento por bloques de sistemas lineales mul

tivariables mediante realimentaci6n estática del vector de estado.¡ 

este problema lo llamaron Ptc.obtema. de Vuacoplam<.c.n;to Re6.t'Ún9,ldo (PDR) · 

En sistemas ¡;¡ultivariables, cuando r#m., puede obtenerse un 

sioter::a desacoplado por bloques de modo tal que cada ele::.ento de 

(2) Bsto ea, unu entrada controla una y aólo una snlida. 
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una partioi6n del vector de entradas controle uno a wio a oada e

lemento correspondiente de una partición del vector de salidas. -

Para ello, la matriz de transferencia de malla cerrada que se ob

tiene al aplicar un par de realimentación {F,G} debe ser cüa.go--

na.e. polt bloquu. 

El planteamiento de este problema fué hecho en términos geo

métricos~3) de lo que result6, segJn sus autores, una formulación 

del problema y una descripci6n simple de la estru~ 

tura del sistema desacoplado. 

El PDR no ha sido resuelto completamente a~n, debido a que

la caracterizaci6n de la clase de matrices F que desacoplan es 

no lineal. Se cuenta,sin embargo,con la solución de tres casos 

particulares importantes, uno de loa cuales es el planteado por -

Falb y Wolovich en [ s] . 

En un artículo posterior Morse y Wonham [24] resolvieron -

completamente la versión dinámica del problema de desacoplamiento 

por bloques, llamada P1toblema de VeAac.oplamlento E:áe11d.ldo (PDE), porqusel 

empleo de realimentación dinámica (Fig. 2.1) aumenta o e.x.t.lende

la dimensión del espacio de estados. El planteamiento de este prQ 

blema fué también en términos geométricos. El PDE admite más de 

una solución, ya que siempre es posible desacoplar y localizar a

decuadamente todos los polos de un sistema si1:iul táneamente media!!, 

te cor..pensadorca de orden suficicnter~entc al to. Si bién este pro

cedimiento ea aatiafactorio corno método de síntesis, existe una -

( 3) 31 enfoque georaétrico del problema de desacoplamiento se ba-
sa en conceptos de espacios .Y subespacios vectoriales. Varios
autores sostienen que este enfoque da mavor claridad de conce~ 
tos que las complejas estructuras algebraicas hasta entonces -
deoarrolladaa. 
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reatriooi6n de tipo eoon6mioor la de lograr oompeneadoree del menor 

orden posible. 

Con el plantee.miento del PDE,el.PDR resulta un oaso particular 

del pri:nero. 

w(t) 

SG y 

G(s) = 

S = {A ,B ,e ,D } 
F F F F F 

S tienen, respectivamente, matrices de transferencia 
F 

-1 -1 
C G(Is - AG) BG + De y F(s) :: C p(Ia - A¡,) BF + DF 

Fig. 2.1 Realimentación diná~ica del vector de estado del 
sistema S ={A, B,C}. 

En 1971 Silverman y Payne [32] plantearon el :PDE consideran

do un sistema S = {A,B,C ,D} y aplicando realiraentaci6n (dinrunica) -

del vector de salida. El planteamiento fué hecho en términos a1ge-

braicos (matriciales) adecuados para computación. La solución com-

pleta de este problema :t'ué dada por Howze y Pearson en [1a] . 

Otro problema interesante sobre desacoplamiento en el lle.mado

Ve . .óac.oplam,i.e.nt:o ttr.~angcd'.att el cual cónaiate en determinar el par -

{F, G} que logre una matriz de transferencia de malla cerraja trian

gular (superior o inferior) CO!'l reaelones no nulos, a pa:·-:ir de un

oister.na con r ·.=m, :Para una discusión completa do este pro·::i1e~m v6a

ae el trnbajo de llorse y Wonha:n [25] • 
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Hasta aquí'. se han planteado, en tárminos generales, algunos de 

los trabajos más importantes sobre desacoplamiento de sistemas mul

tivariables. El estado actual de la investigaci6n sobre desacopla

miento cuenta con un soporte bibliográfico muy extenso que abarca 

procedi1:üentos tan diversos y específicos que aún un seiialamiento -

superficial requeriría de un considerables espacio dentro de este -

trabajo. No obstante, se seBalarán algunos de los planteamientos don 

de la investigación sobre desacoplamiento se ha encaminadot 

Sistemas variables con el tiempo 

Sistemas no lineales 

Sistemas discretos 

Sistemas muestreados 

Sistemas con retraso en el tiempo 

Sistemas de parámetros distribuidos 

Desacoplamiento y optimación, etc. 

A pesar de los avances en estas direcciones, algunos investig?! 

dores consideran que el problema de la no-interacción debería ocu-

par menor atención. Iheerov [22] detracta la teorí'.a de desacopla--

miento señalando que el conjunto de sistemas que pueden desacoplar

se constituye una subclase muy restringida de loa sistemas multiva

riables, en los cuales la implantación de las leyes de desacopla--

miento no conduce, en casi todos los casos, a la optimación del de

sempeflo de dichos sistemas. En su opinión, tal opti 1Haci6n debe con~ 

tituir el probleI"') fnvtdamental de loa aistemao :r.ultivariables. 

A. s. Fosa (9] señala el hecho de que el control no-interac--

tuante no sea aplicable en la mayor:fa de los problemas rolaci');,ados 

con procesos químicos. Esto es debido probable:-.ente a que la inte:--



mica del sistema en conjunto. 
/1.. a-. i<iacfari.ane, en un e:xtenno tra1.1ajo de l'ovi.si!'in de la too-· 

ría de sistemas r:1ultivariables linen.les fao] e::q1one J as desventajas 

de lri aplict1ci6n de ltn control no-int0ractuante. Es"'..::21~~ pncd<rn rt1sn-

. r.li r::ie en: 

ferencia ae trnduce en un sacrificio de las caractorísti-

do. 

ferencia diagonal tiene polos fijos con ptn-te rea1 posi ti 

miento de desacoplmc1i,~nto por otras técnicas mejor ffpliC<tblcs nl e~ 
Contra estas o b jecion•cs, sugiere qu•~ se abandone el proecni---

tudio de los sistcu;as multtvarir1blcs, c.r;. el Arreglo Invu:r.Do Je Tí;[ 

quist, que dei:de sil pur1to de vista resulta ser 
11

u..>1a técnica o.q;l·J.:·:

mente superior que proporciona una con:figuraci6n simple de los con

trola:iores aplicados y una mayor flexibilidad hacia le.a variaciones 

de la planta" (
4

). 

f A' ' . I 
Qb .. cit. p. 4.go. 
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2, 3 CO!:i.8N'l'ARIOS Y GOlWJ,\JfftOHES 

El '"ap:i'.tulo que m¡u:i'. coucluye "'~~ una revisión somera de los -

principales trA.ba.j~Js sobra desacopla;:üonto de sistcmus r:::ul tivaria

bler.; • .r;stos trnbajos r•.?J.'.ll"~'ientan ol esfuHr:;o que se ha hecho por ·~ 

proponer u.n proccdin;;:.Qnto vúlido en el estudio de los sistemas niUl 

tivarialücs. 

bargo, 1~~~ tcoI"f;.1 1.i~i Jo.:;c .. coplr~?,i c,:1to rcp:-:-:i:-~sentó un avance signj.fic~ 

ti'lO en el ~~3tt.;dJ.o 1o 10:,; f.ii:.r:::c~;na:·! :.1í_¡l~ .. i"lr.triab1eD,. a : .... :.:i.lta en un -

r::o:rnnto dado, :'l.•? tócnic'.ls P-':lec1-1.ri:.las ¡;nrr: tY'::;.t1.1r la intcrncción de

tsl es sisten:as~ Bs de espe~ars13 qtlG c0·1 0J .Jesarrollo da las nue-

vas t6cnJ.c;:cs en estudio, se tcnc:r• U!u.i ;,,c;jor corr:prcnsJ6n de los e

fectos d.0 J.n interacción y puedi;>. re::iolve:rao entonces completamente 

el problema de loo sister:,as mu1tivarialJ1tes. 



CAPITULO 3 

CAHACTERIZACION DE U!TA CLASE DE f.'A.'l'?.IG~:s DE DESACOPJ.JA!i'IENTO 

3.1 INTRODUCCION 

En este cap. se especifica una clase :le wutrices de desaco-

plamiento { F, G} para el tipo .:io .sistemas propuesto en el cap. 

En la demoatraci6n del Teorema No. l Fa.lb y Wolovich [a] -
señalan que, ai S ::: { A,B,c} es desacoplable (det B* :¡!: O), el

par de matrices de realimentación 

-1 
F*::. - B* A* 

G* = -1 
B* A 

desacoplan al aietema s; donde 

B* está definida por 

r0 1 
d,+1] A 

A* :: 

.~ dm+1 
" '..1 •• ,~ 1 

~ .. - .J 

( 2 .2); 

( 3.1) 

(3.2) 



A ::: ding(;... , • 
·¡ • 1 :\ ro 

r,a matr:i z de trannferen,;ia del LJisteme. d.c: malla cerrada 

es diagonal, con elementos de la forma 

i.e. la s::ilida Y· 1. 
del sistema 

p;ral de la entrada. wi • 

S(F*,G*) es la 

( ;;. 6) 

Jnte--·-

Si bien el pRr {F*,G*} dado por (3.1) y (3.2) ea una solu-

ci6n nl problema de desacoplamiento del sistema S, es claro r¡ue -

de existir un conjunto de pares {F,G-J que desacoplen, oe podría

escoger un par { F, G} particular que permitiese especificar U..'l 

11 mejor desempeño 11 del sistema desacoplado que el propuesto por ('~. 

5). El propósito de este capítulo es ia caracterización de estos -

pares { F 9G}. 

:;.2 CARACTERIZACION DE LA CLASE DE lY.l.ATRICES DE DESACOPLAMIENTO 

Ex"isten varias caracterizaciones de la clase de matrices de -

desacoplamiento: Falb y Wolovich [s] , (38] , I.iu y Be1•gma.n [1s], 

Paul [29] , !;lu:fti [za] , Gilbert [11] , etc. En particular, éa

ta Última re:mlta rclativai:oente simple y ha sido i::;plantada en un

alr,oritso Je co::.putación pn.rt.i.c11larmc:-¡te eficiente [12] , po:· es

trw rrrnones so doscr·ibirá n continur:ci"5n 111 cln::ie :1e ::-1ntrice'1 ·je -

desacopla:aiento debida n G.il !;ert, y en el cap. ::i.i.r;uionte el pr·or:r~ 

mA. de con:nutadnra [121 : en anbos cnsos se emplea1A la rr:im•r; :-v::ita 
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oi6n que Gilbert empleé an [11]. 

'3.2.1 Sistemas desacoplr,dos por integradores. 

Lo. matriz de tra..YJ.sferencia del sistema S(F*,G*) de la expr~ 

si6n (3.5) es JiagonaJ., con elementos de la forma (3.6). En eate

aistema. se cumplenf 

(3.7) 

y (3.8) 

donde ei ea el i-ési~o vector renglón de una matriz identidad -

r.,xm. Estas expresiones son fácil:::.:ente comprensibles si se ven C.Q. 

mo el reault~do de obtener las ma~rices dadas por (2.2) y (3.3) a 

partir de un sistema S(F*, G'*) :;a desacoplado. Dicho de otro mo-

do: 

y 

D(F*,G*)= r 
A*(F*,G*) =O 

donde r es una matriz mxm diagonal y no singular. 

f NOTA!: Gilbert llama D a la matriz B* dada por (2.2). 

( 3. 9) 

( 3.10) 

Gilbert denominó !Je¿,acaplado& PC'". !t1.teg11.ado1te& (D.I.) a to

dos los sistemas que, despuáa de aplicarles un par O.e realimenta

ción {F ,e~}, cumplen con: 

D(F,G) = f 
y A 11 (F,G):: 0 

(3.11) 

(3.12) 
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Como consecuencia de lo !\n'.;erior, y de acuerdo con (3,7) y

(3.8), el sisterna S(F*,G*) está. D.I. (Desacoplado pnr integra-

dores). 

;.2.2 
SiatemaG equivalentes bajo ur>.a ley de control de realimea 

t.adón· 

Le. conexión entre los sistem•:ie D.I. y la solución e.l probl.§:. 

rna de desacoplamiento se establece mcdi~te la siguiente 

DEFINICIO!:i no. 2 
El sistema S 11 (F'',G'') es equivalente (oajo unr> ley de 

control de realimentación) (E.L.O.} al sistema u.r. S'( 

F' ,G'), si orlate una coTrespondencia entre { F" ,au} y 

{F' ,G'\ tal que 

NOTAS: ..-.-

H(a,F" ,G") = H(a,F' ,G') 

a) Si el problema de desacoplamiento está resuelto para 

S", también 1o está para. S'. 

b) Le. equivalencia anterior ea transitiva, i.e. ai S" 
1 

y S" aon E.L.C., y a. su vez lo son S" y 8
1

, enton-

ces S"' y S' son E.L.C. 

La importancia de esta definición está on que una vez resuel 

to el problema de dcnacoplamiento en S" (que puede ser de esr,ru2_ 

turi.i. simple), queda "'ºsuelto el de S' aplicando la. corresponden.--

¡ J:"-' f '~ i1 
ci a entre \ '\..1 J .. 
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3.2.3 Invariantes. 

G·il bert demostró, como ya antes Fal b y Wolovich, que loa P.! 

rámetroa di definidos por (2.3) y (2.4) y la matriz D defini 

da por (2.2) 1 son elementoo de S(F,G) que, para cualquier matriz 

G fija, no se modifican bajo transformaciones de similitud y re.! 

limentaci6n estática del vector de estado aplicadas a S(F ,G); -

por esta razón él los denominó !»va.Jt.la».te.& .es> 

3.2.4 Forma canónica de desacoplamiento. 

Gilbert resolvió el problema de desacoplamiento restringi-

do, bajo una forma canónica del sistema n.r. de la expresión (3. 

5). Para que dicho sistema adopte esa forma se requiere efectuar 

en él dos transformaciones de similitud, de tal modo que se ver.!, 

fique la ley de control de equivalencia de la sección 3.2.2 ant!, 

rior. Considérese inicialmente al sistema de la expresión (l.3)r 

S={A,B,O} 

Al aplicar el par de real.imentac16n {F ,G } dado por ( 3.1) y -

(3.2), el sistema S se transforma en D.r., 1.e. 

donde 

{F ,G} r S - S(F ,G ) = S={A,B,o} 

A= A+BF = A-BD-l A* 

B"" BG = BD-l A 

a =e 

(3.13) 

(3.14) 

( 3,15) 

Ea claro que S está D.I. puesto que en él se verifican (3.11) 

y (3.12), i.e. 

lb) 

OiAdiB = Ci (A+BF ) diBG 

n n J 1:-l .i ¡, !"." ll si f. n .1 n te :r P :.~ ~1 r1 tJ; :;; et"· r f' l ~
; ' 1 

v·~:::'~!.. ·.•n L J· 

= r. 1- ( 3.16) 

(3.17) 



Además, S y S son E.L.C. ya que 

F = DF +A* 

G = DG 

i.e. H(s,F ,G ) = H(s.F,G) 

.25. 

(3.18.a) 

(3.18.b) 

Sea H la matriz nxnm de controlabilidad del sistema S 

(;.19) 

El sistema S es completamente controlable (controlable) si el~ 

rango de la matriz H ea n, i.e. 

rango (H) = n0 = n 

Si n 0 <n, S no es controlable, es sabido [4], [;g] que exis

te una matriz de transformación de similitud nxn no singular T1 
que separa de S la parte controlable del mismos 

donde ('~.20) 

( 3.21) 

o] (3.22) 

y sº={Aº,Bc,cc} es la parte controlable de s. 
Si S es controlable (n0 = n), entonces 

s = s = sº 
i. e. (;.23) 
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s ;,r sº estan D.I. (recuérdese que di y D son imrariantes 

bajo transformaciones de similitud y realimentaci6n estática del 

-rector de estado), y además S y S son E.L.C. porque 

y 

'F ~ 1 = F 

G = G 

(3.24.a) 

(3.24.b) 

Verificar la propiedad de controlabilidad de un sistema de 

malla abierta S= {A,B,C} es importante, pues ésta implica la -

aaignabilj.dad arbitraria de los polos del sistema de malla cerr~ 

da S (P 1 G) (Wonha.m [36] ) • 

Aplicando una segunda. matriz de tra."'l.sformaci6n de similitud 

T2 al sistema S: 

T2 está definida por 

(;.25) 

donde Q es una matriz cuadrada no sing-~lar, cuya dimensión ea

igual a la dirr.ensi6n del subeapacio controlable de S (i.e. n
0

) 

y está dada por 

Q~ [L] ('.~.26) 



donde 
eº i 

qPm+l 
m+l 

• 2 '7. 

j_: l, •.• ,m 

donde a au vez, los enteros pi= dim(Q); i = l, ••• ,m+l y 

l p1-d1-l los vectores q
1

, ... ,q~ , i = 1, ..• ,m for:nan una base 
del espacio nulo de la matriz 

E = 

y donde la matriz z1 es la matriz de controlabilidad 

[ B
0

1 A
0
B

0
1 ••• l(Ac)llo-ic J 

cuyas n
0 

columnas i, i+m, ••• , i+(n
0
-l)m han sido susti tU:i-

glones 
das por ceros. Los renglones de Qmi-l deben oxtender a los ren-

para formar un conjunto de n vectores li-
c 

q l Pm+-1 f~.~--m.¡..l' .. ., qm+-1 ---_ 
neal:nente independientes, i. e. los vecto1•en 
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man una base del eapaoio nulo de la matriz 

[t] 
La matriz de transformación T2 aplicada a S crea un nue-

" ,. f\ "} vo sistema S = l A, B,C cuya estructura ea la siguiente 

donde 

f\ 

A= 

" e = 

o 

o 

f\ 

o o 
~ o 

o o 

B = 

... 

o 

o . . . 

o 

i = l, •.. ,m; 

o 
o 

o 
o 

o 

A: Am+l ~+l 
o o Am+2 

o 

o 
o 

. . . 

o 
o 

o 

Pm+-1 = 

o 

o 

o 

A1 ea 

Aº ea i 

A~ ea 

pixpi' 

Pm+lxpi' 

pixpmt-2' 

b1 es P1X1, 

bI ea pm+l Xl, 

c1 ea lxp1 , 

cf ea lxp 
m+2. 

y 
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Para. i = l, ••• ,m las matrices Ai, bi y c1 tienen la. sigui en 

te formar 

Ai = [: :·~ o 
i1 ea r1 x(dtl), 

r1 <Pi epi ea rixri, 

o 
foil 

o 
fl12 

b = /H= . i 

1'i 
/3ir 

i 
(Ji 

c = i [1 o o], 

Ea claro que el sistema S N A 
está D.I., y que S y S son 

E.L.O. puesto que 

" ,.., F T = F 2 
/\ 
G = G 

1\ {" " "'} La importancia del sistema S = A,B,O 

(3.27.a) 

(3.27.b) 

es que adopta, lo -

que Gilbert llamó, una Fo4ma Can6n~ca de Vehacopeamiento donde -

ae resuelve el problema de desacopla.miento. 
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; • 3 ESTRUCTURA DEL SISTEMA DESACOltLADO 

Ha quedado este.blecido q_uo T1 transforma al sistema D.I. 

§ en un ai!>tema S cuya part8 controle.ble es conocida, y que
r.J 

T2 tra.ns:forma a S en un sistema C.D. 1 de aquí que pueda enun 

ciarse el sigtü ~mt e 

TEOREMA ?To. 2 

Todo sistema D.I. es siw~lar a uno C.D. 

Gilbert demostró que para lograr el desacoplamiento de un

sistema. C.D. es condici6n necesaria y suficiente que el -par 

{F,G} tenga la estructura que se describe a continuaci6n: 

TEOREMA No. 3 
f\. s " "} /\ Si S está C.D., el par lF,G desacopla a S si y a6-

lo si 

" F = 

dando ª1 ea 

" y G = 

con Xi 'f O 

. o 
• • • o 

. 
o o . em 

de dimensiones lxpi 

e 
o 

o 

diag( /~, . . . ;\ ) = h ' m 

para i=l, ••• ,m 

e~ 
y u 

ei es lxpm-2 

(3.29) 

Los elementos de la diagonRl principal de la matriz de 

transferencia del sistema dosncoplado son: 

(3.30) 



de aquí que h11 (s,F,G) pueda interpretarse como la ~unción de 

trans:ferencia del aiatema s1 (e1 ,>.1 ), donde S1 ={A1,bi,cit ee 

un sistema controlable de una entrada-una salida y orden pi. 

Más específioamente1 

TEOREMA. No. 4 

Considerando que si::: {A1 ,b1 ,c1} ee un sistema controlable 

de una entrada-una salida y orden p1 , entonces, la función de -

transi'erencia s1 (ei, >.i) tiene la for.inat 

( 3. 31) 

donde ex i (e) es un polinomio de grado P. -1 ó menor, y 
l. 

- . . . -

De lo anterior: 

a1 (e) = o1 [adj(Ia-A1-b1e1 )J b1 

y o/1 (s,o1 ) = det (Ia-A1-b1e1) 

Calculando la matriZ adj (Ie-~-15_91 ) con el método de Leverrier( 6) 

adj(Ia-A1 ) = R ePi-l - R e P1-2 
iO i1 - ... -R 

ip1-l 

( 6) Gantmaoher, Mntrix Theory, Vol. I 
1 

pp.82-89. Chelaea Pu-
blishing Co. Nueva York, N. Y., 1959. , 



donde 
f\ 

Ai = Ai +bi6i 

RiO = I 

" Ril = Ai - qil I q11 = tr 11 

" Ri2 = AiRil - qi2 I qi2 = ~ tr(A1R11) 
• 2 

1\ 

Ripi = A, R l - qip I =O ; 1 Pi- i 

donde tr(•) significa la traza de la matriz. 

La 1ll tima exp:resión se utiliza pa-

ra verificar los cáJ.culos del algoritmo. 

Sean ºi ==[°ipit 'ºu] Y r.i =[ qipi' ••• ' q11] ' si 

se define la matriz K1 = [ Kil Kipi J, donde les columnas 

j = 1, 

O - TI • i i 

entonces, K 
i 

Haciendo 
-1 

Vi= Ki 

es no singu-

se tiene r 

(3,32) 

son los coeficientes del polinomio oa--

" racterístico de la matriz A1 • Obsérvese que: 

irik = qik :: o.ik k = 1, ... 
TI = qik = o k ;;: r. tl, ik ' 1 

(?) Gant1;1acher, ob. cit. p. 85 



El polinomio característico del sistema. deaacopJ.ado eai 

m 
q(a,?)::; ªm+:t.{s) a m+2(s) Tf i=l Y i (a, ºi) 

donde a 1 (s) = dot(Ie -Ai), i:::: :1H·l, m+2. 

¡., ,, 

La correspondencia entre { F ,GJ y {F ,G} asociada a la prQ_ 

piedad de e•:¡uivalencia soí'íalada en la De:finioión No. 2, proporci,g_ 

na el par {·FtG} po.ra el desacoplamiento del aiatema s. Para -

ello ee neceaa~io aplicar las correspondencias señaladas por 

(3.27), (3.24) y (3.18)1 

..., 
F = 

F == 

-1 r- -J -1 -1 " F = D L -A* + F = -D A~ .¡.. .D F T2 Tl 

ª1 o o o eu 
1 

o ª2 o o eu 
2 

-1 -1 . 
i.e. F = -D A* + D T2 Tl 

o o e o e:J m 

donde T1 y T2 aon matrices no aingulareo que justifican la 

proposición del ~eorerua No. 2. 

Por otro ladoz 
~ " 
G = G 

a= a 
-1 

G = D (.} 
-1 

G =- D l\ 

(:~. 34) 
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Así puée, las exprecionea {3.34) y (3.35) constituyen el

par { F, G J que aplicado a S :: {A ,B, C} permite el diseño de un-

sistema SÜ',G) = { A+BF,BG,C} desacoplado. Pueden ahora. resumi_;: 

se J.os resulta.do a itUportant es de eetn cara.et eri:rnci6n en el enun-

ciado del siguiente 

TEOREMA No. 5 

Con&.ld.éli.eiie. t¡ue S = {A, B,C} puede. de&aeop.f.altbe. SJ.. {F ,G} de,óa.c.opla a S, 

lo.6 e.temento.¡, de . .ta d..i.ago11a.i rlll.htu,mt de H(.&,F,G) .Uwen la ¡\01r.ma J..ncü. 
e.a.da. rott ( 3. 3 1) , don.de .f.o.6 e11.:te1Lo.!> p.<. !/ 'L • y lo 6 po-Unom.lM a . ¡ 6) 

.e .{.. 
e.b.ta.11 wúvoc.a.men.te de;tv¡,m.lna.do.6 a pM.t.iA de. S. Ademá.6, q(ó,F) tiene 

' la 6DrJ11a .lncUc.a.da. po.I[ (3. 33), donde u 1 (6) y o: (ó) .6on poUnonúo.6 
m+ m+2 

de. gtr.tu:io.6 P m+ 1 lf P +? Jteiipe.c.:t..lvame.n..te, 1uúvoecJ.Jne.n.tc. de.teJun.<.nado& a ~ 
:U.le. de S. La. clMe. rfe_ mabúc.e..6 {F,G} que de-hac.op.('.an a. S puede. óe.tr. c.aJr.ac. 

te!Uzada. po!t G e .JJ y F e'$ , donde. Ji M w: upar..1.o Unc.ai m d.lmen 

.&J..ona.i IJ '[/f e& una vM.leda.d li.neal 0:?=1 p. + m p ,,) d.lmeri 
- ,(_ ffl+L • ,¿ . 

.6J..ona.l. MM e.&pec.16-<'.camen.te., ewte.n ma.t!z.i.c.e.-0 GA.:' J l' ... ,JA.. paji.a 
P,¿, 

.i" 1, ... ,m, lJ un upa.c.J..o -Uneal (m pm+zl cUme.nó.fona.i -¡;u. que utá 
wúv oc.amente. deteJr.J'IÚJtll.do a. paJl.:tJ..tr. de S, :tal que. 

-1 
G "' V A A = dl..a.g ( >. 1 , ••• , ;i.m) (3.36 i 

(S.37) 

donde. 
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El Teorema anterior establece los datas necesarios para el 

isefio de un sistema multivariable desacoplado. La clase de si~ 

arnas desacoplados ha quedado establecida. y ha.>i sido dadas las

órmulaa para el cálculo de F y G para el diseño de un sia

ema desacoplado particular dentro de esa misma clase. El plan

eamiento general para obtener los datos de esas f6rmulea (p1 , 

i• °'ij 1 11ij• A*, D, G1 , J~) qued6 establecido de los 

eaarrolloa precedentes; sin embargo, au cálculo puede resultar 

ngorroso aun para. sistemas de bajo orden. Por esta razón Gil--. 

oert y Pivnichny [12] deaarrolla:ron un programa de computadora

digi tal para el cálculo de esos datos 1 generados a partir de 

S = { AtB,C} • El programa acepta como entrada las matrices A, B 

y e, y proporciona los siguientes reaul tadoa: enteros di y pi; 
-1 

constantes det D y ªik; y las matri oes D, D A* ' 
D-lA* -1 X, 13, -1 /\ "" 

,.. 
A, B, e, Tl' Tl ' e, m T2 A, B, e, t ·2· ' 

Gi, vi, 
-1 i 

vi ' y Jk. 

La clase de matrices {F ,G} que puede ser determinada está 

dada por: 

donde 

m 
+ r 

i=l 

ro 

G:: i ¿l G1\ 

P1 i 
¡: ( °ik - ir1k) Jk 
k=l 

n ik = O' k: r :_ -t-1, ••• • P1 

m rm+2 

+ E ¿ Pik Kilc 
i=l k=l 

(3.39) 

( 3.40) 

(3.41) 



• '.36. 

i"" 1 1 ••• ,m (3.42) 

(3.43) 

(si k = l, ••• ,m entonces 
(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

son números rea.les arbitrarioe. 

La selección de e:1 
1 

en (3.34) involucra la parte no con-

'· trola ble de S y de aquí que no t enge efecto sobre 

h .. (s,F,G): h .. (s,F 1G) 
11 J.J. 

Toma."1.do a~·= Lrpil P1 J ;¡ usando la E.L.c. entre s y 
Pm+2 

S se determina el último término de (3.39). Este constituye el -

mátodo para encontrar las matrices Kikº El último término de 

(3.39) no e.xiate ai r 
2

= O, i.e. ei eJ. sistema es controlable. 
m.¡. 

Los elementos de la diagonal de la ~~triz de transferencia -

del sistema desacoplado H(s,F,G) están dados por 

donde 

y 

hii ( s,F, G) = Ai ªi (s) 

t!Ji(s,oi) 

r -1 ::i.., 8 i - ... -
1-

(si r1~ O, ~ntonces a. ( B) :. l) 
l 

( . P· P·-1 t/• , S G . ) -: S J. - O B J. - - , , • -
1 ' 1 il 

" l 1 e .1 , •.• ,e;. 
1 1 1 r · I 
~ l .. 

(3.48) 

(3.49) 

( 3. 50) 



eouórde que el procedimiento de disefio consiste en detarminar

Ai y cr1 , luego entonces {F,G} queda deterrainado 

(3.38) y (3.39). 

Además, la ecuación característica del sistoma. desacoplado 

está dada por 

m 
q (a , F) = d et ( I s-A-BF) = a J ( s) o. 2. ( s) 1T iJ1 i ( s , ª i ) 

mi-. m+ i=l 
(3. 51) 

Es claro entonces que el Teorema No. 5 responde a las pr~ 

guntas formuladas con respecto al problema de desacoplamiento -

en el cap. l. 

Antes de pasar a la descripción del programa de computado

ra se señalarán algunos conceptos importantes que deben ser t.Q. 

mados en cuenta en la aplicación del programa mismo. 



'.3.4 . DISEÑO DEL $ISTE1í.A DElµCOPLADO 

~.4.1 Asignaci6n de polos 

• '38. 

El problema de aaignac:5.6n de polos del sistema desacoplado 

ha recibido una enorme atenci6n debido primordialmente a que la 

estabilidad (s) del sistema depende directamente de la localiza

ci6n do las raicea d~ au ecuación caracter:!atica (polos). Moxgan 

[2~ y Rekssiue [35] apuntaron que, en algunos casos, los sist_! 

mas desacoplados bajo sua respectivas oaracterizaciones pod!an

aer inestables; sin embargo no señalaron bajo qué condiciones -

sucedía esto, ni tampoco en qué casos pod:ía ser resuelta esta -

dificultad. Posteriormente, Falb y Wolovich [s] demostraron que 

al menos m + r,i:·1 '1:i_ polos del sistema desacoplado pod:!an ser 

especificados libremente (di + l a la vez). Gilbert resolvió 

completamente el problema de asignación de polos y demostró que 

el número de polos del sistema desacoplado que pueden ser espe

cificados libremente (pi a la vez) esr 

m 

p = ~=l pi 

De acuerdo con (3.33) el polinomio caracter!atico del sistema -

desacoplado es 

m 

q(s,F) = ªm+l(e) ªm+2(a) 1T tjli(s,o 1) 
1=1 

donde ªm+l(s) y ªm+2(s) son polinomios de grados Pm+l y -

Pm,..2 respectivamente, unívoca.mente determinados por S= {A,B,c}. 

(8) Ea bien sabido que para asegurar la estabilidad de un aie 
tema lineal e invariable ea necesario que las raioes de = 
su ecuaci6n característica asten todas localizadas en el
semiplano izquierdo del plano complejo. 
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Los vectores . ªi de los polinor:ú.oa ip1 ( s, ªi) para i = 1, ••• ,m 
m 

pueden ser escogidos arbitrariamente. De aqu! que E pi polos 
i 1 

del sistema desacoplado puedan especificarse libremente (pi a la 

vez) mediante una selecci6n de los coeficientes cr ik · 

Como ªm~1 (s) y ªm~2 (s) son ~olinomioa con coeficientes 

fijos, entonces el sistema desacoplado será estable si y a6lo si 

las raices de a 2 (s) =O tienen parte real neg~ m+ 
tiva. Si dichas raices tienen parte real positiva, entonces no -

es posible disefiar un sistema desacoplado estable. Segiin (3.51)-

se observa que si r = r 2 = O entonces todos loa polos del 
ID+-l m+ 

sistema desacoplado pueden ser aaign<idos arbitrariamente. 

Estudios posteriores al a~tículo de Gilbert han llegado a -

los mismos resultados, arriba establecidos, referentes 

ma de asignaci6n de polos (ver Wolovich y Fal b (3a] , 
Wonham y Morse ['.;7] entre otros). 

Asignación de Cerca 

al probl! 

Paul (29] 

La iocalizaci6n en el plano complejo de los cerca de un Si,! 

tema lineal e invariable afeota el comportamiento del mismo, por 

ejemplo, la respuesta escal6n y el error en estado estable difi~ 

ren ante diferentes localizaciones de ceros. 

El problema de asignaci6n de ceros en sistemas desacoplados 

no ha recibido el mismo interés por parte de los investigadores, 

que el de asignaci6n de polos, y a'Ún no ae cuenta con una solu-

ci6n completa. Sin embargo, ae tienen algunos resultados, que 

aunque parciales y restringidos, constituyen un esfuerzo hacia -

la completa solución del problema. A este respecto conviene men

cionar aleunGo de los autores que han abordado esta cueati6nr 
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· s ~ Roso e, K. Furuta y M. Ito, Z ero assigrunent in linear mul ti va
riable deooupled control systems, Memorias Fao. Eng. Nagoya Uni
versity (Japón), Vol. 23, No. 1, pp. 143-154, mayo de 1971. 

M. Ito, s. Hosoe y K. Furuta, On pole-zero assignment in state -
variable feedback eyetema, J. of Inst. Elect. Eng. (Jap6n), Vol. 
91, No. 9, pp. 1715-1722, 1971 (en idioma japonés). 

w. M. Loscuto:ff y R. F. Schenz Jr., Zeroee in rnultiva!'.iabla sys
tema. J.A.c.c., pp. 899-904, 1972. 

3.5 CONCLUSIONES 

En esta sección conviene hacer un resumen de los resultados 

de la teoría de desacoplamiento presentados al caso de resolver

el problema de Morgan (i.e. el desacoplamiento de sistemas mult! 

variables, lineales, continuos e invariables con el tiempo, me-

diante realimentaci6n estática del vector de estado). 

Se comenz6 por definir el problema de desacoplamiento y a -

partir de ello definir la exi~tencia de una solución. Cuando es

posible lograr el desacoplamiento se encontró que la soluci6n al 

problema no es dnica, de aquí que se haya caracterizado al con-

junto de todas las posibles soluciones. Hecho esto ae apuntaron

las características del sistema desacoplado que pueden lograrse. 

Sobre estas consideraciones puede plantearse la alten1ativa de -

establecer la selección de los parámetros para el deaacoplardento 

bajo criterios de optimalidad. Esta cuesti6n queda fuera del al

cance de este trabajo, sin embargo, ha de mencionarse que los a~ 

tículos de Pivnichny [31] y Yore{g) tratan sobre esta irrmortan

te alternativa. 

(9) E.E. Yore, Opti~al decoupline control, Proc. J.A.C.C. pp. 
327-336' 1968. 



CAPITULO 4 

UN PROGRAMA DE COMPUTADORA PARA EL DISEÑO DE SISTEMAS LINEALES 
MULTIVARIABLES DESACOPLADOS k:EDIANTE REALIMENTACION ESTATICA 
.DEL VECTOR .DE ESTADO 

4.1 INTRODUCCION 

En este capítulo se describe la estructura del programa de

computadora debido a Gilbert y Pivnichny Ú2 J que logra el desa

coplamiento de la clase de sistemas descrita en el cap. 1, con -

base en la caracterizaci6n de desacoplamiento de Gilbert fa1] que 

se describe en el cap. 3. Se presentan varios ejemplos de aplic~ 

ci6n del programa. El diagrama general de ~lujos se presenta en 

el anexo A y el listado del programa en el anexo B. 

4.2 GENERALIDADES 

4.2.1 Descripci6n del progrrur.a 

El programa de computadora que ee describe en este capítulo 

efect~a los cálculos necesarios para determinar un par de matri

ces de realimentación lF,G} que logran el desacoplamiento de -

una clase restringida de sistemas multivariables: loa de la for-

ma (1. 3). 
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El programa está escrito en lenguaje FORTRAN IV [15] y ha 

sido probado satisfactoriamente en corr.putadoras IBM 360 y Bou-

rroughs 6700 en modo de tiempo compartido. 

El requerimiento de memoria ea, aproximadamente, de lOOK

bytes para el programa principal y de l5K bytes para las aub11!, 

tinas. Todas las subrutinas provienen del paquete SSP de IBM -

5.6] y están escritas en programaci6n estructural, lo que ase

gura un núnirno en almacena.mento y en tiempo de ejecuci611. Las 

subrutinas que se emplean son las siguientesr 

HOMBRE 

ARRAY 
LOC 
MCPY 
RCPY 
DCPY 
XCPY 
Glrí.SUB 
GkTRA 
SCLA 
DCLA 
RADD 
CADD 
SRMA 
MINV 
.MFGR 
PRQD 
GMPRD 

REQUERIMIEi.'ITTO .DE 
MEMORIA (BYTES) 

666 
488 
406 
496 
390 
666. 
284 
354 
416 
:;es 
534 
546 
438 

1858 
2092 
4572 
570 

El dnico dispositivo periférico requerido para la ejecu-

eión del programa es un teletipo, desde el cual se llama al 

programa y se introducen los datos. Los resultados del progra

ma se listan en el mismo teletipo. 
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4.2.2 Datos de Entrada 

Loa datos de entrada están especificados en formato libre 

y son almacenados en el archivo de entrada número 1 (inatruc-

ci6n # 1 del listado del anexo B). 

Una vez iniciada la ejecuci6n, el prograrna requiere de 

loa siguientes datos de entrada: 

1) N r Orden del sistema S: { A,:a,o}. 

Este dato debe ser un número natural menor o igual

a 25; si N) 25 el programa ae reinicia., si N <O la 

ejecución del programa termina (se utiliza un va-

lor negativo de N para dar fin al programa). Eje!2. 

plos: 

'il'RUNNJ.Nü 8224 

PROPORCIONE: EL ORDEN DEL SISTEMAr EL NUMERO 
PE ENTRADAS, Y LAS MATRICES A• B Y C POR RENGLONES 

26 

EL ORDEN DEL ~ISTEMn lS MAYOR QUE LA CAP~CIDAD 
MAXJMA D~L PROGRAMA ~ 25 
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F·RDPtmCIONF l. EL. OiUIEN f!Et SISTEM:i' El. NUríEl~G 
DE ENTRADAS• Y LAS M~T~ICES ~' B Y G PUR RENGLONES 

-7 

ENTRADA I NVAU D1f.\ 

FIN DEL F'IHlGfü'iriA 

M : l'l'úmero de entrada.a del sistema (iguaJ. al número de -

salid.as). Est:e dato debe ser un número natural menor 

o igual a 10. Si M (O la ejecuci6n del programa te,E 

mina. Ejemplost 

f~ 

i<RUNNING 8431 

PROPORCIONE: EL ORDEN DEL SISTEMA, EL NUMERO 
DE ENTRADAS• Y LAS MATRICES A1 D Y C POR RENGLONES 

f, 

1l 

EL NUMERO DE ENTRADAS DEL SISTEMA ES MAYOR QUE 
LA ~APACIDAD MAXIMA DCl. PROGRAMA 10 
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í·· í-\L1l·:·u1.;•.:.i:oNF:: E:t.. Cll\DEN DEL S tSTEMA • EL NUMl~h:O 
~ ::~: ¡-~,:~ ··,,r~1:1.f\(1!~" V l_1:\S ¡~¡(1'1'F\ JC.;E~) (:,, ¡..; y e POR l~:G:HD~! .. üNES 

.:. -~ 

F1HF:r:Dr'1 INVM.IDA 

3) La matriz A por renglones. Los elementos del primer ren

glón de A se proporcionan de uno en uno separados

por comas; luego los del segUndo rengl6n y así suce

sivamente (el tUtimo elemento de cada renglón debe ~ 

parecer sin coma). 

4) La matriz B por renglones. De la misma manera que la ma-

triz A. 

5) La matriz C por renglones. Al igual que A y B. 

Ejemplot 

Se desea introducir al programa un sistema s= [A,B,c} -
descrito porr 

C= r~ ~ ~] 
observe que N = 3 y M = 2. La forma de hacerlo es la siguien

t ez 
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F'i'<:Di-' CH\C HlNE: EL DI'\ DEN l!EL ti rf.>'!Eó í~(' r n NUhEi'\Cl 
DE ENfílADAS1 Y LAS MATRitES A• B Y C POR RENGLONES 

i? 

:~ 
2 
0.1,0 

1, i. '1 
().o 
1' () 
Od 
i, ·'-.o 
o·'<» 1 

Un da.to que proporciona internamente el programa es el va

lor de la tolerancia para cero. El valor de este parámetro es -

l0-6 , pero puede modificarse a criterio, cambiando la inatruo-

oiÓn siguiente n la número 22 (ver anexo B: TOL = 1.0E-06 ) • 

Este importante dato se utiliza en las siguientes proposiciones 

para redondear algunas cantidades al valor oeror 

PROPOSICIOU 
NUMERO 

41 

61 

109 

140 

Al detel'Illinar si c1AjB =/=O 

Al verificar si D ea singular, i.e. lnl<ToL. 
Al utilizar la subrutina 1l:FGR para determinar -

el rango de la matriz H y resolver 

encontrar L
2

• 

Al verificar al L es singular. 

'!' Li :x =O para 



220 

271 

284 
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Al utilizar la tmbrutina MFGR para. encontrar el 

rango de Hi, los parrlinetros p1 y los vecto-

res q 1 • • • q r i • 
i i 

Al utilizar la subrutina MFGR para encontrar 

los renglones do Qm+l· 

Al verificar si T2 es aingu.la.r. 

513 Al verificar la precisión del algoritmo de LeY~ 

rrier, i.e. Rpi debe ser igual a cero. 

526 Al verificar si las· matrices K1 son singulares. 

4.2.3 Secuencia de Ejecución 

La. secuencie. de ejecuci6n del programa ¡;uede entenderse me

jor siguiendo los diagramas de flujo que aparecen ei el anexo A. 

Una vez introducidos loa datos desde el teletipo, éstos se -

listan para ser verificados por el usuario, y asegurarse que co--

rresponden al sistema original. Después de esto se inician pro~

piamente los cálculos. Se determinan los parámetros di, la matriz 

D, su determinante = DET , y la matriz D inversa D-l = DINV. Si 

DE T =O, el pro'Qlema de desacoplamiento no tiene solución y se -

da por terminada la ejecuci6n, iniciandose de inmediato una nueva. 

En caso de que DE T :/=O ae calcula A*= ASTAR y con ella se d~ 

terminan A, B y C, la representación D.I. del sistema original. 

Hecho esto se calcula la matriz H=['BIA.:81 ••• ¡¡n-l:B] y se determi

na ne= rango(H) con la. subrutina. MFGR. Si n
0

::: n el sistema -

es CQ¡;,plota1:iente controlable, Tl = I .Y A::: l., B:::: B y e= e. Si-

. -1 n
0 
< n so determina la matriz T1 :: L , do;1de la matriz nxn J, = 

[11 1 L¿] : 11 es una matriz n0 xn cuyas colurr.nao son los vectores 

linealmente indepcnJientes de R. Las n-n
0 

columnao de ~ 2 aon 
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ortogonales a las anteriore1::1 y se toman del espacio nulo de H 
(la. subrutina l>'tFGR encuentra la ba(;.!e del espacio nulo de H). 

Con T1 ee dcter;üno. S ={A.,'B,c}; posteriormente se imprimen -

Tl' A, B y e. En seguida se efectúan los cálculos neceaarios

pa.ra llegar a la ]'orma Canónica d.e Desacopla.miento: ae obtienen 

las u.A.trices Qi a partir de 

[ 1 
" 1 n-1 c e T c T e a· 1 'l' J H

1 
= Bº A··Bº ••• j(Aº) B lcci) 1 (oiAº) I ·•• j<c~(A ) i- )-

haciendo igual a cero las pri;nerns :r1 columnas. Se resuelve 

1 r. d b nH =O :r se deter1ílinan los vectores q, •.. q,i, que e en ser 
i J. J. 

ortogonales entre sí. En este proceso se determinan los pará~e-

tros P.;= diru Q~. Posteriormente, :r de ser necesario, se 
~ .l. 

la Q , y con ello se for'..:;a. T.,. Seguida:nente se forma 
m-r.i.. ._ 

1""" se imprimen las matrices T¿, T~· , A, E 'J C. 

cal cu-
f\ 

s y-

Se calculi:m e impri;;,en las matrices G1 CO;tio se indica en 

el diagrama de flujo y, finaloente, para cada i= l, ••• ,m+l se 

calculan: 

· loa coeficientes de la ecuaci6n característica de la m! ,.. 
triz Ai mea.iante el método de Leverrier. 

" • las raíces del polinomio cara.cteristico det ( AI-A1 ) = O, 

que son impresas como QIK' 

• la matriz K y la ma.t riz V= K-l. 

• las matrices 
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4.2.4 M.ensajee en la impresión 

El programa está estructurado para emitir, si es el caso,

los siguientes mensajes en algún mo::mnto de la ejecucións 

ERROR EN EL PRO GRANA. El programa tiene comandos de verifica-

oión que comprueban la validez de los datos que

se van generando internamente. Este mensaje apa

rece debido a errores en la escritura del progr~ 

ma. El listado del anexo B ha sido verificado 

con múltiples ej~mplos, de modo que este mensaje 

no debe aparecer: en caso de transcribir el pro

grama y aparecer este mensaje, es fácil detectar 

la causa del error observando lo que ha sido im-

preso antes de aparecer este mensaje. 

LA MATRIZ D ES SINGULAR. Este mensaje aparece si ID 1 es me-

nor que la tolerancia para cero. En este caso el 

problema de desacoplamiento no tiene solución • 

.EL SISTEMA ES CONTROLABLE Tl = I. Este mensaje aparece si 

n
0
= n (rango(H) = n 0 ). 

LA .i:l!ATRIZ L ES SINGULAR. Este mensaje, obviamente, no debe a-

parecer. 

LA SUMA ( D-SUB-I + 1) PARA I = 1, ••• ,M ES MAYOR QUE NC. Esto-

es lo cual no debe suceder. 

LA !1;.ATRIZ T2 ES SINGUI,AR, Este mensaje, obviamente, no debe-

aparee el"·. 

EL METODO DE LA TRAZA FALLA PARA I = . Los coeficientes de la 

ecuacldn característica para se calculi:m 
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con el método de Leverrier. La matriz resultan

te Rp. debe ser nula. Si algún elemento de Rp. 
1 1 

ea mayor (en valor absoluto) que la tolerancia-

para cero, entonces se imprime este mensaje, p~ 

ro no se interrumpe la ejecuci6n del programa. 

LA MATRIZ K ES SINGULAR. Este mensaje, obviamente, no debe -

aparecer. 

4.2.5 Tiempo de ejecución 

El tiempo de ejecuci6n de este programa depende de muchos -

factores tales como los valores de n, m y de la estructura. de

las matrices A, B y c. El tiempo p1•omedio de ejecuci6n, con n 

entre 3 y 8 y m entre 2 y 4, ea de 3 segundos. 

4.2.6 Ejecución continua del programa 

El programa al que se hace referencia, tiene la categoría -

de programa cerrado, i.e. es autoauficiente. Después de ejecutar 

un problema pregunta si es necesario ejecutar otro. En caso de -

dar por terminada la sesi6n debe darse una entrada inválida tal

como se describió en la secci6n 4.2.2 incisos 1 y 2. 

4.~ DISPONIBILIDAD DEL PROGRAMA 

Este programa se encuentra disponible para ejecuci6n, en la 

progra.moteca de la asignatura Dinámica de Sistemas Lineales, de 

la División de Estudios Superiores de la Facultad de Ingeniería

de la U, N. A. M~, con el nombre de DSL/DESAC, Para hacer uao -

de él es recomendable consultar la referencia. [ 1 J • 



4.4- EJEMPLOS DE APLICACION DgT, PROGRAMA 

A continuación se ilustran los rosultados importantes de 

la caracterización de Gilbert para el desacoplamieni;o de sis

ter:iac mul tivsriables rne1.liante rcalimcntaei6n estática del ve.s. 

tor de estad.o. 

El procedimiento genc:ral pude resn;drse <:?n 1-m; sig;«.d.en

ton tér.:ni:noo: 

Se deoea obtener un par de matrices de realimentaci6n 

{F 1 G\ que desacople a un sistema Sr { AtB 1C} , con la -

alternativa de ubicar los polos del siste~a desaco?lado

en algún lugar específico del plano cQmplejo. 

La aplicación d~l programa proporciona los datos necesa

rios para encontrar F y G, según las expresiones (3.38) y 

(3.39), y, de acuerdo con las expresiones (3.40) a (3.51), u

bicar los polos de manera arbitraria. 



EJEMPLO 4.4.1 

El sistema S::: { A,B,C} r 

~(t) = 

y(t)= 

[~ ~ :1 x(t) + [-: -~1 ~(t) 
o 1 1 1 -1 

~~ 
o 

1 
º] x(t) o -

tiene una matriz de transferencia no diagonal y polos en 

.52. 

s = { 1, 1, 2}. Obviamente es inestable. Se desea estabilizArlo 

localizando sus polos en a= {-1, -2:!:: j}, y desacoplarlo simul

taneamente. Encontrar el par de matrices {F ,G} para tal efecto. 

Oba6:rvenae los resultados de la computadora en las dos ho

jas siguientes: 



PROPORCIONE: EL ORDEN DEL SISTEMA, EL NUMERO 
DE ENTRADAS, Y LAS MATRICES Ar B Y C POR RENGLONES 

3 
2 
1,i,o 
0.2.0 
0.1.1 
l.r ·-1 
-1'1 
1.-1 
1.0.0 
-i,1.0 

N= 3 M::: 2 
TOLERANCIA PARA CERO= +lE-05 

MATRIZ A 

1.00000 1.00000 0.00000 
0.00000 2.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 í.00000 

MATRIZ !I 

1.00000 -l.00()00 
·-1. 00000 1. 00000 

1.00000 -1.00000 

MAH\IZ e 

1.00000 0.00000 0.00000 

·-1. ººººº 1 • 00()00 0.00000 

·.·-,· ., .. 



'\ 

.. , .'•' 

! 

.· . .: .. •, 

,: <~ ·"" · .. ·; 

LA MAi~rz D ES SINGULAR 

DETERMINANTE DE LA MATRIZ D= O, 

1.00000 
-2.00000 

-1.00000 
2.00000 

~ ......... " ' . 
"rr-SUB- 1"" ·o 

D-SUB- 2"' O 

\ ..... +-;·--

"• ·¡ •• 

.54. 



El resulta.do ea determinantes este sistema no puede desa

coplarse porque no cumple con la condición necesaria y suficie,E; 

te para ello (eo. 2.1): 

det D :/::. O 

esto es t la matriz D es singular. 
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E.JEMPLO 4.4.2 

El sistema s= { A,B,C} r 

-14 49 3 o 

1: 
l 

i;(t) = -4 14 1 o ~(t) +· o ~{t) 

o o l 1 4 

-88 -4 -8 o ' '\ o L-

(: l o ~]X (t) y(t) = 
1 o 

-
tiene una matriz de transferencia 

1 [ ·~ 12(s-10) J 
H(s) = s4-a'+ea2+268a+624 a3-i+s+2 -12oa2+276s-3864 

con polos en a= { -'3, -4, 4± 6 j} 
Como puede verse este sistema ea inestable. Se desea estabi

lizarlo y desacoplarlo. Loa polos del sistema desacoplado deberán 

estar localizados en s= { -5, -10, -'3±5 j} • El problema consiate

en determinar el par de matrices de desacoplamiento { F ,CJ.J. 
Al introducir este sistema al programa de computadora fueron 

arrojados los siguientes resultadoss 
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PROPORCIONE: EL ORDEN DEL SISTEHAr EL NUMERO 
DE ENTRADASr Y LAS MATRICES Ar B Y C POR RENGLONES 

t'i' 
4 
2 
-:J.4•49,310 
-4, 14 virO 
0,0~1.1 

-ee~-4r-Br0 
(¡, 1 

º'º 0,4 
lrO 
0.1.0.0 
Or1r0r1 

N= 4 M= 2 
TOLERANCIA PARA CERO= .lE-05 

MATRIZ A 

-14.00000 
-4.00000 
0.00000 

-ae.00000 

49.00000 
14.00000 
0.00000 

-4.00000 

MATRIZ B 

0.00000 
0.00000 
0.00000 
1.00000 

1.00000 

º•ººººº 4.00000 
0.00000 

MATRIZ C 

0.00000 
0.00000 

1.00000 
1.00000 

3.00000 
1.00000 
1.00000 

-e.00000 

0.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
1.00000 
0.00000 

0.00000 
1.00000 



DETERMINANTE DE LA MATRIZ D= -.120E+02 

MATRIZ D 

1.00000 
1.00000 

12.00000 
0.00000 

MATRIZ D-INVERSA 

0.00000 
0.00333 

1.00000 
-0.08333 

D-SUB- 1= 2 

D-SUB- 2= O 

• 58. 
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MATRIZ A..;.STAR 

-aa.00000 -4.00000 -5.00000 3.00000 
-92.00000 10.00000 -7.00000 0.00000 

MATRIZ AMR 

-14,33333 50.16667 2.s3333 -0.25000 
-4.00000 14.00000 1.00000 0.00000 
-1.33333 4.66667 0.33333 0.00000 

4,00000 -14.00000 -1.00000 0.00000 

MATRIZ BBAR 

0.00333 -o.oe333 
0.00000 0.00000 
0.33333 -0.33333 
0.00000 1.00000 

MATRIZ CBAR 

0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 



MATRIZ D-INVERSA*ASTAR 

·-92.00000 
0.33333 

10. 00000 
-1.16667 

-7.00000 
0.16667 

MATRIZ H~<B~Aa, ••• rA<N-1>B> TRANSPUESTA 

o.oe333 
-0.08333 
-·0.25000 

0.00000 
3.58333 

-0.00000 
0.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
1.00000 

-0.00000 
0.00000 
0.00000 

0.33333 
-0.33333 
-0.00000 
0.00000 
0,33333 

-0.00000 
-0.00000 
0.00000 

EL SISTEMA ES CONTROLABLEr MATRIZ T1=I 

P-SUB- 1= 3 

P-SUB- 2= 1 

MATRIZ T2 

0.00000 1,00000 0.00000 
-4.00000 14.00000 1.00000 

0.00000 -0.00000 3,00000 
0.00000 1.00000 0.00000 

MATRIZ T2 INVERSA 

3,59333 -0.25000 0.00333 
1.00000 0.00000 -0.00000 
0,33333 0.00000 0.33333 

-1.00000 0.00000 0.00000 

º•ººººº 0.25000 

0.00000 
1.00000 
0.00000 
0.00000 

-1.00000 
0.00000 

-0.00000 
-0.00000 

0.00000 
0.00000 
1.00000 
1.00000 

-0.08333 
0.00000 

-0.33333 
1.00000 

• 60. 
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MATRIZ A-HAT 

-0.00000 1.00000 -0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 

-0.00000 0.00000 -0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 

MATRIZ B-HAT 

0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 
1.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 

MATRIZ C-HAT 

1.00000 0.00000 -0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 º•ººººº 1.00000 



MATRIZ G-SUB 1 

º'ººººº o;os333 

MATRIZ G-SU!l 2 

0.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 

1.00000 
-0.08333 

I= 1 P-SUB-I= 3 

Q 1 1= -,237E-09 

Q 1 2= .142E-09 

O 1 3= -.370E-09 

.62. 
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LA MATRIZ K ES 

1.00000 -0.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 i .00000 

LA MATRIZ V ES .i 
;; 

1.00000 0.00000 0.00000 
-0.00000 1.00000 0.00000 

0.00000 -0.00000 1.00000 

HATRIZ EJ1 

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
0+08333 0+00000 0.00000 0.00000 

MATRIZ T2 

0+00000 1.00000 0.00000 0.00000 
-4+00000 14.00000 1.00000 0.00000 

0+00000 -0.00000 3.00000 loOOOOO 
0+00000 1.00000 0.00000 1.00000 

HATRIZ TEHP1 

0+00000 0.00000 . 0.00000 0.00000 
-0.00000 0+08333 0.00000 0.00000 

HATRIZ Tl 

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 0+00000 1.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 

1 
HATRIZ H = 

3 
1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 

1 
MATRIZ J = 

3 
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 

-0 •. 00000 0+08333 0.00000 0.00000 



• 64. 

HATR.IZ EJ1 

0.00000 º'ººººº 0.00000 0.00000 
-0.00000 0+09333 0.00000 0 .. 00000 

MATRIZ T2 

0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 
-4.00000 14.00000 1.00000 0.00000 
0.00000 -0.00000 3.00000 1 .• 00000 
0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 

MATRIZ TEHF'l 

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
:::.:0;33333- -- ... i;·i.6667 0.08333 -0.00000 

MATRIZ T1 

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 

1 
HATRIZ H = 

2 
-0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
1 .. ' HAT.RIZ ·- J ... 
2 

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
-0.33333 1.16667 0.08333 0.00000 

HATRIZ EJ1 

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 -0.00000 o.oa333 0.00000 

MATRIZ T2 

0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 
-4.00000 14.00000 1.00000 0.00000 

0.00000 -0.00000 3,00000 1.00000 
0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 



MATRIZ TEMP1 

0.00000 º•ººººº. 0.00000 -0.00000 

MATRIZ T1 

1.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 
0.00000 0.00000 
0.00900 0.00000 

1 
MATRIZ M "' 1 

0.00000 -0.00000 

º•ººººº 0.00000 
1 

MATRIZ J = 
1 

0.00000 0.00000 
0.00000 -0.00000 

I= 2 P-SUB-I= 1 

a 2 1= o. 

LA HATRIZ K ES 

1.00000 

LA MATRIZ V ES 

·1.00000 

MATRIZ EJ1 

0.00000 
· · u.00000-

0.00000 
. 0~00000· 
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0.00000 0.00000 
().25000 0.00333 

0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 
1.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 

1.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 

0.00000 0.00000 
0.25000 0.00333 

º•ººººº 1.00000 -o-~ 000-00--· ·· -·=o. oa333 · 



MATRIZ T2 

0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 
-4.00000 14.00000 1.00000 0.00000 

0.00000 -0.00000 3.00000 1.00000 
0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 

MATRIZ TEMP1 

0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 
0.00000 -0.08333 0.00000 -0.08333 

MATRIZ T1 

1.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 ..... 

¿;;. 

MATRIZ M = 
1 

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 

º•ººººº 0.00000 0.00000 1.00000 
2 

MATRIZ J = 
1 

0.00000 1.00000 0.00000 1.00000 
0.00000 -0.08333 º"ººººº -0.08333 

PROPORCIONE: EL ORDEN DEL SISTEHAr EL NUMERO 
DE ENTRADASr Y LAS MATRICES Ar B Y C POR RENGLONES 

-o 

ENTRADA INVALIDA 

FIN DEL PROORAHA 
•ET=7:42,3 PT=2.B I0=0.2 

.66. 
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La manera de determinar el par \F,G} que logra el desacopla

miento y ubicación de polos es la. siguientes 

Se sabe que r n=4-~ m::2 

d1= 2 

d2=0 

P1 = 3 

P2= l 

n
0
= 4 (el sistema original es 

controlable) 

qll:: q12= qi;= q21 = o 

Con estos datos se calcula: 

k 
como E 

i=l 

r 1 = Pi - 1 - d1 = O 

r 2 = p2 - 1 - d2 = O 
m 

P1 .¡.·i=t .. o1.}d.t+l) =Da, k=l , ••• ,m entonces . 
p 

4
,,. r 

4 
= n - n

0 
= 4 - 4- = O 

7t -rr -l\ -1t - o 11- 12- 13- 21-

oll (a)= oc2(s) = ~3(a)= ~(a)= l (ya que r
1
=0 

1= 1,2, 3,4) 

Las funciones de transferencia del sistema desacoplado deben 

ser de la formar 

h11(s,F,G)= 

donde 

l/{ ( s ' a;. ) s - <fi1 
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Ae! puéa, para loca1i:rnr los polos en s={-5, -10, -3:5j} 
puede escogerse 

11( ; 2 't' 
1 
(a, 01) = (a+5) (a+'3+5j)(a+'.?-5j} = s + lls + 64s + l70 

de donde Ói.1 = -11 
á12 = -64 

Cf13 = -170 

¡(" = -10 \) 21 

si l 1 = A 2 = l, entonces las matrices F y G están dadas por 

(3.38) y (;.39) de la siguiente maneras 

m [º·ºººº 0.0000 J + 
1 [º·ºººº i.ooo~J G= L iliGi = 1 

i=l 0.00;3 0.0000 0.0000 -0.0833 

=G·ºººº o.os;; 
i.oooo J _ 1 

-0.0833 - 12 [: 12 l 
-1 



~10 

10/12 

o 
o 

-10 ] r 92 
- 1 

io;12 _ L 21 

-20 

-521/6 

7 

-33/4 

• 69. 

-10 l 
-11; J 

Este par {F,Gl loera una matriz de transferencia del sis

tema rea1imentado: 

-1 
. H(s,F,G) = O [Ie - A - BF) ::BG = 

í -=-----1 -l •' . ll•': 64• + l70 

como se especific6 con a."lteri oridad, desacoplado y con polos en -

a={-5,-10, -3:!:5j}. 

Este mismo ejemplo se desarrolla en la sección 6.3.3.4 de la

referencia [6] con el procedimiento de Falb y Wolovich [a] 11~ 
gando a las mismas matrices F y G. 



EJEli!PLO 4.4.:; 

El sistema. s={A.,B,C}: 

[ o 1 

:J +U n~(t) iCt) = 2 3 !(t) 

1 1 
...! 

L~ l 
o ] x(t) y(t) = 

o 1 -

tiene una matriz de transferencia: 

+- l o 1. [: +- 1 rÍ'-3s-2 

-1 2 
H(s)-=C [Ia-A] B = (s-l)(a -3a-2) 

con polca en a={l, ~~'\,/ir} por lo que es inestable. 

Se desea desacoplar el sistema y que tenga polos en 

s = { -2, -3' -4}. 

Después de introducir los datos a la computadora, se 

obtuvieron loa siguientes resultados: 

• 70. 

l 
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·.. .. "'~ ·;~ .. · .. ---~ . -

Pl'\OP!mc IONE: E;:L Oí-\: DEN DEL !H HTEMA,. EL NUViERO 
1 

.··. . .; !· DE ENTRADAS, Y LAS MATRICES A• B Y C POR RENGLONES 
.~,. -.l~ ,.:.:..~...... ' •• -- • 

i 3 
" .:.:. 
(),J.,() 

2.:'5vO 
1•1 r l 

º'º :f. rO ·· .... 
0,1 
lrl•O 
o,or1. 

N" ~~ M'"· 2 
Hll..EF:1'-lilCIA PARA CEf\O"' , 1E· 0:5 

'· -- ........ ,_...,...:__.: 
MiiTHIZ (\ 

0.00000 1.00000 0.00000 
2.00000 3.00000 o. 0000() 
1.. 00000 :L.00000 1.00000 

MriTRIZ B. ·:-.. ::.: .. ~.: ... ........... 

0.00000 0.00000 
1. 00000 0.()0000 
0.00000 1.00000 

r1Arrnz e 

1.00000 \,()()()()() 0.00()00 
0.00000 0.00000 1.00000 



:l. • 00000 
O , OO•:JOO 

0,00000 
1.00000 

MATRIZ D-INVERSA 

:1. , noooo 
o. •.)0()()0 

O, OiíOOO 
.t. OOOO(J 

MA TRE i'i-STAF\ 

2.00000 
1,00000 

4.00000 
1.00000 

MrHIUZ r1BAF: 

() t 0000() 
0.00000 
(). ¡)¡\()()() 

1.00000 
-1.00000 

(),0()000 

º·ººººº 0.00000 
1.00000 0.00000 
1.}"' ·.:")000 :i. ~ ()(){)(.\() 

~). 00000 

0.00000 
1.00000 

0.00000 
0.00000 
0.00000 

0.00000 
l , OíJ•)OO 
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MATRIZ D-INUERSA*ABTAR 

;1. 0000() 
1 .• OC,000 

4+000()0 
1.00000 

0.00000 
:i .• 00000 

MATRIZ H=CB•AB,,,,,ACN-l>B) TRANSPUESTA 

o. 0\)000 1 .• 00000 0.00000 
0.!)0()00 0.00000 :l • 0000() 
1,()()()00 ···1'00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 

-l.ººººº 1.00000 0.00000 
o' {)(1000 0.00000 0.00000 

EL SISTEMA ES CONTROLABLE• MATRIZ T1=I 

F"·-SUB- 2"' 1 

MArrnz r• 

1.00000 
-1.00000 

0.00000 

J.0000() 
J,00000 
0.00000 

ií(tff<'I :/ T'.:'. 11!'.)Ff~SJ'.1 

o~ ~·,oooo 

()' 
1:."·00()0 

···O, ~.:J000\1 
O., ~j()l)OO 

<:· '()0()0() 

0.00000 
0.00000 
1+00000 

0.00000 
0.00000 
1.ílOOOO 

' ._,_. '.... . ~-- ¡· ··' l 



MATf\IZ A-HAT "--·1 •.. -~ '• 
. ,-. .. ,.1 -Vtl,.,~·, ..... ·--r·""" :::..:.;,.._ ... ~ ~ ... - - .., --.. --..... ,:1::"" ~: :_; • ~ .. ~· ... ~ 

.. 

.:-;- /"&..,· 

0.00000 
-1.00000 
0.00000 

MATRIZ 

1.00000 
1.00000 
0.00000 

MATRIZ 

1.0()00ü 
O. Ó\iOO)) 

MATF:IZ G-'.:~Un 1 

J.' 00000 
0+000()() 

MATfUZ G-SUB 2 

0~\)0000 
0.00000 

0.00000 
-t.00000 

0.00000 

H·-HAT 

0;00000 
0.00000 
1.00000 

c-+ttlT 

0.00000 
0.00000 

(),0()000 
0.00000 

O, OOOO<r · • 
1.()0000 

I= 1 P-SUB-I= ~ 

Q 1 1= -.100Et01 

Q 1 2::.-: (). 

0.00000 

(), ººººº 
º'ººººº 

0.00000 
1.00000 

VALORES C~RACTCRISTICGS NO NU(üS VE 
LA MATRIZ A-HAT-SUB- 1 



LA MATRIZ 1\ ES 

.t.00000 
-1.00000 

Lfi MATRIZ V ES 

o.;50000 
o.soooo 

MATRIZ.EJ1 

().50000 
0.00000 

MATRIZ T~, 

1.00000 
-1.000()0 

0.00000 

MATRIZ TEMF'1 

:L, 00000 
-0.00000 

•'•·. 

MATF'<IZ Ti 

·.1.-00000 
0.00000 
0.00000 

1 
MATRIZ M 

:~ 

0.50000 
0.00000 

1 
Mr1H:IZ J ,., .. 

t.00000 
0.00000 

1.00000 
1.00000 

'.-.. · ·. ~ -

·-O, 50000 
0.50000 

-0.50000 
0.00000 

1.00000 
1.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 

0.00000 
1.00000 
o .ooóoo 

-0.50000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
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1 .... _. ~- , ....... _. ¡ ,· 

•. ~~.,. . .;, .... " ;·_-

0.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
1.00000 ·' 

(),00000 
0.00000 

, .).L ... ... ~" 

..1-~· ... , .. 

0.00000 
0.00000 
i.ooooo' 

0.00000 
0.00000 

() ~ ~;0()00 

o. 001,)()() 



¡-¡,:¡-r¡:;; I Z. E,Jl 

•) , ::i O Oí)() O, 50C'00 {),00000 
<);{)\)()00 0.00000 0.00000 

Mr=.nnz T2 

1.00000 1.00000 0.00000 
-·l '00000 1.00000 0.00000 

0.00000 0.00000 1.00000 

MrYnuz TEM~·:t 

(). 0()000 1+00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 

MATRIZ T1 

J. '0()000 <1.00000 0.00000 
0.00000 l..00000 0.00000 
0.00000 0.00000 1.,00000 

1 
Mr~TRl.Z M 

1 
0,50000 o.50000 0.00000 
(). 00000 (),00000 0.00000 

l 
MATRIZ J 

1 
0.00000 1.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.-00000 

•,&•• L- .. ,,..... ' ' 

I'-" 2 P-SUB-I= 1 

o 2 1"" o. 

LA MATr\IZ f\ ES 

l • 00000 

·_ti Mf.1TRIZ V ES 

1.. 00000 



MATfGZ E.Ji 

·.,J .. "'"-·~·- o·foo'óoo .;. , 
·-.~ .. ·:- " ' 

o·.00000 ·e-··~• •. 0.00000., 
1 - 0.00000 0.00000 1.00000 

MATRIZ T2 

1.00000 1.00000 . 0.00000 
-1,00000 1.00000 o. 00000 ¡,,:¡.:,•!'• 

0.00000 0.00000 1. 00000 

MATfUZ TEMPj 

o. 0000() 0.00000 o. 00000 
0.00000 0.00000 1.00000 

· M1é'tTRIZ ·T1 '"-1...S:·~t....,..~ ~_>f~.~.··. 

1.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 o.ººººº 0.00000 0.00000 1. 00000 ,., 

¿_ 

MATRIZ M "' 
·- •1i6··~. 1 

0.00000 0.00000 (). ººººº ..-l·-'-1~ ..... ,,. 

0.()0000 o ,()0000 1. 0()0()0 ,, ... 
MATRIZ ,J / . 

l. 

·<>. ººººº 0.00000 0.00000 
(). 00()0{) 0.00000 1. 00000 
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Para determinar el par {F,G} que permite el desacopla

miento y localizaoi6n de polos en ·s={-2,-3,-4} es convenie,a 

te observar• 

n = 4, m=2 

d = o 
1 

P¡ = 2 

n = ; (el sistema es controlable) 
c 

ql2 = o 

cero fijo en e= -1) 
l.A.r - ~1= .l+ l (implica que existe un 

0
1 = [ ~ : ] 0

2 = [ : : ] 

Con esto se determinanr 

r 1 : pl - l - d1 = 2 - l - O = l 

r 2 : p2 - 1 - d2 = 1 - 1 - O = O 

k m 
como .E pi+ I:; (di+l)=nc, k=l, ••• ,m entonces r'lt=P'\11'=0 

i= l i=k-1 " ,, 

r 4 = p4 = n - n
0 
= ; - 3= O 

q =-1 rr = o 
11 12 

7f =« = 
11 11 

observe que r; = r4 =O implica que pueden ser asignados tres polos. 

· I 



Los elementos de J.a diagona1 principal de la l!latriz de trans• 

ferenoia del sistema desacoplado son de la format 

. "i, (e)J..l = (s .- c:Lll) ..l1 
11¡1 (s,F,G)::. '4'1<s,G'1) 

= 
(s + 1) ,l 1 

s 2 -0""11a-Cf'12 

si se ubican los polos s= {-2, -3} en hu (s ,F ,G) y si li = 2, 

entonces 
2 (s + l) 

~1(s,F 9 G) ::: 
s2 + 5s + 6 

de donde 

De la misma manera: 

~(s) A. 2 Á2 
~2(e,F,G) = = 

'l'2(s, d" 2> B - 0"21 

Resta ubicar el polo s = -4 en ~2(s,F 1 G); 

8 + 4 
, de donde 

()ll. = -5 

(J" 12 
::: -6 

si además, 

(f" = -4 
21 

A.2 =' 

Por otra parte, el polinomio característico del sistema desaco

plado est 

q(e,li') = d.. 
1

(s) oC. +2(e) IT 'Y 
1 
(s, Cf1) = (l) (1) (s

2
+5e+6)(s+4) 

m+ m i=l 

Por tanto, de (3.'38) y ('3.39) 

o= 
1
ª

1
= G1 Á 1 = 2 [ ~ ~) • 3 [ ~ ~ 1 = [: ~ 1 

F = -D-1A* + (lf11-J\1>Ji - (U-1r1\2)J~ - (<i21-~1)J~ 



.ao. 

-[~ 
4 ol 

[-5-(-1)* 
1 ~ J + (-6-o{ ~ o ~] + i.e. F= 1j+ 1 o o 

(-4-0) [: 

o 

:1 [ -8 -8 _:] -
+ -

o -1 -1 

Así puásr 

G =[: ~] [-8 -8 _;1 y F := 
-1. -1 

desacoplan al ststema original y le ubican polos en s={-2,-3,-4}. 

En efector 

-1. 
H(a,F,G) = e [ra-A-13F] BG = 

2( a+.l) 
( s+2) ( S+. 3) .;. l o 
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EJEM.PLO 4.4.4 

.Desacople el miemo sistema del Ejem. 4.4. 3, ubicando ahora 

los polos del sistema desacoplado en o= {-1, -2 !: j}· 

En este caao,. se tienet 

o[l ( 6) Al )q ( B + 1) 2 ( S + ]. ) 
1\1(s,F,G) = 1J11(s, 0-1) = e2-0'úe-<lj_2 = s2+4s+5 

de dondes ~l = 2, <r = -4 11 y 0""12 = - 5 

y 
~(e) Á.2 

h:22(s,F,G) ::.lj12(s, d"2) 

de donder A. - 3 2 -

Entonces t 

= 

m 
G = E Gi }..i i=l = [: : ] 

B - (f"21 

(J" = -1 
21 

3 

S + l 

F:: -[: : :] • [-4-(-1~[: ~ :]· (-5-0)[~ : 

.e -1-0) [: : : ] = [ =: =: -~ ] 
De r:iodo que G = Í2 º] y F =-[-? -? º] desacoplan 

lo ; -1 -1 -2 

tema y ubicA.n sus polos en a ={-1, -2 :!: j}, ya quer 

al Bis-
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o 
H(s,F,G) 

_L 
s + 1 



EJEMPLO 

sea 

4,4 .5 

el sistema S :::{A,B,C J t 

~( t) :: ~~ 
y(t) = r 1 - lo 

o 
o 

"' -1. 

o 

o 

: \ o<tl 
o J 

o\ 
l J 

~(t) 

~ 
l n + o 
o 

se desea desacoplar•lo y ubicar sus polos en 

.o;. 

~(t) 

Pa::.·::i. determinar el par { F, G)" se introdujeron los da.tos 

de este sistema a la computadora y se obtuvot 
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~ .. ' .. ,., -- ~· . .... ·_ 

PROPORCIONE: EL ORDEN DEL SLSTEMAr.;EL NUMERO 
1~ . DE ENTRADASr. ·Y LAS MATRICES·. Ar B Y C POR RENGLONES 

' . , 3 ,' 
2 

º'º'º º'º'º o;-1,0 
1.0 
o.o 
Od 
1.0.0 
0.0.1 

N~ ~5 M= 2 
TOLERANCIA PARA C~RO~ .1E-OS 

MATRIZ A 

0.00000 
0.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 

-1.00000 

MATF\ÍZ B 

1.00000 
(),()0000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
1.00000 

MATF<IZ C 

1.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
o.oqooo. 

0.00000 
1.00000 



~ss. 

,._ - 1 

DETERMINr1NTE I:IE LA MATRIZ D= .100E+01 

MATRIZ D 

1.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 

r 
MATRIZ D-lNVERSA ~ 

1. 00000 0.00000 
0.00000 1.00000 

D-SUB- 1= o 

D-SUB- 2= o 

MATRIZ A-STAR 

0.00000 0.00000 0.00000 ' l 

o. 00000· -1.00000 0.00000 

MATf\IZ t':iBAf~ 

0.00000 0.00000 0.00000 . ·-- ..... ~- ..... J ·! 
0.00000 0.00000 0.00000 
0.00000 0.00000 0.00000 

MATRIZ DBAR 

1 'ººººº 0.00000 
0.00000 0.00000 
0.00000 1.00000 

M1HHIZ CllfiR 

J • 00000 0.00000 0.00000 
o. ;:.t\('00 (l, 000()0 1.00000 



o.ººººº o ' t)()t_) Q () 

:1,,00000 
0.00000 
o .000()0 
ü ,OOC•OO 
0.00000 

(). ººººº 

O.üüOOO 
~<t ) (){)\_)tJ(j 

o .0000~) 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

0,00000 
O ... OOQ.'JO 

0.00000 
j_ .00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

EL SISTEMA NO ES CONTROLABLE Ne~ 2 

.·;~o ~!00{) 

.') f O.JO·~IÓ 

1. 00000 
0.00000 
(),00000 

i). ººººº 
•,\. 000\:<0 
(),00000 

~) ~O>JOOV 

Ot0Ü(•00 
:l , o)-'.j;)()I) 

(), coooo 
0.00000 
1.00000 

0.00000 
(\. 00000 
(\,')0000 

1.00000 0.00000 
1~· • ()()i."!!){J J.., (1\)(j()(I 

0.000~~ 0.00000 

. C·Q(1•_),·.1 

' ·~· ·~· :,«) '. 

O. ''.)('OGQ 
J.> '.)'.)ij()(i 

\) '00·'.)00 
t .()0<.)00 
O, O()·'Y>O 

() • 0000() 
1.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
(). ()0000 

\J. 0(1Ü0(1 

\:1 t C'üGi.)1:, 



1.00000 
0.00000 
i). 00000 

:! '00000 
(1 , OOC-00 

~'.·' ººººº 

O, <'.:>0,)fJO 
1~l .. (•\h~1()() 

O. 00\>tJO 

1.00000 
(). 000f)() 

o. 0000() 

0.00000 
t.00000 
o. 00()00 

o.oooon 
1.00000 
0,00000 

o t (i(.>.J(l0 

o. 00()0() 
<). 00•)00 

(),00000 
1. ()()0()0 
(!,00000 

MílTíUZ C-HliT 

1.00000 
0.00000 

'. \}',l!,)•./•; 

0.00000 
1.00000 

o}()()(){)() 

•)' 00000 

0.00000 
0.00000 
:1..00000 

0.00000 
0.00000 
J.. (¡(\(1(•0 

ü t OOOOü 
~..' .. o~~'Ol)O 
0.00000 

o. 0')()00 
0.00000 



¡ .ss. 

¡~ l P-SUB-I~ 1 

Ui i'itHRlZ !\ E:S 

! .. {\,2•(\()0 

(l,(10000 

1.00000 
0.00090 
0.00000 

~hYrn.r.z TEMF':l 

1.00000 
0.00000 

iH1TRIZ Ti 

.1..onor·o 
,_;' O(.i\)(j() 
(). 0('•)1)0:\ 

l. 1 :. ~·· '.}' .' 

l 

o. l)•:OüOO 
0.00000 

0.00000 
1.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 

') .. o:;ooo 
0 I' 1.)C•oüü 
:i "•)i) () ()1.) 

O ·. ·:·rt).:'i()() 
(·. (1ü\:1ü(.\ 

(). •)0000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
1.00000 

0.00000 
0.00000 

o~ (i\)()00 

l, i)\i()O:)O 
(\ '000('0 

O. 000()(1 

O.OOOOü 



Ct '' 1'" o. 

LA MATRIZ I\ ES 

1.00000 

i·liiTRIZ EJ:I 

OtOOOOO 
0.00000 

1.00000 
0.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 

MATFGZ T1. 

1, 00()(\0 
0,()000() 
IJ • 00()0() 

i'í{1TI~ I Z M 

(). ()<)(1()1) 

o. \,)Ü•,)(}\':. 

lí ti ! R .t? 

. ·, ~ ü\.J(t\)'.! 

O, OilGC•'.I 

., 
..:. 

0.00000 
1.000()() 

0.00000 
1.. ()0000 
0,000()0 

0.00000 
J. 00000' 

o.ººººº o. ()()0()0 

1.0('()(,lü 

0.000()0 
1 • (i(•<JOO 

\i .. 1~,\0\>V·:) 
·~>" 0(1000 

\.\. ·:1(}()00 
í)' 00000 

0.00000 
0,()0000 
1.0000() 

0.00000 
0.00000 

o. o'.)0<'.<00 
t.00000 
•.) ' () ()(.\ íl () 

0.00000 
(). 0í)')0 () 

(} i o )·'J•.)() 

.t ~ 1.JOO(l\.i 

.ag. 



Anotando aquí nueYt:mento nlp;unos •fatos de interés oue lJTO~ 

pro~orcionó la computado~a: 

n =- 3, m :::. 2 

' d = o l 

n = 2 e (el sistema no es completamente controlable) 

Con esto se calculanr 

G = [º 2 o 

qll = ~l =o 

q21 = 0Cz1 = o 

~] 

r1 = P¡ - 1 - d1 -:: 1 - 1 - O = O 

k m 
como L P1 + L (d1-t-l)=n0 , k=l, ••• ,m 

i=l i=k+-1 

un polo :fijo en s =O) 

n - n e =3-2=1 

entonces 

(implica que existe 
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TT2 = lf21 := O 

1r
3 

no es"trl definido 

1f4 = Ir41 =c(41 =º 

Los elementos de la diagonal principal de la matriz de trans

ferencia del sistema desaco~lado son: 

=----
s - {}21 

Como puede verse e6lo pueden asignarse dos polos al sistema 

desacoplado puesto que, como r 4 = 1, existe un polo fijo en a= O. 

En efecto, el polinomio característico del sistema desacoplado es 

de la forma: 

ID 

q(s,F)= C(m+1<ª) ~m+2<ª>E1 lf'ics, o-i1 = <1)(s)(a - crn)(ª - <121) 

Así pués se ubicarán solamente dos polos, s=-1 y s=-3: 

entonces, ai 4= 4 y l = 2 
3, se puede escoger: 

hll (a,F,G) 
4 

º11 = -1 = de donde 
e + 1 

h
22

(s,F 1 G) 3 , de donde (í. = -3 y = s + 3 21 

Por tanto: m 

Gi ).i = ·[~ : l + 
[º o l [4 ~] G = E ' 1 J= o i = l Lo 
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-1 
y .. P: -D A* i-

i. e. 

:] + (-1-0{~ -[: o 
o º] [º o º] . 

F: ... (-3-0) O l .;.. f111S.1+f21K21 '; 
-1 o o o 

[~ o ~] + [-~ o -~]. .f11K11 - f 21K21 • • • • • • • .. ( I) = 
1 o 

Por otro lado, según (3.34) 

-D-lA* D-1 [:l o •u] F: + e~ T2 Tl 
ª2 

[ª1 o Pn] = -D-lA* -1 T2 Tl + D O ª2 f 21 

donde ª1 = ( d' i - 7(1)V1 ' 1 = 1, ••• ,m 

1.e. 91 = ( <f11 - 7r11 )V1 = (-1-0)1 = -1 

02 = ( €°21 - IT21)V2 = (-3-0)1 = -3 

por tan.tot 

F = [: 

Al igualar 

o 

1 

(I) y (II) se desprende quet 

Kn = [: :] y K21 = [ : 1 + OL 
f21 

1 

o 

•••.•.••..•••••• • ( I¡) 

~] 
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Oomo D y o aon números reales arbitrarios, se verán dos 
rll F2l 

ce.sos 'particulares r 

[-1 o -~] En este ca.sor F = 
o l 

G= [: ~] r-1 o _:] Entonces., y F= 
o l 

desacoplan al sistema y ubican los polos en a .. {-1,-;}. 

En efector 

H(s,F,G) = e [Is-A-B>T
1 

BG = [ e : 
1 

0 

~ 
3 

J 
b) Asignar cualquier valor a }'

11 
y ~1 , como por ejemplo: 

.Pu = f21 = 1 entoncesr 

[-1 o _:]. [: 1 

:] + [: 
o :J = r-~ l 

F = O l o 2 ; -~ J 
•=[: ~] t1 

1 _:] As:! pudst y F= 
o ; 

desacoplan al sistema y ubican los polos en B: {-1,-3}• 
En efectos 

H( s,F ,G) = e [rs-A-BF]-
1 

l3(} = [. : 1 _:_] 

s + 3 



ANEXO A 

DIAGRAiflA DE FLUJO DEL PROGRAl•:A DE COMPUTADORA 

El diagrama de flujo que se presenta a oontinuación ilustra, 

de manera simplificada, el algoritmo para encontrar los datos ne

cesarios para caracterizar la clase de matrices de desacoplamien-

to {F,G} de un sistema S:: {A,B,C}. 

Loa ndmeros que aparecen en la parte superior de algunos si~ 

bolos de computaci6n corresponden a números de proposiciones que

ejecute.n esas instrucciones, y que aparecen en el listado general 

del programa en el Anexo B. 
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Calcula. loa parámetros di y la matriz D 
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Verifica ID!* o, calcula las matrices D""l. f A*, D-1A*, i, B, e 

A • 1 ... a 1.f1P." 

B - B D-¡ 

e .. e 
SI 

l 



Calcula las matricaa 
N 

A, 
N N 
B,. O 

[~ 
l__ .¿[>·---

ilk+.i u "ºk+j 

.• 

ATF ..... fiJ • Ao 

Ao a ~\·ATI:~tP 

'"' 

"" 

<iiJBNJ'rI:-t:"~ r.~ft~\ 

c:1-:Jc:i.tr¡1: 
ne· c. nJnro(li) y 
11n cr•n junto dr 
VC"C'tO!'(·;; \.t1J11r.n;1 

J U!.:_i.:·rri~~---' 

X • 11 

ii • ·¡¡-

e - e 
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Oatou.la J.aa matrices Q, 

,__ ____ .. 



Calcula las matrieea 

j .. j~; 

R • R A. - q¡ •. r 

l 

A 
-~ 

•• 99. 



e alcula '1as matrices 

!11 i + 1 

531 
ColO('/l ~l ~mo rcn 
t~lón de 1~1 m~triz \' 
en el r~q·;lón i, culum 
na Irf.+l cla ln matri~ 

H 

Termina, 
Proporcione el fii
RUicntC"' problema. 

. :100. 



1 

ANEXO B 

LISTADO GENERAL DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA 

.DOCUMENTACION 

Nombre del programas DSL/DESAC 

Descr:i.pciónr Obtiene un par de matrices de reru.imentación ( F, G} 
para llevar a cabo el desacoplamiento y ubicación de polos de los 

sistemas multivariables lineales e invariables de la torma• 

i(t) = A _!(t) + B ~(t) 

!(t) = e ~(t) 

Lenguajer FORTRAN IV (versión Burrougha 6700). 

Categoríat Programa cerrado (auto-eu~iciente). 

Fuenter Cinta magnética DSL 1688. Archivo DSL/DESAO. 

Tarjetasr No. Sólo cinta. 

Modificaciones: N'inguna (diciembre do 1978) 

Recorda 1 1391 



------------~-__ ,,_--_ 

Rangos -100 • 146 300. 

Subrutinas r 

NOMBRE 

ARRA Y 
LOO 
?lCPY 
RCPY 
DCPY 
XCPY 
GMSUB 
GMPRD 
GMTRA 
SOLA 
DCLA 
RADD 
CADD 
SRMA 
L1INV 
MFGR 
PRQD 

R.i\NGO 

80500-83400 
83700-85600 
85900-86700 
87000-88000 
88300-89200 
89500-91100 
91400-92300 
92600-94500 
94800-95800 
96100-96700 
97000-97600 
97900-99200 
99500-100800 

101100-102800 
103100-l]. 3400 
n 3700-124800 
12 5100-14 6 300 

.102. 

Instructivo de de.toar Datos proporcionados desde el teletipo 

1) N (orden del sistema) 

2) M (número de entradas o salidas) 

3) Matriz A por renglones 

4) Matriz B por renglones 

5) Matriz e por renglones 

Formator Libre (separación por comas). 

Resultadoss Los imprime el teletipo. Primero escribe los datos 

proporcionados, luego loe cálculos y resultados descritos en las 

referencias [11] , [1~, [:?o] • 
Observacioneet 

1) El máximo de N ea 25 

2) El máximo de M ea 10 

3) Un valor negativc de N o M termina la ejecución 

del programa.. 



100 FILE 
200 FILE 
300 C* 

l=DATQS,UNIT::REMOTE 
6=RESUL•UNIT=REHOTErRECORD=22 

400 C* 
!500 C* 
600 Clic 
700 C* 
800 C* 

PROGRAHA DESACOPLAMIENTO SISTEMAS MULTIVARIABLES 

900 C* 
1000 DIHENSION 
1100 DIHENSION 
.1200 DIMENSION 

A(25r25>1B(25t10),C(10r25>rA0(25r10) 
D<10rlO>rCIC25)rR(10>rIDC10) 
ATEMF'<25r10)rTEHP<2:.Sr25) 
DINV<10~lO>rEL<10>,ENC25) 

.10;. 

1300 D!MENS!ON 
1400 . DIHENSION 
1500 DIMENSION 
1600 DIHENSION 
1700 DIHENSION 
1800 DIMENSION 
1900 Dil1ENSION 
2000 DI11ENSION 
2100 DIHENS!ON 
2200 DIHENSION 
2300 DIHENSION 
2400 DIHENSION 

ASTAR<10r25> 
ATILC25r25>,DTILC25rlO>rCTIL<lOr25JrIROWC275)r!COLC25> 
H<275r25>•ELL<25r25J,T1C25r25JrIP<l2> 
ABARC25125>rBBAR<25r10)rCDAR(10r25> 
AC<25r25>1BCC25rlO>rCCC10,25),Q(25r25>1T2C25r25> 
AHAT<25r25>rBHAT<25r10)1CHAT<lOr25) 

2500 
2600 
2700 
2800 
2900 
3000 
3100 
3200 
3300 
3400 
3500 
3600 
3602 
3604 
3606 
3608 
3610 
3612 
3614 
3616 
3618 
3620 
3622 
3624 

C* 
C* 
C* 
C* 
C* 

G<10r10> 
AIC2Sr25)rBIC25)rRIC25r25)rUIK<2S>rFKC25r25> 
TEMP1C25r25)rEM<25)rEM1C10125JrEJlC10r25> 
VC25r25> 
PCC25)rPOC25>rPE<25),POLC25> 

LECTURA DE DATOS 

10 WRITE(6r3) 
3 FORHAT<1Xr///r7Xr'PROPORCIONE; EL ORDEN DEL SISTEMAr EL NUMERO'• 
* 1Xr/r2Xr'DE ENTRADAS• Y LAS MATRICES Ar B Y C POR '• * 1Xr'RENGLONES'r///) 
READ(lr/)N 
IF<N>1111r 1111 •4 
4 IFCN-25)1!19r1119r1113 
1"113""1R'ITEto-;l :1 !"4 ' 
1114 FORMAT<1Xr//r2Xr'EL ORDEN DEL SISTEMA ES MAYOR QUE LA'• * 1Xr'CAPAC!DAD'r/r2Xr'MAXIMA DEL PROGRAMA~ 25'> 
GO TO 10 
1119 READ(l•l>H 
IF<M-10)1115,1115,1116 
1116 WRITE<6·1117> 
1117 FORMATLtXdh2Xr 'EL NUMERO DE ENTRADAS DEL SISTEMA ES', * 1X,'HAYOR OUE',/,2Xr'LA CAPACIDAD MAXIMA DEL PROGRAMA• 10') 
GO TO 10 
1115 IFCMJ11ll•1111•1118 
11 !.8 CONT INUE 



o 15 
O DO 
o 20 
O DO 
o 21 
O DO 

00 22 
00 C:t 
00 C* 
00 C* 
00 C* 
00 C* 
00 C* 

FORHAT(6CF11.5r2X>> 
20 I=l,N 
READC1rl><ACI,J)rJ=1rN> 
21. I=1'M 
READ<1rl><B<I,J>1J=1rtt> 
22 I=1'tl 
READC1r/)CCCI,J>rJ=1rNJ 

1iSlGNACION DE LA TOLERANCIA PARA CERO 
EN TODO EL PROGRAMA 

00 TOL:::zt.OE-06 
00 C* 
00 C* 
00 C$ 
00 C* 
00 C* 

IMPRIHE LOS DATOS PROPORCIONADOS 

600 WRITE<6r6)NrMrTOL 
00 6 FORMAT<2Xr2HN=•I2r3Xr2HM=rI2r/r2Xr21HTOLERANCIA 

800 25 FORMAT<2X•//r10Xr8HMATRIZ Ar/) 
900 WRITE<6•25) 

00 DO 26 I==1' N 
100 26 WRITE<6r15>CA(IrJ)rJ=1rN) 
200 27 FORMAT<2Xr//r10Xr8HHATRIZ Br/) 
300 14RITEC6r27> 
400 DO 20 I~lrN 
500 28 WRITE<6r15)(BCirJ)rJ=1rM> 
600 29 FORMAT<2Xr//r10Xr8HHATRIZ Crl> 
700 WRITE(ór29> 
800 DO 30 I=lrN 
900 30 WRITE(6r15><C<IrJ)rJ=1rN> 

7000 C* 
7100 C* 
7200 C* 
7300 Ctt 
7400 C* 

CALCULA C<I>*B=R 

7500 I=:1 
7600 CALL ARRAY<2rNrNr25r25rArA> 
7700 CALL ARRAY<2rNrMr25•10rD,B) 
7800 CALL ARRAYC2rMrNr10•25rCrC) 
7900 35 J"'O 
8000 CALL MCPY(BrAOrNrHrO) 
9100 CALL RCPYCCrirCirH•NrO> 
9200 38 CALL GMPRD<CI,AO,RrlrNrH> 

i 6300 39 K=O 

1 

8400 40 K"'t<:H 
1 

~ 
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0500 Clf: 
8600. C* 
S700 C* COHP~RA R CON TOLERANCIA 
eeoo e* 
8900 C* 
9000 IFCRCK>-TOL>41r41,43 
9100 41 IF<R<K>+TOL>43r42r42 
9200 42 IF<M-104t:h50r40 
9300 43 ID<I>=J 
9400 Cl!C 
9500 cie: 
9600 C$ CALCULA DI'S Y MATRIZ D 
9700 C:!t 
9800 C* 
9900 DO 44 K~1,M 
10000 44 D(I,K>~R<K> 
10100 IF<M-I>4Sr60r45 
10200 45 I:::I+l 
10300 GO TO 35 
10400 48 WRITECór49) 
10500 49 FORMAT<2Xr///r2Xr20HERROR EN EL PROGRAMAr///) 
10600 GO TO 10 
10700 50 CALL GMPRD<ArAOrATEMPrNrNrM> 
10800 CALL MCPY<ATEMPrAOrNrM•O> 
10900 J=Jf1 
11000 CALL GHPRD<CirAOrRr1rNvH) 
11100 IF(N-1-J)48r43r39 
11200 C* 
11300 C* 
11400 C* CALCULA D INVERSA Y SU DETERMINANTE 
11500 C$ 
11600 C$ 
11700 60 CALL ARRAY<2rHrMr10r10rDrD> 
11800 CALL MCPY<DrDINVrHrMrO) 
11900 CALL HINV<DINVrHrDETrELrR> 
12000 JDTEST=O 
12100 IF<DET-TOL)61r61r65 
12200 61 IF<DET+TOL>65,62,62 
12300 62 WRITEC6r58) 
12400 58 FORHAT(2Xr///r2Xr23HLA MATRIZ D ES SINGULARr//) 
12500 JDTEST=l 
12600 65 WRITE<6,67)DET 

.10.5. 

1290(} 67 FORi'fAlf2Xi///;2x.2eHDETERHINANTE DE LA'MATRIZ D=•E10.3) 
12900 C* 
13000 C* 
13100 C* IMPRIME D Y D INVERSA 
13200 C* 
13300 C* 



3400 CALL ARRAYC1,MrM,10v10rDrD> 
3500 CALL ARRAY(1rM,Mr10v10rDINVrDINV> 
3600 6B FORMAT<2X,//r10Xr8HMATRIZ D~/) 
3700 WRITE<6r6B> 
3800 DO 968 I=1rM 
3900 969 WRITE<6r15><D<IrJ)rJ=1,H) 
4000 IF<JDTEST>48r9970r9971 
4100 69 FORMAT<2X1///rlOX1!6HHATRIZ D-INVERSA,/) 
4200 9970 WílITEC6r69) 
4300 DO 969 I=1rM 
4400 969 WRITE<6v15>CDINVCI,J)rJ=1rM> 
4500 971 FORMATC2Xr//r10Xr6HD-SUB-rI2r1H=rI2> 
4600 9971 DO 972 K=1rM 
4700 972 WRITEC6r971>KrIDCK> 
4800 C* 
4900 C* 

15000 C* CALCULA MATRIZ A-STAR 
5100 C* 

15200 C* 
15300 I"'1 
15400 IF<JDTEST>4Br70r55 
5500 55 WRITEC6r56) 

15600 56 FORMAT<2Xr///12Xr23HSISTEMA NO DESACOPLABLE///) 
1S700 00 TO 10 
15800 70 J=O 
15900 CALL RCPYCCrirCirMrNrO) 
16000 71 CALL OHPRD<CI1A1ENrlrNrN> 
16100 CALL HCPY<ENrCir1rNrO> 
16200 J=JH 
16300 IF<J-ID<I>-1>71r72r48 
16400 72 DO 73 K=1rN 
16500 73 ASTAR<IrK>=CICK> 
16600 74 IF<I-H>75r980r48 
16700 75 I=I+1 
16800 00 TO 70 
16900 C* 
17000 C* 
17100 C* IMPRIME MATRIZ A-STAR 
17200 C* 
17300 C* 
17400 80 FORMAT<2X,///r10Xr13HMATRIZ A-STARr/) 
17500 980 WRITE<6rBO> 
17600 DO 981 I=1rM 
17700 C* 
17800 C* 
17900 C* CALCULA: ABAR=A-B*DINV*ASTARr BBAR=B•DINV 
18000 C* CBAR=C Y DINV*ASTAR 
18100 C* 
18200 C* 
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18300 981 WRITEC6rlS><ASTAR(IrJ)1J=l•N> 
18400 CALL ARRAY<2rH•N•10125rASTAR•ASTAR> 
18500 CALL ARRAY<2rHrMr10r10rDINVrDINV> 
18600 CALL OMPRD<BrDINVr~BARrN1H•H> 
18700 CALL GHPRDCBBARrASTARrTEHPrN•HrN> 
18800 CALL OMSUB<ArTEl1PrABARrNrN> . 
18900 CALL HCPYCCrCBARrHrNrO) 
19000 CALL GHPRD<DINVrASTARrTEHPrMrMrN> 
19100 CALL ARRAYC1rMrNr25r25rTEMPrTEMP) 
1920.0 CALL ARRAYC 1'NrNr25r25rABARrABAR> 
19300 CALL ARRAYC1rNrl1r25r10rBBARrBBAR> 
19400 CALL ARRAYC1rMrNr10r25rCBARrCDAR> 
19500 c:i: 
19600 C* 
19700 C* IHPRIHE ABARr BBAR• CBAR Y DINV*ASTAR 
19800 C* 
19900 C* 
20000 81 FORMATC2Xr///110Xr11HHATRIZ ABARr/) 
20100 WRITE<6r81> 
20200 DO 982 I=1rN 
20300 982 WRITEC6r15><ABARCirJ),J=1•N> 
20400 82 FORMATC2X,//r10Xr11HMATRIZ BBARr/) 
20500 WRITEC6r82> 
206-00 DO 983 I=1rN 
20700 983 WRITE(6,15>CBBARCI,J)rJ=1rM) 
20800 83 FORHATC2Xr//r10Xr11HHATRIZ CBARr/) 
20900 WRITE<618J) 
21000 DO 84 I=lrM 
21100 84 WRITE<6r15><CBAR(IrJ>rJ=1rN> 
21200 85 FORHAT<2Xr///r10Xr22HMATRIZ D-INVERSA*ASTAR•/) 
21300 WRITE(6r05) 

.21400 DO 86 I=1FM 
21500 86 WRITE<6rl5><TEHP<IrJ),J=1rN> 
21600 C* 
21700 C* 
21800 C* CALCULA MATRIZ T1 
21900 C* 
22000 C* I> FORMA MATRIZ CONTROLABILIDAD H=<BrAB•••••A<N-1)8) 
22100 C* 
22200 C* 
22300 
22400 
22500 
22600 
22700 
22800 
22900 
23000 
23100 

C* 
K=O 
CALL ARRAYC2•N•Mr25•10rBBARrBDAR> 
CALL ARRAY(2,NrN•25r25rABAR,ABAR> 
CALL MCPY<DBARrAOrNrHrO> 
CALL SCLACHrO.OrN*MrN,O> 
100 CALL OMTRA<AOrTEMPrNrM> 
no· 101 -J~1-,M 
101 CALL RADD<TEHPrJ1HrKtJrMrN101N*M> 



IF<I'<-< <N-1»~M> >101h109r4S 
108 K=K+M 
CALL MCPY<AOrATEHPrNrMrO) 
CALL GMPRD<ABARrATEHPrAOrNrNrH) 
00 .TO 100 
109 WRITEC6r90J 

.1oa. 

90 FORMAH2Xr// h2Xr39HMATRIZ H=<BrABr • • • •A<N-1 >B) TRANSPUESTAr/) 
CALL ARRAYC1rMCNrNt275r25vHrH) 
NM=N:f!li 
DO 91 I=1rNl1 
91 WRITE<6,15>(H{!pJ)rJ=1rN> 

00 CALL ARRAYC2rH$NrNr275r25rHrHJ 
00 C* 
00 C* RANGO DE H~NC 
00 Cll: 
00 CALL MFGRCHrHaNrNrTOLrNCrIROWrICOL> 
00 IFCNC-N>122r120r4B 
00 C* 
oo e• 
00 C* II> ESTE BLOQUE SE USA CUANDO EL SISTEMA CABARrBBARrCBARJ 

·00 C* ES CONTROLABLE 
00 C* 
oo e• 
00 120 IPCH+2J=O 

600 CALL MCPYCABARrATILrNrNrO) 
700 CALL HCPYCBBARrBTILrNrMrOJ 
800 CALL ARRAYC2rHrNr10r25rCBARrCBAR> 
900 CALL HCPY<CBARrCTILrHrN•O> 
000 CALL SCLACT1rO+OrNrN10) 
100 CALL DCLA<T1r1.0rNrO> 

7200 
7300 
7400 
7500 
7600 

.7700 
·7800 
7900 

CALL HCPYCT1rELLrNrNr0) 
121 FORMAT<2Xr///,2Xr38HEL SISTEMA ES CONTROLABLEr MATRIZ T1=Ir/) 
WR ITE < 6 , 121 ) 
GOTO 199 

C* 
C* 
ci III> ENCUENTRA L1 Y L2r L=<L1rL2> CUANDO EL SISTEMA 
C* <ABARr9DARrCBAR> NO ES CONTROLABLE 
C* 
C* 

122 WRITEi6r123>NC 
123 FORMATC2X•///r2Xr32HEL SISTEMA NO ES CONTROLABLE NC=rI2r/) 

C»: 
C* FORMA l2 CON <N-NC> VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES 
C* DEL ESPACIO NULO DE H 
C* 

CALL SCLA<ELLrO,O,NrN10> 
CALL ARRAY<1•N8H•Nr275r25rHrHl 



28100 125 FORHAT<2Xr/h2Xr1BHSOLUCIDN DE L1TR*XP1> 
28200 NH=N*H 
28300 DO 127 L•hNH 

. 28400 127 WRITEC7r15> <H<LrL1 hL1s;:1 rN> 
28500 9127 FORHAT<2Xr///r2Xr5HXCDL•r20I3r/) 
28600 WRITE<7r9127> <ICOL<L>rL11=1rN> 
28700 IN=N-MC 
28800 DO 129 J•1rIN 
29900 CALL SCLA<ENrO•Or1rNrO> 
29000 LAmICOL<NC+J> 
29100 EN<LA)a1o0 
29200 DO 129 L=1rNC 
29300 LE=ICOL<L> 
29400 129 EN<LE>=H<LrNC+J> 
29500 129 CALL CADD<ENr1rELLrNC+JrNr1rOrN> 
29600 K=O 
29700 CALL HCPY<BBARrAOrNrHrO> 
29800 CALL SCLA<HrO.OrN*HrNrO> 
29900 130 CALL GHTRA<AOrTEHPrNrH> 
30000 DO 131 J•1rH 
30100 131 CALL RADD<TEHPrJrHrK+JrHrNrOrN*H> 
30200 IF<K-<N*H>>132rl33r48 
30300 132 K=K+H 
30400 CALL HCPY<AOrATEHPrNrHrO) 
30500 CALL GHPRD<ABARrATEHPrAOrNrNrH> 
30600 GO TO 130 
30604 e• 
30605 C* FORHA Ll CON NC VECTORES L.I. DE H 
30606 e• 
30700 133 DO 134 J=lrNC 
30800 CALL RCPY<HrlROW<J>rENrN*HrNrO> 
30900 134 CALL CADD<ENrirELLrJrNr1r0rN> 
31000 CALL ARRAY<1rNrNr25r25rELLrELL> 
:suoo e• 
31200 C* IHPRIHE HÁTRIZ L 
31300 e• 
31400 WRITE<6r13B> 
31~00 138 FORHAT<2Xr///r10XrBHHATRIZ Lrl> 
31600 DO 139 I•1rN 
31700 139 WRITEC6r15><ELL(IrJ),J•1rN> 
31800 CALL ARRAY<2rNrNr25r25rELLrELL> 
31900 CALL HCPY<ELLrT1rNrNr0) 
32000 C$ 
32100 Ct HATRIZ Tl• L INVERSA 
32200 e• 
32300 CALL HINV<TlrNrDETERrCirEN> 
32400 IF<DETER-TOL>140r140r150 
32500 140 IF<DETER+TOL)150r141r141 
32600 141WRITE<6r142> 
32700 142 FORHAT<2Xr//r2Xr23HLA MATRIZ L ES SINGULARr/> 
32800 GO TO 48 
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32900' '150 CAL'L 'GHPRDfADARr'ELLrTEHPrHrNr'tff 
33000 CALL GHPRD<T1rTEHPrATILrNrN,N> 
33100 CALL GHPRD<T1rBBARrBTILrNrN,N> 
33200 CALL ARRAY<2rHrNr10r25rCBARrCBAR> 
33300 IP<H+2>=H-NC 
33400 CALL GHPRD<CBARrELLrCTILrHrNrN> 
33405 C*· 
~3406 C* IHPRIHE LAS HATRICES T1r ATILr BTIL Y CTIL 
13407 C* 
33500 155 CALL ARRAY<1rNrNr25r25rATILrATIL> 
33600 CALL ARRAY<lrHrHr25r10rBTILrBTIL> 
33700 CALL ARRAY<1rHrNr10r25rCTILrCTIL> 
33800 CALL ARRAY<1rNrNr25r25rTlrT1> 
33900 WRITE<6r156> 
34000 156 FORHATC2Xr///r10Xr9HHATRIZ Tlr/) 
34100 DO 157 I~lrH 
34200 157 WRITEC6r15>CT1<IrJ)rJ•1rN> 
34300 WRITE<6r15B> -
34400 158 FORHAT<1Xr///r10Xr11HHATRIZ ATILr/) 
34500 DO 159 I=lrN 
34600 159 WRITEC6r15><ATIL<IrJ>rJ=1rN> 
34700 WRITE<6r160> 
34800 160 FORHAT<2Xr//r10Xr11HHATRIZ BTILrl> 
34900 DO 161 I•1rN 
35000 161 WRITE<6r15>(BTIL<IrJ)rJ=1rH> 
l5100 WRITE<6r162> 
J5200 162 FORHAT<2Xr//r10Xr11HHATRIZ CTILr/> 
35300 DO 163 I•lrH 
35400 163 WRITE<6r15><CTILCirJ)rJ•1rN> 
35500 CALL ARRAY<2rNrNr25r25rATILrATIL> 
35600 CALL ARRAY<2rNrHr25r10r8TILrBTIL> 
35700 CALL ARRAY<2rHrNr10r25rCTILrCTIL> 
35800 CALL ARRAY<2rNrNr25r25rT1rT1) 
35900 e• 
36000 C* 
36100 C* CALCULA HATRIZ T2 
36200 C* 
36300 e• 
364óo · 19'1' r•o -
36500 IPE=O 
36600 ISUH•O 
36700 CALL XCPY<ATILrACr1r1rNCrNCrNrNrO> 
'6800 CALL XCPY<BTILrBCr1r1rNCrHrNrHrO> 
6900 CALL XCPY<CTILrCCr1r1rHrNCrHrNrO> 

j7000 CALL SCLA<OrO.OrNrNrO> 
37100 DO 200 K•lrH 
37200 200 ISUH=IDCK>+1+ISUH 
37300 IF<ISUH-NC>201r250r9201 
37400 9201 WRITEC6r9202> 

.110. 

37500 9202 FORHAT<2Xr///r2X•'LA SUHA <D-SUB-1+1> PARA !=l•••••H ES'• 
37600 *' HAYOR QUE NC') 



37700 GO TO 48 
37800 C* 
37900C* 

.111. 

38000 C* FORHA MATRIZ HC=<BCrAC*Bc, ••• ,AC<N-1>*BC> TRANSPUESiA 
38100 C* 
36200 Clic 
38300 201 I=I+1 . 
38400 202 CALL SCLA(H,O.OrNC*M+ID<I>+1rNCrO> 
38500 Ki::O 
38600 CALL HCPYCBCrAO,NCrMrO) 
38700 210 CALL GMTRA(AO.TEMPrNCrM> 
38800 DO 2U J=1 ~¡.¡ 
38900 211 CALL RADDCTEMPrJvHrK+JvM1NCrOrNC•MtIDCI>+1> 
39000 K=K+M 
39100 IF<K-NC#M>212r213r48 
39200 212 CALL MCPY<AOrATEMPrNrMrO) 
39300 CALL GMPRD<ACrATEMPrAOrNCrNCrH> 
39400 GO TO 210 
39500 C* 
39600 C* 
39700 C* 
39800 213 NN=<NC-1>*H 
39900 DO 214 L=OrNNrM 
40000 214 CALL SRMA<HrO,OrNC*H+IDCI>+1rNCritLr0) 
40100 217 CALL XCPY<CTILrCCr1r1rMrNCrHrNrO> 
40200 CALL RCPY<CCrirCirMrNCrO> 
40300 II=ID<I>t1 
40400 DO 219 J=1rII 
40500 CALL RADD<Cir1rHrNC*H+JrlrNCr0rNC*M+IDCI>t1> 
40600 CALL RADDCCir1rGrIPE+Jr1rNCrOrNC> 
40700 CALL HCPY<CirENr1rNCrO> 
40800 219 CALL GHPRD<ENrACrCir1rNCrNC> 
40900 220 CALL HFGRCHrNC*H+ID<I>t1rNCrTOLrJRrIROW,ICOL) 
41000 IP<I>=NC-JRtID<I>+1 
41100 WRITE<6r9220>IrIP<I> 
41200 9220 FORHAT<2Xr//r2Xr6HP-SUB-rI2r1H=r3XrI2r/) 
41300 IPE=IPE+IP<I> 
41400 IF<IP<I>-ID<I>-1>4Br230r221 
41500 221 CALL ARRAY<1rNC*MtID<I>+lrNCr275r25rHrH> 
41600 WRITE<7,9221>I 
41700 9221 FORMAT<2Xr///r2Xr25HSOLUCION DE ETA*H PARA I=,I2r/) 
41800 INC=NC*H+ID<I>+1 
41900 DO 9222 L~1rINC 
42000 9222 WRITEC7r15)CH<LrL1>rL1=1rNC> 
42100 WRITE<7r9127><ICOLCL>rL=1rN> 
42200 NNN=NC-JR -
42300 DO 223 J=lrNNN 
42400 CALL SCLA<ENrO.Or1rNCrO> 



42500 
42600 
42700 
42800 
42900 
43000 
43100 
43200 
43300 
43400 
43500 
43600 
43700 
43800 
43900 
44000 
44100 
44200 
44300 
44400 
44500 
44600 
44700 
44800 
44900 
45000 
45100 
45200 
45300 
45400 
45500 
45600 
45700 
45800 
45900 
46000 
46100 
46200 
46300 
46400 
46500 
46600 
46700 
46800 
46900 
47000 
47100 
47200 
47300 
47400 
47500 

Ll=ICOL<JR+J> 
El'HLI>=1.0 
DO 222 L=lrJR 
LE=ICOL<L> 
222 EN< LE) =H < LP JR+J > .· 
223 CALL RADD<ENr11GrIDCI>+ltJtIPE-IP<I>,1,Nc,o,NC> 
230 IF<I-H)231r270r40 
231 ISUH=O 
III=I+1 
DO '232 J=IIIrM 
232 ISUM=ISUMtID<J>+l 
IFCIPE+ISUM-NC>201,250r4B 
250 I=I+l 
IPO: >=IDCO+l 
WRITE(6r251>I,IP<I> 
251FORHAT<2Xr//r2Xr6HP-SUS-rI2r1H=r3XrI2r/) 
CALL RCPY(CCrirCirMvNCrO> 
II=ID<IHl 
DO 252 L=1rII , ' 
CALL RADD<CirlrGrIPEfLrirNCr01NC> 
CALL MCPY<CirENrlrNCrO> 
252 CALL GHPRDCENrACrCirlrNCrNC> 
IPE=IPE+IP< I) 
IFCI-M>250r270r48 
270 IF<IPE-NC>271r275r4B 
271 CALL HCPY<GrTEMPrNCrNCrO> 
CALL HFGRCTEHPrNCrNCrTOLrJRANKrIROWrICOL> 
IF(JRANK-IPE>4Sr272•4B 
272 CALL ARRAYC1rNCrNCr25r25rTEHPrTEMP> 
WRITEC7r9272> 
9272 FORHATC2Xr//r2Xr15HSOLUCION DE Q*Xr/l 
DO 9273 L=1rNC 
9273 WRITE<7r15><TEHP<LrL1>rL1=1rNC) 
WRITE<7r9127><ICOL<L>rL=1rN> 
NNNN=NC-IPE 
DO 274 J=1rNNNN 
CALL SCLA<ENrO.Or1rNCr0) 
LO=ICOL<IPE+J> 
ENCL0>=1.0 
DO 273 L=l r IPE 
LE=ICOL<L> 
273 EN<LE>=TEHP<LrIPEfJ> 
274 CALL RADD<ENr1rOrIPEtJr1rNCrOrNC> 
If'<H+l >=NC-IPE 
MHl1=1it1 
WRITE<6r9274>HMHrIP<H+1> 
9274 FORHAT<2Xr//r2XróHP-SUB-rI2r1H=r3XrI2rl> 
275 IF<NC-N>276r280r48 
276 CALL SCLA(TEHPrO.OrNrNrO) 
NCC1=NC+1 
CALL ARRAY(lrNrNr25r25rTEMPrTEMP> 

.112.· 



47600 DO 9276 J=NCC1rN 
47700 9276 TEMP<J1J)a1,0 
47800 CALL ARRAY<21NrNr25r25rTEMP1TEMP> 
47900 DO 277 J=1,NC 
48000 CALL SCLA<EN10.0r1rNrO> 
48100 CALL RCPY(Q,jrENrNCrNCrO> 
48200 277 CALL RADD<ENr1rTEHPrJr1rNrOrN) 
48300 GO TO 281 
48400 280 CALL HCPY<OrTEHPrNrN10) 
48500 281 CALL HCPYCTEMPrT2rNrNr0) 
48600 CALL HINV<TEHPrN,DETERrCirEN> 
48700. CALL ARRAVC11NrN,25r25rT2rT2) 
40800 C* 
48900 C:(( 
49000 C* IMPRIME MATRIZ T2 
49100 Cl(c 

49200 e* 
49300 WRITEC6r2B2> 
49400 282 FORHAT<2Xr///r10Xr9HHATRIZ T2r/) 
49500 DO 283 I=1rN 
49600 283 WRITEC6r15><T2CirJ)rJ=1rN> 
49700 IFCDETER-TOL>284r284r287 
49800 284 IFCDETER+TOL)287r285r285 
49900 285 WRITE<6r286> 
50000 '286 FORMATC2Xr//r2Xr24HLA MATRIZ T2 ES SINGULARr/) 
50100 GO TO 4l;! 
50200 C* 
50300 C* 
50400 C* FORHA UN SISTEMA S-HAT CANONICAHENTE 
50500 C* DESACOPLADO <CD> 
50600 C* 
50700 C* 
50800 287 CALL ARRAYC2rNrNr25r25rT2rT2) 
50900 CALL GHPRD<CTILrTEHPrCHATrHrNrN> 
51000 ·CALL GHPRDCT2rBTILrBHATrNrNrH> 
51100 CALL GHPRD<T2rATILrAHATrN1NrN> 
51200 CALL HCPY<AHATrELLrNrNrO) 
51300 CALL GMPRD<ELLrTEHPrAHATrNrNrN> 
51400 CALL ARRAYC1rNrNr25r25rTEHPrTEHP> 
51500 CALL ARRAYC1rNrNr25r25rAHATrAHAT> 
51600 CALL ARRAYC1rNrHr25r10rBHATrBHAT> 
51700 CALL ARRAY<1rHrNr10r25rCHATrCHAT) 
51800 WRITE<6r28G> 
51900 288 FORHAT(2Xr//r10Xr17HMATRIZ T2 INVERSAr/) 
52000 DO 289 I=1rN 
52100 289 WRITEC6r15l<TEHP<IrJ>,J=1rN> 
52200 WRITE<6r290> 
52300 290 FORHATC2Xr///r10Xr12HHATRIZ A-HATr/) 
52400 DO 291 I=1rN 
52500 291.WRITE<6r15><AHAT<IrJ)rJ=1rN> 
52600 WRITEC6r292> 
52700 292 FORHAT<2Xr//r10Xr12HMATRIZ B-HATr/) 
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5.2900 DO 293 I=1rN 
52900 293 WRITE(6r15><BHAT(I,J>rJ=lrM) 
53000 WRITE<6r294) 
53100 294 FORMATC2Xr//r10Xr12HHATRIZ C-HATr/> 
53200 DO 295 1~1,M 
53300 295 WRITE(6r15><CHAT<IrJ)rJ=1rN> 
53400 C* 
53500 C* 
53600 C* CALCULA LAS MATRICES G-SUB-I 
53700 C* 
53900 C* 
53900 400 DO 406 I=lrH 
54000 CALL SCLA<GrO.OrMrHrO) 
54100 CALL CADD<DINVrirGrirHrNrOrH> 
54200 WRITE<6r405)I 
54300 405 FORHAT<2Xr//r2Xr12HHATRIZ G-SUBrI2r/) 
54400 CALL.ARRAY(1rHrHr10r10rGrG) 
54500 DO 406 J=lrH 
54600 406 WRITEC6r15><GCJrK>rK=1rH> 
54700 C* 
54800 C* 
54900 C* CALCULA LAS CONSTANTES PirirK Y LAS MATRICES J 
55000 C* 
55100 C* 
55200 CALL ARRAY.<2rNrNr25r25rAHATrAHAT> 
55300 CALL ARRAY<2rNrHr25r10rBHATrBHAT> 
55400 500 IPE=O 
55500 I=1 
55600 501 CALL XCPYCAHATrAirIPEt1rIPE+lrIP<I>rIPCI)rNrNr0) 
55700 CALL XCPYCBHATrBirIPEt1rirIP<I>r1rNrHr0) 
55800 CALL SCLACRirO.OrIP<I>rIPCI>rO) 
55900 CALL DCLACRir1.0rIP<I>rO) 
56000 CALL DCPY<AirENrIP<I>rO) 
56100 SUH=O.o 
56200 IPI•IP<I> 
56300 DD 502 K=1rIPI 
56400 502 SUH=SUHtEN<K> 
56500 QIK<1>=SUH 
56600 .J=O 
56700 CALL SCLA<FKrO.OrNrNrO) 
56800 503 CALL GHPRDCRirBirENrIP<I>rIP<I>r1> 
56900 CALL CADD<ENrlrFKrIP<I>-JrIPCI)rlrOrIP<I>> 
57000 J=J+1 
57100 CALL SCLA<TEHP1rO+OrNrNr0) 
57200 CALL DCLA<TEHPlrOIK<J>rIP<I>rO) 
57300 CALL GHPRD<RirAirOrIP<I>rIP<I>rIP<I>> 
57400 CALL GHSUB<OrTEHP1rRirIP<I>rIP<I>> 
57500 IF<J-IP<I>>504r510r48 
57600 504 CAL1. Gl1f'Rl:r<RirAirOrIMihIP<I>rIP<I» 
57700 CALL DCPY(QrENrIP<I>rO) 
57800 
57900 
59000 

SUH•0.00 
DO 505 K= 1rIPI 
505 SUH=SUMtEN<K> 
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8100 
8200 
9300 
8400 
0500 
0600 
8700 

59800 
58900 
59000 
59100 
59200 
59300 
59400 
59500 
59600 
59700 
59800 
59900 
60000 
60100 
60200 
60300 
60400 
60500 
60600 
60700 
60800 
60900 
61000 
61100 
61200 
61300 
61400 
61500 
61600 
61700 
61800 
61900 
62000 
62100 
62200 
62300 
62400 
62500 
62600 
62700 
62BOO 
62900 
63000 
63100 

QIK<Jtl>=SUM/CJ+l> 
GO TO 503 
510 CALL ARRAY(1PIP<I>rIPCI>r25r25rRirRI> 
DO 9513 K=1rlPI 
DO 9513 L=l r IPI 
512 SUli=RI<KrL> 
IFCSUH-TOL)513r513•514 
513 IF<SUtt+TOL)51419513r9513 
9513 CONTINUE 
9514 GO TO 520 
514 WRITEC6,515>I 

·115. 

515 FORHAT<2X•///f2Xr35HEL liETODO DE LA TRAZA FALLA PARA I=rI2j/) 
520 WRITEC61521>IrIP<I> 
521 FORMAT<2Xv//r2X•2HI=rI2r3Xr8HP-SUB-I=,,I2r/) 
DO 523 K::.o1,!PI 
523 WRITEC6r524>IrKrOIK<K> 
524 FORMAH2>tr// h2X r 1HCh I2t 12, 1H=rE10.3,/) 
GO TO 600 
9525 CONTINUE 
CALL HCPY<FKrVrIP<I>rIP<I>rO) 
CALL ARRAY<1rIPCI>rIP<I>•25r25rFKrFK> 
WRITE<6r9524> 
9524 FORHAT<2Xr//r2Xr14HLA MATRIZ K ESr/) 
DO 525 K=1rIPI 
525 WRITEC6r15><FK<KrL)rL=1•IPI> 
CALL HINV<VrIP<I>rDETrENrEH) 
IF<DET-TOL>526r526r530 
526 IFCDETtTOL>530r527r527 
527 WRITEC6r528> 
528 FORHAT<2Xr//r2Xr23HLA MATRIZ K ES SINGULARr/) 
GO TO 48 
530 K=O 
9530 FORHAT<2Xr//r2Xr14HLA MATRIZ V ESr/) 
WRITE<6r9530) 
CALL ARRAY<1rIP<l>rIP<I>r25r25rVrV) 
DO 9532 L=lrIPI 
9532 WRITEC6rlS><V<LrL1>rL1=1rIPI> 
CALL ARRAYC2tIP<I>rIP<I>r25r25rVrV> 
9531 K==K+1 
CALL SCLACEH1rO.OrHrNr0) 
CALL RCPY<VrKrENrIP<I>rIPCI>rO) 
CALL SCLA<EHrO.OrlrNrO> 
DO 531 L=ir IPI 
531 EM<IPE+L>=ENCL) 
CALL RADD<EHr1rEH1rlr1rNrO•H> 
CALL GHPRD<DINVrEH11EJlrHrHrN> 
IJRITEC6r1000> 
1000 FORHAT<2Xr//r2Xr10HHATRIZ EJ1r/) 
CALL ARRAY<1rHrN,10r25rEJ1,EJ1> 
DO 1001 L=1 rl1 
1001 WRITE<ór1S><EJ1<LrL1>rLl=lrN> 



63200 CALL ARRAV(2rMrNr10r25r EJ1rEJ1> 
63300 WRITEC1:h1006) 
63400 1006 FORHAT(2XP//r2X,9HHATRIZ T2r/) 
63500 CALL ARRAY<lvNrNr25,25rT2PT2> 
63600 DO 1007 Lc1PN 
63700 1007 WRITE<6r15><T2(LtL1)rL1=1,N> 
63800 CALL ARRAY<2•H~Nr25r25rT2rT2> 
63900 CALL GHPRD<EJ1,T2rTEMP1rMrNrN> 
64000 WRITE<6t1002> 
64100 1002 FORHAT<2Xr//r2Xr12HMATRIZ TEHP1r/) 
64200 .. CALL. ARRAY< 1rH1Nr25r25rTEMP1 rTEHP1) 
64300 DO 1003 L=1rH 
64400 1003 WRITE<6r15)CTEHP1<LrL1)rLl=1PN> 
64500 CALL.ARRAY<2rHrNr25r25rTEHP1rTEMP1) 
64600 WRITEC6r1005> 
64700 1005 FORHAT<2Xr/h2Xr9HMATRIZ T:l.tl> 
64800 CALL ARRAY<1rNrNr25r25rTlvT1> 
64900 DO 1004 L=lrN 
65000 1004 WRITE<6r15lCT1<LrL1>rL1=1rH> 
65100 CALL ARRAYC2rNPN•25P25rT1rT1) 
65200 CALL GHPRD<TEMP1•TlrEJ1rHrN,N> 
65300 CALL ARRAYC1rM•N•10r25rEJ1rEJ1) 
65400 CALL ARRAY<1rM,Nr10v25rEM1rEM1> 
65500 WRITEC6r535)I 
65600 WRITEC6r532> 
65700 532 FORHAT<2Xr14HMATRil M => 
65000 KKKK=IP<I>+1-K 
65900 WRITEC6r535>KKKK 
66000 DO 533 L=lrH 
66100 533 WRITEC6r15><EH1<LrL1)rL1=1rN) 
66200 535 FORMAT<12X,l2> 
66300 ~RITE(6r53S)I 
66400 536 FORHAT<2Xr14HMATRIZ J => 
66500 WRITEC6r536) 
66600 KKKK=IP<I>+1-K 
66700 WRlTEC6r535)KKKK 
66900 DO 537 L?.lrH 
66900 537 WRITEC6r1S><EJl(LrLl)rL1=1rN) 
67000 IF<K-IP<I>>9531r540•40 
67100 540 IF<I-H>541r550r48 
67200 541 IPE=IPE+IP<I> 
67300 I=I+l 
67400 GO TO 501 
67500 550 IPE=IPE+IP<I> 
67600 IF<IPE-NC>560r10r4B 
67700 560 I=I+1 
6"7600 tro TO· 501 
67900 600 IPI~IP<I> 
68000 IF<I-N>627r627r626 
68100 626 IRI=IPI 
68200 GO TO 620 
69300 627 IRI=IP<I>-IDCI>-1 
69400 620 IF<IRr>48r623r621 
68500 621 iFCABSCQIK<IRI>>-TOL)622r622r625 
68600 622 IRI=IRI-1 
68700 00 TO 620 
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8800 
8900 
9000 
9100 
9200 
9300 
9400 
9500 
9600 
9700 

69800 
69900 
70000 
70100 
70200 
70300 
70400 
70500 
70600 
70700 
70701 

,70600 
70900 

623 IF<I-M>9525,9525r10 
625 PC<IRI+1>~1.0 
DO 601 IA=1rIRI 
601 PCCIA>=-QIK<IRI+1-IA> 
CALL PROD<PCtIRI+i•PQrPErPOLrIRrIER> 
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603 FORHAT<2Xr///r2Xr23HLA SUBRUTINA PROD FALLArl> 
604 WRITEC6r605)I 605 FORMAT<2Xrl//r2Xr 'VALORES CARACTERISTICOS NO NULOS DE' r/r 
* 2Xr'LA HATRIZ A-HAT-SUB-'rI2rl> 
IF<IER>606r606r610 
606 WRITEC6r9606) 9606 FORMATC2Xr10HPARTE REALr3Xr16HPARTE IMAGINARIAr//) 

DO 607 IA=1rIR 
607 WRITE<6r60B>PG<IA>rPE<IA> 
608 FORHAT(2XrE10.3r3XrE10.3r/) 
IF<I-H)9525r9525r10 
610 WRITEC6r603> 
IF<I-M>9525r9525r10 
1111 WRITE<6r1112> 
1112 FORHAT<2Xr//r10Xr'ENTRADA INVALIDA'r//r10Xr 
* 'FIN DEL PROGRAMA') 
CALL EXIT 
END 



80000 C$ 
80100 C:lt 
80200 C* SUBRUTINAS DEL PROGRAHA 
80300 Cllt 
80400 C* 
80500 SUBROUTINE ARRAY<HODErI,JrNrHrSrD) 
80600 C* 
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80700 C* CONVIERTE LOS ARREGLOS MATRICIALES DE DOS DIMENSIONES EN 
80800 C* ARREGLOS DE UNA DIMENSION <VECTORES> O VICEVERSA. ESTA 
80900 C* SUBRUTINA SE USA PARA ENCADENAR EL PROGRAMA PRINCIPAL 
81000 C# QUE CONTIENE ARREGLOS DE DOS DIMENSIONES CON LAS SUBRU-
81100 C* TINAS DEL PAQUETE SSP/IBM QUE OPERAN SOBRE ARREGLOS EN 
81200 C* FORMA DE VECTOR 
81300 DIHENSION S<1>rD<1> 
81400 NI=N-I 
81500 IF<MODE-1>100r100r120 
81600 100 IJ~I*J+1 
81700 Nli=N*J+1 
81800 DO 110 K=lrJ 
81900 NM=NM-NI 
82000 DO 110 L=irI 
82100 IJ:c:IJ-1 
82200 NH=NH-1 
82300 110 D<NM>=S<IJ> 
82400 GO TO 140 
82500 120 IJ=O 
82600 NH=O 
82700 DO 130 K=1•J 
82800 DO 125 L=1rI 
82900 IJ=IJ+1 
83000 NH=NH+1 
83100 125 S<IJ>=D<NH> 
83200 130 NH=NH+NI 
83300 140 RETURN 
83400 END 
83500 C$ 
83600 C* 
83700 SUBROUTINE LOC<I,JrIR•NrHrHS) 
83800 C* 
83900 C* CALCULA EL SUBINDICE DE UN ELEMENTO ESPECIFICO DE UNA 
84000 C* MATRIZ ALHACENADA EN FORHA_VECTOR 
84100 IX=I 
84200 JXsoJ 
84300 IF<HS-1>10,20r30 
84400 10 IRX=N*<JX-1>+IX 
84500 GO TO 36 
84600 20 IF<IX-JX>22r24r24 
84700 22 IRX=IX+<JX*JX-JX)/2 
84800 GO TO 36 
84900 24 IRX~JX+<IX*IX-IX>/2 
85000 GO TO 36 
85100 30 IRX=O 
85200 IF<IX-JX)36r32•36 
85300 32 IRX=IX 
85400 36 IR=IRX 
85500 RETURN 
85600 END 

l 
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85700 C* 
85800 C* 
85900 SUBROUTINE HCPY<A,RrNrHrHS> 
86000 C* 
86100 C* COPIA LA MATRIZ A EN LA MATRIZ R 
86200 DIHENSION '4<1>,fH1> 
86300 CALL LOC<NrMrITrNrHrHS> 
86~00 DO 1 I=irIT 
86500 1 R<I>=A<I> 
86600 RETURN 
86700 END 
86800 C* 
B0900"'C* 
87000 SUBROUTINE RCPY<ArLrRrNrH•MS) 
87050 C* 
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87055 C* COPIA UN RENOLON ESPECIFICO DE LA MATRIZ A EN EL VECTOR R. 
87100 DIMENSION A<1>rR<1> 
87200 DO 3 J=lrM. 
87300 CALL LOC<LrJrLJrNrMrMS> 
87400 IF<LJ>1r2rl 
87500 1 RCJ>=A<LJ> 
87600 00 TO 3 
87700 2 R<J>=O.O 
07800 3 CONTINUE 
87900 RETURN 
88000 END 
88100 C* 
88200 C* 
88300 SUBROUTINE DCPY<ArRrNrHS> 
89400 C* 
98500 C* COPIA LOS ELEMENTOS DE LA DIAGONAL DE LA MATRIZ A EN 
88600 C* EL VECTOR R 
98700 DIHENSION A<l>rR<l> 
88800 DO 3 J=1rN 
88900 CALL LOC(JrJrIJrNrNrHS> 
89000 3 R<J>=A<IJ> 
89100 RETURN 
89200 END 
89300 C* 
89400 C* 
89500 SUBROUTINE XCPY<ArRrLrKrNRrHRrNArHArHS> 
89600 C* 
89700 C* COPIA UNA PARTICION DE LA MATRIZ A EN LA MATRIZ R 
89800 DIHENSION AC1)rR<1> 
89900 IR=O 
90000 L2=L+NR-1 
90100 K2=KHIR-1 
90200 DO 5 J=KrK2 
90300 DO 5 I=LrL2 
90400 IR=IR+1 
90500 R<IR>=O.O 
90600 CALL LOC<IrJrIArN~rHArMS> 
90700 IF<IA>4r5r4 
90800 4 RCIR>=A<IA> 
90900 5 CONTINUE 
91000 RETURN 
91100 END 



91200 e* 
91300 C* 
91400 SUBROUTINE GHSUB(ArB,RrNrM> 
91500 C* 
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91600 C* RESTA LA MATRIZ B A LA MATRIZ A PARA FORHAR LA MATRIZ 
91700 C* RESULTANTE R 
-91"8()() - -nntEMSION A<1hil(1hlHl> 
91900 NH"'N*H 
92000 UO 10 I=!rNH 
92100 10 R<I>~A<I>-B<I> 
92200 RETURN 
92300 END 
92400 C'-' 
92soo e* 
92600 SUBROUTINE GMPRD<ArBrRrNrMrL> 
92700 C* 
92800 C* POST-MULTIPLICA LA MATRIZ A POR LA MATRIZ B PARA FORHAR 
92900 C* LA MATRIZ RESULTANTE R 
93000 DIHENSION ACl)rB<l>rR(l} 
93100 IR=O 
93200 IK=-M 
93300 DO 10 K=1rL 
93400 IK=IKtH 
93500 DO 10 J=lrN 
93600 IR=IRt1 
93700 JI=J-N 
93800 IB=IK 
93900 R<IR>=O.o 
94000 DO 10 I=lrH 
94100 JI=JI+N 
94200 I8=IBt1 
94300 10 R<IR>=R<IR>+A<JI>*B<IB> 
94400 RETURN 
94500 END 
94600 C* 
94700 C* 
94800 SUBROUTINE GHTRA<ArRrNrM) 
94850 C* 
94860 C* FORMA LA MATRIZ TRANSPUESTA DE LA MATRIZ A 
94900 DIHENSION A<1>rR<1> 
95000 IR=O 
95100 DO 10 I=ltN 
95200 IJ=I-ff 
95300 DO 10 J=lrM 
95400 IJ=IJtN 
95500 IR=IR+1 
95600 10 R<IR>=ACIJ) 
95700 RETURN 
9~800 END 



95900 C* 
. 96000 C* 
··96100 SUBROUTINE SCLACArCrNrHrHS> 
96150 C* 
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96155 C* FORMA LA MATRIZ A CUYOS ELEMENTOS SON TODOS IGUALES 
96160 C* A UN ESCALAR C 
96200 DIHENSIOH A<1> 
96300 CALL LOC<NrHrITrNrHrHS> 
't6-it00 no--i--r-=i-n; 
96500 1 ACI>=C 
96600 RETiJRN 
96700 END 
96900 C* 
96900 c:=c 
97000 SUBROUTINE DCLA<ArC•NrHS> 
97050 C* 
97055 C* IGUALA TODOS LOS ELEMENTOS DE LA DIAGONAL PRINCIPAL 
97060 C* DE LA MATRIZ A CON UH ESCALAR C 
97100 DIHENSION AC1> 
97200 DO 3 I=1rN 
97300 CALL LOCCirirIDrNrNrHS> 
97400 3 A<ID>=C 
97500 RETURN 
97600 END 
97700 C* 
?7800 C* 
97900 SUBROUTINE RADD<ArIRArRrIRRrNrHrHS1L> 
98000 C* 
98100 ci SUHA UN RENGLON ESPECIFICO DE LA MATRIZ A 
98200 Ct A OTRO RENGLON ESPECIFICO DE LA HATRIZ R 
98300 DIHENSION A<1>rR<1> 
90400 IR=IRR-L 
98500 DO 2 J=1rH 
98600 IR•IR+L 
98700 CALL LOC<IRArJrIArNrHrHS> 
99800 IF<IA>1r2r1 
90900 1 R<IR>•R<IR>+A<IA> 
99000 2 CONTINUE 
99100 RETURH 
99200 EHD 



99300 C* 
99400 C* 
99500 SUBROUTINE CADD<ArICArRrICRrNrHrHS•L> 
99600 C* 
99700 C* SUHA UNA COLUHNA ESPECIFICA DE LA MATRIZ A 
99800 C* A OTRA COLUHNA ESPECIFICA DE LA HATRIZ R 
99900 DIMENSION A<1>rR<1> 
100000 IR=N*<ICR-1) 
100100 DO 2 I=lrN 
100200 IR=IR+1 
100300 CALL LOC<IrICArIArNrMrHS> 
100400 IF<IA)lr2rl 
100500 1 R<IR>=R<IR>tA<IA> 
100600 2 CONTINUE 
100700 RETURN 
100800 END 
100900 C* 
101000 C* 
101100 SUBROUTINE SRHA<ArCrNrMrLArLB> 
101200 C* 
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101300 C* MULTIPLICA POR UN ESCALAR C UN RENGLON ESPECIFICO 
101400 C* DE LA HATRIZ A Y LO SUMA A OTRO RENGLON DE LA HISHA 
101500 C* MATRIZ 
101600 DIHENSION A(1) 
101700 LAJ=LA-N 
101800 LBJ=LB-N 
101900 DO 3 J=lrH 
102000 LAJ•LAJtN 
102100 LBJmLBJtN 
102200 IFCLB>lr2r1 
102300 1 A<LBJ>=A<LAJ>*C+A<LBJ) 
102400 GO TO 3 
102500 2 A<LAJ>•A<LAJ>*C 
102600 3 CONTINUE 
102700 RETURN 
102800 END 



102900 C* 
103000 CllC 
103100 SUDROUTINE HINV<ArNrD•LrH> 
103200 C* 
103300 C* INVIERTE LA tlATRIZ A POR EL METODO 

' 103400 C))t DE GAUSS-JORDAN 
103500 C* 
103600 
103700 
103800 
103900 
104000 
105100 
105200 
105300 
105400 
105500 
105600 
105700 
105800 
105900 
106000 
106100 
106200 
106300 
106400 
106500 
106600 
106700 
106800 
106900 
107000 
107100 
107200 
t-()?300 
107-400 
107500 
107600 
107700 
10790() 
107900 
100000 
108100 
1'00200 
108300 
108400 
108500 
108600 
108700 
108800 
108900 
109000 
109100 
109200 

DIMENSION A<1>rLC1>rMC1> 
D=1 •<> 
NK=-N 
DO 80 K=1rN 
NK=NKtN 
LCK>=K 
M<K>=-K 
KK=NKtl< 
.FJIGfr:•1H KIO 
!JO 20 J=t<, N 
IZ"'N*<J-1> 
DO 20 I=KrN 
IJ=IZH 
10 IF<ABSCBIGA>-ABS<A<IJ>>>15r20r20 
15 BIGA=ACIJ) 
L<K>=I 
tHIO=J 
2j> CONTINUE 
J=LCIO 
IFCJ-K)35r35r25 
25 KI=K-N 
DO 30 I=lPN 
KI=l<I+N 
HOLD=-A<KI> 
.JI=iKI-IHJ 
ACKI>=A<JI> 
30 A<JI>=HOLD 
35 :r:-trtttto 
IF<I-K>45t45r39 
38 .JP=N*<I-1> 
DO 40 J=ltN 
JK=NK+J 
JI .. JPtJ 
HOLD=-A<JK> 
A<JK>=A<JI> 
40 A<JI>=HOLD 
45 IFCBIGA>48r46r4B 
46 D=O.O 
RETURN 
48 DO 55 ImlrN 
IF<I-K>50r55r50 
50 Il<=NK+I 
A<IK>=ACIK>l<-BIGA> 
55 CONTINUE 
DO 65 I=1rN 
IK=NKU 
HOLD=A<IK> 
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109300 
109400 
109500 
109600 
109700 
109800 
109900 
110000 
110100 
110200 
110300 
110400 
110500 
110600 
110700 
110800 
110900 
111000 
111100 
111200 
111300 
111400 
111500 
111600 
111700 
111800 
111900 
112000 
112100 
112200 
112300 
i12400 
112500 
112600 
112700 
112800 
112900 
113000 
113100 
113200 
113300 
113400 

IJ=I-N 
DO 65 J=lrN 
IJ=IJ+N 
IF<I-K>60r65r60 
60 IF<J-K)62r65r62 
62 KJ=IJ-I+K 
A(IJ>=HOLD*A<KJ>+A<IJ> 
65 CONTINUE 
KJ=K-N 
DO 75 J=1'N 
KJ=KJ+N 
IF< J-1070r75r70 
70 A<KJ>=A<KJ)/BIGA 
75 CONTINUE 
D=D*BIGA 
A<KK>=l,O/BIOA 
eo CONTINUE 
K=N 
100 K=<K-1> 
IF<K>150r150r105 
105 l=L<K> 
IFCI-K>120r120r108 
108 JQ:sN*<K-1> 
JR=N*< I-1) • 
DO 110 J=lrN 
JK=JlltJ 
HOLD=A<JIO 
JI=JR+J 
A<JK>=-A<JI> 
110 A<JI>=HOLD 
120 J=H<K> 
IF<J-K)100r100r125 
125 KI=K-N 
DO 130 I=1rN 
t<I=KI+N 
HOLD=A<KI > 
JI=KI-KtJ 
A<KI>=-A<JI) 
130 A<JI>=HOLD 
GO TO 100 
150 RETURN 
END 
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500 C* 
600 C* 700 SUBROUTINE MFGR<A'M'N'EPS,IRANK,IROW,ICOL> 
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eoo C* 900 C* CALCULA PARA UNA MATRIZ A NO NECESARIAMENTE CUADRADAt 
4000 C* I> RANGO DE A 4100 C* II> UN CONJUNTO DE VECTORES COLUMNA LINEALMENTE INDEPENDIENTES 
4200 C* III> LA B~SE DEL ESPACIO NULO DE A 
4300 DittENSION AC1>•IROW<1>•ICOL<1> 
4400 IF<H>2,2•1 
4500 1 IF<N>2,2t4 
4600 2 IRANK=-1 
4700 3 RETURi'l 
4800 4 IRANl\=O 
;4900 PIVt:00,0 
5000 JJ=O 
5100 DO 6 J=1,N 
52~0 ICOLCJ):-:J 
5300 DO 6 I=1rM 
5400 JJ=JJt1 

15500 HOLD=ACJJ> 
15600 IF<ADSCPIV>-ABS<HOLD>>S,6r6 
15700 5 PIV=HOLD 
15800 IR=I 
15900 IC=J 
16000 ó CONTINUE 
16100 DO 7 I=1rH 
16200 7 IROW<I>=I 
16300 TOL=ABSCEPS*PIV> 
16400 NH=N*M 
16500 DO 19 NCOL=M1NM•H 
16600 B IF<ABS<PIV>-TOL>20r20r9 
16700 9 IRANK=IRANK+1 
16800 JJ=IR-IRANK 

116900 IF<JJ>12rl2•10 
117000 10 DO 11 J=IRANK,NMrM 
117100 I=J+JJ 
117200 SAVE=A<J> 
117300 A<J>=A<l> 
117400 11 ACI>=SAVE 
tt-7500" .;J;t:=fiWW<-i·ft> 
·117600 IROW<lR>=IROW<IRANK> 
117700 
117800 
117900 
110000 
118100 
118200 
118300 
118400 
118500 
118600 

IROW C IRANK > =JJ 
12 JJ=<IC-IRANK>*H 
IF(JJ)15r 15r13 
13 Kl<=NCOL 
DO 14 J=1't1 
I=KK+JJ 
SAVE.-:ACKK> 
A<KtO=A< I> 
KK=KK-1 
14 A<I>=SAVE 



118700 
uaeoo 
118900 
119000 
119100 
119200 
119300 
1194-00 
119500 
119600 
119700 
119800 
119900 
120000 
120100 
120200 
120300 
120400 
120500 
120600 
120700 
120800 
120900 
121000 
121100 
121200 
121300 
121400 
121500 
121600 
121700 
121800 
121900 
122000 
122100 
122200 
122300 
122400 
122500 
122600 
122700 
122800 
122900 
123000 
123100 
123200 
.123300 
123400 
123500 

JJ=ICOL< IC > 
ICOLCIC>=ICOLCIRANK> 
ICOLCIRANK>=JJ 
15 KK=IRANK+l 
MH=IRANK-H 
LL::NCOL+MM 
IFCMl1)16P25t25 
16 JJ=LL 
SAVE=F'IV 
p¡v .. o.o 
DO 19 J=l<t< ,M 
JJ=,IJ+1 
HOLD=ACJJ)/SAVE 
fl(JJ>"'HOLD 
L-=•:.J-IRtiNK 
IF<IRANK-N>17•19r19 
17 II=JJ 
DO 19 I=KKtN 
II=II+M 
HM=II-L 
ACIIi=A<II>-HOLD*A<HM> 
IFCABS<A<II>>-ABS<PIV>>19r19r18 
18 PIV=iA( II > 
IR=J 
IC=I 
19 CONTINUE 
20 IF<IRANK-1)3,25r21 
21 IR=LL 
DO 24 J=2rIRANK 
II=J-1 
IR=IR-11 
JJ=LL 
DO 23 I=KKrH 
HOLD=O.O 
JJuJJ+1 
HM=JJ 
IC:s!R 
DO 22 L=1'II 
HOLD=HOLD+A<MH)$A(IC> 
lC=IC-1 
22 HM=Hli-M 
23 A<HH>=A<HM>-HOLD 
24 CONTINUE 
25 IF<N-IRANK>3,3r26 
26 IR=LL 
KKmLLHI 
DO 30 Jalr IRANK 
DO 29 I=KKrNHrH 
JJ=IR 



123600 
123700 
123800 
123900 
124000 
124100 
124200 
124300 
124400 
124SOO 
124600 
124700 
124800 

LL=I 
HOLD=O.O 
II=J 
27 II=II-1 
IF<II>29r29t28 
28 HOLD=HOLD-A<JJ>*ACLL> 
JJ=JJ-M 
LL=LL-1 
·oo ro 27 
29 A<LL>=CHOLD-ACLL>>/A<JJ> 
30 IR=IR-1 
RETURN 
END 

.127. 



124900 C* 
125000 C* 

.128. 

125100 SUBROUTINE PRDD<CrICrGrErPOLrIRrIER> 

125200 C* 125300 et 'cALCULA <TODAS> LAS RAICES <REALES y COMPLEJAS> 
125400 C* DE UN POLINOMIO CON COEFICIENTES REALES 
125500 DIHENSION E<1>r0<1>rC<1>rPOL<1> 
125600 IER=O 
125700 IR=IC 
125800 EPS=1·E-6 
125900 TOL=1.E-3 
126000 LIHIT=10*IC 
126100 KOUNT=O 
126200 1 IF<IR-1>79•79r2 
126300 2 IF<C<IR>>4r3r4 
126400 3 IR=IR-1 
126500 GO TO 1 
126600 4 0=1./C<IR> 
126700 IEND=IR-1 
126800 ISTA=1 
126900 NSAV=IR+1 
127000 JBEG=1 
127100 DO 9 I=1tIR 
127200 J=NSAV-I 
127300 IF<C<I>>7r5r7 
127400 5 GO TO (6rS>rJBEG 
127500 6 NSAV=NSAV+1 
127600 Q(ISTA>•O.O 

· t21100-· ECISTA>=O.O ·-· 
127800 ISTA=ISTA+1 
127900 GO TO 9 
128000 7 JBEG=2 
128100 B Q(J)•C<I>*D 
128200 C<I>=Q<J> 
128300 9 CONTINUE 
128400 ESAV•O.O 
128500 O<ISTA)•O.O 
128600 10 NSAV=IR 
128700 EXPT•IR-ISTA 
128800 ECJSTA>=EXPT 
128900 DO 11 l•ISTAtIEND 
129000 EXPT=EXPT-1•0 
129100 POL<It1)DEPS*ABS<G<I+1>>+EPS 
129200 11 E<I+l>aO<I+1>*EXPT 
129300 IF<ISTA-IEND>12r20r60 
129400 12 JEND•IEND-1 
129500 DD 19 l=ISTArJEND 
129600 IF<I-ISTA>13r16r13 
129700 13 IF<ABS<E<I>>-POL<I+1>>14r14r16 
129800 14 NSAV=I 
129900 DO 15 K•IrJEND 
130000 IF<ABS<E<K>>-POL<Kt1>>15r15r80 
130100 15 CONTINUE 
130200 00 TO 21 



0300 
0400 
0500 
0600 
0700 

ºªºº 0900 
1000 
1100 
1200 
1300 
1400 
1500 

31600 
1700 

31800 
31900 
32000 
32100 
32200 
32300 
32400 
32500 
32600 
32700 
32800 
32900 
33000 
33100 
33200 
33300 
33400 
33500 
33600 
33700 
33800 

133900 
134000 
134100 
134200 
134300 
134400 
134500 
134600 
134700 
134900 
134900 
135000 
135100 
135200 
135300 
135400 

,135500 
! 135600 
135700 

16 DO 19 K=IPIEND 
E<K+1>=E<Kt1>1E<I> 
O<K+1>=E<K+1>-0CK+1> 
IFO<-I ne, 17,.19 
17 IF<ABS<O<I+1>>-POL<I+1>)80,S0,19 
18 Q<K+1>=0<K+1>IO<I+1> 
POLCK+1>=POLCKti)/ABS<D<I+1>> 
E<K>=O<K+1>-E<K> 
19 CONTINUE 
20 O<IR>=-O<IR> 
21 E<ISTA>=O.O 
NRAN=NSAV-1 
22 E<NRAN+1>=0.0 
IFCNRAN-ISTA>24r23r31 
23 Q(ISTA+1>=G<ISTA+1>tEXPT 
E< ISTA+i>=O,O 
24 E<ISTA>=ESAV 
IF<IR-NSAV>60r60r25 
25 ISTA=NSAV 
ESAV=E <ISTA > 
GO TO 10 
26 P1:1P+EXPT 
IF<0>27•28r28 
27 Q <NRAN > =P 
OCNRAN+1>=P 
ECNRAN>=T 
E<NRAN+1>=-T 
GO TO 29 
28 OCNRAN>=P-T 
O<NRAN+l>=P+T 
ECNRAN>•o.o 
29 NRAN:z:NRAN-2 
GO TO 22 
30 O<NRANt1)=EXPTtP 
NRAN•NRAN-1 
GO TO 22 
31 JJlEO•ISTA+1 
JEND=NRAN-1 
TEPS=EPS 
TDELT=1.E-2 
32 KOUNT=KOUNTt1 
Pa:QCNRAN+1> 
R=ABS<E<NRAN>> 
IF<R-TEPS>30r30r33 
33 S=ABSCECJEND>> 
IF<S-R>38r38r34 
34 IF<R-TDELT>36r35r35 
35 P=O.O 
36 O=P 
DO 37 J=JDEGrNRAN 
Q(J)mQ(J)tE<J>-E<J-1>-0 
IF<ADS<O<J>>-POL(J))81r81r37 
37 E<J>aQ(Jtl>*ECJ)/Q(J) 
O<NRANt1>=-E<NRAN>+O<NRANt1)-0 
GO TO 54 

.129. 



135800 38 P=0.5*<0<NRAN>tE<NRAN)tQCNRAN+1>> 
135900 O=P*P-O<NRAN>*D<NRANtl) 
136000 T=SORT<ABS<O>> 
136100 IF<S-TEPS>26,26r39 
136200 39 IF(0)43r40r40 
136300 40 IF<P)42r41r41 
136400 41 T=-T 
136500 42 P=P+T 
136600 R=S 
136700 GO TO 34 
136800 43 IF<S-TDELT>44r35r35 
136900 44 O=G<JBEG>+E<JBEG>-P 
137000 IF<ABS<O>-POL<JBEG>>81,81r45 
137100 45 T=<T/0>**2 
137200 U=E<JBEG>*G<JBEGtl)/(0*<1.0tT)) 
137300 V=O+U 
137400 KOUNT=KOUNTt2 
137500 DO 53 J=JBEGrNRAN 
137600 O=G<J+1>+E<J+1>-U-P 
137700 IF<ABS<V>-POL(J))46r46r49 
137800 46 IF<J-NRAN>S1r47r81 
137900 --.7 EXP 1 =EXPTfP-
138000 IF<ABS<E<JEND>>-TOL>4Br48r81 
138100 48 P=O.S*<V+O-E<JEND>> 
138200 O=P*P-<V-U>*<O-U*T-0$W*<1•0+T>/Q(JEND>> 
138300 T=SORT<ABS<O>> 
138400 GO TO 26 
138500 49 IF<ABS<O>-POL<J+1>>46r46r50 
138600 50 W=U*OIV 
138700 T=T*<VI0>**2 
138800 Q(J)=VtW-ECJ-1) 
138900 U=O,o 
139000 IF<J-NRAN)51r52,52 
139100 51 U=Q<J+2>*E<J+1>/C0*<1.0tT>> 
139200 52 V=O+U-W 
139300 IF<ABS(QCJ>>-POL<J>>B1r81r53 
139400 53 E<J>=W*V*(1,0fT)/Q(J) 
139500 O<NRAN+1>=V-E<NRAN> 
139600 54 EXPT•EXPT+P 
139700 TEPS•TEPS*1•1 
139800 TDELT=TDELT*1•1 
139900 IF<KOUNT-LIHIT>32r55r55 
140000 55 IER•1 
140100 56 IEND=NSAV-NRAN-1 
140200 E<ISTA>=ESAV 
140300 IF<IEND)59r59r57 
140400 57 DO 58 I=1rIEND 
140500 J=ISTAH 
140600 K=NRANt1+I 
140700 E<J>=E<K> 
140800 50 O<J>=G<K> 
140900 59 IR=ISTA+IEND 
141000 60 IR=IR-1 

.1:;0 •. 



14ÚÓO 
141200 
141300 
141400 
141500 
141600 
141700 
141800 
141900 
142000 
142100 
142200 
Í42300 
142400 
142500 

,142600 
142700 
142800 
142900 
143000 
143100 
143200 
143300 
143400 
143500 
143600 
143700 
143800 
143900 
144000 
144100 
144200 
144300 
144400 
144500 
144600 
144700 
144800 
144900 
145000 
145100 
145200 
145300 
145400 
145500 
145600 
145700 
1-45800 
145900 
146000 
146100 
146200 
146300 

• 

IF<IR>7Br7St61 
61 DO 62 I=1, IR 
CHI>=O<I+l) 
62 E< r>r::E( I+1) 
POL<IRti >=1.0 
IEND=IR-1 
JBEG=l 
DO 69 J=hIR 
ISTA=IfH1-J 
o=o.o 
P=O<ISTA> 
T=E<ISTA> 
IF < T> 6!5tr 63, 65 
63 DO 64 I=ISTArIR 
POL<I>=O-P*POL<I+l> 
64 O==POLCI+1> 
GO TO 69 
65 GO T0<66r67)rJBEO 
66 JDEG=2 
POL<ISTA>=O.O 
GO TO 69 
67 JBEl3=1 
U=P*PtT*T 
P=P+P 
DO 69 I=ISTArIEND 
POL(!)=O-P*POL<I+1>tU*POLCI+2> 
68 O=POL< IH > 
POL<IR>=O-P 
69 CONTINUE 
IF<IER>78,70r78 
70 P=o.o • 
DO 75 I=bIR 
IF<C<I>>72r71r72 
71 QaABS<POL<I>> 
00 TO 73 
72 O""ADS« POL <I >-C <I » /C < I » 
73 IF<P-0>74r75r75 
74 P•O 
75 CONTINUE 
IF<P-TOL)77r76r76 
76 IER•-1 
77 O<IRH > =P 
E< IR+t >=o.o 
79 RETURH 
79 IER=2 
IR=O 
RETURN 
80 IER=4 
IR,.ISTA 
GO TO 60 
B1 IER•3 
GO TO 56 
END 
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