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Introducción 

La finalidad de este trabajo, es mostrar algunas de las 

aplicaciones prActicas del Algebra line~l y de los me~odos para 

la resoluci6n de ecuaciones diferenciales lineales, debido a que 

fueron los dos temas sobre los que gir6 el curso de MatemAticas 

Aplicadas, acreditado en la Divisi6n de Estudios Superiores de la 

Facultad de Ingenier1a 1 como equivalente del seminari• de la licen 

-ciatura de Ing. Mee, Electricista, 

Dada la amplitud de los dos temas mencionados, decid1 buscar 

un problema real que resumiera en alguna forma en su resoluci6n, 

la mayor parte del curso de matemAticas. 

La resoluci6n de la ecuaci6n de Schrodinger, me pareci6 un 

problema adecuado,por ser una ecuaci6n diferencial lineal, de 

segundo grado, que ademAs depende de dos o más variables. 

Como la resoluci6n planteada desde el punto de vista de los 

valores eigen o valores caracter1sticos, setOn se le quiera llamar 

lleva impl1cito el uso de operadores lineales que deben cumplir 

entre otras, con las condiciones de espacios vectoriales, el ejem 

-plo viene a ser bastante ilustrativo de las definiciones del 

llgebra lineal. 

Por otra parte, el hecho de int·~rpretar las soluciones de la 

ecuaci6n de Scruodinger como uno de los postulados fundamentales 

de la mec&nica cu&ntica, brindaba la oportunidad de conocer algu

nos de los principios b&sicos de l~ misma. La importancia de este 

hecho en mi caso, estriba en que es la interpretaci6n cu&ntica de 

innumerables fen6menos , ignorados hasta hace no mucho tiempo,la 

que est& dando la pauta para el anAlisis y comprensi6n de los 

mismos. 

Entre algunos de estos fen6menos, el de la fusi6n nuclear es 

el que representa en mi caso un particula'I" inter~ii, debido a los 

cambios que su total c0111prensi6n y aplicaci6n prlctica, deber& 

provocar en toda la sociedad humana,hecho que seguramente no tar

dar& aas de veinte anos en ocurrir. 
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Uno de estos cambios , y que afectará directamente a los pro

fesionales de la ingenier1a, será el aband-:oüo de la dependencia 

del petr6leo para la obtenci6n de energ1a que tiene actualmente 

el mundo moderno, por el uso de la energ1a proveniente de la fu

si6n at6mica controlada. 

De tal forma que si se toman como ciertos algunos de los a1-

timos informes sobre los adelantos de la fusi6n at6mica, entre 

ellos un artieu10 publicado por la revista Scietif ic American 

(Enero de 1979),los experimentos más prometedor~s para lograr 

una fusi6n controlada, dar4n comienzo alrededor de 1985, tanto en 

los EE.UU. como en la Uni6n Sovietica. 

Lo anterior se debe a que será en esas fechas cuando ested 

terminadas las pruebas de los gigantescos aceleradores de part1-

culas, que por medio de haces de electrones, sean capaces de pro

vocar la fu~i6n at6mica, en forma mas o menos controlada, 

Del resultado de estos experimentos, dependerá que a finales 

de la pr6xima dAcada empiezen a funcionar los primeros reactores 

de fusi6n, para la generaci6n de energ1a elActrica. 

Hay quienes piensan que en MAxico donde a duras penas se estA 

tratando de poner a punto la primera planta nucieoelActrica a base 

de Uranio, pensar en la construcci6n de reactores de fusi6n, es 

un suefto fuera de lugar y de t!~mpo. 

Cierto es que adn para las grandes potencias, llegar a con

trolar la fusi6n nuclear, representa un reto que les esta obligan 

-do a utilizar todos los recursos humanos y materiales posibles, 

recursos que obviamente no estan disponibles en MAxico.Si a esto 

allllalllos el hecho de que para muchas personas, hablar de fusi6n nu

clear no tiene aplicaci6n prActica en MAxico, debido a nuestras 

¡randes reservas petroleras, creo que debo en mi defensa agregar 

algunos comentarios acerca de este particular interAs en la fusi-

6n at6mica. 

Pienso por un lado que seguir utilizando los amplios recur

sos petroleros de que dispone el pa1s , para quemarlos a fin de 

obtener energta,es un crimen que seguramente nos reprocharAn las 

futuras generaciones, 
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El petr6leo representa tantas posibilidades ·de aplicaci6n en 

beneficio de los pueblos, que creo que basta con mencionar la opci-

6n de fabricar industrialmente en forma m!siva las proteínas sintE

ticas que destinadas a nutrir hombres y animales, pueden acabar si 

bien no en forma ideal, si~eficazmente con el hambre en los paises 

subdesarrollados, 

Esta sola posibilidad, debe bastar para invalidar el temor de 

que si las potencias industriales acaban con su dependencia del 

petr6leo en materia energ8tica, el petr6leo pierda su valor y sea 

comprado en adelante a precios 1nfimos. 

En cuanto a la generaci6n de energ1a en MAxico,el hecho de 

que el pa1s dependa en mas de un 80\ del petr6leo, significa que 

cuando los generadores elActricos en base a la fusi6n nuclear em

piezen a funcionar, nosotros deberemos estar Yá encaminados a dejar 

de quemar petr6leo y gas , o quedaremos rezagados peligrosamente ,ya 

que la obtenci6n de energ1a, con la Gnica exclusi6n de la energta 

solar, va a requerir inversiones de capital cada vez mayores. 

En forma opuesta, los reactores de fusi6n, tender&n a ser ca

da vez mas baratos, y su combustible deuterio y tritio son elemen

tos baratos y de obtenci6n relativamente f&cil. 

Por mi parte pienso si se quiere de una manera un poco c1ni

ca, que si los mexicanos no podemos desarrollar la tecnologta de 

los reactores .~e fusi&n nuclear, por estar fuera de nuestras po

sibilidades econ6micas, y de recursos hU111anos 1 debemos al 11enos 

estar en condiciones de saber utilizar en beneficio propio los lo

gros de otros paises. Quiero decir con esto que no necesitamos 

tener un gran nGmero de expertos en cada una de las especialidades 

que deberAn concurrir en el diseno de un reactor, y si en cambio 

individuos enterados desde un p•nto de vista mas general de los 

principios y posibilidades de las tecnologías de fusi6n nuclear, 

Esto permitir& ir adaptando la industria mexicana dentro de 

sus posibilidades a fin de que los pagos por concepto de tecnolo

gta y servicios sean lo menos oneroso posible, ya que es sabido 

que por no ser la previsi6n y planeaci6n cualidades de nuestros:• 

dirigentes pol!ticos en general, estos son muy dados a ordenar la 

c011pra de equipos industriales en el Glti110 lllOIM!nto, lo que trae 

CCMIO consecuencia adquirir lo que este disponible en el mercado 

en esos 111011entos. L•s resultados son que en muchas ocasiones,los 
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equipos resultan poco adecuados y ademas costosos para el país. 

El hecho de haber vivido personalmente de los problemas que 

ocasionan estas compras de pánico, en raz6n de que trabajé un tiem 

-po en una empresa estatal, me dio el convencimiento de que si no 

modificamos la costumbre de esperar el dltimo momento para resol

ver los problemas a los finalmente de un modo u otro deberemos 

enfrentarnos,nunca podra desarrollarse el pa1s. 

En este caso particular, el problema ser! utilizar la energía 

de fusi6n at&nica, y las plantas o reactores, es seguro que no las 

van a construir los f!sicos. 
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Antecedentes, 

Los antecedentes historicos de la ecuaci6n de Schrodinger,sur

gieron a partir del problema de radiación del cuerpo negro,cuya so

lución por medio de la teorta cl3sica de la radiación presentaba 

obstaculos infranqueables. 

As1 tenemos que según la termodinAmica cl3sica, la potencia 

emisiva entre unidad de area, radiada por un cuerpo negro, est~ 

gobernada por la temperatura en la superficie del cuerpo,y se pue

de enunciar por la ley de Stefan-Boltzman, la que tiene la forma 

siguiente 

••• (1) 

donde T es la temperatura en grados Kelvin y ~ es una constante 

universal, que no depende de las paredes del cuerpo. La constante 

G' llamada de Stefan-Boltzman,tiene un valor determinado emp1rica-

mente de 

••• (2) 

La densidad de energia de la radiación, esta dada a su Ye'~ por la 

ley de Stefan-Boltzman por la relación 
u• a T .. • •• (3) 

donde 
a• 7.56x1o-15 ....!l'l.!2.s_ 

cm3x°K .. 

Siguiendo con la teorta cl&sica de la termodin3mica,la energla 

podta ser radiada por un espectro continuo de frecuencias, de tal 

modo que si l:amamos a J'(~)la densidad espectral del campo de ra

diación, y la definiaos como: 

plw) =-~ 
~u) 

... ( .. ) 

1fota110• que p depende de w que es la frecuencia, y de la tempe

ratura T, y puesto que la densidad de energ!a u(w) posee componen-

tes de todas las frecuencias, ut;.IJ) estar& dada por la expresión 

u(WJ) = f ;(.~) ~'° 
o 

... (5) 

Por otro lado el hecho de fl14>) es independiente de la natu-

ral••• de las paredes del cuerpo negro, pel'llitiÓ modelar las pa

redes por un conjunto de osciladores arw6nicos independientes que 

interaccionan con la l'adiación del campo. 



Se lleg6 entonces a una expresi6n que relacionaba la energla: 

media de un oscilador de frecuencia ..u con la densidad espectral 

de equilibrio a la temperatura T o sea 

nlw T):: ~ É.tlw) 
r ... ' t11.c."?. ... (6) 

Para un sistema en equilibrio, donde todos los osciladores 

tienen la misma energla, independientemente de la frecuencia, se 
_t . - _t 

puede substituir a E(w) igualando las variables E = E (<.0) 

donde E es el promedio temporlll de energ1a por part1cula y esta 

dada por la ecuaci6n 

E = kT ... (7) 

Al substituir t por su valor 

ncw) =. c..&J2gT 
anterior en f(w) obtenemos que 

r na. c. ... (8) 

donde k es la constante de Boltzma1·, 

Para la definici6n de pci..) por l.a ecuación ( B) conocida como 

la f6rmula de Rayleigh-Jeans, los datos obtenidos experimentalmen

te, concordaron unicamente para frecuencias pequeftas, equivalentes 

a longitudes de onda de >. :JI' 60 1 000 Aº 

Sin embargo, una contradicci6n surgio cuando se trat6 de 

calcular la energta u~) con la expresi6n (5) 

Al hacer la subst: i tuci6n de f'CJ4J) por ~kT i ,resulta 
n2 c 

uts.u) = j-:2 ~ T dw :::.. -=> 
3 TI 2 c..3 

Este resultado, es obviamente contradictorio con la ley de 

Stefan-Boltzman expresada por la ecuaci6n (3). 

Este problema pudo ser resuelto hasta el ano de 1900 cuando 

Max Planck plante6 el problema desde un punto de vista diferente, 

que part1a de la hip6t:esis·de que l.os osciladores en equilibrio 

podían contener energta unicamcnte en cantidades que fueran múl

tiplos enteros de un valor mtnimo Ee• de tal modo que el valor 

de la energta serta E= nE0 paran = 0,1,2 1 3 1 ••• y E0 pod{a depen

der de la frecuencia w pero no de la temperatura. 

Ast al calcular la energ1a de los osciladores a partir de di

cha hip6tesis se obtiene el valor medio 

€. - \:.o - ~-\ 
. para cada oscilador, de modo que al. substituir 



se obtiene un valor 
{ ) - l..<J 2. E.o f w - TI2.c::.l e't.0 AT - J 

Planck escribio el resultado de manera que E0 dependiera de 14) 

o sea E0 = 1i w donde la constante 1i fue determinada posteriormente 

El asunto es que al substituir estos valores, tenemos que 

f(w) =-

con lo que el problema de la energ1a u(l.A)) queda resuelto, pues 

J- r-. ::. -nl.l.._ \ ~ 
\.llu..i)= ftw\dio =j"ifii.> ~ltT d.io ic;.c.>~"l 

• • " c.; - ' 
El resultado es consistente con la ley de Stefan-Boltzman ya que 

1\2 \t.~ 
a=~1 

Dado que esta f6rmula prob6 su validez al reproducir los resulta

dos experimentales, el primer paso para la interpretaci6n de mu

chos problemas pendientes, desde el punto de vista cuAntico babia 

sido dado, 

Posteriormente Einstein repitio el exito de la teor!a cuAntica 

al explicar el fen6meno fotoel,ctrico utilizando el concepto de cu

Antos de energ1a , con lo que la interpretaci6n de los fotones y 

molaculas en forma de paquetes de enorg1a asociadoo con espectros 

discretos de frecuencia, se empez6 a generalizar. 

Dejare de lado otros antecedentes hist6ricos a fin de no des

viarme de objetivo, y abordara un fen6•eno que es el que dio ori

gen a la ecuaci6n de SchrHdinger, la que representa el postulado 

fundamental de la mecAnica cu!ntica. 

Este experimento que fue durante •ucho tiempo un experimento 

conceptual, ha sido ya llevado a cabo con diferentes variantes, 
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por varios investigadores. Yo me referire en particular, al que 

consiste en lanzar un haz de electrones hacia una pantalla donde 

donde es registrado de algún modo el contacto de los electrones 

con la pantalla, la que puede ser una placa fotogrAfica que im

presione el choque. Si a mitad del camino entre la fuente de elec

trones y la pantalla anteponemos uná placa que permita pasar a los 

electrones solo por una rendija, se observar& que los electrones 

que lleguen a la placa fotogrAfica, inciden con un gran m!ximo cen

tral y una distribuci6n de mAximos y minimos descendentes hacia 

los extremos. Ahora bien, si en lugar de una rendija se ponen va

rias mas, se ver( que la distribuci6n de m!ximos y m!nimos en la 

placa que registra la llegada de los electrones, aumenta despro

porcionadamente, formando una distribuci6n netamente ondulatoria. 

Este experimento es independiente de tiempo, ya que se obtie

ne el mismo efecto si los electrones son lanzados de uno en uno o 

todos a un tiempo, y dado que no se puede predecir hasta el momento 

en que lugar de la pantalla caerl cada electr6n, se concluye que 

la distribuci6n es estadistica. 

Debo aclarar sin embargo que esta in~erpretaci6n estadistica 

no es la ma! ortodoxa, ya que existen otros criterios que otorgan 

a los electrones una naturaleza dual mutuamente excluyente de onda 

y part!cula, basados en fen6me;:os tales como el efecto Co111pton y 

el efecto fotoelfctrico. Yo por •i parte, adoptara la interpreta

ci6n estad!stica a fin de no ahondar en proble111c1s de conceptos. 

Hemos llegado ast ante el problema de modelar una funci6n 

que represente el c011pOrtllllliento ondulatorio de los electrones, 

observado en el experimento que relatamos atras, o bien por la 

naturaleza ondulatoria del electr6n segGn el criterio mis or

todoxo, 
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Desarrollo de la ecuaci6n de Schrodinger 

La primera dificultad en modelar la funci6n de onda, consiste 

en obtener una variable compleja a fin de poder representar los 

ef~ctos de suma y resta de amplitudes, propios de una onda,provoca
dos por la diferencia de fases en ondas que se superponen, 

Dado que la caracter1stica de interferencia provocada por la 

diferencia de fases se observa en la distribuci6n de electrones de

finida como f'(x) y que esta distribuci6n tiene que ser una función 

real, pues no podemos disminuir el nGmero de part1culas en un punto 

agregando part1culas negativas¡ o sobreponiendolas,tenemos que afia

dir algunas restricciones a ia·funci6n compleja: 

1.- Que satisfaga a una ecuaci&n de onda 

2.- Que el cuadrado de su 116dulo sea proporcional a la densi·· 

dad de electrones, 

Esta segunda condici6n la expreaaillos en la fo1'911 

/)Cx) .-111~.fa: 1• '1 
donde 1 ea la Yllriable eo11pleja.- La condici6n doa trae consigo la 

necesidad de establecer un factOl' de proporcionalidad que ha queda

do fijado del siguiente llOdo, con el fin de facilitar loa c&lculos 

1.- • = na.ero total de ¡Htrttc~ de la -•tN en el aiateu, que 

2.-

3.-

lt.-

s.-

6.-

debe aer lo bastante arande Piara que incluya a todos los entes 

representatiwoa. (teoric:.-ente • •• infinito) 

• =ÍP(•) .loe: = ~_j\1\ª cl11. 
donde A ea el factor de prop0rcionalidad. 

la nol'9illiaaci6n 

/'<•> 
a la unidad,ea ¡Htra ai11plificar las operaciones 

= '1\Z. 
Definiendo a la densidad relativa como ,_, = ~ = \1\~ -.:: 1'41 

r t' ~\ J )( ;;: J 
.. 
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7.- Podemos entonces interpretar a la densidad relativa como la 

probabilidad de que una partícula determinada caiga en tal o 

cual punto, y a la integral Jf.c.\ ~;, como la seguridad de que 

-~ la partícula caerá en algún punto de todo el espacio del sis

tema. 

8.- Por facilidad se utiliza () J r~ o simplemente 

Con los puntos anteriores, dejaré por aclarado aunque a gro

sso modo, la manera como fue simplif,icada la relación de proporcio

nalida entre /l(x) y la variable compleja, función compleja,ampli

tud de probabilidad, funci6n de onda o función de Schrtldinger, que 

son algunos de los muchos nombres que recibe la función 1' de acuer 

-do a la interpretaci6n que dan diferentes autores. 

Diremos entonces que se ha llegado a la conclusión de que es 

necesario definir a la funci6n'f a fin de representar el comporta

miento ondulatorio de los electrones. Se acepta ade~s que i' es 

en general una función compleja, pero ¿ que forma debe tener dicha 

función ? 

Es sabido que una onda plana • llamada as1 porque solo presen

ta variación en una dirección espacial x, puede representarse por 

la expresión 

o bien 

donde: 

t = tiempo 

(lu- Lwl 
e 

'-º~l\t. .. -~ .•. A) + l~lMl\L-..-..._,t.) 

¡.\:.le : número de onda 

?l..= longitud de onda 

"""= velocidad angular 

La velocidad de la luz en el vacío se da por c donde 

c. ... )..{ = ;~ 

... (9) 

• 

Por tanto la expresión (9) para una onda luminosa se puede escri-

bir de la forma 

... (10) 

Si se aplica ahora el principio de superposición a fin de ob

tener la representación de un haz luminoso o paquete de ondas pla

nas, cuya amplitud sea una función g(k), se obtiene la expresión 
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f(x,t) = J- ik(r.-d:) 
~l~) e J.~ ••• (11) _...,, 

Conviene aquí aclarar algunas de las ~articularidades de la 

ecuación (11) que serán utilizadas posteriormente. Sea f(x) una 

función tal que podemos definir su transformada de Fourier por la 

expresión 

••• (12) 

La siguiente expresión es una propiedad de la transformada de 

Fourier: r i -l~c:.t t t .\li<-d.)j -=: f~\c.) e. 
Por tanto 

f(x-ct) = 
;¡-! í F\.k) é~dJ 

= ~ J~t~) éíhtj ¿~ 1( d\c. 

= fil ]}(k) ei.~l .. -d:) á\<. 
Si substituimos F(k) = 

""il\"" g(k) 

obtenemos la expresión _ Í k ll(-c. t) 

\l-t-d)= s~l\t.)e J~ -- ••• (13) 

la que se puede interpretar como un paquete de ondas que se pro

paga en el espacio sin distorsión y con la velocidad de la luz. 

Se tratar! entonces de aplicar el modelo de onda luminosa, 

a ondas que esten formadas por partículas, como sería el caso de 

los electrones. Puestos en este camino, la velocidad angular de 

las part!culas es función de k o seaUi(k), ya que no es posible 

que w = kc 

Si definimos a p como el momentwn de cada una de las part1-

culas, el valor de la energía cinética de cada partícula estará 

dado por 
2 

E= _2_ 
2m 

donde m es la masa de la partícula. 

A fin de r•elacionar los par.imetros ondulatorios con los 

mecánicos, tenemos la relación de Planck E = ~~ , donde fi es 



12 

igual al número de Planck dividido por 2 11 Haciendo a continuaci

ón las debidas substituciones algebraicas, encontramos que la onda 

debe cumplir las siguientes relaciones: 
= E 2 

w -:r=~ ; k = 211. = E. 
. ~ -f¡ ••• (14) 

Debe aclararse que en las expresiones anteriores, no hay modo 

de derivar de la f1sica clásica la substituci6n del número de onda 

k por p/fi o de w por E/1fi y solo se hace en este caso por consis

tencia. Volviendo a la fwlci6n CAl(k), tenemos de las expresiones (14) 

que: 

e.u (k) = k
2412 

- k
2..fi 

2iiir"" - 2iil 
Substituyendo la fwlci6n f(x,t) por 1' (x,t) y la amplitud 

g(k) por A(k) la ecuaci6n (13) toma la forma 

"f (x,t) = #.\.\i.) e. -&iWli' ¡~ ... (15) ~\i.i ¡\t.-.- t ~i." t 
El cambio de limites en ,: integral se debe a que lo• i11pulsos de 

las part1culas son finitos y se restringen al intel'Y&lo (k1 ,k2) 

y a que fuera de estos limites la onda es nula. 

La ecuaci6n (15) representa un paquete de ondas que evolu

ciona con el tiellpO, pero dejaremos esta observaci6n para .As ade

lante, y seguiremos con la ecuaci6n de Schrodinger. 

808 

esto es: 

~ -Th jAl'9.)\j¡l~ic-t1.~ \.) j\_ 
~.-.. ... (16) 

Por otra parte obteniendo la segunda derivada de 1f'Cx,t) con 

respecto a x, tenemos que ·~ ~l) 

,)-i.1l,,t) _ j¡z.~l. ~.\'l.)e ~J(· 1.- el\. 
cUl ••• (17) 
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... (18) 

••• (19) 

comparando (18) y (19),tenemos que 

••• (20) 

La ecuaci6n (20), es la ecuaci6n de Schrodinger para una par

t1cula libre, y podemos generalizarla para el caso de la parttcula 

que se mueve dentro de un potencial V(x), en la forma siguiente: 

H1tl'"lD = -~2 ~7 ri_ly0 +VC.1()1'C .. ,·t\ 
C!l--t ~~ -Jl("2.. . • •• (21) 

La ecuaci6n (21) es la forma completa de la ecuaci6n de Schrodin

ger que nos proponemos resolver. 

Soluci6n de la ecuaci6n de Schl'Odinger 

Recordemos primeramente, que la funci6n de onda 1 (x, t) para 

la parttcula libre, esta definida por la ecuaci6n (15) o sea 
(11 "l. ~ ~ 1( - ~ k,l. ~- t 

"''Ji}=- {~l\l.)€ -ª""" J\t. 
recordemos tambien que la energta cinftica para una part1cula estA 

definida como E donde 

E=L 
2m 

donde p representa el momentUlll y m es la masa de la part1cula, a 

su vez k ful definido por las ecuaciones (14) como 

k =_R_ 
1\ 

en consecuencia podemos substituir a -ik~ t en t~rminos de la 
2m 

energta o sea 

-ik2fl -iE 
.~t = ~t 

con esto"/Cx,t) queda en la forma 

••• (22) 



••• (23) 

... (2~) 

•n consecuencia la ecuación (20) puede 

t~nninos con Efl~,~ esto es: 

ser igualada en sus dos 

a~~.:n =- -1'z._ -~:? 1'~~~~l = 
"'C!J-t 7 - ~)('l. ••• (25) 

La ecuación (25) , no es sino la ecuación de SchrOdinger para 

el caso de la part1cula libre que ya babi! sido definida anterior

mente. Generalizando ahora la ecuación (25) para el caso de la par

t1cula que se mueve dentro de un potencial V(x), obtenemos nueva

mente la ecuación completa de ::>.:.hr8dint;·~r que hemos de resolver. 

t'l ~r~,_•l::. -~~ -o'll?ftr,i.)-+ '7L~Vf'tr,'4) -=:L"/'<•,i) 
e-l """" -a "~ ••• (26) 

Podemos suponer ahora que la función 'f t11,~) es separable, 

esto es que se puede escribir atf como un producto de una func,ón 

de x y una función de t : 

jCx,t) = ~(x)'j(t) ••• (28) 

Podemos entonces, obtener dos ecuaciones distintas a partir 

de la ecuación (26) 

i1i ~(x1ri = E µot}Jl() .•. (28) 

C_w_'l J. '-;l"~ -t Vlil) t>l•i}l·O: E.~r}j(t) ( ) -f-,.... ~--"¡.. ••• 29 

Dividiendo a la ecuación (28) por ~')Y simplificando 
dSLü .:: -.l... E.<L-0 .•• (30) 
-;11_- ~ .) 

La solución de \a ecuación (28) la obtenemos a continuación 

integrando 

.d.L~l. -..i- E. Jt 
,fL~) ~ 

\.....,,,, _rL1) =- -J._ \;:.t +'-l 

" 



por tanto 
.f (t) 

.f (t) 
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- ik.. t e: 
=e~ 1e' 

~it-t 
= c. e ••• (31) 

Volviendo ahora a la ecuacion (29), podemos simplificarla como 

-~ ~ +V('K)<bl'IC).:: E.~•) 
'2- ..). ll( 

O bien 
[-~'Ji + 'Jl1<)J ~C11.) ~ E.cbC11) 

donde"'i11 representa el Laplaciano en una dimensi6n 
't"72.= ~ 
V - ~2. 

••• (32) 

La ecuaci6n (32) es la ecuaci6n de Schr0dinger independiente del 

tiempo. Definimos al operador L como 

L- = f-~ "12. + V<.l(>J L 2:w ••• ( 33) 

El operador L es lineal (Ver ap~ndice) y en consecuencia la 

ecuaci6n (32) puede ahora tomar la forma 

o bien 
L 4><x> = E /><x> 
Lef;¡(x): A. {x) ••• (31+) 

de modo que pode110s identificar a la ecuaci6n (31+) como un problema 

de valores y funciones eigen asociados a la.transfo!'llllci8n lineal L 

Viene entonces al caso definir a las funciones y valores eigen: 

Si V es un espacio vectorial sobre un campo K y dada una trans

formaci6n lineal T de V en V • Un vector v0 1 O de V es llamado 

un vector eigen st existe una escalar A en K tal que Tv0 = ~v~ 

en cuyo caso ~ea llamado un valor eigen de T. 

Al aplicar la definici6n anterior a la ecuaci6n (31+) 9 hemos 

considerado a la funci6n 4> (x) COlllO un elemento de un espacio vec

torial ~I() ~os valores eigen por su parte deber&n corresponder a 

valores de los estados peraisibles de energta E para un problema 

especifico. Aunque de momento, solo es posible observar en la ecua

ci6n ( 31+) que los valores de ). pueden ser discretos o continuos. 

A continuaci&n se enwneran tres de las principales prop:illa

des de las funciones eigen, que son de importancia para la soluci-

6n de la ecuaci6n (31+). 

1) Un conjunto r~,J.•\) de funciones eigen asociadas a n valores 

diferentes de ).,,.. es linealmente independiente. 

2) El conjunto de funciont>s ¡4>,.uc>) es ortonormal. 

3) El conjunto f P~t~\) es completo. 
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Podemos anotar como c~nsecuencia de los tres puntos anterio

res, que cualquier función~(:·) puede desarrollarse en la forma. 

$(x) = 2:: O...,.. cP LJ() 
V\"' " donde 

.Luego 
ªn = J r/il~) d>..,l•) ..l J( • para n 

_,~ 

"fcx,t) =flt)4Jcv.) =-.~,G.-.e ~Ct) ... (35) 

1,2, ... 

representa la solución general de la ecuación (26). 

A continuación efectuaremos la demostración de las tres pro

piedades de las funciones eigen enumeradas anteriormente. 

Iniciaremos con la demostración de independencia lineal de 

las funciones: 

Supongase que [ '1>1 l •), P1 "), • • º.1 Jri(()} son funciones eigen de 

la transformación L , asoci¿"a a los valores A 1 , Ál., •• •, Ári 

respectivamente, asumiendo que A, J 11. .1 • • .,,A.., son distintos. 

Sí el conjunto l di, J f
2

, "., ~ .. ~ no es linealmente independiente ,exis

tir! un número j tal que j L n, de modo que j es igual al número 

máximo de vectores independientes, en tal caso exist~ un conjunto 

Í d>tJ ~<.' '·~ ~j ~ linealmente independiente, pe;·o el conjunto L <b, J <#>21 ••o 
~~les dependiente, lo que significa la existencia de unas cons-

J Jl H~ 
tanteo c

1
, c

2
, ... , cj no todas iguales a cero, de modo que: 

i ) it)~ 1 = C.¡ ~. 1 c. 2. ~.. t . . . t- c. j et> l 
luego 

ii) L~ : c. 1 lt>1 -+ ,"2..L~ .. ~, •• + cj Litij 
Hl 

o bien por tratarse de funciones eigen 

ii i) "A¡, ~ÍH = c. 1 ).1 tt1 ~· 'i.. ).1. ~ .. -\- • , • \ C..j A 1 ~ l 
,, e" 

Substituyendif(iii) a~ .. I por la expresión dada en (i),vernos 

que : 

iv> ~11~¡\ 1 = "-ú1 C:..1ti, +<. .. ~ .. +- ••• +c.J~i) 
restando ahora (iii) a (iv) 

h · ,L, \ _()._. 4 \ - O - I), i - ).,).:.1 <ti, t-l\jt1-)1.)'-l~z t, ,;+{Aj.~~-~j4j 
\"Hl'+'j-tl} \'. J~1 Jtl}- - \ •~I 

Pero como los v.1lores A11 1.,, ... ,1J· son '~istinton, los 

\). ¡ 1, - -.. 1) i L).. )', - "'>-1. ) , ••• , LA. d, - A. i ) 
no pued••n ser todo~ igual<'s a c<>ro, Pl c0njur1to l 4'1 1 ~. J • •,, J d>~ ~ 
resulta <lt~p~~nd i f.?Htf•, lo cu:il ~s un.J cont ra,iicc i6t1. Corit:luimcs en

tonces que !'l C<Jnjunto LPi 
1 

f·, J ••• ,41'\j es in·:lt:¡-o•~ndient•.,, 
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Ortogonalidad de las funciones eigen de la ecuación de SchrO

dinger. 

Decimos que un conjunto de funcionesi~-~ definidas en el interva

lo (a,b) es ortogonal sí cumple con la condición 

b í 4>,l•) ~,._( •) d l(. =o 
Gl 

sí ni m para n = 1,2, ••• 

Escribiendo entonces la ecuación (32) para el estado n, tenemos 

que 

o bien 

v"l.~c 1() ~ ~ l t.~ -Vt'Al)4cc}.: 0 ••• (36) 

La ecuaci6n para un estado m, sera entonces 

q1-~11) + -¡~(E-._-V(~j~,i-)= o ••• (37) 

Luego multiplicando a ( 36) por ~- y a ( 37) por "" y restando 
despues los resultados te~emos 

•-""l.~~ -IJ,."la.~- + \\"1. f...E.~ -t11o)f ..... " o ... (38) 

Integrando ahora la ecuaci6n (38) 

~ . (\, 
J~_. V'~ .. -i ~z. ~.]el-, ~\i'-lt.~-E..)-i._cL• .. ck= o ... (39) 

La primera integral se puede substituir por t:t l+-. ,!~ -~ ,lt }l._ =~4!- -~.~t(OO) 
St escoge1110s los ltmites de la integral (a,b) fuera de la regi6n 

de definici6n de la funci6n ~ , la ecuaci6n (40) se anula 

siempre. 

La ecuaci6n (39) se ha reducido entonces a 

-1~-lt."' -~~' J~ .... á.I( =-o ~"L '.J c.. 

Donde st n = m , (En- Em) = O por tanto la función se anula. 

Para ni m, la integral es cero necesariamente. 

Luego la condici6n de ortogonalidad se cumple. 
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D~imos ahora que un conjunto de funciones es ortonormal sí: 

a) t t, et MA J._ 11.. = o para n 1 m 

\, 

~ 41.\ qAM el_ ll = 1 b) para n = m 
c.. 

La condición a) fue demostrada previamente, y dado que la función 

<ÍJ<•) está normalizada a la unidad desde un principio p•·1r la ecua

ción (6), de modo que 

J\ ~l•)\'- ..l'(. == \ --Decimos que las funciones ~e".) son ortonormales. 

Se dice que un conjunto de 

completo, s1 no existe función 

funciones ortono:'lllales l ~"'to;' J es 

f(x) alguna tal que 

11.fl't(.)~i:l•) c:ll( =-o • .,.. para toda i = 1,2, ••• ,n 

Trataremos de demostrar entonces que el conjunto de funciones eigen 

t4>~t•)) que es solución de la ecuaci6n de Schrodinger es completo. 

Suponemos entonces que existe alguna función f(x) que no per

tenece al conjunto ortonormal [ cp.,.lt) J y que es soluci6n de la 

ecuación de SchrOdinger para algún valor Ef de la energía . 

Luego como solé.lllente tenemos n valores permisibles de la energía 

para un problema específico de la ecuación de Schrodinger, hemos 

asociado por definición de valores eigen una función~. para cada 
1 

valor Ei. De aquí resulta que el valor Efes igual a algún valor 

E. de energía , cuya solución es ..t.(x), de modo que f(x) y Al.(it) 
l. "' .,,, 

son soluciones de un mismo valor E .. 
J. 

Las ecuaciones de Schrodinger correspondientes son: 

... (i) 

E}t(x) c-B·•.;:¡i. +Vl11.)}$¡Cw) ... (ii) 

Multiplicando a (i} por i/>,•(x) y a (ii) por f(x), y restando despues 

tenemos: 
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1uego 

integrando tenemos 
1 

¿, 

~· ~~ -t ~ -=D ' .l.~ .L• 

..• (iii) 

Ya que ;,.=;lt· ;:;. o para x fuera del dominio, D = O 
La ecuaci6n (iii) puede quedar ahora como 

ir _ -fc::lJ...· J.. !!!..:r- ~ 
'1 ciL>c: - ~~ 

o bien 

••• (iv) 

Integrando (iv) 
Lnf(x) = Ln;;<x) + Lnc 

Por tanto f(x) = c~(x) 
Final.mente ( b , 

JQ. t( •) </>¡ (,,,._) cl,..I( = c. -' 5, c.. #o 

L.i. ~(--.) ~~(.~)~.: '*- º ... [tP .. ('>J e~ c.."',l&t. 
Se ha demostrado que el conjunto de soluciones tiLd] de la 

ecuaci&n (3~), cumple con la• condiciones de independencia lineal, 

ortonort1alidad y que forman un conjunto completo, COlllO consecuencia 

1A •oluci6n ¡eneral de la ecuaci6n de Schrodin¡er (26), est& dada 

en tfrainoa de las funcione• ei¡en por: 

-i~t "-'(! (x,t) • '2: (." e .,.,lf\(ic) ••• (~1) 

El paso siguiente, ser& entonces comprobar la validez de las 

soluciones para un problema especifico. El primer problema por 

resolver, ea cl&sico, y se refi~re al caso de un electr6n atrapa

d• en un pozo de potencial. 

Para esto se ha dividido el espacio x en tres regiones dis

tintas, seg6n puede observarse en la figura (1) 

b&i6n I •'-Oi E • O ¡ V(x) = V0 

ltegi6n II °'X"-' ¡ E L..V0 ¡ V(x) = O 



1, 
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Región III xt?a i E= O ¡ V(x) = V0 

( Nota : El potencial V(x) para la región II se puede igualar 

a cero 1 en vista de que la energía total del electr6n , es igual 

a la suma de su energía potencial V(x), m!s la ene•gía cin&tica• es 

decir: E = V(x) +_¿ 
2m 

Donde p es el momentum, y m la masa del electr6n.Puede entonces 

moverse el marco de referencia del potencial V( x) hasta que 

V(x) = O para Oc X.& a. 

Con esto E • pi/2m.) 

1 

Volviendo ahora a la soluci6n del problema, e.l IMtodo a seguir 

para resolver la ecuaci6n en todo el espacio, consistirá en obtener 
la soluc'6n para cada regi6n y despues ligar las soluciones. 

Para esto fijaremos inicialmente las condiciones de frontera de /'C~} 
"' f/>to) = o j ~c.-.)= o 

A continuaci6n enumerallOa las condiciones generales que debe cum

p.1ir la aoluci6n de una funci6n de onda, para que el modelo sea f 

fisicamente vllido: 

i) et<•> debe ser continua en toda la regi6n de definici6n 

ii) +<•> debe cumplir con la condici6n de unicidad para 
cualquier punto. 

iii) +<•> debe .. r cuadr&ticuente intearable. y .as elpec1-

donde 

ficamente: 

debe cumplir 

ble•. 

- . 

j '~l•\\2 cll( = \ --la• condiciones de frontera del pro-

Podemos ya empezar la soluci6n del proble• 1 por la re¡i6n II 

o'-•" •. 
Sabe90s ya que 2 

De donde 
k·r 
k2~ 

h2 

• y E ·~ 1 ademas V(x) • O 

Ea posible entonces que k2 aea positiva o ne1ativa 1 dependiendo 

del valor de E(!) 
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Usando ahora la ecuación de Schrodinger independiente del 

~iempo. 

Obtenemos cJ2#..,) +~ E</>t11) =o 
;¡:Jr', ~'J. 

Utilizando ahora k2 para el caso de E-, obtenemos 

..l'.6.<~l. + '9..~rpljfl =-o 
~l.. 

La solución de la ecuaci6n (43) es de la forma 

~(.)/) ;... e~I( ~ e~ 

•.• (42) 

••• (43) 

Esta solución no cumple con las condiciones de frontera. 

</Jlo) = ~la.) =- o 
Consecuentemente la energ1a debe ser positiva. Luego la soluci6n 

de (43) es : 

Substituyendo en la frontera x = O ¡ obtenemos que 

;co> = A = o 
Substituyendo ahora en x = a 

;(a) = B Sen ka = O 

En tal caso la funci6n se cumple aolo st 
ka • nlf para n = 1 1 21 3 1 ... 

Luego 
k~ 

a 

de donde 
k2 ~ 

• ª2 

••• (44) 

2 ' Substituyendo a k en terminos de la energ1a segiin se ha definido 

con anterioridad 1 obtene111<>s ahora 

k2 • 2mE • n2n2 
f¡2 .2 

Luego 

para n = 1 1 21 ••• (45) 
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La expresión anterior, confirma que los valores E de la ener

gía son discretos para el electrón en el pozo de potencial, de a

cuerdo a lo que se había supuesto en la teoría. 

Si cambiamos ahora la 

función '4,<x) como 

constante B por An , expresamos a la 

~~l•) =-A ... s~'"' "~I( para ••• (46) 

Determinaremos ahora la función ~(x) fuera de los limites 

del pozo, donde x~O ó xa:.a;. V(x) = V0 

La ecuación de Schrodinger es entonces 

c1~.;_> +l~~ L t::-"-·J ~(I() =-o ... (47) 

Poniendo 
q2 .. ~L lVla)- E:] 

~¡a 

la ecuación (47) se puede escribir 

r-12: ct~p - ~ 1. " ( •) -=- " ......... 
La solución de esta ecuación es de la forma 

'1<•) =- ~,e.. ~"'-\-B, ¿'i--. 
Como la función debe ser acotada en todo punto, tenemos que para 

x~ O 1 t< x) es acotada ~icamente st 111 = O, por tanto 

~(x) = A
1

e.. a..;. s( x~c 
Por otra parte para x > a 

~(x) = 1',C..\-. +~,<::~-~' 
es una función acotada unicamente s1 A

1 
= O 

Luego -~l( 
~(x) • S1C para x z_a 

-=-·-· ,;;;.~-:. --

Callo la función ~.(x) debe ser continua por toda la región 1 y hemos 

obtenido 

f<o>=o y{<a>=o 
de la ecuación (46), esto implica que A1 = B1 = O 

Por tanto la función se anula fuera del pozo. 

Consecuentemente la condición de ortononnalidad de la función ~"(!..) 
que por pertenec4:!_ al conjunto¡ (~x) j debe cumplir con 

fl4t\tl(>li..-L .. .= \ 
·--s• ha reducido a la ecuación 



j '\ ~y¡·S .(\¡ ºR.~\ 2·cl.x ~ \ 
e:;, 

Pero 
1 - Ces 2nnx = a 

2 \, 

Substituyendo en la integral 

. A: J ~ -e ~~ ~~ ) j_ J( 

o 

Luego 

=I 

2 
.~ .. Q. = 

L 

... (48) ~~~ •) = i"J: 1 ~h' n R." 
Finalmente cualquier funci6n ~x) esta dada por _, 

ttw.)::: ~.c.~ Vfl ~4"" ~ 
Por tanto la soluci6n general para la 

la ecuaci6n (35) es : 

"fu,ol) ::.o tc..T~ a<~º 

para O'-X ._a, •• (49) 

amplitud ~(x,t) dada por 

.,.. _,~nªn'l.t 
1'<111-l) - ~' (.,, e l•o.:t ~tl S~D..¡!- ... (SO) 

"'a, ,,"' .. ~ N." c..& 
·yCtttt) ==- º r.,,c.. ·~o. 

Se COllPl'Ueba entonces que la funci6n '(x) CUllPle con las co~-
diciones de un llOdelo de onda fisicamente v&lido. Esto es /<x> es 

continua en la re¡i6n donde se ubica el electr6n y se anula fuera 

de ella. 

r. funci6n es única dentro y fuera del pozo, es integrable y cum

ple las condi:iones de frontera. 

Finai.ente es posible obtener la distribuci6n electr6nica f <w) 
dentro del pozo. Para esto se han grficado en la figura num. 2 

diversos valores de energ1a con sus correspondientes funciones ;1w) 
y las respectivas distribuciones electr6nicas f<x) donde 

f'tlC) = .,.., .. .; ::=. f #(•) \2. 
Puede observarse en la grafica de ~x) que la distribuci6n 

en los limites del pozo es cero, esto concuerda con la realidad, 

debido a la repulsi6n de las car¡as eltctricas. 

I1ualmente puede observarse que para estados de energ1a altamente 

excitados, la distribuci6n electr6nica tiende a ~ser continua. 
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Resolveremos ahora el problemá cuántico de la partícula li

bre más simple: 

Sí bien para. este caso particular se tiene ya la solución más ge-

neral que es : R "1.. 

J 
_¡.f_t 

1'r11,ü= Al-.) e " 
••• (51) ,,}, 12., 

donde ·r{~~)~epresenta un paquete de ondas, obtener la función 

arbitraria A(k) , representa en general un problema matématico 

de cierta dificultad para el cálculo de la función, ya que im

plica un análisis de Fourier como puede observarse a continuaci-

ón : 

Supongamos que las part1culas tienen ya una distribución 

inicial para una amplitud 'Y0(,,t) en t =O 

Debe luego determinarse la amplitud 1l~¡f) para t-, O 

Podemos obtener inicialmenu"f<x,O) = rf.Cx) a partir de la ecuación' 

(51) esto es : 

5
_ ·~ 

tf
9
lé)S :Al~) e' 1( J~ --

Por tanto A(k) es igual a la transformada de Fourier dei o sea 

J-:;, -<'kt. 
A\'Q..) = tñ ·ro e J x 

luego -- ll · 

r¡, l (¡ .1) .= ..L ( l r-: -l ~ 1( 1 J -i f t 4 í \l.i. el \t. 
, "C '2" J J ·ro -e c:JI( e ... (52) 

~. --La solución de la ecuación (52) puede obtenerse utilizando el lla-

111&do propagador de la función , que matemlticamente es una funci 

ón de Green. 

Puede sin embargo observarse a simple vista , que la solución de 

la ecuación (52) es en general bastante más complicada que la 

resolución de la ecuación de Schrodinger para el mismo caso de la 

partícula libre. Esta es la razón por la que siempre que es posi

ble se prefiere utilizar la ecuación de Schródinger, aunque no de

ja de tener sus complicaciones , como veremos más adelante. 

La ecuación de Schr~dinger para una parttcula libre es: 

-o c.. j~_~}] = t= 'f L•, l) ••• (53) 

d ...... 
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donde r'f (x,t) = ÍCx)j"(t) 

luego 

Puesto que k=--~ 
- fl tenemos 

2mE =--
-f¡2 

Luego 
+'a" f/;(•) =- e 

~.ac~ -
La solución general de (56) es de la forma 

,J.. ) Ík" _ ,-~ 
~t 11. = ..,L. e + P' -e 

Sabemos por la ecuaci6n 31 ~~ ..5.. t-
f l ·ü = c.. e. 4' 

••• (54) 

... (55) 

... (56) 

... (57) 

Por tanto la soluci6n completa de (53) es : 
A, - j ~ t ... i IL-. - ¡.J.. t- i.. -.,.. 
·rt"Jt)=- Ae' +Be' 

o bien 

Pod•110s observar que loa dos tlrminos de j (x,t) representan a 

~a onda plana que se propaga hacia l.a derecha en el caso del pri

-r tlrmino, y hacia la izquierda para el segundo. 

s1 localiz.inoa la onda exclusiv ... nt• para part1cllla• 110viendoae 

a la derecha, la constante B se anula, luego para 1 " O 

,J,..-,t~ ~ ",éil\t~\a.c) 
... (58) 

·calculando .nora la densidad de di1tribuci6n 

1 = rir • i == V.. \i. ... (59) 

Por tanto la densidad resulta igual a una constante, de 110do que 

al integrar la densidad fJ -
== \~\l.. ) ..l J( == Qlllf:> -- ... (60) --El resultado es il6gico para cualquier sistema finito, y es el re-

sultado de haber sobresi111plificado la funci6n 'Y<x,t) al facto-
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rizarla, ya ~que hemos obtenido una distrib•Jción de partículas 

uniforme en el espacio , y constante en el tiempo. 

El problema ha sido resuelto utilizando dos artificios que son 

las llamadas normalizaciones de Born - y Dirac, por medio de las 

que se puede resolver el problema de la partícula libre sin re

solver la ecuación más general. 

El ~todo de normalización de Born, consiste en suponer que 

la función ;>ex) es periódica 

f;Cx) = (x + L 

donde el periodo L ~ ......,. 

De tal forma 

o bien 

De donde i~L e 

, por tanto 

LI ecuación anterior se cumple unicamente s1 

kL = 21rn 

Tenemos entonces que 

para n = 0,1,2, ••• 

21tn 
k =-L-

LI condici6n para que 'f cx,t) sea cuadraticamente integrable,se 

cwnple s1 L/1... 

J li!2 cl>< 
- .•. h. 

( L/"L 

\~\l.) d J( : A2t = 1 .. ,(61) 

Finalmente A = :i. -JE 
utilizando 

Luego 

A=~ 
ITC 

¡ ft'1t) 
~~(x) = 1f_ 

-y'&- ... (62) 

Obtenemos a continuación el valor de la energ1a: 

Para esto 

luego 

p = kfl 

substituyendo a k por el valor obtenido 

para n: 0,1,2,, •• 

E • !.i..t... n
2 

mL2 
... (63) 
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Vemos que los valores de la energía continuan siendo discretos. 

Finalmente para un paquete de ondas 
• {\2..~ "2. • 

""'' -l 'Z "V\ t "* l.~~I( 
."111 ( r t) ::. -L "i: e. - \!- ~ r J Vi: •\ ~. • •• (64) 

Normalización de Dirac 

Definimos inicialmente a la funci6n impulso ~(x) 

~ (x) = ~ o r CA. ("0.. JI.. ~o j (; .. ).l.\ =j;ll) ch : l; ?'-"'"" é "?o 
oP f>"'c.. )1( - o J --- -

La función & (x) tiene además la propiedad de 

J]l'll) ~C.w) á.ac =- t lo) 
Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, la que 

esta definida COlllO : f'\ hl•)1 ;;: Jz;.) el-- .. J.~ -para toda funci6n tal que J- -i l 

\ \l•)\ - JC e::. ~ 
Tenemos entonces -- r-:- . ¡ h_ • - ~ "" 1 _ l 

~ l ~l11)] -= f(•) = _J}l"}e J.K = e -
Definida la trnaformada inversa COllO ac t> 

-1 (- , ... 
f l~) ~ ~ J ~'-."-) e. el• --tenemos Í. ¡ h." 
~l•) = t,; Li e . .La. 

-- -11tw. 
Y puesto que ~[ilir-•·') =~)e es una propiedad de la transforma-

da de Fourier, obtenemos ·~ 

~f~l,-t.)}::. \é.~ "· 
luego f i 1t (.lt- W"'.) 

~ll(-11'..) :::. ~ } 1e J-_ 
-- , .. (65) 

Volviendo ahora al resultado que hemos obtenido para la función de 

onda de la part1c~ libre : - i. .i. t • \. ~ X ,J. 
. 'tl.1 < ",-t) .=. A€ c.. = f (.l) ,.- l .. ) 

donde ;ex) = A~ ¡L x 
como k~ ; podemos llamar a ; (x) = Pp<x> = A e ~ 

luego f~•l~,.t'w).l.l(::. \~\' )::_itlf-f'') d'tc 

-- -- ••• (b6) 
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= p' 

\M'~ )~¿ ~ l\>-~·) .l ~ --
Utilizando ahora la ecuaci6n (65) donde substituimos a k por x 

~ 
y X : p ; Tenemos : 

' .... i~ Lr-t>' J 
211 ~\~\a. ~lf-\' 1 ) = ~\A\-¡, J e. "' ..l L 

~ 

Luego 5~\() ~lll) J.~ - ¡ l\>- ~·) _ _,, 

La constante A es arbitraria , por tanto simplificando al máximo 
2 1 

A "'2mi 

finalmente 

J~·> ~tl1t)á-. = ~\~-~·) --Que es un resultado que se puede manejar. 

Tenemos entonces las soluciones finales que 
i f._ 1( 

e. " ·Ct.a.¡f_.-' 
-l --- ., ' e f., 

son: 

La normalización de Dirac, es utilizada para el caso de espectros 

continuos , ya que E = fl w 
Luego - iwt ~ ~t l( 

1l"i') =~ e 
Con el ejemplo de la partícula libre, damos por concluido este 

trabajo, esperando haber probado la utilidad de las funciones 

eigen para la solución de un problema físico importante, que si 

bien se ha resuelto en forma muy simplificada, puede ser tratado 

en una buena parte de sus formas más complejas utilizando los con

ceptos aqu1 desarrollados. 

Debo anadir solamente que la teor1a desarrollada se refiere exclu

sivamente a partículas no relativistas ya que se ha uti2izado la 

definición no relativista de energia cin,tica E = ~ 
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Apéndice. 

Espacios vectoriales y transformaciones lineales. 

Definici6n : un espacio vectorial V sobre un campo K , es un 

grupo aditivo conmutativo V , para e1 cual la multiplicación por 

un escalar estl definido de forma tal que 

1.- Existe un elemento tlnico cr en V para todo y•V y todo c en 

el campo K 
2.- Para todo :zen V, el elemento (-1)y es tal que M + (-1)¡ = 2 

donde .2 ea llamado el elemento idfntico aditivo del grupo, 

o mis comunmente llamado el vector cero de V 

3.- c(y + x> = ci¿+ C! para todo '!. y .x en V y c en K 

~.- (a + b)lt = a~ + b~ para .! en V y a y b en K 

s.- (ab)x • a(b%) para Y. en V y • y b en K 

6.- 1hr> = !. para todo L en V 

A loa ele .. ntoa de V se lea 11.ama vectores y. loa elemen-

tos de K eacal.rea. 

st K • R donde Rea el campo de loa números reales, V es llama

do un espacio vectorial real. 

St K s C donde C es el campo de loa nÚllleros complejos , V es lla-

111ado un espacio vectorial complejo. 

Definici~n : dados V y V' como dos espacios vectoriales 

sobre un campo K • Una transfor11&ci6n lineal, o mapeo lineal, u 

operador lineal ~e V dentro de V' • es un mapeo 

! : ~ ... Y! tal que : 

1.- A cualquier elemento ll en V , se asocia un elemento único 

u' en V' tal que u' • T(u) 

2. - Para cualquier u• V y c •K 

J(c\L) • cI(y) 

3.- Para cualesquier y1 ,~2• V , l<ll1 + .Y2> = !(~) + !Cy2) 

Esto quie~decir que una transformaci6n lineal,es un mapeo de 
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un espacio vectorial dentro de otro tal que la imagen de la suma 

de los vectores , es igual a la suma de las imagenes de cada vec

tor, y la imagen de un múltiplo de un vector , es igual al múltif 

plo de la imagen del vector. 

Se aplicar4n ahora los conceptos anteriores a la ecuación 

[-~: v-i. tic.v.) -+ Vl~) ~(•)]-: E~tit) 
... (1) 

La función ~ (x) puede considerarse COllO elemento de un espacio 

vectorial ~(x), que es generado por el conjunto de soluciones 

independientes [ .,kid ~ de la ecuaci6n. 

Puesto que el par&metro -~2 , y el potencial V(x) son valores 
2m 

escalares reales siempre, podemos denominarlos c1y c2 respecti

vamente, por tanto la ecuación (1) es: 

c1~-z..fx,.) + c2cpc.v.) • r: t>c•) ... (2) 

Luego la ecuación (2) se puede escribir 

c:.,~2- ~'•) +c-a.cJ>lar.) :=. \_:. 1v' °"e'] <J>l"-) 

Definimos la transfonnación L por 

b ~>= (_c.,-qz. .;c."L] ~(11.) 
Donde ¡,_ es un o¡s-ador lineal collO se deauestra a continuación: 

1). - S1 Ja.~1 = u
1

, u
1 

es un ele11111nto tlnico • 

. Sea entonces LÍJ1Cx) = (:1'Q1 -+<'L)<t)= u
1 

y L,1(x) =[c,vi 1-c'l.J#•)= u 2 
donde CÍ, (x) es la 111isma función para los dos casos. 

r c. "'Jz H 1 ~ t-) - ~1"12. ~c.,.]<J>,{.11) ::::: o 
u1 - u2 = L \ '2. j ' 

Luego 

Por tanto 

2).- !!c' 
u1 = u2 

= c1' 1 para c6R 

que demuestra 

y~ en ~ 
que u

1 
es única. 

Luego t4= ~' ~1...;c, J '- ~ 
:::: [c~8'")+ e.le..¡.) J <P 
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c:. l C..1 '72. ~ c.7-J ~ 
::: e:.. h- q, - ~ c. .:? 

3).- !!' ~, + ~2) l ~\ "12. -\-C.-¿_ J (~, + 4>,) } ' 
[ \::-1'1;12 +c.-¡_] 4>1 + l'-lV2 -te'2.] ~:t) 

- ~ 4i, -\- L.~'2. - Ll~ 1 + ~:t) 

Concluimos que el op'lrador L = [:~ "1 <- -t VUt.) J es lineal,ya 

que se ha comprobado que cumple con las tres condiciones que de

finen a un operador lineal. 
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