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Introduccidn

La finalidad de este trabajo, es mostrar algunas de las

aplicaciones pricticas del 4lgebra lineal y de los metodos para
la resolucibdn de ecuaciones diferencialés lineales, debido a que
fueron los dos temas sobre los que gir$ el curso de Matemiticas
Aplicadas, acreditado en la Divisi8n de Estudios Superiores de la
Facultad de Ingenierfa,como equivalente del seminarie de la licen
-ciatura de Ing, Mec, Electricista,

Dada la amplitud de los dos temas mencionados, decidf buscar
un problema real que resumiera en alguna forma en su resolucifn,
la mayor parte del curso de matemiticas.

La resolucibn de la ecuacidn de Schrodinger, me pareci8 un
problema adecuado,por ser una ecuacién diferencial lineal, de
segundo grado, que ademds depende de dos o mds variables,

Como la resolucibdn planteada desde el punto de vista de los
valores eigen o valores caracterfsticos, segOn se le quiera llamar
lleva implicito el uso de operadores lineales que deben cumplir
entre otras, con las condiciones de espacios vectoriales, el ejem
-plo viene a ser bastante ilustrativo de las definiciones del
flgebra lineal.

Por otra parte, el hecho de int:rpretar las soluciones de la
ecuacibn de Schrddinger como uno de los postulados fundamentales
de la mecénica culntica, brindaba la oportunidad de conocer algu-
nos de los principios b8sicos de 1a misma. La importancia de este
hecho en mi caso, estriba en que es la interpretacién cufntica de
innumerables fenSmenos , ignorados hasta hace no mucho tiempo,la
que esti dando la pauta para el anflisig y comprensién de los
mismos.

Entre algunos de estos fenfmernos, el de la fusién nuclear es
el que representa en mi caso un particular interés, debido a los
cambios que su total comprensién y aplicacién pr8ctica, deber§
provocar en toda la sociedad humana,hecho que seguramente no tar-
darf mas de veinte aflos en ocurrir,



Uno de estos cambios , y que afectard directamente a los pro-
fesionales de la ingenierfa, ser8 el aband~uno de la dependencia
del petr8leoc para la obtencibn de energia que tiene actualmente
el mundo moderno, por el uso de la energia proveniente de la fu-
sién atSmica controlada.

De tal forma que si se toman como ciertos algunos de los fl-
- timos informes sobre los adelantos de la fusi®sn atémica, entre
ellos un artifulo publicado por la revista Scietific American
(Enero de 1979),los experimentos mds prometedorss para lograr
una fusién controlada, dar&n comienzo alrededor de 1985, tanto en
los EE.UU, como en la Unidn Sovietica.

Lo anterior se debe a que ser8 en esas fechas cuando estefi
terminadas las pruebas de los gigantescos aceleradores de partf-
culas, que por medio de haces de electrones, sean capaces de pro-
vocar la fusifn at8mica, en forma mas o menos controlada.

Del resultado de estos experimentos, dependeri que a finales
de 1a pr8xima década empiezen a funcionar los primeros reactores
de fusibn, para la generacién de energfa eléctrica.

Hay quienes piensan que en M8xico donde a duras pcnas se est§
tratando de poner a punto la primera planta nucleceléctrica a base
de Uranio, pensar en la construccifn de reactores de fusibén, es
un suefio fuera de lugar y de tizmpo.

Cierto es que afin para las grandes potencias, llegar a con-
trolar la fusifn nuclear, representa un reto que les esta obligan
-do a utilizar todos los recursos humanos y materiales posibles,
recursos que obviamente no estan disponibles en Mé&xico.Si a esto
sumamos el hecho de que para muchas personas, hablar de fusibn nu-
clear no tiene aplicacifén prfctica en México, debideo a nuestras
grandes reservas petroleras, creo que debo en mi defensa agregar
algunos comentarios acerca de este particular interés en la fusi-
&n atémica.

Pienso por un lado que seguir utilizando los amplios recur-
s0s petroleros de que dispone el pals , para quemarlos a fin de
obtener energfa,es un crimen que seguramente nos reprocharin las
futuras generaciones,



El petr8leo representa tantas posibilidades de aplicacién en
beneficio de los pueblos, que creo que basta con mencionar la opci-
6n de fabricar industrialmente en forma misiva las proteinas sinté-
ticas que destinadas a nutrir hombres y animales, pueden acabar si
bien no en forma ideal, si‘eficazmente con el hambre en los paises
subdesarrollados,

Esta sola posibilidad, debe bastar para invalidar el temor de
que si las potencias industriales acaban con su dependencia del
petrSleo en materia energética, el petrSleo pierda su valor y sea
comprado en adelante a precios i{nfimos.

En cuanto a la generacién de energfa en M&xico,el hecho de
que el pais dependa en mas de un 80% del petréleo, significa que
cuando los generadores eléctricos en base a la fusifn nuclear em-
piezen a funcionar, nosotros deberemos estar ys encaminados a dejar
de quemar petrfleo y gas , o quedaremos rezagados peligrosamente,ya
que la obtencibn de energia, con la inica exclusién de la energla
solar, va a requerir inversiones de capital cada vez mayores.

En forma opuesta, los reactores de fusifén, tender&n a ser ca-
da vez mas baratos, y su combustible deuterio y tritio son elemen-
tos baratos y de obtencifn relativamente f&cil,

Por mi parte pienso si se quiere de una manera un poco cini-
ca, que si los mexicanos no podemos desarrollar la tecnologia de
los reactores Je fusifn nuclear, por estar fuera de nuestras po-
sibilidades econfmicas, y de recursos humanos, debemos al menos
estar en condiciones de saber utilizar en beneficio propio los lo-
gros de otros paises. Quiero decir con esto que no necesitamos
tener un gran nimero de expertos en cada una de las especialidades
que deber&n concurrir en el disefio de un reactor, y si en cambio
individuos enterados desde un punto de vista mas general de los
principios y posibilidades de las tecnologias de fusién nuclear.

Esto permitir§ ir adaptando la industria mexicana dentro de
sus posibilidades a fin de que los pagos por concepto de tecnolo-
gla y servicios sean lo menos oneroso posible, ya que es sabido
que por no aser la previsifn y planeacifn cualidades de nuestros'
dirigentes politicos en general, estos son muy dados a ordenar la
compra de equipos industriales en el Gltimo momento, lo que trae
como consecuencia adquirir lo que este disponible en el mercado

en esos momentos. L~s resultados son que en muchas ocasiones,los




equipos resultan poco adecuados y ademas costosos para el pails.

El hecho de haber vivido personalmente de los problemas que
ocasionan estas compras de p&nico, en razén de que trabajé un tiem
-po en una empresa estatal, me dio el convencimiento de que si no
modificamos la costumbre de esperar el filtimo momento para resol-
ver los problemas a los finalmente de un modo u otro deberemos

enfrentarnos,nunca podra desarrollarse el pais.

En este caso particular, el problema seri utilizar la energia’

de fusibn atbmica, y las plantas o reactores, es seguro que no las
van a construir los fisicos.




Antecedentes,

Los antecedentes historicos de la ecuacibn de Schrbdinger,sur-
gieron a partir del problema de radiacién del cuerpo negro,cuya so-
lucidn por medio de la teorla cl&sica de la radiacibn presentaba
obstaculos infranqueables. . ‘

Ast tenemos que segin la termodinfmica clisica, la potencia
emisiva entre unidad de area, radiada por un cuerpo negro, estd
gobernada por la temperatura en la superficie del cuerpo,y se pue-

de enunciar por la ley de Stefan-Boltzman, la que tiene la forma

_ Y
ErCYS- TV oo (1)

" donde T es la temperatura en grados Kelvin y ¢ es una constante

siguiente

universal, que no depende de las paredes del cuerpo. La constante
¢ llamada de Stefan-Boltzman,tiene un valor determinado empirica-
mente de

o' g,
T=561x10 u(2)

La densidad de energ!a de la radiacibn, esta dada a su ve: por la
ley de Stefan-Boltzman por la relacién

azat «0 o (3)
donde

a = 7.56x10"1% _erElos

cm3x°K .

Siguiendo con la teorfa clisica de la termodindmica,la energfa
podia ser radiada por un espectro continuo de frecuencias, de tal
modo que si liamamos a Aw)la densidad espectral del campo de ra-
diacibn, y la definimos como:

P(w):’ Y L))
;W

Notamos que QO depende de w que es la frecuencia, y de la tempe-
ratura T, y puesto que la densidad de energfa u(w) posee componen-
tes de todas las frecuencias, ufw) estat\s dada por la expresién

wlw) = Iﬂ“’N‘” v (5)

Por otro lado el hecho de p(-o) es independiente de la natu-
raleza de las paredes del cuerpo negro, pemitié modelar las pa-
redes por un cbnjunto de osciladores armbnicos independientes que
interaccionan con la radiacién del campo.



Se llegl entonces a una expresifn que relacionaba la energfa
media de un oscilador de frecuencia w con la densidad espectral

de equilibrio a la temperatura T o sea

-t
- ot ET(w)
P(W‘T)- necd ... (6)

Para un sistema en equilibrio, donde todos los osciladores
tienen la misma energfa, independientemente de la frecuencia, se
puede substituir a EGu) igualando las variables E = ﬁt(u»
donde E es el promedio temporal de energfa por partfcula y esta

dada por la ecuacién

E = kT ven (7)
Al substituir £ por su valor anterior en g{uw} obtenemos que
. kT .
- w .
Plw) = nZc | AN :))

donde k es la constante de Boltzman

Para la definici8n' de p(u) por la ecuacién (8) conocida como
la f6rmula de Rayleigh-Jeans, los datos obtenidos experimentalmen-
te, concordaron unicamente para frecuencias pequefias, equivalentes
a longitudes de onda de A > 60,000 A°

Sin embargo, una contradiccibn surgio cuando se trat8 de
calcular la energia u@) con la expresibn (5)

Al hacer la substitucifn dep) por u}k'l'a sresulta

I

Este resultado, es obviamente contradictorio con la ley de
Stefan-Boltzman expresada por la ecuacibén (3).
Este problema pudo ser resuelto hasta el afio de 1900 cuando
Max Planck plante$ el problema desde un punto de vista diferente,
que partfa de la hipStesis - de que los osciladores en equilibrio
podian contener energfa unicamente en cantidades que fueran mGl-
tiplos enteros de un valor minimo E,, de tal modo que el valor
de la energfa serfa E= nE, para n = 0,1,2,3,... y E podia depen-
der de la frecuencia w pero no de la temperatura.
As? al calcular 1a energfa de los osciladores a partir de di-
cha hipStesis se obtiene el valor medio
= _  Ea
.= AT\

_para cada oscilador, de modo que al substituir
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- _ _Eo
E=RT = ooAT

se obtiene un valor _
(w) = so
P w5 ETRT
Planck escribio el resultado de manera que E,dependiera de w
o sea E,= hw donde la constante h fue determinada posteriormente

El asunto es que al substituir estos valores, tenemos que

w?.
Pwd= os ~FoAT p

con lo que el problema de la energfa u(Ww) queda resuelto, pues

'y
’ - k' Ta
W (w) = f)o‘“‘“d“’ %y ‘ A“’ wAW
El resultado es consistente con la ley de Stefan-Boltzman ya que
_mh
T YEY £

Dado que esta f8rmula prob$ su validez al reproducir los resulta-
dos experimentales, el primer paso para la interpretacién de mu-
chos problemas pendientes, desde el punto de vista culntico habia
sido dado,

Posteriormente Einstein repitio el exito de la teorfa cuintica
al explicar el fen8meno fotoeléctrico utilizando el concepto de cu-
&ntos de energla , con lo que la interpretacidn de los fotones y
moléculas en forma de paquetes de encrgla asociados con espectros
discretos de frecuencia, se empez8 a generalizar.

Dejare de lado otros antecedentes histSricos a fin de no des-
viarme de cbjetivo, y abordaré un fenémeno que es el que dio ori-
gen a la ecuacifn de Schr¥dinger, la que representa el postulado
fundamental de la mec&nica cufntica.

Este experimento que fue durante mucho tiempo un experimento

conceptual, ha sido ya llevado a cabo con diferentes variantes,



8

por varios investigadores. Yo me referire en particular, al que
consiste en lanzar un haz de electrones hacia una _pantalla donde
donde es registrado de algfin modo el contacto de los electrones

con la pantalla, la que puede ser una placa fotogr&fica que im-
presione el choque. Si a mitad del camino entre la fuente de elec-
trones y la pantalla anteponemos una placa que permita pasar a los ,
electrones solo por una rendija, se observar§ que los electrones
que lleguen a la placa fotogrifica, inciden con un gran miximo cen-
tral y una distribuciSn de miximos y minimos descendentes hacia

los extremos. Ahora bien, si en lugar de una rendija se ponen va-
rias mas, se ver8 que la distribucién de m&ximos y minimos en la
placa que registra la llegada de los electrones, aumenta despro-
porcionadamente, formando una distribucifn netamente ondulatoria.

Este experimento es independiente de tiempo, ya que se obtie-
ne el mismo efecto si lo>s electrones son lanzados de uno en uno o
todos a un tiempo, y dado que no se puede predecir hasta el momento
en que lugar de la pantalla caer8 cada electrfn, se concluye que
la distribucibn es estadistica.

Debo aclarar sin embargo que esta in‘erpretacibn estadistica
no es la ma8 ortodoxa, ya que existen otros criterios que otorgan
a los electrones una naturaleza dual mutuamente excluyente de onda
y particula, basados en fenfme:os tales como el efecto Compton y
el efecto fotoeléctrico. Yo por‘ni parte, adoptaré la interpreta-
cifn estadistica a fin de no ahondar en problemas de conceptos.

Hemos llegado asf ante el problema de modelar una funcién
que represente el comportamiento ondulatorio de los electrones,
observado en el experimento que relatamos .atras, o bien por la
naturaleza ondulatoria del electrfn segln el criteric mis or-
todoxo.,
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Desarrollo de la ecuacibn de Schrédinger

La primera dificultad en modelar la funcifn de onda, consiste
en obtener una variable compleja a fin de poder representar los
efectos de suma y resta de amplitudes, propios de una onda,provoca-
dos por la diferencia de fases en ondas que se superponen,

Dado que la caracteristica de interferencia provocada por la
diferencia de fases se observa en la distribucifn de electrones de-
Finida como P(x) y que esta distribucibn tiene que ser una funcidn
real, pues no podemos disminuir el nlmeroc de partfculas en un punto
agregando particulas negativas; o sobreponiendolas,tenemos que afia-
dir algunas restricciones a la Puncidn compleja:

- Que satisfaga a una ecuacibén de onda
2.~ Que el cuadrado de su i6dulo sea proporcional a la densi-
dad de electrones. i

Esta segunda condiciSn la expresamos on la forma
POy ~ Y= Y5 Y .
donde ‘* es la midblo coq:leja. La condicifn dos trae eonsigo la
necesidad de ‘establecer un factor de proporcionalidad que ha queda-
do fijado del siguiente modo, con el fin de facilitar los c&lculos
1.- N = nGmero total de part!culin de la muestra en ¢l sistema, que
debe ser 1o bastante grande pnu que incluya a todos los entes
representativos. (teoricamente W es infinito) '

2.~ " =IP(*\ dx = é_j.'\'f\ae‘x

donde A es el factor de proporcionalidad.

3.- Jnlzelx SN

la normalizacién a la nnidnd.el para simplificar laa operacionea

“.- P =
S.- Definiendo a la d.naidad relativa como

Al = A2 =11 =Y
6.- ff’..\ c\i '—'-1 ;
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7.~ Podemos entonces interpretar a la densidad relativa como la
probabilidad de que una particula determinada caiga en tal o
cual punto, y a la integral JP,{\A* como la seguridad de que

=z la particula caeri en algfin punto de todo el espacio del sis-
tema.

8.- Por facilidad se utiliza p',] o simplemente )0'—' ’V‘w

Con los puntos anteriores, dejaré por aclarado aungue a gro-
sso modo, la manera como fue simpliflicada la relacidn de proporcio-
nalida entre Z(x) y la variable compleja, funcién compleja,ampli-
tud de probabilidad, funcién de onda o funcidn de Schridinger, que
son algunos de los muchos nombres que recibe la funcibén ‘Y de acuer
-do a la interpretacién que dan diferentes autores. -

Diremos entonces que se ha llegado a la conclusién de que es
necesario definir a la funcién* a‘fin de representar el comporta-
miento ondulatorio de los electrones. Se acepta ademds que “*' es
en general una funcibn compleja, pero ¢ que forma debe tener dicha
funcidn ?

Es sabido que una onda plana , llamada asf porque solo presen-

ta variacién en una direccién espacial x, puede representarse por

la expresién e Lt
..o (9)
o bien
coalwnx- wt) 4 (sem (hv —w't)
donde: ' .

t = tiempo
%t;_;k = nimero de onda
A= longitud de onda
W) = velocidad angular
La velocidad de la luz en el vacfo se da por c donde

c= A = 2%

Por tanto la expresifn (9) para una onda luminosa se puede escri-
bir de la forma ih(l— gt)
e ...(10)

Si se aplica ahora el principio de superposicibn a fin de ob-
tener la representacidn de un haz luminoso o paquete de ondas pla-

nas, cuya amplitud sea una funcibn gf{k), se obtiene la expresién
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- ik (x-ct)
£(x,t) = JGU‘) e 4k . (11)

-

Conviene aqui aclarar algunas de las particularidades de la
ecuacidn (11) que serdn utilizadas posteriormente. Sea f(x) una
funcidén tal que podemos definir su transformada de Fourier por la

expresidn

- 3:[?(0} -’-ff(.i)éik‘elx = F(k)
e ...(12)

La siguiente expresidn es una propiedad de la transformada de

—iket
(500 = F € "

Fourier:

Por tanto
-1 o -tket
f(x-ct) = $; i‘:&k) e

I JE:“) éihcfje}k‘ dk
—zlﬁ _E(k) ékk&l'c-&) Ak

= g(k)

Si substituimos F{k)
aw

obtenemos la expresidn - ik("—ﬁ{>
SU-L\): jﬁ“‘)e dk
Z ... (13)
la que se puede interpretar como un paquete de ondas que se pro-

paga en el espacio sin distorsién y con la velocidad de la luz.

Se tratar8 entonces de aplicar el modelo de onda luminosa,
a ondas que esten formadas por particulas, como serfa el caso de
los electrones. Puestos en este camino, la velocidad angular de
las particulas es funcién de k o seaw(k), ya que no es posible
que w = kc

Si definimos a p como el momentum de cada una de las parti-
culas, el valor de la energia cinética de cada particula estar§

dado por

E = P
2m

donde m es la masa de la paiticula.
A fin de relacionar los pardmetros ondulatorios con los

mecinicos, tenemos la relacién de Planck E = fw , donde 4 es
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igual al nfimero de Planck dividido por 2 1t Haciendo a continuaci-
8n las debidas substituciones algebraicas, encontramos que la onda
debe cumplir las siguientes relaciones:

w =E_ |
B E%. s k=2W _p (1)
“-. A ‘11 . LR ]

Debe aclararse que en las expresiones anteriores, no hay modo
de derivar de la fisica cl&sica la substitucién del niimero de onda
k por p/h o de w por E/fi y solo se hace en este caso por consis-
tencia.Volviendo a la funcién w(k), tenemos de las expresiones (14)
que:

LY |
2m

Substituyendo la funcién f(x,t) por Y (x,t) y la amplitud
g(k) por A(k) la ecuacibn (13) toma la forma

-ik*h
¥ (x,t) = A\\\éh‘ Rt .+.(15)
El cambio de lfmites en Ia integral se debe a que los impulsos de
las partfculas son finitos y se restringen al intervalo (kl’k2)

w(k) = k

y a que fuera de estos limites la onda es nula.

La ecuaci8n (15) representa un paquete de ondas que evolu-
ciona con el tiempo, pero dejaremos esta observacidn para mis ade-
lante, y seguiremos con la ecuacifn de Schrodinger.

Derivando la funcién ¥ (x,t) Lon respecto al tiempo, obtene-

mos ﬂ%& _ {i“\ﬁ (- ,,_____!2& A\.]

' IR CERT L
_a_&‘_;'_‘) = S—A\\)L{; ( ) dw

-

esto es:

-\
g Jurd O

Por otra parte obteniendo la segunda derivada de Y (x,t) con

respecto a x, tenemos que

bt
e _ j'l\‘ A\\)eQL ™ )A\

EYW

.« 017)
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Hultlpllcando 0.¢ por ih
k- 64
(o nflet) = wh jh Age Moy

Ademis sS se multiplica a

2L por b

ax®

tenemos (Rx- L §

et - £ Sieawe

mw ER ...(19)

...(18)

comparando (18) y (19),tenemos que

thadiel) = -4 22V
2¢

2w wxl «e.(20)

La ecuacisn (20), es la ecuacién de Schrddinger para una par-
ticula libre, y podemos generalizarla para el caso de la particula
que se mueve dentro de un potencial V(x), en la forma siguiente:

thagiot) - -6 2qa) 4~ dat)

at zWm W xE ’ ... (21)
La ecuacidn (21) es la forma completa de la ecuacibn de Schrodin-
ger que nos proponemos resolver. ‘

Solucién de la ecuacisn de Schrodinger

Recordemos primeramente, que la funcibn de ondaf* (x,t) para
la particula libre, esih:a definida por la ecuacidn {15) o sea
* . %
we- thth
Ylyt) = JALME‘ o 'Y
1]
recordemos tambien que la energfa cinética para una particula est$

definida como E donde
. 2
E=p
2m
donde p representa el momentum y m es la masa de la partfcula, a

su vez k fu definido por las ecuaciones (14) como

k = P
R
en consecuencia podemos substituir a -ikzﬁ ¢ o términos de la
2m
energia o sea
2
-1k -4E
. 2m 3 vea(22)

con esto y(n.t) queda en la forma
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ookt it 4 e
y (x t) lAU\‘)Q, dk ... (23)

Derlvando a con !‘es cto al tlempo tenemos

B
LY L\l(
a’fiiﬂi)_. E——j A\u)e * dn

. (24)

Multiplicando despues a (2'0& por 1‘5 tenemos

L-E—-E Al
w0 - me ) alye T - eped)

3¢ R

@an éonsecuencia la ecuacién (20) puede ser igualada en sus dos
términos con Efidesto es:
thapet) = A THEY) - g o)
>+t 2 B A2 vee(25)
la ecuacidn (25) , no es sino la ecuacidn de Schrodinger para
el caso de la particula libre que ya habii sido definida anterior-
mente. Generalizando ahora la ecuacién (25) para el caso de la par-
ticula que se mueve dentro de un potencial V(x), obtenemos nueva-
mente la ecuacidn completa de 3chr8ding:r que hemos de resolver.
th ootz b AU 3 o) ey = B
Zawm @ x ee.(26)
Podemoa suponer ahora que la funcibn 4’('4*) es separable,
esto es que se puede escribir a'f‘ como un producto de una funcebn
de x y una funcibn de t :
P x,t) = g (e) .+ (28)
Podemos entonces, obtener dos ecuaciones distintas a partir
de la ecuacidn (26) :

ﬁﬁ(x)#{u_u E AAS) . .(28)
E d_aﬁ") 4+ V) ﬂgﬂ;w F_¢l~)5(*)_“(29)

Dividlendo a la ecuacién (28) por ﬂt)y simplificando
g_:_%; = —4-E£H .-.(30)
La solucién de }a ecuacién (28) la obtenemes a continuacién

integrando

asw)

- - Edt
) &
Lo g =g €L

Xy
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JEt
fm =2 % 4
por tanto ikt
§(r)y = € ‘oo (31)

Volviendo ahora a la ecuacidn (29), podemos simplificarla como

A2 28 ey dix) = EQX)

M X

(£ V2 +Vw]do = Bé) |y
dondevzrepresenta el Laplaciano en una dimensién
Ji= d*
- "ax*

La ecuacién (32) es la ecuacibén de Schrédinger independiente del

0 bien

tiempo. Definimos al operador L como
\..=[:-'§% V* +V°‘)_] ... (33)

El operador L es lineal (Ver ap&ndice) y en consecuencia la

ecuacidn (32) puede ahora tomar la forma
L $x) = E () _

o bien L¢(x): A (x) ee.(34)
de modo que podemos identificar a la ecuacifn (34) como un problema
de valores y funciones eigen asociados a la transforwmaci8n lineal L

Viene entonces al caso definir a las funciones y valores eigen:

Si V es un espacio vectorial sobre un campo K y dada una trans-
formacién lineal T de V en V . Un vector v, # 0 de V es llamado

un vector eigen si existe una escalar A en K tal que Tv, = AV,

en cuyo caso Aes llamado un valor eigen de T.

Al aplicar la definicién anterior a la ecuacifn (34), hemos
considerado a la funcibn Q(x) como un elemento de un espacio vec-
torial &(} Los valores eigen por su parte deberfn corresponder a
valores de los estados permisibles de energia E para un problema
especifico. Aunque de momento, solo es posible observar en la ecua-
cifén (34) que los valores de A pueden ser discretos o continuos.

A continuacifn se enumeran tres de las principales propitla-
des de las funciones eigen, que son de importancia para la soluci-
8n de la ecuacidn (3u4). ‘
1) Un conjunto (6.(!\] de funciones eigen asociadas a n valores

diferentes dec Ayy es linealmente independiente.
2) El conjunto de funciones I@U)‘] es ortonormal.
3) El conjunto {‘)““\l es completo,
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Podemos anotar como cconsecuencia de los tres puntos anterio-

res, que cualquier funcibn ¢(3') puede desarrollarse en la forma.

bix) = 2 Q“(b“(-")
wei

donde a = j'¢c o) d para n = 1,2,...
n y) “Li X
.Luego

<E

Pix,0) = 5O = F L€ T s
representa la solucién general de la ecuacidn (26).

A continuacidn efectuaremos la demostracidn de las tres pro-
piedades de las funciones eigen enumeradas anteriormente.

Iniciaremos con la demostracidén de independencia lineal de
las funciones:

Supongase quc £¢.Ll), b{‘), seo, ¢““)} son funciones eigen de
la transformacidn L , asocif?a a los valores Y s ).;, ce o, l,\
respectivamente, asumiendo que A,, L, ,s.0, A, son distintes.
Si el conjuntoid)’,ﬁl oo, ¢"‘B no es linealmente independiente,exis-
tird un nGmero j tal que j <. n, de modo que j es igual al nimero
mdximo de vectores independientes, en tal caso existe un conjunto
E@u ¢1I"'; 613 linealmente independiente, pei'o el conjunto[@u 471, seo
Jéﬂ‘;& es dependiente, lo que significa la existencia de unas cons-

tantes Cys Cpavens c]. no todas iguales a cero, de modo que:
i} ﬁ*\: LI¢| *Czd‘l"' . .ot C.i (bj
luego .
ii) Lhkl=C|Lb\'§clL¢7_*‘"' +‘:j L¢IJ
o bien por tratarse de funciones eigen
iii) ')cu:tj“: (AP W ¢>| %-c;_\,_be teoe Y O] Xy d’i
(3
Substituyendkﬁiii) abl“ por la expresidn dada en (i),vemos
que
iv) 7\.'“‘%',.‘ = 1:“\ L‘;\b\ *‘-1"#2_ + . -+C4¢3)

restando ahora (iii) a (iv)

bin‘bjﬂ\ 'Q‘l+|¢j#\>: o = (.A:H\' 3\\)"‘(‘)\ *D\j#\-)')cllbzh’ﬂ}i’;))-\)(i#

Pero come los valores A.,lh-o-.?j son distintos , los

kxjt\ - A‘)) L\H\' Az», v ., kl;n - 11)
no pueden sar todos iguales a cero, el conjunto {d), N é;, sre, si_\ }
resulta dependiente, lo cual es una contradiccidn., Concluimes en-

tonces que el conjunto ifa“ ,t‘z)...‘t\j es independiente,
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Ortogonalidad de las funciones eigen de la ecuacidn de Schré-
dinger.
Decimos que un conjunto de funciones {¢.B definidas en el interva-

lo (a,b) es ortogonal si cumple con la condicién

b
S‘aq)\u)%.“) dx =0 si n#m para n= 1,2,

Escribiendo entonces la ecuacién (32) para el estado n, tenemos

que
E&V" -\-—\l(x)J ¢, =t @x)
= 0 bien
V_"‘(h‘( ‘) + %(Ev‘ "V(ﬂ)ﬁ(l} 0 ...(36)
" La ecuacidn para un estado m, sera entonces
92449 + z;\u-\ce“_v(‘M(-)- 0 e

Luego multiplicando a (36) por ¢“ y a (37) por d. restando
despues los resultados ter:emos :

‘.‘V ¢ ’¢vl¢ + 3N LE“ E"‘)‘u‘n = ...(38)

Integmndo ahora la ecuacibn (38)

B0, 47 dde 4z La-a)lM

La prmera integral se puede substnuu‘ por

24;‘} ‘_Lé‘ kl‘u].\x E"A —¢%’}...(u0)

S1 escogemos los linutes de la integral (a,b) fuera de la regifn
de definicién de la funcidn “‘ s la ecuacidn (40) se anula
siempre.

La ecuaci8n (39) se ha reducido entonces a

b
_z‘«\g_g.[_am | )fﬁ..m. d¢=0

Donde s{ n=m, (En— Em) = 0 por tanto la funcidn se anula.
Para nf m, la integral es cero necesariamente.

Luego la condicién de ortogonalidad se cumple,
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Dicimos ahora que un conjunto de funciones es ortonormal si:

a) 5(5“4;“;\ - o para n # m

("9

S
B g ckv\dm cLl =\ para n =m

G

La condicidn a) fue demostrada previamente, y dado que la funcidn
¢(l) estd normalizada a la unidad desde un principio prr la ecua-

cién (6), de modo que

J: ¢u)‘1..\,x =\

Decimos que las funciones (}(O son ortonormales.

Se dice que un conjunto de funciones ortonormales {t#“!.‘l)} es
completo, si no existe funcién £(x) alguna tal que

1
iﬂx)(};(x} dx=0

Trataremos de demostrar entonces que el conjunto de funciones eigen

®® para toda i = 1,2,...,n

\Q\Lﬂ} que es solucidn de la ecuacibn de Schrdodinger es completo.
Suponemos entonces que existe alguna funcién f£(x) que no per-
tenece al conjunto ortonormal [¢“(“3 y que es solucibn de la
ecuacidén de Schrédinger para algin valor Ef de la energia .
Luego como solzmente tenemos n valores permisibles de la energia
para un problema especifico de la ecuacién de Schrddinger, hemos
asociado por definicidn de valores eigen una funcién ¢‘. para cada
valor E.. De aqui resulta que el valor Eg es igual a algln valor
Ei de energia , cuya solucidn es d;(x). de modo que f(x) vy ¢‘-ll)
son soluciones de un mismo valor Ei .

Las ecuaciones de Schrodinger correspondientes son:

—— ) ' ‘

cy et = [55, 9 4] B o
T

Ei‘é(") = [-'E‘z\m'vl *V“)]“i“) Voo (id)

Multiplicando a (i) por (,b‘r(x) y a (ii) por f(x), y restando despues

tenemos:

B £ ) - €W ) = o =[-82 Y vig 4, ~[hor4 +V¢J$
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luegov ___!\}A ée\-\ S‘.&‘#]

2 a@lx
integrando tenemos oo (idi)
. -LQ - A_é.n. =
é - X ; -k % b
Ya que p -;lré._ o para x fuera del dominio, D = 0
La ecuacidn (iii) puede quedar ahora como

é'd.x = 448

ax

0 bien

A :L_'S'_ = 2 :\:‘;‘_

{ dx X alx ‘
Ceee(div)

Integrando (iv)

Lf(x)=L¢(x)+L°

Por tanto f(x) = c#(x)

b .
Finalmente S‘F(!)‘t‘u)d":c Y < #o

J £ éu) dx #£o .. £¢ (‘)3 es Complal.

Se ha demostrado que el conjunto de soluciones V.‘(l)} de la
ecuacién (34), cumple con las condiciones de independencia lineal,
ortonormalidad y que forman un conjunto completo, como conucuencia
la solucién general de la ecuacibn de Schrodinger (26), estf dada
en términos de las funciones eigen por:

4E
P xt) s ZcCal %t g0 .e (1)

El paso siguiente, ser§ entonces comprobar la validez de las
soluciones para un problema especffico. El primer problema por
resolver, es cl8sico, y se refiere al caso de un electrdn atrapa-
de en un pozo de potencial.

Para esto se ha dividido el espacio x en tres regiones dis-
tintas, seg(n puede observarse en la figura (1)

RegiSn I m¢0; E=0; V(ix) =V,
Regibn II Oc<xea ; E «V,; V(x) = 0
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Regién III x2a ; E=0 ; V(x) =
( Nota : El potencial V(x) para la regién II se puede igualar
a cero , en vista de que la energia total del electrén , es igual
a la suma de su energia potencial V(x), mis la energia cinética, es
decir: E = V(x) +_pj'
2m

Donde p es el momentum, y m 1la masa del electrén.Puede entonces
moverse el marco de referencia del potencial V(x) hasta que
V(x) = 0 para 0c x< a.
Con esto E = p /2m.)

Volviendo ahora a la solucién del problema, el né’todo a seguir'
para resolver la ecuacibn en todo el espacio, consistir§ en obtener
1la solucédn para cada regibn y despues ligar las soluciones.

Para esto fijaremos inicialmente las condiciones de frox;tera de ﬁ(u)
$ty=> ; ¢Pla)=o

A continuacifn enumeramos las condiciones generales que debe cum-

plir la solucién de una funcin de onda, para que el modelo sea I

fisicamente vilido:

i) ¢(x) debe ser continua en toda la regién de definicifn

i) Q(x) debe cumplir con la condicibén de unicidad para
cualquier punto.
111) ’(x) debe ser cuadrfticamente integrable, y mfs especi-

- ficamente: -j \¢“‘\2 A,‘ -\

iv) ¢(x) debe cumplir 1:: condiciones de frontera del pro-
blema. '
Podemos ya empezar la solucidn del problema, por la regifn II
donde O&xea.
Sabemos ya que 2
kssL ' ¥ Es-,‘,%- » ademas V(x) = 0
De donde

k2-—§—n¢

Es posible ontoncn que k2 sea pouitiva o negativa, dependiendo
del valor de E(?)
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Usando ahora la ecuacidn de Schrodinger independiente del
tiempo-  _pT ) 4 VI)hix) = T )
2  dx

Obtenemos d2dix 2™ ¢ —
I:fi) * e E¢ ) e .o (42)

Utilizando ahora k2 para el caso de E, obtenemos

-Lzé({)_ + hz¢(y) -—o oes (43)

La solucidn de la ecuacibn (43) es de la forma
gy = ety e
Esta solucidn no cumple con las condiciones de frontera.
¢(o) = fla.) =
Consecuentemente la energfa debe ser positiva. Luego la solucién
de (43) es :
' Pix) = Acoshx +Boeurx
Substituyendo en la frontera x = 0 ; obtenemos que
$o)y=az0
Substituyendo ahora en x = a
(a) s BSen ka=0
En tal caso la funcifn se cumple solo sl
ka * nW para n = 1,2,3,...

Luego
ll!!
k & soo(““)
de donde 2.2
k2 = l_L?_
a

Substituyendo a k? en tetminos de la energfa segfin se ha definido
con anterioridad , obtenemos ahora :
2 _2mE e’

£2 a2

Luego
824 n?

2-.12

E = para n = 1,2,... (us)
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La expresidn anterior, confirma que los valores E de la ener-
gla son discretos Ppara el electrdn en el pozo de potencial, de a-
cuerdo a lo que se habia supuesto en la teoria. '
Si cambiamos ahora la constante B por A, » expresamos a la

funcidn é‘(x) como

¢nu) = A Sem ng} para O&Mea ...(46)

Determinaremos ahora la funcidn ¢(x) fuera de los limites
del pozo, donde x40 & xpa; V(x) =V,

La ecuacién de Schrodinger es entonces

rA _\_ A | wm I - 47
_‘J,__.t-x—'\) .Z__ﬂ— \L‘ é,(()_(‘_ .--( )
Poniendo

2, 2w |\V)-E
ey L 1
la ecuacidn (‘3) se puede escribir
2(x)y _qa2 - !
—Tx‘é-'i) q: ¢n) =0
La solucibn de esta ecuacibn es de la forma ‘
X -~ »
¢y = neVag €
Como la funcibn debe ser acotada en todo punto, tenemos que para
xe 0, ¢‘(x) es acotada Ticamente sf 31 = 0, por tanto
n
¢.(x)=A1€l ; s€ xe
Por otra parte para x>a
y = ™ - 1
bixr = A€ 4 C

es una funcidn acotada unicamente si A1 =0

Luego ~$x e
¢(x) = B,C para x2a ST
Como la funcidn ¢(x) debe ser continua por toda la regibn, y hemos
obtenido
=0 yfa=o
de la ecuacidn (46), esto implica que A, =B
Por tanto la funcibén se anula fuera del pozo.
Consecuentemente la condicidn de ortonormalidad de la funcidn 4‘“(")
qQue por pertenecer al conjuntoiq‘(lx)j debe cumplir con

f”,\“) erl =\

se ha Nduéfd: a la ecuacibn

150
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2npx
Pero Sen2(E!!) = 1 Cos ===
a 2 \

pX

Substituyendo en la integral
a

jQ -coswf-’-‘)-\.x =

Luego

”[\ Scmzﬂ‘\r\x\ ] Ala
Por tanto

A, =v—¢%—]
Luego

¢ () = J-—‘ Seéw fny .. (u8)

Finalmente cualquier funcién *x) esta dada por :

QL%\ Zc-“‘r—‘ S‘Mn-a— para 0L x ca...(u9)

w9
Por tanto la solucidn general para la amplitud ’+ (x,t) dada por

1a ecuacidn (35) es :

n’/‘(,{) =0 ?mro.“ “: ‘1-. o

'V('if) = i w € z"““' r_‘ Semnpx +++(50)
wve = e

(‘""’Q) = 0 N ‘uh: :id

Se comprueba entonces que la funcién ‘(x) cumple con las coa-
diciones de un modelo de onda fisicamente v8lido. Esto es [(x) es
continua en la regidn donde se ubica el electrbén y se anula fuera
de ella.

La funcidn es dnica dentro y fuera del pozo, es integrable y cum-
ple las condi:iones de frontera.

Finalmente es posible obtener la distribucién electrénica F(v)
dentro del pozo. Para esto se han grficado en la figura num. 2
diversos valores de energfa con sus correspondientes funciones f"’)
y las respectivas distribuciones electrénicas /’(x) donde

o= Yy =|em|?*

Puede observarse en la grafica de /(x) que la distribucién
en los limites del pozo es cero, esto concuerda con la realidad,
debjdo a la repulsibn de las cargas eléctricas.

Igualmente puede observarse que para estados de oncrgiA altamente
excitados, la distribucibn electrfnica tiende a .ser continua.
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Resolveremos ahora el problemd cudntico de la particula li-
bre mas simple:
Si bien para este caso particular se tiene ya la solucidén mis ge-

neral que es :
(.E t sihx
Vixt) Jnku)e d

R, ..(51)
donde 'f(l,f) representa un paquete de ondas, obtener la funcidn
arbitraria A(k) , representa en general un problema matématico
de cierta dificultad para el cidlculo de la funcidn, ya que im-
plicd un andlisis de Fourier como puede observarse a continuaci-
on :

Supongamos qQue las particulas tienen ya una distribucidn
inicial paz‘é una amplitud “,o(iﬁ) en t =0
Debe luego determinarse la amplitud ’WI‘{) para t>0
Podemos obtener inicialmentr'?(x.o) = 'W.(x) a partir de la ecuacidn’

{51) esto es : - .
0= ALY  du

Por tanto A(k) es igual a la transformada de Fourier de1& o sea :

- ‘chx

Alr) = -;},—,S’fe,e dx

luego il
lS.t 4 h,‘

Plot)= = ,“j f')‘ &y ]e Ak
La solucidn de la ecuacidn (52) puede obtenerse utilizando el lla-
mado propagador de la funcidén , que matemiticamente es una funci_
én de Green.
Puede sin embargo observarse a simple vista , que la solucién de
la ecuacidn (52) es en general bastante mis complicada que la
resolucidn de la ecuacién de Schrodinger para el mismo caso de la
particula libre. Esta es la razdn por la que siempre que es posi-
ble se prefiere utilizar la ecuacién de Schrddinger, aunque no de-
ja de tener sus complicaciones , como veremos mis adelante.

La ecuacién de Schr¥dinger para una particula libre es:

N ﬁ.”(/“ﬁi} - Erv}/ t) ... (53)

2o D ut
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donde P (x,t) = f(x) F(1)

luego
dZ P
é ) ";‘_ t’¢“) © vos(54)
Puesto que k= _% tenemos
K2 _p? _ _ome |
‘ﬁQ ‘62 .e.(55)
Luego .
A’-g&r) yRrpn=o e (56)
La soluc1on general de (56) es de la forma
b Y THE
p)=w e p@e’ Ces7)
Sabemos por la ecuacién 31 qu‘e_ £t

= ce ™
Por tanto la solucibén completa de (53) es :

CiEt-ie
Frat)= ae® M 4ge T
o bien - ﬁ. h.x X \I.l
t( L+ ) -(( s )
oty = A€ +Be <

Podemos observar que los dos términos de 1 (x,t) representan a
una onda plana que se propaga hacia la derecha en el caso del pri-
mer término, y hacia la izquierda para el segundo.

S{ localizamos la onda exclusivamente para particulas wmoviendose
& la derecha, la constante B se anula, luego para B = 0

. "Lif '
hat) = ) ce.(58)
-Calculando shora la densidad de distribucibn

- /E VEAN \A\?- ... (59)

Por tanto la densidad resulta igual a una constante, de modo que
al integrar la densidad /

Jrtac )=

El resultado es il8gico para cualquier sistema finito, y es el re-

sultado de haber sobresimplificado la funcién ’?(x.t) al facto-
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. rizarla, ya .que hemos obtenido una distribucidn de particulas
uniforme en el espacio , y constante en el tiempo.
El problema ha sido resuelto utilizando dos artificios que son
las llamadas normalizaciones de Born . y Dirac, por medio de las
que se puede resolver el problema de la particula libre sin re-
solver la ecuacidn mis general.

~ El m&todo de normalizacidn de Born, consiste en sugoner que
la funcidn ¢(x) es periddica , por tanto

ﬁ(x) = (x +L)

donde el periodo L —> o=

De tal forma chy el x+L)
¢)U() = A€ =A<
o bien LR thx (R
= €

De donde . b. L

La ecuacidn anterior se cumple unicamente si

kL = 2ftn para n = 0,1,2,...
Tenemos entonces gque
k=200
T L

La condicibn para que 'f (x,t) sea cuadraticamente integrable,se

cumple si v kY
2 LN
LE/H dx = W)dx = aL=1 .60
e o4 A Y
Finalmente A = 3 o= LS ...(62)
utilizando A= ﬁ t2ln x i E.t
- e - &
oty = v
Luego ¢ L:—-"“ x
n (%) ='&L—; e para n = 0,1,2,...
Obtenemos a continuacidn el valor de la energla:
Para esto 2
K%’
luego E s——— ; substituyendo a k por el valor obtenido
2m

k=2{-’-’- 3y para n = 0,1,2,...

2
E l?—ﬂ?l—n2 vs o {63)

mL2
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Vemos que los valores de la energia continuan siendo discretos.
Finalmente para un paquete de ondas

- -ﬁw‘:_ga 4 Latiny

/y/('-' ) -L—E;e - ...(64)

Normalizacién de Dirac
Definimos inicialmente a la funcidn impulso $(x)
0 poarte X ?‘-‘-0 ) €
§00 = | poe Xx=o d0dx = | Sy dx =1 pase £>0

La funcién §(x) tiene ademis la propiedad de :
B(i) {0 dx = ;—(‘5)

‘Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, la que
: R
esta definida como : $‘ }-; L‘)} JF(') e dx

para toda funcién tal que j
\“ll)\ Jx <.

Tenemos entonces -‘ thy =
@ §swd = Fw) = Lsu)e U = =
Definida la trnsformada inversa como ke o

o = & JF e™ e

ik
O '*’S’e— l'u*

Y puesto que 3;[“,_'.\] ﬁne es una propiedad de la transforma-
da de Fourier, obtenemos

tenemos

- v,

y{;(.\ (o)j =\e

luego y g uh(ﬁ—l’.)
x-4) = 3u
§Lx-xe - v+ (65)

Volviendo ahora al resultado que hemos obtenido para la funcidn de
onda de la partfcula libre: -LE_ t 4y

W F (ot = ae = FW) gox)
donde ’(x) =€ L x
como kﬁ-% ; podemos llamar a f(x) = ﬁ (x)=a€ ®
luego -

h)m?(“a,( - ‘A\z) (g (p- P)

- oo (66)



29

donde p = p!
o bien e L?-V)
SR dx

Utilizando ahora la ecuacién (65) donde substituimes a k por x |
L]

Y X =P ; %K% p' Tenemos : ) )
(X (e-¢
AR S(epr) = K ag? J Y

jww () dx = 3(z-¢')

La constante A es arbitraria , por tanto simplificando al miximo
x "’2(1_m‘

J4>:'l-) ¢*1')A* = Sle-¢')

Que es un resultado que se puede manejar.

X
X~

Luego

finalmente

Tenemos entonces las soluczones finales que son:

B x
= L -
¢(x) = e E_t«tg—’

’}LIVJ’H ‘L- €

La normalizacidn de Dlrac, es utilizada para el caso de espectros
continuos , ya que = hw
Luego —lwt *‘»‘E—x

";(V,ﬂ :sfz::\;_’;‘ €

Con el ejemplo de la particula libre, damos por concluido este
trabajo, esperando haber probado la utilidad de las funciones
eigen para la solucibn de un probiema fisico importante, que si
bien se ha resuelto en forma muy simplificada, puede ser tratado
en una buena parte de sus formas mds complejas utilizando los con-
ceptos aqui desarrollados.

Debo afiadir solamente que la teoria desarrollada se refiere exclu-
sivamente a particulas no relativistas ya que se ha uti%izado la

definicidén no relativista de energia cinética : E = %E
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Apéndice.

- Espacios vectoriales y transformaciones lineales.

Definicidn : un espacio vectorial V sobre un campo K , es un
. grupo aditivo conmutativo V , para el cual la multiplicacién por
un escalar estd definido de forma tal que :

1.~

2.

3.-
4,-
5.-
6.-

tos
s1

Existe un elemento Gnico cy en V para todo v&V y todo c en
el campo K ‘
Para todo y en V, el elemento (-1)y es tal que y + (-1 )zv =0
donde Q es llamado el elemento idéntico aditivo del grupo,
o mis comunmente llamado el vector cero de V
c{y+y)=cytcy paratodo y y venV y cen K
(ae¢b)x=ay+bv para v enVy ayb enKk
(ab)y = a(by) para vyenV y a y b enk
1(x) =y para todo y en V

A los elementos de V se les llama vectores y a los elemen-
de K escalares.

K = R donde R es el campo de los nfiimeros reales, V es llama-

do un espacio vectorial reai.

s1

K = C donde C es el campo de los nimeros complejos , V es lla-

mado un espacio vectorial complejo.

Definici%n : dados V y V' como dos espacios vectoriales

sobre un campc K . Una transformacisn lineal, o mapeo lineal, u
operador linesl de V dentro de V' , es un mapeo

1.-

2.~

3.-

T: V-V tal que :
A cualquier elemento y en V , se asocia un elemento {nico
u' en V' tal que u' = T(u)
Para cualquier ue&V y ceK
T(ew) = cT(w
Para cualesquier TP T,(u1 + _qz) = T(u,) + T(u,)

Esto quieredecir que una transformacifn lineal,es un mapeo de
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un espacio vectorial dentro de otro tal que la imagen de la suma
de los vectores , es igual a la suma de las imagenes de cada vec-
- tor, y la imagen de un miltiplo de un vector , es igual al mdltisz
plo de la imagen del vector.

Se aplicarin ahora los conceptos anteriores a la ecuacidn
(-2 9% 690 + Ve 40 | = Eaw)
2 _ . (1)
La funcidn ¢(x) puede considerarse como elemento de un espacio
vectorial &(x), que es generado por el conjunto de soluciones
independientes {Q&")S de la ecuacidn. '
Puesto que el parfmetro ;112_ » ¥ el potencial V(x) son valores
m

escalares reales siempre, podemos denominarlos c.y <, respecti=-

1
‘vamente, por tanto la ecuacidn (1) es:

ciﬂlé(x) + c2¢(i) s $x) veo(2)
Luego la ecuacibn (2) se puede escribir
eI lx) +Ca b)) = Lc.v" *51] bix)

Definimos la transformacidn L por

L o= (€192 +cn ]9 |
Donde L es un omrador lineal como se demuestra a continuacidn:
1).- si L¢| = u;s U esun elemento Gnico.

. Sea entonces Lﬁl(x) = (f‘vl "“2]“% uy
y b0 =[avt v, J6®-= u,
donde ¢1 (%) es la misma funcidn para los dos casos.
Luego ) 2 =0
u - U, - E_\QZ *C?_] ¢.(I) —-— (_C\V *(7.]¢|(l)
Por tanto

u, =, que demuestra que u, es finica.

2).- ‘Iicé = cw.para c&R y Pen @
Luego L0¢= E\Vl*cz]c¢
= [ee 9 v e | ¢
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v *'C';l(b

Zerd = Led

~

.- b +b,) = )_Lc\ 92 ke, (& +4,) }
= | vt e Td, + [ave *‘i(ﬁ
= | d)\ * L.d)?_ = \—L(b\+¢z)

12
Concluimos que el operador L = Efg—mq *VL")J es lineal,ya
que se ha comprobado que cumple con las tres condiciones que de- '

finen a un operador lineal.
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