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INTRODUCCION 

En el tiempo de Euclides, y durante más de .2000 años des 

-pués, los postul.ados de 1.a gec:xretría se consideraron corno -

verdades autoevidentes acerca del espacio físico; y 1a g~ 

tría se consideraba cano una clase de física puramente dedu~ 

tiva. canenzando con las verdades que eran autoevidentes, -

los geánetras consideraron que estaban deduciendo otras ver­

dades más oscuras sin 1.a posibilidad de error. 

Sin embargo, con el desarrollo de 1.a gecraetría hiperb61~ 

ca, este punto de vista se hizo insOstenible. Se contaba ya 

con dos sistemas de geanetría diferentes y nrutuarne.nte incan­

pa.tibles. cada uno de ellos es matemáticamente autoconsis~ 

te. y autocompat:ible con nuestras obseJ:Vaciones del mundo fí­

sico. De este punto en adelante, la discusi6n se efectu6 en 

ténninos bastante diferentes. Ahora pensarnos no en una g~ 

tría única, físicamente "cierta", sino de un número de g~ 

trías ma.temiticas, cada una de las cuales resulta ser una -

aproxirnaci6n del espacio físico, y cada una de el.las puede 

ser útil en diferentes investigaciones físicas. 

De cualquier fonna las ma.temáticas rrodenias usan los po~ 

tulados caro descripciones de estructuras matemáticas. Su va 
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.lor cansis en e1 hecho de que son ayudas prácticas en e1 

estudio de l.as estructuras materráticas que describen. 

Sucede algunas veces que un grupo de postulados da una 

descripció completa de u.na estructura matemática, en el s~ 

tido de qui· dos estructuras cualesquiera que satisfagan to--

dos l.os po. tulados son "'esencialrrente 1as misrras". 

Para e~tructura algebraica, esta re1aci6n se da, cuando 

p:Xiernos es lecer una correspondencia directa, que preserve 

las operacfones y relaciones definidas en ambas. 
2 

En nue~tro caso dernostrarerros que el plano R junto con 

l.as operac i.ones de smna y producto es un rrode1o de 1a geome­

trfu y que los axiana.s de Hilbert es un grupo de postulados. 

algebraico categórico. 

En el :trimer capi.tuJ.o introduc:im:ls el. concepto de cat~ 

e1 segundo capi.tu1o construirros nuestro nodel.o -

los últ:inns capi.tu1os derrostramos que nuestro no-

las relaciones de "incidencia", "estar entre", 

:icia" de la geometri.a aderrás del paralelismo y la 

conc1u:im:ls la categoricidad de los 

axicmas de Hil.bert. 



capitulo I 

categoricidad 

CATEGJRICIDAD 

Siendo el objetivo central de esta tesis el hacer ver la 

categoricidad de los axiorcas de Hilbert, comenzarerros por in 

traducir el =ncepto de "categoricidad". 

Definici6n.- Se dice que una "definici6n" es categórica 

si cualesquiera dos objetos que la satisfacen son isorcorfos. 

Ejemplo 1 

"Definición" Se llama campo de los números reales a todo 

campo ordenado linealmente en donde todo subconjunto n:> 

vacio tenga supremo. 

Esta es una "definición" categórica lo que en análisis -

se expresa diciendo que el conjunto de los reales es úni. 

co excepto por isoformisxros. 

COntraejernplo 2 · 

"Definición" se llama grupo a un conjunto G con una ope­

ración asociativa tal que: 

l.) Existe e tal que ea = a V a e: G 
_1 

2) Para cada a e: G existe a a = e 

6 
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Esta "definición" no es categórica, caro puede verse no~ 

do que el {o} es un grupo y {Z, + } también. Evidentemen-

te estos grupos no son isorrorfos ya que tienen distinto nú 

mero de elementos. 

Ejemplo 3 

"Definición" Se llama daninio entero bien ordenado a todo 

dc:rninio entero en clase positiva bien ordenada. 

Ia. "definición" es categórica. El único conjunto que la sa 

tisface es {Z, +, . } 

En la definición anterior se introduce el concepto de iso­

fonnis:oo, por lo que darem::is la siguiente definición, (que 
! 

especializamos de una vez, para su uso en esta tesis) • 

Definición Sean S 1 , S 2 dos sistemas que constan de los 

conjuntos, 

Py P' conjuntos de puntos 

Ry R' conjuntos de rectas 

Sy S' conjuntos de segmentos 

Ay A' conjuntos de ángulos 

y las relaciones siguientes: 

1 e I 1 relaciones de incidencia I e r X R 

I'C P' X R' 



E; y E' relaciones de estar entre EC P x (P x P) 

E'C P' X (P' X P') 

Cs y Cs~ relaciones de congruencia entre segmentos 

CsCS x S 

C'sCS' x S' 

·Ca y Ca' relaciones de congruencia entre ángulos 

·CaCA x A 

C'aC A' x A' 

Se dice que S 1 y S2 son isomorfos si existe una funci6n 

biyectiva 

f: S¡ -+S2 

tal que f restringida a cada conjunto de S 1 y S 2 es biye~ 

tiva y tal que 

(P, .t) i:: I < = > (f (P) , f (.t)) i:: I' 

(B, (A,C)) i:: E < = > (f (B) , (f (A) , f (C))) i:: E' 

(AB, CD) i:: Cs < = > (f (AB), f (CD) ·) i:: C' s 

(< a, < a') i:: Ca < = ;;.· (f (< a), f (< a') ) e: C 'a 

es decir que "f es una funci6n biyectiva que preserva la 

estructura". 

Definici6n. Un sistema axicmático es categ6rico si cuales­

quiera dos nodelos que lo satisfacen son isOI'[l)rfos. 



Contraejernp1o 4 

"Definición" Se llama geometría de incidencia a un siste 

ma que consiste de lo siguiente: 

i) Un conjunto P (punto) 

ii) Un conjunto R (rectas) 

iii) Una relación IC-P x -R (inciaencia) 

tales que se satisfacen: 

Axicma 1. Por dos puntos pasa una recta y solo una 

Axicma 2. Toda recta tiene al menos dos puntos 

Axioma 3. Existen al menos tres puntos no alineados 

La "definición" no es categórica. En efecto si 

M1 {P, R, 1} en donde 

P {a, b, c} 

R { (a,b) , (a,c) , (b,c) } 

y la relación de incidencia es: 

"Un punto está en una recta si como conjunto está corítenf_ 

do en ella", es decir: la relacic5n de incidencia es la de 

contención. 

(a E (a,b) ¡ a ~ (b,c) ) y 

M2 { P', R', 1'} en donde 

P' { a, b, c, d} 
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·R' = { (a,b), (a,c), (a,d), (b,c), (b,d) , (c,d)} 

I' es la contención en el mism:> sentido que el ante­

rior. 

Entonces es fácil ver que tanto M1 como M2 son geometrías 

de incidencia. (No isarrorfos po:rque los conjuntos P y P', 

R y R' tienen diferente número de elementos) . 

Ejemplo 5 

Se llama. gecmetría plana de Euclides a un sistema que cons 

ta de dos conjuntos: 

P el conjunto· de los puntos, y 

R el conjunto de las rectas 

con las relaciones de: 

Incidencia I e p X R 

Congruencia entre segmentos, C l C Seg. x Seg. 

Congruencia entre ángulos, C2C'.:Ang. x Ang. ("s~ 

tos" y "angulas" son conceptos definidos a partir de 

P y R , así ccmo "semiplanos" o "lados de una recta", 

"triángulos", etc.) 

Relación de estar entre, ECP x (p x P> con .los axio­

mas (Hilbert) • 

A1 Dos puntos distintos A y B detenninan una única 

recta. 
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A2 Toda linea tiene al menos dos puntos. 

A 3 Existen al menos tres puntos que no están alinea 

dos-

B¡ Si A, By e son puntos de una recta y B está en­

tre A y e, entonces B está entre e y A~ 

B2 Si A y e son dos puntos de una recta, entonces 

existen B y D tales que B está entre A y e y e 

está entre A y D. 

B3 De cualesquiera tres puntos situados sobre una -

recta, hay uno y s61o uno que está entre los -­

otros dos. 

Bi+ (Separaci6n de planos) Para toda línea .e., y para 

cualesquiera puntos. A, B y e que no están en .e.. 

i) Si A y B están del misrro lado de .e. y B y e están 

del mismo lado de .e., entonces A y e están del -

mismo lado de .e.. 
ii) Si A y B están en lados opuestos de .e. y B y e ~ 

tán ·de ·lados opuestos de .e., entonces A y e están 

del mismo lado de .e.. 
c 1 Dado un segmento AB y un punto A' • Sobre toda li 

nea que pasa por A' existen dos puntos B ~ l y B' 2 
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tales que A' está entre B' 1 y B' 2 y el segmento 

AB es congruente a cada uno de los segmentos A• B • 1 

y A'B'2 

C2 Sean AB, A'B' y A"B" segmentos. Si el segmento -­

A' B' es congruente al segmento AB, y el segmento 

A"B" es congruente al segmento AB, entonces el 

segmento A'B' es congruente al segmento A"B" 

c 3 Si B es un punto del segmento AC y B' es un punto 

del segmento A' e' , y el segmento AB es congruente 

al segmento A'B', y el segmento BC es congruente -

al segmento B'C', entonces el segmento~ es con­

gruente al segmento A' e' 

C4 Sea < (h,k) un ángulo dado; a una línea, a uno de 

los semiplanos definidos por a y h 1 un rayo sobre 

a. Entonces existe un único rayó k' tal que --­

< (h,k) es congruente < (h' ,k') y tal que un pun­

to de k' (al menos) está en el serniplano a 

c 5 Cualquier ángulei es congruente consigo mismo. 

C6 (Criterio LAL ) • Sean ABC y A'B 1C' dós triángu­

los tales que el segmento AB es congruente al s~ 

mento A'B' / y el. segmento AC es congrt.lente al s~ 
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mento A'C' y el < BAC es congruente al. < B'A'C'. 

Entonces el < ABC es congJ:Uente al < A'B'C' y el 

< ACB es congruente al < A •e' B' 

J?1 Sean A, B y A1 tres puntos colineal.es, A1 entre 

A y B. Se construyen los_puntos 1\2_, A3 , At+, ••• 

tales que A 1 está entre A y A2, A2 está entre A 1 

y A3, A3 está entre A2 y A1p etc. y tales que -­

los segmentos .AA.1 , A 1A 2 , A 2A 3 , •••• son congrue~ 

tes. Entonces la sucesión de puntos A2 ,A3 ,A!+, .... 

contiene un punto An tal que B está entre Ay An. 

D2 Sea AB un segmento y sean {An} , {Bn} dos sucesio-­

nes de puntos interiores de AB con las propieda­

des siguientes: 

a) El segmento ~ está en el interior del 

segmento An-i Bn-i , para toda n. 

b) No existe ningGn segrre:nto cuyos puntos 

extrem:>s pertenezcan a tOdos los segtren'-­

tos AnBn 

Entonces existe im mico punto x ccrntln a todos .,._ 

los segmentos AnBn 
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E 1 (Versión "Playfair") Sea .e una línea y A un -­

punto que no está sobre .t. Entonces existe una 

única línea que pasa por A y que no intersecta 

a .e.. 
Esta "definición" es categórica (Leer toda la tesis} • 
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capítul.o II 

2 
:El Uníverso R 

El sistema de los nGmeros reales es un conjunto R , en el 

que hay dos operaciones, adici6n y Il'D.lltiplicaci6n, y una re~ 

ci6n de orden, denotada por " < " y leída "es menor que", que 

satisfacen los axiana.s siguientes: 

S1 

S2 

S3 

Si. 

Ss 

Res cerrado bajo la suma. Es decir, para todo a y b 

en R , a + b p<"...rtenece a R. 

Ia. adición en Res asociativa. Esto es, para toao a, 

b y e en R , (a + b} + c = a + (b + c) • 

La adición en R es conmutativa. Esto es para todo a 

yben R, a+b=b+a 

Ex:i.ste un elemento en ii , denaninado :¡;ior "é;• ¡. tal c¡ue 

a + ó = a, para todo a en R 

Para ca.da a en R , existe un elemento en. R , llamado 

el. inver5o aditivo de a tal que,· a.+ (.,...,a.) -;:::; O 

M1 R es cerrado bajo la rnultipl.icaci6n. Es decir, si a 

y b pertenecen a R , entoncas ab pertenece a. R 

M2 La mul.tJ.'p1icaci6n en R es asociativa,. Es decir, si '"' 

a, b y e pertenecen a R , entonces a (b ·e) = (a b) e 
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M3 Ia multip1icaci6n en Res conmutativa. Es decir, si a 

y b pertenecen a R , entonces ab = ba 

Mi+ Existe un elemento enR, al que denotamos por "1", -

(diferente de O), ta1 que a· 1 =a para toda a enR 

Ms Para cada a en R , diferente de O, existe un nGmero -

R _l 
en , a1 que denotamos por a 11amado el inverso 

_l 
mu1tip1icativo ta1 que a • a = 1 

El siguiente axiana estab1ece una conexi6n entre las ope­

raciones de adici6n y mu1tip1icaci6n, y se llama ley distr~ 

ti va: 

D. Para todos a, ..b. y e en R 

a (b + e) = ab + ac 

ros axianas que rigen 1a re1aci6n de orden son: 

o 1 Para cualesquiera dos elementos a y b en R una y so-

l.amente una de las siguientes ·relaciones se verifica: 

a < b, a = b, b < a (Ley de -tricotcmía) 

02 Si a <b y b < e, entonces a < e (Ley- transitiva.) 

03 Si a < b, entonces, para todo e en R a+c~b+c 

04 Si a <b y o < c, entonces ac <be 

Dararos ahora el. úl.tim:> axioma del sistema de los números 

reales: 
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L. Si S es un conjunto no vacío de elementos de R su 

periormente acotado, entonces S tiene un supremo -

en R. 

ESPACIO VECIORIAL 

Tanando cano base al. conjunto R de los números :real.es, 

(que suponemos conocido, junto con toda su estructura), -

R2. procederemos a construir 

Definición. I.Ds elementos de R x R 2 
= R son pares 

2 
ordenados de números real.es. [IDs elementos de R se 

denotarful cano P = Cx,y) ó a= Ca1 ,a2[] 

Definición. (Adici<Sn de pares ordenados ·tle núrneJ:os 

reales). Para cada a= (a1,a2) y b = (b1,b2) en R2 

a + b = (a1 + b 1 , a 2 + b 2 ) 

Definición. (Multiplicación de un par ordenado de nú­

~s real.es por un número real). Para todo a= (aua2) 
2 

en R y todo r e: R definimos 

ra = (ra1,ra2) 
2 

El conjunto R de pares ordenados de nGmeros reales -

con las. opa-raciones que acabanos de definir, se llama e~ 

cio vectorial bidimensional. ros elementos del espacio vec 

torial se llaman vectores (o puntos). 
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Mostraremos ahora que, estas operaciones cumplen cada 

una de las siguientes propiedades algebraicas 

Teorema 1. Para todos a, b, e en R 
2 

a) (a + b) + e = a + (b + e) (asociatividad) 

b) a + b = b + a (conmutatividad) 
2 

c) Hay un elemento único O en R -llamado origen o elem~ 

to cero- con la propiedad de que 

a+O=a paratOO.o a enR
2 

2 2 
d) Para cada a en R hay un elemento único -a en R , al 

que se llama el inverso aditivo de a, con la propiedad 

de que 

a+ (-a) =o 

(-a = -<a1 ,a2> 

Demostración. 

Sean a= Ca1,a2), b = (b1,b2), c = (c1,c2) 

a) Por 1.a definición de adici6n 

Ca+ b) +e= Ca1 + b1,a2 + b2) + (C11C2) 

( (a1 + b 1 ) + c 1 , (a2 + b 2 ) + c2) 

= Cai. + (b1 + c 1), a 2 + (b2 + Cz)) [s2J 

(a1,a2 ) + (b1 + c1, b2 + cz) 

=a+ ct>+C> 



.·b) Por la definici6n de adici6n 

a+ b = (a1 ,az) + (b1 ,bz) 

(a1 + b1, ª2 + b2) 

(b1 + a 1 , b 2 + a 2 ) 

(b1,b2) + (a1,a2) 

=b+a 

Por la definici6n de adici6n 

a+ O= (a1 ,a2 ) + (O,O) 

19 

(a1 + O, a2 + O) -1§'3 . 
(a1,a2) = a 

2 
su.pongamos que existe otro elemento en R con es 

ta propiedad¡ sea este o•· 
o•; =o· +o 

=o+º' 
=O 

d) Sean a= {a1,a2) , -a·= (-él.11a2) 

Por la definición de adición 

a+ (-a) (a1,az) + (-a1, -a2) 

(a1 + (-a1), ª2 + (-a2>> 

(O,O) = O 
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~ también se puede probur la unicidad del. inver-

so. En efecto, supanganos que existe ot:i:o el.emento 
2 

en R oon esta p:r:opiedad; sea esta a* 

-a=-a+o 

=-a+ <a+ a*> 

= (-a+ a> +a* 

= <a+ <-a>> + a* 
=o+ a*= a* 

°'1ID consecuenc:ia de este teorema, teneros 
2 

Co.rolario R es un grupo aditivo abe1iano. 

+ 

Vereiros, ahora, las propiedades de 1a mu1tip1icac:ión 

Teorema 2. Para todo a, o en R 
2 

y r,s en R • ¡ 

1> ia = ª 
2} (r + s} a = ra + sa 

3) r{a +O) = ra + rb 

4) r{sa) = (rs) a 

Dem::>straci6n. 

1) Esta p.ropiedad se cumple trivialmente por el. 

axioma Mtt de los números reales. 

2} Sea a= (a1,a2) y r,s en R 



Eor definici6n de la multiplicaci6n 

(r + s) a = (r + s) (a¡,a2 ) 

((r + s) a 1 , (r + s) a 2 ) 

(ra1 + sa.1 , ra2 + sa.2) 

(ra1 ,ra2) + (sa.1,sa2 ) 

= r(a1 ,a2)-+ s(a1 ,a2 ) 

=ra+sa 

3) .. Sean a= <aira2 > , o= Cb1,b2 > y r enR 

Por definici6n de la multiplicaci6n 

r(a + b) = r (a¡ + b1, ª2 + b2) 

(r(a1 + o 1 ) ·, r(a2+ b 2 )) 

(ra1 + rb¡ , ra2 + rb2) 

(ra1 ,ra2 ) + (rb1,rb2) 

= r(a1 ,a2 ) + r(b1 ,b2 ) 

= ra+ rS 

4) .Sea a= ca1 ,a2 > y r,s en R 

Por definición de la nnl1 tiplicaci6n 

r(sa) = r(sa.1,sa2) 

( (rs)ai , (rs)a2 ) 

(rs) (a1 ,a2 ) 

· (rs) a 

21 
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2 
Corolario R con las operaciones de adici6n y rnul~ 

plicaci6n escalar en un espacio vectorial real. 

O~ DE VECIDRES 

Definici6n. La longitud 1 lal l de un vector a= (a¡,a2) 

es 

11a-11 = 

Definici6n. El producto escalar a • b , de dos vecto­

res a= (a1 ,a2) y b = (b1 ,b2) está definido por 

a•b = a¡b¡ + a2b2 

De acuerdo a .. estas definiciones, podernos observar que: 
2 2 

a•a = a¡ + ª2 

Y 11 a-11 = 
/ ª . a: 

De aquí se deduce el siguiente 

2 
Teorema 3 •. Para todos a y b en R y s en R 

1> 11 sa-1 1 = 1 s 1 11 a-11 
2) l lal 1 .::_o ·la igualdad solo se verifica cuando a= o 
3) la·bl .::.. l lal 1 l lh"I 1 (Desigualdad de Cauchy~Schwarz) 

4} 11 a + :bl 1 ~ 1 1 al 1 · + 11 bl 1 (Desigualdad del triángulo) 

Deroc>straci6n. 

•.' ~· 
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.1,) l lsal 1 
¡ 2 2 

= 11(sa1 ,sa2 )11 = (sa1 ) + (sa2 ) 

¡ 2 2 z 
= s (a1 + az) 

¡-z- ,12 z 
s ª1 + ªz 

= !si l!al 1 

2) Por def:inición 1 1 aj 1 .::._ O Pero 11 al j 
2 
= a~ + a~ 

Si a1 f O 6 a2 "'} O , entonces 11 aj j "'/- O 

Por tanto, ! !al 1 == o implica a 1 = o y a 2 = o , 

de IOC>do que a= (a1 ,a2 ) = (O,O) =O 

3) Si a = O 6 b = O , 1a desigualdad se cumple 

tr:Lv.ialmente. 

Supondremos a'/- O y b t- O. Entonces 

o ~ \ l 11 h"I 1 ª ± 11 al p;l l 2 = <115l 1 ª ± 11 al 1 b"> · < 1 1 b"I 1 ª ± 11 a-1 1 E"> 
2 2 2 2 

= l lh"I 1 1 lal l±l lal 1 111;1 ! <h"·a>±l ISI 1 11a-11ca·b>+!lal1 l lb"I 1 
2 2 

= 211a-11llh"ll±211a11 1rh"11 ca·b> 

= 211 al 1 11 b"I 1 < 11 al 1 1 1 t>¡ 1 ± <a· 5> > 

Es decir ± Ca·h"> ~ 1 lal 1 l lb"I 1 

o sea Ja·b"I ~ l lal 1 l lb"I 1 
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2 

4> l la+ h"I 1 ca + ti> • 'ª + ti> 
2 2 

1lal1 + 2 a·h" + l lh"I 1 
2 2 

~ 11 al 1 + 211 al 1 11 h"I 1 + l lh"I 1 
2 

= e 11a:11 + 1IE>I1 > 

Esto implica 1 la+ E>! 1 ~ l lal 1 + l IEíl 1 
+ 

Corolario. Para todo a,b e:: R2 
I a t- o ' b t- o 

-1< a•b <l 

llalll!Eíll 

Observación. I.a función cosP_.no restringida al inter­

valo @,-[] ; cuyo rango es el. intervalo G1,:[l, es biye~ 

tiva y bicontinua. 

I.a observación anterior y el coro1.ario nos pexmiten 

asignar un único número 0 e:: @, iJ , a cada pa.rej a de vec-

tores no cero de manera que 

_1 
0 = cos . a·o 

O equival.enternente 

cos 0 = a • b 

(1) 

• • • • • (2) 
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~tese que en realidad estamos definiendo el ángulo 

que forman dos vectores no cero, lo cual veremos más -

adelante, si e es el ángulo desde a hasta b , entonces 

a·b" = 1 lal 1 l lb"I 1 cos e 

(Ver definición de la pág. 38 ) 

Podemos ahora definir que: Dos vectores a y b son or 

togonales si y sólo si a• b = o , definición que incluye 

el caso a = O (6 b = O) 
2 

Teorema 4. Dado a e; R un vector no nulo, existe 

¡; e: R 
2 

no nulo, tal que b" es ortogonal a a. 

Demostración. 

Sea a = (a1 ,az} , a # O . Por demostrar ·que exis 

te b e: R2 
tal que 

Se define b" = <-a2 ,a1>, b" # o, dado que a# o 
y evidentemente 

a•b = -a¡az + ª2ª1 = o 

Por lo cual concluimos que existe b # O tal que 

a es ortogonal a b 
+ 

.i 
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. GEDMETRIA PLANA 

Dado que 1a geometrfu que pretenderos estudiar es 1a · 
2 

de1 plano, ahora verenos a R corro nodelo de la geome-

tría, y definiraros dentro de éste 1os conceptos y rela-

cienes básicas de la geometría de Euc1ides, a saber: --

"punto", "recta", "estar en", "estar entre", "segmento", 

"ángu1o", "triángulo", "congruente", etc. 

2 
Definición. Nuestro universo es R 

2 
Definici6n. I.Ds e1ementos de R son 1os pares orde-

nados de números reales (x, y) y a cada par ordenado 

lo 11.anarerros punto. 

2 
Cada "recta" en R está detenninada por un punto Por 

y una dirección a (a es un vector no nulo). D:>s puntos p 

sobre la recta .e que se apoya en P 0 , y en 1a direcci6n de 

a, son 1os de 1a fonna. p = p o + ta, en donde t es un real. 

Aceptanos pues lo siguiente: 

2 
Definición. Un conjunto .e de puntos de R se 1lama -

2 
recta, si hay un punto Po = (x0 ,y0) E: R y un vector 

~ R2 no nulo a = (a1,a2) ~ ta1es que: 

.e = {Po + ta 1 t E R } 
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Usaremos 1.a notación .e (Po ; a) para denotar a 1.a -

recta que pasa por Po en 1.a dirección de a . 
La rel.aci6n de "incidencia" o "estar en" en nuestro 

model.o se define de 1.a forma siguiente: 

Definición. Se dice que P e: .e, si P satisface 1.a --

ecuación de .e. Simb61.icamente esto se escribe 

P e: .e < = > 3 t 0 E R tal. que P = P 0 + t 0 a 

R
2. 

Po,a E , a 7" o 
La misma recta, puede tener representaciones analí­

ticas diferentes. En efecto: 

Lema 1. Sea P 1 un punto que está sobre la recta 

.e (P0 ;a), entonces .e (P 1 ;a) = .e (Po ;a) 

Dem:>straci6n. 

Sea f.1 = .t'..1 (P 1 ; a) , queremos demostrar .e. = .e.1 

Bajo 1.a hipótesis de que P 1 E .e, existe t 1 E R 

tal que 

De donde Po = P 1 t 1 a por lo que si P E .e, 
P = Po + t a= P1 + (t-t1) a , y por 1.o tanto 

p e: f.1 



Es decir .e. C .l1 

Análogamente, si P e: .e.1 

28 

P = P1 + sa= Po+ {s + t1) a, :¡;orlo que Pe: .e. 
Es decir .l1 C .e., p::>r lo cual concluirros que .e. = .l1 

+ 

Lema 2. Sea .e {P 0 ; a) y sea o un vector no nulo parale­

lo a a, entonces .e. (Po; o) = .l (Po; a) 

Derrostraci6n. 

Sea .f..1 = .f..1 {P0; b), quererros derrostrar .e = .e.1 

Bajo la hipótesis de que bes paralelo a a, '.b"f o, 

ento=esb=sa, se: R ys"fO 

De donde a= (l/s) b , entonces si Pe: .e. 
P = Po + ta = Po + (t/s) b por lo tanto Pe: .f..1 

lo cual implica .e e .el 

Reciprocamente si Pe: f.. 1 

P = Po + rb = Po + rsa por lo que Pe: f. + 

En los dos lemas anteriores henos denostrado que en la 

ecuación de la recta podenos cambiar el punto de a:¡;oyo, 

o cambiar el vector de dirección por otro vector no nu 

lo y paralelo a este. N6tese que siempre puede tonarse 
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un vector unitario (de tamaño UIX)) cc::xro vector de di-· 

recci6n por 1o cua1 p:xienos enunciar e1 

Corolario. 'lbda recta se puede considerar generada 

por un vector unitario. 

Dem:::>straci6n. 

Si .e. = .e. (Po; a) , a es unitario 

llall 

y entonces, .f.(Poi _L) = .f.(Po; a) + 
11a-11 

Nota..- Denotarerros los vectores unitarios oom:> a 

Lena 3. Si .e. (Po ; a) = .e. ( Qo ; O) ' entonces a es paralelo 

ab 

Denostraci6n. 

En efecto, P 0 e: .e. implica que exista s 0 e: R ta:I. 

que 

Po = Q0 + s 0 E' , por 1o que para cualquier Pe: .e 

P = Po + ta = Qo + ro 
Qo + s 0E' + ta = Q0 + rb 

sob +ta= rb 

De donde ta = (r - s 0 ) b 
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~s decir a es paralelo a b, con lo que se ha cam 

pletado la demostraci6n. + 

A continuaci6n mostraremos otras fonnas de represen--

tar una recta 

Sea f.. (Po; .;_) • • • • • (1) 

la ecuaci6n abreviada de una recta en la cual 

A 2 2 2 
( 11a1 1 = a + b = 1) 

A 

Entonces, Po y P 0 + a están en .e., y esta se puede de.e.. 

cribir por medio de la ecuaci6n "de la recta que pasa 

por dos puntos", es decir 

P =Po+ ta es' { (~)E R2 /~) = (~~) + t (~) } 

De donde 

X= ho +ta X - ho ta b(x - h 0 ) tab 

y y= ko + tb Y - ko tb 

Por lo cual 

a(y - k 0 ) = b(x - ho) 

a(y - k 0 ) - b(x - ho) = O 

ay - ak0 - bx + bh0 = O . 

a(y - k 0 ) = tab 

-bx + ay - (-bh0 + ak0 ) = O , que es de la fonna 

Ax.+ By+ e= b ••••• (2) 
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¡a cual identificam::>s caro la "ecuaci6n cartesiana de 

una recta" 

En donde N = (~) = (-~) es un vector ortogonal a ci 
y unitario. 

y c.= -Po•N Es decir, la ecuación (2) es equivalente a 

2 
.t = {Pe: R 1 (P - Po) - N = O} • • • • • (3) 

Esta ecuación se denomina J.a "ecuaci6n vectorial de -

una recta". 

Recj'.procamente, de cada ecuaci6n linea1 

ax+13y+y=O 

se obtiene una de 1a fonra. (2) o de la forma (3). 

Sea ax + W + y = O una ecuaci6n linea1 

donde a, 13, y e: R y a 2 + 13 2 '/' O 

Si N = (~) y P = (~) entonces 

2 
N•P = -y J jN\ J = a 2 + 13 2 > O 

Si dividimos ambos miembros de J.a ecuación tenerros que 

ax+ 13Y -y 
---=k N es lID vec-

,!a2 + 132 ! \NI 1 

tor unitario. 
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Sea 

k • N 

!!NI! 
1 N = P de dorrle 

l INI 12 
0 

-y 2 
N 

l INI l 2 

-y 

Obtenerros que 

N•(P-Po) = N·P - N·Po =-y+ y= o 

Con lo cual. demostramos que toda ecuaci6n l.ine:i.l. es 

la ecuación de una recta. 

Ahora vanos a introducir la rel.aci6n de "estar entre", 

E e p X (P X P) , la cual. se refiere al orden entre los 

pJntos que· inciden sobre una recta. 

R2 
Esta relación en nuestro universo se ~resa de la 

fODlla siguiente: 

Si A,B y e son puntos distintos de una recta l.(Po; a) 

entonces existen t 1 ,.tz,t3 e R tal.es que 

A= Po + t1 a 
B ==.Po + t 2 a 

e= Po + t 3 a 

Definici6n. B está entre A y e si t 2 eStá entre t 1 y t 3 

es decir 



~1 < t 2 < t3 6 t 3 < t 2 < t1 

lo cual denotarerros caoo A-B-C 
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Esta definici6n no depende de la representaci6n de la 

recta, lo cual darostrarerros a continuaci6n. 

Teorema 5. Para tres puntos alineados A, B y C la defi 

nici6n de "estar entre" es independiente de la repre-­

sentaci6n de la recta que los contiene. 

Derostraci6n. 

Sean .l(P0 ;a) y .e.(Q0 ;b) dos representaciones de la 

recta .e. y supongamos que a A, B y e les correspon­

den ta, tb, te y sa, sb, se carro parfimetl:os -respecti~ 

mente, es decir 

y 

A= Po +ta a 

B =Po + tb a 

C =Po +te a 

A= Qo + sa b 

B = Qo + Sb b 

e=ºº+ se b 

Supondremos aderrás que B está entre A y e, es de--

cir 

ta < tb < te 6 te < tb < ta 



?or daoostrar que 

sa < sb.< se 6 se< sb < sa 

De aCllel:do con el. l.ema 3, si 

l.(Po;a} = l.(Qo;b} entonces, a es paralel.o a b 

0e donde existe r e: R tai que b' = ra, r t= o. 

Por l.o cual 

Po + ta a = Oo + rsa a 
Po + tb a = Qo + rsb a 
Po + te a = Oo + rsc a 

y por-tanto 

PQ-00 = (rsa-ta)."á' = (rsb-tb} a = (rsc-tc} a 
de modo que 

rsa-ta = rsb-tb = rsc-tc 

de donde 

tb-ta = r(sb-sa); te-ta= r(sc-sa) 

y por l.o cual, si r > O 

ta "< tb < te implica sa < sb < se 

Si r < O ta < tb < te implica sa > sb > se 

34 

es decir sb está entre sa y se, que es lo que ~ 

xem:>S datostrar. 

Continuando, con 1a desCripci6n de nuestro mcdel.o, 
A A 

supongamos que sea l.(_Po1a) una xect:a y N. = a...1- '"su 
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no:cmal.". 

'ª) (Si a =\b ! IN 11 = 11; 11 = 1) 

Entonces segGn ya v:im:>s .e se puede describir oc:m:::> 

D2 
f.. = {PE n ; N• (P-Po) = 0} 

Defininos ahora, 

R 2_ r+ {PE , N• (P-Po) > O} 

2 
y ¡;_: = {PE R ; N (P-P0) < O} 

E+ y E- se llaman los semiplanos (abiertos) deteE 
z 

minados por .e. Es claJX> que para todo Pe: R se -

cumple Una íinica de las condiciones siguientes: 

PE .e.; PE I:+ ·6 Pe: r:... 

Cada uno de estos semi planos, es un conjunto con-

vexo, ya que si P 1 y P 2 e: E+ (el case>¡ en el que -

estuv""ieran en E- es análogo) y Q un ptmto interior. 

del. segmento P1P2 debe existir un :i:eal. tE (0 ,1) 

tal que 

Q = P1 + t(P2-P1) y por lo tanto 

N•(Q-Po) = N(P1 + t(Pz - P1) - (1-t)Po-tFo) 

= N(l-t) [P1 ..,.po] + N(t) .J:'.:P2-Po:J 

= (l.-t) [N• CP1-Po>] + (t) [N· (PrPo>] 
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·que es una suma de positivos (O<t<l. y P 1 ,P2 E E+)" 

y por lo cual 

N· (Q-P0) > O, lo que asegura que 

QE E+ caro se quería probar. + 

A cada serniplano (denota.do caro ·E+ y E-) lo llama 

remos un lado de.la recta .e. que los define. Y se 

dice que P y Q están "del misrro lado de la recta" 

si ambos están en el misrco serniplano. En caso CO!:_ 

trario se dice que están en: lados diferentes. 

Introduciraros ahora la noci6n de segmento y rayo 

Sean A y B e: R 2 
y consideraros el conjunto 

2 s = {PE R ; p =A+ t (B-A), tE [O,l.]} 

Se observa que 
2 

l.) s = {PE R.; p = (1-t) A+ tB, te: ¡:0,1]} 

lo cual es obvio, con base en. su definici6n 

2) Si t = O , P = A 

Si t = 1 , P = B 

y para todo tE (O ,1) , p "está entre" A y B (todo 

tE {0,1) es Q < t < 1) 

Danos ahora la siguiente 

~inici6n. El. segrrento AB es S 



37 

.Nuestra definici6n de segmento coincide con la defi­

nici6n gearrétrica de "segmento AB" como poderros ob-

servar por lo anterior. 

Supongam::>s ahora que, además, A es diferente de B, y 

consideraros 

R 2 ; R = {Pe: P = A+ t(A-B), te: (O,co)} 

Entonces resulta que Pe: R si y solo si P-A-B y por -

lo tanto danos la: 

Definici6n. El rayo AB es R, que como en el caso an­

terior coincide con la definición geanétrica. 

Los triángul.os y los §ngu]_-os se definen igual que en 

la gearnetría de Euc1ides, lo cual es posible, dado -

que ya teneros segmentos y rayos. 

Asociam::>s a 1os segmentos rma medida por medio de la 
2 

norma euclidiana de R 

rn(AB) = l IA-BI 1 

Obs€rvese que si l.(P0·;u) es una xecta generada por 
... 

vector unitario u 
~ 

1) Si Pe:.f., P = Po + tu entonces m(PoP) 1t1 
~ 

En efecto P-Po = tu 

Por lo cual 

m(PoP) = 11P-Po11 11~1 I = ltl 11{;11 = ltl 



2) Sean A, B y C E .t y A-B-C , entonces 

m {AB) + m (OC} = m {AC) 

En efecto, si .e. = l. {A, u) 
A 

yB=A+tbu 
A 

C =A+ te u 

Adarás A-B-C .imp1ica O < tb < te y 

m{AB) =' tb 

m(BC) = l lc-BI 1 

m{AC) =te 

Obviamente: 

11 {te-tb);l I = te-tb 

te = te - tb + tb 
y se da 1a: 
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Definición. Sean AB y CD segmentos. Se dice que AB es 

congruente con CD si 

m{AB) = m{CD) 

Definiremos ahora una medida para ángu1os. 

Sean a y b vectores diferentes de cexo. Entonces se -

dice que el. <(a,E} que fo:rman, es aque1 cuya nedida e 

satisface 1a ecuación 

a•b cose=-----
llal 1 llE"I 1 

y que está en e1 interva1o cerrado [0~2'1TJ y extende-
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nos ésta a la 

Def.in:ici6n. La medida de un fulgulo, es la medida del 

§ngulo que fonnan los vectores que generan sus lados. 

Una observaci6n pertinente es que si en un rayo se -

cambia el. vector que lo genera, el nuevo vector debe 

ser múltiplo POSITIVO del anterior (ya que hemos ped!_ 

do en la definici6n de rayo que te: [O,oo)), y por lo 

tanto si ay b son generadores de los lados de un §n­

gulo y a' , b' también, resul.ta que 

a' = tia Y E"• = k:b h,k E e+ 
y entonces 

rn( <(a,b)) 
_l 

cos 

_1 
cos 

a•b _1 hk a:. E" = cos 
llal 11IE"I1 hkllallllE"ll 

a'· E"· ------ = m( <(a' ,b')) 
11 a' 1 1 11 E"· 11 

es decir que: la medida del §ngulo es independiente de 

l.os vectores que se usen para generar sus l.ados. 

En vista de la definición anterior, y de la bicontinu:!:_ 

dad de l.a función 

cos : [0,2'IT] + [-1,1] 

se puede ver que existe una biyecci6n continua entre -

los rayos que eroanan·de un punto o, uno· de los cuales 



40 

se escoge caro "lado inicial" y los números reales 

(módulo 2n), que está dada por la medida del ángulo -

que forma el rayo dado =n el que se escogi6 caco "la 

do inicial" . · 

Definici6n. Sean <(a,b) y <(h,k) dos ángulos. 

Se dice que <(a,b) es congruente con <(h,k) 

( < (a,b) = < (h,k)) si m( < (a,b)) = m( < (h,k)) 

R2 2 
La transfonna.ci6n de + R que consiste en girar 

alrededor del origen un ángulo e, se puede representar 

por medio de la matriz 

feos 
A0 =\_5en ~ -~: ~) 

un vector cualquiera x~~)se trans-de manera que, si 

fonna. mediante esta matriz en otro Y = A
0
x , el §ngu1o 

e = <(X,Y) satisface la relaci6n 

c:os e X·Y 

en particular si e = n/2 

Tnh ~) =(-~) resulta ser el vector "nonna.1" 

(ortogonal) a (~) , que se obtiene cuando (~) gira so-
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bre el origen, en fu'J.gulo recto en el "sentido positivq" 

N6tese también que cCl!tO A
6 

es una matriz unitaria (de -

detenninante uno) , el taroaño de Te a coincide con el de 

a . Finahrente y para usos posteriores, remarcarerros la 

observaci6n, hecha anteriorrrente. 

"La función coseno restringida al intervalo [o, TI J ; cu­

yo rango es el intervalo [-1,1], es biyectiva y bicon-

tinua''. 

Si X es un vector distinto de cero y e es un real, ---

0e:(0,TI) 

(-=) (cos e -sen e) (~) x ...... 
~e x sen e cos e 

t~) (acose - b sen e) 
\a sen e +b cose 

-ab cos e+ b 2 sene + a2 sene + a•b cose 

(a2+ b 2)sen e 

11 xi 1 
2 

sen e > o, f!iientras que 

- - 11-xl 12 
x..a.. • A(-e)X = sen(-e) < O 

En este capítulo berros definido los conceptos primiti-

vos, algunos "definidos" y las relaciones gecraétricas 
2 

dentro de nuestro modelo R . Y derrostranos algunos -

resu1tados que usarercos más adelante. 
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capítulo III 

¡ncidencia y Estar Entre 

INCIDENCIA 

El pr:i.trer grupo de axianas de Hilbert describe las propi~ 

des de la relación de "incidencia", la cual en nuestro modelo, 

se refiere a los puntos que satisfacen la ecuación de una rec--

ta. Propiedades que nosotros intuitivamente asignam::is a lo que 

pensam:>s caro p..llltos y rectas; y que se expresan en los tres --

axianas siguientes: 

A1 Dos puntos distintos A y B detel::roinan una única línea -

recta 

A2 Toda línea tiene al menos dos puntos 

A3 Existen al menos tres puntos que no están alineados 

R2 
Afirmaci6n. Estos axianas se cumplen en el plano 

Para la demostración de la af innaci6n anterior establecem::>s 

los teoremas siguientes: 

Teorema 6. Si P 1 y P2 son puntos diferentes cualesquiera en 
2 

R hay una y solo una recta .e que pasa por ellos. 

Dem:>straci6n 
2 

Sean P1 y P2 puntos distintos en R (de donde P 2-P1 'I O) 
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Si t = O 

Si t = 1 P = P 2 es decir P 1 ,P2 E .t 

Denostrarerros ahora que es única con tal propiedad, en 

efecto 

Sea .l1 (Q0 ;'a) es una recta, .tal gue P 1 y P 2 inciaen en 

el.la, es decir, existen S1 y S2 E R tales que 

P1 = Qo + S1 a 

P2 = Qo + S2 a 

restando P 2 -P1 = (S2-s1)a , por lo cual P 2-P1 es para­

·lelo -a a 
Ahora bien, considerando los resultados de los lemas 1 

y 2 dE!l'Ostrados en el capítulo anterior; en la ecua-­

ción de la recta poderros cambiar el punto de apoyo, o 

cambiar el vector de dirección por otro vectos no nulo 

y paralelo a éste. 

Caro P1 E .i1 

.t1 = .t1 <Qo ¡a) = .t1 <P1 ¡a) 

Y .l1 ~ .l1 (P¡ ¡a) = .i1 (P¡ ¡P2-P1) .t1 que es lo que que-

ra:ios derostrar. + 
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Teorema 7. Toda recta tiene al menos dos puntos. 

Dem::>straci6n. 

Sea .t(P0 ;a) una recta. 

Ya que para cada te: R , .e. tiene un punto, .e. tiene al me 

nos dos puntos. (¡y muchos rn§.s ¡) 

R2 
Teorema 8. Existen al ~os tres puntos P 1 ,P2 ~ P 3 en 

. que no están alineados. 

Dernostraci6n. 

+ 

2 
Sean P1 y P2 puntos distintos en R y sea .t(P1 ,P2-P1) 

la Gnica recta que los =ntiene. 

Sea Pn un vector no cero y ortogonal al vector P2-P1 , -

(su· existencia está garantizada por el teorema 4) 

Entonces P 3 = P1 + Pn ¡f. .e. ya que si P 3 e: .e, 
P3 = P1 + Pn = P 1 + t 0 (P2-P1), es decir 

Pn = t 0 (P2-P1 ) por lo que 

Pn•Pn = Pn•to (P2-P1) = O lo que es absurdo (ya que -

Pn·Pn = 1IPnll2 es diferente de cezo) 

Dado que la futi.ca recta que contiene tanto a P1 ccmo a 

P2 es R.., y R.. no contiene a P3; P1 , P2 y P 3 no pueden 

estar alineados. + 
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.ESTAR ENTRE 

Ahora, demostrarerros que nuestro rrodel.o también satisface 

otro de los conceptos "intuitivos" de la geanetria, el. cual. -

se refiere a los puntos que se enC'-leiltran sobre una línea; es 

ta relación es l.a de "estar entre". 

El siguiente grupo de axicmas describe las propiedades de 

esta rel.aci6n. 

B1 Si A,B y e son puntos de una recta y B está entre A y 

e, entonces B está entre e y A. 

B2 Si A y C son dos puntos de una recta, entonces exis-­

ten B y D tales que B está entre A y e y e está entre 

Ay D. 

B3 De cualesquiera tres puntos situados sobre una recta, 

hay uno y s6lo uno que está entre los otros dos. 

B4 (Separación de planos) Para toda línea .e, y para cua­

l.esquiera puntos A,B y e que no están en .l; 

l.) Si A y B están del. misrco l.ado de .e.., y B-y e -

estful del. rnism::> l.ado de .f.., entonces A y e es­

tán del. misrco lado de .e. 
2) Si A y B están en l.ados opuestos de .e, y B y 

e están de iados opuestos de .e, entonces A y 

e están del. misrco l.ado de ,e . 
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:F;stas p:i:opiedndes, se demuestran en l..os siguientes teore-

mas. 

Teorema 9. Si A,B y e son puntos de l..a recta l.CP0 ;a) y -­

A-B-C, entonces C-B-A 

Danostraci6n. 

Dado que "estar entre" se define caro l..a disyunci6n de 

dos.enunciados y saberros que: 

p 'V Q - Q V p 

"Resulta que 

ta<tb<tc 6 tc<tb<ta 

Si y s61o si 

te < tb < ta 6 ta < tb < te que es lo que quer~ 

nos deroostrar. + 

Teorema. 10. Si Ay e son dos puntos de la recta .e, enton-­

ces eyisten B y D en .l tales que A-B-C y · A-C-D 

Dennstraci6n. 

So-a f.. {A;C-A) C-A ~ O ya que-e 'F A 

Entonces si 

B =A+ ~ (C-A) 

Y. D = A + 2 (C-A) 
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resulta que O < t < 1, y O < 1 < 2 lo cual implica que 

A-B-C y A-C-D CC1ID se quer.fa. de.riostrar. + 

Teorema 11. Si A,B y e son tres puntos diferentes sobre .e., 
hay uno y sólo uno que está entre. 

Dem::>straci6n. 

Sean A,B y C e: .f., ta,tb,tc sus parámetros. Entonces --

con base en las propiei!ades de los núm9ros reales sabe 

nos que, hay uno y s6lo uno que está entre los otros -

dos. + 

Teorema 12.. Para toda línea .e., y para cualesquiera puntos 

A,B y e que no están en .e.. 
1} Si A y B están del rnisrro lado de .e., y B y e est& -

del misrro lado de .e., entonces A y e están del rnisrro 

lado de .e.. 
2) Si A y B están de lados opuestos de .e. y B y e están 

de lados opuestos de .e, entonces A y e est§n del -

misrro lado de .e. 
Derrostraci6n. 

1} Sea E uno de los serniplanos generados por .e. y sea -
2 .e. = {Pe: R ; N· (P-P0 ) = O} la ecuaci6n de la recta. 
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Suponganos A,B E E+ (De manera análoga se puede -

hacer la dem:Jstraci6n para ·r-) 

Por lo cual 

N• (A-Po) > O y 

N• (B-Po) > O 

Además, cc:m::> B y e est§n de1 rnisno lado de .e., y - · 

B E ·r+, entonces e tambiél está en "f+, es decir 

N• (C-Po) > O 

Por lo tanto A y e est§n de1 mism:> lado de .f... 

2) Sean ·r+ y I:- los semiplanos generados por .e.. Dado 

que A y B est§n en lados opuestos de l.. 

Supondremos que A e: t+_y BE 't- . 

De manera similar se puede hacer la delrostración 

de1 otro caso. 

EntonC:es 

N• (A-Po) > O y 

N• (B-Po) < O 

Si B E E"-, carro B y e están en lados opuestos de 

· .e., tenaros que · 

N• (C-Po) > O, es decir C e: 1:+ 

De donde A y C e: °E+, por lo cual A y C están del 

mi.sao lado de .e., que es lo que queremos darostrar + 



49 

pbservaci6n.- Estas dernostraciones son equivalentes a la-. 

afiJ:maci6n de que ·r+ ,·E- y .e. constituyen una partici6n de1 

_plano, l.o gue ya se dernostr6 anterionnente. 

El. axiana al. que se refiere este últ.i.rro teorema puede ex-­

presarse de la manera siguiente: 

1\x.i.cma de Pasch. Sean A,B y C tres puntos que no están al..:f:_ 

neados: y sea i.. una recta situada en el plano ABC y que no 

pasa por ninguno de los puntos A,B,C. Entonces, si la rec­

ta .e. pasa a traves de un punto del segmento AB, también~ 

sarci a trav/Ss de un punto del segmento BC o por un punto -

de1 segmento ·AC". 

Este axicma también se satisface en nuestro xrodelo. 

En efecto. Dado que la recta .e. pasa a través de un punto -

de1 segmento AB, entonces A y B están en lados opuestos -­

con respecto a i.., es decir, es~ en diferente semipl.ano. 

l\denás caro i.. no pasa por ninguno de los tres puntos, e no 

está sobre la recta .e. y por lo tanto debe estar en al.guno 

de l.os semiplanos generados por .e. 
Considerazros que C está del mismo lado que B 1 y SU:EXJngaxros 

que By e E E~, entonces A e t+ . 

Caro ya derrostramos anterio:r:mente que los sernipl.anos son -' 
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conjuntos convexos, resulta que el segmento BC está con~ 

nido en r:... • 

La intersecci6n del segmento AC con .e es no vacía. 
,_ 

En el caso de que e estuviera del. misno lado que A, el -
' 

segmento AC estaría contenido en ·r+ y la intersección del. 

segmento BC con .e sería diferente del vacío. 
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~pítu1o rv 

·Congruencia y Continuidad 

ttlNGRI.JENCIA 

l:a idea ":intuitiva" de "congruencia", _para cualesquiera dos 

figuras es sianp.re 1a misma. 

Dos figuras son congruentes si son "iguales". (Semejantes -

oon raz6n de semejanza igua1a1). 

En nuestro nodel.o, la re1aci6n de congruencia, se define to 

mando en cuenta el. concepto de "medida" o "tamaño", de un seg-­

mento o de un .fulgulo. 

cuando decimos que un segrrento AB es congruente con el seg­

mento CD, en realidad quererros decir que la longitud de CD es -

la misma. que la de AB. El concepto de "medida" entre segrrentos 

establece lIDa relaci6n biyectiva entre los puntos de cualquier 

línea y los nfuneros reales, da.dos un punto distinguido (origen) 

y una escala. 

A cont:inuación dem:>strarerros, que l.a rel.aci6n de congruen-­

cia entre segmentos satisface los axiomas siguientes: 

C1 Dado un segmento AB y A' un punto, en toda l.ínea que p~ 

sa por A' existen dos puntos B1 y B2 tales que: 
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i) B¡ - A/ - Bz 

ii) B¡A' :: .AB :: A'B2 

En efecto. Sea .e. una recta que pasa por A' . 

Luego .t se puede apoyar en A' (Por e1 1ema 1) , y se ~ 

de pensar generada por un vector unitario u. 

Entonces, si 

B¡ =A' a. u 

B2 =A' + a. u en donde a. = m(AB) .::_O 

resulta que 

- a < O < a. , es decir B¡-A'~B2 

y m(B¡A') 

m(A'B2) 

11- a ~ 11 = 1- a.I 
l la ~11 = !al =a. 

=a 

De donde m(B¡A') = a = m(A'B2), por definición de a, 

por 1o que B¡A' = AB = A'B2 

C2 Sean .AB, A'B' y A 11B" segrn::mtos. Entonces 

.AB = A'B' y AB = A 11B 11 irop1ica que A'B 1 = .A11B 11 

Lo que :resu1ta obvio, en vista de· que 1as congruencias 

geanétricas se traducen en igualdades entre nGmeros. 

+ 

C3 Sean AB y A 'B' segnentos y e y e• puntos en cada uno de 

e1los ta1es que AC :: A'C' y CB :: C'B' 

Entonces AB = A'B' • 



En efecto. 

De donde 

m(AC) = m(A'C') = m1 

m(CB) = m(C'B') = m2 

m(AB) = m(AC) + m(CB) 

= m1 + ID2· 

= m(A'C') + m(C'B') 

= m(A'B') 

lo cual. implica m(AB) = m(A'B') 
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+ 

Vareos a dem::>strar ahora, que la relación de congruencia de 

ángulos, satisface los axianas de congruencia de la g~ 

tr!a. 

Teorema 1.3. Sea < (h ,k) un ángul.o dado; .e una recta, ·k uno 

de los serniplanos definidos por .e y ~ un rayo sobre .e • -

Entonces existe un único rayo "f+ tal. que < (h,k) es con<JrUe!!. 
+ + . + te al §ngul.o que fo:onan r+ y ra y tal. que un punto de r+(al 

menos) esta. en el semi.plano ·~ • 

Derostraci6n. 

En efecto. Sean i:1 y °i:2 dos rayos que emanan del mismo 

punto; e la iredida del. ángulo que fo:i:man; h y k vecto-
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res que los generan y que usarercos para denotar a los. 

respectivos rayos. F.s decir: 

e = m(< (h,k) ) 

+ 
Sea ra = P 0P 0 + a un rayo en la recta f., (que sin nin9!:!. 

A 

na pérdida de generalidad puede suponerse cc:no f. (P 0 ; a) ) 

y ·¿· uno de los saniplanos que f. dete:croina. (tampoco se -

pierde generalidad al. suponer que ·¿ es precisamente E+, 

ya que si no fuera así, es decir, ·E = ·E-, el simple cam 

bio de e por -e en todo el argumento que se sigue, da­

ría la demostraci6n que se requiere en este caso). 

Se debe darostrar que existe un único rayo r+ que sal.e 

de Po y tal que: 

. + + 
J.) El ángulo que forman r+ con ra es congruente 

con < (h,k) • (Sus mortidas son iguales) y 

ii) Todo rayo t:+' con excepci6n de P 0 , está conteni 

do en E+ 
... 

Se construyen Q~ y Q+ caro sigue Q~ = A0 a en donde 

A
0 

es 1a matriz asociada a la rotaci6n de un ángulo e, 

alrededor del origen y en sentido positivo, y 

•••• '!..- (1) 
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Supondreros que Po = (;) y que a= (~) (a2 + b 2 = 1), 

con 1.o que la relaci6n (1) queda 

Q = + 
+ (

cose 
sen e -sen_e) (ª) 

cos 0 b 

( 
x 0 + a cos e -b sen e ) 
Yo a sen e +b cos e 

de lo que sigue: 

_l 
ces 

_l 
= ces 

A 

(Q+ - P 0) • (P0 + a - Po) 

l IQ+- Po 11 l IPo + ~ - Po 11 

Q' a _1 + - cos (Q~ 
llQ~ll 11.;l I 

_l (ª cos e -b sen ~) (~) = cos a sen e +b cos 

A 

a) 

_l [ = cos (a2 + b 2) cos e J = e, lo que 

dennrestra la primara parte. 
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Si suponecros ahora que P es un punto cualquiera del. 
+ rayo r + que no sea Po, sabel:ros que 

P = Po + t Q~ para algGn t e: R+ 

y por l.o cual 

N•(P-Po) = N(Po.+ t Q~ - Po) = t N Q~ 

=t (-~) (: ~ ~ ~~ ~~ ~) 
= t [-ab cos e + b 2 sen e + a2 sen e + ab cos e] 

= t(a2 + b 2 ) sen e t sen e y ccmo 

V e e:(O,~) sen e> O, N•(P-Po} >o 

es decir Pe: E+ con lo que tennina la dem:::>straci6n de 

la existencia. Por lo que hace a la unicidad, v&ise 

la obse.rvaci6n en la ~g. 24 

Con lo cual queda demostrado. + 

El segundo axiana de congruencia de fulgulos, el cual dice 

que: "cual.quier fuigulo es congruente consigo mismo". Se -

d.enn.J.estra trivialmente, dado que todo ángulo tiene igual. 

nm.ida. que el misrro. 

Teo:i:ana 14. (Criterio IAL). Sean ABC y A'B'C' dos trian~ 
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1os tales que el segmento AB es congruente al segmento --

A' B' , el. segmento IV:::. es congruente al segmento A' e' y el. 

< B1\C es congruente al < B 'A' e' . Entonces el < ABC es --

congruente al < A 'B 'e' y el < ACB es congruente al ---

< A'C'B'. 

Demostraci6n. 

Observem::>s primero que si A,B y e son tres puntos -

no alineados, el < BAC es por definición .Át3 u AC y 

su ne:llda resulta ser m(<(B-A, C-A)), es decir 

e = cos l (B-A) • ( C-A) 

l IB-AI 1 l lc-AI 1 

- 1 h. k 
= cos 

llilll llk"ll 
Stlp:)ngamos que el triángulo ABC y el triángulo 

A'B'C' se cumple que 

llilll 
ll'kll 

llil'll 
llk"'ll 

y m(< (h,k)) = m{< (h', k')) 

Entonces debe suceder que 11 ll I 
y que 

11.e· 11 



m(k,l°} = m(k' ;i:•) 

m(h,l°) = m<h' ,r•) 
Nótese que de 1as hip!5tesis 

h•k = h' · k' y que 

E=K"-Ií 

I·= K' - h' 

por 1o cual. 

l lrl l 2 = l IJ~l 12 
+ llilll 2 - 2 lC h 

= l IK"' 11
2
+ l lh'' 11

2
- 2 k'h' =· 11r· 11

2 

- "1F\ k' • Z __ lC • CK"-fi) m(< (k,.._,) = 
11 k'll 11 l"ll 11 k'I 1 11 l"ll 

l IK"I 1
2

- K"il 

llk'llll:lll 

2 
l IK°' l I - K°'Ií' 

l lk'~ 111ll"'11 
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k' • (K°'-il' > = K'' • l"' = m(k' ,.e.,) 
1 1 k' 1 111 r· 11 1 1 k' 1111 r· 11 . 

m(<(il,l") > ~ n · l" . _ h· CK"-@ 

llilll lll'll lliilll ll"ll 

= Iík'-llh'll
2
= n•K"• -llii'll

2 

llh'I 11 IZI 1 lln' 11 11r· 11 
11•. ck'•-Ií• > '!::'.""• • ..,,.., .. 

. =;: n .... =m(<(h',i:')) 
11 h' 1 111 r~ 11. 11 h' 1111.e.,• 11 
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es decir que el "criterio IAL", tarnbiful se cumple· 

en nuestxo nodelo universal. + 

o:mo poderos obseJ:Var la relaci6n de congruencia entre seg­

mentos y fuigulos cumple con la.::;"'propiedades siguientes: 

1) AB - AB 

< (h,k) - < (h,k) (propiedad reflexiva) 

2) Si AB - CD, entonces CD - AB 

Si <(h,k) - <(r,S) , entonces <(r,s) - <(h,k) 

(propiedad s:i.nétrica) 

3) Si AB _ CD y CD - EF entonces AB - EF 

si <Cii,k"> _ «r,s> Y «r,s> _ «i?.éi> 
entonces <(h,k) ::: <(p,q) 

(propiedad transitiva) 

Por tanto, la relaci6n de "congruencia" es una relaci6n de 

equivalencia. 

o:NTINUIDAD 

Imaginem:>s los puntos en una recta l.. caro los elementos . 

Msicos del continuo. Al definir una m=dida para los s~ 

tos, establ.ecemos una correspondencia entre los núneros ~ 

les, en donde la relación x < y indica un orden entre los -

puntos del segnento y la expresión 11x-y11 significa la di~ 



60 

tancia entre el. punto x y el punto y. 

Además podemos observar que cada segmento de una recta 

corresponde a un intervalo cerrado, en el. cual a los puntos 

extremos del. segrrento le corres:i;onden los valores extrem::>s 

del intervalo. 

Consideraremos ahora los axianas de continuidad y hare-

rros ver que en nuestro m::xlelo tambi€n se satisfacen tales -

axic:mas. 

H 1 Sean A,A1 y B tres puntos colineales tales que --­

A-A1-B. Existen en el rayo AB puntos A= Ao,A1, ••• 

An tales que: 

i)" Ai-i Ai es congruente con AA1 para cada. i; y 

ii) A-B-Ano para alguna noe: N 

En efecto. sea: 
,..· 

· {P =A+ ta, te: [o,~)} el rayo AB, 
entonces: existe _ > O y m e: R tal que 

Ao=A+O•a 

Ai = A + E • a 
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Si paran= 2,3, ••• 

A3 =A+ 3?: a 

An =A+ n=: a 

Por la propiedad an;p1irrediana de-1.os ..n.Grre:ros reales sa 

be.nX>s que existe un n 0 E: N tal que O < m < n 0 E y ento!!_ 

ces A-B-Ano caoo se quería derrostrar. Por otra parte -

para cada i = 1,2, .•• , la medida del segmento Ai-lAi 

es E y por lo tanto cada uno de ellos es congruente --

+ 

H2 Sea AB un segrrento y sean {An} y {Bn} dos sucesiones 

de puntos interiores de AB , con las propiedades si-­

guientes: 

a) El segrrento AñBñ" está situado en el interior del 

segnento An-iBn-1 

b) No existe ningún-segmento cuyos pnntos extrercos ~ 

tenezcan a todos los segmentos AnBn • 

Entonces existe un único pnnto x ccmún a todos los Se.2_ 

mentas AnBn 



Para dercostrar que este axioma también es un teorema en 

nuestro m:x'lelo, requerirnos del axiatla de los encajes de 

intervalos que se cumple en R y que dice que: 
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E. Sea { [an,bnj ¡ ne: N } una colecci6n de intervalos ce 

rrados tales que para toda ne: N, 

n [an,bn] ~ cfi 
ne:N 

y haceros la siguiente: 

Observaci6n. Ia. hip6tesis f-an,bn] ::>.[ªn+l 'bn+1] 
' 

implica que V m: N an < b 
n 

Corolario. Sea n ,m e N y supondrenos que n < m 

Entonces an ~ am _s. bm ~ bn, es decir que V n. rn e: N 

an < bn o sea que cada ai es cota inferior de 

{bn ¡ ne: N} y rec5".procaroonte cada bj es cota superior 

de {an ¡ ne: N} 

Corolario. Si t 1 y t 2 e: R (t1 < t 2 ) son dos ntlmel::os 

tales que ti e: n [an,bn] 
ne:N 

V n e: N 

i = 1,2, 

an _s. t 1 < t 2 _s. bn y por lo tanto 

[t1 ,tz]C n [an,bn] 
ne:N 

entonces 



63 

Regresando al axiana H2 de continuidad de la geametr~a, 

notamos que si la recta que contiene a todos los seg-­

mantos [an.,bn] ne: N es .t(P0 ;;) entonces para cada --­

an existe un sn e: R tal que 

an = Po + sn a 

y análogamente, para cada bn existe tm e: R tal que 
A 

bm = Po + tm a: y las hip6tesis implican que 

1os intervalos cerrados Csn, tn J satisfacen las hip6te 

sis del axiana de los encajes de intervalos y que 

n [sn,tn::J s6lo consta de un punto 
ne:N 

(es no vacj'.a caro conclu:inos del axicma) y no puede~ 

ner dos puntos, ya que entonces contendría un interva-

1o cerrado, el cual. define un segmento contenido en ~ 

do segm¡mto [ an ,bn ::J lo que viola J_a segunda hipótesis 

del axic:ma de la gea:netría que estamos considerando. + 

caro consecuencia de estos axianas, poderros decir que 

un segrcento puede prolongarse indefinidamente en ambos 

sentidos, y que no existen vacíos en la recta. 
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.Capítulo V 

Paralelisrro 

PARALELISMO 

Finalmente llegam::>s al "axiana de paralelas" del cual tana-· 

nos una de las versiones más conocidas (proposiciones equival~ 

tes) que se suele designar corro el "axioma de Playfair", que d! 

ce que: 

Si .e. es una recta y P un pmito que no está en .e., entonces -

existe una Gnica recta .e.' , tal que: 

i) Pe: f.' y 

ii) .e.' es paralela a .e. 
La derrostraci6n de este axioma, que fue tan controvertido -

en el pasado, resulta ser· una cuesti6n trivial en nuestro xoode-

lo. En efecto: 

Derrosti:aci6n. 
A 

Sea .t(P0 ;a) una recta y Pi .e un punto. Definimos--
A 

l.' = .l.' (P;a). 

Evidentanente se trata de una recta que pasa por P y -

que es paralela a .e. 
A 

Por lo que hace a 1a unicidad suponerros que .l."(Q;b) 
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es otra recta con tales propiedades. Entonces, puesto 

que pasa por P, puede tanarse éste com::> punto de apo-

yo, es decir 

A 

l.." = l.." (P; b) y cano l.." es paralela a .e.; b es parale-
A A 

lo a a y por lo tanto l.." = l.." {P; a) = .e. + 

Este postula.do sólo se ctnnple en el plano euc1idiano. 

Durante mucho tiernp:J esta proposición se consider6 com::> -

una ley natural. Sin embargo, en el siglo XIX I.obachevski, -­

Bolyai y Gauss descubrieron que se puede obtener una teoría ~ 

teuática perfectamente consistente comenzando con un postulado 

que enuncia que las paralelas siempre existen, pero niega que 

son únicos. 

El postulado de la:s paralelas de Lobachevski. Dada una H.-

nea .e. y un punto P fuera de l.., hay cuando menos dos llllea.s -­

.e.' , l.." que contienen a P y son paralelas a .e.. 
Existe sin errbargo, otra teoría rna:temática que no niega la 

unicidad de las paralelas, sino su existencia. 

El postulado de las paralelas de Riemann. No existen dos 

líneas en .el mism::> plano que sean paralelas. 

Estos dos postulados junto con el de pa.ralel.:isnD nos dan -

tres ciases de "geometría plana". Cada una de ellas, por su-
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puesto, requiere otros postulados, pero la diferencia fundarren. 

tal de ellos se basa en este de las paralelas. 

Para poder describir algunas diferencias, haremos referen­

cia a dos rrodelos matemáticos en los que el postulado de las -

paralelas de Euclides falla. 

M)DEID DE POINCARE 

El rrodelo de Poincare, satisface los postulados de la geo­

metría euclidiana a excepci6n del postulado de las paralelas. 

ESte rrodelo satisface los postulados de la gecmetría. de ----~ 

Lobachevski. 

considere un círculo fijo e en un plano euclidiano. Supon~ 

rros por razones de conveniencia, que el radio de e es l. Sea -

E el interior de C. 

Mediante un círculo -L significam:is un círculo C' que es -

ortogonal a e. CUando decimos que dos círculos son ortogonales 

significarros que sus tangentes en cada punto de intersección -

son perpendiculares. 

Los puntos de nuestro plano -L serán los puntos del inte-­

rior E de.e. Por una línea -L significarros la intersecci6n de 

E y un círculo -L o la intersección de E y un diámetro de C. 

Necesitaroos enseguida defi.'1.ir distancia y medida angular. 
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Por cada par de puntos x,y ya sea sobre e o en el interior 

de e, sea xy la distancia euclidiana usual. Note que si R y S 

son puntos sobre e y T y U son puntos de nuestro plano -L ---­

(puntos interiores a C), entonces R y S son puntos del plano -

euclidiano con el que comenzanos. Por lo tanto las distancias 

TS,TR,US,UR están definidas. Usaremos estas cuatro distancias 

para definir una nueva distancia d(T,U) en nuestro "plano" E , 

por la f6rmula siguiente: 

d (T,U) = 1 loge 
TR/TS 

UR/US 

La medida angular en este rrodelo coincide con la medida -­

del ángulo euclidiano. 

Es un hecho que la estructura resultante satisface los ~-

axiomas de "incidencia", "estar entre", y "congruencia" inclu-

yendo el criterio LAL. Sin embri-rgo, algunos teoremas son bas-­

tante diferentes a los teoremas análogos de la geometría eucli 

diana. Por ejemplo: 

(1) Ningún cuadrilátero es un rectángulo. De hecho, si un 

cuadrilátero tiene tres ángulos rectos, el cuarto án~ 

lo siempre es agudo. 

(2) Para cualquier triángulo, la suma de las medidas de --
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l.os §ngul.os siercpre es menor que ir 

(3) No existen dos tri.§ngul.os que sean similares, eJ«::epto -

en el. cas6 de que sean congruentes. 

M>JEID· ESEERIOO 

Este node1o esférico, ·satisface los axiomas de l.a geanetría 

Riemanniana. 

Sea V l.a superficie de una esfera en el. espacio. Poderros ~ 

poner que el. radio de V es igual. a 1. Un círculo mayor es un -

c1rcu1o que es l.a interseoci6n de V con un pl.ano que pasa a ~ 

v€s de, su centro. Si T y U son puntos cual.esquiera de V, enton­

ces l.a trayectoria más corta sobre l.a superficie que une T con 

U es un arco de un cll-cu1o mayor. 

Podem:>s ercpezar a definir una el.ase de "gearretría plana" en 

V tanando círculos mayores ccmo nuestras l.1neas. En este esque­

ma tamar:Larros l.a longitud de l.a trayectoria más corta entre ca­

da par de puntos caro l.a distancia entre los dos puntos. E1 si~ 

tema resultante tiene algunas de 1as propiedades que esperarnos 

en l.a geanetría plana. Nuestra "georretría" presenta las sigui~ 

tes propiedades: 

(1) Dos puntos no detenninan necesariamente una "-línea". -

Por 1os polos norte y sur N y s están lln número mfini-
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.to de cS'.rcul.os mayores. 

(2) Aunque nuestras "1!neas" nunca 11egan a su fin en ni!!, 

g1ln pmito, son, "5in embargo, finitas en extensi6n. 

(3) El concepto de val.ores inte:anedios, en la foxma en -­

que estarros acostumbrados a él, fa1la COitpletarrente. 

(4) La pei:pendicular a una 1!nea, desde t.m punto externo, 

siercpre existe, pero no es necesariamente única. 

(5) Algunos ~os tienen dos ángulos rectos. 
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CONCLUSIONES 

2 
Después de haber demostrado, que nuestro m:Xl.elo R sa-:' 

tisface los axianas de Hilbert, concluircos que estos axio--

1!8.S son un conjunto cat:eg6rico. 

Los gru¡:x:>s de postulados categóricos son bastante raros, 

cuando escrib.invs un conjunto de postulados, lo hacerros no 

para obtener una descripción de un sistema particular, sino 

preci.Sanente con el propósito opuesto. 

El valor de estos postulados está en su generalidad: -­

describen un aspecto canGn de varios sistemas matemáticos. 
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