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INTRODUCCION

En el tiempo de Euclides, y durante mis de 2000 afos des
puds, los postulados de la geametria se consideraron camo ——
verdades autoevidentes acerca del espacio fisico; y la gecme
tria se consideraba camo una clase de fisica puramente deduc
tiva. Camenzando con las verdades que eran autoevidentes, —
los getmetras consideraron que estaban deduciendo otras ver-
dades mas oscuras sin la posibilidad de error.

Sin embargo, con el desarrollo de la geametria hiperbS5li
ca, este punto de vista se hizo insostenible. Se contaba va
con dos sistemas de geametria diferentes y mutuamente incom—
patibles. Cada uno de ellos es matemiticamente autoconsisten
te y autocompatible con nuestras observaciones del mundo £fi-
sico. De este punto en adelénte, la discusidn se efectus en
t&rminos bastante diferentes. Ahora pensamos no en una geome
tria tnica, fisicamente "cierta", sino de un nmero de geome
trias matemiticas, cada una de las cuales resulta ser una ~—
aproximacién del espacio fisico, y cada una de ellas puede -
ser Gtil en diferentes investigaciones fisicas.

De cualquier forma las matemfiticas modernas usan los pos

tulados camo descripciones de estructuras matemfiticas. Su va



Jdor consist:e en el hecho de que son ayudas practicas en el -
estudio de|las estructuras matemfticas que describen.

Sucede |algunas veces que un grupo de postulados da una -
descripcidn completa de una estructura matemitica, en el sen
tido de que dos estructuras cualesquiera que satisfagan to—
dos los postulados son "esencialmente las mismas".

Para estructura algebraica, esta relacifn se da, cuando
podemos establecer wna correspondencia directa, que preserve
las operaciones y relaciones definidas en ambas.

En nuestro caso demostraremos que el plano RZ junto con
las operaciones de suma y producto esuninodelodelagecxre—
tria y que| los axicmas de Hilbert es un grupo de postulados.

algebraicos categdrico.

En el primer capitulo introducimos el concepto de catego
ricidad, el segundo capitulo construimos nuestro modelo -
RZ; vy en los Gltimos 'capitulos demostramos que nuestro mo—
delo pres las relaciones de "incidencia®™, "estar entre",
vy “congruehcia™ de la geometria ademis del paralelismo y la
contimiidad, con lo cual concluimos la categoricidad de los
axiomas de| Hilbert.




Capitulo I

Categoricidad
CATEGORICIDAD

Siendo el objetivo central de esta tesis el hacer ver la
categoricidad de los axiomas de Hilbert, comenzaremos por in
troducir el concepto de "categoricidad".

Definicifn.— Se dice que una "definicién" es categbrica
si cualesquiera dos objetos que la satisfacen son' isomorfos.
Ejeuplo 1

"Definicién"” Se llama campo de los nlmeros reales a todo

campo ordenado linealmente en dorde todo subconjunto no

vacio tenga supremo.

Esta es una "definicidn" categbrica lo que en anfdlisis -

se expresa diciendo que el conjunto de los reales es Gni

co excepto por isoformismos.

Contraejemplo 2 -

"Definicidén" Se llama grupo a un conjunto G con una ope—

racidn asociativa tal que:

1) Existe e tal que ea =a ¥aceG

-1
2) Para cada a ¢ CGexiste a a=e



Esta "definicién" no es categbrica, como puede verse notan
do que el {o} es un grupc y {Z, + } tambi&n. Evidentemen-—
te estos grupos no son iscmorfos ya que tienen distinto nG
mero de elementos.

Ejemplo 3
"Definicitn"” Se llama dominio entero bien ordenado a todo
daminioc entero en clase positiva bien ordenada.
Ia "definicifn" es categdrica. El @Gnico conjunto gue la sa
tisface es {2, +, .}

pe
En la definicifn anterior se introduce el concepto de iso-

s

. formismo, por lo que daremos 1a/ siguiente definicibn, (que

especializamos de una vez, paré. su uso en esta tesis).
Definicifn Sean S; , S; dos sistemas que constan de los -~
conjuntos,

P y P' conjuntos de puntos

R y R' conjuntos de rectas

S y S$' conjuntos de segmentos

A y A' conjuntos de &ngulos
v las relaciones siguié.ntes:

7

1 e I' relaciones de incidencia IC P x R

I'Cc P x R’



Ey L’ relaciones de estar entre ECP x (P x P)
E'CP' x (P' x P")
Cs y Cs' relaciones de congruencia entre segmentos
CtsCS x S
C'sCS' x S’.
‘Ca y Ca' relaciones de congruencia entre &ngulos
.CaCA x A
C'laCA' x A!
Se dice que S8; y S, son isomorfos si existe una funcifn -
biyectiva '
fs 31 -+ .85

tal que £ i:estringida a cada conjunto de S; y S; es biyec

'.ti\'ray{.:alque

® 8 eT<=>(f (@, £ (eI

(B, (B,C)) e E<=> (£ (B), (£ A), £ CNe E

(3B, D) e Cs < —> (£ (RB), £ (@ ) e C's

(< a, <-a') eCa<=> (f (<o), £ (<a') ) eC'a
es decir que "f es wna funcién biyectiva que preserva la —
vestructura". ‘
Pefinicién. Un sistema axicmitico es categbrico si cuales—

quiera dos modelos que lo satisfacen son iscmorfos.



Contraejemplo 4
"Definicibn" Se l1lama geometrfa de incidencia a un siste
ma que consiste de lo sigquiente:
i) Un conjunto P (punto)
ii) Un conjun.to R (rectas) -
iii) Una relacién TCTP xR (incidencia)
tales que se satisfacen:
Axioma 1. Por dos puntos pasa una recta y solo una
Axioma 2. Toda recta tiene al menos dos punbos
Axiama 3. Existen al menos tres puntos no alineados
'Ia "definicibn"” no es categdrica. En efecto si
M; = {P, R, T} en donde
‘P

1

{a, b, c}
R

l

{(a,p), (a,0), (b,c)}

v la relacidn de incidencia es:

"Un punto estd en una recta si camo conjunto esta éonten_:_n_: -
do en ella", es decir: la relacién de incidencia es la de-,.
contencidn.

(ae (a,b) ;ag (b)) y

My
P’

{ P, R', I'} en donde

"{ a, b, ¢, d}
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R' = { (a,b), (a,0), (a2,9), (b,c), (b,d), (c,A)}
I' es la contencidn en el mismo sentido que el ante—
rior.
Entonces es ficil ver que tanto M; como M, son gecmetrias
de incidencia. (No iscmorfés porque los conjuntos P y P!,
R y R' tienen diferente nGmero de elementos) .
Ejemplo S5
Se llama geometria plana de Euclides a un sistema que cons
ta -de dos conjuntos: ‘
P el conjunto de los puntos, y
R el conjunto de las rectas
con las relaciones de:
Incidencia ICP x R
Oongruenc:.a entre segmentos, C;C Seg. % Seg.
Congruencia entre &ngulos, C,Cang. x Ang. ("segmen
tos" y "angulos" son concéptos definidos a partir de
Py R, asf camo "semiplanos" o "lados de una recta",
"trié.ngulos", etc.)
Relacién de estar entre, ECP % (P x P) con .los axio—
mas (Hilbert). . '
A; Dos pufxtos distintos Ay B dete.ﬁm‘.nan una Gnica ——

recta.



Ay

Ag

By

B3

B,

ii)

&)

i1

Toda linga tiene al menos dos puntos.

Existen al menos tres puntos que no estén alinea
dos.

Si A, B y C son puntos de una recta y B estd en—
tre A y C, entonces B estd entre C y A.

Si A y C son dos puntos de una recta, entonces -
existen By D tales que B estd entre Ay Cy C -
eété entre.A y D.

De cualesquiera tres puntos situados sobre una -
recta, hay uno y s5lo uno que esti entre los ——
otros dos.

(Separaci6n de planos) Para toda linea £, y para
cualesquiera puntos A, B y C que no estin en £.
Si A v B estin del mismo lado de £ y B y C estén
del mismo lado de £, entonces A y C estin del —
mismo lado de £. '

Si A v B estin en lados opuestos de £ y By C es

" t&n de lados opuestos de £, entonces A y C estén

del mismo lado de £.
Dado un segmento AB y un punto A'. Sobre toda 1%

nea que pasa por A' existen dos puntos B'1 y B';
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tales que A' esti entre B'; y B', y el segmento
AB es congruente a cada uno de los segmentos A'B';
y A'B",

Sean AB, A'B' y A"B" segmentos. Si el segmento —-—
A'B" es congruente al segmento AB, y el segmento
A"B" es congruente al segmento AB, entonces el —
segmento A'B' es congruente al segmento ATB"

Si B es un punto del segmento AC y B' es un punto
del segmento A'C', y el segmento 2B es congruente
al segmento A'B', v el segmento BC es congruente -
al segmento B'C', entonces el segmento AC es con—
gruente al segmento A'C'

Sea < (h,k) un &ngulo dado; a una linea, o uno de
los semiplanos definidos por a y h' un rayo sobre
a. Entonces existe un fnico rayo k' tal que -————-
< (h,k) es congruente < (h',k') y tal que un pun-
to de k' (al menos) esti en el semiplano o
Cualquier &ngulo es congruente consigo mismo.
(Criterio LAL ). Sean ABC y A'B'C' dos trifingu—
los tales. que el segmento AB es congruente al seg
mento A™B', ¥ el segmento AC es congruente al seg
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mento A'C' y el < BAC es congruente al < B'A'C'.
Entonces el < ABC es congruente al < A'B'C' y el

< ACB es congruente al < A'C'B'

Sean A, B y A; tres puntos colineales, A; entre

A y B. Se construyen los puntos Az, Az, By, e«

tales que A; esti entre A y Ay, A, esti entre A;
y Az, Az estd entre A, y Ay, etc. y tales que --
los segmentos BA;, A Ap, AzAg, .... SOn congruen
tes. Entonces la sucesién de puntos A ,A3,B4,«..

contiene un puntc An tal que B estd entre A y An.

Sea BB un Ssegmento y sean {aAn},{Bn} dos sucesio—-
nes de puntos interiores de AB con las propieda—-—
des siguientes:

a) El segmento AnBn estd en el interior del

segmento An_1 Bn—:l , para toda n.

b) No existe ningfin segmento cuyos puntos -—-
extremos pertenezcan a todos los segmen——
tos AnBn

Entonces existe un Gnico punto x cann a todos —-

. los segmentos AnBn
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E; (VersiSn "Playfair") Sea £ una linea y A un -—
punto que no esti scbre £. Entonces existe una
Gnica linea que pasa por A y que no intersecta

a £.

Esta "definicifn" es categbrica (Ieer toda la tesis).
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Capitulo II

2
El Universo R

-NUMEROS REALES

El sistema de los nfimeros reales es un conjunto R, enel
que hay dos operaciones, adicifn y multiplicacidn, y una felg_
cién de orden, denotada por " < " y 41eida "es menor que”, que

satisfacen los axiamas siguientes:

Sy R es cerrado bajo la suma. Es decir, para todo a y b
en R, a + b pertenece a R. .
8, La adicidn en Res asociativa. Esto es, para todo a,’
bycenR, a+b) +c=a+ (b+ca).
S3 La adicién en R es commitativa. Esto es para todo a
vbenR, a+b=b+a
S, Existe un elemento en R , denominado por “@%, tal que
a+0-=a, paratodoaen'R .
S5 Para cada a en R, existe un elemento en R, llamado
el inverso aditivo de a tal que, a + (~a) =0 »
M; R es cerrado bajo la multiplicacién. Es decir, si a
ybpertenec'enaﬁ, entonces ab pertenece a R .
M; Ia multiplicacién en R es asociativa. Es decir, si «

a, by c pertenecen a R, entonces a (bc) = (a b) ¢
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M3 Ia multiplicacién en R es conmutativa. Bs decir, si a
ybpertenecenaR, entonces ab = ba

M, Existe un elemento en R , al gue denotamos por "1", -
(diferente de 0), tal que a - 1 = a para toda a en R

Ms; Para cada a en R , diferente de 0, existe un ntmero -
en R, al que denotamos por a_l, llamado el inverso

=1
multiplicativo tal que a - a =1

El siguiente axioma establece una conexifn entre las ope-
raciones de adicién y multiplicacifn, y se llama ley distribu
tiva: .

D. Para todos .a,.byc enR

a (b+c) = ab + ac

Los axiomas que rigen la relacifn de orden son:

0; Para cualesquiera dos elementos a ¥y b enR una .y SO~

lamente una de las siguientes relaciones se verifica:
a<b, a=b, b<a (Iey dé'tricotmﬁa)

O, Sia<b y b<ec entonces a < c (Ley transitiva)

03 Si a < b, entonces, para todo cenR atcs<b+c

O, Sia<b y 0 <c, entonces ac < bc

Daremos ahora el 4dltimo axioma del sistema de ilos nmeros

reales:
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L. Si S es un conjunto no vacio de elementos de R su

periormente acotado, entonces S tiene un suprémo -

enR.

ESPACTO VECTORTAL
Tomando camo base al conjunto R de 10s nfmeros reales,
(que suponemos conocido, Jjunto con toda su estructura), —
procederemos a construir RZ‘. V
Definicifn. Los elementos de R. xR = Rz son pares
ordenados de nfmeros reales. [1os elementos de R” se
denotarén como P = (x,y) & a = (a;,a»)]
Pefinicidn. (Adicitn de pares ordenados de nfimeros —
reales). Para cada a = (a;,a;) v b = (b;,by) en Rz
a+ b= (a; + b;, a, + by)
Definicidn. (Multiplicacidn de un par ordenado de nG-
meros reales por un nfimero real). Para todo a = (a;,ap)
en R® y todo r ¢ R definimos
ra = (ra,;,ra,)
.- El conjunto Rz de pares ordenados de nfmeros reales —
con las . operaciones que acabamos de definir, se llama espa
cio vectorial bidimensional. Ios elementos del espacio vec

torial se llaman vectores {o puntos) .
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Mostraremos ahora que, estas operaciones cumplen cada

una de las siguientes propiedades algebraicas

a)
b)

c)

d)

Teorama 1. Para todos 5', };, C en R2
@+b)+c=a+ (b+c) (asociatividad)
a+b=Db+a : {conmutatividad)
Hay un elemento Gnico 0 en R 2—11amado origen o elemen
to cero- con la propiedad de que

a+0=3a para todo a en Rz
Para cada Eén Rz hay un elemento (inico -E;en Rz, al

que se llama el inverso aditivo de a, con la propiedad

(-a = -(ay,az) = (-a;,-asz))
Demostracidn. »

Sean a = (a;,az), b = (by,by), © = (c1,05)

a) Por la definicién de adicibn

(@+b) +c= (a; + biras + by) + (51,02)

]

((a) + by) + c1(az + by) + ©2)

i

(a; + (by + 1), az + (by +¢3)) [S,7]

(al,az) + (bl -+ Cipy bz -+ Cz)

a+ b+

i



-b)

c)

d)

Por la definicitn de adicibén

a+ S-'—" (al,az) + (bl,bz)

]

(al + bl' a, + b2)

(by + a;, by + ay)
= (by,by) + (a;,a5)
=b +a
Sean a = (a;,a,) v 0 = (0,0)
Por la definicibdn de adicidn
a+ 0= (a;,ap) + (0,0) .

=(a1+0,a2+0)

i

(a1 ,az) = -é—

2
Supongamos que existe otro elemento en R

ta propiedad; sea este 0'

0 =0' +0
=0+ 0"
=0

Sean a = {aj,a,) , —-a= (-aj;—ay)

Por la definicitn de adicidn

a+ (-a) = (ap,ay) + (-a;, -ap)

= (a; + {(-a;), ap + {(-ay))

(0,0) =0

19
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" Aqui también se puede probar la unicidad del inver—

so. En efecto, supongams que existe otro elemento
2

en R” con esta propiedad; sea esta a*

-a=-a+0

=-a+ (@+ a*)

= (-a + a) + a* ‘ ES2]
- @+ @ 4w [s:]
=0+ a*x=a* +

Como consecuencia de este teorema, tenemos
2
Corolario R~ es un grupo aditivo abeliano.

" Veremos, ahora, las propiedades de la multiplicacifn

— 2
Teorema 2. Para todo 3, FenR "y r,sen R -

;

1) 1a=2a . .
2) (r+s)a=ra+ sa

3) r@+D =ra+ b

4) r(sa) = (rs) a
Demostracifn.

1) Esta propiedad se cumple trivialmente por el
axicma M, de los nUGmeros reales.

2) seaa = (a,,2,) yr,sen R
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Bor definicitn de la multiplicacidn

(r+s) a= (r+s) (@a,a)

((r +s) a , (x +s) ay)

(ra; + saj; , ra, + saj) . [:D:l

(ra;,raj;) + (saj,sas)

]

r(a,asz)—+ s(aj,asz) -

ra + sa

3). Sean @ = (a;,a3) , b= (b,b;) vy = enR
Por definicitn de la multiplicacidn
‘r(3+ b) =r (a3 + by, a, + by)

(r(a1 +b1) “r r(a2+ bz))

(ra; + rb; , ra, + rby) 1

(ray,ray) + (rb;,rbs)

]

= r(a;,as) + r(b;,by)
= ya + D
4) Sea a = (3,,a3) y r,s en R .
| Por definicifn de la multiplicacitn
r(sa) = r(sa;,sap)
= (rsaj;,rsas) ‘ . C
= ({rs)ay , (rs)ay) ’ EMz:] ‘
= (xrs) (al,az)

= (rs) a . +
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2
Corolario R~ con las operaciones de adicién y multi

plicacitn escalar en un espacio vectorial real.

ORTOGONALIDAD DE VECTORES
Definicifn. La longitud | |a]| de un vector a = (aj,a,)

es
lall = "a; + a,

Definicién. El producto escalar a - b , de dos vecto-
res a = (a;,a,) v b = (by,b,) estd definido por
E‘E— = albl + arb,

De acuerdo. a..estas definiciones, podemos observar que:

- 2 . 2
a-a=a1+a2

_ /S == ST
vy |la]] =" a+«a = Ta; +a,

De aqui se deduce el siguiente
. o )
Teorema 3. Para todos ay ben R™ y s enR

D |isall = |s| llall

2) |]a]] = 0 -1a igualdad solo se verifica cuande a = 0
3 |a-B| = [12]| ||bl| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

4) |2 +b]| 2 ||all + |IB]| (DPesigualdad del trif&ngulo)

Demostracién.

Sean a = (a;,a;) y b=(b;,bs)
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2)

3)

23

Hsal |

W

[l (sa,saz) || = ‘/(salf + (sa2¥
vy 2 Z  Z_
= s (a; + aj)

ST
= s ay + a,

Isl Iall

L= .2 2 2
Por definicidn |lal| > O Pero ||a|l = a; + a,

]

Sia; #0 &6 a; # 0, entonces |lal} #0
Por tanto, ||a]| = 0 implica a, =0y a, =0,
de modo que @ = (a;,a,) = (0,0) =0

Sia=0 &6 b=0, la desiqualdad se curple
trivialmente.

Supondremos a # 0 y b # 0. Entonces

0< Hubna « 11a1Bl = diBHE « 11EB - 1B11F « |15]1D)

[

i

2

Hbll Hall=l{all (vl ®G-222]|b]] [[a]]@-b)+{|a]l] |Ib]]
AR 2

2lal} Bl = 2l1a}] |iBl] G5

2[{all 1B} dlall [{pl] = &-B)

. Es decir = (a-b) < |lal| |Ib}]

O sea la-b] < liall |Ib]]
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2
4) ||+ b||=(@E+b)-@+b
2 2
= |{{all + 2 a-b + ||b}|
2 2
< {all + 211all |Bl] + |ibl]
2
= (lla}| + ||BI]
Esto implica  ||3 + Bl| = ||7]| + ||B]|

— 2 — — _— —
Corolario.Par_atodoa,beR ,a#0,b#0

-1<_a-b <1

RENE

Cbservacitn. Ia funcidn coseno restringida al inter-

valo [0,7} ; cuyo rango es el intervalo [=1,1], es biyec

tiva y bicontinua.

Ia observacidn anterior y el corolario nos permiten

‘asignar un Gnico ntmero © ¢ [0,7], a cada pareja de vec-

tores no cero de manera que

» 0 equivalentemente

0=cost  FEeB | einin (D

lall 1B

6o @B . (2
TSI
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NGtese que en realidad estamos definiendo el &dngulo
que forman dos vectores no cero, lo cual veremos mas —

adelante, si © es el &ngulo desde a hasta b , entonces

a-b = ||a|| ||b]| cos o

(Ver definicidn de la pag.38 )

Podemos ahora definir que: Dos vectores a y b son or
togonales si y s6lo si asb = 0, definicifn que incluye
el caso a =0 (6 5= 0)

Teorema 4. Dado a ¢ R’ un vector no milo, exist —

— 2 — —
e R no nulo, tal que b es ortogonal a a.

Danostraci&nl

Sea a = (a;,ay), a # 0 . Por demostrar que exis

Se define b= (-as,a;), b# 0, dado que 2 # 0
vy evidentemente

:3—-}3 = =ajan + aray = 0

Por lo cual concluimos que existe b # 0 tal que _

a es ortogonal a b
+
£
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'GEOMETRIA PLANA

Dado que la geometria que pretendemos estudiar es la-
del plano, ghora veremos a R2 como nodelo de la geome—
tria, y definiremos dentro de &ste los conceptos y rela-
ciones bdsicas de la gecmetria de Buclides, a saber: ——
“punto", “recta", "estar en", "estar entre", "segmento”,
“angulo®, "tridngulo®”, "congruente", etc.

2
Definicidtn. Nuestro universo es R

2

Definicién. Los elementos de R son los pares orde—
nados de nfmeros reales (x,y) y a cada par ordenado
1o llamaremos punto. '

Cada "recta" en Rz esté determinada por un punto Pg,
y una direccién I (@ es un vector no mulo). Ios puntos P
sobre la recta £ que se apova en Py, v en la direccidn de
a, son 10s de 1la forma P = Py + ta, en donde t es un real.

Aceptamos pues lo siguiente:

2 -
Definicifn. Un conjunto £ de puntos de R~ se 1lama —
2
recta, si hay un punto Py = (%Xq,¥g) ¢ Ry un vector

— 2
no nulo & = (a1,a,) ¢ R tales que:

L={Py+tx |te R}
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Usaremos la notacién £ (Py ; @) para denotar a la -
recta que pasa por Py en la direccidn de a .
Ia relacibtn de "incidencia" o “estar en" en nuestro
modelo se define de la forma siguiente:
Definici®n. Se dice que P ¢ £, si P satisface la —
ecuacidén de £. Simbblicamente esto se escribe
Pedl <=>HtpeRtal quepP =Py + ty a
p,ac R ,5#0
ILa misma recta, puede tener representaciqnes anali-
ticas diferentes. En efecto:
ILema 1. Sea P; un punto que esti sobre la recta ——
£ (Py;a), entonces £ (Py;a) = £ (Py;a)

Demostracidn.

Sea £, = £, (P ; &), queremos demostrar L = £;.

Bajo la hipbStesis de que P; e £, existe t;e R
tal que '

il

Py =Py + t; a

Dedonde Pyg=P; -t; 38 por loque si P e £,
P=Pyg+ta=p; + (tt;) 3 , y por lo tanto

P e £,



28

Es decir £ C £,
Andlogamente, si P e £
P=P,+sa=Py+ (s+t))a, porloquePel
Es decir £,C £, por lo cual concluimos que £ = £,
4+
Lema 2. Sea £(Py; a) v sea b un vector no nulo parale—
lo a &, entonces £(Py; D) = L£(Py; @)
Demostracioén.

Sea £y = £, (Pg; D), queremos demostrar £ = £,

Bajo la hipStesis de que b es paralelo a a, b # 0,
entonces =53 , s e R ys#0

De donde & = (}/s) b , entonces si Pe £

P =Py + ta = Py + (t/s) b por lo tanto Pe £,

lo cual implica £ C £,

Reciprocamente si Pe £;

P =Py + rb =Py + rsa por 1o que Pe £ | +
En los dos lemas anteriores hemos demostrado que en la
ecuacifn de la recta podemps cambiar el punto de “a'poyo,

O cambiar el vector de direcciSn por otro vector no nu

lo y paralelo a este. N6tese que siempre puede tcmérse
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un vector unitario (de tamano uno) como vector de di-
reccifn por lo cual podemos enunciar el
Corolario. Toda recta se puede considerar gener -

por un vector unitario.

Demostracifn.
Si £ = £(Py; a) , a es unitario
tall
y entonces, £(Pg; a ) _ £2(Pg;: T . ¥

Iall

Nota.- Denotaremos los vectores unitarios como 5
Lema 3. Si L(Py; @) = £(Qp; B), entonces a es paralelo
ab
Demostracidn.

En efecto, Py e £ implica que exista sq ¢ R tal

qlle.

Py = Qg + sg b , por lo que para cualquier Pe £

P =Py + ta=0Qy+ b .

Qo + sgb + ta =Qy + b

seb + ta = rb

De donde ta = (r ~ s5) b
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Es decir a es paralelo a b, con 1o que se ha cam
Pletado la demostracitn. +
A continuacifn mostraremos otras formas de represen——
tar una recta
Sea £ (Pg: @) eeu-. (1)

la ecuacifn abreviada de una recta en la cual

. ~ A~ 2 2 2
p0=(§g) a=<§) (lal||"=a +b =1) '

Entonces, Py y Pg + a estén en £, y esta se puede des
cribir por medio de la ecuacifn "de la recta que pasa

por dos puntos”, es decir

- ) x 2 x hy a
P=pP,+ta es {\y/eR :;\y/=\k/+t\b)}

bPe donde
x=hg+ta;x-hyg=ta;ib(x-hy =tab
y‘ y=kg+th:;y-Lky=tb: aly - kg) = tab

Por lo cual
aly - kg) = b(x - hgp)
a(ly - kg) —b{x—=hg) =0
’ay4a1<0—bx+b110=0, ‘ _
~bx + ay — (~bhg + akg) =d . que_esdevla forma

AX + By +C=0 ..... (2)
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Ia cual identificamos como la "ecuacibn cartesiana de
una recta”

A (—b) .
Endonde N= \B/ =\ a/ es un vector ortogonal a a
y witario.

y C = -Py-N Es decir, la ecuacitn (2) es equivalente a

£

e R* [ (®—Pg) - N =0} «.... (3)
Esta ecuacibn se dencmina la "ecuacidn vectorial de —
una recta".
Reciprocamente, de cada ecuacifén lineal
ax + By + vy =0
sé& cbtiene wma de la forma (2) o de la forma (3).
Sea ax + By + v = 0 una ecuacidn lineal

donde o,8,v € Ry a2 + 82 # 0

o x
Si N = B y P= \y entonces

2
NP =~y ||N|| =a2+82>0

Si dividimos ambos miembros de la ecuacién tenemos que

N-P=ax+8y= -Y =%k s N

sl Vo2 Yazaaz NI

tor unitario.
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N = _Y_N=p, de donde

k .
Rty [ w12

2
==Y

N-Pp = —L— N
bl 2

Obtenemos que
N- (P-Pg) = N-P — N-Pg = -y + vy =0
Con lo cual demostramos que toda ecuacifn lineal es

la ecuacifn de una recta.

Ahora vamos a introducir la relacién de "estar entre",
ECP x (P x P), la cual se refiere al orden entre los

puntos que inciden sobre una recta.

Esta relacifn en nuestro universo Rz se expresa de la

forma siguiente:

Si A,B y C son puntos distintos de una recta £(Pp; a)

entonces existen t;,ts,t3 ¢ R tales que

!

A =Py +

Po-l't.z-a—

Ll

C =Py + t3

Definicifn. B estd entre A vy C si t, estd entre &y y t3

es decir
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t1 < tp < t3 6 t3z < to <ty
- 1lo cual denotaremos como A-B-C
Esta definicifn no depende de la representacitn de la

recta, lo cual demostraremos a continuaciotn.

Teorema 5. Para tres puntos alineados A, B y C la defi
nicidn de "estar entre" es independiente de la repre—— .
sentacién de la recta que los contiene.
Demostracién.
Sean £(Pg;a) y £(Qp;b) dos representacicnes de la
recta £ y supongamos que a A, B y C les correspon-
den ta,tb,tc y sa,sb,sc camo parfmetros respectiva

mente, es decirx

A=Py+ taa

B=Py+ tha

C="Py + tca
y

A='Qo+saf5

B=Q) +sbb

ol

C=QD+SC .
Supondremos ademas que B estd entre A y C, es de—
cir

ta <tb <tc 6 tc < tb < ta
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Por demostrar que

sa<sb_<s§ 6 sc <sb < sa
De acuexrdo con el lema 3, si
£(Pp;a) = £(Qgsb) entonces, a es paralelo a b
De donde existe r ¢ R talquef:':r'a_.',r;éo.
Por lo cual

Pgttaa=Qy+rsaa

Pp+thbha=Qqp+ rsba

|

Po + tc @ = Qg + rsc

Yy por - tanto

Py = (rsa—-ta)a = (rsb-tb)a = (rsc-tc)a
de modo que
| rsa-ta = rsb-tb = rsc—tc
de donde

tb—-ta = r(sb—sa); ;‘\:c-ta = r(sc—sa)
Yy por lo cual, sir?o

ta'< th < te implica sa < sb < sc
Sir<0 ta<th<te implica sa > sb > sc
es decir sb est&entresaysé, que es lo que que
renos demostrar. | '
Odntim:ando, con la descripcitn de nuestro modelo,

sixpongamos que sea -C(_Po;;.) una recta y N = 5.-‘- Ysu
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noxmal®.

/a -b -
(Sia=\b> , N= (a) y Nl = [la]l =D

Entonces seglin ya vimos £ se puede describir como

2

L=1(r: R ; N-(p-Pg) = 0}
Definimos ahora,
2

t+ = {Ppe R"; N-(P-py) > 0}

2
tpe R; N (p-pyp) < 0O}

<
™
1
i

£+ y I~ se llaman los semiplanos (abiertos) deter
2
minados por £. Es claro que para todo Pe R se -

cunple una Gnica de las condiciones siguientes:

Pe £; Pe I+ ‘6 Pe I-
Cada uno de estos semiplanos, es un conjunto con-
vexo, ya que si P; y Py, € I+ (elcasqe_nelque—
estuvieran en I- es anflogo) v Q un punto interior .
del segmento PiF; debe existir un real te(0,1) —-
tal que
Q = P; + t(P;~P;) y por lo tanto
N+ (Q-Pg) = N(P; + £(P, - P;) = (1~t)Py-tPy) =
N(1-t) [P1-Po ] + N(£) [P2-Po])
(1~t) [N- (B1-Po) ]+ (&) [¥- (P2-Po) ]

L]
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que es una suma de positivos (0<t<l y P;,P; & I47)
Yy por lo cual

N- (Q-Pg) > 0, lo que asegura que

Qe T+ camo se queria prcbar. +

A cada semiplano (denctado como I+ y I-) lo llama
remos un lado de la recta £ que los define. Y se
dice que P y Q estin "del mismo lado de la recta"
si ambos estfin en el mismo semiplano. En caso con
trario se dice que estin en lados diferentes.

Introduciremos ahora la nociSn de segmento y rayo

Sean Avy B € Rz y consideremos el conjunto

S=c R®; P=n+t (Bn), te [0,17]1}
Se observa que

1 s=1tre R'; 2= 1-0) & + 18, te [0,1]}
lo cual es cbvio, con base en su definici®n

2) sit=0 ,P=A

sit=1,P=8B

v para todo te (0,1), P "estsi entre" Ay B (todo
te (0,1) es 0 < & < 1)
Damos ahora la siguiente

Definicién. El segmento 2B es S .
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Nuestra definicifn de segmento coincide con la defi-
nicidn geom&trica de "segmento AB" como podemos cb——
servar por lo anterior.

Supongamos ahora que, ademis, A es diferente de B, y
considereamos . '

R=1{ec R’ ; P=a+ t@B), te [0,=)}

Entonces resulta que Pe R si y solo si P-A-B y por —
lo tanto damos la:

Definicifn. El rayo AE es R, qua camo en el caso an—
terior coincide con la definicifén geométrica.

Ios triSngulos y los Gngulos se definen igual que en
la geometria de Buclides, lo cual es posible, dado -
que ya tenemos segmentos y rayos.

Asociamos a los segmentos una medida por medio de la

2
norma euclidiana de R

m(AB) = ||a-B||
Obsérvese que si P.(Pg;ﬁ) es una recta generada por -
vector unitario 1;.
i) SiPel, P =Py + tu entonces m(PeP) = |t
En efecto P-P, = tu
Por lo cual

m(BeP) = ||P-Po|| = ||tul]| = |t] ||ul| = |¢]



38

2) Sean A, By C e £ y A-B-C , entonces
m(AB) + m(BO) = m(EQ)
En efecto, si £ = £ (A,a)
yB=A+tbu

C=A+tcu

Ademss A-B-C implica 0 < tb < tc y

m(AB) = tb
m(BC) = ||c-B|| = ll(tc—tb)ﬁll = tc—tb
m(AC) = te ‘
Obviamente:
te = te - tb + tb
y se da la:

Definicidén. Sean AB y CD segmentos. Se dice que AB es
congruente con CD si !

m(AE) = m(CD)
Definiremos ahora una medida para &ngulos.
Sean a y b vectores diferentes de cero. Entonces se - -
dice que el <(a,b) que forman, es agquel cuya medida ©

satisface la ecuacidn

0 = _.__.?'.._l).____,
- I1= T Bl
Y que estd en el intervalo cerxado [0,2n] 'y extende—
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mos ésta a la
Definicifn. Ia medida de un fngulo, es la medida del
&ngulo que forman los vectores que generan sus lados.
Una obsexrvacitn pertinente es que si en un rayo se —
carbia el vector que lo genera, el nuevo vector debe
ser mGltiplo POSITIVO del anterior (va que hemos pedi
do en la definicién de rayo que te [0,=)), y por lo
tanto si a y b son generadores de los lados de un &n-—
gulo y a', b' también, resulta que v

T =tE y b'=k5 hkeR"

¥ entonces

G - oz’ BB gt _MkE-B
RERRREIR bk |al || [B]]
-1 at. bt —
= 08 ——————— =m(<(a',b"))
NENERN AN

es decir que la medida del &ngulo es independiente de
los vectores que se usen para generar sus lados.
En vista de la definicidn anterior, y de la bicontinui
dad de la funcitn

cos : [0,2n] - [-1,1]
se puede ver que existe una biyeccidn continua entre -

los rayos que emanan -de un punto O, uno- de los cuales



40

se escoge camo "lado inicial" y los ntimeros reales —
(mSdulo 27), que esti dada por la medida del &ngulo -
que forma el rayo dado con el que se escogi6 camo "la
do inicial".:

Definicifn. Sean <(a,b) v <(h,k) dos dngulos.

Se dice que <(a,b) es congruente con <(h,k)

(<(@&E,B) = <{h,k) si m{<(a,b)) = ml<(h,k))

2 2
La transformacién de B° + R que consiste en girar
alrededor del origen un &ngulo 6, se puede representar
por medio de la matriz

cos © -sen 0

A@ =\sen 0O cos 0O
- fa

de manera que, si un vector cualquiera X =\ b/Jse trans-
forma mediante esta matriz en otro ¥ = Ae'}'{' , el &ngulo

0 = <(X,¥Y) satisface la relacitn

o= — XY
CHENEN

en particular si @ = /5

a) _{-b '
Tn/o (b) —( a) resulta ser el vector "normal”

a a ’ -

(ortogonal) a {b) , que se obtiene cuando \bj} gira so—
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bre el origen, en &ngulo recto en el "sentido positivo"

(2) we acronara (%)= ()

Notese tambidn que como A, es una matriz unitaria (de -
determinante uno), el tamafio de Ty a coincide con el de
a . Finalmente y para usos posteriores, remarcaremos la
observacitn, hecha anteriormente.

"La funcifn coseno restringida al intervalo [[0,7]; cu~
yo rango es el intervalo [-1,1 ], es biyectiva y bicon-
tinua”.

Si X es un vector distinto de cero Y © es un real, -—-—

e (0,n)
_ _ -b . cos © -sen 0 a
X-"-Aex= a sen 0 cos @ b
= {-b ,{acose—bsene
a \a sen O + b cos O
= —ab cos 6 + b2 send + a2 send + a-b coso
= (a2+ b?)sen ©
.2
= ||X|| sen ® > 0, mientras que
=L — 2
X+e B X = 1{X|] sen(-e) <0

En este capftulo hemos definido los conceptos primiti—

vos, algunos "definidos" y las relaciones gecm@tricas
2 ‘ A

dentro de nuestro modelo R . ¥ demostramos algunos —

resultados que usaremos mds adelante.
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Capitulo ITI

Incidencia y Estar Entre

INCIDENCIA

El primer grupo de axiamas de Hilbert describe las propieda
des de la relacidn de "incidencia", la cual en nuestro medelo,
se refiere a los puntos que satisfacen la eécuacién de una rec-—
ta. Propiedades que nosotros intuitivamente asignamos a lo que
pensamos cano puntos y rectas; y que se expresan en los tres ——
axiamas siguientes:

A, Dos puntos distintos A y B determinan una Gnica linea -~

recta
A, Toda linea tiene al menos dos puntos

A3 Existen al menos tres puntos que no estén alineados

Afirmacitn. Estos axicmas se cumplen en el plano R 2
Para la demostracitn de la afirmacidn anterior establecemos
los teoremas siguientes:
Teorema 6. Si Py y P, son puntos diferentes cualesquiera en
R2 hay una y solo una recta £ que pasa por ellos.

Demostracidn

2
Sean P; y P, puntos distintos en R (de donde P,-P; # O)
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Entonces £(P;,P»,-P;) es una recta y
Sit=0 , P=0pP;

sit=1 , P

]

Py es decir Py,P; € £
Demostraremos ahora que es Gnica con tal propiedad, en
efecto
Sea £;(Qg;a) es una recta, -tal que Py y P, inciden en
ella, es decir, existen S; v S, £ R tales que

Py =Qp+S; a

P, =Qp + Sy a
restando P,-P; = (S,-S;)a , por lo cual YPZ—Pl es para- -
leloa a
ahora bien, considerando los resultados de los lemas 1
v 2 demostrados en el capitulo anterior; en la ecua———
citn de la recta podemos cambiar el punto de apoyo, O
cambiar el vector de direccifn por otro vectos no nulo
y paralelo a é&ste.

Camo Pl >4 £1
2y = 21(Qp:2) = £, (Py;a)

vy £ = £,(P1;8) = £,(P1:P2-P1) = £; que es lo que que-

remos demostrar. +
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Teorema 7. Toda recta tiene al menos dos puntos.
Demostracién.

Sea L(Py;a) una recta.

Ya que para cada te R ,£ tiene un punto, £ tiene al me

nos dos puntos. (jy muchos m&si) +

Teorema 8. Existen al menos tres puntos P; ,P; ¥ P3 en Rz

_que no estin alineados.

Demostracifn.
Sean P, y P, puntos distintos en R v sea £(P;,Pp~P;)
la (nica recta que los contiene.
Sea Pn un vector no cero y ortogonal al vector P,—P;, -
(su existencia esti garantizada por el teorema 4)
Entonces P; = P; + Pn £ £ ya que si P3 e &,
Py =P; + Pn =P; + t£5(Py-P;), es décir
Pn = t5(Pp~P;) por lo que
Pn+Pn = Pn+ty (P,-P;) = 0 lo que es absurdo (ya que -—
PnePn - ‘

|1Pn| |2 es diferente de cero)

Dado que la tinica recta gque contiene tanto a P; camwo a
Py es £, y £ no contiene a P3; P , Pa y P3 no pueden
estar alineados. +
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_ESTAR ENTRE

Ahora, demostraremos que nuestro modelo tjambién satisface
otro de los conceptos "intuitivos" de la geometria, el cual -
se refiere a los puntos que se encuentran sobre una linea; es
ta relacitn es la de "estar entre".

El siguiente grupo de axicmas describe las propiedades de

esta relacién.

By Si A,By C son puntos de una recta y B esti entre A y
C, entonces B estd entre C y A.

B, Si Ay C son dos puntos de una recta, entonces exis—-—
ten B y D tales que B estd entre Ay C y C estsd entre
A y D.

B; De cualesguiera tres puntos situados sobre una recta,
hay uno y s6lo uno que esti entre los otros dos.

B, (Separacitn de planos) Para toda linea £, y para cua—
lesquiera puntos A,B y C que no estin en £;

1) Si Ay B estfn del miswo lado de £, y By C —
estin del mismo lado de £, entonces Ay C es—
tin del mismo lado de £.

2) Si Ay B esta&n en lados opuestos de £, y By

C estfn de lados opuestos de £, entonces Ay
C estin del mismo lado de £.
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Estas propiedades, se demuestran en los siguientes teore—.

mas.

Teorema 9. Si A,B v C son puntos de la recta £(Pg;a) y ——
A-B—C, entonces C-B-A
' Demostracién.
Dado que "estar entre" se define cumo la disyuncidn de
dos enunciados y sabemos que: v
P v Q = Qv P
Resulta que
ta <th <tec & tcA<vtb<ta
Si y s6lo si ‘
tc <thb <ta & ta < tb < tc”que es lo que quere

mos demostrar. +

Teérana 10. Si A v C son dos puntos de la recta £, enton--—
ces ex15ten By D en £ tales que A-B-C 'y A-C-D
Demostracitn. v

Sea 2(a;C-n) , ‘C;-A #0 vyvaque C#A

Entonces si

A+ + (C-n)
a+ 2 (c-n)

x
I
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resultaque 0 < ¥ <1, y 0 <1 < 2 lo cual implica que
A-B~C y 2-C-D camo se queria demostrar. +

Teorema 11. Si A,B y C son tres puntos diferentes sobre £,

hay uno y s8lo uno que esti entre.

Demostracién.
Sean A,B y C ¢ £, ta,tb,tc sus parfmetros. Entonces ——
con base en las propiedades de los nGmeros reales sabe
mos que, hay uno y s6lo uno que estd entre los otros -
dos. .+

Teorema 12. Para toda 1linea .f, y para cualesquiera puntosA
A,By C que no estan en £.
1) Si A v B estén del mismo lado de £, vy By C estén -
| del mismo lédo de £, entonces A y C estin del mismo
lado de £. o
2) Si A v B estin de lados opueétos de £ y By C estsn
de lados cpuestos de £, entonces A y C estin del —
mismo lado de £. ' |
Demostracisn.
1) Sea Z uno de los semiplanos generados por £ v sea -~

2
e=1{pc R ; N- {(P-Py) = 0} la ecuacitn de la recta.
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Supongamos A,B £ L+ (De manera anfloga se puede -
hacer la demostracién para I-)
Por 1o cual
N-(A-Pg) > 0 y
N- (B-Pg) > O
Ademfs, cano B y C estfn del mismo lado de £, ¥ —
B ¢ %+, entonces C tambin ests en T+, es decir
N- (C-Pg) > O

Por lo tanto A y C estin del mismo lado de £.

Sean I+ y £- los semiplanos generados por £. Dado

‘que A y B estdn en lados opuestosdez.

Supondremos que A e £+ y B e I- o,
De manera similar se puede hacer la demostracién
del otro caso. '
Entonces

N-(A-Pp) >0 ¥y

N« (B~Pp) < O

Si Be I-, cam B y C estfn en lados opuestos de

‘£, tenemos que -

N- (C-Py) > 0, es decir C e i+
De donde A y C e T+, por lo cual Ay C estén del

mismo lado de £, que es lo gque queremos demostrar +
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Cbservacitn.— Estas demostraciones son equivalentes a la —.
afiymacién de que I+,3Z- y £ constituyen una particitn del
plano, lo que va se demostrS anteriormente.

El axiama al que se refiere este filtimo teorema puede ex—-—
pPresarse de la manera siguiente:

Axiama de Pasch. Sean A,B y C tres puntos gue no estin ali

neados; v sea £ una recta situada en el plano ABC y que no
pasa por ninguno de los puntos A,B,C. Entonces, si la rec-
ta £ pasa a través de un punto del segmento 2B, también pa
sarf a traviés de un punto del segmento BEC o por un punto —
del segmento AC.

Este axioma también se satisféce en nuestro modelo.

En efecto. Dado que la recta £ pasa a través de un punto -
del segmento AB, entonces A y B estfin en lados cpuestos ——
con respecto a £, es decir, estén en diferente semiplano.
2demds como £ no pasa por ninguno de los tres puntos, C no
ests sobre la recta £ y por lo tanto debe estar en alguno
.de los samiplanos generados por £.

Consideramos que C esti del mismo lado que B, y supongamos
que By C € -, entonces A & I+ .

Cano va demostramos anteriormente que los semiplanos son =
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conjuntos convexos, resulta que el segmento BC estd conte
nido en - . _

La interseccifn del segmento AC con £ es no vacia.
melcasodequeSesmvi;radelmisxmladoqueA, el —
segmento AC estarfa contenido en I+ y la interseccién del

segmento BC con £ serfa diferente del vacio.
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Capitulo IV

-Congruencia v Continuidad

CONGRUENCIA

Ia idea "intuitiva" de "congruencia", para cualesquiera dos
figuras es siempre la misma.

Dos figuras son congruentes si son “iguales". (Semejantes i—
con razén de semejanza igual a 1).

En muestro modelo, la relacifn de congruencia, se define to
mando en cuenta el concepto de "medida" o "tamario"”, de un seg-—
mento o de un &ngulo.

Cuando decimos que un segmento AB es congruente con el seg—
mento CD, en realidad queremos decir que la longitud de D es —
la misma que la de AB. El concepto de "medida" entre segfnentos
establece una relacidn biyectiva entre los puntos de cualquier
linea y los nGmeros reales, dados un punto distinguido (origen)
v una escala.

A continuacidn demostraremos, que la relacitn de congruen—-

cia entre segmentos satisface los axiamas siguientes:

C, Dado un segmento AB y A' un punto, en toda linea que pa

sa por A' existen dos puntos B; y By tales que:
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i) By = &' - By
ii) B1A' = BB = A'B,
En efecto. Sea £ una recta gue pasa por A'.
Iuego £ se puede apoyar en A' (Por el lema 1), y se pue
de pensar generada por un vector unitario 1;.
Entonces, si ‘

B1=A'-or.u

i32=A'+a:1 en donde o = m(AB) = 0
resulta que '
—a<0<u,esdecirB1-A"'-B2
v mEA) = |l-ed (] = |-af =
@) = [lo af| = o = o

De donde m(B{A') = o

m(A'B,) , por definicibn de o, -—

por lo que BiA' = AB A‘Bz +

m

Sean 2B, A'B' y A"B" segmentos. Entonces
ZB = A'B' v AB = A'B" implica que A'B' = A"B"
Lo que resulta cbvio, en vista de que las congruencias

geangtricas se tradu-c_en en igualdades entre nfimeros.

Sean ZB y A'B' segmentos v C y C' puntos en cada uno de

ellos tales que AC = A'C" y B = C'B'

Entonces AB = A'B’
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En efecto.
m(@AC) = m(A'CY) =my
m(CB) = m(C'B") =my

De donde

m(@B) = m(aC) + m(CB)
=m; + m,
= m(A'C") + m(C'B")
= m(A'B")
lo cual implica m(AB) = m(A'B") +

Vamos a demostrar ahora, que la relacién de congruencia de

&ngulos, satisface los axicmas de congruencia de la gecme—

trfa.

Teorema 13. Sea <(h,k) un &ngulo dado; £ una recta, & uno
de los semiplanos definidos por £ y ra un rayo scbre £ . —
Entonces existe un Ginico rayo r+ tal que <(h,K) es congruen
te al &ngulo que forman ¥+ y Ta y tal que un punto de _ff(al
menos) est8 en el semiplano T .
Demstraciéﬁ.

En efecto. Sean —fl v 'fp_ dos rayos que emanan del mismo

punto; 0 la medida del &ngulo que forman; h y k vecto—

’
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res que los generan y que usaremos para denotar a los.

respectivos rayos. Es decir:

0 = m(<(h,k))
———————— ’

Sea ra = PoPg + ;. un rayo en la recta £, (gque sin ningu
na pérdida de generalidad puede suponerse camo £(Pg ;;))
¥ T uno de los semiplanos que £ determina. (tampoco se —
pierde generalidad al suponer que I es precisamente I+,
va que si no fuera asi, es decir, T = -, el simple cam
bio de 6 por -0 en todo el argumento que se sigue, da—
ria la demostracitn que se requiere en este caso).

Se debe demostrar que existe un tnico rayo T  aue sale

de Py v tal que:
i) El angulo gue forman —f+ con ra es congruente --—
con <(H,kK). (Sus medidas son iguales) v

ii)} Todo rayo f+, con excepcitn de Py, estd conteni
do en I+

Se construyen Q_:_ b'g Q+ camo sigue Q;_ = A, ; en donde ———

A@ es la matriz asociada a la rotacitn de un &ngulo 0o,

alrededor del origen y en sentido positivo, y

Q =Py +0Q! ..... (1)



con 1o que la relacién (1) queda
g + cos 6 -~-sen © a
. = Yo sen O cos /. \b

¥g , @ cos 0 -b sen ©
Yo a sen 6 +b cos 0

0
!

de lo que sigue:

+> > - >
) m('r_'_ra) =m(r+lQ+P0)

1 (9, =B - (B +a - P
= COs -y
[lo,= Poll [1Po + a - Pol|
_1 Q‘:_g. ' 1 -
= COS —————— = COS (Q_;_ a)
Hoill Tlall
= COSs

-1 fa cos © b sen © a
a sen 0 +b cos © b

]

demuestra la primera parte.

-1 )
cos” [(a? + b2 cos © ]= 0o, lo que

x " a ,
Supondremos que Py = (y) vyque a= (b) (a2 + b% = 1),

55
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Si suponemos ahora que P es un punto cualquiera del

rayo 3::_ que no sea Py, sabemos que

P =Py +tQ para algén t ¢ R

y por lo cual

Ne (P-Po) = N(Po ,+ + Q_:. - Po) =+t N Q_;_
~b acos 6 b sen 0
=t a a sen 0 +b cos ©

=t [~ab cos © + b? sen 0 + a? sen 0 + ab cos 0_|

I

t(a?2 + b2) sen © = t sen @ y como

A ¥ 0 £(0,w) sen © > 0, N-(P-Pg) > O

es decir Pe I+ con lo ;;ue termina la demostrac1‘.§n de

la existencia. Por lo que hace a la unicidad, v&ase

la cbservacitn en la pig. 24

Con lo cual queda demostrado. . +
El segundo axioma de congruencia de &ngulos, el cual dice
que: "Cualquier &ngulo es congruente consigo mismo". Se -~
demuestra trivialmente, dado que todo &ngulo tiene igual
medida. que el mismo.

Teorema 14. (Criterio IAL). Sean ABC y A'B'C' dos triféngu
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los tales que el segmento AB es congruente al segmento --

ATR7, el segmento AC es congruente al segmento A'C' y el

< BAC es congruente al < B'A'C'. Entonces el < ABC es ——

congruente al < A'B'C' y el < ACB es congruente al ———

< A'C'B’'.

Demostracidn.

» Observetbs primero que si A,B y C son tres punt;.os -
no alineados, el < BAC es por definicién AB u AC Y
su medida resulta ser m(<(B-A, C-A)), es decir

- o5’ (B-A) - (C-A)
1B-al] |{c-al|

-1 "k
R
B 1R

Supongamos que el trifngulo ABC y el tri&ngulo -—

A'B'C' se cumple que

Rl = [1B* ]
Hxl] = x|

y m(<(h,kK)) =m(<h', k"))

Entonces debe suceder cue ||Z|]| = []2']]

Yy que
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m&,Z) = mk',Z')
mM,?) =n@',Z")
N6tese que de las hipStesis

h-k=h: kX" vy que

£=K-F

£'=K - Rm
por lo cual

2 2 .2 _
HeE =11kl + |I]] -2khR

2 2 - 2

=KL+ 1B - 2%kn' = |[2]]

E-Z _ E.&R

m(<(k_lz)) = pany —
| HEZI LR E

_HEN-EE RS- RE
HRHIZI R RN
E-®-R) BT i g
TELEINEAL .

‘m(<(R,T)) ~=  E.Z  __BE-(&h

HEINZE LETHE]

_ EE-|E|’. BE &>
LB (R

= hl-&'-hY) _ h'- ' =m(<(E',i’)) o

HETHIZ L HE ] e
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es decir que el "criterio ILAL", también se cumple
en nuestro modelo universal. +
Camo podemos observar la relacidn de congruencia entre seg-—

mentos y &ngulos cumple con las®propiedades siguientes:

1) BB = BB

n

<(h,kK) = <{(h,k) (propiedad reflexiva)

2) Si 2B CD, entonces GO = BB

si <(h,k) = <(xr,s), entonces <(x,s) = <(h,k)
{propiedad sim&trica)

3) 8iAB = D y C = FEF , entonces AB

H

si<(h,k) = <(xr,s) y <(r,s) = <@a
ex}tonces <(K:E) = <(§I<-i)
(propiedad transitiva)
??or tanto, la relacibn de "congruencia" es una relacifn de
equivalencia.
QONTINUIDAD
Imaginemos los puntos en una recta £ camo los elementos |
bisicos del continuo. Al definir una medida para los segmen

tos, establecemos una correspondencia entre los nGmeros rea

les, en donde la relacifn x < y indica un orden entre los -

puntos del segmento y la expresidn ||x-y|| significa la dis
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tancia entre el punto x ¥ el punto y.

Ademi&s podemos cobservar que cada segmento de una recta

corresponde a un intervalo cerrado, en el cual a los puntos

extremos del segmento le corresponden los valores extremos

del intervalo.

Consideraremos ahora los axicmas de continuidad y hare-

mos ver
axicnas.

H,

que en nuestro modelo también se satisfacen tales -

Sean A,A; ¥ B tres puntos colineales tales que ————
A-A;~B. Existen en el rayo AB puntos A = Bg,Ay, ---

An tales que:

iy A, A, es congruente con AA; para cada. i; y

- ii) A-B-Ang pai‘a alguna nge N

En efecto. Sea

{P=A+ta, te[0,x}el rayo AB,

1

entonces: existe 2 > 0 ymeR tal que

A0=A+0'a
Ay =A+ E - a
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Si paran=2,3,...

(VI

Ay A + 25

o

A3 = A + 3E

[V

An = A + ni
Por la propiedad arquimediana de los nfimeros reales sg_.
bemos que existe un nge N tal que 0 <m < ng E y enton
ces A-B-Ang como se queria demostrar. Por otra parte -
para cada i=1,2,... , la medida del segmento K::TA—;
es 2 y por lo tanto cada uno de ellos es congruenté -
con EA; +
Sea BB un segmento y sean {An} y {Bnl dos sucesiones -

de puntos interiores de AB , con las propiedades si-——

guientes: ‘

a) El segmento AnBn esti situado en el interior del ——
segmento An_. iBn-:L

b) No existe ninglin segmento cuyos puntos extremos per

tenezcan a todos los segmentos AnBn .

Entonces existe un Gnico punto x camfin a todos los seg |

mentos AnBn
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Para demostrar que este axicama también es un teorema en -

miestro modelo, requerimos del ax:.crna de los encajes de -

intervalos que se cumple en R Yy que dice que:

E.

Sea { [(an,bn] ; ne N } una coleccién de intervalos ce

rrados tales que para toda ne N,

an <bn y [an,bn |D[a

1 ’bn+ 1:[ . Entonces

N [an,bn] #¢ -

nelN

y hacemos la siguiente:

 Observaci6n. La hipGtesis 'Ean,bn___] o] IS - T |

2t

implica que ¥ ne N an < an+1<bn+15 br1

Corolario. Sea n,m ¢ N y supondremos que n < m
Entonces an < am < bm < bn, es decir que ¥ n,m ¢ N
an sbno‘seaquecadaaies cota inferior de

{bn ; I.IE N} y reciprocaménte cada bj es cota superior
de {an ; ne N}

Corolario. Si t) y tg € R (t) < tp) son dos ntreros

tales que t; € N l:an,bn___] i=1i,2, . - entonces
neN .

¥neN

an < t; < t; < bn y por lo tanto

[ti.ta]c N [an,bn |
) nelN
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Regresando al axicma Hp de continuidad de la gecmetria,
notamos que si la recta que contiene a todos los seg--
mentos [an,bn | ne N es 2(Pp;a) entonces para cada —-
. an existe un sn ¢ Rtalque

an = Py + sn ;
y anilogamente, para cada bn existe tm ¢ R tal que

bm = Py + tm a y las hipStesis inplican que
los intervalos cerrados | sn,tn | satisfacen las hipSte
'sis del axiaoma de los encajes de intervalos y que

N [sn,tn ] s6lo consta de un puntd

neN
{es no vacia camw concluimos del axiama) y no puede tg_
ner dos puntos, ya que entonces contendria un interva-
lo cerrado, el cual define un segmento contenido en to
do segmento [an,bn_| lo que viola la segunda hipStesis
del axioma de la geanetria que estamos considerando. +
Cam consecuencia de estos axiomas, podemos decir que »
un segmento puede prolongarse indefinidamente en ambos_

sentidos, v que no existen vacios en la recta.
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Capitulo V

Paralelismo

PARALELISMO
Finalmente llegamos al "axiana de paralelas" del cual toma-
mos una de las versiones mis conocidas (proposiciones equivalen
tes) que se suele designar camo el "axiama de Playfair", que di
ce que: .
Si £ es una recta y P un punto que no esti en £, entonces -
existe una inica recta £', tal que:
i) Pe £' ¥
ii) £' es paralela a £
La demostracitn de este axioma, qﬁe fue tan controvertido -
en el pasado, resulta ser una cuestifn trivial en nuestro mode-
lo. En efecto:
Demostyacion.
Sea £(Pg;a) una recta y P £ £ un punto, Definimos.-————
2' =g (P;a). _
Evidentanente se trata de una recta que pasa por Py =
que es paralela alt.
Por lo que hace a la unicidad suponemos que £"(Q; b) -
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es otra recta con tales propiedades. Entonces, puesto
que pasa por P, puede tomarse &ste como punto de apo— ’

vyo, es decir

4" = g" (p; 13) vy cano £ es paralela a £; b es parale—
loaa y por lo tanto £" = 2" (P; ;)=£ +

Este postulado s6lo se cumple en el plano euclidiano.

Durante mucho tiempo esta proposicidn se considerS como ——
una ley natural. Sin embargo, en el siglo XIX Lobachevski, ———
Bolyai y Gauss descubrieron que se puede cbtener una teoria ma
temitica perfectamente consistente comenzando con un postulado
que enuhcia que las paralelas siempre existen, pero niega que
son fnicos.

Bl postulado de las paralelas de ILobachevski. Dada una 13-
nea £ y un punto P fuera de £, hay cuando menos dos lineas -—
2! ,2" que contienen a P y son paralelas a £. »

Existe sin embargo, otra teoria matemftica que no niega la
unicidad de las paralelas, sino su existencia.

El postulado de las paralelas de Riemamn. No existen dos -
lineas en el mismo plano que sean paralelas.

Estos dos postulados junto con el de paralelismo nos dan -

tres clases de "geometria plana". Cada una de ellas, por su—-
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puesto, requiere otros postulados, pero la diferencia fundaxhep_.
tal de ellos se basa en este de las paralelas.

Para poder describir algqunas diferencias, haremos referen—
cia a dos modelos matemidticos en los que el postulado de las —

paralelas de Euclides falla.

MODETIO DE POINCARE

El modelo de Poincare, satisface los postulados de la geo—
metria euclidiana a excepcitn del postulado de las paralelas.
Este modelo satisface los postulados de la gem\efria de —wem———
ILobachevski.

Considere un circulo fijo C en un plano euclidiano. Supone
mos por razones de conveniencia, que el radio de C es 1. Sea —
E el interior de C.

Madiante un circulo -L significamos un circulo C' que es —
ortogonal a C. Cuando decimos cque dos circulos son ortogonales
significamos que sus tangentes en cada punto de interseccifn —
son perpendiculares.

Los puntos de nuestro plano ~L serin los puntos del inte—
rior E de C. Por una linea -L significamos la interSéccién de
E y un circulo -L o la interseccién de E y un difmetro de C.

Necesitamos enseguida definir distancia y medida angular.
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Por cada par de puntos X,y ya sea scbre C o en el interior
de C, sea xy la distancia euclidiana usual. Note que si Ry S
son puntos socbre C y T y U son puntos de nuestro plano -L -—-—
(puntos interiores a C), entonces R y S son puntos del plano -
euclidiano con el que comenzamos. Por lo tanto las distancias
TS,TR,US,UR estén definidas. Usaremos estas cuatro distancias
para definir una nueva distancia d(T,U) en nuestro "plano” E ,
por la formula siguiente:

TR/TS !

da (T, u) = | log,
UR/US

La medida angular en este modelo coincide con la medida —
del &ngulo euclidiano.

Es un hecho que la estructura resultante satisface los ~-—
axiomas de "incidencia", "estar entre", y "congruencia" inclu-
vendo el criterio LAL. Sin embargo, algunos teoremas son bas—
tante diferentes a los teoremas andlogos de la geometria eucli
diana. Por ejemplo:

(1) Ningfin cuadrilétero es un rectdngulo. De hecho, si un
cuadrilédtero tiene tres &ngulos rectos, el cuarto &ngu
lo siempre es agudo.

(2) Para cualquier trifngulo, la suma de las medidas de ——
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los &ngulos siempre es menor que
(3) No existen dos trifngulos que sean similares, excepto —

en el caso de que sean congruentes.

MODETO ESFERICO

Este modelo esférico, satisface los axicmas de la geometria
Riemanniana.

Sea V la superficie de una esfera en el espacio. Pode:ros su
poner que el radio de V es igual a 1. Un circulo mayor es un -—
.circulo que es la interseccidn de V con un plano gue pasa a tra
vés de su centro. Si T y U son puntos cualesquiera de V, enton-
ceés la trayectoria mis corta sobre la superficie que une T con |
U es un arco de un circulo mayor.

Podemos empezar a definir una clase de "geometria plana" en
V tamando circulos mayores como nuestras lineas. En este esque—
ma tomariamos la longitud de la trayectoria mis corta entre ca-
da par de puntos camo la distancia entre los dos puntos. El sis
tema resultante tiene algunas de las propiedades gque esperamos
en la geametria plana. Nuestra "geometria" presenta las siguien
tes propiedades: | .

(1) Dos puntos no detérminan necesariamente una "linea™. —

. Ppor los polos norte v sur N y S estin un nfimero infini-
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to de circulos mayores.

(2) Amgque nuestras "lineas" nunéa llegan a su fin en nin
gn punto, son, sin embargo, finitas en extensifn.

{3) El concepto de valores intermedios, en la forma en ——
que estamos acostumbrados a &1, falla campletamente.

(4) La perpendicular a una linea, desde un punto externo,
siampre existe, pero no es necesariamenﬁe Gnica.

{5) Alguncs tridngulos tienen dos &ngulos rectos.
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CONCLUSIONES

Después de haber demostrado, gque nuestro modelo Rz sa~
tisface los axiomas de Hilbert, concluimos que estos axio—
mas son un conjunto categtrico.

Los grupos de postulados categc‘)ricos; son bastante raros,
cuando escribimos un cchjunto de postulados, lo hacemos no
para cbtener una descripcifn de un sistema particular, sino
precisamente con el propSsito opuesto. '

El valor de estos postulados esti en su generalidad: ——
describen un aspecto camlin de varios sistemas matemfAticos.
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