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INTRODUCCTIONRN

Es de todos conocido que la materia m@is tediosa para. los

alumnos es el estudio de las Matematicas; lo cual creo que es -

debido, en parte, a que no tienen conceptos claros ni precisos,

ni tampoco puntos de referencia definidos y en consecuencia es-

to ocasiona gue manejen un cGmulo de conocimientos sin sistema-

‘tizar ni razonar.

Por lo anterior en este trabajo de tesis se pretende in-
 troducir un método que despierte el interés dgl alumno por . la -
materia, partiendo de ejemplos conogidos para ellos con el fin
de’que tengan puntos de referencia mds claros. Ademis se -~
pretenae tener su participaciSn en todo momento con el objetivo

de que a partir de conceptos adguiridos, ellos mismos descubran,
desarrollen o recuerden métodos que les ayuden a comprender nue-
vos conceptos,

Este trabajo va dirigido a alumnos del CCH gue cursanel -
IV semestre, por lo que se presenta de una manera sencilla y me-
t&dica sin muchos formalismos. .

Cada seccifn consta de 3 partes esencialmente, ademas de -

una breve introduccifn y conclusién.



En una primera parte se da un bosquejo histérico acerca -
del tema con la finalidad de que el .alumno ubique y se d4é una -

idea de como ha ido evolucionando &ste dentré del proceso hist6-

rico de la Matemdtica. f )

En una segunda parte'se plantean problemas que dan origen
a la formalizacifén de conceptos,definiciones y métodos para su -

solucién.

Finalmente en una tercera parte se plantean fichasd talleres que
pretenden que el alumno induzca la f6rmula o método para resol -

ver ciertos problemas.
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BOSQUEJO HISTORICO.

Desarrollo HistSrico sobre las ideas de movimiento.

Fueron los griegos los primeros en preocuparse seriamente por

el movimiento y crearon el método racional.

En la Geometria de Tales este combinaba la experiencia y 1é -
raz6n, pero su desarrollo posterior la fué alejando de toda referen.—
cia al mundo real culminando con los Elementos’ de Euclides que re -
sultan ser un monumento a la razén pura. Con la Geometria como mo-

delo, los fil6sofos griegos creyeron que con solo sentarse a medi -

tar podrian resolver todos los problemas como :

EQué es la belleza? cQué es la virtud? cQué es el movimiento?

Centréndonos en el problema de movimiento, fu& Herédclito -
‘"de Efeso (el obscuro) quien vivié a finales del siglo VI A.C. el -

que destact el caricter cambiante de las cosas como la caracteristi

ca fundamental del mundo.

El principio del flujo universal de los seres lo expresa Herd

clito en los conocidos fragmentos sobre el rio :

"No es posible descender 2 veces al mismo rio,'tocar 2 veces
una sustancia mortal en el mismo estado, sino porque el Impetu y‘la
veloéidad de los cambios se dispersa y nuevamente se une, y viene f;
y desaparece". "A guien desciende a los mismoes riosyle’alcanza nue

vamente, nuevas y nuevas aguas" "Descendemos y no descendemos a un
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mismo

rio, nosotros mismos somos y no somos". Desgraciadamente la

genial intuicién que Her&clito plasmaba en fragmentos metaféricos,

no se

adaptaba ni al pensamiento ni a la ciencia de los griegos, -

siendo &sta la razén por lo qde le llamaban el obscuro.

consistia en analizar los hechos aislados

venir.

cual Parmeénides (VI A.C.) sostiene que el

mutable; para &1 el movimiento no existe,

Her&clito no dej6 escuela y la ciencia tomé otro camino que

de los demis y de su Aef

En oposicifn a Her&clito surge la escuela de Elea en la -

ser es finico eterno e in-

el fluir de las cosas es

una mera apariencia; su discipulo Zen6n invent6 las famosas parado-

jas para defenderlo de los. que pretendian invalidar sus argumentos

sobre

porgue antes de llegar a B tenemos gque pasar por el punto me

la inmutabilidad del ser.

Para Zendn las 3 principales paradojas son 3

Dicotomfa: no nos podemos mover de un punto A a un punto B,

dio B, de A y B, después por el punto medio de é&ste y B y asi
sucesivamente. Por lo tanto para ir de A a B tendriamos qﬁe

pasar por una infinidad de puntos medios, lo cual nos llevarfa

un tiempo .infinito.

3 1 (] i

A Bi B2 Bsa B

Aguiles y la Tortuga.- Aquiles el veloz, nunca podré& alcan;ar~'
a la tortuga, porque cuando Aquiles llega al punto B la tortu-
ga ya ha avanzado algo y se encuentrfa en C, cuando Aquiles 1lle

ga a C la tortuga se encuentra en D.
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3.- La Flecha: una flecha en movimiento esti en cada instante. en
un punto; pero si estid en un punto no puede estar al mismo -

tiempo movié&ndose.

El origen de la dificultad de estas paradojas consiste en su-
poner, por una parte que el espacio es infinitamente divisible y -

por la otra el no atribuirle esta cualidad al tiempo.

'Si el tiempo lo dividimos en partes cada vez menores, dispone-
mos de un nGmero infinito de instantes en cualguier intexrvalo de -
tiempo para recorrer una infinidad de puntos y la dificultad desa-

parece en &ésta forma.

DiSgenes de Sinope de oir los argumentds de Zenén sobre la im
posibilidad del movimiento, sin decir una palabra se ech6 a andar.

El movimiento se demuestra andando.

La existencia del movimiento nos hace ver gue el espacio y el

tiempo deben de tener propiedades muy similares.

La concepcifn antigua sobre el movimiento fué rota por Nicolds
kCépérnico (1473-1543) quien enuncib que la tierra se movia alrede -

dor del sol a una velocidad enorme. .




Para sus contemporéneos esto era imposible. E1 golpe de gra-

cia a las ideas antiguas relativas al movimiento, lo dié Galileo Ga

lilei (1563-1642). ’ -

Galileo no se sent6 a meditar sobre el movimiento sino que se

sentd a observar y hacer experimentos.

Entonces £Qué es el movimiento? LQué es el tiempo? EQué es
el espacio?. Galileo nos ensefié que hace falta no solo pensar sino

tambi&n observar, experimentar y actuar.

Ademds de los problemas de el movimiento, tres problemas die—

ron origen a los m&todos del Calculo :

1.~ Problema de las Tangentes: consiste en encontrar la tangente a
un punto en un circulo, una elipse, una parébola, una hipérbola

¥ en general a cualquier curva desde las m&s simples hasta las -

"del siguiente tipo :

7 1 o
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En las curvas anteriores la definiqién devtangente como la rec
ta gque toca a la curva en un punto puedg no ser clara; por lo que -
optaremos por la siguiente definicibn: nla'tangente es la recta que
mis se parece a la curva en un puntoﬁ Como podemos ver este concep-—

to es utilisimo para extender muchas ideas, conceptos y leyes del ca

so de rectas al caso de curvas mis generales.

2.— Maximos y Minimos.

Los probleﬁ;s de m&ximos y minimos, aparecen en todos los as
pectos de la naturaleza y de la actividad humana aCuéi es la recta
mss corta entre rectoria y el edificio LL del C.C.H. Sur? ¢Cudl es
la mds rdpida? ¢Cudl es la mejor hora para hacer el recorrido? éQué
proporcién de hierrxo y carbdn da el acero mis resistente? <C6mo se
deben oréanizar las distintas etapas dé construccifn de un edificio,

para que su . costo sea minimo? JCufl es la forma mis efectiva de a -

prender Cdlculo? ¢Cuil es 'la mejor forma de impulsar la Economia del - o

pais?

El Calculo es una herramienta fundamental para resolver una am

plia variedad de problemas de mdximos y miInimos.

3.~ El problema de las Cuadraturas.- consiste en calcular longitu -

des &reas y volfimenes.

Se denomina clasicamente problema de las cuadraturas debido a

la forma en que lo dieron los griegos. Como ya hemos visto los grie




gos abandonaron los nGmeros; por lo cual no pensaban en t&rminos de
calcular dreas sino que formulaban el problema asi: dada una figu-
ra plana, encontrar un cuadrado que tenga la misma Srea.

El famoso problema de la cuadratura del circulo era precisamen
te un caso particular (hoy se sabe que es imposible'ﬁacerlo con re-

gla y comp&8s gque es como lo proponian los griegos).

Todos sabemos calcular &reas de algunas figuras,no es diffcil-
calcular el drea de una figura limitada por segmentos de recta. E1
problema més serio aparece cuando se consideran figuras limitadas -

por curvas.

Sin embargo todo mundo sabe que el &rea de un circulo es © + x?

y ha utilizado esta f6rmula en algunas ocasiones pero aQuién sabe -
que efectivamente es w-r?2 ‘2?2 De hecho casi nadie.. Todo mundo usa-»'

esta férmula porque le dijeron gue era la buena © en el mejor de . -
los casos le dieron un argumento mé@8s o menos convicente. Una demog_‘
‘tracidn que se puede dar se basa en considerar poligonos regulareé—.“l

inscritos y circunscritos (con un nfimero finito de lados) al cir -

culo, y ver gue pasa cuando hacemos cada vez mas grande el nGmero -

de lados.

ILos primeros signos claros del concepto de derivada aparecen -

en la obra del matemitico francés Pierre Fermat (1601-1665) .

En 1629 Femant anticipaba la derivada en los métodos que'usaba




para encontrar los valores miximo y miInimo de funciones y en el pro-
cedimiento general éue dié para encontrar la recta tangente en un -
punto a la gréfica de una funcidn. Fermat - concibié la recta tangen-—
te como la posicidn limite de.la secante cuando los dos puntos de in

terseccibfn de la secante con la curva se aproximan uno a otro.

Pronto el proceso de diferenciacifn habia sido introducido y -
formalizado, y hacia finales del siglo XVII Isaac Newton (1642-1727)
Yy Gottfried Leibniz (1646-1716) hacian, independientemente, su gran‘f

descubrimiento.

Una de las debilidades de la nocidn griega de tangente es que
puede extenderse facilmente a arcos de curvas que no tengan exterior

al contrario de lo que sucede con el concepto de tangente de Fermat.

El primero que descubrid que la idea de hallar la tangente a
una .curva y hallar el &rea limitada por una curva gue aparentemente
no tenia conexidn estaban intimamente ligadas, fué el mestro de Nég
ton, Isaac Barrow (1630-1677). Sin embargo, Newton y Leibniz fueron’

los primeros que comprendieron la verdadera importancia de esta re-—

‘lacidén.

’Algupa veces se han utilizado diferentes notaciones para ‘
un mismo concepto, prefiri&ndose una u otra segfin las circunstancias
que écompaﬁan el uso del simbolo. Esto es paricularmente cierto en
el cilculo diferencial donde se han empleado muchas notaciones dife-

rentes para las derivadas. Hasta ahora la derivada de una funcidn £
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se ha indicado con el simbolo f', notacifn introducida por Lagrange
(1736-1813) a finales del siglo XVIII, y'que pone de manifiesto que

£, es una nueva funcibn obtenida de f por derivacién, indicandose -

su valor en x por £'(x). Cada punto (x, y) de la gr&fica de £ (x)

tiene sus coordenadas "x" e "y" ligadas por la ecuacibn y = £{(x)

y el simbolo y°'
£'(x).

se utiliza también para representar la derivada

La notacién de Lagrange no ha caido en desuso aunque la uti

lizada por Newton, que escribia y , ¥ en vez de y' y y" también se

sigue usando cuando las funciones dependen de la variable t tiempo.

f

-
Los puntos de Newton han sido utilizados por algunos autores

para indicar especialmente velocidad y aceleracidn.
-

Otro simbolo fufé introducido en 1800 por L. Arbogast (1759-1803)
que indicaba la derivada de £ por Df, simbolo cuyo uso ha tenido hoy
en dia gran aceptacidn. El simbolo D se denomina operador deriva -

cidn y sugiere que Df es una nueva funcidn gque se obtiene de 'f por

la operacidn derivacidn.

La regla de derivacidn de la suma de dos funciones se escribe
por medio de la notacidn D en la forma D(f+ g) = DPf + Pg. Entre los

primeros cultivadores del an&lisis matemdtico fu& Leibniz el gque me-

jor comprendid la importancia de los simbolos bien elegidos. Introé_‘

ducida una notacidn la experimentaba largamente y despu&s mantenia f 

extensa correspondencia con otros matemidticos sobre sus ventajas e - .

inconvenientes.
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El formidable impacto que el Cflculo hg tenido en el desarro-
llo de la matemitica moderna, es debido en gran parte a la elecci&n
adecuada y sugestiva de 1os.simboloé, muchos de ellos introducidos -

por Leibniz.

Leibniz utilizaba una notacién para la derivada algo distinta
a la que se ha indicado. Utilizando en vez de f(x), el cociente de

diferencias 'f(x'+'h7h"f(X) lo escribia en la forma %% poniendo-

Ax en vez de h y Ay en vez de f(x + h) - £(x). E1 simbolo A se
denomina operador diferencia. E1 l1fmite del cociente de diferencias,
es decir la derivada £'(x), la designaba Leibniz por dy/dx. Con -

esta notacién, la definicidn de derivada se transforma en

No s8lo era distinta la notacidn, sino tambiéh la manera de - -
pensar de Leiﬁniz acerca de 155 derivadas, pues considera el limite— 3
dy/dx. como un cocienté "diferencial®. En vez de utilizar ei paéo a
1ifmite para definir las derivadas, paﬁaba de Ay ¥y Ax a dy y‘dx -

. indicando simplemente que Ay,Ax se transformaban en infinitesimav—

"les. Leibniz imaginaba las infinitesimales como un nuevo tipo de nG .
'meros que sin ser cero, eran mis pequefios que cualquier nfimero real

positivo.

Durante mucho.tiempo se creyd que el Cdlculo era intrinseca -

mente diffcil y algo misterioso, porque nd era posible comprender lo .\

12



que era un infinitesimal. Los trabajos de Cauchy y otros mateméiti-

cos en el siglo XIX condujeron gradualmente a abandonar las canti-

dades infinitamente pequeiias como una parte esencial de las matemd

ticas. No obstante, son todavia muchos, especialmente entre los -

gque se dedicaban a la matemitica aplicada, los que.consideran atil
‘razonar a la manera de lLeibniz a base de los infinitesimales. Muy-
. frecuentemente de esta forma se llega ripidamente a resultados que

pueden ser tratados por métodos adecuados. M4as alin a partir de

los afios 60 se desarrollaron trabajos encaminados a justificar la
existencia de los infinitesimos y jch sorpresal! resulta gque exis -
ten y todos esos resultados cbmodos, fitiles y de deduccibn rédpida,

pueden ser demostrados rigurosamente.

-

Aungue algunas de las ideas de Leibniz no pasaron a la pos-
teridad, no ha ocurrido lo mismo con sus notaciones. El simbolo -

dy/dx tienen la Véntaja manifiesta de resumir el proceso completo-

del cdlculo de un cociente de diferencias y posterior paso al limi‘ﬂ

te.

i3




FUNCTIONES
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INTRODUCCTION

Debido a que nuestro tema en estudio (Introduccidn al cal-
culo Diferencial e Integral) comprende problemas gque involucran -
movimiento, es saludable iniciar su estudio desde el principio, -
esto es proponiendo problemas gue se nos ocurran en el momento y
que involucren movimiento; y observar en el problema, de una mane
ra sencilla y natural qué elementos intervienen en &ste gque pue

dan ser fundamentales para su estudio y comprensién.
Por ejemplo:
Problema.- "Con qgue rapidéz crecen mis hijos"

En este problema observamos que intervienen 2 factores: -

tiempo y estaturas.
Estos ‘factores que se dan de manera natural y gque cambian
de acuerdo al problema, dan inicio a nuestra formulacifn de con-

ceptos para el estudio de este tema.

15




CONCEPTO DE FUNCION.

Para establecer una funcifn se necesita de los siguientes elemen-

tos.
a) 2 conjuntos A y B.

b) Una regla de correspondencia, gque relacione los elementos =

del conjunto A, con los elementos del conjunto B.

Lo anterior se puede ilustrar de la siguiente manera :

Regla de Correspondencia

Regla de Corresvondencia

Donde la regla de correspondencia debe cumplir con los si =

(S

guiernites requisitos :

1) Asociar a cada uno de los elementos del conjunto A con un -

elemento del conjunto B.




2) Ning(in elemento del conjunto A deberid relacionarse con més

de un elemento de B.

Ejemplos de Funciones.

En nuestra vida cotidiana estamos rodeados de ejemplosréue sa
tisfacen estos requisitos por lo que les podemos dar el nombre de

funciones. Veamos algunos de ellos.

Ejemplo 1.

Conjunto A : alumnos del saldén 71.

Regla de Correspondencia : calificaciones finales.

Conjunto B : NGmeros enteros del 0 al 10.

Diagrama de la funcibn
CalifL,Finales

A . o B
Ahora veamos si la regla de correspondencia “calificaciones -
y

finales" cumple con los requisitos de funcién.

1.- "Asociar a cada uno de los elementos de A con un elemento

de B". Esto se cumple progue todos los alumnos necesaria

mente deben tener una calificacién final, aun cuando el -

alumno no se haya presentado a clases, en este caso la ca -

.

17




lificacifn es cero.

2.~ "Wingln elerento del conjunto A deber& relacionarse con
m&s de un elemento del conjunto B". Esto se cumple por

que ningfn alumno podri tener 2 calificaciones en su eva

luacidn final. Por lo tanto el ejemplo anterior es fun-
cibn.
Ejemplo 2.- ¢Se les ocurre alglnh ejemplo de funcidn?

Veamos cualxse le ocurxié al grupo 269.

Conjuntoc A : automéviles.
Regla de correspondencia : marca

Conjunto B : marcas.

Diagrama

T"MARCAH

(o]
]
s
0"
=)
B

B

1) Todos los automéviles necesariamente alguien los fabricé,

por lo tanto tienen una marca.

18 . - Ty




2) NingGn automévil tiene 2 marcas, o sea a la vez no puede

ser digamos Renaulty Volkswagen.

se trata de una funcién.

Veamos ahora un ejemplo donde estos requisitos no se cumplen:

Ejempio 3.
Conjunto A: madres del D.F.

Regla de correspndencia: ser madre de

Conjunto B: hijos del D.F.

. Diagrama

es madre de

1.—- Para ser madre, necesariamente se tiene al menos un hijo,

por lo tanto se cumple el primer requisito.'

19




2.— Algunas de las madres dadas en el conjunto A, pueden te-—
ner mids de un hijo, por lo tanto, existen elementos de A
que se pueden relacionar con-mis de un elemento de B y -

por lo tanto no se cumple el segundo requisito.

. « El ejemplo anterior no es funcidén.

Ficha # 1.

1) Analiza si en el ejemplo 3, intercambiando los conjun --
tos A y Bydefiniendo como regla de correspondencia "ser

hijo:de" resulta una funcidn.
2) Proporciona 3 ejemplos de funciones.

3) . Proporciona un ejemplo de funcifn. que involucre movi --

miento.

Definiciones y Notaciétn

"En una funcibn, al conjunto A le llamaremos El1 Dominio de la“
funcibn y a sus elementos Pre-Imé&genes; al conjunto B el Contradomi-
nio o Codominio de la funcibén y a los elementos gque vienen de una —-

pre—imagen de A mediante la regla de correspondencia Im&genes.

- Entonces f : A — B, que se lee f que va: de A a B, indica-
una funcién con regla de correspondencia f cuyo. dominio es A y con-'
" tradominio es B. '

Asi de nuestro ejemplo 1 tenemos :

Dominio A = {x ]| x es alumno del grupo 71} o bien la podemos--

.. 20




expresar de la siguiente forma :

{ Pedro, Juan, Luis, César, ... , Caro}

)
1

Pre-imdgenes

Imdgenes
Regla de Corresondencia f: Calificaciones finales.

Entonces tendremos la siguiente forma de referirnos a esta funcibn L
f : {x|x es alumno del grupo 71} -+{0,21,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

y para indicar la asociacifén que hace -lo haremos de la siguiente mane

ra : .
re-imagen imagen
pre-imagen imagen,
£ (Pedro) = 8, lo cual significa que la calificacién
final de Pedro es 8.
pre-—-imagen imagen
~N———
£ (Juan) = 7, lo que significa que la calificacibn fi-

nal de Juan es 7.

Lo anterior también lo podemos expresar como un par ordenado de

“la siguiente forma : ' ’ ) ' : BN

21




(Pedro , 8).Entenderemos siempre que el ler. elemento forma

parte del dominio (pre—-imégen) y el 2°2 elemehto forma parte del

contradominio (imdgen) .

Por lo tanto, una funci6én también se puede interpretar como
un conjunto de pares ordenados. Asi en nuestro ejemplo tendria-

mos. :

£ = {(Pedro, 8), (Juan , 7), (Luis ,4), ..., (caro, 10)}
En conclusifn podemos decir :

‘Dada una funcién f£:A -+ B Yy suponiendo que en general -
"x" es cualquier elementos del conjunto Ay "y" es cualquier ele
mento del conjunto B; la funcidn se entenderid como f£(x) =y 6 -

bien como pares ordenados de la forma (x,Yy) 6 (x, £(x)).

'

' Tambié&n podemos decir que una funcidn puede presentarse gra
ficamente en un plano de coordenadas, ya que como recordarés, pa
ra esto sdlo se requieren de pares . ordenades, en donde el ler.
elemento corresponde a las abscisas (x) y el segundo elemento a

jas ordenadas (y 6 £(x)).

Entonces nuestros bares ordenados del ejemplc quedarén}fe—

presentados grédficamente de la siguiente forma :

£ = {(Pedro, 8) , (Juan, 7) , (Luis, 9} . . . (Caro ,.10)}

22 T .




£ (x) w

[

=N w s ogoewo

T g T T »
Pedro Juan tuis © Caro x
Grafica 1.

¥icha No. 2. tenciona 10 rnares ordenados de la funcidn del éjem
vlo 2 y graficala.

Ahora trataremos de interpretar una funcién cuya regla de -

correspondencia esté dada por una expresién algebraica.

Ejemplo:
'Considera 1a funcidén £ : M -+ IR y que la funcibébn £ es-
ta definida como:

f(x) = 2x - 1.
Con esta informacibn:

a) Explicar cudl es el Dominio {(Pre-imagen) y cual es el Contrado
minio (Imagen), de la funcidn. Proporcionar al menos 10 ele -

mentos de cada uno

b) Explicar la regla de correspondencia dg la funcién.

q) Propércionar por lo menos 5 pares ordenadoé?correspondientesla4‘
la’ funcién. 7

d) Ilu§trar,la funcién mediante un diagrama.

e) pibujar la grifica de la funcifn.
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Respuesta:

a) Como f : R -+ R esto indica que el Dominio de la funcién -

es el conjunto ‘de los NGmeros Reales (IR ), y el contradomi-

nio también son los Nfimeros Reales.

Como el conjunto de los NGmeros Reales esti definido como:

R = {x|xeII 8 x e ¢}

entonces algunos elementos del dominio serfan:

R = {-3, -2, -3/2, -1 -1/4, 0, 1, 7/3,/5, 10.6, /i5}

Pre-Imagenes

y del Contradominio

R = {-3, -2, -3/2, -1, -1/4, 0, 1, 7/3,V5, 10.6,/15}

Imdgenes

b) Como £(x) = 2x - 1, esto nos indica que la regla de correspon- .’

dencia dice que a cada elemento del dominio lo tenemos que asg g

ciar con su doble mencs uno en el contradominio.

¢} De acuerdo a lo anterior, los pares ordenados los podemos ob - .

tener de la siguientemanera:

£(-3)

2(-3) - 1

£(-2) = 2(-2) - 1

i

Cf(-1/4) = 2(-1/4) -.
£(0) = 2(0) - 1 =
£(1) = 2(1) - 1 =

24
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. « 1los pares ordenados pueden ser i
£={-3,-71, 2,-5),:C1/4,-3/2), (@, -1}, (1, 1)......}

d) En diagramas tenemos

Dominio Contradominio

Nota: Pero aquf solo representamos 5 pares, y los nfimeros reales
son una infinidad. )

e) La grdfica de la funcibn es la siguiente :
(YRS

Gr&afica 2
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En seguida daremos un ejemplo de una funcién que involucre

‘movimiento:
Ejemplo:

Se observa el crecimiento de una planta y se obtiene la si

guiente informacibn:

En un dia crece 1.5 cm.

En 2 dias crece 2 cm.
Ay

.En 3 dfas crece 2.5 cm.
En 4 dias crece 3 cm.
En 5 dias crece 3.5 cm.

Termina su crecimiento,
Con esta informacibn:

a) Explica cudl es el Dominio (Pre-imdgen). y cull es el'contra--l

dominio (imd&gen) de la funcidn.
b) Explica la regla de correspondencia de la funcién.
¢c) TIlustra la funcibén mediante un diagrama.

d) Dibuja la Grédfica de la funcién.
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Respuestas:

a)

b)

Como se esti observando el crecimiento de una planta, de mane;
ra natural tenemos que: un conjunto es. los dias gque transcurren
vy el otro los centimetros que crece la planta;por lo gue pode-—
mos decir gque el Dominio de la funcidn es el conjunto de los -
dfas y el Contradominio es el conjunto determinado por los cen
timetros. ‘
|
|
Por lo tanto si llamamos a A el Dominio y a B el contradomi |
nio, algunos elementos de estos conjuntos son:

i

a= {1, 2, 3, 4,‘5j (Pre—-Imigenes)

{atas }
y B= {1.5 em, 2 cm, 2.5 cm, 3cm, 3.5 cm} (Imagenes)

élos elementos dados en A y B son todos los elemen

tos que contienen &stos conjuntos?

¢Podrfamos preguntarnos cudntos centimetros crecif la planta en

2 dias y medio?.

De la informacifn del problema podemos decir que los pares or

denados definidos por la funcidn son:
(1,1.5) (2,2) (3,2,5) (4,3) (5,3.5)

lo gue nos indica gue por cdda dia que pasa,la planta crece 1/2

centimetro mas. .
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Daremos ahora una expresién algebraica que determine el

cimiento de la planta .

¢Se te ocurre gue expresidn es?

f

cPodria ser la funcibn @

£(x) =3+ 1 2

c¢) El diagrama de la funcidn es:

Dias £(x) Cm.

T

Pre-Imagen Imédgen
Por 1o que si f£(x) = % + 1, comprobemos que:

1} £(1) = 1.5

£(1) 3/2 =

= 1 -
=5+ 1= 1.5
2) £(2) = 2
2 .
£22) =2+ 1=4/2=2
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Y asi sucesivamente. ' .

Por lo que la funcibén efectivamente’ estsa determinada ﬁor - -

£(x) = % + 1

Bhora bien de la pregunta planteada en a) se pude decir que -
si £(x) = % 4+ 1 y queremos calcular el crecimiento de la plan

ta a los 2 dfas y medio, basta con calcular la funcién en 2.5,

esto es:

£(2.5) = 222 + 1 = 9/4 = 2.25 om

.Por lo que la planta crecid 2.25 cm en 2 dias y medio.

- La grafica de la funcidn es la siguiente:

L LEM)

cm 4

A
Ay
T

g,
L

[I3 .

[

T
I
+




Ficha Mo. 3.
l.- 2roblema.-. . .

Un mévil se desplaza de acuerdo a la siguiente informacibn:

En un minuto recorre 15 m.
¥n 2 minutos recorre 20 m.
En 3 minutos recorre 25 m.
En 4 minutos recorre 36 m.

Etc.

Con esta informacibn

a) Explica cudl es el Dominio v el contradominio de la funcién y

menciona algunos de sus elementos.

b) Explica la regla de correspondencia y trata de expresarla al-.

gebréiicamente.
c) Dbibuja la grafica de la funcién.

d) Calcula la distancia recorrida por el mévil a los 10 minutos

de iniciado su movimiento. -

2.~ Construye la grdfica de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) = -5x + 1 £: R+ R
b) ,f‘x) = 2x £: R> R
¢} f£la) = x £f: W+ IN
a £e) = 3x - 1 f: e m A,
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CONCLUSTIONES

Una funci6n se define como una regla de correspvondencia que
asocia los elementos de 2 conjuntos, uno llamado Dominio y
otro contradominio. Ademds esta regla debe cumplir con los

siguientes reguisitos :

a) Que todos y cada uno de los elementos del Dominio estén

asociados con un elemento del contradominio.

b) - Que ninglin elemento del Dominioc se relacione con mids de

un elemento del contradominio.

5

v

Una funcibn se puede expresar algebraicamente & nominalmente.

La grdfica de una funcién puede ser

a) Pﬁnteada (Grdfica 1)

b} Contfnua (Graficas 2 y 3)




RAZON D E CAMBIDO .
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I N T ®» O D U C C I 0O N
. o
En nuestros cursos anteriores s6lc nos hemos limitado a lo-
calizar puntos que determinen cierta ecuacidn 6 a encontrar la ecua
cuén de una recta o una par&bola, en el tema anterior hemos asocia
do estos elementos de una manera sencilla con problemas que expre-
san movimiento; en este capitulo trataremos de asociar los conoci-
mientos ya adquiridos para contestar preguntas como las siguientes: ~

sZcon qué rapidéz crece un &rbol? ccon qué rapidéz crece o decrece-

la economia?, etc.

Las preguntas anteriores involucran problemas de movimiento
en los que la pregunta fundamental es zcon qué rapidéz cambian las:

cosas?, .a esto le llamaremos:"razdn de cambio"
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‘RAZON DE CRMBIO

Introduciremos el Tema con el Siguiente:

Problema :1

l1.- En una poblacifn se hicieron estudios con respecto al nGmero-

de nacimientos y de muertes, obteni&ndose la siguiente infor-

macidn:

.NO... DE. MUERTES. ._|. . NO... DE. NACIMIENTOS.

S . 3

2 F T 6

3 9

4 .12
S s ... ... ..

6 8

- Tabla 1.

De la tabla anterior, podrias decir: acémo varfa la natali-

dad de acuerdo al aumento de mortalidad entre 1 y 3 muertéé?

Esto nos indica un problema de razdn de cambio y para enten
derlo desde el inicio, obtengamos la funcidn que nos relacione el-
nGmero de muertes con el nimerc de nacimientos para poder observar

mejor su comportamiento.

Esto es, tratamos de encontrar « £(x) tal que; f(l),% 3, ==
Ve - e
£(2) = 6, £(3) =9, £(4) = 12, £(5) = 15, £(6) = 18, f(x) = 2

éya se te ocurrid?.



No te preocupes ya no lo haremos al tanteo ahora usaremos -

el método de Diferencias divididasyel algoritmo de Newton para ob-

tenerla.

Como recordaris los pasos a seguir son:
1) Acomodar en una Tabla de Tabulacién la informécién:

..... .){'..,..4..A.....f.(x.)

1 3
2 6
3 9
4 12
5 15
6 18

2) . Obtener las diferencias divididas.

R I £ (x) la. Diferencia - - 2a. Diferencia
1’ .
E 3220
3 2:3=o
5 .2_-—4-:3=o




3a) Sustituir en la f&rmula. de Newton

£(x) = £(x1) + la. dif (x - x1) + 2a.dif (x - x1) (x — x2 +

3a. dif (x - X1) (x - x2) (x = K3) eenvecceaccccanssaenonsonss
en donde se sabe que:

x | £(x)

x1 | £(x1) la. aif

x2 | £0x2) [:I 2a, dif

Xa f(x;) . E 3a. dif

i

.
- -
- -

Por lo qué al sustituir con los datos de nuestra segunda -tabla.

. tendremos:

S£(x) 3 + 3(x + 1) + 0O(x - 1) (x - 2)

3+ 3x — 3

it

3x

Por lo que la funcidn que relaciona 1a mortaldad con la hataf

1idad es: £(x) = 3x jcompruebalal

- Ahora graficaremos esta funcifn para observar el movimiento

que determinal
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£ (x)

—tt
L ]

HNw PR e W
t
.

.
X

-
B
.

Figura 1

2Qué podrfas concluir de esta gréfica?

Ahora blen, como se nos pide calcular 1la variacidn ‘de la nata—
lldad con respecto a la mortalidad, entxe 1y 3 muertes [ 1,3 ]

haremos lo siguiente:

12) [[1,3] le llamaremos intervalo de muertes, este interva -7

lo puede tomar los valores 1, 2 y 3.

.23) . De la Tabla 1 sabemos que:

£(1). = 3
£(2) = 6
£(3) =9

32) Para poder encontrar la variacién, un método seria encon-—

trar el promedio de las natalidades con respecto a las

mortalidades en este intervalo
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Lo gue significarfia que la variacibn de las natalidades res
pecto de las mortalidades es del triple (o sea que por ca -

da persona gue muere nacen 3).

Como ya tenemos la funcifn podemos encontrar esta varia - -
cién en cualguier intervalo, calculala en [ 5,127 iqué ob-

servas? ¢cte resulta igualz.

Problema 2 -

2.- El desplazamiento de un automdvil ‘estd dado por la siguiente fun --
cién: f£(t} = 8t donde t representa el tiempo y £(t) la =

distancia recorrida por el m6vil.:

En este problema podriamos encontrar la variacién de la dis -

tancia con respecto al tiempo, (razén de cambio), esto es la -
pregunta seria: dcon qué rapid&z avanza el automdvil en el in-

tervalo [ 2,4 7]72.

Calculamos primero los avances realizados por el mévil para’ -

los tiempos: t3 = 1, €, = 2, £3 = 3, ts = 4y ts = 5.

Como en este problema ya se nos d& la funcidn, esto resulta -

més  facil.
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TIEMPO AVANCE
TS I £(5). .
RN . 8(1).=8

2 . 8(2) = 16

3 8(3) = 24

4 8(4) = 32

5 8(5) = 40

De esta Tabla podemos encontrar ya directamente la gr&fica de

la funeidn £(t) = 8t.

£(t)

4o 4
as 4
3o +
2s T
‘20 T

10 7

2Qué movimiento observamos?

Como se pide calcular la rapidéz con la gque avanza el mévil -~

en el intervalo [ 2,4 ], hagamos como en el problema anterior::
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1=)

22}

[C2,47] le llamaremos intervalo de tiempo, &qué valo -
res puede tomar este intervalo? ¢2, 3 y 4?, recuerda -
gque el tiempo es continuo, esto es.que también se pue-—
den tomar valores intermedios entre 2 y_3 como 2.1, -
2.2, 2.3, 2.4....etc., entonces <‘culintos valores puede
tomar el intervalo [: 2,4 ] ? juna infinidad. poOxX. supues-

tol.

Como encontrar entonces f(x) para todos los valores, -

observa lo siguiente:

a) Si tomamos como posibles valores para |_ 2,4 ], sb6lo

2, 3y 4, tenemos:

£(2) = 16
£(3) = 24
£(4) = 32

Entonces el promedio seria:

b) si tomanos como posibles valores para E:2,4.] los-—

valores 2, 2.5, 3, 3.5y 4, tenemos:

£(2) = 16 £(3.5) = 28
£(2.5) = 20 £(4) = 32
£(3) = 24 '

40




3)

g rﬁ' el avance del mévil;comparando el avance del mbévil con re§ .

Entonces el promedio seria:

16+20+24+28+32_120_"8
2+ 2.5+ 3 + 3.5+ 4 ~ 15
c) Calcula el promedio si tomamos como posibles valores

de "2,43: 2, 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 3, 3.2, 3.4, 3.6,
3.8 y 4.

Resulta igual?
De lo anterior, podemos inducir lo siguiente:

Como el intervalo [ 2,4 ] puede tomar una infinidad de valo —--—
res, los cuales no podemos determinar, entonces calculemos so-—
lo el incremento de los valores, esto es la medida que hay que -
recoxrrer para llegar de 2 a 4 v esto lo podemos obtener por -

la resta 4 - 2 = ]2 | esto nos representa el tiempo transcurrido.

Como tampoco podemos calcular la funcién para todos los posi -

bles valores del intervalo, entonces sblogcalcule £(2} = 16 y
£(41 = 32,° y  la resta 32 - 16 = [1§] nos representa- .’

pecto al tiempo que se llevd dicho avance tenemos:
32 - 16 _ 16 _ 3
__T_:_f— -z
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Lo que significa que la rapidez con 1la que se desplaza es 8.

En conclusién, de los problemas anteriores obtenemos qhe:
Problema 1.

Para poder encontrar la variacién de la natalidad con res
pecto a la mortalidad en el intervalo {xl, X,]*, basta con com-
parar los incrementos :

f(x,) - f£(x,)

X - X

Problema 2
Que para encontrar la rapidez con la que se desplaza el
mévil en { t, , t,) , basta con comparar los incrementos.

£(t,) ~ £(t,)
ta - ta

Por lo gue la Razbn de Cambio: Es el cociente gue resu£5v 
ta de las diferencias de las imdgenes (incrementos de las fun -

ciones) entre las diferencias de las pre-im&genes (incremento -

de las variables).

VELOCIDAD MEDIA.

Y cuando en el dominio de la funcidn se encuentran valo-

res que representan tiempo y las imdgenes respectivas son nfme-
ros que representan posiciones, al cociente anterior se le 1la—

ma Velocidad Media gue es el caso del problema 2, por lo que -

concluimos que la velocidad medla es-un caso oartlcular de la -
razén de cambio.
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Ficha No. 1.

1. Busca algunos ejemplos gque correspondan a razones de cambio

y otras a Velocidad Media.

2. Problema :

Considera la siguiente tabla que muestra el aumento del Medio

Circulante en determinado pafs en un sexenio.

ler. Afo .22 3
2do. Afio 35 3
3er. Ano 45 3
4to. Afio 2 %
5to. Afio 8¢ &

Con base a esta informacitn.

a) Encueritra la funcidn que determine el aumento del medio =

circulante.

b) Calcula la variacidn del aumento con respecto al tiempo F”f

Yo (raz6n de cambio) en [2, 5]

c) éCudl serd el aumento del medio circulante para el 6to afio?

d) Construye la grdfica correspondiente a este problema.
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Encuentra la razén de cambio correspondiente a los intervalos

que se indfcan en cada una de las siguientes funciones.

a) £(x) = x (1,5l
b) £(x) = 2x (2,7
c) f£(x) = -4x (o, 4)
4a) £(x) = 5/3 % {2, 6}
e) f(x) = 6x .(0,4]
£) £(x) = -x {1, 5]

44 -




RAZON DE .CAMBIO PARA FUNCIONES LINEALES

FUNCIONES LINEALES

Definiremos piimero lo gue es una funcidn lineal: -
"Una funcibn lineal es de la forma £(x) = ax + b" donde po
drés observar que se compone de una variable con potencia -
uno, un coeficiente a y un término constante b, donde a y

b € IR.

Ejemplos de funciones lineales:

1) - £{x), = 3x + 5
2) gi{x) = -2x + 3
3) h{x) = x + 1

1) £08) =3c-3

5) £(i) = -

PN
}J

6) g(h) = h

7))  £(x) =

W

8) g(t) =0
45




En los ejemplos anteriores tenemos que en 1) al coe-
ficiente a es 3 ybes 5, en 2 a=-2yb=2, en 5] a = —%
yb=0,en 6) a=1y b =20, en 7] a =01y b-=.§ y en 8) -

1

a=0yb-=0.

Entonces si recordamos el ejercicio 3 de la ficha -~
anterior, observamos que son funciones lineales gque carecen

del t&rmino constante b.

RAZON DE CAMBIO PARA FUNCIONES LINEALES DE LA

FORMA £(x) = . ax

Ahora bien, como en este capitulo estudiaremcs la -
razén de cambio para funciones lineales, empezaremos por ob
servar que pasa con la razén de cambio en las funciones li-

. neales del ejercicio ¥ de la ficha anterior.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

£(x) Razdén de Cambio
x 1
2x ) 2

—4x . -4
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5 5
3* 3
6x 6
- ’ : -1

Observando estos resultados nos damos cuenta que los
valores de las razones de cambio de cada funcifn son iguales
a los coeficientes de las variables de é&stas, para cualquier

intervalo {p , gq)] por lo que se puede intuir gue :

"si f(x) = ax, entonces la razdn de cambio es' igual a

a en cualquier intervalo [(p,ql "

El resultado anterior puéae ser demostrado de la si -

guiente forma :

Supongamos que f£(x) = ax es cualaguier funcibn lineal.

Ahora demos a‘la variable x, dos valores cualesquie

ra pyq.

Tomando las imégenes de py d bajo £(x) se obtiene:

£f(p) = ap v £(q) = aqg
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Con estos valores podemos calcular la razén de cam-

bio de p a q. - *
Esto es:

£(p) - £(q) ap - aq
P -a P -9g

desarrollando algebraicamente tenemos:

ag — 3q = a(g — g) ='a que es lo que se querfa de

mostrar.

Ficha No. 2

1l) Define lo que es una funcidn lineal con tus propiés,pa—‘

labras.
2) Proporciona 5 ejemplos de funciones lineales.

3)  Proporciona 5 ejemplos de funciones lineales que carez -—

can del término b.

48




4) Propoxciona 5 ejemplos de funciones lineales que no ten-

gan el término -a. :
5) Calcula la razén de cambio de las fuweiones que proporcionas

te en el ejercicio 3 de esta ficha.

* RAZON DE CAMBIO PARA FUNCIONES LINEALES DE LA
FORMA = £(x) = ax %+ b.

Problema:

.

En el C.C.H. (5 planteles) se llevS al cabo un estu-
dio para encontrar la relacién que hay entre el ntimero de re

probados y aprobados en Matem&ticas,_obteniéndose los si - =

guientes resultados:

C.C.H. : Relacibn
Naucalpan 2% + 1
8
Azcapotzalco 53X+ 3
vVallejo 5x ~ 1
Oriente x + 2
sur ) 5x o+ -1




Con base en la informacifn anterior:

a) Calcula la raz6Sn de cambio para cada uno de los plante-
les en el intervalo que desees.

bl iQué concluyes de los datos anteriores?.

Respuestas:

a) Si calculamos la razén de cambio para Naucalpan en el in

tervalo de 1 a 5 alumnos tendremos:

£Ql) = 2(1) + 1 =3 y £(5) = 2(5) + 1 = 11 por lo -

que la razdn de cambio es:

11 - 3 _

Lo quezpuede interpretar como gue por cada alumno repro-

bado aprueba el doble.

Haciendo lo mismo para cada plantel obtenemos la si - -

guiente Tabla:
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Plantel Relacion Razbén de Interpretacién

Cambio
Naucalpan 2x + 1 2 Por cada reprobado
) ; aprueba el doble.
Atzcapotzalco ' gx + 3 4 Por cada reprobado -
aprueba el cuSdruplo.
vallejo 5x - 1 5 Por cada reprobado ~
aprueba el quintuplo.
Sur 5x + 1 5 Por cada reprobado -
aprueba el quintuplo.
Oriente x + 2 1 El n@mero de aproba-—

dos es igual al ntGme
Yo de reprobados.

De esta tabla se intuye que la razdn de cambio esta dada
por el coeficiente de =x cuando la funcibn es de la for

ma: £(x) = ax + b lo cual se demostraré a continuacidn:

Tomando las im8genes de p Vy g bajo £ (x)

f(p) = ap + b : f(g) = ag + b

Obtenemos ahora la razén de cambio

ap + b —;(aq +b) _ap + ¥ - ag — ¥
P - 4q P - a

- ap_-= aq
P - Q

- aflp £ a) _
{p 7 ql

lo cual se gueria demostrar.
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* RAZON DE CAMBIO PARA FUNCIONES LINEALES
"PE LA FORMA £(x) = b

Problema:

En un estudio realizado a nifios entre un afio y ano -

y medio sobre su aprendizaje se observé lo siguiente:

Edades - Coeficiente de Aprendizaije
1 afio 5

1l afio un mes 5

1l afios 2 mese§ - S

1 afic 3 meses 5

1 afio 4 meses . 5

1l arno 5 meses 4 ) 5.1

De lo gue se puede obtener gue la relacién de apren-

dizaje en este lapso de tiempo, podria ser :
£(x) = 5

ZCudl ser& la razbn de cambio de 1 afio a 1 aho 3 meses (1.25-

_meses)
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¢Qué concluyes?

ﬁespuestas:
Calculando la.razén de cambio tenemos
£f(pl =5 . ¥y £(1.25) = 5

5 - 5 _ o _
Entonces T —1.35 - =725 = 0

lo que se podria interpretar como que no existe ningfin cémbio
en el aprendizaje, que este es el mismo en cualguier inter -
valo.
De lo anterior wnodemos concluir cue :

si f(xj = b .entonces la razén de cambio es cero, -

esto es gue no hay variacibn.

Esto lo demostraremos como anteriormente lo hemos he

chg, de la siguiente maneras:

Tomando las imigenes de p y g bajo f(x) tenemos -

£(p) = b Yy flg) = b
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.Obteniendo la razbdn de cambio

=g = 5= g = o , que es lo que se guerfa demos-—

' trar.

Hasta agui ya hemos calculado la razén de cambio pa
ra funciones lineales y concluimos que resulta ser el coefi
ciente de la variable de la funcidn lineal, pero nos queda-

una pregunta por aclarar.

1) <cQué significa graficamente la razén de cambio?

INTERPRETACION GRAFICA DE LA RAZON DE CAMBIO DE FUNCIO-
NES LINEALES.

Problema:

Graficar las siguientes funciones y calcular su ra-.

z6n de cambio.

5
=%

a) £(x)

b) f(x)

-X

c) £(x) = 2x + 1
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d) £(x) = - zx + 3

e} £(x) = -5

|
5

£y £(x)

Resultados:

a) bl
‘NT Gk
— — NP R N . »
f * L x
] -
£00= l}x E feay » =%
K
Raz6tn de cambio % Raz8n de cambio -1
A Lwa

L) 4

| o)z 2841 - . ) . v B

. . o ‘ .
’ b ey 2 '%X&S
feym2wsl ] )
Razbn de cambio 2 i Razdn de cambio —g
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e) £)

1 fore T

L)z =5 T

Razbén de cambio 0 Razbébn de cambio 7

Las grificas de las funciones resultaron ser rectas
en diferentes posiciones, pero como recordarfs, en tu curso

de Bnalitica estudiaste el significado de es tas posiciones,

ZRecuerdas lo que es una pendiente de una rectal

iCalcula las pendientes de las rectas'anteriores!
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Las pendientes (m) de estas rectas son;g

Rectas Pendientes
£0x) = 3x m= 3
f(x) = —x | m= -1
£(x) = 2x + 1 m= 2

£{x) =---§x+3 m="’§'
f(x) = -5 ‘ m= 0

£(x) = W m= 0

Observa que las pendientes son iguales a las razo —

.. nes de cambio.

Entonces se puede decir que la raz6n de cambio de-una

funcidn lineal es igual a la pendiente de la recta que repre-

sente.

pPero graficamente sabemos que:

Si f(x) = ax + b cualqﬁier funcién lineal, suvgréfi—

" eca pb&ria ser.
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(320} 1‘

fex)

—
L X

donde la recta determina un 4dngulo de inclinaci6én o« con -
el eje de las abscisas,y la pendiente se define como la tan
gente del angulo a , eslo est.

m= '(a\nq_-e(

Entonces iQué significa gréaficamente la razén de cam

bio?

Ficha No. 3

1) . Calcula la razdn de camhio para las siguientes funciones

lineales

£(x) = -5x + 4
f£(x) = -7x - 3
£fix) = %x

£(x) = -21%
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I
~

£ (x).

£ (x)

"
|
I g

2)  Representa graficamente las funciones anteriores.

3) Encuentra el &ngulo de inclinacifn de las rectas que de

terminan las funciones anteriores.

'

4) pQué significa gr&ficamente la razbn de cambio en funcio

nes lineales?

" RAZON DE CAMBEIQO EN FUNCIONES NO LINEALES

Una funcidn no lineal se puede decir rue es una fun-—
cién cuya variable tiene exponente distinto de uno, es decir

es toda funcién que no sezde la forma £(x) = ax + b.

Ejemplos de funciones no lineales.

L) £(x) = 2x*> + 5

2) g(x)

I

(e
»

+

3 £()
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Il

4) hix) = -x® + 2x° - %x + ¥ 2

%
5) g(h) = h* — 2n’
h? j
£ - 1 ‘
6) hi{t) = ———
t-3

Analicemos ahora el siguiente problema en donde in-

, terviene unafuncion no lineal.

]

Problema.

Supongamos gue mandamos un cCchete a la luna y que h es 1la
altura avanzada por el cohete y t el tiempo que transcurre para
. ‘alcanzar esta altura; ademds cue 1a funcién que determina este

movimiento estd dada vor hi(t) = 3¢2.

Con esta informacién se desea calcular la razdén de
cambio, que en este caso se llamars Velocidad Media, en los—

intervalos de tiempo [Z0,27 y [Z3.,5]7.
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Para |_0,27] +tenemos:

t1

i
(=)

h(t1)

3 (0?2 =0

t2 = 2 h{t2) 3(2)% = 12

aplicando la fi6rmula de raz6tn de cambhio obtenemos:

“h(ta) - h(t1) _ 12 _
G T e

donde el cociente anterior significa el cambio de posicibn -

. del cohete entre el tiempo tomado en hacer ese cambio de posi
cibn; por lo que asi hemos calculado la razdn de cambio © ve-

locidad media en este intervalo de tiempo.

De la misma manera encontremos la velocidad media en

3,57

&
n

3. hiti)

[

3(3)?2

[

27

n

t2 =5 h(tz) = 3(51% = 75
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de donde la velocidad media (VeM) = Z§—£—§l = %g = 24

i
Como te habrias dado cuenta, del ejemplo anterior, el co-
clente obtenido no es el coeficiente de la variable t en la .-

funcibn dada y cambia de acuerdo al intexvalo.

Veamos ahora que nos representa este cociente geome

tricamente, para lo cual graficaremos primeramente nuestra-

funcibn y observaremos el |~ 3,57].
W)= 3T
hit) 4 . e
t h(t 2
(t) h (ks )%
[0} 0. 4
b
1 3
: '
2 12
3 27 heep *° ]
4 48 154
5 75 »
. t

.NOTA: Como t representa tiempo no le podemos asignar va -
lores negativos, por lo gue la gr&fica que nos inte
resa se define s6lo en el primer cuadrante.
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Si en la grédfica anterior trazamoS una recta que pa

se por Py y P2, la pendiente de esta recta guedari deter

minada (como ya recordamos) por el cociente:

h(t,) - n(t1)
£, - €t

que es precisamente la razdn de cambio o velocidad media.

Graficamente tenemos:

. , y - '
h{t) 4 . \ .
ht,) 75 4t o Recta secante

50 }+ hE2Y - W(Ty)

“hen P TTT T T T T T AT

‘ 1

/7 l
/ . !
// ! '
. X L
[ ., :& b v 1 » t
1 2 3 4 5
/ ta ta
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RECTA SECANTE

A cualquier recta que pasa por dos puntos P; y P,
de la grifica determinada por cualquier funcidn no'lineal -

le llamaremos recta secante.

Asi de todo lo anterior podemos obtener como conclu-

sién que:

* La razbn de Cambio 6 Velocidad media de una funcién

es igual a la pendiente de la recta. secante gue pasa por -

-

los puntos P; ¥ P, que determina la funcibn.”

Ficha No. ¢

1. Considera la siguiente funecidn £(x) = x? , gue determi-

na el movimiento de un cuerpo, £ donde =x es el tiempo-

y £(x) la distancia.

a) Construye su grafica.

b) Calcula las velocidades medias en los intexrvalos -

“{2,5) , (2,4 , (2, 3.5} , (2,3} , [2,2.5) , {2'?'4']
‘(2,2.3) , {2, 2.2 , {2, 2.13
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cj

da}

e)

£)

cada intervalo de

b).

- En tu grdfica a})} dibuja las rectas que determine

.

Qué significado tiene graficamente la Velocidad Me-

dia.

de los intervalos.

Segfin 16s resultados de

locidad del cuerpo.

65
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CONCLUSIONTES

La raz&n de cambio para funciones lineales es la misma en

cualcuier intervalo, esto es si:
f(x) = ax + b

la raz&n de cambio en cualguier [x; , x,les a. Y si ésta
funcibén determina algfin tipo de movimiento, entonces. se di

ce que su Velocidad Media es constante.

Ademds la razbtn de cambio se interpreta como la pendiente

de la recta gue determina la funcifn.

La razdn de cambio para funciones no lineales en c<ada intes
valo es distinta, donde éste intervalo puede ser lo suficieiv
temente grande o lo suficientemente peguefio. La razén de —
cambio geoméfricamente se interpreta como la vendiente de la
recta secante a la curva cue determina la funciény que pasa

vor los puntos que determinan las im&8genes de la funcibn en -

los extremos del intervalo.

La razén de cambio se puede interpretar como un promedio de
las distintas posiciones gue pueden tomar los puntos en una

gr&fica. \
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APROXIMACIONES SUCECIVAS
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INTRODUCCTION

En la seccibdn anterior se estudib la razén de Cambio o

Velocidad Media, la cual se puede observar y calcular en cuaiv
quier intervalo; es de nuestro interés ahora, el estudiar lo

cque significa la razén de cambio a medida que el intervalo se
hace m8s pequefioc hasta poder llegar a encontrar la razén de -
-cambic en un instante; si el problema en cuestifn determina -
movimiento, esto se puede interpretar como la velocidad que -

llevaria el mé6vil en cualocuier instante de tiemvo.

Lo anterior podria ser una interpretacidn de lo que sig
nifica la Derivada de una funrifn, esto es, gue podriamos de -~

cir que: "La derivada de una funcién significa calcular la ra

z6n de cambio en un instantedvalor de x cualgquiera" o "la de
rivada de una funcién significa calcular la velocidad instantd

nea en un tiempo x cualcuiera".
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APROXIMACIONES SUCESIVAS

Para calcular la derivada de una funcibn utilizaremos
el método llamado Aproximaciones Sucesivas, este mé&todo que
consiste en acercarse poco a poco a un resultado, se utiliza

en distintos oroblemas, v las té&cnicas son de acuerde al con

cepto de estudio.

Veamos ahora como calcular la Derivada de una funcibn por el

Mé&todo 8e Aproximaciones Sucesivas.

Recordando los resultados delejercicio 1 de la ficha

No. 4 de la seccidn anterior donde F£(x) = xl, se obtuvieron
las siguientes Velocidades Medias (Vm).
‘vm [[2,57] = 7

Vm

N
-
W
.
n
[}
0
1]

vm 2,377 =5
Vm [02,2.57] = 4.5

Vm |~ 2,2.47]

il
RS
-
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Observando los intervalos: el primero es de | 2,57

Y
el dltimo de

E 2,2:.4 j , esto es que cada vez lo fuimos - -

haciendo m&s pegquefio, acercindonos a 2.

Sigamos acercdndonos mé&s a 2 y calculemos las

correspondientes velocidades medias:

vm [22,2.47] = 4.4
vm [[2,2.37] = 4.2
vm [2,2.27] = 4.2
vm [C2,2.17] = 4.1

Graficamente tenemos: - oy = x>
£(x) 4

5
N

z
N

»
w
N

»
N
N

&
N

v
=
K
G
\\

N
N

S
S
N
N

a
>
b,

NN

N
N

N

-

N
=
W
N

N

:
N

Irs
-
1N

8
7 A
. 8.7
5 PN
y P
. .
2 A
1 i ‘
- — el »
° ¢ 7w 5 as 3 3, 95 x

—_ Fi.q L



De esta grifica observamos que al hacer mas pequefio
el Intervalo, las rectas secantes cambian de posicién vor -
lo aque las pendientes son distintas pero se van acercando -

cada vez a un ntmero.
£Cual es?

Para obtenerlo, observa las tablas anteriores don -

de obtuviste las velocidades medias.

Entonces de las tablas y la gréfica obtenemos las -

conclusiones siguientes.,

f

1°) Las rectas secantes cambian de posicidn.
2°) Los puntos sobre la gréfica se van acercéndo
a P cada vez gue los intervalos se acercan -

més a 2,

3°) Las Velocidades Medias pawya cada intervalo

se van acercando a 4.
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4°) Al cambiar las rectas secantes y al acercarse
al punto P, de coordenadas (2,4) se puede de=~
cir que en el intervalo [_2,27] tendriamos -

una recta tangente al punto P.

5°) Entonces 4 seria la pendiénte de la recta tan

gente en el powlo P.

Se llama Recta Tangente a una recta que sdlo toca -

en un punto a la gréfica determinada por la funcidn f(x).

Vamos a observar ahora gue pasa si nos acercamos al
punto P de coordenadas (2,4) pero haciendo el intervalo que
sSe acerque a 2 por la izguierda, esto es calculemos las Velo

cidades Medias de los siguienﬁes intervalos.

It
N

vm [[0,27]

vm 1,27

il
W

1.5,27] = 3.5

g
-
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Graficamente tenemos:

fw) g

4

f ézzgﬁ’ é ‘ RN EAA zx

De la grafica y de la tabla podemos decir de la mis
ma manera que lo hicimos en el ejercicio anterior, gue las

Velocidades Medias se van acercando a un ndmero. éCudlesw.

Por lo gue las conclusiones gue podemos obtener de
aqui serian las mismas gue obtuviwmes " al acercarnos al —-

punto P por la derecha, por lo que podemoé decix”

[ 4
Que al acercarnos tanto por la derecha como por 1la

izquierda al punto P de coordenadas (2,4), nos vamos acercan
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do a una Velocidad Media por un nfimero gque es 4; las Velo-
cidades Medias se iﬁterpretan como las pendientes de las -
rectas secantes a la curva y la pendiente de la recta tan-
gente a la curva en P, se interpreta como 1la Veloéidad ins-

tantanea o Derivada de la funcidn evqu x = 2"

POr lo tanto se tiene que la velocidad instanténea

o Derivada de la funcidn en x = 2 es 4,

Taller No.i 

Objetivo del Taller.—~ Que el alumno visualice gue-
el limite de las pendientes de las rectas secantes es igual

a la pendiente de la recta Tangente.

Material.- Papel cascardn, cartulina o madera de —

agujeros, alambre grueso, estambre y plumones.
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INSTRUCCIONES

Con el estambre forma un plano carteciano numerando am

bos ejes con tu plumdn.

Grafica la funcién f(x) = x* y determina los puntos -

P; , Pzevee Pa. ,

Coloca tu clavo en el punto (2,4) y fija tu alambre al

clavo.

Coloca tu alambre de manera tal gue formes la secante

Pfl (como en la figura I).

Has girar el alambre en el sentido de las manecillas del
reloj; este giro lo haris de tal manera gue te deten - -

dras en cada punto que te encuentres a tu paso.

ZQué pasa cuando los puntos donde te vas parando se aceé

can a P a lo largo de la grafica de la funcidn?

Del taller anterior podemos concluir lo siguiente:
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2 medida gue nos acercamos mas a P a través de puntos =~
de la gréafica,. va a llegar un momento en que la lfnea -~

secante coincide con la linea tangente en Pp.

De acuerdo a lo visto anteriormente podemos decir -~
que las pendientes de las secantes se aproximan o tienen co
mo l1fmite a la pendiente de la tangente en P cuando nos

aproximamos mucho a P.

Por lo gque todo lo anterior llamado el m&todo de -

aproximaciones sucesivas nos permite calcular la pendiente-

de la recta tangente a cualquier curva en cualgquier punto P;

en donde si la funcifn representa movimiento esta pendiente

se puede interpretar como la Velocidad Instantinea del mévil

en cualquier instante de tiempo,
Ejercicio.

La cafda libre en un cuerpo estd determinada por la

funcién:

hit) = %tz con g = 9.81 m/seg.?
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a) Construye la gr&fica de la funcién.
b) cCalcula la Velocidad Media en el intervalo [ 1,37
¢) Usando el M&todo de aproximaciones sucesivas

recha y por la izguierda).

tinea (derivada de la funcidn) del mévil al tiempo t

Con esta informacibn.

Respuestas

" a) - Tabulando tenemos

—hi{¥)

t
) h(0) = 2.8
(3
1 h(1) = 9.8
. 2
2 h(2) =,23g1
3 h(3) = 2,8}
E A
40 h4) = 9.2

. 0%

22

32

42

1

4,905

19.62

il

il

44.145

i

78 48

77

(0,0)

(1,4.905)
(2,19.62)
(3,44.145)

(4,78.48)

(por la de

Calcula la velocidad instan

3.



¥ grdficamente tenemos :

& %, W)= q/ztz
h(t) ' :
o

50—

30

20- | £

o 2%

i 4 o
2

v

b) La vm [C1,37] .. 44.145 — 4.905 _ 39é24 =|F.—-6_2—i

3 -1

c) Por la derecha: -

m3,47 - 78:48 - 44.145 _ 5, 55

Vi 7. 3
vm [3,3.57] = 80.08823 - 24.145 _ 33,8825
Ym [C3,3.47 = 56‘7312 = g4'145 = 31.392 Observa gue
53.41545 — 44.145 . la diferencia
~3,3.37] = 22 — : = 30.9015 )
vm L3 ] 3.3 =73 ? s entre cualquier
vm [ 3,3.27] = 50-2375 = ‘;4-145 = 130.411 par de nfimeros
. ' de .4905.
- - 44.145 es
vm [0 3,3.1] = 42:.13700 = 2 = 29.9205
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Por la izquierda:

vm 1,3 = 19,62
vm [ 2,37] = 24.525
. —
vm [Z2.5,37] = 26.9775
Vm [ 2.6,3] = 27.468 :
’ Observa gque la diferencia
Ym [ 2.7,37] = 27.9585 A r entre cualquier par de es
tos resultados es también
vm [Z2.8,37] = 28.449 ;
.4905
Vm [ 2.9,37] = 28.9395 '
o
8@ a
70+
&0
50 - P
401
30
20 /
i 164
|4 2 2.5 3 a5 q"t
— —» 4
Pov la 1?-‘}01“&4. PdY L" -Dn.v¢<[4°..~
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De lo anterior obtenemos que las Pendientes de las
rectas secantes tienen como limite (se acercan mucho) al -
nimerc 29.43 gue representari la pendiente de la recta tan

gente a la curva en- (3,44.145]).

.". 1la Velocidad Instanténea es 29.43 m/seg. O -
bien que la Derivada de 1la funcidn h(t) =~g-t2 con - = -

g = 9.81 m/seg’ent = 3 es 29.43 m/seg.

Ficha No. 1.

1. En qué& consiste el M&todo de Avroximaciones sucesivas para

el cidlculo de la cderivada de una funcién.

2. Qué& significa gr&ficamente la Velocidad Instanténea.

A}
3. Que representa la Raz6n de Cabio en un intervalo de -—-—

C=x1 , %3]

4. Qué& representa el 1limite de las secantes a una curva =--

que. pasen todas por el punto P cuando se acercan a P.

5. CBmo definirfias la Derivada de una funcidn.
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6. En las siguientes funciones:

E(x] = 2x? L ) = Ex? -1

£(x) = -5x?2 fix) = —x% + 2
3 2 k]

£(x)= X f(x] = x

a) Construye su gr&fica,

b) Calcula la. Razén de Cablo (en cualgquier intervalo -

que desece s} .

c) Calcula la derivada de cada una de las funciones pa

ra x = 4.

Utilizando el M&todo .de aproximaciones sucesivas = -

por la derecha o por la izquierda.
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CONCLUSIONES

Calcular la Razén de cambio en un valor x, significa -
calcular la pendiente de la recta tangente" a la grafi-
ca que determina la funcidn en el punto de coordenadas

(x, £ (x)) .

El limite de las pendientes de las secantes gque pasan

por P de la gr&fica de una funcidn, es la prendiente de

la recta tangente en P a la gréafica.

A la raz6n de Cambio en un valor x o a la velocidad insg
tant@&nea en x de una funcién, se le llama Derivada -

de la funcién en x.

Por todo lo anterior entenderemos que la Derivada de una
funcidn en un punto p(x,f(x)) se entiende como la pen -
diente de la recta tancente a la grdfica de la funcidn-

en el punto P,
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METODO DE LOS CUATRO PASOS
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INTRODUCCTION

En la seccibdn anterior estudiamos el cdlculc de la De=-
rivada por el Mé&todo de aproximaciones sucesivas en donde -
eran conocidas las coordenadas de los puntos por donde pasan

las secantes.

Ahora estudiaremos un Método algebrafco llamado comun-
—menté el método de los 4 pasos. Este método nos ayuda a en -
contrar la pendiente de una recta secante dados dos puntos -
cualesquiera utilizando®el concepto de incremento de uwma fun-

cibn; y posteriormente con este resultado calcular la pendien

te de la recta tangente o derivada de la funcidn.
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Empezaremos por definir el sfmbolo A (delta mayGs

cula) gue significar$: Incremento.

Veamos qgue es el incremento mediante el siguiente -

ejemplo:

Si la estatura de Maria es de 1.30 mts y el afo pa
sado era de 1l.25 mts, nosotros podemos afirmar gue Maria -
crecid 5 cm, a esta cantidad es a la gque le llamaremos in-—
cremento y se obtiene restando los datos conocidos como --—

sigue: 1.30 - 1.25 = « 5

M AE:.S

Ficha No. 2°

Algunas de las medidas de Maria el afio vasado eran:

Peso P = 38 kg . Talla t = 28 Calzado C =23
Este afo sus medidas son:
" Peso P = 50 kg Talla T = 32 - calzado C =14
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a) Calcula el incrementeo en el peso o sea AP,

h) Calcula el incremento en la talla o sea AT.’

C)l Calcula el incremento en el Calzado o sea AC,

Entonces el incremento en una funcidén lo entendere

mos como sigue:

Sea f(x) = 2x? + 1 y queremos encontrar el incre-

mento de la funcién de x¥ =1 a x = 3,

En el eje de las abscisas el incremento es - - -

3 ~1=2.

En el eje de las ordenadas el incremento es;:

£(3) - f(ll.= 2(31%2 + 1 - (2(1)% + 1) = 19 - 3 = 16
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Gr§ ficamente tenemosg;
:a)&

T \Ga)- \9q

134
4
aTaT
wt
154
@i
i1t
|Z->
"
Af(x) = 16 f‘
‘-
k]
13
51

!

t——

t—t+—t+—

=
N
[
M“

Bhora regresemos a la funcidn £(x) = x* para cal
cular su derivada pdr el m&todo de los 4 pasos; para esto.
primero construyamos su grafica, localicemos los puntos -
A(2 , 4) ¥y B(5 , 25) y tracemos la secante gue pasa por
Ay B. 50 =t

Co) 4 .
T e — — — = - - - -
m-
15 9 - |

10 i

[]
Ty

N\
N
W
£
o - =
x"
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La pendiente de la secante AB esta dada por:

m = = = 7

25 —-4 21
5 2 3

Ahora calculando el incrementoc de las abscisas y -

las ordenadas tenemos:

Abscisas:

5§ - 2 =3
.. Ax = 3
Ordenadas:
25 - 4 = 21
L. Af(x)
Gr&ificamente:
'y
_.___f(z + Ax) = 25 1
201
Af(x) = 21 ' 15 4
16 4
A, £(2) = 4 +
2 5
x . €2 + Ax) -
§L N
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Observa que: 25 se puede expresar como 4 + 21

Yy 5 se puede expresar como 2 + 3,

Por lo gque podemos escribir que:

si x =2 y Ax = 3 entonces x + &x = 5.

v flx + &x) = (x + a%X)2 = (2 + 3)2 = 5% = 25
Ademis que:

Si f(x) = 4 y Af({x) = 21, entonces f(x) + Af(x) =

25

Ahora bien, en el c&lcule de la pendiente obtenemos que. -

m = %% =7 pero 21 = Af(x) y 3 = Ax.

_BE (x)
AX

« . Podemos decir que m

La idea anterior la generalizaremos para dos puntos

cualesquiera de la funcidén £(x} = P ; esto es tomemos -
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Aalx, £(x)) y B(x + 8%, f£(x + 8x))

Graficamente seria:

' z
T fx+ax) - — —  — - = £lx)= X

‘A (x) N

- e w— - —

X + Ax

AN -
v

Ahora se trata de encontrar la pendiente de la rec-

ta que ?asa por los puntos A y B y la pendiente de la recta

tangente en 5.

Para calcular la Pendiente de la recta secante Fay:)

tenemos que:
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1°) si las coordenadas de los puntos son

Alx, £(x)) Y B(ﬁ‘+iﬁx , £(x + A%)) tene -

mos que calcular £ (x) v £(x + Ax)

L. f(xl = %P y £lx + Ax) = (x + Ax)?

2°) Substituyendo en la f&rmula para calcular la -

pendiente, tenemos que:

mo= £+ B8x) = £(x) _ (x + &x)* - x*
(x + &8x] - x . Ax

-

3°) Desarrollando algebriicamente la expresidn an-

terior.

e b AxY? - x? A 4 2afm + AP - AP A (234 AX)

yn o % 2X + Axi

Por lo que la velocidad media o pehdiente de la se-

cante o razén de cambio cuando £(x) = x? estd dada por --
2% + Ax. Y con esta £6rmula podemos encontrar las pendien .-
tes de las secantes para cualesquiera dos puntos de la grd -

fica determinada por f£(x) = x?
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Verifigquemos que la f6rmula anterior nos da los va
lores encontrados en cada uno de los ejemplos anteriores -

(Cohsulta la ficha No. 4 de la Pécina 64).

Vm [Cx,x.+ 8x ] Ax 2% + Ax
Cz2,57 ‘ 3 2(2) + 3 =7
2,47 . 2 2(2) + 2 =6
_2,3.57] 1.5 2(2) + 1.5 = 5.5
C2,37" _ . 1. ' 2(2) + 1 =75
IZ2,2.5] o5 2(2) + .5 = 4.5
C2,2.47 .4 2(2) + .4 = 4.4
C2,2.3] .3 2(2) + .3 = 4.3
- 2,2.27] .2 2(2) + .2 = 4.2
C2,2.17 R | 2(2) + .1 = 4.1

Como te habris dado cuenta estos valores coinciden-
con los encontrados anteriormente y al hacer més pequeno el

intervalo, Ax se hace mis pequefio.
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¢B qué ntimero tiende Ax?

Como se observa de la Tabla anterior, el Ax se ==

acerca cada vez a cero lo gue se simboliza como Ax -+ 0 que

se le&: AX

tiende a cero.

4°)

Pero nuestro obhjetivo también es calcular la
ﬁeriVaaa de la funcibn f£(x) = x%* en cual —-
quier punto A(x,f({x)] de esta funcibn, para
esto recordemoé que las rectas secantes al -
aproximarse a A se’'convierten en una recta
tangente'a la curva en A, entonces las pen —-—

dientes de las rectas secantes van aproximan-

dose a la pendiente de la recta tangente.

Pero en este caso la pendiente de las rectas -

secantes estan dadas por:

m = 2x + Ax

donde x es un valor cualquiera de las absci
sas & OAx determina la amplitud del interva-

lo.
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¥ si quisieramos calcular la pendiente de la
recta tangente en A, basta con. hacer tender

Ax a cero, puesto que lo gque se calcularfa
serfa la Velocidad Instantfnea o razén de -~
cambio instantnea en un valor de x Y no en

un intervalo.

Entonces, la velocidad instantdnea o Razén -
de cambio instantd@nea o Derivada de la fun =-=-
cibn £{x) = x* en cualguier punto x, es 2x -
va gueela £6rmula 2xX + AxX al calcular la velo
ciaad instantinea desaparece Ax, esto se pue-

de simbolizar como

£'{xX) = 2x

NOTA:  f£'(x) se le& como "f prima de x" o derivada de x

y también se puede simbolizar como:

£1(x) = 2¥

Asi si gueremos calcular la Velocidad instanténea

en el valor x = 2 para f£(x) = x*,  tendremos:

£(2) = 2(2) = 4




Tallex No, 2.

Objetivos:

 HMaterial:

-Que el alumno visualice que significa

que Ax tienda a cero,

—-Que el alumno calcule algebriicamente

la derivada de la funcidn f(x) = x?.

-0ue el alumno visualice grAficamwente -
lo gque realiza algebriicamente al cal-
cular la derivada de la funcién - — -

£(x) = x2.

-Papel milimétrico, una mica, pluma atd

. B
mica y papel.

Instrucciones:

1. Grafica la funcidn f(x)} = x* en tu papel-mi-
limétrico.
2. Localiza los intervales [ 2,57, [C2,47}, - =

l:213'5:}vl:213:]l1:212-5:11|:2'2'4j' -
£2,2.33, [C2,2.27], [C2,2.12].
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Coloca la mica sobre tu grafica y con tu plu-
ma atdbmica traza el A&x

en el intervalo | 2,57]. Y escribe su medida

Debajo del incremento realiza lo mismo para -

2,47,

Sigue este procedimiento hasta llegar al - -
C2,2.127.
£~ medida que nos acercamos a 21_u6'sucede con Ax?.

Calcula f£(2), £(5), £(4), £(3), £(3.5), £(2.5)

" f(2.4), £(2.2), £(2.2), £(2.1) ¥y localizados -

sobre tu mica en el eje correspondientes( or—

denadas)
ahora calcula £(x + Ax) en el | 2,57
jYa sabes gque x = 2 y Ax = 3!
‘ ) 2
L. E(x 4+ Ax) = (x + Ax)%2 = (2.4 3) =2

Ahora calcula f£{x + Ax) en el | 2,47]

&Cudl es el valor de x y el de Ax 2

éEntonces cuanto es {‘(x + Ax) 2.
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1q.

11,

12,

13.

14.

15.

la.

Realiza lo mismopara los intervalos |_ 2,3.5 ]

C2,3], Z2,2.5] . . .. [C2,2.12].

'

Calcula algebriicamente £(x + Ax), para cual

quier x. e

Calcula la Vm en los intervaloes [ 2,57, -

Z2,47] 22,357 [C2,3] [Z2,2.5]..._2,2.17.

Coloca tu mica sobre tu grafica y traza las -
rectas secantes gue guedan determinadas por -

los intervalos anteriores.

aAhora calcula la Vm algebrdicamente en el in-

tervalo [Cx,x + &x].

En tu mica observa como cambian las pendientes

de las secantes cuando Ax —+ O,

Cuando Ax . es cero, Zde qué recta estis cal -

culando la pendiente? igrdficala sobre tu mical

Cuidl es la Derivada de f£(x) = x2? cuando x=2.

97



17. Calcula la Derivada de £(x) = x* para

x = 3 .
X = 4
x = 5

vy graficalas sobre tu mica.

Todo 1o realizado anteriormente es a lo gue llama
remos el métodd de los cuatro pasos (como podras obser -
var asi lo propusimos en la nota anterior).. Resumiendo -
podemos decir que los cuatro pasos a seguir para el cal -

culo dehkbDerivada de una funcién son:

1°) Calcular f£(x) vy £(x + Ax)

2°) -Sustituir los valores obtenidos en 1°}.en la f6rmula
para calcular la pendiente

- E(x + 8x) - £(x}

m Ax

3°) Desarrollar algebrédicamente,

4°) Hacer tender Ax a cero.




Problema:

Encontrar la derivada (f'(x)) de la funcién - -
f(x) = x* , por el m&Todo de los cuatro pasos y calcular-
£'(5).

Respuestas:

Aplicando el m&tocdo tenemos:
ler. paso) £(x) = x" ' o

fix + Ax) = (x + Ax)"Y

(x + Ax)" - x"

2do. paso) m = T

x + Ax)"® — x* G+ 4xPhx o+ BxPAx? 4 AxAx? + AXY) = o

3er. pasol s = Yy

- . ) _ axiAx + 6% Ax? + 4xAx? + Axc!
T TEx Bx Ax - BAx

i

4x3 '+ 6x%Ax + 4xAx® + Ax3

29




4to., pasol Si 4x +~ 0
3 4+ 6xPAx + AxAx? + Ax? = 4x® + 6x2(0) + 4x{0)2 + (0)?
= fx?

A AN ¢4

4x

It

y £'(5]1 = 4(5)® = 500

:

Ficha No, 3

1. Explica en qué consiste el Mé&todo de los cuatro pasos.
2. Qué significa que Ax - Q
3. Qué significa calcular £(x + Ax]

4. Calcula f£'(x) para cada una de las siguientes funcio -

nes, utilizando el M&todo de los cuatro pasos:

a)  £(x)

= X
b) £(x) = x°
c]  f(x) = xb : :
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5. Observa los siguientes resultados y completa:

1
N
w -

si f(x) = x? , entonces f£' (x)

si Ff(x) = x? R entonces £'(x) = _
Si Ff(x) = x" R entonces f£'(x] = 4x°
si F(x) = x° R entonces f'(x) = _
si f(x) = x© . éntoncgs £'(x) =

6. ¢Cusl sers la derivada de f£f(x) = x" , si n puede -

ser 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ...... cO7?.

Cédlculo de la Derivada de funciones lineales y no

. lineales por el Método de los cuatro pasos.

Problema 1,- Calecular £'(x) si F£(x2). x4 2

‘Respuestas:

1 fxy = 2E2

(x 4+ Ax) + 2

f{x + Ax}= 3
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4)

(X + Ax) + 2 x + 2
. 5 —

Si Ax - O

£'(3) = 3.

Problema 2.

Calcular £'(x} si £(x) =
Respuestas;

n oo =%

! ' B 3
f(x+5x)_=_(ii§9i)__

(x + Ax)?

%3
2], m = 3 "3

Ax
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# 4 3Ax® + 3xPAx + Ax%° X £+ Tmax® 4+ 3PAx + Ax® - £
S~ 3 g ‘
Ax - B ’ [3H

_3xAx® 4 3xPAx 4 Ax} _ Deax? ;'3221'32 4;"Ax:"
36% T T3ax T T 3bx 3%
’ .- A 2
= xAx + x* + TAX
4y Si Ax~ 0
2 BE 2 0% _ 2
XAY, + X +—3———x(0) + X +-3—.-x
L. f'(x) = xP
. Problema 3.
Encontrar f£'(x) si £{x) = 2x> + 5

Respuestas:

1)y f(x) = 2x%7+ 5

£(x + 8x) = 2(x + ax)*.+ 5
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2 _ 2 .
2) m= 2(x + Ax) +Ai (2x* + 5)

.

3y 208+ 20 £ 0%) + 5 - 2x2 = 5 2x® + dxAX + 202 + 5 = 2¢* = 5
Ax - AX :

_ dxAx + 28x% - 4xbx N 248%?

X % = 4x + 20x

4) s8i 4x + 0 , entonces

4x + 20x = 4x + 2(0) = 4x

T, £V(x) = 4x

Probiema 4

Encontrar £'(x) si F£(x) = x? = 3x2 + 2

Respuestas:

1) £(x) = x® - 3x* + 2

£(x + Ax) (x + 8x)3% - 3({x + &x}?% + 2
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2) m =& Ax)? - 3({x + Ax)? + 2 - (x? - 3x® + 2)

Ax

) 3x20% + 3xAR® + A%} = Zx® - euhx ~ Ax® 4+ 7 - £ + 3 - 2

3 Ax

- 3x2Ax + 3xax® + ax® — ExAx sx?

Ax Ax Ax Ax Ax

= 3x% + 3xAx + Ax¥ - 6x - Ax

4) si 4A&x = Q, entonces,.

3x% + 3xAx + Ax? - 6x — Ax = 3x? + 3x(0) + 02 - 6x -0

2 - 6%

|
%

Tete £'(x)

3x? - 6x

Ficha No$'3.

1. Encuentra f'(x) de las siguientes funciones por el mé

todo de los cuatro pasos.
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1), £(x] = %% - 2x+ 1
2) £(x} = 3x° -7

3) fx) = -2x" + 5x
4) £(x) = 3x" +1
5) f£(x) = -g.+ 2

6) £(x) =3, x%0

" calcula la Velocidad instantdnea en el valor x = 5 —

‘para la funcidn f£(x) = 2x?, Utilizando el Mé&todo de

aproximaciones sucesivas y utilizando el mé&todo de los

cuatro pasos.
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CONCLUSTIONTES

De esta seccidn podemos obtener las siguientes con

clusiones:

1, La derivada de cualgquier funcidn lineal es igual al
coeficiente de la variable; esto es si f£(x) = ax + b

entonces f£'(x) = a.

2, La derivada.de una funcidn no lineal es distinta de -
acuerdo a la funcidn y el método de los cuatro pasos -
es una forma de obtenerla, pero como observamos en es
ta seccidn,varias funciones gue tengan una forma simi-
lar como la obtuvimos para funciones de la forma; - -

£(x) = x" donde n=1,2,3..n se obti.ewng gque - -

f‘bd=mx“_1, este resultados puede ser demostrado riguro=

samente pero no es nuestro objetivo.

De la misma forma gue lo hicimos para la funciones-

anterior&@podemos encontrar reglas para derivar distintas

funciones no lineales las cuales se tendrfan también que =

demostrar.
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APLICACIONES DE LA DERIVADA
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

El estudio de las matemiticas se hace con el objé
tivo de aplicar estos conceptos a problemas reales, lo

cual en muchas ocasiones se dificulta pero creo gue no es

imposible,

En esta seccibn veremos una aplicacibébn de la Deri

vada de una funcifn a un problemd.

Problema:

Cada seccién transversal de una cisterna de agua -
es un trifdngulo isbésceles de base 4 mts.y de altura 6 mts.
. .la cisterna tiene 12 mts de largo. El agud entra  en la -

cisterna a razén de 16 m?® por minuto:
a) Encuentra la profundidad h del agua, t minu -

tos después de que la llave del agua es abierta. -

iCudnto tiempo se necesita para llenar el tanque?
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bB) Encuentra la velocidad media de La‘profundidad del
agua en cada uno de los siguientes intervalos de -
tiempo: [ 0,17, [C1,27, C=2,37, 3,47, [4,5:]'
Cs,671, Ce,771, C7,873, i_8,97].

c) Encuentra la velocidad instant&nea de la profundi-

dad del agua en t =4 y t = 9,

Antes de pasar a resolver el problema anterior lle

varemos a cabo el siguierte taller:

Objetivo del taller,.- Que el alumno visualice los
elementos que intervienen -
en el problema y que los ==

simbolice.

Material necesario.~ Mica gruesa .6 pléastico grue- -
so o material transparente -
s6lido, pegamento, plumén, -
cinta métrica, regla, compés
Y agua.
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Instrucciones;

1. Traza en tu material transparente 2 triangulos isbés ~
celes de 10 cm de base y 15 cm de altura. cada uno (de-

jar pestafas).

2. Traza en tu mismo material dos recténgules de 20 cm -
de largo y ancho igual a uno de los lados del trxidngu.

lo isBsceles (dejar pestafias).

3. Pega tus cuatro figuras por las pestafas para que for-

mes una cisterna del siguiente tipo: e
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4, Vierte el agua dentro de tu cisterna a través del
embudo que se te proporcionard (durante 3 segundos)
y apoya ésta en forma adecuada para que se encuen
tre nivelada, Se desea encontrar la profundidad
del agua en cada segundo é partir de que td empe-
zaste a vertir el liquido en la cisterna por lo -
que la profundidad del agua depende del tiempo; -
por lo que en el primer segundo la profundidad se-

r4d x1 en el 22 segundo x2 y asi sucesivamente.

Como también nos interesa calcular las velocidades
medias y la instant@nea necesitamos para &sto conocer la -

funcidn; ahora bien c¢qué datos conocimos?,

Supongamos que el agua la viertes a razdn de 10 em?
cada segundo, entonces en t segundos la cantidad de agua
gque entra a é&sta razéﬁ ser& igual al volumen del liquido
caque hay en la cisterné; ror lo gque necesitaremos calcular
el volumen de dicho liquido en tu cisterna en t = 3 para

lo cual:
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Mide con tu cinta métrica lo siguiente:

La altura h del tri&ngulo DEC {la altura que se

forma con el agua gue vertiste).

2Oué relacidn hay entre el trifinguleo de la cara -
lateral de la cisterna y el trisngulo que se forma
con el agua?.

(COmo son los lados de los dos triangulos?

Como los trif&ngulos son semejantes (crecuerdas?) -

sus lados homdlogos son proporcionales,

Por lo que podemos concluir:

b .
15 Tt

o8
|

Sustituye el valoxr de h que encontraste en la -

f6rmula anterior para saber cudnto mide el lado DE

del trif&ngulo de agua.

Calcula el volumen del liquido en la cisterna mul-

tiplicando el &rea anterior por el largo de la cis

terna. .
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8. Verifica gque ese volumen es igual a 30 cm?,

RPegresando a nuestro problema inicial tenemos:

6 mts.

!
[
1
f
1
1
I

~ ~ -
Como: A = D por ser correspondientes.
B = B . por ser correspondientes.

por identidad.

0>
I
0>
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Entonces sabemos gque los tri&ngulos son semejan -

tes, érecuerdas el criterio AAA de semcjanza?.

.. DABC~ADESC¢C

De lo anterior se tiene gue sus lados homblogos -

son proporcionales esto es:

' Por lo gque el &rea del A DEC es igual a:

2
4h , ,  4h

A _ _ _ 7% _ 4h?® _
4 DEC = 3 - =T 3 = 3= I3 <

g
%

hZ

W=

Por lo que el volumen del‘agua estard dado por:

'

(®* a DEC largo de la cisterna) .

VolGmen del liquido =

1.2 . 12 = an?
= 3h 12 24h

\
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Como el agua entra a razén de 16 m® por minuto, te-

nemos que después de t minutos

16t = 4h?

ii—t=h2 h = /It

4t = h? h =2 vt

Como h es la altura del triAngulo, - & los minu -

tos‘y h  depende de t .poaemos decir gque la funcidn, que
determina la profundidad del agua es h(t) = 2 /t .gue es

la funcidén que se deseaba encontrar. Si gueremos cono -

cer en cuidnto tiempo se llena de agua la cisterna, o sea-
en gqué minuto la altura h es igual a 6 ; basta con igua -

lar el valor de la funcidn obtenida con 6 y despejar a t.

h(t).= 2 /&
2/E =6 lo que guiere decir que des
JE*T g pugés de 9 minutos la cistex

na se llena.
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Ficha No,. 5.

Calcula las respuestas de los incisos b y c de

éste problema.
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INTEGRAL

118



BOSQUEJIO HEISTORICO
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El encontrar &reas fu€ uno de los problemas mis im
pPortantes en la antiglledad. En los antiguos tiempos de -~
Babilonia, sé creia que las areas de las figuras planas de
pendian de sus perimetros, Sin embargo los métodos adecua
dos y correctos para encontrar las &reas de rectingulos vy

tridngulos no fueron conocidas antes del ano 2200 A.C.

Tales de Mileto y Pitagoras ya habfan puesto los -
fundamentos de la Geometria y la Aritmética cuando en la -
escuela de Atenas surge entre otros problemas el de encon
trar la cuadratura del circulo, o intento de encontrar un

cuadrado, cuya &rea fueraidgual a la de un circule dado.

Hipb6crates descubri&, al intentar resolver el pro-
blema, gue podian dibujarse'dos figuras en forma de lunas
(Fig. 1), cuya suma de sus Areas fuera igual a el Srea del -

trifngulo inscrito en ‘la semicircunferencia.

FIG. 1.

120




Asi HipbScrates d4i6 con este subproducto del pro -

blema principal el primer ejemélo de una solucién de cua-

draturas.

Hip6crates* hizo progresos notables principalmen-
te en las propiedades del circulo, descubribd la f£6rmula -
Nr? del &xea del circulo en funcibn del radio, aungue no-

da el valor numérico de .

Se piensa gue lleg6 a estas conclusiones conside-—
rando. el circulo como limite de poligonos regulares, ya -—

sea inscritos o circunscritos; siendo éste el primer ejem

plo del método exaustivo.

En la obra matemftica que DembScrito realizd y de -
la cual Arquimides (en su libro El1 Mé&todo), nos dice: - -

"DemSerito fué el primer matemdtico gue establecid correc-—

tamente la f&rmula de volfimen de un cono © una piréamide";

DemScrito consider6 estos s6lidos como si estuvieran for-

mados de innumerables capas paralelas. (Fig. 2) .

* No el gran Fisico. °
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FIGURA 2.

Ninguna aproximacién tosca y ré&pida satisfiso a De

mécrito. La nocidn de limites se hallaba en sus inicies,

pero no se sabe hasta que punto Dembcrito intuyd alguna so

lucidn.

El método exhaustivo usado sirvid vagamente a Demd
crito para encontrar el volumen del cono y a HipbGbcrates pa
ra encontrar el &drea del circulo, este método fué totalmen

te explicade por Eudoxo.

El método exhaustivo aproximé un grado mé&s la pro-

babilidad de descifrar el misterio de los nGmeros irracio-

nales, el cual habia confundido a Pitdgoras.
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Despué&s de los grandes descubrimientos de Eudoxo,
aparece Arguimides-de Somos (287-212 A.C.); Arquimides -
fué el que inventd el Cdlculo Integral:; su primer &xito -
‘fué el calcular el Adrea de la pardbola, (curva descubier-

ta por Menecmo en un intento de duplicar el cubo).

Posteriormente Descartes 4i8 un nuevo significado
al método de Arquimides sobre el cidlculo del drea de una

curva, utilizando una abscisa ON y una ordenada NP:

Posteriormente viene Pascal que se'dedicé entre -
otras muchas al estudio de la cicloide, descubriendo sus-
principales propiedades, para esto hizo uso de un nuevo -—
instrumento: "el método de los indivisibles" inventado -

por el italiano Cavalieri quieh hizo progresar el cédlculo

‘integral.
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La obra de Pascal se puede considerar como el se-

gundo capitulo del c&lculo integral. Posteriormente apa-

recen Newton y Leibinitz.

Newton en el siglec XVITI descubrib el cflculc dife
rencial e integral gue denomin® método de fluxiones, for-
malizando asi la integracibfn; pero este descubrimiento 1lo
guard6 para 8l y después de alguﬁos anos, Leibinitz anun-
cit gue €1 habia descubierto este nuevo m&todo, surgiendo

una pelea entre los seguidores de Newton y Leibinitz y en

tre ellos mismos. '

El simbolo gue se usa hasta la fecha "J" para -

" sugerir el proceso real de suma fué inventado por Leibi -

nitz,
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©CALCULO DE AREGAS
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INTRODUCCTION.

Como vimos en el capitulo anterior, el método de-
aproximaciones consiste en acercarse poco a pPpoco a un re-
- sultado por diversas técnicas, en este capnitulo nuestro -

cbijetivo ser& acercarnos poco a poco a el &rea de figuras ng

necesariamente regulares.

Recordemos por ejemplo:

1) Como encontrar el area de las siguientes figuras.

. (5)

(1) ' (2) (3)

(6 (7 ‘ (8)
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Parece que en las 5 primeras no existe problema,-
puesto gque en primaria nos ensefiaron las férmulas para en -—
contrar estas dreas y basta con recordarlas yv aplicarlas-

para encontrar el &rea correspondiente.

En el caso (8) seria deseable hacer lo siguiente

‘Partir la figura en 3 figuras ya conocidas,caldu—
lar el &rea de cada una . de eilas, sumarlas y tendriamos

el drea de la figura (8).
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Tallexr No, 1

Objetivo:

Material:

Instrucciones:

Que el alumno forme diversas figuras y

calcule el Area de ellas.

Una tabla de 20 cm x 20 cm. Regla,plu

7

ma atémica 121 clavos de 2 pslgadas.

y una liga.

1)

2)

3) .

-«

Cuadricula tu tabla con cuadrados -

de 2 cm x .2 cm.

En cada vértice de los cuadrados —-
gue se te forman coloca un clavo, -
(Coloca todos los clavos, inclusive

en los extremos).

Coloca tu liga sobre la tabla con -
clavos, estirdndola como quieras y
sujeténdola con los clavos gue de=-

seas.
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al
b}

c)

4a)

e)

Dibuja en tu cuaderno la figura formada con la liga.
iC6mo podrias encontrar el Area de ésta figura?.

{Cuantos cuadrados de % cm x 4 cm, completos quedan

dentro de la figura formada con la liga®?.
Cufntos cuadrados incompletos quedan dentro de la fi
gura {(iqué forma tienen estos cuadrados incompletos?).
Cudl es el drea de tu figura.
3) Con tu ligé forma otra figura y de-—
termina el &rea de esta nueva figura.

4) é¢Podrias inducir una regla para cal
cular el &rea de cualgquier figura -

formada por la liga?.

APROXTMACIONES SUCESIVAS PARA EL CALCULO DE

* AREAS

Ahora calcularemos el drea de una figura plana, coO

‘'mo las gue a continuacibén se muestran; gue no necesaria --

mente estdn formadas por lineas rectas.
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q ‘ . O

Para esto ysarewos el artificio de comparar su -

&rea con &l 4rea de una figura fija. Usualmente per su- -~

sencillez se compara con un cuadrado al gque se le llama- -

unidad de drea y se observa culntas veces cabe este cuadra

do en la figura, intentemos calcular el &rea de la - -

(Fig. 1), compariandola con una unidad de Area.

la. Aproximacidn

// : ™~




Observando la figura (1) tenemos que en ella ca -

ben 13 cuadrados a completos y 35 cuadrados que contie-

nen la figura, por lo que pPodemos afirmar gque:
Area (1) 2 13 veces Srea A

Area (1} g 35 veces &rea A

Si quisieramos aproximarnos mds a el Srea de la

(Fig.1), nuestro cuadrado de comparacin deberia ser mas
pegquefic , .esto es.

2a. Aproximacidn.

o \\

TN
2
{ 1 W
| /]

N /

\\ ) 17

~y —
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Observando la figura tenemos que en la (Fig. 1) -
caben 72 cuadrados- B exactamente y 1'12 cuadrados que -

contienen a la figura, por lo que decimos:
Area (1) 2 7% area B

Area (1) € 112 Area B

vy asi sucesivamente nos podemos aproximar al Area- real de

1la figura.

Ficha No.l

1. Con cuadrados de &rea A y B . aproximarse a las &reas .

de las figuras (2),(3) y (4).

2. Aproximate al &rea de la figura (4) construyendo penté-

gonos.

3. Aproximate al &rea de la figura (3) construyendo trién -

gulos.
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a)

b)

CONCLUSIONES

El drea de cualquier figura plana:

Si es regular {(que su contormno esté determinado por
lineas rectas), se puede calcular construyendo den -
tro de ella figuras ya conocidas, calcular su &drea =

y sumarlas.

Si no es regula; (su contorno esti determinado por -
curvas), se puede aproximar a su Area construyendo -
una unidad de compéracién y contando cu&ntas veces —
cabe &sta en la figura; ademds esta aproximacidn se

puede hacer tan fina como se desee.
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APPOXIMACIONES AL NUMERO II.

(AREA DEL CIRCULO DE RADIO 1).

Sabemos que para calcular el drea de un circulo,-
se usa la férmula Ir? donde r es el radio del circulo,

pero no sabemos como se obtuvo II.

Supongamos gque construfimos un circulo de radio 1;
entonces su rea por la férmula gue conocemos serd: - -— -
A= T(1)* = NI. Baqui trataremos de dar un método para -
aproximarnos al valor de 1; aproximdndonos al &rea del cir
culo de radio 1, por medioco de una sucesidn de &sreas pero -
ahora determinadas por poligonos regulares y no por cuadra
dés, donde el primer poligono tendrd 4 lados, el segundo -

8, el tercerc 16, etc.

" Primera aproximacidn: consideremos el poligono de

4 lados (cuadrado ) donde su &rea esta dada por A = 2,

2 es el lado del cuadrado.
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D

Fis. i

Sean A B Cy D los vértices del cuadrado; para -

calcular su frea es necesaric conocer cuanto mide uno de

.sus lados ().

Observa qgue el triingulo B O C es un trifngulo -

‘rectangulo, donde los catetos OC y OB miden 1 respectiva

‘mente, aplicando el teorema de Pitdgoras encontramos gque

la hipotenusa BC = & , estd dada por:
BC = V12 % 12 = /2
. L= V2
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debido a lo cual, el &rea del cuadrado A B C D es igual aq

A= (212 =2

(=

por lo gue podemos decir que:
Area del circulo > A

o sea: Area del circulo > 2

Segunda_Aproximacidn.

Al trazar la mediatriz de cada uno de los .lados -

del cuadrado (de la Fig. 1), se obtienen sobre la circun-—

ferencia los puntos E,F,G y H, gque junto con los vé&rtices

ABCD del cuadrado, forman un peoligono regular de 8 lados
(octdgono), y si calculamos el &rea de este poligono, ten
dremos una aproximacidn mejor que la anterior al &rea del

circulo.
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Mediatria

Fig- 2

-

Recordando que el &rea de un poligono regular ‘de

n -lados esti dada por:

donde P = perimetro del poligono

Yy a = Apoté€ma del poligono, (recta perpendicular a

uno de los lados del po

ligono y Qué pasa por-

0)
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FLQ- 3

Entonces para calcular el &rea del poligono (Ap),

' necesitamcs saber cuantoc mide la apotema

y cuanto el perimetrd (,.cuyerda que el perfimetro

eété dado por P = nf donde 2 es la medida de uno de -

los lados y n el nfimero de lados del poligono).

Observando la Figura 3, tenemos gue la apotema -

a = M'©@ coincide con -la bisectriz del &ngule BOF vy la

mediatriz del lado BF.
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~ »
Como sabemos que BOC = 380° , entonces BOF = 45°

y M'OF = 22°30Q',

22° 30’

Fig g

Como el A OH'F es recténgulo, podemos aplicar -
las funciones trigonSmetricas (llas recuerdas?), paraien
contrar cudnto mide la apdtema a y cuénto mide el lado =

BF del poligono recordemos que:

Cateto adyacente

- Cos x = Hipotenusa
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De la figura 4 tenemos:

Coteta Adyacenie,

Catelo opue.s"a

Hipo'le.“usa

Fuis.
. Subgtituyendo valores:

cos 22°3Q' = % = a

Consultando en las tablas’trigonémetficas~ei va -

‘lor de Com 22°30', tenemos:

.3827

cos 22°30°!

-+ a = ,3827 qué es el valor.de -

la apotema.

-
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Para calcular el lado BF, calculamos ahora la fun

cibn seno de 22°30°',

. ; - Cateto oobuesto
Recuerda que. sen o = =

Hipotenusa
' . _M'F
Por lo que: sen 22°20' = T - M'F

Consultando tablas tenemos:

Seno 22°30°

.3827

<. M'F = .3827

pero M'F es la mitad del lado BF del poligono:

.. BF = 2(.3827) = .7654
Entonces el perimetro del oct&gono es:

p = 8(,3827) = 6.1232
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y el drea seri:

A, = (6.1232) (.9239) _ 5 p2g612

Entonces tendremos ques

Area del Cfrculo > Area del Octigono
Area del Circulo > 2.8286

Tercera Aproximacidn: .

De igual manera que lo hicimos para obfener el oc
thono, hacemés~ahora mediatrices a cada uno de los lados
del octigono para obtener los puntos I,J,X,L,M,N,N,P y -
formar un poligono regular de 16 lados cuya &Arsa se acer-—

‘card mids al &rea del circulo.
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Para calcular cuanto mide uno de los lados del Po-

lfgono, consideremos el tridnguleo B Q K en la figura (7).

C ~
Donde BO = 1, KO = 1 y BOK = 22°30'. fTracemos el
apotema a, que es la bisectriz del dngulo BOK y mediatriz
del segmento BK por lo que gque M'O'K' = 11°15'; y ya gue -

el AM'OK es rectingulo podemos afirmar que:

Cos 11°15° = % = a

sustituyendo el valor de cos 11°15' obtenemos que:

.9808 = a

Ahora calculando el sen 11°15' tenemos que:

2

It
|

MK - wx

Sen 11f15' 1

.. L1951 M'K

\

y debido a gue el segmento BK es dos veces el segmentd MK

obtenemos que:
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2 = BK = 2(.1951) = ,3902

ror lo que el perimetro del poligono de 16 lados es igual

as
P = 16 - & = 16(.3902) = 6.2432

y el rea igual a

a = Bz2 " 16.2432) (.9808) _ 3 g61g652

2

-

vy por lo tanto podemos decir que:

Area del circulo > &4rea del poligono de 16 lados

esto es:

Area del circulo > 3.0616652

Que es m&s cercana al idrea del circulo.

" Cuarta aproximacidn: Si repetimos el procedimien-

to de la segunda y tercera aproximacifn y dividimos cada la.
do del poligono en 2 por medio de la mediatriz,robtendremos-

un polfgono de 32 lados; vamos a dibujar el tridngulo que -
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daréd origen a la medida de uno de sus lados,

El tri&ngulo lo vamos a dibujar a escala para gque

se puedan observar los datos.

Sea.a el apotema, donde a, es la bisectriz del &n-.

gulo BOU y la mediatriz del segmento BU

.. M'O'U = 5°37°'30"
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Repitiendo el procedimiento de las dos aproxima =

ciones anteriores tenemos que:

Cos 5937'30" = % = a

<. 49952 = 1

como sen 5°37'30" = MU _ MTO

. 0978

Y como BU = ZM'U entonces

-

U = 2(.0978) = 0.1956

.. P = 32(.1956) = 6.2598

v A= B33 (6:2598)(.9952) _ 5 1345770

Por lo tanto tenemos que:

Area del cfrculo > &rea del poligono de 32 lados
esto es: ‘
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Area del circulo > 3,11457779

que se acerca afin m8s al &rea real del circulo.

Si repitieramos el procedimiento para obtener el-~
&rea del poligono de 64 lados que se forma al trazar las -
mediatrices del poligono de 32 lados tendriamos gue:

a = cos 2°48' = ,9988

.7, a = .9988

Yy & = 2(se 2°48"') = 2(0.488) = .976

.. & .= .0876

Entones el area ess

A= Pra _ (_6,2464).2(.9988)- = 3,1194521
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y para el drea del poligono de 128 lados tendriamos:
a = Cos l°24; = .9997
% = 2(sen 1°24'}) = 2(.0245) = ,0490
.:. P = 128(.0490) = 6.2720

A=

P;a =‘(6;2720)(.99971 3.1350592

2

Taller No.l

El objetivo de &ste tallerxr, es gue el alumno veri-
figue visuvalmente que, a medida que el nGmero de lados de -
los poligonos ( wregulares) aumente, el Area de é&stos se ——

aproximd al &rea del circulo.

Material requerido.- Papel lustre de cuatro colo-
res, papel cascardén o cartu-
lina para formar una base, -
plumones, tijeras, compds, -

escuadras y pegamento.
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el

INS TRUCCIONES
Con ayuda de tu compds, traza en el papel lustre, un -
circulc de radio uno (emplea la escala que desees).

Recortalo y pegalo en tfi base.

" En cada uno de los papeles lustres restantes traza el -

cuadrado, el octdgono y el poligono de 16 lados, que esg

tén inscritos en la circunferencia de radio 1.

Recorta los tres poligonos.

Sobre el circulo gque ya pegaste en tu base, éega. el po
ligono de 16 lados, encima el poligono de 8 y finalmen-—
te el cuadrado.

LQué puedes observar?

Exactamente, las freas de los poligonos se aproximan a

drea del circulo, observemos ahora las Areas obtenidas:
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A =2 . A: (Areg del Cuadrado)

Az = 2.828612 A {(Area del Oct&gono)
A; = 3.0616652 As (Area del Polfgono de 16 lados)
Ay = 3,1145779 Ay (Area.del Poligono de 32 lados)
As = 3.,1194521 As (Area del Poligono Qe 64 lados)
Ag = 3.1350?92 ‘ D (Area del Poligono de_lzslados)
Como podrds . ver los valdres se aproximan al valdr
‘de = 3.1416... y esos valores no pasan a 3.1416... sino gue -

‘cada vez se aproximan mds y mds a 3.1416... es por eso que

decimos que el limite de esas &reas es 3.1416 ,,, = I.
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CONCLUSTIONTES

El c8lculo de &reas de divefsas figuras por aproxi
maciones susecivas nos lleva, en el caso de que las figu-
ras no sean figuras formadas por lineas rectas, a aproxi-
magn os cada vez maAs al &rea real de la figura a través -

de hacer més “fina" o més "pequefia" la unidad de compara -

cién.

Pero esto nos did la idea de gque entonces al hacer
mis fina o mas pequena la unidad, tenemos que hacer una —-
}éran cantidad de célculos los cuales nos llevari;n al Area
‘real, pexrxo gue en el momento no vemes cual sea esa &rea; -—

para el cdlculo del nfimero I , se decia que el "limite de

las dreas vwos hiba a dar el valor de 1.
éPero entonces cdmo obtener ese limite?.

En la siguiente seccidn se desarrollarin técnicas

algebraicas que nos permitan llegar al limite y asi podef

152




calcular realmente el &drea deseada, a esta &rea le llama-

remos Integral.
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SUMAS ABREVIADAS
z

(NOTACION SIGMA)
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INTRODUCCTION

Antes de iniciar la seccidn de Integral es nece-
sario familiarizarnos con las herramilentas gque necesitare

mos para el cdlculo de &reas.

Esta herramienta es precisamente la notacidn sig
ma gue nos representa sumas abreviadas, y en esta seccibn,
.

estudiaremos la forma en que se desarrollan diferentes:'ti-—

pos de sumas, y como se obtienen sus resultados.

Estos resultados seridn de gran ayuda para poder

calcular el drea de diversas figuras determinadas por fun-

ciones.
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SUMA DE LOS N NUMEROS NATURALES

Dice la historia, que un dfa un profesor -de prim-
maria quizo hacer trabajar a sus alumnos para &l poder des-
cansar un momento y les dej6 encontrar el resultado de 1la

siguiente suma: |

14+ 2+34+4+5+6+7+8+.9....+420+....+ 100 =

éCudl es el resultado?

Este resultado lo encontrd Gauss* rapidamente apli
cando a esta sucesifn una fdrmula que &1 inventd en ese mo -
mento.

* Matemdtico, fisico y astrdnomo (1777 - 1855).
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Trataremos de inducir esa f6rmula.

Observa las siguientes sumass

suma de N Nmeros Naturales

. base =:Lpﬁnu)f
n=2 2+ 1=3 . base = 2 punﬁdsf
n=3 1+2+3=6 Bhora cbserva . base = 3 puntos -

- los siguien - o
tes tridngu -
n=4 1+2+3+4=10 1os. . base =
n=5 1+2+3+4+5=15 R base =
TABLA NO. 1
Taller No. 1
Objetivo: Que el alumno iduzca la f6rmula para encontfaf»la suma:

de n nfineros naturales utilizando los nfimeros trifngulares.

Material: La Tabla con clavos del Taller No.

un coxdel, una regla y una hoja de cuadros
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Instrucciones:
1. En tu hoja cuadriculada realiza las siguientes sumas y
al lado dibuja el trifngulo correspondiente (como se -
hizo en la Tabla 1).

« s e 8 w=

Tearan
ervse
Tear
e
]

2 1+2+34+4+5+6=21

ey
s
EER}
seass s
veses
ceea’
e
s

1+2+3+4+54+46+7+8+9+10 =45

_a) éQué relacibn encuentras entre las sucesiones de la

izguierda y los ntmeros tri&ngulares de la derecha?.

b) &éSe podria afirmar que encontrar la suma de la suce
sién de la izquierda es lo mismo que encontrar el -

nGmeroc de puntos de su correspondiente trifngulo a
la izguierda?.
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Ahora, para mostrar que es cierta la afirmacién de b).

a)

b)

c)

4a)

Encuentra el resultado de la siguiente sucesién :

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11=

En tu tabla con clavos y con tu cordel localiza el tridn

gulo gue le corresponde.

iCuldntos clavos tiene este tri&ngulo?

Entonces el resultado de a) coincide con el numerc de cla

vos de b), por lo gue la pregunta ahora serd :

cC6mo encontrar el nfimero de clavos del tridngulo?

i) cC6mo encontrarfas el nimero total de clavos de tu cué
drado?

Entonces, si n = 11, n® = 121, el total de clavos de

la tabla. ) '

ii) Pero, nuestro objetivo es el nfmero de clavos del tridn

gulo.
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e)

£)

la para

td dada

2En té€rminos de n, c6mo puedes encontrar este nf
mero?. -

Si n =5 , el nGmero de puntos del cuadrado se-
rfian n? = 25,
cCu&l es la suma de 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = - ?

NE
~

2 . -
sCudnto te aa %T , culnto te da

éCon éstos dos valores como. obtienes 157

Entonces ¢Cuil es la f6rmula para encontrar el nG
mero de puntos (la suma d& n nUmeros naturales)

que forman un triadngulo con n puntos de base?.

Del taller anterior podemos inducir que la £6rmu-
encontrar la suma de los n  nfimeros naturales es-
por:

+

.‘nZ
1+2+3+4+5+.....+n=-i—

W=

de donde algebréicamenteuse tiene gue:

,nz

U n({n + 1)
2 z 2
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Por lo que podemos decir que la suma S de los

n nmeros naturales esta ‘dada por:

=\n(n + 1)

Entonces para obtener el resultado de la suma que

le dejaron a Gauss

1 + 2 4+ 3 4+ 4 4 i iesreranerna + 100 =

lo tnico gque se hace es suponer que n = 100 y aplicar la

f&rmula anterior:

s — 100(100 + 1)

10100
) 3

e 1+ 2+ 3+ 4......+ 100 = 5050
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Ficha No, |

1., Utilizando la f&6rmula correspondiente calcula las si-

gulientes sumas:
“a} 14+ 2 4+ 3 4+ ,.... 25 =
bl (L + 2 + 3+ 4 ,,..30) - (L +2 4+ 3 + 4 + ...+ 15) =

c) (L 4 2 4+ 3 #......1000) = (1L + 2 ...+ 10) =

-

Notacidn Sigma:

Vamos ahora a introducir una forma de escribir su

mas de la forma:

1+ 2+ 3+ 4.... +n

Para esto usaremos el sfmbolc I (sigma) que -—-—

quiere decir suma, entonces para interpretar la suma: -
) : 5
1+ 2+ 3 + 4+ 5 en notacidén sigma se escribe gLJn

quy significa la suma de los nGmeros naturales desde uno =

b4

hasta 5.
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Asi también si qQueremos expresar la suma de los

nmeros naturales desde 1 hasta 17 lo escribimos como :
a7

I n , y desarrollando tendriamos:

n=1
17 -
I n =1+ 2+ 3+ 4+ 5 +,..+ 17
n=1

Ahora' bien si queremos calcular la suma total ten

driamos:
17 . . .
L n = 17(17 + 1) _ 153
. — 2
; n=1
En general podemos decir que :
. n . k
14+ 243+ o..+n= % k=20 ; 1)
k=1
Ejemplos:
- Vamos ahora a expresar diferentes sumas usando la nota-

cibn signa:
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7%

1) 1+2+ 3+ ,,,485= & n

n=1
plig
2) 54+ 6+ 7+ 8+ 9+ 10 = L n.
n=5s
_20
3) 14 2+3+4+ ....+20= % 1
i=1
. 50
4) 445+ 6 ... 450 = L 7

J=»

36

5) 11+ 12+ ....+36 + T k
k=11

. _PBncontremos ahora los resultados de las sumas anterio-

res.
sy .

oz _ 54(542+ D - (54)(55) _ 1495
=1

2) Como sabemos:

54+ 6+ 7+8+9+10=L+2+3+4+5+6+7+8+9+10) =

L+ 2+ 3+ 4)
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Poxr lo que:

10 10, 3 .
Y ne= ¥ n- £ n= Q000+ 1) 7404+ 1) _ 110 22420 - 55+ 10 =65
3 Vi ) =
n=s n=1 n=1

20 (20 + 1)

i=t
50 50 3
4) T 3= L 45 - L =
J=u i=z j=1
_ 50(50 + 1) 4+ 303 + 1) .
= 2 Z
= 1275 + 6
= 1281
3é 3as 10
5)) £ k=% k- E k

k=11 k=1 k=1

36(36 + 1) _ 1i0(10 + 1)
2 2

= 666 —~ 55

= 611
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Ficha No. 2

1. Desarrolla las siguientes sumas y calcula su resultado:

60

1) I n=
n=1
50 .

2) r k =
k=11
39

3) LI w=
w=2 - .
9

4} L is=
i=s
1s

5) £ 3=
j=3

2 - Resuelve utilizando la notacién sigma el siguiente pro

blema:

Cudnto se gané en una rifa de 1000 boletos en donde ca
da boleto cuesta en pesos, el nGmero del boleto (los -

boletos estin numerados del 1 al 1Q00). ' ‘”;;r
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SUMA DE LOS CUADRADOS DE LOS N NUMEROS NATURALES

Vamos ahora a obtener la suma de la siguiente sucesién :

12 4+ 22 4+ 32 &+ . . . + 10% =

éCué8l es el resultado?

Observa que.ahora estamos elevando al cuadrado cada uno de
los nGmeros naturales y despué&s los sumamos, esfé procéso es "la-
toso" vor lo que también seria déseable encontrar una f£6rmula que
nos diera el resultado sin necesidad de hacer todos estos célcu -
los.

Taller No. 2.

Objetivo: Que el alumno induzca (por tanteos) la f6rmula para - .

encontrar la suma de los cuadrados de los n nGmeros na

turales.’
Material: 55 cubos del material que desees.
Indicaciones :

l1.- Calcula el resultado de las siguientes sumas :’

12 + 2% =
1% 4+ 22 4+ 32 =

12 ¢ 22 4+ 32 4+ 42 =

i

12 4+ 22 4+ 32 4+ 42 4+ 52 =



Con tus cubos construye las siguientes pirfimides.

1) Pirdmide de base 1

»

1 (cubo)
2) PirSmide de base 2 x 2 {cubo)
3) Piramide de base 3 x 3 (cubos)

4) Piramide de base 4 x 4 (cubos)

'5) Pir&mide de base 5 x 5 (cubos)

éQué observas con respecto al ntmero de cubos de cada- pi-
rémide y los resultados de las series delinciso 172.

Como observaste el ntimero de cubos de una pir&mide de ba-
se n coincide con la suma de los cuadrados de n nGme-
ros naturales, entonces ahora, jintenta encontrar una f££-

mula para encontrar el nfimero de elemntos de una pirémide

de base nl

La £6rmula a la gque pretendemos llegar es a:

+

n? n? n
3 t3 3

¢Clmo la justificarias?.
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Del taller anterior obtuvimos, que la f6rmula pa
ra encontrar la suma de los cuadrados de los n nGmeros

-2
naturales a la que llamaremos § , es:

3 2 ”
2 ‘n n
S = 777+ >-t 7

Yy algebraicamente tenemos que:

n® 'n? ‘n_ 20 +3n% +n _2n*+n’+2n%+n
cal i uid g = 3

os
|

n
3

(n

+m@Cn+ 1) _nn + 1)(2n + 1)
[ 6

. | s? nﬁm4—1)é%1+ D | pérmula para encontrar

la suma de los cuadra-
dos de los n.  nGmeros

naturales.

Entonces la suma de:

12 & 2% % 3% 4+ _,... + 10%
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Aplicando la fdrmula anterior seria:

12 4 22 4 32 4 ... + 102 = f10)(10 + 1%(2(10) + 1)
- (110)(21)
= Se—t==!

. 2310

375

Ejemplo:

Calcular la suma de la siguiente sucesi6n utilizando la

" f6rmula corresrondiente:

1% + 22 4+ ...+ 54% =

(54) (55) (2(54) + 1)
&

(54) (55) (108 + 1)
[

5395 o
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Ahora cabe la pregunta: :;Cémo podriamos escribir

1% % 2% £ 3% + ,,.. 54? en notacién sigma?
cY¥a se te ocurrid?, claro es:
T n* = 1% + 22 4+ 32 __ .. + 54?2

v en general la suma de los cuadrados de n nfmeros natu-

rales-estari dada por:

n .
T OK® =12 + 22 + ,,. n?’
Ke=2 -

Ejemplos:
Escribir en notacibén sigma las siguientes sumas 3

100
1% + 2% + 3% 4,..,1002 = T y*

y=1
i 10 5
52 + 62 + 7% 4+....10° = £ n?2 - T n?
n=1 n=1 '
. - 50 1]
202 + 212 + 222 4+ 232, ,,.+ 502 = 1§ x? - ©k'
k=1 k=1
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Fichg No,.3 . .
1., Obtener los resultados de los ejercicios anteriores.

2. Desarrollar las siguientes sumas abreviadas y obtener

su resultado.

aj £ k% =
k=3 .
1000
b) r i* =
i=2
20 10
c) I n? - & n=
n=1 n=1
50 25
a) I n - & n®=
n=3o0 =15
3.  Obtén el resultado de la siguiente suma y escribelo

en notacién sigma.

13 4+ 2% + 3% + 4% + (....10% =

4. Indaga la f6rmula para obtener la suma de los cubos

de los n nGmeros naturales.
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5. éSe te ocurre cfSmo mostrar esta fHrmula?z,

CONCLUSTIONES

La férmulas mostradas en esta seccidn:

a) . Para sumar n nGmeros naturales
_n(n + 1)
. 8= P
b)" Para sumar los n?

nfimeros naturales.

gz - nin + 1} (2n +-1)
6
c) Para sumar los n’ nGmeros naturales
g3 = RZ(n + 1)2
= B\
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Pueden ser demostradas algebr&icamente, nuestro
objetivo en esta seccibn es sdlo obtener estos resultados
para poderlos aplicar en ia siguiente seccibn, por eso no
se hizo énfasis en su demostracién algebriica, sin embar-
go a continuacidén se propone la demostracifn algebrdica -
para cada una de las f£6rmulas anteriores para quienes es-

tén interesados en saber de donde se obtienen algebr&ica-

mente.

Consideremos la igualdad al menos cierta para los
nmeros naturales.

(n + 1)2 = n? + 2n + 1

Vamos a reemplazar n por  n - 1, después por
n-2,n-3,n--4, etc, hasta llegar a 1l; de esta mane- -

ra obtenemos:

la.Columna 2a.Columa 3a.Columnma 43 .Columa

(n + 1)2° = (n + 1)2={1;2t7 + 2n + 1
n -1+ 1)2 =;'\1:1fh) =+ 2(n"- 1) + 1
(0 -2+ 1)?% = [(n -1) 2} =-+2(n—2)+1
n -3+ 12 = ) 2 =‘(;': 3—)-"5"+ 2(n - 3) + 1
(n -4+ 12 = \:(r:_—_:;)j) G T 2 -4 1
m-5+1%=|tn-0° -@G@-5D+20m-5 +1

- - -

(n—(n—l)-l—l)z == ((l + 1-—)_—2\)_ -



Recuerda gque sistiene 21 siguiente caso:
2x + y =y + 4

por estar la y en ambos miembros de la igualdad se puede

anular.

AhoraAsi sumamos los t&rminos de las columnas uno
y dos, por lo anterior, podremos ver que los té&rminos pun-
teados, se eliminan, al igual que.los que estén encerrados
en rectdngulo y en elipce, por lo que en la primera colum-

na s6lo nos quedaria (n + 1)? ¥ en la segunda gquedaria -

(1’2 = 1. sSumando en otro rengldn la tercera columna tene
mos: 2{(1+ 2 + ... + (n=5) + (n-4) + N=3) + (n=-2) + (n=1) "+ n).
Sea § =1+ 2+ .....+ n entonces la tercera co

lumna es igual a 2S.

Sumando la cuarta columna tenemos’

1+ L 4+ 1+ 1+ ..., + 1

n veces
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por lo que es igual a n; entonces tenemos gue:

(n + 112 = 1 + 25 + n

(n + 112 = 28 + (n + 1)

m + 1J2 - (n. + 1) = 28

2 + 2n + L = n - 1= 25

n? + n = 28

n(n + 1) = 28 ... ... (1)
. n(n + 1) ’
o . s = —_— .

que es la f6rmula gue obtuviste. (en el caso de la suma de

los n nGmeros naturales.

Si queremocs obtener ahora la f6rmula para
2 -
s = 12 4 22 4+ 32 4 .. 4+ n? trabajaremos con la igualdad

{(vdlida, al menos para todos los nﬁmeros naturales) :

(n + 1)? =n? + 3n% + 3n + 1

177




‘donde reemplazaremos. n por (n - 1) por(n - 2}, (n - 3},

(n ~ 4) hasta 1 y secuiremos el procedimiento semejante

al anterior.

Observa: Colurma 1 Columa 2 Columa 3 Columa 4 Oolumna 5
n+ 1 = (+ 13 = nd + 3n? 3n + 1
o~ 1+ 1)° - n = @=-12 +3(n-1% +3n-1+ 1
m=-2+1% =-@-12 = @m-2° +3m=~-2)% +3Mn=2)+ 1
m-3+1? = @=-21 = Mm-3% +3m-32 +3Mn-3 + 1
n- (1) + 1= (1+1®= 13 4 3.12 + 3.1+ 1

Recuerda que:
(n+ 1)° = 1+ 352 4 35 + n

Gonde el simbolo: s¢2' = 1% + 22 + .. & (n - 1)2 + n?

<
[&2]
il

1+ 2 + ... 4 (n -~ 1) + n
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desarrollando:

(n + 11® - n -1 = 38% + 35
n* + 3n? + 3n + 1 -n - 1= 38% + 38
n® + 3n? + 2n = 352 4+ 35 ...
Como S = nintd 1) sustitufimos en (1)?

2n® + 6n?

2n3

nin + 1)

. 82

gue es la f6rmula inducida para

+ 3n

+ 2n =
2
+ 2n - 3%—
+ 4n - 3n?
2 4+ n = 682
{2n + 1)

=. 6352

- nin + 1) (2n + 1)
[ .

sz,

\

De la misma forma podriamos demostrar 1la

para S°%.

iIntenta hacerlo!

179

(1)

f6rmula




PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA NOTACION SIGMA

Existen algunas propiedades importantes de las su-
mas abreviadas que nos serAnm Gtiles en la siguiente sec --
. cién, induciremos estos propiedades con el desarrollo de la

siguientes fichas.

Ficha No. ¥

l. Desarrolla las siguientes sumas y calcula su resultado:

Ejemplo:

o]
N
~
]

2(1) + 2(2).+ 2(3) + 2(4) + 2(5)

= 2(L+ 2+ 3+ 4+ 5)

5(6)

51

:=2(

= 2(15)

=" 30
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éQué puedes inducir de los ejercicios anteriores?.

2, Desarrolla:

15

L 2Kk = . . :
k=1 .

De esta ficha podemos concluir la primera propie-

dad. gue dice:

n n
L ak=a I k
k=1 k=1
O sea gue:
- SRR
I ak =a (22 F 1),
k=1
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Desarrollaremos el ejercicic b» aplicando este re

sultado;
5 . .
T 4k = 4 (éié_%_lll
k=1
= 4(15})
= 60 , que resulta m&s sencillo.
Por lo tanto, también podemos concluir que:
n no.
£ ak® = a I %2
k=1 k=l
Y que:

T ak? = a DM F 1)@nox 1) o
S, [ o -
k=1 -

Y 10 mismo para:
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Ficha No, 5

Desarrolla las siguientes

Ejemplo:
N 1 -2 -3 4
n .
T ==t =t 5+ =
22tz Tzt 2
=1l 1+24+3+ 9
=1 ’
-1 4
z ==
1
-—-2—(10)
=5
5,
1) b g=
n=1
P2
2) r ==
n:JT
a
3) 5 3n -
: 2
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—&Qué puedes concluir de los ejercicios gnteriores?.

4) Desarrolla.

10
2
T 3n” _

n=1 5

De esta ficha podemos concluir que:z

k an k. a

L =—=—= & - n

n=1 b n=1 b

k. a a k
L E - En == T n

n=1i b b n=1
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Lo mismo tendremos para.

k. . k

) ‘%nz = % R
=1 - =2

varaz:
k k
a _x a

bX & n = = I 3
n=2 P bpoy B
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Ficha No.6 '~

Desarrolla las siguientes sumas:

Ejemplo:
togrTh = [+ 2500 s D2+ 22T
j=
) + 73 + éégl.] + 4+ 3€;) il

= 3 3
=1 + 7(1) + 2 + 7(2) +

-3 3
+ 3 + 7(3) + 4 + 7(4)

=142+ 3+ 4+ 21+ 2+ 3+

4(5) 3 4(5)
=z *t 3z 7

_ 3
= 10 + 7(10)
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—
™~
-
.
+.

o
-

]
.

5
2) To(25 +

3), & (55 + 39}
3=1

2Qué puedes concluir?,

n . n n
Z (aj + bj) = a = J+b I 3
j=1 J=a =1
Y en general que:
n
k . noox n A
£ aj" +bpj*=a z Fa+pb 3z o AR
Jj=1 L = 1 : j=1
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Fichg No,7?

Desarrolla las siguientes sumas:

Ejempnlo:

k=1 -
q.
1) T 6=
=1 t
ig )
2) T o=

.

aQué.conéluyes?.

Ficha No.% .

- Resume las f£érmulas obtenidas en las fichas anterio -

res (4:5‘63‘4)

- Encuentra el valor de las siguientes sumas:
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5n?
1

10
N
n=

(10 - P}

(b + b?)

(x? + 1)

k=1

2]

x (n + 1 )

32
zR)

2

("2“'"1- +

ok
190
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AREAS BAJO CURVAS DETERMINADAS POR UNZ FUNéION,

191



" CALCULO DE AREAS BAJO CURVAS DETERMINADAS POR

FUNCIONES

Con la herramienta estudiada en la secciédn ante -
rior, nos serd posible determinar el &rea de figuras que -
no necesariamente estén formadas por rectas, pero hubica -

das en un planc cartesianc y determinadas por una funcidn.

" AREAS BAJO FUNCIONES LINEALES

Comencemos por calcular &reas de figuras determina

das por funciones lineales como por ejemplo:

1) f(x) = 3x B
2) f£(x) = 3
3) f(x) = 3x + 1
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‘en un intervalo determinado, como por ejemplo en el inter-

valo Eo,lj.

Caso 1.
Sea f(x) = 3x, su gréfica es la siguiente:
A
£ (x)
9 £(x) = 3x
3
2 4
| A
o 2 1%
Figura 1
Yy como observaris en el intervalo | 0,17}, vy debajo de 1a

funcibn y sobre el eje x se determina la regién A, cuya
forma es un tri&ngulo, por lo que en este caso particular,

encontrar el &rea bajo la funcidn en el intervalo E‘O,lj
. r

significa encontrar el &rea del tridngulo A, cuya base mide
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una unidad y cuya altura mide 3 unidades; aplicando 1la férmu

la para el cdlculo de dreas de triingulos tenemos:

* bh.
-

>
i}

_1(3) _ )
A = == 1.5 unidades cuadradas.

Caso 2.
Sea f(x) = 3 ; para graficar, recordemos que es -
una recta paralela al eje "x" que intersepta al eje "y" en

3 o sea:

"l")l'
S IR RRLEER g ST
2-
B
1
i 'l .... 1 >
0 1 2 3 9 v

Figura 2
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En este caso particular, el encontrar el &rea en
el intervalo [0,1), significa encontrar el 8rea del rec-
tingulo B cuya base mide una unidad y cuya altura mide 3
unidades; aplicando la f&6rmula para encontrar el drea de

un rectingulo.

B=Dbxh

tenemos que el drea del recténculo esz

.

B=1xx 3 =3 unidades cuadradas.

‘Céso 3.

Sean f£(x). = 3x + 1; para graficar observemos gue
- la pendiente de la recta es 3 y su ordenada al origen 1;

por lo que tenemos:
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fi{x) = 3x + 1

L]

Figura 3

En este caso particular, el encontrar el drea enel’
intervalo [_ 0,17 significa encontrar cl &rea del trape
cio C. Sabemos que la f£6rmula para el irea del trapecio
(B + b)h
—

es C= Adonde :

B = Base mayor que mide 4 unidades

b = Base menor que mide 1 unidad

h = Altura que mide 1 unidad

.. C= lﬂ_%_lll.= 2.5 wunidades cuadradas.

N
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Ficha NO.}

- Calcula el &rea en el intervalo [ 0,1_| bajo

guientes funciones:

1)
2)

3)

4)

5)

£ (x)

f(x)

£ (x)

£ (x)

£ (x)

x
2x + 1
oF

5% - 1

-2x - 3

197
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I
/

CONCLUSTIONES

En el caso de teﬁer funciones lineales, no existe
ningGn problema para determinar el &rea ¢ue se determina -
en cualquier intervalo (no necesariamente [ 0,17]), ya
que se obtienen figuras formadas por rectas y cuya 8rea -

la podemos encontrar formando en ella figuras elementales

como: tridngulos, rectidngulos, cuadrados o trapecios.

El problema se presentarad en el caso de funcio -

nes no lineales, que como ya sabemos nos representar&n -

‘curvas en el plano cartesiano.
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" AREAS BAJO FUNCIONES NO LINEALES

Calculemos el drea bajo la funcién no lineal -

f£(x) = x? en el intervalo [ 0,1 .

Tabulemeos para construir su gré&fica.

...... L &) A
X £ (x) s 4
kN
' LY =N
0 0 0 S/ ¥
1 1
- q 6 3
1] .1
z| 7 21
1 1 ,
2 4 A L
RN 2 x
Figovel 4

Para calcular el &rea bajo esta curva (pardbola)
en el dintervalo [ 0,17} , tendremos gque recurrir al méto
do de aproximaciones sucesivas, puesto que en forma direc
ta, figuras eiementales cuya &rea conozcamosS ya no es po-

sible en este caso.
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Para calcular esta frea realizaremos las siguien-

tes aproximacioness:

Primera aproximacibn.

Divide el intervalo [ 0,17] en tres partes iguales vy

dibuja los rectédngulos que se forran por debajo de la

curva (contenidos en la regidn A que se forma en la -

Figura 4).

) &

(3, %)

8/a

b}
e (€&

N e V%)
o3 ¥

v

(A1
Ly

Figura 5 g
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Calculando el &rea de los rectidngulos R; y R,, ten-
dremos la orimera aproximacifn al &rea deseada, para

: &
esto calcularemos las bases, y las alturas de los rec

tangulos como se hace en el siguiente cuadro:

Recténgulo Base 2Altura Area
. ‘ 2
Ri 1 (32 am-3@r-34-- 4o
2
R: 3 (37 awa =36 -38-L 2

Observa que las alturas de los rectdnqulos estdn deter

"minadds por la funcibn. -

Sumemos el drea de R; y.R; para obtener el drea de la

‘regién sombreada de la digura 5, que llamaremos Area

Inferior y la denotarxemos por Az (3 por haber hecho

3 divisiones en el dominio de la funcidn).

=gy 2+ 5@

[?

3—13—[12+2=j
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Como podr&s ohservar este resultado se puede pro-

poner en notacidén I comoz

2. 1 = 2 =
L gyki= 33(5) = 55 = .185185

."« A3 =.185185

De lo anterior podriamos decir, entonces que:

Ay = I A{ka = al Srea de las sumas de los rec
i '
t&ngulos Ry "y Rap. -

4. Como A es el drea que se desea encontrar.

Entonces: A

v

A; =.185185

.. A 2 -.185185

‘' Segunda Aproximacidn.-

1. -Ahora vamos a dividir el intervalo [ 0,17] -en 6 partes
iguales; dibuja los recté&ngulos que se forman peor - deba;-
jo de la curva. \
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N W

3"/35 1

Wi~ h

o

e 4
Yot

fe

Ry

F.‘Q‘uwc\, G

203
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2, Calculemos el 4rea de Ri, Rz,-... Rs para lo cual llene-

mos el siguiente cuadros

Rectinqulo Base  Altura Rrea
- .. \;' ' R »\ et 2 ) .
R, L e Amil = g@ =1 =L
. 2
R, & AR = 2@ =22 = L2
2
. .
R, @ AR = @2 = T 55 = (@7
.-
Rs z S ARs) = T2 = T 2y = 3r(5)?
. 5
3. Calcularemos Ag = L aRK, para obtener el &area de la
‘ k=1 .

~-regibn sombreada de la figura 6.

5 ' .
: 1 2 g 1 1 ;
As = k}:=1 a(R) = (1?2 + ?).3'_.(2)2 * w3 + E T+ (5P =

=g [17+22 + 32 +.82+ 527 ... (&)
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Aplicando la f£6rmula de la seccibn anterior para encon-—

trar la suma de los. n cuadrados,

_ 5(61(11) _ o
= e an

"2%-3(_55) = .2546296

]
(4]
Il
g
—
[§;]
w
A
1]

»
v
i1
v

2

Ponde As 4 igual a el &rea inferior de la primera

e Aproximaci6n ‘con 2 subdivisiones.
" As es igual al drea inferior de la segunda -
‘Aproximacidn con seis subdivisiones.

A Area total de la regibn.

" Tercera Aproximacibn.-

1-Ahora dividamos al intervalo [:0,1:] en 12 partes igua-
les; dibuja los recta@ngulos que se forman por debajo ——

de la curva.
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‘e(_‘) A

N

\1X‘«4- ! MZ_
wat A—
Yol 1
o
W‘J' . R Ru
4
Hr Rz
| fx
Y- 5
et o Ry fy . ,
Yoo P Y Yo Fu Ya W Wiz Wiz W Wiz VALt L }:
Figura 7
Calcularemos el &rea de Ri, Ry, R3, ..,, Ry
Base Altura Area
T A - .‘ . 22
R _:é_ (ﬂ%)-z AR:) =%(%2)2= 11
g : : .
Rz '_%2— ('_‘l%) A(Ry) =El_(IJé_)2____l%_ 2
.. N L .
' . .. 2 —
Rn = AP amn = Sdh. -4 G0 -
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1
3. calculemos A;z= L a(R.) parg obtenex el drea de 1la
k=1 :
regibn sombhreada de la figura 7,

11 o
o _ - Sl 2 ~~~3 2 R § 2
Azz = & a(r.] = (L)% + (3)° + (4)% +
212 k=1 k- » 12)3 , {1273 (EVDE

.
+

-(—l%)—-s(lif2 = H%P 12 + 22 + 32 + 42 + 52 + ... 1172 7] (H)~,
11

Como £ k2 =
k=1

11(11 + 1)(arl + 1) _ 11(12)(23} _ 506
6 6 -

sustituyendo este valor en (&%) tenemos que:

"Biz = qqgp = (506) = py3gp (506) = 292824

A Az 2 As 2 A
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Tallexr No, 2.-

) Objetivo: Que el alumno conpruebe visualmente que
a medida que se divide en mayor nlmero de partes el interﬁg

lo, nos vamos acercande o aproximando mds a &1 Area real de

© A

Material: Papel lustre de 4 colores, vapel casca-
rén o cartulina para formar una base, tijeras, pegamento, -
plumones, escuadras.

Instrucciones:

"1.  En tG base dibuja la par&bola £(x]l = x2

2, Recorta del §apel lustre la regidn A bajo la curva en el
intervalo [ 0,17] y pega la regién A en t6G base.

3. Recorta en papel lustre de otro color los 11 rectangu-
los formados en la tercera aproximaci&n vy pegalos so

bre la regién A.

4. Recorta en papel lustre de otro color diferente, los 5

- LR
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recténgulos formados en la segunda aproxmacién y pe-—

galos encima de los anteriores,

5, Recorta en papel lustre de otro color diferente los-
2 recténgulos formados en la primera aproximacidén y

pegalos sobre los anteriores,
£Qué puedes observar?,
Como has observado del taller anterior, a medida

gue realizamos mids subdisiones del domiInioc de la funcidn,

el 8rea iInferior se aproxima al area A.

'Zi; = ,148148
Az = .2546296
As = ,292824
Tabla 1 B
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Cuarta Aproximacif®n v ltima,

1. BAhora dividamos el intervalo [0,1] en n > 12 par

tes iIguales; dibuja los rectéiinculos que se forman de-

/

bajo de la curva,

L 6))

K|

8ot
I
[

! n

2. Calcularemos el &rea de Ri, Ri, Ri, ... ‘R(n-—l) para

-lo cual llenaremos el siguiente cuadro.
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‘Com I k2

R @
" Rs % (éqz

. n-1
Calcularemos" A = kx=.1

Sl

RETI

Sl

Al Sl

=1

32
nz = rTs-(llz'

12 )
&2 = Ar(2)7

h 1
AT = me(3F

Eeh= L1yt

a(Rki.' para obtener el &rea de

la regiSn sombreada de la figura 8,

=L [P +22 42442+ o+ @12 .. B

n-2 - : : :
. _ S 2 o1 2 1 2 -1 2 PR T
AL = kz:=J a(Rk_) =gr (1° + S21° + 537 + F5(4)° + ... Fale 1) =L

k=2

2n-=1)

= M-1) (n) ¢
. )

211

n-1 Sy m=1) + 170 2min + 17 - (h-1) () (2(-1)+1) _
3 _ 6 =




Sustituyendo &ste resultado en ($) tenemos que:

A 1 =1 (2n -~ 1)
n = n3 6

A= n @n -y

=Ni: LS
(3 w
i . n n-1_  2n -1 _
6 n n n -
_ 1. n 1 2n _ 1
g - ig-g K-
=1 . -1 -3 . ’
=7 (1 g 2 -2 ...l )

La f6rmula (+) representard el &drea inferior en
el intervalo E 0,1:[ bajo la funcidén £(x) = x?, para -
cualquier n subdiwvisiones del intervalo: entonces, si-
sustituimos n = 3, n = 6 y n = 12, obtench-:emos los resul-
tados de las 3 aproximaciones hechas anteriormente, esto

es:
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'Sin = 3,A: =

77 = 2185185 (la, aproximacién)

Lo~ -1 1, _
8in =6, = & a -z cz—gl—
1 (g %‘}-) % = .254629 (2a. aproximaci&n)
Sin = 12 An=g (1 - 35 (2 - 75 =

=z GHE =%t ED - &2 - 292824 (3a. .

aproximacibn} .

" Ficha No. 2

Con el resultado de la f£&rmula (-} calcula las apro

ximaciones al drea bajo la funcidn f£(x) = x2, en el interva-
lo 20,17 para las sicuientes subdivisiones:
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n=15, n= 17, n = 20 y n = 50 y con los resultados ob-

tenidos llena-el siguiente cuadro.

Particiones Aproximaciones al Area
n oo By
h = 3 .185185
n =6 .254629
n = 12
n = 15
n = 17
n = 20
n =25
n=ow 2
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De la ficha anterior puedes observgr que a n -
le podemos dar diferentes valores (como 1,000, 1;000,000-
6 102 ; etc.} y entre mas grande‘sea este valor mas nos -
hacercamos al area deseada, entonces para esto decimoes --

gque n tiende a infinito y lo escribimos como: n —+ =

Ahora bien, analizando la f£6rmula (1) con la cual
obtenemos el &Area para cualgquier particidn, veamos que su-
cede cuando la particibn es suficientemente grande, esto
es cuando n =+ *, Paralesto es necesario primero observar
que pasa con la fraccidn 1/n gue interviene en este f£&rmu-

la, veamos el siguiente cuadro.

. Valores de n . LA/
1 ‘1
2 .1/2
3 1/3
4 1/4
100 ' 1/100
1000. 1/1000
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Exactamente, cuando n -+ ® ohservamos que % es

- . 1
cada vez mas pequeno, casl cero, esto es a 0 ; esto lo .
decimos como sigue: "Cuando n - « la sucesién [ % } -+ o
. . 1
"y el limite de la sucesibn { = } cuando n + w es cero".

Ahora en la férmula (1) hagamos tender n + ® , esto se -

ra el limite de n , lo cudl nos darid el &rea real de la

curva, esto se escribe como:

lim A = 1im [ - Dz - 2] *

n-oo n-—re
=fa-o : L
=% - 0)(2 - 0)&Dr:pe lim = =0
o

= .333.... Area A

*El desaryollo formal de este limite es el siguientesz

1 -1 1

I

1fm
Irvee "

I
i

1 1 S 1
3 1lim (1 - EQ iﬂ: 2 - ﬁ&

0

=% [um 1-1m 2] (lim 2 - 1m 1]
-+00 nae n-eo n-e
=Za-a@e-o0
=T W@ L B
= .333 T ‘ ’

Pero este desarrollo estd sujeto a una serie de resultados importantes
sobre el concepto de limite de sucesiones, el cual no es nuestro obje-
tivo en este curso.

.
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Por lo tantQ, podemos decir quej

n-1

1im A = 1im L a(Rkl = A
n-re --n noo k=1
n-1 » :
donde I a(R ] es la suma de las &reas de los rectdngulos,
k=1

para n subdivisiones del dominio de la funcién,
Tambi&n introduciremos la notacibn:

,!‘.; £(x] = A

bonde el simbolo f;f(xl significa el srea bajo]—

la curva f(x) en el intervalo [ 0,17].

En este caso pafticular £(x) = x°

J’; x? = ,333

NOTA: EI1 simbolo [ wpara integral fué introducido por -
’ Leibnitz en 1675, esta S alragada en esta notacibn,
representa. la suma de las &reas de todos los posi -

. bles recténgulos cuando la particién es infinita.

217




Ahora nos aproximawwdsal drea bajo la funcién -
£(x) = x> en el intervalo |_0,1 ], también con 4 aproxi
maciones pero ahora construyendo recténgulos superiores;

v a la suma de é&sta le llamaremos Area Superior y la de -

notayewes yor, A .

' Primera Aproximacidn

]

Construyamos la grifica de la funcidn £(x) = x? ,
dividamos el intervalo [ 0,1 | en tres partes iguales y
construyamos los recténgulos cue se formen por arriba de

la grafica.

£y 4

o
[y
]
[
L




Calculemos el drea de cgda uno de estos rectén-

gulosg;
Base Altura . Area
\i R _;L'l.z _ X iz _ 1 2
Ry 3 (3') ARI =3 L’j) =3 (_3—21 = 3x 1
-1 ~2. ., 1,20, 1,22 1 _,
Rz 5 (g) ARZ = ’3‘(?) = 3‘(?2-) = 337 2
1 +3y2 _ 1,3, _ 1,3% 2
‘Ra 3 (j) . ARa = §'(-§') = "3'(?) = 37 3

Sumemos el &rea de Ri, R: y R: para obtener el -
,area.de la regibén sombreada de la Figura 5 gue llamaremos

drea superior y la denotaremos por Aj.

B = I AR = g+ (1%) + 35(2%) + =5(3%)

T 12 + 2% + 327

e

£

L [C1a] = 35 = .s518518..."

, ‘ .'. Bs = .5185,,
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Ficha No 3~

Realiza las otras 3 gproximaciones BKs, A1z ¥ Kn
anidlogas a las hechas en las dreas inferiores As, A1z Y

A .

©=n

Taller.No. 2

Objetivo: Es gue el alumno verifique visualmen-—
te que a medida que se hacen mads subdivisiones en el intex
valo [:0,1]; - el &rea superior se aproxima a el &drea --—

Real de la Regidn,

Material: El mismo del No. 2

Instrucciones:

1. " En tu base dibuja la pardbola f(x) = x2,

2, Recorta en papel lustre de otro color los 6 rectingu -

los de la 2a. aproximacidn y pegdlos en tu base.
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3. Recorta en papel lustre de otro color los 6 rectdngu -
los de la 2a. aproximacitn y pegdlos encima de los an-

teriores. J

4. Recorta en papel lustre de otro color diferente los 12
rectdngulos de la 3a. aproximacidn y peg8los encima de

los anteriores.

- 5.. Recorta en el papel lustre restante, la regifén bajo la
curva £(x) = x? en el intexvalo {{ 0,! ] vy pegidlo sobre

los recté@ngulos del.paso 4. . —

6. éQué observas?

Exactamente, a medida.gque realizamos mas subdivisiones
en el intervalo |_G,% 7], el &rea superior se aproxima .a el
drea de la regidn narnaja de la figura 4, por lo gue pode-

mos afirmar que:

}-l
~
P
v
™
v
Ve

2) lim Tim K; _

1
nve 0T o £(x) ax
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En donde en este caso f(x) = x?

Ahora calcularemos el &rea bajo la funcibn -
Fi(x) = 2x?2 en el intervalb [0,1) empleando las 4 aproxima

ciones vistas anteriormente.

Primera Aproximacibn:

Grafiquemos la funcidén £ (x) = 2x?, dividamos el =
intervalo {0,1) en 3 partes iguales y construyamos los rec-

t&ngulos inferiores.

L 4

2 4

WY
Q/‘l“ R' [ Rz _
/3 2/3 1 x

Calculemos el drea de cada uno de los recté@ngulos:

Base Altura Area

2
R 1/3 2¢h 2 ap =22 $HrH = Fed =
2.5 12
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wils

. _
2(3)2 Pr, = GLedii) = Tedn) = 2.3.22

Ahora sumemos las &reas de los rect@ngulos para

obtener el &rea inferior A

. Tl 2 1 2
Ay =2 « 33 - 17 4 2 o5 - 2

]
]

Csra? + 2257

= 2 (.185185...)

Ficha No. 4~

Calcula la segunda aproximacidn' Be Y tercera apro

ximacitn a2z en |_ 0,1 7] de la funcién £(x) = 2x?,
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" Cuarta Aproximacién,

‘Ahora dividiremos el intervalo [Z0,17] en n
partes iguales y construitemos los rectingulos inferiores

que se forman bajo la funcién f£(x} = 2x>.

_ :
2 2%
0y A Peky= 2
(O
™ |
,A fi. 3 2 [] »>
of 1 -2 -3 -4 , Sal N X
H n n XT a % g% 60" 0909 "'n .
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Calculemos el drea de cada uno de los rectdngu-

los que se forman:

Base Altura Ared
R, 1 1,2 . 1, 5 1 2 i. 12 a1 7
n 23 Bp,= (F12(E T n 2(57) = 2°55 1
l 2 2 — 1 2., _ 1, 22 _ 1 2
Rz 3 Z(H) ARZ— (H) 2(}‘1‘) = E- 2(?) = 2'-n—3~'2
Ry’ i 3y2 _ (1y,(3,2 _ 1 ., ,32
n 23 Br,m F2R° =52 o 2-#%732
R - - - » 7 .
n-, 2 2324 A, = G2@hr=223= 2055 (0102
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Ahora sumemos estas &Sreas para cal;ula: el 4drea
1 B
total de todos los recténgulos A = L aRy
k=1

i

n--1i 1 .
L aR, = 2e—p-1? + 2-
k=1 * n

1

et w 2.5032 4 L4 2: L (n-1)2

=22z + 22 + L @B

i

2(52)((n —'1)(n)é2n — 1))

1

2t - Hae-h

Donde como recordarids, esta f6rmula nos es Gtil
para -cualquier n particiones del dominio de la funcién;r
y adem&s recordando tambi&n que si . n -+ =, entonces {%]-+0
tendremos gue.el &drea A bajo f£(x) = 2x2% en ﬂo,t ] esfa -

dada por:
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-1
S} o2x% = lim & ©=A

o ¥ o é;{aRR
n=-1 .
.. lim © ar = lim 2(31 - D2 - b
n»>~ ‘k=1 n4+o n n
v v
0 0
= 2(3) (1) (2)
20 o1
=23 =2
= 2(.333...) . ' e
= .666...
S o2x® = .666...

Ficha No.S _

1. Calcular el &rea bajo la curva en el intervalo [ 0,1 J

de las siguientes funciones:
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a). £(x) = 3x?
b). f(x) = 4x?
c) £(x) = 5x?
2. £Qué& relacidn hay entre ei drea bajo la curva de. -

£(x) x? vy f(x) = 2x2%?.

3. <Qué relaciSn hay entre el &rea bajo la curva de - =

fix) = x2 y fx ) = 3x?%? ,

4. cQué relacifBn hay entre el &rea bajo la curva de - -

£(x) = x2 vy £(x) = 4x2?

Como te habr&s dado cuenta en la ficha anterior, el
el 4rea bajo la curva de 2x2 es el doble de x2, la de
3x? es el triple de x? y asi sucesivamente pov lo gue —

2

podemos conclulr que: si £(x) = cx (c = 1,2,3,...n...)

entonces:

1
o X ¢ = constante
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CONCLUSTIONE-"S

El cdlculo del drea bajo una funcién f{x) = ax?
en el intervalo l:d,i ], se puede realizar por el mé&todo
de aproximaciones suceéivas; gque consiste en hacer parti-
ciones del intexvalo, cada vez més finas, hasta casi ha -

cer infinito €l nimero de é&stas.

Estas particiones determinan rect&ngulos cuyas -

bases miden % Yy su altura estd determinada por la funcifn.

Algebriicamente podemos llegar a encontrar una -
f6rmula gue nos permita calcular el Srea bajo la funcién-
para cualquier particidn n del intervalo y el area real

la encontraremos haciendo n + « y sabiendo que en este —~

caso la sucesidén {%} + 0.

o

Pero cqué pasa si cambiamos de intervalo o de -
funcién? nos sequiri sirviendo é{ método de aproximacio-—
nes sucesivas?.
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CALCULO DEL AREA BAJO UNA FUNCICON EN |_a,b ]

En esta seccifn trataremos de encontrar el &xrea
bajo una curva £(x) en cualquier intervalo |_a,b ] utili-

zando tambié&n el método de aproximaciones suvesivas.

Para esto empecemos por analizar la funcibén - =~
£(x) ="x* , calculando el &rea bajo esta funcidn en el in

tervalo |_1,2].

Graficando tenemos:

o]
3
I
%
N

(@d. A
/'

N

0 1 q 3

Figura 9
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Primera Aproximacidn.

'
i

1. Dividir el intervalo [:1,2:] en tres partes iguales y
dibujar los rectingulos que se forman por debajo de la
curva ({Cu&ntos son?) contenidos en la regifn sombrea

da A de la figura 9.

&) 4 o
; £(x) = x2
.’. !
x4
%:1 . /
IR! {
N // . i
T 1z,
1 73 3
Figura 10
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Dehemos calculgr el rea de Ry, Rz Yy RBi: para lo cual
calcularemos las bases y las alturas de los rectdngu

los llenando el siguiente c¢uadro:

Base " Altura . Area
Ry % 12 %.. 12
R. % a+nz L. 1+ %)2=§1T(3‘+ 1)2
Rs 1 a+ 2z la+d Lo

Sumemos al drea de R;, R y Rs para obtener el &rea -

‘de la regidn sombreada de la figura 10.

14 dr B+ D24 (B4 2)3

Wik

3
Ay = X =
a3 k:laRk

=t+[E+n2+ G+ 2027

=%+ 5 [16+25]
_1.,1 Ry R
= 3+ 35 (41) =5+ 57 = 1.8518515
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3

donde & aRk es igugl a la suma de las Sreas de los
k=1 ’

rectingulos Ri, Rz ¥y Rs,

4. Sed A el drea que se desea encontrar, entoncess -

A > A; = 1.8518515

© Segunda Aproximacibn.

1. Dividamos el intervalo C1,27] en seis partes iguales;
dibujemos los recténgulos que se forman por debajo de

la curva.

fix)

f{x) = x°

3
\[\'

1>>_: . - /

¢! AL
R 2 ‘i:

Q- L1k % %% %.2

vt
RN\

v

Figura 11
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2, Calculemos el é_ﬂrea‘ de Ry, Rz,444¢y Rs cOmO se mues -

tra ene¢l siguiente cuadro;

..o L. Base’ | . Altura | .0l Aareal . ...
-1 s 2
R] 3- lz g' i
- , 2
Rz é i (L +=%}_2 %_.56__23_1_).__-: 5}3" 6 + 1)2
. 2
Rs % @+ $82D - L6+
. 2
™ 1 (s 2l LI L 64 32
2
[ Rs ¥ a+H2) 2O L 6402
. 2
' Re : A+l FEEIN A 6452
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6
3. Calculemas As = & aB, para ohtener el frea de la -
' k=i -
regitn sombreada de la figura 1ll.

6 .-

“Re = IR SEL4L 6+ D2+ 56+ 2%+ 5 (6 + 5)2
=1 i

Fol+g [+ + 6+ 2% + oot (6+ 527

=24 [72+ 8%+ ... +112]]

-

Como 3 k2 D@+ 1)(2n+ 1)

k=1 6
n 11 6 : o
f K2=% k% - I K2 = (11) (12)¢23) _ 6"(7),’(13)
3 k=7 k=1 k=1 6 g :
S0 g
= 506 -~ 91
= 415

{C.V\Q»VLOS : . Ce e ..
TBs =g+ gap (415) = g+ 532 = 3 F A5 8L, 5 0g79629




4. Entonces Az As = 2,0873623 > A,

——

donde" As es igual al &rea inferior de la segunda apro

ximacibfn con sus subdivisicnes,

Ay es igual a el drea inferior de la primrera aproxi

macién con tres subdivisiocones.

A es el Area total de la regibn,
!

Tercera Aproximacidn,

1. Ahora dividamos el intervalo [_1,27] en 12 partes

iguales; dibujandc los recténgulos que se forman por

debajo de la curva.

/ Canfruye}a/
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2. Calculemos el &rea de Ri, Rz, Rj
veyoeo ey Ris

{ Base |- .. Altura - - —Area
Ro| 1 12’ RN
iz
1,2 1 (12 + 1) _ 1
Ra Ev3 A+ T TmyE T (2t
1 | . 1 12 + 11)2 1
Rz | 5 a+ e 17+ LR =iz e 1t
12
- 3. Calculemos A1z = L aR_ para obtener el &rea de la regidn
k=1 :

sombreada de la figura 4ue cowistrudsie.
Ay = I O I L P AP LIDE S TP L IR G2+ 1
= S w2 e RSN IR e

+'(Iji7Y3 [ 12 + 1% +(12 + 212 + ..+ (12 + 117 ]

K=
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é~%+ \-'a;l_a;fa [ as? + Qa? + ok @327]

o~ B K = e +-15 (2n + 1)
) %

23 23 12 e . . I

T K2 == k2 _ r k? ;'(23)(24)(47) ;‘(12)(13)(25)
k=13 k=1 k=1 . 6 6

25244 _ 3900 _ 22044 _ 3674

gvhouwear?

DY
Ae = 13 ¥ (3T U 36747

_!;'3674 =144 +°3674 _ 3818
=7z~ 1728

g Xt =-1-]§-+.3:717'§ [ 36747 =‘T12'

>
«

W
Z

4, Entonces A 2 Az Z

238
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- Cuarta- Aproximacién.

1. Ahora dividamos el intervalo'quzjj en mn partes -

iguales; dibujando los rect@ngulos que se forman deba

jo de la cruva.

$) 4 '
.'1' £{x) = x?*
4t : Z )
i A
Y
f[Re
e e v X
o L 5
Figura 13
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2., Calculemos el drea de Ri, Rz,

tra en el siguiente cuadro:

Rg,.,..Rn COmoO Se mues-—

Base Altura . " Area
1 2 1,
|

1 Lo _m+1,2 | 1+ 1% 1 - 2
Re oy QA+ =27 =5 e+

1 2,2 _ m+ 2,2 1n + 2)%2_ 1 2
Re n A+ =52 nomz “aet2

1 ny2 _ MN+n,2 in+n)2_1 ,: 2
R, 5 1+ = (5 F—m7 “pa+n)

n :

3. Calculemos én = I - aRk_ para ohtener el &drea de la

k=12

regidén sombreada en la figura 13.

n
A =

I
—n_ k=1

=214
n

. . S 1

aRk=%+%,(nv+ 1)2+;J;-2(n+2)2+ ...Jr;3(n+n)2

1 E'(n‘-r L2+ m+2)2+ ...+ (n+n)2] *

n3 cesnns e
—_——— T

s
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Aplicando las
anteriormente
n
T (n+k)?
k=1

‘Sustituyendo *1

+
ﬂﬁ

+

Tn® +n? @+ +

propiedades de las

tenemos:

1

{n? + 2nk + k?)=
1

fmﬁ

n ‘i

sumas abreviadas vistas

n n n
T n2+ ¢ 2nk+ T k%=
k=1 k=1 k=1

+ 1) (2n + 1)

=n®+2n E k+ 28

k=1

©

+ 21(

i

n

en * tenemos:

Cn® + 2n(ri£Eft—£l) +

ceeege 1

n(n + 1)\ L nm + 1) @2n + 1), '
6

n(n + 1) (2n + 1)

5 ]

nmn + 1)(2n + 1) ]
6

n(n + 1) (2n + 1)

PRI+ 1)
i

n+ 1

n on’

+

-+
=

Hilm  Hle 8je
+

-2 4+ 2
- n

. 1
1T+ 1+ =+

n 6nz
1

n+ 1
[ E n :

+z L a+dbe+d] ...

241
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4. 5i tomamos n suficientemente grande {(n - =) tendremos -
que A 2 A, 3 Ar 2 Am A3 'y sabiendo'que si n + ® en -

tonces {;LT} + 0 en ** tendremos:

2+ fm@a]=2+2=3%=-1=2.33

. . el drea bajo la curva en [ 1,27] es A = 2.533

Ficha No. {°

Realiza las tres primeras aproximaciones para encon-

trar una aproximacifén al Srea de f (k) = x? pero ahora en el -

intervalo [ 2,37].

Eabiendo realizado tu ficha anterior vasaremos ahora

a efectuar la cuarta y filtima aproximacifn.

1. Dividamos el intervalo [ 2,3 ] en n partes iguales y dibu-

jemos los rectingulos inscritos gue se forman.

) Constyogelos |
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2. Calculemos el adrea de Rx,......,Rn,éara lo cual llenamos

nuestro cuadro:

.

Base Altura Area
i 2 1. =4
R n 2 2 4=xa
1 2.2 _ .20 + 1,2 1, 2n+12 1 2
R o (2 + ﬁ) = (—-n——) o (: e ) = s (Z2n + 1)
i, P 2 _ 2n 4+ 2,2 1. 2n+ 2)2_ 1 2
Rs o (2+H) = { ol ) & o -'1'1-3(2!1"'2)
1 nz_ 2n+n,2 1 2n+n, _1 . 2
% | = @+p" =5 n FRr)Tm@men
n
3. Calculemos A =% aR_ para obtener el Area de la regidn som—
, =, )

breada de la figura 14.

A—gaR—£+1(2 + 1)2% + + X (2n + n)?
—n_k=1 k " n n3len e n3
_ 4 1 (20 + 102 4 oouuud (200 N) 2 e aen
_!_1-+;1-3 [:\ & . ] * &
£ (2n + k)2
k=1

Aplicando nuevamente las propiedades de sumas abreviadas

‘“tenemos:

n n n n . n
I (2n + kl =% (4n? + 4nk + k2)=F 4n? + % 4nk + & k?
k=1 k=1 k=1 =1 k=1

n

nf{n + 1)(2n + 1) -
k=1 6

243




Si tomamos n suficientemente grande (n - ent. {%} > 0)

Bn =4+ 2+ T(1)(2) = 4+ 2+

*

cneee®y

= 4n® + A'n - nn + 1), n(n + 1) (2n + 1)
-

7

Sustituvendo *! en * tenemos:

=%+-J—' T 4an? +2n27~7(n+ 1) + Bin + 1) (2n ¥+ 1) 1

2, ne

S 4an® | 24%*(n + 1) 4 nm + 1)(2n + 1)

T n n3 . &ns

=4, 44 2m+ 1) 1 0 (nx 1), (2n + 1)
n n n n n

_ 4 1 1 1 1
—H+4+2 (l+ﬁ)'+3'(1)(-l+ﬁ)(2+ﬁ)

obtenemos :

= %% = 6,333

wip

. « A= 6.333
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Hasta aqui hemos trabajados en los intervalos [[1,27] y
C 2,37}, veamos ahora que sucede en el intervalo [Ca,a + 17];

vy para esto trabajaremos fGnicamente con la cuarta aproxima --
i

cidn.

1. Considera un intervalo arbitrario en la gr&fica de f£(x) = x?
al que expresaremos como |_a,a + 1| en donde la distan -
cia entre a y a + 1 es la unidad; divide este intervalo en

n partes iguales y traza los rectingulos inscritos a la gréd

fica.

hPﬁO “j"‘ . o E ferz x®

RN Y
AN <IN

Bt
D Ry

SO
Yo
X

a+r




Calculemos el drea de Ri, Rz ecces r Ry llenando nuestro cua

dro respectivo.

_____ Base Altura Area
1 2 1 2 . a2
a A = X
1 1, _ ma+ 12 {1 (na + 1)2_ 1 2
Ro o (a+ﬁ) = ( T ] " N na + 1)
1 2,0 _ Ma-+ 12 11 (ha+ 2)?_ 1 2
R_a n {(a + H)» = ('——‘——n ) n T T (na + 2)

Sl e

- 1.2 2
(a+nn1)z=(na ;n 1) % (nan-;-n 1) =;J;~3(na+n-I)2

Calculemo
3 de la
n
I

An =

a

e

=1

»

+

) f
sip
~

n

s Bn = L aRk para obtener el drea de la regidn sowalyeq.
- k=1 REEE

figura.

2 -~
Rk =2, + L (ha+ 1%+ ...+ X (na+n-1)°

3'._1—3 Cna + 12 + (na + 2J2 4 ,.... + (na + n=332 73

n
L (na + k)?
k=1 -
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‘n-\
Nuevamente calculemos cuanto vale £ (na + k)2 aplicando 1

as
k=1
propiedades de sumas abreviadas.
n-1 n-?
L (na + k)% = I (n?a® + 2nak + k?) =
=1 k_—:l
n—1 ‘n-1 n-1
=% n?a* + 2na ¥ k + I k%=
k=1 k=1 =1

*

PRI §

_ “mn = 1) . n(m = 13 (20— 1)
=n%a? + 2 an 6

n 2 - P -
'An=2:kaRk=r‘=“—‘-2+%3 Cn®*a®?® + an®’(n - 1) + nin 1)6(2" “j
k= 4

-a’ifa’ lan®tn-1) ,nn-1@n-1 _
T on2 n¥ n3 on?
2 .
_a 2 an — 1) 1n(n-1) (2n - 1) _
=@ ta t—x— *En n —n .
a2

=2 +atraa-H+itwa-he-h-=

=2 +at+raa-H+ta-be-h
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4. Tomando n suficientemente grande (n - « ; (%} +> 0}
obtenemos:

Vamos ahora a aplic<ar &sta f68rmula a los intervalos
C1,27 v C2,37] para verificar que nos da los mismos resul-
tados obtenidos anteriormente.

!

Tomando -[_ 1,2 7| donde

la a toma el
lo que el Area de £ (%)

valor de 1, por
= x? en el intervalo C1,27] serda -
igual a:
2 i 42 1 _ Sl 1 _
a*+a+g=1"+1+3=1+1+x=2x5=2.33

lo cual coincide con el valor encontrado usando las cuatro =
aproximaciones.

Ahora veamos cual es el wvalor

del drea en el inter-
valo |Z2,37], donde a = 2, por lo qgue:

az+a+%‘-=22+2+%-=4+2+%-=6%-=6.333
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el cual coincide nuevamente con el calculado anteriormente -

empleando aproximaciones.

Ficha ¢ 2

‘Calcula el &drea badjo la cuxrva f(x) = x> en los siguieg

tes intervalos:

a) 3,47 .b) [4,5] cy 05,67 a) [6,7] e |':7,3j‘v"9“::
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CONCLUSTIONES

La f6rmula para caicular el drea en un interva-
lo cualesqguiera, siempre y cuando se cumpla la condicifn de
que la distancia entre sus extremos sea igual a 1la unidad es
a? + a + %__ (xe_wu'v‘clo- que \a {.u.mu'u'\a en JOY=x? ).

- a + 1
x? = a? + a +

Por ‘lo que podemos decir gque [
a

Pero que pasaria si tomamos un inteérvalo [ a,b ]

cualesquiera, por ejemple [ 2,4, [ 1,47, etc. esto lo vere

mos en el cdlculo del drea bajo f£(x) en [_a,b’].
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Analicemos nuestra funcién £(x) = x? y calculemos el
&rea bajo la curva por el método de aproximaciones pero toman -

do ahora el [[2,47].

i

Primera Aproximacidn

. Dividamos el intervalo [:2,4 ] en tres partes iguales, di-
bujamos los rectingulos inscxitos e indiquemos donde se lo

calizan tales divisiones en el eje de las "x". (dominio -

de la funcibtn).

Dividamos cada unidad en el eje de las "x" en terxrcios.
f£0) 4 ‘ z
1. ’ s Lexdy=2¢

w 7 - -




éDonde se encuentran localizadas la primera y la segunda di-

visibén?.

;
Exactamente, en g-y %§~ respectivamente; ahora la pregunta -
que nos surge es: <¢COmo podemos obtener % Y %g a partir de -

datos conocidos?.

Buano sabemos que el intervalo lo dividimos en tres partes -

iguales y gue los extremos del intervalo son 2 y 4.

Recordemos como trabajamos en el intervalo [ a,a + 1];-

para obtener la la, 2a, 3a etec., divisiones, seguimos la re-

gla: a + %, a + %, a + g etc., respectivamente y sabia -
mos que la distancia entre los extremos era a + 1 - a = 1°

iCuSl seri la distancia entre los extremos del inter—

valo [ 2,4 ]2 muy bien 4 - 2 = 2,

por lo que laﬁlé;y 2a divisién las podemos expresar como si-

gue:

A 1 _ 2 _ 8
la:2 + x(2L = 2 + 5 = 3
D 2 _ 4 _ 10 .
2202 + 5(2) = 2 + g = o
+ + 4
* ek ek
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donde: * Es el ntmero o primer extremo del intervalo.
** Una fraccién cuyo denominador wva aumentando de uno
...€n uno; y su denominador indica el nfinexro de partes

en que dividamos la unidad.

**% Bg la diferencia entre los extremos del intervalo.

Ahora bien ¢como expresarfas la f£f6rmula para encontrar la la,
2a, 3a etc. divisiones en el intervalo Ea,b:] por ejemplo -

cuando se ha dividido en 6 partes?

a +'%-(b - a} desde k = 1,2,...

iCOmo expresarias las divisiones en el intervalo [ a,b. | que

se ha dividio en 12 partes?

k -
2 +*77 (b - a) desde k = 1 ,,.,"

Generalicemos la férmula anterior cuando el intervalo [_a,b’]

se divide en n partes iguales como:

a+ K -a)l desde k =1 ......
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2. Calculemos el drea de los tres rectingulos formados. -

_— _
Observa que las bases ahora valen 3 cada una o sea E———i.

3 n
Base Altura Area
2 ' 2 8
R1 §‘ 22 : § . 22 = 3-
N 2 2 2 .
Re 2 e+3-22=ECF3 | - CH27 =2 6+ 22
. . 2
Rs g- (2+%-212=(§—J§—3)2 :2;-(-6—*3'-21’ =§-2(6+4)"
. ' 3 -
3. Calculemos Az = I aRk para obtener el &rea de 1la, regibn
. k=1 .

semproddade la figura #1t

B = ark =3+ 4 6+ 2%+ 6+ 0?2 =
=1

=§ +§3 [8* +10%7] =

=3+ 2 [164]

._ 8 _
=g+ H= 14.8148148

4, Por lo gque A = Az = 14.8148
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Segunda Aproximacibn.

; dibu -

jemos los recté@ngulos inscritos gue se forman por debajo de

Dividamos el Intervalo [ 2,4 ] en sus partes iguales

la curva.

fe) 4

/7//////////// SOVENY

S OO SOOI S NRANN
NSNS NN

NN

NSNS

/7////////

NANNENS

2 ay‘ ¥ P VK Tk y

T
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2. Calculemos las &reas de R,,Rz2, e +Reg

. |Base Altura Area
‘b = 2 : 8
R ol 22 %' 2® =&
. 2
Rz % (2+%.- 22 = d21 3 %.(12 2 =%.3 (12 + 2)2
2 2 12 + 6 2012 + 4)% _ 2. o
R | § @+ 2 = | g = 12+
2 2 2
Ry _g_ (2+%.2)z___,(12+6)z 212 + 6)° =73 (12+ 67
2
Re % - 2 + % .22 = (A2 10,2 _26_(12 + 10)% _ %3 (12 + 10)2
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6

3. Calculemos Ag = L para encontrar una aproximacitn al -
h k=1 R

irea de la regibnsombresda de la figura

6

s =z =S+2@z+r22+Zaz+a?+ Lo .+ 30241002

k=1
=842 [az+2)2+ 12+ 0%+ (2+6)2 + ... +(12 + 10)2]
8 . 2 2 2 2 2 =
=zt LAN?+ a6 + a8)* + ... + (22)* ]
=342 [en?+ @8+ 2,92+ ..+ 2.11)2]
8 , 2 2 42 2 g2 2 g2 . 2 2
=g+€3[2¢7 + 22,82 + 22,92 + ;.. + 2%2(11)%27]
=2 2 [22(72+82 +9% 4+ ...+ 1127}
% 8® ' cec : P
W .
- i1
"z k2
k=1
} 11 " 3
Calculemos [ k? =% k% - ¢ x?
k=2 =3 k=1

= 11¢12) (23)_ g(7) (12)
- 6 4

= 3036 _ g1 - 506 - 91 = 415 ....%,
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Sustituyendo *; en * tenemos:

B: =g+ & [4wa1s)]
_8, 2 _ 8 _ _
=2 4+ 2 (1660) = § + 15.370 = 16.703 = A,

4. Por lo que: A ¥ As

W

As

Tercera Aproximacién

1. Dpividamos el intervalo [ 2,4 7] en doce partes
dibujemos los rectéingulos inscritos indicando

de cada una de las subdivisiones.

iguales y

el valor

R 1‘
Jer=
W T A/,
-_Z
| : v.éw,//
\ | b
4%
ﬁféﬁ”
iy
Eylteitaidr:
‘ Y
m(‘;‘&ﬁji// )
Y
2 ‘ 4 —
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2. Calculemos el drea de los doce-recténgulos.

Base ... Altura . Area
b-a _ 2 o2 2. .:_.2 _,_ 8
Ri | T3 =31z 2 : 1z % "1zt 1z
2 : Cn 2 )
R | % @+ 2= ELEEH | £ P -2 e 02
; ) 2 2
B | & @+l 22 = LN ZAFD = F= @+ a2
y 2 2
Ro | 2 @+ 35 2= G| & H52 - L, @3+ 222
12
3. Encontremos ahoras BRAyp = I aRk
- k=1
12
é_lz 8 2

_ _ : 2 2 2 : 2 2;
_]:;:Iamc—l—z+(ﬁ)3 (24 + 2)2% + az e (24 + 4)°+.. .+ m3(24+22) :

= Isz‘f (‘I%)'a C(24 + 212 + (24 + 4)2 +ooot (24 + 22),2]

= 45+ oy [ 262 + @812+ 42T

=2+ (1'%73 [ (2.13)% + (2.14)% +...+ (2.23)%2]]
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[

o (I%Ia C2% + 3?2 + 22 « (14)2 +...+ 22(23)2 7] =

)

“El%‘? V(ﬂz‘ls Ca3?+ aa)? +.004+ @327 || | .«
R
T k?
k=13
23 23 12

Pero sabemos que & k? = ¢ k? - ¢ k?
k=13 k=1 ;'k=1_

= (23)(24) 47y _ (12) (13) (25)
[ 6

4324 — 650 = 3674 .....*1

-

Sustituyendo *; en * obtenemos:

Bz = 4y + (-1‘-2273 [ 4(3674) 7

Tz Y 7oy (14696)

n

15 + 17.00925926 = 17.675925 = A1

4. De donde A 2 é)z 2 _1:\_5 2 As
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Cuarta Aproximacibn.

1. Dividamos el intervaloco [:2,4] en n partes iguales, dibu
jando los recténgulos inscritos indicando la localizacién

de algunas de las subdivisiones.

"b‘) A

161 o . /

I

Ryl
R
. 2%
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2.

Calculemos el drea de los rectingulos Ry ..... R

n
Base Altura . .. ... .. Area
R ba_ 2 22 2 22=_8..
1 - " n n n
2 1, o2 _ 2n+2, 2,(2n+2)- :
Rz 5 @+ 2% = —) e 3(2n+2)
2 | 2 . .2 2n'+ 4,2 ‘2 (2n 4+ )2 2 2
"2 , n-1 2 2n+2 (n-1) 220+ 2~V _2 ° ava2
R, 5 (2 + - 2V = (g ) Ay ¥ =23 (2n+2 (n-1))
3. Obtengamos A_ = I aRk
k=2
n .2
A =TI ark + S (2n + 2)° —F—(2n+4)2 et —3(2n+2(n ~1))?2
k=1
_ 8 2 2 2 2 *
=g+tm L@+2)" + 2n+ 4) +..0+ (@0 + 20 - 1)) ]= ...

n-1

L (2n + 2k)?

k=1

n-1

k=1

262
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Aplicando las propiedades de sumas abreviadas obtengamos:

n-1 n-1 n-3 n—i n-1
42 MmM+k?2=4Z n? +2nk +k?) =4(Z n®+ 3% 2nk+ I k)
k=1 k=1 . k=1 k=1 k=1

=(((d '~ 1n>+ B2, nOoH ol

=&f(n - 1) + 2RE D Gn -3 *

eaeceel

Sustituyendo *; en * tenemos:

2
ns3

[ 8n?(n - 1) + an(n - ‘l;’(Zn - 1) 1

i6n%(n — 1) 4 Mntn - 1)(2n - 1)
n3 3n3

[
Bl
+

16(n - 1) , 4 (n - 1)(2n = 1)_
— . 75 “Tm . Tm T

n

[
Pl
+

o]}

.8 1 4 1 1
sk LI B NN NS Aih

4. - Como ya sabemos que tomando n suficientemente grande
{;LT} tiende a ser cero por 1o gque el Srea real bajo la
. . 8 1 4 1 1 o

curva seré lim An = lim 24 16(1 - 2) 4+ (1 - =2 -]

e = e l:_-n n 3 n n
8

= 16 + = = 18,6666
n .

.". A= 18.666
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4. De lo Anterior concluimos que:

A 2 An = A1z 2 Bg = Ag

Ficha # 1

Encuentra una aproximacidén al &rea bajo la curva f(x)i)ﬁ en
C1,47] (xealiza las tres primeras aproximaciones).
/
i
Después de haber ejecutado la ficha anterior,encontremos la -
cuarta aproximacién,paﬂu“esro- dividamos el intervalo en n -

partes iguales para encontrar el &rea real.

' Cuarta Aproximacidn.

1. Dpividamos el intervale |C 1,4 ] en n Dpartes iguales dibu
jv: jando los recténgulos inscritos; indicando cual es la 6i§
tancia entre los extremos del intervalo | 1,4 ] e indican

lo la localizacién de algunos puntos.
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2. Calculemos el &rea de cada uno de los rectidngulos:

Base Altura Area
3
m (223 e -
: ) '
m| o 2| asioaroegy E 053wy
+ 6,2 . .
Rs 2| avi-a =g s N
- - - 1 - - -
: 3 <
3 n-1 . z2_ M3@-1,2 | 3 @+ 3)(n - 1))*= Z{n+3)(n-1) f
R, " (1+.-—n—- 3)%= (—n'—‘—) o n : .

3. calculemos

n

=1

_3.3 2 . 3 o2 3 2
._H+{3(n+3) +rTa(n+6)‘+"‘+rT3(n+3)(n 1)

=3,3 [+ N2+ (n+6)% +eeut (m+ 3~ D)2]..-0*
. n ) .

n?

n—-i

de donde L (n + 3K)7?

k=1

T~

n—i i
L (n+ k)2
k=1
n-1 _ n-1 n—1 n-i 2 N
=% (Mm%®+6nk+9k?)= s HLk+9EL
k=1 =1 k=1 k=1
—n? .o -1 _ 9nm - 1)(2n - 1)
=n (n ~- 1) 4+ 6n ) + 3

.

Inin - 1) 2n — 1) . *
5 .

=n2(n — 1) + 3n®’(n ~ 1) + .o
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Sustituyendo *, en * tenemos:

an=2+2 (-1 + @-p+ B0 -10En - D4
3, ;-1 9 ~1 . 9 - 1)(2n - 1)
=at =’ * =03 * Zns
23,30 -1  9(n-1) ,9n n-1_ 2n-1
n n n 2n n n
3 n_ 1 L .9 Sl L
= H + 3(‘,—{ E) +9 (1 n) + 2(1) (1 n) (2 ﬁ—)

!
4. Tomando n suficientemente grande sabemos gua {%} tiende

a cero por lo gque lim Ap = 1lim (r%'+ 3(1 - i_-];) + —3—(1 - %) (2 - —1-))

o n-- n

=3+ 9 + 9 = 21 = Area real

4. Por lo que A 2 Apny 2 A1z 2 As 2 Az

Hasta aguf hemos trabajado con intervalos particuld-— 7
res cuya distancia entre sus extret.nos pueé.e ser cualquier nf
mero real; pasemos ahora a encontrar el drea bajo 1la curva -
f(x) = x? para cualgquier intervalo I:.ag_,b] donde a, b € IR

¥ a # b para para lo cual encontraremos la cuarta aproxima-—

cibn.
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Cuarta Aproximacidn.

1. Tomemos un intervalo cualesquiera en el eje de las =x cu
yo extremo ixduierdo ser@ a ¥y el derecho sera b, divi-
dimos en n partes iguales y localizamos algunas de es -

tas partes.

ZCudl serd la distancia entre los extremos del intervalo?

$es) ’

X9
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2. Calculemos las 8reas de los n rectélngulos inscritos:

Base Altura Area
2 b—;—a- a%(b—a)'z) _ (na+n(b.a))z ):%1_ (nat+(b-a)}? b_a(na+(b—a))2
R b_r-;_.a_ ( a_}_(b_a) )= na+2(b—a))2 b-_T-;_a_._(na+i 2(b—a))2= 121_:? (na+2 (b-a)?
- 2 _ _ 2
R !_o;{g_ (a+ (n a) (b-a) )2 = (2 nat+(n— 1) (b—a) b;a( a+(nn:2L) (h-a)) (nai-(n—l)
(b-a))*
" n
3, cCalculemos Ap = I aRk.
k=1
n B
Ap = I amk = 2-{ba atbra), Dmagn 4 (p-a))? + 252 nav2 (b-a)? 28 ar (n-1) (b-a)?
k=12 i

oo = é-z—rgi)+ b_;_l_a_ C (nat(b-a))? + (nat2(b-a))? +.. +(nat (n-1) (b-a)) ]

i

n-1
z (na + k(b-a))?
k=1
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n=1 n-
De donde I (ma + k(ba)?= =% (1'12.512 + 2ank(d - ‘a) + k¥ (b - a)?)

k=1 k=1
n-—j n=—1
= ¥ n%a? +2an(b—-a)E k + (b—a)"’z k"’
k=i § k=t k=1
- 202 (n - 1) + 2an( - a) - nin - l)+ (b_a)z.n(n-— J..)6(2n—- 1)
= n?a’?m-1) +an’®-a)(n - 1) + (b -a)? 2O = 1(’5‘2“‘ 1 oxy

~

Sustituyendo *1 ¢n * se tiene:

n .
Py =T ame =2 BBl -b—?—a [n%a?(n-1) + an®(b-a) (n-1) + (b-a) 2201

k—.=1 B
(2ng]_.) 7

- aia), (bra)a’n’®(@m-1)  an®(-a)?(n-1), (b-a)’n(n-1) (2n-1)_
n n3 ns ons’

2 . 3 -
=2l 225 - D+ am-a)? (1-%) + (b%i) @ (2-2) ... 0%

4. Haciendo 'n suficientemente grande (o sea n-« ent. {3‘7}-»0)
para conccer el &rea bajo la curca f(x) = x? en el intex-

valo [Ca,b ]
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. 2 - .
ot. lim Ap = 1im [2B"3), arpeay il vameariaa-d
e — n-e n n n

(a3 .
bmaVl Ly 2o 7
P
"= a%?(b-a) + a (b-al? + (P—BE)‘ = A ...II

4. De lo anterior se concluye gque:

A2 Ap » A1z > Ag > As

Verifiquemos ahora que la férmula (IX) se cumple para
los intervalos [ 2,4 ] y [C1,4 ] gue trabajamos anteriormente-

con cuatro aproximaciones.

!

En el intervalo [ 2,47 ] a=2 y b =4 por lo gue se

tiene:

I R _ 2 (b - a)?
A =a“( a) + a (b al + —3
o a _ 3
=22 (4 - 2) + 2(4 - 2)2 4 (3_3-3)
23
=4(2) + 2(2)% + 3
=18+8+§=16+%=§§6—=18.666
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la cual coincide con el &rea encontrada anteriormente. Veamos
ahofa gque valor toma el drea en el intervalo [ 1,4 ] donde -

a=1 vy b=4

B
i

2 o yz , b= a)?
=a*( -a) +a (b-aj’ + —x—

4 - 1)°_ ' 33
1(4 - 1) + 1 (4 - 1217 + "—5= =1(3) +1(3)?* + 3

=3+ 9+ 9 = 21
donde este valor coincide nuevamente con el drea calculada me-

diante las cuatro aproximaciones efectuado anteriormente.

Ficha # " 2

Calcula el érea.bajo la curva f(x) = x® en los si ——

guientes intervalos:

a £0,77 ®» 2,27 o 4,27 & [-1,37 e IZ34]

empleando la £6xmula IX.
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Si ahora mediante pasos algebriicos desarrollamos (II)

para reducirla lo mi4s gue se pueda obtenemos:

. - 3
A=at®b-a)+ab-a?+ B3 L an
=a% - a® + a(? - 2ab + a?) + @1 = 3b%a+ Ia? - af)
3
= a%b -~ a® + ab® - 2a’b + a’ ;b - 3p%a+ 3ba® - a’
3
_ 3#% = 3&° + 3zb* - 64°b + 3¢ + b® - 3K*a + 3Pa’ - a?
. - 6 ]
P -a® b _a’
=T33 T3 713 .
por lo que si f(x) = x%? tendremos que:
fbx2 =b*_ 2
3 3

Veamos ahora que sucede sv c@mbinamosala funcién -

~E(x) = %P,

Nuevamente calculemos el drea bajo la curva en el in

tervalo |_ 0,1 ]; para lo cual efectuaremos las cuatro aproxi-

maciones.
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Primera Aproximacidn.

1. bevidamos el intervalo [ 0,1 ] en tres partes iguales;:

dibujemos la curva ¥y los rect&ngulos inscritos a ella.

o
Rz
(f] ' N
°l . % ¥ ;
2., Encontremos el &rea de Ri ¥ Rz
Base . ... Altura . ... .. Area
1 : '~13_13 I _ 1 3
Reofo3 3 =3 _ R
1 2 23 i2¢ a1 N
Ra 3 @’ =3 CFT e 2
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2

3. Calculande A3 & aRk se tiene
k=21

As = aRk = 3, - 1% + 1, ..2°

4. Por lo que A 2 A; = .1111

Ficha ¢ 3

Realiza la segunda y tercera aproximacidbn; para ello

. n ) 2. . 2
ayudate usando la £6rmula I k% = E_iﬂ_%_il .
. =1

Pasemos ahora a efectuar la cuarta aproximacién .

Cuarta Aproximacidn.

1. Dividamos el intervalo [_ 0,1 ] en n partes iguales y

dibujemos los rectdngulos inscritos bajo la curva.
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ﬂq Ruf

noe llH L i - —
Yo YnVa T Y Y oeen b 2P Ay A R | X
2. Calculemos al drea de los recténgulos formados.
Base Altura Area
R: i _J:3=}3' 1.13=_1.-1_3
1 " & n3 . n3  n®
i 2,; _2° . i.2° 1 | 53
R |w & = S R U
1 3,5 _ 33 1,3 _1 | .3
B F @ = m A O T
1 n-1 1)3 1 ni=t . @m-ye
R, |z ( i (n = 1) 1. b-=5- -0 ) R
1 in n n3 n n3
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3. Calculando én se tiene

““ ney . .
. - -1 . 12 4 1 . 23 1 e 33 N 2
A = 2;1 aRk = =0 ' 1° + T 2° + o 3% .. .F H" n - 1)

i

Il-li., C2P+ 22+ 3 4.t (0 —-1)%] .ul*

X ey

n—1
T x?
K==
n-—1 * - - 2 2 2 'b__ 2
"de donde 1 k? = @& i) m* _n (1'14 1) -

k=1

Sustituyendo ** en * se tiene:

_1 (nz(n-— 0% _npm -1 _ @=-17_mn-2n+1_
An = T . A “4nz. - T T é&nZ .

in* 2n .1, -1 2.1

T ~ar ) T 7 (gt )

4, de donde A 3z BAp = A1z * As » As

I . ~1
Haciendo n suficientemente grande sabemos T~ 0 por

- lo ques: | 1 _271-4_'1
iim A, = lim EZ‘ (1 --ﬁ.+ﬁz)j‘=.‘r= .2500 = A

n-+o n-rw
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Ficha # _3
Calcular el drea bajo la curva f£(x) = x*® en el in -

tervalo [_1,27] para las tres primeras aproximaciones.

Enseguida pasaremos a calcular el &rea bajo la cur -

‘va de f£(x] = x°? pero ahora para la cuarta aproximacién.

" Cuarta Aproximacibn.

‘1. Dividamos el intervalo [_1,27] en n partes iguales, di-
buja los rectingulos inscritos y localiza algunos de los

puntos de las subdivisiones anteriores.

éCudntos recté@ngulos se forman?
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Y

J,_\__/\}C;(LHDCE

2

Calculemos el &frea ‘de los recténgulos

formades:

Base . Altura ‘Area .
31 :’—1- . 1? x-]i- . 13
R z 1+ = @r2’ %(nn:-—-—%)3=%u(n+2)3
1.}, | % @+ ;_"_1) = (“‘;('—‘,—';1’)3 _i_ (n+r(ln—1));=>}_ﬂ, (e (n=1))2




3. Obtengamos An

n 11 Y S
An =kg_aRk=r_‘+H“(n+1)3+Hu(n+2)3+...+x—1,,'(n+(n-1))3
=1 i
i
_1.-1 3 ' 3 3
==+ [+ 1%+ m+ 2)° 4.0+ (m+m - 1)* J....*
n-1 '
I m+Kx?
k=1
n-1 n—-1 .
donde I (n+kP=3 Mm® + 3n’k + 3nk? + k%)
k=1 k=1
n-a o n—1 n-i n-1
=2 n®+3n%*% k+3nz k* & Kk?
k=1  k=z3 k=1 k=1

' .nm - 1) .i(n-1) (2n-1) , n?(n-1)?
n®(n - 1) + 3n? — + Zn 7 + =

2

2n? (n-1) + n? (n-1) (2n-1) - n?(n-1)2 -
p) 7 )

n® (n-1) +

Sustituyéndo *1 en * gse tiene:

An =L+ rlTu[n3 (n-1) + 2 fn-1), n? (=D) (20-1) n? (n-1)%]

BlE

n? (n-1) - 3n® (n—1) . N2 (n=1) (2n-1) . n® (n-1)2
n4 2nt 2ns an+ .

=1

+

Bl

(n-1), 3(n-1), (n-1) (2n-1), (n-1)?2
= Tt mz — t dnz

+

I

(n-1), 3 (n-1). 1 (-1 (2n-1) , 1 n°> - 2n + 1 L
Rt mtz R ow tr ) S

1, 3 1 1 1 1 Amn? 2n .1 4y
*?(1‘5”'7(1“5"2‘5)+—I‘52“ﬁf+ﬁ‘2)

+ 1 - =
n

|
Sl
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_1 1. 3,1 . 1.1, . 1, 1. 2 1
Tptl-ogtzl-p rza-pe-3 +?(1_E+F{2)
4. Por logue: A z.An 2 A1z 2 As = As pero sabsmos que ha

ciendo n suficientemente grande entonces {%}-*0

e liman = lim [2+ 1 -2+ 30-h+ 2a-bae-bete-d

n+we n-+o I
. 2 L -
- (1 -5+ g
o I 7 _ 15 _ -
= 1 + = + 1 + = 2 + I==3 = 3.753 = A

Hasta ahora hemos trabajado con f£(x) = x? y 1los inter

" wvalos [C0,1] vy |_1,2] cuya distancia entre sus extremos es 1;
“vaimos a’' generalizar lo anterior para cualgquier intervalo que

cumpla con la condicién dz que la distancia entre sus extrexﬁos
sed igual a 1 esto es |_a,a + 1]; donde para &sto s&Slo traba-

jaremos con la cuarta aproximacién.
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Cuarta Avproxinacidén.

1. Dbivide el intervalo |_a.,a +-].]; en n partes iguales y

dibuja los recténgulos inscritos. localizando algunos de

los puntos de las subdivisiones.

‘;(‘) -3

23 1
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2. Calculemos el drea de los rectér;gulos inscritos con los

datos correspondientes a los n rectdngulos.

Rase Altura Area

R. 1 al ia_'a—; 1 a?
1 n n n

i 1,5 _ ma+ 13 1 (ma+ 1)3_1 3
R | = (a + n) = (—-H—-) = = T (na + 1)

1 2,3 a + 2,3 1. (ma+2)3_1 3
B | ® @+’ = 5 At E Tt

- ~1.3 _13

R %_ (a + nnl)a (na-:l(n 1, ;I._‘ . (na;gn 1)) - _4]:_“ (na+(n-1))°

3. Obtengamos B&An

n a’ 1- 3 1 3 1 1y3
A_n=kz=1aRk =S +Soyma+ 1)+ 5 (na+ 2P .+ x—1-|‘(na+ (n-1))
s . . .
A;Q:%"‘%"E(na*' D3+ (ma+2)? +eet ma+ m-D)>J....*%
n-1
‘L (na + k)?

k=1




S
donde ' £ (na+ k)? = z (n’a3 + 3n%a?k + 3nak? + k%)

k=1 k=1 -
=1 . -1 n—-i n-1
=2 n%a’ + 3a’n? ZK+3an£k2+Z x3
k=1 k=1 k=1 k=1
. (= - - 21y 2
= a’n?®(m~1) + 3a’n? n(n21)+ 3an <01 lé(Zn 1), n (2 D

aa-ns (n-1) + _23_ a?n® (n-1) + 3an? "(n—-1) 6(2n—l) + nz‘gn—l) *,

Sustituyendo *; en * se tiene:

3 2 —_ 2 (n—
h=§-+$~ﬁa3n3m -1 +§-a2n3(n - 1) + 3R (n 12(2:1 1) L I (2 l)]
_a’, a’n’ (n-1), 3 a ’n’ (n~1) (n-D) (2n-1) n?'(n-1)2
=t n* *3z n‘ + Zan® ot gnt
=2, 2@/ 32 @y, a1 @n-1), 1n® - 2n + 1,
n n 2 n Zn? -y n2

a (in-1) (2n—1) (_2 2n , 1,

2
__:a_ 3 _1 3 _2 _1 E3
=gpta@-pP+za@l-7+35 5 ar v a2

3 ’ .
_a 3 _ 1 3 .2 L a, _ 1 1 1 2,1
Spral-g ey ard-RPe P -grR)
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4. Por lo que se tiene A 2z Bp 2 A1z 3 B¢ 2 Aj nuevamen—
te haciendo n 2Infinitamente grande sabemos gque % tien
de a ceroc o sea:

1

e a3, 1,3 2, 1. a,. 1 1,, 1., .2 '
.‘l-l.mgr_x_-rlil;r‘\ La+a' -2+ 5a° Q-+ 31-@-+ 7(1-2+2) ]

= a3 4 352 1_ 3 . 3 2 1
=a’ + 3 a® +a+ T Lji +n2,a + a +-Ei

Aplicando este resultado a los intervalos [_0,1 7] v [ 1,27

se tiene:

3.2 1

- . _ .3 1
fo,17], a=o0, . .a3+-2—a +a+-‘-§-—.(0)3+—2-(0)2+0+ =z=A

S

‘[12],a=1 .- a+3a%+a+ = (D +%(1)2+1_+%.= 2+ 3+

15 -
F=3.75=A

1
=

donde los valores de A respectivamente coinciden con los resul

tados encontrados anteriormente por el método de aproximacio-

nes.
Pasemos ahcra a encontrar el &rea bajo la curva de -

£(x) = x? cuando la distancia del intervalo es diferente de -

la unidad, asi por ejemplo trabajamos con el [_ 1,3 ] haciendo
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las cuatro aproximaciones, acostumbradas.

Primera Aproximacidn.

1. Divide el.[:143:1 en tres partes iguales, debujando los =

rectingulos inscritos.

‘

e 4

RI

X
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Calculemos el drea de cada . uno de 1

os rectangulos forma-—

dos:
Base Altura Area

R 2 a+tne 2EL2=2 3+2°

Rs 2|l a+d-2° 23404 =2 ‘(3;4)3
Sumemos las &reas de Ri,Rz,R; para obtener As
A =2- 13+%-,‘(3+2>)34‘%-“(3+3)3

=§-+%; Es? + 7°]

=%+ & C125 + 343]

=%+§-2]-_ [a68]] =_§_+%3_f;_=______18—;-1936=_9_é’_)1ji.=11'77‘

Por lo que A

W
¥
4
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Ficha # ﬂ

Encuentra una aproximacibén a el &rea bajo la curva
de £(x) = %® en [1,37] utilizando para ello la segunda y -

tercera aproximacibn.
Después de que hags realizado la ficha anterior pase
mos a efectuar la cuarta aproximacién en [_1,3_] para - — -

£(x) = x°.

Cuarta Aproximacidn.

.

1. Divide el [_1,37] en n partes icuales, dibuja los rec-

tangulos inscritos y sefiala algunas subdivisiones.

fw) o

A
Pt
Kq
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2. Encontremos las Areas de R;,Rz,Ra...,,Rn_ donde:

........ Base R
E . 13
rn |Z22 1 2,17 2
n n nn n
2 c 1o, 43 n -+ 2.3 2 (a+ 20 2 3
R H (l+h- 2) = (: n ) " '——h‘r —H,"(n+2)
2 S 2 43 n + 4)s3 2, m+ 4y 2 3
Rs Y @t+g-2l = 5= A I The @4
2 n-1_ ,.3_ m+2m-17°12 | @2 @-1n?2 . TS
By T @+rFr2d =) 5 Toar @m0
3. Sumando las &dreas de RJKRZ""'Rn se tiene:
n, _ 2 2 3, 2 3 o2 _ 3
An _gaRk = =+ S 20+ 5+ 4l 5 0+ 2) (0 - 1)
k=1

=-§1”+r2:_'*[(“+2)3+ o+ 4)° 4.t @+ 2 -1 L.

=2

n-i
T (n+ 2k)3
k=1
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n—l n-1
donde I (n+ 2k)? =5 (@m® + 6n%k + 12nk? + 8k31

k=1 k=1
n—1 n—1 -1
£n+6nEk+12nZ k2+sz x?
k=1 k=1 k=1 k=1
s an sz m(n=1) , 12'nn+ (n-1) (2n-1) , 8n(a-1)7
=n’(n-1) + 8" n — + 7 + 7

n® (n-1) + 3n® (n-1) + 2n?(n-1) 2n-1) + 2n? M-1)2 _..%,

Sustituyendo *; en * se tiene:

rd
S .

1
S

2
T [n® @-1) + 3n®(a-1) + 2n? (n-1) 2n-1) + 2n% (=132 ]

6n’° (n-1) 4n® (n—-1) (2n-1) | 4n? (n-1) 2
nt

An = 1_2_14- 1_2—‘., n® (n-1) + - v
_ .. _ _ .. 2 _ ooy
= _g+.2(n—1)‘+ 6 (n—-1) + 4(n—-1) (2n-1) . 4(n 2ri ¥ 1)

n n n n# nz

2

- 1 _1 “(n—1) (2n-1)
=S+ 20-3) + 6(1-2) + 4 =0

‘l
t4 Gty

_2 _1 S1 B j2,1
—n+2(l H),-G-G(_l ‘H)'+4(1 —)(2 —) + 4 (l —+ r—_‘—;,_l

4. < . A?"I_’-\_n_a’éJZ’Z_\_saAa
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Haciendo n suficientemente grande tenemos que -~ -

1 . 14 2 o1 1 1 1
=~ 0 por lo que: lim Ay —x];ﬂ CE+2a-2+6 A-+sa-1(2-3)

n >

c 2 1
+4 (l_ﬁ) + ‘—1-2)]

=2+6+8+4=20

Pasemos aho ra. a encontrar el. drea bajo la curva - -

| £(x) = x® tomando un intervalo Ca,p’] cualesquiera donde - -

a¥b y a, b e R pnara lo cual ya. tGnicamente traba-jaremos

con la cuarta aproximacifn:

1. Elige en el eje x un dintervalo culcuiera [:a,b:j y divi
delo «en n partes iguales, dibuja algunos regténgulos =

inscritos y sefiala algunas subdivisiones.

Pix) 4

xY
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2. Obtengamos las &reas de R:i,Rz,...,R

Base | ... .. ..Altura. ..... .. ..} . . .. . Axea
R; b'%i a’ 13—;—1-—a— - a’
R | B2 | (arib-a)y= (2Ll bza . marb-a)boana p-a)y
Ry }—:%i (a +-127(b'— a)y= @t ‘i(b—a))a - b;a - (ﬂa+2 (‘b—a)) (rxa+2(b—a)l3

- - . - . < .

S _ __ya . - K _ :
& | pa | (av B (payye @EHOTNEa) 2 et mat () (6%) B gy o)
n
de donde:
Ap = T arc= 21 Ba)y B8 nat o-ap + +2 8 nas2 (b—a))’+---
k=1 -

b-—-ﬁx.—a na+(n-1) (b-a))?

=220, P2 " (na +(b-a)) * + (na+ 2AB-2))® +.. .+ (at(nrD) (b-a))® ]

i

n—i
, (na + k(b-a)) 3
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n=—21
donde: & (na + k{(b - a))? =

—z[na+ 3n2a? (b—a1k+3an(b-a)2k"+ (b - a)? x¥)

k.—
n-1 n—1 n—1 ‘ - n—1
= % n%a’t 3n%a?(b-a) & k + 3an(b-a)? & k2+ (b-a)? & Kk?

k=1 k=1 k=1 k=1

n(n 1)

a’n?(n-1)+3a’*n?(b-a) - +Zan (b—-a)? .n___g_____(n-l) (2n-1)

2

+(b-a) ? -n——-————zénul) ’

1

a’n?(n-1) +%az (b-a)n? (n—1)+%a(b—a) 2n2 (n-1) (2n~1) +(_!2%_a_.)3n2 (n-1)?

lea s

Sustituyendo *; en * se tiene:

2 p—
Ap = a’ (b-a) b-a b;a Ea nf (n-1) +-—a2 (b-a)n® (n—l)+-—a(h—a) 282 (n-1) (2n-1)+

(b-a)®
=n n ey

n?(n-1)27]

_ a’(b-a) a (b—a)n (n-—l) 3 a* (b—-a)’n? (=1, 1 alb-a) *n? (n-1) (2n-1)
- n ) nt i I'l._" j n4

b-a)’ n?(n-1)2
4 nt

_al-a), 3. 0y (m-1).3 2(n-1) .1 3 (n-1) (2n-1), (b-a)* n?_
= Sp et (a) e et (bma)® R atba) TS S

A
+

n2
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S L3 o ' 4
= 208hia3 (oma) (1-D)+Fa? (oma)? (-Dhega B-a)? (- 2) (2-3+ B2 (2L
4. .. A x Ap » Biz X Be A Az

Haciendo n suficientemente grande sabemos que 1'11;+ 0

por lo que:

3 - . - . N - .
Lin 2n = Lim [ a a2 (b-a) (1-D)+3a% (b-a) ? (IS +5a (b-a) * (15 (2-Dy+ B52)
!
2. 1
(.1"“54'5)__]
=a3(b—-a1+‘§-al2 (b—alz-*:‘—;-a kb -a)? +‘%—(b—a1"
A=a’® (b -a) 4-%a2 kb -al?+ak - a)? %%(b-a)", N

Aplicando &sté resultado al [ 1,3] donde a =1 y b = 3 se

tiene:

a®(b - a) +3a’(B -al*+a (b-a’+3 (b-alr

= 12 . ' R :
=V -0 3w 1e -0 v 6 -0
= 1 (2) +‘% (212 + (2)® + 3 (@)"

-2 4 3 -1 _ ; -

= + ey (4 + 8 + by (16) = 2 + 6 + 8 + 4 = 20
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donde este valor coincide con el resultado encontrado nor me-

dio de aproximaciones,

Desarrollando ** lo m&s que se bpueda para lo cual -

sustituiremos los siguientes resultados:

b? - 2b + B?

1

(b - a)?

(B - a)? b?® - 3b%a + 3ba? - a°

(b — al" = b* - 4b%a + 6b2a? - 4ba® + a*

. Aa=a®B-alf3al®B-al’+a bal’+y b-al

= a’b-alt3a? (b?-2ab+a’) +a (bP=3b’a+3ba’~a’ [+ (b" ~db’a+ebial-4bg 3"

_ 4ab-4a"+6 (a2 (b’ ~2ab+a?)+4a (b®-3b%a+3ba’~a’ )+ (b* ~db®a+6b?a’~4ba

3ra®y
4 L

_ 4a’b=4a"+6a’b-12a’bt+6a*+4ab®~12a*b?+12a’b-4a"+b" ~4b%at+6b*a’~4ba’+a"
= : 3 ‘

a‘e

por lo gque podemos afirmar que:
_a’
4

donde el simbolo fx? significaria,precisamente; el &rea bajo

la curva x° entre x = a, x = b y el eje horizontal x.
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Ficha # 5

Calcula empleando lo anterior, el &rea bajo la curva f£(x) = x°

en los siguientesintervalos:

al [a,4] b5 [C0,37 ex [2,57 @ [C-1,2] e [C-3%,37

De todo lo anterior se desprende gue para calcular -

el srea bajo la curva en |_a,b Jde £(x) = x* y f(x) = %° bas~-

ta con encontrar:

+ W .
b 3 3 .
2_ b¥_a
1) fa-_- =% K3
donde a £#b y a, be R
b + ¥ R o4
2) f .3 _ b* -a® .
a¥ T 7 at

Si comparamos los exponentes de x (+). ¥y los exponen-—
tes de los resultados en (1} y (2}). ZQué relacibn hay entre

ambos?.

Si comparamos los exponentes de los resultacdos (4+)
con respecto a los denominadores de los mismos en (1) y (2).

" ¢C6mo son &stos?.

285



En base a estas dos observaciones podemos afirmar -
con la misma idea inductiva usada en las f6rmulas de las cuar

tas aproximaciones anteriores cue:

fb . " b® ;.as
ax -5 T
,bxs _b® _af
'a [ Iy
: i
b n+1 n+1
b a’
n = -
Iax nHL n¥ i

Sin embargo las f£6rmulas anteriores se pueden obtener

v comprobar por el m&todo antes usado.

Otra forma de expresar lo anterioxr sera:

b b
a 3 3 3 a )
NOTA: el simbolo dx
P 3 _ b _-a" _ x° b usado en la columna
Joxfdx = I =7 -
a a * representa a las-
b bS5 - as x5 |2 bases de los rectdn
S x*ax = 5 - % = § I gulos, al igual como
2 1 b lo supuso Leibnitz.

a
S ¥Max =
b

P




Ticha No. 6

1. Calcula las siguientes integrales
: i
b 3
a) JS x* bl flx? cl. fnxs

2

2., Explica con tus propias malabras gue entiendes poxr la "in

tegral de una funcidn'.
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TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
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TEOREMA TUNDAMENTAL DEL CALCULO

Comparemos algunos de los resultados encontrados en

en el tema de la Derivada con los del tema de la Integral, =

para ver gque relacibn existe entre ambos.

Recordemos los resvltados de las derivada de las si

guientes funciones:

. FUNCIONES .. {. ... .DERIVZ2DA ... _.
- XB 2
. a) G1 (x). =3 f1 (x) = G (%) = x
- 4 . 3
b) G2 (x) =7 £2 (x) = G (x) = x
2
- XS It "
¢} Gy (x) = & £ X1 = G3(Xl = X
también sabemos que:
31b ) 4 1b b . .stb
s x%*dx = § S x*ax % S x"ax = ?
a . a a a ‘a
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8i sustitufmos los valores que'aparecen en cada inte
gral adecuadamente, usando para esto los datos de la tabla I

tenemos:

b b - x2|b b b b
S fi(ax = f x*dx = =G1(x)| L f:(x)dx=slc<).l
a a | a a a a
b b 2P b b b
ffalax = f &= | = Gz(x)l o fa2(x)dx = Gz (%) [
a a a - a a a
b b . 5B b b . b
ffa@c)GX=IX"dX=gl =Gs(x)i ST S a0 dx = Gs (x) |
a a a a a a

donde Gi1, G2 y G: son funciones cuyas derivadas son iguales -

a £1(x), £2(x), £3(x) respectivamente.

A Gy, G2 ¥ Gy etc., se les llama antide;ivadas de -
£f(x). Fué Barrow preceptor de Newton quién cbservd primera —
mente ésta relacidén; y &ste descubrimiento hgché en el siglo
XVII, fue de mucha importancia, yva que redujo el problema de

encontrar &Areas bajo curvas a un problema de antiderivacibn.

Asi si nosotros nos preguntamos cufl serd el drea -
bajo la curva £(x) = 3 en [[a,b.”]] es decir cudl seréd fg 3dx
es eguivalente a preguntarnos ¢cudles son las funciones cu -
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yas derivadas son igugles a 3?, Para dar respuesta a lo ante
rior recordemos que tiéo de funciones tienen por derivada 3.
Recuerda que la derivada de una funcidn lineal es el coefi -
ciente de la variable, entonces si consideramos las siguien-—-

tes funciones lineales.

G(x) = 3x + 1
G(x) =.3x + 2
G(x) = 3x + ¢

Obtenemos gque en todos los casos la derivada es 3, -

por- lo gue podemos. decir que:

b b
S 3dx = {(3x =+ c)l
a a
y en general
b “1b
J kdx = (kx + c)l
a Y -

Como hemos podido observar el problema de encontrar

dreas se reduce bastante.
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Dj lo anterior podemos enunciar el Teorema Fundamen-

tal del cdlculo de la siguiente manera;

b i
J £(x)dx = F(x)
a a

b

donde f(x) les la derivada de la funcifén F(x).

Ficha No. - [~ ' !
Utlilizando el Teorema Fundamental del cilculo, en -

cuentra lasg siguientes integrales,

h : ' R
a) J 28x = ' ’
a |.
b
b) J S5d4x =
a
b‘x's
c) I -3‘ dx = -
a




CONCLUSTIONTES

El cllcule de la integral por aproximaciones, hos es
- Gtil para calcular el &xea por debajo de cualguier funcifn -
£(x) (lineal o no lineal), en cualgquier intervalo E a,b:]; -
las primeras 3 aproximaciones propuestas son para gque se in -
duzca . el comportamiento de las Areas de los rect&ngulos con

particiones n = 3,6 ¥y 12 y generalizar este comportamiento pa
ra n particiones cualesquiera y con la f6rmula obtenida pa-

ra n cualesquiera, hacer n - « para obtener el 3area.desea-

da.

En los casos tratazdos en este capitulo sb8lo utiliza- -

'mos la sucesidn T%} en donde observamos cque 1lim Xy =0 yr-ij
n-+ow ) :

con este resultado podemos encontrar las dreas deseadas,

Al findal del capitulo podemos concluir con el Teore
ma Fundamental del cdlculo el cual nos muestra lo sencillo -

que puede ser calcular una integral,
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Nos qguedarian muchas preguntas por formular, entre

otras: cqué pasa si-en la férmula no encontramos la sucesidn
1

H?' dqué significa realmente el 1fmite de una sucesién?, - -

cexistiridn funciones que no tengan integral?,

Todas estas preguntas tienen sus respuestas, las cua

les guedan abilertas para un estudio superior del célculo.
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APLICACTIONTES

Vamos a mencionar algunas de las awmlicaciones . del. mé

todo antes wvisto "Aproximaciones Sucesivas".

S

Una primera aplicacif6n del método seri vara encon =-—
trar vollmenes y voltmenes de sblidos de revolucibn. Cabe
agqui preguntarnos <Squé son los vollmenes de s6lidos de revo-

lucién?; donde, para poderncsla contestar realizaremos el si

guiente taller:

Taller # 1

Objetivo del taller.~ Que el alumno visuaiice como
se forma un s&lido de revolucién e identifiqUe" los élemggr

tos necesarios para formarlo,

Material Reguerido,.- 2 popotes o palites, cartonci-
llo, papel lustre, escuadras, 2 trozos de alambre o hilo - -

transparente, tijeras, pegamento,
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Pasos a Seguir,

1. Con tus porvotes o palitos o material equivalente forma un

plano cartesiano,

2. En tu cartoncillo pega el papel lustre y dibuja un tridn- .
gulo recténguio cuyos catetos midan 4 y 6 cm reépectiva'—

mente.

3. Recorta la figura anterior.
4. Pega en la orilla de la hipotenusa y'en la orilla del ca

teto gue mide 6 cm el alambre.

5. Coloca el.triéngulo sobre tu eje de tal forma que el ca-
teto que mide 4 cm descanse sobre el eje de las "x" ama-
rra con tu hilo el triingulo sujet&ndolo por el origen y

poxr el eje de la "x".

6. Gira tu tri&ngulo una vuelta o revolucién completa, <qué

s6lido se forma-z.

Exactamente se te forma un cono, el cual es un s&lido que se
*:%obtpvo al girar el tri&ngulo (una regidn) una vuleta © revo-

1ucién; por lo que a é&éste sblido formado le llamaremés séli-

do de revolucidn.
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Definamos ahora en forma mis general gque es un s&1i-

do de revolucibn,

Suponemos que R es una regifn en el plano cartesia

no definida de la siguiente forma:

1. Sea [C0,h ] un intervalo en el eje de las x con h e R

2, Sea f(x)] una funcidn tal que para toda x €[ 0,h ] £(x)
existe y es positiva.

-

Entonces IR es la regidn del plano aco ‘tada por el -
eje "x" por el eje "y", por lagrafica de la funcibn f(x) y

la linea horizontal x = h.
Observando las regiones que se dan a continuacién -

vemos que la regidn (a) es la misma gue trabajamos en el ta-

ller anterior.
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El s6lido de revolucidn se forma girando alrededorxr -

del eje "x", la regifén IR una sola vez o bien una revolucidn

completa.

Nuestro propSsito ahora serid encontrar el volGmen -
del s6lido de revolucidn encontrado en el taller # 1; donde -

- para entender mejor la solucidn resolveremos el sicquiente ta-

ller.

Taller # 2

Objetivo del taller.- Identificar como a medida que
aumenta el nimero de cilindros inscritos en el cono la suma-

de los volGmenes de los cilindoros se abroxima al vollimen

del cono.
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Material Requerido.- Frasco transparente, plumén vy
agug ,7 cilindros y un cono gue se te provorcionar&én en cla-—

se.
Instrucciones:
1. Llena de agua el cono gque se te di6.

2. vierte el agua del cono en tu frasco y sefiala con tu plu
mén el nivel de ésta.

3. Deja tu frasco vacio.

4. . Introcduce los cilindros (1) y (2) dentro del cono.

ése encuentran los cilindros inscritos al cono?

5. Saca tus cilindros llenalos de agua, vierte ahora el agua -
en tu frasco y marca el nivel de &sta.
CO6mo es la suma de los voltGmenes de los cilindors (1) y

(2), con respecto al volGmen del cono?

6. Introduce los cinlindros 3,4,5,6 y 7 dentro del cono.

¢Se encuentran los cilindros inscritos al cono?

7. Saca tus cilindros llenalos .de agua y vierte &sta en tu -

frasco marcando su nivel.’ .
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éC6mo es la suma de los vollmenes de los cilindros 3, -

4....,7 con respecto al volflmen de cono?.
Si nosotros aumentaramos el nimero de cilindros ins

critos al .cono, ¢cBmo seria el volGmen de &ste con respecto

a la suma de los vollGmenes de los cilindros?
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b) Encontremos nuestras 4 aproximaciones acostumbradas

Primera Aproximacidn.

, . 1. Dividamos nuestro intervalo [ 0,4 ] en tres partes igua-

les
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2, Calculando el volGmen de los cilindros formados se tie-

ne:
Subdivi Radio de Area de Altura
siocnes. la base la base del Voldmen
,,,,,, Cilindro
a| 3 2 =3 n(Hh? 2 e
e & 1 2&H=% | &5 FE. e
3, Sumando los volfimenes se tiene:
. _ 482 - 256 1280
. \_]_3_"— -—53—‘ T\'[<lz+ 22:‘ =-?7—1r(5) = -—2-7——11"-- 47,407
4, V > Vs
Segunda Aproximacidn.
1. Dividamos el intervalo [ 0,4 ] en 6 partes iguales. '
LS o ’ '
‘ L) ol .
o o7 i Y o) — e 3
Il = 3 4
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‘V(:a_lcu.l.emos el volimen de los cilindros formados,

Subdivi Radio de Area de Altura
siones . | ~la Base .. la Base S Voltmen
u . l2 -2
8 58y 16 g2.2? 4 4 2 2
C2 3 &= % T T T go 8 T2
12 N 2 s .
Cy = 2(%3)-;?61 “"8'6'2_3' % ‘61,3.82."..32
. 2,2 '
S R e T R 21 T W (e

>3. Sumando los voltGmenes de Ci1, Cz2....., Cs se tiene:

_ 14080 T

4.-82 - . _ 256
e Te TRILF T et B me e T
5 -

k=1

4. ‘Eor'. lo que: V> Ve > Vs
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Ficha # | ~ .

Realiza la Tercera Aproximacibn. : .
Cuarta Aproximacibn.

1. Dividamos el intervalo | 0,4 ] en n partes iguales.

v
®
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2. Econtremos el volGmen de los cilindros formados.

Subdiﬁ Radio de Area de Altura ’
sicnes™ la Base ° . la Base | Cilindro Volfmen
4 4, _ 8 (8)2% 4 4w - 8% _ .2
Gl oa 2@ =g e Y s "1
8 8, _ 16 (16)2 "4 478% |
C| 2R =7 TR " T 2
12, 24 24)2 4 4m8% | .2 '
Cs % 2(—)= e kiy 2 " = 3 X
(n—-1) 4 (n-1)4, 8(n-1) | 722 Mm-1? 4 4r-8% _ o1y2
cn—l n 2¢ n n n2 n n3 n n

3. Sumando los volGmenes de Ci, Cz, ...,Cl_1 se tiene:

v = A8 1% 4 2% 4+ 3% 4l n-1)27]

—_ n?3 ——_\/___/ -

482 ~n(n-1) (2n-1) = _
= _;;_i [rgLG__._ =

n-i
5 k%=

n(n-1) (2n-1)
k=1 6

4-821 n (n-1) (20-1)_ 2(64) 1 _1
& n n n 3 T -D(2 rT)
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4. De donde V > Vn > Via > Vs. > V3

tomando lim Vh = lim E2(64) m(h (1 -2 - —) :[
nhe T e
. = 123 @) = 236 T=g85333 1=V

Segunda Aplicacibn.

Supongamos que tenemos un tangque recta@ngular lleno de agua co-— .
mo se muestra en la figura. Se desea encontrar la presidn. P

del agua sobre la pared frontal del tanque.
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Para resolver el problema anterior es necesario enten

der una ley de Hidrostdtica; donde para entender &sta llevare-—

mos a cabo el siguiente taller:

Taller # 3

Objetivo del Taller.- Que'el.alumno visualice el efec
to de la presidn de agua sobre una superficie plana horizontal
e identificara los elementos necesarios para calcularla, asf -
mismo identificarfi gue puntos en la superficie plana se edcueg
tran a igual presidn y gue puntos a diferente, siempre y cuando

la superficie plana esté en forma vertical.
Material Requerido.- Un recipiente rectingular, un -

trozo de madera (delgada) en forma rqct&ngular, regla o qinta'

metadlica,clavos chicos, plumones de varios colores y agua.

Instrucciones.

1. En el trozo de madera clava los clavos en forma vertical

uno tras otro numerindoles 1,2,3,... etc.
2. Llena tu recipiente de agua.
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3. Introduce la tabla en forma horizontal en el recipiente
y sum&rgela.
i
a) ¢El agua que se encuentra sobre ella ejerce presidn

sobre la tabla®?.

b) éLa presidn es la misma en todos los puntos de la ta

bla, en particular donde se encuentran los clavos?.

Ciertamente, el agua si ejerce presiétn sobre la tabla
¥ la presién es la misma para todos los puntos; donde la pre-
sibén del agua sobre la tabla serd igual al peso de la columna
de agua que descansa sobre la superficie, es decir de una co-
lumna de agua gue tiene esta superficie como base y cuya altu
ra es igual a la profundidad de sumersién de dicha superficie;
como se trata de agua, su peso especifico es igual a uno:; por
lo que el peso de la columna en cuestidn seri igual a su voli
men o lo que es lo mismo el area de lﬁ superficie plana multi

plicada por la profundidad a la cual esta sumergida.

Si ha gquedado entendido 1lc anterior pasemos a la si-.

guiente instruccidn.

4. Calcula el a&rea de la tabla y mide la profundidad de sumer

sién.
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5. Multiplica los valores obtenidos. para encontrar el volG-—
men de la columna de agua sobre la tabla o sea la presién.

J

6. Ahora sumerge 1la tabla en forma vertical dentro del agua.

éTodas les claves estan sujet&s a la misma presidn?.

Precisamente, tu respuesta debidé ser negativa, y la
razén del porgué no todos los puntos esté@n sujetos a la misma
presidn es debidc a que no todos los puntos estén a igual pro

fundidad.

7. Mide a gqué profundidad se encuentra el clavo 1.
ZHay més puntos que se encuentren a é€sta misma profundi -

dad?.

ZC6mo se encuentran localizados &stos otros puntos con res

pecto al clavo 12.
8. Pinta con tu plumén 10 6 15 de &stos puntos.
9. Mide a gque profundidad se encuentra el clavo 2.

¢Hay mds puntos que se encuentren a_ésta misma profundi -

dadz?.
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ZCome se encuentran localizados €stos otros puntos con
respecto al clavo 2?2.

;
10. Pinta con plumdn de otro color 10 & 15 puntosvde éstos.

11.  Repite el procedimiento anterior para los clavos 3,4,5

etc.

Como has podido observar; los puntos o clavos gque se
encuentran dentro de una misma franjita esté&n a la misma pro-
fundidad de sumersidn por lo que la presidn sobre é&€sta franja
si suponemos que se puede girar, estard dada por el vollmen de
la columna de agua gque se encuentra sobre ella; o sea el pro-
iducto de la superficie de la franja por la profundidad de su-—
mersidn. Haciendo &sto para todas las franjas de la tabla y
sumam;s todas &stas presiones obtendremos la presidn que se
desea encontrar. Es importante hacer notar que mientras menor

sea el &rea de cada franja mayor serd nuestra aproximacifn a

la presibn.

Regresando a nuestro problema de inicio resolveremos

Este utilizando las 4 aproximaciones acostumbradas.

321



Primera Aproximacidn.

1. Dividamos la pared en 3 partes iguales; dibujemos las. ffax_m_

.jas y localicemos la profundidad de sumersién de la la, -

2a y 3a franja.

2
3
9.  Encontremos el volGmen de cada una de las franjas Fi; Faofy. .
Ancho de Base Area de Profundidad Vol@men de la
c/u Franjas la Franja de Sumersidn franja
20
: 12 12 _ 12 _ 12
Fa . 5 ‘15 = 15 = 60 l-T— —3--60.1
12 12 _ 12 _ 12,
12 12 _ J12 12
F3 s is5 = 15 = 60 3 -5 = = 760.3.
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3. Obtengamos Pj

. 3
P; = I Pk = (12)(203(1) + (12{20) € 2)+ (12)20) € 3)
k=3

=_ C2){20). (1 + 2 + 3) = 240 (6) = 1440 . .
4. Donde P < P
Segunﬁa aproximacidn.
1. Dividamos la pared en 6 partes iguales; dibujemos los frég}

jas y localicemos la profundidad de sumersidn de 195 mis -

mas.

1

< .

n
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2.- E,,o,m'hewas el valuwmen de Fi, Fz.-. Fq

Ancho de Area de la Profundidad W
> Base : ( olGmen de la
la Franja Franja Sumersidn Franja = P
12 12 1
i Z 15 2-15 = 13 1- 2 2.30.1 = 60.1
12 12
Fa ZF 15 2-15 = 30 2.2 L2.30.2 = 0.2
- 12 i2 !
F z 15 2-15 = 30 3.2 2.30.3 =60.3
12 12
Fg = 15 2-15 = 30 6 - & 2 .30.6 =60.6

3. Obteiendo el valor de P se tiene:

60.1 + 60,2 + 60.3 +....+ 60,6

I®
I
g
&
I

k=1

60(1 + 2 + 3 +...+ 6) = 60(21) = 1260)

4, De donde:

Ficha #2

Efectfia la tercera aproximacién empleando los cuatro pasos acos

tumbrados.

-
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Cuarta Aproximacién.

1. Dividamos la pared en n partes iguales; dibujemos algu-
nas franjas y localicemos la profundidad de sumersién de

algunas de ellas.

1
2
3
[
-2
bl S
Vv .
2. Encontremos el volfGmen de ¥1, Fz2, ...., F,
Ancho de | Base | Area de Profundidad = VolGmen = P.
C/Franja C/Franja . de Sumersibn | . . L
o 12 ©12-15 _ 180 112 ‘180, 12 | 2160
Bl w " no - h e e U
| 12 55 | 1215 180 , . 12 180 12 , 5 _ 2160
n It n . n n n n
12 12-15 _ 180 .12 180, 12 _ , _ 2160
Fai 7 15 ol Iex 5w 3w 03
12 12.15 _ 180 12 180 .12 , _ _ 2160 .
ol ® o R - @n | T w T CwohThE on




3, Obtengamos Pn

n - 2160 2160 2160 - 2160

P_rl_ ‘—‘k}: Pk = Tz « 1+ T2 e 2+ nz * 3 Feset -—n—i—- .
=1 .
: 2160

(1+2+3+....+n)

% gonm+ 1)
k=1 2
. 2160 n(n=1), _ ‘n(n+1) -1
o Pp = C J = 1080 & == = 1080 (1 + 2

4. Por lo que: "Pp £ P12z = Ps £ Ps

Calculando el limite de- Pn cuando n»>« , O sSea cuan .
do el ndmero de franjas es mucho muy grande hace que el &rea
de cada franja sea mucho muy pegueha por lo que se obtiene -

la presidn deseada sobre la pared frontal, .

.*. lim By =lim [1080 ( 1+ )] = 1080 °

1o - noee

Ficha # 3
-
Mide tu recipiente y calcula las presiones del agua
sobre dos de las paredes, la pared frontal y al pared late-
ral empleandc para ello las 4 aproximaciones,
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Otxras Aplicaciones,

El m&étodo de aproximaciones estudiado aquf sirve tam

bi&n para resolver varios tipos de problemas como:

a) El de calcular el trayecto de una partficula con un movi -

miento no uniforme en un intervalo dado [ T:,T: | de tiem

Po.

Si el movimiento en un intervalo o velocidad fuera

uniforme para encontrar el trayecto o distancia se emplea -

ria la f6rmula d = u + t. Sin embargo si la velocidad no
es uniforme, 4 ividimos el tiempo en intervalos muy nequeios
de tiempo donde la velocidad la podémos considerar casi uni-
forme, calculando asi la distancia en ese subintervalo por -

lo gque la suma de todas esas distancias asi calculadas nos

dari la distancigdeseada. -

b) E1 de calcular el trabajo realizado el bombear un liquido

desde un recipiente.
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Donde el trabgjo T seri igual.a:T = F - a donde f
es la fuerza gue aétﬁa sobre una partfculé Yy da la distan
cia que recorre &sta; la distamcia que recorre una particg
la "x" pafa llegar al borde del recipiente no esla misma -
para todas las particulas; sino que depende de la profundi
dad de sumersidn de la particula; por lo que se tendri que
dividir el recipiente en n capas, donde supondremos que
las particulas de cadad capa est&n casi a la misma profundi-
dad de sumersidén, por lo gue la fuerza para desplazarlas se
ré la misma; de esta forma se encontraron los trabajos reali
zados en cada capa cuya suma nos dard el trabajo vedido.
c] De modo completamente andlogo se pu 'ede calcular la car-

ga Q que se transfiere por la seccibn transversal de un

conductor de corriente I(t) durante el tiempo [ ¢+1,tz2 _]

T
Prey ae.
T

lo cual quedaria expresado como Q =
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