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I N T R o D u e e I o N 

Es de todos conocido que la materia más tediosa para los 

alumnos es el estudio de las Matemáticas; lo cual creo que es -

debido, en parte, a que no tienen conceptos claros ni precisos, 

ni tampoco puntos de referencia definidos y en consecuencia es­

to ocasiona que manejen un cdmulo de conocimientos sin sistema­

tizar ni razonar. 

Por lo anterior en este trabajo de tesis se pretende in­

troducir un método que despierte el interés del alumno por.la -

materia, partiendo de ejemplos cono~idos para ellos con el fin 

de que tengan puntos de referencia más claros. Además se 

pretende tener su participaci6n en todo momento con el objetivo 

de que a partir de conceptos adauiridos, ellos mismos descubran, 

desarrollen o recuerden métodos que les ayuden a comprender nue­

vos conceptos. 

Este trabajo va dirigido a alumnos del.CCH que cursanel -

IV semestre, por lo que se presenta de una manera sencilla y me­

t6dica sin muchos formalismos • 

. Cada secci6n consta de 3 partes esencialmente, además de -

una breve introducci6n y conclusi6n. 
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En ~na primera parte se da un bosquejo histórico acerca 

del. tema con l.a finalidad de que el. al.umno ubique y se dé una 

idea de corno ha ido evol.ucionando éste dentro del. proceso hist6-

rico de l.a Matemática. 

En una segunda parte se pl.antean probl.ernas que dan origen 

al.a forrnal.izaci6n de conceptos, definiciones y métodos para su -

sol.uci6n. 

Final.mente en una tercera parte se pl.antean .fuJ•as-.Ó taller.es '!ºe 

pretenden que el. al.wnno induzca l.a f6rmul.a o método para resol. -

ver ciertos probl.ernas. 
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B O S Q U E J O 

HISTORICO 
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BOSQUEJO HISTOR~CO. 

Desarrollo Hist6rico sobre las ideas de ~ovimiento. 

Fueron los griegos los primeros en preocuparse seriamente por 

el movimiento y crearon el método racional. 

En la Geometría de Tales este combinaba la experiencia y la 

raz6n, pero su desarrollo posterior la fué alejando de toda referen 

cía al mundo real culminando con los Elementos" de Euclides que re 

sultan ser un monumento a la raz6n pura. Con la Geometría como mo­

delo, los fil6sofos griegos creyeron que con solo sentarse a medí -

tar podrían resolver todos los problemas como 

¿Qué es la belleza? ¿Qué es la virtud? ¿Qué es el movimiento? 

Centrándonos en el problema de movimiento, fué Heráclito 

de Efeso (el obscuro) quien vivi6 a finales del siglo VI A.C. el 

que destac6 el carácter cambiante de las cosas como la caracteristi 

ca fundamental del mundo. 

El principio del flujo universal de los seres lo expresa Herá 

elite en los conocidos fragmentos sobre el rio 

"No es posible descender 2 veces al mismo rio ," tocar 2 veces 

una sustancia mortal en el mismo estado, sino porque el impetu Y la 

velocidad de los cambios se dispersa y nuevamente se une, y viene -

y desaparece". "A quien desciende a los mismos rios le· alcanza nu~ 

vamente, nuevas y nuevas aguas" "Descendemos y no descendemos a un 
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mismo r:Lo, nosotros mismos somos y no somos". Desgraciadamente la 

genial intuici6n que Heráclito plasmaba en fragmentos metaf6ricos, 

no se adaptaba ni al pensamiento ni a la ciencia de los griegos, -

siendo ésta la raz6n por lo que le llamaban el obscuro. 

Heráclito no dej6 escuela y la ciencia tom6 otro·camino que 

consist:La en analizar los hechos aislados de los demás y de su de-

venir. En oposici6n a Heráclito surge la escuela de Elea en la 

cual Parmenides {VI A.C.) sostiene que el ser es único eterno e in­

mutable1 para él el movimiento no existe, el fluir de las cosas es 

una mera apariencia¡ su discípulo Zen6n invent6 las famosas parado­

jas para defenderlo de los que pretendían invalidar sus argumentos 

sobre la inmutabilidad del ser. 

Para Zen6n las 3 principales paradojas son 

1.- Dicotom:La: no nos podernos mover de un punto A a un punto B, 

porque antes de llegar a B tenemos que pasar por el punto m~ 

dio B~ de A y B,después por el punto medio de éste y By as:r. 

sucesivamente. Por lo tanto para ir de A a B tendr:Larnos que 

pasar por una infinidad de puntos medios, lo cual nos llevarl'.a 

un tiempo.infinito. 

A B 

2.- Aquiles y la Tortuga.- Aquiles el veloz, nunca podrá alcanzar 

a la tortuga, porque cuando Aquiles .llega al punto B la tortu­

ga ya ha avanzado algo y se encuentra en C, cuando Aquiles lle 

ga a e la tortuga se encuentra en D. 
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3.- La Flecha: una flecha en movimiento está en cada instante en 

un punto; pero si está en un punto no puede estar al mismo 

tiempo moviéndose. 

El origen de la dificultad de estas paradojas consiste en su­

poner, por una parte que el espacio es infinitamente divisible y -

por la ·otra el no atribuirle esta cualidad al tiempo. 

Si ei tiempo lo divid.1.mos en partes cada vez menores, dispone­

mos de un número infinito de instantes en cualquier interyalo de -

tiempo para recorrer una infinidad de puntos y la dificultad desa­

parece en ésta forma. 

Di6genes de Sínope de oir los argumentos de Zen6n sobre la i~ 

posibilidad del movimiento, sin decir una palabra se ech6 a andar. 

El movimiento se demuestra andando. 

La existenci"a del movimiento nos hace :ver que el espacio Y el 

tiempo deben de tener propiedades muy similares. 

La concepci6n antigua sobre el movimiento fué rota por Nicolás 

Copérnico (1473-1543) quien enunci6 que la tierra se movía alrede 

dor del sol a una velocidad enorme. 
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Para sus contemporáneos esto era imposible. El golpe de gra-

cía a las ideas antiguas relativas al movimiento, lo di6 Galileo Ga 

lilei (1563-1642). 

Galileo no se sent6 a meditar sobre el movimiento sino que se 

sentó a observar y hacer experimentos. 

Entonces ¿Qué es el movimiento? ¿Qué es el tiempo? ¿Qué es 

el espacio?. Galileo nos enseró que hace falta no solo pensar sino 

también observar, experimentar y actuar. 

Además de los prob1emas de el movimiento, tres problemas die­

ron origen a los métodos del Cálculo : 

1.- Problema de las Tangentes: consiste en encontrar la tangente a 

un punto en un c~rculo, una elipse, una parábola, una hipérbola 

y en general a cualquier curva desde las más simples hasta las -

del siguiente tipo : 

y Y. 

X X 
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En las curvas anteriores la definición de tangente como la re~ 

ta que toca a la curva en un punto puede no ser clara; por lo que -

optaremos por la siguiente definici6n: la tangente es la recta que 

más se parece a la curva en un punto: Como podemos ver este concep-

to es util1simo para extender muchas ideas, conceptos y leyes del ca 

so de rectas al caso de curvas más generales. 

2.- Máximos y M!.nimos. 

Los problem~s de máximos y m!.nimos, aparecen en todos los as 

pectas de la naturaleza y de la actividad humana ¿Cuál es la recta 

más corta entre rector1a y el edificio LL del C.C.H. Sur? ¿.Cuál es 

la más rápida? ¿Cuál es la mejor hora para hacer el recorrido? ¿Qué 

proporci6n de hierro y carb6n da el acero más resistente? ¿C6mo se 

deben organizar las distintas etapas de construcción de un edificio. 

para que su costo sea m!.nimo? ¿Cuál es la forma más efectiva de a -

prender Cálculo? ¿Cuál es la mejor forma de impulsar.la Econom1a del 

pa1s? 

El Cálculo es una herramienta fÜndamental. para resolver una am 

plia variedad de problemas·de máximos y m1nimos. 

3.- El problema de las Cuadraturas.- consiste en calcular longitu -

des áreas y volúmenes. 

Se denomina clasicamente problema de ~as cuadraturas debido a 

la forma en que lo dieron los griegos. Como ya hemos visto los gri~ 
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gos abandonaron los números; por lo cual no pensaban en términos de 

calcular áreas sino que formulaban e.l problema asi: dada una figu"."' 

ra plana, encontrar un cuadrado que tenga- la misma área. 

El famoso problema de la cuadratura del circulo era precisame~ 

te un caso particular (hoy se sabe que es imposible hacerlo con re­

gla y compás que es como lo proponian los griegos). 

Todos sabernos calcular áreas de algunas figuras,no es dificif­

calcular el área de una figura limitada por segmentos de recta. El 

problema más serio aparece cuando se consideran figuras limitadas -

por curvas. 

Sin embargo todo mundo sabe que el área de un circulo es u • r 2 

y ha utilizado esta f6rmula en algunas ocasiones pero ¿Quién sabe. 

que efectivamente es u-r 2 ? De hecho casi nadie.· Todo mundo usa 

esta f6rmula porque le dijeron que e~a la buena o en el mejor de 

los casos le dieron un argumento más o menos convicente. Una demos 

traci6n que se puede dar se basa en c.onsiderar poligonos regulares­

inscritos y circunscritos (con un número finito de lados) al cir -­

culo, y ver que pasa cuando hacernos cada vez más grande el número -

de lados. 

Los primeros signos claros del concepto de derivada aparecen 

en la obra del matemático francés Pierre Fermat ("1601-1665) • 

En 1629 Fernant anticipaba la derivada en los métodos que usaba 
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para encontrar los valores máximo y m:!'.nimo de funciones y en el pro...: 

cedimiento general que di6 para encontrar la recta tangente en un 

punto a la gráfica de una funci6n. Fermat·concibi6 la recta tangen-

te como la posici6n limite de la secante cuando los dos puntos de in 

tersecci6n de la secante con la curva se aproximan uno a otro. 

Pronto el proceso de diferenciaci6n había sido introducido y -

formalizado, y hacia finales del siglo XVII Isaac Newton {1642-1727) 

y Gottfried Leibniz (1646-1716) hac:!'.an, independientemente, su gran· 

descubrimiento. 

Una de las debilidades de la noci6n griega de tangente es que 

puede extenderse fácilmente a arcos de curvas que no tengan exterior 

al contrario de lo que sucede con el concepto de tangente de Fermat. 

El primero que descubri6 que la idea de hallar 1a tangente a 

una curva y ha11ar el área limitada por una curva que aparentemente 

no ten:!'.a conexi6n estaban íntimamente ligadas, fué el mestro de Ne~ 

ton, Isaac Barrow (1630-1677) .• Sin embargo, Newton y Leibniz fueron 

los primeros que comprendieron la verdadera importancia de esta re­

laci6n. 

Alguna veces se han utilizado diferentes notaciones para 

un mismo concepto, prefiriéndose una u otra segün las circunstancias 

que acompañan el uso del s:!'.mbolo. Esto es paricularmente cierto en 

el cálculo diferencial donde se han empleado muchas notaciones dife­

rentes para las derivadas. Hasta ahora 1a derivada de una funci6n f 
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se ha indicado con el símbolo f', notaci6n introducida por Lagrange 

(1736-1813) a finales del siglo XVIII, y que pone de manifiesto que 

f, es una nueva func{6n obtenida de f po~ derivaci6n, indicandose -

su valor en x por f'(x). Cada punto (x , y) de la gráfica de f (x) 

tiene sus coordenadas "x" e "y" ligadas por la ecuación y= f(x) 

y el símbolo y' se utiliza también para representar la derivada 

f' (xl • La notaci6n de Lagrange no ha caído en desuso aunque la ut~ 

lizada por Newton, que escrib:La y , y· en vez de y' y y" también se 

sigue usando cuando las funciones dependen de la variable t tiempo. 

Los puntos de Newton han sido utilizados por algunos autores 

.para in~icar especialmente velocidad y aceleraci6n. 

Otro s:Lrnbolo fué introducido en 1800 por L.Arbogast (1759-1803) 

que indi.caba la derivada de f por Df, símbolo cuyo uso ha tenido hoy 

en día gran aceptaci6n. El s:Lrnbolo D se denomina operador deriva -

ci6n y sugiere que Df es una nueva función que se obtiene de f por 

la operación derivación. 

La regla de derivación de la suma de dos.funciones se escribe 

por medio de la notación D en la forma D ( f + g} = Df + Dg. Entre los 

primeros cultivadores del análisis matemático fué Leibniz el que me-

jor comprendió la importancia de los símbolos bien elegidos. Intro-

ducida una notaci6n la experimentaba largamente y después manten:La 

extensa correspondencia con otros matemáticos sobre sus ventajas e 

inconvenientes. 
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El formidable impacto que el Cálculo ha tenido en el desarro­

llo de la matemática moderna, es debido en gran parte a la elecci6n 

adecuada y sugestiva de los .símbolos, muchos de ellos introducidos -

por Leibniz. 

Leibniz utilizaba una notación para la derivada algo distinta 

a la que se ha indicado. Utilizando eri vez de :E(x}, el cociente de 

diferencias ·f (x +· h·) ·-· f (X) lo escribia en la forma t:.y 
t:.x poniendo-

óx en vez de h y tiy en vez de f(x + h). - f(.x). El símbolo 6 se 

denomina operador dif.erencia. El l1mite del cociente de diferencias, 

es decir la derivada f' (xl, la desigp.aba Leibniz por dy/d,c. 

esta notación, la definicióñ de derivada se transforma eµ 

lim 
lix-+O 

Con -

No s6lo era distinta la notación, sino tambi~n la manera de -

pensar de Leibniz acerca de las derivadas, pues considera el limite-

dy/dx. como un cociente "diferencial". En vez de utilizar el paso a 

limite para definir las derivadas, pasaba de liy y t:.x a dy Y dx 

indicando simplemente que tiy,óx se transformaban en infinitesima 

les. Leibniz imaginaba las infinitesimales como un nuevo tipo de nú 

meros que sin ser cero, eran más pequeños que cualquier número real 

positivo. 

Dura,nte mucho tiempo s.e creyó que el Cálculo era intrinseca 

mente dificil y algo misterioso, porque nó era posible comprender lo 
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que era un infinitesimal.. Los trabajos de Cauchy y otros matemáti-

cos en el siglo XIX condujeron gradualmente a abandonar las canti­

dades infinitamente pequeñas como una parte esencial de las matem! 

ticas. No obstante, son todavia muchos, especialmente entre los -

que se dedicaban a la matemática aplicada, los que consideran útil 

·razonar a la manera de Leibniz a base de los inlinitesimales. Muy­

frecuentemente de esta forma se llega rápidamente a resultados que 

pueden ser tratados por mátodos adecuados. Más aún a partir de 

los años 60 se desarrollaron trabajos encaminados a justificar la 

existe~cia de los infinitesimos y ¡oh sorpresa! resulta que exis -

ten y todos esos resultados cómodos, útiles y de deducción rápida, 

pueden ser demostrados rigurosamente. 

Aunque algunas de las ideas de Leibniz no pasaron a la pos­

teridad, no ha ocurrido lo mismo con sus notaciones. El s1mbolo -

dy/dx tienen la ventaja manifiesta de resumir el proceso completo­

del cálculo de un cociente de diferencias y posterior paso al 11mi 

te. 
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INTRODUCCION 

Debido a que nuestro tema en estudio (Introducción al Cál­

culo Diferencial e Integral) comprende problemas que involucran 

movimiento, es saludable iniciar su estudio desde el principio, 

esto es proponiendo problemas que se nos ocurran en el momento y 

que involucren movimiento.¡ y observar en el problema, de una man~ 

ra sencilla y natural qué elementos intervienen en éste 

dan ser fundamentales para su estudio y comprensión. 

Por ejemplo: 

Problema.- "Con que rapidéz crecen mis hijos" 

que pu~ 

En este problema observamos que intervienen 2 factores: 

tiempo y estaturas. 

Estos ·factores que se dan de manera natural y que cambian 

de acuerdo al problema, dan inicio a nuestra formulación de con­

ceptos para el estudio de este tema. 
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CONCEPTO DE FUNCION. 

Para establecer una función- se necesita de los siguientes el.emen-

tos. 

a) 2 conjuntos A y B. 

b) Una regla de correspondencia, que relacione 1os elementos 

del conjunto A, con los el.ementos del conjunto B. 

Lo anterior se puede ilustrar de la siguiente manera 

Regla de Correspondencia 
Regla de Corresnondencia 

e 

~8~~· 

Donde la regla de correspondencia. debe cumplir con los si 

guierttes requisitos : 

1) Asociar a cada uno de los elementos del conjunto A con un 

el.emento del conjunto B. 
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2) Ningún elemento del conjunto A deberá relacionarse con más 

de un elemento de B. 

Ejemplos de Funciones. 

En nuestra vida cotjdiana estamos rodeados de ejemplos que sa 

tisfacen estos requisitos por lo que les podemos dar el nombre de 

funciones. Veamos algunos de ellos. 

Ejemplo 1. 

Conjunto A : alumnos del sa16n 71. 

Regla de correspondencia : calificaciones finales. 

Conjunto B : Números enteros del O al 10. 

Ahora veC!-ffiOS si la regla de correspondencia "calificaciones 

·" finales" cumple con los requisitos de funci6n. 

1.- "Asociar a cada uno de los elementos de A con un elemento 

de B". Esto se cumple proque todos los alumnos necesari~ 

mente deben.tener una calificaci6n final, aun cuando el -

alumno no se haya presentado a clases, en est.e caso la ca 
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lificaci6n es cero. 

2.- "Ningún elemento del conjunto A
0 

deher.'!i relacionarse con 

más de un elemento del conjunto B". Esto se cwnple PºE. 

que ningún alumno podrá tener 2 calificaciones en su eva 

luaci6n final. Por lo tanto el ejemplo anterior es fun-

ci6n. 

Ejemplo 2.- ¿se les ocurre algún ejemplo de función? 

Veamos cual' ,se le ocurri6 al grupo 269. 

Conjunto A automóviles. 

Regla de correspondencia marca 

Conjunto B : marcas. 

Di.agrama 
.. MARC.I\ 

~ 

A B 

1). Todos los automóviles necesariamente alguien los fabricó, 

por lo tanto tienen una marca. 

19 
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2) Ningdn automóvil tiene 2 marcas, o sea a la vez no puede 

ser digamos Renaul t y Volkswagen. 

se trata de una función. 

Veamos ahora un ejemplo donde estos requisitos no se cumplen: 

Ejemplo 3. 

Conjunto A: madres del D.F. 

Regla de correspndencia: ser madre de 

Conjunto B: hijos del D.F. 

... Diagrama 

es madre de 

A 

1.- Para ser madre, necesariamente se tiene al menos un hijo, 

por lo tanto se cumple el prime~ requisito. 
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2.- A1gunas de 1as madres dadas en e1 conjunto A, pueden te­

ner más de un hijo, por 1o tanto, existen e1ementos de A 

que se pueden re1acionar con·más de un e1emento de B y 

por 1o tanto no se cump1e e1 segundo requisito. 

E1 ej emp1o anterior IlQ. es funci6n. · 

F:icha # 1. 

1). Ana1iza si en e1 ejemp1o 3, intercambiando 1os conjun 

tos A y B~definiendo como reg1a de correspondencia "ser 

h:ijo .de" resu1ta una funci6n. 

21 Proporciona 3 ejemp1os de funciones. 

3) Proporciona un ejemp1o de funci6n que invo1ucre movi 

miento. 

Definiciones y Notaci6n 

·En una funci6n, a1 conjunto A 1e 11amaremos E1 Dominio de 1a··· 

funci6n y a sus e1ementos Pre-Imágenes¡ a1 conjunto B e1 Contradomi­

nio o Codomin:io de 1a funci6n y a 1os e1ementos que vienen de una 

pre-imagen de A mediante 1a reg1a de correspondencia Imágenes. 

Entonces f : A _,. B, que se 1ee f que va· de· A a B, indica-

uha funci6n con reg1a de correspondencia f cuyo dominio es A Y con­

tradominio es B. 

Así de nuestro ejemp1o 1· tenemos 

Domin~o A {x 1 x es a1umno de1 grupo 71} o bien 1a podemos-.· 
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expresar de la siguiente forma 

A {Pedro, Juan, Luis, César, , Caro} 

Pre-iméigenes 

B {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 } 

Imágenes 

Regla de Corresondencia f: Calificaciones finales. 

Entonces tendremos la siguiente forma de referirnos a esta función 

f {xlx'es alumno del grupo 71}+{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 

y para indicar la asociación que hace ·lo haremos de la siguiente mane 

ra 

pre-imagen 
~ 

f (Pedro) 

p~ 
f (Juan) 

~ 
8, lo cual significa que ia·calificaci6n 

final de Pedro es 8. 

imagen 
~ 
7, lo que significa que la caJificación fi-

nal de Juan es 7. 

Lo anterior también lo podemos expresar como un par ordenado de 

la sigui.ente forma : 

21 
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(Pedro, 8).Entenderemos siempre que el ler. elemento forma 

parte del dominio (pre-imágen) y el 2~ elemento forma parte del 

contradominio (imágen). 

Por lo tanto, una función también se puede interpretar como 

un conjunto de pares ordenados. Asi en nuestro ejemplo tendría-

mos. 

f {(Pedro , 8) (Juan , 7), (Luis , 4), (Caro, 10)} 

En conclusión podemos decir : 

·Dada una función f : A -+ B y suponiendo que en general 

"x" es cualquier elementos del conjunto A y "y" es cualquier ele 

mento del conjunto B; la ftmci6n se entenderá como flxl = y 6 -

bien como pares ordenados de la forma (x , y) 6 (x , f (x) ) . 

También podemos decir que una función puede.presentarse gr~ 

ficamente en un plano de coordenadas, ya que como recordarás, p~ 

ra esto s6lo se requieren de pares ordenados, en donde el ler. 

elemento corresponde a las abscisas (x) y el segundo elemento a 

las ordenadas (y 6 f(x)). 

Entonces nuestros pares ordenados del ejemple quedarán re­

presentados gráficamente de la siguiente forma : 

f {(Pedro , 8) (Juan , 7) (Luis , 9) (Caro , 10)} 
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f(xl 
10 

9 -

•. 
5 

4 

2 -

• 

Pedro 

• 
• 

• 

Juan Caro 

Gráfica 1. 

F':Lcha No. 2. Uenc:iona 10 :nares ordenados de la :':unc:i6n del eje!!!_ 

ple 2 y gra~ícala. 

Ahora trataremos de interpretar una func:i6n cuya regla de -

correspondencia est~ dada por una expres:i6n algebraica. 

Ejemplo: 

Cons:idera la func:L6n f lR + JR y que la función f es-

ta def:in:ida como: 

f(x) 2x l. 

Con esta :informac:i6n: 

a) Expl:icar cuál es el Dom:in:io (Pre~:Lmagen) y cual es el Centrado 

m:in:io (Imagen), de la func:ión. Proporc~onar al menos 10 ele -

mentas de cada uno 

b) Expl:icar la regla de correspondencia de la func:i6n. 

e) Proporc:ionar por lo menos 5 pares ordenados" correspond:Lentes a 

la.func:i6n. 

dl Ilustrar la func:i6n med:Lante un d:ia"grama. 

el Dibujar la gráf:ica de la func:i6n. 
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Respuesta: 

a} Como f JR -+- JR esto indica que el. Dominio de 1.a funci6n -

es el. conjunto ·de 1.os Números Real.és 

nio tarnbi~n son 1.os Números Real.es. 

( JR ), y el. contradomi-

Como el. conjunto de 1.os Números Real.es está definido como: 

lR {x 1 x e: II 6 X e: ~} 

entonces al.gunos el.ementos del. dominio serian: 

JR = {-3, -2, -3/2, -1 -1/4, O, 1, 7/3, 15, 10.6, ,ií"S} 

Pre-Imágenes 

y del Contradominio 

JR {-3, -2, -3/2, -1, -1/4, o, 1, 7/3, 15, 10.6, 115} 

Imágenes 

b} Corno f(x} = 2x - 1, esto nos indica que la regla de correspon­

dencia dice que a cada elemento del dominio lo tenemos que aso 

ciar con su doble menos uno en-el contradorninio. 

c} De acuerdo a lo anterior, 1os pares ordenados los podernos .. ob -

tener de la siguientemanera: 

f (-3) 2 (-31 1 -7 

f (-2) 2 (-:-2) 1 -5 

f(.-1/4) = 2 (-1/4) -. 1 = -3/2 
' 

f {O} 2(0) 1 -1 

f (1) 2 (1) 1 1 
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los pares ordenados pueden ser 

f - (C-3 , -71, C-2 , ..,.S.L, i C-1/4 , -3/2l, e.o. , -.1l, C.1 , 1L ..... 1 

d) En diagramas tenernos 

IR lR 

-7 
-5 

-3[2 

-1 

1 

f fx) 

Dominio Contradorninio 

Nota: Pero aqui solo representarnos 5 pares, y los números reales 
son una infinidad. 

el La gr~fica de la funci6n es la siguiente 
('C.) 

2. 

·3 -2 •I X 

2 
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En seguida daremos un ejemp1o de. una función que invo1ucre 

movimiento: 

Ejemp1o: 

Se observa e1 crecimiento de una p1anta y se obtiene 1a si 

guiente información: 

En un d:í.a crece 1.5 ero. 

En 2 d:i.as crece 2 cm. 

. En 3 d:i.as crece 2.5 cm. 

En 4 d:i.as crece 3 cm. 

En 5 d1as crece 3 • .5 cm. 

Termina su crecimiento, 

Con esta información: 

a)_ Exp1ica cuá1 es e1 Dominio (Pre-irnágenL y cuál.. es e1 contra­

dorninio (imágenl de 1a funci6n. 

bl Exp1ica 1a reg1a de correspondencia de 1a funci6n. 

e)_ I1ustra 1a función mediante un diagrama. 

dl Dibuja 1a Gráfica de 1a funci6n. 
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Respuestas: 

a) Corno se está observando el crecimiento de una planta, de mane-

ra natural tenernos que: un conjunto es los dias que transcurren 

y el otro los centimetr~s que crece la planta;por lo que pode­

mos decir que el Dominio de la funci6n es el conjunto de los -

dias y el Contradominio es el conjunto determinado por los cen 

tirnetros. 

Por lo tanto si llamamos a A el Dominio y a B el contradomi 

n~o, algunos elementos de estos conjuntos son: 

A {1, 2, 3, 4, 5} 
(c.ias } 

(Pre-Imágenes) 

y B {1.5 cm, 2 cm, 2.5 cm, 3cm, 3.5 cm} (Imágenes) 

¿los elementos dados en A y B son todos los elemen 

tos que contienen éstos conjuntos? 

¿Podriarnos preguntarnos cuántos centímetros creci6 la planta en 

2 dias y medio?. 

b) De la informaci6n del problema podemos decir que los pares or 

denados definidos por la función son: 

(1,1.5) (2, 2) (3,2,5) (4, 3) (5,3.5) 

lo que nos indica que por cada dia que pasa, la planta crece 1/2 

centímetro más. 
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Daremos ahora una expresión al.gebraica que determine el. ere 

cimiento de 1-a pl.anta • 

<.Se te ocurre c;ue expres.i6n es? 

<.Podria ser 1-a función 

f(x) X 
2 + 1 ? 

c) El. diagrama de 1-a función es: 

Pre-Imagen 

Por J.o que si f(x) X + 1, 2 

11 f(1) 1.5 

f(1l 
1 + 1 3/2 ~ 2 

2) f C.21 2 

f (2) 2 + 1 = 4/2 = i 2 

28 

cm. 

1.5 

2. 

Imagen 

comprobemos que: 



Y as! sucesivamente. 

Por lo que la funci6n efectivamente· está determinada por 

f (x) = ~ + 1. 
2 

Ahora bien de 1.a pregunta planteada en a) se pude decir que -

si f (x) ~ + 1. y querernos calcular el crecimiento de 1.a pla~ 

ta a 1.os 2 d!as y medio, basta con cal.cular la funci6n en 2.5, 

esto es: 

f (2 .5) 2.5 + 1. -2- 9/4 2.25 cm 

.Por lo que la planta creció 2.25 cm en 2 días y medio. 

dl La gráfica de la funci6n es la siguiente: 

.-f{>t) 
cm 

3 

Gráfica 3 
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Ficha No. 3. 

1.- Problema.-

Un m6vil se desplaza de acuerdo a 1a si~uiente informaci6n: 

En un minuto recorre 15 m. 

En 2 minutos recorre 20 m. 

En 3 minutos recorre 25 m. 

En 4 minutos recorre 36 Ttl. 

Etc. 

Con esta in~ormaci6n 

a) Explica cu§.1 es el Dominio y el contradominio de la funci6n y 

menciona algunos de sus elemen~os. 

b) Explica la regla de correspondencia y trata de expresarla al­

gebráicam•,.te. 

c) Dibuja la gráfica de la funci6n. 

d) Calcula la distancia recorrida por el m6vil a los 10 minutos 

de iniciado su movimiento. 

2.- Construye la gráfica de cada una de laq siguientes funciones: 

a) f(x) -Sx + 1 f: lR->- lR 

b) f (x) 2x f: lR ... lR 

c) f(x) X f: JN ... 1N 

d) f (x) 3x 1 f: IN->- JN 
·.:. ~~. ~ .. ~. -;:; .... ·. : . ~:-. -

30 
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e o N e L V s I o N E s 

1.- Una función se define como una regla de correspondencia que 

asocia los elementos de 2 conjuntos, uno llamado Dominio y 

otro contradominio. Además esta regla debe cumplir con los 

siguientes requisitos 

a) ºue todos y cada uno de los elementos del Dominio estén 

asociados con un elemento del contradominio. 

b) Que ninsún elemento del Dominio se relacione con más de 

un elemento del contradominio. 

2.- Una función se puede expresar algebraicamente ó nominalmente. 

3.- La gráfica de una funci6n puede ser 

a) 

b) 

Punteada 

Cont~nua 

(Gráfica 1) 

(Gráficas 2 y 3) 



R A Z O N D E CJ\f.!BIO 
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I N T p o D u e e I n N 

En nuestros cursos anteriores s6lo nos hemos limitado a lo­

calizar puntos que determinencierta ecuación 6 a encontrar la ecua 

cu6n de una recta o una parábola, en el tema anterior hemos asocia 

do estos elementos de una manera sencilla con problemas que expre­

san movimiento; en este capítulo trataremos de asociar los conoci­

mientos ya adquiridos para contestar preguntas como las siguientes: 

¿con qué rapidéz crece un árbol? ¿con qué rapidéz crece o decrece­

la economía?, etc. 

Las preguntas anteriores involucran problemas de movimiento 

en los que la pregunta fundamental es ¿"con qué rapidéz cambian las 

cosas?, a esto le 1lamaremos:"raz6n de cambio" 
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'RAZON DE CP-.HBIO 

Introduciremos eJ. Tema con el. Siguiente: 

P rob J.erna .' l. 

l..- En una poblaci6n se hicieron estudios con respecto al ntimero­

de nacimientos y de muertes, obteniéndose J.a siguiente infor-

rnaci6n: 

_ , NO .•. DE. MUERTES_... , N.O .•. DE. NACIMIE~TOS .. 

1 .3. 

2 6 

3 9. 

4 .12 

5 .1.5. 

6 18 

TabJ.a 1. 

De J.a tabJ.a anterior, podrías decir: ¿c6mo varía J.a nataJ.i­

dad de acuerdo al. aumento de mortaJ.idad entre 1 y 3 muertes? 

Esto nos indica un probJ.ema de raz6n de cambio y para ente~ 

derJ.o desde ~J. inicio, obtengamos la funci6n que nos reJ.acione el-

ntimero de muertes con el. número de nacimientos para poder observar 

mejor su comportamiento. 

Esto e~ tratamos de encontrar 
/ 

f_(x) tal. que; f(1) = 3, --

f(.2) = 6, f(3) = 9, f(4) = 12, f(S) = 15", f(6) = 18, f-(x) ·.;, ? :... 

¿ya se te ocurri6?. 



No te preocupes ya no lo haremos al tanteo ahora usaremos -

el m~todo de Diferencias divididasyel algoritmo de Newton para ob-

tenerla. 

como recordarás los pasos a seguir son: 

1) Acomodar en una Tabla de Tabulaci6n la informaci6n: 

:x· ·f(X) 

1 3 

2 6 

3 9 

4 12 

5 15 

6 18 

2í Obtener las diferencias divididas. 

X f(x) la~ Diferenc.ia. 2a. Diferencia 

1 

:~ 6 - 3 
2=1 

2 
6 9 -

3 - 3 =~ 3-=-r 
r::--2 

3 9 
12 - 9 

3 - 3 o ;r:=-2 

3 - 3 
4 12 

15 - 12. = 
5 - 4 

5 15 
18 - 15 

3 -' 3 o s-=-3 
3 - 3 o 
~ 

6 
6 - 5 
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3a) Sustituir en la f6rmula. de Ne\1ton 

f (x) = f (x1) + la. dif (x - x1 l + 2a. dif (x - x1) (x - x 2 + 

3a. dif (X - Xt) (x - X2) (x - X3) •••••••••••••••••••••••••• 

en donde se sabe que: 

X f (x) 

X1 f (X1) 
la. dif 

X2 f (Y, 2) 
o 2a. dif 

X3 f (x 3 l 
o 3a. dif o 

Por lo que al sustituir con los datos de nuestra segunda tabla 

tendremos: 

f(x) 3 + 3 (x + 1) + O (x - 1) (x - 2) 

3 + 3x - 3 

3x 

Por lo que la función que relaciona la mortaldad con la nata-

lidad es: f(x) = 3x ¡compruebala! 

Ahora graficaremos esta funci6n para observar el movimiento 

que determina~ 
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f ex> 

9 

7 

2 

1 2 3 4 5 

Figura 1 

¿Qué podrías concluir de esta gráfica? 

6 
X 

Ahora bien, como se nos pide calcular la variaci6n ·de la nata-

lidad con respecto a la mortalidad, entre 1 y 3 muertes [ 1, 3 J 
haremos lo siguiente: 

1"'-l [ 1,3 J le llamaremos intervalo de muertes, este interva -

lo puede tomar los valores 1, 2 y 3. 

2"'-). De la Tabla 1 sabemos que: 

f (J. l 3 

f (.2) 6 

f (.3) 9 

3"'-) Para poder encontrar la variaci6n, un método sería encon­

trar el promedio de las natalidades con respecto a las 

mortalidades en este intervalo 
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3 + 6 + 9 
1 + 2 + 3 

·1a 
6 

Lo que significaría que la variaci6n de las natalidades res 

pecto de las mortalidades es del triple (o sea que por ca -

da persona que muere nacen 3).. 

Como ya tenemos la funci6n podemos encontrar esta varia 

ci6n en cualquier intervalo, calcula la en [ 5, 12 J ¿qué ob-

servas? ¿te resulta igual?. 

Problema 2 · 

2. - El desplazamiento de un ac.'torróvil ·está daékrpor 1a sigt¿iente fun 

ci6n: f(tl = Bt donde t representa el tiempo y f(.t) la 

distancia recorrida por el m6vi1. 

En este problema podríamos encontrar la variación de la dis 

tancia con respecto al tiempo, (.raz6n de cambio), esto es la 

pregunta sería: ¿con qué rapidéz avanza el autom6vi1 en el in-

tervalo [ 2, 4 J ? • 

Calculamos primero los avances realizados por el m6vil para 

los tiempos: t1 = 1, t 2 = 2, t3 = 3, t, = 4 y ts = 5. 

Como en este problema ya se nos dá la funci6n, esto resulta 

más fácil. 
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j 

1 

1 
1 

TIEMPO .1'\VANCE 
. . .t .. . . . . :f.(:t) . 

... .l. . . - -. 8.(..L). = .8 

2 8 (2) = 16 

3 8(3) = 24 

4 8 ( 4) = 32 
-

5 8(5) = 40 

Tabla 2 

De esta Tabla podemos encontrar ya directamente la gr~fica de 

la función f(t) = 8t. 

:f (t) 

"º •s 
30 

25 
·20 

15 
1 ·o 

5 

1 2 3 

¿Qu€ movimiento observaños? 

4 5 

Corno se pid7 calcular la rapidéz con la que avanza el.· rn6vil 

en el. intervalo [ 2, 4 J, hagamos como en el. problema anterior: 
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1"") [ 2, 4 J le llamaremos intervalo de tiempo, ¿qué val o 

res puede tomar este intervalo? ¿2, 3 y 4?, recuerda 

que el tiempo es continuo, esto es que también se pue-

den tornar valores intermedios entre 2 y 3 corno 2.1, 

2.2, 2.3, 2.4 •••• etc., entonces c.cu§ntos valores puede 

tornar el intervalo [ 2, 4 J? ¡una infinidad por supues-

to!. 

2"") Corno encontrar entonces f(x) para todos los valores, -

observa lo siguiente: 

a)_ Si tornarnos corno posibles valores para [ 2, 4 J 1 s61o 

2, 3 y 4, tenemos; 

f (.2). 16 

f (3) 24 

f(4)_ 32 

Entonces el promedio ser~a; 

16 + 24 + J2 = .Z,?_ = f8l 
2 + 3 + ~ L.:_I 

b) Si tornanos corno posibles valores para [ 2, 4 J los--

valores 2, 2.5, 3, 3.5 y 4, tenernos: 

f(2) = 16 

f(2.S) = 20 

f(3) = 24 

40 

f(3.5) = 28 

f(4) 32 



Entonces el promed~o seria: 

16 + 20 + 24 + 28 + 32 
2 + 2.s + 3 + 3.5 + 4 

el Calcula el promedio si tomamos corno posibles valores 

de [ 2 , 4 J : 2 , 2 • 2 , 2 • 4 , 2 • 6 , 2 • 8 , 3 , 3 • 2 , 3 • 4 , 3 • 6 , 

3.8 y 4. 

Resulta igual? 

31 De lo anterior, podemos inducir lo siguiente: 

Como el intervalo [ 2, 4 J puede tomar una infinidad de va lo --

res, los cuales no podemos determinar, entonces calculemos so-

lo el incremento de los valores, esto es la medida que hay que 

recorrer para llegar de 2 a 4 y esto lo podemos obtener por ~ 

la resta 4 - 2 == m esto neis representa el tiempo transcurrido. 

Como tampoco podemos calcular la funci6n para todos los posi -

bles valores del intervalo, entonces s6lo~calcula f(2) = 16 y 

f(4l 32 1 ·_ y la resta 3 2 - 16 == ll§:J nos representa-

r·á el avance del móvil) comparando el avance del m6vil con re.e_ 

pecto al tiempo que se llev6 dicho avance tenemos: 

32 1.6 
4 2 

16 
2 
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Lo que significa que la rapidez con la que se desplaza es 8. 

En conclusi6n, de los problemas anteriores obtenemos que: 

Problema 1. 

Para poder encontrar la variaci6n de la natalidad con res 

pecto a la mortalidad en el intervalo LX 1 , X 2 ) :-, basta con com-

parar los incrementos 

f (X¡) 

Problema 2 

Que para encont:i:ar la rapi.dez con la que se desplaza el 

m6vil en t1 , t2l basta con comparar los incrementos. 

Por lo que la Razón de Cambio: Es el cociente que resul 

ta de las diferencias de las imágenes (incrementos de las fun 

cionesl entre las diferencias de las pre-imágenes (incremento 

de las variablesl. 

VELOCIDAD MEDIA. 

Y cuando en e·l dominio de la funci6n se encuentran vale-

res que representan tiempo y las imágenes respectivas son núme­

ros que representan posiciones, al cociente anterior se le lla­

ma Velocidad Media ~ue es el caso del problema 2, por lo que 

concluimos que la velocidad media es·un caso particular de la 

razón de cambio. 
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Fi.cha No . 1. · 

1. Busca algunos ejemplos que correspondan a razones de cambio 

y otras a Velocidad Media. 

2. Problema : 

Considera la si.guiente tabla que muestra el aumento del Medio 

Ci.rculante en determinado país en un sexeni.o. 

1er. Año .. 32 'l; 

2do. Año 35 % 

3er. Año t& % 

4to. Año 61. % 

Sto. Año IJ' % 

Con base a esta i.nformación. 

a) Encuentra la función que determine el aumento del medio 

circulante. 

b) Calcula la variación del aun"!ento con respecto al tiempo 

(razón de cambio) en ( 2 , 5) 

c) ¿Cuál será el aumento del medi.o circulante para el 6to año? 

d) Construye la gráfica correspondiente a este problema. 
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3. Encuentra 1-a raz6n de cambio correspondiente a 1-os intervalos 

que se indícan en cada una de las siguientes funciones. 

al f Cxl X [ 3:- 5] 

b) f(x) 2x [2 7] 

c) f(x) -4x [O 4] 

d) f(x) 5/3 X [2 6) 

e) f(x) 6x (O 4) 

f) f(x) -x [ 1 , 5) 
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RAZON DE CAMBIO PARA FUNCIONES LINEALES 

FUNCIONES LINEALES 

Definiremos primero lo que es una función.lineal: -

"Una.función lineal es de la forma f(x) =ax+ b" donde p~ 

drás observar que se compone de una variable con, potencia -

uno, un coeficiente a y un término constante ~' donde a y 

b e: lR. 

Ejemplos de funciones lineales: 

1) f {x)
1 

3x + 5 

2) g(xl -2x + 3 

3) h{x) X + 1 

4) f{t) 3 t 3 2 -

5) f (i) 7 i -4 

6) g (h) h 

5 7) f (x) :r 

8) g {.t) o 
45 
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En los ejemplos anteriores tenemos que en 1) al coe-

ficiente ~es 3 y hes 5, en 2 a -2 y b 2, 7 en SJ a = - 4 
y b O, en 6) a = 1 y o = O, en 71 a 

·5 
O y b = 3 y en 8) 

a O y b = O. 

Entonces si recordamos el ejercicio 3 de la f {cha -

anterior, observamos que son funciones lineales que carecen 

del término constante b. 

RAZON DE CAJ.".BIO PARA FUNCIONES LINEALES DE LA 

FORMA f(xl = ax 

Ahora bien, como en este capitulo estudiaremos la -

raz6n de cambio para funciones lineales, empezaremos por o~ 

servar que pasa con la raz6n de cambio en las funciones li-

neales del ejercicio ' de la ficha anterior. 

Los resultados obtenidos son los siguientes: 

f (x} 

X 

2x 

-4x 
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5 -x 
3 

6x 

-x 

5 
3 

6 

-1 

Observando estos resultados nos damos cuenta que los 

valores de las razones de cambio de cada ~unci6n son iguales 

a lo·s coeficientes de las variables de éstas, para cualquier 

intervalo [ p , q) por lo que se puede intuir que 

"Si f (x) = ax, entonces la razón de cambio es• i<Jual a 

a en cualquier intervalo [p, q] 

El resultado anterior puede ser demostrado de la si 

guiente :t:or!'la : 

Supongamos que f{x) ax es cualquier función lineal. 

Ahora de.mas a· 1a variable x, dos valores cualesqui~ 

ra p y q. 

Tomando las imágenes de p y ~ bajo f(xl se obtiene: 

f(p) ap y aq 
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Con estos va1ores podemos ca1cU1ar 1a raz6n de cam-

bio de p a q. 

Esto es: 

f (p) f (g) ap aq 
p q p q 

desarro11ando a1gebraícamente tenemos: 

ap - aq 
p q 

Ficha No. 2 

a(p 
p 

q) 
q a q~e es 1o que se quería de 

mostrar. 

1) Define 1o que es una función 1inea1 con tus propias pa-

1abras. 

2) Proporciona 5 ejemp1os de funciones 1inea1es. 

3) Proporciona 5 ejemp1os de funciones 1inea1es que carez -

can de1 t~rmino b. 
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4) Proporciona 5 ejemplos de funciones lineales que no ten­

gan el término ·a. 

5) calcula la raz6n de cambio de las fu~,c.i.ones que proporciona:!_ 

te en el ejercicio 3 de esta ficha. 

RAZON DE CAMBIO PARA FUNCIONES LINEALES DE LA 

FORMA f(x) = ax+ b. 

Prob1ema: 

En el C.C.H. (5 plantelesl se llev6 al cabo un estu­

dio para encontrar la relaci6n que hay entre el número de re 

probados y aprobados en Matemáticas, obteniéndose los si - -

guientes resultados: 

c.c.H. Relación 

Naucalpan 2x + 1 

Azcapotzalco 8 
2"x + ;'! 

Vallejo 5x - 1 

Oriente X + 2 

Sur 5x + 1 
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Con base en la informaci6n anterior: 

a) Calcula la raz6n de cambio para cada uno de los plante­

les en el intervalo que'desees. 

bl ¿Qué concluyes de los datos anteriores?. 

Respuestas: 

a) Si calculamos la raz6n de cambio para Naucalpan en el in 

tervalo de 1 a 5 alumnos tendremos: 

f (11 = 2 l1l + 1 = 3 y f l51 

que la raz6n de cambio es: 

11 3 
5 1 

B 
"if 2 

2 (.5). + 1 11 por lo 

Lo que~puede interpretar como que por cada alumno repro-

bado aprueba el doble. 

Haciendo lo mismo~ra cada plantel obtenemos la si 

guiente Tabla: 
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Plantel Relacion Razón de Interpretación 
Cambio 

Naucalpan 2x + 1. 2 Por cada reprobado 
aprueba el .doble. 

Atzcapotzal= ~ + 3 4 Por cada reprobado 
aprueba el culidruplo. 

Val.le jo Sx - 1 5 Por cada reprobado -
aprueba el qufutuplo. 

Sur Sx + 1. 5 Por cada reprobado -
aprueba el quíntuplo. 

Oriente x+2 1. El nGmero de aproba-
dos es igual al n~ 
ro de reprobados. 

De esta tabla se intuye que la razón de cambio esta dada 

por el coeficiente de x cuando la función es de la fer 

ma: f (x). = ax + b lo cual se demostrará a continuación: 

Tornando las imágenes de p y q bajo :f. (x) 

f (p) = ap + b f C.g} = aq + b 

Obtenernos ahora la razón de cambio 

ap + b - . (aq + bl ap + l!S - aq - l!S 
p q p q 

ap aq 
p g 

a(p f q) a (p f ql 

lo cual se quer:í.a demostrar. 
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RA'ZON DE CAMBIO PARA FUNCIONES LINEALES 

OE LA FORMA f(x) = ~ 

Problema: 

En un estudio realizado a niños entre un año y año 

y medio sobre su aprendizaje se observó lo siguiente: 

Edades Coeficiente de Aprendizaje 

1 año 5 

1 año un mes 5 

1 años 2 meses 5 

1 año 3 meses 5 

1 año 4 meses 5 

1 año 5 meses 5.1 

De lo que se puede obtener .que la relaci6n de apren­

dizaje en este lapso de tiempo, podría ser : 

f (x) 5 

¿Cuál será la raz6n de cambio de 1 año a 1 año 3 meses (1.25-

meses) 
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e.Qué concluyes? 

Respuestas: 

Calculando la raz6n de cambio tenernos 

f (p} 5 y 

Entonces 5 
1 

f(1.25) 

5 
1.25 

o 
-.25 

5 

o 

lo que se podria interpre~ar como que no existe ningGn cambio 

en el aprendizaje, que este es el mismo en cualquier inter -

val o. 

De lo anterior ~odemos concluir aue : 

Si f(xl = b entonces la raz6n de cambio es cero, 

esto es que no hay variaci6n. 

Esto lo demostraremos como anteriormente lo hemos he 

cho, de la siguiente manera: 

Tornando las imágenes de p y q bajo f(x} tenernos 

que: 

f(p) b y f(q) b 
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Obteniendo la raz6n de cambio 

b - b 
p - q 

o 
p - q 

o que es lo que se quería demos­

trar. 

Hasta aquí ya hemos calculado la raz6n de cambio p~ 

ra funciones lineales y concluimos que resulta ser el coefi 

cierite de la variable de la funci6n lineal, pero nos queda­

una pregunta por aclarar. 

11 ¿Qu~ significa gráficamente la raz6n de cambio? 

INTERPRETACION GRAFICA DE LA RAZON DE CAMBIO DE FUNCIO­

NES LINEALES. 

Problema: 

Graficar las siguientes funciones y calcular su ra­

zón de cambio~ 

a) f (x) 

b) f (x) 

c) f (xl 

5 
-:Jx 

-x 

2x + 1 
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d) f (x) 

el f (x) -5 

f} f(x) = 1T 

ResuJ.tados: 

a} 

Razón de cambio ~ 

e) 

Razón de cambio 2 

bl 

d) 
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e) f) 

)l.. 

(!CJ<l= -s 

Raz6n de cambio o Raz6n de cambio 'ti' 

Las gráficas de ias funciones resuitaron ser rectas 

en diferentes posiciones, pero como recordarás, en tu curso 

de Anaiitica estudiaste ei significado de estas posiciones, 

¿Recuerdas io que es una pendiente de una rectai 

jCaicuia ias pendientes de ias rectas anteriores! 
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Las pendientes Crol de estas rectas son; 

Rectas Pendientes 

f úcl 
5 5 

= ~X 
m :r 

f (x)_ -x m -1 

f Cxl 2x + 1 m 2 

f Cxl 
8 3 

8 
-. - "!)X + m -;-

f (_x}_ -5 m o. 

f(x) 1f rn o 

Observa que las pendientes son iguales a las razo -

nes de cambio. 

Entonces se puede decir que la raz6n de cambio de una 

funci6n lineal es igual a la pendiente de la recta que repre-

sente. 

Pero graficamente sabemos que: 

Si f (_x)_ ax + b cualquier función lineal, su gráfi-

ca podría ser. 
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donde la recta determina un ángulo de inclinación a con -

el eje de las abscisas~y la pendiente se define como la tan 

gente del ángulo a , e•lo e•~· 

Entonces ¿Qué significa gráficamente la raz6n de caro 

bio? 

Ficha-No. 3 

11 Calcula la raz6n de cambio para las siguientes funciones 

lineales 

f (x) -Sx + 4 

f Cxl -7x 3 

f (x} 
5 
:rx 

f (xl -2irx 

58 



fC.xJ 7 

f (x} 

2) Representa graficamente las funciones anteriores. 

3) Encuentra el ~ngulo de inclinaci6n de las rectas que de 

terminan las funciones anteriores. 

4) ¿Qué significa gr~ficamente la raz6n de cambio en funcio 

nes lineales? 

RAZON DE CAMBIO EN FUNCIONES NO LINEALES 

Una funci6n no ·lineal se puede decir niJe P.s una fun­

ci6n cuya variable tiene exponente distinto de uno, es decir 

es toda función que no seade la forma f(x) 

l:.J f(x) 

2.) g(xl 

31 f (t) 

Ejemplos de funciones no lineales. 

2x2 + 5 

-~x3 
. 5 

t2 + 1 
4 
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41 h(x) -xs + 2x 3 3 t"2 - 5X + 

5) g(hl 
hit.a - 2h 5 

hz 

6) h(t) 
t-3 1 

t 2 

Analicemos ahora el siguiente problema en donde in­

, terviene una_funcion no lineal. 

Problema. 

Supongamos que mandamos un cohete a la luna y que h es la 

altura avanzada por el cohete y t el tiempo que transcurre para 

alcanzar esta altura¡ además que la ~unción que determina este 

movimiento está dada oor h(t) = 3t
2

• 

Con esta información se desea calcular la razón de 

cambio, que en este caso se llamará velocidad nedia, en los-

intervalos de tiempo [ 0,2 J y [ 3,5 J. 
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Para [ O, 2 } tenemos : 

o 3 (O) 2 O 

tz 2 h(t2l_ 3(.2} 2 12 

Aplicando la f6rmula de raz6n de cambio obtenemos: 

h(t2l hCt1 l 12 
T 6 

donde el cociente anterior significa el cambio de posici6n 

del cohete entre el tiempo tomado en hacer ese cambio de pos~ 

ci6n; por lo que así hemos calculado la raz6n de cambio o ve-

locidad media en c::;tc j_ntervalo de tiempo, 

De la misma manera encontremos la velocidad media en 

[ 3,5 J 

3 h lt1 l 3 (_3)_ 2 27 

5 hltd 75 
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de donde la velocidad media (V•M) 
75 - 27 

5 3 
48 
2 24 

Corno te habrás dado cuenta, del. ejemplo anterior, el co-

ciente obtenido ug es el coeficiente de 1.a variable t en. la .·-

función dada y cambia de acuerco al intervalo. 

Veamos ahora que nos representa este cociente geom~ 

tricamente, para 1.o cual graficaremos primeramente nuestra-

función y observaremos el [3,5]. 

t 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

NOTA: 

h(t) 

o 

3 

12 

27 

48 

75 

h(t) 

h(t2)'5 

~ 

'i5 

h(t'i\ .30 

15 

1 2 4 5 
t~ 

Como t representa tiempo no 1.e podemos asignar va 

lores negativos, por 1.o que 1.a gráfica que nos inte 

resa se define sólo en el. prirne~ cuadrante. 
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Si en la gráfica anterior traza~os una recta que p~ 

se por P1 y P2, la pendiente de esta recta quedará deter 

minada (como ya recordamos) por el cociente: 

h (t1) 

que es precisamente la raz6n de cambio o velocidad media. 

Graficamente tenemos: 

h(:!:) 

h(t2l 75 

50 

h(t,) 27 

.... 

, 
/ 

/ 
/. 

t,, -

, 

·', /"' :Electa 

6 

/. 

hC.r:r,)- h(t1,l 

t.1 

............ --.¡..::; ........ _,_ __ ,,_...._,,'-------!.-------'-------"-------P t 

1/ 

/ 

2 4 
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RECTA SECANTE 

A cualquier recta que pasa por dos puntos P 1 y p 2 

de la gráfica determinada por cualquier funci6n no lineal -

le llamaremos recta secante. 

As1 de todo lo anterior podemos obtener como conclu­

si6n que: 

~ La razón de Cambio 6 Velocidad media de una funci6n 

es igual a la pendiente de la recta secante que pasa por 

los puntos P1 y P 2 que determina la funci6n. 9 

Ficha No. q 

1. Considera la siguiente funci6n f(x) = x 2 

na el movimiento de un cuerpo, donde x 

y f(x) la distancia. 

a) Construye su gráfica. 

, que determi­

es el tiempo-

b) Calcula las velocidades medias en los intervalos 

(2,5] 

(2,2.3) 

(2,4) (2, 3.5} [~,3} 

(2, 2.2) [2, 2.11 
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el En tu gráfica a) dibuja las rectas que determine 

cada intervalo de b) • 

dl Qué significado tiene gráficamente la Velocidad Me­

dia. 

e) ·Qué significa para tí la Velocidad l-1edia en cada uno 

de los intervalos. 

f) Seg~n los resultados de b), como interpretas la Ve 

locidad del cuerpo. 
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e o N e L u s I o N E s 

1. La raz6n de cambio para funciones lineales es la misma en 

cualauier intervalo, esto es si: 

f(x) ax + b 

la raz6n de cambio en cualquier [x 1 , x 2]es a. Y si ~sta 

función determina algún tipo de movimiento, entonces. se di 

ce ~ue su Velocidad Media es constante. 

Además la raz6n de cambio se interpreta como la pendiente 

de la recta que determina la función. 

2. La razón de cambio para funciones no lineales.en cada ínter 

valo es distinta, donde éste intervalo puede ser lo suficien 

temente grand~ o lo sufic~entemente pequeño. La razón de 

cambio geométricamente se interpreta como la pendiente de la 

recta secante a la curva que determina la funciónJque pasa 

por los puntos que determinan las imágenes de la función en 

los extremos del intervalo. 

3. La razón de cambio se puede interpretar como un promedio de 

las distintas posiciones que pueden tomar los puntos en una 

gráfica. \ 
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APROXIHACIONES SUCECIVAS 
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I N T R o D u e e I o N 

En la sección anterior se estudió la razón de Cambio o 

Velocidad Media, la cual se ~uede observar y calcular en cua~ 

quier intervalo; es de nuestro interés ahora, el estudiar lo 

que significa la razón de cambio a medida que el intervalo se 

hace·más pequeño hasta poder llegar a encontrar la razón de 

cambio en un instante; si el problema en cuestión determina 

movimiento, esto se pueqe interpretar como la velocidad. que 

llevar1a el móvil en cualauier instante de tiempo. 

Lo anterior podr1a ser una interpretación de lo que si~ 

riifica la Derivada de una fun~ión, esto es, que podr1amos de -

cir que: "La derivada de una función significa calcular la ra 

zón de cambio en un instanteóvalor de x cualquiera" o "la de 

rivada de una función significa calcular la velocidad instantá 

nea en un tiempo x cualciuiera" . 
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APROXIMACIONES SUCESIVAS 

Para calcular la derivada de una funci6n utilizaremos 

el método llamado Aproximaciones Sucesivas, este método que 

consiste en acercarse poco a poco a un resultado, se utiliz~ 

en distintos ~roblemas, y las técnicas son de acuerdo al con 

cepto de estudio. 

Veamos ahora como calcular la Derivada de una func{6n por el 

Método de Aproximaciones Sucesivas. 

Recordando los resultados del~jercicio 1 de la ficha 

No. 4 de la sección anterior donde f(x) = x~, se obtuvieron 

las siguientes Velocidades ~edias (Vm). 

Vm e 2,5 J 7 

Vm [2,4.5] 6.5 

Vm [ 2,4 J 6 

Vm [2,3.5] 5,5 

Vm [ 2,3 J = 5 

Vm (2,2.5] 4.5 

Vm [2,2.4] 4.4 

69 



Observando los intervalos: el primero es de [ 2, S J y 

el tiltirno de [ 2, 2 • 4 J , esto es que ca-da vez lo fuimos - -

haciendo más pequeño, acercándonos a 2. 

Sigamos acercándonos más a 2 y calculemos las 

correspondientes velocidades medias: 

Vrn [2,2.4] 4.4 

Vrn [2,2.3] 4.2 

Vrn [2,2.2] 4.2 

Vm [2,2.1] - 4.1 

Griificamente tenemos: 
f(xl 

"· / 
2.5 ' / 2

" /I 1/ 
~: l-~-+-~-+-~-+~-+-~~f--~f--~t-~-t-~--ir,/f/F/·A'--~~~~~~~~-

21 ' //, 

20 Pi/ "/ 
19 7 /' / 
le I/ !l/ 17 
l 7 h'/ , 
16 p,/ 'T# 
15 //,'77/ 
l• 1-~....¡...~....¡...~-+~-+~~1---.,1--~+11r./-;-;?-'~l',l 

l, IV//#'/ 
12 IP,/bW/ 
ll ///JV 
10. , //// 

"- p,11.W,. 
a 1.ih / 
7 '/// / 

6 ~ 

5 l---,.--1-~-+-~--+--;:-.!J~J¡J'~ 
4 l--~..l..-~.\--~-4-.L.~,ef~!-l-11~-~.\-~+-~-+-~-t-~-+-~~~~~~~~-
3 1-~...¡_~--1-~-+~'7/:Í~¡_¡_w.11...-~~~l--~-l-~-I-~-+~~~~~~~~~ 
2 l-~-l-~-4--~""'r"..(.//-~~~..w.~_¡_~--i~~.J-~-l-~-1-~~~~~~~~~ 
l l-~t-=~L---::::'~~··d·':/"~.--11+~~1---+~-t--~-t-~-t-~t-~~~~~~~-

-- . /}'/j -.... 
o 

-~ i>1 t,S 2 ._,, 3 3.5 4 % 5 X 



.De esta gráfica observamos que al hacer más pequeño 

el intervalo; las rectas secantes cambian _de posici6n por 

lo aue las pendientes son distintas pero se van acercando 

cada vez a un número. 

¿Cuál es? 

Para o~tenerlo, observa las tablas anteriores don -

de obtuviste la·s velocidades medias. 

Entonces de las tablas y la gráfica obtenemos las -

conclusiones siguientes. 

1º1 Las rectas secantes cambian de posición. 

2°). Los puntos sobre la g-ráfica se van acercándo 

a P cada vez que los intervalos· se acercan -

más a 2, 

3°1 Las Velocidades Medias par-a cada intervalo 

se van acercando a 4. 
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4°1 ~l cambiar las rectas secantes y al acercarse 

al punto P, de coordenadas (2,4). se puede de-

cir que en el intervalo [ 2, 2 J tendriamos -

una recta tangente al punto P. 

5° J Entonces· 4 seria la pendiente de la recta tan 

gente e.V\ d pu,,to P. 

Se llama Recta Tangente a una recta que s6lo toca 

en un punto a la gráfica determinada por la funci6n f(x). 

Vamos a observar ahora que pasa si nos acercamos al 

punto P de coordenadas {_2,41 pero haciendo el intervalo que 

se acerque a 2 por la izquierda, esto es calcultmos las Velo 

cidades Medias de los siguientes intervalos. 

Vm [ 0,2 J 2 

Vm [1,2] 3 

Vm [l..5,2] 3.5 

Vrn [1.6,2] 3.6 

Vrn [1.7,2] 3.7 

Vrn [1.8,2] 3.8 .. . -· 

Vrn [1.9,2] 3.9 
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Graficarnente tenernos: 

De 1.a gráfica y de 1.a tabl.a podernos decir de 1.a mi~ 

rna manera que 1.o hicimos en el. ejercicio anterior, que 1.as 

Vel.ocidades Medias se van acercando a un número. ¿Cuál.es?. 

Por 1.o que 1.as concl.usiones que podemos obtener de 

aqui serian 1.as mismas que obtu\11mcs al. acercarnos al. 

punto P por 1.a derecha, por 1.o que podemos decir". 

•Que al. acercarnos tanto por 1.a derecha corno por 1.a 

izquierda al. punto P de coordenadas ( 2, 4) ·' nos vamos acerda!;_. 
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do a una Velocidad ?·!edia por un nGmero que es 4; las Velo­

cidades Medias se interpretan como las pendientes de las -

rectas secantes a la curva y la pendiente de la recta tan­

gente a la curva en P, se interpreta como la Velocidad ins­

tantánea o Derivada de la función evt x = 2" 

Por lo tanto se tiene que la.velocidad instantánea 

o Derivada de la función en x = 2 es 4. 

Taller No.1 

Objetivo del Taller.- Que el alumno visualice que­

el limite de las pendientes de las rectas secantes es igual 

a la pendiente de la recta Tangente. 

Material.- Papel cascarón, cartulina o madera de -

agujeros, alambre grueso, estambre y plumones. 
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INSTRUCCIONES 

l. Con e1 estambre forma un plano carteciano numerando am 

bos ejes con tu plum6n. 

2. Grafíca la función f(xl 

P1 , P2 • • • • p,_, • 

x' y determina 1os puntos -

3. Co1oca tu clavo en el punto (2,4) y fija tu alambre al 

clavo. 

4. Co1oca tu a1arnbre de manera ta1 que formes 1a secante 

PP 
1 

(corno en 1a figura Il.. 

S. Has girar el alambre en el sentido de las manecil1as del 

reloj¡ este giro lo harás de ta1 manera que te deten 

dras en cada punto que te encuentres a tu paso. 

¿Qué pasa cuando los puntos donde te v~s parando se acer 

can a P a 1o largo de 1a gráfica de la función.? 

Del tal1er anterior podemos conc1uir.1o siguiente: 
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1 

A medida que nos acercamos rn~s a P a través de puntos 

de la gr~fica,. va a 1.h~gar un momento en que la línea -

secante coincide con la linea tangente en P. 

De acuerdo a lo visto anteriormente podernos decir -

que las pendientes de las secantes se aproximan o tienen co 

roo limite a la pendiente de la tangente en P cuando nos 

aproximamos mucho a P. 

Por lo que todo lo anterior llamado el método ~e 

aproximaciones sucesivas nos permite calcular la pendiente­

de la recta tangente a cualquier curva en cualquier punto P; 

en donde si la funci6n representa movimiento esta pendiente 

se puede interpretar como la Velocidad :r.nstantáneá del.·m6vil 

en cual.quier instante de tiempo. 

Ejercicio. 

La caida libre en un cuerpo est~ determinada por la 

funci6n: 

h.(t) con g 9.81. rn/seg. 2 
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Con esta información. 

al Construye 1a gráfica de 1a funci6n. 

bl Ca1cu1a 1a Ve1ocidad Med:ia en e1 interval.o C 1, 3 J 

el Usando el. Método de aproximaciones sucesivas (por 1-a d~ 

recha y por 1-a izquierda) . Cal.cul.a 1-a vel.ocidad instan 

tánea ("der:ivada de 1-a función) del. m6vil. al. tiempo t = 3. 

Respuestas 

a) Tabul.ando tenemos 

t." 
... . . h" t 

o h (O) 9 .81 o'- o P1 (0, O) -z-

1 h'(1) .9...l!J 1'- = 4.905 P2 (1,4.905) 
'Z. 

2 h(2) -~ 22 = 19. 62 !? 3 (2,19.62) 
l!. 

3· h (3) 9. al 32 =44.145 p (3,44.145) 
?.. 

4· "h(4) ~ 42 = 78 .48 p, (4,78.48) 
. le 
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y gráficamente tenernos 

¡.,(.~)=.'Y~ t¡: 
h.("t) 

10 

'º 
50 p 

<IO 

.J 

20 
f'3 

ro '(',. 

p, 
.? "' 

5 
t 

b} La Vrn [ 1, 3 J 44.145 - 4.905 
3 1 

39.24 ---z- = . l -1-9 • 6 2 

c) Por la derecha: 

Vrn [ 3,4] = 
78

•
4: ~ j

4
·
145 

= 34.335 

Vrn [3,3.5] 

vrn [3,3.4] 

Vrn [3,3.3] 

Vm [3,3.2] 

Vrn [3,3.1] 

60.08625 - 44.145 
3.5 - 3 = 31.8825 

56.7018 - 44.145 
3.4 - 3 

31. 392 

53.415~5 ~ 44.145 = 3·0. 9015 
3.3 3 . 

~0.2;:~ = j4.145 = 30.411 

47.13705 - 44.145 3.1 - 3 = 29.9205 
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Por la izquierda: 

Vm [ 1,3 J 

Vm [ 2, 3 J = 

Vm [2.5,3] 

Vm [2.6,3] 

Vm [2.7,3] 

Vm [2.8,3] 

Vm [2.9,3] 

19.62 

24.525 

26.9775 

27.468 

27.9585 

= 28.449 

=.28.9395 

:J(.t) 

iO 

~o 

30 

IZO 

IG 
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De lo anterior obtenemos que las Pendientes de las 

rectas secantes tienen co~o limite (se acercan mucho) al -

número 29.43 que representará la pendiente de la recta tan 

gente a la curva en (_3, 44 .1451. 

la Velocidad Instantánea es 29.43 m/seg. O 

bien que la Derivada de la función h Ctl =· ~t' con 

g = 9.81 m/seg' en t = 3 es 29.43 m/seg. 

Ficha No. 1. 

1. En qué consiste el Método de Aproximaciones sucesivas ~ara 

el cálculo de la cerivada de una función. 

2. Qué signifi·ca gráficamente la Velocidad Instantánea. 

\ 

3. Que representa la Razón de Cabio en un intervalo de 

[ Xl , Xl ] • 

4. Qué representa el limite de las secantes a una curva --

que pasen todas por.el punto P cuando se acercan a P. 

5. Cómo definirias la Derivada de una función. 
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6. En las siguientes funciones: 

f(xl 2x 2 f (xl .. .!. x• - 1 3 

f(x) = -Sx 2 f txl -x• + 2 

f(xl:ix 2 f(xl x3 

a). Construye su gráfica. 

b) Calcula la.Razón de Cabio (en cualquier intervalo -

que desees). 

e) Calcula la derivada de cada una de las funciones p~ 

ra x = 4 •. 

Utilizando el Método .de aproximaciones sucesivas 

por la derecha o por la izquierda. 
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e o N e L u s I o N E s 

1. Calcular la Raz6n de cambio en un valor x, significa 

calcular la pendiente de l.a recta tangente·. a l.a gráfi­

ca que determina la función en el punto de coordenadas 

(x, f (x)). 

2. El l.:l'.mite de las pendientes de l·as secantes que pasan 

por P de la gráfica de una función, es la pendiente de 

la recta tangente en P a la gráfica. 

3. A la razón de Cambio en un valor x o a la velocidad in~ 

tantánea en x de una función, se le l.lama Derivada 

de la función en x. 

4. Por todo l.o anterior entenderemos que la Derivada de una 

función en un puntc:i p(x,f(x)). se entiende como la pe!!_· 

diente de la recta tanqente a la gráfica de la funci6n­

en el punto P. 
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METODO DE LOS CUATRO PASOS 
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I N T R o D u e e I o N 

En la secci6n anterior estudiamos el cálculo de la De­

rivada por el Método de aproximaciones sucesivas en donde 

eran conocidas las coordenadas de los puntos por donde pasan 

las secantes. 

Ahora estudiaremos un Método algebraico llamado comun-

mente el método de los 4 pasos. Este método nos ayuda a en 

centrar la pendiente de una recta secante dados dos puntos 

cualesquiera utilizando"el concepto de incremento de u~1a fun­

ci6n: y posteriormente con este resultado calcular la pendie~ 

te de la recta tangente o derivada de la funci6n. 
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Empezaremos por definir el símbolo 

culal que significar§: Incremento. 

(delta mayú.:! 

Veamos que es el incremento mediante el sigu~ente 

ejemplo: 

Si la estatura de María es de 1.30 mts y el año p~ 

sado era de 1. 25 mts, nosotros podemos afirmar que !-!aria -

creció 5 cm, a esta cantidad es a la que le llamaremos in­

cremento y se obtiene restando los datos conocidos como -­

sigue: 1.30 - 1.25 • 5 

A'E=·S 

Picha No. 2 · 

Algunas de las medidas de María el afio pasado eran: 

Peso P = 38 kg Talla t 28 Calzado C = 1.3 

Este año sus medidas son: 

Peso P 50 kg Talla T 32 Calzado C = 'l~ 
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al Calcula el incrernenteo en el peso o sea óP, 

bl Calcula el incremento en la talla o sea óT. 

Cl Calcula el incremento en el Calzado o sea óC. 

Entonces el incremento en una función lo entendere 

mes como sigue: 

Sea f(xl = 2x 2 + 1 y queremos encontrar el incre­

mento de la función de ~ 1 a x = 3, 

En el.eje de 1as abscisas el incremento es 

3 - 1 2. 

Ll.x 2 

En el efe de las ordenadas el incr~rnento es; 

f(3) - f(1)_ 2(3)_ 2 + 1 - (.2(11 2 + 11 1'1- -· 3 

óf (x) 16 
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Gr§,ficamente 
. .f(l<) 

tenemos, 

\l3)~ \'I .... 
l 
n ,, 
·~ N 
13 
IZ 
11 

t:.f (x) 16 Í6 
q 

' • 
' i 

<¡ 

f.tll 3 
f. 

1 2 3 x· 

ll:i<; = 2 

Ahora regresemos a la funpi6n f(x) = x 2 para ca~ 

cular su derivada por el método ;:le los 4 pasos: para esto 

primero construyamos su gráfica, localicemos los puntos 

A(2 , 4) y B(5 , 25) y tracemos la secante que pasa por 

A y B. 

IS 

10 

9. 
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La pendiente de la secante Al3 esta dada por: 

Ahora calculando el incremento de las abscisas y 

las ordenadas tenemos: 

ó.f (x) 21 

Abscisas: 

5 - 2 3 

Ó.X 3 

Ordenadas: 

25 - 4 21 

• • • ó. f (xl 

Gráficamente: 

f(2 + ó.x) 25 

20 

15 

lb 

f(2) 4 
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Observa que; 25 se puede expresar como 4 + 21 

y 5 se puede expresar como 2 + 3. 

Por lo que podemos escribir que: 

si X 2 y 6x 3 entonces X + f!.X 5. 

y f (x + <lix) (x + /!.)(). 2 (_2 + 3) 2 . 52 25 

Además que: 

Si f (x) 4 y t.f(x~ 21, entonces f(_x) + l!.f(x) 25 

Ahora bien, en el cálculo de la pendiente obtenemos que 

m= 21 - 7 -r- pero 21 = l!.f (xl y 3 = t.x. 

Podemos decir que m 

La idea anterior la generalizaremos para dos puntos 

cualesquiera de la función f(.xl. = x 2 esto es tomemos - -
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Alx,f(xl) y B (x + ÓX, f (X + ÓX) ) 

Gr~ficamente sería: 

f(x + t.x) 

l!.f (x) 

f(x) 

Ahora se trata de encontrar la pendiente de la rec­

ta que pasa por los puntos A y B y ia pendiente de la recta 

tangente en A. 

Para calcular la Pendiente de la recta secante AB 

tenernos que: 
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1°1 Si las coordenadas de los puntos son 

A(~,f(x)} Y. B"(x·+·t,x , f(x + [:,x)) tene -

mes que calcu1ar f (x} y f(x + t,x) 

f C~) y f {x +· t,xl C.x + t,x) 2 

2°) Substituyendo en la f6rmula para calcular 1a -

pendiente, tenemos que: 

m f(x + t,x) f (x) 
(x + t,x} X 

(x + ti.x l. 2 
-' x 2 

.X 

3°1 Desarrollando algebráicamente la expresión an-

terior. 

= $2 + ~ + bx.2 
- }<2 = "fst (he + t,x) 

fu{ 9-:k 2x + fue 

Por lo que la velocidad media o pendiente de la se­

cante o raz6n de cambio cuando f (x). = x 2 está dada por --

2x + t,x. y con esta fórmula podemos encontrar las pendien.­

tes de las secantes para cualesquiera dos puntos de la grá 

fica determinada por f(x) = x 2
• 
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Verifiquemos que la fórmula anterior nos da los va 

lores encontrados en cada uno de los ejemplos anteriores -

(Consulta la ficha No. 4 de la Pánina 6~). 

Vm [x,x.+ ÓX] t.x 2x + ÓX 

[ 2,5 J 3 2 (21 + 3 = 7 

[ 2,4 J 2 2 (2) + 2 = 6 

[2,3.5] 1.5 2 (2) + 1.5 = 5.5 

[ 2,3 J . 1 2 (2) + 1 = 5 

[2,2.5] .5 2 (2) + .5 = 4.5 

[2,2.4] • 4 2 (2) + .4 = 4.4 ,• 

[2,2.3] • 3 2 (2) + • 3 = 4.3 

[2,2.2] .2 2 (2) + .2 = 4.2 

[2,2.1] .1 2 (2) + .1 = 4.1 

Como te habrás dado cuenta estos valores coinciden­

con los encontrados anteriormente y al hacer más pequeño el 

intervalo1 óx se hace más pequeño. 
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¿A qué número tiende 6x? 

Como se observa de la Tabla anterior, el 6x se 

acerca cada vez a cero lo que se simboliza corno 6x ~ O que 

se leé: 6x tiende a cero. 

4°1 Pero nuestro objetivo también es calcular la 

Derivada de la funci6n f(x) = x 2 en cual --

quier punto A(x,f (x)l de esta funci6n, para 

esto recordemos que las rectas secantes al 

aproximarse a A se"convierten en una recta 

tangente a la curva en A, entonces las pen -­

dientes de las rectas secantes van aproximan­

dose a la pendiente de la recta tangente. 

Pero en este caso la _pendiente de las rectas -

secantes están dadas por: 

m 2x + 6x 

donde x es un valor cualquiera de las absc~ 

sas 6 6x determina la amplitud del interva­

lo. 

93 



NOTA: f' (xl 

Y si quisieramos calcular la pendiente de la 

recta tangente en A, basta con.hacer tender 

óx a cero, puesto que lo que se calcularía 

seria l~ Velocidad Instantánea o razón de 

cambio instantánea en un valor de x y no en 

un intervalo. 

Entonces, la velocidad instantánea o Raz6n -

de cambio instantánea o Derivada de la fun --

ci6n f(x) = ~ en cualguier punto x, es ~x -

ya que~la fórmula 2x + óx al calcular la velo 

cidad instantánea desaparece óx, esto se pue-

de simbolizar como 

f • (xl. 2x 

se 1.el!! como "f prima de x" o derivada de x 

y tambil!!n se puede simbol.izar como: 

f' (xl dy 
dx 

As1 si queremos calcular la Velocidad instantánea 

en el valor x = ~ para f(xl x2, tendremos: 

f' (2). 2(2) 4 
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Ta11er No, 2. 

Objetivos: -Que e1 a1umno visua1ice que significa 

que óx tienda a cero. 

Materia1: 

-Que e1 a1urnno ca1cu1e a1gebráicarnente 

1a derivada de 1a función f(x) = x 2 • 

-Que e1 a1umno visua1ice qráficawente -

1o que rea1iza a1gebráicarnente a1 ca1-

cu1ar 1a derivada de 1a función 

f (xl. = x 2
• 

-Pape1 rni1irnétrico, una mica, p1uma at6 

mica y pape 1. 

Instrucciones: 

l. Grafíca 1a función f(xl 

1.imétrico. 

x 2 en tu pape1 mi-

2. Loca1iza los interva1os [ 2, 5 J , [ 2, 4 J , 
[2,3.s], [2,3], [2,2.s], [2,2.4], 

[2,2.3], [2,2.2], [2,2.1] 
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3. Coloca la mica sobre tu gráfica y con tu plu­

ma at6mica traza el óx 

en el intervalo [ 2,5 J Y escribe su medida 

4. Debajo del incremento realiza lo mismo para -

[ 2, 4 J. 

5. Sigue este procedimiento hasta llegar al -

[2,2.1]. 

A medida c;uc nos .;icercamos a 2 '!."¿sucede con Ll x?. 

6. Calcula f(.21., f(5), f(4)., f(.3), f(3.5), f(2.5) 

f(2.4), f(2.:J), f(2.2), f(2.1) y localizados -

sobre tu mica en el eje correspondientes( or­

denadas) 

7. Ahora calcula f Cx + óxl. en el [ 2,5 J 
JYa sabes que x = 2 y 6x = 3! 

f(x + 6xl = (x + óxl 2 = (2 + 3)~ = ? 

8. Ahora calcula f (..x + 6x) en e.l [ 2,4 J 
¿Cuál es el valor de x y el de 6x ?'· 

¿En.tonces cuanto es f (x + 6x) ? • 
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9. Realiza lo mismo para los intervalos [ 2,3.5 J 
[ 2, 3 J , [2,2.5] [ 2,·2.1 J 

10. Calcula algebráicamente f(x + óxl, para cual 

quier x. 

11. Calcula la Vm en los intervalos [ 2, 5 J , 
[2,4] [2,3,5] [2,3] [2,2.5] ••. [2,2.1]. 

12. Coloca tu mica sobre tu gráfica y traza las 

rectas secantes que quedan determinadas por 

los intervalos anteriores. 

13. Ahora calcula la Ym algebráicamente en el in-

tervalo [ x,x + ÓX J .. 

14. En tu mica observa como cambian las pendientes 

de las secantes cuando 6x + o. 

15. Cuándo 6x. es cero, lde qué recta estás cal -

culando la pendiente? ¡gráficala sobre tu mica! 

16. Cuál es la Derivada de f (x). cuando x = 2. 
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17. Calcula la Derivada de f(xl x2 para 

X 3 

X 4 

X 5 

y grafícalas sobre tu mica. 

Todo l,o realizado anteriormente es a lo que llarn~ 

remos el método de los cuatro pasos (corno podrás obser 

var asi lo propusimos en la nota anteriorl.. Resumiendo 

podernos decir que los cuatro pasos a seguir para el cál 

culo det..Derivada de una funci6n son: 

1° l Calcular f (x)_ y f (x + llxl 

2°) Sustituir los valores obtenidos en J.ºl. en la f6rrnula 

para calcular la pendiente 

rn f (X + llx) - f (x}_ 
llx 

3ºl Desarrollar algebráicarnente. 

4°1 Hacer tender llx a cero. 
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f (x) = 

f' (5). 

Prob1ema: 

Encontrar 1a derivada (f' (xll de 1a función 

x• , por e1 mé~vdo de 1os cuatro pasos y ca1cu1ar-

Respuestas: 

Ap1icando e1 rn€todo tenemos: 

ler. paso) f(xl = x 4 

f(x + llx) (x + llx} 4 

2do. paso) m (x· + Llxl" - x 4 

llx 

3er. pasol. (x + óxl 4 
- x 4 

llx 
(~4 + 4x3 llx ·+ ·Gx2 llx2 + ·4x_6x3 + llx4

) - ¡t• 
fue 
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4to. pasol Si AX -+ O 

4x3 + 6x2 Ax + 4xt.x2 + t.x 3 4x3 + 6x2 (O) + 4x(0) 2 + (O) 3 

4x3 

f' (X). 4x3 

y f' (51 4(_5)3 500 

Ficha No~ ·3 

1. Explica en qué consi.ste e 1 Método de los cuatro pasos. 

2. Qué significa que Ax -+ O. 

3. Qué significa calcular f(X + Axl 

4. Calcula f' (xl para cada una de las siguientes funcio -

nes, utilizando el Método de los cuatro pasos: 

a). 

b) 

el 

f (xl 

f (x) 

f (xl. 

x3 

xs 

x• 
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s. Observa los siguientes resultados y completa: 

Si f (xl x" entonces f' (xl 2x 

Si f (x)_ x3 entonces f' (x) 

Si f (x) X~ entonces f' (xl 4x 3 

Si f (x)_ xs entonces f' (xl 

Si f (x) xs entonces f' (x) 

6. ¿Cuál será la derivada de f (x)_ = xn si n puede 

ser 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ...... co ?. 

Cálculo de la Derivada de funciones lineales y no 

lineales por el Método de los cuatro oasos. 

Problema 1. - Calcular f' (x)_ si f (x). 

Respuestas: 

11. f(xl. x + 2 
~ 

f (x + llxl. = ·rx· + llx) + 2 
3 
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21 

3} 

41 

(x + Ax) +· 2 

m 
Ax. 

~.+ Ax· + i ~ -
ts.~ 

Si AX + o 

f' l3l 

Problema 2. 

Cal.cul.ar f' Cxl 

Respuestas: 

1) f (x) 

-

i 

3 

X + 2 
~ 

Si 

Ax 
3 ~X 
AX ~ 

- x3 
flxl = 3 

f (x + tixl ·ex + Axl 3 

21 m 

·ex + Axl 3 

3 
ts.x 
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.i' + 3xt.x2 + 3x2 óx + L\x3 x 3 

3) 
--y-

t:.x 

= xruc + x 2 _¡. -~ 

4) Si 6x-+ O 

·tsx2 0 2 
2 

xllY. + x 2 + ---:3"" = x(Ol + x 2 +T.= x 

f' Cxl = x 2 

- .:Probl.ema 3. 

Encontrar f' (x) si f (x)_ = 2x2 + s· 

Respuestas: 

11 f(xl = 2x2 + 5 

f (x + llxl = 2 ex + llxl 2 
. + 5 
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2) m 2(x + 4x) 2 + 5 - (2x 2 + 5) 
4x 

31 2(x2 + 2xlix +·4x2 l + 5 - 2x2 ·~ 5 
4x 

2x2 + 4x4x + 24x2 + 5 - 2x2 
- 5 

6x 

4xllx + 2l:(x2 · · 4x4x 24x2 

4x = ~ + fi.}{= 4x + 24x 

4) Si 4x + Q , entonces 

4x + 24x 4x + 2 (0) _4x 

f' (xl 4x 

Problema 4: 

Encontrar f' (xl si f [xl. 

Respuesta: 

1). f (.x). x 3 
- 3x2 + 2 

f(x + 4xl. Cx + 4xl 3 
- 3 (x + 4xl 2 + 2 

104 



2} = (x + l!.x} 3 
- 3(x + l!.xl 2 + 2 

rn Ax 
Cx' - 3x 2 + 2) 

· ·~' + 3x2llx + ·3xfix2 + l!.x' - Jx2 
- 6:xllx - óx2 + "{: - :i!' + 3)!2 

- -;! 
31 Ax 

3x2 + 3x!:;x + Ax 2 
- 6.x - l':.x 

41 Si Ax = o, entonces. 

3x2 + 3xóx + Ax2 
- 6x - l!.x 3x2 + 3x(O). + 0 2 

- 6x - O 

3x2 
- 6x 

f'Cxl 3x2 - 6x 

Ficha No; . 3. 

1. Encuentra f' (x) de las siguientes funciones por el m~ 

todo de los· cuatro pasos. 
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1). f (xl x2 - 2x + .1 

2) f (.xl 3x 3 - 7 

3} f Cxl. -2x4 + Sx 

4} f(x} 3 4 
2"x + 1 

Sl f(.x)_ -x. + 2 

61 f (x)_ 1 .¿: Q , X 
X 

2. Calcula la, Velocidad instantánea, en el valor x = 5 -

para la funci6n f(xl = 2x 3
• Utilizando el Método de 

aproximaciones suce~ivas y utilizando el método de los 

cuatro pasos. 
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e o N e L u s I o N E s 

De esta sección podernos obtener las siguientes con 

clu.siones: 

La derivada de cualquier función lineal es igual al 

coeficiente de la variable; esto es si f(x) =ax+ b , 

entonces f' (x) = ~· 

2. La derivada de una función no lineal es distinta de 

acuerdo a la función y el método de los cuatro pasos 

es una forma de obtenerla, pero como observamos en es 

ta secci6n,varias funciones que tengan una forma simi­

lar como la obtuvimos para funciones de la forma; 

f{x) = xTl donde n. = 1,2,3 •• y. se obtí.en.z que 

f' (x)=nxn-i 
1 

este resultados puede· ser demostrado riguro­

samente pero no es nuestro objetivo. 

De la misma forma que lo hicimos para la funcion~ 

anteriorq51 podemos encontrar reglas para derivar distintas 

funciones no lineales las cuales se tendrían también que -

demostrar. 
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APLICACIONES DE LA DERIVADA 
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APLICACIONES DE LA DERIVADA 

El estudio de las matemáticas se hace con el obj~ 

tivo de aplicar estos conceptos a problemas reales, lo 

cual en muchas ocasiones se dificulta pero creo que no es 

imposible. 

En esta sección veremos una aplicaci6n de la Derí 

vada de una funci6n a un problema. 

Problema: 

Cada secci6n transversal de una cisterna de agua -

es un triángulo is6sce1es de base 4 mts.y de altura 6 mts. 

La cisterna tiene 12 mts. de largo. El agua entra en la -

cisterna a raz6n de 16 m3 por minuto: 

a) Encuentra la profundidad h del agua, t minu 

tos después de que la llave del agua es abierta. 

¿Cuánto tie.mpo se necesita para llenar el tanque? 
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b) Encuentra l.a vel.ocidad media de l.a profundidad del. 

agua en cada uno de l.os siguientes interval.os de -

tiempo: [o,i], [ 1,2 J, [ 2,3 J' [ 3,4 J' [ 4,5] 

[ 5,6 J' [ 6,7 J, [ 7,8 J, [8,9]. 

el Encuentra 1a velocidad instantánea de l.a profundi­

dad del agua en t = 4 y t = 9. 

Antes de pasar a resolver el probl.ema anterior 11.e 

varemos a cabo el siguieRte taller: 

Objetivo del taller,- Que. el. alumno visual.ice l.os 

elementos que intervienen -

en el problema y que l.os -­

simbol.ice. 

Material necesario.- Mica gruesa .6 pl.ástico grue­

so o material transparente 

s6l.ido, pega~ento, pl.um6n, 

cinta métrica, regl.a, compás 

y agua. 
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Instrucciones; 

1. Traza en tu material transparente 2 triángulos is6s -

celes de 1.0 cm de base y 15 cm de altura. cada uno (de-

jar pestañas). 

2. Traza en tu mismo material dos rectángulos de 20 cm -

de largo y ancho igual a uno de los lados del. triang~ 

lo isósceles (dejar pestañas}. 

3. Pega tus cuatro figuras por las pestañas para que for-

mes una cisterna del siguiente tipo: 

,,-- -- -

----------·--" 

1.1.1. 



4, Vierte el agua dentro de tu cisterna a través del 

embudo que se te proporcionará (durante 3 segundos) 

y apoya ésta en forma adecuada para que se encuen 

tre nivelada. Se desea encontrar la profundidad 

del agua en cada segundo a partir de que tú empe­

zaste a vertir el líquido en la cisterna por lo 

que la profundidad del agua depende del tiempo; 

por lo que en el primer segundo la profundidad se­

rá x1 en el 2~ segundo x2 y así sucesivamente. 

Como también nos interesa calcular las velociaades 

medias y la instantánea necesitamos para ésto conocer la -

función; ahora bien ¿qué datos conocimos?. 

Supongamos que el agua la viertes a razón de 10 cm 3 

cada segundo, entonces en t segundos la cantidad de agua 

que entra a ésta razón será igual al volumen del líquido 

que hay en la cisterna; por lo que necesitaremos calcular 

el volumen de dicho líquido en tu cisterna en t = 3 para 

lo cual: 
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s. Mide con tu cinta métrica lo siguiente: 

La altura h del triángulo DEC (la altura que se 

forma con el agua que vertiste) . 

¿Qué relación hay entre el triángulo de la cara 

lateral de la cisterna y el triángulo que se forma 

con el agua?. 

¿Cómo son los lados de los dos triángulos? 

Como los triángulos son semejantes (¿recuerdas?) 

sus lados homólogos son proporcionales, 

Por lo que podemos concluir: 

DE 
ID. 

h 
15 

10h 
""Is-

6. sustituye el valor de h que encontraste en la 

fórmula anterior para saber cuánto mide el lado D'E" 

del triángulo de agua. 

7. Calcula el volumen del líquido en la cisterna mul­

tiplicando el área anterior por el largo de la ci~ 

terna. 
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8. Verifica que ese vo1umen es igua1 a 30 cm 3
, 

Regresando a nuestro prob1ema inicia1 tenemos: 

6 mts. 

e 

Como: A D por ser correspondientes. 

B "' E 
.por ser correspondientes. 

e e por identidad. 

114 



Entonces sabemos que los triángulos son semejan -

tes, ¿recuerdas el criterio AAA de seme"jan.za?. 

D A B e ~ 6 D E e 

De lo anterior se tiene que sus lados homólogos 

son proporciOnales esto es: 

h 
b 

Por lo que el áre<1 del !S. DEC es igual a: 

A ó DEC 
4h 
b 

2 
h 4h 2 

~ 
-2-

Por lo que el volumen del agua estará dado por: 

Volúmen del liquido 
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Como el agua entra a raz6n de 16 rn 3 por minuto, te­

nemos que después de t minutos 

16t 4h 2 

16t 
-4-

4t h.2 

h 

h 2 v't 

Como h es la altura del triángulo, t los minu 

tos y h depen~e de t podemos decir que la funci6n,que 

determina la profundidad del agua es h(t) = 2 1t -que es 

la funci6n que se deseaba encontrar. Si queremos cono -

cer en cuánto tiempo se llena de agua la cisterna, o sea-

en qué minuto la altura h es igual a 6 basta con igu~ 

lar el valor de la función ·obtenida con 6 y despejar a t. 

h(t).= 2 lt 

2 /t. 6 

6 
lt 2 

( /t) 2 (3) 2 

t 9 

1.16 

lo que quiere decir que de~ 

pués de 9 minutos la cisteE 

na se llena. 



Ficha No, 5. 

Ca1cula las respuestas de los incisos b y e de 

~ste problema. 
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INTEGRAL 
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BOSQlJJE.JIO> Bl!.ISTORJ:.CO 
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El encontrar áreas fué uno de los problemas más im 

portantes en la antigtleda~. En los antiguos tiempos de 

Babilonia, se creía que las áreas de las figuras planas de 

pendían da sus perímetros, Sin embargo los métodos adecua 

dos y correctos para encontrar las áreas de rectángulos y 

triángulos no fueron conocidas antes del año 2200 A.C. 

Tales de Milete y Pitágoras ya habían puesto los 

fundamentos de la Geometría y la Aritmética cuando en la 

escue1·a de Atenas surge entre otros problemas el de enco!:!_ 

trar la cuadratura del círculo, o intento de encontrar un 

cuadrado, cuya área fuera igual a la de un círculo dado. 

Hip6crates descubri6, al intentar resolver el pro­

blema, que podían dibujarse. dos figuras en forma de lunas 

(Fig. 1), cuya suma de sus áreas fuera igual a el área del 

triángulo inscrito en ·la semicircunferencia. 

FIG. 1. 
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1\S:Í.. Hipócrates di6 con este subproducto del pro -

blema principal el primer ejemplo de una solución de cua­

draturas. 

Hipócrates* hizo progresos notables principalmen­

te en las propiedades del círculo, descubrió la f6rmula -

nr"- del área del círculo en función del radio, aunque no­

dá el valor nwnérico de n:. 

Se piensa que llegó a estas conclusiones conside­

rando. el círculo como límite de polígonos regulares, ya -

sea inscritos o circunscritos; siendo éste el primer eje~ 

plo del método exaustivo. 

En la obra matemática que Demócrito realizó y de 

la cual Arquf.mides (.en su libro El Método), nos dice: 

"Demócrito fué el primer matemático que es:tableció correc­

tamente la fórmula de volú.men de un cono o una pirámide"; 

Demócrito consideró estos s6lidos como si estuvieran for­

mados de innumerables capas paralelas. (Fig. 2) • 

* No el gran Físico. 
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FIGURA 2. 

Ninguna aproximación tosca y rápida satisfiso a D~ 

mócrito. La noción de límites se hallaba en sus inicios, 

pero no se sabe hasta que punto Demócrito intuy6 alguna so 

luci6n. 

El método exhaustivo usado sirvió vagamente a Dem~ 

crito para encontrar el volumen del cono y a Hip6crates p~ 

ra encontrar el área del círculo, este métoqo fué totalrnen 

te explicado por Eudoxo. 

El método exhaustivo aproxirn6 un grado más la pro­

babilidad de descifrar el misterio de los números irracio­

nales, el cual había confundido a Pitágoras. 
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Después de los grandes descubrimientos de Eudoxo, 

aparece Arqu1mides·de Somos (287-212 A:.C.); Arqu1mides 

fu.§ el que invent6 el Cálculo Integral; 

fu.§ el calcular el área de la parábola, 

su primer €xito 

(curva descubier-

ta por Menecmo en un intento de duplicar el cubo). 

Posteriormente. Descartes di6 un nuevo significado 

al m.§todo de Arqu1mides sobre el cálculo del área de una 

curva, utilizando una abscisa ON y una ordenada NP: 

p 

o N 

Posteriormente viene Pascal que se dedic6 entre -

otras muchas al estudio de la cicloide, descubriendo sus­

principales propiedades, para esto hizo uso de un nuevo 

instrumento: "el m€todo de los indivisibles" inventado 

por el italiano Cavalieri quien hizo progresar el c~lculo 

'integral. 
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La obra de Pascal se puede considerar como el se­

gundo capítulo del cálculo integral. Posteriormente apa­

recen Newton y Leibinitz. 

Newton en el siglo XVII descubri6 el cálculo dife 

rencial e integral que denomin6 método de fluxiones, for­

malizando así la integración; pero este descubrimiento lo 

guardó para él y después de algunos años, Leibinitz anun­

ci6 que él habia descubierto este nuevo método, surgiendo 

una pelea entre los seguidores de.Newton y Leibinitz y en 

tre ellos mismos. 

El símbolo que se usa hasta la fecha "f" para 

sugerir el proceso real de suma fué inventado por Leibi 

nitz. 
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~ A L C U L O D E ARE.1.s 
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INTRODUCCI.ON· 

Como vimos en el cap~tulo anterior, el m§todo de-

aproximaciones consiste en acercarse poco a poco a un re-

sultado por diversas técnicas, en este capítulo nuestro -

objetivo será acercarnos poco a poco a el área de figuras;UQ 

necesariamente regulares. 

Recordemos por ejemplo: 

1) Como encontrar el área de las siguientes figuras. 

DDUO 
(2) (3) (4) (5) 

¡___-! 7 11--------"~ 
(6) (7) (8) 
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Parece que en las 5 primeras no existe problema,­

puesto que en primaria nos ensciiaron las· f6rmulas para en -

contrar estas áreas y basta con recordarlas y aplicarlas­

para encontrar el área correspondiente. 

En el caso ( 8) serí.a deseable hacer lo s·iguiente 

Partir la figura en 3 figuras ya c~nocida~calcu-

lar el área de cada una de ellas, sumarlas y tenqriamos 

el área de la figura (8). 
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Taller No. .J. 

Objetivo: 

Material: 

Instrucciones: 

Que el alumno forme diversas figuras y 

calcule el área de ellas. 

Una tabla de 20 cm x 20 cm. 

ma at6mica
1 

y una liga. 

121 c1avos de 

Regla,pl:!:!_ 

'4 yul'io..cl ... s. 

1) Cuadricula tu tabla con cuadrados 

de . 2. cm x 2. cm . 

2) En cada vértice de los cuadrados -­

que se te forman coloca un clavo, -

(Coloca todos los clavos, inclusive 

en ·1os extremos). 

3) Coloca tu 1iga sobre la tabla con -

clavos, estirándola como quieras y 

sujetándola con los clavos que de--

seas. 
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a)_ Dibuja en tu cuaderno 1a figura formada con 1a 1iga. 

b). ¿C6mo podrías encontrar e1 área de ésta figura?. 

c) ¿Cuántos cuadrados de !l. cm x a. cm, comp1etos quedan 

dentro de 1a figura formada con 1a 1iga?. 

d) Cuántos cuadrados incomp1etos quedan dentro de 1a fi 

gura (¿qué forma tienen estos cuadrados incomp1etos?). 

e) Cuá1 es e1 área de tu figura. 

31 C:on tu 1iga forma otra figura y de­

termina e1 área de esta nueva 'figura. 

4) ¿Podrías inducir una reg1a para ca! 

cu1ar e1 área de cua1quier figura -

formada por 1a 1iga?. 

APROXIMACIONES' SUCESIVAS PARA EL CALCULO DE 

·A REAS 

Ahora ca1cu1aremos e1 área de una figura p1ana, co 

mo 1as que a continuaci6n se muestran; que no necesaria 

mente están formadas por 1íneas rectas. 
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.1 

Para esto .i.sa'l"emos el artificio de comparar su 

área con el área de una figura fija. Usualmente por su- -

sencillez se compara con un cuadrado al que se le· llama-

unidad de área y se observa· cuántas veces cabe este cuadra 

do en la figura, intentemos calcular el área de la 

(Fig. 1), comparándola con una unidad de área. 

1a. Apr oximacf6n 1 

/ 
V ~ 

"'" ( A, '\ 

" V 
""- ,/ 

'¡-....___ V 

1::SO, 



Observando la, fi.gura, C..11 tenemos que en ella ca -

ben 13 cuadrados 1\. completos y 35 cuadrados que contie­

nen la figura, por lo que podemos afirmar que: 

A rea (1)_ ;. 13 veces área A 

y 

Are a (11 ~ 35 veces área A 

Si quisieramos aproximarnos más a el área de la -

(Fig. i l. , nuestro cuadrado de comparaci6n debería ser más 

pequeño , esto es. 

2a. Aproximación. 

/ ,......., 
/ .......... 

8 ...... 
1 ., 

¡-..., / 
..... ...._ j 

"- ./ -
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óbs.ervando la figura tenemos que en la (Fig. 1) 

caben 7f cuadrados· 13 exactamente y 1:12 ·cuadrados que 

contienen a la figura, por lo que decimos: 

A rea ( 11 ~ 7 :1. area B 

Are a (1) ~ 112 área B 

y as~ sucesiva~ente nos podemos aproximar al área real de 

la figura. 

Ficha No.l 

1. Con cuadrados de área A y B aproximarse a las áreas 

de las figuras (21, (3) y l4l • 

. 2. Aproximate al área de la figura(4}construyendo pentá­

gonos. 

3. Aproximate a1 área de la figura (3) construyendo trián 

gules. 
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CONCLUSIONES 

El área de cualquier figura plana: 

a) Si es regular (que su contor~a esté determinado por 

lineas rectas), se puede calcular construyendo den 

tro de ella figuras ya conocidas, calcular su área 

y sumarlas. 

b) Si no es regular (su contorno está determinado por 

curvas), se puede aproximar a su área construyendo 

una unidad de comparación y contando cuántas veces 

cabe ésta en la figura; además esta aproximación se 

puede hacer tan fina como se desee. 
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E L NUMERO rr 
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1\PROXIMACIONES AL NUMERO IT 

CAREA DEL CIRCULO DE RADIO 1). 

Sabemos que para calcular el área de un círculo,­

se usa la f6rmula ITr 2 donde r es el radio del círculo, 

pero no sabemos como se obtuvo IT. 

Supongamos que construímos un círculo de radio 1; 

entonces su área por la f6rmula que conocemos será: -

A = JI ( 1) 2 = JI. ·Aquí trataremos de dar un método para 

aproximarnos al valor de IT; aproximándonos al área del cír 

culo de radio 1, por medio de una sucesi6n de áreas pero -

ahora determinadas por polígonos regulares y no por cuadr~ 

dos, donde el primer polígono tendrá 4 lados, el segundo -

8, el tercero 16, etc. 

Primera aproximaci6n: consideremos el polígono de 

4 lados (cuadrado donde su área esta dada por Ac = ~ 2 

~ es el lado del cüadrado. 
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C3 

A 
c.. 

D 

l 

Sean A B C y D los vértices del cuadrado; para -

calcular su área es necesario conocer cuanto mide uno de 

. sus lados (JI.). 

Observa que el triángulo B O C es un triángulo -­

rectángulo, donde los catetos OC y OB miden 1 respectiv~ 

mente, aplicando el teorema de Pitágoras encontramos que 

la hipotenusa BE= JI. , está dada por: 

. Be 12 
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debido a lo cual, el área del cuadrado, A Be Des igual a~ 

2 

por lo que podernos decir que: 

Area del círculo > A ·c 

o sea: Area del círculo > 2 

Segunda Aproximaci6n, 

Al trazar la medi.atriz de cada uno de los .lados -

del cuadrado (de la Fig. 1~ 1 se obtienen sobre la circun-

ferencia los puntos E,F,G y H, que junto con los vértices 

ABCD del cuadrado, forman un polígono regular de 8 lados 

(octágono), y si calcularnos el área de este polígono, ten 

dremos una aproximaci6n mejor que la anterior al área del 

círculo. 
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e 

D 

Fl'l_· 1. 

Recordando que el área de un polfgono regular'de 

n lados está dada por: 

donde P 

Y a 

p(a) 
¿-

~er1rnetro del po11gono 

Apotérna del pol1gono, (recta perpend1cular a 

138 

uno de los lados del p~ 

11gono y que pasa por-

O) 



Entonces para calcular el área del polígono (Ap), 

necesitamos saber cuanto mide la apotema 

y cuanto el perf metro (recuerda que el perímetro 

está dado por P =ni donde i es la medida de uno de -

los lados y n el nümero de lados del polígono) . 

Observando la Figura 3, tenemos que la apotema 

a = 11'0 coincide con la bisectriz del ángulo BOF y la 

mediatriz del lado BF. 
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Como sabemos que BOC 90° entonces BOF 45° 

y M'OF = 22°30', 

o 

i2° .30' 

Como el 6 OH'F es rectángulo, podemos aplicar -

las funciones trigon6metricas (¿las recuerdas?), para.e~ 

centrar cuánto mide la np~•ema a y cuánto mide el lado -

BF del polígono recorcemos que: 

Cos oc Cateto adyaGente 
Hipotenusa 
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De la figura 4 tenemos; 

o 

Fí"¿ 5. 

Substi.tuyendo valores; 

cos 22°30' a 
I a 

Consultando en las tablas trigon6metricas el va -

lar de Ce>a: 22 ° 30', tenemos: 

cos 22°30' .3827 

a .3827 que es el valor de -

la apotema. 
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Para calcular el lado BF, calculamos ahora la fun 

ci6n seno de 22°30', 

Recuerda que: sen a Cateto onuesto 
Hipotenusa 

Por lo que: sen 22°20' M'F 
--r--

Consultando tablas t~nemos: 

Seno 22°30' = ,3827 

M'F .3827 

M'F 

pero M'F es la mitad del lado BF del poligono: 

2(.3827) .7654 

Entonces el perimetro del octágono es: 

p 8(.3827) 6.1232 
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y el área será:. 

C6 .1232)'(. 9239) 2.828612 

Entonces tendremos que: 

Area del Circulo > Area del Octágono 

Area del Circulo > 2.8286 

Tercera Aproximaci6n: 

De igual.manera que lo hicimos para obtener el oc 

tágono, hacemos· ahora mediatrices a cada uno de los lados 

del octágono para obtener los puntos I,J,K,L,M,N,~,P y 

formar un pol~gono regular de 16 lados cuya área se acer­

cará más al área del circulo. 

o 
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Para calcul~r cuanto mide uno de los lados del Po­

ligono, consideremos el tr_iángulo B O K en la figura (7). 

,.. 
Donde BO 1, KO = 1 y BOK = 22°30'. Tracemos el 

apotema a, que es la bisectriz del ángulo BOK y rnediatriz 

del segmento BK por lo que que M'O'K' = 11°15'; y ya que -

el 6M'OK es rectángulo podemos afirmar que: 

Ces 11°15' a 
T a 

sustituyendo el valor de ces 11°1.5' obtenemos que: 

.9808 a 

Ahora calculando el sen 1.1°15' tenemos que: 

Sen 1.1. 0 15 • 

.1951 

y debido a que el segmento BK es dos veces el segmento M1 K 

obtenemos que: 
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2(..19511 ,3902 

por lo que el perimetro del poligono de 16 lados es igual 

a: 

p 16 • 9.. 16 c. 3902) 6.2432 

y el área igual a: 

A 
p··a 
-2-

l6.2432} (.9808) 3.0616652 

y por lo tanto podemos decir que: 

Area del circulo> área del polígono de 16 lados 

esto es: 

Area del circulo > 3.0616652 

Que es más cercana al área del circulo. 

Cuarta aproximaci6n: Si repetimos el procedimien-

to de la segunda y tercera aproximación y dividimos cada l~ 

do del poligono en 2 por medio de la mediatriz, obtendremos. 

un polígono de 32 lados; vamos a dib~ja~ el triángulo que -
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dará origen a la medida de uno de sus lados. 

El triángulo lo vamos a dibujar a escala para que 

se puedan observar los datos; 

o 

¡:e:'?.: '8 

Sea.a el a~otema, donde a, es la bisectriz d~l án-. 

gulo BOU y la rnediatriz del segmento BU 

M'O'U 5°37'30" 
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~epitiendo el procedimiento de las dos aproxim~ -

cienes anteriores tenemos que: 

Cos 5°37' 30" a 
T a 

.· .9952 1 

como sen 5°37'30" M1 U • 0978 

y como BU 2M'U entonces 

y A 

esto es: 

P•a 
-2-

2(.0978) 0.1956 

p 32 (.1956) 6.2598 

(6.2598) ( .9952) 3.1145779 

Por lo tanto tenemos que: 

Area del círculo > área del polígono de 32 lados 
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Area del circulo > 3,11457779 

que se acerca aún más al área real del circulo. 

Si repitierarnos el procedimiento para obtener el-

área del poligono de 64 lados que se forma al trazar las -

rnediatrices del poligono de 32 lados tendriarnos que: 

y 

a = cos 2°48' .9988 

a .9988 

2 (.se 2 ° 4 8' ). 2(0.488) .976 

¡¿ • Q876 

Entones el área es; 

A 
(_6 , 2 4 6 4) (. 9 9 8 8 l. 

2 
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y para el área del polígono de 128 lados tendríamos: 

A 

a Cos J. 0 24' .9997 

2 (Sen J.º 24' l 2C.0245l .• 0490 

P•a 
-2-

p J.28 c. 0490) 

. (6•. 2 7 2 o l ( • 9 9 9 7 l. 
2 

6. 2720 

3.1350592 

Taller No.1 

El objetivo de éste taller, es que el alumno veri-

fique visualmente que, a medida que el número de lados de -

los polígonos ·regulares) aumente, el área de éstos se --

aproximd al área del círculo. 

Material requerido~- Papel lustre de cuatro colo-

res, papel cascarón o .cartu-

lina para formar una base, 

plumones, tijeras, compás, 

escuadras y pegamento. 
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i N S·T R u e e I o NE s 

1. Con ayuda de tu compás, traza en el papel lustre, un 

círculo de radio uno (emplea la escala que desees}. 

2. Recortalo y pegalo en tú base. 

3. En cada uno de los papeles lustres restantes traza el -

cuadrado, el octágono y el polígono de 16 lados, que e.~ 

tén inscritos en la circunfere~cia de radio 1. 

4. Recorta los tres polígonos. 

S. Sobre el círculo que ya pegaste en tu base, pega. el p~ 

lígono de 16 lados, encima el polígono de 8 y finalmen­

te el cuadrado. 

6. ¿Qué puedes observar? 

Exactamente, las áreas de los polígonos se aproximan a 

el área del círculo, observemos ahora las áreas obtenidas: 
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A1 2 A1 (Are él del Cuadrado) 

Az 2.828612 Az (A rea del Octágono) 

A3 3.0616652 A3 fArea del Polígono de 16 lados) 

A4 3.1145779 A4 [Are a del Polígono de 32 lados) 

As 3.1194521 As (Are a del Polígono de 64 lados) 

As 3.1350592 As (Area del Polígono de 128 lados) 

Como podr-ás ver los valores se aproximan al valor 

de Il=. 3.1416 ... y esos valores no pasan a 3.1416 ... sino que -

cada vez se aproximan más y más a 3.1416 .•• es por eso que 

decimos que el límite de esas áreas es 3.1416 ,,, = rr. 
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e o N e L u s I o N E s 

El cálculo de áreas de diversas figuras por aproxi 

maciones susecivas nos 11eva, en el caso de que las figu-

ras no sean figuras formadas por líneas rectas, a aproxi­

ma.t'.n ó·S cada vez más al área real de la figura a través 

de hacer más "fina" o más "pequeña" la unidad de compara 

ci6n. 

Pero esto nos dá la idea de que entonces al hacer 

más fina o más pequeña la unidad, tenernos que hacer una -­

gran cantidad de cálculos los cuales nos llevarían al área 

real, pero que en el momento no vemos cual sea esa área; -

para el cálculo del número TI , se decía que el "límite de 

las áreas ~o5 hiba a dar el valor de TI. 

¿pero entonces c6mo obtener ese límite?. 

En la siguiente secci6n se desarrollarán técnicas 

a1gebraícas que nos permitan llegar al límite y así poder 
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calcul~r re~lmente el area deseada, a esta area le llama­

remos Integral. 
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SU!'l.AS ABREVIADAS 

(NOTACION, SIGMA) 
; 
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IN T R 0.D u e e I o N 

Antes de iniciar la secci6n de Integral es nece­

sario familiarizarnos con las herramientas que necesitare 

mes para el cálculo de áreas. 

Esta herramienta es precisamente la notación si~ 

ma que nos representa sumas abreviadas, y en esta secci6n, 

estudiaremos la forma en que se desarrollan diferentes·ti­

pos de sumas, y como se obtienen sus resultados. 

Estos resultados serªn de gran ayuda para poder 

calcular el área de diversas figuras determinadas por fun­

ciones. 
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SUMA DE LOS N NmlEROS NATURALES 

Dice la historia, que un día un profesor de prim­

maria quizo hacer trabajar a sus alumnos para él poder des­

cansar un momento y les dejó encontrar el resultado de la 

siguiente suma: 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + .9 •••• + 20 + •••• + 100 = 

¿Cuál es el resultado? 

Este resultado lo encontró Gauss* rapidamente apl~ 

cando a esta sucesión una fórmula que él inventó en ese mo -

mento. 

* Matemático, físico y astrónomo (1777 - 1855). 
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Trataremos de inducir esa f6rrnula, •. 

Observa las siguientes sumas~ 

surra de N Números Naturales Núrreros Triangulares 

n 1 1 1 base 1 punto 

n 2 2+1=3 base 2 puntos 

n 3 l+ 2 + 3 6 Ahora observa base 3 puntos 

los sigui en 

tes· triángu 

n 4 1 + 2 + 3 + 4 10 los. base 4 pun~os 

n 5 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15 base s puntos 

TABLA NO. 1 

Taller No. 1 

Objetivo: Que el alumno iduzca la f6rrnula para encontrar la suma· 

de n números naturales utilizando los números triángulares. 

Material: La Tabla con clavos del Taller No. 1, de la página 128;-

un cordel, una regla y una hoja de cuadrós 
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Instrucciones: 

l. En tu hoja cuadriculada realiza las siguientes sumas y 

al lado dibuja el triángulo correspondiente (como se 

hizo en la Tabla 1). 

1 1 

1 + 2 = 3 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 '=' 21 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 45 

·: . 
. . . . . . . . . . . . . . . ......... . . . . . . . . . . 

al ¿Qu~ relaci6n encuentras entre las sucesiones de la 

izquierda y los números triángulares de J:a derecha?. 

b) ¿Se podria afirmar que encontrar la suma de la suc~ 

si6n de la izquierda es lo mismo que encontrar el -

número de puntos de su correspondiente triángulo a 

la izquierda?. 
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2. Ahora, :i;:>ara mostrar que es cierta la· afirmaci6n de b) 

a) Encuentra el resultado de la siguiente sucesi6n 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11 = 

b) En tu tabla con clavos y con tu cordel localiza el trián 

gulo que le corresponde. 

c) ¿Cuántos clavos tiene este triángulo? 

d) Entonces el resultado de a) coincide con el numero de cla 

vos de b), por lo que la pregunta ahora será 

¿C6mo encontrar el número de clavos del triángulo? 

i) ¿Cómo encontrarías el número total de clavos de tu cua 

drado? 

Entonces, si n 11, 121, el tota_l de clavos de 

la tabla. 

ii) Pero, nuestro objetivo es el número de clavos del trián 

gulo. 
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¿En términos de n, cómo puedes encontrar este nG 
mero?. 

e) Si n = 5 , el nGmero de puntos del cuadrado se­

rian n 2 = 25. 

¿Cuál es la suma de 1 + 2 + 3 + 4 + 5 ? 

-n 2 n 
¿Cuánto te dá z- , cuánto te dá 2 ? 

¿Con éstos dos valores como. obtienes 15? 

fl Entonces ¿Cuál es la f6rmula para encontrar el nú 

mero de puntos (la suma de n nGmeros naturales) 

que forman un triángulo con n puntos de base?. 

Del taller anterior podemos inducir que la f6rmu-

la para encontrar la suma de los n números naturales es-

tá dada por: 

··n2 n 
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ••.•• + n = 2 + 2 

de donde algebráicamente "se tiene que: 

·n 2 + n 
2 2 
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Por lo que podemos decir que la suma S de los 

n nameros naturales esta ·aaaa por: 

n (n + 1.) 

Entonces para obtener el resultado de la suma que 

le dej_aron a Gauss 

l + 2 + 3 + 4 + • ••••••••••••• + 1.00 

lo dnico que se hace es suponer que n 1.00 y aplicar la 

f6rmula anterior: 

s ·1ooc100 + .1) 
2 

1.01.00 
--2-

1. + 2 + 3 + 4 .••••• + 1.00 

1.61. 
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Ficha No.1 

1. Utilizando la f6rmula correspondiente calcula las si-

guientes sumas: 

·al 1 + 2 + 3. + ••••• 25 

bl (1 + 2 + 3 + 4 •.•• 30} (1 -1- 2 + 3 + 4 + ••• + 15) 

c) (1 + 2 + 3 + •••••• 1000} ·- (1 + 2 + •.• + 10) 

Notaci6n Sigma: 

Vamos ahora a introducir una forma de escribir su 

mas de la forma: 

1 + 2 + 3 + 4 ..•. + n 

Para esto usaremos el simbolo E (sigma) que 

quiere decir suma, entonces para interpretar la suma: 
5 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 en notación sigma se escribe E n 
n=1 

qu~ significa la suma de los números naturales desde uno 7 

hasta 5. 
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Así tambí~n si queremos expresar la suma de los 

n6meros naturales desde 1 hasta 17 lo escribimos como : 
:l 7 
¿ n 

n='l 
y desarrollando tendriamos: 

17 

¿ n 
Il"'l 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ••• + 17 

Ahora" bien si queremos calcular la suma total ten 

dríamos: 

17 

¿ n 
Il"' l 

·17 (17 + ·1) 
2 

En general podemos decir que 

1 + 2 + 3 + •• ,.+ n 

Ejemplos: 

153 

n (n + ll 
2 

Vamos ahora a expresar diferentes sumas usando la nota-

ción sigma: 
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ll 1 + 2 + 3 + ••• 45 'ª E: n 
n=1 

21 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 

lQ 

E: n· 
·f.1.=S 

20 

31 1 + 2 + 3 + 4 + • . • . + 20 = ¡:: i. 
i=l 

4) 4 + 5 + 6 •••• + 50 

5) 11 + 12 + •••• + 36 + 

Encoritrernos ·ahora J:os 

res. 

54 

1) E: n 
54(54 + 1) 

.n=1 
2 

2) Como sabemos: 

so 

36 

E: k 
k=11 

resultados 

(54) (55) 
2 

de las sumas anterio-

1485 

5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 {1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10) -

(1 + 2 + 3 + 4) 
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Por lo que: 

l~ 10. 

E ri= ¿ n 
:n_=s n= i 

. 3) 
20 

E i 
i=!.. 

so 

E j 
j= 4 

36 

4 

E 
11 

= ··(10 (10 + 1) 

n=~ 

20(20 + !.) 

so 

E. j 
j=i 

E 
j=1 

210 

"4(4·+ 1) 110 20 
-~-- = -2- + 2 = 55 + 10 = 65 

50(SO + i¡ + 3(3 + 1) 
2 2 

1275 + 6 

1281 

36 10 

5). k=Ek-Ek 
k=ll k= l k=n 

36 (36 + 1) 

666 - 55 

611 

10(10 + 1) 
2 
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Ficha No. Z 

1. Desarro1la las siguientes sumas y calcula su resultado: 

60 

1) E n 
n= i 

so 

2) E k 
k=ll 

30 

31 E w 
w=2 

9. 

4) E i 
i=s 

15 

5) E j 
j=3 

~ A Resuelve utilizando la notaci6n sigma el siguiente pr~ 

blema: 

Cuánto se ganá en una rifa de 1000 boletos en donde e~ 

da boleto cuesta en pesos, el número del boleto (los -· 

boletos están numerados del 1 al 1QOO). 

166 



SUMA DE LOS CUADRADOS DE LOS N NUMEROS NATURALES 

Vamos ahora a obtener la suma de la siguiente sucesión 

+ 10 2 

¿Cuál es el resultado? 

Observa que ahora estamos elevando al cuadrado cada uno de 

los números naturales y después los sumamos, este proceso es "la­

toso" :i:ior lo que también serj'.a deseable encontrar una fórmula que 

nos diera el resultado sin necesidad de hacer todos estos cálcu -

los. 

Taller No. 2. 

Objetivo: 

Material: 

Que el alumno induzca (por tanteos) la fórmula para 

encontrar la suma de los cuadrados de los n números na 

tura les.· 

55 cubos del material que desees. 

Indicacion.es 

1.- Calcula el resultado de las siguientes sumas 

12 

12 + 22 

12 + 22 + 32 

12 + 22 + 32 + 42 

12 + 22 + 32 .,.. 42 + 52 
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2. Con tus cubos construye las siguientes pirámides. 

ll Pirámide de base 1 X 1 (cubo) 

2) Pirámide de base 2 X 2 (cubo) 

3) Pirámide de base 3 X 3 (cubos) 

4) Pirámide de base 4 X 4 (cubos) 

5) Pirámide de base 5 X 5 (cubos) 

¿Qué observas con respecto al número de cubos de cada pi-

rámide y los resul~ados de las series ce,linciso l?. 

3. Como observaste el número de cubos de una pirámide de ba-

se n coincide con la suma de los cuadrados de n núme-

ros naturales, entonces ahora, ¡intenta encontrar una fr­

mul.a para encontrar e.1 número de elemntos de una pirámide 

de base n! 

4. La f6rmula a la. que pretendemos llegar es a: 

¿Cómo la justificarías?. 
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Del taller anterior obtuvimos, que la fórmula p~ 

ra encontrar la suma de lbs cuadrados de los n números 

naturales a la que llamaremos 

s• 

y algebráicamente tenemos que~ 

(n2 + n) (2n + 1) 
6 

, es: 

2n3 ·+ n 2 + 2n 2 + n 
6 

n(n + ll (2n + 1) 
6 

5
2 _ n (n + 1) (2n + 1) 1 Fórmula para ~ncontra:r 

'--------------' la suma de los cuadra-

dos de los n números 

naturales. 

Entonces la suma de: 

1 2 + 2 2 + 3 2 + ••.•. + 10 2 
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Ejemplo: 

Aplicando la fórmula anterior seria: 

1 2 + 2 2 + 3 2 + •••• + 10 2 (10) (10 + 1) (2 (10) + 1) 
6 

(110) (21) 

2310 
--¡;---

375 

Calcular la suma de la siquiente sucesión utilizando la 

f6rrnula corres~ondiente: 

1 2 + 2 2 + ••.. + 54 2 (54) (55) (2 (54) + 1) 

(54) (55) (108 + 1) 

5395 
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Mora cabe lq pregunta:. ¿C6mo podría.mos es.cribir 

5.4 2 en notaci6n sigma? 

¿Ya se te ocurri6?, claro es: 

54 

E' n 2 

n=1 
1 2 + 2 2 + 3 2 

•••• + 54 2 

y en general la suma de los cuadrados de n números natu­

rales- estará dada por: 

12 + 22 + 2 . 
•· ~ •. n 

Escribir en notación sigma. las siguientes sumas~ 

100 

1 2 + 2 2 + 32 + •••• 1002 L: ~t 
y=1 

5 2 + 6 2 + 7 2 + .••• 102 

10 

L: n2 
n=1 

20 2 + 212 + 22 2 + 23 2 
•••• + 50 2 
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L: n2 
n=l 

• 50 

L: k2 
k=l 

19 

L: K' 
k=1 



Fi.cha, No, 3 

1. Obtener los resultados de los ejercic.:Los anteriores. 

2. Desarrollar las siguientes sumas abrevi·adas y obtener 

su resultado. 

a) E k2. = 
k= 3 

lOQQ 

bl E i2 
.:L=2 

20 10 

e} ¿ n2 ¡::. n 
n=1 n=l 

so 25 
d) E n ¿ n2 

n=3D Il=lS 

3. Obt~n el resultado de 1a siguiente suma. y escríbelo 

en notación sigma. 

1 3 + 2 3 + 3 3 + 4 3 + •..•• 10 3 

4. Indaga la fórmula para obtener la suma de los cubos 

de los n números naturales. 
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5. ¿Se te ocurre c6mo rnost rar esta f(Srmula?, 

e o N e L u s I o N E s 

La fórmulas mostradas en esta sección: 

a) Para sumar n n~rneros naturales 

s n (n + 1) 
2 

b) Para sumar los n 2 n~eros naturales. 

c) 

52 n (n + ll. (2n + · 1) 
6 

Para sumar los n 3 n~eros naturales 

n 2 (n+1l. 2 
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Pueden ser demostradas al.gebráicamentc, nuestro 

objetivo en esta sección es sólo obtener estos resultados 

para poderlos aplicar en 1.a siguiente sección, por eso no 

se hizo énfasis en su demostración algebraica, sin embar-

go a continuación se propone la demo_stración algebráica -

para cada una de las fórmulas anteriores para quienes es-

tén· interesados en saber de donde se obtienen algebráica-

mente. 

Consideremos la iguál.dad al. menos cierta para los 

números natural.es. 

(n + 1) 2 n 2 + 2n + 1 

Vamos a reemplazar n por n 1 1 después por 

n - 2, n - 3, n - 4, etc. hasta 1.1.egar a 1; de esta mane-

ra obtenemos: 

(n + 1) 2 · 

(n 

(n 

(n 

(n 

(n 

1 + 1) 2 

2 + 1) 2 

3 + 1) 2 

4 + 1) 2 

5 + 1) 2 

{n- {n-1) +1) 2 

1a. Columna 2a. Columna 3a.Columna 4a.Colurma 

(n + .1) 2 =:n 2 ; + 2n 

jcn-1)2¡ 

=~ 
r - - - ;' 

\ (n -3) I 

1 ~n- -4)~1 
e=:> 

' -, 

=I en - 1i 2 I+ 
=~+ - - - - - ... 
=/en - 3l 2 i + 

J~n -- 4 l 2 j + 

~+ 

r • ' "--¡ 

2(n· 

2(n 

2(n 

2(n 

2(n 

1 2 + 2.1 

+ 1 

1) + 1 

2) + 1 

3) + 1 

4) + 1 

5) + 1 

+ 1 



Recuerda gue sii.<tiene' :ó!l sigu.ien.te caso: 

2x + y y + 4 

por estar la y en ambos miembros de la igualdad se puede 

anular. 

Ahora si sumamos los términos de las columnas uno 

y dos, por lo anterior, podremos ver que los términos pun­

teados, se eliminan, al igual que los que estén encerrados 

en rectángulo y en elipce, por lo que en la primera colum­

na s6io nos quedaria (n + 1) 2 y en la segunda quedaria -

(1) 2 = 1. Sumando en otro renglón la tercera columna ten~ 

mos: 2 (1 + 2. + ••• + (n-5) + (n-4) + (n-3) + (n-2) + (n-1) · + nl. 

Sea S = 1 + 2 + ....• + n entonces la tercera ca 

lumna es igual a 2S. 

Sumando la cuarta columna tenernos 

1 + 1 + 1 + 1 + ..•. + 1 

n veces 
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por lo que es lgual a n¡ entonces tenemos que; 

(ri + 11 2 1 + 2S + n 

Cn + 11 2 2S + (n + ll 

ín + 1) 2 Cn + 1) = 28 

ri 2 + 2n + J. - n - 1 = 28 

n2 + n = 28 

n (n + 1). = 28 •••••••• (1) 

s n·rn + 1) 
2 

que es la f6rmula que obtuv:ls.te_ (en el caso de la suma de 

los n números naturales. 

Si queremos obtener ahora la f6rmula para 

sC.
2

l = 1 2 + 2 2 + 3 2 + ••• + n 2 trabajaremos con la igualdad 

(válida, al menos para todos los números naturales) 

(n + 1) 3 n 3 + 3n 2 + 3n + 1 
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• 

donde reemplazaremos. n por (n - 1). por (n - 21, (n - 3), 

[n -. 41 hasta 1 y seguiremos el procedimiento semejante 

al anterior. 

Observa: Cblurnna 1 Cblumna 2 Colurma 3 Columna 4 

(n + 1) 3 (n + 1) 3 n.3 + 3n2 3n + 

(n - 1 + 1) 3 
n' (n - 1).3 + 3(n - 1)2 + 3(n - 1) + 

(n - 2 + 1) 3 -en - 1)' (n - 2)3 + 3(n - 2)2 + 3(n - 2) + 

(n - 3 + 1) 3 (n - 2)' (n - 3)3 + 3(n - 3¡2 + 3(n - 3) 

Cblumna 

1 

1 

1 

+ l 

(n - (n-1) + 1)3 = 1 + 1) 3 = 3.12 + 3.1 + 1 

Recuerda que: 

(n + 1) 3 i + 3S( 2
) + 3S + n 

áonde el símbolo: S ( 2 l. 1 2 + 2 2 + ••• + (n - 1) 2 + n 2 

y s 1 + 2 + ••. + ~ - 1) + n 
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desarrollando: 

(n + 11 3 
- n - 1 38 2 + 3S 

n 3 + 3n 2 + 3n + 1 - n - 1 38 2 + 38 

n 3 + 3n 2 + 2n 38 2 + 38 ••• (1) 1 

Corno 8 
n(n· + 1) sustituimos en (1) 1 

n 3 + 3n 2 + 2n 

· 3n 2 ·3n 
n 3 + 3n 2 + 2n - ~2- - ~ 38 2 

2n 3 + 6n 2 + 4n - 3n 2 
- 3n 68 2 

2n 3 + 3n 2 + n 68 2 

n (n + 1) (2n + 1) = 68 2 

8
2 = n (n + 1) (2n + 1) 

6 

que es la fórmula inducida para 8 2
• 

De la misma forma podríamos demostrar la fórmula 

para 8 3
• ¡Intenta hacerlo! 
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PROPIEDADES IJ'.PORTJ\NTES DE LA NOTACION SIGMA 

Existen algunas propiedades importantes de las su-

mas abreviadas que nos ser~~ Gtiles en la siguiente sec 

ci6n, induciremos estos propiedades con el desarrollo de la 

siguientes fichas. 

Ficha No.·<¡ · 

1. Desarrolla las siguientes sumas y calcula su resultado: 

Ejemplo: 

E. 2k 
k= 1 

2(11 + 2(2) + 2(3) + 2(4) + 2(5) 

2(1 + 2 + 3 + 4 + 5) 

2 (15) 

30 
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al ~ 4k -. 
k= l 

b) E {/K 
k= l 

¿Qué puedes inducir de 1os ejercicios anteriores?. 

2. Desarrolla: 

15 

E. 2k' = 
k"'.' l 

De esta ficha podemos concluir la primera propie-

dad. que dice: 

n 
E ak 

k=l 

o sea que: 

n 
E ak 

k=1 

n 
a E k 

k= l 

· n { +· 1) 
a ( n 2 l 
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sultado:: 

y que: 

Des~rrollaremos el ejercicio b aplicando este re 

E 4k 
k=l 

4 (5 (5 + ll 1 
2 

4 (151 

60 que resulta más sencillo. 

Por lo tanto, también podemos concluir que: 

n 
Z ak 2 

k= l 

n 
I: ak 2 

k=1· 

n 
a E. k 2 

k=l 

y lo mismo para: 

n 
i:: ak3 

k= l 

n 
a· i:: k 3 = a 

k= 1 
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Ficha No, 5 

Desarrolla las siguientes sumas; 

Ejemplo: 

1) 

2) 

3) 

4 

:¡; n 

n=1 2 

:¡; n 
5" n=1 

,.. 2n _ ... ,­
n=l 

:¡; 3n 
n=l 8 

1 (1 + 2 + 3 + 4) 2 

1 (~) ·2 

1 (10) 2 

5 
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-¿Qué puedes concluir de. 1.os ejercicios a,nteriores?, 

4) Desarrolla. 

De esta fj..cha podernos conclui.r que; 

k an 
¿ -

n=l b 

.. ·/ ~ n= i 

k. 
~ 

n=1 

a 
b 

k 
¡; 

n= i 
n 
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y para: 

Lo mismo tendremos para. 

k 
¿ 

ti= l 

k 
¿ 

n=1 

~n2 
b 

l 
n 
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Ficha No.G 

Desarrolla las siguientes sumas~ 

Ejemplo: 

¿ lj '+ 32i) 
j=l 

[.1+~] + [2+~] + 

1 + ?<1> + 2 + ~{2) + 

+ 3 + ~(3) + 4 + ~(4) 2 2 

1 + 2 + 3 + ~ + ~(1 + 2 + 3 + 4) 
2 

4 (5) 
-2-

10 + ic1oi 

25 
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.1) l: (j + i1 
j= l 4 

2) E (2j + Sjl 

j=l 
3 -

3) i:: (Sj + 3·1 
j= l 

'2"J 

lQué puedes conclui.r?, 

De esta ~icha se puede concluir ~ue~ 

n n n 
E (aj + bj) 
j= l 

a E J + b E J 
j= l j= l 

y en general que: 
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Ficha, No,? 

Desarrolla las si.guientes sumas: 

Ejemplo; 

¿ 5 == 5 + 5 + 5 + 5 20 
k=l 

4 

l) ¡:. 6 
k=1 

10 

21 ¿ o 
k=·1 

¿Qué concluyes?. 

Ficha No.'il 

Resume las fórmulas obtenidas en las fichas anterio -

res (<1 1 5,l.~~) 

Encuentra el valor de las siguientes sumas: 
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10 

E· (_10 - Pl. • ¡::. 5n 3 

p= l n=1 

7 

¡::. (.k2 + 1) ¡::. (b + b2) 
k=l b=o 

5 

E (n --1 ) (~ k2 ~k2 + - I: + 4 + 
k= l n2 k= l 2 2 
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AREAS BAJO CURVAS DETERMINADAS POR UNA FUNCION 



CALCULO DE AREAS BAJO CURVAS DETF.R:tINADAS POR 

FUNC!Oi\IES 

Con la herramienta estudiada en la secci6n ante 

rior, nos· será posible determinar el área de figuras que 

no necesariamente estén formadas por rectas, pero hubica 

das en un plano cartesiano y determinadas por una función. 

AREAS BAJO FUNCIONES LINEALES 

Comencemos por calcular áreas de ~iguras determin~ 

das por funciones lineales como por ejemplo; 

1) f Cxl. 3x 

2} f(.xl. 3 

3) f (x) 3x + 1 
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·en un interva1o determinado, como por e.jemplo en e1 ínter-

va1o [o, 1 J. 

Caso 1. 

Sea f <.xl 

f (;x:) 
'l 

3 

3x, su gráfica es 1a siguiente: 

~xl 

A 

l. 2. 

Figura 1 

y como observarás en e1 intervalo [ O,l J, y debajo de 1a 

función y sobre e1 eje x se determina 1a región A, cuya 

forma es un triángu1o, por 1o que en este caso particu1ar, 

encontrar e1 área bajo 1a funci.6n en e1 interva1o e 0,1 J 

significa encontrar e1 área del triángulo A, cuya base mide 
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una unidad y cuya altura mide 3 unidades¡ aplicando la f6rm~ 

la para el cálculo de áreas de triángulos tenemos~ 

Caso 2. 

'bh A=¿-' 

A. 1,5 unidades cuadradas, 

Sea f (xl = 3 j para graficar, recordemos. que es 

una recta paralela al eje "x" que intersepta al eje "y" en 

3 o sea: 
.fl") ' 

~--"3-+-~~~~~~~~~~~~~~x) 

1 

X 
o 

Figura 2 
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En este caso particular, el encontrar el área en 

el intervalo [0,1), significa encontrar el área del rec­

tángulo B cuya base mide una unidad y cuya altura mide 3 

unidades; aplicando la fórmula para encontrar el área de 

un rectángulo. 

.B b X h 

tenemos que el área del rectán~ulo es~ 

B = 1 X 3 3 unidades cuadradas. 

<::aso 3. 

Sean f (xl.. = 3x + 1; para graficar observemos que 

la pendiente de la recta es 3 y su ordenada al oriqen 1; 

por lo que tenemos: 
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"( 
f (x) = 3x· + 1 

X 

Fic;ura .3 

En este caso particuiar, el encontrar ei área en el 

intervaio [ 0,1] significa encontrar el área del trap~ 

cio c. Sabemos que 1-a f6rmu1-a para e]_ área del_ trapecio 

es ~ = (B· + b)h donde: 

B Base mayor que mide 4 unidades 

b Base menor que mide 1 unidad 

h A1-tura que mide 1 unidad 

C=·(4+1l1 5 
2 2.5 unidades cuadradas. 
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Ficha NO.J 

Calcula el área en el intervalo [ O, 1] bajo las si 

guientes funciones: 

1) f (x) X 

2) f{x) 2x + 1 

3) f CxJ -x 

4) f {_x) Sx - 1 

5) f (x) -2x - 3 
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e o N e L u s I o N E s 

En el caso de tener funciones lineales, no existe 

ningún problema para determinar el área ~ue se determina 

en cualquier intervalo (no necesariamente [ Q, 1 J) I ya 

que se obtienen figuras formadas por rectas y cuya área 

la podemos encontrar formando en ella figuras elementales 

como; triángulos, rectángulos, cuadr~dos o trapecios. 

El problema. se presentará en el caso de funcio 

nes no lineales, que como ya sabemos nos representarán 

curvas en el plano cartesiano. 
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AREAS BAJO FUNCIONES NO LINEA.LES 

Calculemos el área bajo la función no lineal 

f (x) x 2 en el intervalo [ 0,1]. 

Tabulemos para construir su gráfica. 

X f(x) 

o o 
1 1 
4 Ib 
1 .1 
¿ 4 
1 1 

2 4 

Para calcular el área bajo esta curva (parábola) 

en el intervalo [ O, 1 J , tendremos eme recurrir ·al mét~ 

do de aproximaciones sucesivas, puesto que en forma dire~ 

ta, figuras elementales cuya área conozcamos ya no es po-

sible en este caso. 
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Para calcular esta área realizaremos las siguien-

tes aproximaciones: 

Primera aproximaci6n. 

1. Divide el intervalo [O, 1 J en tres partes iguales y 

dibuja los rectánqulos que se for~an por debajo de la 

curva (contenidos en la regi6n A que se forma en la -

Figura 4}. 

Figura 5 
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2. Calculando el área de los rectángulos R1 y R2 , ten-

dremos la primera aproximación al área deseada, para 
P' 

esto calcularemos las bases, y las alturas de los rec 

tángulos como se hace en el siguiente cuadro: 

Fectángulo Base l'ltura Area 

Ri 
1 ( 1 ) 2 A(Ri) 1 e}> 2 

1 (1) 2 1 
3 3 =:r = 3 """3' = ~ 

R2 
1 ( ~ ¡2 A(R2) 1 (~) 2 1 (2) 2 1 
3 3 -3 3 =3-~=31 

12 

22 

Observa que las alturas de los rectán0ulos están deter 

minad~s por la función. 

3. Sumemos el área de R1 y .. R2 para obtener el área de la 

región sombreada de la <~igura 5, que llamaremos Are a 

Inferior y la denotareMos ~or f22. (3 por haber hecho 

3 divisiones en el dominio de la función). 

~3 fr (i} 2 + ~ (2) 2 
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Coll)o podrS.s. ohse.rv9r este .res.ul ta, do se puede pro-

poner en notaci6n ~ como: 

2 

t. J:,-k.2 
k=1 3 

1 (.5) 
33 

5 
27 

.185185 

A3 .185185 

De lo anterior podr1amos decir, entonces que: 

al área de las sumas de los rec 

tángulos R1 ·y R2 • 

4. Como A es el área que se desea encontrar • 

1. 

Entonces: . 185185 

A <:. - .185185 

se·gunda Aproximaci6n. -

Ahora vamos a dividir el intervalo [ 0,1 J en 6 pa:c:tes 

iguales; dibuja los rectángulos que se forman por· deba­

jo de la curva. 

202 



%. 
X 
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2, C¡;i,lculemos el á,xea, de R1 , R2, ••• Rs pa,ra lo cual llene-

mos el siguiente cuadro, 

:Eectángulo Base Altura .!\,rea 
.. 

R1 
1 '<*l 2 A(R1 l 

.. 1· 1 2 1 ~-,,; ¿.c1i 2 
6 = 6("bl -6 

1 · l2) 2 A(R,) = !.e!.> 2 1 2 2 1 R2 b b 6 6 = 6 1)2" = 6!"(2) 2 

1 C~l 2 A(R,) = le~> 2 1 32 1 
R3 b 6 6 6 = 6 62 = 63(3 ) 

2 

R~ 
1 <i-» A~) = lc!i 2 1 42 . 1 . 2 

b 6 6 = b ()2- = 63(4 ) 

. Rs 1 (~)2 A(Rs) = lc~i2 1 5 2 1 
6 6 6 = E> 02"" = E)T(S) 2 

3. Calcularemos ~ = E a~, para qbtener el área de la 
k=l 

· · regi6n sombreada de la figura 6. 

~G = J:,(11 2 + -b(2) 2 + -~(3> 2 + }.-c4l 2 + iacs> 2 
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Aplicando la f6rmula de la secci6n anterior para encon-

trar la suma de los. n cuadrados·, 

E k2= 5(6) (11) 55 
k=l 

por lo que sustituyendo en (.*) tenemos que: 

~· ~(55) .2546296 

Donde ~· es igual a el área inferior de la primera 

Aproximación'con 2 subdivisiones. 

~· es igual al área inferior de la segun.da 

Aproximación con seis subdivisiones. 

A Area total de la región. 

Tercera Aproximación.-

l.· Ahora dividamos al intervalo [O, 1 J en 12 partes igua­

les; dibuja los rectángulos que se forman por debajo -­

de la curva. 
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F.igura 7 

2. Calcularemos el área de R1, R2, R3, Rll 

Base Altura A rea 

. · 1 .. 1 
A(Ri) 

.. 1 
( 1) 2 1 i2 i . 2 R1 IT <rr> 2 = IT IT = IT 1ITí2 = 1TI)"3 (1) 

1 . ( 2) A(R2) :J.. c:fr> 2 
1 22 

= ~3 (2)2 R2 12 I7 = rr = IT 1I2P 

. 1. 
. (~12 A(Rs) = ...!_ ( 3 >2 1 32 1 . 2 Ra I2 12 IT = IT 1TI)"2 = TI2T3 (3) 

Rn . 1 11 .. 1 (11) 2 1 . 2 
ACR1i> = n-<n> 2 = rr 1TIT2 112f3 <11> 
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11 

3, Calculemos. l!1 2 = t. a. ~ )_ pa.r<OI obtener el. á,rea de la 
k=1 

4. 

regi6n sombrea.da de. la, fi..gura, 7, 

ll 

- ~12 E- a CRk_I =, T~~ l3 (1l 2 +'C.~~ l3 (3 ¡_ 2 +. ~' ( 4 l 2 + 
k=l 

+ ~3(111 2 1 
~3 

r 1 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + s 2 + . . • 11 2 J e :1:-:1-i 

11 

Como I: k 2 

k= l 

11 (11 + 1)(.2.11 + 1) .11 (12) (231 

sustituyendo este valor en C.Hl. tenemos que: 

~12 (506). 1 T728 (.506) .292824 
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Taller No, 2.-

Objetivo~ Que. eJ. aJ.urnno conpruebe visualmente que 

a medida que se divide en mayor nOmero de partes el interva 

lo, nos vamos acercando o aproximando mas a €J. área real. de 

A. 

Material.: Papel. lustre de 4 col.ores, ~apel casca-

rón o cartul.ina para formar una base, tijeras, pegamento, -

pl.umones, escuadras. 

Instrucciones::. 

1. En tO base dibuja l.a Parábol.a fCxL 

2, Recorta del. papel lustre l.a regi6n A bajo l.a curva en er 

intervalo [ 0,1 J y pega l.a región A en tO base. 

3. Recorta en papel. J.ustre de otro col.or los 11 rectángu­

los formados en la tercera· aproximación y pegalos so 

bre la región A. 

4. Recorta en papel. J.ustre de otro color diferente, los 5 
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rectángulos. farmadoa en. la segunda, a,proxmaci6n y pe­

galos encima. de. los anteriores, 

5, Recorta en papel lustre de otr0 color di·ferente los-

2 rectángulos formados en la primera aproximación y 

pegalos sobre los anteriores, 

¿Qu~ puedes observar?, 

Como has observado del taller anterior, a medida 

que realizamos más subdisiones del dominio de la función, 

el área inferior se aproxima al área A. 

~l .148148 

~2 .2546296 

!!3 ,292824 

Tabla 1 
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1. 

Cuarta Aproximaci6n v última, 

Ahora dividamos el. intervalo [o 1 L J en n > ~2 PªE 

tes i·guales; dibuja los rectánsmlos que se forman de-

bajo de la curva, 

~C.x) i. 

~. 

~..,,-e 

P~._....,.,,._~uc..m"-'-'-'-~~~-+-+-+'--'-'~~~~-+-t~~~~~-.x 

ll 
!:.= l 
n 

2. Calcularemos el área de RJ., R:!, R3 , ••• ·R (n-l) para 

lo cual llenaremos el siguiente cuaaro. 
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3. 

R• 

Ra 

R.,_, 

Base. 

1 
ñ 

' 1 
n 

-1 
ñ 

1 
n 

,A,ltura 

~} 2 a (R1 l 

·c3..1 2 

n 

(~l 2 
n 

n~i 

/\rea 

1 e!> 2 = 
- 1 -i 2 

.l:...c11 2 

n n ñ ñT nª 

. 1 - 1 12 ñ ·c3.1 2 = n2 1 (2)2 
n n ñT 

1 (~) 2 1 12 1 (3) 2 
ñ n n ñ2 ñT 

Calcularemos·-~ = I: 
k=.l 

a C.11<_1 para obtener el área de 

la región sombreada de la figura 8, 

n-i · ·1 1 1 1 1 
I: a(R_l = ;::;yn (11 2 + -(21 2 + ·-(3) 2 + --(4) 2 + ••. ;::;y(n-1) 2 = 
k=~ -x: n 3 n 3 na n 

= ;ª [12 + 22 +.32 +.4 2 + ... + cn-11~] c/n. 

(n-1) (n) (2 (n-1)+1) 

= · (n-1) (n) (2n-'1) 
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Sustituyendo éste resultado en C.$l. tenernos que; 

= 

{n l) {n) (2n -· 11 
6 

1 '· :nen· 1) {2n - 1l 
b ' '(\3 

1 n n - 1 2n 1 
6 n --n-- n 

¡} . 1 (*" - ~) (2n 
n 

!1 
n 

1 
b (.1 - !,_ (2 - !) 

n n 
( . ) 

La fórmula l•) representará el área inferior en 

el intervalo [ O, 1 J bajo la función f (x). x 2
, .para 

cualquier n subdivisiones del intervalo; entonces, si-

sustituimos n = 3, n = 6 y n = 12, obtendremos los resul-

tados de las 3 aproximaciones hechas anteriormente, esto 

es: 

212 



Si 3 ,~, 
1 

C1 }1 (_2 
1 

n. 6 - 3 

'·1 ·c}l.'c~i = 
' 1 ;z1 5 

= 6 "fí T 3 

''5 rr =· ·• 185.185 l.la • aproximaci6nl 

Si 6) ~6 
' .l. (1 1 (2 '1 n = 6 - b} - bl 

1 (~ 11) 55 . 254629 (2a • aproximaci6n) b 6 b 2rb 

Si .12 1 (1 
1 (2 1 n ~12=; 6 - 12> - rr> 

.l. 
c.M-><#> 

1 (253) e fil> • 292824 b b I44 

aproximaci6n) • 

Ficha No.·2. 

Con el resultado de la f6rmula C.· l calcu.la las apr~ 

xirnaciones al área bajo la funci6n f(x) = x 2 , en el interva­

lo [ 0,1 J para las sis;uientes subdivisiones: 
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n = 15, n = 17, n ~ 20 y n = 50 y con· los resultados ob-

tenidos llena·· el. siguiente cuadro. 

Particiones Aproximaciones al Are a 

n A. 
n . 

n = 3 • 185185 

n = 6 .254629 

n = 12 

n = 15 

n = 17 

n = 20 

n = 5 

. . 

. -· . . 
n = "' '? 

214 



De la ficha anterior puedes observar que a n 

le podemos dar di.ferentes valores (como 1,000; l; 000,000-

6 10 20 
; etc. 1 y entre mas grande· sea este valor más nos -

hacercamos al área deseada, entonces para esto decimos 

que n tiende a inzinito y lo escribimos como: n ~ 

Ahora bien, analizando la f6rmula (1} con la cual 

obtenemos el área para cualquier partici6n, veamos que su­

cede cuando la partición es suficientemente grande, esto 

es cuando n -> Para esto es necesario primero observar 

que pasa con la fracci6n l/n que interviene en este f6rmu­

la, veamos el siguiente cuadro. 

Valores de n .1/n 

1 ·1 

2 ·1/2 

3 1/3 

4 1/4 

100 1/100 

1000. 1/1000 
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Exactamente, cuando n ~bservamos que ~ es 

cada vez más pequeño, 1 casi cero, esto es n .... o ; esto lo 

decimos como sigue: "Cuando n 

"y el limite de la sucesi6n 1 
n 

la sucesi6n 

cuando n 

Ahora en la fórmula (_1} hagamos tender n 

! } _... O'.JU 

n 

es cero". 

esto se 

rá el limite de n , lo cuál nos dará el área real de la 

curva, esto se escribe como: 

lim 
n+co 

lim 
n+"' 

[ }c1 - ~> c2 !¡] 
n- * 

= } (1 - O) (2 - O) Ípor ~e lím ! = o) 
l: n~n 

= • 333. • • • .1\rea A 

*El desarrollo formal de este lfmite es el siguiente~ 

l:f.m 1 
n+«> 6 

(1 - !u2 n 
!¡ 
n 

l:ím ! lfm !¡ U'.m- (2 -(l -
n-"" 6 n+«> n 

n-""' 

1 l:ím ~] [ lím 
n-t«> n-+eo 

1 - G (1 - O) (2 01 

} (11 (2) 

.333 

1 
ñ>-

2 - l:f.m 
n-+= 

~J 

Pero 'este desarrollo está sujeto a una serie de resultados importantes 
sobre el o::ino=pto de límite de sucesiones, el cual no es nuestro obje­
tivo en este curso. 
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Por lo tRntq, podemos decir que; 

l:Lm 
n-+oo 

n-1 

~n J.:Lm A 
n-+"" 

donde E a(Rkl es la suma de las áreas de los rectángulos, 
k=l 

para n subdivisiones del dominio de la función. 

También introduciremos la notación; 

f. 1 f (x! A 
n 

Donde el símbolo f~fCxl significa el área bajo -

la curva f(x) en el intervalo [a,1]. 

En este caso particular f C.xl x 2 

r~ x
2

. ,333 

NOTA: El s:Lmbolo ! para integral fué introducido por 
Leibnitz en 1675, esta S alragada en esta notación, 
representa· la suma de las áreas de todos los posi -
bles_ rectángulos cuando la partición es infinita. 
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Ahora nos aproximaH'.'<1\ll'> al ·área bajo la .función -

f (x) = x 2 en el intervalo [ O, 1 J , tawbién con 4 aprox!_ 

maciones pero ahora construyendo rectángulos superiores; 

y a la suma de ésta le llamaremos Area Superior y la de 

Primera Aproximación 

Construyamos la gráfica de la funci6n f (x) = x 2 

dividamos el intervalo [ 0,1] en tres partes iguales y 

construyamos los rectángulos que se formen por arriba de 

la grafica. 

.rt~) 

J 
% 

Yq 

o 1 2 1 "3" "3" 
)I' 

Figura 5 
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Cal cu leme;> s. el áre<1 de ca, da, U!lO de estos rect~n-

gulas; 

Base Altura Are a 

' l tj1 2 =·· ~(.!¡ 2 1 1 2 1 12 R1 3 AR1 3 3· "3"(121 F 

1 ., 2 
~<?> 2 ~(~) 1 22 R2 "3" C3l.2 AR2 F 

-R3 
1 (~) 2 !:e~> 2 1 3 2 1 32 
3 AR3 3 3 3(3T) F 

Sumemos el área de Ri, R2 y·R3 para obtener el -

área de la regi6n sombreada de la Figura 5 que llamaremos 

área superior y la denotaremos por A3 • 

..¡.. [ 14 J 
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Ficha No;3' 

Realiza las otras 3 aproximaciones A., A12 y An 

análogas a las hechas en las áreas inferiores ~·, ~12 .y 

~-

Taller. No.·2 

Objetivo: Es que el alumno verifique visualmen-

te que a medida que se hacen mas subdivisíones en el inteE 

vale [O, l J ~ , el área superior se aproxima a el área 

Real de la Región. 

Material: El mismo del No. 2 

Instrucciones: 

1. En tu base dibuja la parábola f (x). x2 
' 

2. Recorta en papel lustre de otro color los 6 rectangu 

los de la 2a. aproximación y pegálos en tu base. 
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3. Recorta en papel lustre de otro color los 6 rectángu -

los de la 2a. aproximación y pegálos encima de los an-

teriores. 

4. Recar.ta en papel lustre de otro color diferente los 12 

rectángulos· de la 3a, aproximación y pegálos encima de 

los anteriores. 

S. Recorta en el papel lustre restante, la región bajo la 

curva f Cxl = x 2 en el intervalo [O,! J y pegálo sobre 

los rectángulos del paso 4. 

6. ¿Qué observas? 

Exactamente, a medida.que realizamos más subdivisiones 

en el intervalo [ (¡, ~ J I el área SUperiOr Se aproxima a el 

área de la región narnaja de la figura 4, por lo que pode-

rnos afirmar que: 

1l i\i ~ A ~ ~ 

y 

2)_ lim ·A l'irn An A ¡1 
n .... -D.. f(xl dx = n-+00 o 
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En donde en este caso f(x) x 2 

Ahora calcularemos el área bajo la funci6n 

f(x) = 2x 2 en el interval·o [O, 1) empleando las 4 aproxim~ 

cienes vistas anteriormente. 

Primera Aproximaci6n: 

Grafiquemos la funci6n f(x) = 2x 2 , dividamos el -

intervalo [0,1~ en 3 partes iguales y construyamos los rec-

tángulos inferiores. 

1/3 2/3 1 

Calculemos el área de cada uno de los rectángulos: 

Base Altura Are a 

2 (~) 2 !c2 c!i 2
> 

1 1 2 

R1 1/3 
.;> AR 3 3 

"3" ( 2 ('3'2"") ) 

1 
2. '3"3 12 
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.J. . 
3 2 C.jl. 2 ,l\,~2 = c..}>- (_2 (_~)_ 2 l. 

Ahora sumemos las áreas de los rectángulos para 

obtener el área inferior ~' 

-A_3=2;-l •1 2 +2 l ·2 2 

33 33 

2 [~] 

2 (..185185 •• .-)._ 

F:i.cha No. l/ .· 

Calcula la segunda aproximación· ~· y tercera apr!?. 

ximaci6n A12 en [ O, 1 J de la funci6n f (.x) 2x 2 • 
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Cuarta Aproximación. 

Ahora dividiremos el int.ervalo [O, 1 J en n -

partes iguales· y constru\remos los rectángulos inferiores 

que se forman bajo la funci6n 

H."-) 

o 1 
n 

2 
n 

-3 
n 

. 4 
n 

224 

f(xl = 2x 2
• 

z 
\:. 2.X 

·n-~ 
• • • •' • • •' •. -n- 1 



los 

R1 

R2 

R, 

R n-1 

que 

Calculemos 

se forman: 

Base 

1 
n 

1 
2 

1 
n 

1 
n 

el área 

Altura 

2 c!.i 2 

n 

2 c3.i .2 

n 

2(~)2 
n 

2 (n-1) 
n 

225 

de cada uno de los rectángu-

Ar ea 

c!.i 2 c!.i 2 1 1 2 

2.-1:....1 2 A = rl" 2 <n>-l R1 n n n3 

c!.i 2 c3.i 2 1 2 2 
2. __!__. 2 2 

AR2 n n n· 2(n,l n3 

ARz c!.i 2 <~> 2 1 3 2 
2· __!__. 3 2 n n ñ. 2 <ñTl 

n3 



Ahora sumemos estas áreas para calcular el área 

total de todos los rectángulos A -n 

n-1 
E aRk 
k=i 

2 (2:_) ((n - l) (n) ~2n - ll¡ 
n 3 b 

~) (2 
n 

~) 
n 

Donde como recordarás, esta f6rmula nos es 6til 

para cualquier n particiones del dominio de la funci6n; 

y además recordando también que si n + oo, entonces {~} +O 
n 

tendremos que el área A bajo f (x} = 2x 2 en [o, L J esta -

dada por: 
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l.im 
n+"" 

n-1 
E at}._ 

'k=l 

! 1 2xz 
o 

Ficha No.S 

lim 
ri-+co 

2 (~(1 lim 
n+oo 

2 '*l (1) (2) 

2 (~) 
6 2 c!i 3 

2(.333 ••• ) 

.666 ••• 

• 666 •.• 

A 

!.¡ !¡ (2 -n n 
+ ..¡. 
o o 

1. Cal.cul.ar el área bajo l.a curva en el. intervalo [ O, l. ] 

de las siguientes funciones: 
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a) f Cxl 

b) f(x) 

c} f (xl 

2. ¿Qué relaci6n hay entre el área bajo la curva de. 

f(x) = x 2 y f(x} = 2x 2 ?. 

3. ¿Qué relaci6n hay entre el área bajo la curva de 

f(x) = x 2 y 

4. ¿Qué relaci6n hay entre el área bajo la cu;i:va de -

f(x) = x 2 y f(x) = 4x2 ? 

Como te habrás dado cuenta en la ficha anterior,. el 

el área bajo la curva de 2x.2 es el doble de x 2 , la de 

3x 2 es el triple de x 2 y as~ sucesivamente pov lo que -

podemos concluir que: 

entonces: 

¡1 
o cx 2 c ¡1 

o 

si f(x) = cx 2 (c = 1,2,3, ••• n .•. ) 

c constante 
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e o Ne L u s I o N E"S 

El. cál.cul.o del área bajo una funci6n f(x) = ax 2 

en el. interval.o [ ó 1 ! ] , se puede real. izar por el.. método 

de aproximaciones sucesivas; que consiste en hacer parti­

ciones del. interval.o, cada vez más finas, hasta casi ha -

cer infinito el. narnero de éstas. 

Estas particiones determinan rectángulos cuyas -

bases miden ~ y su al.tura está determinada por l.a funci6n. 

Al.gebráicamente podernos ll.egar a encontrar una -

f6rmul.a que nos permita ca1cul.ar el. área bajo la funci6n­

para cual.quier partición n del. interval.o y el área real. 

l.a encontraremos haciendo n + m y sabiendo que en este -

caso l.a sucesi6n {!.} + o. 
.n 

Pero ¿qué pasa si cambiamos de interval.o o de -

función? nos seguirá sirviendo él. método de aproxirnacio-

nes sucesivas?. 
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CALCULO DEL AREA BAJO UNA FUNCION EN r a, b] 

En esta sección trataremos de encontrar el área 

bajo una curva f (x) en cualquier intervalo [ a, b J . utili­

zando· también el método de aproximaciones suvesivas. 

Para esto ernpec.mios por analizar la funci6n 

f(x) = x 2 
, calculando el área bajo esta función en el in 

tervalo [ 1, 2 J. 

Graficando tene~os: 

1. 

X 

o 

Figura 9 
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Primera Aproximación. 

l. Dividir el intervalo [ 1, 2] en tres partes iguales y 

dibujar los rectángulos que se forman por debajo de la 

curva (¿Cuántos son?) contenidos en la regi6n sombrea 

da A de la figura 9 • 

.PCit) 
f(x) :x:2 

« 

~ 

""' .l 

X 

1 2 

Figura 10 
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2., Debemos ca,J.cul.a,r el. ~rea de R1, R2 y R3 pa,ra, lo cual 

calcularemos las bases y las al.turas de los rect<'l.ng.!!_ 

los llenando el siguiente cuadro: 

Base Al.tura Are a 

R1 1 12 1 . 12 
3 3 

R2 1 
(l. + 112 1 (1 + .!.¡ 2 ·1 (3 1)2 3 :r 3 3 TT + 

R3 1 (1 + 2¡ 2 1(1 2) 2 1 2) 2 :r '3" :r + '3" :µ-< 3 + 

3. Sumemos al área de R1 , Rz y R3 para obtener el. área -

de la regi6n sombreada de la figura 10. 

3 

2: ~ = i·. 1 + }.- (3 + 1) 2 + ..¡.. (3 + 2) 
2 

k.=1 

= i + .¡.. [ (3 + 1) 2 + (_3 + 2} 2 J 

= ~ + ~ [ 16 + 25 J 

1 1 . '• 1 . 41 = 3 + 33 C41l = ·r + '7:1 = i.0510515 
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donde l: 
k.=1 

es igu~l a l~ sum~ de las ~re~s de los 

rect~ngulos· Ri , R2 y· Rs • 

4. se·a: A el li.rea que se desea encontrar, entonces~ · 

A~ As = 1.8518515 

Segunda Aproximaci6n. 

1. Dividamos el intervalo [1,2 J en seis partes iguales; 

dibujemos los rectángulos que se forman por debajo de 

la curva. 

.,.---- f (x l 

a 1 IY. IV~ lt;, I~ 1~ ... 'l 
X 

Figura 11 
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2.. Ca,lculemos el. ~rea, de R1 , . .R2 1 • • , r J'ls ¡::orno se mues -

tra en el siguiente cuadro; 

. . . . . . Base. . . _.AJ.tura . 
... ·Al:'ea·· 

R1 
-1 12 ·1 . 12 

b 6 

Rz 1· (l.. +·-~12 1 (6 + 1)2 1 1>2 ¡;- b 62 = p- (6 + 

R3 
1 (1 + 2>2 1 (6 + 2)2 1 (6 + 2)2 6 b ¡; 6i = 1)0 

1 {_1 + ~)2 1 (6 + 3) 2 
= 1 (6 + 3)2 

. '.R~ 6 6 6 62 b3 

. Rs 1 (1 + 4)2 1 (6 + 4)2 1 (6 + 4) 2 
6 b 6 62 = 6T 

. Rs 
1 (1 + 5) 2 1 (6 + s>2 1 (6 + 5)2 b b b 62 "'63 

-· 
. . . .•. . .. 
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Ca1cu1emas. ~· = t. a,~ 
k.= i . 

regi6n sombreada, de 1a figura 1l. 

6 

l:' al\;;-} •. 1+~(6+1). 2 + ~ (6 + 2)2+.,.+ ~ (6 + 5) 2 

k.=1 

= ~ • 1 + ~ [ (_6 + 1) 2 + (6 + 2) 2 + ••• -·-+ ~6 + 5) 2 J 

. 1 1 
= 6 + G3 [ 72 + 82 + • • • + 112 J 

n 
Como E. k 2 

k=I 

11 11 

n (n + 1) (2n + 1) 
6 

E k 2 = ¿· k 2 - E k 2 (ll) (12)'{23) .: fJ (.7)"(13) 
6 it k.=7 k=1 k=1 

3036 
= -6- - 91 

= 506 - 91 

415 

i~v-.~ ...._b& q.u... : 
1 ' - 1 - 1 + 415 ..:. 36 + 415 . '451 

. ~· = b + 2I6 {415) - b 2Ib - 216 = ~ + 2.0879629 
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4. Entonces 2.,0879629 ~: )\3 

donde·!!s es. igual al á,rea inferior de la segunda apr2. 

xirnaci6n con sus subdivisiones. 

• ~3 es igual a el área inferior de la primrera aprox.:!:_ 

maci6n con tres subdivisiones. 

A es el área total de la región, 

Tercera, AprQXirna·ci6n, 

l. Ahora dividamos el .intervalo [ 1, 2 J en 12 partes 

iguales; dibujando los r_ectángulos que se forman por 

debajo de la curva. 

Í Consiru~e./a/ 
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2. Calculemos e.l área de R1 , 1\2 1 R3 
•• , •• •., R12 

3. 

Base 
. . . 

R1 1. 
rr 

R2 
1. 

.12 

R3 
1.· 

rr . . . . . . . . 
R12 1. 

1.2 

calculemos ~12 

Altura ' .. ··Area . . . . . 

1. 2 . 
•,· 1 .12 

12 
. 

(1. + ...!.i 2 1 (1.2 + 1.) 2 
= (1.~)3(12 + 1.)2 1.2 1.2 • (12) 2 

(1 + 2 2· 1. . 'cl.2+ 2)2 1. 2)2 rr> rr (12) a: = 1f2T3(12 + 

. . . . 

(1 + 1.1.) 2 
1. (1.2 + 11) 2 1 1.1)2 1.2 

. 
(12) 2 = J:23 (12 + rr 

. . . . ' ... 

1"2' 

E ;,R. para obtener el área de la regi6n 
k.=l --K 

sombreada de la figura 'l'-'e c.ovis"lrui'.:de.. 

12 

~12 ~~ ~ = 1~ 1
2 

+ (1~)3 (12 + 1.)
2 + -rÍ2P (12 + 2)

2 + ••• + *,ú2 + ll 

12. + -~ [ (1.2 + .11 2 + (12 + 21 2 + ••• + (12 + 11) 2 J 
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4. 

.. .1 - 1 = 12 + "02f• .[ (J.31 2 + (J.41-z + •' ,+_ U31-z J 

n CbrrOº ¡; k.2 ...:. n (n '+ ·11 (2n + 1} 
.k=l - 6 

·.'} . 
t. k2 =E .k2 _E' k2 ...:. ·(23) (24) (47) · ·(12) (13) (25) 

k=1s k=l k=l - 6 - 6 

23 23 l2 

E"'-\ov..c«..'B.. ·. 
"l .. ·1 ~12 = rr + lTI'f• [ 3674 J 

- 25944 3900 22044 - -6- - -¡;-- =---¡,-- = 3674 

1 . 1 1 . '3674 . '144 + 3674 3818 ~12 . = rr +. I721í [ 3674 J = rr + rn = 1728 = ·I72'S' = 2 .2094901 

Entonces A '2: ~1 2 ?:.' !!s ?:: ~3 
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Cuarta·Aproximaci6n, 

1, Ahora dividamos el intervalo· [1 1 2 J en n partes 

iguales; dibujando los rectángulos que se forman deba 

jo de la cruva. 

f (x) 

4 

~ 
l 

• ¡r., 1v., ¡..;;. X 
o 1· 2 

Figura 13 
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2. Calculemos el áre9 de R1, R2, R3,., •• Rn como se mues­

tra en el siguiente cuadro: 

R1 

3. 

Base 

1 
n 

1 
n 

1 
n 

1 
n 

Al.tura 

(l + !i 2 = (n + 1) 2 . 
n n 

(l + ~) 2 = (n + 2) 2 
n n 

(1 + !:)2 = en + n) 2 
n n 

n. 

Area 

! . 1 
n 

1 (n + 1) 2 
_ 1 ( · + ll 2 n --nz-- - Il3 n 

.!_(n + n) 2 = ! (n + n>2 
n n2 n3 

Calculemos A -n I:. · a~ para obtener el área de la 
k= l 

región sombreada en la figura 13. 

A -n 
n 1 · 1 1 1 2 
I:. aR = - + - 3 (n + 11 2 + - (n + 2} 2 -i- ••• + n-3 (n + nl 

k=i -x n n n2 

1 + 1 e· (n ·+ 1¡ z +. (n + 2) 2 + •• ~ + (n + n) 2 J = :n n3 
-----/n 

r en+ kl 2 

k.= 1 

240 

* 



Aplicando las ~ropiedades de las súmas abreviadas vistas 

anteriormente tenernos: 

n 
¿ (n + kl 2 

k=l 

n 
¿ (ri2 + 2nk + k2)= 

k=l 

n 
¿ n2 + 

k=l 

n n 
¿ 2nk + r: k2 

k=i k=r 

= n3 + 2n ~ k + n(n + ll (2n + 1) 
k= 1 6 

= n3 + 2n (n(n + 1>, + n(n + 1) (2n + ll, •••• * 

Sustituyendo *1 en *tenemos: 

1 1 ·r-_.n3 + n 2 (n + l) + n(n + 1) (2n + ll] 
n + n3 1 

_ 1 + n 3 + ¡;(2 (n + 1) + n (n + 1) (2n + 1) 
-n nr. ~~ 6n• 

= .! + 1 + n + 1 + (n + 1) (2n + l} 
n n 6n2 

= ~+ 1·+ 1 +~+~en~ 1. 2n ~ 1] 

= 2 + ~ + i [ (1 + k> (2 + k> J ... .. . . ...... ,. 
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4. Si tomamos n suficientemente grande (n + m) tendremos 

y sabiendo· que si n + m en 

tonces {!} + O en ** tendremos: 
n 

2 + ~ [ (1). (2) J 2 + 2 
b 

7 
b 

7 
3 2.33 

el área bajo J.a curva en [1,2] es A 2.533 

Ficha No.· .1_· 

Rea1iza J.as tres primeras 'aproximaciones para encon-

trar una aproximación a1 área de f(x) = x 2 pero ahora en e1 -

intervalo [ 2, 3 J . 

Habiendo rea1izado tu ficha anterior pasaremos ahora 

a efectuar la cuarta y ll1tirna aproximaci6n. 

1. Dividamos e1 interva1o [ 2, 3 J en n partes igua1es y dibu-' 

jemos los rectángu1os inscritos que se forman. 

/ c., .... .,.-h.,.9e./o s / 
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2. Ca1cu1emos e1 área de R1, •••••• ,l\i para lo cual 11enamos 

nuestro cuadro: 

Base 

1 
n 

1 
ñ 

1 
ñ 

1 
n 

n 

Altura 

(2 + ~) 2 = (2n + 1) 2 
n n 

(2 + ~) 2 = (2n + 2) 2 
n n 

(2 + ~) 2 = (2n + n) 2 
n n . 

Area 

! . 4 = ! 
n n 

1 • ,2n + 1¡ 
2 
= ! (2n + 1) 2 

ñ ' nz n, 

1 • (2n + 2) 2 = 1 (2n + 2¡2 
ñ -nr- ñ3 

1 c2n + n) = ! (2n + n) 2 
nz nJ n 

3. calculerros ~ = E ~ para obtener el área de la regi6n som-
k=l 

breada de la figura 14. 

n 
~n = i:: aRk 

k= l 

4 + 1 
n jlJ 

4 1 1 2 
ñ + n3 (2n + 1) 2 + ••• + ñ3(2n + n) 

[ (2n + 11 2 +n ••• · •• + (2n· '+-'nl.2 J """"** 

i:: ·c.2n + kl_ 2 

k=l 

Aplicando nuevamente 1as propiedades de sumas abreviadas 

tenemos: 

n 2 n n n n 
E {2n + kl E (4n 2 + 4rtk + k 2 }_= E 4n2 + ¿ 4nk + ¿ k 2 

k= l k;= 1 k= l k= l k= l 

= 4n 3 + 4n ~ k + n(n + 1) (2n + 1) 
k=l 6 
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4. 

4n 3 + ~··n • n(n + 1)+ n(n + 1) (2n + 1) * ,. t 6 • • • • • l 

Sustituyendo * 1 en * tenemos: 

~ 
4 + 1 [ 4n3 + 2n' C.n + 1) + n(n + 1) (2n + 1) J n n' 

4 + 4n 3 
+ 2v{ 2 (n + 1) +· n (n +· 1) (2n + 1) 

n ñT n3n n 

!+ 4 + 
2·cn· + 1)+ 1 n ·en + 11. 'c2n + li 

n n b n n n 

~ + 4 + 2 ( 1 + k> + ~(1) (1 +" k> (2 + !1 
n 

Si tornarnos n suficientemente grande (n + ~ ent. 

obtenemos: 

An 4 + 2 + ~(1) (2)_ 
1 

.4 + 2 + 3 

A 6.333 
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f(ie) 

Hasta aqui hemos trabaja dos en los intervalos [ 1, 2 J y. 

[ 2, 3 J , veamos ahora que sucede en el intervalo [a ,a + 1 J ; 
y para esto trabajaremos 11nicamente con la cuarta aproxima -­

ci6n. 

1. Considera un intervalo arbitrario en la gráfica de f (x) = x 2 

IC. 

al que expresaremos como [ a,a + 1 J en donde la distan -

cia entre a y a + 1 es la unidad; divide este intervalo en 

n pa.rtes iguales y traza los rectángulos inscritos a la gr~ 

fica. 
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2. Calculemos el área de R1,R2, ••••• ,~n llenando nuestro cua 

dro respectivo. 

Base Altura Area ..... 

R1 1 ª2 ~ ª2 = ª2 
ñ n n2 . 

R2 1 (a + !¡ 2 = (na+ 1{ 1 {na+ 1) 2_ 1 
{na + 1) 2 

ñ n n ñ - ñ"3 

R3 
1 (a + ~12 = (na+ 1{ 1. (na+ 2)2_ 1.. 

{na+ 2)2 
ñ - ---nr- - ñ"3 n n n 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 
!\,_ 

1. (a + n-1) 2={na +n-1 2 1 {na+ n-1)
2 

= 1. (na+ n- -¡ 2 - n ) -n n n n4 ñ"3 l 

n 
3. Calculemos An = E aRk para obtener el área de la región ~--~ .... 

k=l 

a... de la figura. 

n 
E aRk 

k=l 
+ ~3 c1\a + 1) 2 + + .:!:. (na + n -.'.\ ) 2 

n3 . 

a 2
· 1 2 J 

ñ2 + n3 [ (na + 1) 2 + (na + 2) 2 + ••••• + (na + n·- J ) - -

n 
E (na+ k) 2 

k=1 
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n-1 
Nuevamente ca1cu1emos cuanto va1e i: (na+ k) 2 ap1icando 1as 

k=l 

propiedades de sumas abreviadas. 

n-1 n-1 
E (na+ k) 2 =E (n 2a 2 + 2nak + k 2 ) 

k=l k=l 

n-1 
= E 

k=l 

n-1 
n 2a 2 + 2na i: 

k=l 

n-1 
k + E 

k=l 

nsa2 + -¡- .ann __ -(_n_~_1l + n(n ·-·· 11 (2n· -· 1) •••••• *
1 i 

sustituyendo *1 en * obtenemos: 

n 
E aRk 

k=l 
+ ~3 [nsa2 + an2(n - 1) + n(n 

a 2 ;í3 a 2 an2 (n - 1) + n(n - 1) (2n - 1) 
= n2 + ~ + n' 6n3 

a 2 2 + a (n 1) + 1 n (n - 1) (2n - 1) 
=ñ2+a n "bn -n-- n 

ª2 + ª2 + ·a (1 - ~) + 1 (.1) 
·1 !¡ = ñ2 n b c1 - n> c2 n 

ª2 
+ ª2 (1 - !¡ + 1 (1 - !i (2 

. 1 
= ñ2 +a - ñ) n b n 
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4. Tornando n suficientemente grande (n + 

obtenernos: 
1 ª2 + a + 3 

A = a 2 + a + 1 
~ 

{!} -+ O) 
n 

Vamos ahora a aplicar ésta f6rrnula a los intervalos 

[ 1, 2 J y [ 2, 3 J para verificar que nos da los rnisr.ios resul­

tados obtenidos anteriormente. 

Tornando . [ .1, 2 J donde la g toma el valor de 1, por 

1o que el área de f(xl x 2 en el intervalo [ 1, 2 J será 

igual a: 

a 2 + a + ~ = 1 2 + 1 + } = 1 + 1 + ~ = 2x j = 2. 33 

1o cual coincide con el valor encontrado usando las cuatro -

aproximaciones. 

Ahora veamos cual es el valor del área en el inter-

valo [ 2 , 3 J , donde a = 2 , por lo que: 

a 2 +a+}= ~2 + 2 +} = 4 + 2 + ~ ".' 6 ~ = 6.333 
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el cual coincide nuevamente con el calculado anteriormente -

empleando aproximaciones. 

Ficha i 2.. 

Calcula el. iirea bajo l.a curva f(x). 

tes intervalos: 

al [3,4] .bl [4,;;J el [s,6] 
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x 2 en los siguie~ 

d) [ 6, 7 J e) [7,8]" 



e o N e L u s I o N E s 

'· La f6rmul.a para calcular el. área en un interva-

lo cual.esquiera, siempre y cuando se cumpla l.a condici6n de 

que la distancia entre sus extremos sea igual. a la unidad es 

a2 + a. + ~· (-.e..<»..,,...\..,._ q.ue. \.~t._._...,.,.: J... "-'> ~(x): X~ ) . 

a + 1 
Por"l.o que podemos decir que¡· x 2 

a 
al- + a + } 

Pero que pasar~a si tomarnos un intervalo [ a,b] 

cual.esquiera, por ejemplo [ 2, 4 J , [ 1, 4 J ' etc. e.sto lo ve re 

mos en el cál.cul.o del. área b.ajo f (x) en [ a, b J . 
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Analicemos nuestra función f(x) = x 2 y calculemos el 

área bajo la curva por el método de aproximaciones pero toman 

do ahora el [2,4]. 

Primera Aproximación 

1. Dividamos el intervalo [ 2,4 J en tres partes iguales, di­

bujamos los rectángulos inscritos e indiquemos donde se lo 

calizan tales divisiones en el "eje de las "x". (dominio -

de la funci6n·l.. 

Dividamos cada unidad en el eje de las "x" en tercios •. 

'" 
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¿Donde se encuentran localizadas la primera y la segunda di-

visi6n?. 

Exactamente, en ~y ~ 

que nos surge es: ¿C6mo 

datos conoc~dos?. 

respectivamente; ahora la pregunta 
8 10 podemos obtener 3 y 3 a partir de 

Buano sabemos que el intervalo lo dividimos en tres partes 

iguales y que los extremos del intervalo son 2 y 4. 

Recordemos como trabajamos en el intervalo [ a,a + 1 ]; 

para obtener la la, 2a, 3a etc., divisiones, seguimos la re­

~ etc~, respectivamente y sabia gla·: a + 1 
ñ' 

2 
a+ ñ' a + n 

mos que la distancia entre los extremos era a + l - a= l' 

¿Cuál será la distancia entre los extremos del inter-

vale [ 2, 4 J ? muy bien 4 - 2 = 2. 

por lo que la ·:1~:.y. 2a divisi6n las podemos expresar como si-

gue: 

1~;2 
1 2 2 8 + -:r (_2)_ + 3 3 

2~ 2 + ~(2) 2 + 
4 10 

3 -:r 3 
t t t 
* ** *** 
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donde: * Es el n~mero o primer extremo del intervalo. 

**Una fracci6n cuyo denominador va aumentando de uno 

en uno; y su denominador indica el n~ero de partes 

en que dividamos la unidad. 

***Es la diferencia entre los extremos del intervalo. 

Ahora bien ¿como expresar.t.as la. f6rmula. para encontrar la la, 

2a, 3a etc. divisiones en el intervalo [ a,b J por·ejemplo -

cuando se ha dividido en 6 partes? 

a +·~ (b - al desde k 1, 2, ••• 

¿C6mo expresar.tas las divisiones en el intervalo [ a·,b] que 

se ha dividio en 12 partes? 

k 
ª +.12 (b - a)_ desde k = 1 • , • , · 

Generalicemos la f6rmula anterior cuando el intervalo [ a, b ] 

se divide en n partes iguales como: 

a + ~(.b - a)_ desde k 1 
n 
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2. Calculemos el área de los tres rectángulos formados. 

2 b - a Observa que las bases ahora valen 3 cada una o sea ~-n~- • 

Base . Altura 1\rea 

Ri 
2 22 2 . 22 8 
3 3 =1"" 

2 1 
21 2 (6 ; 2) 

2 2 (6 + 2) 2 2 (6 + 2) 2 Rz ~ (2 + 1"". = ~. ~ = 33 ., 

R3. 2 (2 + ~. 2).. 2 = <61 4¡ 2 2 . (6 + 4)2 2 (6 + 4) 2 
3 3 ~ ~ =y 

3 

3. Calculemos A, = E aRk. para obtener el área de la, región 
k=l 

Sóffl\':>coc.Ju...de 1a figura # 1 

A, = E aRk = ~ + ~3 '(6 + 2) 2 + ~3 (6 + 4) 2 

k=1 

= ~ + i,- [ 164 J 

-
8 + 328 - 14.8148148 - 3 21-

4. Por lo que A ~ A, 14.8148 
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Segunda Aproximación. 

Dividamos el Interval.o [ 2, 4 J en sus partes iguales; dibu -

jemes los rectángulos inscritos que se forman por debajo de 

la curva. 
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2. Calculemos las áreas de R 1 ,R2, •••• ,R6 

Base. Altura Area 

Ri 
b-a_2 2 22 8 
-6--6 22 b. =b 

2 ·1 2)2 (12 + 2)2 2(12 + 2) 2 2 (12 + 2) 2 Rz 6 (2 + b. = ---¡;--- b~ = °b3 

R3 
2 2 2)2 (12 + 6)2 2(12 + 4) 2 2_ 

(12 + 4)2 6 (~ + 6. = --6- 6_6_2_ = 63 

2 
(2 + -i . (12 + 6) 2 2(12 + 6)2 2 (12 + 6)2 

R, 
6 

2)2 = ~ íl-OZ-
= -¡;-. 

. . . . . 
. . . . 
. . . . 

Rs 
2 . (2 + % . 2)2 (12 + 10¡2 2(12 + 10>2 _ 2 (12 + 10) 2 

6 = ¡; 6 ¡;~ - E)3 
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3. Calculemos A6 = E para encontrar una aproximaci6n al 
k=l 

área de La regi6ns..omb•u.L...de l.a figura 

~s = E = ~ + ~3 (12 + 2) 2 + i-3 (12 + 4) 2 + i-3 (12 + 6) 2 + ••• + ~3 (12 + 10) 2 

Jc=l 

= ~+ i3 [ (12 + 2) 2 + (12 + 4) 2 + (12 + 6) 2 + ••• +(12 + 10) 2
] 

= ~+ ~3 [ (2.7) 2 + (2.8) 2 + (2.9) 2 + ••• + (2.11) 2
] 

= ~ + ~3 [ 22.72 + 22.02 + 22.92 + + 22 (11) 2 J 

= ~ + ~3 [ 22 (72 + 92 + 92 + ••. + . 11) 2 J ---....._..---

ll 

Calculemos E k 2 

k=i 

11 

11 
I: k 2 

- E k 2 

k=1 k=l 

11 (12) (23) 
6 

f3 ( 7) ( 12) 
% 

30 36 - 91 = 506 - 91 = 415 * --i;-- • • • • l 
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Sustituyendo *i en * tenernos: 

~6 ~ + ?3 [ 4 (415) J 

8 2 
6 + 216 (16601 

B 
b + 15. 370 16.703 

4. Por 1.o que: A ~· ~6 ~ !!_3 

.\ 

Tercera Aproximación 

1. Dividamos el interval.o [ 2, 4 J en doce pártes iguales· y 

dibujemos 1.os rectángul.os insc~itos indicando el val.or 

de cada una de las subdivisiones. 

,, 
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2. Cal.cul.emos el área de los doce rectángulos. 

Base Altura Are a 

b-a 2 22 2 22 2 8 
R1 12 =n TI. =TI. 4 = TI 

2 2· 2)2 (24 i2 2) 
2 2 (24 + 2) 2 2 

(24 + 2) 2 R2 rr c2 +TI. = n· ----rIZfT =u; 

2 2 2)2 (24 + 4) 2 2 (24 + 4) 2 2 (24 + 4)2 
Rs rr (2 +n· = -rr-- n {I2}T = (I2) 3 = 

. . . . 
.. . .. . . . 
. . . . 

2 (2 + 11 
. 2 

2 (24 + 22) 2 2 
R12 . 2) 2 = (24 + 22) (23 + 22) 2 

12 TI (12) 2. TI (I:!) 2 = (TI°)• 

12 

3. Encontremos ahoras ~12 ¿ aP.k 
k=1 

12 

A_1 2 8 2 · 2 2 ¡ 2 2 ( 4 22 )2 · 
= ¿ aRk = 12 +(12>3 (24 + 2). + (I213 (24 + 4 + ••• + (12)3 2 + = 

k=l 

ii+ nii· [ (24 + 2)..2 + (24 + 4) 2 + ••• + ~24 + 22)
2

] 

1~ + oir· [ (26) 2 + (28) 2 + ••• + (46) 2 J . 

jk + {T~P [ (2.13) 2 + (2.14) 2 + ••• + (2.23l 2 ] 
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. 8 2 
rr + CIZIª [ 2

2 
• t131 2 + 2 2 

• ti41" + ••• + 2 2 c23> 2 J 
.. 8 .. 2 

= rr+ {l21.ª [ c13>" + c141 2 + •• ~+ {23i"J 

.~ 

23 12 

Pe.ro'saberros que E k 2 =E k 2 
- E k 2 

k=l3 k=l k=l 

(23) (24) (47) 
6 

(12) (13) (25) 
6 

4324 - 650 = 367.4 ••••• *1 

Sustituyendo * 1 en * obtenernos: 

~2 .lz + dTra [ 4 (3674) J 

-b + ~ {14696) 

8 T2 + 17.00925926 .1.7.675925 - ~12 

4. De donde A ~ ~12 ~ ~· :;,· ~s 
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Cuarta A~roximaci6n. 

1. Dividamos el intervalo [ 2, 4 ] en n partes iguales, dib);! 

jando los rectángulos i~scritos indicando la localizaci6n 

de algunas de las subdivisiones. 

\2. 

2. 

6 

261 



2. Calculemos el área de los rectángulós R 1 

Base 

R2 
2 
n (2 + !. 

n 

Ra 
2 
n (2 + ~ 

n 

. . . 

. . . 

. . . 
l\i 

2 
n 

n 

Altura 

. 2}2 = 

. 2)_ 2 = 

(2n + 2) 2 
n 

c2n·+ 4> 2 
n 

. 

. 

. 

2 • (2n + 2)
2 

- 2 (2n + 2)2 n --nr- - n• 

~(2n + 2 (n-1) )2 =~ (2n+2 (n-1) )2 
n nz n 

3. Obtengamos ~ E aRk 
k=-1 

n 8 2 2 2 
An = E aRk = - + - 3 (2n + 2).2 --F - 3 (2n + 4)2 + + - (2n + 2 (n -1)) 2 

k=l n n n -- • •. nª 

= !!.+ ~ [ (2n + 2) 2 + (2n + 4) 2 + ••• + (2n +. 2(n - 1)) 2 ]= * n n2 

n-i 
¿ (2n + 2k) 2 

k=1 

n-1 
4 E (n + ki 2 

k=1 
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Ap1icando 1as propiedades de sumas abreviadas obtengamos: 

n-1 
4 E 

k=1 

n-1 
(n + kl_z = 4 E (n z + 2nk + k 2 l 

k=l 

n-1 n-1 n-1 
4 ( E . n 2 + I: 2nk + E k 2 

l=1 l=1 k=1 

=i ((ri ·- 11 n2 .. .¡.. 2n.n(n-1) + n(n-1) (2n-1) l 

anz (n - ll. + ·-¿ n(n - ll (2n - ·11 ••••• *1 

/ 

Sus·t.ituyendo * 1 en * tenemos: 

An 
8 + 2 [ Bn 2 ln - 1) +· 'lJl(n - ll (2n 1) J n nª 3 

a 16n2 (n - 1) 4n(n - 1). (2n - 1) 
+ ns + 3n n 

a 16(n - 1) 4 n (~)(2n ._ ll= 
ñ + + g- n n n n 

a + 16(1 - !.¡ + 4 ( 1 l (.1 - !.) (2 - ~l ••.• ** ñ n. 3 n .. 

4. Como ya sabemos que tomando n suficientemente grande 

{k} tiende a ser cero por lo que el área real bajo la 

curva será lim An 1im [ ~ + 16 (1 - k) + jc1 k<2 - ki ] 
n+oo n+co 

= 16 + .!!. = 18.6666 n 

A= 18.666 
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4. De lo Anterior concluimos que: 

F:i.cha # _!__ 

Encuentra una aprox:i.maci6n al área bajo la curva f(x)~X~ e~ 

[ 1, 4 J (realiza 1as tres primeras aproximaciones) • 

Despu~s de haber ejecutado la ficha anterior1 encontremos la 

cuarta aproximaci6n,p~"""'-e~ro. dividamos el intervalo en n 

partes :i.guales para encontrar el área real. 

Cuarta Aproximaci6n. 

1. Dividamos el :i.ntervalo [ 1, 4 J en n :?artes iguales dib~ 

j •.: jando los rectángulos inscrito_s; :i.ndicando cual es la di5'., 

tancia entre los extremos del intervalo [ 1, 4 J e indica!!_ 

lo la localizaci6n de algunos puntos. 
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2. Calculemos el área de cada uno de los rectángulos: 

Rt 

Rz 

b-a = ~ 
n n 

3 
n 

3 
n 

3 
n 

Al.tura 

(l + ~ • 3¡ z = {n + 3¡2 
n n 

(1 + n-1 • 3)·= cn+3(n-ll¡2 
· n n 

n 

3 
n 

l . (n + 3) • 3 '(n + 3). 2 
n -nr = n3 

3 
n 

3 
n 

(n + 3) (n - 1) l'= :?-;tn+3)(n-1) r-: . n 

3." Calculemos An l.: aRk 
k=l 

n 3· 3 3 3 
l.: aRk·=~ + ':-3 (n+3) 2 + n-

3 
(n + 6) 2 + ••• + - 3 (n + 3) (n - 1)) 2 

k= 1 n n n 

= 2_ + l_ [ (n + 3) 2 + (n + 6) 2 + ••• + (n + 3 (n - 1)) 2 J .... * 
n n3 

de donde 
n-i 
E 

l=l 

n-i 
E 'en+ 3k) 2 

l=l 

n-1 n-1 n-1 n-i k•-
(n + 3k) 2 = E (n2 + 6rlk + 9k2J = E n 2 ~oE k + 9 E 

k=l k=l k=l k=l 

n(n - ;I.l 9n(n - 1) {2n - 1), = n 2 (n - 1) + 6n • 
2 

+ =:.=--6:;;.:....-'-'.o.....---'"' 

=n'(n - ll + 3n•cn - 1) + 3n(n - 1~ (2n - ll · ... *1 
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Sustituyendo * 1 en * tenernos~ 

An = 2 + 2 [ n 2. (n - 1.) + 3n 2 (n n n3 
1.) + 3n(n - 1.J (2n - 1.J J 

= 2+ 3n
2 (n - 1) + 9ri2.(n - 1.) + 9n(n - 1) (2n - 1.J 

n n n3 2n3 

= .;! + 3(n - 1.) + 9(n -· 1.) +~!!.. n - 1. • 2n - 1. 
n n n 2n n n 

=2+ 3(!!. - .!¡ 9 ( 1. - .!¡ ~(l.) (1 1 1. ' + + - ñ) (2 - ~. n n n n 2 

4·. Tornando n suficientemente grande sabernos que {.!} 
n tiende 

a cero por lo· que lirn An lirn c2+ n 3(1. - .!¡ n 
+ ~(1 - !) (2 

2 n n-+oo n-+"' 

3 + 9 + 9 21. = Area real 

4. Por ·lo que A ;¡: &1_ ;¡: Ai2 ~ AG ;¡: A3 

Hasta aquí hemos trabajado con intervalos partícula··· 

res cuya distancia entre sus extremos puede ser cualquier n~ 

mero real; pasemos ahora a encontrar el área bajo la curva 

f (x) x 2 para cualquier intervalo [_a,,b J donde a, b e: m 

y a ~ b para para lo cual encontraremos la cuarta a?roxirna-

ci6n. 
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Cuarta Aoroximaci6n. 

1. Tomemos un intervalo cualesquiera en el eje de las x cu 

yo extremo i~quierdo sera a y el derecho sera b, divi­

da.mes en n partes iguales y localizamos algunas de es -

tas partes. 

¿Cuál sera la distancia entre los extremos del intervalo? 

IZ 

\O 

b 
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2. Calculemos las ~reas de los n rectángulos inscritos: 

Base 

Ri 
b-a 

n 

Ri 
b-a 

n 

Ra 
b-a --n 

. . 

. . 

. . 

l\i 
b-a 

n 

Altura 

~(b-a) 2) = (na+ (b.a} l 2 

n n 

(~(b-al J2= (na+2(b-a} 12 
n n 

(a+ (n-a) (b-a) )2 = (na+ (n-1) (b-a)l 
2 

n n 

n 

b-n • ª2 
n 

Al:ea 1 

b-a (!1a+(b-a)) 
2
=b-a(na+(b-a) )2 

n nJ 

b-a(na+2 (b-al ) 2 .b-a (na+2 (b-al>2 n- n2. =nr 

b-a(na+(n-1) (b-a)) 2 = b-a(na+(n-l) 
n n2 "fiT" 

(b-a))2 

3. Calculemos An E aRk. · 

*··· 

k=l 

~ aRk = az(b-al+ b-a(na +(b-a))2+b-a(na+2(b-a))2+ ••• +b~a(na+(n-l)(b-a))2 
k=l n n na n 

= ª~ (b-a) + b-a [ (na+(b-all 2 + (na+2 (b-a)) 2 +; •• +(na+(n-1) (b-a) l 
n · n 

n~t 

E (na+ k(b-a)) 2 

k=l 
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n=1 n-1 
De donde E (na+ k(b-a)) 2 =E (n2a 2 + 2ank(b -·al + k 2 (b - a) 2) 

k=l k=~ 

n-1 n-1 n-i 
= E n 2 a 2 + 2an (b - a) E k + (b - a) 2 E k 2 

k=i k=l k=1 

n2a2(n - 1) + 2an(b- al • n(~)+ (b- a)2 ~n(n - 1~(2n - 1) 

n2a2 (n - 1) + an2 (b - a) (n - 1) + (b - a) 2 n (n - 1) (2n - 1) ••• * l 

SUstituyendo *1 On * se tiene= 

4. 

n a 2 {b ·""" al , ·b .. _, a n (n 1) 1\i = E aRk = -- + ~ [ n 2a 2 (n-1) + an2 (b-a) (n-1) + (b-a) 2----
- k=1 . n .n 

(2n-1) J 
-b-

= ª2 (b-a)+ a2(b-a) (1-.!)+ a(b-a)2 (1-n!¡ + (b-a)3 (1) (2 1) ** n . n ----¡;-- -n····· 

Haciendo suficientemente grande (o sea n-+= ent. {!.}-+O} 
n 

para conocer el &rea bajo la curca f(x) = x 2 en el ínter-

vale [ a,b J 
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1im An 
n..,..., 

[ a 2 (h-a l + - 1 · 1 lim _ n a 2 (_b-a) (1.-ñ) +a(b-a) 2 (1-ñ') + 
n..;.c:a 

a 2 Cl:>-aJ_ + a (b-al 2 + -c~l 3 ~ A ••• II 

4. De 1o anterior se concluye que: 

Verifiquemos ahora que la f6rmula (II) se cumple para 

los intervalos [ 2, 4 J y [ 1, 4] que trabajamos anteriormente-

con cuatro aproximaciones. 

En el. intervalo [ 2, 4 J a 2 y b 4 por lo que se 

tiene: 

¡;, ª2 (_b - al. + a. (b - al 2 + (b - a}3 
---y-

22 (4 - 2) + 2(4 - 2¡2 + (4 - 2) 3 

--3-

4 (2) + 2(2) 2 + 
23 
'3" 

18 + 8 + 8 16 + 8 56 18.666 'j' 3 3 
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la cual coincide con el área encontrada anteriormente. Veamos 

aho'ra que valor toma el área en el intervalo [ 1, 4 J donde 

a=l y b=4 

A a 2 tb - a) + a (b - aJ 2 + ·e~> 
3 

1(4 - 1> + 1 <4 - 11 2 + ·c~>
3

= 1c3> + 1<3> 2 + 33 
~ 3 

3 + 9 + 9 21 

donde este valor coincide nuevamente con el área calculada me-

diante las cuatro aproximaciones efectuado anteriormente. 

Ficha # _2 __ 

Calcula el área· baj.o la curva f (x) x 2 en los si 

guientes intervalos: 

al [o,7]. bl [1,}J c) [4,~J d) [ -1, 3 J 

empleando la f6rrnula II. 
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Si ahora mediante pasos al.gebráicos desarro11arnos (IIl 

para reducirla 1.o más que se pueda obtenernos: 

A 
· (b """al 3 

a 2 
(b - a) + a (b - al 2 + ~ (II) 

ª
2) + · (b3 

-· 3b2a + 3ba2 - a 3
) a 2b - a 3 + a(b2 - 2ab + 3 

= a2b _ ª3 + ab2 _ 2a2b + al + b 3 
·- 3b2a + 3ba2 ·- a 3 

3 

3;í2b - 3t3 + 3¡áb2 ·- 6~2b + 3t3 + b 3 
- 3~2a + 3]6a.2 

- a 3 

6 

por 1.o que si f(xl x 2 tendremos· que: 

b 
r x 2 

a 

Veamos ahora que sucede st dtlrnbinarnos~l.a función 

.- f (x) x 3
• 

Nuevamente calculemos el área bajo 1.a curva en el. i~ 

terval.o [ O, 1 J ; para lo cual efectuaremos las cuatro aproxi­

maciones. 
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Primera Aproximaci6n. 

1. Devidamos el intervalo [ 0,1 J en tres· partes iguales; 

dibujemos la curva y los rectángulos inscritos a ella. 

2. Encontremos el área de R1 y Rz 

Base Altura .Area 

R1 
1 ·(1) 3 

¡3 i (1) 3 i . 1ª 1" '3" =~ :r :ra = "3"" 

Rz 
1 (2) 3 23 i 2 3 1 23 
3 .'3". ".' "3°3 "3" "'.f3 =."3°4 

. 
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2 

3. Calculando ~3 ¿ aRk se tiene 
k=1 

2 

~3 E aRk. 1 . 13 + 1 •. 23 
k= l 

34 J4 

[13 + 23]= 811 [1 + B]= efr 

4. Por lo que A ~· ~3 .1111 

Ficha # 3 

1 
'!í .111 

Realiza la segunda y tercera aproximaci6n; para ello 

d t d . 1 f- 1 ~ k3 nz(~ + 1)2 ayu a e usan o a ormu a ~ 

k=.1 

Pasemos ahora a efectuar la cuarta aproximaci6n 

Cuarta Aproximaci6n. 

1. Dividamos el intervalo [ O, 1 J en n partes iguales y 

dibujemos los rectángulos inscritos bajo la curva. 
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2. Calculemos al área de los rectángulos formados. 

Base 

f · 
Altura Area 

R1 
1 ~l' 1'. 1 . i3 = 

1 . i' ñ - ñ• ñ ñ• ñ• 

Rz 
i ~l' 2' .. i . 2' 1 . 2' - = n' ñ ·ñ' = ñ• n 

R, 
1 (~)' 3' i . 3' 1 . 3' - - ñ• ñ n' - ñ• n n . . . . . . 

. . . . . . 

. . . . . . 
lb-1 

1 . en·- 1), = (n - 1)' 1 Cn - 1) 3 =; .!. . (n - 1)' - -nr- ñ 
. --nT"" ni. n n 
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3. Calculando A se tiene -n 

n-.l. 1 · 1 · 1 · 1 
~ = i: aRk = ñ• • 1

3 + ñ• • 2
3 

+ ñ' • 3
3 

+ ••• + ñ• ·en - 1)2 
k=1 

n-1 
de donde E. k 3 

k=1 

[13 + 2 3 + 3 3 + ••• + (n - 1) 3
] 

n-1 
E. k3 

k=l 

(n-' 1)2. (n}2. n 2 (n - 1). 2 

4 = 4 ** 

* 

Sustituyendo ** en * se tiene: 

_ 1 (n 2 (n - 11 2 
_ n 2 (n - 1) 2 

!!.n - ñ' l - 4ñ• 
(n - 1)2 
-;¡nr-

· ·n2 - 2n ·+ 1 
4n2 

4. de donde A ;;: An "' A12 "' AG :. A3 

Haciendo n 

lo que: 
lim ~ 
n->-"" 

suficientemente grande sabemos · 1 _,. O por 
n 

i· [1 ·2 1·_,-·1 . 
im _.,.. (1 -·n- + n-2 }. ,=.,.. = .2500 =A 

n4oo ~ - ~ 
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Ficha # _3_ 

Calcular el área bajo la curva f(x) = x 3 en el in 

tervalo [ 1, 2 J para las tres primeras aproximaciones. 

Enseguida pasaremos a calcular el área bajo la cur -

va de f(xl = x 3 pero ahora para la cuarta aproximación. 

Cuarta Aproximación. 

1. Dividamos el intervalo [ 1, 2 J en n partes iguales, di­

buja los rectángulos inscritos y localiza algunos de los 

puntos de las subdivisiones anteriores. 

¿Cuántos rectángulos se forman? 
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-1 

-u· 

2. Calculemos el área de los·rectángulos formados, 

Base Altura Area 
-

R1 
1 13 1 - - . 13 n n 

1 + !) 3 en+ 1) 
3 1 (n + 1) 3 1 (n ~ 1) 3 .. 

R2 n (1 = n ~ = ñ't+ n n 

1 (1 + ~) 3 (n + 2) 
3 1 (n + 2) 3 = !. (n 2) 3 R3 - = n + 

n n n n3 n 

. . . . 

. . . . . . 

. . . . . . 
1 + n-1) 3= cn+(n-1>¡ 3 .!_. (n+ (n-1)) 3 = b, (n+ (n-1)) 2 !)-¡ n (1 

n n n n~ n 



3. Obtengamos An 

n ·1·.1· ·i i. · 3 
~n = r: aRk = -+ - Cn + 1) 3 + n-,Cn + 2) 3 + ••. + n-,Cn +Cn - 1)) 

k=l n n• 

1 . 1 
=n+n, [Cn+1l 3 + Cn+2l 3 + ••• + Cn+Cn-1)) 3 ] •••• * 

n-1 n- l 

n-1 
E (n + kl 3 

k=1 

donde í:. (n + k)3 = E (n3 + 3n2k + 3nk2 + k 3 )_ 
k=l k= 1 

n-1 n-1 n-1 
= E n 3 + 3n2 E k + 3n E k 2 

k=l k.=1 k=1 

n-1 
¿ k3 

k=l 

= n3 Cn _ l) + 3n2• n(n - 1)+ ;ón•rt(n-1) (2n-l) + ~2 

2 .. 
2 

= ns Cn-:-1 ) + 3n3 (n-1). + n 2 (n-1) (2n-1) + n 2 (n-1) 2 * 

Sustituyendo *1 en * se tiene.: 

An = !. + !. [ns (n-1 ) + 3n
3 

(n-1)+ n 2 (n-1) (2n-1) + n
2 

(n-il 
2 J 

- n n 4 

1 n 3 (n-1) 3n3 (n-1) + ·n2 (n-'1) (2n-1) + n 2 (n-1) 2 
= ñ + ~ + 2n" 2ñ• ~ 

= !.+ (n-1)+ 3(n-1)+ (n-1) (2n-1)+ (n-1) 2 
n n 2n 2n2 4nT 

= !. + (n-1) + 3 (n-1) + 1 (n-.1) (2n-1) + 1 en" - 2n + .1¡ 
n r1 '2"!1 -Z-r1_n_ 4 n 

· .1 1 3 .1 .1 1 1 ·1 n 2 2n 1 ) 
= n + 1 - n + 2 <1 - ni + -:r<1 - n> <2 - n> +. 4Cn2 - ñT + nz 
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4. Por lo que: pero sabemos que ha 

ciendo n suficientemente grande entonces 

lim ~ 
n+m 

lim r ! + l - 1 + ~(1-!i+ !c1-!)(2-!i+ !e:·.-~ 
n-+o - n n 2 n 2 n n 4 11 

7 
2 + 4 

15 
T 3.75 A 

Hasta ahora hemos trabajado con f(x) = x 3 y los inte~ 

vales [O, 1] y [ 1,2] cuya distancia entre sus extremos es 1; 

vamos a· generalizar lo anterior para cualquier intervalo que 

cumpla con la condición de que la distancia entre sus extremos 

sea igual a 1 esto es [a, a + 1 J ¡ donde para ésto sólo traba­

jaremos con la cuarta aproximación .• 

280 



Cuarta Aproxinaci6n. 

l.. Divide e1 interva1o [a, a + 1 J; en n partes igua1es y 

dibuja 1os rectángu1os inscritos. 1oca1izando a1gunos de 

1os puntos de 1as subdivisiones. 
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2. Calculemos el área de los rectángulos inscritos con los 
datos correspondientes a los n rectángulos. 

-·~· ~i==Bas==-e_-_-_-_-_-r---~----_-_Al==t=ur==a====--~==--====:1===========.AJ:e===a=================i 
1 
n 

,. 3 

.!. • (~ =.!. (na+ 1) 3 
n n• n4 Rz i (a + .!.¡ 3 = (na + 1¡ 3 

n n n 

.!. • (~~) 3 =.!. (na+ 2) 3 
n n• n4 

1 (a + ~ 3 = ~a + 2) 3 
n n n 

(a+ n-1¡• = (na+ (n- J) 
3 

n n 
.!. • (na+(n-l>) = .!. (na+(n-1)) 3 

n n• 4 4 '-· 

1 
n 

3. Obtengamos An 

n a 3 1 1 1 
An = l: aRk = ñ + n4 (na + 1) 3 + n4" (na + 2)

3 + ••• + ji"+ (na + (n-1)) 3 

- k=l 

~1. = ii-" + ~ [ (na + 1) 3 + (na + 2) 3 + ••• + (na + (n - 1)) 3 J .... * 

n-1 
l: '(na+ k) 3 

k=1 
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n-1 n-1 
donde E (na+ k) 3 =E (Jl3a 3 + 3n2a 2k + 3nak2 + k 3l 

k=1 k=1 

n-1 
= I: n 3a 3 + Ja2 n 2 

k=l 

n-1 
E K + 3an 

k=l 

n-1 n-1 
¿ k 2 + ¿ k 3 

k.=I k=l 

,;, a'n3(n-l) + 3a2n2 ri(n;l>+ 3an .n(n-1~(2n-1) +n2 (~-1>2 •. 

= a3.n3 (n-l) + ~ a2n3 (n-l) + 3an2 · (n-1) á2n-1) + n
2
!n-1) ••• *1 

Sustitt.Wetléb *i en * se tiene: 

a 3 1 3 
3 

n 2 (n-1) (2!:1-1) n 2 (n 1) &. = n + n4 [ a3n3 (n ..., 1) + 2 a2n3 (n - 1) + a 6 + --¡:-- J 

= !!:.'+ a 3n 3 (n-1) 3 a 2n 3 (n-1) 2 (n-1) (2n-1)+ n 2.(n-1) 2 
n n, + 2 n - + .Zan ~n4 ~ 

2 

= !!:.'+ ª3 (1 .!.¡ + 2. ª2 (1 - .!.¡ +ª (ln-1) (2n-ll + !c~2 _ 2n + .!_ J 
n n 2 n 2 n n 4 n2 n2 n2 

= f!:.3+ ª3 (1 - .!.¡ + 2. a 2 (1 -·.!.¡ + ~(1 - .!.¡ (2 - !¡ 1 2 1 
n·. n 2 n 2 n n + 4 <1 - n + ñ2> 
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4. Por lo que se tiene nuevamen-

te hac:iendo n infinitamente grande sabemos que .!. tien 
n 

de a cero o sea: 

= a3 + } a2 + a + } = 3 3 2 1 a +. 2 a +a+ i[ 

Aplicando este resultado a los intervalos [O, 1 J y [ 1, 2 J 
se tiene: 

[0,1], a=O, a 3 + ía2 + a + } = (O) 3 + Í<Ol 2 + O + } = } = A 

[)-,2], a= 1 a3 + ia2 + a + :} -:: (1) 
3 + ~(l) 2 + 1 .+ } = 2 + i + 

} = 3;¡5 = 3. 75 = A 

donde los valores de A resp~ctivamente coinciden con los resu! 

tados encontrados anteriormente ·por el método de aproximacio-

nes. 

Pasemos ahora a encontrar el área bajo la curva de 

f(x) = x 3 cuando la distancia del intervalo es diferente de -

la unidad, asi por ejemplo trabajemos con el [ 1, 3 J. haciendo. 
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l.as cua.tro aproximaciones, acos.tun¡bradas. 

Primera Aproximaci6n. 

1. Divide el [ 1,3 J en tres pa,rtes iguales, debujando los -

rectángulos inscritos. 

o 
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2. Cal.cul.emos el área de cada .. uno de l.os rectángulos forma-

dos: 

Base Al.tura Area 

Ri 3-1 - 2 13 2 13 _2 
-3--3 3 • -3 

R:> 
2. (1 + ~ ~ 1) 3 2 (3 + 2> '= ~ (3 + 2)3 
,3 3 3 3 3' 

2 2 2) 3 2 c\t 4
> 

2 b + 4) 3 R3 3 (1 + 3. 3 - 3• 

3. Sumemos las áreas de Ri,R2,R3 para obtener ~ 

= ~ + a21 [ 125 + 343 J 

2 2 [ 468 J = ~ + 936 = 18 + 936 954 11. 77 = 3 + 81 3 81 81 = 81 = 

4'·. Por lo que A ~ ~3 
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Ficha # __1___ 

Encuentra una aproxiraaci6n a el área bajo la curva 

de f (x) = :k 3 en [ 1, 3 J utilizando para ello la segunda y -

tercera aproximaci6n. 

Después de que haJl!!Srealizado la ficha anterior pas~ 

mos a efectuar la cuarta aproximaci6n en [ 1, 3 J para 

f (x) x 3 
• 

Cuarta Aproximación. 

1. Divide el [ 1,3 J en n partes it;Tuales, dibuja los rec­

tángulos inscritos y señala algunas subdivisiones, 

fe.~> 

.3 
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2. Encontremos las áreas de R1,R2,R3., •• ,Rn· donde: 

Base .. 

b-a=~ 
n n 

2 
n 

2 
n 

2 
n 

2 1 3 2 -·-= -n n n 

(1 + .!. • 2l ª = (n + 2) 3 
n n 

(.1. + ~. 2 ¡_3 = (n + 4)a 
n n 

3. Sumando las áreas de R1 ,_Rz , ••• , Rn se t :iene: 

= ~ + 2 
[ Cn + 2) " + Cn + 41 3 + ••• + Cn + 2 (n - 1)) 

3 J ... ..­. n ii" 

~----'---
n-1 
E (n + 2k) 3 

k=1 
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n-1 n-1 
donde I: (n + 2k} 3 = I: (n3 + 6n2k + 12nk2 + 8k3 }_ 

k=1 k.=l 

n-1 n-1 n-1 n-1 
= n n 3 + 6n2 I: k + 12n I: k 2 + 8 I: k 3 

1.-=l k=l k.=l k=l 

= n3 (n-l) + ¡r-n2 : ·~ + :¡,Q-'nn • · (n-1) (2n-ll + Bn" (n-1)' 
,. ff 4 

= n 3 (n-11 + 3n3 (n-1) + 2n2 (n-1) (2n-1) + 2n2 (n-1)2 ••• *1 

Sustituyendo * 1 en * se tiene: 

A _ 2 + 2 
¿ - n . ñ'> [ n 3 (n-1). + 3n 3 (n-1) + 2n" (n-1). (2n-ll + 2n2 (n-1) 2 J 

An = ~ + ~" n3 (n-1 l + 6n
3 ~n-1) + 4n" (n-1~!2n-1l + ·4nz ~~-11 2 

= ~ + 2 (n-1) + 6 (n-1} + "4 (n-1)(2n-ll + ·4 (n" - 2ri + 1) 
n n n .n 2 n 

= ~+ 2 c1 -.!.¡_ 6 c1 -.!.i ·cn-1) (2n-ll · n" ··2n - 1 
n . n + n + 4 n n + 4 (n2 - 22 + n) 

4. 
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Haciendo n suf icienternente grande tenernos que 
1 .... O por 1o que: lim &i = lini [3.+2c1.:..!.l+6 (1-!)+4(12:.)(2-.!.¡ 
n n-+"' n-+m n n n n n 

f(x) 

2 + 6 + 8 + 4 20 

Pasemos aho ra a encontrar el área bajo la curva 

x 3 tomando un intervalo [ a,b J cualesquiera donde 

a~ b y a, b E lR. para lo cual ya.únicamente traba;aremos 

con la cuarta aproxirnaci6ñ: 

1. Elige en el eje x un intervalo culcruiera [ a,b J y divf 

delo .en n partes iguales, dibuja algunos rectán~ulos 

inscritos y sefiala algunas subdivisiones. 

fl>(} 

o 2 b 

290 



2. Obtengamos las áreas de R1,R2,.,,,Rn 

Base .. 

b-a 
Ri --n 

Rz 
·b-a 

n 

b-a R, --n 
. . 
. . 
. . 

.l\i b-a 
n 

de donde: 

.. Al.tura . . Area 

ª3 e_:~. 
n 

a' 

(a+ lcb-a} )' = (na+ (b- al !?~. .<na+~~ -a)=b;~cna+(b-all3 
n n n 

(a+3.(b-a)l'= ·¿na +·2(b-al¡ 
3 b-a (na+2 (b-a)l

3 
=b-a(na+2 (b-a)l.' -- . 

n n n n., n4 

. . . . 

. . . . 

. . . . . 
(a+ (n-1) (b-al >'= (na+ (n-1)(b-al)' b-a 

n n 
; (na+(na+ (ri-1)(b...'.a) =~q1a+ (n-b) 

n 3 n 

~(na+(n-1) (b-a)) 3 

n 

O:>-a)) 3 

= ª 3 
(b.,-a) + b-a [(na +(b-a)) 3 + (na+ '2(b-a)) 3 + ••• + (na+(n,.-1) (b-a)) 3 J 

n n~ . _____., . . . " 
----v-
n-1 

!, (na + k(b-a)) 3 
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n-1 
dond2: E _(na + k (b - a) l 3 

k=-1 . 

n-1 
= E[n~a 3 + 3n 2a 2 (b - alk + 3an(b - a) 2 k 2 + (~ - a) 3 k 3] 

k=l 

n- i n-1 n- i n- i 

=E n 3 a 3 + 3n 2 a 2 (b-a) E k + 3an(b-a) 2 E k 2+ (b-a) 3 

k= l k=l k=1 
E k 3 

k=l 

1 
a 3 n 3 'cn-ii+3a2 n 2 (b-a) .n(n-ll+pan(b-a) 2 .n(n-l) <2n-l) 

. 2 
2 

+(b-al s.n2 (n-1) 2 
4 

3- 2 2 
a 3 n 3 (n-1) +fa"' (b-al n 3 (n-1) +ía (b-a) 2 n 2 (n-1) (2n-1) +(~~al n (n-1) 

Sustituyendo *1 en * se tiene: 

An = ª 3 
;;i-a) 11:~ [ a 1n 5 (n-1i-iia2 (b-a)n3 (n-ll+}tCh-al 2n 2 (n-1) (2n-1)+(~ 

3 

n 2 (n-1) 2 J 

·= a 3 (b-a)+a.3 (b_:.a)n 3 (n-ll+l. aª (b-a)2n 3 (n-1)+ ~a(b-a) 3 n 2 (n-1) (2n-1l+ 
n · n• . 2 n.' . 2 n• 

3 . •, . . lf. 2 
=a (b-al+a' (b-a) (n-ll+~2 (b-al2 (n-ll+kcb-a), (n-1) (2n-1l+~l (~ _ 

n n 2 n - ;¿-- n n .. n 2 
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4. 

Haciendo n suficientemente grande sabemos que ~ + O 

por lo que: 

(12+ ! ) J 
n n -

= a 3 (b-al + ~ a 2 (b - al 2 +'?a O:> - al 3 +·-} lb - al" 

Aplicando éste resultado al [ 1, 3 J donde a = 1 y b 

tiene: 

3 . 3 2 . 2 3 '· 1 " a lb - al + 2 a (b - al. + a (b - a)_ + 'f (b - a) 

13 (3 1) ' 3 (1)2+ 1 (3 1)3 -1 
l3 1l" + 2 - + 4 -

!: (2) + 3 C.21 2 + (2) 3 + 
.1 (2)" 2 4 

2 + 3 C4 l + 8 + .1 (16) 2 + 6. + 6 + 4 20 
2 4 
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donde este valor coincide con el resultado encontrado 9or me-

dio de aproximaciones. 

Desarrollando ** lo más que se ~ueda para lo cual -

sustituiremos los siguientes resultados: 

(b - al 2 2b + b 2 

(h al.' 3b 2 a + 3ba 2 
- a 3 

A __ a' "" , +·· 3 2 n. 12 + (b . 1, +' 1 {b _ a'• ,,., ª' 2 a ,,., -. a a - a 4 ,_ 

4a3 b-4a4+6 (a2 (b2 -2ab+a2 )+4a: (b"-3b2a+3ba 2-a 3 )_+(b4-4b3a+6b 2 a 2 -4ba 3+a 4 l 
4 

4a3b=4a4+6a2b-12a3b+6a4 +4ab3 -12a2 b 2 +12a3 b-4a:4 +b4 -4b3 a+6b2 a 2 -4ba3 +a4 

4 

por lo que podemos afirmar que: 

A 
b 

X
, __ · b4 

.r 4 
a· 

a• 
4 

donde el símbolo Jx 3 signi:f.icaria,!?rec;isamente,' el área bajo 

la curva x 3 entre x = a, x = b y el eje horizontal x, 
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Fi.cha. :# .. 5 . 

Calcula empleando lo anterior, el área bajo la curva f(x) x 3 

en los siguientes1nterva1os: 

al [a,4] bL [o,3] el [},s] dl [-1,2] e} ¡- 1 3 -¡ ---:r, 4-

De todo lo anterior se desprende que para calcular -

el área bajo la curva en [ a,b J de f(xl x 2 y •(x) = x 3 ba~-

ta con encontrar: 

2} 
b + 

/ x' 
a 

donde a ~ b y a, b e: JR 

Si comparamos los exponentes de x (+l. y los exponen-

tes de los resultados· en (11 y (2).. ¿Qu~ relaci6n hay entre 

ambos?. 

Si comparamos los exponentes de los resulta~os (t+l 

con respecto a los denominadores de los mismos en (1 l. y (2) • 

¿C6mo son éstos?. 
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En base a estas dos observaciones podernos afirmar 

con la misma i·dea inductiva usada en las fórmulas de las cuar 

tas aproximaciones anteriores cr.ue: 

b 
¡ x' 

a 

b 
f x 5 

a 

b 
¡ xn 

a 

bs as 
5" 5" 

b6 a• 
b (;' 

Sin embargo las fórmulas anteriores se pueden obtener 

y comprobar por el método antes usado. 

Otra forma de expresar lo anterior sera: 

b b 

J ;x 2 dx = 
- b3 -- ª3 x3 la a 3 3 3 

NOTA: el símbolo dx 
b b' a' x' lb usado en la columna j x.2dx 4 4 4 a a * representa a las-

b bases de los rectán 

J x'dx 
bs as xs 

1: gules, al i<;rual como 5 5 5" a t lo Leibnitz. 
* 

supuso 

a bn+1 n+1 n+1 b" 
J xndx a X 1 . n+r n+T n+l b a 



Ficha No. 6 

l. Calcula las siguientes ~ntegrales 

a) 
5 

! x" 
2 

bl 
b 

f x 2 
l . el. 

3 

t x 5 

o 

2. Explica con tus prop.ias ".)alabras que entierié!es por la "in 

tegral de una funci6n". 
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TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 
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TEOREMA PUND,IUIENTAL DEL CJl.LCULO 

Comparemos algunos de los resultados encontrados en 

en el terna de la Derivada con los del tema de la Integral, 

para ver que relación existe entre ambos •. 

Recordemos los resvltados de las derivada de las si 

guientes funciones: 

FUNCIONES 

a) G1 (xl .. = 
x' 
~ 

b) G2 (x) =· x' 
4 

e} G, (x) 
xs 

= ;-

también sabemos que: 

b ;. lb 
I x 2 dx = ~ 

a . a 

b 
I x 3 dx 

a 

f1 

f2 

f, 
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(x) = 

(x) = 

Cxl = 

G' (x) = 
1 

Gi (x) = 2 

.. 
Cxl. = G 

3 

b 
¡ x 4 dx 

a 

. - . 

x2 

x' 

x' 



Si sustituirnos los valores que aparecen en cada int~ 

grai adecuadamente, "usando para esto lo~ datos de la tabla I 

tenernos: 

b b . b b 
J fi (x)dx = J x 2 dx,,; ~

3

1 = Gi (x) 1 
a a a a 

b lb "! fi Cx) dx = Gi (x). 
a a 

b º . x'Iº G2 (X) lb J fz (x)dx = J x3dx = 4 = 
a a a a 

b lb ! fz (x)dx = Gz (xl 
a a 

b b ~· ¡º G3(x)1º ! fs {}t)dx = J x'dx,,; 
a a a a 

b lb J f, (x)dx = G3 Cxl 
a a 

donde Gi, Gz y G3 son funciones cuyas derivadas son iguales -

a fi (x), fz (x), f, C.xl. respectivamente. 

A G1 , G2 y G3 etc., se les llama antide~ivadas de 

f(x}. Fué Barrow preceptor de Newton quién observó primera 

mente ésta relaci6n; y éste descubrimiento hecho en el siglo 

XVII, fue de mucha importancia, ya que redujo el problema de 

encontrar áreas bajo curvas a un problema de antiderivaci6n. 

Asi si nosotros nos preguntarnos cuál será el área -

bajo la curva f (x) = 3 en [a ,b.] es decir cuál será .r~ 3dx 

es equivalente a preguntarnos ¿cuáles son las funciones cu -

300 



yas derivadas son i~u9les a 3?, Para d~r respuesta a lo ant~ 

rior recordemos que ti~o de funciones tienen ~or derivada 3, 

Recuerda que la derivada de una función lineal es el coefi -

ciente de la variable, entonces si considera~os las siguien-

tes funciones lineales. 

G(xl 3x + 1 

GCxl 3x + 2 

G(x). 3x + c 

Obtenernos que en todos los casos la derivada es 3, -

por lo que podernos· decir que: 

y en general 

b 
f 3dx 

a 

b 
! kdx 

a 

{3x + c) lb 
a 

(kx + c) 1: 

Corno hemos podido observar el problema de encontrar 

~reas se reduce bastante. 

301 



D lo anterior ~ademas enunciar el Teorema Fundamen-

tal del e 1cu1o de la siguiente manera; 

b 
l f (x)_dx 

a l
b 

F (x) 
a 

donde f (x) es la derivada de la función F Cxl. 

Ficha No.· -

U ilizando el Teorema Fundamental del cálculo, en --

cuentra la siguientes integrales, 

b 
al J 

a 

b 
b) f 

a 

b ·3 

el l '·:f dx 
a 

d) 
b 

f 
a 

x" 
b ax 



e o N e L u s I o N E s 

El cálculo de la integral por aproximaciones, nos es 

útil para calcular el área por debajo de cualquier función 

f (x) (lineal o no lineal l., en cualquier intervalo [ a, b J ; 
las primeras 3 aproximaciones propuestas son para que se in 

duzca .el comportamiento de las áreas de los rectángulos con 

particiones· n = 3,6 y 12 y generalizar este comportamiento p~ 

ra n particiones cualesquiera y con la fórmula obtenida pa-

ra n cualesquiera, hacer n ~ para obtener el área.desea-

da. 

En los casos tratados en este capftulo s6lo utiliza-

mos la sucesión ·{~} en donde. observamos que lim {:!.} = O 
n n- n 

y 

con este resultado podemos encontrar las áreas deseadas, 

Al findal del capítulo podemos concluir con el Teor~ 

ma Fundamental del cálculo el cual nos muestra lo sencillo 

que puede ser calcular una integral. 
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Nos quedarían muchas preguntas por formular, entre 

otras: ¿qué pasa si· en la fórmula no encontramos la sucesi6n 

~?, ¿qué significa realmente el límite de una sucesión?, - -

¿existirán funciones que no tengan integral?. 

Todas estas preguntas tienen sus respuestas, las cua 

les quedan abiertas para un estudio superior del cálculo. 
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A p L r e A e I o N E s 
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A p L I e A e I o N E s 

Vamos a mencionar algunas de las aplicaciones del mé 

todo antes visto "Aproximaciones Sucesivas". 

Una primera aplicación del método será para encon --

trar volúmenes y volúmenes de sólidos de revolución. Cabe 

aqu~ preguntarnos ¿gué son los volúmenes de sólidos de revo­

lución?; donde, para podernosla contestar realizaremos el si 

guiente taller; 

Taller i l 

Objetivo del taller.- Que el alumno visualice como 

se forma un sólido de revolución e identif.i')•J<e. · 

tos necesarios para formarlo, 

los eleme!:!_ 

Material Requerido.- 2 popotes o palitos, cartonci­

llo, papel lustre, éscuadras, 2 trozos de alambre o hilo - -

transparente, tijeras, pegamento. 
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Pasos a Seguir, 

1. Con tus popotes o palitos o material equivalenee forma un 

plano cartesiano, 

2. .En tu cartoncillo pega el papel lustre y dibuja un trián­

gulo rectángulo cuyos catetos midan 4 y G cm respectiva -

mente. 

3. Recorta la figura anterior. 

4. Pega en la orilla de la hipotenusa y'en la orilla ~el ca 

teto que mide 6 cm el alambre. 

S. Coloca el triángulo sobre tu eje de tal forma que el ca­

teto que mide 4 cm descanse sobre el eje de las "x", ama­

rra con tu hilo el triángulo sujetándolo por el origen y 

por el eje de la "x". 

6. Gira tu triángulo una vuelta o revoluci6n completa, ¿qué 

s6lido se forma?. 

Exactamente se te forma un cono, el cual es un s6lido que se 

._o.bt.uvo al girar el triangulo (una reqión) una vuleta o revo­

luci6n; por lo que a éste s6lido formado le llamaremos sóli­

do de revoluci6n. 
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Definamos ahora en forma m~s general que es un s61i­

do de revoluci6n, 

Suponemos que lR es una regi6n en el plano cartesia 

no deT.inida de la siguiente forma: 

1. Sea e· o' h. J un intervalo en el eje de las X con h. e: ~+ 

2. Sea f Cxl una funci6n tal que para toda x E [ O ,h J f C.xl. 

existe y es positiva. 

Entonces lR es la regi6n del plano aco :tada por e·1 

eje "x" por el eje "y", por 1>. gráfica de la funci6n f Cxl. y 

la linea horizontal x = h. 

Observando las regiones que se dan a continuaci6n 

vernos que la regi6n Cal_ es la misma que trabajamos en el ta­

ller anterior. 
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" 1 
1 
1 
1 
1 V 

( ... 1 

(b 1 (c. ) 

'ª 

X 2 3 

El s6lido de revolución se forma girando alredecor -

del eje "x", la regi6n JR una sola vez o bien una revolución 

completa. 

Nuestro prop6sito ahora será encontrar el volúmen -

del s6lido de revolución encontrado en el taller # 1; donde -

para entender mejor la solución resolveremos el siauiente ta-

ller. 

Taller #. 2 

Objetivo del taller.- Identificar como a medida que 

aumenta el número de cilindros inscritos en el cono la suma-

de los volúmenes de los cilindoros se aproxima al volúmen 

del cono. 
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Material Requerido.- Frasco transparente, plumón y 

agu~,7 cilindros y un cono .que se te pro~orcionarán en cla­

se. 

Instrucciones: 

.o} 
1. Llena de agua el cono que se te di6. 

2. Vierte el agua del cono en tu frasco y señala con tu pl~ 

m6n el nivel de ésta. 

3. Deja tu frasco vacfo. 

4 •. Introduce los cilindros (1) y t2l. dentro del. cono. 

¿se encuentran los cilindros inscritos al cono? 

5. Saca tus cilindros llenálos de agua, vi·erte ahora el agua 

en tu frasco y marca el nivel de ésta. 

¿C6mo es la suma de los vo],úmenes· de los cilindors (.1) y 

(.2), con respecto al volúmen del cono? 

6. Introduce los cinlindros 3,4,5,6 y 7 dentro del cono. 

¿Se encuentran los cilindros inscritos al cono? 

7. Saca tus cilindros llenalos de agua y vierte ésta en td -. 

frasco marcando su nivel.· 

310 



¿C6mo es lé\ sum~ de los volúmenes qe los cilindros 3, -

4 •••. ,7 con respecto al volúrnen de cono?. 

Si nosotros aumentaramos el número de cilindros ins 

critos al .cono, ¿c6mo sería el volúmen de éste con respecto 

a la suma de los volúmenes de los cilindros? 
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1 

1 

1 

'-"~) 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I· 
1 .. 
·: 

1 
' i 

1 

bl Encontremos nuestras 4 aproximaciones acostumbradas 

Primera Aproximación. 

1. Dividamos nuestro inter<\l'alo [O, 4 J en tres partes igua-

les 
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2. Calculando el volúmen de los cilindros formados se tie-

ne: 

Subdivi Radio de 1\rea de Altura 
siones:- la base la base del Volúrren 

. . . . . . . . ...... Ci:lindro 

C1 4 4 8 
1T (~) 2 

4 4n 92 12 
3 2(2") =3 3 "!' 

. . 

c-z 8 2(~) ;,,~ 1T(~)2 4 4n a·2. 22 
3 3 "33. .. 

3. Sumando los volúmenes se tiene: 

4. V > V3 

Segunda Aproximación. 

1. Dividamos el intervalo [O, 4 J en 6 parte·s iguales, 

o 
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2 Calculemos el vol6men de los cilincros formados. 
r,. :..· 

·. ~. 1 Subdivi Radio de Area de Altura Volúrren .. sienes- la Base la Base e 

4 ·. 4 8 92 ·4 4•82 
12 C1 6 2 (6) =6 1T . "b2 b "'l)T 1T . 

8 2·c~)= -~ 92.22 4 4 . 92 . 22 C2 6 -:r· (Jz- b '1)3 1T 

12 
C3 :ic~> 24 92 .32 4 4 b =r 1T • -¡;y- 6 (J3 

. g2 1T . 32 

. . . . 
. . . . . . 

. 
Cs··. 20 2(20) 40 92. 52 4 4 92 . 52 

b b =r 1T -~ b "b3 1T 

3. Sumando los volúmenes de C1, C2 ••••• , Cs se tiene: 

1
- 2 2 2 . 2 J 256 (55) 
1T_~ =2lb-1T 

5 

¿ k2 5(6) (11)= 55 
k=l 6 

4. _Por lo que: V > Y• > y3 
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Ficha # J. ' ~' 

Realiza la Tercera Aproximaci6n. 

Cuarta Aproximaci6n. 

l. Dividamos e1 intervalo [ 0,4 J en n partes iguales. 

('(<) 
,_. 
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2. Econtremos el volúmen de los cilindros formados. 

Subdivi Radio de J\rea de Altura Volúrren 
sienes la Base la Base Cilindro 

4 2(~ 8 (8) 2. 4 4rr . a' 12 C1 - -- 1T ñ"2 ñ -:nr- . 
n n n 

C2 
8 2(~) 16 (16) 2 4 4-:r8 2 . 22. - =- 1T Il"2 - nr n n n n 

Ca 12 2(12)= 24 (24) 2 4 41T82 
ó 32 

1T ñ" - nr -· n n n 
n 

. . . . . . 

. . . . . . 

. . . . . . 
""' Cn-ll 4 2 ( (n-1) 4)= 8 (n-1) 'lf•22 (n-1) z 4 4rr• 8 2 

(n -
1-n-1 nz - --nr--. 

n n n n 

3. sumando los volúmenes de _·e 1 , C2 , ••• , en se tiene: 

2 • 

4 rr8 2 1 2 + 2 2 + 3 2 + ••• + (n-l) 2 J = 4rr8 [ n (n-1) (2n-1) J = 
Vn ::.-- [ n 3 - 6 
- na ----------- . . 

~- 1 k2 n(n-1) (2n-1) 
k=1 = 6 

4•82 1T n (n-1) (2n-1)_ 2(64) (l) (l _ ~ (2 _ !i 
-6-- ñ -n --n-- - -3- 1T n n 
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"' " 

4. De donde V > Vn > Yl2. > .Vs > V3 

[
2(634) . 1 1 tornando lirn Vn = lirn rr (1} (1 - ~ (2 - nl ] 

n->co - n:+= 

128 = ~ 11"(2) 
256 
~ Tr = 85'~333 1f =V 

segunda Aplicaci6n. 

Supongamos que tenemos un tanque rectangular lleno de agua co-

rno se muestra en la figura. Se desea encontrar la presi6n P 

del agua sobre la pared fr~ntal del tanque. 

1 
1 
)-----

317 



Para resolver el problema anterior es necesario enten 

der una ley de Hidrostática; donde para entender ésta llevare­

mos a cabo el sigu±ente taller; 

Taller # .3 

Objet:i,vo del Taller_- Que 'el alumno v:i:sualice el efe~ 

to de la presión de agua sobre una superficie plana horizontal 

e 'identificará los elementos necesarios para calcularla, así -

mismo identificará que puntos en la superficie plana se encuen 

tran a igual presión y que ~untos a diferente, siempre y cuando 

la superficie plana esté en forma vertical. 

Material Requerido-- Un recipiente rectangular, un -

trozo de madera (delgada) en forma r~ctángular, regla o c.inta 

metálica,clavos chicos, plumones de varios colores y agua. 

Instrucciones-

1. En el trozo de madera clava los clavos en forma vertical 

uno tras otro numerándolos 1,2,3, ••. etc. 

2. Llena tu recipiente de agua. 
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3. Introduce la tabl,a en. forIT\a horizontal, en el recipiente 

y surnérgela. 

a) ¿El agua que se encuen'tra sobre ella ejerce presión 

sobre la tabla?. 

b) ¿La presi6n es la misma en todos los puntos de la t~ 

bla, en: particular donde ·se encuentran los clavos?. 

Ciertamente, el agua si ejerce presión sobre la tabla 

y la presión es la misma para todos los puntos; donde la pre­

sión del agua sobre la tabla será igual al peso de la columna 

de agua que descansa sobre la superficie, es decir de una co­

lumna de agua que tiene esta superficie corno base y cuya alt~ 

ra es igual a la profundidad de sumersión de dicha superficie; 

como se trata de agua, su peso específico es igual a uno; por 

lo que el peso de la columna en cuestión será igual a su volQ 

men o lo que es lo mismo el área de la superficie plana multi 

plicada por la profundidad a la cual esta sumergida. 

Si ha quedado entendido lo anterior pasemos a la si­

guiente instrucción. 

4. Calcula el área de la tabla y mide la profundidad de sumer 

si6n. 

319 



S. Mu1tiplica los va1ores obtenidos.para encontrar e1 volú­

meri de ·ia co1umna de agua sobre 1a tab1a o sea la presi6n. 

6. Ahora sumerge ·1a tabla en forma vertical dentro del agua. 

¿Todos 1os c1aves estan sujetÓs a la m±sma presi6n?. 

Precisamente, tu respuesta debi6 ser negativa, y la 

raz6n de1 porqué no todos 1os puntos están sujetos a la misma 

presi6n es debido a que no todos los puntos están a igual pr~ 

fundidad. 

7. Mide a qué profundidad se encuentra e1 c1avo 1. 

¿Hay mas puntos que se encuentren a ésta misma profundi 

dad?. 

¿C6mo se encuentran localizados éstos otros puntos con res 

pecto a1 clavo 1?. 

B. Pinta con tu p1um6n 10 6 15 de éstos puntos. 

9. Mide a que profundidad se encuentra el c1avo 2. 

¿Hay más puntos que se encuentren a ésta misma profundi -

dad?. 
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¿C6mo se encuentran localizados éstos otros puntos con 

res.pecto al clavo 2?. 

10. Pinta con plumón de otro color 10 6 15 puntos de éstos. 

11. Repite el procedimiento anterior para los clavos 3,4,5 

etc. 

Como has podido observar; los puntos o clavos que se 

encuentran dentro de una misma franjita están a la misma pro­

fundidad de sumersión por lo que la presión sobre ésta franja 

si suponemos que .se puede girar, estará dada por el volúmen de 

la columna de agua que se encuentra sobre ella; o sea el pro­

ducto de la superficie de la franja por la profundidad de su-

mersión. Haciendo ésto para todas las franjas de la tabla y 

sumamos todas éstas presiones obtendremos la presión que se 

desea encontrar. Es importante hacer notar que mientras menor 

sea el área de cada franja mayor será nuestra aproximaci6n a 

la presi6n. 

Regresando a nuestro problema de inicio resolveremos 

éste utilizando las 4 aproximaciones acostumbradas. 
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Primera Aproximaci6n. 

1. Dividamos 1.a pared eri 3 partes igual.es; dibujemos 1.as fr~ 

jas y 1.ocal.icemos 1.a profundidad de sumersi6n de 1.a 1a, -

2a y 3a franja. 

2 

e_. Encontremos el. vol.úmen de cada una de 1.as franjas Fl, Fl ,-f'~ · 

Ancho de Base Are a de :i?i:ofundidad Volúiren de la 
e/u Franjas 1.a Franja de Surrersi6n franja 

F1 12 12 12 12 20 
T 15 ""T • 15 = 60 1 • . 60.1 -r= 7 

F2 12 
15 12 12 12 • 

3 3• 15 . - 60 2 . ""T = T 60.2 

F3 12 
15 12 12 12 

""T -r· 15 = 60 3 . ""T = ""T 
. 60.3 
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3, Obtengamos P 3 

E Pk = (12)(20) (1} + (12).{.20) ( 2)+ (12X20) ( 3) 
k=1 

Cl2]{20l (1 + 2 + 3) 240 (6) 1440 

4. Donde P <. !:3 

Segunda aproximación. 

1. Dividamos 1a pared en 6 partes iguales: dibujemos los fra~ 

jas y localicemos la profundidad de sumersión de las mis -

mas. 

1 

2 

3 

., 
s 

" 
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.l\ncho éle Area éle la Pi:ofundidad 
la Franja Base Franja Surrersi.ón 

F1 
12 l5 2•15 = l3 6 1 

F:a 
12 15 2•15 b = 30 2 

F~ 
12 l5 2·15 30 b = 3 

. . . . . . . . . . . . 
F¡ 12 15 2•15 30 16 = 6 

3. Obteiendo el valor de ~6 se tiene, 

. !'..• l: Pk 
k.=1 

4. Da donde: 

Ficha # 2. 

60.1 + 60,2 + 60.3 + .••• + 60.6 

60(1 + 2 + 3 + ••• + 6) 60 (21) 

12 . 
6 

12 . 
b 

i2 . 
6 . . . 
12 . 
b 

1260) 

Volúrrcn ce la 
Franja = P 

i?. 30.l = 60"1 

?·· 30.2 = 60.2 

1;. 30.3 = 60.3 

. . . 
1; . 30.6 = 60.6 

Efectúa la tercera aproximación empleando los cuatro pasos acos 

tumbrados. 



Cu~rta Aproximaci6n. 

1. Dividamos la pared en n partes iguales; dibujemos algu-

nas :franjas y locali·cemos la profundidad de sumersi6n de 

algunas de ellas. 

3 

v--1 • 

2. Encontremos el volúmen de F1, F2, .,.,, Fn 

Ancho de Base Area de Profundidad ' Volúrren = p 

C/Franja .C/Franja de Sumersi6n 

.. 
, . 

F1 --·· 12 15 12·15 ·rno 1 . 12 ·100. 12 . 1 = 2160 . 1 ---= -- - - -nz-n n n n n n 

F2 
12 

15 12•15 180 2 12 180. i2 . 2 2160 2 - ---= -- . - = li2" . n n n n n n 

F3 12 15 12·15 180 3 . 12 . 180. 12 . 3 = 2160 3 n ---- -;::-r- • 
n n n n n n . . . . . . . . . . . . . 

Fn 
12 15 12•15 180 12 180 • 12 • 2160 •. n - ---- -- n . - -- n = ~ n n n n n n 
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3, Obtengamos Pn 

p _ ~ Pk __: 2160 1 + 2160 • 2 + 2160 • 3 · 2160 
__n - k=1 - ~ • n2 nz + •••. + """ñ2"" • n 

~ 2~~o (1 + 2 + 3 + .••• + nJ 

n · n(n-+ 1) 
2: k = ---""'=----''°·' 

k=l 2 

2160 en (n = 1). J = 1080 !!.' (n ·+- 1) 
!:n = nz- 2 n n 

4. Por 1o que: Pn ~ P12 ~ PG ~ Ps 

1080 (1 + :!:.1 . n 

·.· Calculando el límite de· Pn cuando n-+00 
, o sea cuan 

do el nümero de franjas es mucho muy grande, hace que el área 

de cada franja sea mucho muy pequeña por lo que se obtiene -

la presión deseada sobre la parea·· frontal., . 

l.im · Pn = lim [ 1080 ( 1 + ~) ] 
n+» n-+o::i 

1080 . 

Ficha # 3 

Mide tu recipiente y calcula las. presiones del agua 

sobre dos de las paredes, la pared frontal. y al pared late­

ral. empleando para e1l.o las 4 aproximaciones, 
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Ot~as Aplicaciones. 

El método de aproximaciones estudiado aqu1 sirve tam 

bién para resolver varios tipos de problemas como: 

a) El de calcular el trayecto de una part1cula con un moví -

miento no uniforme en un intervalo dado [ T 1 ,T 2 J de tiem 

po. 

Si el movimiento en un intervalo o velocidad fuera 

uniforme para encontrar el trayecto o distancia se ·emplea -

r1a ia f6rmula d = u·• t. Sin embargo si la velocidad no 

es uniforme, d ividimos el tiempo en intervalos muy ~eque~os 

de tiempo donde la velocidad la podemos considerar casi uni­

forme, calculando así la distancia en ese subintervalo por 

lo que la suma de todas esas distancias as1 calculadas nos 

dará la distanci_adeseada. 

b) El de calcular el trabajo realizado el·bombear un líquido 

desde un recipiente. 
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Donde el trab9jo T será igual a:T = F • a donde F 

es la fuerza que actúa sobre una part1cula y d la distan 

cia que recorre ésta¡ la distamcia que recorre una partic~ 

la "x" para llegar al borde del recipiente no es_la misma -

para todas las particulas; sino que depende de la profund~ 

dad de sumersión de la part1cula¡ por lo que se.tendrá que 

dividir el recipiente en n capas, donde supondremos que 

las partículas de cada capa están casi a la misma profundi-

dad de sumersi6n, por lo que la fuerza para desplazarlas s~ 

rá la misma; de esta forma se encontraron los trabajos real~ 

zados en cada capa cuya suma n.os dará el trabajo pedido. 

el De modo completamente análogo se ~u ·sde calcular la car-

ga Q que se transfiere por la secci6n ~ransversal de un 

conductor de corriente I (t)_ durante el tiempo [ti ,t2 J 

1.o cual quedaria expresado como Q = ¡T2 I (tl dt. 
Ti 
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