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P B. E S E N T A C I O N 

En este trabajo se pretende sistemstizar mín:lmmnente la :i.nfortÍlaci6n 

respecto a1 estudio de las ecuaciones diferenciales lineales "de se

gundo orden con coeficientes reales y peri6dicos. 

El caso genera1 de este tipo de ecuaciones se encuentra representa

do 'Por la llamada ecuaci6n de Bill, la cual se origin6 en las :lnv~ 

tigaciones real.izadas por G.W. Hi.11 en 1886 acerca de las variacio

nes ocurridas en la 6rbita lunar producidas por la atracción gravi

tacional del sol. 

Las ecuaciones de Hi.11 aparecen con cierta frecuencia en áreas de 

la física y la ingeniería actuales, en los campos de la mecánica, 

la astronomía, circuitos eléctricos, conductividad eléctrica en me

t:a.l.es y en la teoría del ciclotr6n; también en problemas cano el de 

la vibración de una membrana elÍptica (problema original de Mathieu) 

1a difracci6n de la luz alrededor de un cilindro elíptico, las rot_!. 

cianea molecul.ares en un cristal, etc. 

Para los propósitos de este trabajo nos l:imitaremos a presentar la

:inrormacion necesaria más adecuada para el an.lílisis de las princip_!. 

les características y propiedades de este tipo de ecuaciones, en 

particular la periodicidad y la simetría en las soluciones de las 

En el capítulo I se plantean las generalidades de la teorS:a de las

ecuaciones diferenciales, incluyendo la solución general de la ecu..!. 

ci6n de primer orden. En el capítulo II se estudian las ecuaciones-
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diferenciales de segundo orden con coeficientes variables, tanto la 

solucié'in general como la teorS:a de Sturm-Liouville y los teoremas -

de oscilación y comparación de soluciones. 

En el capítulo III se consideran las ecuaciones diferenciales auto

adjuntas, se caracterizan sus propiedades y se incluye un aná'.lisis

de la matriz-solución resultante desde el punto de vista de las ma

trices de Pauli. 

Finalmente, el capítulo 'IV se dedica al estudio de las ecuaciones 

diferenciales lineales de segundo orden y con coeficientes reales y 

priodicos, se definen las características de la ecuación de Hill, y 

se establecen las condiciones bajo las cuales esta ecuaci6n tiene 

soluciones periódicas (Teorema de Floquet), se analiza la simetrS:a

en las ecuaciones de Hill y su matriz solución asociada en el caso-

de periodicidad en el potencial asociado a la ecuaci6n. 

Se incluye un apéndice donde el anális de la matriz solución obteni 

da en el capitulo III es complementado de acuerdo a los posibles V_!. 

lores de las raíces características obtenidas. 
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I GEhLRALIDADES DE LA '!EORIA DE ECOACICJ¡,'ES DlFERENCIALES 

1.1 CCJ:\CEPTOS BASICOS 

Una ecuación diferencial es una re1ación de igualdad que involucra 

una función desconocida (variable dependiente) y una o más de sus-

derivadas. 

Cuando l.a función considerada depende de una so1a variable indep~ 

diente, entonces 1a relación se conoce como una ecuación dif eren--

cia1 ordinaria, l.a cual. se escribe generalmente c0C10: 

...••.. (l.\) 

Donde :X. es l.a variahl.e independiente, ':J la variabl.e dependiente, y 

en general. 
'"., - d"u l:J --•J 

dx ... 
C.OY\ 'j<o) =: ':J (.X) 

Cuando l.a función depende de dos o más variables independientes, ~ 

tonces 1a relaci6n se conoce como una ecuación diferencial parcial, 

sin embargo en este trabajo únicamente se consideran ecuaciones di-

ferencial.es ordinarias de l.a forma dada en la ecuación (l..l.) 

El. ~ de una ecuación diferencial. es aquel. que corresponde a l.a-

máxima derivada invol.ucrada en el.l.a, de tal. manera que en l.a ecua--

cien (l..l.) se tiene una ecua.cien diferencial de orden n. 

Si se tiene e1 caso, como normalme"C.te ocurre, que únicamente apare~ 

can potencias enteras en l.a función desconocida y en sus derivadas, 

entonces l.a potencia del. término co=espondiente a l.a máxima deriv,!_ 

da se conoce como el. grado de l.a ecuación diferencial.. 

La ecuación (l..l.) se dice hanogénea cuando todo tércrlno diferente -

de cero de ell.a, invol.ucra a l.a función desconocida y/o a sus der.!_-

vadas, en caso contrario es decir un término que es función de 'X. P.!;. 

ro es también independiente de ~, 11' > '1", ..... , '1'"'1 
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se tendrá una ecuación no homogénea, l.a cual general.mente se escribe 

con el. término independiente a1 1ado derecho. 

Otra característica muy importante de c1asificación desde e1 punto -

de vista de 1a so1ución de una ecuaci6n diferencia1 está dada por el 

llamado criterio de linea1idad que definiremos a continuación y que-

formal.izaremos en e1 capítu1o siguiente: 

Si en 1a ecuaciíin (1.1) 1a dependencia de F Scbre ':I•~' ,q", •••• ,':}ln') 

es 1inea1, entonces 1a ecuación resu1tante se conoce cano la eCU!:.--

cien diferencia1 1inea1 de orden n, 1a cua1 se representa generalm~ 

te ceca: 
••.•••••. (\.'2..) 

o bien: 

donde 1as O.:, <.:ic:) son coeficientes variab1es específicos '( ~(.:X.) 

es e1 término no homogéneo de 1a ecuación (1.1) 

Si ccn:parm::os las ecuaciones (1.1) y (1. 2) podemos observar que para-

las ecuaciones lineales es necesario que F, la cua1 se considera una

funciíin de 1as variab1es '-3, '3', '1", ••• ,'3<"'') _; tenga una representación 

mu1tivariada en series de potencias conteniendo única:nente 1os térmj,-

nos de pri=er grado en cada una de l.as variab1es. 

04. 

Las ecuaciones diferencia1es que no pueden expresarse como 1a ecuación 

(1.2) son por definición ecuaciones no 1inea1es. 

Si tocio tércdno de una ecuacion h=ogénea se anu1a cuando 

entonces una solución de 1a ecuaciíin es 1a so1ución trivia1 ~(X)": O 

dos soluciones que difieren entre sí por una so1uci6n trivia1 se dice 

que son idénticas, e1 prob1ema radica entonces en encontrar so1uciones-



no trivia1es. 

Debido a que geométricamente una ecuaci6n dif erencia1 ordinaria como 

1a ecnaci6n (1.1) es si.mp1emente una re1aci6n entre 1a posici6n y, 

1a pendiente y', 1a curvatura y'', ••• , de una curva a través de un 

punto :z:, entónces puede haber muchas curvas so1uci6n que satisfagan-

una ecuación dada. 

Sin embargo a1gunas veces puede encontrarse a1guna fórmu1a 16gica de 

1a cna1 puede darse un conjunto infinito de curvas integra1es (es d~ 

cir, de curvas so1ución) asignando va1ores diferentes a un conjunto-

de constantes cuyo número es e1 mismo que e1 orden de 1a ecuaci6n di_ 

ferencia1. 

Veamos un ejemp1o 

La ecnaci6n diferencia1 no 1ineal de segundo orden 1< 

'2. 

( <j" ) - X l1" + °1' : 0 

Adlz:ite COlllO so1ución cua1quier función de 1a forma: 

tj(X.)-=. c.~2 -'l-C,X + C2, c.on e, 1 c., ctes.;o<b;t,,,<1;,s 

Nótese que ':\ es una función no únicamente de :X: sino también de <:., '/ C2 

y que 1a dependencia de X con ':l , c.,, c.,_ es continua; estas curvas s~ 

lnci6n constituyen una fam.ilia de parábolas con dos parámetros. 

* en la Secci6n 2,1 se encuentra 1a solución genera1 de una ecuación 
diferencia1 y 1inea1 de segundo orden 



Dicha solución es una solución integral (o una inte~ral ge:ieral) de la 

ecuación diferencial. Mientras que una solución particular (o una int~ 

gral particular) se elige de la solución general dando un conjunto de-

finido de valores a las constantes arbitrarias el' c2. 

En algunos casos existen soluciones singulares o integrales singu1ares 

las cuales no pueden obtenerse asignando valores específicos a las ~-

constantes en la solución general. Por ejemplo en el caso de la ecu!!:_--

cien (*) se tiene también la integral singular '1 (x): X~/IL 

que ésta no defina a una parábola. 

aun--

En este trabajo no consideramos el estudio de las soluciones integr!!_
(u.) (l'f·) 

les, e1 cual ya ha sido atacado por varios autores. 

Un problema que surge a partir de la ecuación general es precisamente 

que es demasiado general, ya que incluye regularmente un IIÚ::1ero infi:,-

nito de integrales aún cuando casi siempre se requiera una sola int~-

gral o un número finito de ellas. 

Por lo que podemos expresar la ecuación (1.1) de la siguiente forma: 

u<") <. ) ( • " ,.,.., >) 
-.i :x =IJ x.,y,y,':l,···•Y • .(Ln 

Esta ecuación muestra cuán rápidamente cambia la n-ési=a derivada de~ 

) , y además nos indica que se conoce '1l,..l cuando 

':.i>Y's ':!", .... '\.y<.-.-') están dadas;~· únicamente en est:e caso. 

Resulta evidente entonces que si se va a determinar una soia curva in-

t:egral, deben añadirse estas derivadas de orden supericr (e bien la in 

formación suplementaria equivalente) a la ecuación difere:icial. 

En un caso general pueden darse n ecuaciones lineales ~ue involucran 

1a función y sus derivadas evaluadas en un solo punto,. encc=.ces la ecu!!_ 

ciOn diferencial junto con estas condiciones iniciales const:it:uyen un -
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sistema denominado probleI!la de ~alores iniciales. 

Consideremos por ejemplo la ecuación diferencial de orden dos con coefi-

cientes constantes dada por: 

11" + 2 q' - 3 '1 -=o 

cuya solución general es: "' -Jot '3 <x.) = + e, e + c7. e 

Si deseamos encontrar la curva integral que pasa por el origen y que tie 

ne pendiente unitaria ahí, entonces las condiciones inicia1es son: 

• 
'3Co):o ; ~'<.o") -=I y 1a solución única de la ecuación diferencial-

anterior será: 

En situ~ciones en las cuales x es una variable espacial que se extiende-

entre dos fronteras, por ejemplo, entre :x. =X. y 'X.= x,_ surge un probl~-

ma de valores a la frontera. La información adicional y necesaria para -

asociar valores específicos a las constantes arbitrarias en la solución-

general está dada como condiciones a la frontera, con el ejemp1o ant~--

rior 1a curva integral para la ecuación di.f erencial que pasa a través del 

origen y del punto (1 1 1) tiene como condiciones a la frontera q(o) = O· 

113 (1) = 1 de modo que la curva integral particular está dada por la -

solución :. 

Coco en el caso de 1as ecuaciones diferenciales ya mencionado, tanto 1as-

condiciones iniciales, como 1as condiciones a la frontera se denominan..!:!.2., 

mo~éneas (no-homogéneas) si el 1ado derecho de sus respectivas ecuaciones 

es cero (distinto de cero) 

Cuando se tiene una ecuación dif erencia1 homogénea la cual incluye un p!!_-

ráz:ietro s:imu1táneamente con condiciones a la frontera homogéneas (es d~--

cir cuando':\ se anula en X.1 y en X?.), se tiene ademas una subclase del --
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problema de valores a la frontera conocida como el problema de eigen 

valores (también llaI:>ado de valores propios). 

Consideremos por ejemplo la ecuación siguiente: 

~" T X°'1 =O 

deseamos encontrar una solución válida en el intervalo O i x. t- \ 

se anu1e en 1os puntos extremos. 

La solución general de la ecuación es: 

y que 

~l-x. "> = e, "'"-"' (.A.x.) + c. .. e.o" (.~x.) 
para que ':S (o) = o es claro que c2 = o 

••••• lit') 

debido a que también ':\ (1) = O es obvio que C., Stt<\ {A):: O 

09 

Una solución de esta ecuación es c
1 

= O pero esto nos daría la soluci6n 

trivial de y. De mayor importancia es el hecho de que existe un conjunto 

discreto e infinito numerable de números ).~ los cuales reducirán la ecu!! 

ción (*) a una identidad, estos números son los llamados eigen valores y 

están dados en este caso por la ecuación~ 

Donde el. subíndice. de A se emplea para enfatizar su dependencia respecto 

al valor del entero n. Por lo que se concluye que únicamente cuando el P.!!_ 

rámetro que aparece en la ecuación original toma valores muy especiales,-

es posible alcanzar una solución no trivial. 

La solución específica para cualquier f..i adecuado , se llama una eigen fun 

ci6n o eigen solución, la cual en este caso está dada por 1 

:11. .... C.:t.") : C.. se.n (.')..,'X.) 'º"' A., =ir, -:i.n-, ~(l",. 
nás adelante se analizará nuevamente este tipo de problemas. 

(*) como ya diji:::os la solución general de una ecuación de este tipo se 

encuentra en la sección 2.1. 



1. 2 EXISTEXCIA Y UNICIDAD DE SOU:CIONES 

En la mayoría de los problemas surgidos del intento de construir un mod~ 

1o que describa alguna situación física se requiere una so1a solución a-

una ecuación diferencial que sstisfaga condiciones inicia1es o condiciE._

nes a 1a frontera específicas. 

Considere::::os la ecuación diferencial de primer orden dada por: 

( l+x) '1'- iq = -" 
iniciales siguientes: O.) ':i(-1) =o ; (.ii.) q<o):: 3 ;<.ii.i.) ':J(-l) = 3 

Puesto que l.a solución general de la ecuación diferencial es: (*) 

~('X.):: C ( \T X. ')'--?.:x.{:X.T 2.) e.o" C vn:> <.on$t.,..-.te 

Observemos in:cediatamente que el problema (i) no tiene solución; el pr~--

blema (ii) tiene únicamente una solución 

problema (ii.i) tiene un número infinito de. soluciones dado por la integral 

general. 

Este comportamiento diverso hace :imperativo conocer cuándo un problema 

de valores inicÍales dado. tiene al ~enes una solución (es decir existe 

1a soluciOn), y cuando tiene exacta::iente una solución (es decir, cuando 

la solución es única). 

Estos dos proble:::ias, el de la existencia y el de la unicidad de las sol~ 

cienes ha:::i preocupado a los mate~ticos desde hace mucho tiempo, en éste-

trabajo nos l:ü::.itamos a enunciar los resultados más importantes y algunas 

referencias bibliográficas funda=entales para su estudio. 

Aunque 1os teoret:ias pueden generalizarse a sistemas de ecuaciones o ecu~ 

cienes de crden superior, 1a idea genera1 puede ilustrarse adecuadamente-

al consice=ar el problema si::iple de ~alares iniciales lineal y de primer 

orden, de:.:i:iido como~ 

10 
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E1 teorema de existencia 

Si g (x, y) es contínua en todos los puntos del rectángulo cerrado 

'R-:. { <.. x., ~ ') \ \x.-x,\~ 1' \'i-'i•\ ~ S \ y es; 

por lo tanto, acotada, es decir: lq<.x., q )l S tJ\ en todo \l. 
donde A, B y M son constantes positivas. 

Entonces el problema de valores iniciales (1.4) tiene al menos una sol,!!_-

ción vá1ida en un intervalo a1 cenos tan grande coco: 

1- ~· donde la constante positiva 'f" 

es la más pequeña entre A y B/M 

Una vez establecida la existencia de la solución, el problema se reduce 

a determinar las condiciones bajo 1as cuales existe una solución única, 

la respuesta a este prob1ema la ofrece el teorema siguiente: 

Teorema de unicidad Si g (x, y) y la derivada parcial 09/ci9 son ambas 

contínuas en el rectángulo cerrado 

y por lo tanto ~cot~do, es decir 

\q<x,q) \ ~ M 

siendo A, B, H y N constantes positivas, 

entonces el problema de valores iniciales-

(1.4) tiene una solución única valida en -

el intervalo lx-x.,\~r donde la constaE_-

te positiva f' es la oás pequeña entre A-

y (B/M). 

En esencia, para 1a existencia de soluciones los teore::ias requieren úni~ 

mente la continuidad de g (coco una función de X y ~ ) nientras que la -

unicidad requiere también la continuidad de la oc;/ d~ 



L l.-) 
ésta es una condición de •ps~~.t~ 

Consideremos por ejemplo la ecuación: 

En este caso la función g= (y-a)
112 

es contínua para todo ~· sin embargo 

no existe en 'i : o. , de modo que las soluciones ~isten, 

pero no necesaria::iente son únicas, de hecho dos soluciones que pasan a 

través del punto (x,a..) son: 
~(X.)= o.. 

1.3 SISTEMAS DE ECUACIONES 

Cuando algunas funciones (consideradas aquí como variables dependientes) 

dependen de una sola variable independiente además de ser eilas mismas 

interdependientes, se obtiene lo que se llama un sistema simultáneo de 

ecuaciones diferenciales. 

la. mayoría de los conceptos básicos y muchos de los términos subsecue_!!.--

tes pueden extenderse para aplicarse a tales sistemas haciendo ciertas -

consideraciones adiciona1es. 

Este tipo de extensión es relevante desde el punto de vista físico para, 

por ejemplo, estudiar problemas de la mecánica celeste en los cuales, la 

coordenada que aparece naturalmente es el tiempo, y donde el sistema de-
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algunos o de cuches cuerpos están sujetos a la misma ley física (Segunda .·.-1 

Ley de Newton). Dichos cuerpos interactúan entre sí a través de sus atra~ 

cienes gravitacionales recíprocas. 

* una función f(t) satisface una condición de Lipschitz de orden p en el 

punto t= t., si lftt)-f(to)\ <. I<. \t-'to\p ; donde k es cualquier constante, 
(13) 

para toda t e::i alguna vecindad de to 'I \'?O • 



Un ejemplo físico aún más ele::iental pero no menos inportante está dado 

por las ecuaciones que describen el movimiento tridiI:iensional de una -

sola partícula de masa m, el cual obedece la segunda ley de Newton del 

movimiento: 

m x."-::: .X. 

donde :ir..,~' 5 son funciones del tiempo t y son las coordenadas cart~ 

sianas de la partícula sujeta a las componentes de la fuerza X, Y, Z 

las cuales son funciones del tiempo t, de la posición :x.. '!':\• e.. y de 

la velocidad ~·, ~· 1 e.•. Utilizando la "t:ransformaciont 

t-x. 'i-~ .. '!:-•h 

e·-~ .. 
la ecuacion (*) del movimiento tridimensional se reduce a un sistema de 

seis ecuaciones diferencia1es ordinarias no 1inea1es y simultáneas de 

primer orden, dado por 

~:=y .. 

'1; = !.}c. 

1.f,. = 'Nl' X. (.:ir.,~· •••• , 'J .. ') 

'1~ = Tr\-· y (.:x., '"\•' - ••• ":! .. ) 

• m-' a (x,<i.,. ····":le.) '1c. :. 

l.3 



Cuando cada una de las variables dependientes ( ~.,q.,, ..... •'i') 

aparecen en cada ecuación, entonces ninguna de ellas puede resolverse 

independientemente de l.as otras, en este caso, se dice que el sistema 

es sicult:áneo y acoplado. 

Los siste:::ias de ecuaciones también aparecen en la descripción paramétr.!, 

ca o :ir::p1ícita de una curva, en vez de considerar a ~ como una fU:0ci6n-

de la coordenada cart:esiana X. puede ser adecuado pensar que tanto X. como 

~ son funciones de otra variable "2. • (digamos la longitud de arco a lo

largo de la curva). En este caso la ecuación de primer orden simple:u 

será equivalente al siste:::&a de ecuaciones simu.!-

táneo: 

ll = h (. X,"J) 
d~ 

~ ::. 1<.l:x:,~') 
di1:. 

do.,.. de I<. (. :x.. 'i) : <3(1,~") 
·, h <.:x.. '1 ") 

Los siguientes.ejeciplos son típicos del sistema general den-ecuaciones-

diferencial.es ordinarias de Primer orden dadas por 

~ = f, <.x, ~.,q .. , ••. ,q...,) 

.••• (\.'5) 

q!. = f.,.. (.x,'i., '1 ... , ••.. ,°1""' J 

14 
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Obsérvese que el número de ecuaciones coincide con el núoero de vari!!_--

bles dependientes (si hubiera un número mayor o menor de ecuaciones --

que de variables dependientes, entonces e1 sistema se denanina sobrees-

pecificado o subespecificado, respectivamente). 

El siste:::ia de ecuaciones (1.5) incluye un caso especial e1 llamado sis-

tema independiente o no acoplado de ecuaciones, el cual Ocurre cuando -

la función eJ. cual resulta ser cucho más sencillo 

de resolver aunque menos interesante desde el punto físico. 

El proble::ia de valores iniciales para el sistana (1.5) con5iste en el -

propio sistema de ecuaciones y en 1as condiciones iniciales: 

~.(x."l =a., q .. {:c.) = a.._ ~ • • • ; ~"'(.X,)-: 0...., •. ll.fo) 

donde o. ... a. ... s ..... ,a.~ es un conjunto de constantes, en consecuencia, 

cada función en el sistema nos define una condición inicial. 

Los teore::ias de existencia y unicidad para el problema de valores inici~ 

les son simples extensiones de los conceptos mencionados anteriormente.-

La continuidad de las funciones más la satisf accion de una condición de-

Lipschitz garantiza tanto 1a existencia como la unicidad (existe un ún_! 

co conjunto de funciones ~,,~t,·····~~ que satisface tanto el sistema-

de ecuaciones como las condiciones iniciales), como ya se dijo, esto ocu 
{5") 

rre en e1 mismo tipo de intervalo. 

El proble::a de valores iniciales para el sistema de ecuaciones de primer 

orden dado en (l. 5) es también equivalente al problema de valores inic'i!!:"" 

les para la ecuación general de orden n dadas en la ecuación (1.3). E~ 

to lo pode::ios ver si establece::tos las siguientes defin;ciones: 

'h.= '-\' ·, 

Entonces el sistema equivalente a (1.3) es: 



q', : 'i~ 

'i"... :: '11 

~.")= 'i .... 

'i:..-:: (:¡ (.x.,~ .. ~ ....... 'i .. ) 

El cual es obviamence de la forma dada en el siscema (1.5). 

Recordemos que bajo condiciones adecuadas el problema de valores inici_!!-

1esºpara el sistema de n ecuaciones de primer orden tiene una solución

única. 1a equivalencia anterior nos muestra que el problema de valores 

inicia1es para una sola ecuación de orden n ad::tite una solución única 

bajo las mismas condiciones .. 

La ecuación diferencial esta dada entonces por (1.3) y las cond~ciones -

iniciales se obtienen de (1.6) y de las definiciones anteriores y así ob 

tenemos: 

qlx."') =a.. 

Debe recordarse que las condiciones iniciales anteriores especifican a -

la función y sus primeras (n-1) derivadas en x = x 1 mientras que la ecu_!!

cion (1.3) y sus derivadas sucesivas nos dan por sustitución las deriv!!_-

das de orden n y superiores de la función '"!) (x) en x = x 1 

En consecuencia, bajo restricciones de continuidad adecuadas 1a funci6n ~ 

tiene una expansión única en serie de Taylor alrededor de x = x 1 y este 

desarrollo es único pues 1a única condición para que esto ocurra es la so 

la existencia de las ¿erivadas de todos los ordenes en X = x1 
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1.4 ECUACIONES LINEALES ORDINARIAS CON COEFICIENTES VARIABLES 

Empezaremos el estudio de las ecuaciones diferenciales analizando las más 

simples de todas ellas; las ecuaciones lineales. Debido a su simplicidad-

es posible comprender la teoría sistemática que nos permita entepder al -

menos los aspectos cualitativos de cualquier ecuación diferencial aún cua!!. 

do en ciertos casos del análisis no sea posible construir la ecuaCión gen~ 
ral. 

Gran parte del análisis clínico puede verse cano un desarrollo de la te~-

ría de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes vari.ab1es; de -

hecho la terminología y las ideas básicas que ocurren naturalmente en las 

ecuaciones lineales son llevadas también al análisis de ecuaciones no 1~-

neales en la medida de que esto sea posible. La idea general de este tra-

bajo es analizar en particular una ecuación lineal diferencial ordinaria-

de segundo orden con coeficientes periédicos, sin embargo empezaremos CD!!. 

siderando las de primer orden con coe.ficient~, en principio9 variables. 

EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION 

Empezaremos el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales de primer 

orden analizando el principio de superposición. 

El hecho de que la solución general de algunos tipos importantes de ecua-

cienes diferenciales lineales pueda escribirs.e explicitament.e es debido -

en gran parte a este principio. 

El principio de superposición enunciado brevemente establece que la sol.!!_-

ci6n de las ecuaciones diferenciales lineales comparten una propiedad de-

grupo que consiste en que ellas pueden sumarse linealmente entre sí y que 

el elemento resultante es también un elemento del grupo de soluciones de-

la ecuación planteada. 

Supongamos que son dos soluciones distintas de 
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la ecuación diferencial lineal ordinaria no hcxnogénea general de orden n, 

dada en (l..2) 1 •"'"to~t:s 

"' - ,, ) l • ·-·, """'"" P. X.")+ 0.(1) '4(1")-t- • • • • T- a._,t:x.)M. (.x.'") "° ~ (.x) } 

Qab.')"'ll"lx.'"'1 + O..l:i."\"lf"'t::C"I+-··· ·+a. .... lx)v<•·',<.x'\ .,. ~C.x"> 

Podemos verificar por sustitución directa que 1a suma ponderada de .L\ '/ 11'1 

por ejemplo 

constantes y diferentes de cero, satisface la misma ecuación para W (x) 

es decir, 
º .,..,\ ·•'e, .. '\ "' ) (.l.I) 

O..b.') w <.x. ') + a.,c.x::niJ'c.x.')+· • · · +o.., •• <.x.) "'1 (x.)+O.., l:t')"" (x.J::9<x 

,Inversamente si son so1uciones que satisfacen 

la ecuación (1.2) con ~:~, l q:s~1 respectivamente, entonces (µ. + -r) 

satisface la misma ecuación con 

Tenemos también que cualesquiera de dos soluciones de una ecuación lineal 

homogénea pueden multiplicarse por constantes arbitrarias y después suma_E. 

se y e1 resultado es t:ll!I>bién una solución. 

En consecuencia se pueden superponer soluciones ele=entales para construir 

soluciones más comp1ejas. 

PodE?l:los decir que el principio de superposición es el eslabón más fuerte 

que une a todas las ecuaciones diferenciales lineales y es una poderosa -

herra:c.i.enta de análisis, aunque su_aplicaci6n.sea excepcionalmente pos_!-

ble en el caso de ecuaciones no lineales. 

LA SOIL"CION GENERAL 

La ecuación diferencial lineal ordinaria no homogénea de primer orden e~ 

ta dada en general por: 



donde Q., l O.o son coeficientes variables de X v g (,t) es el término 

no hcc.ogéneo de la ecuación. 

Considereaos primero e1 caso hm:iogéneo conocido como ecuación reducida: 

().,(.x"') °:'{X)+ 0..ol'X.) C (:X,") : 0 

PodeI:Ios escribir la ecuación anterior en J.a forma 

: 

usando ahora el hecho de que 
s 

O.o~) 

o...(.~) 

• • • • . • • • (\.\O) 

Jr<.t)d.CO denota cualquier funci6n cuya 

derivada es I (x), podemos expresar la solución de (1.10) como: 

~<.:x."> = O e-"""">= D ""e-(-J-r.a..<.Y) d'T 1 · · · .{1.11) 
~.en 

donde D es una constante de integración arbitraria. 

Las ecuaciones lineales sie:::?re admiten soluciones de tipo exponencial; d~ 

bido a <;Ue (1.11) es una solución que involucra una sola constante arbitr!!_ 

ria y es 1a solución general de J.a ecuación reducida se conoce también e~-

mo sol.uciOn complementaria de 1a ecuación no hocogénea, el punto importa~ 

te aquí es ~ue se requiere sólo una función, la exponencial, ·para describir 
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cualquier so1uci6n de la ecuación diferencial homogénea lineal de prim~r ºE. 

den. 

El factor él:>C.:c") de la ecuación (1.11) tiene otra interpretación que -

per=.ite uti1izar1a para generar una solución de 1a ecuación no homogénea. 

De h.echo su recíproco e. b c:oe "> , conocido como un factor integrante ti~-

ne una estructura tal que cua~do 1a ecuación homogénea se multiplica por -

él se c=tiene una cantidaC ~ctamente integrable. 

De!Jidc a que las singulari:Oad.es potenciales. donde Q.. C><): O han sido ex

tlu'l:d.as en este análisis, :;>od.e=os dividir la ecuació::i (1.10) entre A, 
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mult:iplicamos lugo (l.10) por el fact:or in~egrante y obt:enemos: 

bls.") -l , 1 r "'l"'"'> l' e ~·('X)+ 1:1 c.x.) :e c.:x.) = Le i!:<.-x) J =o 

la cual es por supuest:o int:egrable y nuevamenLe nos conduce a la ecuación 

(1.11) que es la solución de la ecuación homogénea • 
. -

La solución general de la ecuación no homogénea la obt:endremos aplicando 

est:e procedimient:o a la ecuación (1.9), suponemos nuevament:e que Q.,(1">*0 

y dividimos la ecuación ent:re Q.. C.:ic.) mult:iplicando por el f act:or int:~ 

grante, de esta manera obtenemos: 

[ 
b~') 1 • e '1c.:ic.)J = bt=<.") /c e q (1) u, tx.'"> 

integrando con respect:o a x obt:enemos : 

e"'' .. ., '1<.x) = {'[ e"'c"\~nYa.cn)dT+ c. 

donde ~ es una const:ant:e arbit:raria. 

De modo que la solución general (1.9) puede escribirse en t:érminos de int:e 

gra1es, se dice t:amhién que el problema ha sido reducido a cuadrat:uras y -

la solución general de la ecuación (l.9) no homogénea es ent:onces: 

• • • • (1.12.) 

donde 

Est:a solución es válida sobre cualquier int:ervalo en el cual Q., (:X')";#: O 

debido a que cualquier par de valores permit:idos de la t"nc.>Ó..., 

difieren ent:re sí solo por una constant:e ( k D) , cualquiera de las -

elecciones permit:idas para bCx) en el segundo t:érmino de la derecha de-

la ecuación (l.12) será posible puest:o que D se cancela. En el primer té.!_ 



mino la suma de Ln. D y algún valor ¡>ermitido de b<x) Únicamente 

cambia a C, en consecuencia solo aparece una constante arbitraria en la 

ecuacion (l.12) y cualquier solucion de la ecuacion no homogénea (l.9)-

puede encontrarse a partir de esta ecuación. 

La solucion dada en (l.12) se explica diciendo que la soluci6n general de 

cualquier ecuacion diferencial lineal de primer orden es la suma de la so 

lución general de la ecuación reducida (solución complecientaria) y cual_~ 

quier solución particular de la ecuación no homogénea (conocida también -

como integral particular). 

Esto enfatiza el hecho de como una solución i;lX) (solución complement.ar1a') 

&e .. utilice para construir otra (solución general). 

Veamos ahora COI?J.O resolvemos un prob1ema con valores iniciales para una -

ecuación diferencial lineal de primer orden, en el cual la solución toma-

un valor inicial ~(.:t.,')= ~· en este caso las integrantes que aparecen en 

la ecuación (l.12) se convierten :m integrales definidas y el resultado 

que se obtiene es: 
<.(.1")- c.(.:<.) 

2l 

e. d~ •••. (1.13) 

.. 
c. c.-.;) = I o..c.,') d "'\ 

o.. C."'\) 
X. 

La solución a un problema con valores inicia1es existe y es única sObre ~ 

cualquier intervalo para el cual o.. C.x. )/o.,(:x.) 'f ~(x.) 

son funciones contínuas en dicho intervalo. Esto significa que las posibles 

singularidades de la función solucion (es decir los puntos en.los cuales e~ 

ta tiende a infinito o no existe) están asociadas con (o pueden encontrarse 

a partir de) las singularidades de los coeficientes y 1a función del termÉ'(> 

no homogéneo. 
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2.1 SOUJCION DE LA ECUACION GENERAL 

La ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes varia--

bles se define como: 

Donde O..o,o.,, ••• ,o. .. 'f ú son todas funciones contí:nuas de x dentro .. 
del intervalo real {:o.., b 1 ; como en el caso de las ecuaciones line.!!. 

les de primer orden suponemos que O.. ... (.:x.)-:jo O >,J. X.E: [o..,\::, 1 así 

que podemos dividir entre O.n obteniendo 
• (2.1.) 

donde e.o..., 

>J. X.E: (o..,l:i 1 . 
Definimos ahora el operador diferencial d'.. como':. 

f' d ln°'I 
d.: be (;¡c..)+ b, <.x..).s\.... ~ • • • · + 

dx. d X. 

- - • • • • • • (2.3) 

entonces (3.2)"se puede expresar como: 
• • • (2.<f) 

Cuando en particular ~1.:x.);: O sobre (0.,1:>1 entonces (2.4) se conoce

como la ecuacion diferencial. l.ineal general homogénea, se segundo º.!. 

den, si en cambio existe alguna :t.c ~ (o..,\:. 1 tal que ~ C.X...) :f O ~

tonces J (.~) = 'J (.x.) se denomina ecuación homogénea. 

A la funcion et_ la interpretaremos como un operador· que actúa sobre 

funciones cp l.as cuales poseen n-derivados en (a,b). 

* estrictamente hablando el intervalo de definición es abierto sólo -

al considerar un problema de valores iniciales, en el caso de tener 

un problema con val.ores a la frontera el intervalo es cuestion es -

cerrado;CI) sin e=bargo, en este trabajo se precisara la natucaleza

del intervalo sólo si 1a situación así lo requiere. 



Desde esta perspectiva el. operador ~ actúa sobre <tJ y l.a transfo.E_ 

ma en una función "S..<..r¡,) definida sobre (a,b) y cuya regl.a de corre.!!.-

pondencia es: 

itl~): bo <..:x.)<t>l~)+b. u)dd> + .•. + b..,_,(x)d,,_0 + d"0 
- d.:x. dx.""' d :t."' 

En consecuencia, toda sol.ución de (2.4) es en real.idad una funci6n </> 

definida sobre (a,b) con n derivadas en dicho interval.o y que, ·obv~ 

mente satisface l.a ecuación J: (c:b) = ~(.:C) • 

El. operador diferencial. <f. es un operador l.ineal, esto l.o demostra 

remos en seguida. 

Supongamos que l.as funciones '1• '/ '-\-z. son soluciones de (2.2) ento_!!.-

ces: 
b., ~)"-\, l:X.) + b, (.:L)-1: <..:iC:)+ •••• -\- '-3 ":' (.":(.) = '3 (.:x..) 

bo l:J:.")l\.._LX-)-\--b,l;l'..)L\~~)+·· • ·+".\~ l:r:.) = ~l:J:.) 

de donde, dados d.., ~ números rea1es, ocurre que: 

g [O( lj.tx )+ f l_\z. l:O }= bo (:X..) [ci.y, U "'I+ ~t..!z <...x )1+ 

+'o. u")-ii.. l <>(.U.•~)-;- f=> <-\2 cx.)1+ 
d:x. 

+.ir_ (o<~, c.:x. )+- ~ ~ ... c..x.. )) 
cb:." 
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-:: ~ [bo<.:i:)~, l1)+ b,l:c.)L}: (;CJ+ · · · + '-\~(:x.")1 ;

+ ~ [b.Cx.)q._tx.)+b,ú.)l\~(;1.)t--· +'-);'(:i:.)1 
Do< l:i t:;inTo: L {> ., •••• (2 s· 
' ;::f~'-1,lx.>+~'-\ .. Ut.>]=o(oÍ_4,<..:x.)1+~J·['-)tC.:r:.)J • · 

Sin embargo en este trabajo nos l.imitaremos al estudio de l.as ecu.!!_ 

ciones l.inea1es con coeficientes variabl.es de segundo orden, nu~--

tro siguiente paso sera entonces construir l.a solución general. de -

dichas ecuaciones. 
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La forma general de una ecuación diferencial ordinaria lineal de S.!::_-

gundo orden con coeficientes variables la podemos obtener como un c.!!_ 

so particular de (2.2): 

•••••••••• l2.b) 

donde bo , b, y q son todas funciones continuas de :x. en un inteE_ 

valo O.~ x ~ b (el cual puede ser abierto si 2.6 expresa un prob1..!::_-

ma con valores iniciales ~ C...X... ") = :X., , '1'(.Xo) = X.:z. '-º"' :x., 
1 

:x.
1 

números reales arbitrarios y o. ..:.:x:o .c.. b 

En este caso el operador diferencial á: definido anteriormente se-

reduce a . . . . . . .. • li..'t) 

cf= botx"">-+b,(:x.)...sL+ L 
dx. o:x."-

de modo que podemos expresar (2.6) como: 
••• (2.&) 

y nuevamente si ~(-x.) es nula decimos c;ue la ecuación diferencial -

es-homogénea (o reducida), en caso contrario se 11.ama simplemente no:-

homogénea. 

Como la ecuación (2.6) es lineal entonces se cumple el principio de-

superposición ya mencionado y en consecuencia 1a estructura de 1a s~ 

lución general es de la forma: 
• • (2.G) 

donde ~. l:x.) ':I 2!2 (x) son soluciones no-triviales de la ecuación 

reducida (es decir homogénea), A., y 1\2 son constantes cuyo valor d!:_

pende de las condiciones a la frontera (o iniciales) específicas tl~1 

problema; finalmente 'j• C:i) , una integral ;>articular, es cualquier s.2_ 



lución de la ecuación no-hornonénea. 

Construiremos ahora la solución general de (2.8) encontrando primero 

~. tx ") '/ Z::t (x.) • 1as soluciones de la ecuacion reducida. 

Soluci6n de la Ecuaci6n Homogénea 

Supongamos que f• (.:X.) '/ f• (.:x.) son soluciones de (2.6) en O..~X. ~b, 

con '3("1.): o, entonces tendremos los siguientes resultados: 

(a) El operador es lineal 

Es decir que dados los reales o<. y ~ : 
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cl'.[o<f.l1)+F'f2C.x.")J= ""f.[f.t=oJ+ ~S[f .. c..:x.)1 

(b) Definici6n de Wronskiano* de f, y f '2. ~ 

••••• (2.10) 

1 
f, tx) 

W (f,~f,_ ") -: f,' (X) 
-T· (X.) 1 
f; (X) 

(2..11) 

::. f1úOf~<.x)-{2C.X)f',(.x.) 

Teorema l. Sean f,, fz soluciones de (2.6) con <:¡(.X.):O para a.~x.~ b, 

si f., f:r. son linealmente dependientes entonces W(.f,,f .. )=O 

Demostración: 

Cano f• 'I f >. son linealmente dependientes en o..~x~b existen dos -

números e<, '/ <><2 (que no son ambos cero) tales que:c<.,f,(X)+c<-..f2 (x.")¡:o, 

para a.~ x.::: b • derivando esta identidad obtenemos "'' t: (:x:)+<>l1 f~C:s. )~o, 

o sea el siguiente sistema de 2 ecuaciones lineales homogéneas para 

o<, f• (X'\ +o(.-. fz (X)= 0 

<X. f: LX") -1- o<._ f~ (.:x.) : O 

* llamado así en honor al matemático polaco R. \{ronsky (1775-1853). 



puesto que no ambas o<., y c::(z. son cero e1 sistema anterior tiene sol.~-

ción no trivial. para cual.quier valor de :X. y por l.o tanto el deter-

minante del. sistema, que es el wronskiano 'l/J (f •• f .. ) , es igual a C.!:_ 

ro en cada punto del interval.o o.. ~ x. :: b * ~ 

Anlil.ogamente se puede demostrar que si f ,C.X) 'I f 2<.x) son ambas sol.uci~ 

nes de 1a ecuación homogénea ¡f l ':l ]=O en el. intervalo O.~ :x. :: b 

entonces \,\J(f•,fz. )to en todos los puntos de dicho intervalo'c:)""'t>'<« 'I 
c.\.l.lf"u!o -f• l t-"1 scz.~ ..... -so\Jc.,0 ne,_ t.,,._~,..\n")en\c tr"\de.pQ.~chentes. 

Teorema 2 • Sean f• 'f f-. solu~iones de la ecuación (2.6) con CJ?'-);<r 
en e1 interTa1o o.. :: X :: b y sea X.o t;. [a., b1 , entonces: 
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X. ••••• (2.\2.) 

W(.~ .. ~2)(-x.): W(f-,f .. )C.:x .. ") ~xp.{-jb.t""f)dl}" • 
.X.. 

Demostración: Por definicion WC.f•,t•)= t•t~ - ·h f'. de donde 

v.l'{f.,f•) = f. f; + .(, f~ - f .. 1:· - -{'. f; -:: f, f~ - f, f7 . Y por hipotesis -· 

~C.f.)= O , <f (~.,")=O, es decir: bo(x)f,Cx)+b.<.::df:l:x.)+-f:'cx)=O y 

b.c...x) fi.<.x )+ b,lx)f~lx) + Jt
0

-.b.>=o respectivamente, de donde obten~-

mos: f: lx.) = -b,l:x.">f:tx)-b.lX)f,l:x.), f~(.x') ::.-b,<.::L')f~U.)-b.,<.:r.) f._O.), 

sustituyendo esto adecuadamente en l.a expresión para W'(f•,f•) ob-

tendremos: 

es decir llegamos a la ecuaciSn di.!"erencial. l.inea1 de primer orden: 

W' + b. l:x.) '->l: O cuya sol.ución, como ya vimos en 1a sección l..4, e~

tli dada por l.a ecuación (l..11): W(.f •• f,)<.x) = () '2:<r.{-["b.tT)d"'\"}. 
Si ahora eval.uamos este resul.tado en el. punto X::x.., : v.10 = 'llJ{-f,.f.)CL.)=I> 

por l.o tanto ].a sol.ucion general. sera de la fonna buscada. 

Una consecuencia de este teore:na es que como 1a función exponencial es 

siempre positiva entonces dependiendo del. val.ar de Wc , e1 wronski.!_ 

no asociado a la ecuación hoaogénea (2.6) es siE!!:lpre positivo, siempre 

negativo o sie::ipre cero. 

** Si adicional.mente se pide en el. teorema que al. ~enos una de l.as fu.!!. 

ciones (diga:nos f,C.x.)) no se anul.e en el. segmento a.~x.~b entonces

se puede de:nostrar el. teore::ia en el. otro sentido. 



(c) Superposición de soluciones 

Si t•t>O y faú) son soluciones l.inealmente independientes de l.a ecuaciéin 

(2.6) con <!.l:r.)::o entonces la soluci6n más general es de la forma: 

donde e:. '1 C.1 son constantes arbitrarias. 

Si la sol.uci6n esta ademas sujeta a l.as condiciones inicial.es 

~{.::(.,"):~o 

~- C.'JC..o) = '-';,',,, 

entonces tendremos el. siguiente sistC<!la de 2 ecuaciones lineal.es 

e, -T, C.:x.o ""> -t- c. .. t .. l::Lc.) :: 4., 

c.. f~ <..~ ') + c. ... f ~ ~) :: '1~ 

cuya sol.uciéin por el método de Cramer es:C~l 

~º f•<:x."I l 
e, = _,_'1=~ _...:f:..:::_u,;o_•.;..)~ 

A 

es decir: 

'( 
\ 

f, <.X.") 

c.._ :: f: C::t.o") 

v.¡(q,·h)("-o"'> 

Wlt-,t.)(:L.) 

e.en 

c.~ = \Ñ (f.,'-\) (X..) 

\N lf.,·h ')ex. .. ") 

por lo tanto la soluc.i6n general de l.a ecuac.i6n de segundo orden han~-
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génea es: ~ tx. ") .., 'W <..~.iz.)Uo") f.u.) ..
w lf•;h"I (.X.o) 

"W (f, ~)(Xo) 'f._C.x.) • 

\N lf.;fz) C:to) 

• • (.'2.\'t) 

So1uc.i6n de l.a ec.uaci6n no-homogénea 

Nuestro probl.ema es ahora encontrar l.a sol.uci6n de l.a ec.uac.i6n (2.6) -

en el. e.aso general. cuando 9l>c:.1100 • 

Supongamos inicialmente que 4>~ (. :x.) es una soluc.iéin particular de la -

ec.uac.ion t '2.. t"'>: i' l'1) = '1 C..'X. ), s"a ~ cualc;uier otra soluc.iéin de ella, -

entone.es por ser cf un operador diferencial. obtendremos que: 
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-;f ( '-t'- '-+'p ') ::: á:(\\')- 'f('-Vi' )-:: ')(::C.)- <J(:c.) ::: o 

Esto significa que ( \.\l - 4' p ') es también una so1ución de la ecuación 

homogénea "t, ( '1 )-::. O , pero como ya vimos cua1quier solución de la h~ 

mogénea se puede expresar como una combinación 1inea1 de 2 so1uciones 

;:. 'I f._ de 1a homogénea que sean 1inealmente independientes. 

De modo que existen e, 'I c._ constantes arbitrarias tales que: 

de donde, si ~P es una so1ucii5n particular de 1a ecuación ;f(q'):qCX) 

entonces cua1quier otra so1ucion '-V de esta ecuación es de 1a forma: 

• (2.15). 

4> = ~p + e, T• + C:z f-.. 

De modo que 1a so1ución genera1 de la ecuación no-homogénea se obtiene 

encontrando primero una so1ucion particular 4'~ ele (2..8), 1a ecuación no

hOl!logénea. Una técnica especialmente efectiva para encontrar esta sol~ 

ción particular fue desarro1lada por Lagrange, describiremos brevem";!!

te 1os resu1tados obtenidos al. aplicar esta técnica. 

E1 método de variacion de parámetros. 

·Queremos encontrar 'Y¡> cano una combinación lineal. específica dada por: 

donde f.<.x") 'I f• tx ") son dos so1uciones linealmente independientes -

de 1a ecuación homogénea 8 ( '1) = o , 'I o<. , f!l son funciones de x. en-

base a las cual.es determinaremos la expresión definitiva de \jli' (x) 

Imponemos ahora la condición: 

( 2.IT) 
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entonces ~~ tiene exactamente J.a misma forma que tendría si a1. (.X) 

"1 ~(.x) fueran constantes, es decir que entonces: 

• ('2.11) 

diferenciando otra vez obtenemos: 

.. • 

sustituyendo (2.J.6), (2.J.8) y (2.J.9) en l.a ecuación (2.6) obtenemos: * 

asociando adecuadamente obtenemos: 

Como por hipótesis f• 'j "~ <:;On soJ.uciones de J.a ecuación homogénea 

entonces ;ftf,):::0
1 

'f(f,)=o y por J.o tanto J.os primeros dos términos

encerrados entre corchetes son cero. Así que, además de (2.J.7),ot'(x) y 

j!>'t::C) deben satisfacer también J.a ecuación: 
•• t2.20") 

tenemos entonces e1 siguiente siste::ia de dos ecuaciones 

<><.'C.x.) f.<.x) + f3'<.x.) ·h C..X.) -:: O 

ol' C:x) -t: tx.) +- ~· lx) f~ ~) = q tx.) 

} .. • • • (2.ZI 

como f, 1..:<. '> '! f. <.:x. '> son soJ.uciones J.inealmente independientes entonces 

su wronskiano, .O.=°""'(f., -\-z. ), es diferente de cero y en consecuencia J.a-

soJ.ucion deJ. sistema (2.21) por eJ. método de Cramer es: 
•. lt.2 

* Suprimimos enseguida la obvia dependencia de:><. en todas J.as funciones 

invoJ.ucradas por razones de cJ.aricad y espacio. 
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integrando estas expresiones obtenemos: 
X. 

¡?>t:x.")-:. s q(Y)f,tl).rl 
'11H.f,,f~ )(5) 

• • • • • • (2.1.3) 

Por lo tanto l.a solución particular de 'f<.~ )=~ti) se obtiene sustituy~

do (2. 23) en (2.15).; podemos simplificar la expresion final de '+'p d~ 

finiendo W._l .... ) como el determinante que se Obtiene a partir del wron_!!. 

kiano W(f,,•(._) sustituyendo en éste l.a k-és:ima columna (h , .y:) por la -

colUI!IOa (0,1) es decir: 

~ \ = f, 

Utilizando estas expresiones la solución particular 4-'p dada por: 

se transforma en: 

• (2.'1.'1-) 

En base a este resultado concluirnos que si ~(.,_") es contÍnua en [a., b1 y 

si f.,-\'.,. forman una base para las soluciones de la ecuac.ion homogénea-

á'.t~)= ~ entone.es toda solucion '-.\) de 1a ecuación no-ho:nogénea 

;fl~) = q (:x.) es de la forma dada en (2 .15) : 

"t'-:: ~? ..- C.1 ,. + c., ·h 

donde t.\'p es una soluc.ion particular de 'J'('1 )=qC.x) dada por (2. 24), 

~· 'j f., son soluciones lineal=.ente independientes de f C."}) :: o y 

c. -¡ C-, son constantes arl:-it:rarias. 



3.1 

2.2 EL PROBI..n'.A DE EIGENVALORES 

Nuestro interés es l.a sol.ución de l.a ecuación diferencial. definida en 

(2. 4): 

donde '1: es un operador diferencial. l.ineal. de segundo orden y con 

coeficientes variabl.es definido en (2.3) que actúa sobre l.a función -

desconocida '1lX) '/ ~ es e1 tércino no-hanogeneo. 

Util.izare:i.os ahora .la teoría espectral. para analizar J.as propiedades-

del. operador -á'.. en términos de sus eigenval.ores y sus eigenfunci,2_ 

nes, de esta forma cualquiera de una ampl.ia gama de funciones sol.uci6n 

pueden representarse por una expansión en serie de dichas eigenfunci,2.-

nes. 

La solución de un probl.ema de eigemral.ores para un operador dado cr -
no es de modo al.guno única, sin embargo resul.ta ser especiallnente útil. 

expander sol.uciones de ecuaciones diferenciales en una serie de eigeE.-

funciones del. sistema Sturm-Liouville el. cual consiste de .la ecuación: 

y de l.as cmidiciones a l.a fro.ntera de diversos tipos que se imponen en 

l.os puntos "'- ::o., :x. = b • 

Es importante observar l.as mú1tipl.es condiciones necesarias para def,!_ 

nir un probl.e:ia Sturm-Liouville: un operador diferencia1 .lineal. aut~ 

"' adjunt" (l.os coeficientes p y q). una función de ponderación "<"tx) • -

un paríbetro :>.., un interval.o de definición y condiciones a la frontera 

bomogéness. 

Los pr.,'!:-le:ias Sturm-Liouvil.l.e son i=.port:antes, no s6l.o por su contri.-

buciOn 3 la so1ución de la ecuaciO~ ~2.4) sino porque aparecen muy --

(Z;.1.'5') 1 



frecuentemente en aplicaciones directas, especiall:>ente en problemas de 

vibración unidimensionales típicos tanto de la mecánica clásica como -

de 1a mecánica cuántica (en los cuales las eigen.funciones son los mo-

dos normales de oscilación), tm:ibién surgen los problemas tipo Sturm~ 

Liouville cano reducciones de las importantes ecuaciones diferenciales 

parciales de la física-matecática al emplear e1 I:letodo de separación 

de variables, en este caso e1 parametro A está re1acionado con la 
(I"') 

constante de separación. 

Las solucionas no-triviales de la ecuación (2.25} que satisfacen las -
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condiciones a 1a frontera se déncminan eigenfunciones y 1as denotar~ 

mos ccr.:io '1ftli) estas eigenfunciones (o funciones propias) son tinicas -

solo hasta una constante au1tiplicativa c.... y existen únicamente cuan 

do toma ciertos valores especiales llamados eigenvalores (o valo 

res propios) • 

El conjunto completo de eigenvalores constituye e1 ll.aoado espectro 

del operador ~ 

Cuando n es un entero (que es el caso usual cuando a y b son finitos)-

los eigenvalores forman un conjunto infinito numerable y decimos que -

tenenos un espectro discreto. Si en cambio todos los valores de A en 

B.lgún intervalo real son eigenvalores (como ocurre cuando (b-a) es in 

finito) entonces decimos que tenemos un espectro contínuo. 

Existen, sin embargo, situaciones mas complicadas en las cuales el e!!_

pectro puede tener tanto partes contínuas cano dis=etas, esto ocurre-

típica::1ente en el caso de la ecuacion de Schrodi.nger en el campo de -

1a cecánica cuántica. 

Las soluciones de ecuaciones diferencia1es que so~ de interés genera1-

son aque11as que son contínuas a trozos, es decir aque1las que son con 



tínuas en a.~ :r.. ~ b, excepto por la posible existencia de discontinuid.!!_-

des dentro del intervalo o.. c. x <. b .Podenos expander cualquiera de di-

chas funciones en una serie de eigenfunciones cuando ésta forma un..!:5!!!_ 

junto orto normal, para ver 10 anterior daremos algunas definiciones. 

Sean ~(x) "f h(x.) dos funciones, entonces el producto escalar (también 

conocido como producto interno) de estas funciones relativo a la fu,!!:"-

cion de ponderaci6n w ( :x.) se define como: 

"' 
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<..q, h > : l w l:X. '> '!I U;.)1-\lx.) ch. 
• (2.'Z.') 

~ " 
En particular <. ~, ~ > se 11ama 1a ~ de 1a funci6n ':\ (:x. ) y se d~ 

nota cano N {g), si ocurre que N{g).=1 .. decimos que g es una funci6n nor-

ma1izada relativa a la funci6n de ponderaci6n W(X). 

Cua,.quier funci6n '1 (. '.!<.) cuya norma es acotada se dice que es una fun

ción cuadrada integrable relativa a W(X). 

Dos funciones cuyo producto escalar .se anula se dice que son ortogonales 

sobre e1 intervalo. 

Con esta terminología un conjunto ortonorma1 (es decir ortogonal y norm_!! 

l.izado) de eigenfunciones ~~t:x.) es aquel que satisface 1as relaciones de-

ortogonalidad : • (2.2f) 

J ....... 

donde , conocida cano la funci6n delta de Kronecker, es 1 si 

mcn y es O en caso contrario. 

Si i;Z)lx.) es cualquier funci6n contínua a trozos sobre a.~ x. ~ b Y si 

~ ... (:X.) denota un conjunto ortonorma1 de eigenfunciones con espectro -

dis=eto ·entonces, si podemos expresar </> l x. ) cmno una expansión de las-

eige::ifunciones '1nlX.) dicha expansión sera de la forma: 

"" <1> l :X. ) = 2::. c ... y,., lX.) 

• (:2.U) 

n:.' 
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y en este caso podemos encontrar los coeficientes Cn directamente -

del producto escalar de e;/> (.x) -¡ -; .... (. .x. ) utilizando (2.27) y C"!!_-

probando previamente que la serie anterior converge uniformemente de -

modo que puedan intercambiarse e1 orden de integración y de sumatoria: 

b 

c. .... =<</),~ ... > = l w <.x.) cl>'1)~.,. l:i1.) dx 
... 

• ·(2.'2.<\) 

Cuando toda función contínua a trozos puede expresarse como en la. 

ecuación ('Z..28) entonces decimos que la base de eigenfunciones es ~ 

pleta. 

Finalmente en e1 caso de que e1 espectro sea contínuo entonces 1a s~ 

ríe definida en (2.28) se sustituye por una integral. 



2.3 LA TEORIA DE STURM-LIOUVILLE 

Consideremos un sistema regular de Sturm-Liouvi11.e, ecuación (2.25), 

en el cual P• p' 7 1" son todas funciones real.es y continuas con plx") y 

r(x) funciones positivas en el intervalo finito <>..~:<.~ b • Nos int.!!::" 

resa en principio ver que condiciones a la frontera satisfacen ,las 

eigenfunciones ortogona1es. 

Supongamos que ). J f" son dos eigenvalores distintos de (2. 25) asoci~ 

dos con las· eigen:funciones u úc.), '11 <.x) respectivamente. Entonces: 

o '/ 

de donde multiplicando en cruz obtenemos: 

v(pu' )' + ~ u\J -+ :XTuv =o 

v(p'1'1"t- civv +,~'<1.nJ =O 

y rest3ndo ambas ecuaciones: 

integrando esta ecuación sobre el intervalo o.~ x. ~ b obtendrecos: 
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~ b ( ).-)-'-) s Y"(x.) u (x.)\/(X.) d:x. =. pu)[uC:r.)V'(x.)- u'(x.)v<.x.1)\ 
~ ~ 

donde el lado derecho se obtiene integrando por partes. 

De esta manera encontramos que: 

b 

(")...-r') I '<(X.) 1.Jl::t.")V<.x.) cb. = plb)w<.b)- plo.)W(a.) 

donde W (x) es el Hronskiano de U y V definido en la ecuación (2.11). 



La ecuación (2.30) nos indica que las eigenfunciones que corresponden 

a eigenvalores distintos 5on ortogonales siempre y cuando las cond..!_
cl 

ciones a la frontera sean tales que nuJ.ifiquen'Ílado derecho de (2.30); 

esto Último puede ocurrir de diferentes maneras: 

1. En un siste::ia Sturm-Liouville regular donde pC.o.) ':/: o se ten 

drá en general que W la.)= W lb): o , esto como una consecu~-

cia de las condiciones a la frontera dadas por: 
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QC. ~ la.) + ~ '1' to.) = o ; "( '1 l b ) + J ~. ( b ) = o (2.':H) 

donde al menos uno de ol. 1 y_ uno de 'I son dif ere.!! 

tes de cero. 

2. En un sist:e:ia Sturm-Liouville regular periódico se tiene que p<a.): 
¡>(b) y las condiciones a la frontera son: 

'-\(a.) = '1 t b) o.;' (a.) =- ~ • c. b ) 

de estas condiciones obtenemos que W (a.l = W (b) y esto último -

asegura 1a ortogonalidad de las eigenfunciones. 

3. En un sistema Sturm-Liouville singular los problemas admiten -

eigenfunciones ortogonales bajo las siguientes condiciones a la-· 

frontera: 

(A,) WC.o.): o 
'f plb)=o 

} (.i .. A.) W(.b) =o 
'i p (o..) =o 

(;.i..~) \='(a.) = p l 'o) = o 

donde· <ir\ ·t~» j (in resulta conveniente pedir que se cumplan la -

primera o la segunda relación, respectivamente, de (2.31), puesto 

que la ortogonalidad es independiente de las condiciones a la -

frontera cuan¿o ambos puntos extremos son singularidades, como -

se muestra e::i (iii). 

(2.33) 



Por otra parte se encuentra que la ecuación real y autoadjunta de ~ 

Sturm-Liouvi1le (la cual veremos mas adelante), con una funci6n de 

ponderaci6n T(-x) constante en signo, admite únicamente eigenvalores 

reales bajo cualquiera de 1as condiciones a la frontera anteriorm~-

06) 
te enunciadas. 

Si calculamos el producto escalar de 1a eigenfunci5n u(X) 't ele" <Íu 

respecto a la funci6n de ponderación T l x) encontraremos una expr~ 

s1on :nuy útil para su eisemralor A asociado a dicha eigenfunci6n. 

Entonces: 

<u.cfu"> 

b 

= S T(:x.) utx.'> iÍ.o tx.)cb .. 

a. o. 
="A<.u,Yu> 

donde tf u= j\ TU pues U es una eigenfunci6n. 
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Lo anterior demuestra que: 

:A = <.u. tu > /< u, .,- u > 
• (2 .. 3't) 

Cualquier operador para el cual <.v.Su > es positivo cuando Tlx.) 

es positivo se dice que es positivo definido. 

E~ta Ü1tima éxpresióa. :impl..ica que 1os operadores autoadjuntos positi--

vos definidos tienen eigenva1ores positivos. 



2.4 TEOREMAS DE OSCILACION Y CCl1PARACION 

El análisis de las gráficas de las so1u~iones de la ecuación (2.6) 

requiere de 1a ap1icación de los llamados Teoremas de osciiación y 

comparació~. Fmpezaremos su estudio p1anteando el teorema de separ.!_-

cion de Sturm el cual considera las posiciones relativas de 1as sol.!!_ 

cienes .. 

Teorema 3. (Comparación de So1uciones) 
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Sean "(,(x. ") y f,.(x.) soluciones 1inea1mente independientes de 1a ecu_!!.-. 

cion homogénea: (2..C.) 

para 1os cuales f• (X,) :f, (;(i.):O tf,lX.):f,~•):o) 
Tal 'lºe ::t.,<.:x.<.::C2 y f,(:x.):o [f._(;:t)-:q]. 

y sean 'X-•,X.:t E. Df, (Df.) 

entonces existe X.E: Df, [ Dtz.] 

Demostración. Consideremos primero la gráfica de las funciones sol.!!_--

cion de acuerdo al teorema; tendremos que: 

La demostración es cano sigue: supongamos que f 1 (:x.) se anu1a en X-::::C,¡_ 

entonces vJ (f1, f 2 ) (Xt):#:O puesto que f 1 y fa. se consideran line.a..!. 

mente independientes (sección 2.1), de modo que: 

de donde f, (.:(¡_) t o ( 

Si ahora suponemos que x.. '/ Xl son ceros sucesivos de fz. obtenemos: 

f, {:(,)*o 

f, (:r.,)":/= o 

f~ {X.. ):f: o 
f; (;(2)=#: o 



39 

Ademas. puesto que el Wronskiano tiene la propiedad de conservar su -

signo {Teorema 2 sección 2.1) entonces 

(2.-35) 

Como x., Xa. .son ceros sucesivos, f 1 (x,): o :f._(x1 ) entonces la forma de 

la curva en la re<":ión "'• ~ x. ~Xa. podrá ser de cualquiera de los· 2 t_i-

pos si."!tlientes 

Figura 2.2 

De don<!e en ambos casos ocurre c¡ue: 

así que, tomando en cuenta {2.35)~ algo s:i?!lilar debe cumplirse para f,: 

~·~ne \f, (X,)\: - s'':l"'º \f, ('(.1 )\ 

esto :il:iplica que si f, (l.:.) >o entonces f, (X1 )<.0 y viceversa, por lo 

tanto existe alguna -:x., :x., .._ :x. <..:t1 , tal que f• (x):o; como suponemos que 

x.; -y Xa :son arbitrarios, el teorema queda_ demostrado en general. 

Antes de considerar el ·-teoreca de comparaci6n escribiremos convenient~ 

mente la ecuación general (2.6): 

si definÍI:los 'i l"'-) = u (.-x.) " (:x.) se tendrá que: 

':l' = vv' +u'\/ ; y"= uv"+ 2.u''ll'+ u"v 

sustituyendo estos resultados en (2.6) y rearre~lando términos: obten!!_ 

mos la siguiente ecuación para V: 

(u"+b.v't-b.u)v + ('.lu'+b,u)"'+ u'1"-::o 
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Supongamos que no conocemos una so1uci6n particu1ar de (2.6), pero -

que pode<:1os e1egir una función U que satisfaga 1a ecuación: 

1. U' + b, ú : O <z.~:¡.) 

obtenemos de 1a so1uci6n genera1 de esta ecuación (secci6n 1.5) que: 

u (X)= e)<.p {- "i" lb, lx)dx} . ( . ) 

de donde: 

v' (X.): - .!.. b, (.x."l U(.x.) 
2. 

~ustituyendo estos resu1tados y (2.37) en (2.36) obtenemos:" 

-.l"t:x.)+ GC.x.)Vlx.)= O 

G (X.) = ba<.:x.)-...!... b,(x)-..!.... b, (X) 

.... ' 
}· . (i.~) 

La ecuación (2.39), que no inc1uye tennino en V 1 se dice que esta en -

forma normal., expresada de esta manera una ecuación diferencia1 perm~-

te e1 ana1isis de 1as propiedades de su respectiva so1ución. 

Los siguientes teoremas ana1izaD. gráficamente 1a so1uci0n considerando 

e1 signo de \/"<.x.) para determinar 1a forma de 1a curva que aque11a -

describe. 

Teorema 4. Si GC.x.)<O en e1 interva1o o.~ x ~ b , entonces cua1quier-

so1ucion U (x.) (ta1 que Ulx.);i:O de 1a ecuación 1.j"-t- GC:.:)'1 =O 

mo. tiene mas de un cero en o. * X. ~ b 

Demostración. Supongamos que para e1 punto Xo (:: (a., b] , U ( :(.):: O , 

como U l x.) -;¡;_O se tendra que U' (X:a )":f O • Si en particu1ar U'l"•))O 

existirá un interva1o a 1a derecha.!ex. en e1 cua1 U<.-.:)>O y como 

por hipótesis u"+Gu:o se tendra que: U"lx)-:: - (:o(.x.) U (x..) 

:,.:;. positiva para :X. >Xo pues (:\(.x.)<.O, pero si U"(l<.)>o para X.>Xo 

entonces U't>.) es creciente a 1a derecha de X.o Por 1o tanto ú c..x.) 

no tiene ceros a la derecha de 'Xo , simi1armente se encuentra que -



tampoco tendrá ceros a la izquierda. 

Esto se concluye también cuando partimos de que u•<.:x.c.)< O • 

De modo que entonces afirmamos que si VCx .. ) tiene un cero en [o., b] 

entonces solo tendrá ese cero, o bien que no tendrá cero alguno ahí. 

Enseguida veremos el teorema de canparacion que, cooo su nombre indi 

ca, se refiere a las condiciones bajo las cuales una solución difi~ 

re de otra considerando la magnitud de la funcién (;¡ l x.). 

Nuestro pmposito es ent~nces canparar las dos ecuaciones siguientes: 
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o 

>::" +h ... (::x. ") ~ -:: o 

e 2.'t<>) 

(2. .. 'fl) 

Teorema 5 (o de comparación) 

Consideremos las ecs (2.40) y (2.41) con h,(.x.)<.1-hl"X.) para X.> :C..o. 

Sea ':I la función. solucií5n- de· (2.40) sujeta a las condiciones inici~

les: '3 C.Xo) = '-Jo ; ~'C.:>(..,) = '1:,. tal que "} (.x) > o para-

algún intervalo a la derecha de Xc Sea ~ <.x ) la funcií5n solución 

de (2.41) sujeta a las condiciones ·iniciales Z:.C.10 )-::ye y 2:'(:to)=1.J: 

Entonces <;J(X.)':>i!:;(x) para x>X... _siempre y cuando >=(x) ;?O • 

. Denostración. de (2. 40) y (2 .·41) obtenenos ·que: 

~ 11" +h. lx)'"i í'= ::. O 

~ 2:" + hL(.1)1.\ :i!; -:: 0 

restando a::ibas ecuaciones obtene:ios: 

'-} i!:." = [h .. c.x. '\ - \\, l:x:)] '-\ ~ 
pero por definición 

W('-3,Z:.)(x.) = (tp!:.'-y'zo)C:x.) 

W'(y,<:)(x)-:: (.'1""i;"-y"i!:)(:it.):Lh1C:>:.)-h.l:x.)]yc-
de donde: 
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por tanto: 
"-

\Nt11,i!:.°)(1)-:: Jth ... -1-..)'iZ:dx >o 
Cvn) 

.::t.o 

donde el lado derecho es positivo pues 'J y i: J.o son y, por hipótesis, 

h1<h1. para :X.> :X:o; 

pero por otro J.ado : 

y por (2.42) tendranos entonces que ('-ljr: ') ) o , de donde concluimos 

que (U, /-e) es una función creciente para :X: > :X:., , y en particul.ar: 

Por J.o tanto (. °J/r:)) \ s; 'X.> ;c01 o equival.entemente ':l (x.) > ;:('x.) ~-. x. > Xo, 

Se deduce de este teorema de comparaci6n que si los valores de '1 ('X.e) 

y de 'i'tx .• ) .son tales que -'"ll:X.)<O para un intervalo a J.a derecha de 

"X.a , entonces J.a concl.usi6n es que y (.:x. ") <. ;?,(x.) siempre y cuando 

~(1)< o ahí. 

Las dos situaciones se engl.oban si afirm=os que \ '1 { :it) \ > \%:(X)\ 

para "X.'> X... en tanto que ~ (.x.) =t: o 

Teorema 6. Un val.ar finito ~ no puede ser un punto l.Ímite para 

J.os.ceros de una soluci6n 1J (x) de (2.39) a menos que u (:X.)= O • 

Demostración. Supongamos que T = lt.....:x.n con U (Xn ") -= O como U <.x) 

es solución de (2.39) entonces U es una función contínua y \e<\1hemcs 

u ( T) =O ; pero por definición: 

r, l- u ( :x. .. ) - u C:'í) ) 0 u~C.1")= ~ ::. 
:x..,-.{ x ... -1 

de donde u ( l ) = l.)' ( -r ) = o y por J.o tanto u<.:x.")-s.O. 

Teorema 7. Sean Xo / 'X., ceros consecutivos de una so1uci0n de la 
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ecuación (2.40) y sean >n y to.\ tal que O<.c:\Cx.) <. M para o..~ .:x. ~ b 

entonces: 

( '\'M' ) <. ( .x. - x.) <. ( 11/ ~ ) 
.('2.'+:1) 

Demostración. Consideremos e1 siguiente par de ecuaciones ya definido 

en las ecuaciones (2.40) y (2.41): 

I:\" + h. lx) y = o 

~" + h,(.x)Z. =O 

c.on h1 (.:t.) <. to-\· 

de acuerdo a 1as hipótesis de1 teorema de comparación (Teorema 5) s!!_-

hemos que: h. (X).(. h. (;c.) p~-ra --.:x. ~ ~ '/ '1lx.);>o para algún interva1o 

a 1a derecha de ::t:o entonces podemos hacer h2 Cx):M y e1 teorema -

sigue cumpliéndose; de manera que (2.41) se convierte en: 

Z:" + M 2!: = O 

donde Z (x) es una función sujeta, de acuerdo a 1as hipótesis r;lel te.!:!_ 

rema, a 1as condiciones iniciales: 

así que podemos hacer: 

Z (Xo) ": O = '":lo 

:' l.:r..o)-= .,: 

1a cua1 satisface dichas condiciones iniciales. 

E1 siguiente paso es encontrar los ceros de i!. , observanos que si 

o(: fl~-Xo )JM]-: 'n lt l.: • con n= o, 1, 2, ••• ; tendremos e(o{ ): o • 

así que los ceros de í!. serán: 

2!.o = :X.o 

2!.. = :X..,+ lt/ ,¡¡:;; 
'i!i. = ::O::o + 2. lt j .,¡¡¡ 

:2:-n = X.a+ nn-/~ 
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Pero por ef teorema 3 sabenos que 1os ceros de so1uciones 1ineal.mente 

independientes {cano efectivamente 1o son q y ~. de acuerdo a ·(2.42)) 

se a1ternan, entonces cano ~º 't z, son ceros de X: 'f :x, es un cero de 

':\ conc1uímos q• X. estará a 1a- derecha de ;e, : Xo + lt / r;;; , o sea

que: 

x. > X.. ;- lt"/[tJ:: o bien 

Procediendo de una manera simi1ar partimos ahora de 1a so1ucion para -

(2.40): 

1os ceros de '1 1os obtenemos direct:ament:e 

'-lo = :Xo 

y,= x.. + rr¡ R 

':h = 'Xo + '2.tt"/~ 

C<r.o ahora.~. j ~· son. ceros de 

para X>Xo y 1os ceros de '1 't X: 

:x, es un cero de X: 

se a1ternan por ser estas funciones 

linealmente independientes 11egamos a que X, es menor que y, 
o sea que: 

X., .(,. :X.o+ o/~ 

• (,le') 
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combinando las ecuaciones (*) y (**) llegamos a la desigualdad busca-

da. 

Finalmente observemos que de (*) obtenemos que para un punto :X. arbi_~ 

trario a la derecha de 'X.e se cumple que: 

para algún entero n 

y también en el otro sentido obtendremos: 

· Por lo tanto e1 número n de ceros que hay en e1 intervalo (:x.o , "X 1 
satisface 1a ecuación: 

• • (2..'t .. ) 

Los teoremas aquí analizados muestran muchas de las propiedades .de las- . 

so1uciones para 1as ecuaciones diferenci~1es de segundo orden, aunque -

no· siempre sea posible obtenerlas explícitamente. 

En el siguiente capítulo analizaremos las propi.edades de la forma autE;-

adjunta y la solución general de este tipo de ecuaciones diferenciales. 
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III ECUACIONES DIFERENCIALES AUTO-ADJUNTAS 

3.1 Propiedades de la forma auto-adjunta 

- . * 
Presentaremos el operador auto-adjunto iÍ . asociado con el operador t. 
para el caso de la ecuación diferencial general de segundo orden pefin_! 

da en (2.7). 

Consideremos entonces el operador diferencial -S. ya definido: 
• (2..?~ 

'éf.:. b.c.:c) -t- b. t.::i. )2._ + L 
cl:x. d :S..

1 

Ahor~ sean U y V fwiciones de X completamente sirbitrarias, excepto .
ic 

por ser completamente diferencia.bles, de manera que existan á'.[ul 't ;t(v 1 
(esta última expresión la definiremos precisamente al final del proc~ 

dimiento que describiremos enseguida), entonces: 

'I ¡f {u): v{boC.X.)Ubt.)+ b,C..,..)U'(x.) +V" ('le.)} 

h.1) 

si:ahora integramos por partes el tercero de los 3 te=inos a.la der~-

cha dos veces. el se~undo una vez y e1 primero cero veces, siempre s~

bre el intervalo (a.,b], obtendremos: 

b b b 

J v.flu1dx= jvb.,ud:x:+Jv.b.v'dx 

b 

+ s V u~'d.x. 
o. o.. (). o.. 
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o sea que: 
b 

= ·C.vu•- "''-'_)\ 

b b ••• l l.'Z. 

+ vb,u \ +f u[Cb.-b,)v-b,V'+""1d.x.. 
... 

..p1c 
Podemos definir enseguida e1 11amado operador formalmente adjunto d.. 

satisface 1a condición:_ 

J~ d'.lu1ox = \ } \~ 
como aque1 que 

' ' " +'Su i'°l-.· 1d:c 
a. o.. 

en consecuencia: 
~ 

• tl.'t) 

:r_* = (bo-b. )- b, L + L 
dx dx.'-

y por 1o tanto: 
b b b 

= <."u'-v'u)\ + vb..u\+ Ív;{"('V)dx. 
•• {3.S 

o. 

y definimos 1a ecuaci6n formalmente adjunta de ;f[ul =o 

como: 

Si en particu1ar ocurre que != ot'"' ·entonces decimos que ;f es un -

operador formalmente autoadjunto. 

En e1 caso particu1ar de nuestro operador dif erencia1 de segundo orden, 

1a condición para que ;t. sea formalmente autoadjunto se obtiene igu_!!. 

1ando 1as ecuaciones (2.7) y (3.5), de esta manera obtenemos que: 

bo = bo- b, 
b, = -b. 

1a única so1ución para este sistema de ecuaciones es que b,(x.) =:o 

para a.!= :x. .=:: b , de donde: 

;( = bo (.X.)+ d.._ 
d x.'-

.-{~.l 

• ('3.l 
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Entonces llamando q a b~ , decimos que una ecuaci6n diferencial l_!-

neal de segundo orden (2.6) es una ecuación autoadjunta si podemos ~ 

presarla'éano: 

en lo que resta de este capítulo estudiaremos ecuaciones de este tipo. 

3.2 La Identidad de Lagrange y el Espacio fase 

Consideremos ahora la ecuación (3.5), podemos expresarla como: 
b . . 

J{ v a(v1- u~f""t v 1 }d:r. 
b b • ('3.10) 

= (vo' -"'u)\ + vb.u 1 ... o.. CI.. 

si ahora suponemos que <! es un· op.erador autoadjunto entonces t= s* 
ello implica que, b, (. -x. '>:'.O y la ecuación (3.10) se reduce a: 

b 

1{ \J g(u1- u"t (v])dx 
a. 

o bien: 
b b 

f{uf(.;,1-v~(u]}d:x. =-w(o,.,)I · 
(). ... 

.(:3;\\) 

. . esta ecuación es la llamada identidad de Lagrange. 

De-hecho. todo operador formal diferencial, lineal de segundo orden -

con coeficientes reales es autoadjunto y, por lo tanto , Hermitiano 

.pues en este caso cf: = 'tf* .<") 

El Espacio Fase 

Consideremos ahora la ecuación diferencia1 1inea1, de segundo orden y -· 

autoadjunta ya definida en (3. 9): 

f [u] : i\\J } 
donde: 

cf (o}:: «;\.V -t- u" 

siendo U una función de cualquier variable :C. que puede ser, en general, 

compleja. 



Para ana1izar 1as soluciones de 1a ecuación dada en (3. 9) sÜpondremos 

que podemos descomponer1a en un par de ecuaciones dif erencia1es hOID~ 

geneas 1inea1es de primer orden acop1adas mediante 1a siguiente ecll;!.-

ción matricia1: 

d [c.p 
dt 

lp, 
4'] ["'" 'P. - «. ... :. 1 

donde t9,': 4>, (y también ~=W• ) son so1uciones 1inealmente indep".!!_

dientes de (3.9). a1 establecer (3.12) obtenemos que: 

°'" = ol'2.'2. : o 

} 
La ecuación {3 .12) expresada sintéticamente sería: 

donde M es.ia·matriz de 1os coeficientes o(,;._; dados·por .(3.13) y Z 

es 1a matriz de 1as so1uciones c.Q y ~ cuyo dete:cminante es e1 Wron.!!_ 

kiai;io de éstas. 
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.(3.r3) 

Si.proponemos cano condici6n inicia1 para e1 sistema de~inido en (3.14) 

que: . (3.15). 

entonces 1a·so1uci6n a (3.14) és: 
:t 

2!(T) = e.><p.{lMt<r)d<r}2tto) 
pero como M, 1a matriz-coeficiente <&\e."'p'"e es constante entonces tendr.=.--

mos que . (3.\{,) 
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Definimos .el espacio fase (o plano fase) de un sistema como aquel doE_-

de se analiza gráficamente el compqrtamiento que tienen las soluciones 

en el plano de las coordenadas de cada vector independiente. 

Consideremos.la matriz soluci6n M de la ecuación (3.14) sujeta a la -

condición inicial (3.15) • M es una matriz de dimensión 2x2 en general 

se tendrá que: 

[

e>( .. ' •• . l3H} 
M= 

o<,., 

donde 

+..!...(o..u-o<.u)·\<. 
2. 

JI:::. [ 1 º] j_ =[º 1 ] ; j ::.[ o 1 ] ; K -::. [' o ] 
o 1 1 o -· o o -· 

* 

• • (3.lS') 

las matrices i. j, k se conocen como matrices de Pauli • de modo que 

su estudio resulta necesario para analizar las propiedades de la ma-

triz soluci6n M en el espacio-fase. 

3.3 Propiedades de las matrices de Pauli 

Las matrices ][, i. j. k definidas en (3.18) forman una base para -

las matrices de dimensi6n 2x2 ya que.cualquiera de éstas puede expr~ 

sarse·como una combinaci6n lineal de ·aquellas; ·y además ninguna matriz 

de Pauli puede expresarse como una combinación lineal de las restantes. 

Esta última propiedad de independencia se debe al hecho de que las lll!'!.-

trices de Pauli anticornnutan y entonces una no se puede escribir como
(1)) 

múltiplo de la otra. 

La anticornnutatividad de las matrices de Pauli se puede observar. en -

particular, para el producto (i) • (j) : 



(j)·li)= ío 
l-1 

Sl. 

En general. l.os productos de l.as matrices JI:., i, j, k entre sí aparecen 

en l.a siguiente tabla: 

1t i j k 

1I: 1L i j k 

i a i li -k -j 

j j k -][ -i 

k k j i }[ 

TABLA 1 

Como {I, i ,j, "-} es una base para l.as matrices de diD.ension 2x2 ent<JE_ 

ces ·sean ~· B matrices 2x2 arbitrarias, entonces pode:nos expresa.-.: : 

A. :: O.o Jt + O., Í. + O..-..~ 1- 0.3 ~ 

B : bo !!:. T b, i-!- b:i.j + b3 W:. 

·. 
i 
'r 
j 

y el. producto lo obtenemos empl.eando los resul.tados de la tabl.a 1: 

I\•~ = (O.o b., +O..• b, - 0.-z.b:i. +0..3b3)•][ + (.Q..,\,,-¡-Q., bo-C4b3 "i"Q.3b:.)·Í..+ 

+ (.O.ob.,-Q.,b3+C4bo-t-G.~b, )•j + (a..,b3-CLb-z. +Cl'Z.b,+a.,.b.,)•K, 

•• (3~10) ·. 

La ecuación (3.20) define el llamado producto cuaterni6nico que se" -

obtiene multiplicando matrices previamente expresadas como una combina 

cion l.ineal. Este concepto resulta de gran utilidad en l.a represent!!_-

cion vectorial. de matrices ·en términos de las matrices de Pauli •. 

Sean A y B vectores, los cuales se definen representándolos como una -

combinación lineal de las matrices de Pauli, es decir: 

npec.:f'''"'"'""Te en ..... u\1-.vl•ca<" S'$, '\"" es la "º"'Pº"'c"Te en ~\ eje ~ de\ ope

.-aclo .. S ele\ '"'º"" ""'"'"º ª"'~u\a.- ckl espr ... , \'ºr el c.om¡>\t)c i. para obtc""'"' (~) l • 



A,: O.,;_ T 0.1~ +- 0.:.1<. 

8-= b, L + b,.l + b3 K 
} 

entonces definimos e1 producto interno de A y B como: 

( ,._, B ) = o., b, - o.-.. b ,_ + O.~ b 3 

y definimos, e1 producto vectoria1 de A y B como: 

Combinando 1as ecs. (3.20), (3.22) y (3.23) obtenemos que: 

A.· B = lt>., e)· ][ + (.t>-.,., B) 

De. (3. 22) defin:imos 1a no:rma de un vector A como: 

0 A U"- = (A, P..) = ri:, - o..\+ r{~ 

Combinando (3.22), (3.23) y (3.25) encontramos que: 

AAlz.·\IBf" = Cf>..,B)2 
- (.f\,.B,F>. .. B) 
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• (3.'2.'2.) 

.(3.23) 

• (. '3. l'+) 

• '('3.Í5) 

Si en particu1ar ocurre que ;, Al\ • 11 'B \\ = 1 
entonces 1a ecuaci6n (3.26) 

puede interpretarse como 1a identidad trigonométrica dada por (3. 2"i·) 

dividiendo (3,26) ·entre 1"'11 ·l6T¡2 y uti1izando (3.27) encontramos que: 

de donde: 

c.osh2 0-= (.l\,S).,_ 

i\11. \\~- \\í:>i.2. 

c.osti e= (.A.,o) 

UA. l • \\ B 11 

se.-.h2 0- = {¡>.-..S, 11.-..6) 
a~•'". \\B\\'-

:.e.n t- e- = n A. .. B \\ 
iA.11 • \\B\\ 

y por 1o tanto: ( 1'.. , B) -: i1 t.. u • 1\ B \\ <.0<> h e } 
(p..,..0):: C·{\M\•\Bll}seo\-.e-

••• (3.'28) 

• ("3. 2'1) 

d.....!& l &., \o .,. .. t.-.~ Jef•n• el., r.n 0.1a·"> 1 ""'!! 'hf'u.r , c..c.- '"' si.,,c!c la 11 ....... .,~ 

'°"~t .... -r& ª" Pbnc.\<.. Lo:> opr.•...ic•CS ele º"'" ~ v ..... \\ •º" d• ~··" ..... I'º''"•"''" ..... c1 
c.a~o.O& \a. ~:.,,u <Dnoc.aclo c.o~o . ...,&úna~ w.:nt~c.a.l:\-) · 
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donde la matriz C.: c,.i.T C-z.j T C.31<. 1 (. e , e) = 1L • de modo que 

C.1. = 1L • Podemos ahora establecer los siguientes teoremas. 

Teorema 3.1 Sea A una matriz ?. ,.. 2. ; '1 Tal que puede expresarse cano 

combinación lineal de matrices de Pauli, es decir: 

A = e.o • l[ + C. 
• (3.30) 

donde C :: c., .i.. + C1. l ;- C.3 K , entonces f>,.1.: 1( si se cumple una de 

las dos condiciones siguientes: 

(.a) c .. = :t ][ 1 c.=ªº 1 ( b) C.o :o '/ llcll=1I: 

Demostración. 

'Encontramos directamente de (3.30) que: 

A 2 = (c.o·li.,. e)'= c!·]f. + c.·c. + 2. Co· c. 

utilizando (3.24) obtenemos; 

A2 = c.:·1[ + <.c.,c. )·1[ +e>< e;- 2. Co· c. 

o sea que: 

pues 

e " e 

así que 

[... :; 
= deT e;, -e, 

c., -<z. 
~ 3 1= 0,por tener 2 renglones iguales 
e~ . 

Co = :!;..][ c.':: o 

C.o :. O llC.l\=C..c,c.)=Jt. 
Teorema 3.2 "(Teorema de Euler) 

(i) Si A es una matriz expresada como una combinación lineal de matr.f.. 

ces de Pauli tal que A-z. :: 11: , es decir, tal que se cumple una de las 

condiciones dadas en (;3.31}, entonces: 

(3.31) 
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ex.p{eA} =1I·c..oshe-+A5e<1hS (J. 3 

(ii} Si C es una matriz tal. que c.,;,o..·JI+et>... , donde l\/lt.\\:.\ 

entonces! 
ec =- ](- eQ.º. co!>h& +A.' eO.· sen he-

(3.~ 

Demostración: 

(i} por definición e.,,_=- :: 

entonces &A. ... ... ) .., ...... 
e = ][+sA.+ eA +9/>.. +~+··· .. ·· 

2.~ '3\ '1-! " 

:: JI. ( 1 +- &2 "'-' + G 4 
f>... q. + •.•• ) + (a t\ + G.., A?>+ e',;.+ ... ) 

2~ <\-~ '3! 5~ 

pero cano entonces ~~: 1[ f~Ta n-:: t,2,3 1 ..... 

así que: 

por le T~nTc 

(ii} como 

entonces 

por tanto 

e = O.o • :n:. + e p.. 

O..·"i. = e 
&!>. 

e 
<4•I. . e . (I.· ~.r.e + /\ sanh e) 

Con l.os dos teoremas anteriores pode::ios definir una matriz H como una 

exponencial. cuyo argumento sea precisamente otra matriz, l.as expresio 

nes (_3.32) y (3.33) nos indican como eval.uar entonces H. 

Una consecuencia :inmediata de l.os teoremas anteriores es que ahora PE. 

drenas mul.tipl.icar entre sí este tipo de matrices. 

Sean A y B dos matrices que pueden expresarse como una combinación 1_! 

neal. de ll!3trices de Paul.i, es decir que: 



'f . "' 

por lo T<>nTo 

~B 
1-h.-= e , 

SS 

et\icnc.es i'cr (3 .. 32.) 

o'oTenc..-ncs :. 

• (3..'3 

Algunos casos particulares ocurren cuando los argumentos de las fu!!_--

cienes biperb61icas son complejos dados por : 

et"\Tonc.es : 

{ "" - "'· ) ( . . ) . 
SQn h (. 'i!:, ") -:: .;_ e - e : ~ J. - ( - •) = J. 
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Para esTos ar'j..;me..,\os Tend1"emos 't'e : 

; ... 

H.· 1-h. = 
€2.21>.. ea..2e. 

= Jr \t-i)t-i)(Ji.,S))-\-lt\.,.6)t-¡f 

= -E{u,,B)+l\,..6} 

1-\, • H:z. = 
"2.,,,. 

e· e'i!' ... s= 1I {e• )l-i. )· lP.., s )j""'" lA." s1(t)l-i) 

= JI.. { (f>., s).,. lt>...,. ~) \ 

Zik ex.B ][: {mt-i )·CA, S )\HI\-.. B)l-~')l&.) ¡-\,• \·h:: e = 

= ll· \u~, eh CA.y. 8)\ 

( 
-1( · [(f\,S)+(r>.xB)] ~. ·=~ ;!·"' e:_¡ B 

= 1 
e· - - .. Cu~) 

..1L. ((,,.,e.)+ u~" in 1 ::.; i.·.t-:i 1 

~ 

deo de 
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Considerando ahora que, de acu.erdo a la bip6tesis del. teorema de Euler, 

los vectores A y B tienen norma unitaria entonc·es·;· util.izando las ~!=U.!_ 

ciones (3. 29), 

i!.¡1'1. 'e~s ) 
e . = 1 

donde 1i' se define en (3. 27) y cumple con l.as ecuaciones (3. 28). 

Otra propiedad interesante de este tipo de matrices es: 

que puede expresarse de dos formas: 

(a) cano el. producto interno de dos vectores 

[(o.) 1)2. _ 0."Z.b.l) ( o..b3 _ ª> b.) {Q.1b. _ o..b,.) l 1 ~~ r 
(b) como el. dete:miinante de l.a siguiente matriz 

f
o., b, c,l 
-a. -b1 -c. 
0.3 b3 C3 

F:i:nalizamos esta sección con una definicién importante. 

(3.31-) 

• (3.'38) 

Matriz Unimodular. Se dice que A es una matriz unimodular si deT A= !.l. 

En particular las matrices II, i, j, k definidas en (3.18) son todas 

matrices ullÍlllodulares. 

Uti1izando esta definici6n y el teorema de Euler concluimos que s.i _A -

es una matriz unimodular entonces A cumple también con el teorema de -

Euler, 

Esta propiedad la utilizaremos más ade1ante. 
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3. 4 Análisis de" la Matriz Soluc·ion 

Consideremos la ecuación (3.14): 

·lionde Mes la matriz de los coeficientes o(~j representada en (3.17) -

como una combinación lineal de las matrices n:, i, j, k definidas en 

(3.18). 

Estas posibilidades de M nos conducen a los diferentes casos canon_!.-

cos de su ~epresentaci6n. 1os cuales ana1izare:mos en esta sección 

Caso A • Consideramos que J[ es la matriz de coeficientes, entonces 

la ecuación (3.14) queda: 

dO"de [).., o] 
01[ = o ),..,_ 

Las propiedades ya conocidas de 1a matriz 9][ , considerada como una -
(o) 

matriz de transformación son: 

li) TRl\211. 9I-:: 2 

C.ii.) clc-t ~1[ = l 
( H.i) ).., -: :11.:z. -:: 

De modo que entonces e}[ = (x., 

Por 1~ tanto 1a matriz de transformación e I tiene la propiedad d.e -

dejar invariante al plano bidimensional. 

Encontraremos la solución explícita de (3.39) utilizando (3.16): 

aplicando la condición inicial (3.15)~ 

I: rlto) = e"-t'{G]:(.e)}ltta) =~(t.') 

así que haciendo t.=O se cumple (3.15) y la solución queda como: 

• (3!+0) 
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Para eva1uar.z (t) recurrimos a1 teorema de Eu1er, ecuación (3.32), 

entonces: 

o sea: 
z. tt) = l ~et e~t] • (3.•H) 

Donde 1os vectores: 

[ eºr] x~ = [ :&t l 
e ?5.'12..) 

')(.,: 

o 

son linealmente independientes y, de acuerdo a 1a ecuación (3.12): 

[
'V(t) ]--:::. Qª~[º J 
l.\',lt) 1 

(3.43). 

La matriz de transformación M = &'JI es ta1 que deja invariante a1 pl..!!_ 
(.11) 

no bidimensional ~ Vs tP, , entonces al. graficar 1os respectivos 

el.ementos en e1 espacio fase de 1a matriz sol.uci6n, se tendrán dos re.E_ 

tas con pendiente R,:(l>(,tc) 1 
U>,Cto) 

gen. 

R, = \.llltcl 
-.'.(.~) 

·, que pasan por e1 or_i-

Caso B • En este caso supondrenos que M = & i, siendo i 1a matriz de 

Pau1i definida en-(3.18), entonces l.a ecuación diferencial (3.14) se 

convierte en: ·(·"5~ ... 't l 
~t ~ = eiz 

si apl.icamos 1a ecuación (3,16) encontramos l.~ sol.uci6n de (3.43): 

. :2(t)= Q"'P·{ ei{t-to)} ~tto) 
./ 

si 1a condición inicial. es t.l~:o)= JI: entonces obtenECos: 



aplicando ahora el teorema de Euler, ecuación (3.32), y considerando 

que, de acuerdo a la tabla 1: · 

i"=~ li 

1 ¡_ 

entonces desarrollando la exponencial la solución queda: 

~(t) = Jr.·f 1+le·n.,_ +tet)-t-..,. .. ··1 + j_-le.t;-(Gt)-¡ ;-l0t)
5 

T • •• -1 
2! "t-~ 3~ '5~ 

as:i. que: Z (,,T) :. JI•c.os"' et+ .i. se.-.het" 

de donde: ¡e.os h et 
~ l-;:) = 

,.,.,. .. h et 

sen\.. et l 
c.osl-, et 

considerando ahora la ecuación (3.12) simultáneamente con la condición 

:inicial (3, 15) teneaos: 

[

((>lt) 

ID,tt) l [c.oshet 

: SQn\..Gt 

resolviendo esta ecuación matricial obtenemos: 

l.t1 lt) = lOl:«) <.o!>\-. et + <D. tt.) se.n h et 
~.(.1:) = <Ol"tc) sen~ et +to, tto) <.os\-\ et 
l.\) (t) = 4 1 l\:.o") C,.oS \.) St + 4', (ta) 5tn h ot 
4', (.t) : l:.. ~to) S<l:n \-) 9t +·\\),(to) <:.os n et 
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reso1viendo este si.st:ema para las primeras 2 ecuaciones encontramos: 

por lo T;anTo : 

l.{l'L(t) - ~.'1('t) = R-z 

Cualquiera de 1os sistemas (3.4 ) definen las ecuaciones paracetricas 

de una hiperbo1a en el plano, lo cual se verifica a1 graficar los re!!_ 

pectivos elementos de la matriz solución en el espacio fase, y vari"!!. · 

do las condiciones iniciales se obtiene una familia de curvas que def.!_. .,-_ 

nen un campo vectorial de estructura hiperbólica, el cual tiene a las-

rectas ':J=-X:, cano as:intotas. 

Caso C. Consideramos ahora que M = ej, ·donde j es la matriz de Pau

li definida en (3.18) se tiene la siguiente ecuación diferencia1: 

= Gj Z e.en ~ (to ': O) = li . . .• .. 

cuya solución es: ~·t ó-.-t 
:2: (t) -= e J • :z!: (Te) =- 1[ · e • 

~e:it [ '1 3 ] 
. por definición: . e :. ][ !: :iat + /<e-t) !: j~ + .... 

2. ~ "3 ~ 

• (3.'l't) 

pero consultando 1a tab1a 1 encontrm:ios que 

.. 
-]"_ -j -JL 

sustituyendo estos resultados la matriz solución se convierte en: 



('!-) 
de donde: 

Zlt) = l[ <..os et +j sQnet = l-e.os et 

-s•nGt 

62 

.!oCI\ &tj" 
C...C'S &t 

obsérvese que no es posibl.e aplicar aquí el. teorema de Eul.er a 1a fu.!!.

cion evjt: puc.s \\ji\*]: . 

Expresando este sistema de ecuaciones en términos de ~(~) ,lP,lt) y 4e 

4'(t),4',lt);encontramos l.as ecuaciones paramétricas de un circul.o con ce!!_ 

tro en el. origen. Es decir que.: 

rll'lt) 

LC!>,tt) 

de donde: 

'\'(.t) ) 

-V. (t) 
= 1 

f CQ(tc) 

ltQ. c.t.) 

~tt) =~{te) C..Cs et -r Ul, c.t. )sen et 
~.lt) =- Ullt.1 ~,., e-t: + ú>,Lt.) e.os et 
\,\Jlt) "° \..Vlt,) C..CS 9T + 4J, (.to) SQn et 
tv,Ct):-4'l"te)s~ ... et t l.V,lt.) e.o, et 

~(to) l 
w.c.t.) 

resol.viendo 1as 2 pr:imeras ecuacionP.s para lQC.t) '/ c..{i,lt) encontramos 

que: 

f'"r lo T .. nTc 

U>-ztt) + W:'-C.t) = R.'" 

anal.ogamente: -:. 
'4-'-z.Ct) + lV,\t) = R .. donde 

Por l.o tanto l.a matriz sol.ución define un espacio fase formado por 

circu1os concéritriCos con radios que varían cano funciones de 1as con 

diciones inicia1és, 



, Caaocc D •. En este ú1timo ·caso supondremos que M-:: & le. ,. siendo ·k ~ ·1.a 

matriz de.Pau1i definida en. (3.18), procediendo como anteriormente -

1o hicimos nuestra ecuación diferencia1 es: 

cuya so1ucion es: 

como \l 1<dl = 1 podemos ap1icar e1 teorema de Eu1er, ecuación (3 .33), y 

obtenemos que: 

es decir: 

/ 

de donde 

~ (t)-:: 1I·.c.osh et -t" K <>en h e-t 

1

-cos h 9t

0

+ se" h et 
~(t) = 

«•h et~"º" et 1 
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(. 3."SO) 

Se.tiene entonces l.a siguiente ecuación matricia1: 

-j- [ eªt- o l 
- -GI:" • o e 

igua1ando e1ementos: 

et 
lO(t) = C.O(to) e 

-et 
t(),tt)= CO.C.ta)e 

[

(.p(t.,) 

CC>,lt~) 

resolviendo ambos sistemas de ecuaciones obtenemos 1as ecuaciones par~ 

métricas: 



dondcz 

do .. de 

Estas ecuaciones son de1 ·.tipo X.2 • y-i.: C.2 
• y definen un campo 

vectorial. hiperbólico que tiene a 1os ejes de1 pl.ano coco as:i'.ntotas. 

En 1os 4 casos expuestos 1a matri% de coeficientes M es constante -

y podemos reducir1a a su forma normal encontrando sus co=espondief!
('!) 

tes raíces características. 
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En·consecuencis podemos deten:tinar·comp1etamente el ccmportamiento -· 

de 1.as trayectorias descritas por 1as funciones de 1a matriz solución 

especialmente en l.as vecindades de 1os puntos críticos cercanos al -

origen. 

Si consideramos 1as propiedades de 1a matriz M • por ejemplo que·'-

es he=it:iana. podemos realizar un an.!i'.lisis más detal.l.ado de 1os 4 ~ 

sos anteriormente descritos• en e1 Apéndice se inc1uye este breve an!_ 

1isis CCll!IJ>1ementario. 



- IV_ 
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES PERIODICOS 

4.1 Introducci6n Hist6rica 

La mayoría de 1as funciones utilizadas en 1as matemáticas técnicas y/o 

aplicadas se han originado como resultado de 1a investigaci6n de pr~ 

blemas prácticos, por ejemplo .las 11amadas funciones de Mathieu .fueron 

introducidas por su creador el. Físico francfui E. Hatbieu en 1868 a1 e.!_ 

tudiar el movimiento vibracional de uns. membrana de forma e1íptics. 

Este fen6meno ocurre también en l.886 cuando el. Físico G.W. Hi11, rad_!

cado en Washington, E.U. investig6 el movimiento del. perigeo l.unar C.!!_ 

mo. una funci6n de los movimientos medios del. sol. y de 1a l.una. :En sus-

estudios Bill utiliz6 un.a forma generalizada de 1a ecuación de Mathieu.. 

y tuvo 1a necesidad de utilizar en su análisis, por vez primera, det~ 

minantes infinitos. 
(15) 

En.1883 e1.Matemático francés G •.. Floquet publ.ic6 un tratado'genera1 de 

1as ecuaciones diferencial.es lineales con coeficientes peri6dicos • de-

1as cua1es 1as ecuaciones origina1es de Mathieu y d_e Hi1l. constituyen.-

casos particu1ares. e 2. > 

Sin embargo, actua1mente el. término "ecuacion de Hill se considera un.a 

ab:i:eviacion que canprende a 1a c1ase general. de ecuaciones diferenci.!!_..:. 

les se '·segundo orden, lineales, homogéneas y con coeficientes reales Jt 

peri6dicos, pues cua1quier ecuaci6n de este tipo puede reducirse a una 

ecuaci6n de Hil.l.. (l.'1-) 

:Este cspítu1o pretende ser-una introducción al estudio formal de este

tipo de ecuaciones diferencia1es. 

Empezaremos demostrando e1 teorema fundamental de Floquet, estudiar~ 

moa 1uego l.os val.ores característicos y el. discriminante de estas e~ 
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ciones y finálmente desarrollaremos la ecuaci6n de Hill en el caso de -

·un potencial peri6dic:O para determinar la forma genera·l· de su soluci6n. 

4. 2 La Ecuaci6n de llil.l. 

Consideremos la ecuación autoadjunta homogénea definida en el capS:tulo 

III (ecuación 3.9); 
<en f (.X)':O 

.t.4.1) 

si en particular ClU.): ).- rCX), ). constante, (4.1) se conoce como la -

ecua.ci6n de Hil1. Si la función «;\.l')(.) real., de vari
0
able real o ca11pl~ 

ja; estií·definida-para todos·los valores de :x. y es, además une f~-

· cien continua a trozos en todo intervalo finito y periódico con un p~-

: riodo m5'.nimo 11" (como se menci.ono en la secci6n 2.2), es decir que: 

c;i.<.1+11") =~C.x.) 
•••• l"t.'2.) 

de este modo lo anterior ímplica que, si p es un número con O 'f' .e 11", 

entonces existe al menos un intervalo real I tal que ~ <.x.+.p) -:fe:¡. (x.) 

para toda :X.(; I 

Cuan.do q (."':<.) satisface las propiedades anteriores ·entonces (4.1) ti~ 

ne .dos. soluciones contiiiuamente diferenciahl.es c.J, lx.) 'I 0,c.x.) las 

cual.es están unívocamente determinadas por l.as condiciones: 

u, lo)= 1 , >.J'. (o): o U 1 <.e")= o , u~ to)=\ 
•... ('t.3) 

Estas soluciones u., ~h se conocen como las soluciones no:r:malizadas -

de (.4.1) 

El. teorema de P'loquet caracteriza las soluciones de la ecuaci6n cara~ 

terística asociada a la ecuación (4.1); resulta ímportante entonces e~ 

tab1ecer primero 1os conceptos de ecuaci6n caracterS:Stica y exponentes 

caracteristicos de dicha ecuaci6n. 



La expri;sión genera1 de· 1a ecuación característica asociada a ·(4.1)--.: 

es e1 po1inomio en. S que resu1ta de reso1ver 1a ·ecuación: 

, o..,-s Q..._, 1 =- o 
a.,i. Clu- S 

·así que 1a ecuación cs.racter!stica asociada a (4,1), y por 1o t~nto 1a 
(l'l.) 

asociada en particu1ar a 1a ecuación de Hi11, está dada por: 
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. , ...... ) 
donde 1>.: O.u +O.u • es u11a co11Stante que depende de va1ores específ_!-

cos de 1as so1uciones normalizadas u, , v.._ de 1a manera siguiente: 

Sabernos que,_ en particu1ar para e1 pUllto (:x.+ lt"): 

'" L:x.+O-) = n .. U.U.)+ a..2 u._t:x.) 

doIJde· O.;;.j es una-. co11Stante, entonc:es. tendremos qüe: 

U'._ LX.+ lt) : 0.2, \J! lX) + 0.21 \)~ t:X.) 

en p.i;rticu1ar para x..:o • y Sllp1eando las condiciones (4,3) • lle~"'.' 

mos a que: 

A. = u, ur) -t- u~ (1t) 

· por lo tanto 1a·ecuaci6n característica (4.4) se convierte ~: 

5-z.-[u,t1t')+u~ llT')JS +1 : o . c~.s., 

E1 factor U, Ut ) + U~ lit") se· 11ama discr:imi11ante de la ecuación -

de Hil1 (4,1), sus propiedades a11aliticas permiten, a su vez, caract~ 

rizar muchas de las propiedades interesantes de las ecuaciones de Hil.l. • 

.Asimismo e1 .exponente característico es un ~ero ot que satisface 1as 

ecuaciones: 
~o(,.ft° 

s. :. e 
-4-c.ft 

s ... = e • l't.I) 



.; . 
donde ~. '/ 51. son 1as raíces de 1a ec:uaci6n caracter!.stica (4 .5) ~ 

·Algunas propiedades inmediat~s de oc.. son: 

(~) 

fl.. = '2 <.os ..C.«' 

l : S, • Sa. 

-Podemos ahora pasar a analizar el fundamental teorema estab1ecido por 

Floquet en 1879. 

4.3 El Teorema de Floquet 

Sean S1 1 
S1. 1as raíces de ·1a ecuac:Í:6n característica (4 .5): ( ,¡¡) -

Si ::;, 1: S1. • en ese caso la ecuación de Hill definida en (4.1) tiene .. 

dos soluciones linealmente independientes dadas _por: 

.w, (:r.) = :s. p. (>(. ") 

donde p. t..it') 

riodC? lt' • 

san funciones peri6dicas de X. con p~ 

(b) Si '5,-:: S1. entonces 1a ecuación de Rill (4.1) tiene al menos una 

soluci6n pe X.) periódica, con período .. (si s.= s~:: 1 ) o bien con 

período zn- ·(si s,: S-& :-1) tal que cual.quier otra sol.ución.indepl!_!!. 

diente de (4.1 ),1.ch~mos ..., ... ., f'"'''..)"-' cJ, ~ Ta\ ~ve : 

"(.X-\- R') :: :S, \)(.,C.) + "(; ¡> (.x.') • 't '6~t.ntc. 
Demostración. 

Sea uJb.) una solución de (4.1) entonces por (4.2) resulta que ""1U,..d') 

es también una soluci'6u de (4.1). y·en part:i.cular v,lx,..tt) 1 V1.(.;.(.+if) 

son también soluciones ·de e 4 .1) • Debido a que u •. (.>C.) y u.. (.:!t.") 

foxman una base para todo el conjunto de soluciones de (4.1) podreaos-

.. expresar· a· u, <..x. .. ·~') ·y· va;·t~-tl?')- como comb:i.nac:i.ones l:i.neales.de .·Vt 

y de l.J-a • procediendo cano se hi.zo para obtener A. = \J,Ur")t\l~llt).-
obtenemos: 
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ses ahora wt~·f'/:O un.a solución arbitraria de (4.1) tal que: -

UJ út-t tT "): p uJ <.x.. ") • con P utia constante • • • • <4 • B) entonces -

existen C..• c.'Z. 

de donde 

es decir que: 

constantes, tales que "' <.x ') ::: e;, v, tx. ") ~ C.¡, IJa <.J.) 

W·<.x.-t lt) : p w tx. '): p c., u, <.x')~ p <.& IJ1. C.x ') 

v.J' l':IC.+«") : ~....,•(.X.) :. pe.. v: (1t') -\- \H.& ü~ C:x. ") 

....., <..<t" ') :p<.ualcr'\-tf<.t IJa<.lt): \>c.. 
u.>' <R ) :.pt. d. la'H·pCI da C.O') ~ ¡> C.11 

• ;l. 

asociando térm:ir::>s obtenemos: 
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(u, ur )- p] c., -t- 1.1., ter') c.'Z. = o • • • •• (4.14) ' 

1..1: lit) c., + [\J: (.I?') - ¡>)C.-¡ : o 
por lo tanto c. •• C.'Z. deben satisfacer el sistena de ecuaciones lineales 

Anlilogamente si se satisface el- sistema (4.9) entonces la función 

satisface la c~ción (4.8) 

Tenemos entonces que la condición necesaria y suficiente para que el -

sistema (4.9) te:ga la solución dada por los valores c., y C>. no nulos 

es csue: 

u.,(CT')j -= º 
\J~CIT')-p 

• ('t.&o) 

pero recordando "'1e 
\AJ c""""'><.x.1: ~.<.x') u~o.'>- vz.c:x.'\ IJ:<.x'l: '• -J.x 

entonces el dete=minante anterior se convierte en la ecuación caract~-

rística expresada como un determinante. 

F.n consecuencia si p:: s, es una raíz de (4.10) podenos encontrar 



c.., <., tal.es que y tal que satisfaga 

ademas la ecuación (4.8), es obvio que si (4.8) se datisface entonces 

podemos escribir 

donde s, -:: ~p <. '""- tt ')~ p, (Jr.) es una funcii5n periódica de ~ 

con período "' 

Supongamos a.hora que (4.10) tiene una segunda so1ucii5n p: s~:; s, • P.!!. 

demos entonces utilizar Sa. para construir una solución U:: uJ1 ~)$0 

de la ecuación característica (4.5) c!e manera que 

Las funciones soluci6n w,, u.Ja. deben ser linealmente independientes,

esto 1o decostraremos por reducción al absurdo. 

Supongamos 'i'le las solucioIÍ.es u.>,, ..Oi, son 1ineal.mente dependientes, 

entonces existen A'J A-.. (no ambas igual a cero) tales que: 

}..w.~)+ i\ ... w,u.1; o 

pero entonces, utilizando (4.8), tendríamos que: 

).., w, (Jl.·Ht')+ ?..-. Wa. l1~R"):. ~. P·""· 1.X.')+ ...... pl!. uJ, U.) :. o 

cano ni ')....U, ni ),,uJ, son idént:icmnente cero entonces estas ecu,!_-

ciones son ca::patib1es entre sí so1o si p, : p.. • pero estamos sup_!!:-

niendo precisamente que p, t. p... • esto demuestra que 1a suposicion de 

dependencia l.ineal nos 1leva a un absurdo y• por 1o tanto .U, y W& son -

linealmente independientes. 

Esto demuestra el teorema de Floquet en .el caso ( .a ) • 

Si ahora su¡:onemos que ~.::S1. podemos entonces construir una so1uci6n 

de la ecuaci6n (4.1) ta1 que: 

w~ <. x.;- 1l" ") :: s, u.l~ C.:it.) 
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• y como ~. = s,. y s,•S2= l, entonces s.=!.' I de donde uJ, resul.ta ser 

una función periódica con período lt' ó '2.lt. 

Cuando S,•$,=t vemos·· que: \s,\:\s,\:l,o bien una del.os dos val.ores 

es mayor que l.. F.n el. primer caso se dice que hay 

estabil.idad en l.as soluciones de (4.1) pues '1stas serán acotadas, en 

el. segundo caso se tiene inestabil.idad en l.as soluciones pues dejan-

de ser funciones acotadas. • 

Ahora examinaremos l.a segunda sol.ucion. 

Supongamos inicialmente que Uh(lt")-:f:O , esto equival.e a decir 

que p (-:x.) 'f u._c:x:.) son independientes. Como ú,l1+n-) es también una 

sol.ucion se sigue que: 

u._ (:x.;- rr) = e, u,cx.) + c:z. pC:t.). 

Pnta determinar ahora c.. c., consideramos que: 

u._ ttn = e, lh (o) + c.,.>P'-º) 

u~un = c.. u~Co) + c2 p'(o) 

así que, l.uego de resol.ver para c., 'f C:i. obtenemos que: 

u._ (X;-ll") = (pCo)oJ~((r)- p'Co)Uz.(«)] • Uz (:x.) + 

pC.o) 

Pero 
~=-

p (o') 

u, un . p<.x) 
f' (o) 

11 

asi que 
p(.o) ü~ llT) - p'lo) Ui. Ltt") : 

·p (o) 

pc.tn u~cn-)- p'C.IT)úz lit"') 

f lit) 

= pe.o) u; C.o"'> - ~(o) l.Jz. (o'") 

p<..lt) 

: p<.o) = \ = S, 

\> ((t·") S, 



Donde utilizamos el hecho de que 

Final.mente 

Vz.C.X.+ ~): S, v._ (.:x.) + Uz.l«) pl"X.") 
p to") 

Cuando Uz.t!t') =O "/ pa~T•«ndo de b e.e..,:.<.•.;""'~ 

u, (.(t)· I)~ C.I\") - ,,¡._ (.(\')•ú', C.\\") = \ 
llegamos a que: 

A.= u.c.rr-) + u~cn-) = v. ur ). + 1 / u, l(t") ""! 2. 
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De donde si S. = 1 entonces u, C.IT):: 1 y_ ,.; s. o:::·I entonces u,Ur):- \ 

En el primer ·caso ambas v. y Vz. y por ende todas las soluciones t~

drán un período (\" • En el último caso toda11 las soluciones tendrán -

un período '2. 1t • 

. Esto cempleta la demostración del teorema. 

Cano una consecuencia del teorema de Floquet podemos ver el siguiente 

resultado. 

Criterio de Estabilidad. La11 soluciones de (4.1) son estables si y s~ 

lo si el d 1:su•rn,oan-\-e aso<.••Oo es real y si ocurre una de 1as sigui~ 

tes alternativas: 

Esto puede concluirse si consideramos que cuando S,.,.. 52 entonces la -

estabilidad equivale a pedir que oe *- o , o<. siendo un nGmero i::ea1, y-

esto equivale a su vez a pedir que : U. lit) + .._,;_ C.. (t' ") sea tsmbiál 

real y en valor absoluto menor que 2. Si s,:OSz. entonces la estabilidad 

equivale a pedir que ~ u. C.IT')+ u~ C.n'): t. 2 , y tambiál que : 

v-..c.cr)-= u:t«) =.o 



E1 aniil.isis y 1a c1asificación de 1a so1uciones se simp1ifica en e1 -

caao simétrico en e1 cua1 <;\.(:<.): ).-"C(.x):<:¡t~Hagnus-'Wink1er {1979) hacen 

un deta1.lado estudio a1 respecto, H.ocbstadt {1971) también ana1iza 1as 

propiedades ana1!ticaa de1 dí.scr:ix:únante 

4.4 I.a Ecuaci6n de Bill con Coeficientes Pares 

Como ya se menciono, 1a ecuación de II:ill se define como: 

IJ" - [:A - "'<.x.1} u = o ('l-.\1) 

donde A es una constante (por ejeap1o a1 uti1izar 1as coordenadas 

e1íptico-cilindricas para expresar 1a ecuaci6n reducida de onda medi~ 

te e1 método de separacien de varial>1es ).. se define como 1a consta.!!_ 

te de separaci6n (I O) ) • además tendremos que 1a condición de periodic_!-

dad es: y supondremos que 1a función 'f <.x) 

es integrab1e sobre e o' (t" ) con: 11" J 'f(;(.) dx =O 
o 

firuillll.ente :impondremos una condi.ciOn.- de simetría a 'f" C. X) de modo 

que: 

Con 1a restriccien de simetría es posib1e hacer a1gunas consideraciones 

genera1es. 

Si V(X) satisface 1a ecuación (4.l.1) también 1o hará IJ{-x") 

entonces \J00-1- V C-x) -es una función par y Ul:i<.)-U(-x.) es nen. De donde si 

A es un cero de u. <.ti") + u.;. un- 2 • y si IJC.X) tiene período lt 

entonces podemos encontrar· una sol.ucion periOdica que sea puramente par 

o pursmente non. 

Supong~s que v. <."X.) • 1a cua1 en este caso es par tiene también p~ 

r!Lodo n- • Entonces: 

U, l'X.+lt"): U,<.X.) 

v: (.:(+ ü):. u: C.:x.) 



y v:c.x) ea non. 

Baciendo ::C=-o/2 tendremos que: 

u, ((tiz ) = u. (-"h.) 

...,: (.lth) :: u: {- 1t1z) = - u: (lt¡z.) 

y entonces necesariamente u: Cli!z) =o 
Podemos también hacer ver que si u:Op=o.entoncea \),(1) tiéne per~ rr 

Ea claro que: 
u.ex+ ir-) : e, v. (x.) "t"" C1 \J.. C:tl 

~:tx ... tt) = c..-.J:cii:)+úu:cx) 

Para determinar c. y Cz haremos X. = - crh entonces 

u, llf"1t) = c.. u,lótft) - e~ u ... c.rr1i.) 

u: (rífi.) = - e, u!Crr/L) +e"& IJ~Crttz) 

Si ..i:t~~)::O entonces U~(~)*O de otra 11:ane~a u,, v~ ser!an l.inealmeiite 

dependientes. Entonces de 1.a segunda ecuac:iéin obtenemos que C~ =O 

debido a que tl.(f)#O 1a prúera ecuación de:!OUestra que c.:I y que U, (.X,. rr) 

= v. lx) de :modo que v. tiene período u . 
I.o anterior nos lleva a est:ab1ecer. l..a siguiente prop::i..cd:.d 

·Si·~(;<.) es par en (4.11) entonces existe una aol.uci.ISn peri.6clica no ~ 

"Vial. que ea: 

(i) par y de per!odo fT" ai y s61o si u: cr.1z) =o 
(:li) non y de per!odo rr ai y s61o si \..i._(rr¡._) :.O 

(i.il) par y. de pedodo 2 lí si y s61o si ..,, tt"/~)-:::. o 
(:i.y) ium y de per1odo zrr si y s61o SJ. u~ <.trfi.)-:::. e 

El primero de eatC?a caaoa ya fue probado anterionaente. y e1 reato ae ..., 

pxueba de una sanera a:imil.ar. 
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4.5 PERIODICIDAD EN EL POTENCIAL DE LA MA:rRIZ SOLUCION 

Consideremos nuevamente 1a ecuaci6n diferencia1 (3.14): 

Si ahora reemp1azamos 1a variable t por t+tí y observando que: 

Encontramos que: 
o t; (t+ cr) = M-\:t"" <t) i: t t + lt' ) 

dt 

(3.14) 

pero t-\ es precisamente una funci6n real 6 compleja con 1as mismas pro -

piedades de 1a funci6n c:¡c.:x.) ya definida en 1a secci6n ('L 2) es decir . 

tJilt+!t)-:.tv\lt) entonces: 

el Z.lt+!t)-=- Mtt) %: C..t-t rr) 
d.t 

Este resu1tado significa que 1a funci6n 

{4.12) 

{4.13) 

constituye tambi<ón una soluci6n de {3.14) y, por 1o tanto,puede diferir 

de cualquier otra únicamente en ·ia se1eccimt de las condiciones inicia-

lea apropiadas. 

Consideremos entonces 1a ecuaci6n (3.14) con 1a funci6n :Z. sujeta a 1a -

condici6n: '2:· 2:-1 = JI 

entonces derivando con respecto a "t 

entonces 

~ 
dt 

2!. d r..-· + ~. ~-· = o 
Ct clt 

-,-• = 
z: -~-

a-t 

(4.14) 
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Consideremos tambi¡;,, el siguiente sistema de ecuaciones: 

(4.15) 

Construimos ahora e1 producto de la inversa de una soluciSn ~ de (3.14) 

con 4' y derivamos obteniendo: _ 
1 

~( ~-·. 4' ) = z.-' . .&_1.\1· + ~ z. . \.\1 
dt dt ch 

Sustituyendo aqu! (4.\4) 

.A (:;C'· ~ ) = 
y (4JS) obtenemos: 

z-'. M\jl - M ~-' • 4J 
dt 

= t-\ t z-'.o..v - ~·-\.V)= o 

e integrando con respecto a t vemos que 

~-·. \.V -= \::. 

donde I:'. es una constante 

(4.16) 

(4.17) 

Suponiendo ahora que '2.(o): :[ tendremos que: \.\)to) = 1( 

y por lo tanto: 

(4.18) 

Ahora bien, puesto que l.a :cstriz no.:h~ion l: esta foilllllda. por vectores -

colUlllDa linealmente independientes 'Cs'ecciSn 3.4), entonces al mu1tipli-

car1a por la matriz \( formada por puras constantes, obtendremos nueva -

mente una matri:c 41 formada también por columnas linealmente ·independi~ 

tes. Utilizando (4J3) podemos entonces expresar (4.\8) como: 

"2t1:+rr): ::2;(t)·K (4.19) 

F.ntonces: 

y, de acuerdo con ob+.,,...., v-.no.s 

aplicando nuevamente (4J9): 

por lo tanto: (4.20) 
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Anli.l.ogamente: 

(4.21) 

por lo tanto : Z;(:Ht): 

En genera1. tendremos entonces que: 

(4.22) 

La ecuación (4.12) nos permite obtener 1a soluci6n_ para todos l..os valo

res de 1: en tlhminos de un intervalo ·elemental de longitud S. 

Restringiendo S ta1 que S ~ t y definiendo de modo que 

entonces (4.12) se convierte en: 

~(t) : ::C (.s) k.,... (4.23) 

Desde esta perspectiva e1 canportBmiento glob.a1 de 1a función Z!: pare-

ce depender bíisicBmente de las propiedades de la matriz I< de coeficien-

tes constantes. en particu1ar de si~ .es una matriz un:imodu1ar (sección 

3.3). 

'"Eli consecuencia. si los eigenvUl.ores de 1a matriz lo:: no son raíces can -

plejas de 1a unidad. entonces la función so1uci6n 'r. no serli peri6dica. 

aún en el--caso de que la función l'v\ sea periodica. 

Así como un potencial ·periOd:lco puede tener soluciones periodicas, de -

pendiendo de los eigenvalores de 1a matriz K; de 1a misma manera es po-

·. sible imponer condiciones a la frpntera .que sean peri6dicas independi4!.!!. 

temente de si el potencia1 es o no periodico. 

1 
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A P E N D 1 C E 
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·Consideremos la ecuación diferencia1 definida en (3.14) 

Tomando en cuenta c/u de 1oa 4 casos ana1izados en ·la seccién 3.4 se -

deduce que la matriz de coeficientes H es hermitiana pues todas :Las 111!!. 

trices II, i, j • k son a:il:létricas. En consecuencia existe UIJB 'matriz-

unitaria U ta1 que U* M U es una matriz diagona1 cuyos e1ecientos son 

precisamente las raíces características de M, es decir que: 

l).. 
u*M u= 

0 

donde U* es 1a. matriz transpuesta de 1a conjugada de u~" 1 
l'or ser U 

unitaria entonces u*= u-· y entonces definimos: 
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[ "-• 
(A.I) 

'º" /:::;. = 
o 

Si ahora diagonalizamos la ecuac;!.~ diferencia1 (3.14) obtenemos: 

de donde 

u-·-L ~-u = u-·· M··~ ·u 
clt 

L (u-•. ~.u)= u-~ t-1\Ll\r'r. u pues 
d\ 

o equiva1entemeníe ~ 

U· \.r'= I. 

A '\N = b,.W 
dt <.en "" = u-• z. u 

• • • (A;'l 

donde W es una matr~z diagonal. sie111pre y cuando Z sea hermitiana. 

· Para 1a matriz de coeficientes t::,. definida en (A.1) tendremos basic~...: 

mente 2 pos:ibi1idades: 

(1) cuando 1os coeficientes son rea1es, y podremos tener obviamente. -

que .i\, = )..._ o b.ien que 

(2) cuando 1os coeficientes son comp1ejos, en particu1ar ans1izaremos 

e1 caso en que 



Anal.izaremos enseguida algunos casos particulares de interés. 

Primer caso. Las'dos raíces son:rea1es, pero smbss positivas 6 negat_!

vas. Expresaremos entonces l.a ecuaci6n (A.2) como: 

L ["i. 
dt o 

o l : [ ~. o ] . [w, o ] 
\IJ2 o .Az O Wz 

entonces tendremos l.as dos siguientes ecuaciones diferencia1es: 
)., t 

.!L vJ, :: )l., \/\.), so\tJc.,ón C<S "',. lt)-=- o<. e 
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.. .,.,., }- . dt .(P..'3) 
~ ... t 

A- ~h. = A2. l.V2 <.uy;> <so\u~t~f"\ es vJ,.<:t)-=- p e 
d"t 

supongamos primero que ambas raíces son positivas, con oe., p c.onstantes 

arbitrarias diferentes de cero, entonces: 

s; 

por 1o tanto (tJJ2/w, )._o cuando t->"" para "-• > >.z. • y l.as curvas 

convergentes a1 origen de acuerdo· al va1or de (.d./ p) • el punto crítico se 

ci>nsidera entonces camo un nodo estab1e. 

Anlil.ogamente supone8l!los ahora que -Bmbas :raíces san positivas con >.. :>. ;i.. .• 

entonces ( UJ 2 / .....,, ) - oc cuando t -->- oo • este ccmportamiento asint.§.-

tico aumenta aunque l.a gráfica de 1as trayectorias es, en genera1, el.ª~'"'." 

mo. 

En pm:ticu1ar para todas _l.as trayectorias pasan por e1 origen 

1o cua1 corresponde a1 caso A previamente ana.1i.za.do. 

Segundo caso • Tenemos ahora que 1as _raíces son rea1es y de sign.o. opuesto, 

·de manera que 1as so1uciones de A.2 serán: 

w, <><. e- l\t 

donde 
7 "'-,(!> * o . 

.1 
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Este es· el mismo caso que el analizado en D en el cual, a1 util.izar 1a -

ºmatriz K de Pauli encontramos que vJ,:: Q6~ , w-..: Q_et , 1a única d.!.-

Lerencia es que ahora el va1or absoluto del primer e:igen va1or puede a~r 

diferente del segundo, dependiendo de 1os valores especifico& de d.,f!,l.·f· 

])e ta1 fo:cma que en este caso, como en D, l.as trayectorias definirán un

c:smpo vectoria1 hiperbi5lico que tendrá como as:íntotas a los ejes. del. p~ 

no. 

Tercer caso. Ahora supondremos que· l.as rdces ). • , ).. i. son compl.ej as, en 

tonces l.a ecuacií'in (3.52) será: 

y análogamente: 

dcfude el. suprarayado indica el. conjugado de los compl.ej~s correspondí~~ 

tes 

Ahora bien, como l.a suma de un com.Pl.ejo y sa conjugado es dos veces su -

•parte ·real y, ·análogamente, l.a r~~a es dos veces su .parte real..,.entonces 

podemos hacer la siguiente transformac;J.ón real de coordenadas: 

u -- 1- (.. ""' + ü:i, ) -· (w- - ü:j.) 2.;. .. .. i.= '· 2.. 

Supongamos ahora que A.= -r -t i e , con !'", et números r~-

les positivos, entonces 
);t 

w. = ~ e 
la sol.ucii5n general. estará dada por: l-,.. .. ¡e">i::~¡~ 
= «. e C..on 

Anál.ogamente obtendremos una expresii5n símil.ar para UJll 

Tendremos entonces una camb:inacion de dos moviJllientos: el. primero atra.!:_ 

tor (repulsar) 1ineal. y el segundo rotacional, dando como resultado una 

especie de espiral. en las trayectorias de las soluciones con un foco e..!. 

table (:inestabl.e) como punto cr!tico de l.as mismas. 



Cuarto caso. Ahora tendremos que las ratees caracter5'.sticas tienen la -

parte:rea1 igual a cero, esto implica que y, en consecuencia 

: desaparece el movímiento atractor (repulsar) l..ineal puesto que ahora e1 .

radio es constante con '(: e(.. • 

El caso se reduce entonces al analizado ya en la seccicm 3.4 para la -

matric j de Pauli, 1s gráfica de la solución genera1 w, serlin c!rcu1os 

concéntricos con centro en el origen. 
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