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PRESENTACION

En este trabajo se pretende sistematizar mfnimamente la informacifn
respecto al estudic de las ecuaciones diferenciales lineales de se-

gundo orden con coeficientes reales y periddicos.

El caso general de este tipo de ecuaciones se encuentra representa-
do bor la llsmada ecuacidn de BEill, la cual se origind en las inves
tigaciones realiradas por G.W. Hill en 1886 acerca de las variacio-
nes ocurridas en 1a orbita lumar producidas por la atraccido gravi-
tacional del sol.

Las ecuaciones de Hill aparecen con cierta frecuencia en freas de -
1a fisica y la ingenieria actuales, en los campos de la mecfnica, -
1a astronomia, circuitos elé@ctricos, conductividad eléctrica en me-—
tales y en la teoria del ciclotrdn; también en problemas como el de
la vibracion de una membrana eliptica (problema original de Mathieu)
la difraccifn de 1a luz alrededor de un cilindro elfiptico, las rota

ciones moleculares en un cristal, etc.

Para los propSsiﬁos de este trabajo nos limitaremos a presentar la—
informaci®n necesaria mfs adecuada para el anflisis de las principa
les caracteristicas y propiedades de este tipo de ecuaciones, en -
particular la periodicidad y la simetria en las soluciones de las —

MIEMAS,

En el capitulo I se plantean las generalidades de la teorfa de las-—
ecunaciones diferenciales, incluyendo la solucidn general de la ecua

cidn de primer crden. En el capitulo IY se estudian las ecuaciones—

133



diferenciales de segundo orden con coeficientes variables, tanto la
solucidn general como la teorfa de Sturm-Liouville y los teoremas -~

de oscilacidn y comparacidn de soluciones.

En el capitulo III se comsideran las ecuaciones diferenciales auto-
adjuntas, se caracterizan sus propiedades y se incluye un anilisis-
de la matriz-solucidn resultante desde el punto de vista de las ma-

trices de Pauli,

Finalmente, el capitulo IV se dedica al estudio de las ecuaciones -
diferenciales lineales de segundo orden y con coeficientes reales y
priddicos, se defimen las caracteristicas de la ecuacifn de Hill, y
se establécen las condiciones bajo las cuales esta ecuacidn tiene -
soluciones periddicas (Teorema de Floquet), se analiza la simetria-
en las ecuaciones de Hill y su matriz solucidn asociada en el caso-

de periodicidad en el potencial asociado a la ecunacidn.

Se incluye un apéndice donde el anilis de la matriz solueidn o'bté.ni

da en el capitulo III es ccmpleme.m:ado de acuexrdo a los posibles va

lores de las raices caracteristicas obtenidas.
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GERERALIDADES DE LA TEORIA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

CONCEPTOS BASICOS

Una ecuacidn diferencial es una relacidn de igualdad que involuecra
una funcidn desconocida (variable dependiente) y una o més de sus—
derivadas.

Cuando la funcidn considerada depende de una sola variable indepen
diente, entonces la relacidn se conoce como una ecuacidn dife;'e_g—

cial ordinaria, la cual se escribe generalmente como:

Flx,4,9°,.....,4™) = 0O I (R ))

Donde X es la variable independiente, 3 la variable dependiente, y

en general

lﬂ(“’ = d"lﬂ con \5(015 9 ()’.)
dx®

Cuando la fumcidn depende de dos o mis variables independientes, en
tonces la relacidn se conoce como uma ecuacidn diferencial parcial,

sin embargo en este trabajo Gnicamente se consideran ecuaciones di-

ferenciales ordinarias de la forma dada en la ecuacidn (1.1)

El orden de una ecuacidn diferencial es aquel que corresponde a la-
miAxima derivada involucrada en ella, de tal manera que en la ecua——

cidn (1.1l) se tiene mma ecuacidn diferencial de orden n.

Si se tiene el caso, como normalmernte ocurre, que inicamente aparez .

can porencias enteras en la funcidn desconocida y en sus derivadas,
entonces la potencia del t&rmino correspondiente a la mixima deriva
da se conoce como el grado de la ecuacidn diferencial.

La ecuacidn (1.1) se dice homogénea cuando todo térrmino diferente -~
de cero de ella, involucra a la funcién desconocida y/o a sus deri-
vadas, en caso contrario es decir un t&rmino que es funcidn de X pe

ro es tambi€n independiente de Y, W, u™ ..., v._,)(“)
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se tendri una ecuacifno no homogénea, la cual generalmente se escribe
con el término independiente al lado derecho.

Otra caracteristica muy importante de clasificacifén desde el punto -
de vista de la solucidn de una ecuacidn diferencial esti@ dada por el
llamado criterio de linealidad que definiremos a continuacitn y que-
formmlizaremos en el capitulo siguiente: 4

Si en 1a ecuacidn (1.1) 1la dependencia de F  cobre :.5,;5‘,\5",___,,\5‘"’
es lineal, entonces la ecuacifn resultante se comoce camo la ecua—

cifn diferencial lineal de orden n, la cual se represeanta generalmen

te conmo:

= G
% Q;0IY (=) =q@xd - )

o bien:

QeI YR + QL (XIYUXD + =+ = + O (XD la(“(x)z (3(1)

donde 1las 030(x?) son coeficientes variables especificos Y g(x-)
es el término no homogéneo de la ecuacidn (1.1)

Si comparamos las ecuaciones (1.1) y (1.2) podemos observar que para-
las ecuaciones lineales es necesario que F, la cual se considera uma-
funcidn de las variables Y ,q‘,uy‘,. .-,\5‘"’ 3 tenga una representacidn
multivariada en series de potencias conteniendo {inicamente los térmi-
‘nos de primer grado en cada una de las variables.

Las ecuaciones diferenciales que no pueden expresarse como la ecuacidn

P

(1.2) son por definicién ecuaciones no_lineales.

Si todo término de una ecuacidn homogénea se anula cuando \5(3‘-)’—‘- (o]
entonces unz solucidn de la ecuacidn es la solucidn trivial &.3(!)?.0 3
dos solucicnes que difieren entre si por una solucidn trivial se dice -

que son idénticas, el problema radica entonces en encontrar soluciones—
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Bo triviales.

Debido a que geométricamente una ecuacibn diferencial ordinaria como
la ecvacitn (1.1) es simplemente una relacifn entre la posicién y, -
la pendiente y', 1la curvatura y'',..., de una curva a través de un -
punto x, entonces puede haber muchas curvas solucifn que gatisfagan-—
una ecuacifn dada.

Sin embargo algunas veces puede encontrarse alguna férmula 1l6gica de
1a cual puede darse un conjunto infinito de curvas integrales (es de
cir, de curvas solucifin) asignando valorés diferentes 2 un conjunto-
de constantes cuyo mimero es el mismo que el orden de la ecuacidn di.
ferencial.

Vearos un ejemplo :

La ecnacifn diferencial no lineal de segundo ordem *

(%n 37‘_ Ilﬂ" 3 ‘5, = O

Adwite como solucidn cualquier funcién de la forma:

’

\:\(x3 = cux? —<CeX 4+ C2 , con G 7 ¢, cles, scbivacias A

KRétese que Y es una funcidn no finicamente de X sino tambi€n de iy Cz
¥ que la dependencia de X comn 4,<C:,C2 es contfnua; estas curvas SO

Incidn constituyen una familia de parfbolas con dos parfmetros,

x
en la Seccifn 2,1 se encuentra la solucibn gemeral de una ecuacifn -~
’ diferencial y lineal de segundo orden
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Dicha solucidn es una solucién integral (o una integral general) de la
ecuacidn diferencial. Mientras que una solucidn particular (o una inte
gral particular) se elige de la solucidn general dando un conjunto de~

finido de valores a las constantes arbitrarias Cl’ Cc,.

En algunos casos existen soluciones singulares o integrales singulares
las cuales no pueden obtenerse asignando valores especificos a las —-—
constantes en la solucidn general. Por ejemplo en el caso de la ecua——

cidn (*) se tiene tambié&n la integral singular 3(:): X‘/"_ ; aun——

que &sta no defina a una pardbola.

En este trabajo no consideramos el estudio de las soluciones integra-
) G3)
les, el cual ya ha sido atacado por varios autores.

Un problema que surge a partir de la ecuacidn general es precisamente
que es demasiado general, va que incluye regularmente un nimero infi-
nito de integrales afin cuando casi siempre se requiera una sola inte-

gral o un nidmero finito de ellas.
Por lo que podemos expresar la ecuacidn (1.1) de la siguiente forma:
) — -2 ) e .
YWY = qlx,y, 9%, 47,000,977 - 3)
Esta ecuacidn muestra culn ripidamente cambia la n-&siza derivada deg )

(o sea H(")(X) ), ¥y ademis nos indica que se conoce tj"'“ cuando ——

\d " (U DY = . v TS
tj, CE R L 1‘ﬂ est@n dadas; v {inicamente en este caso.

Resulta evidente entonces que si se va a determinar unz sola curva in-
tegral, deben afiadirse estas derivadas de orden supericr (¢ biem la in

formacidn suplementaria equivalente) a la ecuacidn difereancial.

En un caso general pueden darse n ecuaciones lineales cue involucran -
la funcidn ¥ sus derivadas evaluadas en un solo punto, entcoces la ecua

cidn diferencial junto con estas condiciones iniciales constituyen un -
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sistema denominado problema de wvalores iniciales,

Consideremos por ejemplo la ecuacidn diferencial de orden dos con coefi-

cientes constantes dada por:
"
Yy'+24'-34 =0

cuya solucifn general es:

yx) = +q, e*+ c e

Si deseamos encontrar la curva integral que pasa por el origem y que tie
ne pendiente unitaria ahi, entonces las condiciones iniciales son:

L d

y@)=0 ; 4y'tod =1 vy la solucibn Gnica de la ecuaci&n diferencial-—

. - . x -3
anterior serd: ytx) = (e -e )/q_
En situaciones en las cuales x es una variable espacial que se extiende-
entre dos fronteras, por ejemplo, entre @ =X, ¥y % =X3 surge un proble-
ma de valores a la frontera. La informacidén adicional y necesaria para -
asociar valores especificos a las constantes arbitrarias en la solucién-—

general estd dada como _condiciones a la frontera, con el ejemplo ante——

rior la curva integral para la ecuacifn diferencial que pasa a través del

origen y del punto (1,1) tiene como condiciones a la frontera y(o) = O
Yy (1) = 1 de modo que la curva integral particular esti dada por la -
L ~3%

solucidn 2 yxd) = ( e~ )/(2- e?).

Cono en el caso de las ecuaciones diferenciales ya mencionado, tanto las-

condiciones inicialeg, como las condiciones a la fronterg se denominan ho

mogé&neas (no-homogéneas) si el lado derecho de sus respectivas ecuaciones

es cero (distinto de cero)
Cuando se tiene una ecuacidn diferencial homogénea la cual incluye un pa-
ranetro simultineamente con condiciones a la frontera homog&neas (es de--

cir cuandoci se anula en X, y en X3), se tiene adem3s una subclase del —--
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problema de valores a la frontera conocida como el problema de eigen -

valores (también llamado de valores Brogios).

Consideremos por ejemplo la ecuacidn siguiente:

v ):“j =0
deseamos encontrar una solucidn vdlida en el intervalo oOos¢x ¢\ ¥ que
se anule en los puntos extremos.
La solucidn general de la ecuacifn es:

yxd) = G sen (A%RI 4 C2 cos ax) NN O D]
para que Y4(o) = 0 es claro que c, =20

debido a que tambi&n (1) = 0 es obvio que G sen(A) = 0

Una solucifn de esta ecuacidn es Cl = 0 pero esto nos daria la solue¢idn
trivial de y. De mayor importancia es el hecho de que existe un conjunto
discreto e infinito numerable de nfimeros An los cuales reducirdn la ecua

cién (*) a una identidad, estos .nﬁmeros son los llamados eigen valores y
est@n dados en este caso por la ecuacidn:

An = N Pa¥a M 4,2,3,%,.-- ¢
Donde el subindice de A sc emplea para enfatizar su dependencia respecto
al valor del entero n. Por lo que se concluye que @inicamente cuando el pa
rametro que aparece en la ecuacifn original toma valores muy especiales,—
es posible alcanzar una solucifn no trivial.
La solucidn especifica para cualquier A\, adecuado , se llama una eigen fun

cidn o eigen solucidn, la cual en este caso estd dada por s
Anlx) = sen()-.l) con  An =1\',7~“’,3‘T,-.-.
mis adelante se analizard nuevamente este tipo de problemas.

(*) como ya dijizmos la solucidn general de una ecuvacifn de este tipo se

encuentra en la seccién 2.1.
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1.2 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES

En la mayoria de los problemas surgidos del intento de construir un mode
lo que describa alguna situacidn fisica se requiere una sola solucién a-
una ecuacidn diferencial que sstisfaga condiciones iniciales o condicio-~
nes a la frontera especificas.

Consideremos la ecuacidn diferencial de primer orden dada por:

Ct+x)) l-)' -2y = - o so;\e\‘a 2 una de las Tres condiciones

iniciales siguientes: (i3 Y1 =0 3G yodI=35G) yerd =3
Puesto que la solucidn general de la ecuacidn diferencial es: (%)

yxd) = C v+ XY -3x(Xt2) con C uvns constente

Observemcs immediatamente que el problema (i) no tieme solucidn; el pro--
blema (ii) tiene (inicamente una soiucidn 3 *\r\a\mgn"'e el

groblema (iii) tiene un nimero infinitode soluciones dado por la integral
general.

Este comportamiento diverso hace imperativo conocer cuiando un problema -
de valores iniciales dado, tiene al rcenos una solucidn (es decir existe —-
la solucidn), ¥ cuando tiene exactamente uma solucidn (es decir, cuando -
la solucidn es iinica).

Estos dos problemas, el de la existencia v el de la unicidad de las sol\-x_
ciones han preocupado a los matecdticos desde hace mucho tiempo, en éste—A

trabajo mos liritamos a enunciar los resultados mis importantes y algunas

‘'referencias bibliogrdficas funda~entales para su estudio.

Aunque los teoremas pueden generalizarse a sistemas de ecuaciones o ecua-
ciones de crden superior, la idea general puede ilustrarse adecuadamente-
al considerar el problema simple de valores iniciales lineal y de primer

orden, definido como :

W)= q(5Y) con b omdicdn  glxDzy, ot N D)

* en la seccidn 1.4 se obtiene la solucidn general de este tipo de ecuacidn,:
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El teorema de existencia

Si g (x, y) es continua en todos los puntos del rectingulo cerrado
R= {¢xud ) Wx-xl=A j19-90 ¢ 8 Y y es;
por lo tanto, acotada, es decir: lq(x, :5)\ <M en todo-R
donde A, B y M son constantes positivas.
Entonces el problema de valores iniciales (1.4) tiene al menos una solu-
cidn vilida en un intervalo al menos tan grande como:
[x-xl &£ © donde la constante positiva V.
es la mis pequefia entre A y B/y
Una vez establecida la existencia de la solucién, el problema se reduce -
a determinar las condiciones bajo las cuales existe una solucién Gnica, -

la respuesta a este problema 1la ofrece el teorema siguiente:

Teorema de unicidad Si g (x, ¥) ¥ la derivada parcial ag/%g son ambas

continuas en el rectingulo cerrado
R={xd lix-xt e A, 1y-4 1B

¥ por lo tanto acotzdo, es decir

lalx,9d e My 1394 1s N e R
siendo A, B, M v X constantes positivas, -
entonces el problema de valores iniciales-
(1.4) tiene una solucidn @nica valida en -
el intervalo |x-X1¢T donde 1a constan-—
te positiva U es lz mds pequeiia entre A-
¥ (B/M).

En esencia, para la existencia de soluciones los tecremas requieren fnica

mente la continuidad de g (como una funcidn de X ¥ Y ) mientras que la —

unicidad requiere tambi&n la continuidad de la 3‘%/3‘5
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ésta es una condicidn de LlPSC\\"\-z(f

Consideremos por ejemplo la ecuacidn:

. 3
W= (4-a)  wn gd=o
/2

P 1 - .
En este caso la funcién g= (y-a) es continua para todo 4, sin embargo
la 39/33 no existe em y = O , de modo que las soluciones existen,
pero no necesariazente son Gnicas, de hecho dos soluciones que pasan a —

través del punto {x,Q.) son: 2
yxy=a gy gy =0+ L“_Cx—xh

1.3 SISTEMAS DE ECUACIONES
Cuando algunas funciones (consideradas aqui como variables dependientes)

dependen de una sola variable independiente ademfis de ser ellas mismas —

interdependientes, se obtiene lo que se llama un gistema simultineo de —

ecuaciones diferenciales.

La mayoria de los conceptos basicos y muchos de los t&rminos subsecuen——
tes pueden extenderse para aplicarse a tales sistemas haciendo ciertas -
consideraciones adicionales.

Este tipo de extensidn es relevante desde el punto de vista fisico para,
por ejemplo, estudiar problemas de la mecinica celeste en los cuales, la
coordenada que aparece naturalmente es el tiempo, y donde el sistema de-—
algunos o de muchos cuerpés estdn sujetos a la misma ley fisica (Segunda
Lev de Newton). Dichos cuerpos interactiian entre si a través de sus atrac

ciones gravitacionales reciprocas.

* una funcidn £(t) satisface una condicidn de Lipschitz de orden p en el

punto t= to si l{(‘t)-{-(t»“(K\t-to\r; donde k es cualquier constante,
an ‘
para toda t en zlguna vecindad de tg 3 ¢>o. -

12




Un ejemplo fisico alin m3s elemental pero no menos izportante estd dado
por las ecuaciones que describen el movimiento tridimensional de una -
sola particula de masa m, el cual obedece la segunda ley de Newton del
movimiento!?

mx=X 3 my'=X ; wmT=Z AR € 3

donde x, Yy, & son funciones del tiempo t y son las coordenadas carte
sianas de la particula sujeta a las componentes de la fuerza X, Y, Z
las cuales son fuonciones del tiempo t, de la posicidn =x, 9, By de ~
la velocidad %', 4°, ®’. Utilizando la Transformacidnt

t—x L—e Yy, Y >y, 2 =>4y,

X -y, Fhad 1 2y,

la ecuacidn (*) del movimiento tridimensional se reduce a un sistema de
seis ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales ¥ simultf@neas de —

primer ordem, dado por

Yl =y,

Y2 = Ys

U, = Ye
Yy = ™MK (LY, ,80)
Ys = Y (un, - .n,40)

Ye = 'm"z.(&'—)u-'--:‘is)



Cuando cada una de las variables dependientes ('-!‘,'-jx‘ ..... "‘S‘)
aparecen en cada ecuacidn, entonces ninguna de ellas puede resolverse
independientemente de las otras, en este caso, se dice que el sistema

es sinultineo y acoplado.

Los sistenas de ecuaciones tambi&n aparecen en la descripcidn param@tri
ca o implicita de una curva, en vez de considerar a Yy como una funcidn-
de la coordenada cartesiana 3 puede ser adecuado pemsar que tanto X como
Yy son funciones de otra variable 2 . (digamos la longitud de darco a lo-

largo de la curva). En este caso la ecunacién de primer orden simple:®

y=9(x,4) serd equivalente al sisteza de ecuaciones simul-
tineo:
42 = h(x,4)
dz
83 - k(=,4)
dz
donde K Cx, v 3(1,&53

N h (x, g

Los siguientes ejemplos son tipicos del sistema general de n-ecuaciones—

diferenciales ordinarias de primer ordemn dadas por

"5: = 'fl (x"ﬁ':“l’-:" '19“3

14
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Obsérvese que el nimeroc de ecuaciones coincide con el niinero de varia--—
bles dependientes (si hubijera un niimero mayor o meunor de ecuaciones --

que de variables dependientes, entonces el sistema se denomina sobrees-—

pecificado o subespecificado, respectivamente).

El sistema de ecuaciones (1.5) incluye un caso especial el llamado sis-

tema independiente o no_acoplado de ecuaciones, el cual ocurre cuando -

la funcidn {-s = fs (x, ‘_3.’) el cual resulta ser mucho mis sencillo
de resolver aunque menos interesante desde el punto fisico.
El problema de valores iniciales para el sistema (1.5) consiste en el -
propio sistema de ecuaciones y en las condiciones iniciales:

Yol = @y 5 Ya (D2 Q2 evr v o) YLy = A =-- ¢ - (LG
donde Qs,%a,....,n es un conjunto de constantes, en consecuencia, -

cada funcidn en el sistema nos define una condicifn inicial.

Los teoremas de existencia y unicidad para el problema de valores inicia
les son simples extensiones de los conceptos mencionados anteriormente.—
La continuidad de las funciones md3s la satisfaccitn de una condicidn de—
Lipschitz garantiza tanto la existencia como la unicidad (existe un dni
‘co conjunto de funciones Yi,Yy,.---,4Yn que satisface tanto el sistema—
de ecuaciones como las condiciones iniciales), como va se dijo, esto ocu

(s)
rre en el mismo tipo de intervalo.

El probleza de valorés iniciales para el sistema de ecuaciones de primer
orden dado en (1.5) es tambidn equivalente al problema de valores inicia-
les para la ecuacidn general de orden n dadas en la ecuacidn (1.3). Es
to lo podenos ver si establecemos las siguientes definiciones:

(n=1)

Y=Y 3 4= 9 el gaz Y

Entonces el sistema equivalente a (1.3) es:




Y™ Yn
q‘n =4q (xJ‘a\)"‘l,---,‘{n)

El cual es obviammente de la forma dada en el sistema (1.5).

Recordemos que bajo condiciones adecuadas el problema de valores imicia-
les“para el sistema de n ecuaciones de primer orden tiene una solucidn-
v.‘mica,A la equivalencia anterior nos muestra que el problema de valores -
iniciales para una sola ecuacidn de orden n admite una solucidn dnica -
bajo las mismas condiciomes.

La ecuacidn diferencial esti dada entonces por (1.3) y las condiciones -
iniciales se obtienen de (1.6) y de las definiciones anteriores y asi ob

tenemos :
n=1)

gdzan 3 YXI =0 5. 3y (X)=Qn

Debe recordarse que las condiciones jiniciales anteriores especificamn a -
la funcidn y sus primeras (n—1) derivadas en x = x mientras que la ecua-
cién ((1.3) y sus derivadas sucesivas nos dan por sustitucidn las deriva—-

das de orden n y superiores de la funcidn Y (x) en x = xq

En consecuencia, bajo restricciones de contimuidad adecuadas la funcidn Y
tiene una expansidn ffnica en serie de Taylor alrededor de x = x; ¥ este
desarrollo es @inico pues la {inica condicidn para que esto ocurra es la so

la existencia de las cerivadas de todos los &rdenes en x = Xy

16




1.4 ECUACIONES LINEALES ORDINARIAS CON COEFICIENTES VARIABLES

Empezaremos el estudio de las ecuaciones diferenciales analizando las mis
simples de todas ellas; las ecuaciones lineales. Debido a su simplicidad-
es posible tomprender la teoria sistemdtica que nos permita entender al -
menos los aspectos cualitativos de cualquier ecuacidn diferencial ailin cuan

do en ciertos casos del andlisis no sea posible construir la ecuacidn gene
ral. -

Gran parte del andlisis clinico puede verse como un desarrollo de la teo-
ria de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables; de -
hecho la terminologia y las ideas bAsicas que ocurren naturalmente en las
ecuaciones lineales son llevadas tambi@n al anZlisis de ecuaciones no 1li-
neales en la medida de que esto sea posible. La idea general de este tra-
bajo es analizar en particular una ecuacidn lineal diferencial ordimaria-
de segundo orden con coeficientes periddicos, sin embargo empezaremos con

siderando las de primer orden con caeficientes, en principio,variables.

EL PRINCIPIO DE_SUPERPOSICION

Empezaremos el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden analizando el principio de superposicidn.

El hecho de que la solucidn general de algunos tipos importantes de ecua-
ciones diferenciales lineales pueda escribirse explicjitamente es debido -
en gran parte a este principio.

E1l principio de superposici®n enunciado brevemente establece que la soit_.\_-
cidn de las ecuaciones diferenciales lineales comparten una propiedad de-
grupo que consiste en que ellas pueden sumarse linealmente entre si y que
el elemento resultante es también un elemento del grupo de soluciones de-—

la ecuacidn planteada.

17

Supongamos que \5:}&(3:3 3 %:TL:&) son dos soluciones distintas de .
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la ecuacidn diferencial lineal ordinaria no homog&nea general de orden n,

dada en (1.2), eantonces :

Cnmty

Co(x) ML) + QulxIWXI4 - -+~ + QAo (2D «xD

i

ax> ] (%5
(5(:.7

QEITXY + AV oe -+ 4 Qaes GOV T (x)
Podemos verificar por sustitucidn directa que la suma ponderada de 2 YVI

por ejemplo w(xD :L«-a-p)" [4)1.(:.\ +p1‘<x)] donde & y B " sen

constantes y diferentes de cero, satisface la misma ecuacidn para W (x)

es decir,

o

th-1) [EN)
QD WL + Qx> WEIF = & Ome GOW T (D FAn LW )zglx) 48D

. Inversamente si ts:)-\-(’:) vy ¥= v {x) son soluciones que satisfacen
la ecuacidn (1.2) con 3:3. Y 9392 respectivamente, entonces (e

satisface la misma ecuacidn con q= . +Q2 ,

Tenemos tambi&n que cualesquiera de dos soluciones de una ecuacidn lineal
homogénea puedenmultiplicarse por constantes arbitrarias y después sumar
se y el resultado es tarbi&n una solucidn.

En consecuencia se pueden superponer soluciones elementales para construir
soluciones mis complejas.

Podemos decir que el principio de superposicidn es el eslabdn més fuerte
que une a todas las ecuacicnes diferenciales lineales y es una poderosa —
herracienta de andlisis, aungue su _aplicacidn sea excepcionalmente posi-

ble en el caso de ecuaciones no lineales.

LA SOLLCION GENERAL

La ecuacidn diférencial licezl ordinaria no homogénea de primer orden es

t3 dada en general por:
Q€I P XD + B IY I = gD 2= - - U’)
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donde Q. y Go son coeficientes variables de x v g (X) es el té&rmino
no hocogéneo de la ecuacidn.

Considerenos primero el caso homogéneo conocido como ecuacifn reducida:

OLEXDI ZCXI 4+ Aol Z2 (XY = O -e e e oo - (10)

Podemos escribir la ecuacifn anterior en la forma

B = - o) §x v 260#0 y AGOFO
Z =D oL (x)

usando ahora el hecho de que

x
JI FHAEXY) denota cualquier funcifén cuya

derivada es I (x), podemos expresar la solucién de (1.10) como:

2@ =02 p g,e_[_-jxg-'_(’b%_d}‘ LD
(=¥ 4

donde D es una constante de integracién arbitraria.

las ecuzciones lineales siempre admiten soluciones de tipo exponencial; de
bido a cue (1.11) es una solucifn que involucra una sola constante arbitra
ria v es la solucidn gemeral de la ecuacibn reducida se conoce tambi&n co-
mo solucion complementaria de la ecuacidn no homogénea, el punto importan
te agui es Gue seé requiere s5lo una funcidn, la exponengial, ‘para describir
cualquier solucidn de la ecuacidn diferencial homogénea lineal de pr:im_er oxr
den.

ol . . . o
El facter e de la ecuacidn (1.11) tiene otra interpretacidn que -

perc=ite utilizarla para gemerar una solucidén de la ecuacidn no homogénea.
. " bLxD . . -
De hecho su reciproco , conocido como un factor integrante tie~

ne unz estructura tal que cuarndo la ecuacidn homogénea se multiplica por -

€l se cttiene una cantidad exactamente integrable.

Dedbidc 2z que las singularidades potenciales domnde Q. (x)=0 han sido ex-—

cluidzs en este an3ilisis, podexos dividir la ecuacida (1.10) entre 84 ,— -
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multiplicamos lugo (1.10) por el factor integrante y obtenemos:
bes) | x> ’
e’ ‘_2’(13+ o cnacx)]: [e 2(1)] =0

la cual es por supuesto integrable y nuevamence nos conduce a la ecuacidn

(1.11) que es la solucidn de la ecuacibn homogénea.

La solucidn general de la ecuacidn no homogénea la obtendremos aplicando
este procedimiento a la ecuacidn (1.9), suponemos nuevamente que Q.(x3%£0Q
y dividimos la ecuacidn entre Q.(xY) multiplicando por el factor inte-

o

grante, de esta manera cbtenemos:

1]
b
[ ehu’g(x)] = e ks 9 (13/0. %)

integrando con respecto a x obtenemos :
x
Bexd oY)
7 gens <[ [y JoT e

donde { es una constante arbitraria.

De modo que la solucidn general (1.9) puede escribirse en términos de int_e; :
grales, se dice también que el problema ha sido reducido a cuadraturas y —
la solucidn general de la ecuacidn (1.9) no homogénea es entonces:

bLY ) ~bix)

x .
yexd = C e'h“’-\-f ¥y € 34¢%) e e e o Q12D

x. [N &>
donde b{xd =j-[0g &3 )/0.("5 )] av
Esta solucidn es vilida sobre cualquier intervalo en el cual Q. (x)FO
del:idc; a que cualquier par de valores permitidos de la §un:\°’n bC(x)

difieren entre si solo por una constante (Ln D) , cualquiera de las -
elecciones permitidas para b(x) en el segunde término de la derecha de—

la ecuacidn (1.12) serd posible pu'esto que D se cancela. En el primer tér




mino la suma de Im D y algln valor permitido de b{x) dnicamente -
cambia a C, en consecuencia solo aparece una constante arbitraria en la
ecuacidn (1.12) y cualquier solucidn de la ecuacidn no homogénea (1.9)-

puede encontrarse a partir de esta ecuacidn.

La solucidn dada en (1.12) se explica diciendo que la solucifn general de
cualquier ecuacidn diferencial lineal de primer orden es la suma de la so
lucidn general de la ecuacidn reducida (solucidn complementaria) y cual—
quier solucidn particular de la ecuacidn no homogénea (conocida tambi&n -

como integral particular).

Esto enfatiza el hecho de como una solucidn iL.:3 (solucidn complementaris)
se. utilice para construir otra (solucidn general).

Veamos ahora como resolvemos un problema con valores iniciales para una -
ecuacidn diferencial lineal de primer orden, en el cual la solucidn toma-—
un valor 'inicial YJud =g en este caso las integrantes que aparecen en
la ecuacidn (1.12) se convierten »n integrales definidas v el resultado ——

que se obtiene es:

x . .
- Y <CTyI-cCx) &
el e dF  ce--Qu3)

yxd = Yy @
X (P
\2
domde :  ©C¥D =f&'£'_\ld‘1
o,

La solucifn a un problema con valores iniciales existe vy es ﬁgica sobre —
cualquier intervalo para el cual 0..(.:’.)/0,‘(1) y g(x)

son funciones continuas en dicho intervalo. Esto significa que las .posibles
singularidades de la funcifn solucin (es'decir los puntos en.los cuales &s
ta tiende a infinito o no existe) estdn asociadas con (0 pueden encontrarse

a partir de) las singularidades de los coeficientes v la funcidn del término

no homogéneo.
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ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES VARIABLES 22

SOLUCION DE LA ECUACION GENERAL

La ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes varia--

bles se definme como:

e o -(2.1)
Guo ) Y (XD + A EDY XD+ + AnGOYW I =G 6O

Donde Oo,0u,...,0n 1(': son todas funciones continuas de x dentro —-—
del intervalo real La,v] ; como en el caso de las ecuaciones'li.neg
les de primer orden supomemos que On(x)+ 0 ¥ xe {la,n) asi
que podemos dividir entre @y obteniendo

. e e e . (2.2)
be IY LI+ b COIY I+ + -+ 400 = g (X))

donde b; ()= O:ILX) con k=1, 2,.,-.,m b 3(.1):-6—00—

Gn D An )
¥ xelo,0].

Definimos ahora el operador diferencial i como 3

s o L(23)

nl
L= b I+ byd +----+df
dx dx

entonces (3.2) se puede expresar como:

&(33-:(3(13 "'°‘°-~-..(2.f*.)

‘Ct;ando en particular gkx)E ¢© sobre (o,b] entonces (2.4) se conoce—

como la ecuacidn diferencial lineal general homog&nea, se segundo oxr
den, si en cambio existe alguna Xc € {o,b7) tal que %(X.o\# O  en-

tonces i(q) = 3(1) se denomina ecuacidn homogénea.

A la funcién & 1a interpretaremos como un operador que actila sobre

funciones las cuales poseen n-derivados en (a,b).

* egtrictamente hablando el intervalo de definicifn es abierto sélo -
al considerar un problema de valores iniciales, en el caso de tener
un problema con valores a la frontera el intervalo es cuestifn es -
cerrado; ) sin e-bargo, en este trabajo se precisard la naturaleza-

del intervalo sdlo si la situacidn asi lo requiere.



. Desde esta perspectiva el operador & actda sobre @ y la transfor
ma en una funcidn &(¢) definida sobre (a,b) y cuya regla de corres-—

pondencia es:

(Y= b (VB +5. D 4. b (IS D + 47O
N dx dx™ ax”

En consecuencia, toda solucidn de (2.4) es en realidad una funcifn @b

definida sobre (a,b) con n derivadas en dicho intervalo y que, ‘obvia

mente satisface la ecnacidn £(¢) = c}(x) ..

El operador diferencial Eﬁ es un_ operador lineal, esto lo demostra

remos en seguida.
Supongamos que las funciones U 5 Y2 son soluciones de (2.2) enton-

ces:

e COY GO+, DY)+ =+ - 4+ YT XD = gD

bo CXIU GO DU GO -+ - -4+ 47 ) = g Lx)

de donde, dados o, ﬁ nimeros reales, ocurre que:

£ [o(q‘uc)-k Fgl uo]: b, (13[“‘-!:(.1\‘\'?(4]:(13]'\'
+b, (;Q {ecb\.(.ll‘r PYy- 0‘-3—3'\'
N dn [o(\.‘. (.1)-\-@%; Lx.))

- [b LYY, DO+ b, u.)q.(;ﬂ-\—- A ‘-5?(’0] +
+ p (b GO YL OY; Ok -+ + 47 (X))
poc lo Torilo: Flxatorpaiod) = a8laco) + p &y x0]™7 7 ¢ (2.5
Sin embargo en este trabajo nos limitaremos al estudio de las ecua
ciones lineales con coeficientes variables de segundo oxrden, nues-—

tro siguiente paso serid entonces construir la solucifn gemeral de —

dichas ecuaciones.
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La forma general de una ecuacidn diferemcial ordinaria lineal de se~
" gundo orden con coeficientes variables la podemos obtener como un ca

so particular de (2.2):

e e o o & o ....(1.6)
bo (3 X+ b, LXODYEGD + Y'Lxd = glxd

donde be , by ¥y % son todas funciones continuas de X en un inter
valo o-¢x¢b (el cual puede ser abierto si 2.6 expresa un proble—

ma con valores iniciales y(Xed> = X., tj"x‘;') = X2 on X y Xa

niimeros reales arbitrariosy O &aXe< b ,

En este caso el operador diferencial &£ definido anteriormente se—

reduce a -....-.-..(1-?)

L= boxd+bxy8 + 45
dx ax*

de modo que podemos expresar (2.6) como:
s s e s e e e s s o (2,8)
£C “51 =g x>
y nuevamente si q(x) es nula decimos gue la ecuacidn diferencial -
es hemog@nea (o reducida), en caso contrario se llama simplemente no—

homogénea.

Como la ecuacidn (2.6) es lineal entonces se cumple el principio de-
superposicifn ya mencionado y en consecuencia la estructura de la so
lucitn general es de la forma: 0
> s o @ ® (29) )
YD = A2+ A 22 )+ g (XD ' ‘

donde Z,(xY vy Z2(x) son soluciones no-triviales de la ecuacidn -
reducida (es decir homogénea), A y A: son constantes cuyo valor de-
pende de las condiciones a 1a frontera (o iniciales) especificas &el

problema; finalmente % (x)y , una integral particular, es cualquier so




lucidén de la ecuacidn no-homogénea.

Construiremos ahora la solucion general de (2.8) encontrando primero

2.0xD y 2,¢x) » las soluciones de la ecuacibn reducida.

Solucitn de la Ecuacidn Homogé&nea

Supongamos que £ (XD y £2 (x> son soluciones de (2.6) en O.&X <b,

con 3(1):0, entonces tendremos los siguientes resultados:
(a) El operador i es lineal

Es decir que dados los reales o y B :
i[d{.u) +Ps e}z « & Lo+ p £l¢. (x)}

*
) Definicidon de Wronskiano de £y £2:

e o o o(2.10)

(z.uYy

£.00 L&)
= F00 £200) ~ £ £100

WL 2o oo 6o
Teorema 1. Sean §,,fz soluciones de (2.6) con (5(1):0 para O.&x%b,
8i £, %2 son linealmente dependientes entonces W (f“f,_E = 0O
Demostracidn:

Como f£. Y £: son linealmente dependientes en O&xtb existen dos - .
nimeros <. ¥ *2 (que no son ambos cero) tales que: < { (;t)-i'e(;f, xN=0>
para @£x=b , derivando esta identidad obtenemos \?’.(x)-\-o(;f;(xlio,'

o sea el siguiente sistema de 2 ecuaciones lineales homogéneas para

ol Y A2 ¢ -
K £ lxY + A2 {2 ()= O

o £ LXD Yotz £1(x) = O

* l1lamado asi en honor al matemdtico polaco H. Wronsky (1775-1853).




26

puesto que no ambas «, y %z son cero el sistema anterior tiene solu-
cidn no trivial para cualquier valor de X y por lo tanto el deter-
minante del sistema, que es el wronskiano W (f.,{.) , es igual a ce

LE 3
ro en cada punto del intervalo G- ¢ x « b .

Andlogamente se puede demostrar que si £ ¥y f;(z) son ambas solucio
nes de la ecuacidn homogénea i[_g]:O en el intervalo Gt x<bp ,

entonces W{{,,{2)%0 en todos los puntos de dicho intervalo, Ziempve Y

coendo §. 7 §2 sean solucrones linealmente cndePQné‘nn"es.

Teorema 2 . Sean £. Y £2 soluciomes de la ecuacidn (2.6) con g(:.):o—

en el intervalo O t¢x<b y sea Xo €& La,bl , entonces: e
* . o o L242)

W (£,82)CxY = W R £20(xD Q*P-{‘J-b‘ ) d'?} .-
X
Demostracidn: Por definicidn W({:‘)g,‘)-_- & ‘:; - £a2 E, , de donde -

W, §2) = £ f2 + -('--?'1 — L -5 = £ €7 ~€.§7 - Y por hipbtesis -
LY =0, £Ed=0, es decir: bo(xd§GO+b.EGI+{O=0 ¥
beCXD §2 (x4 B L(X) & £2®) =0  respectivamente, de donde obtene-

mos:  f1Cx) T —BLOFIEN =B OO | £1(x = -bxd 3 G0-betx) 200,
sustituyendo esto adecuadamente en la expresidn para W'({§.,fz) ob-

tendremos: W, $ V= - LE R - 4] = ~b.(xY W, £,

es decir llegamos a la ecgacifm diferencial lineal de primer oxden: -
W'+ b. ) W=0 cuya solucitn, como ya vimos en la seccidn 1.4,es-

td dada por 1a ecuacidn (1.11): W(f £)¢x)= D e;?_{—J:.L7)d¥ } .

Si ahora evaluamos este resultado en el punto X=xo, 3 w:; WL £ xd=D

por lo tanto la solucidn general serd de la forma buscada.

Una consecuencia de este teorema es que como la funcidn exponencial es
siempre positiva entonces dependiende del valor de Wgc » el wronskia
no asociado a la ecuacidn hozogénea (2.6) es siempre positivo, siempre
negativo o siempre cero.

%% Si adicionalmente se pide en el teorema que al menos una de las fun
ciones (digamos §.(x)) no se anule en el segmento a<x<b entonces-

se puede demostrar el teorema en el otro sentido.
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(c) Superposicion de soluciones

Si fo0 Y{,u) son soluciones linealmente independientes de la ecuacidn
(2.6) con q(x)z0 entonces la solucifn mis general es de la forma:
Y = GHI+ G f ey T - * - @
donde <i y €2 son constantes arbitrarias.
Si la solucifu estd ademds sujeta a las condiciones iniciales
(LD = Yo
P x) = 9,

entonces tendremos el siguiente sistema de 2 ecuaciones lineales

Cy XY + Cz €2 (XD = Yo

CLf Y F Gz oyl

cuya solucifn por el métcdo de Cramer es:(‘n
Yo  f2exad l foexed Ye 1 \&'-ua) {‘zuﬂ\
c =19 fixd y = 1oy 9L con A= 1P fiaa
& I
es decir: Cev= WY, 800D 5 c. = N (£,920
W, £ W 40 XD

por lo tanto 1la solucidn general de la ecuzcidn de segundo orden homo-

- . A XL 1

génea es: g = W, £ fiexy v+ W (Q\,‘Q(x") .00 ( ‘
W (£ £2) (XD W (£ £ Wed

Solucidn de la ecuacidn no-homogénea

Nuestro problema es ahora encontrar la solucidn de la ecuacidn (2.6) -
en el caso general cuando glxyto .

Supongamos inicialmente que LPp(:r.) es unz solucidn particular de la -
ecuacidn (2.8 Ty) = L), se5 W cualquier otra solucidn de ella,-

entonces por ser £ un operador diferencial obtendremos que:
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TW-We) = &WI- T (W)= glxd - gexd = ©

Esto significa que (W — WoY) es tambiBn una solucidn de la ecuacitn
homogénea f(q):O » pero como ya vimos cualquier solucién de la ho
mogénea se puede expresar como una combinacifn lineal de 2 sqluciones
£y f2 de la homogénea que sean linealmente independientes.

De modo que existen C. i Ca2 constantes arbitrarias tales que:

\-\)""\\)p = Gf+v C2f2
de donde, si Yy es una solucidn particular de la ecuacibn 3(9):90&)

entonces cualquier otra solucidn W de esta ecuzcidn es de la forma:

B S ¥ L5
Q’:WP‘Q—C‘{:.Q-C:G: :

De modo que la solucidn general de la ecuacidn no-homogénea se obtiene
encontrando primero una solucidn particular U)F de (2.8), la ecuacidn no-
homogénea. Una té€cnica especialmente efectiva para encontrar esta solu
cidn particular fue desarrollada por Lagrange, describiremos brevemen-

te los resultados obtenidos al aplicar esta té&cnica.

El m&todo de variacifn de pardmetros.

-Queremos encontrar W, como una combinacidn lineal especifica dada por:
) B ¢ AT Y
W = R€xD> £.0x) F P £ ) o

donde {.(x> ¥ f:(=> son dos soluciones linealmente independientes -

de la ecuacidn homogénea (YN =0, vy <.p son funciones de x en-
base a las cuales determinaremos la expresidn definitiva de W, (xD .
Imponemos ahora la condicidn:

, s v e e e e . 24
KXY F.Cxd &+ PIEXD £2LxD) = O : :
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LY - . .
© entonces Vo tiene exactamente la misma forma que tendria si o (x9
¥ pcn fueran constantes, es decir que entonces:

. .. e s . (248)
We (XD T o 0D £+ PO £ (x)

diferenciando otra vez obtenemos:
Y e XL N
kp;‘(:n z XCx IO F OO x>+ B c:o{,”(x)-l—‘s‘(x)ﬁ ) :

sustituyendo (2.16), (2.18) y (2.19) en la ecuacidn (2.6) obtenemos: *

o

o (AL + B + b (A8 +B £ V4 g 4+ A’ €L+ BT+ g2 =G

asociando adecuadamente obtenemos:
allbofi+ bufl + €7D & plosfa +bfr +£7D+ot'§l + 741 =G

Como por hipStesis §. 4 f{: son solucicnes de la ecuacidn homog&nea -
entonces f(-’FJ:O, $(&D=0 y por lo tanto los primeros dos t&minos-
encerrados entre corchetes som cerc. Asi que, ademis de (2.17), &’(x) Y
p’(:l) deben satisfacer también la ecuacidn: .
) ) , . e = s a(2.20d)

O + BIexI £, 00 =g o

tenemos entonces el siguiente sistema de dos ecuaciones

XY £ 0x) + BRI £ x) = © } A 3% 1)
RGO {0 B ) = gxd a—

como £i¢xY § §2¢xD son soluciones linealmente independientes entonces
su wronskiano, A =W{(f,, §:), es diferente de cero y en consecuencia la-

solucidn del sistema (2.21) por el método de Cramer es: s i
o o o a0 o l2.2

wxy = -3 f D/ s TP = 9EIRD /a
* Suprimimos enseguida la obvia dependencia de x en todas las funciones

involucradas por razones de claridad v espacio.
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integrando estas expresiones obtenemos:
x * (2.23)
xixy = - | ADREUT 1 e =jq(f)f.LY)a‘7
w (€., £:3() W, £
Por lo tanto la solucidn particular de ‘S(UDIQ(‘) se obtiene sustituyen-—
do (2.23) en (2.15); podemos simplificar la expresidn final de Wp de
finiendo Wy (%) como el determinante que se obtiene a partir del wrons
kiano W(£.£.) sustituyendo en &ste la k-8sima columma (§, ,£.) por 1a -

columna (0,1) es decir:

i o
Wu(?\z i -e;, :-fl ; Nz(’i): ?: \ =‘€|

Utilizando estas resiones la solucidn particular W dada por:
exp P P

T QT IR(FNT QY (YA
Wy = foixal- | 22BN £, () J—-————-——-
p=f x{ wa\,mLﬂ] i WELEDED

se transforma en: !
W Ie udjc.s(v)wdz)c\? MR R
wz=y wilg, *;3(-{1

En base a este resultado concluimos que si ot es contfnua en tﬂ, b] y

si §,,§{2 forman una base para las soluciones de la ecuacidn homog&nea-
£W4)=© entonces toda solucidn WY de la ecuacidn no-homogénea -~
S = 9(x) es de 1a forma dada en (2.15):
W k‘)? x (\{. ¥ Cz £,
donde “c’? es una solucidn particular de 5(*-}3:(5(:) dada por (2.24),
&y £ son soluciones linealzente independientes de f(q) o v

Sy C2 son constantes arbitrarias.
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EL PROBLEMA DE EIGENVALORES

Nuestro interés es la solucidn de la ecuacidn diferencial definida en

(2.4):

£y = g

donde € esun operador diferemncial lineal de segundo orden y con ——
coeficientes variables definido en (2.3) que actila sobre la funcidén -

desconocida 9(X) y g es el término no-homogéneo.

Utilizaresos ahora la teoria ;speccral para analizar las propiedades-

del operador i en términos de sus eigenvalores ¥ sus eigenfuncioc

nes, de esta forma cualquiera de uma amplia gama de funciones solucifn
pueden representarse por una expansidn en serie de dichas eigenfuncio-

nes. ‘

La solucidn de un problema de eigenvalores para un operador dado 4 -
no es de modo alguno {inica, sin embargo resulta ser especialmente Gtil n
expander soluciones de ecuaciones diferenciales en wna serie de eigen—

funciones del sistema Sturm-liouville el cual consiste de la ecuacidn: e
. o Czasy.

[P(x“')'U“]"f [q_cx.) )\T(.:.)] YXIZO en acex 55

y de las condiciones a la frontera de diversos tipos que se imponen en
los puntos * =0, xczb .
Es importante observar las miiltiples condiciones necesarias para defi

nir un problema Sturm-Liocuville: un operador diferercial lineal autg_—

adjunt:o*(lcs coeficientes Py q), una funcidn de ponderacidn €(x) , -
un parfnetro A, un intervalo de definicidn y condiciones a la frontera
homogéneas.

Los problemas Sturm-Liouville son importantes, no sélo por su contri—

bucidn 3 1a soluci®n de la ecuacidc %2.4) sino porque aparecen muy ——

* los cwales se deginen en el siguiedte capitore,
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frecuentemente en aplicaciones directas, especialmente en problemas de
vibracioén unidimensionales tipicos tanto de la mecinica clasica como -
de la mecanica cufntica (en los cuales las eigenfunciones son los mo--
dos normales de oscilaci6n), también surgen los problemas tipo Sturm—
Liouville como reducciones de las importantes ecuaciones diferenciales
parciales de la fisica-matenitica al emplear el nm&todo de separacidm -
de variables, en este caso el parimetro A esti relacionado con la -

. Ged
constante de separacion. ,

Las solucionas mo-triviales de la ecuacidn (2.25) que satisfacen las -
condiciones a la frontera se deénominan eigenfunciones y las denotare
mos como Ynlx) estas eigenfunciones (o funciones propias) son {inicas —
s6lo hasta una constante multiplicativa Cn y existen {inpicamente cuan
do A toma ciertos valores especiales llamados eigenvalores (o valo

res provios).

El conjunto completo de eigenvalores constituve el llamado espectro -—
del operador i_ .

Cuando n es un entero (que es el caso usu.al cuando a ¥ b son finitos)-
los eigenvalores forman un conjunto infinito numerable y decimos que -

tenemos un espectro discreto. Si en cambio todos los valores de A en

algiin intervalo real son eigenvalores (como ocurre cuando (b-a) es in

finito) entonces decimos que tenemos un espectro continuo.

Existen, sin embargo, situaciones mds complicadas en las cuales el es-
i:ectro puede tener tanto partes continuas como discretas, esto ocurre—
tipicamente en el caso de 13 ecuacidn de Schrddinger en el campo de -

la rec@nica cuintica.

Las soluciones de ecuaciones diferenciales que son de interés general-

son acuellas que son continuas a trozos, es decir aquellas que son con
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tinuas en Q$x ¢b, excepto por la posible existencia de discontinuida-
des dentro del intervalo a<x <b .Podemos expander cualquiera de di-
chas funciones en una serie de eigenfunciones cuando &€sta forma un con

Junto orto normal, para ver lo anterior daremos algunas definiciones.

Sean cs(x.) b h(x) dos funciones, entonces el producto escalar (también

conocido como producto interno) de estas funciones relativo a la fun-—-

¢ion de ponderacidn w (x) se define como:

Y .

O X 13

<q,h>5jwunc5(x3hkx\éx 220
A .

En. particular <9 ,9 > se 1lama la norma de la funcidn q(x.) y se de

nota como N (g), si ocurre que N(g)=1l decimos que g es una funcidn nor=-
malizada relativa a la funcidn de ponderacidn W(X).

Cualquier funcidn 3(1) cuya norma es acotada se dice que es una fun—

cion_cuadrada integrable relativa a W(X).

Dos funciones cuyo producto escalar se anula se dice que son ortogonales

sobre el intervalo.

Con esta terminologia un conjunto ortonormal (es decir ortogonal y norma

lizado) de eigenfunciones Yntx) es aquel que satisface las relaciones de-— .

ortogonalidad : - e e e e e e e ow(229)

j WEL) Y (2 A (XD dx = .

a

donde <S,.‘.\ » conocida camo la funcidn delta de Kronecker, es 1l si
m=n y es 0 en caso contrarijo. '

Si @Lx ) es cualquier funcidn continua a trozos sobre Qg% x=<b y si
‘-}Q(BL} denota un conjunte ortonormal de eigenfunciones con espectro -
discreto “entonces, si podemos expresar ¢¥(x ) como una expansiOn de las-
eigenfunciones Ynlx) dicha expansitn serd de la forma:

- P e T D )
@) = 3 caynxd :
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y en este caso podemos encontrar los coeficientes € directamente —
del producto escalar de @ (x) ¥ “wm(x) utilizando (2.27) y com—
probando prevismente que la serie anterior converge uniformemente de -

modo que puedan intercambiarse el orden de integracién y de sumatoria: .

° ses e e e(229) k

Cmn = < ¢,t.5m > :Jw(x) DB EIYm (D) Ax
(-3
Cuando toda funcidn continua a trozos puede expresarse como en la. —

ecuacidn (2.28) entonces decimos que la base de eigenfunciones es cam

pleta.

Finalmente en el caso de que el espectro sea continuo entonces la se— L

rie definida en (2.28) se sustituye por uma integral.
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LA TEORIA DE STURM-LIOUVILLE

y restando ambas ecuaciones:

Consideremos un sistema regular de Sturm-Liouville, ecuacibn (2.25), -~

en el cual p, p* y ¥ son todas funciones reales y continuas con pxd y

¥(x) funciones positivas en el intervalo finito atxtb . Nos inte-

resa en principio ver qué condiciones a la frontera satisfacen las
eigenfunciones ortogonales.
Supongamos que A y /* son dos eigenvalores distintos de (2.25) asocia

dos con las eigenfunciomes « (x), V(x) respectivamente. Entonces: S

'(Pu')’+tq+zv)u:o y (PV’)’+(9‘.*‘}*“3" -0

de donde multiplicando en cruz obtenemos:
V(PQ*)"-\- qQuUV t AYuv =0
Olpv' Y+ UV +pY¥LeN = O

(A-pdYUV = u(pv‘)‘— V(P\J’f

integrando esta ecuacitn sobre el intervalo @ &£ x ¢ b obtendremos:

® b
C A—/Aﬁj YO UIVxXIdx = pbﬂl_u (COAVME DT u‘(x)v(xl]‘ D
° a

donde el lado derecho se obtiene integrando por partes.

De esta manera encontramos que: ) .
b - . .- (230)
(A= Iv(xs VLXIVED dx = PlbIWL) — playwla)
(-5

donde W (x) es el Wronskiano de U y V definido en la ecuacidn (2.11).
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La ecuacidn (2.30) nos indica que las eigenfunciones que corresponden

a eigenvalores distintos son ortogonales siempre y cuando las condi-

<}
ciones a la frontera sean tales que nulifiquenYlado derecho de (2.30);

esto Gltimo puede ocurrir de diferentes maneras:

1.

primera o la segunda relaciénm, respectivamente, de (2.31), puesto

En un sistema Sturm-Liouville regular donde plod$ 0 . ge ten
drd en general que W{a)= W(b )= 0 , esto como una consecuen-

cia de las condiciones a la frontera dadas por:
.. (231)
wylad) + pYlad=o Tylery+ Fy'(bdY=0

donde al menos uno de o vy P ¥ uno de ¥ y é son diferen
tes de cero.

En un sistema Sturm-Liouville regular perifdico se tieme que P(n):

P(b) ¥y las condiciones a la frontera son:

. . < e e e (2.32),
J@d =g9lbd 5 @y = g' (o)

de estas condiciones obtenemos que W (a) = W (b) y esto iltimo —

asegura la ortogonalidad de las eigenfunciones. ol

En un sistema Sturm-Liouville singular los problemas admiten —
eigenfunciones ortogonales bajo las siguientes condiciones a la--

frontera:

(LY W)= o ¥ pled=o
(i) Wbz o y pad zo e e - (233)

Cinid 9(0.3 = PL\;) = o

donde’ €én (1) 7 (i1) resulta conveniente pedir que se cumplan la --—

que la ortogonalidad es independiente de las condiciones a la —
frontera cuando ambos puntos extremos son singularidades, como -

se muestra en (iii).
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Por otra parte se encuentra que la ecuacidn real y autoadjunta de ——
Sturm-Liouville (la cual veremos mis adelante), con upa funcidn de —
ponderacidn Y(x) constante en signo, admite finicamente eigenvalores -~
reales bajo cualquiera de las condiciones a la frontera anteriormen-—

. as)
te enunciadas.

Si caleculamos el producto escalar de la eigenfuncidn wx) D] de'iu
respecto a la funcidn de ponderacidtn Y(X?) encontraremos una expre-
sion muy fitil para su eigenvalor A asociado a dicha eigenfuncidn.

Entonces: b

1)
<uv,fu> = jrczuocniu (Odx = Ajr(x)uu) (EOVGDdL =
a o
= ALu, Yo >
- donde FU=AYU pues U es una eigenfuncidn.
Lo anterior demuestra que:
9 .(234)

A= <U,fu>/<u,~ro >

Cualquier operador para el cual 40,30 > es positivo cuando Y{x)

es positivo se dice que es positivo definido.

' Egta Gltima éxpresidn implica que los operadores .autoadjuntos positi—-

vos definidos tienen eigenvalores positivos.
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TEOREMAS DE OSCILACION Y COMPARACION

El andlisis de las graficas de l:as soluciones de la ecuacidn (2.6) ~
requiere de la aplicacitn de los llamados Teoremas de oscilacién y -
comparacifn. Empezaremos su estudio planteando el teorema de separa-
cidn de Sturm el cual considera las posiciones relativas de las solu '
ciones.

Teorema 3. (Comparacidn de Soluciones)

Y

Sean £(xD y £,(x> soluciones linealmente independientes de la ecua-,

cidn homogénea: e e e a(2.6)

bo CXOY (XD + b (1Y L+ 4’ (xY = O

¥y sean- X.,Xz € D{'. [Dﬁ] para los cuales § (x)=§, (Xx2)=0 {f}&):{_ﬁiﬂ:o] ;
entonces existe xLe¢ Df. [sz] Tal que Xy & xx <Xz y fO=0 l-_'fz_(l)‘ZO.]---
Demostracibn. Consideremos primero la gra@fica de las funciones solu--

cidn de acuerdo al teorema; tendremos que: - 4

£
/ \_9\
2000

Fasuta 2.1
La demostracidn es como sigue: supongamos que £2(x) se anula en X=X
entonces W (f1, §£2 ) (Xi)#0 puesto que §,y §, se consideran lineal

mente independientes (seccidn 2.1), de modo que:
O F W {f,£)(x) = § GO R &) - fIEI ) = £.06)F 00
de donde £ VFo y -fl(xn¢o. .

Si ahora suponemos que X.u \/xz son ceros sucesivos de {;2_ obtenemos:

f&xOto LYo
£, xDFo 2 xd$ 0O
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Adem3s, puesto que el Wronskiano tiene la propiedad de comnservar su —

signo (Teorema 2 seccidn 2.1) entonces :

> 235)
‘signo "‘ﬁ(x;)‘fz (x.’)l = si\gno |F.(z:) ﬁ(xn\ = S\gvno W (x>

Como X ,X2 .son ceros sucesivos, £2(xd=0 =§,(x) entonces la forma de

la curva en la reridn X &£ X £X; podrd ser de cualquiera de los 2 ti—

pos sivuientes

2 B
£.06% £,00<0
Xo £y’
X, X2
£i60<0 $:(2>0
Figura 2.2
De donde en ambos casos ocurre que:
Signo |f;(1-)\ = — signo ‘?;(11)\

‘asi que, tomando en cuenta (2.35), algo similar debe cumplirse para f;
s\gno tf (xHl = - signe | §, Cxadl

esto implica que si { (x.)>0O entonces £ {(x:d<o ¥ viceversa, por 1lo

tanto existe alguna X M L X <Xz tal que £ (x)= 0§ como suponemos que

Xi y X 3om arbitrarios, el teorema queda. demostrade en general.

Antes de considerar el ‘teorema de comparacidn escribirgmos conveniente

mente la ecuacidn general (2.6): e e 2 e(z0)
bo (XY g (x)+ b, COIYLE) + ¢’y = 0

s8i definimos u)(*3 = ulxX) V() se tendjﬁ que:

Y = uvi+ 0V 3 Yl v+ 20V 0TV
sustiturendo estos resultados en (2.6) y rearreglando t€rminos: obtene

mos la siguiente ecuacidn para V: :
e e . e(236)

- S (U EBO b UYV + (20°+b,VIV + UVY =0
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Supongamos que no conocemos una solucidn particular de (2.6), pero -

que podemos elegir una funcidn U que satisfaga la ecuacidn:

20 +b U -0 S T ¢ 25 £ )

obtenemos de la solucibn general de esta ecuacidn (seccidn 1.5) que:
- P N LAxdx - . . <« (0 .)
VIx) = exp{ zib‘ } ) ,
de donde:
» 2
ven=s-L b, LOUVKX) 3 V(XY= - %b.(x) v +.L¢b.(nul13
sustituyendo estos resultados y (2.37) en (2.36) obtenemos:
N (X)) 4+ GO VX)) = O ) o
: , e e e e e (229)
donde GLX) = bo(x)= L b lxd =4 b, () e
La ecuacidn (2.39), que no incluye témmino en V, se dice que estd en -
forma normal, expresada de esta manera una ecuacidn diferencial permi-
te el andlisis de las propiedades de su respectiva solucidn. )
Los siguientes teoremas analizan grificamente la solucién congiderando :

el signo de V’'(x) para determinar la forma de la curva que agquella —

describe.

Teorema 4. Si G(x)XO en el intervalo 0.¢x < b , entonces cualgquier—'
solucidn U I(X)Y (tal que UGOEO ) de la ecuacidn “5”"' axyy=o -

mo- tiene mis de un cero en O. £ X £ b .

Demostracidn. Supongamos que para el punto Xo € L&, b , LIXDI=0 ‘.
como U(X) F o se tendrd que U?(X.Y+ O . Si en particular Q‘(:b)b"lv'
" existird um intervalo a la derechadex. en el cual U (x) >¢Q ¥y como —-

por hipdtesis U”+QU=0 se tendrd que:r U™ (x)=- G(xX) O(xX) -

‘es’ positiva para X »>Xo pues Q(x)< 0O, pero si U™ (x>0 para X >Xo
entonces UYx) es creciente a la derecha de Xo . Por lo tanto U(x)

no tiene ceros a la derecha de Xo , similarmente se encuentra que —
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tampoco tendrd ceros a la izquierda.
Esto se concluye tambi&n cuando partimos de que U (x.)<O .
De modo que entonces afirmamos que si U(x) tiene un cero en Lo,b]

entonces s6lo tendrd ese cero, o bien que no tendri cero alguno ahi.

Enseguida veremos el teorema de comparacifn que, como su nombre indi
ca, se refiere a las condiciones bajo las cuales upa solucidn difie-
re de otra considerando la magnitud de la funcidn GULx ).

Nuestro popdsito es entonces comparar las dos ecunaciones siguientes:

() L N . . (240) ]

kj”‘f‘ hl (D \i

. (2q)

Z'+h.@d2 =0 - - - -

Teorema S (o de comparacidn

Consideremos las ecs (2.40) y (2.41) con h(x)<h:(x) para x » Xo.
“Sea 4 1la funcidn.solucidn de:(2.40) sujeta a las condiciones inicia-
les: y (o) =Yo g YWixa) = uy, » tal que 4(xXd >0 imrs—-—-
alglin intervalo a la derecha de Xc¢ . Sea Z(x) la funcidn solucidn
. de (2.41) sujeta a las condiciones ‘iniciales ZWITYe ¥ 2’(103‘-'; L;:

Entonces (x)>Z(X) para x>Xs _siempre y cuando ZE(x) >0,
-Demostracidn., de (2.40) y (2.‘41) obtenemos ‘que:
ZY'+ hixdIyz = O

Y4 2 +htxdyz = O

restando ambas ecuaciones obtenemos:

Yz - 92" = o -ha)gz

pero por definicidn

WA, 20> = (42'—g°2 (2

de donde:

- : w’(q,z)(x)=(u)t"—3"2)(x):[m(x)-h.(x\]u,z
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por tanto: RN € 2.5

Wy, 232 = J(\-....-hﬂqzdx >o

Xo
donde el lado derecho es positivo pues «i y £ lo son ¥, por hipé‘tesis,

hw¢<ha para X > Xo;

pero por otro lado : y 9z —~qg2> _ 1 W
(/23" 1z 9= 7 - = (“’2\
2 kS
¥ por (2.42) tendremos entonces que (‘-3/_}}‘ >0 de donde conclufmos

que (‘i/z) es una funcidn creciente para X > X, , y en particular:

a

v(ﬁ-/EX(Io')z ("37‘_’) =} si Yota 3 & bien (g/i)(xo)—» st ge=o,

Por lo tanta Uﬂ/i) >\ s X»>Xe, 0 equivalentemente y{(xd> Z(xD 5. XD Xe,

Se deduce de este teorema de comparacidn que si los valores de nﬂ(’&e}
¥ de 4'(Xs) .son tales que y(xXI<O para un intervalo a la derecha de -
Xo , entonces la conclusidn es que Yy xd < 2(x) siempre y cuando -
2(1)< 0 ahi.

Las dos situaciones se engloban si afirmamos que | Y x>\ > \2(15\

para X D>Xe en tanto que Z(xY* O .

Teorema 6. Un valor finito ¥ no puede ser un punto limite para —-
los.ceros de una solucién T (x) de (2.39) a menos que J(xXOD=O -
DemostraciGn. Supongamos que T = lmXn con U{Xs) = O como UCLx)
es solucion de (2.39) entonces U es una funcidn continua y Tendremos"
V(TY=O ; pero por definicidn:

" :rm\ ULT))

UNTHY= \
x.,—r"{'

de donde V(FY =V’ (THY =z o y por lo tanto UI(X)=O

Teorema 7. Sean Xo Y X. ceros consecutivos de una solucidn de la -
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ecuacidn (2.40) y sean m 7M tal que 0<q(x)< M para o =X g b

entonces: v o(243)

(M ) < Crmxad < ()
Demostracitn. Consideremos el siguiente par de ecuaciones ya definido
. en las ecuaciones (2.40) y (2.41):

‘j”-l— hitxdy = 0 con hilx) <« M-

27 + h,(xd>2=0
de acuerdo a las hipGtesis del teorema de comparacidn (Teorema 5) sa-
bemos que: hi (X)) < ha () pave "x‘>,i.o \/ 40O >0 para algin intervalo
a la derecha de Xo ; entonces podemos hacer h,(x)=M y el teorema -

sigue cumpliéndose, de manera que (2.41) se convierte en:

27+ M2 = O

- donde Z (x) es una funcidn sujeta, de acuerdo a las hip6tesis del teo:
rema, a las condiciones iniciales:
Z (%) TO = Yo :
2 (X)) = ‘-5;
" .asi que podemos hacer:

2 = (q;/m ) sen[(i—xo')m]

la cual satisface dichas condiciones iniciales.

El siguiente ;;aso es encontrar los ceros de Z , observamos que si -
o{:((i-l»Xﬁ]:hﬂ' s con n=0, 1, 2, ...; tendremos Z(X)z O »
asi que los ceros de Z seran:

2o = Xo

2= Xex W/ 0
Zz = Xe vt/

Zn = Xo+ nﬁ/m

Aty




Pero por el teorema 3 sabemos qu.e los ceros de soluciones linealmente

independientes (camo efectivamente 1o son 4 y 2, de acuerdo a (2.42))
se alternan, entonces como Zo y Z. son ceros de Z 71. es un cero de
Y concluimos q* X: estard a la derecha de Z, = Xo+ ﬂ'/m » O sea-—
que:

e} >Ia1'ﬂ'/m o biea (?m)L X — Xo

Procediendo de una manera similar partimos ahora de la solucidn para -

[ (2-40): YD :(qym)szn[(x,-xnm-] T el

los ceros de 4 los obtememos directamente :

Yo = Xo
Y, %%+ &/ Im
Yz = X + 20 /0%

[

N e

Cazo ahora. Y. Y Y4 sor. ceros de Y ;5 X es un cero de Z ; 4>z

para X>Xo y los ceros de Y Y Z se alternan por ser estas funciomes

linealmente independientes llegamos a que X, es menor que Y, »

© sea que:

X, & Yo A4 ‘y\,’;\" es dacwe Xi—Xo & ﬁ'/\r"—\\ (% %)




combinando las ecuaciones (*) y (**) llegamos a la desigualdad busca-
da.
Finalmente observemos que de (*) obtenemos que para un punto X arbi——

trario a la derecha de X se cumple que:

,‘_;_Li— Xo ) \’ ™ 2 n para algin entero n

y también en el otro sentido obtendremos:
(x~XD)Jw' £ n

“Por lo tanto el ntmero n de ceros que hay en el intervalo clo,:(-‘ >
satisface la ecuacidn: ( s
s e e s e (244)
X-Xe Y = n g (XX Ym _ :
G N ol
Los ‘teoremas aqui analizados muestran muchas de las propiedades de las— .
soluciones para las ecuaciones diferenciales de segundo orden, aunque. -

no’ siempre sea posible obtenerlas explicitamente.

En el siguiente capitulo analizaremos las propiedades de la forma auto- :

adjunta y la solucidn general de este tipo de ecuaciones diferenciales.
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IIT ECUACIONES DIFERENCIALES AUTO-ADJUNTAS

3.1 Propiedades de 1a forma auto-adjunta

o *
Presentaremos el operador auto-adjunto i .asociado con el operador i
para el caso de la ecuacidn diferencial general de éegundo orden defini
da en (2.7).

Consideremos entonces el operador diferencial & ya definido:

- - - - -

eI )

dx*
Ahora sean Uy V funciones de X completamente arbitrarias, excepto .—

Lz bo(xd)+ >4 + 4

*
por ser completamente diferenciables, de manera que existan F{Y) | bi i[V]
‘(ésta Gltima expresidn la definiremos precisamente al final del proce -
dimiento que describiremos enseguida), entonces: A . _(3..’

v 10 = v{bero ey ¢ bt + w0}

“.. si:ahora integramos por partes el tercero de los 3 té@rminocs a la dere— -
cha dos veces, el sepundo una vez y el primero cero veces, siempre so——

bre el intervalo [a.,b] » obtendremos:

. b _ :
ng‘.u]dx = va.,udx+ v b.ud x +JVU“dx
(-5 o, <. o-
b L
=J'v boudx +yvbU| — ,[Vg.uds. -
(8 a [+ 9

- b
b
: _J v'budx + (vu'-v‘u)‘ +j\l"udx
e & .

-8
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© sea que: b . ‘32’

b
~f\l f[u]dx =(vor—-v u)‘ + vb,u \ J'u[(b ~-b)v-b,V’ +V"]dx

Podemos definir enseguida el llamado operador formalmente adjunt:o &

como aquel que satisface la condlc:.on._
: B .. w033
jViKU]dx={ }\ +Sui[v‘ldx :
en consecuencia: N & . 3 |
%= (bo-8)=b, d_ + g‘__
ax

y por lo tanto: b b . (35)

gvi[u]‘dx = Lvu‘—v‘u)l-» vb.ul*' SUI {vlax '
y definimos la ecuacidn formalmente adjunta de i[u] =0 e
~(3.6])

s e e a2 s 4 s & o e e

t_:a::o: i* [V.) .

- - — *® -
~Si en particular ocurre que £=° -entonces decimos que £ es un -

operador formalmente autoadjunto.

En el caso particular de nuestro operador diferencial de segundo orden,
- 1a condicién para que £ sea formalmente autoadjunto se obtiene igua-
lando las ecuaciones (2.7) y (3.5), de esta manera obtenemos que:

be = bo - b, } L ¢ |
b, = -b. -

l1a finica solucidn . para este sistema de ecuaciones es que bi(x) =
para oO.< x < b , de donde: 2
e e e e e e e s . (33

L = boxy + 8%
dx*
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Entonces llamando q a be , decimos que una ecuacibn diferencial 1li-

neal de segundo orden (2.6) es una ecuacidn autoadjunta si podemos ex

presarla como: IR ’ . e e .(3.“)
QxIVX) + 0" xd = £(xD

en lo que resta de este capitulo estudiaremos ecuaciones de este tipo.

3.2 La TIdentidad de Lagrange y el Espacio fase

Consideremos ahora la ecuacidn (3.5), podos expresarla como:

. o - (3.\0)-‘

j{\lf[u-} of [v]}ax = (Vo' =V’ u)\ + vbiu ‘
i : ; £=8*
si ahora suponemos que & es un operador autoadjunto entonces =

ellec implica que, bi(xY=O vy la ecuacidn (3.10) se reduce a:-
b b
S{\J $lol-0¥ f_v]}dx =W (v,o)L
Q.

b : b . R :
j‘{uf[\'l-_\— Vﬁ(u]}dx =—N(u,v\‘ sow B
i -8
..esta ecuacidn es la llamada identidad de Lagrange. o .
* 7.De hecho, todo operador - formal diferencial, lineal de segundo ordem - .
con coeficientes reales es autoadjunto y, por lo tanto , ﬁemitiano —_—

(C))
. pues en este caso £=2 . -

El Espacio Fase

Consideremos ahora la ecuacifn diferencial lineal, de segundo orden y =

autoadjunta ya definida en (3.9): Y
AV JRERC ¢ X

£l

]

donde:

(ol =gqurou”
siendo U una funcifn de cualquier variable Z - que puede ser, en general,

compleja. e
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Para analizar las soluciones de la ecuacidn dada en (3.9) s&;;ondrenos
que podemos:descomponerla en un par de ecuaciones diferenciales homo—
géneas lineales de primer orden acopladas mediante la siguiente ecua-
cidn matricial:

s [0 W] [ou «a]fe W
at

Y & XY 3
wl “P- HKas A2 ‘P‘ W,

donde ®’= Y, (y tambigén W:W, ) son soluciones linealmente indepen—
dientes de (3.9), al establecer (3.12) obtenemos que:
Xy =l = O

oliz = L .(3.\3_)‘;;.
Az = A= B

3 g

La ecuacidn (3.12) expresada sint&ticamente seria:

mente serfa: . (3a4) 1
at : |

donde M es.la matriz de los coeficientes d.;:, dados-porv (3.13) ¥ A

es la matriz de las soluciones (f Y W cuyo determinante es el ﬁrong -

kiano de @&stas,

- Si-proponemos como condicibn inicial para el sistema definido en (3.14) . .

que: » e Y -1 15 Yo
Z )=\ L

entonces la - solucidn a (3.14) . es:

t
Z() = exp{ikﬂﬁ)dc}ztnﬁ

pero como M, la matriz-ccoeficiente siempre es constante entonces t:endrg--

e e .('3.\6)_"

mos que

Z) = enp{MUE-TO}Z )
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Definimos .el espacio fase (5 plano fase) de un sistema como aquel doo-
de se analiza gr&ficamente el compértmniento que tienen las soluciones
en el plano de las coordenadas de cada vector independiente.

Consideremos. la matriz solucida M de la ecuacidn (3.14) sujeta a la -
condicidn inicial (3.15), M es una matriz de dimenéian 2x2 en general

se tendrd que:

Ry ol ’ . - -
M= . =Aln 4+ o(zz)’]].. + (°(|7_ +°(1,|3'L+L(dn,“ °(2|)'j +
Xzt Laq z z z
+_;_..(<x.. A2 K
donde : ' . L (348)
. 1 - \ [o3 ; r=|© i s 3 -1 © 1 T k= 1 o
o 1 i O -1 o o -1

. *
las matrices i, j, k se conocen como matrices de Pauli ', 'de modo que

su estudio resulta necesario para analizar las propiedades de la ma—

triz solucidn M en el espacio-fase.

3.3 Propiedades de las matrices de Pauli

Las matrices JI, i, j, k  definidas en (3.18) forman una base para -
las matrices de dimensidn 2xA2 ya que cualquiera de &stas puede expre-
sarse como una combinacidn lineal -de aquellas; 'y ademds ninguna matriz
de Pauli puede expresarse como una combinaci®dn lineal de las restantes.
Esta {iltima propiedad de independencia se debe al hecho de que las ﬁé_" _
trices de Pauli anticonmutan y entonces una no.se pue.de escribir como-
miltiplo de la otra.(u)
La anticommutatividad de las matrices de Pauli se puede observar, en -
particular, para el producto (i)- (§):
[ESTICR RN RS I AL I b ()

i o -1 o o i

-k pues consTiTuyen vna vaniante de los aperadarves de espin de Paoli que consisTe

- ce AR




Ana’lo%arr‘{enTe : _
N R (3)‘(1): o 1y, |© [ o - K
-1 o I o

En general los productos de las matrices 1, i, j, k entre si aparecen

en la siguiente tabla:

£ i 3 k
T T i 3
i i T -k -j
3 3 k -L -i
k k 3 i X
i TABLA 1

Como {I, 1,3,\{} es una base para las matrices de dimensidn 2x2 enton

T ces -sean @, B matrices 2x2 arbitrarias, entonces podemos expresar: :
Az 0l + i+ Q) task ‘? Y ¢ W 1) ¥
8= b + b.l-\"b;j-i'b;g J T

y ‘el producto lo cbtenemos empleando los resultados de la tabla 1:

. L(320)"
A8 = (Qobotaibi— Azb: +A303) T + (0L + 0 bo=Q2bs+Aaba Y A4 .
+ (Qcba =B34+ +Ash Y | + (Aeby~ bz +Azbitasbe) K {f“

La ecuacidn (3.20) define el llamado producto cuaternidnico que se- —

"~ obtiene multiplicando matrices previamente expresadas como una combina
cidn lineal. Este concepto resulta de gran utilidad en la representa—

" ¢idn vectorial de matrices ‘en términos de las matrices de Pauli.-

Sean A y B vectores, los cuales se definen representidndolos como una —

combinacidn lineal de las matrices de Pauli, es ‘decir:

E:pt:(gniaman“‘e en wmuthiphcar Sy, qn es la componenTe en el ¢e ) del ope-

‘tador S del momenTo anqular del espln, por el compleje & pary oblener (M)S'{ ,4';.:
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A=0..3.+0.1.'3+Q,K }

L (a2
B=bixby+rbsx

entonces definimos el producto intermo de A y B como:

(A,B)=abi—azba+ Q3bz

.. (32D
y definimos, el producto vectorial de Ay B como:

O
. F T & X
AxB = def| @ -0z as ) (3.23)
b, —-bz bj

Combinando las ecs.

(3.20), (3.22) y (3.23) obtenemos que:
A-B = (A, 8T + (AxBY °

- - - -

I & 22 0]

De (3.22) definimos la norma de un vector A como:

L. B¢ X1 N
BAL® = (A, A) = - G2+ O

Combinando (3.22), (3.23) y (3.25) encontramos que:

AL -1BE* = (A,8Y - (AxB,AxB) .

Si- en particular ocurre que Ak-tpi=t ntonces la ecuacidn (3.26)
puede interpretarse como 1a jdentidad trigonométrica dada
| =

por

. s (3.2’))"..':.'

ws\\te - senl\ze

- dividiendo (3,26) entre wAlZ-xBw?

y utilizando - (3.27) encontramos que:
. .
cosh?® = _(Ah, ©)

3 senl ® = (AxB, AxB)
AW wBe® wAyt - WB W ;
de donde: . e (328)
cosh © = CA,LDD ; sealh & = A= BW ‘ 3
UAK- N8 . AAL- AN ) i
vy por lo tanto: (A,B) —

(Ax8)

L. (329

— iAL- 18BN wsh© }
c-Dian-aei} senh e

donde ) e s matriz de{,-n\ da en 318) 4 Rzh/am , ten

constarite d¢ Planck . Los operadcres de espin da Pauli son de

N siendo la Wamada
campo de \3.{i31€3 conewde como mecimca cosntiea,

gvran imporTancia en <
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donde la matriz C= L1+ C13+ Cyk ¥ (c, ) =T , de modo que -
c? =1 . Podemos ahora establecer los siguientes teoremas.

Teorema 3.1 Sea A una matriz 2x2; y Yal que puede expresarse como
combinacidn lineal de matrices de Pauli, es decir: ‘
A T +cC ) ] . . . (3.30)
donde C= cik+ Ca} + C3K | entonces A'zT si se cumple uﬂa de
las dos condiciones siguientes: .
@ C=x1 y . C=z0 RN C T
(b)Y Co=zO ¥ ici=1 » '
Demostracidn. .
‘ Encontramos directamente de (3.30) que:

A*=2 (- T+c Y= coL+C-C+2C-C

utilizando (3.24) obtenemos;

A?.

& T +C(c, YL +CxC + 2CC
o sea que: :

Iy [c’;a—(c,cﬂ-][ + 2 Co-C

pues . i 3 w
CxC =detjc. - c3{=0©
C —~C2 C4 .

» por tener 2 renglones iguales

Co = . 1L ¥ =0
si o bien

Coz=© y tew=lc,ed=T .

Teorema 3.2 “(Teorema de Euler)

asi que . Al =T

(i) Si A es una matriz expresada como una combinaci®n- lineal de matri
ces de Pauli tal que A*= T , es decir, tal que se cumple una de las

condiciones dadas en (3.31), entonces:
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exp{BA} = L cosh& + Aseahd N & X

(ii) Si C es una matriz tal que C = oo I + A , donde UWAN=\

entonces: c o - ) s .A (3.3
e = T-€ " coshe + A en"sen\'\e

Demostracidn:
(i) por definicitn €%z T X/kl = lr Xk AL e
entonces . oA 3 4
M- Trohr 68 + BN + BN 4 -
2 34 4\ b
[y 58 .
= T-(1y &2 xR .. )+ (eA+ O A+ OR+..)
2\ &t EL] 5%
pero como A’":E entonces l\zﬁ =L PATd M= 1,2, 3,000
asi que: 2 . s
P =T+« & D ABTE L 8 )
2 EY! ED 5\ :
A
por le Tanlc € = L-cosh®+ A seah ©
(ii) como C =0,-X +8A
o A %% oA eI : o
entonces ec = % r+oh _ e = e = '(,'E'c:she-i-ksmhe)
c x Y : ‘
por tanto e .= I e -u;;hQ-\—AQQ - senh ©

Con los dos teoremas anteriores podemos definir una matriz H como una:
exponencial cuyo argumento sea precisamente otra matriz, las expresio

nes (3.32) v (3.33) nos indican como evaluar entonces H.

Yna consecuencia immediata de los teoremas anteriores es que ahora po’

dremos multiplicar entre si este tipo de matrices.

Sean A y B dos matrices que pueden expresarse como una combinacidn 1i -

neal de matrices de Pauli, es decir que:

A'—'ohl*o.z:\ﬁ'Q:K ; B = b\'.h+bzs+b3i<
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. a A pe
y seen Ho= € y He = € , enlences per (3.32)

AR F
HHo= € - eb :(i'msh&&k senh«\'fﬂ:ms\wpd'ﬁsm\\p=

"

][‘[(Pv% sent & 'semhﬁ)-&-(mskm-msh pﬂ-\'

4 B senaccoshp + B o seah B
sostitoimoes (A*BY) uhilizande (3.24) y obTenemes:

T - ;\z = T-{[cr.8>- L+ AxBlsenha seahp + oshas csh p}+ “

+ A sennok - cosh P + B cosh - senh B

por lo TerTo

HiH. = If_-{(senha-ﬁv.nhﬁ)‘ (A,ﬁ)*‘ coshh chrcos n p} +

+ A seahas coshp 4+ B wsh&senhpt (AxB)senha- senhB

Algunos casos particulares ocurren cuando los argumentos de las fun—-
por *

ciones hiperbdlicas son complejos dados

Z = ).-“‘/2. H 22 = 31.“'/1

enlonces 3

seah (2D = .—',_-(ez" ¥y + (i-ED)Y = x

- 22

Csen h (2D = K (ez‘— e N .—_—‘{(—l—L\ = -1

ws h (2= __;:_(ez +Q_E') = v (i1-)=o0
z

cos h(iz\:_&{ e+ e_il):.lz_(—l.-\—L\ = O
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Pars estos arcy;menTos Tendremos gue :

s =P o=z, Wene = €0 % {8+ axe) (i)
= -T-{(r, 8+ (Ax 8}

. 2zA 28

si d:% = 3z 5 He- Hs = e "ea = 'I[RL-DL—';\(A,B\’;-\-(A;B\E;}?

= -T{(n2)+hxB)

S @z, prza; HitHaz €0 €00 T{a ) (B84 BBk
=T {(A,Gﬂ«-(k;%\}.

s\ o Ba, _g,:z. HheHe= @ - € = T AOED- A B (A B D)

= T4 h )« (Av @)Y

. Podemos  sinfelizar los tesul¥ades anTevioves de 1a siquiante maneYa < L
. ) ( -1 - [(A,B)*‘(AXB)] S i=3 ;
e - e 3 = - . ,(33?)2

A T {(A,B3+(Axé)-] 534y

donde Ies scbindices 'L,:) sem MV & 2.
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Considerando azhora que, de acuerdo a la hipdtesis del teorema de Euler,
los vectores A y B tienen norma unitaria mton.c'es';' utilizando las %é:ug
ciones (3.29),
. "I'(COS\'\ti-Csu\h"\ s i.=3
e e’ = S -
W (coshi & Csenh §) 5 i,-.f.-"

donde ¥ se define en (3.27) y cumple con las ecuaciones (3.28).

Otra propiedad interesante de este tipo de matrices es:

(Ax 8, C) =(Qsb2-02b3) ¢ — (@abi~abs): Ca+(Qaby— Quba)- C3

que puede expresarse de dos formas:

(a) como el producto internoc de dos vectores

.o . (331

. a1
[(Q;b:.-azbﬂ (b3 - as b (o.zb.—o..bz)]'lq
Cs

(b) como el determminante de la siguiente matriz

(¢ 8} bc Cs . . . - . v - .V . -‘ . (3-38) R
-a: ~b, ~C; ' el
az by G

-Finalizamos esta seccifn con una definicitn importante.

Matriz Unimodular. Se dice que A es una matriz unimodular si det A=’f|.

En particular las matrices II, i, j, k definidas en (3.18) son todas
matrices unimodulares.

Utilizando esta definicifn y el teorema de Euler concluimos que si A~

es una matriz unimodular entonces A cumple tambi@&n con el teorema de -~
Euler,

Esta propiedad la utilizaremos mds adelante.
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3.4 An3lisis de la Matriz Solucidn

Consideremos la ecuacidn (3.14):

L Z=MZ

at
‘donde M es la matriz de los coeficientes .3y representada en (3.17) -
como una combinacidn lineal de las matrices I, i, j, k definidas en

(3.18).

Estas posibilidades de M nos conducen a los diferentes casos candni-
cos de su representacidn, los cuales analizaremos en esta seccidn

Caso. A . Consideramos que I es la matriz de cde_ficientes, entonces
- oL .(339)
la ecuacién (3.14) queda: by o

4. Z = el Z dende O ={o s

Las propiedades ya conocidas de la matriz O] , considerada como una -

[C))
matriz de transformacidn son:

() TeAza O =2

(i) det 8L = L

Gik) AvzAa = ! PO
De modo que entonces el = [x: xi] con x‘:{‘o]; Xz:&?l o

Por lo tanto la matriz de transformacién 6T tiene la propiedad de -

dejar invariante al plano bidimensional.

Encontraremos la solucitn explicita de (3.39) utilizando (3.16):
2E)Y = up.{ emt—m} Z (te)

aplicando la condicidn inicial (3.15) <

1= 2 (o) = exp{ 0T (I} 2 L) = Z(1D

dsi que haciendo te=0O se cumple (3.15) y la solucidn queda como: v -
. (340)

Z(1) = W-exp(tpl)
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Para evaluar.Z (t) recurrimos al teorema de Euler, ecuacidén (3.32),

entonces: ot
Z(-t Y= 1' (.(osh 8t » sgn\\at\= T-e
o sea: ot .
zty=1€ ° Y 7 T0)
[¢] e .
Donde los vectores:
. . s, 3.42)
eor ° . C 42)
K = N Kz =
Q eot

son linealmente independientes y, de acuerdo a la ecuacidn (3.12):

@ ot [ 1 ' at] o : o
et i) ].:e . - . . (34D

(@& © WL '
La matriz de transformacidn M = €Il es tal que deja invariante al pla
(1))
no bidimensional ¥ Vs (O, , entonces al graficar los respectivos

elementos en el espacio fase de la matriz solucidn, se tendrdn dos rec

tas con pendiente R,=Q) v R. =i}j—‘1 %, que pasan por el ori-
[TXTNY w) .

gen.

Caso B ., En este caso supondremos que M = & 1, siendo i la matriz de :

Pauli definida en.(3.18), entonces la ec;.xacian diferencial (3.14) se -

convierte en: . . . (_3...4* Y

d - !
a% Z eit

si aplicamos la ecuacidn (3.16) encontramos la solucidn de (3.43):

- E()= exp{eilt-ta} 2T

8i la condicidn inicial es =~  Z(L=0)=X entonces obtenemos:

ot
Z(ty= L €
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aplicando ahora el teorema de Euler, ecuacidon (3.32), y considerando
que, de acuerdo a2 la tabla 1:°

™ Qs Fa"
-

A s N es imper
entonces desarrollando la exponencial la solucidn queda:

Z2(t) =

asi que:

'_K_{ \+(_e_ﬂj+-(9t *+----]+i.-[et+(<a_‘t__3’+ e\’-)s-\—----}
PRy 4\ 3% s

Z(T) = Trcosh 8T + L senh BT
de donde: cos h BT senh Ot
2 )=
sen h 6t

cosh Bt

considerando ahora 1z ecuacidn (3.12) simultZneamente con la condicién
inicial (3.15) tenemos:

(G188 wiz)

8 cosh @t senh OF Q) Wit
0, W) seah O cosh 6t 0.4t Wtk

resolviendo esta ecuacidn matricial obtenemos:

W) = @) cosh B + O KD senh ot
W) = OE) sena™ 81 + @, (1) cosh €X
WY = Wila) cosh B8t + W (t) senh at
W, ()

= L) senh O W, (o) cos h €1




resolviendo este sistema para las primeras 2 ecuaciopes encontramos:
Sty - @) = @) - QD [cos kOt — sen bl O]

por fe TanTto : -
- WHE) - W XEY = R donde  R% = Q- 0Kt

;
anslogamen're H Gas)
2 - 2 2 2 2
WY = Q) = @ dende @ =W~ W
Cualquiera de los sistemas (3.4 ) definen las ecuaciones paramétricas
de una hipérbola en el planoc, lo cual se verifica al graficar los res’ 2
pectivos elementos de la matriz solucitn en el espacio fase, y varxiamn:. .. ...~

do las condiciones iniciales se obtiene una familia de curvas que defi: e
nen un campo vectorial de estructura hiperbdlica, el cual tieme a las—

rectas Yy=x Y Yy=-X, como asintotas.

Caso C. Consideramos ahora que M = 63 , donde j es la matriz de Pau-

1i definida en (3.18) se tiene la siguiente ecuacidn diferencial:

‘_3? =z = GJ pra con Zi‘to‘=0)=L e ee - (3‘4‘)

cuya soluci®n es: 2 (t) = ee_',t' 2= T- e&3‘t’

S reyt 2 ' . . e e (3.’41)::

. por. definic.'an: e = [ + Z‘B't + _‘,‘(at\ + "‘349-5 oo~ _] . L
2t 31

pero consultando la tabla 1 encontramos que

n 1" 2 3 & & o -3
Jfd T -y Ty - 4)

sustituyendo estos resultados la matriz solucidn se convierte en:

z@y= T{ @ - etyr ety - .i-]+3 [ét~(et)3i- ot¥—....]
2% “+1 3 5
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t - : -
de donde: cos 8% senet

- Zt) = XL s et +j senBt =
’ -52n Ot s 6t

obsérvese que no es posible aplicar aqui el teorema de Euler a la fun-

cidn eejt pues MW T .

Expresando este sistema de ecuaciones en t&minos de W), QL) y de
W)W, )5 encontramos las ecuaciones param@tricas de un circulo con cen

tro en el origen. Es decir ques
|"-(—'Lt) Wt _ ces ©% sen©t
@) W -sen &t s 6t

de donde:

QY W
Q) W) | -

QE) = O(te) cos 8t + O, (T sew €T
QM) =- VD sen 8T + D te) cos €T
W)= W) es 81 + W, ('tQ sen €
W)= -W(E)senst + W) cos €T -

.(3eeY

. resolviendo las 2 primeras ecuaciomes para (@(t) Y d,(t) encontramos

que:

WY + QM) = (6t - @2t (sen6t + cos?ot)
por lo taAte : ) ’
WY+ O = &F donde  Ri = Ct)- @ (t)

andlogamente:

-~ 2
WHEAIFWAI= R donde B3z WL - Wik)
Por lo tanto la matriz solucidn define un espacio fase formado por —

circulos concéntricos con radios que varian como funciones de las con

diciones iniciales,




.>Caso.: D . .En este (iltimo caso supondremos que M=k , siendo k--la

matriz de Pauli definida en. (3.18), procediendo como anteriormente —

lo hicimos nuestra ecuacidn diferencial es: : : \
(3.49)

2 Z =0k Z(tD
dt

cuya solucidn es:

Zt)= k- ™

como Wkll=1 podemos aplicar el teorema de Euler, ecuacifn (3.33), y

obtenemos que:

Z = T cosh 8L + K sen h &t

es decir:
- [cosh et + senh ot o

Zi) = v

© cosh Ot—senh Bt -
de donde . B B

et o B £ )

= et L
EO=| o e

Se tiene ‘entonces la siguiente ecuacidn matricial:

0@y W ‘] [ e* o Oty W)
= - - .
o e [(o.cm .0t

NS I NG Y

igualando elementos:

OY= 0N €. witys Wit %
it)= G tde v=Wwme

resolviendo ambos sistemas de ecuaciones obtenemos las ecuaciones para

N - § -
metricas:



RY donde Rz Q;(‘te)' Wit

SR E Y R Ct)

WHE) - WiEY = R donde  Ri: WAL WI(te)
Estas ecuaciones son del-tipo X2eyt= Cz » ¥ definen un éampo

vectorial hiperbdlico que tiene a los ejes del plano como asintotas.

En los & casos expuestos la matxriz de coeficientes M es constante ~
y podemos reducirla a su forma normal encontrando sus correspondien—

)
tes raices caracteristicas.

En' consecuencia podemos determinar- completamente el comportamiento —-
de las trayectorias descritas por las funciones de la matriz solucién
especialmente en las vecindades de los puntos criticos cercanos al —
origen. v

Si consideramos las propiedades de la matriz ™M |, por ejemplo queé“-
es hermitiana, podemos realizar un anfilisis mis det&llado de los 4 ca
sos ancerfiormem:e descritos, en el Apéndice se incluye este brevevanél

lisis complementario.
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES PERIODICOS

4.1 Introduccidn HistSrica

La mayoria de las funciones utilizadas en las matemidticas t&cnicas y/o
aplicadas se han originado como resultado de la investigacifn de pro——
blemas practicos, por ejemplo las llamadas funciones de Mathieu fueron
introducidas por su creador el Fisico francés E. Mathieu en 1868 al es

tudiar el movimiento vibracional de una membrana de forma eliptica.

Egte fenSmeno ocurre tambi&n en 1886 cuando el Fisico G.W. Hill, radi-
cado en Washington, E.U. investigd el movimiento del perigeo Junar co
mo.una funcidn de los movimientos medios del sol y de la luna. :En sus-
estudios Hill utilizé una forma generalizada de la ecuacidn de Mathieu,
y tuvo la necesidad de utilizar en su andlisis, por vez primera, deter
minantes infinitos. as

En 1883 el Matemitico francés G. Floquet publicd un tratado:general de
las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periddicos ,: de~
las:cuales las. ecuaciones originales de Mathjeu y de Hill constituyen-—
casos. particulares. (23

Sin embargo, actualmente el t&rmino "ecuacidn de Hill se considera una
abreviacidn que comprende a la clase general de ec;mciones diferencia-
les: se ‘-segundo orden, lineales, homogéneas y con coeficientes reales X )
peribdicos, pues- cualquier ecuacidn de este tipo puede reducirse a una
ecuacisn de Bi11, P

‘Este capitulo pretende ser .una introduccidn al estudio formal de este-
tipb de ecuaciones diferenciales,

Empezaremos demostrandc el teorema fundamental de Floquet, estudiare-——

‘mos luego los valores caracteristicos y el discriminante de estas ecua
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ciones y finalmente desarrollaremos la ecuacifn de Hill en el caso de —

‘un potencial periSdico para determinar la forma general-de su solucidn.

4. 2 La Ecuacidn de Hill

Consideremos la ecuacidn autoadjunta homogénea definida en el capitulo
III (ecuacidn 3.9): R [ CX )
[ Q‘L’OU = {.(x\ con £(NY=O

si en particular QU= A-¥&x), A constante, (4.1) se conoce como la —
ecuacifn de Hill. Si la funcifn Qx> real, de variable real o comple

ja; estd definida-para todos los valores de X y es, ademfs una fun—
- ¢idn continua a trozos en todo intervalo finito y peri8dico con un pe- - . . -
:riodo minime & (como se menciond en la seccién 2.2), es decir que:

G Cxe ) -_-_q(x'\ PO £ XD

- de este medo lo anterior implica que, si p es un niimero con O <pLW, B

ientonces existe al menos un intervalo real I tal que qx+p)dFqQIx)

para toda xe1 .

Cuando Q<xX) satisface las propiedades anteriores -entonces (4.1) tie - -7
ne dos. soluciones continusmente diferencisbles oU.tx> vy Vatxd lag —. .-
cuales estfin univocamente determinadas por las condiciones:

- (4.3)

Urlod =t ’ o'. od=o0 , V(D=0 ,0’7_(05:\ M

Estas soluciones W,V se conocen como las soluciones normalizadas —

de G.1) OGN . i

El tecrema de Floquet caracteriza las soluciones de la ecuacifn carac—

teristica asociada a la ecuacidn (4.1); resulta importante entonces es

tablecer primero los conceptos de ecuacifn caracteristica y exponentes

caracteristicos de dicha ecuacidn.
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‘La expteis'iBn» general de-la ecuacidn caracteristica. asociada a (4.1)-- . .-
es el polinomio en S que resulta de resolver la -ecuacifn: )
Qu=-95 Qa
= O
Q. Q22— S
‘asf que la ecuacidn caracteristica asociada a (4,1), y por lo tanto la

)
asociada en particular a la ecuacidn de Hill, estf dada por:

S2—-As+\ = O R L K )

donde A= Qu+ Q22 , es una constante que depende de valores especifi-

cos de las soluciones normalizadas U. , Uz de la manera aigﬁiente:

. Sabemos que, en particular para el punto (xX+WD:
Vi lxxr ) = Qa UL + Qi Uz ()
Uz (x4 ) = Qa0 + Qaz U2 (D)
donde: @i . es una constante, entonces. tendremos que: : .

VX4 ) = Qe VXY 4 Qe U2 02D

en particular para X=O , y empleando las condiciones (4.3), llega- .

mos a que: -
E : A= LA+ V)

por lo tanto la-ecuacidn caracteristica (4.4) se convierte en:

sz—futery+ v try)s +1 = O R R S
El factor UL+ Y3 () se llama discriminante de la ecuacibn -
caracte

. de Hil1ll (4.1), sus propiedades analiticas permiten, a su vez,
rizar muchas de las propiedades interesantes de las ecuaciones de Hill.

Asfmismo el exponente caracteristico es un niimero o que satisface las

‘ecuaciones: . .
g Y —aw (T
s, =@ s, = =) R L D)
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donde $¢ y Sa son las raices de la ecuacibn éaracteﬁatica»(é.ﬁ).;, .

~Algunas propiledades inmediq.ti_as de o gon:

(¢ 9] Az 2 ws Al

(KD l= 582
-Podemos ahora pasar a analizar el fundamental teorema establecido por
Floquet en 1879.

4.3 El Teorema de Floquet

Sean §;, Sz las rafces de 1a ecuacidn caracterfstica (4.5): (a) -

Si - sy$ Sz , en ese caso la ecuacién de Hill definida en (4.1) tiene,

dos soluciones linealmente independientes dadas por:

ML Y S SIP XY 3 W) Sy P ) : AN
donde P, xd y Pi €D son funciones perifdicas de X con pe- T

riodo R° . . - :
4 >
(b) Si S.= Sy entonces la ecuacidn de Hill (4.1) tiene al menos una .
solucidn p(x) periddica, con periodo & (si $,25,s| ) o bien con
perfodo 2® (3i S,= Sz =-4) tal que cualquier otra aoluciﬁn.indepeg E

diedte de (4.1) »+d1Qa 803 uns ;un‘mn U; e ta que
- vixemd 2 5, U+ % pxy , T u-\s‘bn‘t'e

Demostracidn.

Sea W(x) una solucidn de (4.1) entonces por (4.2) resulta que W)
es tambi&n una soll..lci‘an de (4.1), y-en particular Ui(xem) o Ug (X4 &)
son tambifn soluciones -de (4.1). Debido a que U.LXD Y U (D)
forman una base para todo el conjunto de soluciones de (4.1) podremos— -
-expresar a’ Jy(x4t) ¥ AP (X4T') como combinaciones lineales.de . -U,

y de Ua , procediendo como .se hizo para obtener A :u.m-»u',m),-

obtenemos:
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Ui R = Uil Uil ) + U U0) Uy (D
P O X D
Ya G ) = U (1) Vi) + U3 0 U () ' _—

sea ahora wlz)*o " una solucidn arbitraria de (4.1) tal que: ——

e o s . (4.8)

WXy = puJ(.XX s con P uda constante entonces —

existen G, Cz constantes, tales que W{X) = C W, ) & C U3 (D)

de donde
Ws ) =z p WGz PGLUI4 Pl Ve lxd
WRATY 2 Pw ) 2 PGLUIXY + pla VXD
es decir que: W L 2pUVLEI L Va2 P e

wn ) ..pr..u‘.mnpc, ey = PLz e

asoc:.ando té&rmiros obtenemos:’ . :
fory-plei + vaerdcr -0 e e e ()
i +logmy-ple, =0

por lo tanto €., Cr deben satisfacer el sistema de ecuaciones lineales

sateviaor,

Anflogamente si se satisface el sistema (4.9) entc;nces 1a funcién
satisface la corcicién (4.8)

Tenemos entonces que la condici®n necesaria y suficiente para que el —
sistema (4.9) t:c,,a 12 solucidn dada por los valores <. y €1 no nulos

es que:
& UABI=p  Upld :

. =0 - » s . - . . (4.[9) o

vieEy Qi -p ' k

perc recordando gue LW UL U s Va0 Jp) = Ug () Jiexd =1, ¥x

entcnces el detemminante anterior se convierte en la ecuacidn caracte—

ristica expresadz como un determinante.

En consecuencia si ‘Pz S, es una raiz de (4.10) podemos encontrar -




G, ¢ tales que Wz GU+C2Uz 20 R y tal que satisfaga
ademds la ecvacidn (4.8), es obvio que si (4.8) se datisface entonces
podemos escribir
WD W) 2 SiP ) 5 WD
donde Si= exp (i “”_ P.d es una funcidn periédica de * -
con perfocdo & . ’
Supongamos ahora que (4.10) tiene una segunda solucidn P=%1# s, po
demos entonces utilizar $S; para construir una solucién Use We L’J*O
de la ecuacifn caracteristica (4.5) de manera que
We (X4 @Y= Py )
Las funciones solucién W., W, deben ser linealmente independientes,~—
esto lo decostraremos por reduccién al absurdo,
Supongamos cue las soluciones W, W son linealmente dependientes, -
entonces existen }\.J 2A:x (no anmbas igual a cero) tales que:
BWLO+ A W, QI 0
peroc entonces, utilizando (4.8), tendrismos que:
Do W GAT Y4 Ay Wa (4 ) 2 AL P G+ AP, We ) 2 O

como ni AW: ni AW son idénticamente cero entonces estas ecua—
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ciones son cozpatibles entre si solo si Py 2 Pr > PeXo estamos sup‘g--:

- niendo precisamente que [, £ P, -, esto demuestra que la suposicidn de

dependencia lineal nos lleva a un absurdo ¥, por lo tanto W, YU‘ son —

linealmente independientes.
Esto dexuestra el teorema de Floquet en el caso (@ ).

Si ahora supcnemos que 35,25y pcdemos entonces construir una solucifn

e
W, (X)  de 1a ecuacidn (4.1) tal que:

\Uf (x4 T = S, UJ?(.:O

e
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. *
¥y como S.=5a2 y S5i*Sy=l, entonces S,=%*\, de donde U resulta ser

una funcidn periddica con periode W & 2f,

Cuando S,°5;=t vemos que: \S.\:lS;‘:‘,o bien una de los dos valores
il 6 1s:1 es mayor que 1, En el primer caso se dice que hay -

estabilidad en las soluciones de (4.l1) pues &stas serdn acotadas, en

el segundo caso se tiene inestabilidad em las solnciones'pues dejan-

de ser funciones acotadas. °

Ahora exsminaremos la segunda solucidn.

Supbngamos inicialmente que w2 () o , esto equivale a decir |

que P(X) y V2(x) son independientes. Como U:(1+%) es también una

solucidn se sigue que: ‘ .

Uy (T4 M) = G Uz(X) + Cz P,

Pata determinar ghora y C: consideramos que:
U2l = G Uz 0D + Czyplod
VLAY = € U2a) + Cp PIEOd

asi que, luego de resolver para C. Y C: obtenemos que:

U (X4+0) = [E(c)u'i-(lr)— POV (A)] - Uz (XD + —u“;i-‘l)— - P

ed
plod
Pero Po(o) - P’L“B
p o> p L)
ast que PLYVILT) ~ PLoI L l®) _ PRI Uz (WY = PUEIV (KD
P (o) pLwd '
= P VIO — B (oY Usod -
plad
= PLO) = _‘._ - 3,

AL S,
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- Donde utilizamos el hecho de que W Cp,u (6 ) = plad U () = g (PAUS]

Finalmente

Uz (x4 ) = S, Uz (0O + Yz (8) pXD
P oD

Vilewd = O ¥y pathendo de 12 s on 4
U (6D VL IR ) — U L@ VR =\

Cuando

llegamos a que: .
VL LEY = o)

Pero como el discviminante

A= UEY+ U = UL+ Vo gy =22

De donde si Si =1 entonces U:(f)=t y si S1=-l entonces U‘(WF_’\
En- el primer caso ambas Us y U y por ende todas las soluciones ten-
drdn un perfodo W . En el Gltimo caso todas las soluciones tendrén -~
un perfodo 2W .

Esto cempleta la demostracidn del teorema.

Como una consecuencia del teorema de Floquet podemos ver el:siguiente

resultado.,

Criterio de Estabilidad. Las soluciones de (4.1) son estables si y so-
1o si el discvimnanile 2sccvadoes real y si ocurre una de las siguien-

tes alternativas:
<o lu s vl < 2

(b)Y O LwY+JiR) =2 ¥ sdem3s u;(«):u'.((r)':o

‘Est:o puede concluirse si consideramos que cuando Si% S2 entonces la -
estabilidad equivalé a pedir que « %O, o siendo un niGmero :eal', y-
esto equivale a su vez a pedir que : U0 + V2 Lk D) sea tambi@n
“real y en valor absoluto menor que 2. Si $1=Sz entonces la estabilidad
y también que :

equivale a pedir que : U.CT)+ Uz ()=t 2 ,

Uz () = VLT ) = o
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El andligis y la clagificacién de la soluciones se simplifica en el -
caso simétrico en el cual qG)= l—ru.):q("}ﬂagnue—winkler (1979) hacen
un detallado estudio al respecto, Bochstadt (1971) también analiza las

propiedades analfticas del discriminante .

4,4 1la Ecuacidn de Hill con Coeficientes Pares

Como ya se menciond, la ecuacidn de Hill se define como:

O - A-cO}U = © G)
donde A es una constante (por ejemplo al utilizar las coordenadas —
eliptico-cilindricas para expresar la ecuacifn reducida de onda median
te el método de separacién de variables A se define como la constan -
te de separacifn 10y ), ademfis tendremos que la condicidn de periodici-
dad es: Texx ) = ¥(xD y supondremos que la funcidn Y(X)

es integrable socbre (o, ) com: «
jvcx\ dx =0

<
finalmente impondremos una condicitn de simetria a Y(xX) de modo —

que:

Con la restriccidn de simetria es posible hacer algunas conaideraci',odes‘

generales.

si wx satisface la ecuacidn (4.11) también lo hard V(-xD N

entonces U+ VEX) es una funcidm par y vx)-uEx) es non. De daﬁde si
A es un cero de U () + U2 (T)—2 , ¥ 81 W(x) tiene periddo (1

entonces podemos encontrar una solucidn periddica que sea puramente par

© purzmente non.

Supanganbs que U (X)) , 1la cual en este caso es par tiene también pe- T

riodo . Entonces:
Vilx+0r ) = 0x)

O, (xa ®) = 00 0
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y UJ(X) es non.
Haciendo X=-%4 tendremos que:
wB2) s U T
UiR) = UG ) = —Uifys)

y entonces necesariamente (X (02 z0
Podemosg también hacer ver que si uI(,“z_)ﬂD,entonces U&) tiene perfodo ¢

Es claro que: ) .
Vx4 M) = CUAX) + C2 Uz (1)

XA ®) = Coltxd4 G U (D

Para determinar ¢ yCz haremos X = -0/, entonces
WV T) s G UlT) = Cz UL (R/2D
Ul (7)) = - VIEN) + Cz VL IR/
$i U%,)=C entonces U(%;)*+O de otra manera Ui, U2 serfan linealmente’
dependientes. Pntonces de la segunda ecuaciSn obtenencs que C; = (=]
debido a que U(f)}#0la prirera ecuacifn deruestra que Gzly que U.(X+ o
= v ) de modo gue \J. tiene perfodo {1,
Lo auterior nos lleva a establecer la siguiente ;rcpic&ﬂ
-S1-9(x) -es par en (4.11) entonces existe una solucifn peribfdica no tri .
vial que es:
(i) par y de perfodo ' &i y s6lo si I > =-o
(ii) non y de perfodo T i y s61l0 si U: (/) = o

(iii) par y de perfodo 2 =i y s6lo si . ()= o0

(iv) non y de perfodo 2% i y sdlo si v, () =¢C
El primexo de estos casos ya fue probado anteriormente, y el resto se -

prueba de una wanera similar.
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4.5 PERIODICIDAD EN EL POTENCIAL DE LA MATRIZ SOLUCION

Consideremos nuevamente la ecuacifn diferemcial (3.14):

4 Z=WZ @14
dt

Si ahors reemplazamos la varisble t por t+G y observando que:

d < .

at 4@

Encontramos que:

4 Z @) = Mlter) ZCEr®)
at

pero ™ es precissmente una funcidn real & campleja con las mismﬁs pro -
piedades de la funcidn (1) ya definida en la seccitn (4.2) es decir .‘
ME+&Y=M (L) entonces: ’

dt

Este resultado significa que la funcidn

WEY = 2 ¢Grw) : S G

constituye también una solucién de (3.14) y, por lo :anto,puéde diferir

" . de cualquier otra finicamente en la seleccitn de las condiciones inicia-

les apropiadas.
Consideremos entonces la ecuacifn (3.14) con la funcidn Z sujeta a la -

condicidn: -1
2.2 =

entonces derivande con respecto a T ocbtenemes -

2.4 2 4 d2 27" C o 4.14)
¢t dt
-\

4 292 0 21 L _MZ-2 =-wZ
b=3 2

entonces

poveiibun Y

at at
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Consideremos tambi&n el siguiente gistema de ecuaciones:

W =MV (4.15)
dt

Construimos ahora el producto de la inversa de una solucifn Z de (3.14)

con¥ y derivamos obteniendo: .
d(zhwy=z 249w+ 4 2 .Y
4t dt dt

Sustituyendo aqui (4M) y (415) obtenemos:

(WY TMy - W (4.16)
o = M(zy-z-wH=o0
e integrando con respecto a2 U vemos qv:xe.’:
2wz« €4.17)

donde K es una constante

Suponiendo ahora que Z2(0)= W tendremos que: Ww(o) = K

y por lo tanto:

W= Z-K (4.18)

Abora bien,- i:uesto que lz matriz soTicifn & esti formada por vectores -..
columna linealmente independientes ‘(seccién 3.4), entonces al multipli- »
carla por la matxriz K formada por puras constantes, obt:end;:emos nueva -~
mente una matriz ¥ formada tambi&n por columnas 1z;.nealment:e 'independia_z )

tes, Utilizando (413) podemos entonces expresar (448) como:

ZH+a) = ZH) K (4.19)
Entonces: Z(w) = 20O K
y, de acuerdo con 16 conmdicdn tnicial 2(0Y =T  obtene weos
aplicando nuevamente (449): Z(rYy= 1-K
(4.20)

por lo tanto: 2(6)= K
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Anilogsmente: Z(2®D = Z(T ) K = K
(4.21)
. _ 3
por lo tanto : Z(2a) = Z(zad- K =K
En general, tendremos entonces que.:A
2(ngd=z ¥ %.22)

La ecuacitn (4.12) nos permite obtemer la soluciSn para todos los valo-
res de t en téminos de un intervalo ‘elemental de longitud S.

Restringiendo S tal que Set y definiendo de modo que
entonces (4.12) se convierte en:

2H) = Z2(sO k™ ' (4.23)

Desde esta perspectiva el comportamiento global de la funcién Z pare- B G
ce depender basicamente de las propiedades de la matriz K de coeficien—
tes constantes, en particular de si¥ .es una matriz umimodular (seccidn
3.3). : e

"En consecuencia, si los eigenvalores de 1la matriz K no son rafces com —
plejas de la unidad, entonces la funcidn solucidn Z 1no serd periddica,

ain en el-caso de que la funcién M sea peri@dica.

Asi como un potencial petriddico puede tener soluciones periddicas, de -
pendiendo de los eigenvalores de la matriz K; de la misma manera es po-
“gible imponer condiciones a la frontera que sean periddicas independien

temente de si el potencial es o mo periddico.
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-Consideremos la ecuacidn diferencial definida en (3.14)
4 2 =WMZ i
at
Tomando en cuenta c/u de los 4 casos analizados en la seccién 3.4 se ~
deduce que la matriz de coeficientes M es hermitiana pues todas las ma
trices II, i, j, k son sinftricas. En consecuencia existe una matriz-
unitaria U tal que U* M U es upa matriz diagonal cuyos elementos son
precisamente las raices caracteristicas de M, es decir que:
- AL [+] R
U Mu= )
c Az
. . i (419 [
donde U* es la matriz transpuesta de la conjugada de U. PYor ser U '~-
unitaria entonces U*=uU~ y entonces definimos:
. ~ o C e e (A
UmMu=4 con D= - L
. (o] Az . :

Si ahora diagonalizamos la _ecuac:i.t?n diferencial (3.14) obtenemos:

Ytd 2-U = UT-MZ-U
4t

de demde 4 (U™ Z-Ud= UMUUZU pues U-U"=X
. d‘r B

o equivalentemenle < ) ' R
PN 4.5 3
vﬁ.w:aw  con W=UTZU . (

donde W es una matriz diagonal siempre y cuando Z sea hermitiana.

-Para la matriz de coeficientes A definida en (A,1) tendremos basica-~ -
mente 2 posibilidades:
(1) cuando los coeficientes son reales, ¥y podremos temer cbviamente —
que A= Ay o bien que AF Az
2) cuando los coeficientes son complejos, en particular analizaremos

el caso en que A= Az .
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Analizaremos enseguida algunos casos particulares de interés.

Primer caso. Las:dos raices son:reales, pero ambas positivas 8 negati-

vas. Expresaremos entonces la ecuacidn (A.2) como:
d Wi o) = A o . W o
dat{o W © Az} [© w:

entonces tendremos las dos siguientes ecuaciones diferenciales:

At
DW= AW iy selueda @3 W)= K E :
dt ... (A3)
Azt :
4 uwai = Az W2 cuya 'Sc\ut,.n;r\ es \Mz[t\’—PQ
dat

supongamos primero que ambas rajces son positivas, con o(,P constantes — -

arbitrarias diferentes de cero, entonces:

; - - - - A, =0 3 Az < An
%ﬂ\m(““/m.) = (#/p) Um_ exp[Oa-201]
por lo tanto (Wi/w,)—o© cuando T-— oo para 2. >Az, Y las curvas

convergentes al origen de acuerdo al valor de (%/f) , el punto crftico se
considera entonces como un nodo estable.

Anilogamente ‘supongamos ahora que arhas rafces son positivas con A > A

entonces (Wa/w.) —» =< cuando t—» oo » este comportamiento asint&-
tico aumenta aunque la grifica de las trayectorias es, en g‘eneral,b el nigf
mo.

En particular para Ad = Az todas las travectorias pasan por el origeﬁ

1o cual corresponde al caso A previamente amalizado.

Segundo caso. Tenemos ahora que las rafces son reales y de aignlgopug_sto,

“de manera que las soluciones de A.2 seran:
- at I
W, = < (<4 W32 = P e

donde 7"}“ ) y d‘F‘#o'




- :pérce‘real ¥, analogamente, la resta es dos veces su.parte real,.mtoncqsf‘ ol

8

Este es el mismo‘ caso que el analizado en D en el cual, &8l utilizar la -~
- . 8t -8t

matriz K de Pauli encontramos que wW,=€ , W= € » la Gnica di-
ferencia es que ahora el valor shsoluto del primer eigen valor puede ser

diferente del segundo, dependiendo de los vaiores especificos de d,p,l,/l-

De tal forma que en este caso, como en D, las trayectorias definir@n un-
campo vectorial hiperbdlico que tﬁxdrﬁ como asintotas a los ejes del pla
no. k

Tercer caso. Ahora supondremos que las raices A, Az son conplejas, en

tonces la ecuacion (3.52) serd:

Sw. = oW, d&. - AW,
dt dt

y andlogamente:
B W = N, Wa dWa = Az W
at a4t

" ddade el suprarayado indica el conjugado de los complejos corxespondien— = -~ ;

tes .

Ahora bien, como la suma de wn complejo y su conjugado es dos veces su ——

podemos hacer la siguiente transformacidn real de coordenadas: ) o s

U — S+ 8 v —— (W =) ji=n2e
Supongamos ahora que A= -A % i © , con M, © nimeros rea-——

les positivos, entomces la solucidn general estard dada por: -
: at pvie dTrip
w, = ¥ e = K con =, P resles

Andlogamente cbtendremos una expresifn similar para Wz

Tendremos entonces una combinacién de dos movimientos: el primero atrac
tor (repulsor) lineal y el segundo rotacicnal, dando como resultado una
especie de espiral en las trayectorias de las soluciones con un foco es

table (inestable) como punto critico de las mismas. . o
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Cuarto caso. Ahora tendremos que las rafces caracteristicas tienen la —-
parte real igual a cero, esto implica que A= ;& ¥, en consecuencia
desaparece el movimiento atractor (repulsor) lineal puesto que shora el -

radioc es constante con Y= o ,

El caso se reduce entonces al analizado y?2 en la seccitn 3.4 para la -
matric j de Pauli, la grifica de la solucidn geperal W, ser@n circulos

concéntricos con centro en el origen.

Pt
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