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PROLOGO.

La ensefianza del Cdlculo en l1a Escuela Nacional Prepara
toria tiene caracteristicas muy especiales, ya que estd dedicada-
a estudiantes cuyo principal interes no es necesariamente la mate
mdtica y que por lo mismo, estan en general, poco motivados. En -
estas condiciones resulta dificil cubvrir completamente un progra-
ma que debe lienar 1a doble tarea de preparar al alumno para pro-
seguir sus estudios adecuadamente por una parte y por la otra de-
proporcionar una pieza de conocimiento integrada y que, per 1o -
tanto contenga temas completos, tan variados como sea posible y -
que sin embargo conserve su unidad come materia curricular.

Los antecedentes de esta asigrnatura son 1os que corres--
ponden al dlgebra de secundaria, que se revisan en 4° y ia geome-
tria analitica gue se ve en 5°.

Los "temas selectos de dlgebra” se 1levan simultaneamen-
te al calculo y con todo esto, debe resultar claro que el alumno-
no ha podido adquirir la madurez que se requiere para un aprendi~
zaje razonable de 1a materia.

El rigor de las demostraciones matemdticas le suena "ex-
trafio", por decir 1o menos. No debe extrafiarnos entonces que el ~
muchacho rechace de plano el método "teorema-demostracidn" en sus
estudios. El siente que “tiene" en cierta manera tanto a los ndmg
ros como a sus operaciones, cuyas propiedades "ni modo que no se-
cumplan®.

A esto hay gque agregar que.los contenidos programdticos-
son extensos y que si se “"pierde tiempo" demostrando todos los re
sultados y teoremas segin van apareciendo,-una buena parte de los
temas se podria quedar definitivamente afuera, a menos que se "sa
crificaran" los ejercicios,. {10 que de todos modos se hace en par



te), ¥ que finalmente redundaria en un aprovechamiento minimo, si
no es que nulo, de toda la materia.

No existen libros de cdlculo (con excepcidn quizd de uno
o dos} que se hallan escrito explicitamente para este nivel y que
sean adecuados para utilizarse como textos. Algunos tienen erro--
res conceptuales graves y otros no tienen suficientes ejercicios.
Ante esta situacion, he pensado que resulta valioso cualquier es-
fuerzo que se haga tendiente a remediar el probiema que se anali-
za, y en este pequefio trabajo, he buscado de presentar alqunas -
ideas sobre la forma que se podria tratar de organizar una parte-
del curso a que se hace referencia.

He tratado de exponer 105 conceptos principales del tema
como el de "diferencial’, "integral definida", e "integral inde-
finida" entre otros, de manera que sin estar recargados de teoria
si sean correctos y he buscado presentar también algunas aplica--
ciones y ejercicios que complementen el aprendizaje.

Deliberadamente he dejado afuera a todas Tas “demostra--
ciones", porque, como ya dije, consideroc que el alumno no tiene -
atin 1a madurez que se réquiere para que le resulten de utilidad =
Algunas partes como "técnicas de integracign" por ejemplo, se han
visto reducidas a su minima expresidn y en algunas instancias, ni
siquiera se revisan los casos importantes. Sin embargo se inclu--
yen algunos ejercicios cuya resolucién podria ayudar a visualizar
el tema mis adecuadamente. Quiero dejar constancia de mi deseo de
que estas notas puedan ser de utilidad para mis compafieros profe-
‘'sores y .por dltimo me permito expresar mi agradecimiento a todas
las personas que en una forma u otra colaboraron en 1a realiza---
cidn de ellas.

México D.F., noviembre de 1985
Celia.



1.INTRODUCCTION.

En el siglo XVII se considero como inventor del” Cilculo Diferen
cial al Matematico francés Pedro de Fermat (1601-1665) a quien se
debe 15 aplicacion del Calculo para obtener las tangentes, publicé
el método de "Maximis et Minimis".

Comparte con Pascal el descubrimiento del C&lculo de Probabiii-

dades.

Como descubridores del Cdlculo Integrai se consideran a Sir ~---
Isaac Newton y a Guillermo Godofrede Leibniz.

Isaac Newton ilustre Matemdtico, Fisico, Astrdénomo y Fildsofo -
inglés nacido en Wotsthorpe (1642-1727), descubre las bases del --
"Calculo Infinitesimal" al mismo tiempo que Leibniz.

Leibniz Fitdsofo y Matemdtico alemdn nacido en Leipzig (1646-
1716) publica "Nova Methodus pro Maximis et Minimis" en las Actas
Eruditorum en 1684, crea 1os procedimientos "infinitesimales".

En 1673 identifica el problema de Tas tangentes e introduce el
signo integral como T1a "ese alargada', considerando que este sim-
bolo representa la suma de Tas dreas de los rectdngulos cuyas di-
mensiones son “Ax" de ancho y "y" de altura. Considera la integra
cidn como operacidn inversa de la diferenciacion.

Isaac Barrow Fil6logo, Matematico y Tedlogo inglés (1630-1677),
maestro de Newton, establece el tridnguio "caracteristico", que -
tiene por hipotenusa un arco infinitesimal de la curva y como ca-
tetos, los incrementos "infinitesimales" en que difieren las abs-
cisas y las ordenadas de los puntos extremos del arco considerado.
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René Descartes Fildsofo, Matemdatico y Fisico francés (1596-1650)
introdujo el método de “Coeficientes indeterminados" para el Calcu
To Integral.

Jacobo Bernoulli miembro de una familia de Matemdticus suizus -
{1654-170o), uaescubrid el Cdlculo Exponencial y el método para in-
tegrar las "funciones racionales" {1f90), el metodo “por substitu-
cidn", que mads tarde Cauchy 1o 1lamaria “cambio de variable".

Agustin Luis de Cauchy Matematico francés (1783-1857) fué el --
primero en demostrar de manera rigurosa los principios fundamenta-
les del Calculo Integral.

Silvestre F. Lacroix (1765-1843) presentd la "integracidn por -

partes”. También la utilizd José Fourier (1768-1830).



2. LA DIFERENCIAL.

Sea y=f(x) una funcion real de variable réa],

Considerando-f(x) como una curva representada en el plano y -
P(x0:F(xe)) un punto de la curva, se define 1a tangente a f(x) en"
el punto P como Ta recta que pasa por P y tiene como pendiente -
f'{x¢) en caso de que &sta exista; si f'{xy) no existe, se dice -
que la curva f(x) no tiene tangente en P.

Observacidn: De la definicidn anterior resulta que f'(x,)} es -
Ta tangente trigonométrica del dngulo de inclinacion de la recta
tangente a ¥ en ese punto.

La derivada se ha definido como el "1imite del cociente del -
incremento de la funcidn entre el incremento de la variable inde
pendiente, cuando éste Gitimo tiende a cero".

Notacion:

00 = 0+ g o) -

SiOF(x) = x , Fi(x) = JIM AX .,

Definici6n: 1a diferencial de una funcidn en el punto Xo, es
el producto de su derivada en ese punto, por el incremento de -
la variable independiente.

df (xo;Ax) = F'({xq)ax
_Notese que 1a diferencial depende tanto de x, como de Ax
La diferencial de x es dx(xo.Ax) = IAx y por lo tanto'se -
puede escribir :

df(x) = f'(xo)dx



"La diferencial de una funciGn es igual al producto de su deri-
vada, por la diferencial de la varjable independiente".

FORMULAS DE DIFERENCIALES
fFunciones Algebrdicas. Sean u,v,w, funciones de x.

_Suma. . - od{u + v + W) = du + dv-+ dw
Potencia du” = nu™ ldu
Producto d(uv) = udv + vdu

. ul - _vdu - udv
Cociente ' d{V] ———
Funciones trascendentes.

- _du
dbu = "

deY = eYdu

da¥ = a¥.ra-du

trigonométricas directas ’

d sen U = coS u du
d cos u = -sen u du N
d tan u = sec? u du
d cot u = - csc2u du
d sec u = sec u tan u du
d ¢sc u = -¢sSc U cot u du
trigonbmétricas inversas
: u = du
v1-uZ
du

d ang cos 4 = =

d ang tan u = 1 +uZ



d ang cot u = - T Fue

d ang sec u = - du
u/ U= 1

d ang csc u = -~ du -
uy u® .1




Interpretacion Geométrica

-~
>

La curva C representa una funcidn f(x), derivabie en el punto
P(x o‘,f‘(xu)) y T la tangente en ese punto
Sea P'{x #x,f(%+a)) otro punto sobre ia curva C

Dado que tanc:=’%§— s f'(xg) se tiene que QR = f'(x.,)@( = df{x g, M)
por lo tanto, si 1lamamos « ax) al error al aproximar con la difer
rencial a la funcidn (M) = Flxo+AX) - (F(x,) + F'(XdMR) ¥y en
tonces ¢ ) tiende a cero cuando s -0 ; pero lo mias importante

es que lo hace "mds rapidamente que m"; es decir:

&LMO—E%KL— =0 ,l0 que se expresa dicienqp que "la di-
ferencial aproxima bien a Ta Tuncidén" ’

F{xo+Aax) =f'(xo)tx + f(x o)

Ejemplo 1. Aproximar el &rea del cuadrado de lado x + &x usando di
ferenciales y suponiendo conocido x

Sea A(x) = X 3 dA(x) .= 2x dx
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E1 &rea de! cuadrade original es A({x) = x* _
E1 incremento del drea es Ta diferencia del area del cuadrado cuyo

lado es xo + AXx y la del cuadrado de lado X,.
M= (X + Ax)Z - x?

AR
AA

it

x% + 2xoax + (Ax)? - x3
2xgax + (4x)?2

como se ve en este caso el errar £ = (Ax)?

Yy

dA =

2x dx = AA

e(Ax) = (Ax)%, tiende a cero ma@s rapidamente que Ax

Ejempio 2. Se desea calcular aproximadamente el drea del circulo
de radio xg + Ax , conocido el valor correspondiente al de radio rg

w2 H

Sea. Alr) = dA = 2ur ar
Si pbtenemas directamente A(r + Ar) = n(r + Ar)2
A(roe + Ar) = w{ry + Ar)2 = rj + 2arear '+ n(Ar)2~
Alro + ar) = A(r,) + 2maroar + w{ar)?
A{ro + Ar) = A(ro) + 2areAr = A(r,) + dA.

L}

n




sa puede ver que el error es wu(Ar}?® y obviamente

~—‘:—£—$£L=WA1‘->O si Ar =~ 0

En la figura se ve que el error es 1a suma de las dreas de los "tri
anqulitos"que estdn entre las circunferencias.

Ejemplo 3. Se gquiere aproximar el valor de’v/28 usando diferencia-
Tes. )
Sea T{x) =& = x73
e . 2
su diferencidl df(xa) = %-xf dx
dado que conocemos 727 l1lamamos X¢= 27 entonces 28 = 27 + 1,
es decir Ax =1
.. 'F(Xo + Ax) - f'(Xo)AX + 'F(Xo)

728 = —L (1) + ¥27 = 5 ¢ 3=3.0%7
3 7 277 T LA
por otra parte ¥28 = (27 + ax)% + —%u 27 Ax +
+ 43 3 2773 {(Ax)2 + ... = f(xo) + df + ...+ suma de términos
5 )

" que contienen a Ax como factor)

como - Ax = 1 .

© VI8 = JI o+ L o+ =340+ . =3.037
37272 .

Cjemplo 4. Se desea recubrir un cubo de 5m de.arista con una ca-
pa de plomo de 2 cm de espesor, para guardar material radiactivo. -

‘ Suboniendq que el plomo pesa 11.5 veces mds que el aguay calcular

usando diferenciales, el peso aproximado del plomo que se necesita.



02, 5 _,02

= =3
Sea V(a) a

la arista con plomo serd 5+ .04 V(5 + .04) = V(5) + dV

como dv =

3 a3da

V(s) + dV = 125 + 3(5)2(.04) = 125 + 75(.04) = 128

E1 peso aproximado del plomo que se necesita es

Nétese que

AV

Ejemplo 5.

Ejemplo 6.

3(11.5) = 34.5 kg
el valor exacto del volimen es
V(5.04) = (5.04)? = 128.024064
V(5.04) - V(5) = 128.024064 - 125 = 3 m?

Obtener la aiferencial de Ta Tuncidn
y =x3 +2x% + x + 1

dy = {3x2 + 4x + 1) dx .

Dada 1a relacion xy + x = y = 3  obtener

dy diferenciando implicitamente

X dy + ydx +dx - dy = 0

dy = - A dx x =1
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Enunciaremos ahora dos teoremas del Cilculo diferencial que son
muy importantes:
TEQEMA DE ROLLE = Si f(x) es continua en el intervalo [a,bl,
f(a) = f{b) = 0 y existe f*(x) en todo el intervalo, excepto po-
siblemente en los extremos, entonces f'(x) = 0 al menos para un--
valor de x = x, entre a y b, Lo que significa que si 1a curva es
continua, interseca al eje de Tas "X" en x = a Yy X = b, y tiene
una tangente en cada punto entre a y b, entonces hay al menos un
punto x = x, del interior de ese intervalo, donde 1la tangente es
paralela al eje de las "x".

TEOREMA DEL VALOR MEDIO: Si una funcién f(x) es diferenciable en
el intervalo {a,b) y continua en fa,b] entonces existe por To me-
nos un valor c dentro del 1ntervalo tal que:z

f(C) f!b! —f{a)

es decir existe un punto Pe(a,.b) cuya tangente es paralela a la -
" secante AB '




Consecuencias:

1) Si F:[a,b]l = IR es continua en [a,b] y derivable en (a,b) es
decir, satisface las hipGtesis del T.V.M. y es tal que f'(x}) = 0O
para toda x en (a,b), entonces f es constante.

2) Si f'{x) > 0 para toda x en (a,b}, entonces f(x) es estricta-
mente creciente en [a,b] ; es decir, para toda x;, xz en fa,b],
si X3 < xa entonces f(x,) < f{xz)

2*) S% f'(x) < O para toda x en {(a,b) entonces f(x) es estricta-
mente decreciente.

3) Si f{x) y g{(x) satisfacen las hipdtesis dei T.V.M. en [a.b] y
t'(x) = g'{x} para toda x en (a.b) entonces f(x} - g{x) = cons--
tante, es decir, 3¢ e IR tal que,y x e [a,b] f(x) = g(x) + c.

11



Obtener la diferencial de las siguientes funciones:

1)
2)

3)

4}
5)

6)
7)

8)
9)

10) -

11)

12)

y = X% - 4x% + 3x + 1
y = (x + 3)/W2Z - x*

x% + 1
X

y = (7x® - 5)°

y = ttan?x

y=t

ol

y = ang sec 5x
y = e3x
Xy = 2

x2 + y? = 25

x? +y = 2x

lx
1l
[y
4
x

12



3. LA INTEGRAL INDEFINIDA.

Se desea resolver la ecuacidon ( diferencial )}

# oyt = f{x)

en donde T es una funcién continua en el intervalo [a,b]; es decir
deseamos conocer todas las funciones y:{a,b] - IR , tales que su -
derivada sea f(x).

Al proceso de resolver este problema se le conoce como INTEGRA-
CION INDEFINIDA.

Si conocemos alguna solucidn F de la ecuacidn, es decir que sa-
bemos que F'(x) = t(x}, entonces el corolaric del T.V.M. asegura -
que 1a solucidn completa de la ecuacidn # es y = F(x) + cte.

En efecto si y = F(x) + ¢ es una de ellas
y' = F'(x) + ¢* = f(x) + 0 = f(x) , 10 que dice que todo elemento
de esta familia es una solucidn de la ecuacién # y reciprocamen
te, si G(x) es tal que G'{x) = f(x), entonces ya que G'(x) = F'(x)}
para toda x en (a,b) se tiene que ( corolario )
3c £ TR tal que G(x) - F(x) = ¢ 0 sea

' G(x) = F{x) + cte.

De acuerdo con esto, a cada férmula de derivacidn 1e podemos -
hacer corresponder una de integracidn.
Por ejemplo:
puesto que d(u™) = nu"? du

mu™l g o= W

FORMULAS MAS USUALES DE INTEGRACION DIRECTA

n un+l
Ju' du = i teo (n=-1)

13
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e du=¢e'+¢

du _

u--—Lu+c

al La du=a" + ¢
senh u du =~ cos U ¥+ c

cos udu =senu+c¢
sec? u du = tan u + ¢

csc? udu=~cotu+c

sec u tan u du sec U+ ¢

csc ucotudu=-cscu+c

du
A% - u

u
= d 4
ang sen 3 c

du .
e =angcos§+c

du 21 : u
=5ang tan 3+ ¢

_._zﬂl_ =-;—ang cot-g—*'c

du %— ang sec

ol
+
)

n

o e
4
[s]

—du__ -1 349 csc

wu=-az 4@
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EJEMPLOS DE INTEGRACION INDEFINIDA:

. 2x _ x?
1) j TT'dx =5 *cC
2x + 1 - 2
2) J T dx = L(x? +x) +c
3) f sec?x dx = tan x + ¢
4) J T—%iyz = ang tan x + ¢
. 2 cos x2 - 2
5) J “en xZ X dx = L senx + c
EJERCICIOS:
Integrar las siguientes diferenciales:
1) © [ 5x* dx =
2) i sec x tan x dx =
3) - ._d.x__ =
VT = X%
4) [ (x3 = x% + 3) dx =

» 5) [ {5x? - 3)® 10x dx =
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4. LA INTEGRAL DEFINIDA.

Se desea asignar una "medida" a una coleccidn de superficies{
(tal medida se 1lamara el area de la superficie).

¢ Qué es una medida ? ;
Una medida M es una funcién que a cada conjuto "medibie" le asig
na un ndmero real no negativo, o infinito, es decir:

M :{ A] A es un conjunto} - IR* IR* = IR U{-o,=}
Al dominio de 1a funcidon M se le conoce como " los conjuntos -
‘MedibTes".
La funcidén M debe ser tal que:
1) Si A< B y ambos son medibles , M(A) s M(B)

2) Si {Ai} ?;1 es una familia de conjuntos medibles con medidas

M(Ai), y ajenos 2 a 2 (es decir Ai n Aj-= B, si Ai = Aj) enton-

ces U._.A es medibie y su medida

o
i=174

m(US_,A;) = ile(Ai)

Entre los conjuntos que se pueden medir estan los rectdngulos,
y su medida es: m(R) = base x altura
Por 1o tanto se pueden medir los tridngulos rectdngulos (que
son "mitadesf de recténgu]qs) y por lo tanto su medida es:
m(a) = "base ; altura :

y como todo tridnguio se puede descomponer en dos tridngulos rec
tangulos ajenos, tode triangulo es medible y por tanto tddo poli
gono (trianguldndolo). ‘

Quisiéramos extender 1a medida a superficies mds generales. -
Tomemos una regién limitada por tres rectas perpendiculares y una



"curva decente". Es decir que si escogemos las rectas como: eje de
las x , x =a y x = b , la curva puede expresarse como una fun -
cidn continua ae x en [a,b] y f(x) % O para toda x € [a,b].

e B0
1/\_’_/' - ;

a b

Aproximamos la superficie que gqueremos medir por medio de unos -
rectdngulos que se construyen adecuadamente.
Precisando :
Def 1) una particién de {a,b] es un conjunto de puntos contenidos -
en [a,b] entre 10s que estdn a y b

& 'y " 3
¥ t —l

Yozt X X2 PRI b=Xn

P=f{a= Xg € Xy € ool < X = b}

Al conjunto de todas las particiones de [a,b] 1o denotamos co-
mo P [a.b]

Dada P e P[a,b] (una particion de [a,b] ), tomamos en cada -
subintervalo [xi_ R xi] i=l,...,n

, m; = min {f(x} | x & [x;_1-%;1} ¥
My = mdx {f(x) | x e fx1_1,xi]} y formamos las sumas
n
S(f,P) =i§1mi[xi-xi-1]

S(f,P) =;£ Milxg=x5 913 Ix3=%; 3] =4Ax; es la Tongitud del iésimo
intervald ’

17



Hx} A

N IN A~
T, =t

[T Hl 1

ATt e ]
LRI . =~

Nétese que cplﬂo Ta superficie A que queremos medir contiene a-
los recti@ngulos de las sumas inferiores y estda contenido en la ---
union de 1os rectangulos de las sumas superiores, debe tenerse --
en el caso en que A se pueda medir, que ¥V P € p[a,b]

S (F,P) 5 M(p) § S .(F,P)

Otra observacion importante es que si se agregan puntos.a las-
particiones (se refinan las particiones) en general las sumas in-
feriores aumentan y las superiores disminuyen por lo que M(A) -
queda encerrada en intervalos cada vez mas pequefios.

Como toda suma inferior es menor & igual que cualquiera suma -
superior, el conjunto {S(f,P) | Pe P[a,b] } estd acotado por

—

frxt

‘arr"iba y por 1o tantoc tiene un supremo

a .
fbf que también se 1lama "integral inferior de f desde a hasta b"
Andalogamente el conjunto de las sumas superiores tiene Infimo

Tg f 0 "suma superior®.

51'_{: f'=J‘: f se dice que f es integrable ( o que A es medi-

18



bie) y en ese caso M{A) =1 =T y al valor comun J =T se le
conoce como "la integral definida" de f, desde a hasta b, y se -

denotea
b _¢b - _ (b -
Ia f{x) dx = fa f= Ia f(t) dt = ... etc.

Si g3 Ig f, diremos que t ep [a,b] {f es integrable en {a,b] ).
Como sucede con frecuencia, el concepto supera al problema --
que 10 origind y asi el concepto de "integral definida" sobrepa-

sa a sus aplicaciones para medir superficies.
En general, si f es una funcion continua en [a,b] no necesa--
riamente mayor o igual a cero, al valor comin (si es el caso)

b b . _ b
ja f=faf=laf

se le conoce como '"la integral definida de f desde a hasta b"

aunque en este caso no deba interpretarse como drea de una super

ficie.

Aceptaremos sin demostracidn el hecho de que TODA FUNCION CON

TINUA ES INTEGRABLE, y también:
ALGUNAS OBSERVACIONES IMPORTANTES.

0.1) Si ¥ es integrable en [a,b]l ¥y € € (a.b), entonces existen

tanto

jg f como fg f y ademds fg P = ]g'f + fg f

10 que es geométricamente evidente en el caso de que Tas inte--

grales representen areas. (En el caso general, es demostrable)
Qu1s1eramos extender este resultado para puntos a,b,c cuales

quiera de IR. Para esto necesitamos las definiciones s1gu1entes:

D1) ‘fbf=-'faf

19
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(para invertir los 1imites de integracidn en una integral definida,
se cambia el signo de ésta).

p2) Be=o0
Ahora podemos escribir:
0.2) Teorema: Sean a,b,c € IR. Si existen 2 de las 3 integra-

1es siguientes
b C b
jaf,faf,jcf
entonces existe la tercera y ademds
b - (€ b
Jaf=1J5¢+ Jof

La integral definida tiene lTas dos propiedades siguientes:

P.1) Si fygeP[a,b] entonces f + g eP[a,b] y
- 4
b _ (b ¢
_fa(f’rg)-faf’ff?lg
P.2) $i f ePla,bl] y c e IR, entonces cf efa,b] y

[Ref=cbs

Las propiedades P.1, P.2 se resumen diciendo que "la integrail
definida, es una funcional (u operador) lineal de las funciones
integrables en IR ".



5. LOS TEOREMAS FUNDAM'ENTALES DEL CALCULO

21

a.

En vistz de la primera observacion (0.1) del parrafo anterior,
Si _'F:[a,_b] +. R 'es una funcidn continua, y por lo tanto integra
ble, entonces. para cada x € [a,b]

b
a T(t) dt
es - un nimero bien determinado y por lo tanto se puede definir:
"F:[a,b] = IR como sigue:




F(x) = j: T Nétese que en este caso
Fa) = [3f=0 ; F(b)=f2f
Entonces F resulta derivable en (a,b) y
F'{x) = f(x) ¥ x e (a,b)

Este resultado se conoce como el primer teorema tundamental
del Calculo, ¥y es el que permite definir funciones tan importantes
como Ta funcidn L:TRY +~ IR » (1a funcién logaritmo natural) simple
mente tomando

L(x) = J: oo ¥V xem',
con 1o que se obtiene una funcidn derivable en IR+ tal que:
1) - =1 ¥ x>0
2) L(1) =0

_Propiedades a partir de las cuales se pueden derivar TODAS las pro
piedades conocidas de la funcidn logaritmo natural, como por ejem-
plo:

L{ab) = L{a) + L(b)
t(@" = n L{a)
L@ = L(a) - L(b)
a <b=L{a) <L(b)
LmY = m
L es»biyéctiva de TRY >~ IR y por Jo tanto existe ;
clim+mwmt L, (7Y = exp) y entonces
d_exp (x) =.exp (x) |

“exp (0) = 1

22



exp {a + b) = exp (a) exp {b) etc.
En particular puesto que 1 €IR, exp{(l)e IR y se define co~
mo e.
Def. exp(l) =
.. Le) =

y si se define para a » 0, b £ IR
a® = exp(b L(a)),

rasulta que YV x ¢ TR, exp(x) =

20. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO.
Sea f:[a,bl + IR, continua. Si G:[a,b] ~ IR es tal que V x,
G*'{x) = f(x)}, entonces jg f = G(b) - G(a)

Una funcidn como G tal que G' = ¥ se 1'ama una “primitiva” o

"antiderivada" de f. {ver integracidn indefinida)

Y el 20. T.F.C. permite evaluar integrales definidas sin pa~-
sar por el proceso de Timite que las define, sino que basta cong
cer una primitiva G del integrando, evaluar G(b), G(a) y restar.

La demostracidn de este teorema que es muy simple, se basa en
el ler. T.F.C. que dice que F{x) = ]; f es una primitiva de
y en la observacién 3 del T.V.M. que asegura que sj G' = F'

Vx e (a,b), entonces F y G difieren en una constante que se pue

de hacer ver que es -G(a).
Es decir V' x ¢ [a,b]

, F(x) = 6(x} ~ G(a)
en particular, si x=b,
F(b) = (2 = 6(b) - 6(a).

23
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EJEMPLOS:

. 4
1) axd dx=]4—£L=(4)"-(3)"=256-81=175
2) j: sen x dx = [~ cos xJT = - cosw + cos 0° = (-1} +1 =2

: e e

- odx _ - - =
3) I—X-—ILXI =Le-L1=1-0=1

1 1

/2 £ —

z dx e 25 ‘/_2:._ ..]_'_=
4) I T [ang sen x ]g ang sen V5 ang sen ,

Z - % =% = 45° - 30° = 15°

1
EJERCICIOS:
Obtener Tas siguientes integrales definidas.
1) - fsiaki_f= .
1 2X%

“EX = X T L gy =

2y 22 - 3+ 2
X

1
'

3) [73 /3% dx =
.

4) Il?seczx'dX“=

"

3
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6. FORMAS DE INTEGRACION:

6.1 ANTI-DERIVADAS.

Con algunos ejemplos vamos & ver integrales que se resueliven
inmediatamente, con alguna transformacion de ia expresidn dada,
o multiplicando por un factor que se necesite, o separando en -
sumandos, efectuando alguna operacion indicada, o substituyendo
alguna funcidn trigonométrica que facilite 1a integracidn.

1) [x? dx = %. +c= %x“ +c

se aplicd directamente ta férmuia con n = 3

i

2) flzx + 3 dx = [2¢ dx + [ax™ ax

L

- 23 3xT J e 9
8 + S + C i IxF + 5 IS + ¢
3 3
. >
= 3 2 axw 3 T = g7 [3X 9x
a X2 ¥x + 5 XX + C ¥x viy + 5 + c

se realizd la operacidon indicada y se efectud como suma.

3) je'x dx = -f(-l)e"x dx = -e™* + ¢
se multiplicd por -1 dentro de l1a integral, y también antes
de la intearal para aue no se altere.

. 2 = 1 3

- 4) Isen X cosx dx = % sen’x + ¢

se considerd-sen X como una funcién y cos x dx su'diferen--
cial.

,5) i jtan x dx = f%%g—% dx = -I- ig: § dx = - L cos x + ¢

R " sen x
se ;ust1tuyo la tan x por o5 X

.y se multiplicé por -1, se



6)

7)

establecid - gﬁ-

X =1 X =1 X
ja dx = a ja La dx 5 @ + c
se multiplicé por La para completar la diferencial

I(sec 4% - 1)2 dx = %vfsec2'4x 4dx - %—fsec 4x dx + de =

=1 _ 1 fsec 4x (sec 4x + tan 4x) -
7 tan 4x - 3 J Sec 4x + tan 4x  dx * [dx =
_ 1 1 sec 4x tan 4x + sec? 4x -
=7 tan 4x - 3 SEC 4% + Tan dx X * x =

-1

= 7 tan 4x - %—L (sec 4x + tan 4x) + x + C

se desarrolld el binomio cuadrado para integrar como suma. Se

utilizd el artificio de multiplicar y dividir por la expresion

(sec 4x + tan 4x) para obtener la diferencial en el numerador

y la funcidn en el demominador, e integrar.

EJ

1)

2)

3)

4)

5)

ERCICIOS:
Integrar las siguientes diferenciales:

ISxa dx =

dx _
Jix + 372

X - 2
Ix 1 dx

x3
J;—:—T-dx

]

fx(x +1)2 dx =

26
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6) Jg% -
7) jr(x2 - 5x)(2%x - 5) dx =

8) J e dx _

9) je2x dx =
10)  Ja* La ax =

11) JZ tan x sec? x dx =

u

12) J(— cot x) dx




6.2 INTEGRACION POR PARTES. .
Sean u, v funciones de x. La diferencial del producto es:
d{uv) = u dv + v du
despejando
udv = d{uv) - v du
integrando la igualdad tenemos
' Iu dv = Id(uv) - fv du
por 1o tanto
Ju dv = uv - fv du
Se utilizard como una férmula, escogiendo como dv 13 expresidn
que se pueda integrar mds facilmente y como u la expresidn restan
te de la diferencial dada.

EJEMPLOS:
1) fx e* dx =
escogemos u =X B dv = e* dx
du = dx H v = e°
aplicando la formula
]x eX dx = x &* -~ Iex dx = x e =¥+ c=e(x - 1) +¢c
2) ]xz Lx dx =
escogemos u = Lx H dv = x? dx
_ dx '
du——{‘ V—-3—
substituyendo

0

sz Lx dx = g—a;_x -%— jx.z dx = -’.oi-al_x --g;-x:3 +

- 3) Ixz sen X dx =



4)

escogernos u = x2 H dv = sen x dx
du = 2x dx H vV T -~ COS X
substituyendo
sz sen x dx = -~ x%*cos x - f(- cos x)-2x dx =
= - X2 cos X + 2 fx cos X dx =
volviendo a aplicar la integracidn por partes,
escogerns U= x H dv = cos x dx
du = dx H v = sén X

fx cos x dx = x sen x - fsen X dx = x sen x + cos X + C

substituyendo en la integral dada

Ixz sen X dx = - x2 cos x + 2x sen x + 2 cos x + ¢

=2x sen x + (2 - x2?) cos x + ¢

Jx ang tan x dx =
escogemos u = ang tan x H dv = X dx
. dx__ ) _x2
S N 1 ; vEz

aplicando 1a integracion por partes

x2

‘ Ix ang tan x dx = gzang tan x - %‘ff"¥fizdx =

en la Gltima 1ntegra] efectuando la divisién indicada

- X2

,Ig‘ang tan x dx = 3ang tan x - %'I(l ’.Th%—?Z),dx =

S Lox?

=% ang tan x - % X + %-ang tan x + ¢ =

29
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=x2+1 L X
5 ang tan x 3 + ¢

5) Isec3 x dx = Isec x sec? x dx =

sec X dv = sec? x dx

-

escogemos u

du

sec x tan x dx; v tan x

substituyendo

Isec3 X dx = sec x tan x - Isec X tan? x dx =
substituyendo tan? x = sec?® x - 1

Isec3 X dx = sec X tan x - fsec x {sec? x - 1) dx =
= sec X tan x - fsec3 X dx + fsec x dx =

se suman en el primer miembro las sec?® x dx, ¥y se usard el ar-
tificio de muitiplicar y_dividir a la sec x por (sec x + tan x)

sec x {sec x -+ tan x) d
- X
sec x + tan X

2 fsec3 x dx = sec x tan x + I

+ 2
sec X _tan X sec< X dx

= +
sec x tan x J sec X ¥ Tan x

por lo tanto

. 'fseca'x dx = L sec X tan X +-% L{sec x + tan x) + ¢

f‘é)~‘ Isen? x dx = Isen X sen x dx =

-

sen x dx

il

escogemos u = sen X H dv

du

cos x dx 3 v = .~ COS X -

.aplicando la férmula y substituyendo cos? x.= 1 - sen? x
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fsen“'x dx = - senx tos X +jdx - [sen2 x dx

sumando las integrales iguales en el primer miembro

2 Isen2 X dx = - sen x cos X + X + ¢
substituyendo 2 sen x cos x = sen 2x

.. _{sen2 x dx = % sen 2x + % + ¢

EJERCICIOS:

1)
2)
3)

4)

5)
- 6)
7)
-8)

9)

10)>

Integrar por partes las siquientes diferenciales:

fo dx =

[x2/m =% ax =

jx e® dx
x2 dx
VI ¥ x°?
fcos x e % dx =

Jx’ L2x dx =
Jang tan x dx =
Jx cos 3x dx - : - L f“]\;;//f.-
x sen X dx = | DR - =z
2 9% "

Jx sen? 3x dx =




6.3 INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES.

E1 integrando es un cociente de polinomios cuyo denominador es
factorizable en factores lineales.

Se factoriza el denominador y la fraccidn dada se transforma -

en una suma de fracciones cuyos denominadores son los factores..ob

tenidos y cuyos numeradores son constantes que se tienen que cal-
cular, igualando la suma con la fraccidn dada.

EJEMPLOS:
1}y " . __du _
uz - a?
. 1 _ 1
igualando TEaw— = TR )
- A . B - A(u - a) + B{u +A4) -
u+ a u-a {u+a){u - a)
= Au - Aa + Bu + Ba - (A + B)u - (A - B)a
(u+2a)(u-a) . at
igualando coeficientes del numerador
(A+ B)u=20 H A+B=0
= _ 1
-a{A - B) =1 ; A-B-=<
sumando : - restando
A+B=0 A+B=0
=_1 = 1
A-B=-z2 -A+B =3
1
2A = - = - _ 1
a . ZB—E
. __1 . _. 1
e AT g e BT

32
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substituyendo en la integyral dada

_du . 1fi-du_ o, fodul
uT -Tac Ze | juta ju-a_i,
= g l-Lu+a)+l(u-a)] = 51822,
(3x + Z_de -
- 9% + 8
factorizando el denominador e igualando la suma
3x+ 2 3x_+ 2 - Ay B -
TGy + 8 (G CEEY) X - 8 X -~ 1
- Ax - A+ Bx -8 _ (A+B)x - - 88
{x “8Y{x =71}~ x-B)(r-l')
igualando coeficientes
A+B =3 SA + 8B = 24
-A -88 = 2 -A -8 = 2
-7B = 5 7A = 26
=_35 - = 25
B 5 ‘ LA 5
substituyendo en Ta integral dada
SA3x + 2) dx 26 |5 _ 5 dx
x - 9x + 8 7 8 X =1
=%[L(x-s)zf--ux_1)°] = L et

3) [{2x? + 5x - 8) dx _
) (x-3)°

factorizando e iqualando la suma de fracciones
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B c -
3 F Tooayr Yoy T

2x% + 5x - 4 A
(x - 3)° X =

Ax® - BAXx + 9A + Bx - 3B + C
(x - 3)°

_ Ax?* + (-6A + B)x * 9A - 3B + C
(x = 3)°

igualando coeficientes
A=2
A +B=5 3 -6(2)+B=5 ; B=17
9A - 3B + C = -4 3 9(2) - 3(17) +Cc=-4 ; C=29

substituyendo

(2x2 + 5x - 4) dx  _ dx dx dx
J x -3)" b 2 Ix= 3 ¢ 17 X = 3)7 + 29 {x - 3}°
=2L (x=-3) -17(x - ﬁ)'l - %; {x - 3)"2 + c

f (2x® + Bx - 4) dx  _ 17 29
. I X = 3)° = 2Ulx -3 - g3 - FwoaEE tC



EJERCICIOS:
Integrar las siguientes diferencia1es,_uti1izando el método

de fracciones parciales.

dx
1 J”"”—_3x—-7x+4

2) X% - 6x + 8

(18 - 5x - 3x2) =
(X = dx =

3)

2x + 1 =
X x -7y 9% =

J

J

y
5 [ gEpge o

J=

4

| 36

4)

4 x

6)

(x2 + 4x - 4) dx
- 4x

7)

2
2x* -~ 3x +*7) 4x =

8)

x

35




6.4 INTEGRACION DE FRACCIONES DE LOS TIPOS SIGUIENTES:

(1) __du s (11) 5___J2£___
Uz * a vJ2ax - X%
(111) dx o[ dx
x% - 2ax - c* H (1v) J X% - Zax + 2a*
(I) du
uz ¥ a
.tomamos u? + a2 = z2 H 1a diferencial 2u du = 2z dz.
du _ dz _ du+ dz B}
- z u u+ z
du _ du _ du + dz _ .
e R b S A
=1l(u+ Juf £ a?) + ¢
EJEMPLO: N
dx - dx - dx
VX% ¥ 2X - 3 VXZ + 2x + 1 = 4 Ax + 1)2 - &
tomamos u?® = (x + 1)2 : u=x+1
1a diferencial 2u du = 2{x + 1) dx
_ u du 7
dx = X+ 1

‘substituyendo en 1a integral dada:

J —_ = [ - (u+ AT T ) +c
/XTF 2X ~ 3 C ) uEEET :

36



L x+ 1+ /%% 1)~'r-_ 4) -+ ¢
L{x+ 1+ /X"F2x -3 + <

(I1) dx. o _ dx
VZ2ax. - x2 vas - a’ ¥ 2ax - x?

= dx = dx -
Jal - {x?¥ - Zax + a7y a” -(x - a

= %—ang sen & 5 i 4+ ¢
EJEMPLO:
(x + 2) dx
V2 - BX - X2

separando en dos integrales

- x_dx + 2 dx -
V2 - BX - X~ Ve - bx - xZ

en la primera integral substituimos

x=-(-2)+3-3=-3(-2x-6)-3
. 1 [{-2x - 6) dx _ 3 dx + 2 dx
2 /Z -EX -~ X2 V2 - bX - X*° vZ2 - BXx - X<

[’}

- % J(Z - 6x - X )"%(-Zx - 6) dx - dx
V2 - bx - x“ + 9 -9

I

12— 6x - x )t dx 3
2 ¥ VIT = {9 + 6x + x7)

37
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dx
= e FTEXXT -] —l o
X + 3
1 11

—J?-Gx—?‘———l:-_angsen X _+ 3 + c
. V11 V11

NI o553 w - 2
X< - Zax - ¢

(111) j dx -

completando cuadrado y factorizando el denominador

dx
Jx‘—Zax+a‘—7a‘+c‘7 f“(x—a)r-(adw-c)
. du . .
es del tipo jm y se resuelve por fracciones parciales

EJEMPLO:
§3x-2!dx - 3x_dx _ 2 dx -
X% - 8x + 31 X% - 8x + 31 x% ~ 8x + 31

en Ta primera integral substituimos

3x,=§j_25)_=?:(2x-8+8)=§(2x-8)'+ 12
2 2 _ 2

- §2x - 8) dx 10 dx
8x + 31 (x? - 8x +16) + 15

=2 2 _ 10 dx
2L.(x 8x + 31) + ISJ
15

-‘%L(x —8x+31)+loangtan£5———'-—4)— + ¢
v1l5
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[ _dx -
(1v) _} TwF T Zax + 2a-c -

completando cuadrado y factorizando

- dx N A - S -
.x.’ . Za?’. + az + g~ J Tx — a)‘. + a
1 dx 1 X - a
= = ——\p—— = I3 ang tan ( =—= ) + ¢
a? JIX—_.,E +1 a a
a
f
EJEMPLO: —
dx - dx = dx =
X* - bX + 18 XxTo6x + 9+ 9 {x - 3)T¥79
= -l =
9

dx =
Kg_EETI

angtan(%—a)+c

o




EJERCICIOS:

Integrar las siguientes diferenciales de los tipos 1., II, III, IV

1) dx =
VX< - §x + 12

2) {(x - 4) dx -
vV X% < 10X
3} J -
X ~ X
.4 =
) j sz + 32X
( - 5)d =
5) J X : 12x + ES
6) Jx~lx—13=
7) (2x - 3) dx =
VXZ ¥ 8x - 1
- Sd _
-8) J X" TERETT x‘x+ X"+ xF F 1



6.5 INTEGRACION POR SUBSTITUCION.

Consiste en reemplazar una expresidn por otra equivalente con

un cambio de variable.
En los ejemplos que presentaremos se verd que existen diferen

tes substituciones.

EJEMPLOS:
X dx
1) I—“:_..
VX - 2
substituimos VX - 2 = u 3 x -2 =u? 3 x =u?4+ 2

su diferencial es dx = 2u du

J X dx _ _ J (u2 +2) 2u du _ I 2 uidu + J4 du =

u

2) dx
x? V1 + x~

o 21 _ dz

substituimos X =z H dx >
x2 = %2 s z% = %2
. - .dz i .
___dx - —z° . f z dz_
x2 /T + X2 - %2\/1 + z2 jvzs + 1

: _ BRI 2 3 L e
= - % (22 +.1)§ 2z dz = _\%.LZ._i—lli = . JzZ ¥ 1 = - ﬁl.i_ﬁ_ :

41
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3) x eX dx _
(1 + x)*
substituimos 1+x=u 3 x=u-1 3y dx = du

x X dx _ [(u-1)e"tdu _re%ldu [ e¥! du
{1+ x})2 u? u Su?

a b
en 1a integral "a" se utiliza integrando por partes
J vV dw = v - Iw dv

hacemos el cambio de variable

v =u?! 5 dw = €1 qu
dv = -u”3du H w = el
eu"l du u-1 -1 u-1 dy
a) j“"—u—“ = oe u "Je ('—E::):

u-1 u-1
_e + Je du c

T Tu u*

Ja segunda integral es igual a la integral "b" con signo contrario,
entonces. se eliminan y 1a integral dada queda:

X u-1 X
x et dx | e - e
J T+E- o vt e " x%1 *¢
dx -
4) I sén x
como:’ ) sen 2A = 2 sen A cos A

sen-x = 2 sen-é cos %
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-dx e :.dx- -
sen X % R
- ] 2 senscosy

en el tridngulo rectdngulo

S T s

sen-’%: '-"‘J H cos —’2‘-,=._,_.__:
./]+zz T__,_._”z
tan-’%=z ;‘-’%;angtanz : x=2ang tan z 3 dx_=‘2+d§p'
substituyendo
X = LYY EE L _(dz .
'Jsenx N Y RN | S S b —-J?— Lz+c
: ) TF 25| T¥ 2%
dx . _ x
jsenx L tan 5+ ¢




EJERCICIOS:
Integrar las siguientes diferenciales por substitucién

' x dx =
1) IB+2x "

2) (x + 2) dx
X VX

3) fx /X + 2 dx

4)f 8x dx
Jixz - 6) xTF7

5) | —&—— =



7. ALGUNAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL.

7.1 CALCULO DE AREAS PLANAS.

Ejemplo 1: Obtener el area limitada por la senoide y = sen x,

el eje de las x, entre los valores x = 0 , x = =

Yy 4
i

)

¥l
it

f sen x dx = [ - ¢cos x ] = - cosn + cos 0° =
0

]

Ejemplo 2: Obtener el drea Timitada por la pardbola y =

eje de las x y las ordenadas correspondientes a

3 2 [ X3 3 3)3 !1}3
= = P, = -
Area ABCD le dx |, ig—w 3
Ejemplo. 3: Obtener el drca limitada por el eje de

de las y, la ordenada correspondiente a x = 56 y

" cuya ecuacibn es

_ _.834a’°
4 xZ + 4a%

-(=1) +1 = 2 u?

i
x

x=1, x =3

u?

I}

26
£

Tas x, el eje
Ta curva ---=

45
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8 a’ dx
X% + fa?

S
0

Area OPQR = [

5
24

2a ang tan

s
°

=

#]

L ang tan 3

= 2a




7.2 SUPERFICIES DE REVOLUCION. .

‘/“

A4

Son las superficies generadas por la curva que representa
2 la ecuacidn de una funcién, ai girar saliendo del plano y
tomando como eje de giro el eje de las x 6 el de y.

Sea f{x) = y 1a ecuacidén dada, dividiendo en n intervaios
de longitud Ax
NB es el radio de la circunferencia descrita al girar el pun
to B de la curva, y cualquier radio serda MA = y + py el in
cremento de la curva Ac es el arco AB, que corresponde a -

un tronco de cono y su area es la semisuma de las circunfe--.

rencias de las bases multiplicada por la generatriz Ac

s = 4 LA S35 g"(yi k2 Ayil- Ac = 2nyv(AX)Z + (By)?

€l drea serd el 1imite de 1a suma de esos incrementos ge.

nerados por la curva:

- b
. Area = J Zny Jdx* ¥ dy*- = 2u by 1T+ [dy]”® dx
. 4a a dx
b .
Eﬂjéy VI + (y')? dx rotacién con xx'
ZHIdx YT F (x°)% - dy rotacidn con yy*
c

es decir: Area

1]

Area
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Ejémp1o 1: Calcular el drea de la superficie generada por la recta
y = 3, desde x = 2 hasta x = 8 alrededor de xx'
v A A 3

”[ ) ;"11
B VA

8
y' =0 ) Area = ZnJB AT +707) dx
2 . N
B
Area = ZnJB dx = 6ﬂ[x]z = 6n(8 - 2) = 36w u?

El segmento AB genera la éuperficie de un cilindro circular rec
to cuya base tiene 3 unidades de radic y 6 de altura:
Area = 2ur a = 2n(3)(6} = 367

Ejemplo 2: Calcular el &rea generada por la circunferencia

x2 + y?2 = r® alrededor de xx'

‘L\/
Y

. X
2x +2yy' =0 3 y'= —§ ; Area = 2nJ y /1—{_+ :g}? dx
r | X Y

. el r »
Area'= 2n} y /X 32 dx = 2nr| dx = 2ar[x]" = 2ar[r - (-r)] =
- Y -r

r -r
Area = 47r? unidades cuadradas
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EJERCICIOS:
1) Obtener el drea de la superficie generada por la recta

Yy = %? + 1 girando alrededor de xx*' entre x, = 2 ¥

"x2 =6

. 2) Obtener el drea de ia superficie generada por la pardbola
'x2 = 8y girando alrededor de yy' entre y, =0 y y> = 6

3) Obtener el drea de la superficie generada por la circunfe

rencia x2? + y? = 25 girando alrededor de xx' entre x, = -5

y X2 =5

50
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7.3 VOLUMENES DE REVOLUCION:

Son los volimenes generados en una curva al girar alrededar del
eje de las x, describiendo circulos cuya drea multiplicada .por las
diferenciales de abscisas, dard los volimenes de n cilindros; el -
radio de cada circulo es y, el drea es uy”,entonces el voldmen es

Aplicando el teorema fundamental, el 1ifmite de la suma de esos
cilindros cuando n + © es la integral

b
v = Aimiglﬂj%ﬂxi = Jaﬂyz dx
b
v =J my? dx

Ejempleo: Obtener el voldmen generado por la elipse,-enfre O y a

.-
despejando y? = gz(az - x2)
1 a b2 (% b2 x*a _ _b? a?
7 V= nJ y?2 dx =n gzj(az - x2)dx =q Ez[a’x - §~]° = m2la? -3 1=
v [+ 0 ) .
V= % nb’a
Y -
V—§vab



EJERCICIOS:

1) Obtener el voldmen generado por la recta y = - 3 X + 4

5
desde x = 0 hasta x = %g girando alirededor de xx'

2) Obtener el volimen generado por 1a pardbola y2 =
de x = 0 hasta x = 5

3) Obtener el volimen generado por la circunferencia
X2+ y? = 16 desde x = 0 hasta x = 4

8x. des
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8. RESOLUCION OE 1L.OS PROPBLEMAS PROPUESTOS.
2. Obtener las siguientes diferenciales
1) y = x* - 4x" + 3x + 1

dy = 3x? dx - 8x dx + 3 dx

dy = (3x* - 8x + 3) dx
2) y = (x + 3)}vZ2 T %~

dy = {x + 3)i(2 - xz)-;(—Zx dx) + V2 - xZ dx

gy ==X G4y L TR dx

,‘5)

T RT
1
dy = =-—— (=2x% - 3x + 2)dx
W2 TTRT
74
3) y = 5__3Z_l-
. ) .
dy = x{2x dx) z(x’ + 1)dx . X - 1 dx
X 3
4) y = (7x? - 5)? - :
dy = 3{7x? - 5)2(14x dx)
dy = 42x {(7x> - 5)2dx
y = ltan?x
dy = tan x sec?x dx
= -Sen x
dy = Cosvx 9%
o .
6) y=Ls3
dx

|

1

V NI
*x



¥y ang sec bx

dx
XvZox= T
y = e

dy = e3x 3 dx =3 e3x dx

2x dx + 2y dy = 0
dy = - £ dx
Y v ax
x? 4y o= 2%

3x* dx + dy = 2 dx
dy = {2 - 3x*) dx
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am sm )
J ;zseczx dx = [tan x]zr’:2 = tan -“11727- - tan% =
3 = tan 75° - tan 60° = 3.7320 - 1.7320 = 2
Integrar las siquientes diferenciales.
Anti-derivadas.
j 6x3dx = 6Jx3dx = 6%“+ c=-g—x"+c

2
[ o e e = L3

X - 2 _ 3 _ =
Ix ldx— dx-x—+1——dx—x—3L(x+1)—

= x =-L(x+1)3+ ¢

3 .
J“x"-(—ld" =J("2""”*T}-T)dx=

3 2
T+ Ftx+l{x-1)+c

x(x + 1)% dx =Jx(x2+2x+1)dx=

’ ) 3 2
x’,dx+[2x2dx+dex= % +%’i + 3‘2- + c
dx -y a0 . x 2 _ -1
T'JX dx = 3 + € Fogm o

‘ 2 .- 2
" (x? - Bx)(2x - 5)dx = —(x—ééﬁ + ¢

‘ ex dx =_'J'(ex - 1)“5 (ex dx) =

e® -1

j
J
I
)
J
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3. Integrar las siguientes anti-derivadas:

1) !5x“dx=x'—‘+c
2) f sec x tan x dx = sec x + ¢
3) —[ dx:____ = ang cos x + ¢C
j AR
b w3
4) I(x"—xf‘+3)dx=%-_§.+3x+c
2 3
5) J(5x2—3)2 10x dx = 5x3-3 + c
q. Obtener las siguientes integrales definidas:
® x 1 {° -2 _39
1
9
= 43 ). A - 1 1 _ 7. _ 2
Y N S 3
@ 3 2
2) J 2x_ - 3x 2 -X3X+2dx=J(2xz-3+%)dx=
1 1
3 2 3
=& w21 = 227 | 3(2) + 212 -
-2 3(1)-2L1=—136—-6+2L2+,3-2i_1-%'_
=3 + 202 =2 4 212
7 3 3 33
3) [, 33 ax = 3/3] /% ox =[3./§ —g—} =
Z
]

=2/37 - 2/0 = 18
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c = tan?x + ¢

sen X + ¢C

(ex-l-l)%+c=28x_1
Z _
9) J e dx = 1(eX2dx= le
2 j 2
10) J a*Ladx = a* + ¢
il) J 2 tan x sec?x dx = 2 t;nﬁx
12) J (-cot x) dx = - S95 X g =
6.2 Integrar por partes
1) I Lx dx = x bx - Jx %% = x Lx -
u = Lx 5 dv
du = %% v
2} I X372 - x2 dx = [ X2 /2 - x2
u = x2 H dv
du = 2x dx H v

-3 2 - x%)%+

1
3
- 3rTer L ¥ =
| 2

x = x{tx - 1) + ¢

dx

dx =

¥ VT R2(~2x dx)
C1(2 = x)E pr
273 3/(2
z

f(Z - xz)z( 2% dx) =




3)

4)

'5)

J x e* dx = x &8 - j e dx =xe* - e =e¥x-1)
u = x H dv = e* dx
du = dx H v = e®
2
XA L[ XAy - x TR -] AFRT
V1T + x2 /1 + x2
-l
u=x : dv = 3{1 + x2)7% 2x dx
du = dx H v = /T ¥ x?
multipliicando y dividiendo por 1+ x

x TFRT - | LX) g
VI + x?

entonces la integral pedida

2 2
X*? dx = x JTF%%T - dx _ x2 dx
/1 + %% v 1+ x7 /1 + x*

pasando al primer miembro las dos integrales iguaies

2 .
f~—33—425—— = x VT +x2 - L{x+/T+x%) + ¢
v 1+ x2
: I cos x e ¥ dx = -e ¥ cos x - I(-e'x)(—sen x) dx
u = cos X s dv = -e”X (-dx)
du = - sen x ; oy =X

esta iltima integral se vuelve a integrar por partes
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j (-e"®*)(-sen x) dx = -e % sen X - j(—e'x) cos x dx =
u =-sen X 3 dv = "% dx
du = cos x dx ; v =-e %

en la integral dada quedara:

j, cos x e X dx = -e® cos x + e* sen x - je'x cos x dx
L. 2 fcos x e X dx = e X(sen x - cos x) + ¢
-x e~ *
J cos X e dx = —7?»(sen X ~ cos X) + ¢
6) j L dx = X1 - % Jx’Lx dx =
. : T Z
u = L2x H dv = x3dx
- dx N _ox"
du = 2 Lx ";(— 3 v = a
l 3 — 1 x" X3 - il’ . el
-3 Jx Lx dx = - 3 [ ﬁ-Lx - JZ dx ] = -3 Lx + §§‘+ c
. Ui VS Rix
en la integral dada: | 7 v - i;
3 2 - .)S'o 2 51- —&
. J x°Lex dx = 2 Lex - 8 Lx + 35 + C
i :
% (L?x - Lx + %J + c
7) J ang tan x dx = X ang tan X - %‘J §x+d§2 =
“u =.ang tan x ; dv = dx
- dx =

du = TF %= ; v =X

= x ang tan x - %~L(l + Xz) + C
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f X2¢0s 3Xx dx = gzsen 3x - % Jx sen 3x dx
u=x" 3 dv=%cos 3x (3 dx)
du Spdx H v=l--%-sen 3x

la Gitima integral se integra por partes

u=x H dv=%sen3x(3dx)
du = dx =-1
= H v--§c053x
-%jx sen 3x dx = %x cos 3X+‘S‘I(' %) cos 3x (3 dx)

en la integral dada:
t2

'fxzcos 3x t‘jx = %sen'ax +—§xcos 3x - —%sen 3x + ¢
,fxsen-’zsdx = —2xcos%+2[2cos-’2(-(%dx) =

u=x H dv=25eh%(—é—dx)

du = dx H v=—2co§-’2<-
,fx,sen%dx = -2xcos%+4sen-’2$+c

A :
: I X sen23x dx = -’25 sen23x - f xzsen 3x cos 3x 3 dx =

sen>3x H dv = x dx -

[~4
[}

]
N3 -

du 2 sen 3x cos 3x 3 dx [

"
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2
= % sen?3x - %—szsen 6x 3 dx

la dltima integral se hace otra vez por partes
1

u= x? ; dv=-2-sen6x(2)3dx
du = 2x dx H v=——]2;c056x
" .
- -;f szsen 6x - 3dx = - —12—(- %cos 6x + I x cos 6x dx)

x? 1
= 3 cos GX-?Ixcos 6x dx

la Gltima integral por partes:

-%chosSxdx=-%[%sen'6x—%6‘[sen6x6dx}=
u=x 5 dv=—é—c056x6dx
du = dx 3 v=%—sen5x

=- l—xz—sen 6x-—7—12—cos B6X

en 1a integral dada

. 2 2 .
Jx sen?3x dx = %sen23x +% cos 6x - lesen 6x - —712—cos Bx +¢




6.3 Integrar por el método de fracciones parciaies las siguientes:

1) j§x2-c712+21 = jZBx—4d}xe—l§ :
(3x_41)(x-1y =3xA-4+x[-31=
- A{x - 1) +B(3x -4) _ (A+ 3B)x -A - 48
Bx - 4){x - 1) (3x - )}x - 1)
A+38=0 -A - 4B =1 A= -3(-1)
A= -38 3B - 4B =1 A=3
-B=1
B = -1
j 3x2 —d)7(x+4 ='13x3—d2 +Jx(:1% dx =
= LBx-4)sl(x-1) = L322 o
2) JTZ—-_?;_W = Jx- dxx-—
X - 1x- = xl—\z * x?4=
A(x-4)+B(><-2) - . x{A+B) -4A - 2B
(x - 2}(x - 4) {(x-2)(x - 4)
A+B=0 -4A - 2B =1
A=-B 4B - 2B =1
B=f 3 A=-2
'.sz-gi;g = '%J‘xd—xz + %j?d_-x'ﬁ -

=-Lix-2)+ (- a) ='7L’[§—”_—’2] = L
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J {18 - 5x = 3x?) dx

3) x{x - 3)°
-3x2 - 5x + 18 _ A 8 + € =
x{(x - 3)° X x -3 (x - 3)?
. A(x-3)2+Bx(x - 3) +Cx . (A+B)x2+ (-6 - 3B + C)x + 9A
x(x - 3) x{x - 3)7 )
igualando coeficientes
A+ B =-3 A=2 -6(2) - 3(-5) +C =5
-6A - 38 + C = -5 2+ B=-3 C=-5+12- 15
9A = 18 B = -5 C=-8

18 - 5x - 3x?2 - 2 5 8 -
J(_—X(Y_—_:ﬂ—r—l d = J;dx'Jx-adx"sz-s)zdx =

= 2L1x=-5L{x -3+ 8(x-3)t+ ¢ =
2

- X 8
*lmTapstxT3 v o©

4) (2x + 1) =
J ¥ e)(x -2y ¢ T

2x + 1 _ A, .B -
X + 5)(x - 2) X + 5 X - 2
_ A(x - 2) +B(x +5) _ (A+B)x > 2A+58
X+ 5)(x -2) {x ¥ 5){x - 2}

identificando coeficientes

A+B=2 -2A 4 5B = 1 , 7B =5
A=2-B - -2{2-8B)+58-=1 ‘ eég
4+ 28 +58=1 Af=2-§
A 7



5)

J

47

. 2x + 1 dx = 3f _dx
(x + X = 7] X+ %

—;’-L(x+5)+§L(x-2) = L x¥EF

50 dx
7%=z

= L Ax ¥5)%x - 2)°
5% + 2 -
J X7 1Ix + 18 9x =
sx +2 ' Bgap
X< - 1Ix + 18 x = 9)(x - 2)

x(A + B) - 2A -

+ L Ax =255

9B

- A(x - 2) + B(x - 9) =
9¥x -2}

(x - (x -9 {x - 2)
A+B =275 -2R - 9B = 2 B =
A=5-8 -2(5 -B) - 9B = 2 A -

-7B = 12
. v A=
(5x +2) _a7( _dx  _ o12[
X% - 1IX + 1 T X5 e
L{x - 9) - L(x -2) =
r — ‘7
/ 5x - 2;7 +oc
~J yrég—f dx =
XS =1 X -1 X+ 1

A(x '+ 1) +'B(x - ‘1)
(x-1)x +71)

="'(A*B)x+A~B

(x = )X+ 1)(~'

64




A+B=20 A+B=20
A-B=3 -A+8 = -3
2A =3 28 = -3
A = % B = - %
'J_,s_adx=gj dx _gj dx
X -1 2) x -1 2] x + 1

= FLx -1 -Fux+1) =
z{x - 1!3
L;X 1
(X2 + ax - 4) - (x2 + 4x - 4)
7) j X* = 4x dx = x{x - x+ 2y 9%

x? + 4x - 4 A B c -

x(x ~ 2)(x + 2 = x Yt xTz t x¥z

Alx2 - 4) + Bx(x + 2) + Cx{x - 2) _
x{x = 2)(x +2) :

(A+ B + C)x? + (2B - 2C)x - 4A
x(x - 2){x + 2)

igualando coeficientes

A+ B +»C =1 B-C=2 2C = -2.
2B - 2C =4 B=2+C¢C c=-1
-4A = -4 1+2+C+C=1 B=2-1
A =1 =1
{x* + 4x - &) _ dx dx dx
IL?—?W‘—"" _'JT+’JX-Z_'JX+2

= Llx + L{x - 2) -L{x+2) =

65



x + 2

L [ x(x = 2) ]+ c

- 2
g ey o
2x2 - 3x +7 _ A B

2004 + c =
X(X - 3)(x - 4) X X - 3 X- 4

A(x? - 7x + 12) + B{x2 - 4x) + C(x? - 3x)
x{x - 3}(x - 4)

- (A+B+C)x?+ (-7A - 4B - 3C)x + 12A
x{x - 3)(x - &)

A+B+C=2 7 _ 7 _
+B+c=2 () + 4B + 3C = 3
-7A - 4B - 3C = -3
B+cC =1L 48 + 3¢ = 35 - 33
12A=7
_ 7
A=
) .13 _ 81
a8 + 3¢ = - 1 c=3
- . 68 =17 _ 81
-4B - 4C = - 75 8=13 12
_ 81 - _ 64
-C=-1; B=- 17
2x* - 3x +7) o . .1 [dx _ 84 [ _dc_ . Bl [ _dx
xX(x - 3)(x - & T AT )X 12 ] X - 3 12 j x =4
= j%?-L X - %%-L(x - 3) + %%-L(x -4) + ¢

Lo/ T,
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6.4 Integrar las siguientes fracciones tipo I[,II,IIT,IV

1) dx - _dx -
N R TR V] XEZ - 4x ¥4+ 8
[ s - Uk LTI E e
N CE ] ,
= Lf{x-2)+ AXZT-4x+12] + ¢
2) {x = 4) dx = %— J' (x2 - 10x)"*l(2x - 10) dx + — 6dx -
VxZ < 10x ‘.&'2—-_1_07

3 dx -
J/x‘- 10x + 25 - 25

= ATTI0F + 3 dx
X - 5 - 25

= Vx? - 10x + L{x -5+ /X =10x) + ¢

3) dx - dx
vE F BXx = x* Vi3 < {x% - 6x + 9)

x -3

= . SE— = ang sen + ¢
13- (x - 2 .

dx - L dx . . _
/X% + 32 x VXE O+ 32x + 169 - 16%

4)

= I————ﬂ—————- = L{x+16+ /xZF+32x) + ¢



5) ‘ _Lx ~ 5) dx_ = (x ~ 5) dx -
X%+ 12x + 45 ’ x* + 12x + 36 + '8
X - 5) dx . Cox dx . s | dx
X +6)7 + (X +6)° + 9 - (X ¥ 6)° 9
z2=XxXx+6 3 X =2 -6
22 = (x + 6)?2 3 dx = dz
22 dz = 2(x + 6) dx
- [z -6-75)dz - Zz dz - 11 dz -
zZ+ 9 FEE ZF+ 9
= %L(22+9)+1T1ang cot,% =
= %L[(x+6)2+9]+13—1anng:ot";6 + c
6) dx * = dx
J X*¥-12x - 13 x?% -12x + 36 - 49
. dx ; - .
j X =812 - 49 por fracciones parciales
1 A B
(x -6)%-49 (x -6+ 7) x -6 -7)
- A, _B _ Alx - 13) + B(x + 1) _
X + 1 X - 13 (x +17(x - 13)
- (A +B)x + (-13A + B)
{x + 1)(x -13)
igualando coeficientes
= - -1
A+B =20 -13A + B =1 B—-n-
A= -B 138 +B =1 -
A=--L
17T

14B
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- . S [ @ o L[ _dx
S LA VR K I ) x+71 17 ) x - 13

1 -
‘-f—-L(x+1) + —l—qL(x-l3) =

J (2x - 3) dx . J (2x + 8 - 11) dx .

JRET F 8% - 1 /X% 4 8x - 1

= J(x2+8x.—1)"£(2x+8) dx = 11 [ ——8x
/XZ + 8% - 1
= 2 XTFBK - -1 dx =
vXx2 + 8x + 16 - 17
= 2 RTFEXC -1 ——dx =
X + 432 =17
= 2 JXTF B = —11L[(>€+4)+/x"’+§x-1]+’c
x3 dx = 1 f {4x3 + 2x - 2x) dx
X"+ x? 41 7 X"+ x7 + 1
- 1 { (4x3 + 2x) dx _1_ 2x_dx
4 Sx® + X? 4+ 1 4 X% + x2 ¥ 1

la segunda integral, por fracciones parciales.

2x - 2x - - 2x -
X"+ xT+] X" ¥ xZT+ T < x< S {xZT+TI1)T - X2

A + B - Ax? + A+ Ax'+ Bx%2 + B - Bx _
XxX¥+ 1 - x X2+ 1+ x (xZT + 1 - x)(x2+ 1+ x)

(A + B)x2 + (A = B)x + (A + B)
X" 4+ x? +
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igualando coeficientes

A+B=20 A-~B=2 A+B=-B+B=20
=-8 A=2+8 -B=2+8B
A+B=20 -2B = 2
A=-8B B =-1 3 A =1
_1 2% dx = _1 dx 1 dx -
) X"+ x7+1 4 | XTF¥1 = x ) XFFE1Fx
-1 dx _1 dx -
4 2 1 3 4 2 1 3
X2 - x+ a4 x4+ x + g+ g
- _1 dx _ 1 dx _
4 (x—'—%—)2+%— 4 (x+1)2+%
- _1 74 X - % 1/1‘ X + 3 -
= - F ang tan =~—2% - = /= ang tan =
/3 | 3 4/ 3
4 4
= - h——l_-_—%mg tan 221 4 ang tan 2x+1] + c
V12 v 3 /3
por 1o tanto 1a integral pedida es:
: x3 dx _ 1
J o rxzET - 7 Rx'+xP+l) -
S (:ang tan 2oLl 4 ang tan Q—Q] + ¢
V- /3 y3d
6.5 Integrar por substitucidn
1‘), T dx =
e B I 5

u = 2x 3 x:_lél_



du = 2 dx : dx=%—u
 x dx = 1 u du
3+ 2x [} u ¥ 3 .
efectuando la division
21 3 [ _du .1 3 -
—IJdU—EJm —EU-4L(U+3)
=llax-3x+3)1+c = F-LAETI + ¢
2) x + 2) dx =
.oX VX
u = X u? = x
2u du = dx .
(x + 2) dx :J(u2+2)ZUdu f“u+4~jaa=
j X/;(_ u . ’TF
=2u——+c=2./>?-—4:+c
v
3) Jx./x+2 dx
x + 2 = u? s x = u -2
dx = 2u du H u = /X 2 .
Ix/x+2dx= (u? - 2) u 2u du =2](u"-.~2uz)du
.5 3

4).
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A

B

o

x2 + 7 = u? 2% dx 2u du

x2 = u? -7 x dx = u du
substituyendo

8u du {(2u - 6 + 6} du =

w-7-861 "’j e e A

- (2u - 6) du du
_4ju-6u—7 v JUZ-Bu+9—16
L

- 2u = 6) du du
=4 [ B +24Ju- 77716
= ' du
=4 L{(uz - 6u - 7) + 24 J TR L R T
esta Gltima integral se resuelve por parciales:
1 - A + B8 -
TW=-37-16 T3 T4 TR

_Au - 7A + Bu.+ B

(A+ BJu~-7A +8B
(u™ 1)(u = 7)

u+Tlu-77

jgualando coeficientes

+B=0 “7TA+B=1 -8A =1
- - _ 1
=-B ~TA - A = 1 A=-% 5 B
' du _ _ 24 du 24 du
24~Jm———§yr:-rs "-s“-Ju—:T * Tfu—:ﬁ
= -3L(u+1)+3L(u-7)+c
- 3
———7f§5—§5———— = 4L(uz - 6u -7) + LY = Z
x2 -6 /RZ* 7 u
8x‘dx"‘

=AM(x2+7 -6 K +7 -7 +
X% - 6 /X2 + 7 A
+ L (/XZ+ 7.- 7)3 + c
( FEFT + 1)

o=

72
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5) dx -
k) - X
. e + e 2
X ) X )
z = e dx = 12 dz
2 . X - 2 dz
z e dx X
e2‘
-X
sl o2 dx = 2.4z
z
substituyendo
S X
2 dz . 2 dz  _ _ 7
j Z(z ¥ 2= = Py 2 ang tan z + ¢ = 2 ang tan e~ + ¢
6) f cos3x dx = I cos®X cos x dx =
como sen?x + cos?x = 1 ;3 cos?x =1 - sen?®x

it

wir

J (1 - sen®x) cos x dx = j cos x dx - I 3 sen?x cos % dx

= sen x - %—sen’x + c

: Jor 2
7) J __2£35;41_ dx =
x% - a? = z2 x? =22 + a2 2x dx = 2z dz




7.1 Area bajo lTa curva.

Calcular el éfea limitada por Ta recta y = 2x + 1, el eje

1)
de las x, y las ordenadas correspondientes a las abscisas --
x=2 y 'x=7.
b
Formula A = J y dx
a

x

7
A= [ {2x + 1) dx = [x? + x]z = 72+ 7 -2%2-2=50
2

Calcular el drea limitada por el eje de Tas x, la pardbola

2)
yl = 9x y la ordendda correspondiente a x = 4
y = V9x = 3vX
4 - %_—u
A=3Jx4dx=3§
’ v e ?_o

3 4
A = [2x’2‘_]°= 2 /4% = 16 u?

v(0,0) 3 1l.r. = 9 = 4p

q .

para x =4 ; y =

74

u2
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3) Calcular el drea limitada por la pardbola x? = 8y entre x = 0

y x = 3.
v(0,0) 5 i.r. = 8
4p = 8 3
y =
Ol 3 x
3 3 3 .
= [ %% = L 2 = 1fx7 . 1 (3)° . 9 . 5 u?
Area JO 8 dx = g JD X< dx = 8[r3i]0 B 3 =g = 1.12 u

4) Calcular el drea comprendida entre la recta y = X, la pardbo
la x2 =12y y la ordenada correspondiente a la abscisa x = 5
l.r. =12 = 4p ; p=3 ’

Area bajo la recta y

Area bajo la curva y =

Area entre 1a curva y la recta : A = Ay~ Az= 12.5,- 3.4

A=9.1u?



7.2 Areas de superficie de revolucidn:
1) Obtener el drea de la superficie generada por la recta y

girando alrededor de xx' entre x =2 ¥y X =6

b
Formula Area = 2n ja y/I+ (y )2 dx sy =%
8
= 2% 2
Area = Z2mw Jz(—3— + 1) Z + ('3') dx

X + 4 = w_V X f
2m Jz(T -+ 1)/ g dx = N fz (5= + 1) dx

2Tr3/1_§ {:%2 . x:]:= 2ﬂ3/ﬁ [_(_g_)_z+ (8) _L%)-Z- 2] -

. or Vi3 44 _ 88 /i3 w _ 2
A3 44 . B8/ T . 350754
YJ

... *
LR R R R
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2) Obtener el drea de la superficie generada por la pardbola x2 = 8y
entre y =0 y y =6 girande alrededor de yy'

d
Férmula: Area = 2a f xvT + (x')7 dy
e

despejando x = v8y 2xx' = 8 5 x¢ =§
(x") 3 8y ¥
& g 3

Area = ZnJux/fl + %g~dy = 27 jo/iffr“ig dy
=3 ’ &

Area = 21rf°¢8y +16dy = 2n /8 JO/y + 2 dy =

3 6
z . 6
20 5 l2s2 1 s [ e ] -
7
- A8 gl )= AT (6a-8) =
= 220 - 934.57 u?
v(0,0) ; l.r. = 8 H p=2




3)

7.3

1) _

Xa =

Obtener el drea de la sﬁperficie generada por la circunferen
cia x? + y? = 25 girando alrededor de xx' entre x1= -5 y
x+2yy' =0 3 yl=-2%
2 Yy y ¥
s 2 s
Area = 27 J y J1+ |- %— dx = 2m J IQSS}Ji— dx
~s . 5
- 2n J 5dx = 10a[x]°, = 10a[5 - (-5)] =
-5
= 100w
Area = 314.16 u?
Y
rM
Vo]_ﬁmenes de Revolucidn ‘
Obtener el volimen generado bor 1a recta y = - gx 4+ 4 desde

% =0 hasta x = %?-girando alrededor de xx'

b
Férmula v = J ny? dx
a
: 2
yr= o B g6
20
Pox®  24x 9
V= Jo(zs - 55+ 16) dx = "[2'5

5

78
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3

She

{2 3 2 =
) ) ()

- v[

n1(35.55 - 106.66 + 106.66) = 111.70 u?®

V =
por geometria el cono tiene
| = 1 2. 20
V = § Sb- h 3n 4 -3—
v = $(3.1416)(16)(20)
Vv = 111.70 u?

\/.
[
\

,,,/)

2) Obtener el voldmen generado por la pardbola y? 8x desde x = 0

hasta x = 5
I L - ) - 8x2 1 - =
y = Jany dx = FIGBX dx = ﬂ[<—§— JG = «[4(5)2] = 314.16 u3
v(0,0) : 1.r. = 8 s p=2
y = +/8(5] y = 6.3

<

R T P

/

°<
N
.'_L

R S
= .

/
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3) Obtener el voliimen generado por 1a circunferencia x2? + y2 = 16
desde x = 0 hasta x = 4

4 [N
= 2y dx = wx -3 | =
v—ﬂo(lﬁ—x)x—n x-3-u-
43
v = wu{16(4) - 'j] = 134.04 u?
por geometria V = % ar?

%\1 = %—g- (3.1416) (8?) = %(268.08) = 134.04 u®
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