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PREFACIO 

En e.sle. 1..-o.bo.jo nos de../ico.mos o. -deso.rr<!>llo..1- los con­

cepl-os f't..1.ndo.menla.les de los espo.c:ios iol"oÍó:¡;cos /,·.,ee..lmenÚ, 

ordeno..d.os. E/ n?ale.-io.I 'Sjue o.r¡u.• .se ,f'resenfa.. · f'>"eSwf'one 7u.e 

e/ lec/o.,.. ho. es/u../ia.el.o a. fondo los cursos Je toroloy•Q_ Z-

y .iI 94e .re irn,Pa..-len en la. ;)o.cullo.cf. 

E/ ohje-l1°vo ,P•1nc1¡:>0.I ele e.sla. -1.e.st's J,.,, s;do lo. Je r-e­

cop1/a.r en un f'Qsci'rni/ 1 ha.sic.. Joncle fuero. f'º·"bleJ u.n m_!! 

-ie..-ia.l ele rnu.chQ 1m/'o y../an c,;o.. ~'-'e .solo a.¡>a.>-Pc:e en l ... J.,'/ero.­

.fu. ro, Je . ,.,,a. ne.,..,,,, el1'sf'e rsa... >' !"º"º e." ,P//c1 la. . 

. l:n el J>rirneY C'Q/';./u.lo .Se j"resen la.n /<>.,s nocio·..,eS bÓ.S,.CQ.S 

de ..!.eo,.1Ó.. .Je conjv.n /.os ~...._e se u /;/.z.a.r-O:n ""' e I /, bYo ':I ~e 

Je¡:lnen los e.sl'a.cios en. cu.l!:!sÍt.'o'n a.s/ co,.,.,o to.,...,,¡,,e_:, .se da.n 

.Jera.n '6Yo.fo.cfos en /o.. rnayo,./o. cío los 

el e.s./ud1'o ./el con-¡-t:apí/ulos • Conclc...i;nos el. cal' i /u.lo 

po>'IO.TYJ1'en-l-o de los subes,Pa.c~os 

olenado. 

o/e un ·e.spo cío 

En el cap:/.ulo c:lo.s el .,.esullo.do pr1ncipa.I es y<-<e -lodo 

e..spacio lin@a!oYdeno.do es..,,,., esraet0

0 colec./iva...,,,en.fe nor-



ii. 

.-n.o../ y heYedi./a.v/a.Men./I!' co/eclivatl?en-/e no>mal. 

En el -Íeycel' caf.í/u/o S<? del?'lueslr·a. uno. ccu'a.c-lerha -

c/o'n de compa o"dad en -le'r,.,.,;nos .Je la. esh-u.cÍu.ra. Je or­

den y se ,PY"'-eba 'j•U -lodo es/'acio /i"neaf;nenTu. oydenado 

pu~de seY. /nry¡erso en un.esracc·o /;nea! Ol'dena.do CD171-

pa.clo,, llama.do la. cornpaclacion nalurai Je X. Se enu.!) 

c1a.n concl/ciones necesa.l'ia S' y .ru-{"/cienles f'ª'>'"a. 51u.e 13x,, 
fo. corYll'acla.c;o;,, de S-lone - <':!ech ·de X, seC1 un espa.cio !,._ 

nea./ oycfenado 
1 

as/ co,,.,..,o la.,.,,6ie'n J1.s"cc-tkYY10.s cu~ndcjlZ 

Coincide con la. cornra.cla.c;o'n ne¡fuy-a.f ele _J'. Conc/ ..... ;n?DS el 

Caf>l'klo fYOba.ncÍo ru.e 
1 
concef'/05 Yeferenle.s Cl cornpa­

ciJ.a.c( , ~u.e en 'j en e Ya.1 no. co •Í>e ,"den .J en /o: cq-/esonO.'.de. los 

esfa.cios /,Yiea.Íes son er¡u../valen-les. 

E" n e/ cu.a y/o cop í-l-u.lo ha ce YY'IOS un b Ye ve es ./-u.dio ele 

/o..s fu.nc1'ones C'a.Yd1"na.Íes pa.ro. esl'a.cros -lorolo":/cos /,·_ 

neo./ rn enk oyd e nodos. 

En e/ cct¡o/./r..t/o !jtJ.inlo. ¡n·oba.mos !j'-'e los co>?cepios ele 

pa.racompo.cidad fue.r/e 1 ?aracoml'a.a.dad y melacom­

fªcldad C'o•nc.1de17 e.-¡ es/a clase de esf'acio.s rue eslu­

./,O.rnos , "To.m bic/n se oÍQ n clas cec.ra.c/eY1·zac1one.s de f"O-Y<>.­

compaclcfo.d; <Anq ',en /é.,,-,.,..,;no..s des"' es/rt.Ac./v.ra. de <>r­

ole rJ Y o.f YQ. r U e 1 n frodu e-e e I C- o>'IC-(' /'./o de COY1jÚ nfo es -

./.ao'ona.rio le oYdi'nale.s. 

l:n e/ co.pf./u./o 6 

espaci·o.s -/;o/'oloj/cos !,-nea! rnen fe o YCÍenodos 

Je los 

conexos en 



l:ér>??;nos de su esfru.ckY-o.. efe orde,,,; e.s./-u.d10..,,..,o.s a.l3<-<nct5 

¡n·opieci.a..des senci//o_s cÍ<? .Q.s/.os esp.:J.cr0.5 y f,"naf/zqrnoS COY) 

/.eoren?a 

En el .sépl-1mo capíl-u.fo e.s./-udia.mos lo..s e.sro.cios /,·nea.1-

menle o..-deno.do.s '1 <.<e so,., .susce~ .¡,·/,les de se Y .,..,e ..J.,.izo. &fes,, 

ola.ndo t.<na. caro.c/.e..-; za..c;o',,-, .se1>c;//a. de ~s-/os, en Je'r,,..,;no:l 

de /o.. dia.Jono.1 en e/ ?Yodu..tlo ./,o/'o/D:¡ico. Tam/,,'e'n proba.rno.s 

ct.l3uno.s -l:eo..-ema..s /'ªyª rne-h-/zo.b;/.da..d rresu.pon1énJ.o s¡u.e 

}fVS espa.c105 i1enen bo.se f"'-<n.fu.al-nurneY-a..b/e, y f~nafvnen~ 

Ja.'Y'Ylos t<nQ. co.ro.c-leric:o.c"'"'.., de ,.,,,e-!Y;zo.b,·/,.,(,o.d ?"'e se 

ba..sa esencia..d,..,en /..e 

Al f1Yio.I de /a -lesis 

la. / 15/o.. de res u //.o.olas 

u /.,"/.za.dos c/,Y,eclo..rnen le 

~n fe... idea. OYijina.f 

o-1-ro carilu.lo en donde 

viene ,_,,, a.¡>e'nd1ce en d<mcle se oÍ<>. 

Je ·lo polos ,'c._ .Jene.Y-a. I -? "e f<Aero.., 

en e/ deso.rrotlo de!./-ra.b°:/º -

de esle /,.o.bafo es./-o.6a. p>-ev1ifo 

se eslucl1á'Y1Ó.w /o,, e.sra..c1b.s -lo-

!'ºloj1'i<os orden;,..bles ) es dec1'r J ct.,:¡uetlos esra.clos J'O..T<:!. 

los cc:.<.a.les ~.:><:,:S/e un oYdero con lo. f'.,..ºf'';,¿,,_¿ de r¡ue le.. -fo~ 

f'ºl"'J''a,_ cndu c.1.'da.. fOY és/.e coincide Co,-, le.. -t-o¡>olo:¡1q Or/-

31ña.I. s,y, 12 Y>?bO.":JO, do.do rue es./e rrobler'Yla. Y"'- .p .... é -lvo-

-lo..do en uno. 1-esi.s de la. Fo.cc.i.1-lo.d [A] ,,.e.,..,,'.ft..,;:,os o,,/ 

/ec../.or 1n/.e-,.eso.d.o en es/e e.s./u.dr'o O\. ella .: bie'n :.i' se 

':¡,,,·e ..-e .... na . , "nfoYrna. cio ',.., b ;¡, I io3Yaf1'eo.. mis corn13fe1-a. 

'Sobre. el /..eY>?o.
1 

vey LLa] pp :l'Yd'-~5.;;. 



ral'YJa.YÍi!E S<.< a.payo y r1,;,.ecc;o:.,, "'" '"' >-eal1ia.e10,J, del 

f>'esen./-e ./ya.la.Jo; y a. lo.s Pr"'fesoYe.S Ada./berlo 

qa_ycío..- Hdyne'¿ J Sy/.,,C,. de /v'eymel, A l:¡andro Bra ve 

y JavieY Páe~ el ha be>· revisado el rna.feY1al t:l!jt.1.; 

tyo._-1:'-<do. 
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C4PITU.l.0 :l. 

NOCIOIV E'..S B A S 1 ·C AS 

1.- CO 111./UN 70 S. 

nos 

s¡u..e se.rdn <A.So.dos A /o '"''!Jº "" es./e -6.-c../,o~Jo . IVo nos 

Jed/camoS ~ efJS<:u-r!/.,.- ca.da. -<Ano de /os Concer./os J'<H!S 

-es.Jo .... rna-le>-io.I .Je o,!.ro -!- .... 60./0 ; a/ lec/o:r c"n-l~re-

so.Jo en fi!.s./u..c/,~ r rr>ds a ;f'onclo e.s /.e 4erna.. p .... e de C'O!::J 

su JI-a. ... [l<u,...Ho] ~ [~c:t] o 

J..'1 • .t.- DEFIN/C/DIY. Seo. r un co_njun.fo 

r1) UnQ ,..eJgc,"o'n :S. en :lZ' es un subcO>?JLu1 lo .Je/ pr!2. 

<Í.uc-lo car·-les1Ó.>70 X'>'X. (Si l><1'¡J)e:< e.s,,.,.;J,,reT>?oS '><<";J) 

X, Si < -i ,;,,ne lo.s si3 ... -e,,.,ies p-rol'/edo.des 

(a..) Si ·:iu.~ ·j ''il < ~ en-1-onces """' .. 
(/,) Si 'X<) en-h;_,ces ~<.X .., o. se ~urnple 

Ce) S/ en . ../.onces 
, 

'X -1-."¡J "< '!1 
o ':}<'X . 

A la. f'O.'Yejá. ( K, <) /e 1/ arna. .-e n1<>S co"!/v.n /g /1-Qeo.I-



me,-,-l:e o...-dena.do. Cuo..-..J..o 

es) Si 

OYde>"a. 

c1a..J Si' 

(b} SI 

(e) Si' 

A la. 

O.. (X,<.) S•rnpfern enÍt! co....,o .R:. 

~ es 

f.P."<C;o.frnen-Je 

$ sa-lis-f'o.ce : 

">t: !:-;J y ';J !: -e 

"!,~ y d- !,,. .,e 

f"' ... 71'0. ( z, !:.') 

"rcleno..do 

en./-onc~s -,¿!:.e 

en.f..once.s .,, = "á-

· 1 e llarn<>.Ye,.,..,os 

( cuo.ndo P'lC IS .fa. 

· p/eyneyif.,, X). 

O'r-

Jent:i.dO J es ef· efernenfD rníniYY>D ~fly1'rney elen?ú·d&, fdi_ 

n'lelf'lfo l'Y1/,.xin-?D d JlftmtL e/PrneYJfe) ./e X Si Xo ~?<: (:X:<=Xo) 

Corno 

conju.nfó lineal,.,.,en~ o-rdeYLo.do es ~/ ,.,,,,:S,,.,o /,;,,eal,..,e!l 

4e o...-ele..,a.do, los élerne.-.-fos mín1'.-no y ,..,á,,..,;.,..,o de.. <An 

s.,,.bco'?Jü.nfo ele un eanJ;_,nfó C>?eei.1,,.,eni;, oY'deno.clci eJ-10:.,, 

k,.é., de.f1n1dos. c/aro....-.enTu, los ele,..,.,e,,,/-°"' ·..,,,r,,,,,y,., y 

no 

e/ ca.so .Je /a, >-ec-lo. rea./. fR con el. oY'den .... su.o./ ""'.donde 
, . 

n")O. ?C1 Y>?O r 

Lf.:¿.- DFFu..-1e1ow: <lr1a. co.--lo.d+.t..r~ de uYI conJV..vili> /i-

ne'a.lrnen"Ü. o>"deY>o.do' CY,.t) ~s CAn po.Y (Aofl) J-e. sub-



co ''./" n fos 

./;onces 'XL.~ 

o' B=rl y .si 

Je lo. corlo.duro.. 

(Ar 8) ~.S uno. C'Ol'"-

e /o. ro. YYJ e ..., té. I a...s se et! i o Y> e s no s e r ~ 

(Ar13) de 

de la.S .si3,_.,e_,,,bi:r., cv.o.-l:ro c;.0Y1élic1on-e.S. .se so../.1·sf'o..ce: 

(1) A ./;iene. Úll-•m(J elemen/o y 8 -1:-t'ene. pi-i,...,,e>' elemenk., 

{:i.) A -tiene ú¡¡.,·TY>o el~vneY>Íó 1 13 ,.,~ -l:1e .. ne pY•m•n'" e/.,menfu, 

ls) A no ehrn en-fo, 

Cu.ando la. concÍ.-C10:.., (r) se .sal:r:Sfa.ce J,;..e......,os !f"'e 

fa. co>-1.a duro.. <es un .sa l-'o y .s ,· C'I) se .sa.-lr~fa..ce di.Ye-

en ~<-<-e 

elernen-f-o 

.fe. 

(Ar J3) 

, 
o .... ..., 

.El caso 

11 .. .,..,,,,do.. ... ,., J.,.,. eco 

f.~ • .9.- DcFl.VIC"loll/'; Seo. (X,.:) un co>'lj«nfo /,Y,eo./,.,...en-l; 

o-rd e nA.d..o . 



sc.l-60. 

(~) X es co..-,-fin LA.AYYien *4_ oYden~o s1· ,.,,·nJr..n">a. cor-lo.dtA.r-o.. 

de X: e.s .Sa I fo ,; /, u e e o i n-1 e .,. i o y. 

Es c}o.,..o 7''-'e se c.u>-nf' /e lo s i_Ju1entF: · 

Jl" eS densarnen f. Oydeno..do Si '/so/o .Si f'OY4 -fodo pa...>- X",., 

~~X tal 1'-'e x<-¿¡ ex1.Sle -2eX con la. 13 .,,.º,P'edad ole ~u.e 

<>C< i!:<7J, e.s decÍY, si" X no co,-,.{,.?ne c1-<a.ljlA'." Y f'O.T ele ele-

rnen fos e º'1.Secu-1:; vo..s % es con-iin"<o..n-,en~ o,...-

clena.clo si 7 solo s," adeYJ?á.S de lo a.,.,/,.,.i'oY ~ pa...-o. -/,ocio -

.S<Abeo"!.}'-'n/o no vac10 X"o~X,e/ Con.J"u.n/o {:.'<!E: a,¿?{ 

f'ªYa. ca.da..· o.e X.- {-r.}} es 

rn/'n1Yno 

" va..c10 ele,.,.., e.., ie 

l.f."/.-IJE'F"/N'Jcto/</: S<'<tn (Z,<) 1 (.!T, .;.') Conj._,nfos l1ne<>./rne12 

-le o>"den.a.dos. 

(f) •.¿.es /la modo '-'n "k..uen ordetJ; y ()f',¿) bren OYd~"lasÍD, 

5¡" < curnp.11!! co"' la. p>-0¡11edad.. de c¡u.e .Jodo .subeo>'>J
0

u>?To 

no va.c10 

!'ª.,.ªce.da. pay ;;c,y ex ~o./ !j'-'e 'X<")j Je étene !).<.te {ex) <1/::J.). 

(3) Si f:X-">':i •U un<>. /"·'"1e1o'y., s'"'l''ª';'ec+.va. y f'YeSeYva.clora.. 

fy el.remos q-<.e X y Y son J1°.-nilo.>-eS) 

(lf) Si .f: z- Y. .,., ... .,a. f'-'nc•o;,, •ny eo./.1\r4 "'".f.a.,.,des .( 

e.s u.r¡ 1.sonio>-J:_1s rno de o.n.{101-den si x<;t ·es <!~u1va.le>:J. 



/..os corjunl:os X y Y .se c/,ce <¡ue. .so>? 'flff,tJP~ s 1 

ttx,;,/.e c.tm:>. fu.nc1o'v. b1)'ecl1·va f:x-Y·- J..o. ..-elo..c;o'.,, 

•g e.S e51u.ipo.fen./.e <>. Y" es u.vic. relo..c1ó:.. <Íe e7uJvo../e.nCJ.O.. 

en fo..·'.(;; lo..s e Je -lo dos los e o nju.n+os y e_/ eo.;r:d1V.o..f d.'! 

X, de no-la.do f'ºY Ca.Yd (K) ., es 1)uo.. J °" si..l. c)o..s e' de e!/ui·­

vQ../enc.ia... Enhnce.s, fo. 'Ju.o..ldo.d. co.rd.CX)-.. co.,,.d("!I) .se cu'?? 

P.Je si 'f sólo S• X y Y. Son e.7ui¡xr/en.Jes. El nÚrnero C<>.>-­

d,y.,o../ a..si:JnO.CÍo q_/ corju.>-i lo de los n C:Y>?ero.s na:lu.~o..l.es 

es c:leno_éQ.c.f.o .¡>"" ,.t":, (a(efh ~eYo) y el número r:a..rd1na.I 

o..S 13~0 a./ i::.orju.nTo ele ~o dos los n~ YYJeYoS rea.les es 

ele notado ¡ooY C. , Un corj,¡nf¡,. es numera.ble s > es fl· 

n1·..J-1> o -tiene co.rd111a.l1d
0

0.d ,'\~. 

nal'Y>l>S 
, 

,_.,., ,...un'lero 

/;odo co>'l_ju.nfo ¡,,·en oYdencu:lo K le as1:;¡­

ord1no,./ .t:l el cu.o../ es !la,.,,.,o.do· el iJ;: 

P-º de· orden ele }{. J.os -lif'os de oye/en °de. coivúnTos· b1im 

o-rdenados Xy Y son tjUA.le.s· st' '/sólo s·¡ . .son s;;,.u'/o..res. 

Da.do 9ue ~o.da. j'r..cr>c;·c/., _rre.seYvo.cÍ¡,ró.. de. on::len ~s 

in9e.c:.J.;v.o.., $Í. X y .Y son .s/mi/o..yes, en:.¡.onces c:a.,.Y.d.CZ) 

= <!.a.tol..CY). Po>' lo Ían-lo a. iodo .,,.J.,..,.,ei-:0 ~yc/,,f,a_/ a! le , 
co ryesptJ':'de u,.., n t.. mere co.yd1ºno..I., lo. ca...,.d1nc..l1dtul 

de ·.c<Ao..f!j~ier C<>n/"4...;fo /;>1e-norde,,.o.d.o d1!l1poct; 

és./e n ~YY>erc co..rd•no..1 e.s lleunc..d°o la.. e~ 

~. S;. ·Ca-rd/o1) ~ jl~ dli-e>no.S.!ju.e e/ n.1-

l'Yl e ro o Yd /nct.1 o< es r> "YYJ era.·/,/ e • 



Sect n n Úrneros o rd1 na.les ·"le.te .50 I? los 

./1pos <Íe ovden de Ey .Y 1 res pee-Ji va. rnen4e. D/-

Yerno .s es 

!?!..et Y.º .... ·1~ , y 

e >ci :S le :Jp ~.Y "l o.-Í 

es cr//,1' re rnos 

lo.s: conj':.n lo.s · Y y · { 'j E- Y: 

Son s irn1l&1..res. Se pv.ede p'robo..y ~u.e 

-l-odo co"J)u.n./-o. ele n ..trnerc0.s orcl,·,.,Q../e.s es /,ie>? 

·o,.. Je n 0;.cl.Í /'º r· ·la. -re /q_ e io'-1 <. - e&.( a.I qu ,·e.,... c.on-

J u 11./-0 bien oroleno.c:J.o de ./,ro ~ e.s .sirn,/o.r- o..I 

con.JC...nTo ele. -.!odi:>s lo.s ni.rnQro.S orcl1no..les 

.YI? e-no ..-es /1'-neo..J me ri/e o rcl e na.dos 

. . . .·· : 

(. f, s.- DEf!IN'tcio#: (,) 

"4n n,,:YY">ero /íirni.J.e 

tA.n nr.Írvaero oyc:/1vu•J 

lln nÚ/nerD o,,.J,.,o./ ;¡ es 

~; l'o..ro. l:odo. l<:;¡ ·~·,,,-5¡e· 

at • .¡ o.I .!/ r.1. e t. ~-of < :;\ • . 
. ,.., umero 

. /(mil-e /es J~·;;;;:.,,-_, ~;; e x1's-le e( .,~Yhero py.,J,·,,.,a,./ 

i;¡ü.e ·,n ~-ed,·a.;¡,;_menJe, p r;cede . .._ t .J en·?onces 

Jivemos ·!/u.e'·~ es el su..ce.scr__k_.5.· 1 oc: es.s:../.. 

f'~edecesoY J~'l '1 . es cr;bimo.S · "!= ~+ . ..1.. (es conoc1-

cJo !ju.e -loe/o nÚIV>eYo ord1Y>o..I -l1ene un .sc.(t:eJo,.). 

t3} St" el co'Y>jwnTo ~e -lodo.s lo.s ~Íu·,.,e,.Z,.s o..;cl,;,,o./e.s ·me­
11ores !/ .... e"""· ri~me~ lím1./.e;, 

J.1pó el( ./o./ t¡c.te · pa.rcx ./;óJo l<;¡ 

con./rene ""' SUbC~nJ.:.rofo "' J~ 
~">C15 . ../e {'1& A con t< t '< 'J , en- . 



:¡. 
('I) Un ,-,,,.,-,,.,,,,-,, o>·d,.,af ,"nf•n;/6 ;¡ 

de o>-den de '-'" Co':J"n./n 1nf''n;/o bien ordenado) es<-<'! 

nume..-o ,·,,,,"c,"g_} si ;;¡ es el rni'nirno enin:. io·dos /os n!J 

rneYOS ovdino..les o{. ca. ...-d e o< ] -=. e o.. .-d.. e;:¡) 

e/ cu.o.! es cof'• ño.) Con ;:¡. 

Para. -éodo ca rd ,"y¡ a. I 1-n e::>: is le I un ,...,u,,.,ero 

, 
co En es..J.e u.n n<..t,...,eYo 

.s/ el 
, 

,,un, er-o 

= 171 

'¡"!!,, e.s denoio..do 

COY!/un./o ele iodos 

-{U YO.)• 

.z;:/ nuY)"?ero 

El rn,·,.,,·..,..,o ' t"'lu...,.,er-o 

,...,., /,-,,:..,..,V 

ra. ble , es deno-1.:..da 

, 
"'-'~era 

("O. Yd. (;:¡).,,,. 

O"t"d,,;,o.I 

es 

de.,.,o ./.acl~ ?º.,. jL~.. E/ rn/,,1°"">.,o ,.., ;_,_,ei-o orJ,;.,o..J .Je ~o..vd1'-

/,dad de .w.,, es denofo.da. f'º" ,V,, . Mas :Jeri-era.f,,,.~..,+e ," 

o. cuO'.Jf.,,;e y- n...;rYJeyo avd.'no..J o{. le co~~esro.,.,.Je "'"' ..-. ...,_ 

h"leYo 

bo.Y !/'-'e -éodo 

a.Is,; n o(. 

' nuYYJ(!Yó 

es 

e { cu <> I es 

se f'.'-<e.le pvo-

f" <l Y<>. 



cor-junio ayb,º./ro......-ia; f'~>" uno.. ..f.E.Ces1<>n érG\n~.f.;..,,·/o...cle 

i:P~ "'º..., v-o..lores en X" en./.ende..-eYY>oS cu.o.l'!u.1e .- /u!:! 
. , 

C'IOr? IN(«) - X don Je WCcl) es el 

Jos los nu.,.,..,ero.s r"YJ.e.noYes 

{.f.r.-oesER.VAC1DN'.- FI elernen./.o de. X o.sij"'a.do 

o./ ..,~..,.,e.ro ord,;,,o../ 7."'- e( e.s deno-lc..do f'º,.. !IC'f .,_.., lu'Jo.Y 

ji? /C'f) )1 fa. -suc:-esio~ l.-a.nsf'1n1"/o... ,.,.,,·sn->o... e.s deno-lada. 

fº.,. x., ::e, , .•. , xi'. , ... 

jun./-o Z y..,,.., 
de .fodo..s /a.s 

, 
numero 

su<:es10Y1es 

Con vo. /oYE'~ en Z. 

Sea.. 0 el conju.,.,-/o 

-lYo.ns¡,;.,,·./a.s de -l1¡,os ,..,enores 

'Pa.Yo. C"adc.. :f .... nc1"o ~ h "t'"'e. -

donde .f.fwt1) e..r la. s<.<c:e.sio;.., i.-o.ns¡;,,,,,·.¡.,,_ de ./;1 fo "1 

obten,.do.. Y~.s.f....1n31e:"ndo f a.! c.onj...:.nfo WC'l) de /:o.Jos 

/os .. n.ll'Y2eYoS oyc/1nºo.les ,.,..,enore'S !f'"'e 1.. 

/in e o./,....,e n 6. o r-

.de.na.do y .sea. ASE. 



do. .:te-A y Si ¡>O.Ya cu.o./?-u1le..- v-e 8:: 

{;o de;: .:re A .Se sa -1 ls-f'o.c e. r¡ u. e v- !: u.. 

( .3) 4 e~j'~/ "',, .}[ S 1' ?°' ..-o. 

lal!Ju.e '<:~a.. 

(',') :XoE}[ e..s UYJ e/e,..,_..,e,..,'"ft:> n?a>t'tnr.o.J de. 1? .:i; '<o~""' 

co~_juY1./-os "'º 1ra.c:o s e xd./e 

{.al !f'U .fes) i= X's po...-a. caclq 

'6oda /"'....., i /,;._ { Ys} .,.,s de 

un.._ :funcio'.., .J:s-""5 YsE".s 
.s~ s . 

. ª"'º""'c... y 9ue .son -l<'oYeYYlaS tm¡ooy/o.YJ/es d.,,.,/yD de la. 

Íeo.,,10... de. conJ'un.f.os Son la.s S•J"' ie.nl'e,, 

~.(.Jo.- Tco1?E,...,,q DE '2E'R_'::f..€..1=J,J.~ Sof,.,,.,,. ..loo.Je <'OYIJ;,...,.J.., 

~.(. f1.- .l..EMA 0€ 'Z:OR/V': Si raro. cado.. subeonju.nfu f,._ 

A de un co".lu.'n /;; .:!': ¡>o.Ycio./n-.cnle 

o•deY>o.do f'ºY ~ ex1 s Je :::t,ex io./~..,,e ;>(""Xº pa.-.-.0.1'0-

da. .:ce-A en 1-oy¡ces ...,,., ele,..,., en-fo ,..,.,a.>r1~a/ 
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!:,, la. /'Yes_enl:e .seccion ofo...-ernos la..s .le/1,:,ic;ones 

Y j"YO_Piedades e/'2.-nenl-a.. les ole los es,Pc«.-io.s en c-uesfro;.,, 

Se¡:¡ K un co'?)un'fó ¡,·,.,ea..l,,,.,en-le oYde.no.ot.o fº r < 

y Con-Íenienclo a) ,,-,enos dos ele.n?<Znl-os. Pa..-o. o,,bE-X: 

./,.,/ /""' a.«./, Sea..n 

(Q,/,)-= Í:x'i!E.X;a.cx<b} 

(+-,a.)::: [:ie.e-X.: \)<<a..} 

( <t J -:>) =- { :t .,,_ X : ~ < -x } • 

Fsl-os co•;jun./.o.s .sen:Ín llarna.,/0 s m-/e.-vo..fos a.b1erlos. 

A con.fin,,.a.u.o'v, rno.s.,Íyo.Yerv>os 7L1.e lo.. fa,,,,.,,·/,a_ f3 de 

-/ocios los in-le.,,.va.los a.bie,..fo..s en X .¿;<!.ne lo.s p"rof'ie­

clo../a. s: 

(f) p.,, Y'O. Cu.o.les r "'ie ro... L, ~ t: (3 'T -fo./o ?..,,..,-/¡; :X.€..T, n I.:i. 

"ex.1'.s-/-e- It:-(3 -tal 7...._e .::1::<0-r .!:. .z;..-ix.,. 

(3.) Payo. -todo. :r!?- X) ex1's./e. :Z:t:-(3 -fo./ r«e .,:,:_~I • 

.'6,..o. ,f'Y-ObO.Y (.,) van->CS o. el.vid,-.,..¡,,_ é!n <''el Sos . St?an I., I,. 'I ~ 

(1') .I, = fa,h) , 1t< b ; :!'.;¿ = (.,,d), C.<o/ 

Si .I,nI.;i t-JS (el ea.so .J;ri.I;i, = rzf t!S in=edio../-o) vo.rnos co. 

sul'one..- 'l"-e ·a..:c ~ b< d ; t!nr!-onces "XE-I,n.r., .n-.¡ol1co. !f .... e 

Q<t:X<:b _y c<x<d y corno o.<c:.<b<J. en./onc:es C<.>«b. 

910,.. ./:a.nÍ-o , .s 1: I= c~,b) en-1-onces ~E X ~.z; nx., y IE-(3. 

Si C<o.<=h<..l enknces (4,b) sa.-l:1"sf~ce fo. cleseo..Jo. 

ó-Í--r<>.s t:a.S o S 



lf 

( <°i ) I, ,. ("', b) , q < b j I.;i.:: (~,e). 

Su'f'º".'Jªrnos !j'«e I.nI;¡ ~f/! 1 c>?lo~1ces ,Po.ro. xc,:r,nr.,, 

Se c"rnf'le ~u.e : "'<>< < 6 y ""'""e . p.,,. .t-o..n./.o, .si CA.<c<b, 

.:r = (q,c) _;o' ~ < b <e , .J:-=. r a 1 b) Curnph co.., /o re r¡ u.e...,-1d.o. 

( ,.,., ) .I, = (4, b) , .:r ;> =- (e,_.,) es a.nC:./ªJº o. (ú'.J. 

(iy) :r, = r~, «) , I.:i -:. t-. b) eº,., o_<. b 

~.· xe: .z; ,..., .r"' , en-Íonces :><<o.. y .:,:.< b. Po..,. rfon./.o .r"'" ( 4.:-, <i) 

es el ¿n./e..-vo.fo 7uesc: re¡c.u"e1-e. 

tv> Si' J,.:: (<J.,-,,) , r.:,:: ( ¡,, __,, J 

t.S e:/ 1n-lerva./o de.sea.do. 

('Ion 0. < b I .I.-:, (J.,-'> ) 

(vi) Cuando .I1 =- (4 1 -"') 
1 

J;, = (.._,.!,) y q < b en/,,nc-es 

l=Ct1.1b) so.-1-i's-fo.ce -x.:I~:Z-,..-¡Z:.:i. 

P.:trc< ole.-nos-6ro...- r.:l) se«. ;z:t=-X} corno X con3fu de 

o./ rneno.s dos l""n/.os e>e,"s./.e »t!:-X--1-x'J y de o.qu.í :t<-;¡ 

Ó :J< X} CUo.ndo ?C<d 1 X~ (<!-1~) e-13 l Si':/-<?<: e..nfunces 

?{~ r¡¡,--':>) e 13. 
La ..f.opk.:J-'~ cnd'uc;da. so6..-e d"."' flº.,... e./ o..-de.n //necd 

.:{ es la. Íol'olo.J'-;,._ .Jenera.da. Sobre K" !'º.,. lo.. b.:t.se (3. 

En <!!.sle sen/,"d0 da.-rnos /a.siju.ienéi..: 

t. 2. :t.-/)(: F1A/1etaN'; l.ln ~,e.a. <,-o iofio /,;:!;e o /."nea./ ,,.,,enti_ 

orden /,-nea./. 

(, f? • .:J.- 08SER VACIOf\C ; (t.,} Tocio e..s/'ac/o l1ñealrnen t¿_ 

ordenado e.s r, . En efe e fo 1 
SI X e.s '-<>? e.spoc-'o -lo -

/"o/oy1'c o /,-,_., eo,./rn en~ e> rde n oc.fo has .fe. I°"º J.a. ... 'J:l..I e. 



IZ 

pa YCl -ioda. ::e.e X, -/-x:.J es un co'?)uY>-lo cerYa.do; pr:.·o K:-f:<} 

= (..,_,x)vC?C,-.) e.5 un Co•;junfo aJ:,,"er/;;, e..s cleciY, -f-x} e.; un con­

Jun./-D ceYYo.cl.o. 

(~) énseyu.,"cfa. f'~ObO..YeYY>OS ~ue .Si JC es un esro.ciD -foJ"o/o'.. 

31co lineo.l>-nenJr:; orofenaclo en-loy¡ce.s l{. so.i:1.sfae.e e{ sey ~· 

Sean '>C1:Jl:K -!al "lue Xi)¡. s.;,, pérdida... de.3ene>0!.Clc.cÍ varnOJ a. 

Supon<!r {jUt:': X< 'lJ • 5; e>r1s/e ~~X .fa/ l(«€ ><'.< i!< ~ , e.n../,,nces (<.-,~) 

!J (<!, ..... ) -'on do.:. a.b1erfo.5 en X io./ 51ue no se ¿n-leYseclan 'I -x: E-

G ("'- .~) y , e ( '<!1 -:>) • Si no ex is ./en fu.n fus en./-re 'X Y'J, Íos m./.e.-v!!> 

/oS o.b1eyfoS f.-,lJ) y (:>t,-;) eurnpfen con fo r-<?7<-<er,"cÍ.o. 

-f.:?.3.-t:Jl:HP¿_OS: <1) (IJ?,1."c) Jonde < es e/ ove.len usv.o./ 

en IR >' "" es la -l:orolo5i'o.. c . .'nJ<-<cid a. so b r-e IR f'ºT <. E?s ./.e 
espo.c10 Yesc..i/-lo. sey el es po.cio de los ...,..;..,..,eyos Y<?ales 

con Su /ol'olo3t'¿_ u.su.o../. 

(<.)Sea X=Ixr dond<? r-[0,1]~/íe conelsiJ<-«1enk OY-

'lC, ='X'~ t :;¡, <: :/¿ (es.fe orden es //o..rna.d.o e/ o..-c/.e..-. /e-,,:i'­

CoJra/1c~). Enh>nces ( K,"ec) es ..,,., -e..spo.<::1°0 -l_of'o/0'91"i':o 

/,-nea.limen/e ·ov-denad.o, Z>e o.!/u/ e1'7 a.clela.nle nos rE'f<:>-•'­

'Y"E'n-> os e\ é / co r>?o e/ ce.< a ch·a.do /e x/co9Yt5..j ti:o . H o.'.s a.de­

f a nle f'Yoba.YeJYJOS !j1L(e e.sk es¡oc10 C?S Cornracfo y f'YJ·­

merD nun?eya. /,/e f'er-o no sef'ara./,/e n/ f'e,.jec/am<!1'7Í¡_ 

.norn->a /. 

(.3) e Jv(aJ1), 1'.'¿) es o+ro 'Sle"mplo de C?sro.cio to~olcyico 

liYJea./rnenk orc/enacÍc. 
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CONvGlv'C1011/: ;:;! ~ f X : X <!.S 

neo./rnen ./e oyJenado J. 

:f.,, fl• L/.- DEF111/ICIOÑ: Sea Jl un esract'o -lopolo':J1C.o. D1·­

yern os ru.e }i{ es u.n e.s¡>ac,·o .secuenc:o.I .si': Un co':JU.n­

i-o A S:Y e.S cerYado ,s; y.solo si da.clt< cua.l!fu1°ey .suce­

S10;., en 11 {o Jo.s sus /"un-los /t',,-,,:/e .e.s-1-0:n "n A. 

F.s conoc1'do !Ju.e iodo <?Sf'ac1'0 'f'>"/mero nu,,.,ero../,le 

e.s <.1n es.racio 5<>Cuenciºa./ pero en Jenera.1 ef ,;,ve.-.so 

no es cieyfo corno lo ,.,.,.,es-A-o. el :s1j1.u'enbi 'V.¡,,,,,l'/o 

([Pe] l'f' 1¿-1<¡): X= /o]v (</wx.:J donde !""'-Y"- cad«. ÚN.f 

Xi== f Y,·}v ~g ff'+f }) ; /o. -lof'olc51::._ S<>hYe X Hje-

nero.. fº'Y el sis./eYno. de. vec1'ndo..cl•s /3º'' si3u1en./.e' 

Si ~'"' -4 r -f en-t:once.s X e.s f'un./.o a1.Slo..do de X J e..s dec1'r 
e J k 

BC-=r>={f-xJ}; Si .:x:=..f. en-/.onas Acx)= {z~-_()Cf+j)¡eo 
¡ - c. 1- ..J = t ~ ~=c·-z 
$1' -Z=O en./onceS l'(X) ('O'nS-/o..rd de. .fados los 'subc-on-

Jun-/o,S 7ue .se /"u.e deYt oblcner ole X reYno1neºndo '-'17 

n~,,_,e,.-o f1n;/.o de X.··s· y u.n nt.trnero f'nifo de ¡O'-'nfo5 

de lo. forma. { f 1- j} en -lodos /os 

-lances 

nun>er.:i ble, pue:s 

c.s/"ac/o se~uencta / 

e/ ceYO no ./-1ene ba.se 

mu.es../-,.-c... el s1j.,ie,,,l:R_ 

9ue no es .f'""'mer0 

loco../ n u mero..b/ e.. 

f. :i. S'.- TE'OR.l:MFI.: Si xe- .;fes .H'cuenct"o.I, en-l:once.:S 



rnenc10 na.. -remos 

lo s1juierrée 

un S<t 1-éo ./ .51° :::e es el ele n?en-lo de A y 

tiene un · Sa li-o "' /.._ derecho.. y 7 Lle iJ i1ene un set No 

q lo.. i-z~,,,ie..-da... Con e.s./o en rnen-le po..semo.s a. lo.. 

De Y>? os i: Ya. e i'o 
1

y¡ ·de / • .2. s- : S<t!.,,, ~e-E• Si no e--x:1S-

./:en .S.ct/-éos q fa. 1?.51uien::Ío.. de ?C, e.,.,-lo,.,ces ::e<= 

e (..,_,'?C) y t'º" lo l:o.n-1-o ex1s-le uno. .SL..(ces;o'v¡ de -

e/el'Ylen..f.os en (-&; -x) -lo..} !/,_,e _),m_ ¡a..,J :=. x. En e{e_E 

.fo, .s.· Sul'onernos !j""e f"''-Y-O. cu.a.Jquie ..- .ruces10~ conve;r 

Jenie f Chi} ~ (~,x) 'Xl= 1,;.,,¡ ~ O.n} en-l-onces -1,e.,,d..-/ó..­

,.,,,os !J r.te (-¡'X) E.'S UYJ Con; unto YI O C€YYO..do €>? donde 

-lodo. sucesi'o:-. con ve-r3e.n-le -lie.>?e ..su lf1771'./e e.., c-,,,.,J 

/o cua.1 Conlra.ef1Í::'e Ír:.. secuenc.1'a.f,'da.d Je· E. Ano.'Í>Jct-

' :su.ces 10 n de. 

(-;e,-'>)~ si'~ no -l1enE." .sc../{;os et lo.. de.-echo..) -lo./ !JU.e 

..::t:= Á1~ {b,,,j J f'º°" ./an./o, .Si .::c. "'º -tiene . .so.N-os ni o.. 

-l .. fes s t.tee.s1ie_ 

l?E.'S !fil.e¡ s/n pe'rc/,ºdo.. de 3ene.ra_f,'d_a.d. f'o.:Íernos S<-<.­

fOneY crr:'c1.entf.. y clecyec1en!A., -resrec./-ivo.rnente; 

de .~ !i u,·. ob./-e,,., e,,,..,05 !l <H' l (a..,, .t.,.,) }v, ~ n.t <'S u,..,"" 

ba.se loco./ n u YY1era.ble en ?C • .G'n el t:'ct.Só <le 7u.e ~ 

-l:eriJa. (JI') so./lo " la. 1'211u./erdo... ,,e ... o na C\ la. de.Y'eeho. 

e"ls ./-en f~n} S:. pe,.-,) su.~e:s/o~ clec..-ec-;C?n-1-e -éo.J !(<Ae 



y a.e .X f'"edecesor ,,:,,,.,ed;aío de X 

en X; en fon ces i<C\,b..,)) e..s una.. bo.se 
. r'lE.IA/ loco./ n!::f 

mero.ble e'Y'I ?C. Si .x ·6'ene un s<>.1-l-o "'lo. de-recAa. 

y no -Lene salios ci 1,,,. 1z!/ u 1erd a. I o. 0 b ./.ene,-,,;_, ele 

lo. J,&!.Se focal en -:.:: e.s q..,d./o
3

o. .._¡ ca.so an {;e..-10...-. 

"F,',-¡a.frn en-Í<? .Si ::e -t,'ene un .sal-to D. ¡,._ derecho. 'I -

oiro a. la. i2.!ju1.erela.. en-lonces ex1slen ci,beX l:o../ 

<l!.-'X"b con a. p>-edece.so>- ,·nrn<?dia..../.o de?! 

.:rucesoY- 1n1'Vlec/,"a...!c .fe ?C en X. ?o,.. -l:a.nlo -

base /eco./ nurner~6 le en x. l-lernD..s 

X es l'"YJmerc nu,..,., era kle. f 

En lo -?ue >'e.sla. de e.slo. 'secc:o:,, nos ded,·co.rt?rnos Q 

es-ludia. y el eo,.,...,,Poria.rru"en-lo de los Subes/'a.c/os Je 

l-ln e.s~a.c,"o -lo/"" lajú:o l1"nea. ln?enle ordeno.do. DI? a. .. 7u.t 

ll!n l!J.delan./e usareYY>oS Ja. siJL<ien./e nota.cio~: si CE;'r.,)~ 

é.t' y Y es un su.br:onJ-.,,_nfo de X, en./:once.s )~ io­

f'O/oJ/o.. >-ela-l1va... <ndt.Acida.. en Y pov '"'!:"< se>-<>. de.no-lo.-

do. f'º>- "C<c~i) y la. toro lo:¡/'a.. en Y 3enen:1.da.. /'º..,..e/ or-

Jen linea./ ele X vesfn",1Jido a Y sercl_ deno-1.o..do.. /'º,,. 

1:".¿_:t Eníonce.s veYerY?oS f}'-'e e,-, ;¡e,;,e..-a.I la.s esro.c.ios 

( ':t, -i:.<<":D) y ( 'í, 't'<!!. ) no ª""e·, den y da re .-nos a':Juno.s 

cond1'c.1ónes su.f'/cien./es pa-ra. 94.e es.f.os e:spacios co1n-. 

c,-do..ri. 

f.:<.(,.- PROPOSJc10J\/: Seo. X un Qspa.c ;o con fo. topo -
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'I a.E .K f-vedeceso,- ,.,:,rned;a-lo 

en X; en /:onces {Co.,b.,)} e.su.no.. ba.se 
nf..1JV loca./ n!;:! 

/,,._ .bQSe focal en x es ctnt{/030. o..I C"O.So o.n {e,-10..-. 

r1".-ia. lrYJ en-le .Si :X tiene un .sa J.lo ... ,,,. cÍer-ec.ha. "/ -

oiro a. la i;,51u1.erd.t:t. en-lances ex1:S-Íe.n c:i,b e X l:o.I 

qu.e con inrnedia.-lv de ?l 

y /;, .$Uce.Soy 1 n l'Yl ed1°a.~o de ?C en X.. 

{ (0.1 h)] e..s <.A.na base Jocó../ nun-iera6 le en x. 

p-robado en-lonce5 X es f'Y•me.-;:i nuYnera.ble.t 

En lo -'í''-'e :res/a ole .-.slo. ·.seec:o~ nos <fed>co.rerno.> Cl 

es./:ud1°ó. y el Cornrorto.n->ie.n-/,, de /os StJheSf'O.Ct.OS de 

'-In e.s,Pac/o -lc¡"!J loj1co 1,·ne<>. lfYlenll' ordeno.do. D" a..r¡«t 

an 11J.delan-le usarel"Y>OS la .siJc..<ien-le nc-la.cio;.,: s¡" CK,7.:)11!' 

é .;f t ::¡es c...n .subc-onJ"un/o de. X, en-l:once..s )o.. l:o­

f'oloy1ó.. .-e/a-l:1vo._ t"ndu.c;cla._ e..n Y poy ~< seYÓ- deno-lo.-

cla. ¡ao>- "C<CY) y la. fopo/0J1Ó... e,-, Y 3eneYa.da. f'º.,.. e/.,,.._ 

den /,"nea_/ de X Ye.s +r,·,.,:J id o a Y se. .-C:... deno-l.o.do.. fº..,.. 

"'Z'. 4~ E ;i ionce.:s veYernos !!'·"'!. en :Jenev-al los es Fa.e ios 

('Y,"'I!<.<~) y ('J.,'L<'J.) no ~o•rH:",de...,., y da...-en-ios o.'Juno.s 

cond/c•ones su.-f/c i en ./es es-los e.sp a e io.S Co1n - . 

cúda.r¡. 



~{, 

fo:J''o.. cndu.ciJa.. por el ov-den .f,;,eo..f <. Si Y G X con.fnene 

o./ menos dos elernen./os en-l:onces fa.. .f-orolo31ó... de. "::i 

Como su.besra.c.1'0 de X e..s rnd.s .fina... .!Jue fo.. -lol°olo­

g•'o. úidu.c:do... sobi-e 'J. f'OY /q t-es./:r;ccioh .Je/ o.-den /,-_ 

nea./ < a. Y • 

DeYnos../;ro.c1¡,:,..: @ue-re,,...,o.s r.-oba...,. !J"e ~<,,.. G. ~y~ Ohser:: 

'\'€YY>OS q"LA.e <.L-rl0. ba.&e po.Y11. '"('~~) <!'.$ : 

{3~~) "~ In Y : ! = .,,.., <.vd:e rvo. /o o..J::,,e:.- fo en X} 

y uno. bo.se po..-o. 't<.,,._ es : 

{3<.1 "- t I : 1: es u.n cn-l:e..-v-o./., IC'n .l! } • 

Seo. A~ 1".:~ 1 enio>"lces deseo.n->OS mos./;.,.o...-r- <> ~ -r'-'e pa.Yo.. 
,a (!1) 

ca.da. ~e-A e-x1s./-e 1-1 €(~<: -l:.a.I s¡ ..... e ?<.€1-l SA • Pero 

x.e A e 1'.<_~ ,·n?f/,·ca... !ju.e. ~-.c..S-f.e.. I_; 1n.fe.-vo../,, e.., ~ 

Ío.f 'fue .~e I.,,_"- ~A. Po,. éo.,,,./.o, Si I.x.'") ""- C<>..b)::t ~fa~~ 

<l<'J<b} ce.,.., q,J,~ YS2r e1?toY>ces l-l:C1>•b)z .,y eum-' 

O'.) Jl 
ple CO'> ""€ 1-1 !'E A y H G {3c . A /,o..-o., :ioi Ix = (a,...,.)~ 

rf I!-:. (""°ib)::,r C<>,.., <>•b~':l. e,.,.f:.onces Í.en1>.YY10S !jue 

J.I = (a,-.)';!;. ll Y. o' H::: (~, h)x ("l -::Í. I resrec ../.,'vo.TV>enú_, CU>:!:> 

p len e.en /o ve!iue..-1·Jo • R:,.,. -f-o.nl:o , en C<-<.o.f9u1'er ca.so 

:!>i A€'?::'<~ 12n~onc:es f'O..ra. ca.J..,_ .:ce-A e.x,s.J.e /-le (3~<.::t.) 

../- <"') ~a./ 9ue :::Cet-1.SA 'f e.s o ,·......,pl•co.. ~ue A~'?:< ,,e.s de-

. h d ....,, c._ 't'(::f.) 
c.1Y'_, eN">os probo.. o <:¡u.e '-<!! < • t. 

!Vo-leYYJOS EJ u..e. e.n lo. demos {;ro..c lo;,, o.n l.e.rio r (c. i b) y, 

(4'c-,o..)y y ("-¡-'>);t. S13niflco.. ~<-<e. e.s-fo.rnos cons.icle,,-;,_ndo 



, 
o 

("'"'ª)X s;,yn ,"f1co... 7ue es-leo.mas cons;de,-o. ,-,do 'n /eyva_/os 

en X. De. a...7u.: en adela.h/e usar<"yY¡oS
1 

cuando .seo. nec~ 

Sa.r/o ~ e.s lo. no-iacio ~J. 

A hóra ola.r-el'noS an ~/ernl'lo de u'1 .s ubcor:junfó Y&;. 

Gin esra.c,'a /,"nea.lrnent. oYdeno..eÍo X t::al fue /o.s dos 

..fa11olo:¡1'a..s consicle ra.Jo..s o...,.,..¡ ba. so hre 'i son d1.S./.,·n­

-la...s. Pa. Ya. es-le efec.fo cons: de r-e«>os X= IR con /,._ io­

.P"'/º.J/a. ¡riclu.c;do.. _por el OYder¡ usual y Y= f:.:..:iR '"""-O}u 

vf_a:t::-11?: 'X?=.t]. Po.ro.. ;i.é:i ·en,.-, 2>.:t > ft.2) E7./Y.J y .s/n 

ernbo.r30 -l:oolo c'nl:erva.lo abierTo de Y 

Coni-1°evie f'u.nTo.s rnenores ·7u.e Cero. 

~..,e con-i1ene a .:!.. 

Po,- /; o.n~o [1, i!).:} 'l.'<.,¡~ 

f•n"- r;¡u.e "("Y.., 
1 • (V(!/.) , 1 .J.. , es C1ec1Y ·c." es es ... r,-c1'a.YY>en ~ mas 

Lo. pYe3u.n ia. n ot/;u.ra} 1 u~ ..su..-;¡ e ú;rne d,"a lo...rne n ./:e <is· 

cf pode,-y¡os encon..!Yo..r condic,"c.,1es sobre el su/;con_¡U.nfo Y. 

Je 1-af tr1anera.. 51u.e /as clos io/'oloy/a..s coi'nc/da.y¡? La. ns 

f'-' es/o. es a.f;rvno.:/;v(J... ¡ie:ro an./es de _Pasa. y a -l:Ya.Í:ó."r" 

esle l'unfo necesr'fél.Yno.S lo. 

1, :¡.¡._- DEFnv1c10A/: Sea. 

S 'Ju/en.fe 

ZE.f. Din?rnLJs 

de ns o~>J...L_e.!!,.._ef ser¡-/,,"Jo del O rde '2_ 3 / /"ªYa. -lo.Ja "'!} eK 

<:jue s~-lrsf.:i.ceYJ X<¡¡. ex:i"s/e -ceY r!a./i¡ue -x<.2-"''(}· 

!,;_:l.8.-..e_Ro,eg,¿.1c10/\/: Sea. Fe-d y Y~ K r:len.so en .X llr¡ 

e/ sen.f1'do ./e/ o,-den. E,,.f.onces ~ ... "t.= "t:',,,°l)• 

mo.s{Yay ~u.e ~~!/)$_ 

enfo>?ces e..,;rsl:e. u.n 



t"nf:eyva.lo I-x: en g -t.a/ 9u.e .:r.e I.,,. <1 Y ~A. Si .x no es 

un extfreY>-10 de Z: e11..!-onc<>.s e-x1s./e,,, a.. be-X la/ ru.e 

<1 .t:X< h; do.do -'j'-'-e a; -x, b e X y Y es denso en el sen-

../,"Jo del orden l?."JC1s-/e.,,, s,-é€ Y Con lo. °¡>Yopiedad. 

d:?¡u.e a.<S<?C<t<b y cleafu•'!fu.e :i::.ECS,-t)y ~ 

'f '::/_ n T.,, G. A • Si ~ e.s un ext>"em o .de E ent!onces 
, 

O I7C=C-c,-) ¡ut.YO. o.IJunoS ::Ji'CE8: yco-

rno Y e.s c/enso en e/ sen/;1Jo ele/ o>'den e-x,·s-fe.., 

S,-(;G Y ~a/ 51ue ?(.<.S<?J 1 ~ < f: ~ ::>!° 1 Yesr--ec"./1vaTY>eY11ii. 

fb.,. lo fan-l:o .z:ec- 1 s)~ SA 6 .;i::e (-6/-..)y i=A. ,q,,,. 

t 
CJ6seYveYYJoS 51 ue es.fe re.su/lado f'uede se...- ¡a.lso "si 

so/o .suf'oneYY>os·a. Y denso en X: en e/ sen/ido -éo/'ok-

fj•Co 1 e.s deciY 1 S•' "'!!=X. En efec./.o, Seo. E= ~:<::E- IR.: 
, 

x~o o 

¿;1é.. cnduc1C/o. t'°,.. el o..-den <.J.sua./ en IR ..-esf.,,,·.,,31do c.. .Ej 

sea. ~:: [ze-IR; 'X< o o' i ~X< .;t ,; ~.,. a}. e lo. ro. ....... e y¡ .fe: 

Y-=-X. Alioro. b;,,·.,,,,, A= I11:i.) e -y/.":1.l ya. 'ófu.e A= (o,.>):R:(J:i, 

pero de/,;d o 

!'f"e con./en30. 

f/oy -la.n./-o ~"" 

"' s¡u..e e v.a./!ju.;eY" <.n l:ervo.lo <.>n j( 

Jnfe,,..ser::lo. o./ "ºn.J'-'·Y>fó {?ls/R :x<o}. 

Ob.seYverno!> 

no es den.so en e/ sen.tic/o de{ oYden en X pv. <>s 

lo.! iue o<a<:t.. 
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(-,,, :J\r 5. C. pa.r.o.. cu.o. /.:s !J"',-E""" "X,;:¡ i;c. 

1 . .:1.10.- OBSk.!5.Jt.AD-C!.N U) .),· h es "ne. f'a,,.,,;/,ó.. de .sub-

COn_jL.tnTos ('orivexos de un esp~cio x~ i' /.al que (\~tP 

En efe c./-o., ~ea n 

";\'., ::l (: ur,; ; s .. .;,:., :J €- e rara. o./3Jn C (:e; y X<'¡/ e:n.J.on-

(E'.$ (?<1 :1-) ~ C!. ~ u ¡g - $ ," =<: G C, _, ~ E C~ y X ¿ 'lJ , (o rn O <1 (.; f' Qf 

ex1ºs .f.e ~~:ir- -to./ fj'-'e il'e e Pº Ya. .¿~ ¿,,_ e e t.; . Po.,.. -é-a.,.., -to 

.si :X<-e«if 
' 

ex. -e) º' e, y (r, 'j) S C.;¡ de O.. !j U I .!f'-'e <"·:O~ 

Se c,uc_, ~ u~ . Si <!<'><"'\;! en/.o..,ces e "·:J) ..,; e~ y C><1j) ~ 

~ (-C1:j)GC;i E;:V~. Si "'":;]( il' a.nalo3aY>?en-tz? (-x,';j) S-(?<'1~) 

!::: e, f;. u ¡g. 

sen-i-o.do co,,....,o lo. t..(n1on de corjun-6os conve)("o s. .-na..x/m~ 

Í ~eno5 dos a. dos 
les. Petr"' f'Yo6a,.. es fo sea.n "-'E.' y y?;:" r ... fo.,,..,../10. J., 

co'?JÚ.nf;;S convexos 'f'-'e con-t-1ene,., <>..?C .. : ~ f' fz5 )'e<.. !j-«€ 

(x} G t:. Obv,á.yy¡en &° rJ t: -f.pf f'º>'!jue xG C f'ª"º -todo.. 

C: .. = U r:; e.s 

x,,i.X'jf'Yo6o..,.ernos .!/"e C-xnC">c,-=Ji'f Ó C'"=C''>c,;s!!. 

f'.on3a.yy¡os !J'"'e Cxn C.,,, .,¡.;tf enlonce.s. e>os./e :JG-C"xi'1(',._, 

f'ºY lo cua.I pocle,,.-,cs ~onclu:r ~ue ('::>"u e,.,, E!S UO? con­

J;,,,,fo c.onvexo 7ue con-Í:1E!"le a X j a X-' / po.- c-ons-

de .don de A es fas con-

Jun/.os convexos d1".:.jun f;,5 se /e:; conoce corno lo.s 



~m/?.one,,/es c.onvex-as de ::/. 

E's .in..fe..-esa.n ~ ha.cer no-lo..>- q«e el C'o.-.cepf:o el" 

con ve ><"1d o..J. .., os do.. 

,y ":. (.". (:!L) 
'-<. '/. < • 

f.:1.-ff.- l"RoPOs1c10,./: Sea. ZEJ' s; y!;. g e.s un Con-

J;,,nl;, Convexo con a.1 menos e/os e/e,...,en-Ícs ~ eni-onces 

.,_ 'l: e Y) 
c...,'f < . 

De,,.,.,o.s-i,..a.c10:,.,: 'Bo.s-lo. proba...- r;¡u..e "l:~!l) !: "L<~. 
~(~ J I Seo..n A G '-<. y .::,:~A::> en-r:-once-.s .si ->< no es un e><"tYerno 

ele X <!>el.si-en q,h€X -?al ¡u.e 'XE.T;,c:(q,/,);¡r y xc:;: 

e I-x n y ~ // J y C'O .....,º y -l-1'ene Q/ n?enos d'os />u ni-os 

ex 1 s -1-e ;J E y - { 'X J >' e I a. Y' a. yY) e Y) tt. d < ?( t5 "' < "':J • A de -

me{s ::; e(o.•b)z r¡ Y~ 4 o' ¡; t/- (41b)z '1 ~ Cons,'de -

'Ternos '<?r y ~ ~ (<>1b)g /'IY ~ 4. Si e'os.fe,_, f'Un­

f<>.s JeYeri..?re -xyl:. sea.i!,e('Y,b)'H: y e.,/o.,ces 

-/;end.,.er'YIOS 7<.4e "X'Gt'':J,?-,)'í <a4. Si ~o es es./.e el 

C<\SO /"ero {h,-)y>#.flÍ .sea. eG(/,,-'>).:t·Y por.se,.. "S:, 

conve>co f71,:c)
2 

!: Y y Pº'>" consié}<.<ie'nti. be,~ y en 

esle <:<:<so :><e- l:¡. b):t 9: -4 • s; <;,.,-.)y -= f21 "'"'.!-º,..,"''s 

;;l<f?. ('Jj_,~)y/~A • ,G.s LU'> CO..SO a.-,qfo.Jo C<.4a.n./o X<~ y 

g E (a,b)z n 'i E. A. AJ10.-a. .suf'º"'J"'-l'Y>ºS rue :J 1 (o.1b)z:t1Y 

C"on ~<':><:.c .. ,,,.,., ?c.;;c:-Y e..slo ,:,.,.,p/1e.:... !!/"'e <ij.?t:)i;Y 

y fOY lo -la rrl o <t ~ Y ; .s i (?f'1 b )E t'l Y :f 'pf en-h n ces 

XG(Q.2').,¡f=A f'O.YO... a.Jj.ln 2.E(..,,.,¡,)~r,y . .sL(pon-

:J°' rno s !J. ue ( ""'' b)z t1 ::t '= <;! pe .-o ~u.e e xis.Je 2 € 



:Z.i 

beY f'OYSeY Y convexo yde 

a..9u.: "j'ue :re fq, i:J )y S.,.q . Si <:x, ~-k- n::I-= ~ .,n./onces -

XE (0.,-">)::1. ~ ,ll • S,"rn;/4 Yn-ienTu se {ya.~«.. e/ C'aSo Cl.I0.12. 

deYecho ,znlonces neceso..-io_,.,,,en4" :¡ex 

en.f:oV>ces :l:"G C;!J,-..)!l S'.A y s; :;t<o..<":lé" 

fº"" lo 'anio x,;(4,-,.).X: <;,A. Ano./o:¡o.....,en7'ii .sepru.~ 

ba. si ;>C e.s «n ~xi.-e~a izi¡u;evdo. t 

CIO n '/'"'e L.lSQ.rerna.s rná.s adelo.n~: 

!:3.:_!!!_.- Seo. :X:t:./ y Y~ X o.bieYÍ:a . Fnl:ances la.s co':?? 

ponenles eonvexo..s de Y 

.Dernos-.? ... ac10Í::i_; Seo. C uno. cornronen-tz conve><-c:>.. je 

.Y~.X y .sea xe C S.:L. Como Y es o.b1e-.,-la en X' e-x,"sk 

e es el 
~ . 

rnCt-::ic-1rno 

Cll. X. Po,.. /o -lo..n./o 

de X. t_ 



NORMALIDAD 

En es-fe ca.pí.fulo el obJe-i1vo pr•nc1Foi. I es ,..-ola...­

'lu.e -lodo esf'o.cio /,nea_/,,,.,enÓ, ordeno.do es <.< n esp"'<c1o 

./.o,Pofóyú:o ct>/ec/; varnenG norl'Yla./ t heredil:a...-1arne.,,&_ 

t:olecli vo. rnen ~ Y> o rrno.J. • 

J!..f.- DliF1N1c10N: Sea. a.Á = {A3]H$ c..1no. f0tn>1·¡,a_ <Í• sub­

conJun./-,,,.s de ~,, e:spa.c.,"o -tco¡0olos1co Z. 

(~) cÁ e.s /oco./T>">en./e ;(_•ni/a. S / f'°" re:>. ~odo. ><".;X ~?<:1S· 

{.s,;S: Un.n .. ..¡~} 
\···::·.-···:·» 

t:.S ¡.;.,; 1-IJ • 

(:;) S: /:ocio f"tJ.nTo ><:eZ' ~/ene """' vec:inolo.d. 1ue 

¿,.,ferseclo.. a. lo rná.s o. c...n e/eyy¡en-1-o de c.Á e,., -lonc<'s c}¡_ 

yen'l<>.S !J« e lo. :f'.:un,· /,¿,__ cJZ/ es c/,"sc>'e~o... 

cla.ro.Ynen"ti. iodo. j'a.rnil.o.. d1.screlo. .,,. ... loca.IYnen-6 fl­

n//.O.. 

2-'j.:-LéMA: Sea Z"~J' y·cÁ= í{x$}} .. ,;5 """' :fo.rn;/,a, 

cL:ScYei:o. de .subconJü.nGs .S•nju/o.yeS de :z. Cnl-on-

c.e.s ex:1s./e «no. :Fam,"/,Q._ {Us}sE-S .Je SC.(bco"'!lü.n/o::. ,,.J,.e!'." 
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./:os de X la/ 'lue U,s n lis> 

f'ª>'a /:ojo._ S€ S. 

Oemo.s-é,.ctci,;,h.- Po.ra.. cada -tES seo. V~~ una.vec1nd.,../<i'e 

::t:., da.Ja f'º>' la. d1'scYeu"a'n d" la. fa.m¡/,o._ cY/. Ahoro.. seo. 

s ES y COYlS:dercn?oS el COY>'eSf'01?d1e,,/.e Xs. SI Xs e.s 

un pun/.o aisla.Jo <!nl.-onces Uso= {X3}. Si ::c5 no es 

0.1$/c,. da p-rocedei-nos corno s13u.e ! sl ex,"sten -é,~'t!!S 

-le.Yva.los o..bJf!o-lo.S .,.., X (,,./ -rue -X.je~· 5' v,,..J po.ra... 

J-= s,-1.,-t'. $; It. n Is:. pr y Jt, r>.Is ~ Jlf sea. Us :I.s. 

5/ I.., f1 Ts"" (zf y It; 1 rlis "F~ enl-o..-.ces cons:derernos 

Us::: Z:.s n r-J :x.,,] cuan.do Xs len:Je<. u.n efernen-lo CO!:;! 

se cut; V'o y u$ = Is r¡ (.o,.- , X,) con x' €Is - I,,. cu.o. Y> da 

:t"s no-l:en_Ja. .... ,_, sa/Í,o a lo. de.,.ec.Ao... s,· .l;n Ts -f.?Í=.I;_.n.I.s 

la. consfr1.u:c1·o'v, de l!s es and./oJ.A.. a.I caso a.n./.e no...-. 

S; .L, n T 5 4 'jt f- Ie l'1 Is .,.,,.¿onces .s1' ~ tiene "'" sctl-lo 

Q la oleYec.ho._ COYJSicf.,,,,.aYYloS u, =Is.., (?<1X.:.] ./onde 

XEis- It: . Si .::es i1ene <-<n so.J-i-o o.. lo. 1z1u,·e,.cla.. se 

¡>Yocede .s•mi/a...-"'e"'-t-e. Si ~.s ho 4,'ene .so.1-los . .,,_la. 

done:/"- :><E:Z:s-It; y·=<='€I,.-T,,.~ y :>::<.:X,,<-x:'. 

sos .son -6.,-a.¿o..dos analo:¡a..-nen'Ói.: Po..- le -fo.n-J.o do.do 

que /,,_ f"->ni /,;,_ 1U.>},..,. 5 as/ <:ons-l-ru.1dt.. cumple c-on 

' lo re9ue,ido, 1iu.edc.. ¡»obado el /en-¡o. f 



VI 

.2.7.- DE f<1w1c10IV.· Un esf'a.<:io "Cºf'º'""'.J1co ll. Tr es coleclt'­

vo.men./e y¡oyyy¡o.J s," 'f .solo s/ f'O.ra. .fodo.. fa..-n;/,o.. d1s·o.,/.o.. 

{l=jJ..,_ 5 Je subconjunfos cerro.dos de X: ~-xisle <.1r¡o. f<>­

md1A. tlls}_.~s ele suba"?.J'"n./os o.b1e.,-/cs c:/., }{ ial 'lue l';sUs 

f'a.ra. .!ocia st:S y ll.sriUs' -=.9f ~1ernl'>e !j<-<c s.;. S'. 

(!fo.ro. Yneri te l:odo esro..cio cofecli VD.rY1en-le norma./ 

es norma./. A. con-finu.a.c;o;., probo..Ye.,.,,,os 'I'-'" -lacio esp<;i,. 

·e io norrno._/. 

rnerr/.e no.-ma./. 

De!Ylos..J.-ya.c1oh: Sea {i::.,J.,,cs u.no- fo....,,¡/,o.. d•sc"<"e-lo.. 

.Je .su.bconjunl-os ce.yya..dos de Z . D<'.seo..rno!!. Fro-

ba.Y 'i/u.e e1us ./.e. ~ UsJ .. ~s -fo./ 9°ue po.ro. ./,od,,. ..5EoS ., 

y F,, s U.s fo.YO.. ca.da. s"' S • 

y con s ,·Jer~Y'YlOS 

ObsevverY10.S ~u.e W.s n W.s•-= <;I para -éoJa. .s ,¡.s• • .l:n 

efec+o en+o..,ces e-x:1:S.f.evo a.s,b~ e ~ 'I 

as<11-~b.s y O.~·<~(bs• (eis 1 b)n(LJ,c;•)tO 
.1 . 5 11 s 

y ( <ls', b3 •) (\ ( U ¡:-t:) ~ ~ • 
. -ff.jl 

Do.do if"'e {1;}5 .,s es u.no: 

e- ca s, 6 s) , es decir 
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w, () 1-V'~· =. 9l. 

c-,e-l:o.. 

s•• s; Pº• to.n io e-x.15-le une.. vec;..., clo.d de?< en K 

(a sa.l:>eY, 111.s) ~ue <n-ler:H!cla o. / 0 rno.ºs a."" el<!!rnen-lo 

I"" el /n./e-,.va.fo qn X ~ue con-l1ene o. '><" y f/o..te /n./e!: 

sec-Ja. o. lo ....,,.ó.s o. un F.,,d,ja..-nos "F,.. j se ao.¡;Y.;..,,,c.. 

!Jue Ix rn-ler.sec-la. "'-lo rnd.s c. hls •. Sv.pon3<>.mOS que 

I-xri W.s "4-<;$ paYó. .S-4So, en-lonr:es I?< n ~ -:1-(IÍ. ¡;-,., 

efecf.o, t.i :Je WsnT.,., e·h.f...onus ~ 't-?C pues 'X 4 'Ns y 

fºY i:o.n.J.o °'"-:J-<.b /'ªYo. o.'.J..._'n o.oheF5 y 'i}Eix y 

corno d € (<111,) riix , en-lonce.s .r...,, ~Ns >' poy lan/-.o 

X6 V\/s, con.Jr·acÍ1~c,"o:,,. Por consi3vrén./e o. G I,.n ;; 

¿ be- r?C,., F.s J es dec,·:,., I-x,., F,,, -t-r;f J Con-l..-o..~./,(o'enclo 

fo. elecc10;.., de 

Jo n'l,{S C\ Ws •. 

I-x . De o.~u: que Ix 1ºn-l-er.se~-lo.. a. 

p_..,. ian-1~ fll/.s}.s<=S e.su.ne. f'o.m;J,<.._ 

i\ho..-a. pYo ho.-rennos 

~ue exi'sle ;; e Fs n 

~ e Us•1s \.il.s; , pe v-o 

que ~ t"l (U his•) = $15. Supon.'lo.mas -, "'".S 
(U Ws•) t!nfonces fºr flJ.i) :J. e fo; y 
S'~ 5 

u Ws• ;",U le w~. -lllls•) u W.s.J 
s•;¡o5 ~'i!> 
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- L U <W~· - Ws•)} v LV Ws•1 . 
~·ts "''~.S 

De a.!'ju..( !i/u.e 'JG.sYsW~· 1rnpl;co._ fj'-'-e 

Ó 'd",V
5
Ws•. Su.pon3a......,.,~ !fu.e. !:Jf.'F.s 

./:onces ::J € F5 y "b G Ws• pa.Yo.. o.l9u'.n 

'<! <f'_ UCWs•-w~,.) 
s•-ts 

y 1j- € s~:5lills• / en-

51 :f.$. Po..- l-o.n-

.fo e.'Xlsfen a1b€F,S, {o./ !j'-'e :JE (41/,) y ~"°F".s. y <'Sto 

Ímf'fico. !)'"'-€. !:J€ (<:11b)nF.s _, conf,ro.J •. c.c100 put>s (o.ob)~ 

en+onces ¿jf:F,; '/ ~€ ¡.ifs.-W.:;• po.Yo. o.13.J."' S 1#S y 

es.fo iyy¡p/,·ca. .;¡u.e .f:odo in~e'rvo..lo c:>.bterlo T-;:J que CO.!J 

./:1ene a. ?J so.i-1'sf'o..ce !/u.e T';J n W~· -4=-r;I y da.do !!"'"' 

i.. J UWs• po.,. la.. d1scu.s;o~ do.do.. cuo..-.clo .5e prob.t 
q "f s•.ts / 

lo.. d.iso·ec•o'°i Je fo.. .fo.mil.o.. 1 Ws},,~s -!enerno.s !f"e 

I~ ri Fs• :/.tj. PoY lon:/.o, -lodo. vec1Y>do..d de':J "'l­

.{;e.v.secf.o. o./ menos o.. F5 'I F..•' e,.., .fonces ~F".,.J5 .,5 
YID es J,·.5cre./:o.., conf,ro.J1'c-cio~ 

<es vO..C'tÓ.. • 

f:nS<':J<-<icÍo.. ¡orobo..r.e'O"l~.S 

<-1.".lo. :fo..rn ,"/,C... <:l,"sc.,.e-l:o.. ~ Seo.. '2. e X y Suf'on30..rno s 

~t.t.e a no es C<n ooun fo ele o.cu mu.lo.e,";,~ de U (.¡:;,~w.s) 
I 5e-S .J 

de. ~ /.o../ t¡u.e Vn CU U~-"11$)) 
.:.~S 

es va. c.'a._ . Si i! es u.Y'l /'un .J. o de ·ctcc.c rn u.Ja.e. iot., Je 

en-l<H'l<=E'S · l:odo · ~·,..,.¡eYvo.Jo I~ qu.e con.foe.,.,e Uu=s-Ws) 
.SE-$ 

o. i! C<.1 mp le. con C..O.'Yd (:r~ n (.U (fS-Ws) )) >,:. ,'l!o . Como 
~E-S . 

fi::-s},sc;S es discYe-l:a. e.x:1s.Je. Z: · 1'n;tervo./o ~/,/e.,..f.o de 



(en cuyo ca.so I"* c.s ""''" vec,,, do.d de z !fue c'n{eYSecfa. 

6 bién e?(./S le sc-S i:a I 1'-"E .se e.u mple Ca.n:J (I2-~n 

'1 (F,,-Ws)) ::; -;!o y IT!.,.,., F".s· ::: l2Í pü..ro. i;oda s• t.S; en 

es.J.e Ca.SO St?a.n 

Y3t:-(-x,,X2) en.f:<>.,ces e-xls-le .:;•4.s -l::a.l 7ue rx.,'X2)t'1 

n F..• p )!Í (¡>u.es si >">o fuera. ct.s( -lenJn::..n?os !!jue l'><.,?c~) 

nCUFS')= flf-j.y de o.. .. c¡u..i' sue l'>',,x.,_) S W..s y poY .JQn-
.s•15 I 

l:o ob+end,,.:o.-ma.s s¡<-<e 'X3 G: W.s n(Fs-W~).).J peyo. es/o 

es uYla con-l>·o.dicc;o~ yo. 51u..e. es-lo ,.:...,p/1ca.. ~v.e 

I.,*'~F.;,1 'f fD. Po..- Jo l:o.nJo 2' no ¡ou.ede SE'Y pun./-o 

de qcu.mula.ció~ de U(F:.-Ws). J:.-.-lonce.s, J,e,.,.,os e>YE. 
.>ES, , 

ba.do 91.te {{-x}:xE-VU=.s-w.s)} <?J..,....,"' :fo..,.,.,;/,Q.. d•s-
7 .s~ s 

C-rt!!-l.f:>.. Po.,. ~an./:o, de l2,:¿) ~-x.is./.e.,, eo'?Jun./.c~ a.b1e_! 

Í:os i U,/: 'X E U{f;-W.s)} ./:o./ s¡u.e u.;n u.; :: rj PQYO. 
se-s o 

?:1'~ y XI: l../; ~o.yo. -l:oclo. ~€ Ji/S-Ws). 
"P1naln?ey¡../e Je¡-,·,.;,rno·s U.s= W.svAs donde A.,= 

-=-lvu; ) " (X- u ltJs·) . e lo. y o,.,, en ~e F.s ~ Us f'°'YO. 
""7',,·h/s S'.f5 

cc:..dix &(;$ Res./o. pYobc,,.- 7u..e Us "! lJ,,-=- 9S po.Ya. 

s .,¡s'. Es .SU-f"ic1en/-e,. r-roh4r "JI.le po.ro. l::odo. S:fS' 

A~<iA 5•=9S y WsnA,,·"~. ?~ro AonAs•= ~ya. !jue 

Y LI ÍJ (o y¡ j"' ¡;,-w,. 

<oe: x:-Uwe 
ttS' 

e€ As• , .,..,./:onces 

so,.., c..Jen a.. s . A horQ. 

) e.s./o •'Ylp/1eo. q-.<! 

2'E 2: 'I 2 cf u wt. = Uwt ) E'.S d<?c,·..- I '2 4 wt po..Ya. fo-
t: 1'S' tf~' 

da.. -i * .s• } pta too.n.fo 'Z f wl- pa.y.:; -1,oda { :¡ ~'·· PoY 



2.8 

consi3 ..... ;ente A.,.•nW.s= ~ 

{Ud.seos es lo. fam i'J,a._ 

po.ro. +ocio. .s ps 1 • 

busca.da.. t. 
Por i:a.n-lo 

A.Je,.,.,~.s, lo. e/a.so? Je esra.ci'o.5 J,neo.le.s o•deno.clos 

cu.rnf'/en -1-a.rnbi·e/n Con -/ene_y co>rJo uno. !''"º!';edad l"?'g_ 

r/,·.¿a.Yio. e/ se>- cofec./.iva.rnen.fe norryio.les y /'º,. 6<>.n ?o 

i:a.rnb;e'n 'resqffa.n SeY he,.ed; fo.,.10..rnen./.e norma.les. E.s-

./o es f'Ye<::.iSa.TY>enfe /o ~u.e ¡n-Dha,YernoS O. Con-lonua.cio~; 

:z.6.- TEORé',..,,q: Seo.. Ze- d'. E,,-/ances X es he,-ed,"io."r10.rne!!_ 

-.fe coiec/./vo.yy¡enle ,.,orrnal y.,,., po.r+,·cular Ae.,,.edi·/c.,,a. -

menle nor,.,..,a.I. 

!}ernos.J.,...a.c;!EÚ2: fb,,. CA-~) ba..slo. P"'" bo.r ,,,_,e s; YEE' 

Y e.s r:ole'?c. 

ces dende 

ca.do. o<.<,.I, Co1 e.s una. corn.l'onenle convexa. de .Y 

Y Co1 es i.tn subconJ¿,.,To ablerlo r:le X. A/,.rnó.s, da.­

Jo 9u.e ?ªYa ca.e/o. ot:G.I (.¡ es convexo !"º"' c1,::i,lf:> 

-lene.-no.s !/u. e C>t <re J'. PoY ConS/.J"'en t;, , poY (2.<I) 

e<{ es col('c./;va.rne.nTu nOrrno..1. Con es-lo. t'dee<, en 

rnen./.e ~seo. f F:sls.ss· u..,o. ¡"',..,.,;/,o_ diJc"Ye-1:-;,_ de S<lh-

c.o"?jun./os 

f'<l YO. Ca.do, 

crel:o.. Je. 

c<.E:Z:, { F.,n (.¡}s.,;.S es un<1 

ce...- ro..clos. en Ce¡ y 

ob-/eneyy¡as 

-1.enerno.s !?'-'<!! 

fo.Yn ,· J,ó. <lis-
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{W.,,-rf.seS fo.rn;l,Q. de su.bconJun-1-os o.b1erl-os de("/ .Jc.1 

d <es '".s'" n 1
•

1
5"1, -- ,., s1~~ po.>·a. C« O. ~- )1 'V •V Y' ,.~ 

p-re f¡ue S ¡! ..5 '. ,q de -rnds 1 pa. r"l co..da. se S 1-v'.s"" es un eo!J 

J;,..,,,-1-o a.bi'e.,.-/.o de Y f'ue.s C.; e.s a.hier./a en X:. E?n-

considerO.>"YIOS u,,:: u W.s"" 
aE'r 

-lonc es 1 5 i pa. ..-a. ca da. .s ES 

ob-l-ene,,.-,os c..in.o. farn1/1i:>._ f UsJ.s<:-S de J<-J.bccm.;¿,_nfus 

~b/ey-/.os de Y ia.I 7t.1e 

Us n l/ s · =-fil s ¡ s P. s'. 

¡n'edtJ.d t:.S iY>.-ned;a-lo.. 

~s. lls po.ro.. 

E:n efec-la, la. 

y f'ª Y 0. V<?Y la. 

~oda. S'2 S y 

l'.-'me..-a. J'>"O-

se.Ju.nda.. sear¡ 

$,s•eS -l:al !ju.e S'l.S-'; en-tonces, Si xe Us n{J 5 , oe.s-

~o ·,,.,,/"¡,·ca.. 7ue ex.1s-/.en 

t <!s./o •rnf' /, é "'- !Ju.e Cc1, 

I '·.'."''.-.w.ol.,,:.. ~ ae a.. 7 u. i' !ju.e rv.!. • , ~ ,. >" 

C.,,, 
1 

es 

/o e ua.1 

lo./ .!jue X.;. iv.s""·n~';'· 

.Jee;-.. cl.=«2 y 

con../ra.dlce la.. 

Po..- ia n-1-o , .de c:?.aJ <."o,., 
/ -

Corno un Ca.So ro..ri1'c.ulo..... ole e.s-le.. ,; li1mo -r-e.suJto.clo 

obleneynos !/u.e lo.s veml"los (/,,:)_ 3.1-3) ..Son normales. 

A~ra.. b/e;..,, reco.,.de;nos s¡<..<e <-1.n t:..spc..c•":> -lopold31"<0 

X es /la.rna.do F-"-'Yfec./-a..men-/.e norma./ si l?es norma./ 

y -l:odo subc.,,;ju.n-lo cerra.do de X e.s ul') c-or>.Ju.nt:A:o t!St; 

(es dec1'rJ iYJ-/ersecc;oYi numeyo.'ble de cor;fu.nfo.s «.b1e::;: 

-tos de X). En-l-cn1«:>s, ele (:/"/) ohiene..,..,cs el .si:5v.1im(¿ 

Coro/o..rlo: 
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lodo .subcor:/unfo CC>Yo..do ele X es <.<n conJún /o G&. 

:<.7.-E.JEMP1-05: (r) Es ¿,-.,·..., coy¡oe;do 51u.t: el ;/ern?/o (1·~·3-1) 

-l:en es/'a.clo.s -lopoloj1cos /,"nea./rnen-Íe 0Ycler1a.dos 'l'-'e no 

son p<t!rfecla.rne,-,/e norn?o.le.s 1 CoYno rnu.Ps/,.o.n los s1j•oerz 

-les ~jemp /os . 

C.:i) FI v·ernplo r1-~.3. :i.) es un eJpa.c10 ¡ue. no es 

pei-feclo..menÍe norffla./. En efec-1-o, en el s1:1u1.eni-e. <'.9. 

f/./ufo pi-obaveYnoS 'j'-<f' .es./e esl'ac10 es (O>nf'ac.-f.o y/'º,.. 

/;o.n+o L;nJe /e;;¡_ Po.- Consi3uien.¡.e, Si :fuero.. períec-l-o.YYJe!2 

./:e nor-rY>a.)_, poy (A.3), se..-(o.. he>edi./-a.n~rnen!<!' l/nde-

lof peYo Y= ! tx,;}): x E.I •.:J::. ;f} es '"'" subesp«.c/o de 

!'º" -io.n./o no es J.fr,delo/ ~ con.f ro.d,(.c;o:,.,. flor i-o.n-?o 

I"' Col") la .f:.of'olo,y14.. thdu cid a. po..- el OYden le >ucog>-<iflco. 

no es per-f"eclo.rnen./.e "º"',.,..,"" /. 

(.3) ¡;:,.,e/ co.pi/u lo 5 probo..t-ernos que (l.~.3.3) no e3 

C.J>7 es¡oa-c,"o per;fe c/o..,..,,,enlc YJa"'rY>a./. 

(.1/) s: X= wcw,) u;w,j es <!/ =pa.c,"o de los O'rd•no.leJ 

n>enore!> o <juo.Jes o./ f''"'rn e r"" o..-dlnó./ no ...,'"',.,..,e,,.,,,_¡,,}~ 

con¡..._ .f:o"º'º.J""'" Je/ orden enfanCC?S Z..,o es pe ... ¡:ecl-o..-

men./-e YJorrna./ !'..,es 

pu. e 5 



<!ole cc1·0:, numeYó..ble 1.A.,}.,¡;.p¡ Je co.-.Jun./-cs o.lne>./t>s 

~ue coYJ-i1i?nen o.. W 1 po.JeYYJoS enco,.,Íro....- u.no.... co/ecc1'eJ~ 

de e/eyy¡en./-os bá.s1"co.3 Je I<>. .forma Col,.,, w.J ~A,, f°"-

>'"'- ca.da nt: tW Sup ~., -.. .1-1 <ll..l, .,¡ a.olo 
nf J>,J 

o/.,,, o <e!j <-< ivalen.J.e ,,,,,en-Í-e Jea.de. [o 1 c(.,,) PS 

!,fe y la. unta..., YJu.Yne.ro.hfe de co.'?_jun/.os huYY>eYa.bfes 

e.S t"lu1??eYo...b/e Po.,- l-CllnJo .l/An ;!! (dl,w,J io- ÍlLl,}. Po,. 
1110/Y 

'-éo.n-l:o X no es peYfeckrn~n+e norma./. 



CAPITV/.03 

c·o/'4PAC1 D"lD 

El oiy"e.J1vo del pye.se.,.,le e.a.pí/-u.fo es es.¡.u.d1'o.r los 

esrQ.c:o.s /,nect /.-nen/e o Y de.no.dos .:._ornl'a.clos . Primero SOi? 

·co.-ro.e.i-er/z.a...dos /'º"'. rned,"o de l'vop1ed0-des senc1~f<>t.S y 

Jes pues se f'a...sa. o./ ,.s./uc/(o de a.l.Jeo1a.s de. su..s corn¡>a.'=. 

l:ac/one.s. 

(r} Una fo.Yn i /,t;... { A3J.s~s 

51.<.b1'.e..-fo.. g,J,1é...-:Í!b de X SI 

Y f'a. >'"O.. -iodo se S. 

Je subcor';./u.•1 .J-os <le .X es t..fna. 

x°= UA .. y As es o.hle.,.fo en 
se-$ 

(:z) Ul'la cu.b/erla. {As}seS' Je X es u Yl<>. sub cu. J,,e.,..-

/:o. d<a o-bro. Cu.b1'er/.a.. {A~}~ ... s .Je X Si s•ss y A~=-,As 

f'ª Ya -1:-o da. se -s •. 

C!J) }(' es un espa.cr"o ~f'-o.~./.IJ 5/ l:oJa. cuh1erl-o. o.b1e.r 

./ca-. de X .f:/eY>e t-t'1<1 su.beubre,,../.tt-. .¡,;.,;./.,,_ • 

9 • .:i.-TEORl?MA: Se<=1. Uí,'T<)ed'. K es cornra.clo 31' 

'1 solo si -loc:lo .su bccrjun-f-o . AS X -b1ey¡e supv-emo e 

,:,¡,ma. 



si AGX no es.f.á.. o.co+o..do s<.1/'eY;oYT'YlenÍ<': enl-onct?S 

f'a-.o. ea.el«. ::-CEX ex1"s-le prx)<,A -l"'-l!jue ><<pe-x:).En­

-é-onces 1 si 2oi;.A es fi.Ji> obleneYY>oS ltJ. si3·,,·e,,,le C!:! 

b,ey-/o.. a.J,,·e .. .¡_..._ de X.-

'U ;. 1 ( '20 1 ";t ) 1 "X E E: y ~o .t:. ?C } V 1 ( .,.._ r p ( ...,,.,) 1 
!fue no -l:1"ene. subcub;e.-./a.. .¡,;,¡./.o... p,,, efec:l-o 1 po.ro. 

{;orlo. fo.rYl,"/,:o._ f1r.i.fa. {e-e.,.,..-.:)}¡':., lJ l<¿,.._11'C"'l•)1J ecw1-

sideYeYY>os a.. ?e:=: .,.,,,,¡-x. {~¡: • ,..:,,.,.,} ,e~l-onees "'""'.! 

-!:<2 pc'Jt.).: A -l-o.I !J ue :>e< pt"J<.) 

pc-x.> 4' 2 ('i!o1 'Xi) (J (e:.- 1 ff~D)). 

fo>' C'o.,, si J 1.1. i-e .., .Je 1 S ,· 

fimo), los con/u..,./os 

(b,-'>) c=on .b uno. co-/; Q. 

.,(E A } V { ( ..:- , r,>) ·. f-' e S '-'no. 

"J e~ lo ,·Ynp/1"<'0.. !/"e 

U,.., "\<"E>.S u/lo. do o.nÓ./o-

(1;, - / 

mfe..-ior}) COl'lS-ll-

.fu.yen ,,,.,,:l cub1e.-/.a. o.J.,--e,..-/-o. .Je X t¡t.te no -6~-e..,e 

ni>1J..,_..,,o,. subcub,·ev./O:.. f'/niltS- ; enionces 1 po..- lo.. 

obserYQ.C/o'.., hecha a.l'l-l.e ... :o..-~enle X e.s no eemrac:i;;. 

Su.f)c1eY1c10.. Seo. U <-<no. cub,"e,.../4 abie,..f-o... de K y~¡, 

e/ pr1meY ele,nen lo de Z. Conside-rerno:S el co_'VU.nfo 

S>= {~EX.: f'á •• ~) f'uede .se...- cubie-rto po..-' un ru1-

mero -f;ni/.o de elernen-J..o5 de Q.{I} • Po . .,.. J.,,'fd./e~1".$ 

f'odemo.s cohsi de.,.o...- e< ,,sup S. Entorie.es <1.-x1~.f..e 

Ur:.CU -lo./ qu.e <>(t::LJ y po.- i-o.»-lo ~-;c,'".s-/e <u1 1nl-eYvo./0 

·I"' l-o.I ~u.e o<t;X.., ~ (/. s,· ro1 = (0.1 /,) <en-lo nCl!!S 



a.<~<h )1 o.s-1-o •mp/;c<>.. !Jo.te a~S y f'ºY -1.an./.o (ct,f,) =sS ya. 'l"e 

si i!~ c..i,J,) e.n-lonces >!C.,;S., conlra.cl,·c•en<Ío a /e.. /ef•n•c'o ~ 

Je a(. Pero e.slo s;3niF¡'co. !J= 6t:S lo cual ./o.mJ.;e'r,, ~ ,"mf'o -

si/,/e. Por consi.J•.oen/;e Iot= (<lJ'"">) po..ro. o.':Ju.na. <1.<"< • Fn­

loYlces f3., o..) f'4eJe S<!r C"' b~e.-./o fOr u.n n~rnerD ¡;.-.¡¡.,, Je 

.e/eme•rlo.s ele U y (<t_, .... ) ~U. Por ianlo X puede ser ¿...,¡,;e,/o 

par un. nrfl'Ylero ¡;ni-fo de efe.,.,,en-los de 'l11 1·.eJ X es compa.cfe.t. 

3.3.- EJl?HPl.05.(4.) ·Lo. t-ecfc. yea/ IR no es un espacio co"'Fclo 

rues IR n>i.SIY10 no -liene SU.f'rerno ,,,. :nf•mo. 

<~)E/ .::u.adrado /ex1c0Jrd.ft'co X es un espa.eio compaclo. 

l:n efeclo _, sea. A G.X • Hos/.YaYC!mlJS .!/ue A -lu~ne supreYno e ,~ -

fimo en X. Considerem;,s .(,,, ,o.u..p (P,all) Jonde P,tR) es la. r•i. 

mera f'>"oy~cc,"o',,, de A sobre. I. En/onces,, s.- <><'.t=:.P,Ot) consi­

r:Íeyemos D= {!1€ fo,tJ: (-<1:;pe A} y (3 "'S<A.f D; y raro el'/ R<A) · 

.consideremos ¡9=-0.En-/o-nces (of1{3)=,ov..pA. En efeclo_,cot,13) 

es co/;<J. su.Ferio>" de A fu.es .s/ l'K1J) e A entonces X~Oc • s; 
X <.oi en Ion e-es (-r. :J} < tol1j3) y si' X= at en/onces ('X1 ~j) ~ D y fºY 

-ian.Jo !:J~ (3, ¿.e,(-x, 'j 1 ~ (-" 1 (3). Si obora (s,-t) e.s co-la. superioY" 

Je A enfonc-es I'°""'ª ./ocio (k,~JE-A s.e ~•erie .!fi.U!. {><1~) ~ u,-1.) ,t!S ./ttit 

)(<S .{ yi:oS y ;J ~-t. Sr 1'<.S en./once.s ~S f..,e;s oi:r.S .. f(P.f.tJ) 1 

por·lo ./.an.J,, (o<,~)~ (s:-t). Sr X=S 'J :J~i- en-lon<es f'O."t'd tJ<~ -lenf 

n>t.SJf'º>" de.fi'nicio'n de fJ, (J!::-1: 1 fOY lo lan-lt, (ol1/H.!ltsil:);f0Ytt 

:J=i> Csrl)EA y foY lo.ni. psi: ,esJec1'r_, (ot,p) .!:(S~). Po~ /anl,, (o(,fJ)=supA. 

AnáfDJi2rnen.Je .se ob.J.enP rflt/ ,4. Par .feo-rema ~ .... .J.e..-1'of"',1ef t!u4Jra"'1·1e,,.,~03rl.f';,' 
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C.3) El espa.cio de o•cÍ1no. les 

/0J1"o.. Je/ oi-den no <'S c:orYJpac-J.o pues e) subc:c.,.J•Ú'\4-t, 

tol, W~) pa.-ro. ..{< w, ho i;,"e•1e sup>-erno. 

C'I) En Jt!>ie>a./ _,,. ;:¡ es un oyd,~a./ l1"rn/le ,,..¡,·¡,:zando 

un m1sMo ro.2ono.•n~en./-o corno e.n c3.3 . .3) pode.,,.,os. de­

mo.:J-lra.r 1u.e f"o,ri) c:o.n /<>. -i.opo/o.J,'a. <ie/ o't"den e.s .,., 

espacio ;¡ue no es com¡oac-1-o. ,s,",-, emhar'3º ro, ::iJ sr' 

es compa.c-1-o ya. 7ue -lodo .subco?)un./,, de él Í1ene ,;,f•mo 

r .sw¡n·emo. 

Oi~o -resu/T:odo ;n.JereJ.o.n./tt 1'1<! se ..-ef'1éYe Q. s<tLes-

rac:1"os cornpo.c-1-os 

e.sel ·S"i_J<11e>?G_: 

.a.11.- TEORE'""1A: Sea. ex.~<) t: .!' '/ Á.S.R' COYn,,ac-lo. (;",,,_ 

-i:onees .se Gie ne 91.u ?:<,.-= ~:'"'. 

·iJernos'-rt:te1ob_; S~bernos !)'-<e l:~A ~~<<'AJ } #.s $<1/1·­

ci~n-/c f'Yobar !)Ue -e{"' ~ 't.:., .Seo.. U e ?:«") ,· enb:>r?­

ce.s i!-xisle u•t;"l:'< -la./ 51ue CJ=:u'nA. Po..-a "i!'eli <!!-x1.s­

-fe r,,1{ 1'rJ-ia-rvo.la ab •'e vio e ... X "'"ª' 1ue ?e .r.,ZnA .G ll . 

.Seo.PJ .i! 1 -=~ f~.e~z':J<i! y1jt:-A} y i!-z:..Sup{'jEI.,,z: 

'2:<'J·Y"JEA};en-/onc<'S ?,,i!" e'><1;-1_,.., Fº,. ¡.,,·,.ef-lt!st& 

y """'~ca.·nd¡, (3.;¡). Por lo.n-lo ,. -len.,"YYIOS !/Ue l'<O rl·n),,, 

....... ·t. 
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Reccnlernos o.J,oro. /o.. SÍ'iJc."'enk ~ 

3.o.- DFFIJVJCIO!J{,• <•) Sea.n ·::fl"y :t e.s¡:>ctc:,"as .fopolo':¡ico.s. E(! 

./onct?.s .f:z:_.y eJ c.tl?Q 1nrner.sio;.., ele. 2e.n Y si fes c.(rl 

homeomorf/.s..,,,o sobre sv irnd..:Je.n. 

(.:t) Una. ~~a.clac¡o~ ./el t!Sf!_a..c/o }!: C!S ..... ro.r ·cy,c) 

.lande ::Í ~ un esF'ac,"o corn/'ac./o y e: E->Y es c.<no. ,;,:,.,.,~ 

sion .de. X en .Y -la./ 'fue ~ "'- 'jf. 

a.o;.-T/:DRFHA: Seo. (ZJ "2'.c.) e./. J?n-lonce.s "][ ./Jene ......... 

t:o-:n rcl-c..cio'n e X el.( ya !Droloy,ó.. ..-:; incl~et"do. f'ºy ..,.., . or­

de.n /,·nea./ <' y lo./ 9u.e ?C< -:J J:/ '/ .30'/o .s,' e cv:J <."e c;p pa­

ra ca.do. ~ • .J /:X. 

···. ,· 

DeYY>os-l...-a.c10;..,: Consi<:Íe...-el?'fos 

cX.::f(A,S): (A;B) e.s una. corl~uro: 'I A. :¿.ene ú./l.mo 

. eie-rneYl-1-o}" i (~. B) : (A, B) eS un J,ueco L0~./er1or o' ·~:.c­

-l-re..-no Je :S J-. 
Oef';r:i¡mos en C!. E ,i .s~uie;,./e orcler1: 

(11,8)<'(c,o) si" A$C 

y .:l~a.mos ~ C!X con la. ../017olo:¡1'o.. c..ndu..c;do.. f'ºY e:.-/e. 

orden . fyoba.rern 0.S. !/ ..... e e~ con e:.s-lc.. ·l:orloj o'a.. es un 

e.sra.c.1i> CDrnl'o..do. Se.o. -cA = 1 CA", S.,): ~~I} an subco!! 

·Jªni-o ·ele cX,.enfovices (<1Ao1 X-tiA.,) es el •n-.. .;r ' ~e;¡;. 

fiYY>o ele e.A .Pues n Ao1 "= Ao1. ftll.n>. .-lodo. K~r y ~s-
«~I 

+o lTY11>l1ct:t. <'lue (()A., , E-f\A.¡) ~.e fl.o<,'i3.c) ro.t"o..-&1-
'. 7 ...... o(Er 

de- ..t-f:.Iy .si (c:,D) -f«t!Ta. o-ba co-lo. m/er/o>' ~nl~m~ C~ 

~ A.,, r-ra ./:oda. ot:€Z y es/o imp/,¿o.. 'f"e e S: .f:lf'"' ~ 
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es dec.iv-, cc,o):='(nA.,, :K-f\Ao1). Además (UA,,,'ít-UA.,) 
_,,,I e<.<I o(~I oi•&. 

e.sel ..su¡>e4 '/""- 7r.<e c.la.rarnenl-~ A.,.;;:: UA., p,.,«< io­
"''z 

do... oiéI y por -to.n./-o (A.,, a.,) ~' (U A" 1 X- UA., ) '/ 
"('t ::r CM.( c. 

5; (F,F)ec.X. './:a/ 'fue f'aY-a.. ./:oda.. o/.f:-I (A.,,S.,)~' 

(E',F) es./o 1mf'f1co.. !jue. A., 5: E: ro.Ta. .f:ck .u.X y f'OY 

con.siqu/en/.e. UA., ~ E e..s deciY (U A.,, J íl- U A-1) ~· 
O -<~I .1 ~t-Z -tf! r 

~' CE,F). Po,.. lo -la..11-l-o J de (!1.:z) oJ.l.,merncs ~u.e al{ 

e.s t.6rn/'a_c./o • 

A hara.. f'Yoba.re.rr>DS r:¡ue e : K ~ e. X do.do. f'ºY e<><): (A,8) 

cÍonde A-=- i.'1 E- X: ~ 1f it j y B = 8:-A e.s uno. ,,.,·,.,.,eysion 

de K "" e.X. SeC<. I= e- J CA18J) u.n sub- bC:.~1c 0 Je cX; 

SÍ (A,8) =t..l e.s un /.. ... e.:o de E <tn-l-onc:e.5 c-'(I) "'{'Xt:X:·. 

cc:Z)t:Z]:. A 11u.e es un elernenTo sub-bá.s1i:o e,., Z 

y Si (A,s} ~-la./ ;¡ue A Í•ene d.lhmo e/ernenfuJ dl-

9amo.s X~ en hn ces 

su.ti.o. .s<zy u.n .sub-/,,;,_s,'c:a en .X. l'oy fo -lo.ni,, conc 11.1.1°­

n>os !j«'2 e e.s cor!-1.;...totA.. 

Como. Ces in'-!ec./."va.. <?nfonces exis./-e q;::c-•/ :~(X:)-:>.a' 
.J o <: t.S:) 

lo. cu.al pv-oha.re.wios rue e:S Con-lrnu.a.: Seo. I::. (tt.&) .... ,, 

· 'h./eYva.Ío en X" J en./.o.,, ces d_, (I)-=- { (;i,,ul) e<? C2t) : c·•({t',.,)) é 

E:I=-101!,)}-,, (CA•8), (c1ol).::;ir·l'l~ CX) ·en .JonJe i!I=.(~, o.1,, 

B=:X-A, ~:;;.(~,bJ y D=.X-C. Por lo -la.n-h, :}"'c:·•lccx) 

~ • 1. 
"na. 1nl')"JeYS1on., 



f!..X-c(X) 1 en./onces ~ e.s un hu.eco de X:; consic/er-emos 

Iun 1'ril-erva.lo ab1'ful-o en e.X /.al rue U.E.I.(Í)uere­

mo.s ,f7Yobar ;¡«e Iri c<.K) "/: Jlf, ,Si S'-'f'º"ernos '!ªe 

IfJC(.K) '== 95 enlvnce.s ex1s-len ío.1h-é E -la./ 9ue no 

ex.:Sle .ze-X con/e.. ?,.,º/"'·edad <i'e 7 u.e o..-<.x<.b, es 

deciY el i.n.f.e-rve>.lo en cX .r e..s i5«a.I a./ L'n/.e.-vc..Ío 
I 1 

(((-,a.]~ (a,-:1}) 
7 

(<"""; b];) (b, -;0))) -= 1 ~}. Por lo -io..nl-o t:t es 

e/ .,'firmo e/eyy¡en-k de A y be.sel f',..,,.,,,e,... eleY>?en-/.o 

de B ) Corrt}"(J.d1'c iendo el hecho de ru.e (A1 BJ "S UI? 

h,,.eco • Po y Jo Ío..n-Í-o .r n e (Jr) =I f;/ .J es decir , he­

mos ,P"oba.do c¡u.e (J(E) = éX. ?o.,... con.s1juien./e. CE: 

e.s une.. CDYY>fa.c-la.r:io"rJ .ele X la./ ¡ue X"-:J 5,' '/sola 

s/ C!(X)<
1

C!Clj} ro.ro. .¿_Dda. X1::JGZi.t 

A e.2 en el .../eoreYna. a.n/eriaY' ¿,e le conoce eº"'º lo... 

comp/ej.o.c1oh de l>edekt/nd de Z (ó ~º'YY'lfa.ck.c10;,, na../ural 

Je X )j de ~u.,' en adelt:<>-Jle nos re:f"eYiYeYYIOS °' ella. e-o-· 

rno ']{+y al orden ~· Corno <+ • 

Corno, u.n co,.-a la. Yl.O 1 nmed;o.( 0 ele C3·:d y rfJ.t,) o b-

\ 

u..:.coRocA RIQ: Sea.. Ji(E-,j' . E'nlonces K es ~On?f'O.C"lo s: 

y sólo si Xno -t,éne huer:os •. 

4 hor~ • 1-et:orde mo..s 9u.e "/ e/en?enlo 
, . 

e:/<? lo. rOO.Xih'>O 

I o. .,,, ,1, a. ?gcx') de "tocla.s lo.s corn¡Pa r:lo.c.-•Dn e.s de u.n es..:. 

/'ac/o t:ornp le./o. m t?nl-e re:¡ u. I a. r ~ es /(amado la. ~-
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p..a.c./-o.c_~_de _S~r'-.!!-_(;:EJ.,_ 'i t>S denolo.do por- (3X (fe.ro. 

Yt'>cis del:o.lles ve)· fE] ff' 225-233). La.s <:aYac./e.,..-l"?.a -

cione.S Je (3K 4.sadas o.qtAí • s laºn .,,.,u.,.,c:oelo.s en ("1•l/) 

E J s ;_Ju. ie n t; 

Cor/./._. /o Y Q s¡u Í lo U.S 0.YI.' >"Yl 0 S f'O. YO. ¡>'YO bo.y af.:;unOS -.-e­

SU fto.clt:>S. 

3.8;.- L.EHA 

X eon carel (S) = rn ~)\.~; en-l:o,,-,ces /'o.ro. coda. .,,,,~z e.xi;!_ 

-l:e ut"lO. hase <:Íe vcci"ndo.d<:>s -¡r dt x .¿,./ 7ue ('ayd(-1'°)~7'T1. 

3.~.- CORoll!Rlo; Si %e d' ·"' sepa..-o. !, le erit-onces J[ es 

pr:me.ra nuYJoeYo.b le. 

DernQS.f.t:a.c.éz;,: Z:nn->ecl,-a.la. de{ fema 
; 

3.10 .- EJEMPLO; E/ ,..,veY.So de/ co.-c:dat,"o (3.9) no ne-.. 
cesQ>"1°q_rne,...,-l.e es c·/erio l'ue.S el cu·ad-.-ado le)('1co~-rÓ.{'1 r0 

1 . 
(I7,'1:',) ·~s ;,..n espa.c/o /,Y.,eo.I o-rc/ena.do fiti'rn<:>ro nurners 

ble y 51we no es sepa.ral:,le. En ej"ecl-0 , si ?= (-,,,';/) ~ r"­

' 'Cx,~) L':T"2: ~:o Ó ::¡:.1.} en-/:oY'Ce5 1_(<-x,~-{,) 1 (>e,c'J~-f,))1 
J.,~°" 

es u na. ba.se local numevo.b le de c. Si a.hoYO. 

l:I2 Con :J:i y:x:jo,1. en-'onces una. bo..se foca./ numero.­

ble. pna. :;: -es { ((x, 1-+,)? (-x+-~., ~)) J,.,.,1/v'. l}no.lo:J''lmen-&. 

po.ral!-=l;r,~)€I 2 con j=O 

fe.._ {o.rn1'/14. de c'n./;e..,.vA lo~ 

y ?C""F o,J. , Si '?= (t.,o) <!!ni-onces 

{(~,(o '1,,))}n{'u-1 formo. uno. 

base local nunieYo.bfe pa-ro. ~= co,o). 51 ;:=. {0,1) en/.onces 

lo. base local deseado. es la. faY>11º/,""o. Je cn/e,-va.los 
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f( Co,1-~) 7(~, .ln)) }.,~ 11..¡. Ofros ca.sos son lraia.cl.os ono.­

loja TYJ en-le. Por l:o.n-l-o CI"., '1:°<.) es un espo.C,.o /t'riea.I o..-­

deno.do f'"Tin-¡eya nurYJeY-a.ble. 

S; (I", Z<) .fuera.. sepa.ro.ble, enionces con:sicJe..,eYnos 

D clenso nu.YYleYa.ble en r"" y po.Yo. cada. º""x:.::.t 'I :e 

1Yraciono..f" ~/ in./.eyva./c. c.b1e·rfD A?I= (<x,o), (;r, tJ) ¡ tn-

./::onces "orno D e.s densa en I" <!.--,;:1·.s/e q,.. e- Dn A,,, pa-ra. 

·i:o.clo. o.e:x-<.J.. y :e IYYO.c;ana.l J ené-onces A=- ~Q,.. :o<><<.1. 

y ::i::: ;.,.,,a_.,,·.,na.1} es un coYl.Junfo de ca.-.,d1ñc./,cia.d rnÁ s 

E/'"'e nu.vnera.ble y A~ D, conirad1ccio~. p,,.,. .f:.o.n-h:. (X~?,) 

nei es separc._¿fe • 

. A horo. es+arnos ,·nte ye.sacios en enconi:-ro.."T- condiciones 

necesar,O..S y .su7ic1er?le.s pa. ra. 9u.e 13.sr se<>. o,.deY>o. ble. 

CoYY>o un ..-esu/lado ,"nrn~d1á.¿o <le (3,8) y rs.'f) ./.ene-

!'nos ~ue : 

3. -t1.- PROPOsic101V: s,· ¡},/ es e/ espa..,/o <Í1'sc.-tl'tco <:/e fo.s 

nú,ne ros nQ+ui--o. les enlo>?ce.s pill r>o e.s orc/ena/,fe. 

~; Cfo.Yamen-le ¡sn.1es sel'o.Yo.ble, en­

-l:once.s S/ {3 IN' fu e YO ordena.ble .1 f'"Y C3 • q) -l. Pndy,'o.'n?O'!:, 

!Jue· ~IN sq./,".sf'o.ce el pri,.,.,ey <1:>c1orna. ./e n1 .. n·ne-.o.J,¡'/,·­

da.d r:on-l:radic/endo (14.s) •. t. 

An/.e.s el<.> enunt:10.r- ~I s ij'-'ien/e ./,eo..:erna. necPsl­

l:arno.s ele la. S•!J'-''ey¡./e: 

3~ l:?.-DEE:!N_!..CtOA!: U.., espa.c1'0 1-opolcí;¡ 1C.o K es !la. -



rYJa.do P~r-ac/c; s/ i:oclo. func1"o'n CónhnLJd.. reo./­

vo.luo.da. Je-(1nida. sob..-e X es ctco-la.da.. 

fo...-nen-l-e reJulo..r y 1-/o.usclor{"¡: • .Si ¡8Z o or.:leno.ble cnl-a!) 

ees Z es no>-rn o../ y f'Se u..d o co m p,:;. e 1-o. 

Dernos..!ro.c1'o;,,: S," ¡3X es o-...df!'no.ble ,.,.,J-o..,ces 1 po,.. 

{.:i.5) 13.ze.s he..,ed;far1~/>;)en/.e norYY>o../ y po>" fo.ni-o 

X <iS norrno.J. Suf''""j"'-YY>os o. hora. "fue X n"' ~.s pseud-E! 

cornpa.clo, enl-onces e.-x:is./.e /: z_,,,f'R. con..?1>.ua. 'I no 

a.co-1-a.clt:<- Cons1'dera...,d.o lf/ si es nece.1a.i-1'z:i 
1

po­

JeWJoS Su,Pone.y !/"e .f es no ne:¡o."";vo... · En /-onces 

pode.,,,,o's en con .¡_,,.d..,.. . , 
unl'.\ su.cesto Y> 

~u.e ff?<:,)</r»:z)<···<.f<?('n}<··· y 

I I t -,e,., J - .f <"X .... , ) / > .:i 

po'r Se Y f. no a.co-lo.d.a... !:ni-onces 

:\'.', _, ?t ~ , •.• e.,, 1f /.a / 

~(J) 

.s / A ""~ x,' ... , :r., -.} 

'vo.mos o. -i-12.ner ?u.< A tf'.s d1".scre+o co..,..,o su b""spctcio 

y es <-<1? subco':JU.nfo cerrado de'}{. !:.., efecl-o, A 

no ..?1ene. pun-h>s de o.cu.mula.c10',,,: s," ?:" fulf'ra. ... ,., 
.i~ A 

tÍe a.cuYnu./o..c1'o~venfunce.s e-,cis./.e {x .. } ~A 

y corno f'es con../..nu<I. 

l:Y>fonces po.ra -l:odo.. G-,.o e"><'d ./-e Ne-IJV .J.o.I que -

I fr;c,<}- .f<x) /< ti' po.-ra. -lod.a h > N. t:r../n na,!. / ff)('1e••) -

- .fe><,~) 1 ~ J .ftx,,., }-.f c><) I + 1 fe-<,,) - .fe >e) 1 < ~E. Po.., lo 
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es de e 1 Y , A es e e y re.. d a '/ PoY lo.n-1-o A e.s 

.hoYneo tnor{'o e>. IN y pov ( FI· 'f) ;¡<'z: (e eyycxduva ele A 

ton -resreclo "'(3X) es c"9uo.I a. (3A· Pero ,q es '10-

meornvr{'o -.. 1!.I, t!'slo 1rnpl,'eo- 9u.e -¡¡tJ"' t:!.5 J,o,,.,,,eornor: 

fo o.. (31111. Como (3Z e.s o-rdenable y ífl32: <'5 co.-npd.Cf-o 

"' -hn e e.s po Y (3,l/) A~.o: eJ ovole na b fe y .J~ ..,;¡uf qu.e 

(31W e.s o•deno..ble. con-lradic1endo (3.11). Por fo.YJ-1-o 

X e.s r.seuclocorn/'ac+o. t 

¡:/ .s'J"' ,"en.fe .(eor-emó. .enuncio. vo..Y1"-s co,.,d1'c1'on@s su­

"" f,.cien../.e.s f'ªYa.t¡u.e ~KVSea. oydeno.'1/e. An/e.s enunc1a.-

mo.s la. s1:'i""'en~: 

~·· lln espacio -lorolo~91co .X e.s ~­

l:a. b/e>zlenQ c.E.-.,mf?.a.s:f:E Si -!ocia c1.d11ér"/.a. ab1ey-lo.. nu -

me...-a ble -t":.ne. ¿,¡no, Subcu.bie•--/"- .ft"ni./a.. 

~.15,- rroRl=r--7A.' Sea 2 un espac1"0 -l-orolo':J1Co no e,,..,.,_ 

paclo.1 ;./au.sclor/"-íy com¡>le.laYnenle rl?3ulo.Y, Enfonce.s 

JE no .,..s ,,,,.de no.. ble .s/ une. de las si;¡uien/es cond•c1an"s 

.se .sa./1.s{'o. ce: 

(r) X t?S yne/raa/,fe 

· {<) X e .s ¡oa ra corn¡Pa e la 

f3) X es cr-cornpac./o 

('!)Xes Li'ndelof' 

<ó) X es sr:l'a Yo.ble, 

J)grno.shac10;.,.: C:o,..,,,, X no es cornra.c+o enl-onces (3Z'-Z:t9'. 



Su?º":JªYY>OS 'EJ"e (3X es oYclena.ble, enifonC'2S rr (3·13) 

y (A.(,) lf <Í<!/,e SI!!,.. Conl-o./,/en?en..f.e corn,Pacl-o. P.,.,-o «n 

esf'a.c1"0 c:on.f.o.ble.-nen/e coTn¡>a.cl-o y l'ª"'ªcº""ro.c:../--e 
/ocu.o.Í 

os co7ac/-o 1 porVK no p<..<ede sa-i-1sf'a.ce.- C::J.). Dado $/"e 

/:ocio e.s)'ctC io rnelfy 1ºco es f'araco mpa e J,, X no pu ed<> s_s 

./i.Jfa.cev- éO. Como .X e.s reyul«r 7 <u1 esra.c,"o """j"Ja-.­

y L,;,Je /of' e.s f'O.>"<A.CO'?"~"'"c./.o. S:: no l"'-'ede .Ya-6,;p,cer 

(<¡) y corno C3) 1,?,~/,"co.. C'f} X no ¡ouede sa-tis¡<..cey 

C.3) - Si X es Se/'a.ro.!. le ..,...,.¡OYl ces f11C e-s sero..y-o.b le 

y ¡oo-r ca.9) 13.z eJ f',.,'rn~ro n<J>nera.ble pero 
. , 

,..,,,.'!}c..tn 

/'"n./-o ele (38-i!!r .s<>..J,j[<xce '1!1 pYiYYJeY- o.x10Yno.. 

rnera.b,·/,CJ<=<.d (A-ó),,. con./,,..o.d,"cc~o',,.,. Por -la.ni;; X no 

tJe q-9"( en "'cle/a.n-Je vó.yy¡oS "'- e.s-I«.,... ,.-,.fe..,..e.so.dos en 

rnosfr'c..y c:c .. u{,,,do ~enernos la. <)u.a.Id.o.el f3X=X+-. 4n./es 

de ¡oo.sa..r o.. discu./iºr cÍ1Y.ec./.a..,-y,en./.e e.si-o neee.s1°-lo.t-<:rn•s 

diña.les. Pr,,,,.,e,..0 a'eo.>-erno.s lo. si3•,.,,en./-e 

.a.1t..-OfiFt/\/1c101J.!: Si---<;. e.s un ord;na.1 enl-onces d<!­

f1Yll~os la. Cof'1,;,a. l1"da.d de-=. , deno-ia.cla. f'ºY cof'...r.z. _, 

, 
nun-Jeyo 

= ca.Y.el (s) >' S e.s co71no.l co.,,., -'2. • 

Oe o.51u.í 12n a.cJe/an /-e usa..Ye,.,...,os la.. s '
0

fJ'-' •"en-le t7o-& 

e ,¡,'.,,., : fa.ra -'l. .... ., O"("d11"")a..I ,e.sc-n.b,,...en-¡o.S. -'2..:;;. h/(-<2.) ., ...n*.::: 



w'(-n. +i > . 
~~-- d8SCIJ.ldlc10N': S; <>l e.s u.n o,-cf,;..,o. I Íí-nile en.¡,,..,_ 

ces u .... subco'":Jv.nh A <?S c-07,~10.I Con o( Si y so!o Si es 

no a to la.e/o en O( • 

DernostYCJ.c1on. E.s obvio '!""'.si A e.s co7;.,o/ e" /on­

ces e.s no aco-lo.do en o(, Si ><<o< y A e.s noo.co.J.o.do 

te 11 es cof',na.1- f 

3.16'.-PR0~1C'10N: S¡"....t:!. e_s un ord1°na./ .ta.l 9...ce cof'S2.> 

>u.Jo en.Jr,nc<!.S -"'2 es con./o. 6/ernen.Je Cornpa.c./o 

Demos./rar:,"ob,.: CoYno 

.sube.spac,"o cor"rlpac lo. En e/eclo , sea. ot.=oSuf'A en./o_r¡ 

ces o<e-..n. y AS WCo(+¡) !/'"'e es compa.c+o. Po,.- <:on­

S•juien./e , ·-lodo corzjun/o inf,"nilo ,.., .,,...,,,e,,.a..ble ·h'ene 

un ?unÍo ./e acui-nu./r:,.c10~ . Por fawl-o, de (A.ll) con -

cfu/,.,..,o.s .7ue ..n.. es con-Íab/e.,,,<?n./e eo,.,..,¡"o.c:l-o. 

Seo. ~ -to.! !/u. e e o f ,_,.,_) ;>u.Jo • li",, -

-lances ,s; l/1 K f;....t'l. Son subc:on)t.<n.¡D..S. cerro.dos de..n. 1-o.} 

qv..e Hr·n<= r/ enf-onces "'"ºde ellos l!'s a.co-lodo. 

~..!_·h·a~; Si J-1 y /( Son conjun-lo.s cerro.dos co-

fd10./e s el1.JarYJoS lo<n}n~11v uno. su.cesio~ -la/ 9-ue 

oCn~l-I Si' n e.S pa.Y y <>(..,e-k Si" n e.s ,"rn¡oa.r, <?n./oy¡-

Ce.5 S<.<p o/n E H<lK, covi+rad1i:c>o'.,,. Po.- ..fo.n-lo J-1,{J< 
nE- tN 



<eS un conjun./o a..co-/c;,_clo. 1. 

3 . .:10.- reoRtfHF;: s,- .f: -O..._,,, lR es con-í•n~o.. ~a./ !f"'e ..n. 

es <.<Yl o..-d,'no../ con co{'C..J:?.)>Wo J en./-onces fes co..,s­

fu.,,,-/-e Sobre c.tn Se.Jmen./o -:1:,,,a.J. 

f2!;mos/.Ya.c1o'YJ.; /Jr;rner-o .observe>'>'>OS 'i/'-'e po.,,..o.. -?odo 

se.:;¡men-lo :f'lno./ ...r.2.- WCIJ), c!.s ./-e es con./-ab/e,.,.,en& 

coY>?pac-1-o (En e/cclo.J éodo su6espcx.cio ce >-Yado Je 

un co>?./a.b/ernenl-e t:.ornpa.clo l!.S conl-a6/emenle com­

l'ªcl-o). Por consi3uien.Je -f(-= -WlcrJ) cS con/o.hle­

men./-e cornpac{o .en IR ( poy(A 0 '1)) y <'&t">?o lR es 

un espQcio heYechla.Yia.men-/;¿ Linde/,;,-.¡?º.,. (A-ti) 

/( ~ -Wla-J) es cornpo.cio as/ que lo. 1nº./-ers-e.cc10./, 

F=: n f(...n..- "'1/C<íJ) es no vac:o... Sea ..-e1=. ~n./.orue~ 
cre...n. 

·¡-•c.,) es cof'1no...I en ...n. (pu"s e.s no CHo./.o.do). Aho, , 

b1'e".,.,
1 

po..Ya.. -l:oda. neQV, A.,.: {?(e..r.>..: l./C>t:)-Y/ :=:. ~ .. ] 

es .J,.s_;u.n./-o ele :Í-l(r). Po ... Con.Si.Ju ien./.e.) Pº" (3.19) 

A..., es a.e o /ad o j sea. o{,. ~..n.. .., no co./-o. s ure .,., ·o r • 

En-lances paro cu..a./9u1"ey tJrdlno.. /<>e con co.rd.C«) >~ 

}' e( >Supo(..., -tenemos 91..<e -f( .a.-•v'(ol)) e {Y}. I;:n 

efec-1-o ,.s,· r,t:.f(-n..-wf«))--{rj enl-oYJces ~">!1.ile 

Al(: 171/ -h¡ . 

Jec/1'"
1 

.r, e AN pero es-1-o 1rnpl1"co.. 7t.1..e Oj <s..,p.i.,,, <c1,_, 

(!on-l-'l'a.d1cºcto'n. Pov consi:¡u•'en/e /<-Cl.- (J.v'C.i.)') - f-rJ.t. 

A 11./-e.s ele ('on-l1nua..Y-, l'\~Ces1"1QYY)OS de lo.. s/:¡u1en.f.e; 



Di·-DEF1;v1C1ol'V.· S<?o. X' <'IY> esl"au'o {ol'old_r¡,"co. 

ít) Yf lX)-= ~/:X~ IR.: /es ~on/,nva}; '(; 11 (X)" { (t=é:CZ-): 

fes a.co io.cla.}. 

(2) Dn-e n?OS !j...,_e_ un sub~.spac1'0 S ele X es-Je{ ~­

~ en X si' -toda {'u.ne lo'VJ ft? -¡g {S) puede se..- C?xl-en­

J,clo. o. uno._ funci'o'n ~je b(X). I3u.olrnenfe, d,;,-e.-nos 

qv..e S es-lcf (;"°-inY')"lerso en X .si iodo. f'uncio'.,,, ..fe:G,.<S) 

pu~de .SCY' e.c-lend1Clc.. a una. func,·o:-i 3€: td*cx:). 

Por lo ia,,,/o de lg-::?.o) >' (3-.Jr) -tenernos 'l"e .Si ....Q. 

es un c..-cJ,·no.I CoY'l cofr..rz) >W. cr.l-once.5. .f2. esl-d (!;- .,.,m~ 

So <'n ..n.": En e{-t!clo, ex-1-cndeWJo.S /G ?::c..sz) a tp ¡; °C(.n•) 

definiendo ~(...n_) co...,.,o el vo.lo r cons-lo.n+e f•.;,o.I <le :f • 

.3-~-a.-JU?F11\/1c10.V;: Sea.. Xe.f y ut?-.X"'-X. De-f•¡.,,·rnas el 

~-<u.) = o .S,' 

l..\ es e/ hueco ex f.·erno t??uie-...do ó .s; l.( es~ /;...,,,·./-e 

de huecos «n+e.-¡'o.-e.s. De· ot-v-c.. rna.,.,er"" "e-e'-'-) e.5 el 

} Gg la. cuo..I <i!S 

cof1Yia.l en fk-,u). El tJ..'eo derecho .J.e ~ 1 deno-l-odo 

por '?'+Cu) s~ def'•ne o.nC:.lo~o.Ynen-lc. 

Su.pon9ax)'Jos 01.horo. >jue E: no -tieY>e huecos ,·.,.Jer1"0-

>-es y 9ue <-1y v- .SoYl su.s dos /,uecos ex-lr-erno.s 1 Si es i¡u.e 

ex.,.s.f.en
1 

-fo.) !J<-tt?¡ .!'/ey¡do u e/ hueco exh-eYno l?!jU•e~clo 



'C:+ (U) = u.!q y 7:- t-r.r): lt)I' 

Con CofCW.r.), Cof(<.U¡>)>Wo. En-1-once:s ob./-enen?oS lo Sl-

gu;e,,,-/e : S ¡..., pérd1d"'-. ele ,;¡eneral.dad vcunos ~ supoYJe-,. 

s¡«e :Z: i-/ene f'y,";-ney eleYYJenlt, ,Pero no Ú/-&,'r.?o Po'f" lo ian­

-ioJ da.do .¡ue X no i1ene hu;::cos ,·,..,-1-er;ore.s f!'X1:S.J.e un 

homeof"Ylorf1iYno e..,.¡...,,.e Yy (o,wp). Enlences co,,.,o 

iodo. .[uncio!,,, con-h'nu.o... /.· }o,W¡J) ~ fR ./1en" unA ex/en-

7 .._..e +o el.o. f'u.n-

(A·lJ) lener'>?OS !j4e zr~¡'3E. 

A ho>'a. 1 SuponJc..mos que X Í-/ene "'" hueco 1n./-erio.- (A18)_. 

es deci°Y A18"'/f/5, po.yo. .foda a.~A y b€B ... <b yX"=AuB. 

l?n-/t:inces dc¡;,;.,i°Yno.S ~'%-..ti(. de/.,_ si3uien-le n'?O.neyo. : 

l.jcit > =e, , s; xt!- A 

e, fe,. ClaYo.men./e 

y ':frx) "C:i s,· :><E B 

'je- 'r:; 11-cx) y es /.o.I 

don de 

_JunO. e;>!.lcn.Jib'n ton.J-;n•-«> .. ci. 'il+. R., /o ./,,..,..¡,,, .S( X toene 

ttrl hueco tn'./e.,,.,'0.,-,e.,,.fo,,..c"'.s siempre se -t-e.nc:lrtf ;g+-_f(3ll. .. 

Resumiendo lo.. a11scusioh .1 he•no-s p,.oba.do el s1ju1eY1Q: 

3.:z.3.-rt:OREHA; Sea. XE.J' 

(t} S,. z no .¿¡ene hu.ecos ,·n.J.e riorf's >' ,;,- "'..,,- s;,,,., S'-'S 

hu ecos exlreYY>0.5 1?9c.,,'eyc.lo "t de.,-C?cho, re: sf'ec.J.i-.1c..yy,e.n -le, 

cuay¡c/o e-xis/._..,, ./,a./ 9'-'e 't.,.(<.\)= 41« y 'l"-C-v-) ~ Wp 

co f- (Lúe<.) 1 Cof(Wp) :>C.Uo <l!n fo.., ces ¡3 <;!°.:. X+-. 

{;;.)Si K ~1r!n<' .,,¡ meno..S u,., huec:-o ,,;.,.Jer10.,,-1 en/.onct>s (3XIX-t: 



Ohseyve.-no5 !iJ'-'-" /a..s condiciones .sob.-e w.,._ y ~g en f•) 

SoYl e.sencio.Jes pues si Cof(w.,):Co-fCWf.J) -Wo enf-once'> 

ef 'r"esul/-a..do 'no nece,!,a.ri"o.men-1-e se cumple corno /o mues­

-l:Yo. el .:nju;enfe: 

3.:;¿·lJ.-1:.JtM~lO : Seo. (!R.?:.,.) donde <. es el oTden u.suo..I 

en fR. Sa.beYnoS fjue -co, oo son SuS hueco..s e,'Xffe'l'YIOS 

ysonl-o.lf<-<e "t+(-ao).=uJo~'"1'.'-c..,o) y (JtR1'fR.¡. pues co.yc)..( 

''-'º ( f fR) ~ :;¿ll.J. (Ve,. [(=?-3]) '! CO.T~ (fR-1) = ~'}.'o. 

lo.. Coml'a.cicl.~o( secuenc:'10.f es +o.m b1e.., o./.ro. rropie­

olad >-elaci'o.,,,o.cÍo.. coy¡ lo.. con-ifo.c1cÍ.o.c{, 

~: lln. esra.::io· .¿ºf'º loj1eo K es secufi'YJ­

c1a.'frne., f:i cornf'~ .si· -bo do. sucesio:O el<:! f'"'"'J-os de X 

-l:rey¡e uno. subst.<ceJio'Y) convcy_sen./.~. 

~.s b/'e., conoc•do !/ue lodo e.sFo.c/o .S.ec:uenc•'o.f,,,.,en./e co.!?' 

poc+o es conlabfcmen..Je COO'Ylf'ac./a pe..-o no a.l "revt?s : (3 IN 

eJ un espacio corn.170.c.fo y f'º"' /.dnh conÍo. /,femen.fe eo"'7po.c­

f0 ~u-e. "'º es s ecueY>cia. J...., e,., Q co..,.,po.c-lo { [EJ f p 'Z(,ló). 

I.Juaf""'!en./-e e-x/.sÍen e.spa.c/o.s· f'Sl!uda<"Ornfutcks '1<-<e no.so.., 

con/.abfe,.,..,ent.. r:ornpo.c-1-os 

s~cuencia lrnen-le cornpacks 

esra.c1'0 X: .Sea. [NsJ,.e-s" 

y !J'-'I! f'ºY lo.n.fo no Son .Jcunpoc:o 

<'O'<'>'/o fo ..,.,u.,._, /ro. e/ .si.Jw1i!n.J~ 

donde .s n 1/V = jZf,, "'...,o. {'o.=; ),a_ 

•

0

r>fÍni/ti.. ·de .S':'bco"?)i..tnTos rnf/ni./-o,, de IN ~a/ !/"e Co.rcl (N.sflfl/~,) 

'-j'l!o pa.-ro. 1:-oclo f'O.'r" s,s•eS Con S*S' y ~Ns}s~ssr'endo 

mo.>ri°Y'ruJ..1 eo11 .,_.espec./.o a la ú/.f.,h?o.. ¡o-ror1edaJ ('CE] pp 
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2'2'1, 235), Se Jeneya. <.<no. -!ol'o/oy/a_ Sob>-e el cor:ju.nlo X: N~S 

/'ºre/ sisferno... de "'ecinclo.des ~/3<-><J],.,,g donde 13cx);o- { {nJ} 

51~ "'°" nl!:/N y Atx) = l {s}v (l/:,-1i.=>, .. ,i:})j.~ :;; .:i:.:s€ 5. 
/ ( - t~I 

Se l'uede dernos./ro..v- '?"'e X con es-lo. -!o,Po/oj';,._ 'resul{o.. .se.- •v1 

e..s conla./,fernen/e 

ni' S<?cu.encia.frnen/e cornl'a.c/,, ([E], PI' :2?1). Por /o 10-n/..,,, e'1 

JeneYo../ va,.,.,os "'- -ÍeneY ~"e no so,., e!/u.,·vafe..,,Lt!'.S <zsfos t-...-s 

concepio.s, Si',., e.-nba.,..30, 'f'YJo.s fya.'reyy-,O!> ~"'e en lo.. c/a_se <>'e 

eSfC!.ci"o!:. -lopolóJ1'co.s lineo./,,,.,en-/.e .oYdenado.s e.sfc.s hes 

conce.pfos co1nc1den • 

.3.~t..-TFORF'MA; Sea. XE- ,/. En/on<'eS /a.s si,yui<!.nÍ-es con­

d 1'c1'one:s ..son e7uiva.len le~ : 

(t) X es secu_eY1Cic:tln?enle cornpac.f..o 

(:2) Kes e onfo..J, le rnen -/e cornr~ r: 1-v 
(3) X es fseu.docornra.cfo. 

[)eYnosfyac10:,.,;, (f) imp//co.. (::1.) Se curnf'le f!Y1Jenera./ 

(A.1:Z.). ('!!.) si '/sólo s; (3) .se si:Ju.e de c.:;.'f)J (,¡¡.n) 'f 

(A.<:». 1='ma.ln?en./e proba.re,.,,.,os C~) 1mpl1'ca.. f1), P",...ª es/o 

Sl.lpon5qrYJOS ':/"'e X no <?S .ser:u.enciaf,,.,enk cornpac.fu J 

en-fonces e>e;s-Íe una. suces't'o n s" -f.xn},,cq; ./.a.! ~u.e ./:o-

ola. de S no con ve-r3.¿. 

-lances 

S: >'lo veis../-e H,€/N -tal fu.e pava. -toda w.e-1w ;Xn~x,,,,, 

en-l:onces co•1sf.-urmo.s une. su.bsuces;o0 crect'en&e. 



Je la. S•j,_,,,,n./e manern. :. se" -'C,,., =::r::1 j enknces ex/s/" n,~,,,.¡ laÍ_rca 

.:i:'.1 <:Zn.¡ ~ .s<?a. -t"m_,::: :e,.,-" j en ::¡eJ?era/ 1 dado .::Cm.,_
1 

ex.Sk n.,elN /a/ ¡ue 

X.m,..., < .::t:,,r ; considerel""'ncS ~1'111:= "Xn1<. tnlonce..S ,J { Ym"JK~n.t e.s una. su.~ 

..ruces1;,¡,, erec1en.Je de S. Si exisle l-11 el/,J ./o.l 1ue f'C'-YO.. -lodo n el\/ X.,~ 

~ 7l,..
1 

J enl-once.s SI?<\ :Zn, = 'Xn, . ,q l.o,a. b,en, si no e>f;.s/-e N,e11\1 lal yue 

X,v1 ~ Xn /'ªYa Wa. n..ºIN _, enfcnce.s 1 ele una <YJanero a.nála9<>. .. J o:>so 

Qn.JerlO>' poJen>OS Consfrt.J/Y un<¡ .SubSU.C<'Stoh .!ec>-e<1°<?r>le Je s_;si 

no es u-le el ccuo,,es dec,".,.,s¡ e>ui./.e N,et!.j .J.o.l.!/u.e ..:l::v, ~)("., 

!"ª°"" iocfa l?EIJ./ enknces sea.. X"n..,-=- .:l:'q,. !?n .JeneYal; ~¡ "º 

en.J.onces ~ corY>o en '2/ ¡or1m-er ca.so~ cD,..,slruJrna.s uno.. suhsu.<e.s1~h 

Crecienk Je .5; s.f' 'no. es es./-e e/ ca.so, sea. .Zn
2

,.,_,"' ){ '1k • 

Ahora, si é-ene,,,.,os '1"-e noe><is/.e .V.,€,OV'-.jAl,:j;:~· .¡.,/!}ue{"a-

ma.neyo.. a..,,..á/ojC.. a/ primer co..so LAl"la. su6s~C~.$tAV, dec,,..ec1fn~ 

de .S. s; e'C1s·h N"- HV con é-o..I proredad enlonces ele.J_•mo.S .::t.. 

X n2"-"' 'X.,.¡". 

S," es /e /' YdCe.so ~s f',;.,,·f;; ob lenemos un C\ su bstlc€'.51"o.J; C'Tf!"Ctf>!:J 

-le 01 decre<:•eY1k r/e .S. Sl<!s ,-n¡:1"ni/o obknemo.s do.s sub.st.1ce.scone>.$ 

clt: S, 1~n.,-}"eopad >' 'ÍXn~Jico ~,) cyeúenti y <:Íecre~umk, "'-'•f'· 

Sin pe.'y,j¡Jo.. ele .::l'::m?Ya/1dód va,,.,os o. S«poner !fu.e la. .r<.<bsu.ce­

.51;,,:, rle S 'l"-e obkvu>?DS ,d1;}':trnos 1'Xn,.,},.,.,IN 1 e_, crec1enk. Co..,­

.sideveYY>O.S o.hora. e./ r:o"Ju.Y./o C-=- ~ec.-J[: e es colo. so.pe,.lor <:Íe 

\Xn..,r J _; en/.o.,,re.s C es '"'"' cº..,.J';.nfo o.b•e;/¡; >'ª 'iú." si pa..-"'- cc-C 

noev,_¡./-,t?ran Q,/:,~C co>?a.<.C<.b ¡Ca•b)!'oC ,en/.onces e-=. 



ConSiJwien./-e 

:i::~1111}u 1c.} 

50- tb) 

n1nyuno- ele 5 

{,.. fa....,,,·/, o._ de con)/..._ n los. o.b1er los ~ (+-, x .... ) ~ 

e.s «n~ cub,'e..-1<.. o.b,"er/a. nuvneY<:>..ble: 1'-'e no 

./:1'ene. n1n3ur1a. suhcu.b1°1?>"f-ó. :J,·..,¡fa.. Po, lo ofo.n.J.., Xnoes 

c.on-lc../,,fe me>J k cornpo.cfo. t 



! 

CAPITULO -$1 

FUNCIONES CARDINALF5 

r,, as-le cap/./ulo se infro<Í<.Lce el concepio de. ..¡-.. mc/o'n 

ca.yJ,.70./ / se de¡,"ney¡ ª!Ju.e/las más bást'co..s y .se demu.es-lra11 

o..'Juna.s yefaciones e-'Ci.slenfes enh-e ellas en esro..clos 'º/'º­

lo.Ji''co.s //nea/ ~en/e oye/e nadt!Js. 

<{ • .:l.- OcFll\/1c1o;v: Una f'pnc/o'n ca.Yd,"na.1 e.s una. f'-'nc•O ~ 

/que as1jna. a. ca.da <?S¡>acio lo,f'oló:J1co X ..,n nJmenJ caYd.! . .' 

na/ f ao y -tal 1u.e fe.X}= /C::t') ryo. cu..aÍ¡t..11e.,... /'ªr K. :1 de 

espacios homeomo rfos. 

"/. :¡.- IJEFIN tCIO!J/: Sea. X un espacio Íof'olc(:¡1co. 

(1) E/ caYádeY ck :ic en.Jl. 1 Xcx, X), $e de/;,,,e corno el 

nümero cO. ... d1na./ ,.i.~ • mi'n { Co.rd ( fkx>) : (3<><) ~ bose loco.! de, 

(2.) E/ car/,.cler ck X, X(X) .J es <jua./ a. el sup{;(cx1K):xe:Z J. 
<3) LA. ce/u.la.r1da.cl de E, cCX) , 1;1.s tjuo./ a .;1.~·supf co.rd.<olJ: 

c4 es u.na. fami 110.. ele subcoryu.n fo.s a.bier./.os no vac/o.s ./e X y ~ue 

.so,, ":_jenos fºY pares}. 

"/.3.-Tli0REMl1: S("a. Y~./'. En-lances X (:g) :!: r.. (X). 
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bo..se loco.! !JU.e con-l1ene o. lo rnC:s r:CZ) elernen/os, E'.sTo 

e.s clo...-o si .:i: es un /'un-lo aislado. Su¡>orya.mos errlonces 

~u.e -:t: <?S no qislado; sin 17é..-cl,da.. de 3enera/ldad va.rn<>S 

Q. s'-'l'ºne°Y "jue .:i: es un l'unfo de aCL1.rn1.do.c1o'vi d-t ~.x.). 

En/onces e>('is./e unG\ su.cesio;., -lrG\nsf;n i/o. Xo<-X 1 <···< ~l<."· 

Ccn ~<7_ -tq/ !fue ca.do. cnferva/Z> (X{,.X~.,) e.s no va.e/o 

y X<: su.f' {l({S. En efeclo, sea~ el py,/neY elemen-lo _de 
{"'( 

X (en C<lSO ele r<.{e ex-l.sla.);.si"" no -liene ¡wirneY elemento 

~ ::r:oeX con Xo<X .J enionces Ao = (Xo,x)ri (...-,:x) -=f.t/J .Sea 

:X:,.:::Ao iq,/ !if":e (x.,x,) .sea un C:.n/eyvo..la no va.c(o; como 'X 

~ <.<n pun./-o ole a.c<.{ynu/a.c1.o ;'., de (4r1X) -lenen?o.5 51ue A,= 

(x,,x) f1 {~1x) f ~ j sea ~.,~A1 Ía.} s¡ue (x,,xz) t ;J; una. 

l'e~ eleyido X{-1 ele.yimos X¡E4f-t -ta./ !fue {'X1-1,x~):/<;I. 

Si r = un Dl"CÍi'riaf //mi/e) entonces SE'a 8 = {~e-K: :J es co-la. Sil.-

f erio,. r:/e !X::i: ;¡< !1 }} ~ Si 8 () (~,A!) = 9!S en/onces 21m X.:1 = ."( 
7. :l<i . 

Si 8 n (-c-,x) =f rf. .:iea. -Zt_ é en (..;--,,r). Dado 51ue f'o.ra. -tedd. f<'t 

('X~¡'Kf.H)f.fl5 enJon<:e.s -len~mos 7ue ca.YdOz) .::ecX))e>.s cleci'r 

.t es e/ /:m; le rfe una .sucesú>n de a. lo más e <X) f'"nlo.s . De 

<.<n<l rno.nen:. c..nó.losa. J si ~ es -lamb1e'n (..(n runfo ele "c<.1mL1.­

ke10;, de ('X,~) obfenemo.s une. St(ces10~ ·c:/ecrec1ºenie. de a. 

lo más CCK) o<-<n./o.s y co;., ?C=- infi~f} y c"'n::I J-!cct.X'). €n-
' l'< ¡< 

./onces jJ(xJ= {CXv :Í[•)ft<'l ,"f''<I' e.s unq_ bc...se laca./ ele .,, en 8'.'. 

En e¡ec-lo 'Sir es un ,·nler.,.o.lo <Í.e. X ~c.<e con.ftene a. =>::.,e>?­

-tonce5 ;r,., (-·")-:¡.<ji I,.., (-x,....,); s"ª"' °'' btr g -lo./ s¡ue 

a. e rri (*"•"X) y be Iri (=<, -» y co..,,o .fof' ~ x1~:.-x:1nf' f !I~·} 
t<'1 {'< ,¡; 
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en-lances e.x,.s-le., f"-'1. Y f<JI -lo./ '!f<.1.e a."-Xl ¿'){¿ :J 'l_' "-b y f'ºY 

-lcrn./o .::r:.e('X{>:fl•) SI, IJdernd.s co.yc((¡'30<J)$:~Cl<)·CCZ) ~ "C.K). 

En caso de fue X -lenJo. un so.J.lo "'lo. derecho.., /,, famil1C.. 

fH>c>= {01:1.•'d>}l.''l. i donde 'J e.s ef suce.So>" 1nrned;olo ele X, -,..e­

suNo. ser la base deseada.; lo. fyueba. e.s o.n(,_/oJo.. a/ C'o..so c.nJer10>: 

'Fina.lrY>e.n-k s/ .x -llene un .salio o. fo. 1i:51u.ierd.a., }..._ faYYl;/,'i>_ 

\(o.,'¡j'f)}t"'.I' co-n"- e/ fYedece.SOY inmecÍ.io:Ío Je>tenX es 

una base ./tJco.I de..,, en X de co.-..d1na./ YnenaY ó <ju.al ... e cz). 

f:'oT cons1jc.<ie1'>+e ..¿enemos 9<H! ;>((X) ,,; c:CX) - t 
'.!:.:f.:.-ll.t;F1D11c10N': (J} Pa.ra un"'- f-...tncla:-, ca.Yd1na.I :f clenofo.mos 

poy b_,f fo. :func;o;, co.ycJ,Y.,a.I cuyo valor sobve ...._n espa.c10 X 

es t'Jv.o. f a./ sup fCH) donde e.I supye>??O es fomad.o sobre io­

dos los su. bespac1'o.s M de X. 

C:t) ,E/ n<Á1Y1ero ele J..indelof ./.e. K, ..R.CX), es,,/ ..,.,/ni'mo 

nC.:meY·~ ca....-ditto..I 'In ?/l.'o -1.a.I !{'-'"- .fotla. cv.brerfo. o.bierl-a. <ie X Í1!!,_', 

ne ... ., >-efinarnien.J.o a.~,"er./-o de card,"no./c'd.o..cl. rnenoy d <-juoÁ "1\7. 

rn) De {t) y,-::/) ob./enernos lo.. dej,"nic:1o'n del n~mero heYe­

~la.vi'o de li11defo·f: )¡j(X):.sup.-l11-1). 
"!:.K 

Ahova.. es-len-no.:. 1nÍe.Yesadt:>s en demos Ira. y r .... e h.1<K) .:! e ( g~ 

Pa.ra. es/o necesi/.o.mos probar el s1j'u1enlc: 

.t/.5.-J.'{;H!J: Sea. x.:.f' con c<K) = 1Tt • .Supon3amos que. y s. X: '/ 

le 'i. E n-lonce; éxis-le-n .rubco'?/un./-o.s -Py Q de cayJ i rio./;J.,,.I: o.. lo 

rJ'>.tS 11'\., PS< (E-1-2'] "~ y ti>!::. ~-e,-) f\"i ./al i;ue si ~<::~ 1 e-n­

-lonces exisfen f'-'n.fos pe 'P ') ~€ Q co.., /o.. propieda.J. de qu.e 

p ~ '¡J !: !f.. 



~os./-r-q_cio',,,_: Sea ~e 'f.. Si (.._, ~) 11 Y. = </> en./-onces P=­

{;?J. S«pon:¡a.rno.s :¡u.e (+,T!) nY. effb y .sea. -i!,E (~J-i!)n 'Í.. 

s; (~,-i!,)í\:l!-:(2! ,enhnet:s P={i!,-i!•}.s; («-,.;;>,)rr~l495en 

./:onces seo. -22 E(..-,-?,) <l ':Í.. De eslo. YY>o.l'"leYO.. olc:rlene<Y>OS lo. Su-

cesio;., "'! ""~• '>"-22 "> • • • ;> '21 '>" · · · co., 1 <.1 . 'Po.ra ju.s-Íif1ca.y 

fo. e><1:S~enc,O.. de e.s+a. su.ce.s1ó;., vey lo. cÍe.<Y>os ../-r0 c,o;., de 

C.'/.ii}. lfna./u'Ja.men./.e 

"< ¡¡..)? • .;,: . • . con r" ~ 
,,,.,;s.fe {CUz<Sf<~ -ta./ rv..e -;?-<(.1),<uJ,.¿ .• • 

t:n./-onces P= \-i!o'{ }l''l y Q~{aJfS{'<:l 

sa:l:isfo.cen lo peJ/do en el -1-eorerna... t. 
'1°6.-Df:FINlcto!V: Sea. 1TI <An númeYo ca.rd,"no.1 ;..,¡.y,·,/¡, . V1Y"e· 

mo.S <fu.e X espac/o í-opolóJ1co es 7n- J..indefo"f si .foofa. cub1er­

.fa.. a.bi'erfo.. Je X it"ene uno. ·subcu bierJo.. c<>n co.Tdi'"la/1"cl.o.d.. 

rnenoY o' tyuo.I 51u.e n1. 

Po1< e.¿10 la.do 1 se puede r!eYY>o.sl-ra.r r¡ue ,PO.YO. lodo espacia 

./:0Foló31co,Z se .sa.-l:1s.face ¡u.e t:."C;g) ~ dcz) y '}ue cc.iz) ~ h.R.C.ZJ. 

Ademc'..s , vamos a. ~ener fJcJ..e <!1'.i.s./en espa.c:os 12 n dond~ e C JZ")-< h1Cx:) 

E,, e.fec.fo, S<?O. T=tR. con lo. -fopo/"3,'o. JeneYa.do. Po.,. lo.. bct.Se {.fo..,b): 

o,,bt::tR} (/.'neo. de Sorjenfret) J considere.-nos XxX"' Z con la. -loro-

103/a.. fYOJu.c-f..o. Entrrnces :Z e.s .sero.ra..bfe "/ fº" lo.nk da)= ,V0 _, 

es ckciy, c(i!):;'-'• 
1 

,...,,enfrc...s 'f'-'-e hi.CZ)~ .::z;-'. p<-<e.s Y="-iti.o¡j): 

::J =-'-::} co...,.,o sv.besfacio de Z ./:lene la. ./-of'o/031;,._ d1scre-l:r,. 'lf">r 

consi5c..11"e.nÍ-e Jl(.Y) =ca-rdCY) = :1.:'"'•. Lo q•·«! haceYY>os "'co>'l.J..·­

de. /os '"fªc,"05 J,;,,ea./,..,,e.n-.. 
hUO.CIQ V'\ e.S 



'l.?.-TE~!?EMA: Seo.. Xt=.f -la/ 9ue e CE): 771. En.fonce.S X. es 

J.,eredilcu·ia.rn en fe n1- li17c/e/o'f. 

J>ernosbg.c1Q.};.: ¡¡,,. (A·13) ~ suf,"c1enle moslra.Y r¡ue s ¡ 11" ..!'.5 

c..._o.f!f",..,·er colecc;on de ¡'n/eyo/a./o.s a.bie,..k.s en X enl-Dnce.s <'<•'? 

-/,e (..(Y10. su./,colecc1o!n '2R~ r ck ca.rdi,-,.,/,~J ~nt .!Jv.E cu­

bre al CO"!JU'nlo U"/P. Sea M= ur. Pa.ra ca.da x.e-H def1'n1 .. ·no.s 

ItX) = {~eH: e/ coryo.1.nfo de f.odos /os f'unfos .Je H y..,e es/O..,. en­

/re " 'f 'i/ ¡>'-'ede SeY cubierto PoY U11Q. .subco/e<cio'.,, de r Je 

co..rclino..l1d.cul. ':!ó 171}. Enfonce..s ~b./enernos lo .si_Jo.t1enle: 

<t) Zt>t').,, ab1'erfo en Z. En e/-eclo, si aeIC?t:) en'lonees e-<i.JÍe 

Ws.V'-'lo.lr¡-ue card.f#):=.m y '"W°w.b.-e a. loados los :JEH l<t} 

!f<-te x<~c.i!. Como a,;;:ICx) '!i:M :U1/° e.nÍonces cxt".s/.e. JeT,,.,./ar. 

V<>.l~ .,,.},/"er/¡; en X lo./ ¡ue -.! e J • .Se o._fo..-rno. 1ue J!:I(><): .sea. 

'11'' = --vf'" {.J}; enÍo...ces eo.rc1('1'/''fl=-i71. Si a.e-J enlomes al 

'co~U.nlD de p,,,_n"ksde H 'tu.e esk..
1
>? entre ?Cya p<.<ede serco.<-

buá·/¿¡·¡xa--W"'; f'ºr TI:.n-lz, a.t!:Ilx)~ es deci'f" 1 i!é -<J"S.Z(x). g,. 

l:a.n+o Icx:J e.s un co?JÜ.n fó a.b1erlD ..... X::. 

(.:z) Atra cuo../esr¡u.&e."fO... :J(.,.,e,Z can 'X'/~ se+iene r:¡i.te. Z<K>=I<IJ) 

-4 Z-t:t> n re;¡) = {> . Fn ef"ec/.v 1 SL<pon3a.-mos 1u.e rC>o :j I";J) J en­

lences e>osk ce-:Z:t><) {-a/ f .. e e</ I<~) . Deseo.-mos f'robo.r '7"" 

rocJ n z:c¡p "'~. Si e x1.5./e f'"' .It><) n .It:J) consideremos los s 'Jv. 1en 

./e.s ca.sos {J1;., perclod.a.. de 3enero./1do.d vamos <>..su.pone.>" ...... ::#): 

(tl) CUO.Yld D i!' <p • 

Ci)S/ .::i:.c-?.<p 12n-lonces como¡iero() 1 p:,."fj )'<><¡.LJJ!S1' "J<<;J<p ~n­

tonces -l:e;¡r:/,,.,o.,.,,o..s s¡u.e los f'UY>./os c:le H ~"Q es-lo.n ~n/.re d y~ 



56 

pL1eden -.ser cu.h1é<fas Pº" uno. .subfa.-n; /,¿,_ </e '1.o de co.Yd.na(,ciaJ. ~"1n.J. 

€5 deciY, i! E r«J); /o cua / es •LY>a con/radicc10:-i . Íby /o ./an./ri f<';J J pe.,.a 

ft:Il'J) 1 e.s dec/y, los f'Un./o.s de H 51u e <?.s-la'n enÍre :!1 y p rueden se.­

c.ubiedos fºY uno. suhfami/,a. de 'i"' de co.rd "l'Tl y Jo.d..D f"e. 

fEI(?C) /<>s funto.S de H ~ ue están entre :x y p , y fºY con.s:5uiea 

-/-e los que es.fdn en/.re 'i! 'f p, f"eden »er cu.1'í·e.,..J.o.s f'DY una su.k 

-fa.mi}10. Je. -:-ti' de '"' .,.-d 5. "1'n. En con.secueno.'o., /os pun./o.s de H 

9ue e.sla.n en.J.re <!y"¡/ puec:le,-, .ser cubie.,.ros poyuna subfo.m1·/,o_ 

Je ry:> de cayd. ~"l'rl / e.s dedY, ~lfTl';J).> contrad1d:c10Vi. 

(i.i.) Si Z..c.o<<.p e.n./-onces PoY o..":Jumen..fos sirni/o..,.~ a. los dados 

eYJ et') 1 p<'J. A horo. / pe- :rrx) 11 :rqp 1mpl1co.. 4ue Iros F'u.nks de l'1 

que e.s./dn en/re xy¡¡ f'ueJen Se>' cuh1úfos ¡;oY una. sub:{ci.rni/10.. 

Je "i° Je card~m ') coY>?o 'i!li:.ICJCJ, lo.s pun-los 'fue ~../o.r¡ entre~ 

y i! ./:amb1e'n pueden .se.Y cub1e.rliis poY uno. sub fo.mi{,¿,_ Je~ de 

c.s-rcl.,; n-t.. Por fo Ían./.o ?ftE-I"¡¡) lo <uo/ <'s uno. .ccnl-rod1ccio;,,. 

(,;ii) ~"P'- >fC:~ es Cl.Yl¿j°!Jº .._/os o..n..feriore.s. 

(h) SI p<-'C. Ha.cÍenclo ·'-',., a.nd..l.s1s :simi/ClY c.I <0o..so ("'.) se 

/le30. fo..,,,,bie.
1
n a '1ue :e e I<V) /o cual <!S una. con./ro.J,'cc;o ',,, . fl:,.,. con 

S1jr.úen.Je, Je '") 'I ch) .se oh Irene 7u.e IIX)n Il'J-) = szS • Por lo lo.nf. 

Je C1) 'j (2) f por h1y>ÓÍes1's la colece.10'..r, cÁ • frLx>: x.e H} ./1ene 

ü:>Td~-rn. Fifemos xet-1. ?or lemet ('Y·ó) t>1.1.sfen PC>O y Qlx) Je 

.:.ard ~111 ./a/ s¡u.e p¡.,.¡ S XCx) n C- •-X] '/ (¡>(X)~ I ex) .f1 ["111 ~) ./a} 

s¡u.e. si ~€I(>1.) e'>I ,j.J.en pePcx> 'I qt0QCJc) can p~~ $!/.Por J<>.Fni­

c::.io'.,., de. Zc><) / para coda p<O PC>t) '/ qe-QCv¡ e>< ,-,,.¡en subcole.:c10>1es 

f(>(¡p) y f(?<,~) de <-\/' <OoYl co.rd ,;1TI <que cu.br"r'l etlos cov>-
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junfos Hn [p,-xJ "/ rl n fl<, q:J resy,,ch.v<Avnen.¿e . Sea. ~= l/ f1"cir,,..): 

..-e PCx)uQl><) yXéM]. i:nhnces 1Jl resu/./-u. se.- ..,n.,. subco­

/eccio:,., de f de cat-cl,"na.l;cl.,.J .5711 'lue c ..... bre a. 1-1 

fby /o.nfo '}i LS herec/;./o...-;a.N>enh ?rl-J.ondeldf •t. 

Como en :¡eneva.f se cu.,.,,,ple lo. de.si.juo.ldtul. c<X) s h..lCK) l::e-

nerno.s s¡U..
0

e F.,.ª un "'.Sf'o.cio /1nea.l ottdenado se curnl'fe /0 s'J";enG: 

'!.:i:.COROlARio_: s/ E"ec.f ~n·k-::c~.s ../,1.tZ)= l!l :ir). 

¿¡.fo.-o'EF/fl/ICION.· Seo. K un esl'ocio -lopoló:J1~oy m un num. co.rd.r10.] 

(•)X es m- Sef-9.ro.b /~ sil e onl:,-erte un s...bcoryunfo denso c1e co.r-

J,naftdad !(.771. 

Cl) /..a. densidad ele .Y, d. cg) > .se define corno ;l!o·rni'n { ravJ. co): 

Os X e.s dertso en X}. 

~-11.- TEORErll"I: Sea. X~I' .fa./ 9ue dUZ)=-m , er1 ./,o,.,a!> ges '1e-

.,_edi fa.ria.rnerrk "1Tl-sepo.Yahfe. 

Demos{rac1ó;,,: Sea. AEX y con.sidere,.,,,c.s ICA)= fa.~A: ~'~} 

e.s ye/a-l-:vaYY>en./.e a.k1rirfo en A}. CÍo.ramerrÍe, furo, ,,;s !j"-e 

co.rcl.t\ ).!, m pw.e.s IcAJ es "'º su.b(!Sf'o.c;o d1".sc.-e-l-o y co.rd. (rC11)) 

= 1 ( rtJI)) :! hi.f:Z) ="e Z) !: clC.Z) = '7TI • A horo.. / .se.. OS K denso en 

X con ca.rd.CD) =171 "/ ~onsideY.,mos :V: fcr,s)g : t-,so¡;.D, r.:.S 

y An Cr,s)z :/: 9}. 'R..,..a co.cla i.n./eYvo.lo .r.:~ el!Jo.m"5 u.n 

p•mlo a.C.J)i:-AnJ. Sea. E=.TlA)v{o.c..J")=Je::l>J-. En./once.s-re-

su./lo. "!u.e E: e.s .... ..., eonJv..nfo de co.vd 'S. 71'1. Pe>v-o. p...-oba.y s¡ue 

E es denso e..., A es su.fic1én./.e rnoskr- c¡u.e si <1 es uYI o.b1eYlo 

enJ[ io./ ~"'e AflU4:</> enÍonces 'linU=l-!zl. Ef'.J'1mo5 0.1;/lrJl.J. 



Si q_t:I<a.) <!n../onces' c¡e€. Si a.~I<o.) en./once.s q no esp<.<n­

Í:o aúfo.cl.o ele A y l""r lo lank se cumple s¡u.e: 

, 
o (1) (4.--, q) Ir 7' s1S '/' (x ,a.) n A "Í- r;I s1ernpr-e yu.e x <a.. 

(<.) (a,-,)ll.i<?Í Y (a,,'j) nA i- t;zf po.ro. locla. "<';J. 

, 
o 

ConsideYa.Yemo.s salo el ¡n1mer ro.so (e/ sC',Junclo es o.nd..l°.Jo) •. 

Vado que 'ti es una vec:indad de et <?n Z , <!>i;sle i!"- a.. -lo.I !/ue 

(-e,a.) SU; en/onces °'f'J,ra.l'lcÍo ti) eley,.mo.s f''-'nk.s :i:, "C~14)1l 

(IA,X,;iE!(>!,,,o..)riA y .:t"3E(Xz,cx)nA~ CoO'Y>o DescfensoenX 

:1 {-~. l<•) ,¡ <2S 1'- l')tz, o..) en-lonas e>( is/en p'-'nks r-e-(e,ltz) n D 

y se<x.:i,")nD. Sea. .J""cr,!>)~~jentonces .,.cJ)t: (i!1a.")rit: 

G Ufl e • ?oY lo k.n-1,, tT 11 u =t f1,, es d eci .-, E e.s den.so • n A . 

fl,y consi:¡ ... ;e,.,-k A es 7?'1.-sepa.-ro.~fe. t. 

~: s,· x.:J es un esF'°cio .separ-o.hle .1 enlc.nres X" 

e.s lieo-r?dilorio.rnen-/e sepo.Yo..ble. 

'/./3.-c0Rou1R10: 5; x:.:J',, •mhmces J,dcz): dCK). 

"1-1'-1-00:·1N1c~: Sea. X"'" ·e.spac1ó -ioJ"Ol.f:j1co. 

(•) J.r>. es./reche~ d•xenZ, 'Ccx,ir)_, C!.S el ,,.,(n•mo nc'..mero o:.rr:Ít'­

nol m;:¡r.~ con lo. f'rop1·eda.d cle!jue .si xe<=; et?-1-once.s evrs-le 

Ca S. C lo./ t¡ .,_e C'a.'1::1 (Co)s ?TI t :Cé-C, . 

c:i) Lo. e_s'·:/r,,c.l.e;.. de E:,"COr), es.,( sup {"C(><,Z): ><E-X}. 

C3) J:/ f?.Se~~.,. de.,, en X, '1¡)(,.,,,Z), es e/ nJYY>ero c<>.r­

clino.J ,i.~· ,..,.,,-;,, {co.-rcl CU): 1.f rs ""'"' .f~m< /,o_ de _r..,hconJ'1..,,1os o.l.re.r 

-/:os de X -1-a/ !/"e n'li: 1-x} } 

('/) E/ ~ ele .E, '\f'(K), es i;,l s'-'r ~<\\},,.., x); xE-Z} 
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Se puede fYoba.Y 7«e ¡xtYCI -ktfo espacio K, T¡, "f'(K)~XlK) 

y o.cle.md.s se pu.ede -le.ne Y r¡u.e 'l/JCJC) <'X.O[) corno lo mu.esh-o. 

ef S1juien./.e tUernf'/o: Seo. K lo. unio:-i de /l.';. co¡,,"o.s o.jeno.s 

Je} ,·n.f-ervo.f,, ce.,Y"a.do de. yo.cionales fo, 1] n ~ • De.nolarnDs lo. n-e· 

és1YYJ0. .:ep;a. Je. fo11Jn1Z1 corno Jn= [o,,,J..,]. 'Do./-o.mos o. X de 

Ja. -1:-ofofoy;o. .<'uma, es dec1·'f, ASX e.s C<b1erfo enZ si<.. A r>In es 

o..b1eyfo en I., pe.Yo. ca.da. né IXl. A horo., cons;Jer-e,,,,.o.s lo. si"-

3u.len./.e re./a.cio'n de e!jU.ivo.lencio. <v "n g : f'Cl.Y"O. :c.€ X- -{o ... },., ~IN> 

'>C"' d ... i.í >'::. '(\ y Si l(;: On pa.ra o.J3 una ne /11 -><. 'VOm po.Y-o.. 

./;oda. ...., e!IJ. EnJoy¡ce.s, .si IC/-v es e/ con/,_nfa ele e/o.se.> de eq1.1.<.'­

vc.fenc..\o.. de X ho./o ru / c:Íef 1n ;...,os p : X-'> 'Ir/..., +al 'i ... e pcx) = 

x donde. x es fo. clo..se. de "-f{u;vo.lenC..:a. /a/ 7ue x.a X:. A Z/,,, 

I~ riamos lo. s1av.ie.nle -l:o¡xJoJ,'"- : A S. K/-v es o.h1i!Y~ ::.•t sol~ 

:s; p-'CA) e3 o.h1er/o -en X:. Se o..f1Y.rno... .s¡u.e 'Pi lr) < ;t. l X"). E?n 

efeclo I pa.ro. De 'E/"-' lo.. :!<> ...,,¡{ 1 <L. {e 'In l o) } n <:IN donde e., ... 
e.s ./o. bolo. a.b 1eyfa yv.e con-he·ne al. 'é$' t Je Yc:<.d1'0 11,,,, es c.l"'"-

J'o.Yfl1-J1¿,_ .f:o.I '!}u.e .Q""C.,hLo> =~o.}- ;s.·,., ._..,/,o.r.'Jb, d.,::..do. $~¡s.,,} .. .,"" 

fo.mll1A. n.u..,.,.,.;_r.o..bfe de ableyfos {.o./ i"'e (\ Bm = .(~<¡. .{.enen->oS ID 

"'""'' 
~.3u1enk.: fªYO. cedo.. m€:,IA/ exis+e Xm~IN la/ 9u.e Om e [om .Xm) 

.S :Cn¡np·1(C3m); Seo. ~me- (OWJ,'Xmij enÍonces, si A.,. Ufom.~ .. ) ... 
. ~'w ~ 

~CA) es V.Y\ o...b1·e~\o en. XJv fo./ ~u.e fo.Yo. -iocÍa. menJ '13rnOpCAft-<f>,, 

~ deór J { 8....,)mff:N l'lO es base loco./ e/e O en X"/..,. 'i'or c.on­

Si3r..iiente 'fl(Z/,.,) < X,(Z/...,). MM. o..Jefo.nle nos -..eferlyemos o. 

e.s:Je e.s,oacio como el '~'l~- enza v-O..ctDna..f ''-

$ º"' embo."3º 1 f'°'Y"CI ~pac ios J, Ylc:Ales oYc:/eno.dos o /;,./...nemes'. 
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f...15.-Tt:OBE'!.fi: Seo. Kt:J'; enl-onces Xcx) = "/'(Z). 

Q.em os-iYgcio'v1: 'Bo..s/a. probar 'iue XU<) .!: "f< X). S<?et ::c.: X 

U) Si .r. u un pun./o ai.slo.clo, enftmce.s es e/o.ro !ju.e X<x,z)~'l/l(l[) 

(:t)Suponjamo.S >¡ue x no es QÍ.s /a.do y ?ue no -liene .so.HoJ a.. 

la '"!Jui'eYcla. ni a. la. de>·echo.; SL<f'onyQrnos o.derná..s !Jue x no 

es pv.Y>..Jo exfremo , .Seo. f =- i Vo1. }o1,,fóI fo.m; /,"a_ de <n.fervo.los -

o.b ier./o.s cJe X ./o./ <> ue n Vo1 =- .i;:x} y ca.Yd c'i/') ~ 'l' (X) ,; Consi-
T <l(.f:I 

JereYYJo.s los co7jun./.os ..-.= 1. :Jé X: ~< x y d es exlreYY>o tle a.f:J..:.n. 

in.Jerva.lo Vot} 
1 

B = {i!e-K: X<. i! t i! es e><lren?o de a.f;¡,;n mJer­

va.lo ele '"\/'} j e.n~nces A1 8 i 91. €n efec.Jn, .si o.'.Ju.no Je el/o.s 

fueya, vo.c•o, dijamo.s A , en.fonce.s ./endYíornos 'tu.e paT"a. &id.a. 

o<.e-r, Vo1."" (<-1 ~«) .con X< .to,/, y co.,,,o ::e no es punfu e_-,,/-remo 
p co.,,-1,.o,.J. i cc1Q,;.. • 

·./:enJ,,./a.mo.s !f-'e e>1:1sle jf:nV.i-.(x}. C'onside-,-ernos lo.{o.-
"EcI 

mº1\1Q. 13tx)= {<o.1b)}.,EA,l.~'B j<m~onces car-.::! <pon)"'Co.rcl.CA). 

ca.ye{ ( 0) :E ('a,yd e"'{') ~ "P ex) . Adema'..s j3<:t.) 'K!.Iulla. se Y uno. l.o.­

se loca./ de oe en X. En efeck, sea. .J "n in./-erva.fo o.b1e
0

rlo Je 

X Con :cc:.J . .Si"n ?e'rd1d;,,_ de ,Jenera.llda.d vamos o. suponer yu.e 

.J=cu,'z>), Desearnos pYobo.,. s¡ue exi.s./e c.e4 ..fal!ju.e u<a.<:X:.E"n 

efec:l-o ,si no fuera o.sí~ ./end.r1'a.wios ~ue u. e nv,¡ -1.,,.}, con­
""'X 

./:'t'o.rÍ1'ccio'n. Ant!..1050.n'><'.n~e exis./-e /,e- 8 ./.al 51-u.e )(< /, < v-. 

lin c•nse.c:r..1enc...'a. X°(:(aih) ~ .J y ra.ob) E {J CX). Poy lo ./.an.J..o fCX) 

e.s ºho ho.se loco./ de l! en X'. 

C.3) Si ::e e.s un /'u.ni-o ey_f.-erno, en/.o"'ces , ~··n pe.'rd1'd.o.. de 1ene­

w.f1i;fad varno.s o. suponeY- <¡ue .:e e.s ef pnmey efemenfD Je K_ 

En./-onces 
1 

po.ro.. "11'== {V•J..-~r .fo.m·,J,c,, Je inJ.e.,.;,o./os o.b 1;,,.k.s. 



(,:L 

en X con n "\r.i = { "'"J- y ca:n:( ('"ti'.>) 'S. "'f'Or) 110.rnos o. -len e.-- f'-' e 

pa-ro. -t.odú. o<f'I, V..t..=. Ix,Yo<) . .F:n e.s.Je caso pYcbo.re<noS yue 

""f no;sma. -resulla. .ser c:.ma base /oc-o./ de '°' "n X. E,.., efec+a, 

si Je.sun ,·n.J.en'o./o -la.)51u.e 'XE-d,enf.onces J:1:?<,~) con 

:!E X: j enfonces ~x,·s/e "'-eI .("/ -qu.e :><<..e_,_'-~ (si"º :fue Ya os:, 

i!-E nv,,, - .J..""TJ es d-.'CiY ""'"" s J. Por lar,./-,, 'i"'es base loc"len:c. . .... ~r. , 

C"I) Si X Í-iene un .sallo <>.fo. derecho. Ó e>. la. 1.Z!ju.;e..-d.0-. S<.<por?-

~amos, s»n p/,...,cJido.. de 3ei1eYo./,·cLa.d. 1 r¡u..e ?C -tiene un SQlk o.. 

/o. ii!¡uieYda. y s~a. -lf~ { \/«J .. er corno en c2) y '3) ·Sea.<! ~/ p-re­

decesoY inrnedio.io de" en :Z:. ?oT o.r3<-1men-ks siml /a.-res a.. 

los clo..dos e.n Ct)yC3) se ¡:m ... eba. rue { ce.,b)}¡,.,,B Con B i5u.aJ 

~u.e eY'\ C2), es 1.1n« ha.se local de" Je <"<>rd ~ "f Clr). 

'Po>' consi:¡ .... ienÍe, cJe (r)- l'I) .fenerno.s !/'"'e pa.ro.. -lodo xe- 1!:, 

X {'Xi 'E) ~ "f (X) 1 es d ec ;r, /((x) -=. "/-'UO • Co"' es ./.o !Ju.ed.o. 

fYº ba.d.o e/ Í-eo.,,-e ma. . t 
Se pu.ede demos-Ira.y ~ue !'°'-ro. bdo espacio -fol'olcí¿}'cº l:CE).-= 

!O. 'X.: (X) y a.dernÓ.s f=Íemos -lene;- e/ caso en s¡1.1e ?:<X) <XUJ:) '.omo 

lo t·n:uesÍra ef siJ1.1ien/e vem!'/o: Seo..n ·E=-IR. y Y::(/R-l.Al)•d!io} 

donclo '!}o 'Í TR_,; qs1jnese o. ca.da fun./u ::ce-l[ e/ ¡nmTo /l"I() = ?l, si 

-:ce- K-11" '1 /CJ<) =-Ju si: ::ce-//1/ y considevese en Y lo. -lorolc3•;,_ :¡e­

~eYo.do. f'Or la. fe.mi/,¿,_ de, conju.n ./-os C:eYro.dos ~"' {AS~ : ;-•e A) 
,. l<·•, lodo& \t{s ce"""°"' '"' ':!.) 

~s ceYYo-do en X}. E"nfonces Y ve.sc:.11-la.. se..-, co., es./o. -forolojia., 

1.t11 espo.cio -l-a.) 'fu.e pa.-ro. cada. .subcon1unfo A,!;.Y .Je Y y ce.de> 

:JE- A ex is ./-e '<.'no. sucesion numera.ble de p"-ntos ele A !lue cor>-



ve.y3c. Cl "i} ~es deciY, 'LCX) ::=./\.1o y 1u.e o..deN"1C:5 ':/..no e.s primero 

numern.ble";e~.s-¿,'deci.-, :X(K)>;L'. (Vev [Pe]ff ¡¿-n). 

s,:,, empo.r':Jo po..,-o.. efemen-fos. de cf J.enemo.s e/ s1j1.úen/:i 

'-/.//,.-TEO/SEMA> Pay.o.. l{é,j' Íenemo.s !'J"'e 'LCX) -,,.X(1t). 

De~.s,hac,"o;,,: J:s .suficie-n./e !'robo.y "}ue ?ªYo. ccu:la. ;ee X:, 

Xlx, X)~ <rCX:). Seo. =c:.e-X j consideYemo.s lo.s siyuren./es casc.s : 

(1)Si .:e es un f'-'"fo 0iis/ado e'flÍoncés X<x,z) "-"'?'CE). 

t'2) St .X: nv es o.isfado, no es e><h-e.-no yno +;evie sci.lks o.. 

lo. deYecha. n/ Q lo. iz"}uieY-da._, con.sideye-rnos : Ar _g fa.EX :Q<")(} 

.fo./ "}ue XGA 1 y cayc/ (1/,) ':5, ~Ol) , A2 S [a.ex: x<o.J -bo.l 

!J"'-e ~A.; y caY<i CAz):: '""l:CX). Seo.. ft>i):::. {ca.~): o.e.A, y J,eA~J, 

enfonces Co.Yd. ( 13cx)) ~ 'LOr).) G\de mo.'.5 1 ftx) es ba.se. loco./ Je 

lC E!YI X. ero efec/o 1 .si J es un in./.erva.}o Je X ./;af _;¡ue Xfd_; 

en-lonces Ct:>Yl'lo XE íi, flA.,. -lenernos 1ue ex is Je n funfo.s o.€ .J(IA1 

y bE.Jf1Jl2 COY! 0.1b#:X. Por lo ia.n-fu XE'(a,h)S:. ..:r '/ (cub) e (3<><), 

es deci<, f-><x>es base Ío<:<J.f de-x. 

C3) Si .:e ./;lene w1 sa/-l:o O. fo. derecha o o. lo. n~u1eyda.. S1ñ pe',.._ 

didA Je :Jene..-o.l1dó.cÍ \'OrYJos "'- St..o.po•:e.Y !J"e x -l-1ene. ... ,.., so.Ho 

~-la izqu1·endt1. {e/ o+ro CQSO e.s s/""i/a.y); entonr:e.s .se« i?- el 

pYeJece_soy 1nrnedia..fo de x en X y sea.. As i_o.EX" :><<o.1 

{o.I ~u.e >tc,A f co.~d (A) ~"l'.·cx). t=n-h:,nce.sJ coma en el co.soan­

-4:er/oY1 obÍenemos !f<.Ae páYO. pcx) = { U,a.) 'ª ~A}J card.C (3t><l) 

.=. -.:(l¡:-) y ft><) es una. has>? local <Íe x en X. 

(<./) Si x es un p'-'n h> -zxfremo • S"Pº"'j<>.l'YIOS <¡"'-e ,e ese/ J/­
.firno e/e.,,..,er../.o de. X; en.fon,·•» consideremos A f; {a E~ :o.c:xJ 



lo./ r¡u.e =:t:6A y can:I. CA) ,;'T(K). Corno ""los ca.sos o..n-/erró.-es, 

{3'-") "' { (o. 1 x J : a.E A} resu/Lo. se Y """'"" ba.se /.,ca./ de x en 2r l«I 

!) ue co.ycl (f>l>t>) S. z ex). 

f?,,. /0 ./.a.n./-o, de (•)-t'I) o b.f.enernos el .-e.su Ne.o.do. t 

Anlesc:Íe enuncúu• e/ si:Ju1°ente "f!O'Yt:rna necesilo.rnos de lo.. 

s1juien/e : 

'f.:11.- DtFIN1C1()tl/: Sea.. X un e.s/'o.cio -lo?ofó3 1co. 

(1) El ~, w(X), es ji!. ·mi'n {<o.rcHf): f e.s base de it}. 

(~)Una f'an?i/1á. .Af°={fl-1s}HS de subco>?J;,,_nfo.s de X esuna..red 

{y¡e.Jwork) f'O.Y"CX.. J{ si fO.Ya cada :.OE~ y ct..1.0./9,uºe.y vecinao.el º()de 

X e>rls./e seS .¿,,_J 9u.e "XEM.s SU. 

(5) El p~ de z 1 "lw(JZ:), e.s ef ,.,...;,.,..,e,,, co.rJ,",,o.Í ,"l'.,. rm•n l 

~e.arel.(.#°): .J/'es u.na. .,-ec/ po.Y"- K}. 

Obsevvemos "ft:.le /.oda. ho..se de.. X: es u.no. .-er:l f>"'TO. X, e.s cÍ<;c:iv , 

) ) I \\ "' • A • / nwc.Jf swCX y q .... e e ,~o- e.Y1;zo ro.c10»0.X e.s u.n eJ'!01p o 

de u.n e.spo.cio X -l-a.I ¡.v..e nwCZ) <.w(K') pues es '-'Yl e.spo..cio 

!j1..1.e no es ·s~IAY\do ·r>u.-nera.ble ·Y con ca...-&. (Jt) =,'-'o, es cÍeci,.. 

'11AJ{X)=,'-'• y w<X")>;t.'o, 

'¡.18.-TtOREHA: $," Z:l:~, enlo;ices wCZ):nwCr). 

~e..,.,"osb·acio!i : Da.do r¡u.e _ ll l1'1:X'.).~ "'-l.lt'J'.: S<:? so.·hs fa.ce er¡ .'je· 

nero.1 bo.s-k. rrobctY !J"'e w lX) ~ nwlX). Seo. ch"-= f N.5}s .. 5 

uno. rec/ pa.ro.. °X lo./ 7ue CGln:( <ch°)"' nw (X); fO-YO. cod.o. Sl:S 

cons iderernos aPi.s::. {I : .Tes.""' ¿n./.e.rvala o. b1edo "'" E co~ 

IJ,, S. I} j seo. As= (\u\ s ; en~on ces Nl !: As po.ro.. cocla. s~S. 



Se a.f;v>Y>o.. !)U.e la. .fa.mi/,.:._ de im!erva.fos o.hierlos ¡S:{lh}5.,5 

e.s UnC\ be.se de z. En efecfo, si J es un ¿n./ervo..lo o.h1'erl-o en 

X y .:x:.é-.J, enÍ:oy¡ces e.xl.sle se-5 -l.a.l c¡ue X€:N,, !:. J y fc>Y lo.n­

./:o Jt::cÁs y de c..yu..i' ~<-1e ><€-N» !O.As s;.J. Po.,- lo /.o.nlo f-'"5 
uno.. ba.se de X y Cd•d ( (3 )~ n w tz). Por Ía.nfo w (E),;, nu..1 C~),r 

~: 'H>.Y<>. 'llEcl, TI= \c...€ x+: (.( es un so././:,, de~} 

'f '.j(X):. Ccnd. (U) ie.nernos r¡ue u.t(X")::.dUC)+jCX:). 

~:Sea. Ss;..z de,.,so con CC1rdcs>,,ol<K).1feco•demos 

~v..e si CA.13) =v. "5 un sall-o ck. X. entonces e>ciskn o..hEX lo../ 

"lv..e "l. es el ú/1-.'rno e.femenfo de A 'f h es d fY•me.,. ºe}emenfo de 

'Bjsea. ecu.)= {c.•b} '/consideremos fl=U{etl.(): «é,U'}.f'robo­

..,..emo.s 51u..e f={Ca.1h): a,bGsvHJv{{x~:xespuY>fo a.1°.slo.do} 

es una. bose (='ID 'X· 

Ci)S; =e es url p'-'nl-o c¡i.s/o._clo 
1 

en.fonce.s f'a.ra. c.uo./~v.IÚ ,",-,/erva.lo 

ab ie~ fo I en X' l:o./ '1ue xez, se -tiene r:¡"e :o;E {,,.} ~I. 

(,;¡)Sea. .:e no o.;.s/o..do, no ex-1-remo y ~ue no l:1ene sa/fo.s o. lo. 

Jeyec.ho.. ni a /a. iz~uieYdo.... Sea I:: cp,fj) .:.<n <nleY\rO.lo .. b1erlo de lr 

l./ ~u.e :ice:f;en-lonces e"'isÍ-en ttl'Stl(p,-r) y beSnCx,!¡) y~ 

· 1 ... e S es denso en X . 'f>oy fo -lanfo ,:e(' (a1h) .f :! . 

l:3) Si x ~·ene. "'" saJ(;o "" fo. 1is¡"ierd a. peYO no "' lo. derecho.. 1 sea. ~ 

su pyrdece.sor inmecli~lo y sea I= (p,c;¡) un ,·nl-ervo..lo al.1er4-o 

eY'J X -lal qo.te x."I- Como Ses denso e,., X ,e?'1.s./.ea besnc,,,4) 

y de ª'f'·d <¡t.>e l<'€-C<11b) ~ 'I. Si~ .f1'ene ur> .sa.lfo a /o. derec.h~ 

o.no.1030.YYlenÍe. enco,,fro.J""llO.S 011bE-5uH .fu/ 9ue ')té, (o.1b) i:: .I, 



{'/)SI :ic es un pu.nfo e.><1-rerno la. clerno:>kc1on es o.nd../030.. 

fl:rr conSi,juien_¿e J de C<J-<'I) conc./u.1mos que. (3 es una. ba.se paro. X_, 

~decir, wCK')~co:rd.(su1-1) .sdCx-)+3ot). 

A~oro..1 .fe.seo.rnos f'Y<>bo.Y que '.jCK) ~UJ(lr). 'Po.ro. esle. .¡,v, ,.se"n 

f> unc:o. bo.se de X tCl./ !/ue C<lYd..(/J) =w<r) y u .:(.1118) :iall,o Je X 

COW'l e.e- Ir ,:;.¡.¡.,;..,,º elerne.nfD de 4. En-knce.s e-- Ja.J ~s u.n ,;,.krora.lo 

otierfo en E y como f3 e.s ... ,,,. •. &a..se enlence.s ~><'sic 'Bo. E-~ -io.I 

!J""e a.e- 8a. g_ (..,., a.J. E"'./vnces -lenemos 'J"e 'f: U~ (3 -lo./ que 

'j'((11,S)}=10o. .e.su.no .fuY\clo:i i1'l:Jcc.J.\1ro..; .in c:onsecuencio. ::¡1z).::> 

wCX:) 1 comoenjenerol 5~ .s"-lo.sfa.ce ol.cirJswc:z) obknemos 'f'.c 

de x > +j ex>~ :iw<.x-)=LIJ CX). fb~ -lo.n-hi wcx:) =- dur> +j <~").t. 

F1rla.lmer>fQ. .oh.Jeyieyno.s (o_ !.13u1en4. colo. f'OYO.. ca . .Yd. ( 2") c'.Orl KEJ: 

'J.ao.- Tl:ORE'MA : Si Kt:J' e ni-onces <:o.rol e r) ~ :;¡e cz>. 

E/ s•ju.;e.n./...e cuat:Cro ye.sume /a.s >-efa.cione.s e>ct'skn ks e.nfte 

/a.s f..vocione.s co.yclo"no./c.s en espo.cio.s /rYJeol..,.,e.n'fi oYclent>.closJ 4,-,a_ 

./.a.do..s en c.s.fe ea.pí/.ulo.· 

lcavd.. .K\ 
~ 

)e (.J) ~ nc:(x:[:~ n!l\ 'K.)\ 
' es: "''iflcr>l ~ · ™ 



(,,(,, 

Noto.: i\x:)--5(.X) <n '?l c.uo.cho a.n-k.-10.,.- ,;;';lni{1ca.. ~LK)~'3Clr). 

-:t=°oV\o.\""'en-\-e 
1 

'n'"losho.re'ff'OS poy rned ;o de e._1emf'\os !\"'e \o..s 

Jesi':}ua.\O.o.des mos+tc..do.s en e5+e cuaó.ro fu.ecl.en se.- .,,..¡.,.,·c.to.s. 
t~) s; X= l1'R,'t.:.) c.oYl • ~" .. \ ovc\en u5ua.l en íit, en-1-onces 

c.o..'rdC.X) -::. 2•-i!• y &clo que :Ir es .s.e')u .. n~o "'"""e..-o.ble , wLX\= ~º, 

<:>.s deci"< 1 w lX) < ca.~d.<2:). 

( h) Sea. X'=- IR X'\º' 1} eon la. i-opo/03!0. Lnclucid.o... .po...- el orckn 

le>Ú~Y"-t•'co. 'Eo"l.\.onces &O!):: ?!o f''"'"s (l;\ ".(,o,•} e<> d""'sº en 

&:' 'I w C.X) :>;.!o 'i'ues s ¡ w lX')" ,-...'., en.\-oY1ces. Z es se'Ju..nd0 

'hU.rne.ro. \:.\e y 'i'ºy b,.,+-.. e 1 su¡,,,,,, fO.C \o '!i. ::: IR " "' r .\; \er>e u.no. 

, yevo 

3e>"fr<':j !!"e no e.s s.e~u .. ndo :"u.wie.ro.b\12 J co..,,h-co.d1i:cio:;,,. 'foy lo 

-b.n+o w C..X) > .il-'. 1 ~.3 JeciY cAtK) <wtX). 

En.\-o..,,ces •f"'Y lo. d1scus\o~ Ja& "'""' (2·1-·'l.) y~su\-lo. ~uc \th:ir) 

: ?_íl.~y Pº"' <"?.·<>·-¿) 9.tz)-=.;-.' •• l.deYV\o'.:s,J~ (3.10) \-es .... \4-o..."luc 

X(K.)= ;i.'o. ?o-t \., fo.n\-o ,(,:\.e es u.n e.j'ernrlo de. u.vi espo.c.i.o 

t-a.1 'i"'e X c. x) <.. \... ~ L x ) '/ 

{J) t=1Y10.f1Y1e.n+e obseyvemos 'f<-<e C<n ~,.,f"''-cio J,,,_ Sor.u{,;,. , cl.•:¡o.mos 

s I es"'"' esracio l1'nea..I ;nJeno.clo -lo../ y"'e eC.S) -:/1.'o y olCK)>,'L~ 

(ve.v[BeJ). 



CAPITt/LO S 

PAR. A co1•iP/1C:, OAD 

. .Fn el ,orese.nr!c Cqp/-lu ll!J p..-oba.Yan.!:JS I"' e9uiva. lenc1"o... 

·¿e -?re$ Concer-los ';"eld..C/"n.odo.s con /<>. ?O.Yacorn¡ut.clc/a&{ 

!}<-<e e.n :¡dnera./ no coinciden y aderná..s enconlra.rnos <los 

Ca.>"a.c:/eriza..c.1ones d'el conce¡ol-" 7'"'-"' el,. >?Drnbre o.I ca.¡ol­

!ulo; ana. de ellas se da.. en -1-érrr>inos d<: fes hu.ecos del 

espac/o y la seJ.,_..,¿.._ en /.e'rrn•"nll.5 rle./ con cepl-o de <.<n 

c.ovi.,n./-o e.s-l-o.c/ona.r1"0 de o.-d1"na.les. 

5.L.- Dt:FIN1C1óN: Se.o.. c.4 "'. iA•J.s.:S ""'"' fQ.rni /,o._ de. 

su..bco-jun-l-os c:le u.n "º'Y·un-1-c X. 

(t) Uno. ~o.de.l?a.. · de 

As,, As,,, ... .J As" 

y As¿ (l As,.,, -=f:. ~ fctro. <:e<da. i:: '• ~, ·· '.J 1<-1 • 

(2.) D1"rernos 9'"'-e /q_ :fa.mi /,a_ cÁ es coneclo..da. :ti f'ó.Yo. 

e.a.de.. f'O..Y As, As• .Je efemen./:o:; de e.A e."X"1s/.e «na eo..­

Jena. de. tb a.A.s>. 

(3) Une. su.bfo.Tt?i./10... ~ !!;; c.4 

~ si no es ..su bco'?J,;,.,,./-c,· f,..ºf'.'"º de. o..'.:J ... na. JUb­

¡,,. rni'/1¿_ ll!one.cla..d.a.. Je <JZÍ. 



6B 

('1) J..o..s ~ ,e.onefl./-~ de cÁ se def1n en eoYno lo.s suf:! 

.fo.rn.-!10..s con e e .J.o.dc,_ 5 .-y¡o,x1rno.les. 

6'.~.- Ot3Sf?RVAC10.N: (1) L<>...s (ornf'onenks de <..1.-,a. fo.rn•'­

/,"o.. .A de su.bcº':J·u.rik.s Je K ex1s ./t!.n f'ºr e/ /e..,..,a de 

i:orr>. 

(:¿) Toda. fami /,a._ cÁ Je subcon_jun./-os de un cor?/un/r, 

;!:. se descornrone en /a. un;o',.., de s<.<.s cornpo,-,enk!.. A.J..s 

rn,{_s 1 Si i:Á< y cÁi son co,..,,('t:>net?-/.es c/;5 .f.¡"' t<>.5 de c.Á .Se -l:iene 

!J<Ae ( U t!..Á 1 ) ri ( U c.& ,, ) = ~ 

/;/ frox1rno Yl!.St.Jl-l:ado e.s una. ?'Y'of'Íeda.ol ;rnpor./-o.nb. 

51ue nos serv;rd.. para. duno.s.frct.,... o.l3una..5 f"'"ºl'ledo.cles 

ele lo.s esf'a.ccºos /,,O:,ea./,..,,,en-/.e o-rdeno.cÍos. 

5·3.- LEMA : Sea. cÁ una. fa.mi/,;,_ coneclo.dc.. Je su.b-

Co•:_fun/.os convexos J<?. Kt:-c/ (.Seo. "¿''el orden ".n.?). 

Er>-1-onces, e.~1.J./.-en 12n Uc.4 Suce!.iones_, :f1ní+o.s o ;nf-i­

n,".Jo...s, X1 1 'lCz)... y 'l-1, Y:.,.:. -60./ e:¡ u.e : 

(1) )(,.: ~~ / X...,.<.:>Cl<+I ) !Jl<,.,L.. !JI< po..ra. l<él>J) 

C<) X"+• ~ .S-1: ( X1<, e-4) y 'lJ1<+i <Í.;; f( ~"', cÁ) pa.ra. l<é tN,, 

C3) S-/;(x,,,u{) "'st (-x,m, c.Á) 'Ir/ .:f s-l(:J.,,,u4)nSHa'm,'4) 

fo.ro.. ke 1/1/. 
00 

('/) US-l:(:X1<,cÁ) 
1(:.1 

~emostro.ci_.'~ .. .h: Sea. ~ .... ..., bue" oYden en UtÁ y sea. 

)J
1 

el ol.-pri'rnev «femer>./-,, d~ U,.,.(. Con.si'dereYYJ05 

.S-t(fl,,o4) .s,· e-x:i.slen ¡1..1.n_-k_~---!f.-'f:e. <-r-rececÚn o:. 
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:/1 en Uc.A- .St{/J,,cÁ) con.s>dereY')?o.s <!I «-¡>'T>>r>CY Q/~ 

rn en./-¡:, ele es -fo s , /a./ 1ue : 

y .$ i- ( ~ ~ J e.A) f1 s -f ( l11 J L4 ) 1 i;I . 

E".s-lo es ro.s1ºb/e ha.cerio da.do.. la. conec.//1,,do.d de. 

/o. :f'a rn' -¡,A_ : Se a LL €: U c4 - .S t U! 1, '4) con <.< .. q¡, _, e '2 

l:onc.es Qoti:S-l-e 4 t:c.-4 ./.o.f pu.e u. li A . Con.s ,'d-e remo~ 

L3 li tÁ -l:a.. / EJ u e 13 S: .S -é ( ~ ~ ... "4 ) _,, en -l-o ,_, e e .s e >< 1.S 1- e n.. 

At_, ... 1 A.s.o;c..4 :.!a./'!'"'"' "11=A, Ao=l.3 y "1.:nA.:+1 "=f. 9f' 

(.on eº=,,,,, ... , .s-1. Po Y lo -!an-lo J 11.><1.Sfe I<". e f1,:1, ... ,:s·'.] 

-la./ 7ue A1<.+1 ESt<'á 1 ,d) y A,, • ..., (Uc4-s-lc':J,,<>l))'ffd_; 

.seo. ;:.; A.,º<"\ (U'4- Sr C11,,u{)) 1 enlonces ob/.eneYYJoS' 

.St(a.,uf)r. S-é(~1,IÁ) :t.t¡Í "f e</Sf:ft),JtÁ) . 

.Indu.c./-iva.rner>le, s.· :¡,, '<1-..~-··,[ft< nan si"do 'de.¡;nidos 

¡rnrner elernenl-o ele Uv/ !-al '1ª" 

{<l) :/K+t < :/r<:: J 

(/,) :fuH ,¡. .$ -&{IJK o cÁ) }' 

(e) .S+c 9><+1, tÁ) n S-é(~"'<A) 4 9. 

• I e 'Xll Te'? J e ( ol -

Adernd.s _, observarnos !ju.e e.s./e /'"""'ce.so ¿,.,¿._. cl1°vo es 

q /o rnds nurne..-o.ble: ..$i e>c1s-héYo.. i/oa e UU'( -l:a.I que 

(i) ¡f.,. < ~" po. ra. -locl a ~ E IN" 

Ui:) :feo t/ Ji-r';J,.., cÁ) ,;a= ./-oda. kt:N 

lti) S-lUfd:J 1 cA) tl ( U{sé(¡j.,,cA): 1<~11'1 }) * 91, 

enl:on.ces fl.~•·s-le.. l<En./ -l-a.I 1u.e S1Hll1<,<Á) "1Si(:l,,.,c.4) 

.:f:fj; Sea. ~ un e/emen/.o de esla cn/eysec:c¡o~,; ,;n-
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ion<eS e.x;s./e..-, A.,A,E< .. A te,/ j'-'"- Y~!:I"' <0A, y :J,:J"°t;/J2. 

S¡ ¡},,, < ';j <2nfonce5 C:/aa, 'I) 5. A< por ser A
2 

Conve><"o y· 

~+o irnpf,"co.. :¡ue Jj.,,, 12 (:/o0, '¡j) <;A2. Po,.- .fa..rla 'j,,.,.,A.._ 

y .!loo,; A:z lo cu.al ,y,,,f'/,C:o.. !/'-'e ¿¡.,,, <= .Sr(if><.¡.1, tÁ) !/""- co?:! 

-l-ra..d1i:e «.CiO. 'Por cons1ju,"en./e f!J1<] esene.fe.clt:in!:!_ 

A:',= y, y I mQne.Yo qn5 

. loJo.. efe.Ji"mos i./na. suces:o;,, {'>(><} ..¡.,,_¡ !Jue : 

(a.) >ck' < ')(,.,, ' 

Cb) Y«..., t/ SUx"', <A), 

le) S+cx><, e<{) f1Si(?<'""'c.A)"/-9f 

C/a.'ra.rnen/.e., es fo.S Su.ces1o>">e.S <4rnph .. n con lo pecl,;do 

<!n el lema.. t 
A n le..s de ,P a.so.,.. a. c:lc rn os .¡Ya.,.. a.l:J.u. nos >-esu I lados 

Sobre esf'a.c;os /,"nea.lmen-k. ordenados recordemos a.l­

f!U nos con ce¡rlo s bás 1co s . 

5. .Y.- lJEF1N1c10/t/ (ver -la.rn /,;e' n 2. f. i ). Seo. { A.s} .sES 

une¡ f'arni/,á. de subcoryun.f.os ole 

«) {AsJs~S es ¡rnn-4..a/-::f;,.,¡/,,_ 
1-ln co':!./<-<nl-o .X. 

( pun ./-,,,.a_/· n u me Yo.ble ) 

:Si paYa. ca.da. .::c.(;-}[ el conJ'v.n-/-o {sE:-S: x<=-As] t:S f..,.ni­

-60 (nurn e ro/, le). 

C<) {As]us es es-Íre/I,,._ fúii./-o... (e.s-lrello. - nun?e...-a./, le) M 

fó.Y-.:>. 1-oclo SaeS .1 el 'º'?¡U.ni-o fs<:eS: A., n As. ,¡,.<;t.} es {1ni 
-le o C n u.,.,.., era. b /e) • 

<:onec./.o.cio..::1 un­
/r . 



11. 

-l-<-<o.l-nu..-YH!>·o..ble de .subco,-;/unh.s conve~as de. Xt=-,/' en­

lonces e-x:1:S-l-e «na. .subcoleccio'i--., nu.rneYa./,le @ 9'cÁ -&o.J 

51u..e U:t3 = Uvef. 
!Jemos/rac1'o'n: Se. .s1jue. d,,,f /,echo !j"-e fa-ro.. cada. 

K.e-1/./ ·S"t (Y"", c,J) >' S-l r J/1e, cÁ) !/u.e P-fª re ce n en I o.. pe<>~ 

("I) de/ femo.. {5"-3) 

nu men>..l:,/e .le ,z/e .-nen fu.s ele d · t 
6'.6--{)EFINICIOIV: Sea. Z un espa.c,"o -rfo,Poloj1'co 

(t) Xe.s- ftªYa.corn/'~ si ~oda. cu.IJ/erla. a/,ierla.. Je. ¿r 

Í1ene un >-ef'1no.n?ien./.,, QJ,,eyfo /<Jca/,,,..,en-6.. f";,,1/..,,. 

si -!:oda cu.br'er/.a.. abie..-./a. de X ¡.;ene t..<.n refma,..,,iz.nl-o 

o.blerlo f'unLua.l-j'1'n,"/.o. 

f.3) X es ;[.u..erÍernen.Je ./1~P..o..cfu .:rt' {;oda.. cub;e)'.: 

ia. a,,ht"e...-la.. cle X -!-iene .,,., "repno..rn.én-lo o.b1erlo e.sh-eJltJ.­

f•n/./-o. 

E"s c.loi.ro Je lo... <le:f1ñicio:-i (S-·L/} s¡<-<e -!-oda f'o.rn ,/,;;,_ 

de a.bie.-fos e,J./re//<>. -:f,-,,,¡J,,_ es loc:a.lrnen./.e .¡,',,.,,'fa. y cu.o,} 

!} <!- 1°-e Y' f'a rn ,'/,'o.. 

./,.e f•"··+a. es 

de su.beo~un-1-cs_ a.brerks de X ltual.-ne!:J 

f'unfv..o../ .f"1n1"/.tt.. 
1 

es deci,. , si Z es .:fuer-

./.ern.en.fe ?"'Y'Clcotnpo.c./-o ~n..J.onces X es f'O.YCt.CoY>?f'o.c./v ! 

esf.o 1mpkca.. 9ue :E <>.s ,,.,e/.ac:.o..-n¡:>acfu. Ahora ¡,,·<!;, ,,,~.., 

;:¡enero../ es+os Conce¡>los no son e7u1vo.len./es c't) S.eq 

X= IR+- ,?J /os rea.les !'os,"/., vDS <?.>rc/..,.'le.,.,do ~. lo. -&,_ 



":(2. 

por o .J i'o.. 'l: .so b ... e g eJ ."J en e_ Ycu:f o. fº ,. I as e o "./" n fo.s s., " 

.: (o,'/n)u{>?,n+1) con->o ho..Se con nEIN. ;::;..,./-onces (X-,-i-) 

( rs-sJ Pf T •-u) 

esra e; o d;.s e -re+ o 

Í.once5 

(<)Sea. ?ªYa. cada. nE/1\1 X,,= Dc1-n )_-
de co..rdina.f;dad 

es 

'J"c. I " 77! <=: ;i.'. • 1:.,, -

ef llamado esl'o.do 

Je 9a1·v-e de pe.so 11"!.. En.Jr,nce.S el produ.cl-a l:opoloj1co 

del ~nie r va.lo c:.in1 !:o. l'i'o a.b1e.- /.o Co, 1) y o! espacio de 

Bai·re e,c,i:iJ es '-<YJ es¡>acio f'ªya.co.-npac-1-o !ju.e no es 

fu.er./e,y¡en-/.e fC.Y-O cornf'acfo ([E] fp· l/D=J.), 

s,·'Y) ernba.Y.JO, en la. e/a.se de e.5f'a.ci'oS ./co170/o'y1CO.S lr­

neafYner¡./.e ordenados vowios a -lener :¡ue e.sf.oJ l-Yes 

co;¡ce/'./os coinc1cl~n. 

~ '7.- TliOREM.Fl: .Sea XEJ'. t=n./..onces es <!fUIVO..fen ./e 

(f) X c?s .{u.e,.6eY>?en./e JJO.>-act:nn¡:iacl-o 

(.:¡) Toda cubierl-o.. ab1er-lo.. 'U de .% {;,'ene un re.ft'ng_ 

m,"enl-c ab,'erlo ru.n-1-v.a.I- ..;c:.¡y,-,era.b le. 

De Yhos +n: ... e ;o',,., : (1) ,-;.,,!"/,e ct:.. (.:Z) • Po y h •',co' /.es/s y (A-IS} 

~enen->OS 'Ju.e 9.1 ,!-/ene u.n i-ef¡'na.,,,.,;e,.,+c cd,1er·lo es-

.f.ye /fa ·nuYY>~re..ble ;y por -!:an-1-o 1.1 Í1<!.ne un .-ef•no..-

rn1erifo o.h1 er.f-.o pu.n /.,.o./- nurne~c.ble. 

(:i.) •rn¡ol1~~ <1) Su.pon~a,.,.., 0s s¡ue U ./;;ene <-<n <ref:'1'­

n1>..-nien-l-o cih'1e~./o f'-'"-1-u.a.1 nurnerable c...4. s,,:, fé.-­

d ida. de 3en e ,-a !:dad podeYn os sc.il' o,, e, s¡c:.ie las e fe­

men los de c..4 .so,, convexos . S<?a. <Á -= U { ~ « : cil e .r} 



donde ca.do... !Jo(. es w.n.c_ com?onen-&.. <::le ~ (ver !i.1 t¡J. 

E"n./-onces fºY lo. o bservac ;o'.,, (s. :i.. :i.) y e/ coro lo.. r10 -

(ó.s) -ten eTYJos [ju.e: 

a) s,. e< 1 f3 (U tg.,_) r. <U Cp) =- 95 y 

(it) p<tra: cael<>- o!.EI exis-/.e uno. subcolecc;o;,., n"­

rnera.ble :Do(:{ oc.i.1'1) : n ~IN} to../ 1ue. U:lJcc =u ~o/.. 
~n./-oncesJ se s1ju.e ~'"e Un=- {occ1,n) : ..ie- rJ .. s una... 

colecclo~ de cor;_/u.nlos ójenos das a. dos y Pº'" l:a.n-1-o 

?C-==U{~n:ne-trJ} es un "refino..m1enk e>.bieY./-o es­

-h-ello. nuYne"ro.ble de U y l'ºr conS,.:J"'en-/e J de 

(A-15) se {;,ene Ej"<-<e X es u>i e.sra.c,"o :fuerlernen ./-e. 

fO.YO.COYnfac-1-o. t 

E:n./once.s l-arnb1ºe'-n heYY>oS cle.rnos&aalo e/ Siju.:enk. 

S·l?.-rEORFH"'I: ~,· lrE if' enfunce.s /a.s s•ju;e,-,./-e..s Con-

d/c1ones son e!juiva/e.,Jes: 

t•) X es fuer-lernen./.e ¡oa.-ra.compa.c-1-o 

C2) }[es ?arac-o>??f'acl-o 

(3) X es d.ff,,"(,..., en /.e pa YacoY"r1fa.cfo (me ,la.e o ,.,..~ac .,l,,J 

(l/) -reda cub1"e.r/a.. o.b1erla. de X .¡,,·ene '-ln re:f1"na-rn1e.n-/o 

0tb1°er./-o f'"n/.u.a./ nurnera.l. le. 

l}__erno.s-l-Yci.c•~:..,: t1) ,·rnr /,e a.. o) ,;..,.,,,1,~o.. c:i) ,..;,¡o/,~·"'-· 

l'I) .se <t..A.rnple.,-., on 5ey,ero..I y «I) •mp/,-,,,,_ C..> f!S ~1 

!eo.-eYY?a. CS·r). t. 

Como 



el si3u·,.,,.,./.e · 

S·'7·- coRolRRio ,.., ... -
meY<>.hle ,..enfu'1ces X e.s hered:la.ria.,-,.,enk paYa.compo.cG. 

Derno.s,l,,·gc~: fby (4-1b) es .suficien./e f'robo.r '/"'e 

./,o.::J O Sub €Sf''1 C lO O. b 1 ',,>./.o de .J? e.S ,F'ª ro.ca YYI f'ª C..¡., • ()b_se-r -

ve.-y¡oS ;¡u.e ./:-odo Sube.spa.c,"o o.b,.er.f..o Je X lo poc:I!?_ 

mos obkn e>" c..oY>?o /~ un 1'a~ de .J'U.5 C.oynponet?h.s C'on-

ve><c-.5 eadc; <-<no. de l::.J cu.oles es ab,"eyla.. De "''f"Í 

~._.e. ce>da. <-LnO... de S u.s c:ornp,;nen ./es cottve"'a.S e.s ¡oa.­

ro.co Y>?po.ci-e ya !f'-'e e.s "n /;,, eo../ a .. denod.tJ co.., Su l-o­

t'º/ºj''ct. ..-e(o.-l"°v"' y .,i,;.,.,e u,.-,a, b.,...H! punfuc./ nc..me-

rabie. t. 

f'CYO.cOn?f>O.C,"daJ f'O.YO. <:.Sf'O.CIO~ /,"nf'o. lmen.J.e Orqenodos 

en .J.e;,.......,,",,os de su.s liv..ecr:>s . An./es de f=""SO.Y .J1-ree -

cef'/.o.s y .f'Yobo.y do:s )12.rno.s. 

!f.:..t_o.-or:F11\11C1'?.!::!.; SE'o 2"~,j' y J._.,,., ,;..,/e,.v"'lo Je X. 

tt) Un h._.eco '-' el.e J es ~~.,. "",,_ 

¿,,{ e>'va./ 0 I<"' C.c, :¡) I'\ "E de X. sii Gll' :1: ¿_4 <A ~~ 'J o b 1·e;., ---------- ~., ------
X o 'á es un hueco e>!./-rerno ele .,T y co • .:.c; de con t./ 

(2.) .t=/ hu.eco u es cubierio """' ..T f-ºY ~,., S<.Jbcovi-

J .... nfo o.b1$..!::.-l-o fj__ de X .si Q" 1·s I e 
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(.3) E/ hueco "l.(. 

de s1.dJc.onjunÍ-O'!!. ab1ey./-os de Z .si C!·s cu.bier/o .,,, ..J"' F'r 

o.!J:. n e/ern enl-o Je U. 

5.11.-tJBSERV/ICIOJ\/.· S." un hl..(eco e,¡ de .J ~ cu.bui,-f¡, en 

):[ f'""(" '21 en.fonces es c.<.d,,,e-...to <tn V f'ºY u. El ,,;..,.·erso 

no necesar1it,.-,.,en té. Se r:u.rnrle f''-"PS '-'n h<.<eco exf-reYY>o de 

..:T f.., e de ser<-<..., hw.eco ¡,.,~e/io r de X. 

S.t:¡_.- 1. ,;,.¿¡:¡: .Seq :Jre-.;Í'. Tóc/a c.u.hier/.c>.. abr·ey/.o... '2.f de 

Z: -la./ r¡ue iodo hu.eco o'e. -:Y <?s cu.lo1e·.,-t,, en Z por 'Zf<., 

./ Íe"Yle une. su.bc:u..bi e rl-o. f'• ni ./.a. 

Xe:J' y Considerernos 

de. 2í ~u.e es cub1e"rfo en .J? 1oor U, Co.-.-.o '2..e cu.h-re 

<l. -lodo hu.eco de .X, U" es <.<na ct.1.h;e,-la. o..b,-eY./.o.. 

de x_+-_, la. corn¡:>~cl-a.c:1on na-!c.c.ro..1 de K c!adc.. ""-n. 

(3.'-). Po.,,. Jo 

~ut.¡,:, de u+ 
-é«.n l:o exis./-e 

I/'"'e cu..hre ... 
«.na 

X+, 

Se.-\ b f'a. n-)1 },~ :f1 ·,., i /Q_ 

;:;,,,-/.onces, 1 ... su.b-

farni lió.. co..,.re.s/'º nd/e n-l:e f "l.f!.k}"~' de U 

· .s'er.;..n fuYJdornenla.les !'°'re... nues/..ros pr6xú..->os .... es1.d· 

.J:p..dos las nociones de 9-suce.s10~ y <tj>-hu.eco. 

0..!A.-Di?F/NJCID(\/." Sea. Xecf'y X"'°.s'-< co,,.,,pa.c:-la.c<°D~ 

na../.v..ra./ def1"nido.. en C3·<-) 

(t) Unt>.. su.cesio'v¡ 



de f<-<n-l-os de g1- es llo..-na.dc.. '"'"'°' ~}!_g;~_JE~ st' par-o. -lodo 

ord;na.1 f¡mi-/-e Á<uJc<, el /,'rn,·/-e en :x+ del se.'JYr>en-lo 

!xilt<,¡ de s es un hu. eco de X. 

(.<) .S; .s es <tna 9-su.ccs1Ó;.., y s ¡ el h Ul?CO u e.- e/ // _ 
>n;-te ele lo. su ces,;,~ s, J, a b la •·em os de S COYno u.na.. 

(¡)-su.cesio~ en 1f l..l. 

(..3) Cln hu..eco (..( es /la rnado u.n O-hueco o.. lo. ,;_'f~ 

ldeyecha_) $i e x1.S-le <.<na Q -.sucesio'v1 en u. c.recie.n../e 

(deo·ee.i en-Íe). 

t"I) Un hueco <--< es llama.do un ~ si ~s <.0-1 G>-hueeo 

"l. la. l'i!j'uie.,-da... y a. fa. deYec.ha.. (o' sofo uno ele ellos e.n 

co...so de !/'-'e (..( seo.. un hu.eco e>tlrerno). 

5°-1.J/.-,¿t:Ml'I: Sea. Xe-.;/ y ..T= (p, tr1.,.... :8: «n ~ñ·-l~rva.lo 

Jz X donde V- ~ c. n hu.eco t¡L-<.e no es un O-hu.eco o.. lo. 

i2!!juierd¡j__, $"e"'- o< tt! f>YirneY ord1na..I po.Ya. '21 cu.o.! v- E!s 

uri w,.,- Í(rYJ1Íe ~la. 1z'1u1'erda.. Seo. '712 ct-<D.!!J"''er- c.u.bi.eYf-a. 

ab1e>-la. .de J '!ju.e no cubre o../ hu.eco v- . .En.-knce.s "21 -

./iene unG1. s0<.bfa.-ni/,·a._ de ¡oo-l:enc.1'a.. il~ e,,,-, ¿,,,./-eYsec-
• J , 

CIOY> YiO vac1a.... 

~: Pode<Y>ó.S suroneY que éoclo u-e- 'lf e.s 

un sc.ihco"Junh de .J. Enl-o,,ces -lada. cornfone,n-le C'on­

~exo. de. u es .un su.b-<'n/ervo.lo ab1ei-lo k=rx.~) de 

~(por .:/..:J,.1~). Sea. J:.& = [1<: k' es una corn¡:>onen14. 

c.on ve )(a. r:le U Con UE62.R}. Dado !lue el /,,,_eco 



no es cu.b;e.,-.i?o po"f ?.) -f::.e.>'>emos ?'-'-e ~-<+v-· para -lo­

clo lf:(-;;:-,.c;)c:I-6. Ahora., seo- {il~]l,<w.,_ c.1..1.a.l~u1'.zr 

.suces/on cr-ecien-le de ¡01..1.nh,s de J cuyo (/rn/le es 

'lr. Co..da .f'un -leo Jl es cu6ie,.--lo .f'ºY al menos un f..l¡;.'2.,( 

y f'ºY l:an-l:o .f'OY al menos un J<el&; en.fonces seo. 

Er. = {_1<e-.JG: k. cubr-e a íli}, Def1ni1Y10S 1-<1 = l:•'ti ~!) 

= Uf1<: keI-i1} y var-nos o.. .S<J.f'one...- 1u.e <!.I fern,,_ 

es fa.l.so. EnÍ:onces el ca.rd1na.I de K.Í debe ser 

menoy 1u..e 1~. Pe.ro ~< .. 'lr f'O.Ya. -l:od.a l(:.(')l,'b)t-J-{,,; 

por lo !:a.n -l-o J da.do c¡ue o( e.s el ¡JY'1rne 7' ordina.1 ia I 1u.e 

V E:S un Wc1- li"m;./e o. la. 1zs¡u.le.,-da. -tenewio' .;¡u.e 

~<-Úe-n-Í:e Sc,lcesi'oh: 

5=-{~f¡~f.~ól.2'~,-···:1i,~t>·'•} i_<uJ<>{. 

El llmi ./-e de e.s+o. su.cesio~ es 'V', a.s( <jue fº" )-,,·pa'­

Íes1's S no f'uecle sel' c..tna O-su.ces ion. Acorde con 

es-lo ex;1's/..e. U.h runk fj'e-J'Jue es el J/mt.Je de.un 

se3rnen fu de S coy¡ 11'¡>0 de order? el ord1na.I /i'mt/4 

A<"-'c1.. Sea. l<'=(?C'jr') cu.o..lt¡u.,-er' elernenfo del-G 7ue 

e.ubre a. ';}' . .Eir?.J.c>.,,,ces ')(•e~~<. 2~ ;, CO'rYID ~,;.,., :Í!f. -= 'J' ex1~ 
. ~~ 

./:-e <.tn on:Jw;a../ '/_.L. .A -la./ que ~·e :J'l < ~··, lo cu.o../ • rn -

f'f1co.. ~ue J:}'1 e l{'J .f'OY f:.an.f-o I<' E lit¿• En Con.secuen­

c1'0. x·~ l<'l. 1 es decir, (':t',t 1) ~ (~'l.,é-'l). Pero es.Jo 

es frriposible ya rue ';1'=.4;T ~1 locuo.I ,,,,.,.pl1"c-"'­

~u.e 21 < ~' de donde :¡;~ <. 'é' con \_ «. ;¡ . Poy lo ./:o...-. -fo 



78 

E/ .S1j u,"en-le -feore rno... se reFie..-e C\ lo_ ca.rae ./-e r 1'-

2a.c10"1 de espaetoS fara.co>YJ?ctcl-os mencionado.. c:>-n­

-1.erio vrYJenle. 

s.1§.-TEOf?EKA: Sea. Ki:J'. Xes J"aro..compo.c+o s1·~solo 

si l:odo hi.1.eco de X es «n O-hu.eco. 

~~: /Veces 1da.d • .S•"n perd,"dlJ... de Bener~ 

¡,·dad V'Cl>'YJOS a. SUf'OYJeY 

no es e/ h" e e o e K fre rn o 

no e.s u.n CJ-h1.1eco o.. la 

C.<-{alqu ie.Y 
. , 

.sucesiov; 

.t¡ue ex/sle un hu.eco i.r-rue 

,·27uie.-do y suf'on3arnos t¡<-te 

izqu.1erda.. Sea ~ ~Ü'f.-<u.J~ 

/,'.,,,·./e e.s ....,. en donde· ifo es e/ ¡o-rime,.. ¡><-• nTo d hueco 

Je X. Sea W e/ ú//1'rno ¡::w.n.¡.o C: hueco de%. Cons1'­

Je.,"!YY10S /o, si9 !,,( 1 en¡. e C.ub 1e r-/ a a.b1'e r.J.d. de X : 

'U~l[:-J.,:J!\)l'\X} O<{<i.uo<}u{(v;wJnz-}. 

de U . En./n.,,ces 

: no ¡>uecle .rey loco./l'Ylen./.e 

no sea. Fª YO.. e OYn fac-1-o . 

S~fic1enc1.o._: Sea. ?.f. c..<nC1 

&l.9 u. ; 
1 

1 

.sv.pon3a.rno3- ~ute -f:odo hu.eco de X es un O-hu.eco. 

JJeseo..>Y\OS enco~1k.,.. l,,(n ~:e¡,·no...rn1"e.n.J-o de '2J loco.l­

men./.e .fini fo. Seo. ¡::lf= {hueco$ de X que no sori 

cu.hiertos en X por 1.i. }. C/o.rayY\-en-l-e, ./:o Jo f'U"-



.f:o /,'n-,;.f-e en X,_ de hu.ecos no cub1'e.rl-os es un hueco 

no _cu_hier/o. En consecuenu·a 7=* c!.S cerro.do en J[-+, 

es deá.- x+- P* lo f'ºde>r1os ex?reso.Y corno lo. un1on 

c:Íe ¿y¡-/:eYVO./os -o._hiertos ~en OS k'*" de ;g-1-, C<!<clo. fun­

./:o fron-l:ero. de cua.l!fu1·e,..- cºn/:eyva.lo t<* es,oh1e;,,._.., 

hu.eco no culoi'et·lo o un pun-1-o ex frel'YIO de X, Los 1n­

.Je..-v0-- los c.orresrondien .fes J< = H "f1.X son inferva. las 

o.bi'erl-o.s a.jeno.5 (y o..dernd_s ceyya.c/os) de 2., cu.yo.. 

un1oñ e.s X- Aco.,.de con esfo podernos .f-yafo..y iy¡de­

¡nnd1enlemenl-e 

l/(: 'U Jefm1mos 

co.do. uno de es-1-os K j f'ªYª co.cl.o.. 

Uic.= Uril<. /es Suf'1.c1°enl-e <en<on-h-o.Y 

loca/n?enl-e f'r'ndo d12. la p,,_.,..,,·/,a._ -

c¿f,< = { Ut<}ueY.11. CoY1s1ºdeyeynoS -en-l-onces cua.l1u.1°12.y K 

:f:Jo. Esc.ribawios I«=- [1.1,<.r]. Sea 1' cuo.ffjw"e.r fu.n-l:o 

1ºnfe-r1°or de I< y .seo. H"'" ~u, p] y .J= [p,...r]. s,· e><•s./-e.n 

\-e.fino.rnien-1-os loca.lrnenle ¡:,y,//-c.s ~ y~ d~ cu~ !1'-'e 

cubran respecl--1V-<J..rnen -/.e o. 1-1 y A. .J~ en-1:-once.s e>ns-1-e 

r..tn ref1no.w11énJo loca.lrnen.Je !',,;,,·.¡.o ~12 íl.RI<.. 9u.e cuhe 

-~ I<. Fn..J.onces herY>OS yecfu.c/ol.o el ¡rrob/erna o. en­

con-J-ro.y C.1>1 Yef1"no.Yr11eY>k ·loco.f,.,,,en./.e f•niÍ-o ~Je 

'1.Ric qu.e c.u..bra.. o.. .J" fp,v]. A hora. b1e'n 1 f'º"' coY1Sfrt.A.c­

c1.o'V> de. K, -loc:Ío hueco i..-l.fe--r1C r de -tT (..5 cu. b1e_y.J..o 

¡ooy <2.e y f'OY -l:o.n.../-o f'OY 'ZJI< • -Poy Cons/3.,..1ey¡-/:e SI° 'l.J' 

m•srno es cub1eY./o pov 711< en./-onces lo. f!'>f1s·./~nc(a.. 

del refina.Yn1enfD Jesea.cÁó lo do. el /e.yy¡o. s.1:i. 



So 

..Suponjo.«>os en-l-onces 9u.e -v- e.s un hueco y 9ue .,_,. 

no es cub1'ey fo fºY 'U1c. Znlon.ces 1 f>º.,. h1po'./-es1'.s "V" 

€.S un o-Aueco L-*], en Fo.Y-l:icu./a.y debers¡>r <.<n. 

tQ - h<.{eco o.. Ja. i Z!:ju"1 e...-d. o.. . Se a. en .f-c,.,., e es S = 'l ~ ~ 1't<W< 

(.{Yl<:l, Q-sucest'on c..-ec¡"en./e en 11". 'Pode'YYIOS -loma...-

~o=-f y podernos Su.f'oneY r:>..c/eY>'IC:.s 7u.e lc.s /,',,.,¡/e> 

de lo.s .se3men-IDs Je S ha.n s1Clo incoyporados et la. 

sucesioVi, a.s / gue !J;¡ -::: .,e,;,,. .'Jg fara. ./ad.o o..-d.1'no..fl 
-¡ t< A l 

/(miÍe A<lll.,, y :J:J es u.r) h .... eco. Ahora. 1 para cado.. 

1.<W.¡ JefiniYnoS el ln-1-ervo..lo cerYado Et_-=[:Jl,~1.,]. 

f<ecoydemos ahora.. !f.ue e/ tlni"ci:> hu.eco .Je J ~u.e. "" 

e.s cubi'er-1-o f'ºY ?..Ric es su hu eco ex/.rerY10 "IT.. (&,,. lo 

./;.a.n l-o ~ pa. Ya cada. i < w.,, -l. o do hu eco r:h l:f es cu /, 1 eJ: 

!:o f'ºY 1RK. PoY Có"·l<Y ex1"s./e u.na. su.bfo.md14.. fi"ni ftJc. 

"Wl. de 'U!I< ~ue cubre GI. E"l · Dt>.do ]''-'e cuo..less¡.t..uero.. 

Jos in /;eYva. los .ruces i vos El, l;l+• ./: ienen J~/a...,,e!:! 

./,e l.ln f'"'-"'./-o en com~Vl y da.clo ¡u.e '::/;:¡ es un liueto 

pa.v-a. -&oda oyd,;,a.I /fm/Je l< uJ" fºJe.mos f'ácilme,,iz 

"Ye,Pno..~ ·.fccla f''unika.. tfj a. uno. fo.mi/,o._ ~, ta.Í '/ue 

JenJo. /o.s slgu1e nles f'Yºl"edo.des : 

M (o.) f'&:tYa -l:odo.. 1:< w-<. 1 ""Wl' u'1if: 1 tJ -vq_;2 e.s u,.,o.. 

e.u.b,·e.,, lo.. o.bier.J.a. fini/.a.. de G'f+1. 

(b) Para. ~ocle ord,;,a./ límt"/.e '.A«"-'«, -rt;'v~~ e.s 

una cub1"e.rl-o. a.h1'e.-./o... ¡-,y,¡/o.. tle ~ l:~ 

c2) Pa.ro. -/:oda '(< woi y +oda._ 1. 'l ~ i_+:i , 1\1!/, n W'l.::: fl 
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¡0a.ra -l-oda. vvz. G 'I"\{' 7 -t-odo. h/7_ E J'\~' 

/;n ef"ecl-0 1 ha.s-la. ~oma.r li1_'-=.f(::Jl.,,'Jí,,)nvv1.; W1 

€"11fl}. G'ri./-onces /,,_ ¡,,_,..,..,,/,c._~-=- U('W{_': 1< IV<1.} 

es U.YJ rr?f .. na.YYJ1enlo loca.lmenfe f1ni fo dr ep., 7u.~ e.u-

t>bseYveYYJoS ·t<te (ve,.- [-tJ) si <!n I<>. de.,.,,,oslra.c1on an­

-be..-r,.oY S<AfO'Ylemos 1ue "t.(!'< es numerable y .si f'i-obo..mo.s 

r;¡u.e v- e..S <..tn l;J-hueco de la. 1'2~u1"e.rdo... enfonces hetc1en 

-l:a.blemen./.e po...-a.cornpo.c.h. 

o. lo. Í-z!Juie..,-da.. en efec./-o se 

a..sí 

o.ble ne rno.s !/ u..<2 K e.s con -

El ? '-'e v- sea un O- hu.e.ca 

cuy-y¡f/e yo.. Ij'-'.e si no f"uen; .. 

-&o.,., e.es .:oTYJ o -v ~s un Wo1.- I ,·,..,..,,-Je !'aro.. o.0.S. r.J d. "º ~ e/ 

lema. (O.IJ./) 'l"e7(..(1ere .ru.e ?..f,c eon-lenja... u.n<>1 .subf'a.w.d,a_ 

<Íe /'º-f.enc1"a_ ,íl~ QSÍ 7u.e CU!,_ no puede SeY nuYne.ro..ble. 

fb,. lo f'an'4. hen->os /'Yobado e/ 

.S./(,.- ri:oREH.q: s,· K~.J', en-f.once.s Kes con.J.o.ble­

me n./e ¡;a. racoñ?¡oacfu. 

/..as S1juien/es. a.f'1rrno.c;oy¡e.S sv-y3en como r::orola.r1os 

de rs.1s) : 

~.·Si X<=.,Í es sepava.ble e.nhmces ~ 

es f'ªYa.corn¡oac-lo. 

hu.e e.o de X y D!!, X dey¡so 

nume.ra..b/e en X. E"n.Jonces ex/s ./-e uno. .S<A<<' s,"oº,;, .,.., D 
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. , 
v.,-suce.s10YJ 

{j}-sucesio~l, Xes --pa.racoYY>pac.-1-o. t 
ó- 1 f?.- COROLA R io: S; X. 6 <f e .s payo.. e.o rn-po..c..f.o y pr,meyo 

nuY">?eY"a.hle en-l:once.s X e.s herediíca1'0.rnenñ f'"'Ya.co.-npac"fo. 

Dernos-tra ci'o ~' : Es ..ru F ,·e len./..z rn o 5 /-.-o..y !f "'"' -60 do .-ub -

espa.c10 a.b,e.,..+o Ys E es .rara.c.ornf"''c.To (fºY' A-1b). 

AdernÓ.s 1 dado !fu.e U."1 subesf'O.C io e:tb,eY./o d.e un /,·_ 

d<t. S<.<.s corn/'onen-/es convexe>s e.s sv.-fr'c1en/e con.si­

de.,-a..v el Ca.so esf'ecio./. c.ue<.ndo .Y ,,,.,·srno es contt><'o. 

fbr -la.n./-o 1 Y con su -l-of'oloy/a.. rela..f1V-a.. y la. J.e./ oyde.n 

h~,-edad.o de 

e.sra.c:o li'nea..I oydena.do 

es "'n hueco d;,_ Y o' es 

e.s UY} 

'/ en consecuenci.A- Y es <.<n 

ca.so " 

lírni/e d,,_ un<> w 0 -Suc.e.s10"1 de pun.J.o!> .Je Y 1 Jf.'OY 

Se-r X {'rimero nwn?eY-o..b le. .En el ,,,.;vY>e.r cc.<.so f',.'2. 

ba.reTY>t:iS SofamenfE !'JU.'2 .si U Ylo ~s <?I hu.ec.o e>C-

FYOcecle de u.na 

co,..,,f'a.c./.o exis./-e 

U. es un (íJ-hueco 

!!?- Su e e .s io :,, 

ex i.s .fe (O"- t.Vo1. or di'noJ f.'md:; 

con -v- l.ue<:o de Y- en./once!> 



Seo.. ';J," X('+' , ::z" )(f!"'' > • - • / Jj~ = )(~+.!"' , ... 

{';/><}f!+l<l.W.¡ -re.sul+a. se..,- ..,,..,a 

e.n y fºr Se Y y ccn ve><o En ca.so Je ft.te 

-la/ o,.-d1'na./ f3 enh,nces ú es el f/mi'le 

t:i'-.suc12s1~~ 

...,º e"' 1 s./ q_ 

d<!. e.in o "-'o -
. , y 

1 e.s declY 1 t;J-hu.eco la suces10Y'J en lt e5 e.in ... 1 :z -

!/"'-,·.,,,-da_ en Y. Si' o. de. YY>d.s u.. na <!'S e( hueco e )(-'Y!!_ 

rno derecho de Y se Je:rnL-Ces .fr,,_ ano.lc:>;Já..l'Ylentz 'J<.U.. 

4 es ttn t?- h<.<eco o.. Jo.. derecha. en Y. PoY lo.n ./--o 

U es «n <rJ- /,u.eco de :::Í • of...ros .Sub<:'aS051 C'OYY>O 

5(' dijo an/e.s 1 .Son Sfm,la.,.-es, 

?o..- ('onSij'-';e,..,éR_ -locfo hueco d<Z Y <!5 Un CJ-/,u.eco
1 

es dec1'-r, Y es ¡oo.ro..coYY>ro.c~ . t 

de fctYO.CO"",f'acidad t!.n esracioS. /;neo..lnJen./-e oYdeno..­

cJ,,S .!/'-'-e dependeyá_ ./e/ Concerh de C..O') Co'!_f'-'n+o <?.S­

-/:a.t:iona..r:o ele ord1no./es. 

S.19.- DG:FJN/CtON': Seo.. 42 v.n orcl1'no..I l1'rn1'./e 1 en­

-l:onc.es S S-..0... ~ es./ac.1o'net.r/o en -1"2. .si po..ra. cado. sub­

conj"'n./-o cof1na.I ce.ry0 do e d.e...<L 1 Sncj::9f(ver.t·:te) 

Ó..'ZO.- 08S€RVACtOIV: S,· cof' (..n.) >u.lo (ver 3. /i:,) y S ,· 

S S......fl.. con-l1'ene un Conj..,nfo cof•na.1 ce-rY'o.clo D, <!.n­

-l-o"Ylt.es 5 e.s es¡.aciono..·n'o "!n -r:t. 

DeYYlos-i:rac;c:>!::z.: .su.pon.JaYYI05 :¡u.<?. la é!bse rvc..c.10:., 

e.S fa/.sa 1 c2nÍOnce$ e.xi's./-e CS,fl. cof•'na/ C.~rra.dO 
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en -J"l. con 

lo c1..1..al e.s 1'mt"os;t,/e. k"n e/ec fo J dacio 1 ._,_e Cy O 

Son cof,"na.fes en ...r:i. , .Z .,,,·.s/en Suces¡°ones 1c••.1n~(/\/ 

(a. ) l'y¡ e- C y c.(,,. E· D -lada nEl/V 

(b) pa.ra. ca.da. ne/N, d.., <Cn<dn+-t. 

Do.do rue Co.f{r2.)71.1.)~ 1 {c .. Ju{dn}·f'IO es t::of1Yle<.fe,,.. 

-'7... de donde cont::lv1·rnos .!J"'e /¡,,.., C'.., =:.J,.,,,.of.., ~'j<:..fl. 
>lf-11\/ '1F-'N "' 

es deciY' dt!'CnO. Por cons~'Jr.""enti_ Ses ~s-/.act"ont>.t-1of 

B,t.· l'ROPOS!C!OJV'; Sec.. ..n... u.i o•·d,Y,a.f ía.f 7we a>f..rz>uJ0 

y Su¡oonya.-nos !/"'e S ~s u.n S<.<bccmju.nTo esf.:..ciona.,-,o de 

--O... Pa..,...a. ca.da. SES, seet. :¡:es) un subco'?J;_,,.,f¡, o..b,.;(.-/o de 

J2. ia..I ~u.e s ~ Ics) y se<.< J) = r .res): .s Es). .En 1-on.ce.s 

~><is-le X<:S -la./ !/'-'-e [x,-) S $-t(-x, .fi). 

D(rvio.s-Íro.~: Su.¡oon,ja.»'>OS ?u¿ el lema. es jod.so 

y c<:msl-ruya.yy¡os la.s s1ju.1ey,/es sucesiones. Sea. .:c,e-S 

y consideYernos .$i:(x,, ,g) J en -l:orices co..-no el lernt:t 

no se ca YY1f1 le 

./al '1'-'-e :J, >::X:1 

S'2.o. ~,ES <!./ f'riwH!Y <?feY>'>enTo enS 

y 'i/1 </ .$+. ón, .$) • Se<t .:e~ el rnme y 

elernenTo en S 1'Y>C<:JOY :¡u.e Yt. Ahora. Si ::i<~<cof..r.z. 

-tenel"YIO.S !Ju.e : Ct') en e/ éaso de .fiu.t? ot. no .es un 

ord,·na./ ./írn/fe ConsideY-cono.s .Z« y cor>?o e/ /el??o. 
e.s :fa/.so fodernos considera.Y :/o( y lu.e30 )(,,.,, co­

rno lo ¡,,·c,;,.._,os en los pnme.-os pasos. <i"i) Si <><: 
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sv:ronqal"no.s !j''-'-e US/;C'X;.,~) 
J A<-tl 

es cof,"na./ Con -t".l ~ en ./onces -!enclr1'o.W>o.S r:¡u.e {J':i};¡<~ 

e.s cofi'na. / C:on -'l. lo cu.<>./ <Z.S una. con/n:• cl,C.c;o'v, yo. 

'!'-'-€.-'"l. no ./:;ene co>jun-los cof';no..les de ca.-d1ºnal 

menor "/Lle cof.f:l.. Por -Ían/.o, rodeYY>oS encon-

h-o_y su.ces,"one.S {xkt}y f:!J<} .:on ~<T'=G:>{.J'L. i!o.l1ue: 

(t:t) Si df<d<T' enknces :V.fi< ~.¡.<xs, 

(b)Si k'<7' enf:onces :Í.t< </Sf('Xa-,~), 

le)~ ~.t< .".!'1<7'} es co.f1naf -en .f.2.. 

Po'<" o-l:ro Ja.do, ciado !/"e cof..a. >u.Jo 7 como {X4< •• d:« 11) 

l!J un subco--junfo d" ...r:z. ~u.e con-l.1ene a.. un .sL<bco,.., -

_.i<Anf-o <O-;f'1ño..f Ce YYado en-ÍonceS f>OY- (5•:1.0) ~~~: tf<1'} 

es e.s./a..cÚJnc..Y1·0. Por consi3<-1ien-le c:{.Xr '.ti<1']1l 

t1{~¡.;d<<71}.::A/ll3i:? Adema's Ces coj'1"no../. /;;11 

efe.e/o, si no lo f"<.<era. '-enclr-1'a._rnos !ju.e. e.xis"+e i! <O .f2.. 

~a.! r¡ <-1. e { .,.. e l3 : "'.,.. e J o A - l'6 • p.._ ro {"' €. 13 : k,,. ó! } ~ .s 

un co:f,':,,.; ... ; cerro. do 5fo.<e no c"nierseclo. o. A,; con /,-a -

J1ec::,"o~ (pu.es· A es es-lo.c1on«.r(o). flor ./a:n./o C <?S 

G<n cof,.no..1 CeYro..do. No-lerno.s o.hora. ru.e .sl ~e. cns 

enkY1.ces el(;s./.e e< 0.,..d;..,<>../ ¡,-,,,,.,·/e X.t< <e S/ 't solo 

:si d"'< o{ (poY .S<? .. ~· pu.nfo ¿., o.curnu./<tC•O~ ele .q) 1 

130..- consi,:]'-'Íen-ie :Í1< < ~ si 'j solo .si .11< o(. ..Fn efedo, 

si e;1"".s+.er"'- JI< o<. -ta.1 !ju.e 'ár "72 er¡ /once.J x4',., < i! 

ya. s¡ ..... e. «+• <f:!!. c:an./ra.<:Í1ºciendo la. C"o.,slrucc10;,, de 

{X¡,.} y 1:1.1<]. Por o ira. f'a.r{e , :Ji :¡.e; U.S-1: Cx.t<, .()) ·en-
4<< <(. 
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Íonces 

y es-1-o :rnrl:co._ 'l'-'e iJ <.'¡},¡.<e. Cons1de.rernas I<-?)~ 

Qn../:onces "XII<,:¡,. Eir't) payo. ~¡J.;YI JI< o/. pero 

I e 2-) f, S-l: ( "X H 1 .'J ) y f OY ( b} :J ¡-. ef- 5 t. ( X "1, /#..) ron I Yo. -

.dlcclo'n. Po,.. tan-la Cl"l.S = p !/""' <Ontra.d1"c e q{ hcclia 

d<' V"' e S e.s es-/aciona.Y•
0

0 1-l<'rnOS pYobacÍo /a f'ro-

fOS1óo'n • 1 

s-.2z..- PROPos1c101\/: .Sec:... S un su.bco?J-,,,_.,t;, e.s-la.cionano 

J.e. ..r.i.. o,..d,Y.,a_/ /.a./ 7u.e cof'-"2 ">e.Va . En./-onces nin.'Jt..1on<L 

c.u.kie>-la. o..bier/a. (o..bier+o.s ye/a-lii¡a..s des) des f.ºr 

.subconju.nfo.s aco-la dos de.. ...n.. f'uede ./:ene...- un ref1n~ 

mienl-o ab,"e,..fo (Ye/a../,'110) punl-u.a./-:finifo. 

Demos-lro..c1'0;,,: .Seo. U <-<no. cu/,,"erlo.. o.bi'er.fa... c<>n la. 

¡JYOfiedo._cÍ mencionada. )' .su¡:ion.Jo.YYlOS rup .;!/,= {R-1nSJ.., .. r 

es un Yefino.rrJ1°ey¡ /.o o.bie ,..t,; f'un-lv.o..1 F'.ni t¡, ./12 U (e..s 

dcc,''(' Ro1. IZS u.n a.bie.-ló acola.do en ..n. rd.YO. kda. o(GL') 

Ahoro..J /'aro. co.do. sES consideremos :fls"' l Ro( :<>(Er 

y sei?o(} y ~'==/¡/:/i.s. fbr lo ·lanla/ ?º"' Cs--2 1) e~1:S.f.e 

=cc;.S +al 'jue L?<,--) ~ s.f:(,,, :fl.') f'e-ro es.fo e.s impo­

sible fL<eS wuen/.ro_s [.,,,_.,) ~S no acolodo .5-f(,,, .11.') 

.5i lo es. ,E'n efeclo 
1 

faro. cae/a .s<!"S 1 f?ts) es un s.,b­

con_ju.n.f.o ab1'ey/.o y acola.do de. ..n.. y st (">t.> Jl') es 

/.:, Je solo c.<n 
, 

nurne ró de eslt..s co"-

J'u n-J.os , es de e i,. 1 es acolo. cÍo . Por cons i.'j"" ie n.f.e , .se 



B'I 

c.u.rnpfe Jo enunc1::i.do 

5.23.- Pl?OPOSIClóN': Sea. Xc=.,1' no ¡uiY-a.cornpacfo ; en­

tonces a.l.'J,:,n subespac1°0 c.e>-rado de X es horneomor/o 

CI un subcorju.n/.o esla.c/onar/o de c...n ord1Y,o./ ..51.. doncle 

-.a. = Co f(..n..) > <Uo • 

DeYnos&y~,;,,o:Sea. .x+ l.:t c.ornpo.cfa.c,"o'.r, na.-6u.rcd de%, 
-·""~ ' 

Corno X no es f'O.Ya.. con-;pac"'te-e.>ú.sle u:E- x+--x ~o/ .¡u.e 

l( no es un ·@-1-.ueco de X. S•n re;..o/,dc... de _<Jene~E 

J,·d""d f't:JdernoS .suponeY .!J<Ae no es un <;>-he.A.eco o. f.._ 

izr¡ut'1erdo.... E'nionc<>s J Pª,.-°' cu.r..lruier .suc ... sio'n es­

h1"cla.r-nenle cyec:renle {Xot: o<< ...fl.} "" X et.ye /1'­

...,.,,·+~ (en x+) es u .. xi's-f.., <-<n orcli'no...fl ltrni/.e Ao<.sz 

-lo./ 9u.e ,,¡,;.,,¡ Íl<«J G X 
.¡,<:lo 

donde el //,.,,,,"/e es ./-o""'º el o 

e.n x+ ,. -1"2. e.s e/ ' . o,..d,;.-,o..I rue •s cof1no.Í C"on. c..ln1 ro 

{xeX: :i:<u.] J cof -"'2- =:: -r.>.. 'Y -t2 -/-u.Jo )'Cl qu.e. de lo 

ces1'o'n d-'! e.s-le e.s/t'lo; eYJlonces pav-o. cu.o..lq<A.1°é>- or­

cÍ1na../ /{mi./-e ;i<.-0.. ,s«p{x..- ~ "1<'::i]" es.,; bien x-;ie'E 

ó un hu.eco de X • S~o. 

/1'm,"./-e y .-(,:.,,, ~)(.,~:: X;ie X}. En./-o,,.ces Ses <?.slac1"!;} 
-<<.:i 

no.-ri"o -en-"?- da.do 9ae s1" "o.1;¡.l.,, con.Ju."nfo cof.(no.I ce. .. rE,. 

do c:'!Lr.z. fv..eYo. <>j"eno col"I .5 

usa Y /.::.. s <.te es 1 o :.., ~ X ot : ..i e- e } 

ll n 1-ovt e es poJri"o.>-no.s 

raro. ,,.., os ./-.-~y !f"'E' 
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es So br<" /(s) 

do de% f'«es es"'/ coryunfó 

Su cesio;., en X. /es a. /,/e,.¡'¿_ 

Vo.mos a. ve,.. 

es un St<bco':.JL<nlo 

de /'"'nks /í..,,.,,·./e efe uno. 

-"erva./a en X -la/ s¡u.e /(;¡)::: "l<;:i. lO J. ConsidererY>oS 

los co":Jºun!-os A.::: {?<t:-X: '.><'.:xi"' <<>n Xl"'<~~J y 8= 

""{"'XG-X: :t:. Xó i X;¡< Xá]. Seo.. i!, Íq/ f!u.e ::t:'1 <!Se/ 

fYirrieY- e/emenfo de // ~ue curnf'Iª con qu.e el rºn/.eYvafo 

(.:t<liJ ~;,) e>"J /í.S) l!S V~c10 y o. el /',..,·m<Hº ele.-neYJTo 

en B l:af 'ju.e fY;¡, .:l'. 00) (h{C5) f!s vacr'o j enl-onces 

:;\€(c\-loJSo) y -fCA)E-f((/"lo1 b"o))~J. Po-r /.an-1-o fescoa 

Por consi5ulen./e fes un hon-.eornor-

f>'smo Je S .sob>-e u.,,, .rube.spac/o ce...-..-o..do de)!. t 

~: Sea. X<=cf. Las s>j'-'ien./e.s !''ºf'ledades 

son Pfu iva./en-le.s : 

ft) X no es /'ªYc..cornf'ªc/o 

f:l) pa 'ra al.Jd n o>-di na I -s2 con co f ..n."' ..a. ">u.lo al.Ju.'.., 

Subconjun fo eslaciona.no de ...a. cs horneon'lo r-fo "' un 

S<.t bespac,-o ee •..-o de: de 8:. 

(3) rara a.f3tfn O>-chnal-f"L Con 

subconjv.nfo <!s../ac/ona.Yio de...--:¡_ e.s horneornol'"fa "' ur> sul!_ 

espacio ceYYado de X. 
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~: r1) im¡:il1éa.. (.:,) es cs-.z:J) . (:,.) 1mpl1éo.. 

C.3) es -&ni,,ia./ y f'ªYó.. C3) 1mpl1eo.. rf) <Dbserverno.s r¡ue 

(5.:¡:¡) ;rn¡>lica... 91.Ae si .S e.s <-<n subcor!JunTo eslae1i>na­

-r1'0 de un o..-dinal ..n. con co:fl....rz. >-Wo en/.onees S no 

IZ..S rne-.!a.co'Ynf'o.clo y por lo -l-o.n-1-o de CS·li') S no es 

f'ªYacoYYJpa. cfo. lb..- lo fun lo SI X .f'ue'ra. r·1racornr<>cio 

enlonces f"O'r (4-11-) y do.e/o r'-'e S e.s horneornor.J'V o. 

un Subespacio ce.,..,,.odo ele]!.> S se-r1'a._ Íarnb1'é.',,, ¡<>a­

"rO..cornfa.c-/-0 • t. 
s.2s-.-.1.FM"1: Sea S un :Ju.bco'?.Ju.n-1-o eslo.c1'ona>"10 de 

un ordina.l-n.. con cofC-'2) ">u.Jo y sea. 1s,.s . ..,., .JubconJL<!!.. 

.fo co/1°na.I ..-el ... ..?/vo..l'Y'en/.e ce>-..-t:t.do ¿.,, S .. .E.-,f.c....,ees T 

es ~a.·..,,.,¡,,-é,.., es./a.c:ona...-io Qn --n.. En f'07.¡.,-,,u lo.>-, <11 con­

. Ju.r>lo de Fc.1.nlo.s no a is lados de/ su bes pa.c/o S es -es -

-la~ 10 na. r1 ~o. 

J)-en?ost!ra.c10Y,: .Ju.f'on3amos !ju.e T ne> <zs eslac1onar10.1 

enl:onces eJ<isle D~..n... co.¡:-.·na.1 e.eryado -l:t>..I "}u.e. 

-rno-=.,>Zf. Corno Tes ce..-ro..do .,.e/a.Íivo .._s e-x1sfe 

cs..n. c:e..-ra.cJo -la./ qu.e T.::snc. Corno Tes co¡:1nal 

en....Q enlonces /"'..,. ca.1i; C~ co-fi'n~I C'eYra.do .,n..rz 

y f'ºY la dernos&a..cia;., en c5.:z.o) Dnc :/o t;J. Pro -

ba,...ernos <:¡.ue cno ~o.rn61e'n es co:f'•na..1~ J;'n _e:f'ec-lo, 

Si no lo ¡:ueYa enfunces ex1s/.e 20$-<'2. .fa./ 9u.e ~'C(;.n.! 

;? ~~o} n (Cr10) = 9!S • Def/niYnOS W= fl<t:-0 : X >:-~o)-
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el cua.I es u.n c-o;Fona / nn r-o.do, f><-<es O lo es; por lo 

¿,,,_n-/-o en k/ = (25 , con hc..d1cc10 h pues C y w .son dos 

cofina.les CeYYa.dos en..fl../"o., lo Ían-lo c.-¡Oesun 

coFi'no./ ce>Yo.do en_,,_ 't ~~TnD= csnc)nD:S;-i(cnJ)) 

conln:~.d/oendo .,¡ hecho c/12 'j- ue .Ses e.slacic>~a.r/o. Po.­

consi3u1en./e Tes e.slaclo na. y;o. f 

5..26 .- TEOREMA : ~ ¡ X.:./' es !'"'>fe e h:vnen l-e non-na./ en-

-lonc es X es ¡:;an:x.cornl'ac.Jo. 

~os-trae/e,'.,,: Po..- (,IJ·ld') y (ó-2'1) es s.,_.¡,·cie.nk p'Ye 

bo.Y ;;¡u.e S/ -n. es un ordino./ Con CD/'.J.2. >u.Jo y S se~ 

es «n subco'?J·unl-o es+o.ciono..-lo <Í"'- -r.z.. e.., knces S 

no puede SE!Y ,Per7eclo:n?enl-e nor-Yno.Í. /:n esla. cl1Yec­

cio'n consideYe>?1o.s T el coriJunfo de ¡ou.n./as no aisla.Jos 

Je .S e/ cua.Í es no v~c1Ó >' ceYra.d<> en S y .supo"':Jª"'ºs 

º«e Te · f¡; ~r des 1 e.s de.e·,.,.. T= ?f cs'nu.,) 7 cr un covun o ..,, , n=1 

donde cada Un e..s. un abieYÍ-O de ..n... A ho.,-a. 1 Su¡:>on:¡a>n05 

~u.e paro. -l:cdo. -teT, 

'IJ"-l, e .f-i,-+) l-o. J 9-u.e e= fv..;: é e 7} 

E.S cofi'na / c.n -..-:t.. En efec-lo,, Si no :f'u.e'>'"o. as{ len­

dy/a,.,,,os !J""'- «.x1:Sl-e 2of:..f1.. +a./ '!fue. 'lI't- < i!• po.ro.. 

-!oda. -l:t:T. Sea. A~..a. cof1no.I -ce..-.,,o.cl.o_; co,,,-,o,fOY 

(5"-::25) Tes es/ac1Óno....-,"o 'J A1:{'xEA:>!'.o-<xJ~.sc9 

f;na./ ce.y,.acJo en ..n.. 1 A'11 r-,¡. 9f , Si -lG A 0 '1T e.n-1-on-

C<:!S ";l'o<:i:-<<V"t- coní.-o.dio::.1endo el J,ec.ho d<> 1ue V'i,<!-i'o 



Si 

f'ªYct -l::odo. -teT- Pcy T:a.n./o Ce.scof.Y.al.Aderná..~ -

C'1T=r;¡{ yo. 9u.e s,' 'J. e.s un ?unfo de o.cu.,.,,.,u.la..c;o~ 

de e y iJ t- Un 12.ntnY>ce.s e x1.s·le I,,., , .:, .fer-,,·o.lo l-a/ 't"e 

:JE.T,, SU,,, y e.s.f.a irnj'l1C.o. 'f'-'-e. tV-e]".,E-T <\LI., ttj ,can-

./:Yo.d1cé:.1·a ~ Por lo fa.n+a e nT = <¡li I "!"'e Y10 pu.e.Je 

Ser fue.s T e.s 

.[,,,t:T Ía.J 90.e [{.nJ~) .SU'1 fO.Ya. Co.<Ía. ne:/,>/. f'or 
cO 

o/.Yo lado_, do.do!'¡u.e Cof...t7.?Wo t!..><d.f.e t.'eTn(Q,f-E,.,....,)) 

t:,'-'es -a.. e.S c:.on./:-o.bferne.nfe co.-npo..c.hi y fºr /.o.n-1-v 

[), [!.,1_.,,) es un r:.of1na.f ce.~r-odo '/ T <l.S e.shc1in10.r1'0 . 

.En-1-onces Li-°J_.,.) ~U., ¡oo.ra -l-oda. ne/.V y es-k ,;.,,!'/¡_ 

sn fi':-....,) <;;;, ?lcsnun)-=-T, 'Pe-ro esh .,=, 
p.s 1Yripo.s"1h/e ya. yLAe :;i' -t" <!.Sel ¡,-nmeY e/e.,.,,,enfo 

de S mo.ror yL<e ·t' e.n-knces {-t"] = <-t~ t''_,...J..)-n5 e..s 

o.b1e.,,fó en 3 o..s! ~'-'e -l''r/T t -t'' e .'.:.fl fi',-). Po, /.._nfo 

Trio.es un co'1.Jünfo G.r de .S y po7' cons1jt-11er¡"f;, S no 

es F"rfec/a>'Ylen fA. normoJ / /o cu.a./ !/u..eri;,,._YnllS pro ha.Y. Í 

S-:l'r.-€Jt:HPJ.OS: (!) El cv..o.d..-,,.d.,, lt!x1co 3ra'f1c:o ,es J.e-

c1:.,., X"= ( r~, 1:.._) E'.5 u.n ejemplo J.e un e.s pa.cio /i"-n ea ( 

or-dena.d.o f'ª ,,.a.coyy¡f'o.cfo Fn e/ecl-o / fº>" C.Zl".32) e.s·h es­

yu:tcio es cornpa.ck t p<>r /can./-o se .s 1ju.e el res u. /lado. 

AJe..,,.,.;.s ,J po"t" (3.10) e.si-e ""Jernflo >?O es sera...-oble. de 

Cl!r¡u..f ¡:¡u.efe/ r"nveYso de lS. /~) no .e.s vó./.do . Con?o X 

. ta.YY>b1'e'n es f''",",,.,e ,-¡¡ nu.YV1eYa<bl" (po.- ("3.io)) , en .Jo.,..ces 



fºY (.5.Jk) es he,·edilo.> io.,ne,,U, ?°'.,.ocoyy,l'ac !v J. o.J.,rnds 

X no .., s rey fec /.qyYJeYJ fe norma/ (;J..,i.,z) ; por <:OnS'.J<-<•e!2 

fe 'Y1 ve YSD de e s.;i G) v,; l .'do • 

coYY?pacl-o. En efec./-o, Pº"' (3,¡g-) ; (3.3.3) -éen<HnrJ5 y«e 

X es con-la.bl<!rnenle CoYYlpac-1-o pe•·o no Cornro.c/.v)por. 

cons1'.'Ju.1knfe., ole (A-IC/); X no puede .se> me-/o.co.-nrac·/-o 

y en consec<.<enu.0... de CS·&') conclu1moS ~"'e no es par9' 

cc .. ·n~ac/-o. Po.,. tan..f-o, de {5-::1.G) ob-Jen"'->?'>OS 'j''-'e X 

no es f'erfec/a..rnen./-e nor rna/. 



CAPITVLO G 

CONEXIDAD 

coneJCida.d jJªYª e.spa.cro.s f¡'Y,ea.lrnen./-e. ordeno.dos y des­

¡u.es ¡'C!Sa re177os <'\ rlernos./ro_.,_. o.!:¡ una.s ,P"ro,Piedades Y! 

ferenle.s 4 e.sle. concepl-o . E""'f'e2a Yen?OS Yeco.,-clando 

lo. de.,C-rn/c10~ de e..r,Pac/o cone><o. 

6. f.- l)FFl/.tlCtOIV; Un e.>j'a.ct"o -60/'old3/c:o r t!.S conexo 

s/ r?o e><i.s./-e.., coryun-los ab/er-h:J.s A1/3SJ!: no vact'o.s 

-1-al 5Íue An/3 = ¡!} y X=.11<18. 

Naeslro prime y /:eoYeYna, corno d:j1mo.s o.) ,Pr1n­

c1"pio, se Yefieye or una ca.Yacle.,-izac10;., de los es­

f'ªc,·os /,-nea/es ordena.do>" con e xo.s 
1 

en J.é..--rni n<>s de 

Sus coylo.du ro.s. 

6 -:l.- rt:oREM ¡:¡ : Sea. CX:, -i-,) ~ el' . .E es con e ><o .si' '1 sola 

s1' X:e.s conh·nua.rnen.-le ordenado /'ºr ~. 

Derno.s-l-ra.c1°0~: Nece.vdad.· .Sv._pon3e<.mos r¡u.e 2 no es 

conl-inuo.YY>l!n:>-le ordenado, e.n-hnces Y -l-1e~~ <-<n 

Sal-to (4•1.3) o'. un h<-<eco 
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9'-1 

el f'Y1YneY c/e,.-,-,e.,h:, ,/"' 13 ;c,;knces X:(~,';})utx,·>) 

lo cuo/ irn¡ofi:Co._ 7ue Z ".S no c-onexo. Fn el S~unc/o 

caso X~ ()u E y Dn E=- <y5 C'on O t F o.b/e• /-os en X. Por 

-éa.n+o X es no coneKo. 

./onces e>os.fe,,, o.ble,.¡o.s no vac/o.s A, B r;; X ..!a I !:J" e 

X=AUB y ;:ine-:¡:25 .S('a.n xeA yijE-.B y .:s•·n pe',.d,do.. 

de 3eneY-al1dad supon.Ja.i-nos 'l'"'"e ""'~ Se" ~ = .su..p 

(An[x,~J). Coyy¡o A es ceY-rado )'X no .f;ene hu.ecos, 

~e,4=A y esl-o 1~pl,ca.. 'f'-<e -c<f,_l3=Í3 y daclo9ue 

X >">O -t-1"ene Sct tlos e.Jc1"s./.e -?, €X f.c./ q«e ~, <i 6 <'on 

'l:<:.? 1 <~ (e.n 'Í"clo ¡si(;,,'¡}) ~.B es+,, ,..,,,,,J,t-a..-•'o.. 

.;¡u.e eE-6). J..'-<e.Jo enhnce.s e><d-1-e i'1<'X' lo./ 9u.e 

?, 1 Ac.J8, conlracJ,c'cio'n. ?o,, -ia.n/.o Xes conexo./ 

o./ ped•Y 'ij u.e X. sea "º,., .¡_,·_ 

n'-ICA.men./-e oYdenado 1 <?s dec1'r_, >¡ufif 

-icos ni hv.ecos, es-lamas exclv.yendo 

X no -/.en3a. se.!­

.,¡ Co..so Je /os h u.g__ 

cos exf.re,.,,,o.s ,· .,,.., o./,ro.s ,Pala/,ra.s X pu.ede -tener 

hueros exheY'no.5 y ser conexo c:orno "'5 el ea.so ele 

(IR, '"t,) COYl e.s pac f•D 

cóne)ro con ht.tecos 

c/u.1'.-noS '/'-'e u.v¡ espacio 



G·'!.- [¿=JFMP.l.05: (f) (I::i, z~) Con < el OYden le>t,-co3yd{tco. 

Dado s¡ue en es/e <!!Sf'a.c/o no J-, 0 y elernenlos consecul-1-

vos y Corno /'º.,- (3.3.<J..).Y C3·Y.) ( r', ?,) "'º i«!ne hu "co5 

enl-onces ele (¡;.:z) C:onc/c.,,mo.s 7ue ,,s/e e.sj>a<ro es ron'2xo. 

(2) h/(W,)vÍW•} con la.. -lof'oloJi'O.. á'e/ort:fen es un 

esf'acio l1nea..I O>-denado '1'-'e no es Cone~o rues ·!-"en '2 

l1i?i:a.I ordenc-.do t:ornl'o.cfo f'ero no conexo. 

G.6.- LEt-1'9: Un conJV.nfu oYc/ena.do A es 1.Somor.¡:o •n 

<l./ :Senl-1do ele/ o>-den al c'n/.erva..lo [o,<] de raeto,.,ales .s/ y 

So/o si .4 es n"u me .-a. ble, toio.frnen ./e o.-deno.dc. 1 .$In sa/1-os 

y -l-1~ne primer y "1/,-,'rno e/e>nen/.o S/ 4 ro. rece ele pi-i-

me' 
, 

úllrmo e/e,.,.,en/.o o 
, 

de ambos c:>n/...oncPS E'.S /So -o ' 

morfo en•/ S<?n/..'do J._/ o>-dl!n q/ ,'n.feY-vo./o serniob1erh 

~0Yn.>°.spond1'en/e ; al /n /.C?.-vo. lo c.bi e,-¡,,, 

D_srnos-t.ac1~; Nece,,do..d: Ji:/ ,'.,.,/.ervalo '>"aC1on<l.I r~ .• J 

c1ey/a_,.,.,en./e pr>see lo...s !'"º!';edades e>.f.slada..s o.ri-•ta.. 

y 1:-oda.s e./lo. s .so>? >n vo..>-io.nl-es ho.jo ISOTYJOYflS n?O.S el e 

o-...deYI. 

S" -(}c1 enu."a.: Su ¡oon:;¡ a.rn os 

¡o,-eolo..de.s. Seo.n a., a~,, ... 

tales pro­

cle. A don-

Je a, es el p..,.,Y,.,e-y <J/ernenfo y a,. el :....1/-,'rna e.f~,,,,<>n-

4o .en .J oYden de_ A . I:Jua/,..,.,,en/e sea.n r.,r.,r .. , ... 



'/ Y¡ ~ .f. • [) al""emo~ 

q,~ ... ,a., (n~~) Sea. 

F el el eme ni-o rna.s 3'ª nde enl-re a,, .. ·, a. l.al <¡u.e. 

p<,.an+1 y seo..¡ </ m/n;,.,.,o de e:¡,, ... , a., ..?o./ 'i"e !¡>~a.,.,, 

/Ja.do <¡ue los ra.clonal• s no .f.:enen Sq//-os e>r1sli! Yf-fo,¡] 

tal f"e 'f<p)<:r< 'f<!f). s .. a 'fea ... ,) e{ pr1me1 nú-

mero ">'a.c1ona/ y 

-la/ 9<-<e .'fCp)<:r-<':f<!f). P..-oba>-emos ~..,e 'f asi'c-ons­

~r1-<1'aÍo.. rna.,Pea. /l Sobre [o,,_¡. S¡ no f'u.e-ra. a.s.- 1 sea. 

ne/ ~·nd1ce rn/ni.-na f'a.ra. el cCAc./ Y.., no o.po..-ece ce 

mo i..na 1md..Jen '""./º ':f. <::lara.-nen./e n,..z , En./re Jos 

nurnero.S r,J ... 1 l"n-1 .Sea .S ef mo.70Y /o./ ru.e S C Y.., y 

l=n.f.onces '.f(ai.)-=- r..,, ronlro.Jú:c,.on, Por 6a..,/.o <J 

es esh1'i::/.o.,-.,.,en-k ,..,.,o.,,;lona. de A .Sob>-e fo,f] Yf'ºY 

Ctl·-<o) del.e ser '-'"' 1".sorno..-j.:Srno ./e o..-den. t. 

~U.9 .. {ifitz.!J: Un Cor'Ji...t n-1-o 1nf1ni,I.,, ordeno.do (X,<) 

es i'.somor.fo en e/ sen+,·da de/ ol-den a. '"'"ª de los 1n/er--



q. 

va los de la. >-ec lo. -rea./ i:o,.L], (o, 1], [0,1) o' (0,1) ,,. '/solo 

si <S cone>!o y .se!'aro.ble en la. -f.opo/o.J1'a_ le/ orden. 

~.: /i/ec~: Da.do 'J'-<e cua/l'_,,"ey ,,;,./.e,.-­

vedo de lc:t -recio.. -reo./ -tiene /as f'Yóf'leda.de.s a/,s·la. -

da..s Cl'rriba. / corno ./a /es pro/'1edo.d.,,s Son f'rese.-vu. -

das bajo ,Jon?o Yf'/.s rno.S en el sen/, do e/e/ o ..-den o b­

/.enerno.s e/ re.ru/./o.cÍo, 

Su.pc1enCl·a.: Sea. (;'![, 'l'°<:) conexo y Sej'aro.b/e y sea .IJSX 

denso nurneYa.b/e. s,- a,,qz.EA y a,<'1.:¿ en/,,nces 

('1•1 a-.)-:/: 9S ~ues poy ((;,:¡) g no -'1ene salios. Can?O ll 

es denso ext.5./e ctE-4 -lo.I !/'-'e a,<:ct<:a~ ~es decir 

A .f.o.>'Ylpoco ~/ene so.11-os. Po:r (t;,!J) exis./e un 1so-

ole o-rden ';f: A_..,,. [0,1]0. 
, 

o u.no ele 

los c°'>·-,ÍeYva.los Yo.c1onale.s oh-/.enido.s de (0,1] 71.11·./.a.n­

clo .,no a' o.n?bas f""nlos ex/remos. Enfunces 

'V1<:x) = su.p {':fra.>: a E-A y a.~ l(J 
defrne '-'n"' .pu.n" ,'o:., de X en [o,J.] $.i >r~ iJ -<?>'>-

:>«<a< 'J y por fa.n k 

cu.ah¡a.1·er -te [<>1 rJ (so. lvo 
. , !J <-r rza. .¡=o o' -l= I) pode-

mos encon~> en X el punlo X,,. $Uf fa.:o.eA ">' ~ (<>) E--t.}. 

E/ f'U.YJ+o .'!: sa -1 i:Sf'a.c e "JJ(y) = i '/ poY io. n ./-o "1p ~ s so -

b ... e en u ne de lo.s cua..&o ,·.,,/.e.-valos otl1s../.ados en el 

en1-<nt:.<.a.do del ..!-eo>-ernó.. fb.,. (4•:20) 111<?..r un 1..Sorno>--
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/, ·,., "'" / rn e ,, !e 
(%,<:) y CY, <'') <".5f'ac,"os {o -

o-rdeJ;ocÍos . .t=·n.fonces -&odo tso-

Y>?or:f'rS>no de o-rclen Cl s/ corno -lodo 1sorno r:f: srno de an­

J.;o>·den de X"y es '-<n ho>neornorflsrno de (g-,z) a (8"
1

7:') 

~: /..o.. sub-bt>...se f {c-,J<) :xe- '3}<J{C,,,~): 
.l"E- F J es rno.pR.a.cla. f'O ~ el 1".sorno•·f"·s rno co-r-..e..rpond1e'2 

-!e Sob-re I« Sub-ha.se 

fI.:8.-Q_B.SERVAetoN': /v'0 neceJQl"Ío.rnen/e ..?oda horneo,.,.,o¿:­

-í1.Srno enlre Xy 1' espacios //nea.les o-rdeno.dos <>.S un 1.s<:>­

rnorf'rsmo de o-rden nj d@ o.n.,L.,·orden , es deci.-, el inverso 

Je ({..:¡.} no e.s vákdo Qn .Jenera/. Por ';/ern/'/º (tAJ,-r.,) 

eon e/ ora.1eJ? '-l.I1.a¡/ <. "l:< Coincide con la. loFolo 31'c;_ d,s -

Crelo. sob.-e IN y f'D-r ictnk iodo. ;errrnol.c...c1¿,h ele 41 es 

t..<y¡ horneorno.-(1srna, 

.f,y., e-rnbo. 'Jº, si l°ed,y,,.,as f'-<e /,,_ .f-o/'0!0316. Je/ o r­

olen .sea conexa, enlonces <t./ 1nve.-so del ./eorerno.. a.n-

6e.-1b -r SJ1in-,¡0re se C<1rn¡0le, corno lo /'roba,.ncs en.se.Jl'-''dt!:l., 

~; S<?a. n (X-, T) y {Y,?:') e.;/ y J': K°""'> Y 

t.-fn horneornorJ.sYY>o ·Si (2'11:") l'J" c-onexo en./vnce.s 'f' 

C.$ UY> l°.50rno.;.f,jYY10 efe Ol'"den O t.IT? 1'.sarnor:r,"srno e/e a.n-



(.:::.-, x]' so y¡ cone)(o.5 

ifa,.,-tv , S/ ':f'cx)< ':fCJ) enfunce$ ':f( (.._,:><J)-:: (.::.--, 'j'cx>J, 

'5Ux1jJ)" C':\'<x),'f('j)] y '.f(f~,...,,.))"[j'C':J),--) l;nefec-

fo 1 pr;rne.-o f'Yobo.rerno!. 7u.e 'j' (J><1':JJ) =[<)'ex), 'Jc•nl~ 

Corno ':J'([l<,j]j es conexo <!nfonces ['.for),':\'C~:J)]S':J'([x,~]). 

A horo. , si e E [x, '¡}] el es eo.mo s ¡no bo...,.. !f"'e ':fe~) <:- [ 'J'c.¡, '.j'<j)].J 

Supon30.l'YJD.S qcte '.f'E;,.) < t..gcx) < 'fe~)> enknces como 

'JC[x,~J) "s- conexo y 'JcxJ, ~cr-) e '5('í><.~J) es+o •rn-

pl1c°'- '1 ue ( '.f'f'i!-) 1 'Scx>) ~ 'f lfx,;, ~) ; o.de ..,..,a.'s, Jo. do 

!j <..<e 'J ( [ )l, -2]) <es e o n e xo "'o <! x 1 :S ./-c. y¡ e /., me,., Mos e o!'.! 

secuh"vo.s, po,, -6a.,,.,-J.v e'><1s./-c: pe t'f<'<-)
1 

jc>O) y Je 

c,.r¡uí !:j<-t e exiS-le '<!,IS [y;, :e.J to.} que Jt-2,) ~ p·. Ano. lo -

con-u:J ':f( fa,ijJ) es c:onexoJ ( '-/(:;n, ':l'C:f)) S 

da.do 1'-'e C. \fC-.!-)1 ':J'cx>) ~ ( '!1-t) 1 'S!':l)) J 

:;¡at'Y>en.JG 

'j(l:;i.'(!J) y 

j?~ (':fc't), Y'c•:n) y FºY ia.n./-o exrs./-e -e.:i E [;,.,'a] ~/9ue 

'Jl~,,) =p. Po..- co>'ls;3._.;e.,.,.J-e ex.i"s.-Í-eYl .?.,';!"'E t><•'.:J] eovi 

7!,7'Y!, {a/ .qu.e ':fn.,):::'.f'(;,.-.)=-P;p covi-1--radlc:.iey¡Jo fo. 

1ºr.:;eclivicia.d de lf. YoY lo -lo.ni-o / no p'-'eJe pa.sa.r 

!ju.e 'fc-c)<.'j'c.x)~ 'ft'j); '5im1°id.>"WJen1e .se r-ru.e be... 

<ju.e no f'u.ede ¡o.so....- .!}'-<e '.fe':))<. 'fe>:) . Po..- fo.n-b coa 

clu,¡·nos. i'-'"' 'f~~) € f'fcx:¡' '1t'j)] ;.de ª'1'-'-; ~u.e -

'f l(x,:1]) = (~cx), 'j'C.';l)]. A'1ora., po.ro. ~~ x, ':l'Cnq 

['5<><)1 'il':P] pu.es 'S es b1~ec.f-. \re... ') t.gc~) <J. [~C~),..,,) 

rues 'j' (e- J >e]) es conexo i po.- -l-a.nfu ':J( (-'-•><l) == 
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(""-, ':!'ex~] i O.no.lo:io..r>'len-lc 'f ( [!;1,->) "' [ 'Jl 'j) r---). 

De la rt'li'SYY>Cl. rno.nero.. , S; ':l'c'j) <. 'jcx),, e.ni-onces. COQ 

c.1 .... ,..n 0 s ~._,e 'j'((~,'>IJ) =-(':\'O<),_.,.) , 'j'(fx,'.i)) -=r~1~n,':foc)] 

"i ';Sef!j,~)) =c.._, ~l'1)). Poy cons1juien-le, poro. cu.o..le~ 

.!Ju1eYo.. ./:res _punlos X,::J,..rGX 

mas -l:eney ':f cx) < '1 <..,.) < '-St•:P 

donde X< V-<~ debe­

; 'jt><) >~(u-):> -;'<'j). 

En efe.c+o 1 si fºr c;jernrlo se d1e"ro.. :l'cx)< '.fe~)< jtu-) 

en/-onces ./;endr1'á.mos !Tue 'J<-.r. of-ros ca.sos .se i..-a.­

l:a.n de lo.. n?1"s,,,-,o.. manera., 

Podernos: en-lances dec;Y ju.s -fo.J'Y)en.J.e c.t..t..o.I Je e.sa.s 

Jcs ppsibi/idAdes ocuYre coYY1f'O.Yo..ndo elordé>? de 

cu.o.les:r". ie ya_ 

l:n.-'onces1 f'ºY 

do.s 1 rnC:.Sen es de nues .J.ros ~s ,f'un-fos, · 

7jemp/,,;s1 a.<b y 'fCa.)<'1Ch),,'J·e.sprf!:. 

se-rvo..d o ro.. de o-rd e17 > .s ¡.,,, e .-nba. Y.Jo , :; 1 a.< b y 'itct» 'fe/,) 

.':f1Yiv/ey/.e e/ oyden. Gn aFYJbos caso.s ob/.eneYYJo.SJ"Ye~ 

¡ec:./-ivamer'l-1-e, '-'YI ;3omoY.fl.srno a'e on=len e/ un 1:Sornor­

fi.smo de an-lio-rde n . (. 

'-·fo.- TEORE',..,,A: .Sec, X.GJ' inf1'nifo. ~nf.onces Xe.s ho­

rnl!omor-fo ~u.no de /os ;,.,/.e..-.-a/os [0,1),, .(o,1J ¡· ~0,1) de 

/c. rer:.lo. t-eo.I si y solo s1' X e.s conexo y . .<ero.yo..l,/e. 

·Q.eYY>o.>Í-ra.c1"o).,; Neces/dod. Cuo./!f..,_,·ey úi-lcrvo../o Je 

lo.. Yeclo. Yeo../ /,iene lo.s f'Yºfiedo.de.s 0./1$./ocla.s r:.n·r~·bo.. 

y f'º >' .f-o.n../o 4!s.f.o. 'Ynf'/."ca.cio t., es obvio.. 

Sufic1enc1º0.. :. Si K es conexo enkY>cl!!S /'º.,. (G.:z) X 
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no ./:;ene .:sa.l/os n; huecos r"n-/-eri"o..-es y clacfo ~ue 

.es sera.ra__b/e e11knceS f'OY {(,.&,) de/,e Sey Úo.-r>O.!: 

f.o en el Sen-b"da de/ orden a c.<no de. lo.s 1'11/ervci.los 

[o, ~J / (o, 1] 

{•Sn?O.$ Son horneorrior.¡-1smos,. ¡:::,·na./menlei 1>bseyve-

.. ·cNJos·s¡<..(.f [011) '/ (01 1] So" ·han>eon?o:,.fo::. ::ffcx):,.1-:.c.t 

ó/:-.,-,1>.· concepl:o 1ue. se ru/-u.olia.. ~,,.los -'e-x./o.s efe l:o­

., pologla.: :¡enero..} es el de convúda.d loco./ ct.1ya JeFr­

nic10~ damos o. con-l-inu.o.c;o:.,. 

6.tf.- DéFINJCJo#: Un es¡ui:c1·c -l:op.alo':J1co :Z.c<i.s loca./-_ 
0

·n?enl-e i::onexo si fO.Yo. -lodo.. .x.e-Z y c..._o./9u ie.., .v.ec1ndo.d 

~ Je:f. fun:h :t:. exis../e un co>;jv.nÍO cone')("D C.S q,,,~o} !jUe 

... x~r,.,fc. 
·.·.En: ./os . rneY1ciono..dos -l:ex.-los ' . ./.o. ,.,.;¡,,-;,,Yi ..se,'1.o,.ce. ve>-

· 1ue eYJ'.e./ ca.so-.3eneY--a/ no e>eis.Je 't?la..cÍ_'f'V. al9oi:io. en.J-,.f! 

' .JCJ.S_:-Co'fJce¡d-vs , de con~x1d.O.d..- y -co,,,ei<icl.""-d .lo'é:a.f~ fo-r 

~::o ni¡'· ~é¡Y,f'./Ó ([WJ) : · \ 

"'· (t'J" lo,1,)u (t,:z.]., ej lo.ca./,,.,,.,en:k:conexo.-feYo ·no .. conexo. 

'"- éz). K-=.{<01'¡J )i:·::Je/'R] u {,c,,~y :-je:fR}:u -{ Cx: ¡ ~ )::p<1l;for1J.., nE-IN} 

' · ·u:~(, x1o); ·,,-:e fo,1]} ~ tR 2- es. conex.o f'eY'o. :no lac"a-1,,,.,.er.tt.. cone)(a • 

. : ·,,,,,,Sin ~rnbo:r30 1 e1>Jo. clo..se. de. e.spa:c(o..s',:fopo.lo':Jicos J,·_ 

'º'°'>.'··,e neo../me1?/e . oY .. deno.dos ... :tene'>noS '· /0..1:·s/'j-:u ien ./-e: 

.:: .. c.:'· -,.,'.(i:t'?;~>PRoPos¿_cióN);':: S'I E t:-,J, 1-es -.-on exo., en-1-o:.-;,ces K 

: " .- e..i .~,/o e« /,,,,,en.Je x con e. x o, 
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~: Seo. XEJ' conexa, enfuncPs po• (r,.:i) 

Xe.s con/,'nuo.TYJen./.e o-.-clenocÍo y f'ºY coY1si,9t-1.ie,.,-/.e 

l:o.Jo L
0

nteYvo..fo Je X ~o.rnJ:né'.,_, lo es, e.s dec1'Y, f'O.Y"O. 

-l-oclo.. -ZEX {eneY"YIOS 74e {CQ•b) ·. ><'E-(a1h)) es una. 

bo.se loc::a./ de vecindades abitnlo.s yconexc,.s. 1. 

El , n ve·..-so de 110 

y €Yl /"t> Y1 e e .s X no es cone>to 

Fino.lr-n en fe, poro. -/.e..-,-,.-,;.-,a r con e.s./-e eo.p i-h.. }" 1 pro -

ba.Yli'1?10S un .f.eoYe'YY>o. -Y<?j-eren..Je o. la o'rdenob; f,C(o.J de 

esrac!os -{;of'ofd.:JicoS <'OY>€YoS, 

l,.13 .- TE'OREMA ; Un esf'ac io lopolo':Júo conexo ("¿[,7) 

1'S ordeno.l:o/e siyso}osi es T,,, /o..-o.l,,.,enJe conexo yJo./ 

7u.e dad.os cua/es9u1era. -lre.s subC'onjv.Y>ks propios no 

va.eros J <'anexas y .d.-s-/,·nJ-o..s de X' e>ns.J.en s1el'npre .Jo.s 

Je ellos °")'-'e no ro.-.-no.n ·una cu'o,"ey/a.. de. X. 

~mos bo,c1;,:..,: Nect?s1cfac-l: Suf o.n30.Y>?OS 51u.e. (X,'t") es 

X es T, ypo> se..- cane)(o :Z es 

focalrnen/.e conexo. Ahoro.. 1 Suj'on3ó.,.,.-,o.s -que H SX es 

conexo en% l:o./ !f'-'e -x</ 1'1. Cn/.cnces (?l.,-',)" "1 = p 

o(<.-,x)nl"'!:)ll Y°'f/u" .Jeo./.vo. n-io.nero. e:s-loscoJ?-

forn?o..r1~n de 1-(. PoY fonio , 
.ur¡ subcoy¡ju.n./-o p>-opio conexo de lr no puede <:on­

./:.eneY s,"mu.!./C:nea,ney1./e a in-/eyvofos de lo. fo.-yy¡O... 
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(4-,'X] y r;:i, ...... ). PoY c.onsi3u.ienl-e, dados cuales!ju•era. 

tres subc.onjun-lo.s propios, no vac105 1 c-one>eos yd;5 ./,'n/o5 

ex1s-.f-e>? s1e,.,,,,pre dos de elfos -&c,/es -'fu.e "'º cubyen o. K. 

Su.f_ic1enc1".~ .. : PaYct /'robo.Y es-1-o t(Sa.Yernos los s;_;¡._.,,·en-les 

/emo..sJ en donde .r/en?p-Ye esfa.re,..,,.,os Suf'on/endo 

!CAs lnpo'/esis del /eorerna-

Leyy¡p, .f.: Paro. -1:-odo. .::CG:X y /ocia co,.,..,?onen/.e k de 

X--{><} leneyy¡o.S !JU.e K:l<u-{-x}. 

En ef"ecl-o, X- -{ir} es un coYjunfo abie.rTo en K y f'ºY 

{ .tt-.22.) J-< es q bierfó . AdeYVJás K es cen·a.cÍo en X-1><} 

fu.es /o_s corn~onen-ks .son ceYYo.da.s. Po.- lo -l:o..nl-o. 

i<s l(v~?C}. Si ::i:.4- ¡{ en-1-onces .i.endYJ'aYYJDS 'i"'e /( 

es CeYYa.d.o en X,. /o cu.o./ con-lrcx..cl/c-e el hecho d.e 

?u.e..% es cone"D. 

l~Q.. 3:: Paro. ca.cÍo. ~t:-K, X- -{-xJ ./,}ene c::1. lo ,,.,,,ó..s dos 

Ccrn¡oo.,.,en.J-es • 

.Sa.hernos ¡u.e si k es una coYnponen-1-e en-1-onces I?' 

es conexo. Por lo -l:o.nlo /CA u,.-,;,,;., de !tAs cerro.cl1.Ar0<.s 

de cu.o.l:¡u.r'e. r nÚ>">?erc. de cornpDnenhs de X- -{>t'} ~..s 

conexa Cf'ue.s x es un elerneY>h ¿e ca.do. uno. el<? elk.s). 

.Si .!r-1x.) ~c.11n·e.-a.. Ynás de dos cornporien.J.es seo.n 

k 1 y J-< 2 cuo.le.sJ<--de..,-a. dos de ella..~ y .seo... v~ U1? y 1<é 
k"41<.,u, . 

~ ~-:::: -\Componen-les de X- -{ -r}}. Consi ele ye .-nos : 

u,= i(,uv ; H2 :i7<2 u\/, ·M3 =F•uJf2 , 

en-l:once.s M1 , H~, /.../3 .son dife-ren./.es su.l:><!<>nJ'unfos 
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pYopios no vac /os ele X y conexos con /"'- f'..-ºf'"edo.d 

de r¡ue cu.a/es!Juiera dos ele e //05 -jorrY>a.ri uno.. cub1e!:_ 

ta. ele K lo cu.o.! e.s u y¡o_ 

X--jx} .f,"ene C\ lo yy¡c{5 dos con'Jponenl-es po.Ya. co..do... 

LeYno.. 3: Gxi'sl-en o. lo n--ia5 dos .Pv.n-1-os .,,.., X ?"'e -tiene11 

co=rler-nen.fos cone><oS. 

Si ex1'.s-Í1er-a..Y> -Gres piu1ks cuyos CorYJf'lernenfos fu.eYan 

conexos en-lo nces e.s-Íos dar1á ~1 un ejemplo de b-es 

conju.nfos 1'-'e con./-ro.di..-/o.n la. h1po'./esis. 

AhoYa .bie'Y'l/ .Si :i::eX es Ja} !ju.e "X-1x} .se desco'r'Y'J­

foYlc?. en c:Ío.s componen /es deno-/-o.YeYY'/oS es.f-as úl.f.i. 

IY>0.5 !'ºY kx y I{; . 
l..erno.. 9: Si' ?C'*-'d ~ errl:onces {!.Xaclarnen/e uno d.e los 

conju.n+os ><'>t, I<~ es./á. con.fenido en /{;} 0 1<1-
Si X- ~'l(} es conexo, en-f-onces col"Y>o ?JEZ'-1x} ,X"-1x} 

no ni en 

30 ,- /-{; = r/> ~ Íl'iJ, li':f. Si %- i""} es d1sconex:o f'º-

demos supone Y/ s1·.., péyd1da. de 3enero...l1'd.a.d. !J'-'e 

-x:GK"J y !jLAe de-K-x. Corno ye-l<oc,, enÍ-Onces k.,,!/;1<~ 

y lí:x r;J;.. I(~ • Como 21 <j K:i en-lonces /'(.; = (t'(;. n /'(:J)u 

u ( r<) n K~) y (1<; t1 r(d) y (1{; n 11;) son conjunTos 

abi'e..-f-os o.jeY105 

debe sey vc..ct'o, 

y corrio K.J: es conexo uno de ellos 

ol1':Jc:i.mo.s l<x' .1) t<¿¡ = QS, lo <'-'o./ '"2 

f'/ica. ~ue K.; S: l(;j. Queda. proba.do e/ /erYJa. 
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a. h~cer UYlO. pc9c....1cño.. d1Scu.sio
1
YJ. 

Sa.he,,,..,os que u r¡ espacio :f>n i+tJ y T, es conexo Si '1 .solo 

Si e.s si1'l3<.1.la...-. Fn-1-onces supon:Ja.rnoS ~'-4€ el cardinal 

de X C?s ct /o r>?enos inf1niTo nuvnen:i.ble. En.J-onces por 

/eYno. 3 !'oderno.s ele31'y un!''-'"'.¡.,, fijo & l:a.1 !'/ue 

X- 1~J es disconexo 1 7 poY el leYYia 'I u.no 

Je los Co'?ju~>Tos k-x,; !í; es.fd. conlen•'cÍo <"n J<,, con 

X:iz x:, Si u.no de. ellos es/.O:., en efe.c/.o, con-l:e.n,.cÍo 

en 1(-c deno/.aYerYJoS es./e conJunfo f'ºv K,, . D.e o/,,-o.. 

>Y>a..,eYo. kx .1 H.; esJd.. con../.en<d.o en /{,;,. J..u.e30 

enl:-once.s t(; no @slá.. conieYiido en/{~ ni <'n k':_ 

(fu.es 1-<; es no va.c1'0). Ade,.,,,e>.s ~ fº,. lema'/ 1 dPie-

f'nOS -l:enev !ju.e l{e !';;. l:x o' /{~ s; I{,/ En es./e ca.so 

<elljo.YYloS n<.<es/ro. noloc,.o'YJ ío.I -?ue H., ~l<-x. CC.n 

es/.a.s convenciones de no-l-acio'n <!.xa.c-Ja..-nen-Je .uno de 

los ca.sos l<x S t<i!, .; /(~ S: /(x 
1 

res,Pec./.ivo.rnenle 1 ,Puede 

ocu.r>-1'r. Con esfo. discu..sioh en menle enunc,·a.-

mo.s y pvobathos e:¡ con-h'nuo.c1·0:-, el 

~: Par<1 'x,j e-X de¡:,,.;IYnos X.S ~ si 'I solo si 

Kx i; K-:1. Fnf.onces ~ e.s <.01<1 .-e/ctcio',.-, de oYc/e,,, <:n .E. 

J.o.. Yeflt>x1'vic/a.d. y -t.,..a. nsi-l-1'Vida.d .se s1ju.e 1ñrned10..-

-la...,..,enle de lo. def'1n1'cio',,.,. Ahora.> si 'X~~ y~~x 

-l:eM?>?'IO.S fiJJ.<:- li'x== Ki} y f'ºY -lo..n-lo R,,=i0J; en-

./;onces 1 por lema. .t_, cl<?bemos -l:eneY" 11.A.e l<x u {'>C}c 
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= i<-.u r~]- y dt:<d.o 1ue xcj.I{,, 5(! sijue "lue "JC="j. 

F;no._/,..,,,en./-e 1 Sufº"''!]O.TYJDS qu.e ni -:.C1'i} ni" fj ~'l<. ¡;;,..,_ 
-, -

./;ónces lo.s conjur1./Ds H, = l<:xu K-;; y M~:: /-(.; v /(~ 

Son en cualc¡u•·e...- caso no vac/os. Do.do s¡ue kx $ f(":I 

-fey¡erY>oS ~ue l<x n -¡:¡~ >F- <¡Í. PoY -l-o..n .fo ¡.../, es coriexo. 

Sirni/o..-,,.,..,en.Je N:J. es coneXD. AdeTYJá.s M1yH:z. Son. 

subcon_junTo.s pyopios de X (put>s si H, =X .,.n ./-o..-.ce.s 

.f:endYi'ó.rYl<:JS !Jue k''i}-:. X- K¿j ~ K:x co..-.-é:ro..di'c1endo 

la hipóles1·s). Ex1'.s-len o.horo. dos posihi},d.o..cles, 

'>'€co-.,.do. nci.D la cl1.scu.s i'o '.., da.ele;. rYJd.s o..,..,., "ba.. : (a.) -

1(,, ~ l<c- (donde ~ es e/ rr>1'.s rn o ele,.,,, en-fo Je la dis­

cusi'o:., de etYr•ba.). En es+e "'a.so +ombie'y¡ /ene-

rY>OS !/u.e }('¡/f. 1<2- ,PU<f'.S ..Jq o-1."Y<:J.. ,..,,a,..,e-Ya 1-<~ !:: h'';I- Y 

-e.s fo / rn p /,'co.. .,., 'e;_ 1 '-'e K x ~ K;; con ./-yo. ri o a. n u. es A-o.. 

o..firrno..cio~. PoY i:o..n-lo t{¡ ~!Í..Jt'lK~ y /os conjun­

-l:os /.-/,, M:?. y kc s1;..ven coyy¡o u.no.. con..¡..,..&<.d1c'c;o'.,.., o. 

la. J,,'f'5l-es/5 de/ .f.eOYé'nr'Jó. • $1"ernpre Sf<.J.e el c'.'0..SO fa.) 

.no se cu.YYlplo.. e/ <'aso cbJ debe e u.mp/1'yse , es 

se deduce .!ju.e.. 

/(~ S:, l<'J y a. J.. ova 1-{,, H2 y t-r; lfevo.n o. u ne-, Con./vo.­

c/:cc,-o'VI con lo. J, ipo'les ,·s del -l:eoYe.-no.. Po.,. consi-

0c..;en/e, s1'eYnp're -/eneYY105 r¡ue x~~ ,; ¡j~)C. Ob-

E/ u.e 
I 

o 

S j JS--f:it:} eS C'Ol"oexo) en-fot'lcf?S. 'X. e.S 

~ /.J,mo <?feyy¡ey¡T0 de X. 
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to?olo:J(o._ rle/oycfen sobye (Jr,.!!,). 

Seo. .:::i:EX y Suf'on50.rnos s¡«e -:.: no es el pY1noero ni el 

,;¡.¡.,;..,..,º e/ernenlo de X, e..s dec,-,,_, vo...,..,os a svponeY s¡'-'e 

K-ir} es disconexo. S¡ a,bfi!X .¿a./ s¡ue a.<><<b en-

-Í:onces va.YYloS a. consideYa..Y e/ ,"ni-ervo..lo (,.,b) 

E¡ue e.s una. vecind.c..d o..b1.eYla.. de X J,°:Jº la !oro­

lo3fo.. de/ ;;,..-e/en. Obsen1ei-noS !ju.e .Si ::JE(a1bJ e!! 

-lonces ~€ l<a. .SI<¿¡ iYnf'li"co..YÍa.. Sj4e :; eh'~, con -lra..dic­

c;o'y¡ ; po>- .f.o.n.fo 3 E /(g_ • 4 c:l e l'YIÓ.S _, si :J G 1(~ en./-o n.ce s 

como b-F~ -tenernos /'ºY lema. .Y .!}'"'-e ki,.; l<t e.sJQ. 

con.J.enido en K-:¡ ,; Kj ; pero }('¿} ~ }(¡, y !'º,. /.a.n./.o -

}(¡, if;t<"J r Kb fÍ; f(i} , es decir i<!, S h'iJ o' /(: ~ 1<;; s,·,,, 

eYnbo..>-30 l<i, E. r(~ no fuede pa.so..r pu.es l<-;¡ S J<1,. 

Poy -la.n-/.o lr't 8 H'f. En./-once.s s¡ :¡ G K.b -lene/Y/amos 

qu..e ~€ I(~ .J con-/.ro..c/1cc1·0;,.,. Por consi3u..1"en./e he~os 

mosfro.d.o s¡u..e ;} e (a, b) s,- '/so lo si ~e;(; n l(b • 

Ahora., e.orno X es loco..l;nen./e Conexo enfonces /-¡':_ 

'/ h'i, deben ser coy¡jun fo.s ab¡"eyfo.s en (X:,?:) fues 

son col'Ylpo ne Y'o /es ele co"!_jun fas o..b 1e r los y !'º.,.. 

fo.nfo l<d n r<b es u.n co"')u.n fo O..biedó ele (1{", 't") · 

Esfo 1ºrnl'/,"ca. 7'-'e Ca.1b) es uno. vecinda.d... o.b1e~ 

ta. cl<i. x con Yesl'ecfo a. 'Z". Inversa.l'Ylen./.e, sea. 

U u.no.. vec-1nclo..d. a.Í:,,·eYla. de x <:011 ·.,..e.sf'ec-lo a "C. 

$,">? féYd;ci.a_ .Je .:;eneYo./,·ofó.,{ f'Oden->OS suponer 

!ju.e U es con e Ka.. Por lema.. .t . =e R,, y .::e-€ l(:i, ; fOY 
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to.YJ+o urif<x * 115 '/ u11k'~ -:/. ?5 J 125 deúr J ex is.Je,,, 

q,bi: LJ C'on ci .:.xc b . 5; (c.•b) ef.u en./-onces ex1~ 

-le ::JE< O.. o b ) -ta. J 'j u. e ,'1 <f. (,/ ; f' e Y o e n ./o ne es -le-en -

dnamos 51ue (Un h'--a) v (un h'~) = U lo cual ron­

-1.Yo..dice la, cone>:"/dc..d de U dado 9u.e aEull 1<'~ 

ybGUnh'~ ~fo'>' co11si31.nenfe Unl-("j=f~ yUrilr'~"/:lf. 

Por lo tan fo C,/ es ./.a. ry¡h,'e',.., uno. Yeci.,c{o.d de x 

bo..Jo lo. -l:o?o/03/0.. del ore/en. S/ :t: es el d/./."rno 

o e/ p>'irner e/ernenfo Je % <?nfonce..s a..na.lo.Je<.me.!J 



MéTRl:Z.A,Bl.1-.IDAD 

En e.s./-e co.p;-1-u./o -irai-o.rnos los espacios lineo.les 

OYdena.clos 51u.e son f'ac/,·¡,¡'!S de .seY Y>?ehizabfl!'s, Pr/­

n?ero se cla una carac-lei-1°¿a.c1on si'rnple paro. esl-os 

espo.r:;as er¡ /.én?J,"noS de la. ,/,Q.,:¡ona.1 <?>->el ,Produclo 

-lof'olo'31'co. lJ es pues ,PO.So.YnoS a !'robar o.l:J<H?OS -/.eo­

reTYJO..S -ref'e.,. en-les a. espo.cio.s 1,nea.les con bo.s<: pun­

J..,,a_J nurneYo. /,/e ,Po. Ya :;f'ino.lrnen-/e concfu./y .cor¡ una. C'<:<­

ra.cleri za.c 1on <:Íe rne/.,./"Za.bili'do..d ba.sa_da. esen.cio.fme11 

-Le en la. e.slrc.1.c.f.u >-"'- de o-rc/en. 

:¡.(.-EJEMPLOS: rt) {I~ '?",,) ~/ cu.tJ.clro..clo /exico':}YÓ.-

no e.S pues s: lo j"ueYo. 

pe.,.fec-lo.rnen./e nor,.,,,a.I (A·~3),, C'on -h-ctd/c1enc:lo o. (!l.'7·'<!) 

r:z> s,· e{ es u.n o-rcl1'n""-I ./o./ 9ue c.1< w, ~ en /.onces los 

e.s p lll.Cio s ele 0Yd1;, o. /t!!..s W<cl) u i o/ 3' Y W le/.) Con /<>. .fcpo -

/05/a.. de/ .,,.,.den Son se3u.ndo nuYn e.ro.bles c:Ío..cl.o qu.e 

'e.o.do_ pun./-o ../iene una. ha.se locq/ nt.t>rleYo{, fe. y e >us & 

so/o u.n n<-l,.,..,ero nurne>-a.ble de ,P'-'nlos. Po.- cons1j<"e!:! 

.f:.e, dado "JI.>.<' iodo ¡,·neo,/ orderiodo 1!5 "'í?:Jt.J.lo..r, poy 
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(A.:2'1) -Genemos ~ue erlos <?spa.cios ..son ~e-.!r1za6les 

(3) t1/(w,).; -fw,J ::= J\J(w,+-.1) , donJe c.J, e.s el p.,..,me'r 

/ /> :fu e ~· o. , o/ o. el o e.s COn-J p a.~ To por (3. 1.5') , hl{ l.{}, +.t) 

l:a.YY>poco e.s ,,.,..,e.f-r,·?.able f<A"-S si lo fuero., po-< (A·!lt.) Sn1~ 

f'ara.cornra.c-f.. <::on .f.ro.d1C.,.endo a. (S·~~-:l.). 

f..:)..-Dl:F/N1C101\./: Se.o.. .l[ un e.spo.cio Í:o¡>old.:;1"::0. 

(•) lino. .sucesio'n /&',, 'C2 J ... ,, de cubie..-la.s de 2r e.s un 

<J...esarrolf5í fªYa. )! si it°.., e.s 0tbieY/o. paYa. i-oda. nll-4\.' 

y si ¡iaYo. {odo. ::>eGX y ·cuo.l7ui<?Y vecindad U de)¿' 

eJC1'.s-le nl'l'A/ ..!o.I yu.e S-l:(x,r:;'..,)sU. 

Cz) X sa.-ÍisFa.ce la. conclicio :.i de lo co.c/enq con/o.ble 

(ccc) :;t' '!solo si cua.lquie...- colecc1o'vi "-jéna.. de 

Co';jun-ks ab(erlo.s es nu.YneYa..ble 6 :f't.ni/.a... 

~: 2Ct:ol' es rne{,-,..¡za/,le si 'l solo si la. 

c/1a30Y1a.I 6..:.{fy,x) :x~;,r} es un subcor;Jün/o q¡; c:leX,..z. 

~: Alecesido.d: l3as-/.o.. cons,'dera...¡- la.s f'ra!J 

jcw de ra.d/o *con n~/N e>.lrededo.,. de/G< t:ÍJ"a_Jonal 

Su[1'c1enc.t'o..: Corno ¿\ es <..1n fj,¡- en/:onces 

de (')...., <?S o.b1eY1'i5 en Xx¿¡: ,Po.ro. cada n<;; /A/. Sin prú. 

d1'da. ele 3ene-.a.li'do.cl. pod<?mos su.¡11one,- !j'-'<! l).,.,s; 

S Gin,.1 po.ra.. 4oda nE ,;A/. EnJcnees consh·u.•'rnos la. 
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do,.,de pa.Yo c.ado .:JC.é-:!1 y nl'/..V V.,'rx) e..s un in-le"!:. 

vo.lo al:,,er-fo de X .!}'-'e con.,Í,e ne o.. x i:o.I que C?C.x) G 

€ V,,'Cx) x V0 '(x) ~ 6.,. Consider-erno.s oc.hora e;;,: 

'(;," =- [ V,'llC) · YE K' J = {V, ex) : xe X} j tz = { V.,'Cx) nY,tx); 

XE X}-::. {VzCx) ! l<E .Y'})~.·•~¡;;..,=. {V.,'Cx) nY,,., Cll'); 

xe- :i?:J =- ~v., (l!) ! .:(é X}. Poy lo .f.anlo) tcene.-no.J: !J"'e 

Vn.¡1 Or) !;;; Vn CX) po.ro. -lod.o. .:ce-X' y d~ "'!'/'-'-'.~u.e 'G'.,,, 

AdeyYJd__s , Si (,,J.,elN es J-o..I q4e ns-1-rx, t;'.,) 
7 '1f.IN' 

={'X} pa.rt>.. ca..da =é K. En efecto 

<!n+onces ::1 E S-1: (x, t:.,) pa.ya. .f:oda. 

.s,. j ~ n s4 ex,~ .. ) 
J f'Jf.IN 

f'ara. c:o.c/a nGIN ex1s fe 2'.., GE lo./ s¡ue X1 j G V.,c.:z.,) 

y f'ºY la.ni-o (.X1J) E' V,, (;?,.,)X V,,t~n) ~ G;.., po.ro.. -lodo.. 

ne IN ~ eJ dec1'y > lx1 '}) t: Cl Gn ::. ll. lo cuc..I ;mpl1co.. 
.... i=ll\J 

~u.e ij:.?é, -;::-,;,.,o,_/;nen.Je ,si .Xé(Q•b) "-ni-onces e.x,~ 

-!:e Ni!:/N ..!al s¡<-<e .St(x,i;:;'"') "'º c:cn~1.ene éla·n•' a 

h ;·si Ylo f'i-<.eYO. o.s 1, enton'ce.s /'o.ro.. .tocía .-.G/A/ 

.$-&(,,, Ttn) con+.ene ci o.. ó a b 1 e.s dec1·,,- a.e nS.fCx,-f,,) 
"''-'1Y 

•
1 J,~ nS-l('lC,-G'n) 'ºCu.o.! con&c..J1ce .,, hecho 9'-'e {lr}= 

'1~//"/ 

= rts-l-0<:, lffn) · Po,. con.si3..,,ien./e ex1s+e ¡ve1N -l:a.I 
nfii.IJv 

iqe o,,,b V SfCx,"gr-J), e.s dec1'Y Xe.Si:'(-x,"'tfN) $(0.1b) 

/..Jerno.s p.-oba.do enfonce.s 7<.te {'/&.,},,<:IN es un de-

5ctrroL/0 po.ro.. X y ola.e/o 't"te ZG ,/' e.s colee./.,' va.men-n, 

.. 



7.'-1.- Of35E"RVACIONE$: "f"t) Se P'-'"'d"' ~ene>" el co_so de un 

espc,.c:o XE-.f ./:al !fu.e iodo.s /os cor!/"nlvs ceYYados ~.,.., l;,í•.S 

y!/'-'-"' si,-, en-1haY.JO X ,.,o Seo. rne-ériza.ble. Si X: IR><~o,1} 

clln la. -l:orofo3/a.._ ~ndu.c;d'a_ l'ºY el ore/en lex1co3rd.ftéo en­

-l:orices cla.rurnen1e Kes ,;el'aro..ble y F'ºY /-o.Y1f..o sa..f:isfa.ce. 

la.. t:cc y fº.,. consi5u,en/;;_ cCZ) =/'·'o y <:le a.~u.~ 51ue f'ºY 

('/.1-) X es heYedilario..rYJenTu Íinde/O"f )' f'ºr fu.ni-o pe"r­

fecl-aYY>en""G. non"Y1a.I (A-3) . .Sin '2Ynho..r:¡o, no <>.s rne/,i-1za.bfe 

y.'.I. 9u.e 1Rx Í•} S .!S <H horneornoY{'o CI. la. lineo... de SoYjen­

f..,.ey !ju.e, .sa.be..-nos J ,-,o e.S me-h-izalolc. 

(~) (d(, 'Z",s) donde 'Ls es la. -krola3t'a.. de lo.. /,·neo.. de 

uno.. pu.es Z"s 

C\ la. -1.o?oloJ/o... u.su.o../ efe rR y con e.s-/.o. i,_¡,L,n,o.. rR -tiene 

unC\ d1a3oy¡.o../ ~T 01 e/ pY-o.fuc./o y / por lo la.n-1-o (l{',-rs) 

/.awib1e'n cu...,,.,pfe e.s-la. f'>'"ºf'ieda.cÍ 1 de a.57ul "J'-<.e C/R,C:s)tt;f 

fu.es_./-o 'fu.e sj lo .fu.ero... CIR1'Z.s) S«Y1::.._ ,.,,,e-/.-;za.blt! />º.,. 

e/ .(eo-reYYlO.. a.n./erioy. 

A conÍinu.a.c~o',,.., -?.-af:a.>"er"Y"IOS el f'roblerna. de meb-12.a.-

c10;, para. espa.c1'os orc/eno..dos con une<. bQ.se f'u.nÍuo.I 

nc.unero.b/e. 

'!;._.S--DEFINIClOJJ/...· (VeY t"a,.,.,b1e'.., ó·'/.f). S<?a. E <.<n espo.clo 

-l.o/'olo'J1<.o . 

(t) si 1§ es u.ria. 

g es u..nc:t 

efe subconjun-1-os de .X en­

cofecc;on '.[-~~¡¿ 
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si -f3 =Uf /Jn: nEIN} donde co.da. &,, LJ una. co/ec;c1oh fur!. 

..f:..,_o.) fo.ni./-o.... 

(:!.) llna. base f3 !'a.Yo.. X es uno_ b~ /!."nka_/-nu.meYab{~ 

(/,a.se a-- r-.u.n.fu.o..l- ¡_,",,,·/o..) Si f3 es u.no.. co /ecc10'.-1 pvrn­

-Íua./-..., u.n,ero..h/e C.cr- ru.yifu.cJ- ¡;ni'l-o...). 

+. &.- óBSER VAC10N': t:s e/o.ro !J'-'e ...._..., espac;o con una. 

ho..se 1J-pun/u.a.f-f.'nifo... ~•ene ur>o. bo..se pu.nfua.(- nu rneY-e, 

ble ' !'ero_ no •Y>versamen-fe coYY>o lo rnu.es.f...o.. e/ .s /-

au•'en/.e <;j-c>??rlo. Sea. w, el f'>",.YY!er 0Yd1°na.l no nuYY)e­

....... ble y sea. X e/ .nj._.ien.Je conjun/-o 

X=~{J<-i}ol~?i: :\<u.11,'XctEIR-r?:/ .si· ol<::\ y 'X,.;;~}. 

~ea..n x={"-< "'"'?i} y '(}={':l.i:<>l~.f} ... nE. Co,.,-

ven•0YYIOS e11 !'J"e : U) J..CX'l ~ .::l y cic) ::J 11.x/.,ende o.. x .si 

LC¡j) ~.l.(X) >' :K.¡::;}"( f'O.Ya.Co.dc. ..{<:A=1.Cx). Si "*'J,en­

-ionces consideren->DS Jl~p.,.,..,.,er o-rchna.I ./:o.l 1ue X1¡<1'jai 

y .def1°nO.l'Y>O.S e/ si_Ju.,-enÍi orden en .X ""K< "J si 'f solo si' 

.X.¡. -'IR 'JA' e/onde <IR es e{ ore/en SJ.su.o.I .en R; Se a.f1Y.mo. 

9ue Id. ..J.of'o/031'a. cºnduc;cle;_ /'º.,,. e.s/.e ovden sobre E cum­

f'/e con /a..s f'Yº,Piedo..des 'refue,..-:do..s. 

CoY1side.Yemos llfx,n)- {~e-X: 71 ex-l:1ende a. ?C y ?C;¡-{¿_IR. 

~tf? l/;¡<fR X~+7' donde :::l: J..<x)} y 'U={UC><,n)."xE-Z, n~1N]. 

J:n./-onc:es o..f1Y.rna.mos <;jue 'l.P es una ba..se fo.ro.. X: 

(o.) lll:x;n) pa.ra. "X.eX '/ n€ntl fffo.S e.s un conJú.nfu 

0tb1e-,.-lo en X. ~11 e.fec-Ío, sea.. ~ i: Ufx,n), on-Jc,,,ces x ... =:J., 

f'aro. -foc/4 .l-l.Llx) y 'XL<•)-{; .¿_IR~Hx><IR'Xllx>+-t,. Co>i-



paro.. ./:oda. <i.< LO<) y V.i. =:X"' po.ro. .foclo. o(.: L tx) y u"~'J 

'll¿<xJ efe:i1clos de la. sij<-<•e.,,./.e rno..ner-a. 

XL(><)-.¡, <IR ul<•) .::::11? #Hx) <~ 'U"",l><¡ <l'R "){t(x)+ i 
~n+once.s {} E-(t.t,.,,.) ~ Unr.n) j cla.v·o.rn.en..J.e '¿J€ (u.,v-) pues 

l.l><J-=- pr-i.-ney oycJ,·no..f -lo./ E'fu.e u"") 4 '¡jL'"'-¡ v;,,,¡ y -c..cie-

fYoba...,-eYYJo.S U ( ><', n ) 2 ( <.¡, v-) Seo. w e; l l.! , v-) , en -

./:a. fYO ba..,. :¡u.e w e x./i e nd.e "'- X ; ?ªro. es {o , .r u.po n30.>rios 

51u.e es-/~ no es-.ef Ca.So y sea. J-1.= pnmer oyd,y,a/ rnE»io,..­

!/"-e LCX) tal 4ue WJ-!, .:f. :X.,
0

-:::: ll~,, = '1.r~.. Po..,. lo l:a..,,J..o no 

p..,eJe f'O.S"aY "lu..e c./~ <iRcv.;. C:::r¡¡ V-J{• pu.es U¡.r. ""'lr,¡-1•, con-

./:yo.d1cc1'0.:.i. Po..- -ta...i.Jo w e><iiencÍe o.. x, es dec1'r, heYY>oS 

proba.do 7u..e 

un conju.r'lfo o..b'1erTo e.n .X. 

Cb) U <?.S uno. ba.se pa.Yo. X. .En efec.fo, .seo.... (~, fjJ 

<-In «n./-erva./o e.n A' y .sea.. uJfl">tr'¿J). Oueren-io.s f>YOba.,-

!Ju.e exis.f.e @E'X y .N~1N ial fu.e GU E (.}(i!,fll') S ex,:¡) • 

Sean: 

J-1,::. ¡rr•rney ord1rio./ ./u./ ¡u.e ..\"¡<, if W.y
1 

{ X¡-1, <,R u.Jo!',); 

fl~ :: p•rorne Y o-,.d, na/ /.o./ s¡ ue ::l.!', 1' "-'<tlz (W.i<z ¿IR l/-11,) • 

/;n-/.onces: se a.forrYlo,. ~u.e <l"o =- ~ =. d-1;¡_ . En efec.fo ) So d',<Jlo 

pero 
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Jl2 <Ji, y es Jo ,·,..,,,p/,'co.. !J•<e W 0«2 «-,:}Jf.,_"' Xa'., 
1 

Con,lrad1cé10:-,. 

Por lo ./.c..nfo Jt to JI{. Ahora, .Si J1o,_J!, en Ion ces XMo 4'jpo 

y UJ J! -:o X 4', 1 p o ,.. +a. n +,, W ~ * \? 11, y es lo 1 in p /' i:. "- q <.<e .11 z <. M,, , 

e.s deciY .'.l::.jf2 -oW¿<2 <n.'cl-¿-¡
2 

J Confra.d1écio;..,. for /o la.nf.u .!"a-:. 3'11. 

Ano.loJo.men-J.e se ?ruebo.: <¡u_e Jlo=clt~ • .En/-onces lef,r,; -

IYlOS ?: ia/ :¡ue /..(~) = 4t , ~o!= x"'" ~ .. :u.l"'- po.'f"a. o<<. J-1, 

yé~.=<ftEel fu/~ue ex1sle N€cl/t/ c:onla. pro?1edo.d de 

~ue ~.!l. <:lf/. ;;?~0 --Jv <IR W¡¡<0 < ~ ~ ... +fv "-IR 1<!-11., En./-,,., e es w .:-

~ l/l a,1<1). Adernd.s si 4¡;;LJ(~,ll)) <!n/onc~s u.¿,.~~ :)(.a.=ll.i 

para. ca.cla. o("' .1-1. y é¡.
0 

- ¡:(¡ ¿,. U¡i,<,._ "2-11, -1-Jv lo <u.o./ ,..;., p },"c.,_ 

X.,,0 '/- LI..¡, .,P :}41 y a..fernC:s ~"• <IR ú4 <ffe ;J 11 , es dec,·y u E-(?< r ~) • 

·Ahoro
1 

corno ca.da. 'Jt::i;,X puede ex-lende..- a. lo rn.is o. un 

nc.<mer-o nu>?'lera..ble de efemen./os de X se s1jt-1e !f"'e 1.R 

es una base f'urt.Ju.a./- nuYYJeYo.ble para. X. "l=o./-1-c.. proba.r 

r¡u.e X. '°'º -l-iene una. base a--rn.•n-Ír.A.oJ- fin/fo... 'Ba.s{a. m~­

l:ra.-r ?"'-e si & es uno.. ba..se fo.Y-o.. X en lo:nc<?.5 fJ con henJl 

tt-nc. Sub-fa..-n1°f1a ..-nonó./ono.. decyec1°eY>.fe (co .. ye.spec-1-o 

~ la. inc/us;o',,, de con.;;,n./ns). y no numero.ble; cons•"­

dere-r'YIOS 8, <'G "/ -l:, e,e,, :> e.nfonces e.ici°s./-e W,f:tN lo./ 

~ue. )(1€ U Ull,, n,) S 8 1 , Sea ~. c..r.nC\ exl-en.sion .Je -x, ~a./ 

51u.e X, G LJ(x,,n,) y /...(Xz)-:: J.t-x,)+.:1 , En../.,YJces exisl-e 

jctYr10S !J'-'e -X<J•··~.:t.¡, .. · )' 

cJos f'O..Ya. ca..da o<.<(3 < w 1 

B 'J ... _, Bo1 J • . han su:lo ele3 i­

y -l:a.I 7u.e f'ªº'""' cado.. o/ -< f-> 



ciii) B,2ucx,,n,)~ ··::? 13 ... .:?U/.x.¡,n.i) ~ 

F/,jamoS '>fp E X -6a/ -ru.e .:tp exi•end~ a. "){"' .si .. u.13 
y tfrp)-::: SuffL<xo,1) ·ei<f}+ 1 ; se s.3 ... e qv.<' Ucx13,j)e 

LJ(X.¡,f'IJ.) f'O.YO. ca.da. .X.<.(3. En ereclo, Sj :;i::{!JJ"Jb~GE: 

e (./Cx13,.i) cn-1-o,,,ce.s ~ e-x-/,-encle o.. X.¡ pa.-,-o- -l-oda. o(~(!> 

y c:la..clo que .¿t-1 t!:.(3 -iey¡eYYJoS ¡u.e '¡jux ... J :.::i:.,!:_:~> y fºY 

¡,,·fo' 1es1"s d · / ., :x..'.'"''"">-..1. < :\:"t<x ... J, .,u~"'>+.L -T e c.n r::lu.CC 10 'YJ ..,, ne< IR e<+, ... ~ "'"of 11 c( J 

es Jec,"y- !Z_LO<<.)_ .l. ~In f..IL(X..) .¿_ ~\.(X~) ..L. lo ºue 1"rnp_f1· 
..!. F'lit( ..... o T'R ~ + t'l-r, 7 

<=C>. ~u.e ¡,¡ ~ Ut)( .. ,11.,). Poy lo ío..,.,./.-o U tx15,1)S {.U><o1,Y1J.) 

fO. ra. ./:o Ja. ol < (3. E".., e o tlS<?c u. en c.c."o-. U (X 13) .t) S Be( f"'·­
Ya.. co.cl a.. <>1.<(3, Sea '813 Ef2,_ .f:o.1 .qu.e :.(.í-' E B~ S. l/fx13,1) 

ehfunce.s 12><i".s.J.e ri(3 en./ -l:a.I !f"e {J(x¡s, n¡;)<;; B¡i, !-lemas 

Com f /e Jo.do Ja. ¿y¡J.,ccio :-i. Po Y lo -la.nf-o é con./iene uno. 

Su.bfo.mi /,a_ rnono'-kno. decrecien-fe no nu.l'Y1eYa. /,le 

~·=- ~ Bo1: o(<:W 1 }. En coY>.secu.eno.·a.. .\3 ~o es uno... bo.se 

ir- r1.a1 !v.a.I - f•.n1"1-a... 

A hon•, olado 51 u.~ -.!ocio esf'acio lineo./ ordenodo <.>s co­

Je.c/;varnenfe normal 
1 

de (ll-28) oJ,fenerY>o.s el s13u.1t2.nti. 

~ .s; xe ,f -liene una. bo.se <1"· !"-'n .¡.._,o.f._ 

fi'niia.. enfonces X es rne-1-r:-zo.b/e s," X es peyfer./a.-nen-

4e norn'!a/. 



"" 
ctYJ-1-erio y. ¡;-,., .j,,nces Z e.s ..,.,e-1:,.;~a./,/e .si .Ir sa.-1: •s:fo.ce la. 

ce c. 
D.:>YYJDS/yac1Q á: 5/ X so.lis/a.ce lo. CCC en f.onces X es 

he>-Pdi/a-r1"o..rnen./e l.:nde/;,·¡ (ver 'J·J../.f) y poy lo lon"lo 

f'e..,-{ecfa.men/e noYma./ (A-.3) y de (-¡:¡) me/r1za./,/e_.t. 

Si aden-icl.s irripo..,erno.s o/,"ra.S condiciones a. los esf'a.c10s 

en cu.e..s./10',,., o b./enen?o.s oíros teore,.,.,o..s de rne~,..;?a.c;o',,, 

oYdena.dos con bo.se pu n f.v.o../ - n ~ 

rneYa..b/e. lino. ole esa..s concÍ/c1one.s e.s lo.. de P-espo..e 10. 

I..:9.- DF:F1tv'~10/i/: U"' espa.cio c.ornf'/e /a.,.,.,en /.e re:¡u la...,.. 

un P- esf'a.C.i o con? pa.c/a..c 10 ñ Haus -

1 ~, ó?2,···_, 1 de co-

lecc1o'ne.s de su.bconjuntvs o..b1ertvs .Je Y co.do.. uno ele 

los CJ.<.a../es e.u. bYe o.. }{ y h:i./ l' ue .si .:t:.i::-:X ; en Ion ces 

11Si(x,<?,,) s; X. 
nf1Jv 

'1-·ft>.- TEORl:nA XG J' es t'ne-!-r.-2ab /e S1' '1 .so /os; e.s un 

p-espa.cio con una base punf-v.a/-nuyr¡C!r&cblt:.. 

~: Neres1dCtd: ,q,,.. (4·29) X e..r un p-e.spa.cio 

y dado '!Jo..<e -l:oclo.. fo,,.,¡/,·a.. 6'-d,_sc.,.e..J.o... <?.S punJ ..... o./ 

numeYC>.ble. _,Se s/9ue ele 0/.3o) e/ -resu/./o.do. 

Su.fr'c1enu.D...: Po~ (5.9) K e.s po."ra.co.,,,pac./o y f'º" ( 431) 

X es ..,,e+-rizable. 1 

A con-linu.o.c1on C?..s../o.h/ece>"eYHDS ._.,..,a. co....-o.c./.er1'~0.­

cro\,, de. rne./:ri2.o.b,'J;dad esencla.lrnen.Je ka.sacio. en /"-



!t& 

y Y. '-'" s"'b espa.<-ia de 

X_; c:fef1"n;Yno.5 los s,"5v-1·e,,,Jes dos .sube.spo.cios de Y 

E (Y. ) =- { PE i [ p, ...... )y t ( .,_. 1 f' J :/. es ,,.., s u be o "'J':',., ./-o 

a61e..-f-o de. 'Y. }J 

NCY):{pf,Y._:ex1ste ~.;Y tol!ju.e fY!f .sone/emen-

con se cu. J. 1'vo s '/ ni .Son C>IS /o.cÁ.o.s en 'i}. 

ObseYverYJos '¡U.e Ne.Y) s;. t;CY) y 9ue en 3enera..l N(Y.) 

;f:.e;c:t) ljuo.lrnen.fe e., el caso el<> !f"'< Y=X. 

;.11.- TEOREMA: la.s si3uien./cs f'Yopiec/o.d.es ./e XG,J 

son es¡ui' valen les : 

(f) '%e..s r>?e·h·,·za.ble 

l:?.) E)( is+e <..1...., subconju n../-o d,,.150 A e., X co..., .E CE) ~A 

y /a) 'ju.e A=UA., donde para.. -(_oda. n<"l.V 
n=1 

(e') An e.s un subco"!)'unfo ceyrodo ele 2', 

tii) (AnJ ~«A")) es UY/ esracio di'screl:o .. 

(.3) Exi..,../e ._...., subeoniu.,,,fo den.so A<?n X <:on 11/CX)S.A 

y lo./ '7 u.e. 

en An 

A = U An don,,( e f'ª ra loda 
tll/N 

<!...S un .s1Abco>'>jv.nfó ce'l"rodo 

nt-,11\/: 

de z..J 

Cri) tAn, rrJA~)) e..s un e.srac,"o d/.urel:o. 

Demos-IYa.c1~;., ... r1) 1mpl:ca.. C'l). bo.do ?<...Le x~s 'n?eÚ·i­

-za.ble, ?º"' (4' .. 30) JI -tiene una. bo.sc a.bier+o...· cr-d1s-

B con../:(ene o./ sup r13) 
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y/ó o.) ·1rif l6) con e/ orden heredo.do de X: ~n.J.on­

ces selecclona.YYIDS es+e Jo ~s./-os, runi-o (J) de. G ~ 

y si 8 no coné:iene ol .Si.,p 8 n1· CI.) •ri{l3 enkn(<>S ele­

.J•'YYJos <.<n p<-<nfa a.rbliYa.-ri'o de. 8. Sea. An e/ con -

ju n ./-o e/., ¡>un k.s a.sí selecciono.dos y co ns,· .j,.y<>rnoJ 

A= U,q,.,. Enlo>?ce.s A .sa·U.s{o.ce Jo.s condic'1ones )'"e­
.,.flN 

!Ju.e..-idf:l..S : 

A es cien.so en X ?'-'es .s1 x,;.z-;q 1 Ves U<nA 1o-·ee1'n­

dacl ele x en"knce.s e~d le B €!?in .f:o.I .!ji.le x €- B g V 

y es/o 1>np/1"ea. S/"-e V '1 (4--l><}) =f r;> , es deco·,., x 

es u 11 pu.n-lo de a.cuynu/a.cio ;_, de /:/ y po y I o l-a n to 

f°' YO... fo do X.~ .F 1 ))(" G A d 'X e.J' un !'un /.o d I! a.cu mu)"' -

cio;_., de A , l'.J' c:Íeú..,- A= E. A .JeY>1Ó..S t::cg) ~ l'l 

_[p,-) tE "ex_ enl-onces po.Yo.. pe [p,-..) e.><1_¿_ 

b~si'co .fo.} s¡u.e p € 'B S fp 1 -..) , es dec1·y > 

pes<:!/ fY•mey elernenTo .le B. Po..- io.n.J..o peA.,, 

es de.e/y 1 pE l'J. 

ci) An es CCYYa..c/o C?n X, Supon30...rnos que A,.. ::. 

= f x,.3}s.;.S, y sea. ~€-}? -tal !ju.e .!:) tf, A y.,• e Y) fon ce. s 

:JG8Gl3., 
, 

~ f u BYI • En O.Yn bos casos o J COl"nO 

en(.,/{?¡>< 1 Con "l(:#oYl en e/ H!3u.nd.o co.So) es uno_ fA­

n'l i/10.. d1·sc"re.!:o.. e n-!-oY1leS ~xis-le V o.bº1erfó. en. 

X Con :-JGV la/ ?u.e V11B"=?5 ¡>ara. fodo. Blf:J:B. 

AJe"n'!Ó.S ::!fGJ' iyy¡p/1<:-a. 9¡,¡e exi".s-/.en U, U' t: '?:z­

./o.I ~.._e x•sU, ~eU' y unu' -=-'JÍ. Por lo -l:a.n-lo 



t2D 

es t..<YJ 

.s ; €Y1 +onces 

y en-1-onces 

(o.) s,· B no conkene al S<4f 13 n ,· a.1 1,, { B 
, 

o con -

!:1.ene q un o so fo ele e /los 

~ z (4.,) . 
< J 

-len eYno.s '7'-'e {x:):: A., n 8 

(b) S; 8 con/;ene q/ su.p 9 y a./ •n/13, su.pon30..rno.s 

7ue :J ~ g- es (.s._,p .i tn-{J <:le 6 _ 

s ,·., pc'rd,·Ja:.. ... -le 5erier-ct/1'da.d vo.,.-,,o~ a .supone>-

c;¡ue X<~ ~ si 

w~ 6/I01':1)x_ 

-l-o en g lo./ qu.e "'°Wt ~<fW / cu,,.,,ple con')'-<€ 

{x}:: Wn A.., i:; '1'.~An) y si· :>e es el «><frerno d<! X ,,,,_ 

foY>ces 

Y>O'Y"-

mo../, en-Ion ces , por ("1-:<'1) ko.s-la ?>'oho..Y '7'-'e X 

.f ,'en e l.U-1 desa. Yró /fo • Paro. ./:oda. n t:? /N y l:oda. :.et:~ 

.se si:¡ u.e del hecho rue A,, es ceYrodo en X y .J1s­

(Yeio <?Y1 fa -f.opofo3/o.. Hda/1\/c.... 9u.e exi.s-/e un in/-er­

vo./0 abler/o Irx.n) en)? !-a.! ?"'-e Icx.n) t'\ (An--1><}) 

s.·Y1 ?e'.,-d,do.. J«. 
¡l..(e 

1
fai-o. -l:odo. 

3 ene,o..l1d.o.d.. fodemcis 

nt:/J./ Ir:x-.n) 2 :z:(.,,,, n-t-1) 

su-

'/ 



1:::.1 

n1'enc:Ío un .sal /a "' Jo. 12~t..tie,..da.. ( de-,echo..) f'-'e I1:x. ri) 

:::::. [::>-:~ p) Fa.Yo. a.Jj..;"' p E X ...-es pee /.ivo.rneni:;, I,,,.,,.,) 

-= t p, )l J pe.Ya o..!5.:n pe X). Def•no. mos o..horo. pa-

..-a. caci.q ñEIA/ 'U,,,=. '[rc:x,n) .'><eE}; en+-onc.,s es 

cle>..ro !JU.e V., es"""°' c<1b1'erl-o.. a.b1'erlo.. de X y 

!'º.,. .,la.n h cornp/c Ícn·eyy¡os /ci. pruebo... .si deYY>os Ira -

rY> os 7 '-<-e P"- Ya. ..!:oda.. ::e€- Z: _, la. fa ni 111 "a. 

es u.no. ba.se local e.n ?<€2'. Así pues 1 

{Si- ex ,-1.Q .. ,)j ...... ,.., 

y .sea P un in-le Y va/o a.b ,(?,./-;, arb ,·fr-o..Y-io en g que 

con h'ene ~ x. 

(t:1.) Suporl.~o..W'lo.S 7u..e ~ es un pu.n.f.o ct'1s/t:l.do en Z. 

CoYno Jf=-X y -'l: nD P.S un punio de ac.urnu Jo.c10~ 

cfo.A ~>úsl-e ne-IN -l:a.lqu..e .zeA,,. 9..,e..-ei-nos ·~1-1.e 

St(x,'l.en)SP. En e.fecfo,si )(f,J'(';j.n) f'O.Ya.. 

o.):J.J.n ';j~ X .J en-/.onces coma Tq¡.n) f1 (4n-1\1}) -=-9 

·1.z.:rt:¡,n)nA..., ses/Ju.e 7u.e X=~. Po.,,/o-lo.:nk 

.S-1 (x 1 1...(J.,) S. Z(.,,., n} -.::.-{>!} '9 f'. 

(b) Sv.pon30..rY>DS 'JU.e '.le -fiene <-<n .so.1-l:o o.. I<>. 1'-e?u;er. 

cla. y e;¡u.e 5!e K es su. p-redec.esor •nYY'led1'o..-l:.o • SC2o.. 

x 110 a.i.s la.do Q.,, X. C1"er./.a.YY1en f:k. ~ G A )O>-l es 

NCK)"=A '/ a.sf .:C.:;A.¿- !'a-ro.. o..13.J..-. L'-f/N, Da.do 7u.e 

X no es. UY1 pu.nTo o.i.s la.do .Je K pocieYY10S «:neo 11 -

../:-..-a.y .:f, kE- IN y pu.n ks a. E Aj() P y b t: Ai. n A ./o.J 

fjt.>..e <'.!fc.j ~I? 7 x<.b<.a.. Desea.yy¡aS ~L\.e Sf(x, <2.Qi:)~P. 



f"-f 

IC:>e,n) "(x} 'j 1 s ¡ .,. <!5 u.n pc•nTo no a.15 lo..do de 3 -ée­

n1endo un .sal/a a. /a, "'9c1ie,·d0- ( de-re~ho.) f"-e Itx.,,) 

:::. r", p) f'ªro. °'Jjw'n p G z (..-es pee livo.r.ienT:;, I<Y• r1) 

t f'i :>:] po.ra. o..!5.:n pe X). Def•"no.tnoS o..'1oro. pa­

O"O.. ca.e/a. n€1.N' C(_R,,"' f Ill:,n) .' XEE} j enfonc<i!S e5 

c/o..ya !/'-'e Vn es '-"no. cub1'erl-o.. a.b1'erlo. de X y 

f'ºY ~a.n fo co m !'/e ./a. re .-nos la pruebe... .si de >'YIOS 1-r-a. -

rY>D.S 7 ue /'ª ra. .¿oda.. X€- X _, la. f a.m 111 'ot. 

e..s <-<na.. ba..se loco./ ~n -x€.:Y. A.si' pues J 

{st <"X/1.Qn)} 
"~"' 

e l1_{cHnO.S x-E ¡¡: 

y .sea. P un in-/-eyva.lo a_/,,e.,./¡, o.r/,ilro..-rio en g s¡ue 

con t1ene ""- X . 

(tt) Suponjo..YYll!l.S 7u..e !)(" es <.<n pun.f..o o.'1.J/a.do en E. 

CoYno ;f=Z y -'l: no <'S un punfo de a.c.t..1rnu Jo.c10:.-, 

de A ~J(1ºs./-e ne.IN .fa/ qu.e .ze-A,,. <;> .... eYeynos s¡.1.<.e 

.St(x ,'Un) S P. En efec/o, .si )(E :r ('¡J,n) f'o..ra.. 

a.l:¡.f..., :J<= X .J ey¡fonces corno Iffj1n) n Oln-i\I})-=- c;J 

y.=<:t;It¡¡,n)nA., se.!:1jue 7ue '<'=~. f'orlo./o.nh 

.S-f (-x,'Un) S. :Z:(y, n) '.:': {>lj .,;;. f'. 

(/,) .Supon30..YYJD.S 1ue "Je iiene <-<n .so..Ho a.. la 1?.'ju;er_ 

ola. y "fue 51eK ess<..<p-redec.esoy 1nl'Yled1'o.io. S"a. 

x no o..i.s la.do '2n X. c,·eY ../-a.>YleY> ~ :¡;;e A pu. e.s 

NCK) !:,lj '/ a.sf ~E.4¿ · f'ara. o.l3J.n t..'-E 1/V', Da.do 7ue 

X no e.s. un ru.nTo o.is/o.el.o .Je K pocleYYJoS encon­

+ra. y .:/, k e- IN y p un fo s a. E Aj 1) P '/ b t: A k n P .¿ <>.} 

q«e (~j ~k 7 x<.b<.a,. Desea.rno.s ~ue Sf(">C, 'U1<)!1P. 



f2_ :¿ 

Po.ro. veY es../o .s; °XEI!'¿l,k) poro. o..13..:.n j€2:, en­

l:onc<'S, co,....,o .IC;j, k)r. (A¡,:-1'¿1})~95 y bEA,,. se 

-"'j"'-e 't'-'-<' ::¡.,;b<.a puesf-o 7uesi h<'¿J enfonces 

be- Tl:J,k) ri (A1<-í':J}) =<;ZÍ J con.f--racd1cc,-o!,-,, AdeYnd..s _, 

!: I(~,i.) -ieneY>ioS :¡u.e iZ.::.'J pu.e.s si ~ !;, 5( enk>;] 

ce5 fO..ro. 'j=:.X ./enernos J'-'-"' XEI(;J,k) conha.­

d1i:.iendo 1.:i. con.s/,uccio'Y.J de Ir'¡f,k) >'..si ';j < x en­

./-oYlces }j<X<X y eJ-t'o 1mpJ1ca.. '}'-'e ->e·t:-Il.!j,<') )' 

'Yi;-A¡; con-h·o.du:.c•o~- Por lo lanf-a _,de I(:¡,j) n 

{llj-~fJ)-=<Zi y ';j<a. .se si':J'-<e 7'-'-e ct.ef, It:;1j)~ICJ1 k) 

fu.es si o. 6 Il.J,j) enfnnN!.S co,.,,o a. e Aj nP t!..S../.o 

,"rnplica. 7u.e o. E' Il_J,j) n(4j-1'.Jy), conira.d1ú:i'o'n; 

o.no.lojo.YY>eYJ.Je , Je .z. (;J, ,·) 11 ( l/i -i~r) z 91 y X°<~ 

s t' s 1j u e 'f<-< e 'X.¡ r t /j, < ') 2 :r 1 :J• k ) . Po Y /o /.a...,+., 

Il::J, k) s P 1 pues si e..-;s-l1ero.. "'E IlJ, k) l:o. I ~"'e 

'i!'.:>q {d :;:<?<) enl-onces a..e-rc3,k) (xe:It:;,kJ) ,. 
Con-h-o.d1C:.c;o ;..,_ En consec:uenct'o.. .s+ ( x, 11K) S: P. 

ce) S; ~ es un ¡>un fo de ![ y na ci1.S /a..ol.o 

"n 2 enl-once.s. lo. derYJoslro..cio'v¡ es t.\nO. ~efj-1..<eño.. 

fYlod¡-f;c.ac;o'v, ele/ <'o.so Cb) 

cd) .Swponyo.rnos ~ .... e x <>..S h./ ~ue no -!oene :sa.l+c..s 

<\. la. deyecha n• o. la 1'27...,;e,-do.. ,i enfunce.s C.OY1S1.dc­

re,...,,os /os subesf'o.cio.s /;,.,.,"'/es oye/e.nodos [x,_,,,) 
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!:al !!Jue st:cx,'lf!rn) n[x,__.,,) ;; Pri [x,_,,) >' .s-U 'X,'Z.11..,) 

{) (_..,x] <; f'{\ (é-,X], s,· .su.poneYnOS 7u.e >YI :$11 

«ntunce.s s(;.t?<1Uri) s. 5-b (-x/W..-n) y COYlSQcu.enlernen-

/;e .s f ( X J 1Q..., ) S: P. t. 
r1:i.-OBERVACIO/I/: Ilu.sl-ra.v-eYYJOS e.s+e .teoremc,.._ 

mos 1-ra.ndo 7u.e el e..s?a..c;o oyd1na..I Wti.u,) ~s no me­

Íri"za.b le. Da.do 7"-e -l:odo SC!bcon/unl-o ,"y¡f,'.,,·,f0 de 

WCW1) 1:_·,e'ne l.l n !'u.rifo dr? ctcu.rnu..la..c;o~ C 3. 1 e-)~ se 

.subconju.riio •nf;..-,·,fo de Wcw1) 

en Wúv,) )'o./ rnisYno -l:iernpo 

cÍi.:;c:.-rei:o en S<.t .tof'olo:¡i'o.. -re/Q../1v·°'-. ¡:¡dern.{s corno 

E (Ntw,))-:::: h/(w,) conc/u;rno.S de/ -l:eo-rC!rno_ a.nk..r10.,­

'fu(' wcw,) ~ no rn et'r120. ble 



APENDICe 

A C<>n.finu.a.c1"o:-. ,Presenlo.rYJo.s uno. 1"1slo.. Je resulla./os 

de Topo lo31á.. Gen e Yo.J r«e I u. e ron l../¡,.¡, 'Z. o.dos en e/ de-

5Q.. Yro Llo de/ ¡:>Yesen/e 1rci6ojo. 1 a.s den?os4a.c1"ones 

de es-los ¡ue.fe.n .se'/"" encorih-ado.s en los lex-1-o.s .;¡u.e. 

ct?arec:en corno re¡-e..-en c.,as .::i..I final. 

-1 eneY>?os 

A·;,·-TcOREMA; S,' X: ~un es¡>acio -tof'o/ÓJ1co T, J en­

-ionces la.s s/gu;en/es cond/c1ones .$0>? e7u1va/enlt:s: 

(r) X es he.-ed/lar,"cvnen/e colecl-ivo.menTu y¡or..,..,a1_: 

(.2) To.Jo subespaci"o ct.b1"e.-l-o de X es colec-1-ivo.rnenf;,_ 

norma.Y. 

~.-rt:DRE':!.e-.' Seo. % <-1n esf'ac10 -l:ofoló51C.o l1nde­

lof'. Zes ?er¡ecfaYY>en/.e nor,.,.,,,,J .s.' 1solosi X:es he­

"red i )ú. riCJ.rn en /.e' Linde/a/. 

~: S<Jcin '}{, T espac1"0.s -ío¡>0ltf31C.os C<:>'2'.1 

p/e./-o.rnen./.e '>'"e:;uftJ,,rr?S y J../ausdorff' co.., 2l de.riso en T. 

J..o.s si31.úen./e.s enunc..iados son "'fuivalenles : 



(1) Toda. funcio'YJ con-/-.'.-..ua.. {':z--:L donde Y <'S cual-

!J<-"'eY e.sra.cio co>v¡pa.cl-o .¿,·ene Lt»ct e.><l-ens;o'r1 con./,nuo. a. 7, 

(2.) X e.s./-o.. 't:;¡..- 1n,.,...,erso en T, 

C.3) (3'K =(3 T. 

A-5.- PROPO.s1c101)/: Seo.. X co,.,.,p/e/a.men/,,. "re.Ju.la.r y 

/.la.u.sdor/..f enfo,,,ces nly¡3t.Ín pu.ni-o de 132- g tiene una. 

base local nuYYJeYo.b/e en 19z. 
A·G.- TEOREl-?fl: Todo esf'acio norma./ p.seudocompac-fo 

GS con/.ob/em-en/e coYnf'ac../v. 

~: Para ./:oolo .subesf'o..c;o ce'rra.clo .A r:le 

noryy¡a.f X, de 

¡3A. 

~f5J;.t::!.!l;: Para ..f:odo espacio J.../aus dor-f:f X es 

e~u.iva/en/e lo s1juien/e: 

ft) E es conJo.bJe 1-Y1en-fe cornpa.c+u 

(~) íodo .subconjun-J-n ,;,¡; .. ;,/o nuT'Y!ero.ble Je X .¿,·ene 

un run.f.o de o..cu.mula.c.:o;,, 

(3) toda {ayy¡i/,o._ n<.anera..hle de .subcoY'J4n'ks ce..-...-9 

clos de X !f"'-e -liene la f'rºl''ed.a.J Je la i.n¡.er.secc;o'.., fi-

A·9.- rl:<JRSHA: s,· e>eis./-e unA :fu.vicio~ conl-.
0

nuo... /: 

:z_.,.y d"' un espo.c.io ~o.,,./-ab/e.,,,,enle compacto 2r .so/,.,-e 

un espacio J/q usdorf.f y enlon ces Y. es <.<n es rcuio c'on­

~ o.blel'Y!en./-e CoYnpa.cfo. 

A·IO.- TEORt::HIJ: Un espa.cio -l:opo ltfj,to es compa.cTh 



si 'f solo si es UYJ espoc/o confo.'bfemen-fe cornpa.c../.a 

con la propiedad de J.1nde/ó'f. 

A 11 - lcOREr-tA 

t!on-lo. b/~rne,,,/e corn¡;e<c ./o er1 lonc es :ges psú<docornpa.cTo, 

A· 12.- TFOREH/I. Todo e.spa.c;o secu.enc.1a./,,., en fe ~omrocfo 

P.S con fo.ble men ..Je cornpo.c/-o 

A .13.- T FDREMll , Sea X <-<n espacio -lof'o fd3il:o X 

~s herecl,'/.a.ria.rY")en.J.-e 111- L;nde/o'.f .:si 'f so/os; 4oclo 

.Sr;,¡bespo.cio abie,fo de %e.5 11~-linde/o".f. 

~~~,: Si 8" e.s un e.spa..cio -lopolojico 1-!a.vs-

Ca.yo( (X) ~ ;ih.J.lx) , 

A.IS.- TFOREMA ; Paro. -/:-odo esf'o.ci'o -re_5ulo.'>' :X las S>'­

Jr..<ie>"lfe.s condic 1av>es .son ;~._,,·va fe,, tes. 

(r) Xes :fuey)eYr>enfe ,Pªyo_cornro.c./o 

(~) Tocfq cubiey./o._ <>.b1eyfo.. ./e 2: -tiene un ref'1no.m;enio 

cerracl.o loco. l1Y1enle f•'n1 f,, y "'S fr.elfa.-.f'•n¡fo. 

'(3) Toda. cub/ey/a. a.b,'erfa. de X{,·,.,.,,,¡: t.1n refine..-. 

rn1'er>+D ce·naolo Jocalmen/e ¡;,,,fo)' esfrello.-numero.b/~. 
(-</)Toda c.u.ÍJ1eYf-o... ab1'erf-(}._ de X .¡,·eYJe un Y<!f•h<>.-;, 

rn1en/o abieria eshe/la.- nu.rneYa.b/e. 

'.3-.:..!.-.!!·- TEORE"4,Q: .X espa.c;o .{º!'º lo'51'i:o e.s he .-cd:./a­

..,.,.Q. t'Ylenfe ?aro.cornpa.cfo ~/ 'I solo .s; -lod.o .s1.1J,.esrac1'0 

a.bie ,-Jo de X e.s ?aro.cornpacTa. 

A~: loe/o subesracio ce.-ro.clo de <.l./>'l 

e.s pa..ci o [>ªro. cornf'a cfo e.s ?ªY a. co rn p a e fo. 



A./8.- Tf:OREMA 

nor.-no../ es cinc.. prop;ed.0-cl heYedifctrlo... 

~: X <>spo.c_;o -t.opo/,;:J;co es cornpa.cf-0 _.; 

~.>o/o s; es con-lo. b/err1<en-/e coTY>pac+o y rrie-lo..c.ornpa..c-fo. 

A·'2D.-TEDRéHA: Sea X uri conjunto /•"neo../.-nen-le DY­

Je.no.do; Y UQ con_¡'u.nfa o...-der1ado y ':f: s:-:i una. 

fu.ncio'.,r, eslnclo..rnen/e rnonc{lono.. res dec1?', "',¿a 2 ''?:! 

f'lica. 'iCQ1)< ':]ra.2)). En-1-onces 'f' e.s neceso.rlcunen ./-e 

in:Jec./1'vo... y si a.derná.s ':fes sobre en·hmces 'f e.sur¡ 

JSOYYJorf1Sn'Jo ele orden (y fºY fo.ni-a B debe ser /111ea.J. 

men./-e ordenado). 

A·.:lf.-Tt:oREMA: Sect ':/;X_,, Y '-'Y?O\ b1yeecio'r, ~º,.., 

X,y espa..c.ios -l.opoló3ic.os. En.J-onces es er¡u.ivcdenle 

lr) 'Í e..r u.n ·horneotnor:F•-' Y>?o de :% sobre Y 

(~) ':J' €J a.b1eY./.o.. 

13) '1rY>t>'fea. iodo.. base (.su./,.J,a.se) de.K .sohre 

U.ne,. bo.se Csub-ba.se). 

A·2~.- TéoRE'l'-'lA: Un f?.5,Pa.~lo "=ºf'º/ó:J,'e,. e.s foca./­

rnen.Je conexo s,· '/.solo s,' 14-S conipol'lel'l les de /.oc..fos 

sus su.bCDnj~nhs ct.h1eYló.s son ab,;,, ... ./.a.!I • 

11a3.-rEoREr7"1.· lodo ~.spa.c.lo YY1ei'l"i'2.a.ble e.s pe'r­

.fec /.o..men./e norYnet.1. 

A...:.E_L/.- TEOR.
0

EHA; Un esr<:<.c:1'0 Se3u.,.,.J.o nuvneya.J:./e 

e.s rne.tyi20..h/e s/ 'f solo si e_, un espac1'0 ,,...,,'3..,/"'-r. 

A·:Jó.-rcoRZ'M!fl: Un es;oc..c 1 a co......,pc.c-J.a e.s ..,,,el.ri;.. 



zabfe s/ yso/os1' <:!S un e.spa.r:Jo se:¡u.ndo numero.ble. 

/L·:i.b.-TEORE"1.fi.' 7odo e.spa.c:io r-ne-Í.r1za.b/e es rci.ra­

C.Ornpa.c./-o. 

A ·:2 7.-réORcHA: l/y¡ e.s~a.cio {o ,Po/ójt'Co e.s rneh1'za.b/c 

si 'f solo si e.s colectivo. men./e norma./ '/ tiene U."1. 

·de..sa.rrollo. 

4 .;¡.t.- T"EO/?t¿MA: ll11 espacio T, cor, una. base <T­

fun.fua./ p;.,.,¡ l-11.. es rne-!ri2a.l,le .si '1 solo .si es rerfec­

.f:a.~eYJ-l-e n orn-zo./ >' co/ec.Jiva.YYJen-/e. noYma.1. 

A-2q.- TE'ORE,-,A: Todo e.spa.c 10 n7é-trú:o es un P-espac1'o, 

A·'3o.-rt:ORcHA: Un esl'a.c¡'o -lopoloj•"'º yr;>Jufa.-y -es 

l'Y'let-riza.ble .Si 'fSO/os; ./1ene UYIO. ho.5:e0..b;eYto..<J­

cli.sc.re-/:a,, 

A:_g,1.-rt:oRl:HA; Si X es un P- espa.ci'o f'O.racom­

pa.c+o coy¡ uno.. be.se p'-'n-luo../-nu.merable e.nf.o ... ces Jl 

e.s mei riz.o..h fe • 
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