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PREFACILO

£n es?c {rabojo nas dedicames a “desarrotlar los con-
ceptos fundamentales de fos espacios {a/:o/djicas {rnealments
ordenados . £/ material gue agei se presenta - presupone gue
el lector ha esdadiads a fondo Jlos carsos de dopofogiaT
y I gue se l'm/aar')(erl en la Sacultad.
=/ oéje{:'vo /anbc;)oa/ e esfa Lesis ha siclo la de re-
copilar en- wan fq.sc:’mf/, A asdo donde fuera fa.né/e, wn ma
Levia/ e mucha :'rnfor-!an cla gue sole aparece en la Ldideva~
Luva de maneva dispersa y poco explicida.
K el Primer a:/oi-/u/a se presen fan Jas nacicrmes basicas
Je‘ Leorien Je -ror‘lj'urn‘us gue se wdilizarar an el lbvs yse
' definen fos espacios en cuestior asi como dambich se dan
aljunés eJAe;YJ/’/"S. 9ue Jeran ¥ratados en /o mayoria de 2as'
Capi/:.i/o:- Concletimos e/lcapf-/u/a con e/ es-/uc(:.'o del comr-
;;;sr¥qm;'en¢a Je fos suée;/a;ac‘}os Je un espacio “tineal ov-
denaclo. o '
" En e/ capitulo ofos el vesultaelo P};hc:‘pa/ es gue Yoo

UPQC;O lineal orcfenado es un esfact'a ’ co/ec-!ivaéwen‘le nor-



@
mal y heredidaviamende colecdiyamende normal.

En-e/ Leycer Ca/J_f/u/D se demuestra una. caracteriza -
cion de compac/'dad en dermiros J‘F Ja estructara de or-
den y Se fruééa Sue {oclo espacio linealmente ordenado
Puéo/é sev /nmerso ?Vl.un,espacfo Iineal ovdenado com-
PCLC'/O.) Hamado /a COrn/)ac-/ac[oh nafural de X . Se enun
Q‘an ConJl.CI'oneS necesarias y suficientes para gue ﬁX')
fa cjom/gac-/ac}o;n de Stone-Cech e X, sea wun e_s/oacfo VAR
neal orc{enar.:\/a, asi cormo tambien c/:s'Cu/t'mos cuc’znc[o/s’f
corncicle con la Com,pa.<7lo.c;a'n natuval de F. Concluimos el
qui'-hila on[aano(o _?ue,conce/afos refeyen/e3 a compa-~"
cidad |, gue en jenera/ no comciden,en fa cq{egcrn"c(#e los
esfacies lineales son e?u/va/en-/es.

En el cuarfo ca./o.’-lu/o hacemos um breve estudio Je
Jas furmciones cavdinales para espacios \‘.[6/90/9;7!.CO_9 Ir-
neal mente ordenaclos.

£n el ca,a:'-/u/o ;Qin/cf probamos gue Jos conceples ofe
pqracom/:aéidad fuerfe , /aara.con:'faa:c/ad 5% ‘mgwlacom_
farc‘/o(aof corncrden en esfa clase e espacios gue esdu -
o//é:mas ., Tambien se olan dos caraclerizacidmes dode pora-
compaciclad unq., en {érminos de su estuctura deor-
den y odra gue irbroduce el concepdo -de quybnfa es -
) -!ac_l'onqrio Je ordinales . .

‘E"' e/ CG(pru/o 6 'Jamos o na CQY‘GCJE.YIéo.Clbi’J Je /55

csf)ac'[os. -éo/:o/a"j:'co.s hneal mende ordenacdos cBnexss en
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Lérmines de su estructuro. ofe Dra/enj' esduedidmos qu.,mqs
/;ro,nfeda.a[es sencitlas de estos espacios y )C.'na'//zamos con
un teorema de ovclenabilidact para espeacios conexas.
. &n e/ sépdiino Cq/_u’#u./o esfadiamos Jos espacios lineal.
mente ordenados gue Sen suscep{:'é/e; de sey medvizables,
dands una caracterizaciow sencilla de o545, er Lérminos
de /o c/fajona./ en e/ producto topoligico. Tambien probamos
aljunos Leore mas para medrrza b holasl presu,:annéndo gue
los Bspeeceds drenen base /-:n,lrnluaj—hu merable, fdna/mené
damos urna caraclerizacion de medvizabs fiolad gue se’
basa esencialmen de en /q estractava o e orden . .

Al ,(‘nlna/ Je Ja desis viene un q’oe'nc{:f:e en dande se ofa
la 1i'5do de vesulloolos e depologra jenera/ gue Juersn
u dilzacdes divectamende en el desavrollo de / traba .

Fn la cdea or:\'jino./ de esde Jraéa\/'o e‘.svtaéq ;n'—ev:s'fé
otro ca/o:’/q/o en donde se esfucliariaiy los cespacds o=
fO/o‘ljl‘CGS ovelenables , es decer, a._-;uE’//aS espacios para
Jos cuo./és esxciste un ovders con la Im—O/:,‘ea(o.ol Je gue lo don
F'o'/éjlf:_ chducicla. por dste coihcide con la £0f§/ojli ori-
j)ﬁa/.‘ Sin e_méa-::jo, daclo gue esde }arob/ema. ya fue Hra-
2acddo en una tesis de {a Facaldad [4A] rem:"ﬁn%os al
/ec-:lor‘ lhleresac(;: en eJ.-/e es duclio a ella & biem 3¢ se.
?ul'ere una :'n,lrovmacio'n bé/:ojvaﬁcq nds Com/s/ello.
so[pre e/ dema, ver [L3] pp 2ys-a52.

Finalmende , c/e.seamos ugraa/ecer a, p)‘afgsor ’d”.9e, g
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Tamariz S« apeyo y direcciots en la realizaciodh de/
pie;en#t’ -!Yaéajb s v a los Profesores Adalberdo
Garcfo.—Ha'yneE, fy/w:a de Al'fymé”/, A/e‘/atho Bra va
y Javier Riea ol haber revisaco <! ma{ew;&/qs;qf
€radado.
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< ¢ relaciotr ok orden

(A B8) : cordadura de X con seccroh fnfer:'of Ay seccibn su~

perior B.

Card (X) : Cardinalilad de X

WL.;L) : conjunf'a. de fLodos fos ovelinales nsenores t?ue oer.
Sup A ! Supremo de A

onpa : dnfimoe de A

Ze {opa/ajr'a enducdeda ﬁor e

I la clase oo espacios dopoldyicos Ineabnende orclenadss
,z:x): 'éO/ﬂo/ayl,a. reladiva tnducda en ¥ por T

A:la cevradara del conjuné A

AT la cevvadura Jde A com respec#o a @B3X

Wy primer orahmal no nurerable

X' compactacion nadural de X

SN (on‘/hn/a e numeros na-;zura/e.s

R: zonJ'unI’E oe mummevos reales

(GX Com/QaC!laC'IO{') de shone- &64 de X.

cof n ¢ wf,;{a/;o(al de 2 . ' , o
(X! conjunls de funcrdmes comhnuas de X en R.
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E¥(Z): eonjunts oe funciones tonhnuas y acotaclas de X en R
Y-tw) : 4ipo szguierdo de u

Tete) : 4ipo devecho de u

X, X): cavdeder de x enX

X(X): cavdeler de X

(2> celularielacl de X

LEY: ndmers e bndelsf de X

hR(Z)  nvmero herediJario de Lindelef de X

AlX): densiclad de X

hdtg)» nimeys hevedifario de densiclad de ¥.

Tex,X): estrecher dex en X

TIZL)Y: estrechezr Je X

Vo1, X : pseudocardcder ofe x en X

Yz : /)_S'eua(acara'c/er Jde X

W(E) : peso de X

nwlZ): peso nedo de X _

St(x,A): eshella de x con respecto a A.

B(m) : Espacio oc Bave de peso m.

A dnajonaj Jde X. o
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{- cowvvsunvros.

E! material de esta secelon nes ser.w'rq' como una
revisiohy de a/juno_s‘ cenceptos o= Feoria e Coryuin/vs‘
gue seras, wasocddos a fo /Argo de esofe érquJ.a . Mo rnos
dedicamos a dJdriseadsir cada-ano dJe los conccp;los pues
esdo es mmaderial e otro #rabaje a) lecfor cndere-
sadoe en estudiar pmds  aq sfoncle este Lerma puede con

sulday UkKupnmoeld g [Ka]

L. 4.4~ DEFINICIDN . Sea X un conjun'/‘o .
¢1) Una _vrelacloh_ < en X es un subconjunls del pro

ducto cardes;ano X>X . (S5i tx,9)e 2 escribiremos xag)

€(2) 37" < es una refacion, en X, diremos gue < eow-

dena  linealmende a X ,o gue < €3 unm orden livreal en
X ,5i < Ziene flas sigu:'en{es P)-ofl"eclqdes K

(a) Si =2cevy )"_'3‘_;-' <n;/-9n:es a2 .

) 5i w<y entonces 5<-x nn".se 'cum,o(é

€) 57 x£tY emtonces ‘x<'\‘; é ‘g<'x

.,4 la ')oqyg‘}'a_ (R, <) /g /ama remos canjunf"g IIQPG/.-V
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mente ovdenaclo, Cuandeo no haya /usa.r PN Confud:a’n
WHamaremos o (X,¢) .Slmp/emen-/c como X,

3) Si £ es una syelxcion en X, divemeos gue =

exrdena F—Qc;a/men—}e a X o gue £ a5 un ovelen paw
ciad si ¢ satisfoce : . T
(a) pora <oda ‘xex % &

(6) Si X sy y Y& 2 entonces wea

e} ST oxey oy Y EN endonces K=y, B

A la pareja (E,2) e l/a.ma.vc»mos cenjunts  poy-

cialmende oxclenado (cuando no exista ccnj‘us(o(q sirn

-Plcmenl‘a X).

Divernps gue Lo €X, con X ‘cory'unfo lrnealments ov-
Jena,ala"es el efemmenis rmipivio B -,prn'mev elements Cele

mento _maxirmo o J&,l_i—_,n__a_\g__/_gr;n\g_g;}p) do X Si Ko< (X€X)

favd ~oda xéx—{wo]. Corno +Lodo subcofjun'f‘o ‘de an

conJ'u.nfa Iinealmenty ovdenado es éf mismo tnealmen
te ovefenado s Jos elemenTos minime Yy maximmo de an
qubc’oryuinfa de un éuryhnt‘a /l;ﬂea/t?;ehé orclenada estaln
t.':‘I'Qn c/ef;"n,'a[os. C/avamen'&, los e’emew?‘&s 'mfrnr;qa )’
Ma'a.r:}np .no' necesarl'ar;nen & exisden , como por {]e.m’ﬁ/c
ef caso de /R vecta real R con ef orden u..rua.,—'en . donde
no :-x:s-ﬁg mi minimme ni m:x;‘mo,‘

1. f»z. DEF/M/cmM. Una covdfadura de an co.ryunh: Ji-

nealments oro(enaa(o (Y, 2) esun par (A B) de sub-



.3
conj‘uans Je X “tal gue X:-av8 y si xe€eA y yeB en
donces 22y . (A1B) es wuna coydadura “rivial s a:zg
o B=¥ v si A2T¥¥E B ddivyemos gue C€A1B) es ana cor-

’

“adura, f)—pP,'q' P

l-n’ler»'o’/‘

En Ja c/effniciaa'n anderior Ay B sow lamadas la sec
ceo'n inferidr y la seccioh superior , respectivamentl,
de lo cortadura. cloramentc las secciones no sern
derscedar . Pava Locla covdodduve. crfevioyr (aiR) de
un conJ'umfé /:‘heo./men'& o*o(cnoc.dg exactoarments wna
de las .sijupénf?n cuaidvroe condiciones se -va-!:’sfa.ce:

(f) A diene ditime elemendo y B iene primer e/emen?'::’

(2) A tiene dldyme elevnents y 3 ,,;-, £i€r€ primer e/emen/z;,

13) 4 no Lieme ditimo elermento vy 8 tiene primer e/tmen?"o,

(%) 4 no Liene ditimo efemento y B no tieme primev elements

Cuando la condicion («1) se sadisface diremoas gue
Ia Co)'A'lac/uvc.' e s un ,sc:)-éo ¥ si t¥) se ;Q'!llsche dire-
rmos ﬁ}me la cordfadura @s wn bhuece mievrior. £l ;‘0.50
en guwe A—-.¢ s B¢ ¥ X no -éenjo. primero nl'.l‘,l/ql.‘ma
el emen'o , €A:B) sevd Hamada an hueco exdyenp 12-
guierdo & un huecos exdremo derecho srespectivamen

+e.

t.1.8.~ DEFINvICIonw s Sea (X;2) un conjun/‘p livieal vment

ovdenado .

C1) D)remps que X ec densarments ovolerads st nim-
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gona corfaduvra de X es unm salto.

z) Xc.s con{/nuamemﬁ. oredenaclo sr n;‘njunn cortadura
de X es sa/te & hueco inderior.

Es clavs gue se Cu?‘n[.:/ﬁ /o $l:ju1-cn(’n_:'
X es densament ordenado 57 750/0 si para dtode par x,
y €X tal gue wxey exisfe 2€X con la propreclad ole gue
X<2<Y , es Lecir , 5/ X no condiéne cualfm:'e'r par deele
menlos consecadivos . Adernds , & es continuamente or-
denacle s/ g sofo s/ ademds de /o an/er/'or) para tooo -
.S‘ubco»y'un/s no vac? Te & X, ef c‘anLm/B {xeX : azx
peara cada aeX-ir}} es vacs ¢ Lieme an elements
m o

1t </~ DEF1Aricion 2 Sean (X,<) , ¢ %, <?) ConJ'unf55 /lnea/meg

e oredenadlos.

() "¢’ es Samacle wun vhuen orden ,y (X:i¢) bren ovdenads,
&P < :ump_/e con /a PYa/:/'ec/aol de gue docle subconfun’s
‘no vacie oL X iene un elemento minimo. .

¢2) na funcfo:’—; f Y=Y ers pre_s‘erl/dc{ora_ do dreler  ar

/,a:ra cacla pay: XYy e X +af gue X<y e €eéve gue fix) df"#’-

¢3) s £ 227 o5 una fuanciow su)’rarec*‘@q y presevvadora.
de orden endonces f sevd /FHamada an ssemoerfiswio de order
{y diremos sue X y Y son similavres)

) S po =Y 5 una funcn'oi, nnyecnlu'ra. en-’-onc’eS‘ £

o5 un 1Sevnoyfisraoe e andiorder si x<y es eguivalen

de’ a fey) <7 frx) .
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Los co:yunéos X, ¥ se dwee gee som gfu/po4en£e; s:"

2x:.s-/e una fanciohn éoyecl:vo. fiE—~Y¥. ba velacioh
"X es e?uipo-len-/e a ¥"es una relaciais e e;wvalenaa.
‘en A t/ase de Zodes fos conJun"LOS y ef cardunq/ qle
,:X e/eno-t(aclo Poy Co.Yal (X) , es Ljuql a SW clq.se “de e$u|_'
valencia.. Entonces, /a dqualdac card (X) = cardd(¥) se cum
ﬁ/e, si-y .so/a si Xy ¥ son e;;urpa/emles. E/ numera car-
dinal C!.S{jnqc(a al cpJun/a de Jos nidnerps na-!u.ra./es
es enoéaclo porv > Caleph aero) y ef nimero cavdinal
-.vo.Slﬂﬁaiglo ol "cori['u_nfo ofe dodos Jos nénderés reales es
denoctaclo for C . Un c'orjénfaies nu;he:’a.b/e si es fi-
nito o Ereng ca.rdlha/'nda.d No.

Poy o-lra /qdo a ‘ods COnJunf' bien ovdenado X le aSls-v
namos wn namers o:'c/ma/ @ el cual es Harmado el di-
po de orden de X. los dipos de orden c/e,coryunﬁ'-s bier
bfdénhc/os Xy Y sen .z"9ua./e5" si g séle si son simifaves.

Dada ?ue Lodla /‘unczon fre.servac[orag e on:len ‘es
m‘gem/rvn. 5i. X y ¥ son similaves , en*/‘bnces cayal(x)
= eara((i!) Por /a Lande , a {acft_J'ﬁUmer,q orcln‘na/ « ]gl.
corvespnnde un ﬂumerﬁ Cévdf“no\/' /4, CoLra(nvhcv;'/a-ilad -
cfe Cuq/?uler j Con/unf /.nen oro(enao(o c/e !;pa ]

68'/9 "numero Cara,-,r;q/ . €5 //amaa[a /a Cavc/rna,u.'

elqo( e o, S7 'Cc‘zrdlu')s;l{, c/:revrn_os gae el nd--
mero ard.na_/ « es “puarmerable . ' ‘ '
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Sean x, 8 dos ndmeros o rofinales v,gue son Jos
fipos de ovden Je Xy ¥, x;es,oéc*ivamen'/e. Dr-
Yeﬁflos gue L ‘es meneoy 353(6 , 6 gué B es
mayor ‘gue o,y escv/biremss < (3 o /er_'k,.s"
e_.x'l'_s‘-{'e Yo e ¥ Lal pue los conJ..zn}as "Xy 4 -je“!:-
Y 2y Y T son s:‘mrlai-e.s Se puede p}olbar'qué
todo co:yun;fa de ndmeros ord:no./es es bien
,ordenqdo) por /4 Ve/chOn.<~ Cua.ls';u;er con~
Jun-ﬁo 'b:en oro/enaalo de fipo x es similar al
conJun’f;; de r.‘od'os /os numeraslorc/:na./es‘
"menores gue o /snea./menule ordenados'.,oar

N /t-\ 're /a c:on < s

g ‘DE ¢ ‘ (c) Un namero ordmal 3 es

un ndrero /lm1)le Y4 /oara 'éada <A "e'x(‘s'{e'
. ahn numera orc/:na.f « £ al _7ue iz.o:<2
(2) Si e/ numero ovdnnof 'i no es. .un’ numero

f:mn‘e' es dec:v .s: exgs‘le'ct nurhero ore/:na../

!

gue lnmee/na-lamcrnle Frecec/e ‘o '%) en(—onces’

'-J!remos _7ue § es e/ s;;cesor de «- y o e.s'gl

,oredece.:or dei y escné,mos ‘%-Qi—.l. ( es conac:-f

do _?ue -éao'a numero > ordinal’ {:ene an suee.rov)

13) Si e coryunfa e {oc/o.s tos alumeves. ovc/ma/e.s‘ me- -
nores 9ue an, numera /i mide 3 contrevie un SuLCanJuni- A Je
4.,90 °C Jq/ ?ue pam *éodo f<3 cxns-/e {'GA <en- §< §< ., en- _

.-Fonces c/:rema.s 9ue e/ numera ¥ es cgf-na/ con 2
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(4’) tin nufrnev‘a orc/;‘nq/ a'nflnfjc A (C’j GIGCI-T, e/ {;FD

de orden ofe un Coryun-/-u infinifle bien crdenaclo) es «n

numevo inicial 37 3 es ¢/ minimo _entre todos Jos nu

meros ovrdinales o« Jue sadisfacern cardce) = cavel €3)
t5) Un ndmero ordinal rnicial A es ):7_‘:,/3_.’ st no

exisde %22 eof cual es ca[‘:r‘;a/ Covn 3.

Para odo nidmerp cardma/ T exisfe un ndmero
ovdina / inseial 3 ¥€al sue Ccayed (7)) = T Y esfe A es dns
co . £n este sendido un adrmeero cardimal TR es gsjgvlg._v
st el mbdmers evdimal shirial/ 2 gue Sadisface cavel ()=
TIh  es Y‘Eju/qv. E! numero enicial de C&Y:{:'nq/l&(agg
Vo es demotade por o ! esde es ef 4ipo e orden def
canJ'un-/o e Zodos fos enderos Fos/'-ﬁu'vé; com e/ ovrden na
Luval.

El minimo ndrmero ovdmral de covdinalidad meyor
Vgue Mo, es deciv | e/ minimo ndmers ordival no nume-
rable ,es denodado por wi y la cavdimalidad de wy es
ofe o L la, por ANe. E/ miniang nlmero ovdimol Je' cavrdi-
nabhdad mayor gue A es denodade pox o y /a cardiyna~
Ladad de «w; es denotada por Nz . Mals ‘7¢n’era/m¢.—,-,le ,

o cua/quer numeyos ovdimal e /e‘cas-\-es/oo-nde nn v oW —
mero cavohinal Mo y un numsevs ordimmal g el “j‘“/ es
e/.na’mev‘o inveral  de cavdinalidad Ne ) se puede pro—
bar gue foJo névrers coardinal es ¢'3uq/ a ,;L’.z para

aL/jan o,




®
1.1.6~ DEFrpicion: Sea & un nimers ovdimal y X an
. . . o,
coryu.nl‘;; avb/dravio por une guresion fdransfinidalde
N Pfinive. of
41po X con valores en ¥ enfandevemas m.;a/yufer Aup

ciors £ () —= X donde WWieot)

es e/

: /
dos fos mdmmevros ovdinales mienovres

COﬂJ\'JHrE EIG 'éD‘

.?LIQ o .
{-1. 2 -~oBserRvacion — Ef elemendos de = qs-'jnada

al ndrmeve ordinal F2d es denodado pov Xz en lugar
Je f{‘{) v la sucesiowr f’ransf:'nl'*/a. mismao. es denotada
por -

Loy Hy yueny XKy 5o e,

Pava de fins'y Jas Sucesiones {ran:)t','n/?lﬁs u&uqlvy,enﬁ
Se afa/n:a el

1L 71. 8 TEOREMA Sulonnja.mo_s guwe son Sados ur con-

J'un')(o z y un nltmers oydimal «. Sea 6 ef conJ'unJa
de Lodas /Jas

sucesionnes

€ransfinidas  de €ipos menoves
Sue o con valoves en z. g’ava caef e func:b:—, h que -

asigna. a dodo §€G an elermente de F exi.sde exac-
tarmente una swecesiow {Y'ans-/‘;'n;'-:)a £ de -(-,'Po o dal
_7ue

;('i) - k(-g)W('i)) P;:LYD. {:oc‘a P%(_bl :
alsnde -F/Q,i) es Ja sucesiot, ‘tvansfinmifo. de bpo 3

cbtenida ‘res-/—r:.njle'na'a -F a/' conJu'an W('{) de éc:{as

los . ndimevres ordirales »enores ‘Jue i

£.2.9~DErFipIcion s Sea X ‘u,—, conJ'u.nf_ /inealmsents or-
denado )’ sea ASX.
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(1) 4 €X es of supremo de A (sup A) S, X <u para
ftoda xe A y s para cualguiev reX Zal gue &~
para foda Xed Se satisface gue LU, ( x<w Sigwi-
fréa Fue x<u & x= ),
() ueX es ef infimo de A (infA) si <X para fo-
oda xeA y s/ para Cua/?_u]é’r veX fdaf gue VIEx pawa

foda zeA Se satisfoce gue W

€3) 4 es cofu—'aq/ en X ..Sl' povo doddo xe X exisfe aen

dal/ gue Xta.

(9) IoéX c5 tun e/eme;—,?’b mn)(lmq/ Je Z 87 e = ™

Con re X ;MPIJC& 9 ue xXo T X .

AXIOMA DE EtEcCron - Fava toda Sfamitlia (X} o de
CanLlﬂ')lo.S no vacios exisde una funciow -f.'.S-—')ng_e,
fa/ gue fisye s para cada seS.

Otdras Los Fformas alfernafdivas de enunciav cs’&-
awiomma ¥y gue son Lesremas I.lnforvlan'les dentrs de la

feovyia . Jde conJ‘un-r‘as sor fas s-juienl‘io:

1. 1.40 TEOCREItA DE 2ERMELY® Sobve dods conJL.n-l;,
T existe c;ana velacio'n < gue bien ovdena a X,

1. 017 LEMA DE ZTIRN Sy para cada JuéconJ'unJ-o 15
nea/ments ovdemnada A de un CanJu'n/ZI Z/ocu—c[cx/mcnl‘e
ordenads per - % existe XeX dal gue x &% para te-

da xe A enmtonces axisde un elemenTo mavimal en ¥.
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2~ ESPACIOS TOPOLOGICOS LINEALMEANTE ORDENADCS.
£n /a /m—esen-ée seccion oavemos las defiriciones

Y /vro,v/ea/ao(es elermentales doe /los espacies en cuesFo s,

Seqg X wun c:ar_,/'unfa finealmente ordencels por «
Y Condeniends al mernos dos elermentos. Para a.bex
fa/ gue acd Seawn
Ca b)= Jxex ; acxe L}
<,a) = {%xeX : x<a }
(4, =)= {ze X : a<x ¥,
Estos conJ'un-Ag_s J‘en{n- Hamades indervales al_:ler/os.
A comdinuaciol, mostraremeos gue la farmifia 2 otz
Lodos Jlos indervalos abierlss en X Lierme flas propic—
dade s
(1) Para Cua/es;ud'ero_ L,_zgeﬂ y toda ,oun?’e? xed, NIy
'ex\SJg» Ze@ tal gue xeI & LNI,.
(2) Para oda ze X , extste Ze/%' z‘a/;uc zeT.
Roro probar (1) vames a Sividivia en casos . Sean T, L#d
) Z, = tab) , acd 3 Ty= (ed) , e<d '
3,‘ LTIz 38 (el case ZNIy =g es inmediato) vamos o
| Suponer gue az<c<bed jendonces l*e-.ﬂn.l'.z "mp/"ra Jue
a¢x<h y c<x<d y comeo ac¢atbed endonces exxeb
'?o;- -@én-lo , 5. IT=Ccib) entonces xei‘sznr; y Lep.
S c€q<b<=f" e:;;-#ﬂneeS‘ fq-l,) satisface lo. deseado.

“odvos caseos Sovy Si lares .
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€c) Z,=Casb) | ach 5 Ta=x (e,e),

Su/aonjcamos gue .Z',nr,,qep})enr’onces pare xeZ,nIy
Se cumple Gue : acx<b y ¥<ec . Por fando ,si a‘<<<4,’
Xr=(a.c) ;0 acbec |, r=cab) cumple con fo v-e?u.ewola.

el T,z Carb) , Ty= (=) es qno:/ojo a (),

tev) X, = («,a) , Ty = (e, b) cowm ach.
sy :1:6-‘1‘,44”.1'_7J endornces x<a yax<b. Poy dands I= (<)
es el éndervals gue se refu"ere.

tv) S L=(¢a—~), Ta= (6,—>) con a<h [ ro s, )
es el smdevvals deseads. )

(vi) Cuando Zy=(a,»), Tu="(—8)  ach endonces
I=cCai b) sq{.'_g.f‘ace xeZl &I, 1Z,.

Fara demostray () sea x6X} cormo X consta de
‘q/ meros o/ogjvq'nrlo.s ex;ste ye X-d4xTF y de agul X<y
e Jexj caancdo X<y , xe (< ,Y)e¢B ;5" g<x gnfomces
xe(y,—) e B.

La _f,o/g_g[grjzﬁ cnducidda sobre & p2r e/ orden lineaf

< es [ a {o/aa/oj/& jene)—a'a[q, Sobre X por la. base 3.
L os e J"E"'lt‘c/o daros Ja 5{74/9;’1&5
t2.1-peFinicrons: Un espacio fopoldzico Iinealments
orolenacdso es an espacio cuya topologia puede ser
L;'Io/ucp':/a. por wn orolen /[rneal. :
7. 2.3 OBSE'RVACJOI\L'-‘ 1) 7odo éspacio lrihealmen &
ordenade es %.. £En efecto, i X es unm espacio to-~

,pe/o.’jfco /:'neq/mena ordenade basfea /oyoéar 7’-746 .
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para toda m=eX , iIx} es un co:?jun-éo cervada ; pere X-{x}
= (e, x)ulx, ) o5 un cory‘unﬁ abierls |, es Jdeciv, §%F e5 un con-
jun-tLo cevvado. .

) é'n.sejazéla probaremos gue 5/ X es un espacid €opolo™
gieo limealmende orofenaclo entovices X satisfaee el ser Tx.
Sean %,yeX fal gue x#y. Sin pérdide dejenem/.aad vamas o,
Suponer gue %<y . S exisde e X falgue xcicy, entonces (%)
g (2,=) 3sen s abierdas en ¥ Zal gue no se dnfersectan y x e
€(=2) y ye (£2) .5/ no exisfen punfes entre x yy, los widerva
Jos absevios fiy) y (x:>) eumplen con /are?u.erfdo. '

1.2.3-£)EMPLOS2 (1) (R\T) donde < es e/ ovden usual
en R y ¥ es /a -éofo/oj:'q enducicla, sobre IR por <. Este
espacio yesulfo sev el espacio de los mimeros reales
con su {a_/:o/ojz& u.:ua/.

t2) Sea X=Ixr donde I=Fen] €@ con ef 5iju'nernl¢ ov-
den /I.I)EQ/V: €%, 9,) < (%2, 42) siempre gue X<¥X o
®exy y I<§, ( esfe orden es tamaclo el ovelen Jener-
coj-ra'fo'cé’)- Entonces (&,%<) es un espacio {'opoféfgl'éo
linea/mende -avdenads . De agus en adeande nos ;-Pfei'"-
vemos a &l como e/ caadrada /exicogvc;f(éo . Ma's ade-
-~ Aante ,orobaremos gue este GS/oc;tv'o es com/aae?"o y pro-
mero numevya b le pEere no Se/:'araé/e‘n;' férj?(“/dmené
normal. - - )

(3) (WD), "'fc) es otro eJe'm,a/o de espacio éofo/o:g;éo

_I'/'rleq/ménrle orclenaddo.
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covverCion: L =7X ! Xos unm esﬁacfa‘ %afO/a_’j:'ca [~

nealmende ovdernacs }.

1. 2. Y - OEF/pvicion . Sea X un espacid {OPD/D'B!'CO-'D{—
vermaos gue X es un espacio secuencial si': Un conjiun=
4o ASX es5 cterrads i y.so/o si dacla cua/yu:'ev Swce-
srovs en A fodos sus /:aun-/as Iimmsfe esdaln an 4.

£s conocido gue Yodo espacio primero numeralble
es an espacio secuencial pere ?rvjenefa/ el /hversa
Vno es cier’s covmo Jo muestra ef sr:ju/'en(i ?j.émp/a
(LFel pp 1¢-19) + X = fofu {cy”XL') donde para caca cen

fZ}U{J_(Z{;f‘*;'}) 2 la tepologra sebre X se ge-
nera por e/ sisferma de vecindacles B s:‘juren-/-:
S x= (i *-—( entonces X es pundo aislacdlo de X ,e.s decrr
e = ;{@}- x=¢ endonees Boo = {z--(j( +-}
Si{ x=o en'/once_s /6(2) consdard Jde dodos /os Suéron-

Jue se ,puecle.n oéferner Je x removrend’o Iy

Jun-/o.s
namevro rrdo  de Xes y un nlmmero -/Tni?':': e /ounié_;
de fa formq {2’- + ]L} en fodes /Jos re;{AnJes b0 !_f‘n_

Lonces X €5 un g_s/:acfn secuepcial gue no es Fr:)nera

numera ble, pues ef cero no tiene base Jocal numerable.

Sin eméarja en espacios inealmenfe orderades

es fas Jdos clases de e.slbacios tornc/devr cermmo lo

muestra e/ Sl:juienéi
1.2. 85— TEOREMA : Si Xe d es secuenc:'a/, endonces
e e e e o e S 5 A

X es ,or:'mera namerable.
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Andes e pasar a /a Lermos Lracion mencionaremos
lo .s':'jufern‘e: Sea €4,8) una cortadura en X gue es

un saldo J' 5, o es G/ M‘/t_!;ma e/emen-!o de A ¥ 'y
el primer elermendo de B endonces Jivemops gue %
_fiene un Salto a /a derecha y gue Y dieme un saldlo

a la f'z?q;erc!o.. Corn esto en men-de pasemos a o,

Demeostracion ok 4.2.5: Sea zex . Si

no exts~
ten saltos q la :'2_7uiera(a_ Je x ervn-éonces > e
() y por lo dande exisfe wuna Sucesion de -
elemendos en (<;'i’>f) Zal gue HLim {an}t = x, En efec
 te, si Supenemos gue para cua_/guier JR;ICESI.o:/) coenvey
jcn‘ée {Cln}-.":' Ex)  xiE M ?an_}‘ endonces Lendria~
mos gue G, ¥ ) es un coryhn?‘a o cervado en donde
docla sucesion converjen-'e Lierne su /:mu’e ern (<,x)
lo cual condradice ’a .recuenc:a/,o(ad de X ﬂnq/ja-

mende exisfe §bn nw»aucesron Jde efementos

en
(x=>), 57 x no iene saltos a la devecha dal gue
Coe= A {lzn]/ por Lunto , ST & no Yiene. saltos nia

Ja, lzqurerc'a rala a/erecfaa ex:s-/en -éq/e.s' sucesio.
nes . gue, sin Feerc/a. .c/e j!.’nel'a/:o(a.o! pedemos 5w~
jooner evecientl y decrecienb, respPCvln'gamen-ée ;
de ,qgu-“OA-lenemos Gue itan;.':n)}wew es uma
base lacal numerable en *. £n ol caso de gue %
tenga un salto a /la l‘Z?ul'erch pero no a la devecha
e-z[S fen {én} S (K =) Suces o decreciente Lol .?ute

:
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.:(_:‘_?:; by, =%  y aeX /oyeclecesor immediads de x

en X ; entonces {(_q.bn)}n

ey €S wna Aase /ocoJ ny
merable en %x. Si 2 ditrne wun Salto ala derecha
y no €iene saltos a /a Iz?uléro(a la ob+tenciol de
la base focal e¢n x es qnc{/ojq al caso anderior
Finalmende 55 xx diene un saldo a la derecha y -
otro a la /'Z_?ul.grgla enfonces exisfen a,beX tal
Jue g sxclb fom a P;—gé/ecesor rnmediato de =

y b sucesovy inmediade Jde % en X. Por Lando -

$Cab)} es wna base Jocal numerable en x. blemns

FYoéaJp.en'{onCCS gue X es /uw/«nero numeral:/e..’.

En fo Fue resfa oe esfa 'seccioh nos c/ec(,‘CQ.reﬁqo.s a
esdudiar el compordamiento de los sulbespacios de
(3 ?.S/:dt:'o 150/73/5"7":@ linealmendte or:/enac/o.bé agai
en agdelamrte UsSarermos Ja Sl'juien-/e noéaciofq; s (K,"Q)e
e y Y esun .suéconJLcn/La de X, endonces Ja fo-
polegra relativa (nducida en ¥ por T sevd denoda-

Y,
Jda por 't<c 2

y la topo /oj,;_ en ¥ 5encrada por el or-
den linea/ oe X ves-/-n'nj o a ¥ sard JanQ{aJa Fov
Yey . Entonces vevemos gue en geneval los  espacios
(y, vt¥) y Y, %) no comcdiden y. daremes algunas
’conc/';'c"one_s Su-f/cien'/es para gue es T/os espacios coin-.

GI.JAn .

(2.6~ PROPOSICION : Sea X wun @spacio con fa, topo ~
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,,,,(_,’71& by =% y aeX /m,ec/ecesor immediadls de x

en X ; entonces 1Caibnd}

neay @S una Aase /aca/ nu

merable em . Si x dierne un Salto a la derec ha
y no Liene saltos a /a Iz?urérela la obdencioy de
la base Jocal en x es qha’/ojq al case anleriovr
Final/men-de si oc dene un salto a la derecha y -
otro a fa izgurerele.  endonces exisfen a,beX Lo/
gue qexeb efom a PTGJCCGJOY inmediade de =

y b sucesox inmediado de % en X. Por Lanto -
{taib)} es uma base Jocal numerable en x. Hemns

probade endonces gue X es /o'ru"nerp numer:xb/c.'.!_

E:;; lo gue resta o esfa seccioty nos dJedi’caremos a
eséudiay el compordarmiento Je /os selespacios de
eLn es/nacl'o z‘oPo/a"j:'co Jimealmendtde ordemads. De a_7f.u‘
en ade/arde usavermos Ja Siguiende nodacion : S/ (5T)e
e S ¥ Y es wn .subc-ory'unfa de X, entonces Ja to-
f)o/ojl'a. relativa. cnducida. en ¥ por T sera demoda-
Ja por 't:y)y la topo fogra en ¥ 3enera§1a por el or-
den linea/ de X ves-/'n'ngic(o a ¥ serd denotada PO
Ty Enfonces veremos gae en geneval fos espacios
(¥, 'Zé!’) y (Y, nro coinciden y daremos q/ju'nas
.ccnc/,'c»'ones su-/':’c{en-/e.s para gue es_Jos espacios Corn-. .

er’dan.

1.2 6~ PROPOSICION: Sea X wun equc[o con fa %O,:o—
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/ojfa_ " enducida por ef ovden fineol <. 51 X €X contiene -
al menoes dos elemendos entonces [a Lopologia de ¥
como Subespacio de ® es mds fina. gue la {o,oc/O-
gia enducida. s0bre ¥ por /a restricciah Je/ orden lic
neal < a ¥,
Dermostracionn: Queremos Iproba.v gue oy _C..'tig). Obser

ey
vemos gue una base pera T es:

3%

B~
i ana base pora Ley s

‘B":. %I : T es un intervals en Y}_

=? InY : T es urm nmtervalo abicils en Xj-

Seo. A€ ‘2-'<1 , entonces descamos mos dror Gue pave.
cada xeA exisde Héﬂ:g) tal gue XeH €A B
xehe %, rmplica gue- emisde T2 intervale en Y
fal que e It ca. Por tants ,>$i L = taib)y s{yed:
a<c3<b_} cen a b€ ¥ e X entonces H=Cab)y 1Y cum-*
P’e cor, XEHEA vy I-I-GF(:‘). Ahova, 5i IX= (cn-»)x
o I:: (<:b)y con arbeY entonces {emamaos gue
Bz (a=)g AL & H= (eb)g Y, resrec’-l,'vcxmenﬁjcum
’,Ien con o vegu‘en'clo . By tonts , en cwalguier coso
si Ae T, entonces para cada XA exste He F)f!)

tal gue TeHSA v esdo ‘mplea gue A€'Z'<(¥),es de -

: 1353
iy, hemos F‘robado gue 'Z<, = T, T

Nodemos gue en lo. dernosdvocio anterior Gibdy,

(‘f',a)_-, Y. ‘(41—9‘)1 Significe gue estarmeos  considevonds
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el ¢ndervalo Yespectivo en X y gue (Qibly , R o
(era)y .9;‘_9n:'f/éa. Fue esfamos considerondo indeyvalos
en X. Do agui en adelande usaremos, cuando sea mece
sario, esta rnotacioy .

Abora darermos un g/'em/a/o ofe un subcoi)j'unfz Y £
an eSf:aCn'o /nealment ordenacdo X éa/yue las dos-
z‘o/oo/ajz.'a.s consideracdfas avrvibo sobre ¥ son Ji3din-
das. Fara este efecfo cons/deremos X=R con /a do-
ﬁo/cjra ‘nducrela por el OYc/eﬁ vsual y ¥Y={x<R fOt{O}u
vizeR: x=213F. Para 2¢Y con =>1, Dnw)enV o,
e?n[aargo todo cntervalo ab;er./S de ¥ Que contiéne ;. 4
Contiene punZes menores ':}'ué cero. By tando It2)d %,
es deciv "L’:g)e.s e.s-éy,‘cqlo.r;qénf{ mas Finoa éue Tey .

La .prejun{a nadural gue Surge enmediatamentde o
d‘fo:/emo_s encon€yrar cong/icféne,s sobyre ef s@érary&nfo Y
 de dal manera gue las dos !afO/aj/a_s rofncﬁ/.a.l’).D La res
fmey/—q es afirvmodivi peso andes de pasar a ératar
este )pun?"o necesifamos /a s,'jm'enée . ‘

1,2.72.—- pEFInvicions s Sea Red. Dirermos gue YEeX es
gfggfé_uw\rl\e_/ﬂsén—t‘fc/o de/ arlc_/_gvl 7 para Zoda xyeX
gue :aéréchén %oy existe me y da/ gue Nezagy,

1.2.8- pROPOSICION Sea Ted y Y €X denso en X en
el sentidp Jel/ ovclen . Entonces 'Z“x = .-z.<<¥).

Demoséracioi : £s Suf/'cf_ew-tie mostrar Gue 72’22{)5

' T .
€ Yey. Sean Ae Ty xchd | entonces existe un

J
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inteyvals Tx en X +£a/ gue ZeIn Y € A. Si x voes
;.n exévermo de X endonecs exiifen a,beX tal gee
acxeb ; Jads sue a;x b eX vy Y es Jenso en ef sen-
Lide el ovden exister s,tEY con ;pra/,;'eclaa(
o2 pue a<secxctecb y e a;u,’ gae 2‘,6(5:'&)1 <
€EYNTy SA. S5 x es um exéremo dJde E  entonces
T = (o) o) Txe=C2,-) ,::avq a/junos Yy 2eX yco-
mo Y es denso en e/ sendido Jel avderw exisden
Site ¥ <al gue x<s<y , 2et < x , vespecivament.
By /fo tanto xe(e,8)y A & xelé, =)y A . By

consfj aiente AE Tey. ._'.

Qbservenias gue esde resuldada Fuec/e sevy falso S/
solo Suponemos - a Y dernso em X en of sentdids Zopo /-
greo ,es deciv, sv V=X . Fan g{ec-/o) Sea fzizxeR:
xco & 1sxea & %53} Jdonde X Adlene Ja topolo-
gr’a cn:'/uc:é/o; Per e/ ovden asual/ en R restrivngids o X;
sea Y= fzem: wep & 15x<R 5 x>»3}. Claranrende
¥=X. Ahora biewn, A= Iua)e e f¥ ya que A= (oa) a¥,
pero A¢T<¥ Jebideo a gue cualguiev endervalo en ¥
?ué can-{enjq o 2 Intevsecta al conju‘y,fz {xem o}
Py Lande Ty v T pno coinciden . Obsevveros gue ¥
no es ofensoe on ef se;;{h/a def ovden en X pues pava

4 e X no exisde ze M 2af gue O & <A,

1.2.9 ~ DEFIMIciON ; Sea Eed . CEX es convexo Si
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(y.g)zsc para cua/es,_?u.'eva. x yeC.

1.2.10- 0GSERVACION . C1) 87 & &5 ura famila de sub-
cory‘un?‘?;s convexos e un espacio Xe € tal gue NEIF
entonces UL es un conjunto convexo. EFn efecto, sean
xiye L& 55/ =,yec para algun cel , %<Y enton-
ces (niyd £ e SUE. S/ =xe¢C, yeca yx<y ,coma Gt
existe 2eX ¢al gue TeC parva doda ceB . Rr Cand
5i Xczey | (m2) S G yEY)SE S de agur gue (rmydE
S Gue, € vg . S 2<xey en{onCe.§ CB,YY S oy xyde
e (=z,9)ec, e U/E. S xeyge?® ana/ajamen$ (%g) = (xie)
€¢ s UE.

(@) Sea. Xed. Fndonces dodo YSX puede sev vepve-
sentade como /a uniowm Je Coc:/'un‘éas conwexoa mq;(/'mg

ajenes dos a dos
/esr'.J Para probar es? scan xe¥ yZ° fa familia de
coy&n/"ols convexos geue condionen a X, 6 #8 yé. gue
ix}e @ oObvidmend& N C£g porgue XE c para Lodao
cecl. For éaw-/a,por /a observacwin ) Cx =00 es
convexo y de a;a:’ gue ).’:XE{’VCX_ Fimal ments sean
x££ X’ [ probaremos gue Cx N Cx. =& & COx=Ch j Su
prengames Fue Caxrr Cya ?ﬁﬁ enfomces. EY:S“/e‘yC—‘CxﬂCx:
por lfo cual pOJemas coencl/uir gae Cax ¢ Cx> @5 wm can-

sz/; convesxo l?ue comtiene @ xX y a X’ ) por cons-
dvuccion, e Co y Cx» esfo 1mpliea gue Cor Y Coxr €&
y Cxu Co € Coxer de don de Cx = Cx» -~ A esfos  con-

,_/‘“"JC‘S convex os o/:LsJ'unt:.j se les comoce cormes fas



Componendes convesas Je Y.

Es indevresam & hacer nodax gue ef conceplo de
convexsidad nos oa odra comdiciain Suf‘:'c:én'& para
gue "K<¥ = (Z<m.) Md s precisamente

1.2 41~ PRoPOSIc/on . Sea Xed S/ YLK es un con-
Ji,enf_& convexo con al/ menos dos elenmemdos , endorces
241 - ?4‘)!.)

W-‘ Bas fa Proéawr gue T:”—E ?:<g.

Sean de 'Zf(‘y)), xeA, endonces si x no es un exhenmo
CJe X existern a,beX +af gue x€lxzcaibly y xe
€Y €A , y como Y Ziene o) mermos dos puntes
existe Jge -Y‘{”] y claraments g<x 4 ’X<’y,AJe—~
md's gel(ably n¥ €4 o gy (ab)y a¥ . Cons'de-
remos §<x y welablgn¥Y €4 . 5/ exisdern pun-
tos de .Y‘ entre %y b sea g, €(mblg y endonces

tendyermos gue -'xe(y, 2e)y @ 4. S/ no es esde e/

caso pero f&»—*)y#-af sea = ECh, )y porser A

convexo (%2, S Y y por consiguidnl beY y en

es-ke‘césc xa (y,b)z c .4 . 3; (%, )y = enfonces

xe (3)_,)¥,x£4 . A8 un cosec anq'/ajo cuando x<Y y

g€ (q,b)zn YeaAa. Aborq .S‘upon(?a.mos gue 3% (‘“b)zf\).’

Con BN, Carmo x,gc—y esdo r;'n,a/:é'a, yue (y,r) ey
Iy por /o dando ae ;si ("X:b)g NY # & entonces
x6(a:2)ly €A pava a’su'n zel%ibly nY . Supon ~

games gue - (e blg NY = pereo ?ué exis{e x e '
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€ (b—=>)gnY por fants be¥ por ser Y convexo y de
agui gue X€(aibly£a . Si(x,—=)p Y =@ endonces —
xe (a,=>)y, € A. Similavment se drata el caso cuan
do (7.#(4-6)2 NY yx<y . £n e/ case en sU€ X s€a un
exfremo de X, entonces JTow(,a)g o Ix= (A,>)g
fq/;onjamos gue To=la,—) prara algum aeX . Sa-
Zemps sue existe ge Y-$x} y cormo X es el extrerma
Jderecho en-f_.‘onces necesariamenls YeX . 57 acy<x
entornces ¥Xe¢ (;;,—a)! €4 y s/ Ycacx cendonces aeY;
pov /o Lants xe (a.==3y ¢ A. Ana/a‘jamen’é' se prag

ba s! X es un ex¥remo iz?u}evc(a, .,..

Fava {'rna/n'za.r Sermostraremos /a S{'ju"enlz pProposs -
ciom gue usaremos mds adelant :
1212~ Seaq Xed y ¥ X abievrto . Entonces /Jas com
poncntes convexas e ¥ Son c:mJu'nfé.s abierfss de x
Demvséracion . Sea C una com,:anen'l'é‘ convexa de
YeX y sea =xe CSY, Coma XY es al,;e‘r{o en X exisk .
Ix indervalde abréesls en X Zal sue el & Y. Ahovra
b.,'en T es uwnm can'uﬁ-#o convexe en X, xe I )
adema's € es el m&xims convexo Je X Fue caint’z‘én.e
aX. Por fo Ldanis xelw £C y esHo "m/o//'(-q gue ‘

C es an conjc}nfa abierfo de X. \,—
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En este eapifuls el objediio principal es probar
gue dode espacio /finealmenl orclenacla es un espacio
-!o/:o/u'jléa colecti vamenG novmal 7 heveditaviamenl

colectivamen tt normal.

2.t- DEEINICION ; Sea ed = TAskes una Samilia de sab-
cargjhn#os de wn espacro 'éopo/o:jlba x.

te) cA es localmente finita s/ para doda xeX exis-
. te una veecindad U tal gue e/ conjunts 1$eS : Unas+&}
e,s f":’;vla .

(2) Si 'éoQ/o Punfé xe X g:’ene una vecinoad 9gue i
intersecta a fo mds a uan elermente de o endonces di.

vyemos - gue /a }’am;'/ut A es Liscvedo.

Clarament doda famila discreda es focalment fi-
nita. L ' |

247 LEMA : Sea XedL yoed =3i%}) g una familia
discveda de subconjiunlSs singulares de E. Endon-

ces exisfe una fam/la {Us} e de subconsaniss aber



23
tos de X 4al gue LUsnalls = & para foda s#st o, x € Us
para toda s€8.

Ocmosdracioh - Para cacla te5S sea V.z»:t una vecindad Jde

X, Jdade o la o'iscvecion e /a )famr.//ivt.’/, Ahora sea
seS Yy considercmaos el corresjoon:/l'enle Xs . Si Zs es
an /Dunrla aisfade entonces Us= {xs}t . S/ x5 no es

asle do procedermos Como Sigue ! s/ exisden #,2'¢S

dal geee Kt €5 ¢ y> endomnces Sean Ly T, Ter o=

Z

fervalos abiérfos en X Lal/ gue Xje _6' < V"J

Jz st S5 L. nTs=2g v Fyo NTs=F sea Us =Ts .

,Da.ra

§' Lo NTs=g y T2 NI g entonces comsiderermos
Us= Zs n (=, 2] cuando X £Lengel wn elerns ento con
Secutivo y Us =I5 (@& ,x*) con X €T~ Teo cuanda
Xs no -L‘enjq un salbo a la devecha. S/ Iials +F=X.0T,
la tons/rucc:’o(«; de Ui es ana(/oj»‘ o/ caso canterior,
S; I, 0¥ +F # T NTs endonces si 2 frevre an salds
a /b derecha CDnSI'c/e»;amos Us =T5 7 (o, x5 ] Jona/;ﬂ.
xeIs- Iy | §i xs Ziene un salts a la 1zguierda  se
pProcede simifavrmente . S/ s no Lieme salfes. a Ja
‘zguievela ni a la devecha consideramos Us = Is N (xox?)
donde xe Ts-Te y x’e Is'rta y X<eXs <%’/ Otvos ca-
sos son ‘*évaéaf:)os ana/aqueni‘é_. FPov fo Aande chdlo
gue /a familia ;U.s}_“‘s asis r:ons"Lr{AthA cumple con

la Yeyuerfcla , 9}49&5; }»aéac/a e/ /ema. 1.
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2.3~ DE FInICIONM - Un espac/.o "Z‘o,oa/ofyl'cq X . 7 es colecdi-

vamende normal 5/y sele s/ para toda famiha, discreta
{Fkes de subcornjunfos cervades de T axiste una fa-
milia {US_LES de 3ubea’uz‘n-/as abreydos de X {a/.yue 7S Sl
para boda seS y UsnUs = Jtempre gue s# S'.
Claramente Zodo espacio colectivamende normal
es noymea/. A. continuacion Fraéa.‘revnos gue dodo espa
‘cin fMmeal ovdenade es coleeliiramenta noermal.
2Y-7TEOREMA.. Sea Xed . Entonces X es coleecdiva~
mente normal. En particular X es normel.
Demostvacion: Sea {Fk.q uvno foamila discredo
de subconjuntos cerrades de & . Deseamos pro-
bov gu.t—."exf.s-ﬁe. '36{5}593 +a/ que pare doda seS
(s &% es abievlh en X, Usnlga=of para toda St
y Foe SUs para cadla s<S. -
Parea F'ioba.'r esdo sea 568 ¥ consideremos
"W = U'{(a.b) tabef y (ab) A (Hfs‘) =¢ }
Obsevvermos gue Wsn Ws'=d para tada s#s'. En
‘efee-}t.: Si 3614/5/‘\1/.‘1/-51 entonces exidten as, by e I} y
Qs by €F; dal gue as<ychs y as <y <L,.)(qs,;,,)n(s({'f;,)=a-
y (as, badn (f(!sll:t);_gi. Dado gue (B} .5 es und
-}'qmilnb. Ju‘scre%a tenemos gue Qs # ds esto l;nfl,ép.
gue Os<Ayp o Qs <@s. S Gs<As entonces Qs €
& Ca;. bed, es deciv (as. bs) n(s(JSF's-) + ¢ jcontradicn

crown . Aba/ojameﬂ"{e si ag<as, [ i:onsijm'enlc
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Wsn W's' =g .
Se afivma ahora gue fws},es es una famiha dis-
creta. Para probarie sea xe&. Si e lLWs enton
ces Wy ¢es abiesde y no mievsecta a n.‘nju'vs Wt con
5’955 por fando existe una vecindad dex en & -
(a s;:.éer, wWs) gue cndersecfa o lo ma's a un elemento
de Jo famiha (Wskscs. S xe Zg&é’*’s entownces sea
Zi el indevvalo en X gue condiene a x y gue mder
Ase'c-la. a lo mds a un F;‘al,jamas Fa, ; se qﬁ;—;—rm,
gue T intersecta o Jo mas a Ws, - Suponﬂamos que
Iyn Ws.=f-¢ Para S#So , entonces IxnE 3+ . £
efe:#a‘,.si 3eW5.n1‘, e.z‘n-ﬁontes "3%% pues x o Ws ¥
- por één-/o 04341-,- para a{ju'n anbe F y Qel} v
esto ir;')F/IECL gue aelx o beIx : si ot To y beTu
Como Y € Carb) a1 I ,entonces Iy & ws y P‘ovr fanito
XeWs |, condradhicioh. Par consiguiénle ac Ina %
& be Ix N Fs , es deess T nF, 38 R con{rag-/,;‘,'encllo.
la e_/eé:clb.g de 1",. De o"quf,.-_?ue fx intersesfa a
o mds @& ‘Ns, . FPeyr Lans fl\/s}ses'res auna famiha
discreta .

Aho-ra ‘probgrgmos _7:49 =N (J‘Jsh/s') =¢. Sq_fzonjarhos

-7"@ exisfe Y e N (sl(’JSW_;') enjonces por f‘ﬂd) ge B:y:

3 PeI’O S

’ UW5| = U [(‘:\]_5' “V\JE,IBU‘WSI-]'
Sl—fSV 5'4'5 . .
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=T W] v Ty )

De agui gue aesgsﬁsl vmp]fca. Gue 355&15(»_\75:—9\/5.)
Y 56}!5“/5" Suponsqme_s gue Ye Fs vy %es(‘,;st- ,en-
tonces yefy yyeWs pava algdn s'3s. FPor lan-
to existen aibeF {al gue Helab) y yeF, yesh
im’o/ica gue ye Cle)ﬂF_r,}conéraehc.c:l.o\'q pues (aib) e
€ Wer . Suponﬂqmos ahova gue yeFs y yes,(‘fscﬁs- -Ws)
enfonces yeFR v yYe Ws: ~Ws pora algn s'#s y
esto implica gue tods infervals abierfs Ty gue con
figne o 4 satisface sue Zy AW =& y dado gue
y 45'_(?/5_1’\/5' , per la dhscusio :nv dada. caavdo se Preln,"
"o discrecinty de [a Sfamiha 3W53‘§é$ Ltenemos gue
‘I";(IF‘;; +@. For {cn_-’o; doda vecivmdad «:/e«g rv-

tevsecta ol menos o F5 y R, ew Lomees i1r3

?
no es discreta R contradicecioin . Par tanto &ngU;w,)
‘ts

seS

és vacio. « R
Enseguia(q /cvobar'ema‘s gue {{x} s xe 3&_/5( Fa -~ WS)‘}’@5~
ana Sfamilia Jdiscreta . Sea =eX y Supengamos
gue Z vo es un ,oun'l"o de acumulaciot de U (E-w)

i , - Ses i
entonces existe V vecindad de = {al gue vVa (UR-is)).

) ses '
es vacla. S/ = €5 un /oun-la de acumulaciol, - de
%(E—Ws) entonces " todo cndevvalo Tz gue condiéne
Se . ’ '
a 2 ¢u;nP/e “eon - card (I N (.«'.U (E"Ws‘))) =M. Como
. - . €es f . S

'{FS}.SGS es discveta exisde I§  intervalo 'qlz{'er-lo'de

' | X gue contiene a z y Zal gue 7 s I7n C}E/Sﬁ-h/.s)) =g
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len cuyo case I;° csuna veandad de 2 gue endersecta
a formas aun miembro de /o famil,a en cues#a'w)
& bicn exrsfe seS +4al gue se cumple card (I
NR-WN) =2 N vy T27n K 28 para teda 3'¢#5; an
este caso sean X, xa,%5 € I tO(Fs~ws) fal gue
¥3€(X,;X2) entonces existe 5'3#5 tal gue X,%2dA
N EF (f"‘“’s si no fuera asi tendrviames gJue (%,X)
rz(JgJJSFS-): gp’%,), de qgm’;ue (X%} EWS y por dan-
to obiendriamos gue Xs € Ws "I(F's—WS)-)) pevo esfs
s una con{rc.cficc[oia ya gue esio Iw;q’r) fiea sue
IXNE + B . Fov Jo Lante = me puede ser punds
de acumulaciov, de éng(F%-Ns). Frnlonces; hewmos pro
bado gue {{TJ':XG'“US.("::—W.S)} es g j‘qm;/.c'.. Jis-
treta. oy dande, de (2,2) <'xr'51[er_, cofyi;n-}o_s abey
Los {u;: 'xesg(e_h}s)} Lol gue Ui le’ =g ' para
TEY y xeU; paro teda xe& 5(6/5(5—14/5).
Finalmende definimos Us= WsuUAs dende As =
'—'-(U,U; )n (xX- Ws) . Clavoamente Fs = Us pova
*ER- s $3s :
cada €S Resta probar gue Usn Us =@ para
s#s8'. Es suficenle prebar gue para toda S#5'
,As.ﬂl-\sl‘:';ﬁ Yy Ws A =% . Pexo Asnag =8 ya guev
U o ¥e r:;—vvs v ng com ye& For-Wsr sen eyenas '.‘llbbro.

sea =€ Ast , entonces =e E-UW esdo 1mplca gue

trsr &2
Z2e¥X vy 2 ¢ C:L#)sw*' = \{El-\l—c , es deer, z 4 We pava fo-
' et :

e, £33 8 , per tdanda B ¢‘ )’\/l_ para toda +¥5'«_ FPav
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consiju;erhée AstnWs= @ pava toda s#s!. Por tanie

fUstses es Jo Jamiha busch(q-._t_

.

Ademas o clase ofe espacios Jineales orvdenacles

s
Cum/o/en damébiern com Zener roms una /,vo/,iedac(l bere
c/;'éaw'q e/ ser co/ec-/ivavmen-/e normales y por tanta
zéamé,'e'n yesultan ser hbevedi dariarsende normales . &Fs-
fo es )orecisamen/e /o sue probaremos a condinmuacion:
2.5 7E0REMA : Sea Xe L. Endtonces X es berec/i{awameg
<e coleetivamente normal v en -par~/-r'cu/ar hevedideuria =
mcn#e narma/.
Qemos,{,«ac[o'n : Pov Ca-2) basdfa p*céar gue s; ¥Yex
es un subespacio abierto de X entonces Y es co loe
divarmente normal. Como YEX es abierta anfom-
ces par (ta,10.2) y (4242}, )’:ngez donde  para
cada =eZ, Cu es una c:ompanen/e convexa de Y
Y Cu es un Subcanjbnt abrerlo de X AJema’s,da~
do gue fara cacla wer €Cv es convexo pav cl.ﬁ,/r)
lenemeos gue Co ed. A~ cOnsl'ju:e-n(E » por €z2.4)
Ca es colecdivaments mormal . Con esda cdea en
mén-lle, sSea EFQ}SGS' una famf//a, ;Ji.SC)—etLa' de sub-
Ccn‘/'urr/as cervaclos ode Y e)‘7>t‘ann‘e$ {_enemas Sue
pava cada quJ{F;n ("‘}ses es una fam,'/,d‘ dis-
credo . de cerrades en VCq_ y dado gue ésfa es-

~colecdivamenite normal  obfenemaos , pov €=2:3),
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{W;}SES famila de 5ubconJun~/os abierfos de Co Hdal
gue (Fsncu) € W pava cada s¢S y WN Wl =g sem
pre gue S#Es'. gdemas, para cada seS W o5 un con
J-lrnLo abievids de Y pues Cu es abievts en X, Ep-
donces, si para cada seS consicdleramos Us =d(.sfzh/;‘
obtenensos una famnlia 1Uskes de subconjuntos
abjerdos de ¥ dal gue o £ Uy pora toda seS vy
UsnlUs =@ si sksS>. En efecte, /fa primera pro-
ffeclad es inmediata y paro ver Ja sejuno/q sSean

s, s'eS dal gue SHS?;

; entonces , si xe Usnlg, es-

£o '.m/;/.‘ea. gue existen i, dz€I tal gue xe W anse
y esdo implica gue Cu =Cu, ,es decir eti=odz y

Jde agui gue ’4{'5‘('/)1/1/?' + 8 [o cual condradice /a
comstrucciorn de §Ws'fi.g. FPov danta, de 2.3)  con

cluimes que Y es colectivarmendte mormal. 7!..

Como un caseo Ioc\r-éicu.la_y e esde dltimo resullads

cbfenemaos gue fos eJemP/as (7+23.1-3) son rmormales.

Ahora bien, recordemnos Hue an espacio '{_opo/o:jfca

X es flamade pevfectamende normal si X es normal

y <todo Subcowy'urnlo cerradoe de X €5 wun ronJ'und:o Sy

(es decyr, imdersecciovy numevable e Cor]j'un}-a.s abie>

los de X). Endonces , de ¢2y) obtenermeos el Jf'ju:é:n{'i

corelario :

2.6 COROINRIV; Xe ol es /oerfee‘/amente novmeal 87
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todo subcoryhnfa ceyrado de X es un con\/&n/'.,s Gs.

RF-EIJEMPLOS D (1) Es bie'r comocido guc e/ gyemplo (1231
€S un espacio vperfecv‘amen/e nermal. Ahora bieh , exis
ten es/oa,c;'o.s -t-‘af:o/q’jlc'as /rnealmende orderadeos gue vio
Son per/‘ecJamen/e movmales | como muesthan fos Siguien
fes g/'emp/os.

) F/ "ej’emp/o (1.2.3-2) es un espacio §ue no es
,oerfech\boenle normal. E, efecto, en ef siquiente <@
P/—/u/a Probayemns gue esde e.s/:acfa es comlgac-/a y por
tanto Lindelof . For cons{juien-/e , $é fuerea perfectamen
Le r)orma// por €A-3), sexria hereditariamende Zinde-
/b’f pero Y= f(x,y)_-er,'g:é} es un Subespacio ' de
i" gue vesulla Lewey Ja éopa/a ‘o diseveta y gae
pev Zande no es ll‘nq’e/a‘/') contradicciors . For fanto
I? con /fa {-cfa/aj:'q_ cnducida  pox el ovden /ex;:‘oéra{ffca
no es per/'ec'/amen-Je mnorma l

(3) Fn el capifa lo & )avobdre;mas gue (12.3.3) no es
u» e_s/oac:'a Perféc/o«nenk norma/.

(¥) 8! X=Ww) vfw} es o/ espacro de los ordana(e:
menpres o ‘guales o) primer O?J':na/ no numerable
Teon la éc,po/aj,’a. del orden endormces X vwo es Ferfec;l_&\,
mente normal pues Tun} es un ‘chzjlunfa cerrads
gue e es wun c'or?/'unfa G5 . £n efecto , -}‘w,} es cevrado
pues X-qwsfp = (&w,) = Jo,we) €5 un C°r’g_/€4n)l5 abierdo]

Y Me es un conJ-'.Ln*lo G5 dado Sue para cuo\/qu:'e\—
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cole ccion numevable ‘:{An]’ne” de cor:junlos abrérfos
gue condiener a ay paq/emas encomndror wuno coleccion
de elementos bdsicos de la forma (eoln,wi] S An pa-~
ya cada eV ¥y entonces {:’Zdn:a{t‘j' dade Fue ca
<la odn , 0 e_c’ufva(er»-:lemen-}e,c'aala [o/0in) o5 mumera
ble y /a union numerable de colr‘;jun1las humevables
es numerabdle. Pxr tando NAn = (3w ]+ 'fw.}_ For

nen’ -
dawnte X ro oes per,(‘ec-l-amen-le normal.



CAPI T LD 3

coMPAC) pAD

E/ oé/'exéli«o ode/ presente capl'7lu/o es estudiar leos

es,pqcios lnealmende ordenacles ¢om/oa.cvlos. Primero son

‘caraclerizades por medio de /ovapléa/adés sencillas y

despues ‘se pasa  al esdudis " de algenas de sus compac

daciones. ‘
3utl- DEFINVICION ;S'ea X un espacio fopo/ojy:'c'o.

1) Una fdmi/:'o. fﬁs.},es de suéconJ'un-nLoS o e X €5 una

%MM_{Q de X si X-::%A.s y As e35 abierfo en

X para  foda seS.
{A;}ses’ de X a5 una subcabier-

2) tUna cubrer ta
=As

£~a..r de otra cubn'er-)c. {A"}ses de T s; g'ss y A2

pava toda se7S°.
‘(3) X es um es’qc;o comFaéth 51'A toda cabisvta abier

: da. de X tieme wna subcubrevia flhf'vla. .

3.2 TEOREMA : Sea. (X, c)eL ., X es cam,mdu 3

Y sofe si Lodo subcC,n‘jun'[lo LAEX Liénme supvemo e

L
nfimoa.
Demostraciot,s Necesiclaedl i Primevo observeros gue
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3/ AcX no esdd acotado superiormenic entonces
para cada xeX existe prxyen Hdal gue x< pexy. En-
fornces, si ZoeA es fifo oblenemos la Siguiente cu
Lier4a abierde. de X -

W= ](2x): 2€X , 2aex U J (& pczadF
gue no tiene subcubievda finida. En efecto ,P;ra
£ada -Famfi:ix f:'ni-/a. {C-ze,vﬁ:)}l.:_, u {(“_JPH’)\} con ~ .
sigevfmos a X= mdx Inl s st:n} sentonces exs
te pcrre A 4tal gue x<pew ¥ es fo imphca  gue
Pc-x)d—‘ g(i‘er?‘i)u(‘-‘w(%n)). Un sesuliado analo-
ge se sigue S/ AL X no esdd acodado infevierment,
Por ('onsijuienJe, 51'.A S X no diene supremér Cn- s
f:;no), Jos conJ'un-/c.s (=.,2) comn aeA y Cbi») - ¥
(b, =) €on b una coda Supevioyr de A [{ta,»3:
wea vl i) ‘P €5 una cota imferior}) consdi-
tayen una cubierta albierfo de ¥ gue no ¢iene
n/'.nﬁunou subcubierda finide ; endonces, po-.; {o
‘observaciowy hecha andevovmente X es no Ecmpéct

égfiélencrb., Sea U wuna cuabrerda abierfa  Je g',"y’b

e/ .pw'rnev elermente de X. Considevemons ef co,ry.hnl'o;
S={yex ¢ 14.,%) puede sev cubierie pov un nd-
‘mero-jf‘-ni-lo do elemendos de U} | Posr h.'fg{Je,inS-
Fademos considevar A=supS. Entonces existe ,
Ue?j fal gue <tel y por tanto ex:.s-le an cn%ervol., o
T z.‘ql gue wer, sU. Sf I'.,g-(q.b) en-éonces -
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a<w<h yesto implica gue @aeS y por fanfo (*b) =% ya gue
Si e, b) endonces 2eS, condradiciendo a lo definicido s
de . Pevo esdo significa gue beS fo cual famlbien es imnpo -
sible. Por consigusente Lu= (a,~>) para aGuna a<X . fn-
tonces 19s,a) puede ser cublerdo por un ndmera finito de
elementos de U y (a,) €U . Ror dande X puede ser cubierdo
por wr: nidfmera finite e/eie/.e_rgqu‘o.s oo U, ;'.e,!escomp;cfaj.

3.3.- BIEMPLOS. (4) Lo vecta yeal R no esun espacio compactn
pues R mismo no diene supremo ni infimo, |
(2) £ caadracls /ex:cajm'fl'to X esun espacio com/;vacla.
£&n e,l'ec-/c;J sea ACX . Mosftvavemos gue A fiene supremo e in-
}‘:mo en X. Considevemos o= oup (RCA)) donde Rea) es fa pre
mera proyeccion Je A sobre I. Enknres) 5P w& RCA) consi-
deremos D={Yeleo1d : (x1y) € A}y (B=SepD 5y para R4
consideremos B=0. Enjonces )= oupd. En efech , (up)
€3 cota superiov de A pues si (xy)€4 enforces K&« . 57
X<« enfonces (wy) <l,8) y si x=2 entonces (x4) €D y pov
fando £§2 B, ¢, (x14) $(4,8). S/ ahora (si4) e cofa su,aewéw
de A enfonces para dodo Guy)EA se fiene gue (x.y) € (s} Les decin
x<$ & x=S y ¥ St. Si xes en{once.s &S pues -l.r.‘iup(ﬂ[ﬂ)) y
porto dand (-r,p).s(s ). 5. X=5 yyst endones para et teng
. moes, por definicion de g, p=t y por b Jardy <-I,/5)<15.£-)afam
9=%, (SHYEA y oy Jants Pet ,es decir, (Up) Stsrid. Ry danb (syp)=sup A.
Ana,c_g-ameml_t se abhene onf A fay- Leovema am/e'mc e/ euadrads A:m'admﬁu
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es cempacie.

€3) &/ espacio de ordivales WCui)=TFo,w.) con la dopo-
logira de! ovelen no es compacts pues el &uLconJu',n-l‘o
T, W) pava oewy no ¢tiene Supremo.

) En jey.éyal 25 A es an ordinal /:?n;?-e u{:'/léanalo '
an mismo razonamients como en 03.3.3) podemlDS‘ de «
mos Frar gue §o,A} con la -éopo/oj,'q del orden es un )
‘@spacio ?ue no es Com/aacvlu e Sin emédrsa' Io;27] =/
es Cémf’aC'/v }a gue {bdo _subco_»y'unvlo de éf tiene nf:f:h:o’
Y Jdprehqo. ’

Ofro resultada ,'n-/eyeognale Gue se refiére oA sules- .
L pacies cempactes de espacios Jimealments orctenados
es el sigurendz '

S Yn TEOREr2A : Sea CX, T )éd y ALK campacafo E.-,-

-éonees se Lierne gue L., = S lald

'Demozéracron:.S'abemos gue Ten S e Jes suagpre
"t"ie'n-:{c probay 9:4& P € U, : Sea U € '2'4“),‘ EHéa;z-
ces éx‘i.s-/e‘ u'e€ r, {a/'gue‘ C.I:-U‘nl). Fara . ?e(/ .e-;els-.
‘e 1% ﬁﬂe’vvqla abierfo en X <al ;?ue éez;‘nAéu.
Sean 2,=cnf FuERT: gea YYEA} y 22z Suplyers o
2<y yye R} ; endonces 2,, 2a exisden por hipddes:ts
y aphcandp €3:2). Por lands , lenemos .7«.16" re If=
=2, %)s € TFaa € U4 . Poy consiguiént ”i‘;{,fé"’

y ‘es'-’c'.'_qniﬁlnf'{;z gue Ue T, - Queda probade . ef Leove~

met
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Recovdlemes ohora Ja .sigw‘emle_ :
] 3.6- OEFINICLON & €1) Sean Xy ¥ e_;f:qcc'os {oPo’D:?;CQS. Err

donces fox—+Y er uma inmersiom de Xen Y si f es an

homeomorﬁ'smo sobre su ,l‘maijen .
. » ‘> N . N
Q) Una comfwfqao X esun par (¥,<)
Jon,;/e Y es un e.s/pacfa Comfac.'/o v e : X—>Y es cuna inmer

sion clé Xen Y <al gue cxX= V.,

3.6~ TEOREMA : Sea (,2x)e L. Fndonces X Liene una
comfaC‘l‘aclon c X cuya {efa/oy,c. s tnduuc(a por um or-
derr fneal <’ y tal 71.«3 'x<;g sy -"?'/" st e <’ccy) pa-

ra cada X1 yeX.

Demosdvraciorn ;: Consideremos

TeX = i(A:B) : CAiB) es una cor-la.a/ura. y A t‘:ene u/'llma
.elemen-Lo} '{(A;B) 2 CAB) es un l)ueco interior o _¢><-

Lrevro de Z}'.

lDrffi(ﬁmos ‘en éf /.-siauien'-/‘e. og-elen-'

' (AIB)"(C'D) si A&C _

y Jaéa.mos o @X con fa Aopologia ma/ucro‘o. por esfe

ovden . Probaremos gue ¢X con esfa --éofologm. es un

e;ﬁqéab com,aac{é . Sea od= 1tAq By): AT} un subcon
: Jun:-/'n e eXA,-en_-/onces., ,56(1!:3.: , X—‘S}Aq) es _e‘/ -bf
firmo de 0_)4'/’"9: ‘“(}A.; = Au para doda «er y'es-j
Ao imphia gue (QA+, X-04.) £ (AxBa) para o
da 5«-1",} Si € p) fuera odra cola inferior enfonces € £

€ Aw para doda «€Z y esfo imphéa gue < sNA«
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es deeiy, €0} <’ iﬂh" 5 X—%(\:A-(), Ademds {,E{“d:g}ﬁ'f:q")
es el suped ya 7ué clavamende Aq. ‘—:«&ij‘l para to-
da ueI y por tanta CAv, Bu) ' (U Ay, X-Uhs)
i (E,F) ecX "4a/ gue para doda aer (A« Bs)%’
(5, F) esto rmpliéa jue A.-a cE para doola. weT y poy
con.s‘igufen-/e_ -“;JIAQ CE, es decivr (_‘&fzﬂ.t) 2'-.‘5/1_14.4)'5'

L e, F) . Far lo dando , de t2.2) obilenemos 74:’ e X
es esmpacts. |

Ahora pvobaremes gue ¢! ¥—>eX dada por ¢<x)=(4:8)
donde A=14e T2 4<£*} y 8= -4 o5 una immersioh
de X en eX. Sea I= (= ,0a.:8)) un sub-bdsito de eX;
Si (AB)=uU es un huecs e X enfonces e (I)={x€X-~
ecx)eZF= A gue es un elermenTe sub-bdsita en X

y Si (4,8) es dal gue 4 Liene dibino elemento , di
‘games x endonces ¢(I) = (<1%) gue tambien re-
sulta Sev un sSub-bdsico en X. Ffor lo dants conclui-
mosi ?ue e es con-/phqo,, ‘ ‘ ' ‘
Como ¢ es :‘nyec«/v'va.. enﬁon'cesr existe g= C—"‘q(x’)ic(X)—L’!'
la cual probaremss gue e conhnua . Sea I=(aih) un
-nh-n‘eﬂ;o,/a en X ; entonces g"(l’)‘=%f*n“’)ée(x):c"((!:ﬂ))é
eI.-f;.ub)}-.-.((Aos), C‘-':D))cxﬂe (x) 'en_Jane A:(e,a.])
B=X-A , a=(<,b1 y b= Z-C. Por lo dand, o= "‘lccx)
es continua . FHemos probods cnfonces gue e es

N . .-’
uUrna rmméersior,

Finalmen-e P robaremos 7«: c(Z)=eX .Sea u=(AB)e
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CX -al(X) , endonces & es un hueco de X} considferermos
I un sntervalo abierdo en e &  Laf gue wes . Quere-
mos probar gue InecX) ¢ F. 5/ suponemeos gue
TAcCX) =@ entonces exister Cab< X Lal gue ro
existe e X con /a propreclad Je gue acxeb , es
deciv, el indervalo en c X T es e'jua/ al ontervals
{(tya1, (a,—:))) (¢ 5], (4, -))) = 4dut, Por lotanh a e
e/ lhing elements de Ay besel primer elemento
§’e y=3 ,éowz’raJ;k/enJo e/ hecho de gue (4.8 es un
hueco . For Jo Lante Ian c(X )7 & ; es decir be-
mos probacle gue e(x) =X, Bor (on.sz:juienvle cx
es una comfa.cafa.cia'n de X dal gue x<3 s’y 5?/0

s/ Q(XJ('Q(y) para doela x;jGX-T

A ¢X en o/ Leorema anferior se le consce coms fa
com)f-./.egac:b;y de Dedebind de & (5 com,:ac%atfah nadural
de X)f e af“—.’en ade/ah,’/c’ nos referireros a ela o~
o Xt y al ovden <' Como <4 .

Como. un covolavio 1nmediafs oe (5-2)y €3-6) {'56—
{enemos - \ A )

3.3-coRocarlp © Sea X . Endonces X es camngo i

y 56lo 3/ X no fréne huecos .

Ahora , yecorde mos gue ef e/emenﬁ mixiime de la
;am:'//h f(z) de Yodas fas Compacfaoones de an es~ -
facfo ' comp/ewlqmen/f )-eju/a.r X es tamado fx g'g_{i?'_-‘ '
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P,E:i‘ﬁg_d\o:asﬁlﬁ __S—}\on\e—‘{e__c’»! y es denoiacdo per BX (Para
mdas detalles vey [E] PP 225-233). Las cavacleriza -
cienes de BX usaelas agui estam enuncioclas en (A+4)
E/ .Siju:'enfi lema o probaverios en ef provimo.

capfqlu/o v agui fo usavemos pPara ,ﬂroéar algunos re~

Suftaclos.

2. 8- LEHA: Sea Ked Lol gue exisde SE€X denso en
X con card (s5) =1 205 ; entonces Fova cocla me X exis
te una base oo veeindases V de x <al sue cavd (¥ 2m,
a 3.9~ CORoiARIp. 5i Ked os sepava ble @ntonces & es
primero numerable. |

Demostracinm: Inmedsada del lema am/erior.T
o - T ¢

3.0 - éJEMPta: &l imverso de/ covolayio (3-92) mone-
B - .

cesan'qmev%{e es crerdo pues el cuadracls /ewcagm'f:t‘o
(1% %) es un espa c/o _/:r')ea/ o§dena$[a /;;r.'meré nemera
ble y gue no es Sepo.ml:/é. £r efecto,si 2= (xng) & T3
\—3{1.3) ET?: Y=o ¢ 3:4} entornces {((x,gf,),(z,gr&,))};éw
es una base local numevable de 2. Si ahora z= %y )
€12 Con y=1t y X F0,1 entonces una base focal nuwera—
biejoavq x e {((7‘: ~4), ('xf--,ﬁ-;‘,ﬂ))_}ne,y R ,l)na/ojamenfi
pava = uY)€T? con Y=o yX# 01, 5 Z=(s,0) entonces
la. fami/nég de cndevvalos ‘{(“: (o ‘/n))}nsw forma una
base Jlocal numevable pavya X= €o,0) St 2= (o) ?ntlon§e5

la base focal c{esedcla es la [am:'/l'h de <i’l:-/evrva)o_sr —_
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{(“:f"#)y(%»"h))}hew, Otros cases sen Lratadss ecna-
/ajamen{e. Por tants (I% Ti) es un espatio Iimeal ox-
denacdo primervoe numevrable.

St (77, %) fueva .se):m.rqb/e ,entonces consideremos
D denso nummerable en I'? v para cada 0<x<f y x
iwvracional e/ indevvals abierfe Ax= ((x0), (x ’)_)'/ en-
tonees come D es Je‘nSo en I? exisfe ax € DN Ax para
caclo oexecd y x 1vracienal/ ; entomces Az {Ax roexcy
y x ;vvaea'oan} oS wun conjbnﬁ: ode cavdimalidad mids
gae numérabfe y ALED, contradiicion . For tanto (T37%)

no es sepavalble.

A hova esdamos rderesaclos en encontdrar cond/ciones
hecesarias y sugicientes para gue BX sex ordemable.
Como wun vesul/dado mmeelindo oe ¢3.8) y c3.9) dene-
mos $ue 1

3.1 PROPOSICION : S7 N es el espacio discreta de /fas
ndmevos natuvales entonces pﬂ rno es ordena;/e.

Demostraciofy: Clavamende pwes sepavable , en-

-_éonces s/ Bw fuera orclenable, por (2.9 “Lerdyviarmos

que G satdisface ¢/ primer axoma de numevak, /i~

dad contradicrendos “Ca. 5).. _,_

Antes de enunciar eof .sijuienle dedrerma  recesis
tamos de [a .S‘/ju:en-/e

3./2-DEFIMICiON: Un espacio éo,:o/ay:r‘a X es //a-
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made P"e“"/oc""’/"-&&’—{g si Zoela funcion continua real-
valaada definida sobre X es acotacdla.
3.3~ TEOREMA : Sea X un espacio éapo/oj7;‘<a ceample-
famente regular y Hausdovff. $i BX es orclenable cnton
ces Xes normal/ 3y pseudocompactn.

Demosdracion: S PBX es ovelenable endances , Po v

{2.5) /&Xe: heved itariamente normal y per tanr fo
X es normal. Sufwnsqmos abora gue X no es pseudo
camPQC7[a , endonces existe P£:X—=mM condinua 7 mo
acodacla - Considevande Ifl s/ es necesaria , po-
demas suponer gue £ es no negative.. Entonces
poddernos enconfrar una Sucesio’ X, Xa,...en & ta)
gue fx) <frxz)c < Pirn)c.. .y

1 £0xn) = Plxn. )t > 4 ~—{1)
por se~ £ ro acodaca. Entonces ,ss A=y x,,...;z.,..'}
vamos a Zener gere Aes discredo commo subespacio
¥ €S en SuéconJhn/B cervacde de X . En efeclo, A

no +ti1ene_ punios de acumulaciow 1 si

de A
punfe de acumulacionventonces exisdte Ixe} e A
F.

¥ fuevea an

bal gue H—>x y coma fes condnua Frxa)—— L1
Evfonces pava focla €>0 enid te meonv 4ol gue —
Pixc)- exy e e para doda k>a ., Entonces | Pexicay -
=R N € 1) =L FIFQ - F(xd) 1< 26, Pox fo

tando (%, )-2(2)[2 L contradiciendo ¢1), for

COHS\"jufenle A ro . tiene punios Jde acumaulacidd,
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es deciv, A es cerrada y Jdiscredo. For tands A es
homeomorfe a v y pav A ) AT (cevraduva de 4
ton YE_s/JecJo a @.Z) es r,'ﬁual @ ﬁA. Pero A es ho-
meomorfa a X, esta 1mplico. gue AlT o horneoriox
fo a @ - Coma (PZes ovrdenable y A°F o5 campacts
entonces por t3y) AT o ordenable y de agul gue
AN es ordenable comtradicienids ¢3.1) . Por {anta

X es pseudacom/vac-r‘a. _’_

V2, .siju.'enJe feorema enuncia varias condiCiones su-
ficientes para gue ﬁz{f’:eq ovdenadble . Andes emuncia-
mes /a 5::7uyenflz :

S1d.-DEFEINICION Y Uy espacia 't‘opo/oy:'co X es con-
éab[emen‘&z rompac{'o si ool cubiéyda abiévda nu -
mevable £iene ana subecubievda finito . ’

[y

Q5 - rEOREMA ] Sea X un espnc:’a ‘éo)oa/a'slc'o no Corn—

pacte, Hausdorffy Comp/e_/amen/e regulav. Entomcees
PBE no es erdenable i una e Jas siguiendes condrciones
se sadrsface:

(1) X es medrizable

() X es /aaro.com/aac/a

G)Xe: ¢'romfac4a

) X es Lindelsf

,(5‘) X es sepavable.

Demostracior.: Como X no es compacto enfonces BE-X#0.
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Supongamos gue BE es ovdenable , enfonces por (32.13)
g (A6) X debe ser comtal lermende compacts . Pera un

espacio contablemende compacto paracempac e

os com/nac,ﬁa /pcy(-o/(}ano puede satisfacer €2) , Dado gue
fodlo espacio metrico es )oa-mcompaclb X no puede sa
disface~ ). Como X es regular y un espacio Poju}oy
y 4inde /of es parao‘:r_:ng_f_c__fol & ne puede Safdisfacer
¢y y como .fa) smplico. €%) X no puede sadls facer
(3). §7 K es :e/:araéle enfonces pBE es sepavable
y por 29) BE es /pm'rn;ro numerabdle pero r)r.nqun
/unvlo oo BI-X sadlsfuce el ‘Pw'me'r axioma de ra-
merabifidad (A.5) , conédvad.ecion. Poy Lands X re

puede safisfacery (5). Hermos /oroéac{a e/ ~£earema.7_

De q.;;u:’ er aclelande vamos a estfay ,nlevesados en
mostray cadnels demeraos /fa (.:qu/o[aa{ pX=X*" 4 nles
de paser o discudivy directarmente esfo mecesifarcmos
esfudiav onu.na.s faro/)/éolaa[es de los espacios Je ov-
a/;ha./es. Primmern daremos [a sigu:ern[e : -

Bl mPEFEIINICION s S5 2 &5 an ovelinal enfonces de-
f';”;’”os la Cof:r;a/z.alad c/e-n, denedacla peY cof‘-(z).
wcoma el minimo admera cardimal T tal gue 77=88
= cavyd (s) v Ses Cofina] cor 2 . 7

- De agui en acle/ante wsavewos la sigurente n‘o-/_g

L,
ctow ¢ para —a wn ovedinal escrib;remss —2= Wia) y 2=



99
= W(s2z+1).

3. /3~ d8SCRVACion : Si o4 @5 un

ces un SUI,CO,Uun/s A os ra,f,'na/ con « Si y solo s es

Orc{lﬁa/ [7/'77/'116 en-}o‘n_

no acodado en s

Demosdracion. £5 obvis gue $7 A es cofinal enfon-

ces es no a('o-/o.o(c' en o , Si X<o v A es nOQCO"lﬂdD

entonces existe aeA fal gue xca <. Bor consiguien

-;,le A es Co[’lnq/-f

3.1~ PROPOSICION = S/ -2 es un ordinal Lal gue cofe>

Swo endprces —c2 €5 condadlemende Comloacf,a

Demosdvracioys: Comoao

conjunta Aumerable AL
En efec/o , Sea ==SupA enton

coftr2) »ta endonces Lodo

esfo comndemido enun

&ube;,aoc/'o compac fo .

Ces HeL2 Yy A S Wla+) que es cam,;ac-lo. Foyv con-

S::ju/en"/e , Todo co»-y'unf.; in/':'n}/S numerable Lene

Qy, f)un'rlo Jde acumu/q'ctb'n . Bor flan-ﬁo, de (4.8) con -~

clurmos gue - es contablemende (om/-‘lnc‘)zo.

2192 PROPOS/cto  Sea ~2 £al gue oftm) rwo . En-
-L’oy.x'es Ssi MK &€.n Son Subcorgjun‘zadil cerrades oo ta)
gue Hnk=¢ entonces umnpo de ellos es acodado.

Qf_‘__ﬂ”_ﬁf_’é’__ai'_g.'_‘?i Si H oy It sen copjun-/o.s cervados Co‘-’

fraales eljames Zdntpen ano sacesion fal gue

'.Q(nel-l s’ n es par ¥ dne K s/ n es /'rn/aa_r R f2n1lun..

. ) . ’ .
ces s'u,a on € Har, (‘ovr/r'aefat‘clc"? . Doy 'c.‘o.n-tlo Hc’/(
ne v .
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es uan conJ'unJa acofado . 7.

S 20-7€0REMIMA: S; fia——> MR es condinua éa/.gue 2
es un ovdmal con cofese) > o , entonces fes cons -
tante scbre wn $e5men-/o “pinal.

Demostracio’n: Primero observemos gue para fodo
segmendo fina/ ~2- W(T) , eéste es contablementy
cempac-/—a (Ern efecto, €oda suée.spczc-'o cervacdo de
un contablemente compach es contablemente com-
pacfa). For Cansc'juienale _f(-rz—w'ta')) es condable-
mente corn,pac'/o en IR (pcr(“‘"?)) v cammo R es

e espacio heredifayiarments linJe/a'-f por CA-ri)

£(-2-Wid)) es compacito as/ gue la imterseccron

F:a_(e)n-f’(_a—W((?'J) es moe vacia. Sea reF. &Entonces

flev) es cofmal/ en o2 (pues es no acedaclo). Ahay .

bfe'n,)aara doda mesny , An= frea 2 1fex>-r/ = “n }

es d'ls'Ji.sza de s-icrd. p‘o'r Con.s:"ﬁufen-}e)par (3-29)

An es acotaclo ; Sea oy €42 uvia cota superiov .

Entonces para cualguier orclinal e con cardce) >

y & >5updn Cenemos gue Ll2-WCud)=iv}. En

efeeta , sy vy € f(2-wia))~4 7"} entonces e~,ife

NeN 4g. fr-rlZ3F y oz« tal gue {ca;b)‘:,-,es

deciv, 6, e Ay pero esdfo l'r.h/J/l‘tA gt e Ty < Supsln <=,

contradiccion. Fov consijui'ew-/e -f(-a—{h/(d)})-{v}..l.

Antes Je ton{:nuar, htCeél.JanS de /a S‘I'juneymle :
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321 DEFIMIcton: Sea X an espacio topoldyico .

(M C(X)=3£:X—-R: {es conhnva}; C¥E)={tecei=):
fes acoitaca}.

(2) Divemos gue un subespacio S de X esdd Lin-
merse en X s/ toda funcioh fé B(S) puede ser exden-
dicdla o una funciow g€ F(X). Lgualmende , divemeos
gue S esfd E*-inmerso en X s toda funciot LeB™S

pugJe ser exfendida g una {unc:'o{q g€ z*x).

Poy /lo damdo e (z-20) y

¢3.27) “4enemos gue S5 —a
es un ovrdimal/ con coft-2) > ey fonces L2 es Fo G- immer
5o en M En efecds, extendermos feEc2) a ;f/;ct(.ﬂ.")

Jefn})hﬂc/a 7%(—&) como el valor coensfan-de —}'Jr')a/ de £.

3.2~ DEFsnicion/ = Sea Xed y wue XX . Definimos ef
tipo lé?utéka’o de &« , X-¢4) |, corno sis ue ¢ P-cuy =g I
u es ef hueco exfriermo Ii’fu;ero'o o 5i u es.ef l[imide
de hueces /nteriores. De otva manera T-cw) es el
minimo ordinaleZal gue exisfe una swuces 0n  eshuec-
tamente creciende §Xa: A< s } EX la cual es

Co_-}'nn'a} en &,u). E/ 2ipo derechs de o , de»a-&a.do

por Trtu) se define ano//ogc.\menu/c.

Suponjamas ahora gue X no {dreme huecos rnlerio-
res y gue Hy v Son sus Jes huecos exiremos | sy es gue

ex s len) tal gue, srends w. e} hueca exfHremo lz§u:ezalo
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y'v—el hueco extemo derecho , Ti (u) =iy y T-tv)= Wy
on Co,C (ld.(), CO-;(LU,g)DUJa. Eﬂ‘/‘dhces oL‘)tenemgs /o 8/~

3u;€n-/e ! $in pérdida de generalidad vamos a suponer
Yue X Ziene fri'me)’ elements pere ne tltivro - Por Jo dan-
Lo, dado sue X no diéne hueccos interiores existe an

como

homeomorfisrmo entre Xy fc‘;w/s). En tonces
toda funcioh contnua £ Jo,ep) >~ R Liene una exfen-
Siom c‘on#l'rr"wua. LS ZoerJ es fo fm.ﬂ/:'(a gue 4o cla Lun-
cion conhnaa de Xenfe Ziéwme cuma exdension comirinua
a X+ £Fn FavJ/cu/Ak, X esda CF-inmevsoe en Xt ¥ pov

(A-4) fenermas gue X*=3X.
Ahovra, Supongamaes gue.x tiene un hueco r1hderior €4:8),
es deciy A1B¢F, pava docda a€cA y beB acdb yX=4Aug,

Entonces. Jc[) nivmas Fr X >R Ao la 51’5ufen-!e aneva

Yexry =c , sr xea y Pexi=ca

S, x%xe 8B don de a,C:e Ry
e, #C. Clavamende Ye ﬁ*(x) y es teal Fue "o £reme nrn-
jun'a exfensidy, tontinua a £t Ry fo fands , si X &ene

un Aueco Cﬂ.'/cyl.gy‘en-,[ancf.s si@mpre se Lo nd rd XtEEE.

FResumiendo lo discusiod , hemos probado </ sr:yu:'enl‘é:
3.23~TEOREMA 5 Sea XeJL
(1) S¢ T »o Ziene huecos rnieriores y S e soer sus

huecos ex?remos r1iguievelo y deyecho, respectivamende,’

Ceuando ex::s/an, da/ gue Tala) =Wy p Tlr) > Wa con’

| Co f (W) y(offp) > entonces A% = X *

(2) 5/ X diene al] menos un hueceo :r'sJew'or,en/-onces FX;'X"'_’



L 4

Observemos gue /as condiciones sobre wWu y Wy en &)
Son esenciales pue3 §i Cof Cwwd=Coftwg) = ta entonces
e/ resultads vio mecesariamende se cumple como Jo mues-
dva e/ siguienie:

.24 etEMPLa : Sea (RZe) donde < es el orden usual
en R. Sabemos gue —o0,°° son sus huecos exfrermos
y Son {a) ,?u.e Uy (@) 2 wo = L) ¢ LR + M+ pues covol(
(pR)= - g2 (Ver 16-T1) y casd (R) = 27,

La Cam/aa.ciclqol secuencial es fambier olra propie-
dad yelacionacla con la camfamclaa(.

C 32857 DEFIMIcIoN o Un espacie: {opologiio X es secuen-
cralmenls com,o__ciﬁzl_g S -\’:odo.».suces«'ofo Je puntos de X .
treme dna subsuceliom cenvevgenic.

Es br/en conocido gue fodlo es pocio secuencralmende cap
an-/-o es condablemende compac%a pere no al revés P
e3 un espacio compacto y por tands conlablemende compac-
+o gue no es secuencia fmen & coripacta ( LET pp2ce).
'Ijua/n.ven#e ex:/s den espacios ,D.s(’uJaromfac"ds gae no Son
condablemente tompactos y gue pov damto ne sen dampocoe
secuencialmende cempactos cemo lo muestra ef siguiende
espacio X : Sea {Ns};e_g) donde SAN =g , una famiha
Ynfinila “de .subc-onj'unfas irifrnitos de v dai gue carel (Nsank)
< VYo para taodo par S, steS ¢en s#31 3y INsP g siends

maximal con respecto & la al4iimo. propiécdad CTET pp
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22‘7, 235) . Se genera una t’oyc’/z‘)j/’a. Sobre of cop/'unfs X= NUS.
por el sisterma de vecindades S’ch)_?zég donde pex)= '{{h}}
six=neN y puo={isty ‘”:-‘f/n?w-/i})]‘: si x=5€ 5.
Se fuec/e Sermostray gue X con es fa {ofo/ojlé-. vesulfa ser un
e‘sfa.zfo /oseuc/acarn/oacf% gue no es confaé-/emen/e cam}:qcfn
nr secwencialmende com/gqc/n ( Ie], p,ai’?') . Rr Lo !—améo_,er,
jenem./ vamos a fener gue no son g_rufvu/ernle_s esfos tres
;oncep’éos Y embarjo, rros Frarens0s gue en la clase ofe
espacios {opo/o},kos /;'r;eq/men-le_aydenaclos estos Lres
car CQF'A)S CO/"”CI‘O’C”‘I B
3.24.~ TEOREMIA ; Sea Xe &, Endonces /las si‘yufem!u cor -
diciones son e;qiua/en;te._g:
(1) X es secuencialmente compacto
(2) X es contablenmende Comlﬂdc"Lu
t3) X es fseu.a’ocompaf{z.
Demostyacions (1) imp//ka (z) Se cummple en jenem/
(A./l) . (2) s/ ¥ colo si €3) se 5ijue de (@), c‘d-l?) y
Ao). Finalmende Frobaremos =) vm'f/{cq ¢0). Para esh
supongames gue X no es secuencialmenk compacto 3
‘entances exisde una sucesion S=s{Xnf, ., “tal gue fo-
da swubsucesion de S po cenverge- Mos harermoser-
donces gue existe una subsucesion oe S- crecienfs
vld una subsucesion de S decrecientes
8 »o exisde Hiew “4al gue pava Aocla v e X X,

endonces consharmes una subsdcesiown creciente



e
de /a Sn"yu:emle manera ' $€A R =X, Ef)?.(ane’J‘ exisde reh (a{ywl
X <n, 5 S€Q Im, 3 Tn, yen general , dado m,, exisfe neeav fal gue
X, < Xn, ] considererrios Xms X, Endorces, -Il/m,,}k“w es una suk
Sucesiols crecierrie de 5 . S;oexisfe Mieml dal gue para doco nen XnS
2%y, ,enfonces soa Ap, =Nw, . Ahora bien, s/ no existe M€ fal gue
Xy % Xn pava teda nsikl,enfonces , de una manero andloga al caso
anderior ,ooJemos conshury una subsucesroh ecrecierde de S,si
no es esde el caso ,es decir, si exssde Mew talgue Xu, £Xn
Fare decla heN entonces Sea Xni= Xy, . En 5enera/,‘ si no
exsste Mo E/N"‘fM[!;::’ al gut Xn S Xy, para Focda nE-/N-‘f%'/".__:(-l
en*bncesl como en e/ porimer caso, tonsruimas  uma sabsucesiosh
(reciende de 5; 5Pno es esde e/ caso , Sea Xn, = Kag o
Ahora, si denernos gue no existe M_gGW““’W}“:;‘ dal gue pa- .

ra doda neas-fn L

X,\/xs?fn enfornces consheaies Je
maneye. ané/oja al primev €aso una subsucestohr decrecienly
de 5. 5/ exisde Meems con ta/ prgf/éa/aal enfonces e/ej_n—r)os a
Xz Xatg » -

S/ e.S1[9 proceso es fn;:'/; oblenemns wurma subsucesos crecien
Le & decreciente _de S. 5) es /'nfr}aif‘? obleneras dos subsucescones
de S, 57("‘:}-:@,:“ y ‘b{"“}kcs part crecienle y fecreciente, vesp.

Sin pevdida de jcnerq/fa/oJ wvamos a supaner gue fa subsute-
Sion de S gue obfuvirans 'Jljamos ')"(”m}msw , e crecienie, Con-
sidevenos akrorq </ conju},fs c=3ce¥: a escofa Su‘aerlb;‘ dg
51:”‘"} 3 entlonte.s C e un conjdnfb o.lale'r'lz va ;Llesi para CC~C>

no ev,;',lréran arb €l ¢om adc<b )(qyb)EC ,env‘onces e=
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:sop 1%nc} Jo cual implicaria gue Xn, Convirge a e
contadiciende of bhecho oo sue n.‘njun:» subsucesiol, de S
Conwverge . For 1o Ldanto Cps, un con/‘unl% abieils en Xr. foy
<on5ijvtienle {a {amu./lh de canJLln fos aberlss feer i)
ckemY U 3¢} es una cubier/n abrerfa numeralble gue no
diene. ninguna subcubrer ta ;:'ni/a . Por Jo dants X noes

Con‘laéferr)en-»[c Corn/)aCJ';. .I_.
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FuvwvwcCcrowNwES CARDINALFES

£n asde caprtuls se infroduce el concepto de funcion
cardimal, se ofefinen ague flas mds bdsicas y se demuaes fran
O./juna.s‘ velaciones exisfentes entre eflas en espacios fopo-

/aj/'co.s /l'r)ec/mer)-/e ovde naclos.

Y 1.~ DEFINICION . Una funCIb';a ca.ya/,;qa/ es una _fu.nczb'n

£ ;ciue asigna a cacla espacio -!o‘po/o"j(&‘a X un ndmero caxdy
nal £tX) y <al gue fX)={(Y) para cua/fulér par By de
espacies homeomorfos.
4.2~ DéF/N/C/oy: Sea X un espacio dopologico . .
(1) £/ cardcfer ok X en X, X(X:X')l se define cormo ef
nimero cavdinal 4% min féaral(‘etx)) : B es base local ofes
¢2) El carbefer kX, XD, es gual a ol supiXE).ze X ]
(3) La celularidacl de X, c¢X) , es dguaf a p&rsup{ cardted):

A es una fami/ﬂh oe Suéconjun?‘as abieydos no vacios de X y gue

son ajenos por paresj'.

4.3 TEOREMA,- Soa Feof. Endonces X(X) =elCX),

Demoé{ra_c:bn' s Se proba'fd'. gue Cadé xeX admite uno.
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base focal gue contiene a /o mds c(X) ¢lermendtos . Fsh
es claro S/ x es un punto aisfaclo . Suporgamos endonces
Que x & r0 aislacle ; Sin pérclida de jenera/ic{ac( vamos
a Suponer Jue T es un /Jun'/'o de acurmulacion de =) .
Enfornces exisde wuna Jucesion -!ransfini/a Xod %)<l Xg <o
con 9<n 4al gue cada infervale (Xg,X31) es no vacio

y w= i‘“'{./a {X3}. En efecto, sea zo el primev elemenio 'Je
X (en caso de gue exis/a)_; 9] X no fiene primey elermends
St Xo€X con XodiX J enfonces Aoz (Xe,X)N («,x) 2@ . Sea
L, elo fal que (%o X, ) sea an indeyrvals no vaclo 3 como x
e un punv‘o ofe acumaulacion oe “ix) Lenemps gue A, =
(anx)ntex) 8 5 sea xzed, fal gue (x,%) ¢85 wna
vea e/Ejic{a. 5‘{-1 B/Ejimns x{eAf., ‘al g ue (249-1,X8) ¢4,
Si §es un ordinal limife, entonces sea B=1{YeX : yas cota su~
pevior de 1Ma:3<3tt. Si Bo («1%) =g enfonces ){,?x_-,s;q
Si Bn(+x) £ ¢ 3sea X3 &R (= x), Dads gue para Yoda Feir
(xg, Xgu) + & entonces denémos gue cavel(y) = acX);es ofecty
X es of lim e oe una sucestvys de a Jo rmds <CX) Jmmfa.s . De
una manera andloga , Si X es Lambien qn/,unf'o de acumu -
heion e tx,-) obfenemos una sucesioh -decreciende de a
»]o mas ¢(X) /,-;un-/as b eon X*—'—{c::r;{;}gz'} y Card HeelX), &n-
donces /et:x): {¢xy, yf’)fm,f'w‘ es una base locafl de xen X,
En efecto,si T es un enfevvale de X que condrne o = ,en=
donces T (=) 3FF Lalx =) sean a,be X 4ol gue

ae In(+xd y eI (=) y como sup kX3h=Xzinf {45}
{n Ue
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endonces exisden fen v {'<H dal que a<xg<x< d3'<b 4 por
tanto xe XYp) ST, Ademas  card (pw)s <€) c(&) = ¢ (X)),

£n caso de gue X {enga un salle ala derecha , la familia
por= {(’(‘{'9)}24,(,Joncle Y es ef sucesor inmedialo de X, ve-
sulta sey la base oeseada ; Ja ’pyueéu es ané/oja. al caso endevior,

'F/‘n‘a./men'/ﬁ Six tiene un salto a la tiguievcla | )a familia
ifq)'é‘}_‘.)}irty com a el Frec!ece.sor :'nme;ll.c\'!o dexen & es
ura base focal de o en X de caveimed menar & ‘gual & e(x),

Pon consiju:'en«le Cenemss gue (X)) £ ecX) _ 1_

‘j_ﬂ;iw/ 1) Para una funcion cardinal f deno‘fam.as
por hf Ja funcion cavchinal cuyo valor sobve wun espacio X
es L:?uql al sup fiH) donde el supremo es formaco sobre to-
dos los subespacios ™M de X.

2) £/ pdmero e Aindelsf de X, (X)), es el minimp
nu'-vrner'z-) cavdinal Mm% <al gue doda cubierto. abierto de X {:5:,.
ne . un refinamien-{lo abrertdo de cardinaliclad menor o Ljuo./f an.

3) De (-)y(z) oblenemos la definicion  del ndmere here-

ditayio de lindeliy: HL(Z) = sup Lin),
MEX

Ahorva estamos inderesados en demostear guev hicg) £ ccg)
fava esfo necesifamos pr-obar el sigurente : ‘ ,

45-1Em4: Sea Xef con c(X)= 111, Supengamos #ue YeX ¢
fe){. Enforces exisden :uBCOvyhn',‘O.S Py @ de cardinalidad a lo
m4s m |, P€ (2l ad y @« l2,»)nY 3] que 357 Ye¥, en-

donces exisfen fzurrlps pe‘? v QGQ con la Fropiec!qa( de gue
p=ygsq. .
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Dernostracion * Sea ze¥. Si («,2d)NY =& entonces P=
{23 5HP0n3a.m05 gue (#92) NN #P y sea T, € (<) ¥.
Si & a)nY =g ,ondonces P 2,2}, 80 (<,a)ad § gen
donces sea 2z2€ (<,20NY . De esfa manero. oblenemas fa su-
Cesiom ZP2BL DB > 21 >0 con §< - Para J'..Ls-/i{-cqr
le. exisdencia de esta sucesion ver la demos daciod de
3. Ana/u?amen-l? axiste {‘Uf‘}i‘<2 al fue B<W (Wad--
<wlgr & con {4 . Enfonces FP={24 }i“l y @:{«uﬁzlo
satisfacen kb pediclo en e) 4eorema, . T

Y.6.-pEEINICtON . Sea T an ndmero cardinal inf.’n‘./s . Dnre;
" mos gue X espacio topoldgsio es 1= Lindelof si 4ocla cubier-

{a abierta de X {iene una subcubierta con cardinaliclad
menor o t“yua/ gue m.

Pov—edro—tado , se puede dermostrar gue para docdo espacia
topoldgite, X se satisface gue €(X) < (X) y gue ez} € hALI)
Ademds , vamos a 4ener gue exisden espacios en donde e (X)< hlz)
En efecto, sca T=R con la topologia generaca pov o base {Iaib):
abeR} ( linea forjenfrey) y considerermos XxX =Z con la Hopo -
iajl'a, 'FmJuc-A:., Entonces F es sepavable y por danks olc2)= ,1’,;)
es iy, <(Z)=ile, mienbas gue h2(E) » 27 pues y:'{c‘mgj':

J=—5‘} come subespacio o2 Z drene /o -@o/volajr;x diseretn 4 por
consijunén-/-e dcy) zcavd (Y¥) = 2—’1'". Lo g e hacemos a convlv'-:

nuacion es mosfrar yue en <l remo  de fos espacios Lhealmen-

Le .&Yi’(QYldJDS ecX)=hAl(X).
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4 F-7€oREMA : Sea Xed Ha/ que Q(X)= 711 | Entonces X es
heveditariamente 11-tindelsf.
Demostracinh : r (A4-13) es saficiente mostrar gue s¢ 1 es
cualguier colecciorn de infervalos abiertes en X entonces exis
4e una subcoleccion 206 TV de cardinalolud < gue cu-
bre al coryu'nfa UV Sea H=UT? Para cacla xemM defimmes
Texy = {ger : el conjunlts ofe fodos Jos punlss de M guce esfaim en-
tre x y y puede ser cubierfs por una subcolecciol, de V° de
cardinaliclad € T F. Endonces O'A-/enemos lo sr_'yuven"le !
) Tex) ey abierls en X. En efecto,si aeTcx) enfonces existe
WLV tal gue cardl(W)zmt y W cubre o fodos fos se™ fa)
gue x<y<?.Como 2 7lr) &M UV cndorces exisfe J€ Prnder
valo abierls en X lal gue =€ J. Seafirma gue .JS-sz): Sea
W’ ="WPo {JF} ; enfonces card(W’’I1M. Si aed enfonces ol
‘conJLmIB Je Pl_.l.n-l{;s de M gue esfa’s entre X ya puede ser cu~
b:cik.fav W >, por tfarh ael(x), es deciv, g JSI(x). B
tante T¢x) es un ccry:.lnf'& abierls an X.
£2) Fara cualesguiera. z,ye X con X#Y setiene gue Tuo=Iey)
§ Zad nIltyg) =@ . Fn efecitn, supongames gue IO o Tey), en-
't’;nces existe zeZix) dal gue ad Ly). Descamos probar gue
LeonZey) =g. si existe pe Toed nlty) consideremos los siguren
des casos (sin pe}d;ala. de generaldad vamos a suponer x«y):
@) cuondo 2<pP-
() Si T <p enforces como peZrxd, piYy ya que Si X<YyLp en-

tonces Zendriamas gue /as lpun-/pg de M Jue estan emtre'ayz-
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pueden -ser cubrecTas por una subfamila deV” de cardinaliclod e
es deciv, 2eIcyy, locual es una contradiccion . By b ando pey , pevo
peley) , es decir, los Io,.urlos de M gue 9—5‘1“&"'! entre Yyp Ipueden ser
cablesT®s por una subfamilia de 7 de card £I3m y Jaco gue
,oel't"ﬂ fos /Jurr/os de ™ gue estdn ente x y P sy por consn'jure_a
4e Jlog que esfon enbre 2 P, fueJEn ser cubievdos for una sub
famiha Je "‘V’ Jde card €. En consecuencio. , leos pun'/as de M
que esfan entre 2yy pueden ser cabierlos poyuna subfamilia
de Y de card £1n, es decir , 2€Tty) , conbradiccion.
i) Si zex<p entonces por c\rﬁumen-)us similares a fos dados
en ), pey. Ahora, pe TN Tty imiplia que fos pundes d
gue estan entre Xyy pueden ser cubierfss per una subfomiha
de PP e card £ v cono .eez(x)) los puntes gue esfan entex
y 2 dambien fuedcn ser cubrerlos por una subfami lia de P de
card e, Por /o fanfo 2eIty) o cucl es uma conbradidciod,
(Y 2epew<y es analogo a los anderiores.
() Si pez.  Hacienclo un andhsis similar al caso ) se
lleges tambien a gue 2€rty> /o cual es una condadicciotn . Br con
Sl'jul'En“le) de ¢a) y ¢b) se o@ﬁene gae IX)ATeg)= B . far /"’ion‘b’
de (1) y ¢2) y por hipodesis la coleccion oA ={T0xd: xe M} Liéne
cavd €T, F,_)'emos xeM. Por lema ¢4.8) exisfen PLX) y @x) de
cavel s dal que POO ST N(x] y GO ETex) A [, ) dal
Que si eI existen pePio y 46 Q0 con Péasq.%jcl?ffﬂ-
cion de Zw), para cacla pe PO y ge@x) exisfen .sub@/ecc.ones

P xp) y ”P(’X:q) de V> con card £ que cubren alos con~
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Jjunfos Mo Ipxl g M alx qd re_sfg'CJ-fvumen-tge . Sea U= I Vivy:
re PO UGLX) yxen}. Entonces U vesuido ser wna sebeo-
leccion de V° de cardinalidad sm gue cubre a H .
for dants X es hevedidaviamende tri-lindeks . T

Como en jeneval se cample Ja de.s:'jualdaol e(x) shl(x) Le-
nemes ?ue pava an espacio /ineal ordenaclo se cumple ks 57u:ent§

?9.-(0120(;1.7:0 osi Xxed env[pn:es Hp(X)= e D,

4.10- OEFENIcION - Sea X ur espacio dopoldgico y T un num. cardinal

() ¥ es m- separable Si contlene un suewryunfo denso de car-
dinalidad <. 7

() La densidad de &, J(X), se define como Nemin{cavd c0):

D2 T es denso en X},
441 - TEOREHA ¢ Sca Zef taf gue A(Z)=M ; endonces & es he-
redi fariamente T‘n-.reparabfe -
Demosdracton: Seo, ASX y consideremos Iread=TacA: 3u}
es relativamende abierl en Al C/o.vomenJe, fer s gue
cavd & )= mbpue.s Zca) es un ;ubespac;o discreto y card (Teay)
=Atrem)) < hl(Y):c(f)E oA XY= m . Ahoyo. , 3ea DEX denso en
X con card(D) =171 y. considevermos D=ixs)g tvseD [ res
y AN (ris)x # B}, Fava cada énfervalo Jc-@‘ e’g‘amas an |
fun"‘u ald)eand. Sea E= TtA)viacd): J€ D}, Fntonces re-
. Sl-‘nl/fa‘?ue E es un conj'unfs de cavd s . Feva probar gue
Fes denso.en A es suficiende mositrav Q.u.e 5i U esun :_af:névl?,

en X fal gue AUIP es_q-»‘nnces gal +@ . Elﬂhmos ae Ay,



EX 3
S/ aelca) en'olonces‘ qae&E. Si Q¢Ita) endonces aq no es pun-
o aislacleo de A vy por b lants se cample gue .
g ) (@,q)x. +9 5 (x,0) NA F¢& srempre gue X <a s
€2 (a,-—,)zaéd y ¢cag) nAt ¥ para doola a<y.
Consideravemes solo of primev caso (el segundo es “”‘-":/‘ﬁ")f
Dadle gue U o5 una vecinclaed ode a en X ,enste dea dal gue
(2:2) € U ; enfonces qf/;cqnc.[o (1) e/éjfmo_s Punv’as %, €(2a)n
NA,xa€e(®,a)N A y X3€(x, )N A 5 Comp Des ofenso en X
y (8, xz) 4 & # (¥, ) enfonces exisfen Pun"us re(a¥)ap
y S€(X3,8)AD, Sea J=(rs)e D ; enlonces alT) e radn &
e U/.I‘E « Por Jo banh enuF g, es deciv, Ees denso en 4.

Por (‘onS;juieﬂJe A es m—se,mral,fe..’.

Y12.-coRrotaRlig : S Xéd es un espacio separable ,enfonces X
es hevedifaviamene se/:ara.b/c.

YJB- COROIARID: Si Be S enfonces hd(x)= d(x).

YoM DEFINICON Sea X un Bspacio -éo,pa/ubpf:p,

(1) la estrechex dex en X, 'T(x:!')) es el minime. nimero cardi-

nal meal con /a Fropa'ec/acl de gue Si xec—', en’/pnces e\r.'s-le
CoS C o/ gue cavd (C)s M y xeT. .

t2) Lo estreches de X 2¢X), es ef sup 760X cxe T},

-,

3) Fl pseudeca’rocder de xen X | Wi, X) L es el ndmera cor-

dimal S main {tavd C‘U,) C W s ana S'cxm{lléu e quccnldnns abier
o5 de X Lal gue nu=§x} 3}
@ El preudocardeder de 2, V=), esel sup W, g): xeX ]}



59

Se puede probar Fue pava dodo espacio X, T, WE)eX(X)
y ademds se puede Lener gue V(Z)<¢ X(X) como lo muesfra
el s:buiemle gjemf/o ! Sea X Jx unioh de st copias afenas
del indervalo ceyvado de vacionales I[9,1J0 B . Denofaros fla n-;'
€sima copia de fordNR como In= (01,40 . Dotamos a X de
Ja {opo/ojr’n suma , es deciv, ASX es abierfy enX sii ANIs es
abevls en 7w pava cacla nen/. Ahora, considevremos [a si-
gu.'enle velaciols de eguivalencia ns en X ¢ para <€ X-40n}
x‘vv'a s:xi =4 g SV X=On para aljuna neN X u0m pavo.
toda mem, Entonces , 5t Tfo es el conj'u.n/; de clases de eguc-

valencia. de & bojo ~ , definimos pr X~ Z/v tal gue pexy=

X donde ¥ es fa close de gquiva/ena’a fal Gue xeR . A Efw

le dawos fa siauianle {opo/aj/a. : AL X/a es abievls iy solo
Si p7A) e abierls en XK. Se afiimo gue V(L) < X(X). En
efecto , pava Te B/ da famrlin 1€y 08) Tnew donde Cy,
es Ja bola abierla gue conhene a & y de vadio Ya, es una
Sarmihs dal gue 'QNC’/nL‘?) =45} ; sin emborgs , dada Fri1Bm},
j-amf.’fh. numerable de abierfes <ol gue O Bm = 4B} tenemos o
's;‘gmenle-' pava cada men) exisfe Xmew fal gue Om € lom Xm)

E I p(Bm) ; sea gme (Om, Xm); enfonces, si A---.Mg“fom.}_-}‘.‘)Q
€AY es un abrexlo en. Th Lal gue pava docla mem anp(A)‘:#p!l
es decir ,{Bm'}meﬂ no es base local de 8 en /v . Por con-
nguien{e ‘P(x/«»)<><(x/~)‘ Mds adefonde nos referiremos o

. . », . v
este espacio como el fAb-evizo vacional”,

S embarge , para é_qu;ios Inenles ovdenaclos o bdenemos:.
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Y5 TEoREHA : Sea Xed ;) enfonces Xix) = W (x).

Demosivaciow: Basta proéar gue XCE) £ WX), Sea xeX

1) Si x es un Pur'n,a aislado, enfonces es clare gue Xea®)ePx)
(z)Supongamos gue X no es aislacda y gue no diene saltos a
la reguievela. niala devecha ; supengames ademds gue X no
es pundo extremo . Sea V= {Vulier famiba de intervalos -
abjertos de X dal gue OVa =Ty card (V) = ¥ (X); consi-
devevios los c.ory'un-/ps A=]yeX 1YL X y Y es extremo de a{yu’r\. :
indervalo Ve } , B={2eX: X< & y aes extrermo de nlju'n 1n-)e-r-
valo de VP Y entonces 4,848 . €n efech , 5i alguno de ellos
fueva vacio, J"ﬁamo.s A , enfonces dendriames gue para doola
RET , Vo= (<1 2x) ‘con Xt 2y y como X no es Fun)o ex tremo
peonhadicaon .
“tendviamos gue existe JeQVe-dxFl Considevemes la fa-
milia @ = {M‘b)-}?\eA,bGB j endonces card (@m))sc&\’dm)-
card 18) = cavd (V?) = VUX). Ademds Bc) rvasutta ser una ba-
se local dex en X. En efectn , sea T un cnfervalo abierls de
X con xeJ. Sin /”e'rd'."[b“ e ‘yenera/ia(ac! vamoss a suponer gue
J=cw), Deseamos /:yobar gue exisde ach fal gue uca<x €y
efectv , si no fuera asi, dendriamos gue u e“gvd -4x}, con- ‘
trad ccion. Ano’./ajcxmenw’e existe beB daf gue x<b<w.
én censecuencio XecCaib) €J y aib) € Bixy Parrlo tanth ao)
es una. base Joca/ de ¥ en X.
3) S/ x es un ,ownJ-o exfrermo ,endonces , sin perdida de gene-~
validad vamos a suponer gue X ese/ primer e/emenfa de X,

E’;r,'onres’ pavre = {Vg}‘(er {a-m':/;h Je 'L'_n-.[cfn}a'los abierfos
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en X con NV:dx} | cavd (V) € YX) vamos adener sue
para doda wxex , Vu= I, %a). Fn esde caso probarcmas gue
N isma vesulda ser una base Jocal de x en £ . €n efects,
i J es un rmiervale Lal gue #ed, entonces J= Ix2) con
2e X j enfonces exisfe deX tal gue x<*u+¥ (5ino Jueva asi,
E-G‘de - '(*"‘r), es deciy  xeVNu £ 7. By dantds Nes base hcal enx.
€C4) Si 2 tieme un sallo o la derecha & o la '2;7u;ede-.Suron_
games, sin pérdida de 3gne~ro‘-'alaa( »gue x Ziene un sallo cLA
la i2guiercda y sea “W={Vul er como en 23y . Seaz eof pre-
decesor inmediads de x en X, Pox argqmen-jcs simi laves a
los oadas en &Yy (1) se Frqebq gue {(E.b)}BeB can B «.’3.,-.0.9 -
?ue en €23, es una bose local de x de card £ VP cx).
For consijuienle , de t)~t¥) fenemos gue para fodo xe ¥,
X EY & PAE) a5 decry, XX} VL) con esto gueda
; ..f‘ro_b'a.olln e/ Leorema .’.

Se Puede_ demo:-ﬁav gue para dodo espacio +0}10/0:91&‘0 ¢(&%) <
< 'Xéx) b4 ademads Pccf&mos Lener ¢f caso en gue TX) <}\'Q’r) como
o muesha <f .‘sfjulien;/e. f/'em/)/a :Sean "X =R y ¥=(H—N)u{y,}
Am?do '_‘jo#'ﬂ?,’ qs:ﬁne_;e a cada /oun‘!lu <eX el ,ounl,b -/’()O ="‘).5;
e T-WN y Px)=Y siteMN I considerese en ¥ Ja dopologia ge-
:;réracla por la famiha Je,.can'un-ylos cerrados B = {ASY :§-%ca)
e, todos \ts cervados en L) )
es cervado en IF. Enlonces ¥ vesulda sev, con esda -éo,:olojf&.,

un espacio £al que paya cacla JUAconjianfB ALY de Y y cada

ye A exisfe wna sucesioh numerable de puntos de A ‘que con-
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vevge a o, es deciv , (X} =/Ma y gue ademds Y noes primera

nume rableT %8 deciv, X(X)> Mo (Vev [Fe] pp 1-n).
S emﬁm—ap para elemerfos de f Llenemos e/s-bufenli
Y16 TEOREMA - Fava Xe L Zenemos gue TCx) = X(2).
Demeasiracion. £s suficiende probay gae para cadn e X,
A%, x) = TlZ) . Sea xeX; consideremos /o;.s:ju:em/es cases :
) Si x es un Fun'/i; oislado endoncs Xx,g) < r(x).
€2) 37 x no es aishdo, no es extremo yno +tiene saltos a
lo. devecha n/ala ;zgu;erda) considevernos : A, € {AGX taex}
fal gue X€A; y card (A) 2 %X}, A; ¢ {aeX ! x<a} tal
Jue med; , cavdl (A2) 2 T(X). Sea (0= {laib):achry behad,
entonces cavd (Bx) € UUX) ; ademds | o) es base local de
xen X. En efecto ,s5i J es un indervalo de X +4af gue xed,
entonces como xe ANA, Lenemos gue exislen Pun?‘as.o‘e-J}lA.
y bednn, con arbix. Por b fank xetab)€J y carb) & B,
es kJeC'.(‘ L) es base focal de x.
(3) Si x 4iene un salte a la derecha. o a la u?qwera[a- Sih per-
dida de genevaliddoc vamos « supovier gue x diéne ur saMo
a la izguierda tel otro caso es similay) ) enfonces sea & o/
predecesor mmediadp de x en X y sea A S JaeX :x<al}
tal grdé %€ A y cavd (A)£7(X). Endences, como enel casan-
deriov, obdenemos gue para PO ={LEa) ta €A}, ¢ar4((3cx))
£2(x) y LR es una base /.éml‘ de .x en X. A ‘
4> S/ = es un Fu-n*o extremo . Supovgamos ﬁi.ie » esc,d/—

-éfmo elements de X ; endorces consideremps AS {ae ¥ ‘.ucx}
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£a/ gue xed y card CA) £TLE), Como en los cases ondferioves |
B = {(a,x3 .‘aeA} resuldo ser una base focal de x en X lal
gue card (Bin) & T(X).

gr lo Lawto , de (0—c4) o blencmos el r(’_{ul{aa[d..’.

Anles de enunciav eof Slljufenlzc feovema necesi famos de [a
s-p:juiern[e :

447~ DEFIN!;[O& © Sea X an espacio {o/:o/o"?x‘ca.
) £l peso Je X, w(X), es NVe'minfard(P):Besbase kZ}.

) Una familba NE={Ms}es de Suécon_)'ﬁnfis de B es ura red
(nev‘-work)Fa.T’a X si para cada xeX y cunlguier vecindad ‘U de
x existe €S <al gue xeMsSU.

(5_) El Fw de X ,nwt), es el nimere cardined b mib g

2 tafd(m) : uvoes wna 1—55{ })aro\ X}‘ ’

Obsevvemos gue ¥oda base de T e_s arna red pava X, es deciv,
nwiE) cw(X) y gue el " Mo-erizo vacional "es an gémplo
de un espacioc X Laf gue NWZ) <«w(X) pues es un espacio
qvue no es 'sejumdn numerable ¥y con cavd (x) -.-ﬁ.’,, yes decir
MwiZ)I= s y wig) >,

‘ q.:a—TéoREHﬂ; S’ Xed, entonces W Z)znw(X).
Derr;osﬁmc;on' : Dado gue AOLX) S wLX)2 se satis face en ge-
neral basta probay gue w(X) £ nwtX), Sea M= §NsJie s
una red pavra ‘X tal gue cared (Mp)=nw(X); para cocla seS
considevemos eds= 3T 1 Tesun intervals abiers en X con 7

Ns SI},’ sea Aszs (eds 3 endonces NsSA4s para codla seS.
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Se afivma. que la famfl;éx. de cnfervalos abievios F=§AS}5€3
es una base de X. En efeclo, si J es un indervalo abierloen
X y xeV, entonces existe 565 dalgue xeNs STy pov tan-
to Je eds y de q?“_.’ gue we&Ns S As €. oy b tonts fses

une. La;e de X y Card((s\é nuu(z‘).Par {an'ro N(X)inwfz‘).,\.

4.19-TeoremA * Pava 2ef, U= {ue X"t o es un saldo deX}
Yy 9(x)= cavd (U) tenemes gue wcx):d(x)+3c x).

’w&: Sea SE€ X dJense con cardes) =d (X). Recordemos
Gue si (ABYzu es un salto & X enfonces existen aibeX al
gue a es el i/bimo elements de A y b esel primer ‘elements de
Bjsea ecwd= {mbl} y considerewos H=U {ec): we T} Proba-
vemos gue < Jeab) 2 a,besvHFud{xY! x es punts mbla&o}
¢s ura base pac X.

¢138i x es un punto aislado , enfonces para cualguier infrvalo
abievls I en X 4ol gue xez, se fiene gue xe{x}<r. ‘
() Sea x np aislaclo, no exheme y gue ao fiene sc;lfos a la
devecha n; a la jzguievda . Sea L= Cpig) an intervalo Vc\’lalle:'}i de x
dal gue xel ; endonces exisfen a €S0(p,¥) y beSn(x9) ya
‘gue S es denso en X for b fanfe zecaib)<T.

(3) S, x trene wun salle o {a Jz'gufe::da. pevo no o la devecha ,Sea 4
su prmlece_sor fnrngc“ﬂ.tf‘b y sea I=(p,9) un ntevvalo abierto
.en X 4al gue xeI. Comp S es denso en X ,existem besacx.g) l
y de agui que xecaib) €I. S/ x Liene un salte ala derecha

) cxnalosamep'ép_ encon'}'ramos arbeSud al gue x& carb) £ r,
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(4)5 x es un Punfa extremno Ja demostracion es amol/agq.
for @nsfjuiemée, de ¢t)-¢v) conclurimos gue f es una base pave. X,
es decir, wtE)z card (sun) sd(x)+gqex).
Ahora, descamos probar gue geX) 2w (¥). Tara este fin, sean
‘6 una base de X Lal gue Cavd(ﬁ) sw(T) y 2(mB) salto de X
con A X Gléimo elernents de A. FEndonces @01 es unindervab
abievde en X y como F es una base ¢n~/ohc.e_s exisfe Ba€ g Hal
gue aeBa & («ral. Endonces denemos gue $: U—g ol gue
B(r8)).=Ba 25 una funcion insec-h'vo. J en consecuenda 9(x)=
wl¥) y como en jenéraJ? se satisface ol (V=W T) sblencmos guc

alcx)+3(x).s 2u(x)=w{Z), Rrdanbk w(X)= ahx)+3 (S),T

Finabments ebdenermes fa sv'su-en& cota para. Caxd ( £) con red
y.20.—TE0REMA T Si Xel entonces carod (x) e 3 F)

Dema_sf_rg cinh ! es ura consecuenca thmedadda de (A4 y C‘*?).T

b:1) s’-ﬁu»'en-l—c cuadre vesume [as relaciomes exisdenfes entre
las funciones cardinales en espacios limealments ordensdas, Lra-

{acdas en esfe mfn‘:‘ul@-‘
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Nodoo: HZ)—=9(X) en el cuodve anterior signifuia $ix)2qex),

Finalmerte | mostraremos por medio de eemplos gue las
Aes-‘sua\c\ac\es woskadas en este cuadvo pueden ser estielas .

(o) & X= (R, 7<) com *<¢" el ovden usual en R, entonces
co.rd(i) = 2%  dado que X es sequndo numerable , wlEY=n%
es decir , wiB) <card(X).

(b) Sea X=Rx4011} con la {opologia thducida gor <l ovden
Nexreogra fico . Entonces A(Z) = N pues R * Ao} es densoen
X y wlZ) > Mo pues si wlE) = Mo entonces X essequnde
numeralsle y pov tante <l subespacio L = Rx 4} Liene una
‘:otse‘ numeva ble , peve Y es \'romecmovﬂgo a Yo \imiea de Sor-
genfrey gque noes Segundo numerable, contadiccion. Pr lo
farte wilx)Y> 2L jes decir AEy<w(x).

() Considevemos Z= (T% €e) el caadvads \es:\‘co%vc'x-y ‘co.
Entonces ypor la discusion dada en (2-32) vesu\io‘ ysuc R
= gnh poy €2:3:7) QEI=M. Ademadls , de €3:10) vesulbaque
) X(xy= 2. Por o Yando eile es un eyemplo de an espocio
fal que X)) <hdl®) 5 R(E) <hitg),

(d)‘?;-nglmen-(-e observemos gue un espacio de Souslia ,glsjamos
S, es un espacio fineal ordenado 4al gue <8 =A% y olem)>AL
(ver £Bel ). '



CAPITrvLo &

PARACOMPAC I DAL

En of /ore:enr!c cq/ol-/u /o p'roéaremas lx eyuiva/enc/'q
'de éres Conceptlﬂs re/d.cuinaa(os con /a /OQVQCom/oactc!az(
Jue en jcnera/ no comciden % ademds encondramos dos
Caracterizaciones dal concepto gue da nembre al capi-
Lufo ; una de ellas se da en Lérminas e fos huecas def
CSFacl'a y la sejundq en Aermimnas  del conceplo de un

ao?jgn,lo estacionario oe ovelinales.

5.2~ DEFINICI1On : Sea cod = iAs},es wuna famiha de
.s'u.bca,y'u.n-}a_g o un ca;y‘unﬁ X,

(1) Una cadena de Asen Ag>  es una Suce.s:'aa'q f-h:':ta

As,, Asayee, Ase So efemendos de oA Lol ?qg $(=S, Sy=s?
y As; V Asyy, + 5 pare cacla €= 13 Kol

€2) Divemos gue /a far, bha u.4 es conectada 37 pora
cada FQ; As, As: de elementdsos de A - existe una ca-
dema de As a Ass. *

03) Una subfamilia. Becd de A o5 canectoda
‘maximal i no es .ru&coryun#o propio o e\@una sub~
Samih sonectada de of .
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(‘1) Las com/aonen-/;sf de c4 se clef.ner) cornp las sub

Farmilias conectadas maximales.

§.2- O8SERVACION : (1) las componentes de una Jami-

I oA e subconfundos de X exisfen peor el lerma de
Zorn.

€z) Toda fam;lva ed de Subcoqjun-/—os de wn cory'unfa
T se descompone en la umioh de sus componmenies. Ade
mds | Si ed. y oh; son comﬁvonen—/es disdintos e A se tiene
gue ¢ (Uedy) n(Udd) =& .

El proximo resultaclo es una propieclac impertanta
gue rnos servive. para demosdvar algunas propiedades
de /os espacios Linealmende ordenados.

5.3~ LEMA : Sea A una farmilia. conectada de sub-
ConJ'un/-os convexos de Xeg (Sea "2¢" el arden anx)
Entonces , existen en Utd sucesiones, finitas o infi-
artas, Xuxzyen v ¥, 8;,..;. tal qae :

) Hi=de, XieaXiwr 5 Yyt Y para ke,

(2) Rupy & SE( 2, 4D y Yuer €5t Ye, A ) para ke N,

3) St{xe, A D n S5t (%o, A)sg 3 Sffﬁx:"é)”-ﬂ‘(}'nl,d)
para ke:o/A/. L

u/)kgsun,u!) v Ustidu, ed) = UA.

Demostracini: Sea o un buen orelen en U ysea

"“g‘ el o-primmer efemends de Ued . Consideremos
. St(Hi,e4) . S5 exrsfen )‘"""l,’.L”“éW,%‘;':e. <~,=Ye’cec(en a .
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Y en Ud- S2(¥,ed ) consideremos ef o= primer ele
mente oe esdos , dal gue :
G2d SE(Fi,ed) , SE(8p,cd)ns5tlY,d) g g
Esie es posible hacexrlo dada /a conectividad de
fa famiha ;@ seta we Ud -5t (G1,ed) com e« He , en
Lonces existe Aeced daf gue w €A . Considerensos
Bed Lal gue BeSt(Y,ed) , entonces exisfen
Aty Aséed  dal gue Ai=d , 25=8 y AcAAcr + &
Con C=i25y 31, Por Jo damdo | existe K€ {1,2,..,3}
fal gue Axw SSEyy,ed) y Aw A (UA-sLey ol ))ag;
© Sea FTE€ A, 0 (UA-sE CYi,edd) , endonces obdenemes:
SEla, AN SECYy, )+ 4 zdsoelYd)
Inductivamente, Si i, Yoy han sida definides
de esfa manera , Sea Yup , 55 €5 sue exisde , el o-
primer elemento de Ud fal gae :
RO N-PITER- VN
() Sy ¢ Seldhe,d)
() St s, ed) n sty d) a2 &.
Ademds , ebservemos gue este proceso inductivoe es
alo mds numevable: $i exishéva Feo € Ud {al gue
i) 8o < Yy para ‘ocda Een '
) Jeo & St d) pava toda kenr
() Stcdo,A) A (Ufstdaeh) Remnid)+ o

eniorces exisde. wem Lal gue S, ed) NStYn, )

+g; Sea g un efemendo ok esia enderseccior 3 en-
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fonces ex;sden A, Ay eed Lol gue y.,y,{eA,yg,,yweA,.

S/ Hety endonces (Y o0, ‘;,() < A, Peor ser Az Convexo y-

este implica gue Yo € (Hoo0, 5) €Az, Poy tumds Y eds
Y Jo €Az o cual 1mplica gue oo € SZ(Yus, d) gue con
tvadice a ). Py consiguiende 743 es en efecto nyu
merable. F"na/men-le, fea %izY y de una maners ang
loga e/e'j/'mos d4na Sucesion ’{x,,j Zaf gue

'(q) Xie < %uss

(8 Yiepr ¢ St , ed),

le) St (xw, o) NSEt(Xurr,ed) 3o para toda xem,
Claramenite , esfas sucesiones camplen con lo pedids

enel lema . 7._

Andes e pasar a oemosdrar algunos resultaclos
Sobre espacios /inealmende ordenadss recoredemos al-
gunos con ceplos basrcos .

LA QEFINICIon/ (ver dambien 2.1.1). Sea { Asties
ena familia de subcoryhnvlos e un co?/'an‘llo X

(1) {Astieg es pundual- finjfa (puntual- numevable )
3/ para caecla zeX e/ conjunto fseS: xehs} o Fini-
‘o (Humeraé/e). 7
@) L85fscs es esdrella Finita fQJJrEI/a-nun?eraZ/e)si
para todo SeeS el cory‘un'/'a iseS : Asn As, +2 2 a5 guns

- Lo numevratble),

5:5- coROLARID - Seed es una fam;/lél. conecvla.gjap un-~
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daal -numevable e suécory'un-’[ss convexos doe T ed en-
fonces exisdte wma seabeoleccinis numerafle @EcA tal
gue U3 = (44,
Demoséracion; Se :/"7{4& Lel hecho gue para cacla.
Ke §t(¥e,ed) yStiye,ed) gue pparecen en la part
) del lema ¢53) CO,—,{,énen solanent wun »imers

numerable o elementos oo of. T

L7 DEFINICION  Sea X un espacio 'L‘O/Ja/e'j/'co

") Xe_r,paracom,o_g’cé s/ Yocla cadrerta q&ier/c. de x
iéne un refinamients abierfs Jocalmends Sfinrto.

@) Xes ded frments /Oaracom‘ee_sl% (.’ me/afomﬂ_g_s_f_o)
s/ toda cubierta. abiersfa de X diene wun refiramionts
abierto f:un{ua/—f’ahz‘,lo.

(3) X es fuertemente paracommpacta 3 toda cubiex

fa abrerta doe X dLieme un refinarm. énto abrer’s estella-

Finito.

Es claro de fa definicion (5] gue Loda fqma/i&._
de abrerdos esdretla~finida es lfocalmende j’-'t;v:ia_ycua_/
gurer familia de subcor jiuntos abrerios de X Jocalmen
e f:m'#g es puntual finvda ,es decir , 5i X es fuer-
. demendte quac:,m}aacl—a enfonces Xes fo.racam’oac"/u ra
esto impleca gue X es metlacompacts . Ahora biap Len
“jerler.‘q/ estos concepsos no son e;ulva/en-(es 2 Cr) Sea

x =R~ los veales ,oos:'v‘zvo.s exc/uyenJo . La ‘o~
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polegia T sobre X o5 gemavacla por los conjuntos Sn=
= {0, Yn)uln,ntt) cormo base com mnewm. Erntonces (Xi)
a5 un espacio metocompacto gue no es paracompacto
([s-s3pp 77-28) . (2) Sea para cacda new ZX,= D)
espacio discreto oe cardinalidlad cqual a M zaf . En-
Lonces B = ;];‘;:'Xn = [D('m)]""“ es el Namaelo espacio
de Barre de peso 11t. Entonces el prac/uc#o topolohizo
de/ nitervalo unidario abierdo (o1} y el espacio ‘ofe
B;u're BCAL) es un espacio /aaracom,:acvzo gue mno as
J‘uev-/emen-/e faracompac/v ([E]Pp"/”?).

§in embargo ,en fa clase de espacios dopoligizes /r-
nealmen-te orderacfos vamo.s a dener gue eshs dves
Concep s coincider.

& ?- TEoREMA . Sea Xed . Endonces as eguivalende :

) Xos fuerbermende /aracamfacv‘o

@) Toda cubierda abieria U de X Liene un vefina
mients abresfa /oqn-,lua/- numerable.

Dernostdracion (1) implica ). Par hipolesis y A9

tenemos gue U diene un refinamiente abrirfs es~
drella ~numerable y por tants U diene un refirt o
mients abrerfo punflua/-numerab/e;

2) inpliea 1) Suponﬁqmos gue YW 4iene unvefi-
namiento abieyfo /oun-yl—ua.; nurmerable ed . Sin pér-
dida de genmeralidacd podemos suponer gue Jos ele-
mentos de Ld Sorn convexos . Sea 14 =0} Gu e}
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donde cade Lo es una componante oe 4 (ver 5.1.4)
Endonces por 1a o bsevvaciorn (5.2.2) ¥ ¢/ corolavio —
(55) Leneros gue;
) si «yp (UGIn () =g
Uit) para cacla oel exisfte una S;Aécc/ecc:.o;; nu -
merable Dy ={0cdin) tnemn} dal gue UDg = U Cy.
Entonces, se sigae gue Hn-= {0Cthn) * e I} es una
coleccion de coTijvlos ajeros dos a dos y por Zants
H=U{HanemN}t o5 un refinamients abierdo es-
Lre lla. n_umerable de W y por consiguiznde , de
(A-15) s¢ frene gue X & un aspacio fuerfermen fe

faxac.o n-'w/)ac-/—o . _,._

En-/vﬁc‘&s -édmé).e_’n Aemos d&mos{‘rao(o e/ $l:7u:‘enrl€

S8 -TEOREMA : 3 Ked entonces las _ciju}enl—es con -

dicsornes son e_?uivq/em/es :

() X es fuerdernente paracompacta

€2) X es qua.romfacrlo

B) X es debifimente Parqcompac?"a (me;lacbm/:acvla_)

¢4) Toda cubievda abierta Je X Lieme un refinamiéink
 abrlerdo Pqnlua/ numerab fe, V -
Demosdraciow - €1) vmplica €2} imphéa ¢8) imp heal
(4) se cemplen on gemeral y (4) Smpliea (1) es el

Ltesrerra C5%). T

Coamo uma consecuencia immediada osblenemos Lambiel,
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ef siyu'uerw}E . ,
5.9~ CORCLARIO : S Red con uma base /oun#ua/ nu -

mevoble ,entorices X es hered /dariamente /aaracom,:ncﬁi,

Demoshacien s For ca-16) es suficiende fralzar gue

Loclo subespacio abierto de X es /:qyacom/:ac-k . Obser-

veros gue toola subespacio abierfo de X fo pode
mos oblener cowo la umiain de sus cormnponenies con~

vexas cada una de las cuoles es abierfa . De agui

9ue. cada una. oe Sus ccn—;,:bnen-!&S canvexal es Pa-=
racamr:acwl-a ya gue es «n lineal ordenado com su to-

folajvrq reladiva y dieme unma base punvlua(' name ~

rable. +

. : § . -+
A cant_l:nuacto;q ci‘ar‘@mos una carac—!e)-lzolc'on J<

paracormpaci/dad para espacios lnea Imente orderaclos
en termines de sus huecos . Andes de pasar odivec-

La rmente a esfo necesidamos definir u/suno.s con -

cefn‘-os y probay dos Jenmas.

520~ 0EFIMNCION . Sea Tedf y Jeun ndervalo de X,

t1) Un hueco u de J es <Mor un
r;_n{erva/a K= ('x,g)w/\ X de B giimx x LU 4,,‘3‘ a l:-'e'n’
X o y es un hueco exdyerne ofe ¥ 3 cohcide con u.

(2) £/ hueco u es cubierfo en  por wun subcon-
Junto akierte U de X si exisfe un intervalo K de

X con.'éghl.afa en Uy”‘éa/ Gue U es cubierfy - J per K.
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3) El hueco es‘choy una famiha 20
de Subcanj'un/—os abiertos ode X 5/ @5 cubrerfo en \rﬁor
q!jén elemento de 24. '

511085 ERVACION . S/ un hueco u deJ es cubrerfy en
x /opw’?f endonces es cubierls an x}_f»ow U. E/! inversos
NE MNecesavigvmen 2 Se cum/:u/e Pres un Lucco exbrevmo de

e ’:uecle ser um huecs <'~nz,ler’.for de X

Sra-cema: Sea Xedl. Toda cubrierfa abierta W de
X dal g ue fodo hueco de T es cubierfo en X por 4,
diene une subcabierta finida .
Denostraciov: Sea Xedl y consideremos 7= {Uf}w"a
donde U* es obfenido uniénclo a Ue U Lodo hueco
de X gue es cubieylps en X poor U, Como 24 eubre
a dodo hueco de X; U es wna cabierfa abrerfa
de X* la compactacion nataral de X dacla <n
(3.6). Por lo dando existe una subfamiha Finila
{u;};‘:’ de UT gue cubre a X*. Endonces, la sb-
Famiha corre:/aono/ien-rf—c fl@kj:_’ de 22 cubre a X.T

.'Serc'\n fundmen#a./es pare nuesfros préxsmos re.;u/?
dados - Jas nociomes doe Q-sucesion y_?)—lnu.ecc.
d’./,a:bé‘F/:waoy.' Sea Xed v X+ ou compa‘c?‘act.o-/n_
nadavral de_-f;n:a(a. ern £3:4) ) v

() Una sucesion. creciente o d’ecrecren-ée S= { %_}fﬂu.
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de puntos de X' es tlamacla una Q\-_fg_g_gg_l;_oing s7 pave deodo
ordinal [limide A<, ol [imite en X* del segmen-do
{x‘i}{<4 de S es un hueco oe X.

(2) S/ S es uamna @-sSucesiom Py el hueco u ecel /-
mite de la sucesion S, hablaremos de S cormo wna
P-sucesioyy en B .

(3) tn Aueco ¢ es llamads un O-hbueco ai{__.z?u:érc(a
{derecha) s ex:é'[eb ana @ -Sucesiov en ¢, creciende
Cc‘ecrec;en-ée)_,

/) Un hueco w es lamaelo un @-bueco si es un O-hbueco
a la li_?u;erd& Yy @ la devecha (0 sofoc une doe ellos en

case oo gue u sea un hueco exfrema).

T rd-—eErA : Sea Ted ¢ JV=ip 'Lr)‘wf" X unchdervaly
e X donde v e5 un hueco gue s es un G-hueco a &
l'zg}.u'era[a. Sea o« ef Ff:'rnev orehna l para el cual v oes
an wy- ftmide a la rz'_ﬁuu'e?rcla, . Sea 20 cm/_?-;u‘er cabierfa
abierta de v gue no cubre af hueco - Entonces 20 -
diene una _gubfam}/foh ole pretencia Ay com (miersec-
crom me vacia .

Remosdvocion, : Podemos Suponer gue tode e es

un Subcor::/'un'l‘n de J. Entonces Loda camfonén-/e con-

vexa oe U os .un sub-cndervalo albjerls R:u‘e), e

J‘(Pay 4.2.02). Sea IG-= fK: K es una component

convexa de U comrm ueflf}_ Daclo gue el hueco r
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ne es cublevdo pov U tenemos gae ZLV paya do-
o K=(xz)e & . Ahora, sea {y{}z«w cualguier
Sucesioy) creciente o puntes de J cuyo [imife es
v. Cacla pundo Jj es cubierto por al menos un ued
y pov tanto por al menos  un keFo ; entonces sea
E-{:’ {keFo! k cabre a fyg}. Definimos l<2= (XT.' 2{)
:U{K:Kéf’fg} y vamos o suponer gue el fema
es falso. Entonces el cardimal de Ei debe ser
meney gue M. Pero 2LV para teda K=(¥,2)elb;
pov lo éan{o, dade Que o €5 e/ primer ordinal dal gue
Voes un Wa- limide a la r2gaierdla {Lenemos gue
3¢ . Ahora como 43¢ 234 consfruimos Jasi-—
’gufen{e sucesion’ '

5={51,21.3a12a,~~-,'&'{,2§’,-'-} Fewa
El limite de esta sucesiom es v, asf gue por hipo-
desis S no puede ser ‘qna P-sucesion. Acorde con
esto exisde un /ounﬂln g'éJ?ue es el Jimide de un
Segmento de S con dipo deorden el ovelinal limi&
Acw,. Sea K= (%% 27) cualguier elemenTo oe [ gue
cuére a ¥2. Fnlonces X’<Y’22? ; cormm é;ﬁg Jg = Y7 exs
Le un oxolivial n< A tal gue x'< 4,< 42, Jocual 1m-
;oh'co. gue 3,26}(’) por tande K’efi*z', £n consecuen—
cra K’ < Ky, es decir, (x,2') € (z,, 2p ). Pero esdo
es imposible ya gue 'y’=_:g<n'31 25 Jocual implica

gue Zg <Y’ de donde 23 < 22 con §<¢A. Poy Jo émfar _
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el Jema es vélido. .,.

El siguiente deorema se refieve a la caracteri-
zacioh ok espacros Faracompac#os mencionada  an-~
Leviovmenie.

S5 TEOREMA  Sea Xed. Xes paracempacts siysols
st todo hueco de X es umn @-hueco.

Q\gmos-émcnb:o: Necesielaed . Sin Pe’YO/l'cléL e 9enera

hidad vamos a suponer gue exsisde um hueco v gue

noes el hueco exhremo raguierdo y Supon gamos fue
noes un O-hueco a la iagu}erc(a. Sea ’Zgg}.{“,d -
caalguier Sucesion creciente de /pun#as de Tt cuyo

I'mide es v ew donde Y. es ef jorimer punis o hueco

de X. Sea w ef d/fimo pumto & hueco de X. Comsi ~

devernos /a siquiente cubierda abierda de X

U409, Y3) N5 o<<wofoi(wwing},

Sea £ un Ye[n'nqm}en'/o aybitrario de W . Emt,onces,

el hueco VU no es cubievls pov G . Por ftants e (51y)

& no puede sev localmente finito. y de a.?u;~9ue X

no sea FQYQCOmFQCJ'O.

Suficiencia: Sea U wna cubrerda abierfa ofe X y

SupongamoF gue Zode hueco de X es un O-hueco .

Deseamos encontrar un refinamriento de U local-

mente finidp. Sea E¥= {huecos de X que ro So'n.

tubiertos en X por U}, Claramende , ¢ode an-
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to limite en T+ de huecos no cubierdos 25 un hueco
no cubierld, En consecuencia F*es cerrado en X7,
es deciyr X*-F¥ /5 podemos expresar como fa unidyn
de ntervalos abrevios ajenos K* de X"’.‘ cecla pun-
Lo fran-ée'ra ofe Cuq/?ufer cndevvalo K* es,obien ,un
hueco no cubrerde o un punbo ex Femo doe X, Los in-
devrvalos coYYZSFm'rc//'e.n-ée.S Kz R¥NX somn (mtervalos
abieytos ajenos (y ademas cerrados) de R, cuya
union es X. Acovcle con esto podernos Lyatay (rde-
pendienfemenie cada wno e estos K ; para cada
UEU definimos Ux=UNK ; es suficiente encontror
wun Yt’:'f:ha.m';b_n-ta Jocalmende ﬁ'ru'rLo de la fam:'fl'a —
?.«OK‘—{UK}HGQQ . Coensideremos entfonces cualguier K
fijo . Escribamos K=luwvl. Sea p cua/gu:'e_r ’ou.néc
tinterior de K y sea H=11u p] y 7= I.P)'VT]. 51 exisien
're,f:‘no.m§am1£os focalmen fe f:hffus Wa oy W de Uw gue
cubran respectivamende a HyoaJ, entonces existe
un Yefnha.mlén-nlo Jocalmen Ao f:r;ll")cp 'c/é' Wy gue cubye
‘& K. Entonces hermos reducielo of problema a en-
con';'ray un Yefl'narw|‘en1'-a Jocalmende f.'nhlo_ '"W.?T de
Uy gue cabra a S =Tpv]. Ahora br'e'nlb pov cons trac-
cio'r de K, 2odo hueco wintevior oe J es cubu‘ar-v-‘-o‘
- ooy WUy por Lanto por Ui . FPor cons;‘cgu')en{e sr o
miimo es cabierle pov Uk enfonces /a exis{encia

‘del vefirnariendts deseacs Jo da el lewa Si12.
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Supongamos entonces gue 2~ es un hueco y gue
no es cubierfo por Ui. Endonces , por hipodesis v
es un O-hueco ¥, on ,oaré.‘cu/av deber ser un
@D-hueco a la iz?u'rero(a.. Sea endownces S={5g_-}.{<wq
una @P-sucesioin creciende en v. Podermos Lomar
do=p y podemnos suponer ademas gue los Iimiles
de los Segmen-los de & han sides ina;y'aoraalos a /a
sucesiow, as/ gue bgz = é‘:g ﬁf para dodo o@(.'na.f
Aimide A<wy y Y3 ¢5 un hueco. Ahora , para cacla
ewy  definimos el indervals cerracdo %=Z3{,3gdgj.
Recovdemos ahora gue el dnico hueaco de J gue no
es cubierds por Uk es su hueco extremo V. Brlo
Janu‘a', para cacla °§_<wc( dodo hueco de &z es cubrexr
fo por Uk . For (5:72) existe una subfamiha Fini da
"'W'% de 20, gue cubre a £ . Dado gue cualesguiera
dos c¢ntervalos sucesives Ej, Epe dienen jusfamen
{e un f;un-_»lo en comdn y dado sue Yy es un hueco
pava tods ovewal ltmrde 2 <y podemos fdeilments
Yefinay +ooa fam)/;'a ’\1@ a una [ami/:'q. ‘\"’f{, ¢al gue
éenja las S'jul?ﬂles propreclacles :
(1) (a) para doda '{<w¢ ,“’I’Y%,U'VG:,UW:z es wuna
cué;'eyalg abrerda f"nhla de Ef“' ’
(8) Para Lodo ovdinal limcde Acwe , W3 0WED s
una cubievia abieria fx‘n;':la_ de mm &, '
(2) fara “oda "fewa y toda § N zq+2 , I\/_Zn h(,l= 3
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y deda Hy Y.
En e/ec:la, bas/a domar th{’:{(y{,g{”) r\p\/% ;‘Wi
6’“9\/'%} Entonces Ia fam;'/;@“l’\@,:(jf’l«/{”:'§<wd}

es wn ref-'nam;ér)/—o localrmente {:hi/’a de Wx gue cu-

para doda "\/zé '110-{:

bre a 17_,._

Observemos _?ue {ver [“EJ) Sien Ja demostracion an-
levioy SUPonemvos gue Uk es numeralble y si probamos
gae Y- eS un O-hueeco o /a /'zyu:‘erda entonces hacien
do /a mirsma demostracior eoblenemeos gue X es con-
Lablermende /oaracom,oac_-/-o. £/ gue v Ssea un O-hueto
a /a f?_?u)ew(q en efecto se cumple yo §ue si no fuera
‘0~5'r no ex:bv[irr'a_ wuna O-sucesion creciente e¢en U En-
Loyices combo Ar €5 wn We=lrvde ).oara\ a@ofn >0, ef
Jera C514) Ye?u;ére Fue e con-pzenjq ara :ub{‘aml'fli
de foJeH61bg AL ast iue Uk no puec'e ser numevoa ble.
Po:_f /p fants Aermos )oraéaa/a e/

S/ - TEOREMA . S Ked, entonces X es condable-

mente faTa(oM}oac-rlD.

Las sljuien/es q/‘:‘rmaciowes surgen ccmo‘ roro/ar:é'vs
de  ¢&548) ¢

§12-CoR02ARI0 " Si Xed es sepavable entonces X
es fa?acom/aac’/'v.

ng__g,z_{r_eﬂf/é Sean g un hueca e X y D& & denso

Numerable en X . EFndonces existe wna Sucesion ew D
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Jue converge a « . For damdo covmo +4eola Wo~Sucesion

¢s wuma G-sucesion , X es paracompac4°~ T

5 18- corotario: 5§/ Xed es Pavacorn-pac#a y promero

nhumerable entonces X es heveditarraments fmracampac?'é,

Dermostraciov, - Es .ruf.'c:‘enale mostroy gua dodo sub-
espacio abierde YEX es ,oarar_omﬁac'fo (Pon Al16),
Ademds , daclo gue wun subespacio abrerls de un li-
neal ovdenacds es homeomorfo o [« qn:’o»’/{ ajeno
de sus Comfzonerl-/es convexas €s Suficrente consi-
devay el caso es,oecia/.cuanclo Y mismo es corwexo,
f%r Lanto , Y con su —z.‘c/:o'/aj,'a_ reladiva y la del ovclen
hevedado de X coinciden y en consecuenda Y esunm
c.spac:a lineal ovderade Zal gue «n hueco o« de Y
er un hueco de X & es un hueco extremo de Y?ue
es un clerments de X. Fr e/ ilhvno caso ¢ @s e/
limide da una wo-Sucesioh de Fun-f-vs de ¥ y por
Sevr X primeres numevable. £n af lor.’mer caseo prg
baremas Solamenle gue s/« N0 ¢s el hueco ax-
tvemo /é;u:'erola de Y endonces U es wun @-huecs
a la /é?ul'evdq_ en Y, Los sub-casos v'e.:lla.n’-es se
procede de una manera ang:/aja. Como ZE_S.para-'
compac-la exis de {xi},{‘w* O~ Sucesion en .X fa/
Jue Lirm Xy = L. 5i exisfe B¢ wu qra/n'nal {tonr
<uS

{al gue ey X{ = econ -~ hueco de Y entonces
i<
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Sea Y= Xpti, - Xpiz > gm=¥(s+34 ) ton 9/B+n"‘<u/n(,
Entonces {bt"}p+a<u).4 yesulta sev wma @-~sucesion
en Y por ser Y convexo . Fncaso e gee ™o ev¥isda
fal arah'na.//e entonces wu es e/ Lim i e o2 una we-
Sucesion en _}’,e_;c/ec,‘y, u s un P-hueco @ la i2-
?ul'era[a_ en M. 3/ adermas « rno es ef hueco ex+dre
mpo devecho de Y se dermeces fra ana/agqmen?‘a Put
U €5 wun &-hueco « /a Jderecha en Y. Por fan o
U es un O-hueco de XY . Oklos subcases, como
se a/i/‘b antes , son sim,lares,
oy cons»:ju:'enéz dodo hueco Lo ¥ eas 7 0‘-/7:.49:0[

es decir, Y es Paracompac'-/-o j.

LA condinuacion a’avemas otra cavecfevizacioin
de /DaYaCOM/oacia’aaf en espacios lnealmente ordena ~
a'ﬂ.s ?H(’ Jépendera: OIC/ concef#a n/e un.corzj'un-/o es -
taciornario de ovelinales.

S /G~ DEFINICION ;» Sea ~2 wun ovc/r'na./ lrnide ; en-

dorces S e ¢s estacionario en — §i ,:a'.rcx cacla Sub-

conjun#b cofnha./ cervacddo € de —«2 ,snc;&g(v"x.is)

520~ OBSERVACION = Si cof (-n) >wo (ver 3./6) y St
SS.2 condiene un conjunf—o cofinal cerrado D, en-
forices S es es-/ac:'or;ocrr'cr en —«2.

Demosf)‘ac;og’ ¢ Supongamaes: ?ue-/a. obse rvcxcfo;q',

€S falsa , entonces existe ¢<&. cofinal cerrado
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en -2 con NS = F y esto implia gue cnD=¢
fo cual es tmposibla . En efecto , dacto gue Cy D

Son cofinales en —n |, exisden Sucesiones 3‘"}“4/
P idadnen Lal gue

ta) tnel yveneh para doda newn

(&) pava cacla nen, dn <Ch <cdavr .

Decelo gue Coféz) rw, {c‘n}u fedn} mo es cafmel en

Jirm Ca =21 mn oA, =y Eer2

€1 de donde coencluimos gue
nein nEny

es deciy gecnn . FPor consiquienli Ses qs-lacionawbr

5 21: PROPOSICION' S Secy 2 wum ovelimal €al gue @fz>al
Y Supongamas gue S &5 wnm SuécOry'unfE esfacionario e -
" . Pava cacdla s€S, sea ZT¢S) un su6co:_7j«'4n7'3 abierls Je
2. tal gue S$eTcs) y sea 5Q={Ics):5€$}. Entonces
exisde xesS dal gue [x,—) € 5t(x,4) ..
Demostracion: Su/oonjamos 9ete e/ lerma es fulso
y cans:‘ruyamas fas sigusenles Sucesiones . Sea x &S .
y consideremos Sé(xr,é)Jen-éonces como el lema
no se cam/:/e Sea 4y, &S af /zrimev elerments en$
Lal gue Ji X v Y, -;z’é-l:(:w,é?) . Sea Xz &f privier
ie/carn'ern'/a en S mayer Fue Y. Ahora ,si A<g<cof
tenemos gue : ¢t) en e/ caso o= Gue % no es un
ord.'na/,/y‘m/!e considevamos X« y cormo el lerma
es falsa Foo'emas‘ considerar Y« y /_ueja Xus) CoO=

mo o hicimos en los )or,'nqei—as pasos. ¢ci) sy o
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s un erdinal limidfe Supongarmos e UStex,, 4
o orcirna ! > u/9 ja _7“ qoe A, )

es cofinal con -~ , endonces Lendriammos gue 1 e

Y
es cofimal con —n /o caal es auna condradiiciol ya
gue no Liene co)’u'un'/os cofinales ole careimal
menor gue c‘o{'—a- For éan#o, /ooo'emos emcon-~
bray sucesiones (XuJ y {4uF con HiTzcwfn dal gue:
(a) Si #<8<T entonces ¥u< Y, <xs,

(6) si #<T enfonces Yp §S5¢(xe, 2), -
€e) §?u~'&‘<7} es cof:'na/ a@n - .

pév otrs /ao(o)o(aa[o gue of 2 >wWe y come m
&5 uwm Subca()jun/a de 2 gue contiene a un subcoan -
J‘un'ﬁ: cofinal ¢cerrvado -enfonces por (5‘~20)m
es esdoacipnorio. Por COnsiaquien‘/e C={X.rl '-d‘l<‘T'J'f)
n{ﬁa;i3‘<7‘}: ANB + & . A_Jemc{s Cés caj‘:'nq/. En
efecilo,sn' no lo fuera <dendriamos gue existe 2 e
Lal gue IxeB: x>2}na=~¢g, FParo {xeB: X>2F es
un cofx'v‘l-a, ‘cerra o gue no cnéersecta o A L cen b ~
dicciori Cpues A es estacionario). Por fante < as
an cofinal cevrads. Nodermss ahbora gue si zecns
entonces existe o ordmal [fiwmide Xn<z Siy sels
5i Kcof fpor Ser 2 punte de acumwlacion ofe 4),
por consiguiende Ju <2 si g solo si Kew. En efecds
si exishéra #ew ;éq/ g ue In 72 endonces Xpg= =
ya' gue HHt <o condradrciende [a comshruceioy  Je

{ké‘} V4 ?gb} . éﬂY otra Far'fe 5 -‘!"' :}e«‘;/j'é CX«;,Q) c@n-
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donces Ycz ya gue gesStixu, &) para als._{n e«
¥y esto :'mF/,'(-cL que ge¢daua<2, Lonsideremoas I(-?))
entonces ¥y, du €Ic2) pava a/ju'ﬂ H<ot | peyo -
I(?)E-S{’(Xu,&) y per cb) Yn #-Sf(x&h&) comntva-
diceioh . Por tande cns =g gue condradice ef hecho

de gae S os esdacionavio. |depmos Ptobao[a Ja pro-
Fos:'c:'o'n- 7—

§.22- PROPOs/cCiON : Sea. S an 5ubcor~zjun7_a estacionario

de 1 ordinal tal gue cof-2>w. Entonces ningunal
cubierfa abierfa labrevtos veladivos de 5) de § pov
JubconJunfbs acofacloas de 2 puede {dener un ref'n;o_o;
mientoe abierdfs Creladivo) pun-lua/-finiv‘a .
Demostivacion : Sea U una cubrerta. abierta  con ‘/q
Ibro/oiec!ao( mencionacla y Supongamos gue DE'—'{P-M-T}“_,_.
es an refinamiento abierls puntual finils de U (es
deciv R es un abierls acofado en 42 para foda «eI)
Ahora, para cada seS consideremos Fs=1 Ra ixer
y Sef?u(} y 52,::55/%5, For b ‘{anJa) o (5521) existe
xeS 4ol gue Ix=) S50 R pevo esho es impo—
sible pues mrendras [x, =) e5s no acofoclo St(x;, KZ’)
si Jo es. £n efecto, pava cacla 55, Res) es un sub-
canJ'un-/o ablerto y acotade de 2y SE€ (%, R’) es
by unl.o’n' Jde So‘/o eun ndrmero ,(':"n;fB de estos con-

J'un‘tlﬂ_g , es decir, es acotacs . 2r c‘onsi?u;enﬂle‘, se
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cumpl'e o enuncraclo en la Pra/ﬂo.fri:z'o;q._/_

523 PROPOSICION | Sea Xe ol neo /aqracarn/:czu‘o 5 en~

Lonces a/j,,(n subespacio cerraslo de X ¢s homeamorfo

Q un JubconJ'un-/o estfacionarie de an ovdimal 1. deoncle

~2L = Cof(s2) >wto .
Demosérag on: Sea X* /a com/aackxcmn natdaral de X
Corme X no es Pﬂrqc.an;f::—c—lo ex:.s-/e e Xt-X éa/gue
&t no es un @-hueco de X . Sv:n pevol oo ofe genera
’I‘dad PQJ@MDS su/)oncr que no 5 ury G-huefa [N /a
J'z?u'perd&. En:‘onces,'paﬂl cuo\/?uier sucesion es-
triclarmende creciente {Yel -'°<<—ﬂ—} en X cuyo /.f'—
mrte ten X*) es w exisfe wm orvelinal limite o<z
--(a/ gue {2}3’1 Ixxt € X donde e/ IV'mife es domado
en X7 y 2 es el dnico ordinal gue es caf:hoj cton
ixeX ¢ x<cul, cofa = y 2 Fwo ya gue de /o
contrarieo Serio un @-hueco. Fijemos cualpurer siu-
ceston da esfe esdilo ; entonces para CMQI?H'lér or-
dinal Itmite A<« [ supixe: «<2] es o bréh x,ex.
¢ un huece de ¥, Sea S={A<wazl d.es ordival’
lmite ¥ :(;1—;; SXut =xae X }. En-l—onces. Ses éslac:‘g
harte én—@- dado gete si 'algu'n canJu‘nf"o cafial cerra
Jdo cema Sfueva ajerro con S antonces podriamos
uﬁar la Swucesioh IXt:weck pora mos Frer %L\e.

w es un @-hueco a Ia':z'?u:'era(&. Definimos -f.-‘s—>g:,
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da da pevy  F€3)= Xa para 2eS. CI;qY'amen'/‘G £
es biyecdiva sobre f£05) gue es wun subconjunls cerra
do de X pues es of conunls  de f:amfos limmide de wura
Sucesion en X. Fes ablerii pues fes Fresery-ac/ora.
de orclen, es Secir, manela cniervelss en inderve fos .
Vameos a ver gue fes conbnua . Sean A€S y Jun in-
terva/o en X fa/l gue FCA) = Xa € d. Consideremeas
los conjundos As {xeX : ¥z Xp con Xu<xy} y B=
={xeX  x=XF ¥y Xa<Xxsg] . Sea # <Lal gue Xy esel
primer elemenlo de A gue cumpla con gue o/ indervals
2y, %) en £{5) es vacio y 5 el primer elements
en B tal gue (X7, X5,) 0 f(5) es vacio ; entonces
AE(H,85) y FLDEF((Ho,8) SV . Por fants fes con
dinga en A.

For con.s:j«.:;’en-/e fes wun homeomor-

fismo e § sobre un ;ubespac/o cerrade de x-T

824" rTEPREMA ? Seq Xef. Llas .st'ju:‘en/e: propiedades
son egu iva/e»ch’s N )

(1) X ro e:/oarqcom/:ac/é

2} para a{yu’n ordihal 2 con cof 2= (2> a/ju'v;
SubconJ'unfB esfacionaris de -2 es homeomorfo a un
J”ubespdcfa cerrado de X

(3} pava algn orveinal/ o2 con cofa >we algin
;Qub'canjun‘/'t_: estaclopario oe w2 es ‘})ar‘yfeamo)’fo @ un .yué. -

es pacro cerrado de X,
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Demostracioh : 1) implea (2) es (523) . (2) impliia
(3> es £rwial y pava 3 imphia 1) observemss gue
5.22) ;m/o/fr:a_ gue SIS es wn Juérory'un/B esdacibna-
o de wun orelinal < conr cof-2 >, entonces S nmo
as me{qcom/oac-/—o ¥ pPor lo dands de €58) S no es
parqcompacha. Ry Jo dante s/ X fuera ,oaracom/,qcﬁ
entonces pror €A4-17) y dado gue S es /)ameomorfv a -
un subespacio cervocdo de X, S seria fambiel pa-

,‘raror'nfac-/a . -7-

E25-2EMA - Sea S un .Subcoru'un#o esfacionario de
an orcina/ <1 con coft-n) >w, y Sea TES . un .subco:yua
Lo cofinal reladivamente cervado doe S . " Entonces T
es ambidrn estacionario en <t . En Pavv‘:'eu lar , ef con~

"'J‘unft; de Furr/o.s no aislades de/ subespacie S ¢s es-
faciornaro. '

Dermoséracion : J'upongqmos gJue T no es esfacionarsp,

endonces .ex:'.s%e De2 cofinal cervaodlo <4al gue -

e o= Como 7 es cerrach ve/a{fva a $ exisle

ce.n cevrado <2al gue’ T=5nC . Como 7 es cofinna/

en 2 entonces por ca-18) C es cofinal cerrada QH-Q'

y pev la dermostracion en (&5-20) Dac#@ . Pro-

baremos gue cap taméien es cofinal. £n efects

Si no lo fueva enfonces exisde Boe-cz La) gue §:2'€sz:

g% 2} N (cnp) =g . Definimos W= {xeD :xxzo}



0
e/ cual es un cofn'na/ cerraclo , pues O loes , por /o
dants can=¢g , con hadréers i pues C y w son dos
cofinales cevrados en _a  Fo, o danda €0 es un
cofinal cerraclo en - y @F=TND= €SNCc)N D=5 (cap)
conhadicienao ol hecho doe g ue S es estacionario - PRr

Cons:‘jurénﬂ/e Tes estacionario. T

224" TEoREMA - S7 Xed es perfectamente normal en-
fonces Xes paracompacio.
_ngos%rac:‘a'n_- Por ¢A-1&) y ¢&2v) es _ru{:'cl.en‘/'Q pre
bayr Que S/ -2 es un orolina/ con Cofs2 > Yy S S
es um Jubco.::/‘un#a estacionario de 1 entonces 8
no puede ser /Jerfect‘a‘men#e normal . Fn esfa divec-
cio'n eonsidererwos T el co»::}unfé c/e/oun-/os ro- aisladas
e S el cual es no vacs y cerrade en S ¥ Supongamss
Jue T es un conmjunls G5 de S €5 decir, T= 7 (sntn)
donde ¢ada CUn es un qbfer#—a ode 2. Ahora , Supengamos
gue para 'L‘?a/a %GT) [f,*—?) E (U entonces existe
a, € -I4,») dal 94e Vi ¢Un ; endonces €= {'zft-:ee‘r}
es cofimal en 1. En efecfo , S/ no fuera ass den-
driamos gue existe 2oe—rL Zal gue Vi <%, para
foda e T, Sea AS2 cofinal cerrado coma , por 7
L f525) TIes es facionavio ¥ A2 = {9(6 4 2o¢ Xf‘ es co
final cerracle en -2 , AnTH4 g, S‘i 2e A’aT Qn";ﬁh-

ces Zo4 f<'U't. Con{foJl.CI.GJ’) c/o - e/ /)ecﬁxa de 7019 v{:<'3°'
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para toda +teT - Fey #anfp Ces cof‘n}:a/ . Addemds —
AT =¢g ya gue 51 Y es un /:un'ILD de acurmulacion
de €y yédn enforices existe X, indervalo dal gue
Yeln SUn y esto imphia Gue TVedoer NUN #G ,con-
tvadiccion . Por fo tanto EaT=¢ , gue no puede
Ser pues T es esfacionario . Resamnienso : exrs fe

€neT {al Jue ['én)—-;) ey para cada neiN . For

o¢vo laclo , daclo gue cofz >eds exiite ﬁ’eT‘n(n[*m—“))

Fuas‘ -2 e contablemenie cam,:o.c#-a y por tan o
('\ [tn,=)  ¢s un cofinal tevracle y T es estacidnaris,
Entonces i*’,—*) € Un para toda med y esfo vmpli-
ca g ue s I43-) = {j(Srlun) =T . Pero estn @
,E-Swmpas'b/e ya gue si £" es el primer elerments
de S mayer gue €7 e fonrces ‘Z-L"} = (1% 2"24) NS5 es
abievfz en 5 asi gue LT ytte 5nTt,3). For fants
T no es un cory‘infs Gy Jes 4 povr cons/jutén?s S no

es Ferfec%amentg novrmeck R Jo caal guer:&mas Frolnar.T

S22~ EJEH PLOS - (/) £l caadracdls ICx;caj'ra‘fifO ,es de~
ciy, X=(I%7.) ‘esun Qjemp]o de un es pacio lineal
orelenade Faracom,oacfo . En e,cec,La , Per (_3-‘32) estees-
f:ac_fo es co:;o‘Fa.c-/—o y por fando  se sigue el resuliade.
7 A‘Jemés , por (3.10) e_s#e ejemplo no es se,,araé/e , de
agu: 9uefe/ rnverso c[e [ l:}) ro es val o(a . Coemo X

tambien es pnmero nunmerable Lpor (310)) s endorees
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poey (508) es hevedidariarments /:avacom/pac)lv S ademd's
X no es fevfec1lqmenle norma / (a-:%q); poY comsiguien
te el Javerso de (5260 mo s vilido . ‘

2) (Wiw),Te) = E es un espacio gue no €5 wara -
cormpactn . Fn efeC'/-o, pov (3.1&) y (3.3.3) Lermemoas gae
X es con?lqélemer;}e cam)aacd‘-o pe¥yo no campac#u}por.
CQnS:'juléY‘Hle ,de (A=1a) , X no r)uec/e ser me-/acom,:ac-#o
Yy en consecaencaua ode (58) concluimos gue‘nn s para
compac#o. Por Zanto , de (5-28) opfemamos gu e X

no es f&r[ec#am@n#@ novy mal.
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A condrnuecior davermos upma cavacderizacion de
conexidacl para espacios finealmente ordenacdes y des-
paes pasarernros a Jdermos fro > 'a/jana; frofiealao(es re
[cren-/e; aq e.s:[e concep#o‘ Em/aezaremas 'recoro/anafo-
la a/ef}h/'c;b;q .c/e c—'.;/oac/o cornexo.

6. 1= DEFINICION | tn espacio éofo/Jj,‘co ¥ es conexo
55 po existen conjunv‘os ablerfos MBEX yo vacios
tal gue AnB=@ y X=408.

Nuestro primey Zeorema | cormeo J‘i)’l}/nas al prin-
cipis , Se refieve a una caractervizacion de los es-
pacios lneales }rdenaa’a; conexos  en termines Jde
Sws corfoacdluras, _

6.2~ reoREMA ¢ Sea (X, ’Zc) éa" . X es conexa Sy sol
‘-5‘" X es continwamente orvdenacto por <. '

Dempstraciosn : Necesidard. Sq/oonth—:os gue X noes

continuarmende ordenada ; entonces ¥ —éf‘ené wun
salde €A B wun hueco CO:1E) .5i se cla /4'Pwmera

siduacion sea * el Llhms elements de A vy Yy



9y

e/ privme olemente oo B [ entomces X (€,4)uIX,s)
o cual )rnp/:'(q gue X o5 ne comexo. £n e/ $29ecndlo
caso X= QuE y DNE=G com Dy & abrertes en X . For
danTs X ec ro conexs.

Sufrciencea - .:S-u/oorzjqn7aj abora gue X s no conexo, en
donces cexisdfen abierbos no vaclos A,BSX dal gue
F=rAv8 y AnB=% .Sean X€A yyeB y sin Pe')'a/l'o(q
de jenera/l'o(ad SuponjamoJ gue X<y . Sea 2 = Su2
(ANIx/47), Cormio A es cerrado y X o tiene huecos
e A=4 y esto n'v-;/.,//'ca gue 2 dB=8 y Jdado gue
X no diene saltdos existe #,eX 42/ gue 2, ¢B con
zcm<y (en efecto ; si (2,g) €B esto impliaria
gue 2eB ). Luejo endonces exiite #eX Zal gue

7 £ Avs R contradicciot | For dants Xes conexo.]L

6.3-085¢RVAcion . (1) Hagamos nofar can re,(‘erc’nfx;&

al +‘eoverma andevior gue al pedn'r gue X seax con -
nuamende ovdenaclo , e5 decir, gue X no #engq sal-
estamos excluyendo </ case de los hue

-fos nJ huecos ,

cos extreros ; en otres palabras X puede {émer
Luero; exhernos y s€r comexo come ¢35 ¢f case de
(R/'tc) con ¢ el orden usual, gue es wn espac'o
conexo can huecos exfreros,

Ca) De c¢3.3) , (6:2) 4 /a oL.s.:ruacl'G-'q anderiow con-

cludmoes gue uwn espacio lineal ordernado conexo 'y



a5

gue <enga primer y &ihmo elements es com/aac-/-p,

6 Y- &JEMPLOS | r) (73 7. ) ton < el ovden /ex'/ca_gra'ﬁc'o.
Dado gue en es /e espacio no hay elemendtos consecu dr-
ves y como por t3.3.2) y ¢3-2) (r%ie.) no t’:ené haecos
entonces de (¢.2) concluirnos gue esde espatio es canexo,

€2) Wiw)viwe} con /a -(apo/oj;'o. del ordlen es wn
e.spacié linea/! ordenado gue no es conexo pues diene
una 1nfmidad de saldos, es ofecir, esde es un espacio
hineal ordenccdo carn/aac/-n pero no conexo.

G S derra o Un conJ'ur’)ILO ordenada A ¢s 1semorfo en

el senticle e/ ordlen al cndervalo Feit1l de vaciernales si y
solo si A es numerable, dotdalmende ordcnamQ‘; sin Saltos
¥y tiene primer y Gltipme elermonts . S’ A carece doe pri-
mer o didhme elements o oo ambas | entorces os 1so-
morfo en e/ sentide del ovelen al cnidevvalo semiabierfu
corre}pono/:'en-/e ¢ al indervale abierto.
| Derposkacioh ; Mecesiclad : £l indevialo vacizmal o]
lc:'erv‘a.men-/e posee Jas propiecdacles alis Laclas c.\rrlza‘,
y dodas elfas sew invariantdes 5&}'& 156m0r-£15 rmos de
ovclen,
._S:E_.f‘;‘;,ena'a.~ Su/aanga.mas. gue A diene ¢ales pro-
,o/eo(amle_s . Sean Q+, dz,... una hista fga  de 4 don -
de a, es 2/ primer elemsento y Az e/ Qidiime elfermon-

4o en e/ ovelen de A . Ijua/men/e Sean. ¥, Y, Yg,.l.
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una lisda fija de! sntervats vacional Foit] con rizo
vy yr=1. Davemos wumag defimiciot nduachive, de una
func:'a;q A== Te, 1] fa cual rmostrarermos Gue es pre~
Jervadora de erdem ! Fla)=w v Yéar)=vs v 9
va he sido definicdda corme wuma funersth estrictormen-
te moncdtorna para los elementos A1y, An (n22) Sea
P e/ elermernts mdas grande enke iy, Qn dal gue
PLGn+i y Sea 8 ¢] mimimo de G4y, @n dal gue 9% Any,,
Dado gue los racionales no Lienen saittos exiide velon]
Lal gue Ftp)er< ‘j"(q) . Sea Ytana) e/» primes nd -
mero vacional! v en /a lisda f»—evl'amenle fijacda
Ha/ gue Fep) < r< Y9). Prabaremas gue S asi cons-
Lrueiola rapea A .Sobr.e Fo, e . 8 no fuera asi , sea
n e/ endice mimimao para el cwal Yn ono aparece co
mo una Irhc{jen bayo S Claramende n>z . Ende Jos
numeros ¥ ,..., ¥ny Sea S ef mayorv/a/ gue S <rn y
sea 2 ¢/ mirmimo t’a/'_?ue Fn<d . Dade gue A ne dicne
S‘a//-ps exrsde al/ memos urm o eA Lal gue Plesy et <
<L), Sea k o/ Primey nelice Hal gue s< Feagy<t .
Entonces $law) =7n, conbradiicion. for Zand Y |
es estrictomende rmondfona de A sobre Tt} ¥ por

ta.20) dJdebe Ser uw somorfis o Jde or;(en..f_

€. 6. ~TEQR A CUn conJL(n-ﬂa /nf:n}#p ordemaclo (x,¢)

=L Ll

es isomorfo en el senticle del ordlen a una de Jos inder-
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valos oe /a y-ec/q rea/ Ieit] , foi13, Fo,1) o C(or) sy ysa/o

S/ <5 conexo y sefaraé/e en /la %apo/aj/a_ e/ orclers.
Dermostracian ' Necesiclad - Daclo gue cua/?ul'er i der-
valo de fa recta real Liene Jas propredadles absta -
odas arrida y coemo Lalfes pra/a/’c-'clac/as Son preserva-
das LqJ'o Somorfismos €n e/ sentols ofel oroler ob-
denemos el resuldado.
Suficiencia : Sea (X, %) covmexo ¥ Jepavaé/e y sea ASX
denso mumerable . 5S¢ a,d.e4 y a;<qz: enfonces —
(@, G20 # 8 pues por €6.2) X no tiene saltes - Como A
es denso exisfe aed Hal gue acca<acr,es decir
A tampoco diene saltos. For (6.5) exisde un iso-
morfisme e orden FTia—» [otdyg o schve uno de
los endievivalos vacionales obdenides de Fo,il $uf'/an-
do uno o ambos ,purﬂlv.s exfrermos,  Entonces

YVey=supf9tald aehAy a <x_F

define una funeion de X en Jo,4] . 8ixey en-
Lonces exisdte aen Lol gue x<a<y o, por fanto
TYx)<Yiy) En consecuencia P es eshojebarmente mo- ‘
no+bra . Como X o Lierne huecos cnterores dadeo
cua/gurer t€Tost] (salve gu:éa’ d=0 o £=1) poc/e-"
mos encondmy en X ef /ounfb x= sup fa:aeA yy(ajsi_}‘
Xl Fun#Ln % sqid/sface W(x):g v por Canto 'V’e.s s6-
lﬁe_ en uno de los cuadro intervalos alisdaclos en el

enunciacle del decrema . for (he20) Ves un Somior-
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bd- TE0REMA  Sean (x,%) o, (Y.7*) s pacios Lo -
fO/c’ﬁ icos  lvmea/mme n 4o orcdenracdss | Endornces Yodo /50~
morfisime oe orclen asy como <o, 150070 1Ll s e ofe Q-
Lioride n de Tay er un Ao:neomorf:émo de (1) 4 (x,2)
-wamj: la sub-base F &) ixe X Fuf(x, =) :
XEe X | oes rmapeacla  por ef 50M207 415 1m0 Carrespondien
Ye sobve /4 Sub-dase correspondienls o (¥, ¥). By
o danto e/ resulfocls Se Sigue  Jo (A-21). 7;

d:é’.-O&S‘E/(’V/?C/aA/-‘ No nec&raw’c(menv(e 2o do }:omeamO_f
fi5mo endre X, ¥ eSpacios fineales ovdenaclos as un 150-
merfisine  de axden »; oo anfiorcle ses decir | of inyerso
de €6.2) no o5 vdlido on jenera/. 2 ‘E/'emﬁ/a (M) Te )
con e/ orden usual < . Ce comerde con /a zzn/:a/ajr'q s -
ereda sobre v Y pPer dand Loda Lermitacidh de A es
tn /‘Jomeomor/',;mo.

S embarge , 5; pedimas gue fa tepologio Jof oy-
olen sea corexea entonces ef nverso del Leorema awn-
berip Slén—),orebse carr;/a/e) cormo /o pProbayses en;ejufc/d,

C i 7EoREIS  Sean (LT)y(xmT) ef vy PrXoy
“n homeon'zovﬁs o - 5P (F/r) o cornexo enfomees 9P

s un Semorfismoe oo exvcdern © yn, 158r0Tf I Srme oo an-

“ordes.

Rermostraciol,. Sean xyeX faf gue XY . Comp ——
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Coond, Exgl 4 05.-20 Son comewos s endonces sus imd
Genes bojo F son conmexas | ¢sdecir, intervalos . fov fo
fanto , 5/ Joxye Foy) entonces P (=x1) = (&, Fexy],
FCxig1) = 19, Yoy ) y ${I4,=)) = L Wy, =Y &a efec-
fo, primero probarermos gue ¥ {Cx91) = [Yox), Yigy]e
Como ¥(lx,yl} es conexo emifomces Lo, Sty ] e YixyD),
Ahora , si 2e Doyl desecamos probar gue Jie) e [Hix, Py,
Sapongawmes gue Sea) <ex) < ‘5’(5), enfonces comg
FlIxi2l) es comexos y Pex), Yooy € FCIx23) esto im-
phea gue (Yee>, Bcx) 2 $lixed) ; adema’s, dada
gue F(Tnel) 25 conexs wmo exiider elermentas cop
secutivos | por dant esxisde pellm , ¥ix)) y de
agul gue exisfe 2, elx2] fal que Fa)=p. Anodo-.
jamenzze cormo ff(l'z.gj) es conexo, (‘7’(?))‘5’(3))5
Fl243> v daco gue (P23, $00) S(Pre), i) ) |
Pe (=), Q) y pov tanty exisde 2z € Layl ol gue
Ftz=d=p. Por consiguiente exis-den 2,2z € Ux1y] con
@ F2;  dal Jue “J"tzw):rb"czz):py contradiciends /o
inyectdividact de ¥. For Jo Yanto, no puede poasar
- gue ‘fff?)<'j’¢_7‘)<\‘9(3)/’ similarment se praeba
Fue no puede pasar gue Ft9y¢ F2). Rov dand con
clusimos §ae “ffz) € T%cx), Beyy] ;e agud gue —
T L0ayT) = (S0, $ed] . Ahora, pava 2g x, ‘:9(3)#‘:
[ 060, guyy] pues Y es br.‘j_ecki,o; y $2) ¢ [Yy,=)
pues S ((=,x1) es conexo ; por danks F((d) =.
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(=, Jex3] anaioquen—{: $(ly -»>) = [euy 1),

De la miswma manera , 5+ Tt Pxd | entonces con

cluhos gue F((+x3) = [B0x),2) , $(0xg)) =119, 9ex)]

N ‘3(23,-5)) ==, Y41}, Por COY!SI:ju‘leﬂ'llel.Paya cuales

Juiera Zres punfos X, yweX Jonde X<vey debe-—

mos teney Fixy< Bv) <Mig) T Yod > W) > Fey) |

En efeeto , 5i por ejemplo se dieva $x)<H9) < Sv)

enfﬁnces den driamos gue Y<r . ptros Casosv se trya-
tan de Ja misma manerva,

Pode ynos en%oncés decir‘jushmen-le ceal de esas
dos pps;br;/idaoles ocurre caompavande </ ordéen de -
;uq/esyg:‘era_ des ,ma'jenes de nuestros Lwes puntos,

Enfonces, por e:}'emp/o, st a<b y $@x'3Cb), Yes pre
sefvac'lorq de ovclen , s/ embarga 551 a<h y Fad>fb)
-",..‘fm.‘,,ey,le e/ ordlen . Fn ambes caseos bb)‘gnemos;reg
,;ec-lf;‘v;tmen-!e}un isomorfisrmeo de ovdlen & wn isamor- -

. fismo e antiorden . T

. ed0.- TEOREMA: Sea. Xed infinils . Fn'/_onéés X es );o;.
rr?éo;r?c;rfa a uno de fos intevvalns Toi0J , (0,0 & Co,0) de
/_a yecta real sv g soJo si X es conexo y -.tefaro.)alc‘- ‘

- i‘)er.no:. tracioh - Mecesidad . Cual?u:'er cndtervals de

la vecfa reé/ diene las ,oréf}edades' alisfaclas avriba
y per Lanto e;-ﬁa 'mf/:"cacfoiql es Q.LQIQ_ -

Suficiencia :+ Si X es conexo entonces /oar(a-z) x
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no 4ieme salfos ni huecos interibres ydado gue
e -separable endonces pov (6:6)  debe sey ssomor

fo enel sendicle Jdef orcden d une. de fos 'l'm[ewa/oi

[0,43 , Coys] | To,1) & (o41) 5 pov ¢6:3) esfos isomor-

flS mos . Sson homeo morfismos . F','nq/men*e,: observe-

21 smaos - gue Lo,1) y Coy 1] son «homeomo‘?'fo& ;_-,él(x);.-q—x -_),

OLvo - conce,o{o gue se estuolia. en fos: Ldexdos e/e do -

,vfolo.?tq geneval es e/ de conexiclad focal cuya defr-

< niciow, damos a condrinuaciol,

‘617z DEFINICIOV . Un espacio foF,o)bb:'co X-as /6::9./— '

mente conexo i para foda X 'y cualguier vecindad

. def- ,oum/v . exisfe un »corjun/a conexs €. dal gue

AXEIntC .

- Erndos i mencionados  Lextos’ tarbren Sehace ver

~gu¢ encel casogeneval no exis-/e‘re/acicp#r,.a/gu{iq enre

- - . . ‘\
das ;.conceﬁ";vs ~de. conexrclad- b a conexiclad A,'alca.,[;“ for

»eJem,do crwl) @ . ,\.
fa, 6) Foyt. )U (1,27 . es.. /oco,/men‘ég conexa -peYs-vo. coriexo.

€ X={cayg)inger Fu dngYigemIo Tixi & ) %6 Toprdy nemn}

, *u;{ (xi0) 3% e foi13 } c R2.es . conexo }aefp cne localniente, conexo,
i nSin embarqo, enda clase deespaciosi.fopologicos I~
. gmbarge, : paciosi.ropoloy

o neadmende. oxdenadlos benemas . Jarsiguiente :

- :E-riE‘_f?QPOSICiOM"‘.:I‘:5"!‘ Ted ves conexo. entahces X

ivee$ mlocalrmende s conexo, . L
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Demos trociot: Sea Xedf comexo , enfonces pox (6-2)
X es condnuamente ovdenaclo y pov consiguiende
dodo (mievvale Jde X dLambiew /o es , es deciy, pava
toda xeX denerios gue {larb) :xecaib) } es vna

base local de veciincdlacles abreyias yconexas..}.

E/ invevso de (62) np necesaricumende se curm-

‘P)e/ pues LcLs-/a cConsiderar o X <on um hueco crnderior

¥ enforices X noes conexo pevo si localment conexo.
Frmnalmente, para terminar con este capitul, pro-

bqyemos un %earemo. ?c’j—erernze Qla OYdEWOL;/NE’(GJ Je

espacios topo/dgices comexos.

¢6.13 -~ TEoREMA . Un espacio éo,:‘o)n:glio ‘comexo (X,T )

es ovdenable si Yso}a si es T, local mende comexa y Fal
Jue dados cua/esgu)era Zres suLponJ‘un-Aos propios no
Vac:'osj comexos y distndos de ¥ vexu';-len siempre dos
de ellos que rno /‘o;man~una cubserfa de X.

Qemas Lracio s : NMecesicla : Supo'njamos Jue (x,%) eas
orclenable , entonces X es 71 y por 52r conexs £ es

Jocalmmende conexo. Ahora, | Supongamos gue FMMEX es
conexo en X Zal/ gue ¢ M. Fnlonces (%,=2) O M =8 -
o («sx)nr=dgd ya gue de ofva manera esfos con-
J.urnlvs formar;'ox‘n una se/ca7ac:'o{d de M. Por éan@ol

un sabconjun-/p )m'opl'o, conexo oe & nro /guede con- |

dener s/mullfdneamende a indevvalos de fa forma
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(<>3 5y L4,-). Por Con.s.‘lj‘uienwle, cdados cualesgurera
tves subcoruLcnvLBS PYOPIBS , no vac/oS, conexos y dishnlss
existen Ssiempre dos de ellos tales gue no cubrer;az‘_
Suficiencia: Pava probar esto usaremos los si_yqien-/e_r
/emas) en donde siempre estaremos Supenienclo
las 171}00'1435/5 Le! Leorema.

lewma L Paya Loofa e X y focla compon&fn[e K de
T-{x} denemos gue K =kodx}.

En efecto, - 4¥} e5 un Conjunfa abierlo en X y por
(4-22) Kes abier?s . Adewnids K es cerraclo en X-ix}
fw«e.s Jos comdaonen-/e_s son cerrvoolas. for /o réﬁn/-o‘
KS Kudx} . Si xd K entonces dLendviamos gue 1
es cevvaclo en X | Jo caal controdice e/ heche de
?ueX ¢s conexo.
Lema 2 ¢ Para cacla xeX , X-1x} Liene a lo mds dos
Componen-l—es.

quemos qae s; N es una companenale entfornces IC
-u conexo . Povr Jo dantde Ja umion de las cerraduras
Jde cualguiev ndmers Jde componentes dJde X-47} o5
conexa (pues x es un elementds de cada una dJo e/&)_
S; X-4%} davieva. mds de os corr»ponenﬂl‘es Sean.
Ky M2 cua/e.r?ulé-ra. dos e ellas y sex V:'“(;{lf y e
< = S,_cam}oonen—;{es de X- '{’t}_}‘. cOn.Sia/ere)rn’as :

M, = KOV M= iUV M3 = ,r‘:f‘”?z-,

entonces M,, M2, My seon d:‘ﬁerenles SubcanJ‘uH-/_os
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propios novacies de X y conexos con /a propiedad
oe gue cqq/e:_?u/'era Jdos ofe ellos formman una cubier
da de X /o cuel s uma condradiccinins . For lo 2ank
X-4x} £iene a lo mds dos componen#es para cada
xeX,
Lemna 3 Existen o /o mds Jdes Pun-:Los em X gue fienen
complermentos conexos,
Si existievan £res puntos cuyos Com,o/emen)tos Sfuevan
conexss endonces estos davian un ?jernla/c; e res
conjun-}-as gue contradiviom Ja /npo'/esis.
Ahova biew , 5i xeX es tal sue X-4x} se descom-~
pone en dos componen fes denotarermos eshas d/ér.
mas  povy e y Wi A
Lema ¥ &Y x¢’3_, entonces exactamende uwno de fos
conJ‘un-f-as Ny, Kz esdd condenido en Hy o h’y’..
Si X-4x} es conexo, enfomces como ge X-4x} ,Z-4s}
no estd contenielo ni en Ky nien Hy ; sin embar
go Ky =@ & Iry, )fy’. Si X-14x} es disconexc po-
demos suponer  sin pérdida de jenera//a(ad gue
x€ Ky y gue e Kx. Como 36/\/x)en‘/‘once5 Ky ¢ Ry
y Hx ¢ IV’{j . Como Y& Ki endonces %= (it7a ky)u
U (RSN Hg) v (/(;nh’y)y (/'(; f)f'(y’) son ConJun?‘“a:
ébfevfos qjenos y cemo Ki es comexo wurio de ellos
debe sev vacio, digamos KX ANy =&, locualim

'f/ica V?ue Ha 9/(';. QPueda Probaolo el lema.
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Andes de pasar af siguienie ferna, dedengamonos
a hacer una pegueta discusior.
Sabemos gue un espacio fini+o y 77 es conexo Si vy sols
si1 es sr'nju/ar. EFatonces Supongamos Gue el carelinal
de X es a /o menos infinifs numerable . Entonces por
lema 3 /oo.e/ema_s‘ elegiy un punto fijo = fal s;ué
X-42% es Sisconexo , ¥y por ef lema ¥ alomés wno
de Jos Corz/'urvfés Kx o Hx es#d con{énnb(a en Ka con
x4 %, Si uno de ellos estd, en efecto, contenielo
en Ka denodavemos esde COV)JLIVI(LQ pov Ky . De ofra
manera Hx J Kz esdfd condenido en If7. luego
endonces Ifi no es?d tondenido en iy ni on K3
(,oues Ky es no vacio). Ademds, por lema & | dede-
mos Lener gJue He ke 4 Ha SKY . En esde caso
e/y'amos nuestra nofaciow Lal gue Ka SKyx. Con
estas convenciones de netacioh exactamende .unode
los casos e S Wa o a2 Sk , respecvl/'vqmenize ; ’pz_,:ecle
scurr’vr, Con esta discusiol en mmenfe enuncia-
->ma; y probamos a coﬁ%'nuac:'oé e/
l?rﬁa 5. Para xyeX defirirmas X8y sz‘yso/o s
Ko SK-‘.;_ Entonces £ es uma velacion de oveey en X.
La veflexiviclae y €ransitiviclad se Sl:gué rrnmedid-
famenie Jde Ja Jdefinicion. Ahora, $i xsy yysx
tenemos gue MHy=Ky y por dando /'?:(:IE., ; en -

Adonces , })or lerma 4, debemos tener gue Iy v {x}=
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= Kyuv «{};} y daclo gue xdky se s;:gue gue xX=1y.

Finalmende , suporgamos §ue n/ xsy ni g £x. en-
tonces fos conjundes M= Kxvu Fy, y ';-42= K3 v Ky

Son en cua./gfu:'e'r caspo wno vaciss . Dade gue Ky ¢ Ky
tenemos gue Ky ﬂ?y’ 2d . Por Lamto Mi es conexo.
Similarmemnde Mz es conexo . Ademds MiyM: son
Subcory‘unfas Fropios de X (pues 57 M, X onfonces
tendriamos gue Ky = X- f-(—g’ € Kx eontvadiciendlo
Ja A:'pd#es:'s_). Existen ahora dos posibi}:dades,
recovdandps ‘a discusiarn dada meds arriba : Ca) —
Kx € Kz (donde 2z es e/ mismo elemenTo de /fa dis-
cusion de arrba). En este coso tambieyn dene-
mos gue Ky'él(a pues e odra maneva K2 E Ny y
esdo 1mplcar’a gue Kx € Ky contrario a nuestra
afirmacion . For dande I eive /”—(y’ y Jos conjun-’
dos M, Mz y Kz Sirvem cormo una contradiceicy; a
/a /n'pé,les/s de/ tecyema . Siempre gue e/ case ca)
no se Cumpl’a el caso €b) debe curl*:,o/:'r'se , es
decir , Mg € K. Igua/ gue arriba se deduce Fue
K= SKy y ahova M, Hzy i12 Hevan a una contra-
Jiceio'n con la hipo'fesis del teorema . Py consi-
aufenJe ; Stempre denemos gue xsy 5 gex . Ob-

servemos gue si X-4x} es corexo entonces. ¥ es

P
el primer 6 dlhimg element, de X.

¥ cornerde con la

Lerma & La %opa/oy;’a_ docla T Sobre
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€opologia e/ erden sobre (x,<).

Sea xeX y supongames gue % no es e/ primero nrel
dlMimo elerments doe X, es decir, vamos @ Suponer gue
X-4x} es disconexoc. S5 a,beX 'fa) gue a<x<h en-
tonces vamos a considevay e/ ;/ntervale ca.b)
gue es una vecindad abierta e X dajo Ja dopo-
/og:’cn de/ ordern. ©bservemos _7(.(.9‘ Si yecarb) en
donces ge Ka Ky implicaria gue yeky , con tradic-
cio'n ; por tanfo ye KE . Ademds, si ye K{ entonces
Como £¢y tenemos por lema ¥ sue K, & A esidd
contenido en Hy o Kj s pere Ky Sk y por fando -~
Ky ;él\’:y y K ¢l~(y , es decivr K shy o frg & Wy sim
embarao /'(I:Sh"g no ,ouec/e pasar pues Ky €K,
Pov Htante K = h’y’. Entonces s; Yye K -Lendviames
gue g€ Ng , contradiccion. Por Con.s‘llyu.)'e;o-le hemaos
mos frade gue ye Car b} sr y solo 57 ye w3 nky .
Abhovra , comy X es Joca/mente corexo entonces 1194
oy W deben ser conjun s abierfos en (£,7) pues
. Son componeﬂ«/ES o/e cory’unfb‘; abl'erhcs’s y por
-!qn-/o Kanky es an conjun?‘& abierlse de ¢TT).
Esfe implica gue (a1b) es una vecindad abier
¢a e x con re.s‘,oec-/o a T. Tnversamente , sea
U una vecinhdad abrerda dex con respecio a T
siv pérdida de generaliolad pedemos suponer

,,gue o es conexd. Por /emql.xepx ¥ xX€ /?;Z';'oor,
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banto UNKx#86 y UaARL 48 | es decir , exisden
arbe U  con a<x<h . Si carb) $U endonces exs
4e Yectaib) al gue y¢U ;pero endonces +den-

driamos gue (Uniry) v (Uniy) = U locual con-

dyadice /a conexidad de U dado gue aeuniKy
Yy be UNK§ , por consiquitnie UnKy $& y Ualry 7.
Por o tanto U es dambicn una vecinclad de x
bajo la topologia e/ ordlen. Si x es el dlimo
o el primer elermento de X entonces analogamen

e s¢ //'egq a fa misma cons#uccfov‘z._z.
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M ETR I ZAB8BILLIDAD

£En este cqpr'-/u/a €radamos Jos espacios Ji5eales
ovele naclos gue son facdibles de ser ymedrizables, Pri-
mero se da una caracterizacioh siasple para esfos
espacios en Eerm. nos .o/e /a u/.-‘qjona/ en of producto
-t/opo/o:?zt"o. De.spues Lasamos a Praéa)‘ a/junas deo-
rermas Teferentes a espacios /,beq(e: corn base pun-
Lual nurmerabls para Sfinalmente conclusiy con una ca-~
raclerizae fon e medrizabilidad basacla esencialmen

de en la eshrachura de orden,

Tot- EJEMPLOS: r2) (I3 7:) of cuadracle lexicogrd-
fico no es medrizable pues si fo fuera emdonces sevia
’,aeyfecf'amen-/e normal (4-23), comn drad’ciends a (2.2:2)

€2) S/ & es un orcdinal dal gue w<u) , endonces los
espacios e ovelimales W)} y Wed) con fa fopo-
/aj/'a\ de/ orden son sejuno(o nurmerables dado gue
:gaolo\ Fun,la Liene una bose Jocal numerable yex:éé‘v
S0l an ndmero numerable de puntos. For consiguien

e, ofado gue toclo fimeal ordenocde es reguin.r} por
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(A4.29) Zenemos gue esdos espxcios Son mmedrizables
(3) Wiw)v fw.F= Wlw+1) | donde w, es o/ primer
ovelinal/ no nurmerable | no es medrizable ya gue si.
/o fuera | sado gue €5 Compar_'fa pov 318) , W(w,+4)
sexiq Sc:‘gunda numerable o €A:25), con badicciol .
For fo dande W(w,+1) no es medviaable . Adesmds Wiw,)
tampoco es medvrizable pues si lo fueva , pov (A:36) Serra

Faracomf-ac-/v con fradliciends a (5.23.2).

1.2-DEFIMicion) t Sea X un espacio topoldgico.

(1) Una sucesicn &, Bao,y..., de cubierdas de X es un
desaryolls pava X s/ Zn es abierfa para 'éacla‘rze—//v
y si pava focda, x€X % 'cuafguier vecindad U de x
exisde new/ “al gue St(xT,) s U.

€2) X salisface /a condicion de /a caclena contable
(cee) sy y solo si cualguier coleccioh ajéena de

Cor‘zjun{us abrerfos es rumevrable & f‘ini#a..

28-TEoREMA Te S es medrizable s/ !,rsa/o si la
'J:Qﬂonq/ A:f('xlx) :xéf} S wn :u&.cor‘)j&hfla 68 oe Xxx,

Dernostracinn: Mecesiolad ' Basda cons/devay las fran
Ja_: ‘c/e radse ',f,- con N EN a/v—e’:/zia/a'r e /a c/l'_aj»ona/.
Sufrcienaa : Cormmo 4 es un G5 entonces A:nQNGn dor
de G es abievls en Z*X para cada nesn. Sin pey
dida de jenera/.'a/ad podemos supener gue Gni, S

S Gn, pava doda ne N. ZEntonces constraimos la
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Sv'guieym/e Sucestion de cubievtas ablerfas ode X
Pava cacla nem consideremos &n =3 V2(x : xe x}
donde pava cada xeX y ne Vo tx) es un inder
valo abierl; de X sue conhene a X fal gue xx)e
€ Vi x) x V)txy €@ G . Consi/ devermos o hora €, =
k?;’,’-;{ul’u) veXF={Vviinixex}; £, =JVeoave:
Qrex}—— IVetxd: xe &} 5 5«0 5 Bn={Va ) NVa, )
e ZF=3Vatx) 1 xeX}, FRoy lo Lanto, tenemos gue
Vnat (%) € Vn (x) pava Loca xe X 5 de aguil gue [~
refina @ Bn . Ademds | A¥naem s tal gue ngi\”’:@n)
={x} para cacla xe X . En efecto , si 55006”\5’-& 0 En)
entonces Y e St(x. En) pava toda news ,es decir
para cacla ne existe Zne X Zal gue x4y €& Vatzn)
y por tfants (X:ﬁ) € Val2ndx Wl2n) & Gn para focda

ne /N es Jecr'r) Oay)e NGn = A lo caal ;mplii:o.

4 nemg

gue Y=, Tinalmende 5/ x€carb) entonces exis
te New Lal gue St Bu) ne condiene da-nf s
b ;s no fuera a.sf,en{onl‘es pava toda nenv —
St(x, €n) cendrone aa &ad ,es deecrr a.eng”.s-(-(x,fn)
o Le'@liug.ﬁn) To cual conhadice <! hecho gue {¥}=
= 1S4, Bn) - Fou consiguien-le exi5te wew Lal
g':fgv a.b g ST, Bp), 65 deervyr XeStln, By) Starb)
Hewmos probado entonces gue $80}F nen s un de-
sarvolls pare X y dacdlo gue red es colect vaments

norma], por. €A232) concluimos gue X es me/ﬁ'eab,e.-f‘
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149.7 OBSERVACIONES : t1) Se puede fener el caso da un
espacio Xef dal yue todos los conjuntos cerrades Rar G5
Yy gue Sin embargo X mo sea medrizable . Si XK= Rxfot}
con fa fopologia inducicla por of orvden lexicogrifits en-
torces claramenTe Xes separable y por fanto salisface
la ccc y por corsigu tenla <(Z) =%y de agai gue por
(4.%) X o5 heredifariorments lr'nc{e/b‘f » por tanto per-
fectarment normal c43). Sin em6m30, no es medrizable
ya gue RxH } €EX es homeomorfo a fa [inea oe Sorjerz—
frey 9ue, saberros , no es medrizable,

€2) (R Ts) donde U ¢ la dopologia de la /inea de
Sorjenfyey “iene uno. c/:ajana/ Gr pues Ts condrene
a la -!o/oo/oj/a. usual o fE y con esta dibima R tiene
una diagenad G5 en el productn vy, por e Janty (B)
fambien cumple esda propiedacl , de agui gue R Ts)ed
F“ES.’LD gue S A Sreere (RTs) seric medrizable por

el Leoverma anderioy.

A condinuacion trataremos el ,aro!)/ema\‘ de medriza-
cion PATA @5 pacios orclenades con una base punALa/
f’lameraéle.

-7~5.;DEFIACIC¢O/;4-' (Ver cambien &41) . Sea X um e;pac«'o
{cfo/o:j:'co .

w) Si % es uno coleccion de suI:COnJ'un-ﬁos de X en-

fonces dhremos gue 8 €s wuna  coleccion F’."ﬂ\‘i"\"l“,_ﬂ/‘_fﬂl@
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si &= (/78 neN}F odonde cocda &n es uma colecciob pUD
taal finida

(2) Una base & pare- L es una base /un/ua/‘numeraé/e
Cbase 0‘—pun~/uau(— f_.l:'lﬁ:) K E es una co leceion pun~
Aual-numerable (o- pun buaf- ,L‘im';‘a) .

?.6- OBSERVACION ! £s clavo Gue wwn espacio Con una
base o-punfual-finifa +Liene una base Punv‘ua./~ﬂumefg~
bie pero no Imversamen2e como lo muestra ef si-
gun’en-/e éjcm/o/o. Sea w) el pPrimer ovelinad rno nume-
vable y sea X e/ :/juienJe eonJ'unvLa

X={{x"}-e52 DA<y, XueR-@ s oL<Ay ’x,e@}‘

Sean x={x«:ws2} y 4={Ya: w&d} enX. Con-
venimosS en Jue : €} Lexry=2A y cic) g exdiende a x-si'
LeY) 2Lexy) y Xy = Yu para cada < <a=d(x) . Si X#*Y en-
“Zonces consideremos Hzprimer ordinal Lal gue Xyt dy
y definoameos o/ s{‘ju/én& orden en X x<Y siqsolos/
Xp<ie Yy donde <m es el oveden usual an R. Se afirma
gue /a '1'0}90/031'&. enduerola_ por este ovden sobre & curm-
ple con las propiedacles vyegugridas. |

Consicfevermos Utx,n) = {yeX ¢ Yy extiende a x y X3-4<p
<R Y3<R Xa+d donde A= Lex)} gy U={Uban):xeX nem}
.En-)'ances afirmamos gue W es una base para X

2> Ulxin) para X€X y né€N fijo5 es un comjunto —

wbiexdo en X. En efects , sea Y e Uxn) | antonces xa=lu

- para toda L¢ LX) ¥y Myun~L 2p ‘jun<m Ky + Y - Conn~
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sideremos = {H"‘}usuu) , s {'U-“}dsuv) tal gque uaz Xy
para teda d<itxy y Va=Xy para docle o < Lix) y Ueens
Viexy elej‘ldos de /a sijuuen-:le manera .
Heexy ™ 7‘1 <R U L exy g gux) <R ‘U‘ch) <r,\> Wiexs + Jr"\

Endonces d elwiw) € Uiein) 3 clavamen-te ye (wyar) Pués
Lixy = Pyimer ovelinal Lal gue Hiery F ‘du,,,# Ve x) y cade-
mas Uy <p Sy <n Vi , &5 deeir UL Yyenr, Ahova
onbcrre»fwos gue Uix,n) 2 (u,v) . Sea we (W), en-
donces , por C0n57llu((‘l.o’r) Xeexy— 4 €@ Wi <ig Xuxy 44, . Bas
ta probar gue w exdiende a X ; pava esfo , supongamos
gue esde no es.el cose y sea = primey oydimal rmenor
gue Ly dal Jue WH,'# x,p:u,,‘:vh, Poy /o fando no
puede pasar gue Uy CRAL Ly Uy pues Upr, = Tyy | con~
dradicciod. for tamdo w extiende ax, es decrr, hemos
Iorobo.ol_o gue Cuiv-) € Uxyn) . Por /o tants Utvin) es
un conjunh) ablerto en X

) U o5 una base pava K. En efecto, sea (x gy
am ntervealdo en X y sea we(xy) . Querenios /uraéar
gue existe 2eX y Nen +al gue wed(am) S (xg) .

Sean

= primey ovdinal Hal gue Xu 3 Gg (X, < éln,))

H = primer ovelinal +4al jue Xy, # Wy, { X, < ‘Ué‘.),

M= primer ovdinal tal gue Y, # W (Wi <r ).
‘Entonces se afirnma gue &= # = dy . En efecto | s 8k

- el.’litonCEJ Xy <z Ldrli ; pero Xy, = Hr,‘ “r UJJ,' entonces
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#, <&,y esdto rmplhica gue Wy < Yp = Xag, , condradicéion,
Pov Io danto & 2d . Ahora, 5i $oced endonces X, ¥iu,
y Wy =Xy, por Ffants Wa % Yu ¥ esto vmphia que #z <4,
es decir Xy W, <y, , contadiccion . for lo fanks N= ¥
Avalogamende se prucba gue #=dla. Enjonces defini-
mos = *€af gae Lez) =& B Za= Xa= Yy =wWuo para ¢ H
y 2pn,:9€ @ tal gue exizsde NEWN con h propiéedad Jde
‘gue Xy <p Ba-k <pWi, <p Zuth <m Yy, Endonces we
€ Ulzan). Ademas s3i ue Uz W) entonces dy=-3q =Xa =Ha
pora cada «<4& y Za«;,—\L, Lg Han,<,z'¥&m—,lv lo cual map lica
gue Xy, ¥ Us, EYa . for fo tanto db= prirmer avchnal dal gue
Xy, # Uy # Yy » ademols Fr, <R Usy < Yy , €3 deci'yr uetxiy).
‘Ahora, carno cada XeX Pued’e extender alomés a un
namero numevable de elementos de X se sigue gue W
es una base pundual- numevable pava X . Falla probar
_§ue X rno 4iene una base d’-fundluo-ﬁﬁ;;l':!a. . Basfa maos~
Cdrar gue si B es una base para X endonces B comhéne
una Sub-farmi'ha monidtona Jdecreciende C(conm vespecto
ala inclusio™ de Ccny&nvtos). ¥ rno numerable 3 consy -
devevnos Bi€B y X, €8s , enfonces existe mew Zal |
Que %€ U, n,) €8, . Sea Iz auna ex‘fienisfo{a de % {al
gue Xa 6 Utx,,m) vy Lexz) = 242 )43 , KEndfovices existe
) "'Bge% y.anVV/N fal/ gue fo:; n) ¢ By € Q(x,,n,) . 5’-4,)"0"’"
Jamos gue Xy, Tuy ey B, Ba, han sido e/eg:'-’

dos para cacla x<@ <w, y tal gue para cada w<pB .
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() Xt exdiende a Xy g7 <
) Uixa, ny) < Ba
i) By 20tx,n)2 -2 Bu 2 Uy, Ma) 2 -
E’/U'qmas Xp € X £al gue Az extiende a Xo si¢f3
y ¢lxp) = Sup §Lexe) -u‘<(3}+ 1 ; se sigue gue Ulxg, 1) g
Uxe, na)d para cada «2<B . En efecto, Si 3={5;}Sﬁe€

€ (J(x‘(g,i) enton ces g exhende a Xu para toda ’(S‘G

LX) _ [ )
y dado gue <+ £8 tenemos gue g = Zusy oy por
.o . . < X9 _ 12 Live) Lk )
jnfao'lfesrs de (nducciors Xq ne Smo Xy, < Xy *;I,‘q 5
. XD Lix<) - .
es Jeesy FU- ;)L“ g Yoy <o xS, T Jo gue rmpls

ca gue y € Uixu,ny). Por lo danto Uixp,1)& Ulxy,na)
para toda L<B. Fn consccuenwa Uilxp)i) & Bx pa-
ra cadla ¥<@B . Sea Bp el <al que xp € Be = (J(x/g.q)
enfonces exisde npemw tal gue Ulrs, N8)S Bg .\ Hemos
Comp/evfaa(a Ja induccion . Por o tanto 8 condiene una
subfamilia monodona decreciende no numevaldle —
B'= $Bu: w<cw, ¥, Fn consecuencia 8 wo ¢s una base

6‘-; f:un-/uq/ - ,C:'nl./'a; R

Ahova, dacdeo gue docle espacio lineal orclenade es co-
lecdivamenide normal | de (4-28) obfenensos of ::‘julenl‘i
2.7.- TEOREMA - Si Xed diene una base o-puntaad-
finida. entonces X os medrizable s/ X es perfecdarmen-

4e normal.

?.8~CcOoR0IARID | Sea ¥ con las /n‘po'v’es-'s del Jeovermo
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anterioy. Fndnces X es mmodrizable si X sadisface Ja

cCC.
Demo_svtrczc:g ne SiX satrisface [fa €CC enfornces X es

hevedidariamende Lindelsy (ver 3-4.1) y pox lo dants

,aev{'eu‘amer;/e normal (A-3) y de (23) me!nzaé/g._j_

S| ademads imponemos otras condiciones a los espacros

obtenemos ofvos feorermas de metdrizaciol
punv‘ua/-ng

P-espacio .

en cuestion
para  espacios limeales ordenacles corm base
mevrable . tna oe esas condiciomes es la de
9= DEFIVviIcION 7 Un e.spa.ca;o com/)/evlqmenJe regular
X es un P-espacio i pora Q/guha compactacion Haus-
w/orf/ Y de X exisde una seccesionm f@.,ﬂ,m, 3‘ de co-
lecciornes e quc‘onjunvlos abirerfos de Y cada une de
los cuales cubve o X y ¢al gue si xeX ,enfonces —
NSL46,) € x.
nemy
7 70 }'EﬂfEﬁA : Xed es medrizable 51'7-'-0/""' es un
P-espacio con una base Ipun('ua/-num erablc. ‘

Demostracios : Mecesidad: For (4-29) X e un P-espacio

y dade gue Zoda familia o.discvedta es punfual
numevalble , se srgue de ¢4-30) e/ resultaclo.

Sufrciencad or £59) Xes pa.va.com,aacéz y por Cazl)

X es wmedrizable. 7.

A condinuaciots establecererds una coavacdercza-

ciol de metrizabilidad esencialmente basada en /a
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esdructura e oveden . Sea Xeé S y Y an subespacio de
Xy Jdefinimos Jos .s/jun'enq/es Jdos subespacios de Y

W) =dpey:Ip=>)y & (£,p], es un subconginto
abierts de ¥}

N(Y)= {peY : existe 3e¥ ¢al gue py a son elemen-
tos censecudives en ¥ y ni Pnai @ son aisleclos en ¥

Observemos gue AN(Y) € EY) y gue en general Nuy)
+ewy) e}:}ua/menle en el caso de gue Y=3X,

1 11- TeoREMA - Las .S,Su':enqles propieclacles oe Xef
son egu:‘va/en!es :

(1) X es metrizable

(2) Existe an subconJ'un-lLo denso A en X con £(X} A
Y tal gue A:ﬁ(;’j:dn Jonc/e'para. Locda nens

() An es un Su/xo,y;,mfz cevrade de X,

tid) (AnJ 'Z‘<M")> es un e;f»acio discreto .

(3) Existe un J‘ubronJiAnfT: denso Aen X c¢on acXx)E4
y tal gue A=ng~ﬂn donole para foda new -

) An es un _subcowjunfa cervacle de X,

cee) £4n,'ffn“’) €s un e.syo.cio disevedo .

Demosévacion.. ¢1) implica €2). Daclo gue Xes medrsi-
2able , por €4-30) X Lieme una base abierta’ o-dis-
eveta @:-n({wf-:tn donde peava caca new 8, es una
familia discreda Je SuLconJunfas abierfos de X .
Sea nen . Para cacla B€ Bn seleccionamos uro o

-

dos puntos como sigue s/ B contrene al sup(n)
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vy/s al nf(B) eon el orden b@redoclo de X endon-
ces seleeciomamsos este , o esfos, puntocs) de B
y 35 B no contiene al SsupB nial infB entonces ele-
Fimos un punio arbithario de B, Sea An el con-
Junto de punies asi seleccionados y consideremaes
A=,,g~'4”- Entonces A satisface Jas condicrones rve-
9uericla_s.‘
A es denso en X pues si Xe X-A y Ves una veern-
dacd de x enfonces exiide Be B, {al gue xeB 2V
y esdo 1mplica gue v A(4-4x}) + & | es decir, x
es ur))oun-/u o acurmulacion de A y por lo tanito
pova Zods xeX ,%€Ad ¥ esun punt de acurnula-
ciéiq de A ,es oJeery A=X. Adewmds €&ECE)ca
ya gue si .fp,—*)é’\cz_ entonces pora pelp,=) exis
te BeBn basico +Lal gue peBEe[p,—) ,es deciy,
pesel primer elements de B. Por tants pedn,
es‘ odeciy , pe A. .
€f) An es cevrads en X. 5upo'>n30\mos gue An =
:{XH,}SGS y sea YyeX +¥a/ gue Y& An, en fonces
yepgel, 3¢Uﬁn. £n ambos casos , commo
Bn (& B ,com x=#n enel segundo caso) es una fa-
milha discreta entonces existe V abierks ‘eri
X con yev Zal gue v B* =g para toda B".,éB,
Ademds xed imphéa gue exisden U U G"‘Z‘z'
4al que xfel, yed' vunu' =g . Pr o tanb



W= 'V 2s un abrerld fal gue dew S X-An.
() (A, ) s wn espac:'cv discredto . En e{ec'ADJ
pues s/ xTeAn entonces =xe¢bB para a/ﬁdn Be%n
Y endonces :

(a) S/ B no conhene al supB nialinfg & con-
diene a uno solo doe ellos Lenemos gue {x}= Annp
¢ t<fﬂn)-'. '
(1;) Si B condiene al sup B y a/ mfB | Supongansos
gque Y€I es ¢/ ofvo exhero (supd iny) de B,
Si'n }:e'ra’fclo; ode jenern/:'o(:m( varmos @ suponer
gue X<y ; 5i X no es e/ exhermo de X entonces
W=Bn (2/4)g com 2€X +4al gue Toex , &5 un abier-
do en X {q gue xeh'y 49w éumple tom gue
i%}= wWna, et y si x ¢s el exfremo de X en-
tonces Wz BM0Ix 9z cample can /o r@,7uer,o(o.
tz) smphca. (3) es inmediads .

3) rmphea 1), Como Ted es ‘co/ecwfivqmenle noy-
mal , entonces | por (A4-23) basda probar gue X
fiene un désarrollo . Fara doda new y tocda xeX
se sigue dJe/ hecho gue 4 es cevyoelo en X ydls—~_
tvedo en la 40/»0/031@ re/a,/.va\ gue exisde un infer-
valo abierfs Zi(xin) en ¥ fa/ gue Z(xin) n (An-ix})
-~ @d. Si'n ;;e'rclfo[a e 3ener'a/:b(a5( foo/emas Su -
pener gue , para tocdla ned  Zxin) 2 I(¥, nw)

ademd's S5/ x es un pundo aisflaclo Je X, gue
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Zexin) = §x} y,si ¥ €5 un punto no aislado de X Le-
rrends un satds ala rzguievela  (devecha) gue Iexin)
= [x,p) para algin peX ( vespecdivament Tixn)
= (p) ¥ pava algun pe—X). Defmamos oahora pa-
ra cacdla nen Un={IL@n) xex} ; enfonces es
claro gue WUn es una cubierta abierfa de Xy
por Zan t» camf/e{o.remas la prueém si demos bra-
mos gue para Zoda TEX la familia st (x;’l.(’n)}ﬂew
e una base Jocal en xeX . Asi pues, elijamos xex
y $ea Pun indevvalo abierls avbitrario en T gue
conhene a x.

ta) Suponsqmas gue x es un f:un-fo ats/ade en X.
Como FA=X 5 x no es un punts de acumu Jacioh
do A existe memn La/ gae XeAn . Queremos ' gue
Stlx,UWn) €P. En efecJO,si erZy.n) para
q/gu(n g€ X , enfonces como Zign)n (An-4y}) =¢
vy xeLtgn)aln se :iju.e gue X=4¢ . Poo Jo Lanto
S (x,Wn) € Tere,n) RAx} EF.

(5) Supongqmos gue % tiene un salto a la I_zyu;ez,
cla y gue ¥e X es supredecesoy immediado . Sea:
x no aislacde en X . Co'er-/am‘entz e A )OQeS
NIEDEA » asT Xed:- para ‘qlgdn e, Dado g ue
X no es. um Pun'h: aislaclo Jde X  podemos encon-
tvay g ke N y puntos AehNP y behArnp Za)

gue c&y ek oy x<bza . Desearmos gue s+(>c,Q,Qx‘)sP.
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Iex,n) ={x} y, s/ ¥ ¢ un punTo no aisfacdo de X de-
mendo un salla ala izguierela  (devecha) gue Iwan)

= f:':,p) pare ocfju"n peX (res;aec,l,'vc.men'&' Tiwn)
=(p *¥] para alguin pe Z). Definamos ahora pa-
va cacla nedt UWn={ITea,ny ! x€¢XT ; €Enfonces es
e/lavo gue Un es una cubierta abierfa de X y
por Zante camp/c{o.remos /a pvueéa 5/ demos bra-
mos gue para doda x€X , Ja famila ist ('x/’wn)}"ew
€S wna base local ern xe¥ . AsY pues , e/:_l'amcs xXEX

y sea Pun intervals abiers arbitorio en ¥ gue
confiene a X.

" () Suponjamas gue x es un ,oun-tlo ais/acdo en E.
Como A= y X ne es un punte de acumu lacios
de A existe menN La/ gue xedn . Querermos ' gue
Stlx ,Un) €P. En efecdo ,5i xe T <(y.,n) para
algdn yeX ,enfonces como Z(gin) N (An-44}) =~ ¢
Ty xeItgn)yaha se sigue gue Dr—~g PRy Jo Lants
St (%, Un) € Lexe,n) m{2} < F, |
s) «Suponquos- gue * diene «n .aql-éa a la léyu;ez
ola y gue ¥eX essupredecesor immediado . Sea
x no aislacdoe en X . Clerdarmenla XeA paes
NIE)Sq v asi ZTeA:: para algdn cen, Dado gue
X mo es um Pqn’)‘a aislads de & podemos encen-
tray SHHREN ¥y puntos a€eh NP y beAraP dal

Sfue ('ijék b4 x<beca . Deseamos gue s+(=c,‘l,0,<)sP.
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favya vexr esto si xeZ¢y, k) para O\/jufn g€ X, en-
donces , como Tl kIn (A -49)})~d v beA, se
sijue gue y2bea puesfo gue si é<‘5{ zantovices
be ey k) (Ax-194Y) =&, contradiccion. Adernds,
daclo gue Ilg. ) (Ai-424Y) =@ |, Xed y xelryh)
€ I(y,l) Cenemos gFue X<y pues si g=% enfon
ces para (‘31:’3? “enepqos gue xe ey, k) condra-
ditiendy la constuccidy de Iy k) ysi y<w en-
donces Y «eR<x y esto imphca gue TeIly ) y
¥ed; , contradiccion. For Jodante , de Ity,j)
(AJ—H})‘—'¢ Y y<a se sigue gue ad I(3,)272(5k)
pues si a& Iy, j) entonces como aeAdjnP esto
implia gue a€ Ziy7) AlA5-19Y), conadiccioh;
ana/aquen-le , de Z(y. ) (Ai-A4)F) =g » <oy
se Sique gue T Ty, ) 2xiy k). Por Jo Jands
Ity k) <P, pues si existhera 2e Ty, k) tal gue
z>a (d 2<X) entonces a e Iy k) (?eI{_y,A))/
contradhicciol,. En consecuencia st (x,U) e P
te} Si x es un fun?"a extrermo de X y ne aislade
en X entonces Ja demoshacion es una peguerio
modrficacion de/ caso ¢4) |
cd) SUPOHjamas gue x es fa/ gue no {iene saltos
a la devecha nia la izguierda ; ¢ntonces conside-
limeales ovelemodos (x,-5)

remos /05 suée;chéos

y (=,x7 ; por o/ caso Ce) anderior exisden m,n e/



v 123

{YQ/ gue S‘é(?:ﬂm_)ﬁ()ﬂ,—a) < P [x,—>) y 54‘7;7—071)

N(=,x)] €Pn (e—,x] Y Suponeamos guwe rm £ n

entonces SECXIUnR) =54 (x W) b4 consecuentemen-
fe S'{‘(Ylwh) (S = .].

jia-eBservacion .. Tlusharemos este Leoreme

mos hrando gue e/ espacio ovclinal/ WlW:) es no me-
l-érr'zo.b/e. Dadl s g ue Loclo .Sul:can_/'un*o p'nf,',»,'rf'p de
Wlw) dieve un /:un/‘a de acumulacior, (3.18) , se

Sigue gue Ningun JuLCOyOunh fhfiﬁ'afT: de Wcwi)
;/aueo’e ser cerrado en W(w,) y al mismo 4iempo
diseveto en su -éof:a/cvj:’d reladivo. . Ademdas comas

E(Wtw)) = Wlw,) concluimos del deorerma andkrior

gue Wlw,} es no metvizable .



APENDICTE

A continuacion /nre_re.nvlamos una lisdo. de vesulladas
de Topologia General gue fuerom wdilizaclos en ef de-
sarvollo de/ prvesende drabajo. las demoshaciomes
Je estos /oueq/en ser encontraclas en los fextos gue

aparecen comio Y'e](‘e'renc{czs a/ f;'na/.

Ad-TEOREMA : Pava Loda Samilia. Jocalmende fi-
nita {A"}SGS {enemos Ja iyuq/a(ad ;:OST‘S‘ =ng.s .
A2-TEOREMA: S/ X &5 un espacio {0/00/0:7:'(0 Tt ,en-
donces Jas :/juienf/e: condiciaones son e;ulwa/en/Cs .
(1) X es beredifariamende coleckivament normad.
(2) Todo subespacio abierto de X es colectivamenta

neo rm_o.!-

A.B-TEOREMA JSea X wun e_spac.‘o 4g/oo/o’__7;‘r_o Linde -

'v/b’f‘- X es perfec7‘amen1ze normel s 7&510 s XE’S he -
vedidariamende’ L')r)c/e/ﬂ'/‘ :

) A Y -TEOREMA + Sean X, 7T espacios -(o,oo/o'ju':os Ccn_-y‘
‘P/e«l-qme‘n'llé Yeju/qres ¥ Nausdoffjf con X denso en 7'

Los Siguiem!e_s enunciados son ogu}va/enles



tos

1) Toda funcio’m conhnua FiZ=>Y donde Y o5 cual
guier espacia compacio €iene una extension conhnua aT,

2) X esta % inmerse en T,

c3) /3>2'=/3 T .

A 5-PRoposicion/. Sea X comp/evlamen/e Yeyu/ar y
Housdor f£ entorces nimgur /our,wl-o de B¥-F {iene una
base local numevable en BE.

A6m TEORE A ¢ Todo espacio normal Pseuafo<ompac'fo
es contablemende Com,oamla.

At~ regrerma : Para <odo :uée:pa.cio cerrade A de
un espacia roeymal X, y.Xahd es una ¢oquc—l-ac:'oé de
A egun(/a/enfi a BA.

A.§~ TEOREMA . Para Hoclo espacio HMHausdorff X ‘es
e?ui\/a/en/e /o SIgu}en-/e -

(1) X es condable men'/l’ compac-/—v

(2) Todo Sulzco.ry‘un-l—n mfiv BB numerable de X liene
" an Fun-t"n de acamulacion

(8) Toda fam':/lb, rumerable de sqb‘éonJhn,T,as cevra
‘o’os de x gue diene Iq Pro,ave‘olaaf de la inderseceicn fi-
nrta  tiene inderseccio’n no vauk .

A-9.- TEOREMA : S existe una Funcioh conhnua f:
XY de unm espacio conda blemente compac*o X sobvre
un espacio Hausdorff Y entonces ¥ es un espacio con-
Lablemende r.:ompa.c#p. .

Ao~ TEQREMA : tn espacio topoldgits es compacts
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s/ y selo Si es wun espacio contablemenda compacalo
con lag /p‘ro,a:'eo(ao( de .lar)u/e/b'f.

A11-TEQREMA  §i T es complefarende veqular
E¢on4afaf<men!e comlaac'/o entonces X es pseuadocampacts,

A12- TEOREMA . Toch espacio secaencialmenlde compack
es confablemende compacts.

A 13- TEOREMA | Sea X un e;,:acfo éopo/oyxto X
es heved faria men te 111‘Llnele’b'j(’ Siy sofos: “dodo
Subes;:ac;o abierls e X es 11-tinde /b‘f.

A I - TEOREMA S 8 X o5 un €spacio {opo/o\'yico HMHaus-
dorff endonces Cavd (X) & 27419

AS- TEOREMA | FPara tede espacio vequlay X las si-
3uien7les condiciomes son e?ufv:«/én#es.

(r) Xes fuervlemenvle /carqcompac-/a

€z) Toda cubierla abierla de I diene un vefinamients
cevvacls localmende fim't J os rella~Finils .

(3) Tocda cubrevia abierfa Jde X Lienme un refina —
miendo cevyraclo Jocalmende f{m[% ’)’E_S'/re/(q-numera;bje.

(4) Toda cubieria ablevia de X <ieme un ref.h;x_J.
mients abier’s eshella~ numerg.é/e.

Al b= TEOREMA . X espacio ‘Zo}:o /o’jr'co €5 hevedida-~
wra rmende paracompack 34 750/0 s; “odo Sul;es,;acl,é
abierls de X es ParaCam/)ar.?%.

AW: Tocdo Subespacio cerrade de am

espa.cié f:qracompac'/z es Fd‘racompacﬁ?.
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A8 TEOREMA . Lo propiedad de sey perfectament
normal es una propiedac heredifaria.

A.19- TEOREMA: X espacia {opolc’j.‘co s compacts si
7.50/5 si es condablemende cormpacta y medacompacTs.

A.2o-T70REHA: Sea X un conjunfb lnealmente or-
denado ; ¥ un conj'unZ‘E ovdenaels vy Y: F»Y wuna
f:.mciofq estrictamente monodona €8s decir, aicas 1m
)o];¢q Yra, )2 ‘j(az)). Entonces P es necesariamente
}njec-ﬂx'va\ y si aclemas Pes sobre endomces ¥ es un
1o morfismo de ovden (y por fanto 8 debe ser /[ineal
menie ordenads).

A 2t—TeoprerA  Sea T XY ara Ap}reccfo’r, con
R,¥Y espacios —(opo/o’gfco_s, Entonces es e?uiva/enlé.

tr) P esr un J’)omeo‘_rﬂorft.SMQ de F sobre Y

t2) Pes abrerta

IEYER mapea doda base (sub-base) de X so bvre
tuna base Csub-base).

A.22 =~ TeorEMA : Un Pspacfa éo/po,o’j:'cc es /aca/-—

mende conexo 5. 7so/o s Jas cornponen les de toclos
‘Sus S’ubcoru'un*és abierss son abierdas .

A23-TEOREIA . Todo espacio medvizable e per—'
fec #qmeﬁ-/e normed.

%W : Un 'e.s/occcx'a 'Sejuncla nuavmevalble
es medyizable s/ y solo si €5 un espacio vegular.

A-25- TEOREMA. Un e5/aq¢.-a compac+o es melrra
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zable s y solo 51 es un espacio segundo numevroble.

A2bL-TEOREMA X TFodo espacio medrizable es pera-~
COnquc-(-a.

A-Z2-TEOREMA: Un e;/:acio {o/:o/o'j:'co es metrizable
siy solo 5i es coleclivamende normal 7 dieme un
‘desarrollo.

A4.2&~ 1TEOREMA: Un espacio 77 ¢0n una 'base o~
pundual f;h‘l‘lldl es medvizable si 750/0 s/ es perfec-
tarmende normal ¥ colectivamende normal.

A-29-TEOREM A 7odo e_s‘/oa.cfa miédriio es un P-espacio .,

ABorTEorerA: Un espacio -!opo/o:jfca v@ju/a.y es
medvizable si 7.30/0 si fi1ene ana base abierdo -
discreta.

A-34~TEOREMHA:. S/ X es wun P-e.s'pa.cfo paracorm-
pacto con una base puntual-pumerable entornces X

es medrizable.
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