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INTRODUCCICN

En la sociedad tecnoldgica moderna existe una gran

variedad de aparatos electromecdnicos de uso generamlizado ,

por ejemplo : los aparatos domésticos , elevadores de mdqui

nas rotatorias que intervienen vpara que se efectde el

arranque en los automdviles , mdaquinas industriales , el

metro , computadoras , hasta las mdouinas zue desempeiian
una funcidn

importante en los sistemas aeroesnaciales con
fines pacificos y bélicos .El control de dichos aparatos re-

quiere sexy efectivo y confiable.

Un ejemplo simole de circuitos es el ce una plan—

chae o un calefactor eléctrico , en el que aparece entre -

una resistencia {(al pasar la corriente a

través cde €sta , la energia eléctrica se transforma en ener-
gfa calorifica ).En los timbres eldéctricos de las casas
en las gruas

otros elementos

¥
tenemos entre los elementos gque forman =sus cir

cuitos eldctricos ia tobina , asi como los capacitores en

los circuitos elfctricos del radio y la televisidn .

El disefio y andlisis de los circuitos eléctricos

pueden sper Fspresmentados por un modelo matemdtico

‘que ge=
neralmente es una ecuacidn diferencial, un sistema de ecua—

ciones diferenciales 0 lineales algebraicas ; que al ser -—

resuelto nos permitird : predecir su funcionamiento y au;

mentar su economia al me jorar sw eficiencia .



Este trabajo tiene como objetivo servir de guia
en los métodos de s.lucidn d- ecuaciones diferenciales que
aparecen en circuitos eléctricos , asi como un menual de
apoyo e&n el curso de Ecuaciones Diferenciales de la carre-
ra de¢ Ingenieria en Comunicaciones y Electrdnica .Para lo-
‘grar lo anterior el método y desarrollo del trabajo consis—
tird de los siguientes pasos : planteo de un problema , ob-
tenci&n del modelo del problema , interpretacidn de la solu~
cidn y los fundamentos tedricos en los gue se basan los

métodos propuestos de solucidn .

El contenido de este trabajo es como sigue:Capi-—
tulo 1 Conceptos Bdsicos de Circuitos Eldctrices » el cual
se incluyé para facilitar la lectura a agquellas rersonas
que los desconocen.

En el Capftulo 2 se tratan los Sistemas de Ecua-
cionee Biferenciales Lineales .En el Capitulo 3 , se'estu -
diard la Transformeda de Laplace, 1la cual es trascendental -
en el andlisis de circuitos cuzndo la fuente de excitacién -
‘es una funcidn discontinva ; adenfs de que proporciona la
solucidn total guedando las condiciones iniciales inclufdas
desde el principio en vez de al final como sucede con otros
métodon .

El Cavnftulo 4 , trata de la Integral de Convolu -—
cién sque data desde 1833 y sus principales aplicaciones se
encuentran en Teoria de los Circuitos (en donde permite eva

luar la respuesta de un circuito a una entrada arbitraria N



de acuerdo con la respuesta de impulso drl circuitc) y en
Control Automftico .

Los fundamentos tedricos de los métodos de solu~
cién utilizados se presentan en los apéncices gque complemen—

tan el material tratado en los diferentes capitulos .

Al menos parcialmente el presente trabajo renre-—
senta la sintesis de algunas experisncias diddcticas con los
cursos que he impartido en la E.S.1.¥.E..




Capitulo 1
Conocimientos Bfsicoa.

Elementos Bdsicos que intervienen en circuitos eléc
tricos .En circuitos eléciricos podemos considerar cinco ele
mentos bdsicos , en la siguiente tabla I, daremocs estoe ele

mentos , asi como los simbolos y unidades usuales para repre

sentarlos.

’ Nola-| , i L Mo
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La teoria de circuitos eléectricos se basa en el eg=

tudio de dichos elementos y sus interconecciones .Cualguier
otro elemento , como "elemento de circuito " , puede re_-'

presentarse mediante un circuito equivalente constituiéo por

elementos bdsicos .

.

Por convencionalismo se considera que la corriente

fluye de un potencial mayor a un potencial menor y gue la



cafda de voltaje es en el mismo sentido , por lo tanto una
sublda de voltaje serd cuando la corriente fluye de un po~—-—
tenclal menor a un potencial mayor.

Sentido asociado a un elemento .Cada elemento bd-
sico lo podemos considerar como un cajén de dos terminales
al que se asocia arblitrariamente un rentido de referencie ,
representado mediante wuna flecha , para denotar su cafda de
voltaje y corriente . ‘

! ddemanto {
o * - Y
gy
Para Jdicho sentido de referencia , un valor posdi-
tivo de le corriente en : cierto instante significa que hay
una razdn positiva del fluido de cargas positivas de “a" '

hacia "“b" .Por otra parte un valor vositivo de la caida de
voltaje significa que el potencial del punto "a“™ es mayor -
que el potencial del punto "b" , o sea que en efecto hay una

cafda de vpotencial o de voliaje a travds del elemento.

En un eircuito eléctrico constituido por varios ele
mentos no es posible en ocasiones predecir con certeza cuél
serd el sentido de la corriente y el voltaje en dada ele—
mento del circuite .Por ello se le aslgna arbitrariamente
a cada elomento un sentido de referencia , y después al re—

*

solver el circuito pueden encontrarse valores positivos

4 Por resolver un circuito entenderemos encontrar las co-—

rrientes y voltajes en todos los elementos éel clrcuito.



para el voltaje y la corriente , lo cual querria decir que

el sentido asociado coincide con el sentido real , mieantras
qye si se eacuentran valores negativos para el voltiaje y la
corriente en cierto elemento , entonces el sentido real en

este elemento es opuesto al asignado .

los elementos bdsicos se nueden clasificar en dos
gruvos @
BElementos activos; funte de voltaje, fuonte de corriente.

Elementos pasivos ; resistor , capacitor y bobina.

) Los elementos activos se caracterizan perque pro-
ducen energia en & circuito a que se conectan .La fuente de
corriente proporciona energia coa una corrisnte especifica
fﬁ?a través de las terminales .La fuente de voltaje propor -
ciona energia con un voltaje terminal esvecifico %M)que es

" independiente de la -corriente de la fuente .

Los elementos pasivos requieren excitacién para ma--
nifestar sus propiedades y se considerardn con pardmetros
constantes , entonces las ecuaciones diferenciales que defi
nen a los elementos son lineales y se dice gue el cicuito e

lineél.

Las relaéionee de volfaje—corriente para los pa-




rdretros de cavacitencia ,resistencia e inductanciz.estdn -
Adados en la tabla I1II.

{Pwrametra | on Bdsicq JRelock vollale —caviente
* F - ¢ : « .

R r=R1 tg_RzR =6 Y

L W=vi | o= vdic & =rfus

C q_ = CVv ]E:{—E;_dt 2':.'. =¢ g%&

To.b\o. . Ra\ac(oms Vo\i’oje-c_ow\‘cn*fe

Acoplamiento de Bobinas .La ley de induccidén de Fa-
raday establecida vpara una esvpira la cudl es atravesa.éa gorxr
un fluio magnético dice :"la fuerza electromotriz (f.e.m.)
inducida en la espira es igual a la2 derivada, cambiada de -

signc del flujo magnético que la atraviesa".

vasPifc\ = fkeaom = - %{:
\{iaﬁm = Una aspira alravesada por un.
¥ Puje wmagnifico o

Una Tbobina es un conjunto dc M espiras ,conside —.
rdndose cada espira como una vuelia completa , vor ello se

aimboliza (N __ ,el voltaje inducido en la bobina serd

V:N%:%(wp) | W

‘si NG =V

¥+ En este trabajo consideraremos que tal relacidn es éierta,
es decir, el caso Lijneal. k




v = dty H \V es funcidn de la corriente Yy del ti=muo

V= wii,t) o @ (v)
V= aV¥ di . @)

donde dV¥ que es la variacidn del flujo magnético resvecto
i
a la corrientg/es una constante mara cada bobina , se le de—

nomnina "inductancia®™ denotada mor L

- d¥y _
- di T ds

sustituyendo en la ecuacidan (2) , tenemos

-~
[
Nn

V=

Q.
~

Dada

m

las rroviedades de induccidn magnética de —

las bobinas , en lz =rZctica en muchas ocas$iones no =se les

encuentra aisladag

dentro de un circuito , =ino que estdn -
acovladas magnéticamente con otras,formando todas ellas un

sistema de bobinas acorlzdas magndticamente .Los acoplanien-—

tos magnéticos se indican simtdlicamente mediante lazos en -

tre las botinas acorladas como & continuacidn se muestira.

L

—

las inductzncias mutu:s ce denotan vor L s1la in-

ductancia mutua entre éos bobinas k ¥ 1 es una constante -




q

que mide la vari:cidn de fluio magmético en la bobina ¥ de-

btida a la corriente az»licada a la bobina 1.

Loe voltaies en fuacidn de las corrientes vara un

sistema de N bobinas acovladas magnéticamente estdn dadas
cor

VvV = %L diy K=z ... N
LN Ja ¥4t
Un circuito eléctrico o red eléctrica es cualquier

interconeccidén de elementos bdsicos , en los que se cumplen

las leyes de Kirchhoff en todo instante (excepto en ciertos
casos en el instante de un camtio de estado con condiciones
iniciales).

Elemento General Tiwo Serie.Si interconectamos los

elementos bdsicos uno a2 continuacidn de otro , podemos formar

un arreglo como el ¢e la

y, 3l que se denomina "ele -
mento general tivo serie ", en el gue se cumple 3

10) Como consecuencia de arlicar la ley de Kirchhoff de co ~

rrientes (LKI) ,lz cufl) édice "iz euma algebraica de las co -

rrientesque salen (o0 gue entran )en un punto de unidn de -

elementos bdesicos (lla=xado nodo)

tante "

es igual a2 cero en todo ing
» la corriente en todos los elementos bdsicos de  la
agrupacidn es la migma, es decir,

=7 =2 2, =2
R (4 & f v [

20) Como consecuencia de azliczr la ley ée Kirchhoff de vole
tajes (LKV) que dice "Lz suma zlgebraica de las cafdas de -

voltaje (o de las subidas ) tomadas en una trayectoria cerra



i0
da formada mor elementos bdsicos y recorrida en cierto -
sentido (llamada malla), es igual a cero en todo instante",
1a cafda ae voltaje entre los extremos del elemento general
serd igual a la suma de las cafdas de voltaje de los elemen
tos bdsicos que 1o constituyen. O sea

V= Vk *‘V; 4 VL -a —~d

los voltajes de las fuentes tienen asociado un signo menos,

debido & que no vproducen una ca{ea de voltaje en el sentido

asociado , sino una gubida de volizaje , donde

e : representa la subida de voltaje en la fuente de wvoltaje,

d : revresenta la subida de voltaje en la fuente de corriente.
AN G G
\
———— e
LKA

f\‘gum 4. Clemento Guaeval Rpo Savie.

S5i existen acorlamientos magnéticos en la bobina -

del elemento general tivo serie , con las bobinas de otros -
elementos generales , la exvresién anterior queia como
A ds,
N | =',§u-4\
2R +SSimdtr 2 L 2L —a ~d e Ketho
V= R4 +38y 9%. k¢ dt koK

donde A es el mimero de elementos generales tivo serie en
el circuito .Ejemplos de circuitos tivo serie en los cuales

se avlica la LKV se verdn en el Capitulo III .

Si interconectamos los elementos bdsicos entre dos
vuntos comunes mnodemos formar un arreglo como el de la fig.

5 , que se llama®elemento general tivpo maralelo®,en el gue
se cumple : k



i

© 107 o

Pigura 5 .Elemento General Tivo Paramlelo.

1) Al avplicar IXV a las mallas internas , la cafda de volta-
je es la miema en todos los elementos bdsicos de la agruva -
cidn esto es vporque el elemento general tipo paralelo se le
ha asignado un sentido para la corriente y voltaje .Si con~
sideramos la malla interma 1 de la figura 5 , por LKV te-
nemos que en esa malla V&' Vo =0 =» \/[L:\/c , haciendo 10 -~

mismo para cada una de las otras mallas tenemos gque

729) ‘Al palicar IIXI 2l clemento general tipo varaleloe , la
corriente gque entra y sale del elemento general serd igual
& la suma de las corrientes de los elementos bdsicos gue lo
forman . f s B ’ ' ,
L =2 +z F 2 + 1 [
R c L te. g

Con el fin de obtener un sistema de ecuuaciones re-

.querido para reeolv_er un circuito debemos definir log si -

gu.ientcs conceptos



A2
1. Un elemento general cualquiera , ya sea tipo serie & tipo

varalelo , puede representarse

mediante un segmento orienta
<o

arbitrariamente en cuyos extremos hay dos puntos
minados nodos .

deno

2. Como los elementos pueden estar interconectados entre si,

en un nodo vpueden incidir varios elementos .Por tanto
"nodo™

un
eg la terminal comin de uno & varios elementos gene-
rales.

31, Los elementos pueden conectarse unos a continuacidn d¢ o=

tros , pudiendo formar trayectorias cerradas

.
4. Una malla es una trayectoria cerrsda arbitraria formada -
vor elementos , la cual al recorrerla en cierto sentido , no

vasamos dos veces por el mismo elemento , no existen tres ele
mentos de la secuenciz que incidan en el mismo nodo.

5.El sentido de la malla es el orden que se zigue al recorrer
la .

*
6. Al revresentar los elementos dé lz red mediante cegrentos
orientados , obtenemos 1la llamada grdfica de la red.

T. Dos nodos son mutuarente accesibles cusndo vartiendo éde =

uno de ellos ,se muede llesar al otro sigviendo una trayec -

toria formada por elementos .

'E.‘Ung parte conexa de un circuito es aguellas en la gue to -
dos sus nodos son mutuamente accesibles .
9. Una parte conexa mdxims se denomina componenie,

1G. Un elemento esencial es aquel gque al quitarlo del ecir -~
cuito , lo reduce en una malla y no rompe a la comrenente-en
dos vpartes .

11. Un £rbol es una grifica gque no tiene mallas.

12. E1 ndrero de incidencia del elementc k resmecto al nodo

+ red es equivalente de circuito .
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n , denotado por (k,n) se define como:

(k,a)= +1 8i el elemento k tiene una sole terminal en el

nodo n , y estd orientado de tal formsa que sale
del nodo n.

(k,n) = -1 si el elemento k tiene una sola terminal en el
nodon , y estd orientado de tal forma que lle-
@ al nodo n.

(k,n) = © en cualquier otro caso.

13. E1 némero de incidencia del elemento k respecto a la maw

lla m, denotado por { x,m], se define como:

Lk, m3 =+1 si el elemento k vertenece a la ralla m y estd
) orientado de tal forma qgue su sentido coincide
con el de la malla. '

{k,m] =~1 s8i el elemento k pertenece 2 la malla m , y estd
orientado de tal forma que su gentido es opues-
to al de la malla.

Cx,m] =0 en cualquier otro caco.
Para un circuito en el que hay P nodos en ¢ compo

nentes , se establece lo siguiente.
14. Bn ¢l circuito habrd V-<¢ nodos indevendientes .
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15. En cada comronsnte se elimina un nodo , a los cuales se
llema nodo de referencia y se denotardn poxr : o L9, o

ese O, o -
16. Ef resto de los nodos serdn independientes y se numeran.
17. Fara cada ncdo indevendiente se escribe una ecuacidn de
IKI.
1€. El nimero de mallas ind-pendientes denotado por 4. en -
un circuito com A elementos en e componentes , con ¥-&
nodos indevendientes es

ak = A -(r-e)-

Un método vara elegir un conjunto de malles ince -
rvendientes es el siguiente:
a) Se elige de la grdfica una malla y se escribe su ecuacidn
IKV. .
b)Se quita de tal malla un elemento esencial .
clde la grdfica reducida ,se elige una malla y se escribe su
ecuacidn ILKV.
d)Se quita de tal malla un elemento esencial.

e)Se repite el vrocedimiento hasta obtener un f£rtol.

Una vez definidos los c¢oncertos necesarios daremos
el vrocedimiento vara obtener el sistema de ecusciones de un
circuito.

1. .Se agruvan los elementos bdsicos en elementos generales -
tipo serie é tipo paralelo , segﬁn convenga .Se numneran y O-
riqgtan.

1I.Se deduce el nimero de nodos y mallas indevendientes .

I1I.Se escriben las ecuaciocneg :de los elementos.



IV.Se dibuia la grdfica de la red.

V. Se emcriben las ecuaciones LKI aplicadas a los nodos ine-
decvendientes , -

VI.Se escriben las ecuzciones LKV aplicadas a las mallas

indevendientes siguiendo el procedimiento descrito en el
nidmeroc 18.

Una vez escrito el sistema de ecuaciones se vroce-
de e resolverlo , a fin de obtener todos los voltajes &
corrientes .Si se trata de resolverlo directamente en el ~-
dominio del tiempo ; pueden hacerse derivaciones a fin de -
obtener ecuaciones diferenciales en lugar de ecusciones in
tegro~diferenciales.

15
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Capitulo 2
Sistemas de Ecuuaciones Diferenciales Lineales.

1Los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
se encuentran entre otros en la anlicacidn de las leyes de
Eirchhoff ,{LKV, LKI),a los circuitos eléctricos .En este
cavitulc se tratard la situacidn mds simple , agquella en la
cual los circuitos estdn formados por elementos que 8010 -
contienen resistencias y un capacitor o resistencias y un

inductor .

Partiremos del circuito de la figura 2 , para el
cual se desea determinar la corriernte //4) en la resisten-—
-c:l.a R, .

) AW

<
3

N

|

Figura 2 . Circuito de dos mallas.

Siguiendo el procedimierto cdado en el capftulo an—
terior obtendremos el sistema de ecuaciones que describen

el circuito mencionado .
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I. Agrupamos los elemeatos + en este caso , los conside-
raremos tipo serie , ya que los elementos bdsicos estdn co—

nectados uno a continruacidn del otro .

8i loas elementos bdsicos fueran conectados a un .-
mismo par de nodos , la agrupacidén se -consideraxrfa tipo =

paralelo .

ANV
o)

i

e

numeramos los elementos y los orientamos .

II. nimerc de componentes 3

¢=1.



Ndmero de elementos A= 3
Ndmero total de nodos : ¥ = 2

Nimero de nodos independientes : P-& = |~
Némero de mallas indevendientes : A-(?-e) =2

11l.Escribimos las ecuaciones de los elementos

i"fé) = R, l'..u:) -€

i =L Y, le) de

ryle) = Ry i) + 1, %_t?

IV.Dibujamos la grdfica de la red.
. 1

@
10}

[+]

V. Como solo hay un nodo indevpendiente , se selecciona cual-
gquiera de los dos, que aparecen en la gridfica, seleccionamos

'7e1 nodo de arriba para evlicar LKI, ternemos jvara tal nodo

-2 16} + 2, {8} +2] 1t) =0

Vi. Escribimos 1KV vara las dos mallas indecendientes

i®
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para la malla I o, vV, =0
vara la malla II ¥, +V = o

Sustituyendo las ecuaciones que aparecen en el -

punto I1I , en las ecuaciones del punto VI ,tenemos

R le) + R 4,k) + 4 440

A
R, il + L |5 l)dt = E
%2

Derivando la segunda ecuncidn del sistema (A)obtene-

mos

RZ K + & Ly k) + 23 %f‘l_f_ = £

(8)
Rodsld ¢4 ) = 4E
ordenando el sistema (8) ,teremos
%%,w= -_E i &) - B3 4 +£ w

: ; 4. dE
d:,tlt) - ‘EfF. Qled v £ o5
de la LKL tene‘?w;z parR g lt)= f,lt]—{,lf) que al sustituirla en -

el sistema (&), dste se convierte en

de) - _ L ;;[f) + e:lfe, z_‘,/x‘) + R'L,' %;

d¢ Ry

dLd) . _ g Gty - L gl + 5
= - ! g £3
- de 2y
gque podemos expresar como ,

4.3




20

I' = A4 1 + B (&)
donde - ! ! )
A= Qr Cek —_ 4
L. ] . 1= e,zf)
43 ‘.5

Donde 4 es una matr{z constante de 2x2 debido a
que en este caso sunonemos los pardmetros constantes bajo

variaciones de corriente y de carga .

La ley de Ohm que °, gobierna la relacidn entre &
voltaje y la corriente a través de un resistor , es una re—
lacidn lineal debido a que el voltaje a través de un resis-
tor es provorcional- (linealmente ) a la corriente a tra
vés de éste; aunque la relacidén lineal no es aplicable bajo
todas las condiciones .Por e jemplo , cuando la corriente en
un resistor es grandemente incrementada , el valor de su -
resigtencia serd incrementado debido al calor desarrolla-
do en el resistor , le cantidad de incremento depende de -
1a magnitud de la corriente ; ¥y no es correcto decir que el
voltaje a través del resistor sostiene una relacién lineal

con la corriente a través de éste.

Ahora B debe escribirse de acuerdo a quien sea
~la fuente de excitacidn ;3 que generalmente es alguna fun -
cidnn de la forma
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< Palt) .
E{") z= cL“‘ Efn thnwl + Qaltlsawtl

ult) pr
le)

P.ra resolver el sistema (E) se considera prime

ro 1la ecusciédn homogénea

1’z AI (®)
que se obtiene de la ecuacidn (E) haciendo 8 =0.

) Ia solucidn del sistema (F) se obtiene encontran-
do primero los valores propios y vectores propios de A s
para resolver el caso no homogéneo_(ecuacién (E) ) puede -
usarce el método de variacidén de pardmetros o el método -
de coeficientes indeterminados .Sin embargo este méto¢o no
congidera la posibilidad de mane jar algunas funciones de
excitacidn , como el impulso unitario , muy empleado en —
andlisie de circuitos . En tal caso la sclucidn depende de
quien sea la fuente de excitacidn .

Una forma alternativa de solucidn del problema ~
anterior es el método de transformada de Laplace + que
consiste en lo siguiente : al plantear las ecuaciones que:
'deacriben un circuito dado , en general se obiiene como en
ecte caso , (sistema A ) , sistemas de ecuaciones integro-
diferenciales , s8id cada una de ellas aplicamos transformada
de Lanlace entonces obtenemos un sistema de ecuaciones

#La forma de hacerlo se verd en el dguiente canitulo.
a¥Punciones escaldén unitario e impulso unitario definidas

‘en el siguiente capitulo.



algebraicas que una vez resuelto para cada una de las transe
formadas de las funciones desconocidas , se aplica trans.-

formada inversa para hallar la solucidn deseada .

Con base en las experiencias diddcticas con los -
alumnos de la E.S.I.M.E. y con las experiencias que los -
mismo3 alumnos me han reportado de sus cursos de Teorfa de
de los Circuitos , el método mds apropiado para resoclver -
sistemas de ecuaciones diferenciales es el de Transformada
de Lavlace .Ia razdén de lo anterior pudiera deberse a que
desde el punto de vista diddectico , los pardmetros en los
circuitos no corresponden a situaciones reales , ya que el

objetivo es gque el alumno aprenda & mane jar 1los circuitos .

Para ejemplifiqar el uso de este mdtodo , daremos
el siguiente problema cuyo modelo matemdtico puede consi-
derarse como una muestra de los sistemas que aparecen en
circuitos que son swsceptibles de ser resueltos , determi-
nando los valores y vectores propios de la matriz de coefi-
cientes constantes del sistema.

Problema . (M.E. VAN VALXENBURG) 3..
El doctor L.A. Woodburry de la escuela de medicina



de la Universidad de Utah wutilizd una analozia eléctrica -
en el estudio de las convulceciones .En el circuitc que se
muestra en la figura 2.1

, las giguientes cantidades son -
duzales :

C,:revresenta el voldmen del fluido gue contiene drogas,
R|,e= la "resistencia" al vraso de la droga del estdmago al

torrente sanguineo ,

€. representa el volumen del torrente sanguineo ,

es eqguivalente al mecanismo de excrecidn del cuervof el

riidn , etc.),
v,t la concentrscidn de dosis de droga ,

lﬁmzes el equivalente a la cantidad de droga en el torrente

sanguineo.

si las constantes tienen los siguientes valores :

= LuF L &= 8ufF . R=9un. y R =S5 M4
si Vo= oo v ¥y el interruntor se cierra wara t=0 , en -
cuentre la concentracidén de droga en el torrente sanguineo

en funcidn del tiemmpo .

t=0

"

~2
i [U v
Ca

Fyura 21 Circwilo dal problima de la onwnlaeid
de droga en ol towente sangulnes .

23
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Solucidn @ qut_) estd éado vor : V[,,lt‘) = R, 2; 1¢) (o)

vara hallar i‘k), aovlicamos LKV a las mallas del circuito ,

otteniéndose . . .
L [l de +R M+ 4 JLaw)- e ld]dt =0
' (12
L J [ - ZlTde + A &Hlt) =o
<z
derivando cada una de las ecuaciones del sistema (13
7 ¢) 'l -2 -
-+ ife) +R, 5’2&:2.1... + & [{)- 2,00] =0 o
. , dalt) _
-+, [éated- €] + Ry _jt‘____ -~ o

reordenando el sistema (2), tenemos:

. ! : —d 2
dil) = —(;.%, * ‘%ez)z'[£)+ AN z"”)

(o)

dold _ L ) — - &)
-;?r~ g e, £ Ca

sustituyendo valores, tenemos:

I'= AL | (3)
- 4 -4 5\
o A= —ﬁ " 1= / Zle)
1] L ~ 3 4
o 7o

Buscamos ‘soluciones del sistema dado en ({) .DLo haremos -

nroponiendo soluciones no triviales de la forma
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At
.3'116) = dl *

AL

donde o, , &, y A Son constantes .5i hacemos

<= (%)

se ve que la forma vectoriazl de la solucidn deseada es

AL ' ()
1 =ec :

donde & es un vector constante # O

¥ A un némero ,
" sueceptible de ser de_ter\minado .

sustituyendo 1a ecuacidn (¥)en la ecuacidn (3) tenemos ’

(3) = (F ﬁ)(:)

% R
.9 - 1.\ o Y S
, e oy N ) ' o
b b
obtenemos la ecuacidn caracterfstica de la ecuscién($) da -

4a por PR LD
ayo 2040

-paya obtener

= D
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de donde Az==.02] ¥ A== 128

al sustituir el valor caracterfstico ) en la ecuacidn (s),

~ 425 -0 4 0138 ’ /-c,) 0)
. o, /=
<015 — 025 #.021C 2/ °

de donde al resolverlo se reduce a una ecuacidn

tenenmos

— 7033, + ORF o =08
‘ai 44=| => &, 2, /54 con lo que

PRER L)
4-/ ,

es el vector provio corresnondiente &l valoxr prorio 1\,

Para el velor caracteristico ’\l tenemos

7R FR Y . 032 \ -, 0
i - "(4 - o.
025 - 05 + AR

. 0033 o, 4 <ONF %, =0

023 X, 1+ 7033 Ta=0

este sistema se reduce a la ecuacidn
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s 028%; + 103> o, =0

s o 2l —=p “, = - 4./

« s (1)

es el vector provio correspondiente al valor proovio A;

o

las soluciones corresvondientes a la ecuacidén diferencial
son ¢ )

m $73Y3 Z.o b 4.3 -.art
& (t)= { ! 74 p c{lt)—/

donde s el wronskiano de o(ﬁ.) y- -ﬁ
0] @)
w (%« )z sare

que nidnca es cero .En consecuencia , las soluciones a((') y
5(“) forman un conjunto fundamental y la solucidn general del
sistema () es:

Y ~ 0212 - Y lyz| —ear?
:/f)“ + 5/ ; )d @

para hallar el valor de las constantes ¢, y ¢ , aplicamos las

‘c’ondiciones iniciales en t=0+ que son:

. - VY - ~ 4, =5 .
Z,lo+) = % -;'-‘;-‘—-“’;‘ = LUl xp (7
Llot) = O ' (2

sustituyendo las condiciones iniciales Dy(® en (6) ,tenemos :
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-3
L1339 ¢ - 4, 139 C = L.HIXI0
e, + c, = O
d.?uli'o.lcnh o
Lsd e, - ey = 1M kT
J039e, + Y =2 O
o268 S = LM X =
e, = +2. £ x5t
¢ xig*
con lo cual e, =~ e Xio

sustituyendo ¢, y e enla acuacién (¢) tenemos que

-e02/ F — APt
20t = (26 Xlo") v - (24 m“)a

sustituyendo en la ecuacidn (¢) tenemos

- ol o wr2pt
g le )= (s xub) (2.6x00%) [ =]

-.02l b --/Nf)
=s3(¢a - a

Uz lt) nos promorciona la concentracién de -

drogn en el torrente sanguineo en funcidn del

grdfica aporece en la figura 2.2

Ia funecidn ¢—-‘ul £

tiempo , su

decrece de¢ tal manera que
cuando 1= ‘/(.'5) ’se ha extinguido .A éste término se le

congidera como transitorio , ya que tiende & cero cuzndo t
crece.

¥ Doefinimos la constante da tismpo , denotada por"T‘ y como

el valor del tlempo para el cual la resvuerta

es 1/e , QAe s
su valor inicial '3 este concevnto es muy Util para prrecisar’

la duracién del transitorio producido.Despuda de 4T el tran
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También £ es un tdrmino, transitorio Jres)
aue decrece cuando t aumenta , en éste caso para = ay(.u:)

este término se ha extinguido ; con lo que concluimos que -
la concentracién de droga en el torrente sanguineo se extin-
gue con el tiempo .Existe un valor del tiemmo para el cudl

la cantidad de droga en el torrente sanguineo , es maAxima.

Para hallar el instante en el gue el wvalor de con -
centracién de droga en el torrente sanguineo es mdxima ,obte
nemos la derivada de V;[f) e igualando a cero obtenemos el
valor del tiemvo de mdxima concentracidén de droga.

-aL 2 o ~41
‘ 1800 o
Vo) - 2232 + /e F L =0 =2
E = 1482

donde el valor de mdxima concentrzcidn es

v, (re-72)= #2706

g

RS TP T B SR )

L4 L £ v 't
' 10 20 0 <40 §6 e 0 g qe

grdfica de la concentraczdn de droga v (t) ael pro—
blema 1,

sitorio me ha extinguido.
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Caopitulo 3

Transformada de Laplace

En este capitulo se anlicard un concepto que es es-
pecialmente UWtil en la solucidén de vproblemas de valor ini -
cial , este concepto es la transformada de Laplace, que trans
forma una funcidn g de veriable real ten una funcidn P de
variable s (pudiendc ser s compleja).Al aplicar transfor -
mada a un vroblema de valor inicial gue consta de una ecud-
cidn diferencial con coeficientes constantes que contiene -
una funcidén desconocida de variable T , la transformada de
Laplace convierte el problema de valor inicial dado en un
problema algebraico que contiene la variable s ; una vez
resuelto el vroblema algebraico para la funcidn transformada
de la funciédn desconocida , ge aplica transformada inveresa

para hallar la funcidn desconocida de variabletl .

Un sistema es un conjunto de elementos relaciona-—-

dos entre si con un propésito definido .
El sistema es fisico cuando los elementos que lo
forman son materiales y su comportamiento se puede predecir

por medio de leyes fisicas .

Tomemos como vunto de partide un sistema fisico.

Modelo Cero
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Consideremos el sistema mecdnico cuyo diagrama fun-
cional , estd daco en la figura 1l.El resorte,est{ caracte-
rizado por el coefiqiente de rigidez k ,ffjo al techo ¥
solo puede moverse en la direccidn vertical , lo cual se lo
gra gracias al sistema de rodillos gue corren en lag Ppare—

des y que en este caso serd considerado sin friccidn .

Supongamos que una masa M, estd sujeta al resor—
te de la figura 1 , cuando m 4 se remplaza por una ma-
sa diferente m, el alargamiento del resgrte serd{ por
supuesto,éiferente .

f\'su'n 1. Del mode\e et

[

-
= T

\:

Por la ley de Hooke , el resorte mismo e jerce una
fuerza de restitucién § opuesta a la direccidn del alar -
gamiento ' ¥ pronorcional al alargamiento total § Jicho sim-
plemente ‘ = ki .

Aunque masas de distinto peso producen adaistintos
alargamientos del resorte , &éste estd esencialmente carac =

terizado por el ndmero X .Por ejemplo si un=2 masa que pe
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sa 9 lb. alarga el resorte 1/4 pie , entonces 4 ak("‘; r")
- k= 40#.;Luego s necesariamente una masa que pesa T 1lb.
alarga el mismo resorte en 7/20pie.

Esquemdticamente tenemos el siguiente sistema

Let soleomgotamien® &\
x’ stalzmi - ot i
T T Rdaeion gue permest e or | .
an'*m)a. S:\w\: F‘i 113 f“t*' ée\onm‘f—' co \AIL

Ia relacidén entre la fuerza de restitucidén ¥ el
alargamiento estd dada por la ley de Hooke

f=ry
Y =BZ] 3 aquf el corchete actia como una mul-
tiplicacidn , las propiededes del
sistema quedan caracierizadas poxr
el pardmetro k.
P
]
o sea ___r___' = ] 4
: LRunee. de amBrom
si en particualar g2}« t<o
' . fn*'; t7’°
@nBnest —?: L espasto  fose ,{" VS W -

.?Qnd'n'vnb. + caractentilan de ba a:mF'l;-‘

Tad .
F

aqufi reproduce luego Y4 depende sdélo de 'y explif-
) ’ B S
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citamente no depende del tiemvo.Tales sistemas quedan des =
critos vpor ecuaciones zlgebraicas y son llamados Sistemas
de Orden Cero.

Modelo Uno

Supongamos el mismo esquemd que el modelo cero , -
pero ahora admitamos gue el sistema de rodillos tenga una =
cierta fricecidn , con lo cual tendremos gque al moverse el re
sorte la contrgoccidén seria lz sumae de dos fuerzas :la de re

sistencia del resorte y la de la friccidn de los ro-
read.

dilios Q&h‘ s ©s decir
{ + = ¥ (S}
viee . reaist,

Fiqura 2. Del modde uno .

. vEro empfricamente se sabe cue la ﬂ. es proporcional a |
18717 %

£, . = RV = Rdy -
K ‘vug,‘ dt ]
Por lo tanto la ecuscidn de donde habria ahora que determi —

.la velocidad de movimiento, o sBea  que

narse la ley d4el comportamiento del sistema es (figura 2):




Rdy 4+ xy =¥ @

Ahora las proniedades del sistema se caracterizan
poxr los vardmetros R y K y pasamos al mundo de las ecua -
cionesg diferenciales .En éste caso el sistema queda carac-
terizado por una ecuacidn diferencizl de primer orden ,vor
lo gque a tales sistemas se les conoce como Fistemas de —
Primer Orden.

Como obtener la solwmcidn de (2) es ua problema
de loe métodos propios de solucidn de ecuaciones diferenciax
les , aguf lo gue nos interesa ver es la positilidad ée ha -
cer una cosa similar a la hecha en los Sistemas de Orden Ce
To gue nos sirva de motivacidn a las técnicas de Transforma-

da de lavlace, por 10 cuzl denotamos por el simbolo

= dy
S(4) ar

rues entonces la ecuacidn (i) se reduce a

(R_s,i-K)j = f

_ o
(&s+1dy=[w]t
} ‘.dinuﬁﬁab per &= %

(zs+)y = [".z] £
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3= [Cst;n ]e

claro que el problema de laz solucidn de (R) no se avanzé -
vues 8 es un simnle simtolo ¥y ahora el corchete estd -

avlicado =2 -ﬂ' ¥ no es una multirlicacidn.

Esguemdticamente tenemos el siguiente sistema

Pl = y

Es+1 —>

* funcich de transfevdnaa ¢

£3) «o\xora

ﬂe):

o S
S R 'Y
:l P - enlonces Y= Y ] ‘l

o .eea que zhora la regpuesta L § no ep inmediata y fsta

alcanza un valor estacionario _"_' con un cierto retardo




en el tiempo.
Modelo Dos

Agreguemos al resorte con rodillos y friccidén una
masa M (figura 3)

N Fiqura 3. Dal models Jog
{ws'si’

Ahora tendremos :vor 1la segunéa ley d+ Newton .
(fuerze = masa x aceleracidn )y por el modelo uno
e + § + f = §
en . ranst-
Maia ‘nu

@S desir

M« + Rv +ky = F

36
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3

A los sistemas descritos ror ecuaciones diferencia
les de segundo orden ‘se les llama Sistemas de Segundo Orden.

La ecuacidn (3)

puede transformarse de manera que
el sistema no dependd:; de los pardmetros originales
Y

K s Sino de la frecuencia angular vcovia

M, R
w v del coe-
ficiente de amortiguamiento £
%
= (k" - R
w = (5 5 <= e
obteniéndose
A d% . 2 f a4
wt

] £ 94 4y =[£]¢ (4)

» & saber

¥y s8i de nuevo introducimos lag notaciones simbdlicas del
casc

s (9)= da s Sy) = dY

dt*
entoncea (8) toma 1a forma

(= s“+%r£s+x)‘s=[%]?
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%)

s% s+

&l
Efen

Y de nuevo esquemdticamente

v .b
r[o

s,

W

Log2ya
w?

A} f .
U4 delva !
tion &y "J}é'ﬂaﬂl{z

S 4

g

genera incluso com-

Si en particular la fuerza
portarientos osecila
esta dada por 4 4 torios
4€ . g =0
_ £
' o . -3
o et
f 4

¥odelo ene
El seguir agregando fuerzas propicia el surgimien
+t0 de ecuaciones diferenciales de ordenes superiores-a dos,
1lamados sisiemas cde orden ene, pero si el sistema permanece
lineal) , si la parte izquierda depende linealmente de
funciones (v A ¥ , .. . §'"’) 4 enton -

lag
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ces no importa que tan comrlicado sea, siempre es posible ex—

presarlo como una combinacidén lineal dc¢ sistemas de vrimero
¥y segundo oxrden .Por lo anterior no es necesario estudiar -
los sistemas de orden n en si mismos

cibles

s Puesto que son redu -
a sistemas de los gue ya mencionamosgs sus comportamien
tos principales .

Sistemas Andlogos

Resulta gue muchos sistemas de naturaleza muy di

versa ,pueden sexr expresados vor el mismo modelo , o sea su
vlanteamiento nos lleva 2 ecuaciones diferenciales del mismo
tivo .A tales sistemas se les llama Sistemas Andlogos. Por -
e jemvlo hemos estado tratando con un e jemplo varticular de =
gsistema fisico y sus modificaciones , pero si quizidéramos va~
sar a estudiar un circuito eléctrico tendriamos que emnezar

de nuevo y obtendriamos ecuaciones de tinos completamente and
logas a las obtenidas en los sistemas anteriores .Agracia -
damente resulta sue no hay necesidad de emwezar de nuevo pues

llegariamos a los mismos modelos

Una exvlicacidn que subyace en todos agquellos sis-
temas que resultan -ser andlcgos a uno dado ; consiste en gue
en todos ellos actda una mismaunidad" energdtica .Resulta —
que le energia en eunlqniera de tales sistemas vuede ser ex
oresada como un producto de dos factores : uno de los cuales

deseribe la intensidad del gasto 6 la acumulacidn de energfa
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¥ el otro caracteriza los resultados cualitativos ce Lote
proceso .En nuestro sistema fisico analizado tendremos como
primer factor aparece la fuerza 4’ Yy como segundo factor
el desplezamiento - .Para un circuito eléctrico las funcig
nes andlogas corresvondientes son la fuerza electromotriz ,

(f.eem.) , E y la carge eléctrica q.

Si como entrada del sistema mecdnico analizaéo le
avlicamos una cierta fuerza , entonces como salida ccurre un
cierto desplazamiento , o sea que#%l sistera en su conjunto -
ocurre un cierto cambio en la posicidn de alguno(s) elemen—
to(s) .Como resultado del movimiento ocurride surgen fuerzas
de reaccidédn provorcionales al mismo desplazamiento en el re -
sorté’, a la velocidad del desvlazamiento y a la aceleracidn
de la masa respvectivamente .En forma similar , =i damos una
f.e.m. como entrada en un sistemz eléctrico entonces en di-
cho sistema ocurren cambios en la carga eléctrica del mismo .
Como resultado de lo anterior aparecen f.e.m. de reaceidn ,
que para el camacitor es proporcional a la misma carga, va =
ra la resistencia pronorcional a la velocidad de cambio de la
carga (o sea a la intensidad de la corriente I )y v©vara la
bobina wvronorcional a la velocidad de cambio de 1la intensi -

dad de la corriente (aceleracidn de la czrea) .

zra el sistema mecdnico al anlicarle las leyes de
Newton , igualamos las fuerzas exteriores arlicadas a la su-
me de fuerzas  de reaccidn y andlogamente para el sistema

" eléctrice apiicgmos las leyes de Kirchhoff , las f.e.m. exte-

+ Esto es cierto para resortes que satisfacen la ley de

Hooke .
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riores se igualan a la suma de las diferencias Ge'votencial
(caidas de voltaje) en el circuito eléetrico .AmboS tivos de
leyes son casos vparticulares de Principios de Equilibrio y
econtinuidad mfs generales .Es por ésto que las ecuaciones —
que describen tales sistemas resultan ser las mitmas en -
cuanto a su forma , aungue difieren los contenidos de sus va-

riables y pardmetros .

Resumiendo,el sistema andlogo eléctrico al siste-

ma mecdnico

<es E)P Q

que representa un circuito Ru€C en serie , es>decir fdrma-
do por uns bobina con’ inducecidn L , con una resistencia

R; ¥y un condensador dé capacidad C unidosvsucésivamente.
La seflal de entyrazda de un tal cicuito lo forma una f.e.m. E

¥y su egalida 1o constituye la carga g del condensador.- Bl
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modelo de tal sistema se plantea con btase en la ley de Hir -
chhoff de voltajes , a saber , la sume de lar caidas de volw
taje propiciadas por el inductor ,resistencia y cavacitor es

igual a la f.e.m. exterior, esto es

Ld d2 +L ¢ = E &
%-{-Rd[ L ¢

el andlogo completo de la ecuacidn (3) vara el sistema me -
cdnico analizado

Tabla comparativae de los Sistemas Andloros Analiza
dos.

Sutema Masdnies | Swtema EWeFio SeBwa. en 3:3“:;1

Inkee de inttnsidad de dmacena
foevea + F Yverta eladomebibsf| Miedo o ®awmo de anavgint

desplagamieds = y | cavga tg cartidad Olihuds deenemirta
enevgin : Fy | ey 1 B] ewevao. b Pa '

dureaalremri): k:% condenndor al “z‘f ;aﬁ dce:n_v}fo. Poh'nofdl
[}

Maga da Pnevefa mpndw ,e=2

M F . £ | almacenader de ane (. arélina
T8 bobina | nduclineis: inarefldad = Q‘%{;)

- E..EE—)‘ mon‘\ddA = _aéi.).-
absorbedor de enenid,

stivided =
Yol vy 4 - ——a%a
vador , coe -

Q“fh msh. Smud . . .
el o e ke bl conductuied 4
aclims { R~ E- :

3 ' R:—ﬁ—
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Se usarin letras maydsculas para Senotar las trans
formadas de las funciones de variable real t+ y letras minda-

culas para éstas.

En qenaval &\ process wmitk an lo dauicrh

ﬂ:‘:&u:md Tramsformade.  do Bevatones l
tqro-di - — alyeh
venudnl La.phcc Treum

——

sobigion®t an Tranclos mada wwvevia Sduutaes
L, - e
ddo-umode\ de Japlace tranctormadas
La idea central de la transformacidn serd que ogg—:

raciones complicadas vara las furiciones de variable +t+ sean =
llewadas a oreraciones mfs simples con sus transformadas fun-

ciones de s.

Los problemas gque a continuacidn se tresentan como
se indicd en el caritulo 1 , son del tivo €erie ¥ rara ha-
llar el modelo matemdtico gue describe su comportamiento es
necesario anlicar IXKV.

Loe problemas que se tratardn agui son casos par-
ticulares ce un tivec especial de protlerasg cue consisten de-
un circuito simple , que tienen como fuerza de excitacidn una
funcidn de naturaleza imvulsiva , pudiendo presentarse este
tipo de circuitos en los modernos aparatos electro-médicos.
Para £ste tivo esvecial de problemas es recomendable el mé-

tedo de Transformada de Laplace.
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Problema 1. Para el circuito mostrado en 1la figura 3.1 el
cual es excitado en +t=0 vor una fuente de voltaje , mostra-—
da en la figura 3.2. «.Cbtenga la corriente gue circula en

el circuito , suponiendo que la corriente inicial es cero.

_ l—:?g' ,\AA ' .
vk\éD R L3 l5/

2
FVSUTO 31 Cuwils RLU del F\QUN 32 Yo]b.xe QPhCGCb apizo
problems L. al cvawits RL del preblema L.

¢  swosésc
‘Ia excitacién estd dada por la funcidén k)=

west
Aplicando LKV al circuito , tenemos
¥-] ¢ s ost<cC
. Iy @
L dild) + Rels) = oot
dt . o W &=

con la condicidn inicial 2Jfs} =0

Procedemos & resoiver la ecuacida @ para obtemer
la corriente .El método que usaremos para su solucién es el
de transformada de Laplace , ya que es el adecuado para re-—
solver problemas con términos no homogénecos de naturaleza
discontinua 6 impuleiva, tales problemas son relativamente

- complicados de resolver nor medio de los métodos tradicio-

nalea , los cuales compreaden la reunidén de soluciones vd-
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lidas en intervalos diferentes.

Antes de tomar la transformada de la ecuacién -
conviene escribir el término no homogéneo en forma adecua-—
da para obtener fa.cilmente su transformada (ver apénd:\.ce de
transformada de Lavlace ).

vit)= 44 - 87 aléc)
e <

vil)z B & - B (¢-cte)alt-e)
[ )

V‘!t) = % & - % [é-c) lllf'a) "a“!f—d

tomando transformada de la ecuacidén L +tenemos

[
LLs Tl -] +RIW=2 5.._% ad

-cS -CS
. ' _ 8 qg 1V _ -8B¢
Tl = 55 st(estr) @ st [1s+e] s[4se]

Hemos obtenido una expresién para la transformade
de laplace de la corriente , para determinar la funcidén "lt)
‘debemos encontrar la funcidén c\iya transformada de Laplacs

es ::(.5)7 ;ésto me conoce como el problema &e inversidn de la
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transformada de Laplace .Existe una férmula general vara 1la
transformada inversa de Laplace , pero obtenerla de esa ma -
nera no simplifica la solucidén dei problema .Dado que exis -
te una corresvondencia wuno a uno entre las funciones y
sus transformadas de laplace , ya existen tablas (varecidas
a las de integrales ) ,llamada tabla de meres transformadas
aue contiene las transformadas de las funciones que avare -
cen con mayvor frecuencia (ver apéndice de Transformada de

Lavolace )

;{1)_,{“/1‘{5)] _
= " f Le "[sr&) "f/ [u&) j {i’g&‘%)}

Hallaremos la transformada inversa de cada sumando , desa -

rrollandolos en fracciones parciales .Ver apéndice B, 1los

teoremas de Héa.viside.

) Loy AV gl _‘_j
-l L P R i e
J } e s*sr / af //z §* F < sf-;’:

Y- ¥
= 2 -8t 4 G a ‘
erR cRr* eRr?
P _L___z PRI

- B -es - £ 1 L
j :/ — « ___L_ = ﬁj R s* ry 5 zl Sf-é‘_-
el ;’Alé) al .
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T P R B )

cs{.sré)» £
-F /m)]
- 18 _ wle-c)
- [& 'f' < ‘
de donde () es: -‘/(-r:) -l-(f-c;)
.é g_/{ adL 4 ‘e_i_ ‘ft ”[“_c)[ = [é"c) ‘L 94 al Z .f-_é -.d a )
i cR cet gte € - cet cr
‘ll;a]menré
Ry .
[-1% 8« z Woast<c
&t egt +;€ ¢
: 89 - Ele)
k)=

A vy
A -0 #8: « ~ 8 [t<) +85 -RL g -8+34
er cet  R¥C er er R

El problema con valor inicial que se acaba de re-
solver incluye una ecuacibn diferencial con un forzamien-—
to gque tiene @iscontinuidad por salto .Este problema nc gus-
da incluido en el teorema fundamental de existencia y \inici—
dad p@ra las ecuzciones diferenciales de peimer drden .

La corrienté»presenta discontinuidad , en los

mismos puntos que Ja funcidn de excitacidén
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La grdfica de la solucidn de este problema se en-
cuentra en la parte de abajo , donde podemos obsmervar qua
aumenta a partir de cero , hasta alcanzar su mdximo-en el

punto t=c ,donde también la excitacién alcanza su m€ximo,

para despu€s decrecer en forma exvonencial.

Jul‘t) 7

~Y
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Problema 2. Dado el circuito RC, para el cudl
el interruptor me cierra para t=0 , con el capacitor sin
carga alguna ‘-Ff gura 3.3 , si se le aplica una excitacidn
dada por un tren de pulsos cuya magnitud disminuye exponen-—
cimlmente , tal excitaciédn aparece en la figura 3.4 .
BEncuentre la corriente del circuito , suponiendo

que se encuentra desenerglizado para t<O

428 R rk)
. I\A/\r___.—] »
w0 Ty T <
S~

R 3.3 Ciauh I -:r_u.._.;i_
S biema. ::‘“ b Re del pro- Fiqura 3.4 volinge cq:\\dqu

a\larcuds del problema 2.

PRl

s¢ 7 s L <an+s

'leé) =

P S Ant) Sl «2nd2

Solucién .Por LKV , tenemos para +t30

Rile) +4 je‘[t) d¢ = »(t)

aplicamos transformada de Lapi'.'uce o la ewaciom anferior



R Il=) + é:; T(s) =VIs)

donde VI(s) = affv(f‘)_f. Cu]c.ulanJa V(5s) tenemos :b

Vo) = f st e

2nd?

- it - é/
= ) e’e "d¢
neo

An

It

oG An+t
- ()8
ER S

Ln

An+t

> \
~E ot

-

-(s+ k)f_}

{)

| ~(4h)  -alsty)  -3(sv)
Y_“Q B S
st

{ - n -n(s+t)
: — ’l .
vy s (e |

n=s%

EEA V(s\ = ! ‘
C s+ l-\-e(“*)

-( ) -:(-»*i) Lyeth) ;
5 e Vgt ool
S\-Ji ,

590

1
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suahifuyando Vi) an la ecvadeh T tone mas

) = .
RI\S)‘\'—:\-; ) = sl \+q.““”;)

{
()= v A
\—\ré(“i)

(R*'l'r() S+y

T(s)= —S R
Ry ) 1+

descompo niende el primer ;a.e_"o'r en {raceiones P“":“J“ b4 diﬁr'fbulendb

@l pvoduck
T
I()= -2 L I - —-‘——“""-'(u{)]ﬂ
Tee-z LoStR gV T e s RO

la transformada 1nveua del primer sumando la obtenemes a conlivaess
- = G8) <a0)
{ [i-e +¢ -] .
S*J.

f-'{ ;L ['Sj‘ lf‘Q‘“u] /38'

Re-2
-5 - -5 !
e _eldt L 2t -j
T ke-2 /s*g"‘a S+k St
&) -3 -led
-i n:l [‘- ’) +'¢ d. Ut“"‘l—"‘]

=2 [Q’#t—; a
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_Aep (EFY (3-8 (&Y
- —2 P74 - u/ﬁ-l) + ade-¢) ~ & a/{-;);.}
ec-2 )

la ans;ovmmlq i nversa del u?&um]o somando e3:

! e ’ ~(s+ +
» d /ﬂe-z (S*‘J-)(H-e“”_jﬁ -2 JLZIS«»; [1-2( i:i-)é'ul lf’_..]

-85 - “ag -% . -s?
- ___c_j-l s “¢S¢4+¢-‘142" a‘hQ.“ .-_f
-1 S+ s+L s+4 s+L
- -3¢ -4 ~3le) é-2)
"Eg:} [Q ‘Z.id 4(/(/)+Q.¢ a[é-z)—- ]
= £ iif [!—u/t‘-/) b lé-a) ~eelé-a) 4 - - 7
£e-2
Lon !c ?“e : zt[é) 70640 Ju‘j“ por.s
-2 (& -5) (%3 (3,-3
zfe) = —2__ [i* wli) +@ ”/4"4) -2 alt-It. J-:-

-L g )
= - [l-“ﬂ'd fult-2) ~wlé-3} - _]
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Bs importante hacer notar que el lado derecho de
la ecuacidén anterior , no es una serie infinita , ya que en
el intervalo L&) sole el primer término de cada suma existe
¥ los otros términos son cero ; debido a la presencia de
la funcidédn escaldn unitario desplazada ; en el intervalo
) sélo los dos primeros términos de cada sumando exis-

ten , etc .

Podemos escribir la soluecidn como:
- L ¥ Ry,
: L [-2¢ @ el «n Lot)
z&): ge -2

L [-2 éi‘t("‘e-é.i)] enlsl

elt) = re-z . .
n al&x -4
- def(1- R AP R 24 d
. / [*2 «
)= o

en (2, 8)

<

en el n-€simo pulso tenemos .que la corriente es:

Re 4

. (
cle)e L [ad ¥ (e he - e

£e -2
-if
poed ]

L -L) g (de-d) zz..-aw««)(é-i))




) La grdfice de la corriente que circula en el
circuito del problema 2 , estd dada en la parte inferior de
esta hoja , donde podemos ver que a medida que la exci- -
tacidén disminuye hasta desaparecer la corriente también

tiende a desararecer.

FRtRS!




, Problema 3. Dado el circuito RLC en la figura
3.5 , estando la bobina y el capacitor inicialmente desener.
glzados , el interruptor se conecta en t=0 , quedando apli
cado un voltaje dado vor ¢l tren de pulsos mostrado en la

f:i.guz-a 3.6 . Hallar el voltaje en el capacitor si

- = | Wy , C= a¥d .111,.»(1)
x o 3w 4o sa
hgura 3.5 Circuito RLC Figura 3.6 Voltaje en
forma de tren de pul-
del problewa 3. sos aplicado al cir- -

cuito del problema 3.
Solucidn . Aplicando LKV tenemos
R e) + L [dle)dt + ¢ 4l o wit) “a

el voltaje inicial en el capacitor ¢(o)=¢,(0 ,donde g, es
e

f s s /, -
la carga iniecial en el capacitor que es g, =0, 1fc_lo): ;,,L ¢ld=o0

donde £ esg la corriente inicial en la bobina ; susti-
tuyendo
&
)z £ [(2t1dt | o 3% . Lz} |, edyld il
Jd7 oy o7

en lu ecvation AL, FE7E€MOS

Y

e dult) ¢ ze 4zl Lyl) = v “a-
d7 dE ’
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aplicando transformada de Laplace a la ecuacién AL

Le [s*;éls) - s ¥/ - a;,WJ ol £ [.slé {s) ‘VE(O)J F g{s): ]

s(1+¢%)
; {
e siieasn} VL) = -
¢ 1% s(1+d*)
sueliduyendo vy loves de B,iyc_ y dJespetdnds s’._(.s)
v, (8) = i 4
¢ 233 paasl 5(‘“_¢-u)
i
2s+ L
vis)y= L 2 -~ A ] —_—
(4 2 L S (S+J{.)J+_i_ 1+ & &
~sa %4 —bsA - stk + /
Ve (s)= -‘-§ (1-¢sar-e ¥ s ) a(se A N

. ) 2 .
(’—¢&+C’i¢ Q{..-v)

tomando ranslormada tnvevia, benemat !

witd= - q_.if'[cm-_l‘--é + & sumit) en Co,a) |
~&t . -ﬁ[“‘\) ‘
flt)= ~a (cnyt +#4 smiyt ) + e [aaﬁlé-a) +

4 senilt-a)] ulé-a) en (n,zf )



Haremos hincapié sobre algunos aspectos genexrales
del m€todo tratado aqui .

Considere 21 problema con valores iniciales , gue
consiste de la ecuacién diferencial
au” +64" +ey = (D 174
donde d,;4 ye son constantes reales y f/t/es una funcidn

dada, y las condiciones iniciales
’
s -—
%)=50 _ ylel= 4 £
La transformada de Ieplace de la ecuacidn Wes

(as‘ 1sste) Fis) - (as +6) § (0} -ay’ro} = FisJ

donde f1s) y Fls) son las transformadas dedl) y #/ respec~

tivamente .Usando las condiciones iniciales ¥ y despejan-—
do Yl1) , obtenemos

Y(l):- Fis) + (as +8) 5‘

Gy *Hbs+C

G4l i

Kotase que o) dene minader es la cevation carasteriliea de lu cemaens 80

Wis)= (ast rbsva)” ol
‘ M

gi tomamos

Cls)e Flo) = lasri) by +a
7

entonces Yls) puede considerarse como el producto de las
funcionea HI(S) y GIS)

Yis) = KHis) @is) o F» 4
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La funcidn HIS) estd completamente caracterizada
por las vropiedades del sistema que se considera Yy pue-—
de llamarse funcidn del sistema .Para un circuito eldéctrico
es comin dar el nombre de impedancia del circuito a la fune
cidn S—!ﬁ;) . La funcidn GlS) éepende de la funcidn de fuerza
¥ de las condiciones iniciales y puede llamarse funcidn de
excitacién total y estd formada vpor dos partes :1la funcidén

F(s) que es la transformada de la funcidn de fuerza -flt)
¥ la funcidn (as+b)y, +4 S'n que depende de las condicio-
nes iniciales .

De la ecuacidén [X , ¥ de acuerdo con el teorema

de Convolucidn obtenemos

2
Yle)= [ hre-2) yle) 4%
) (4

como la solucidn de la ecuacidén I¥ con las condiciones inicia

les £ .Sin embargo , la funcidn lus+4)s, + Q4] no puede
ser transformada de Lanlace de alguna funcién ordinaria ,
sin embargo es posible interpretarla como la’ transfbrmada

de la funcidn ${¢) y sumderivada®,
Si eseribimos f(s)como ,

Gsthy g, T 24
Y(5)= H‘#)F[S) + S———__...L___-—:‘

Qs tbs+c

entonces podemos Obtener la siguiente expresién para 3/:‘)

astHeste

7 1) A agl x.
gl€) :jf/;..;);!/g“; "J'/ s 4 f
o



Una vez que se asignan= valores a las constantes
a; b ye s 1la transformada: inversa indicada en la ecua-
cidén X puede determinarse por el método de fracciones par—
ciales. .

. /
Usando el caracter lineal de la transformada inver—

sa podemos escribir la ecuacidén X como

§ CrACHCE

jélt-z}%/z)o/z/- jj" as+b j *.ﬁ,'a‘f-l q:_:_;m} P

8i en la ecuacidén I llamamos

y, (=7 qs +4 "( Y g, 0¢)= J a-‘q_“_fcj 4913

asttbsre

sugtituyendo las expresiones £ en XL obteﬁemoa
P .
Yk )= _{ hlt-z) Fletdz + 5 40) + 4 4,00 xd

Bl primer téyrmino del segundo miembro de la ecua-
cién fl es la respuesta del sistema = ia funcidn de Fusrzafli).
Que en la terminologfa de Ecuaciones diferenciales de segundo"
orden , corresnonde 2 una solucidn particular de la ecuacién
no homogénea ¥ .1os términos restantes del segundo miembreo
de 1a ecuacidn Yii representan la respuesta del asistema a las
cont!iciones iniciales . Si consideramos a ¥, 'y 5,' como i:gna
tantes arbitrarias , estos términos comprenden la funcién
complementaria & la solucidén general de la ecuacién homogéd-

nea c¢orrespondiente a la ecuaciéni¥ .
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Capitulo 4
Convolucidn

4.1 la integral de convolucidn estd relacionada -
con el producto de transformadas de Lavlace, el cunl es in-

teresante , tanto en la parte tedrica como vrdetica .

Definicidn . Sean JIt) yal&) dos funciones que son -
seccionalmente continuas  en todo el intervalo cerrado fimi
to vst=xh ¥y de orden exvonencial.la funcidn revresentada -
por (,e 1:5) [&) y definida vor

£t +3!t) = jiflz) alé-z) dz

se llama convolucién de lzs funciones f y § .

Teorema.Sean {lt) y 4lt) funciones secgionalmente -
q

continuas en ott =k y de orden exponeié}cial a , entonces
Litsgt = Llr} £454
La avlicazcidn mas inmediata de €ste teorema es

cuando ege desea ottener la transformada inverse de un VIro =
ducto de transformadas , un camino para hacerlo es preciga -
mente la integral de convolucidn, asi =i nuestro objetivo -
es hallax f-'fﬂls)f donde HIS) es el producto de F(8)Gfs) - -
donde cede factor es la transformada de las funciones flé) Y
%lé) respectivamente, entonces la transformada inversa de His)

gque denotaremos wor 4lE) se obtiene de la siguiente menera:

ale) = f® %40

(3 La demostracién se encuentra en el apéndice C




bl

hie) = jtﬂc) ;lf-z) Jdz (1

j 2le-2) yle) dz
las operaciones gue se describen en la integral de conveolu =
cidn se pueden interpretar graficamente s (ver seccidn 4.4),
de acuerdo con los cuatro vesos siguientes: 1l)doblamiento ,
2)traslacidén ,3) Nultirlicacidn e 4) integracidn.Estos cua-
tro pasos son eqguivalentes al vocablo alemdn " faltung " .
El propdsito de esta intervretacidn grdfica es hacer ver -
que lez convolucidén de dos funciones puede ser evaluada grd -
ficamente & numéricemente , la evaluacidn grdfica es sobre
todo ¥til , cuando las funciones flﬂ v 5ﬂysean tan compli —
cadas gue no hay férmulia rara la integracidn analitica de la
integral de convolucidn , § cua:éofk’y';ﬂ)son curvas experi
ntoles que no pueden zeor represen<idas ner funcicnes ana -

1fticas .

La‘aplicacién mds importante en andlisis de circud
toe del teorema de convolucidn es para determinar el volta -
je de salida en un circui+o eldctrico , conociendo el volta-
je de entrada y la funcidn de transferencia ,{gque es igual
al recfproco de 1la funcidn caracteristica de la ecuacidn di-
ferencial que renresen%a al circuito ; siempre que €ste sea
‘1ineal .Bs decir , la funcién de transferencia es una funcién
que relzaciona corrtentes y voltajes en diferentes parteé

del circuito.

Si gse c¢onsidera un circuito arbitrario formado en
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su totalidad por elemrentos posivos , 1o rervrecentaremos -—
mediante un rectdnsulo .Si al circuito se le conecta un con-
ductor a cualguier nodo gque sS¢ saca de la caja mara gue sea
accesible , el extremo de €ste conductor se designa cecn el
notbre de termninal .las terminales se necesitan Dara conec-’
tar las fuentes de excitacidn .E1l minimec ndmero de terminales
gue es Ytil es dos;las terminales se asocian en nares , lla—

mados puertos , uno para cada fuente de excitacidn .

Como e jemplo conesidere la fizura 4.1 de dos vuertos;
ei todas las condiciones iniciales del circuito son cero ,en
tonces la transformrada del voltaje de entrada y la &ransfor

mada del voltaje de salida se relacionsn mediante la ecuacién

Vo (s) = H(S}V\(S) (2)
donde
VAEQ tE¥g 1la transformzda del voltaje de salida .
1 (s :Es la transformada de la funcidn de transferencia

del sistema,
\ﬂ LS) tEs la transformada del woltaje de entrada, (fuente

de excitacidn).

Vild — | H(s) — (s

e

Fiqura 4. Rdd de dos yuarles
deserils. por la comneion ()
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Como VZ(S)de 12 ecuzcidn Qt) estd exvresada como un
oroducto de transformadas ,avlicundo la integral de convolu-
cién dada por 1la ecuacidn (1) vodemos obtener la resvuesta

U;P&) del circuito gue es:
Vil = [Tate) ulew) dz SR

(]

h

jf wle-z) vilz)d z

esto indica que Si se conoce hlt) la transformzda inversa de
la funcidn de transferencia , s6lo se necesitz espvecificar -
el voltajetqlf) nara determinar el voltaje de =alida usando.
las ecuaciones (b) ; esto siempore que el circuito estéd
inicialmente en reposo .Si el circuito no estd inicialmente
en revoso no nodemos usar la integral de convolucidn vara .
haller el voltaje de salida; y2 que las condiciones inicia-
les eguivalen a tener fuentes de excitacién en daiferentes
lugares del circuito , las cuales no se pueden combinar va-—
re. obtenex una tﬁ/ﬁ) que podria llamarse"funcidn de excita-—

cidn total™ .

4.2 Aqui cabe Tencionar un importante teorema de
teoria de los circuitos gue es el teorema de Borel,el cual-
dice : "La respuesta de un circuito lineal a uns excitacidn
arbvitraria {oue tenga transformada de lavlace)es 1a convolu-~
cidn de su- respuesta impulso y la funcidn de excitacidn “-,
este es un caso de especial atencidn y se presenta cuamndo la

>
funcidén de entrade Ultles Sf¢) ",podemos aplicar el siguiente

4 Para describir una fuerza electromotriz de gran magnitud

que solamente actda nor un per{ode de tiempo muy corto se
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teorema vara hallar la funcidn de salida .

Teorema 1 . La convolucidn de cuzlguier funcidn -—
con 1la funcidn impulso unitario §{¢) es la funcidn misma.
En nuestro caso tenemos
z/“-{{) = Aft) ¥ sle)
arlicando transformada de Lanlace
Vils) = HGs) -4
torando transformada inversa
k) = hle) = 4te) # SO
asf{ la convolucidn: -fde 4{¢) con 6/4.‘) es Al .

C7i

A la funcién U_i[é) se le conoce como la respuesta al
impulso del circuito .Esto nos indica que la resvuesta de un
circuito inicialmente en revoso a una excitacidn de un im -
vulso es igual a la transformzda inversa de Lavlace de la -
funcidn de transferencia.las ecuaciones (3) indican que 8i -

se conoce Af} , la respuesta al impuleso sélo se necesita -

egrecificar el voltaje de entrada ?/,"/c) vara determinar el

voltaje de salida ver convolucién.

ered la "funcidn " 1lameda * impulso unitario ", como un’
e jernlo de €ste tino de fuerza tenemos:una éescarga elécirie
ca que cae sobre un ala de 2vidn , 4§ el golpe seco con un =
- martillo que se dd & uh veso sujeto a un resorte .Esta fun-
c¢idn forwalmente definida did oriren a una rara de la matemd
tica conocida como "Teoria de las Funciones generalizadas "

S " Teoria de las Bistribucicnes ",
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Problema 4.1 Dado el siguiente circuite ,figurza 4.8 , el
cual estd inicialmente desenergizado ﬁara el cual RC =1 ,
se desea calcular el voltaje r/:‘[{-) a través de la resisten-
cia R, al avlicar un voltaje ¢ ;{f) = € = en el inetante t=0

en gue fe cierra el interruptor .

€

Fisqu HA. ('ifcui\'o RC.V
i dal poblems 4.1

RE

Ult)

Solucidn . Para resolver este troblema se ha se -
leccionado el métodc que utiliza la integrzl de convolueidn ,
vara eemrlificar tanto el uso de exta integrzal , como la -

obtencidn de la funcidn de transferencia .

Sea V;{¢) sel voltaie de salida , k)= 3-’-'/5) =

Vols) = RI(S) , &)
k) el voltaje de entrada , Y= d " =>V, (s) = g-i-:;
la funcidn de tranzferencia estd dada por '

H(S) = _y_‘x.(.él—

[}
aplicando LKV al circuito anterior

Rele) + L (o0t = ufe)

tomando transformada de Larlace a la ecuacién anterior , ob=.
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tenemos ¢

RI(s) + 2z I6) =Vi(s)

R+&T1 = v, () (c)

la funcidn de transferencia H (S) esta éada vor el cociente

Ul  de lus ecnaciones (§) y (&)

%)
_ RI(s)
O ZR*‘,}&]T(S)
H (s) = 'R—E-—
y multirlicando numera‘c:l'or ¥y denominador vor _SR.
1y
H(S) = sS4 =i
re s
como RE = 1 entonces HCE) = -
s+!

sustituimos H{S) en la ecuacidn (R) mara cbtener el voltaje
) de salida

\
vals) = T =T

si hacemos

' -t
fr{f):pf"igs—;‘} :I‘l{l‘gl:'l} =slt) -a

R . -z
A= 27130} = <
asf - 'v;lf) se vuede obtener , tomando convolucidn de las fun -

ciones f£,{¢) 4 f;lé_)



&7

wle) = £le) » £l
- -&
wlt) = s -1 + & (#)
-t .
vor el teorema 1 sty + 2 = «
calculando & _
et - ); ¢_[e 7 Fdz )
- tgt | 4

sustituyendo las ecuaciopes () y (9) en la ecuzcidn (&)

why= &5 -¢ at

graficande el voltaje de entirada v, /éJ y el voltaje de sa-
lida  yle) . |

A (D) A L)

In B4
:




Se otserva jue el voltaje de extrzia tisnde a cers cuande
el tirmpe aumenta , la misma situacidn se presente en el -
voltaje de salida , el cual estd formado solamente vor ter-

minos transitorios .

Este =roblema también vodria haberse Tesuelio a
vartir de las ecuaciones (5) Yy (6) ; con el métods tratado -
en el capitulec 3, obteniéndose la corriente z[f) gue circu-—
lz por el circuito ; el voltaje a través de¢ la resiciencia
B, (nlt) ) se obtendrfa multiclicando la corriente 2l2)
Dor la resistencia .Se eligié el método que utiliza la inte-
gral de convolucidén vara ilustrar su uso , El usc de cual -
guiera de los dJdos métodos eg indistinto ya gue ninguno vree

senta ventajas con resvecto al otro .

4,3 Otro caso especial e vresenta cuando 1z fun -
cidn de excitacidén 2 un circuits inicialmente desenergiza—

do es la funcidn escaldn unitario
E(t)‘ = wlt)

denotamos “por Z_clb) a la resnuesta que llamaremos "respueg_
ta escaldn unitario " de algmin sistema rewregentado on 1z

figura 4.2

e S

alt) hle) 1A

™
Frqura 4.2 Vnsickma en d cvdl Yo
funcion do exiilapon as - ult)




89

de la ecuacidn ()} tenemos gue

Vals) = L @

donde 3
Vu (5) tes la transformaca de Y% (¢) , llamada “respuesta
escalén unitario 2

H(s) =+ es la transformada de hlé) , funcién de transfe.w
rencia.
-é- tes la transformada de la funcidn de excitucidn «l€)

A continuacidn veremos el uso de le rezpuecta es —
caldén unitario en un circuito inicialmente desenergizedo

para obtemer la respuesta a una excitacidn arbitraria .

Bean :
Vu 1s) : la transformada de la resouestz escaldn unitario
vele)
la transformada de lz funcidn de transferencia 4(¢)

His)

E(s) *: la transformada de la funcidn ée excitacidn /&)
Vz(-S) : la transformada de la respuestau&({)a la excitacidén
arvitraria «f#).

de la ecuacidn (2) sabemos que
Vi(s) = H(s) E () S

deseamos obtener u;{t) ,vara €sto vrocedemos come sigues

de la ecuacién (i)

il = s TR E(] 02
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sustituyendo 1z ecuacidn (10d en la ecuacidn (1) s tenemos
V&(S) = s [Yu,(s) E(S)]
hacemos
&v)

F(s) = V,[s) E() = fl) = £ F(s)]

«3)

donée

avlicando el teorema de convalucidn

2e) = [ (e-2) ele) 4T
= [, (6) elé-e) dz

= w,lt) ale)
Nétese que o) =0
de la ecuacién (H/) ¥y mor la transformada de la dsrivadacéde

una funcidn ¢&ada por

J{iif’}f = 5F($3‘f/°)
tenemos gue Vi i2) E!ii’ [z;‘_[f) *e[t)J

&
% Ja?/;‘lZ)Q[é—Z)JZ ¢s)

"

i

€sta ecuacidn nos vwermite obtener la rezpuesta de un siste~
ma conociendo Unicamente 1la excitacidn y la resouesta esca
1én unitario,sin necesidad de conocer la funcidn de transfe—~

renciza -

Froblema 4.3 .Encuentre la salida de un circuito si
2 2 . -
se szbe gue lz funcidn de excitacidn es 42 -3 y si se sabe -

. . ~z ~3L
que la respuesta egcaldn wvnitaric es -2« +9 %

Solucidén . Este vroblema cae dentro del mocele de
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solucidn Gado vor la ecuacidn (/5) .Denotzremcs

Vils) = L4-2et 4 473

E(s) = f\jé‘et-sf

Vyls) 211”‘1“)} donde 4 lt)es la esalida éel cir-
.. cuito

vals) = L Vule) Els)T
con Fls) = Vy{s) E(s)
avlicanédo el teorema de convoluecidn , termemos

¢ - -
26) = [t267 7 #45) dz
- —,ze_tf-%

vor la ecuacidén (+s) se tiene que

Y[t ):_‘;—lz f)
e

wmlt) = 2a
Eg imvortante hacer notar gque no se recuiere ¢o -
nocer la funcidn de transferencia , ni obtener su transfor-’
mada ; asi como tamvoco transformar la resvuesta escalem -

unitario, ni la funcidn de excitacidn.

4.4 Utilidad de la intervretacidn grifica de la -

" integral de convolucidn.

Esta se usa vara hallar la funcidn de galica de
un circuito cuya resvuesta al impulsoc del circuito y la fun—

. . : Sl R
cidén de emcitacidn son funciones conocidase graficamente -



72
. . Y
vero cuya integral de convolucidn serfu difieil de evaluars;

una razdén vuede ser norgue alruna § arbas funcionee ( 1a -

respuestza al imoulse y la funcidn de excitaciin) sean dALf1-

ciles de exmresar en forra analitica

Se mostrard vor medio de un ejemnlc la intervreta~
cifn grdfica de la convolucidn .

Droblera 4.4.

Considere una red cuyz resouesta al imrulgo se puede
anroximar mnor medio de las rectas jue se muestran en la fi-~

fura 4.3 {a) .Suponga que las condiciones iniciales de la
1‘ hie

oz 3 4 T %
Figortt 4,3:Rwpvela de o cir - Tigrra 44 Wllage de entmda
wils al fmpvlo dsl problema H Y.

red son cero .Por convolucidn determine 1la respuesta de la

red al voltaje de entrada cue se indica en la figura 4.4

Interpretamos la convolucidn vor medio de. los si

¢ Existen aparatos que miden gréficamsnte la resruesta de un
circuito , llamadoe osciloscowios.
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guientes cuatre vasos : 1) doblamiento,2) traslacidn s 2)mal—

tivlicacidn , 4)integracidn.

Solucidn. La respuesta r,‘g/é) estd dade vor la con
volucién de 44) y ¥ ) )

w k)= 4lt) 2 v [¢)
= l:{:) 2!,‘/‘7"3‘) dZ
= fw-z) plE) dE

4 wiz) % (=)
M 5T
(@)
tat-?) B ik
v{-2)
A 5 F




fomando L, =)

hlt,~ =)

1 bl il

z
(<)
h(t-2) v (z)
B
(d)
‘ fomande f3=—3
h(t,-z)

@) .

Z (p)

ult, -¢)

P ———-t—p——-

hiz) z/,'{z,—Z)

Q

v, lty-7)

N

Tued v, l-2)

T4

AR

&
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figura 4.5 NMuestra la convolucidn de h(‘) con ly{})para difaren
tee valores de t .

En la varte (a) ée la figura 4.5 se muestran las
funciones hiE) g v l2)
1a parte {b) muestra el doblamisnto de la funciones AfZ)y
v;/;), es decir , su reflexidn resvecto al eje vertical,
1a varte (c) muestra el desvlazzmiento deh@y K/g) pvara wn
valor fijo Qe tl= 1,
lae parte (d) muestra el prodmcto de aAas funciones b/ﬁ"‘)”}/f)
en el lado izguierdo,mientras sue el lado derecho muestra el
nroducto  A/z)uH-z) -

El £rea sombreada en la figura 4.5 {d) representa
la integral vara el valor fijo t, = 1.En éste punto,se eva —
lda la integral,y el valor corrzsvondiente corresvonde a la
ordenada de la grdfica de la funcidn convolucidn , es decir,

la funcidén convolucidn , tendrd un punto de coordenadas

Cz,, jt/':lé-a)‘}/‘)/’)'
o

Las vartes (e} y (f) d= la gréfica renresentun
la forme de hellar otro vunto de la grdfica de la convolucidén
de 4*7-5' en este ceso vara un valor fijo t, =3 el cual - -
avortard otro punto a la grdfica de la convolucidn de A#* ¥
que en éste caso es (\‘.‘5 ’ J:l-;lé-z)q'/;)&).

Tomando un ndrero suficiente de valores l’,_,fa_,...Jt,,
paré. cada uno de ellos igual 2 una constante , se puede ob-~
tener una buena representacidén de la grdfica de 4¥7%,. , en
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éate caso , la integral de faltung resultante estd dada en

la figura 4.6.
flhsz )i

3, i t

Fljvr‘ﬁ 4.6 La convolueiok de h yv;
obtenida gm’«‘l’éame.nfh‘

Podemos hacer las sigulentes obgervaciones con reg-—

pecto al problemz anterior .

l. Si demcribimos analiticamente la Trespuesta al
impulso .Obtendrifamos Rl = £ £t ult-1) }(—z‘+a)u[£-3)1{é-v)u[é-l/)
" 1a descripcidn analitica de la funcidn de excitacién es:

0 () = wlé)-wlb-3)

la convolucidn estarisa. dada por

&
(huww Me) = [ nte-2) v le) d2
(4

2
=/ Lz +-8)ule-r) +(-%+3)alz-3) +
o

(5-4) wlz-v)][8le2)-alt-z) -37 42



ambas integrales presentan procedimientos engorrosos nara
su evaluacién , siendo mds sencilla en éate caso la evalua-—
cidn grdfica .

2.La operacién de multipiicar la entrada v,"fa;)por
1a respuesta al impulso trasladada 4/f-Z) y luego integrar
de O a + , se puede considerar el equivalente de pesar
todos los valores vasados de la entrada .Esto lo podemos —
ilustrar en lz figura 4.7 donde aparecen superpuestas las
formas de onds kft) ¥y U;If) para diferentes valores fi jos de
< .

wle)
YRS VNTRES)

—

o Exty Ty,  Z

Fiqura 471 Muetre le 5.u;>e'po"ﬁa"‘da b funciones k[ll P
v{t) del problema 44 pdra diferenias walores ?ll_)'a.i
de t
al aumentar € ,4fi¢)e traslada hacia la derecha , ilustrdn -
dose esto para 1los tiempos crecientes ., fa, Ta riy

Cuando esto sucede el producto de las doe funciones que se
muestra en la figura 4.5 (d) , cambia y también varfa 1la

17




78

{salida) convolucidn Qzlé). Esto se puede interpretar como si
5[f~.;) se deslizara o barriera a ¥/z), dando origen al
nombre de éfk_g)que se conoce como funcidn de barrido .Conforme
se hace el barrido de la figura 4.7 , la salida en cualquier -

momento se determina principalmente con valeores recientes de -
la entrada .lLos valores "muy vie jos " de entrada tienen muy
poco efecto‘ en la salida actual , aunque hablando en forma eg
tricta , se puede ver que la salida actual se determina gracias
a toda la historia anterior de la entrada , pesada con la res-
puesta al impulso .Esto resulta un modo til de visualizar la

forma de la respuesta que se obtiene al excitar una red .
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Apénéice A

Sistemas 'De Ecuaci'ones Diferenciales lLineales

Considere un sistema lineal homogéneo con n ecuacio
nes  diferenciales de primer Srden , con n funciones descono =
cidas . %, , 13, «+s_, Atrn sdonde todos los coeficientes son cons-

tantes .Entonces el sistema que consideramos tendrd la forma

dx = 4, % +Q\1. A+ . . +Q‘n A,
dt

4_3_& = Q,,
Jdi

)

. ta,, X
l‘+Q‘th4 PR ‘ 23] n

Jd:: = &, x, +ap, X, 4 - o ann

xXn

donde todas las U , ¢=44..n; 7=l5..,n 8On constantes conocidas.

Si A es la matriz de nm de nimeros reales q; dada por

an q|z et
A = LT Qe C -
&y
u a - L )




¥ el vector
(¥

‘el sistema dado por lz exvresidn (1) se puede expresar como

la ecuacidédn diferencizl vectorial lineal homogfnea

X'= AX 4)

La matriz constante real A que aparece en la expre
8idén

() ¥ estd definida por la ecuacidn (4) se llama matriz

de los coeficientes de la ecuacidn (4)

ma (1)

decir

Una motivacidén para buscar las soluciones del siste-
?

la encontramos en el sistema (1) cuando

A =(q,) es
en el caso de la ecuacidn diferencial mds simple n=139%
Q,
43 - Qa, X cuya solucién no trivial es :.lt) =, & "
dt

Buscaremos soluciones del sistema dado en (1)

» O
sea del sistema vectorial dado en la ecuacién (4/) «.La manee
ra de hacerlo serd proponiendo

soluciones no triviales del
-gistema dado

en la expresién (i) de la torma

At
% =X @ .
) at .
z’\— .‘A < . (5)
: N
X, = -‘.,‘(L
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donde £, ,fa, vrey -’(,.,/,\ son constantes susceptibles de de=

terminarse .Si hacemos

¢)

entonces por la forma de la expresidn (3) , se ve que la formm
vectorial ée la solucidén deseada (.S) ea
)Y 2
X=c

por lo tanto,buscamos soluciones de la ecuacidn diferencial

vectorial (4) que sean de la forma
At |
X= A« @

donde o es un vector constante  y A ez un admero ‘por.
determinar ,si sustituimos la ecuacidn (7) en la ecuacién (%)

obtenemos
Y

At
A{e = Axe
de la cual se tiene

(A*/\I)O(Z-O o )

donde I es la matrfz identidad de nxn .Bscrito en términos

de componentes , corresponde a un sistema de n eéuncionee'
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algebraicas lineales homogéneasn .

= O
(0."-)‘)0(' + Q,, Ta + . - + Q. “n
Go, o, + (agp-2) ox + - © T Qandn =0 (9
: e e e . "'(an- '\)o{’l

Gn. o + C‘n;. 0(1 +

interpretable como un sistema homogéneo , con las incdgnitas
o, o2, ..., o +Sabemos que éste sistema tiene solucidn -
distinta de la trivial si y so0lo si

6\”-/\ Q. - q\n
q;d Qal-‘j P G'an o
. - (0)
.. G -
G Gna an

es decir , ‘R")\I, =0.

la ecuacidén (1) es llamada la ecuzcién caracterfeti
ca de la matriz de coeficientes A= Q,_, de la ecuacidn dife-
rencial vectorial (‘I) .Esta ea una ecuacidén polinomial de -
grado n en A , donde sus raices Ay de, sy A,son los valores -
caracterf{sticos de A . Al sustituir cada valor caracteris=
‘tico A‘_ , (cz1¢.n) » en el sistema (9) se obtiene la so-



83

lucidén no trivial corresvondiente

= A o K e ot T ® ag

(e=1, 2 ..., n) 9L sistema(4) .Dado que la ecuzcién(%/ es 1la
forma en componentes de la ecuacidn (§) , el vector definido

nox

&) o . \ (12

es un vector caracteristico correspondiente 2l valor caracte-—
ristico A, :lc=s,¢..,n)
por tanto 1la ecuacidn diferencial vectorial

X'= AX *
tiene la forma dJde Solucion
Al
X = & & (r2)
donde \ es un valor caracteristico A, de la matriz de coe—
ficientes A ¥ el vector o debe ser un vector caracteris —

<) :
tico correspondiente & este valor caracteristico J" -

Con respecto a la forma de los n valores camcte;:{a

ticos , se presentan dos casos .
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Si los n valores caracteristicos son diferentes
Y reales . Los resultados importantes correspondientes a

éate caso se resumen en el siguiente teorema .

Teorema . Para le ecuacidn vectorial

X'=AX “

donde A es uns matriz constante de nxm ,real ;supongamcs

que cada uno de los valores caracterizticos A,,A: . . > An

tw n) .
e -,0{ el conjun

t0 de los n vectores caracteristicos correspondientes de 4.

de A es diferente y real ; y sean -’(w} of

Entonces en todo el intervalo real Lu,b] , las n funciones de-
finidas por

‘ 0 al () Aact. {n) At

- 0( (v J "{ /A VA = (78

forwan un conjunto linealmente independiente ,llamado conjun-—
to fundamental , de soluciones de (‘/} } ¥ vrecisamente la COMw

binacién lineal de dichas funciones @ ) At
o At (1) At A @
1= ¢ A @ FCioA & 4. +C,

4 Las d_emoa'traciones de los casos 1 y 11 pueden verse en el
libro de Becuaciones Diferenciales y Problemas con Valores en -
la Frontera de Boyce ¥y Dipnm .
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donde ¢,, e, .. ., &, ©8on n constantes arbitrarias , es la

solucidén general de la ecuacidn (4/) en el intervalo [q,5].
Caso I1IX.

Si en los n valores caracteristicos alguno(s) se
repite(n) , es decir , si tiene valores caracteristicos mil =~

tivles . Consideremos el sistema

1
X'= AX )
donde f4 es una matriz constante real de nxn ,sUpPONgAmMOs gue-

A tiene un valor caracteristico real ,\| de multiplicidad m o, -

donde lem <mn , ¥. que los valores caracteristicos restantes

A A

mpr ) “mey a"‘/)
valor caracteristice A, de multiplicidad m tiene P vec-—

(si existen otros ) , son diferentes .Este
n ;

tores caracter{sticos linealmente independicnter , donde
lap=m .Consideremos ahora dos situaciones :

i) =i p=m , i1) 8i pam

1) Si p=m , hay m vectores caracteristicos linealmente ine

[ (£ 5] tm)
dependientes A, .., o correspondientes a
A, olas n funciones definidas ~or
t
w At @) AT ) At """&"tan} G\g')a_)‘?t.
ale’ e A e, 4 E yen”

form~n vur. conjunto linealmente independiente de n 8solucio-
nes de la ecuacidn diferencial 4

K= AX L w
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¥ la solucién general de la ecuacién (‘x’) es una combinacidn
lineal de estas n soluciones , con n ndmeros arbitrarios
como conatantes de combinacidn

ii) Si p<m , en este caso hay menos de m vectores caracte—
- . 2

riaticos 1linealmente independientes  correcpondientes al

valor caracteristico :\, de nmultiplicidad m .Entonces hay -

menos de m soluciones linealmente independientes de la ecus «

cidn diferencial (4} de la forma af')q_'\'t correspondientes a

f\, ; ¥ no se tiene un conjunto fundamental de soluciones de -
1a forma a((k) q_a"t donde ), es un valor caracteristico de 4
v a(w es un vector caracterfstico coxrrespondiente a A‘ -
Se deben buscar por otro camino , soluciones linealmente in-
dependientes . ’

*
Un camino podria ser el siguiente :

Si ,\l es un valor caracteristico de multiplicidad
m=2 yp=1l<m , entonces se buscan soluciones ;.inea.lmgn
te independientes de la forma

NE F% 3 Mt
4 v ota + g @

donde ¢« e85 un vector caracteriastice correspondiente a
es decir+«4, satisface

A - MNMI=0

# La demostracién puede encontrarse en el 1libro Ecuaciones
Diferenciales de Boyce y Dionrima.

1
/ll’




87

vy 9 es un vector que satizface la ecuacién
(A-21) p= =

si /\, es un valor caracteristico de multiplicidad m>=2
¥ P< i , entonces las formas de las m soluciones linealmente
independientes correspondientes a A, dependen dé si '

P=1,2,35000, m-1 .
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Apéndice B
Pransfromada de Laplace

La transformada de lLaplace es un operador lineal.
Mds especfficamente la tranformada de Laplace de una fun-
+
cidén .f[{) es un operador integral que denotaremos por of{fﬂ‘}
Y definiremos como

f{ f/[‘)f = -i :“zf;/l) JF )

ity
donde como es usuzl la integral )e‘f/t)dt‘ se sobreentiende
o

! . At R
como )(1_ 2EXE ¥ donde 8 es una variable real(pudien-
A== @

do ser compleja).

Pero para que (1) quede bien definida , veamos cual
es el dominio de af .Para describir el dominio de X necesi-
tamos las funciones seccionalmente continuas o continuas a
trozos . Una funcidn de valores reales se dice que es secclo
nalmente continua en un intervalo cerrado si su grdfica -
eatd formada por un ndmero finito de trozos continuos .Con
mfs exactitué =i f: [Z«lb]c,[R_p]une cumple con a) f es—
‘4 definida Yy es continua en todo , salvo un ndwero finito

3 BEs comin usar a t como la variable cundo se trata de la -
itransformada de Lavlace , debido a que la mayor:’.a de los pro-.

blemas con condiciones iniciales la variable es el tiemvo,
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de puntos de [a,J_,J , ¥ b) existen los limites laterales

Pet)= bow #lesn)  2(e7) = b ple-h)
kot hso
donde h 3ot significa h- o con hso

En éste conjunto finito de puntos las diccontinuida-—
des son de salto Yy se dice que es seccionalmente conti-

nua en [Glb] . {1

maqns 138 del gulte = f{f')'f/(_)

x4
Observando (I} deseariamos 2:qu.e o satiefaga™un con-
junto razonable " de condiciones para gque exista b la in-
tegral de (1) y sobre todo nara que a( resulte ser lineal -
en algin espacio vectorial®adecuado” .Por ello f debe es—

cogerse de suerte que

jﬂé 2 ple) ot @

exista para todo A>0 .Esto se logra pidiendo gue ﬂf)sea -

seccionalmente continua en todo intervalo de la forma [e4J

edicionalmente c£e considsran sole valeres positivoes dol tieme-

po y de ahi la restricecidn de que t & fo,o'é). '
-0

#+ 4%+ Recuerdese que ji‘ﬁ{r)af se dice que converge , lo cual se:
o

- .
simboliza por Jod-"tllé)dt <oo para algin valor particular de s
{pues la integral es una funcidn del pardmetro =) si el 1{-

mite dy j?_"'?[f)dt:lu‘n j:c';z pxiste .
o R-'vao
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con Ao pues entonces el integrando serd seccionalments con-
tinuo y la integral existird y no solamente existird, s5ino -
que el conjunto de tales funciones forman un Espacio Vecto -
rial Real bajo las definiciones de suma y multivlicacidn

por un escalar Tusudles " .

Bl que f sea seccionalmente continua no es su=-
ficiente para garantizar 1la existencia & convergencia de
o{;f/t)j en (1) y Y& que sobreentendemos a (/) como el pas.o al
17imite en (4) cuando A = oo .Una manera de asegurar tal
convergencia de la integral en (/) consiste en someter a f/&")
a ser una funcidn "mayorada® o "“dominada" por una fun -
cidn exvponencial , de forma tal que ahora podamos exigir el
que q’"‘tﬂt}-,acuando £ — o0 .

Por lo anterior introducimos las func¢iones de Or -
den IExvonencial ¢ .
f/¢) es de orden. exponencial en [o,.) 8i existen €70 y &

tales que [f[f)/s(’a_dp.ra todo €Ero en donde f estd defini-
da .

Es casi inmediato demostrar que la transformad: de
Lavlace de una funcidn seccionalmente continua y de orden -
- exponencial esiempre existc .

En efccto , tenemos que si f;json dos fuanciones
integratles L en todo intervalo [¢,bTJ conafijo y b ar—
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bitrario y si H’ll)}‘:a“‘) para todo {24, entonces

& .
J -)?lf)di' < oo ‘ (ex:.sﬁe o converge)
.

b rd
si- J ‘U')Al' existe.Por énte resultado +tendremos en el caso
a1

de nuestra afirmacidén que por ser flf) de orden exponencial
. .4

existirdn €0y <« tales que |[{{a] =C« tpara todo U720 g

consecuentemente

,ff/’/f)f j P ple)dt = ] e de )

“.stiret A (s~
=c (Lé*adz-;-(’énnj ) d
>} A

- e( i) b §EO )

_ .._c._... J K73 57(-£
s-dC

Asf hemos logrado demostrar el siguiente

* Recue’rdoae que si 1) es una funcién seccionalmente con-—
tyoua  en la,b), entonces existe Jb:“;)dz ¥y es independiente de
los valores que (1) tome en los puntos de discontinuidad ,2)
=3 8 f ¥y § son geccionalmente continuas en [ 4,47 , entonces
también lo serd el producto Fj » 10 cual implica que la = .
integral del producto de dos funciones seccionoclmente con—

tinuas existe (converge) ,3) toda funcidén continua en £4,57"
es peccionalmente continua. ' '
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Teorema. Si .f es una funcidn seccionalmente conti-—
nua Yy de orden exponencial , entonces existe un ndmero real
. L
& tal que para todo sS>ea ; § qf'"rf[é)d[‘ converge .
o

Ahora si ya podemos decir algo mds sobre el domi-
nio de la transformada de Laplace , en efecto , no sdélo PO=
demos decir gque el dominio de J’ff/t'}_j estd formado por fua -
ciones geccionalmente continuas y de orden exponencial
sino gue para dichas funciones su dominio siempre incluye

un intervalo semiinfinito tipo (&, =°),

s, = inf joceiRe 3L4Hel,s0c]
se puede demostrar que £420)  no converge pera ningin
S<dg

¥ds adn si denotamos por

Por tanto , el dominio de Il es un interva-
1o [ SOJoQ) , con la posible salvedad de que §, no quede in=-
cluido .

Ya puntualizamos que cualquier funcién de oxrden -~
exponencial  tiene transformada de Laplace , vero el recf-
proco g,ser,é‘ cierto? , o sea gtoda funecidén cuya trans_-
formada de Laplace existe ez de orden exponrnencial ? .Basta
con dar un contrae jemplo para gque guede claro que la propo=-
sicién inversa no es verdadera . En efecto .ﬂl)-_?‘ta tiene -

#
- transformada de Lavnlace ’ s Pero no es de orden .exponen-

$# La existencia deX{;’-g}puede mostrarse usando el teorema de
comparacidn siguiente "Si fﬁﬁ son integrabdles en La1] .y

: : 1 '

o<a<l ¥ 8i \f0\<qldpara o ctat =2 3I Hodt o 3 S gledt

o A >
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cial .Esto evidentemente implica que el conjunto de funciones
que poseen transformada de Laplace es mds grande que el con-
junto E de funciones seccionalmente continuas y de orden ex-
ponencial .; que tanto es mayor ¢ .Es diffcil contestar a
esta pregunta pues delimitar el dominio preciso dej"f/fu’es
un problema aiffeil s aunque para los fines que este traba-—
jo precisa , basta con percatzrse que el conjunte £ de -
funciones seccionalmente continuas y de orden exponencial =
abarca la inmensa mayoria de las funciones necestrias en las

avplicaciones gquuen particular nos ocupa , asi las furciones

¢
e, & senbt, cosbt, 1" sanbt , ok

son e jemplos de elementos de £ |

Intentaremos ver ahora a la transformada de Laplace
-0
LIS = [ S ptat (1)

como una transformacidn lineal del conjunto & (de las fun-—

ciones seccionalmente continuas y de orden exponencial) en
F (conjunto de todas las funciones con valores reales de-

: finidaa en intervalos de la forma CSoJ-Q) con 5 »=ce);Vis —

tos estos como espacios vectoriales reales bajo las defini-

;ciones usuales de¢ suma y multivlicacién por un escalar , esto.

es

Concretamente usando tambidn que i‘éak




34

070{ f/z‘)j cE —-F
e — F(s) @)

Sin embargo hay un problema pues F no resulta ser
un espacio vectorigl real con la definiecidn usual de sumé. s
puesto que las funciones en F no estdn definidas en el mismo
intervalo (pues cada funcidén F(s) existe para sy cada -
una en general tiene su O particular .Pero €ste problema -
puede solucionarse fdcilmente sobreentendiendo que la su-
ma de dos funciones F(5) ¥y Gls) de F se define como la fun-
cidn F+G cuyo dominio es la interseccidn de los dominios
de B V' ¥y G ¥ cuyo valor en cumlquier g de dicha inter -
seccidn es F(9) +G@(s) .Con é¢sta definicidn y con la uszuzl
de mualtivlicacidn por un escalar ; F ya es un IZspacio Vec-
torial.

Peroc realmente la transformacidn (¢¥) sserd lineal?
por ¢esgracia (‘J) no es una transformacién lineal .EL rroble-—
ma surge al dar un contraejemplo a

Lit+af = X4t + L1}

a sabexr : 7f[t)= cost, glt)= —eost » pues f{flnhl'{glt)jw
vara. 8 «(o,) y no estd definida para 3€0, mientras que
& ;~f w‘j} = £ fo_} =0 pars toda se€/R ,perc recordan—
do que dos funciones 3on iguales s8i y s6lo si tienen el -
mismo dominio y toman: el mismo valor en cada punto del domi.
nio , luego o % wnit - entf + of}mt] /-f/"wij(sélo podria de-

cirse que s3on idénticas para los valores donde ambas funcicnes =



as

estdn definidas) .

Pero evidentemente que tambiédn esta dificultad se
puede superar ; para lo cual baste considerar que dos funcio
nes de F son idénticas siempre que coincidan en algin in -
tervalo tipo (&,~) .Iuego entonces con esta identificacidn

tendremss algo que evidentemente era deseadble ; a saber:‘

L4E+aF = diPF+L45d . K RgeE sividad
of/cfj = co({j.f [ffamoaenfl'da/)

¥ por tantc hemos podido interpretar a.xfﬂt)jcomo una  Prans—
formacidén Tineal de E en F .

wserd £ ’1 a 1?7 o sea
o £Ff=Lisf = £z37

es decir

A jlg.}:q‘s puede resolverse para ¥ en forma
¥nica : yogiyg 7 .

De nueve aqui hay una dificuliad trivial s pues
sl * Yy 9 « = s que 80lo difieren en los puntoé de dis«
continuidad , entonces ,‘[{F} = f{s} , aunque £ #9 ..
Sin embargo estas dos funciones son casi idénticas , © sea
que consideraremos a dos funciones gque gélo difieren en un
conjunto finito de puntos como iguales (iguales en casi
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dondequiera ) , luego para todo fin prdctico a{a es 1 a l.
Esto significa que siempre que d’fﬂ}:q‘ {(s) pueda resolverse’
" es- encialmente " en forma vnica con respecto de Y y dicha
solucién en efecto se exvresa =a travds de la asi llamada
Transformada Inversa de lanlace de la funcidn $4), la cufl
se denota por J"{‘ﬁf y caracteriza a §

y= £ e}

Li93=¢

Este es el contenido del teorema de Lerch , bdsico

51 ¥y sdlo =i

en la teorfa de Transformada de Laplace .
Teorema de Lerch.‘
s51ify 9§ € E ¥y supongamos que existe un mimero

real 5 tal que

,;f ; f[é).! =& fgj s para toda S£> Se

entonces salvo posiblemente los puntos de discontinuidad

. L) =31“) para todo £ 0
finalmente la transformacidén lineal
AL £—=F '

;, ea =obre ?

¥ Una demostracidén dJde este teorema puede verse en 3 L.Kfei-
der ,Introduccidn al Andlisis Lineal, Parte 2 , Pondo Educa« .
tivo Interamericano 1971. ) v
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Para responder a esta pregunte ', basta recordar
la desigualdad (i) ses decir el teorema | que asegura exis-
ten constantes ¢ y & tales gue

- C . L €]
\afe}l = £ & s7

egto es , cuando

. <

= . _— o
S+ =a
Por lo anterior <funciones ¢Ib) tales como -‘LJ 5_,
sens QSJ s?— _ ela no admiten transformada in-
versa - ya que ninguna de ellas tiende a cero cuando s —peo.

En consecuencia la respuesta a la pregunta si af aplica
E " gobre ™ [ es NO. A continuacidén daremos algunos
resultados de gran utilidad.

La transformada de Laplace de la funecidn

para n entero positive estd dadas por
P Ry P
L) = | Sttende
(]
tomando & = ..Sé y dé& 2%5 , sustituyendo en la ecua-

cién anterior , tenemos 3 - ”
-z [z d=
jft')j = je (S) S
o
oo

o

_ 1 r(n+t)
p— :SW

4 Donde - M es la funcién gamra.
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7 para 1 cnﬁ’ro/
Jif'y = Sh,,.,., - posilive

La descomposgsicidén de un cociente de polinomios 2‘3
donde el grado de Pls) es menor que el gxado de als) ’ aéa
fraceiones parciales es de freacuente uso en la solucidn de
problemas por el método de la transformada de Lavlace , enun
ciaremos aqui dos teoremas que representan los casos mds gene-
rales de las situaciones gue se vresentan ’.Estos teoremas

se conocen como Teoremas del Desarrollo de Heaviside.

Teorema .

Sean P(s) y q{s) polinomios en los cuales Ps) es de
grado menor cue Qls) .51 (s tiene n raices diferen-—
tes «, ron K=4L,3 ., n entonces "

-a A
ap P 2 PHe) o7
J’ f als) K=t a’[ﬂ(‘:)

Demostracidn.Como RI%) es un polinomio con n ceros
diferentes , podemos escribir po’el mékdo da fraecione pareiales

sabiéndo que o=y, %4 aon las ralees dE QL)
P - A 4 As 4 ... + 2o (=)
als) T gy S-+t2 S~n

multivplicando a ambos lados de la ecuacién () POY Sy
yk tomando 1limite cuando S-» =, , aplicando la regla de
L ‘Hosvnital encontramos que
A= A R (em)
S ()
ok

b—
= dun P b o

Sb "MK



aq

. ° S-wk
- L,m' Pls) Ao —
A, Sorete s -aay ouls)
= plt) - "!r'
= s e &' ts)
. P(x)

* k= ﬁ'é’(k)

entonces [§) puede escribirse

NS . PB4) 1 P} L, Pltn) A
als) Bl S- @/(<z) S™2 &', S-oin

b ol
tomando transformada inversa de laplace , obtenemos

oty

=4 P P["(')z .’_Péﬁ) z {‘ +ﬁ)¢
af {_a_l:‘ a’f) [ﬂh) gl(dn)
_ 2 P
ki a'("(k)

» Ver tabla X.



Teorema 2.

Sea ‘55) un polinomio , donde el grado de Nﬁ) es
menor que el grado de Q/5) que es de grado n, donde QLS.)

tiene una raiz "a " de multivlicidad ™ n " , entonces
_N_E_) se puede escribir como
al.&) A
gs) - A + Aer ... * m (‘)
ald  (s-ad” ™ s-a
entonces

al PSY ). ¢“}n,£”"¥ﬂ!t"’*+... +Am])
5[ " aldd (m-0r (m-2)!

Démostracién Multivlicando ambos lados de la ecua-

cién(c) por $-a)™ , Se tiene

_gf% (s=Q7_ 4+ Byls-a) + -- - ¥ Am (s-)" (’U
3

tomando limite cuando s~ a. en ambos lados de la ecuacidn

anterior , se obtiene gue

;P (s-d= A,

S» L als)

tomando la derivada con respecto a S en la ecuacidn (¥) ,

tenemcs - 2
. [ pia) (s | = Ax #2A, (s-) + -+ Hnw) A0S
do als) (#)

tomando lfmite a ambos lados de la ecuacidén §) cuando



A0\

sp0.» tenemos

I 3"5 I-Pb) (bﬂ)":]: A,

so

tomando la segunia derivada con respecto a s de la ecus-
cidh ( 7} tenemos

ppe [K—)tsm"] 24y + 32 Al Foe Hmdm o An i ()
s?

tomando limite a la ecuacién (‘I) cuando S-—a- se obtiene

X- PL“) (s-a)m] = 2A;3
S_’a d&l G\(&)

de donde

p 5 20 d”' Pls) ()_q)J
3=

- Ssa 9(5)

vara hallar el coeficiente general '4.< derivamos la ecumcidén

@)I'K«]veces y tomamos el limite cuandosype , en €ste caso

P(S) (s-a)™
o . s-a /
A = &-° .S-w. dsk [

ahora la ecuacidn (c) puede escribirse como

)J/-n\ i PUis) )lﬂ _L.. RN +
ac:)) o \- e L e ™ sau 95 [am‘” s ,
2! Pf") " ' '
—_— @) L
@t.)' e do A’ o) - (o
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¥
tomando transformada inversn de laplace a la ecuacidn (W

F -l -2 ¢
{ als) [Lmt,) 7 ﬁ + + l)'n_]eu

Nuestro objetivo es usédr la transformada de Laplace

tenemos

para resolver cierto tipo de problemas , a saber, azuellos
%ue pueden representarse por un modelo matemdtico que cons—
ta de una ecuacidn diferencial 1lineal , que tiene como tér-—
mino no homogfneo una funcidn seccionalmente continua y de
orden exponencial .Es por ello gque se obtendrdn las transfor—
madas de las funciones que con mayor frecuencia se presentan
en circuitos eldctricos .

’

Teorema. Suponga que f/t‘)es continuae y que fo/f)

es seccionalmente continua en cualquier intervalo o<z 3/7,
suponge ademds que existen constantes e ,e y M tales

que [f[t)lﬁfaqd para ¢t M .Entonces existe o{}{lﬂj
para S—+oC ¥ se tiene

Rt f = sLitwf- £

Demostracidén . Por definicidn

24 1= [ w at )

_1. .. Yy
Tomando u=-e ! =p du se€

duz 2lde = v= 6

integrando por partes el segundo miembro de la ecnacién ()

¥ ver tabla I.



Yt = B S e s :“'r/)at
L[] o //aZ*J 7z

=-flo) + s L1
- s LIt~ frs)

. -s)
Teorema. Si {/f)/ )‘?éz ceee ,3‘"/"6) ason continuvas
para €20 y de orden exponencial , y si f['?() es continua a

trozos para +¢t>o0 entonces

7-4)

L) 7% < snafp )" pe) =5 Flos = oee = £ 10)

La demeostracidn se hard por medio de Induccidn Ha~

temAtica .

supongamos que vale para o=/

Lt =s £iHay - $0)

lo suvonemos vdlido para n=k

(k)
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aﬁr’k/é}j: Sk L}t f- S5 to) -5 ,P%)-.-f “f (o). ggy



por demostrar que vale para n=k4t , es decir , demostraremos

que

- ple)
XIf( If')f Skblaf}f/t/f Skf/o) —.Sk"f?ﬁ)—-—. f

: b
tomemos gl't') = f&‘) (@)

donde f&y es la k-ésima derivada de /A, derivando 1la ecua -
cidn (43) ” »
“
9°%)= £ 1€ | ¢e

tomando Transformada de Laplace a la ecuacidn {’W :

2amf=s 21gtf-2/) ()

pero por la ecuacidn (2

4;;/@: i) ' va) -

donde el segundo miembro de la ecuacidn (7/6) estde dado por
la ecuacidn (72} , teniendo asi (e y
ZL{slelf= s .{’/ pf -5 phy) -5 f ) = e TF ).
G2

sustituyendb la eécuacidn Q7) en la ecuacién (¥ se tiene
- a _iple~) iy
o {9t0f - S[SKJ}fwj~5"ﬁzo)—$" F6)-- - = 1 lo)] -4b)
)
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2 e} = SEML MR - 5F F10) -5t loy - - s 210D -gle)
(Ixa.)

x
pero wor la ecuaci&n(/a) sabemos que J/0) = £%0) gve

sustituyendo en la ecuacidn(/fs), tenemos
) (&5
Llyw)= L]

_ S5 Lf Y-S ) - 5572 ) - eeum 5 B - i)

Teorema .S5i f/f)es una funcién seccionalmente contie~

nua y de orden exponencial , entonces

L] | P} - 2 4 10t
) - S

Democtracidn .Por definicidén »
L 1) et = [ &[4 20gar] at o

tomando -5t —
2 = j{-//v)dr drz & dE =
o .

Y
dl(,: #/&‘ / v = —?’e

' efectuamos la integral del lado derecho de la ecuacién (/7)
por partes , asi
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;(’/ff/,)drj s [-é—e“’ﬁw:)ﬁ]-j.; pe) 6y
fh=p o : o p4 .
con lo cual se obtiene

+ et
jf./ }’/r)o’r = o 4-5-’— _Se“‘-f/[')dlll = :L,affgwf
(] o
Transformada de una funcidn periddica .
Teorema . Si f/t‘)es seccionalmente continua vara 2%

v de orden exponencial , sf {/t) es periddica de perfodo T ,

entonces

L #f = = Lg‘tf/f)dz

|-<

Demostracidén .

L1l = [etpuae + | St pnac bo)
° T

tomando ¢ =W+ T en la segunda integral del segundo miem-—
vro de (&0

j e."f/t‘)dt= J e-sre-svf(uf- r)d v X
T (4 ‘

-
g*T [ e M av
° :
Ja que pot sev periddiea lu Junusi [, do povisds T=> -f(tjﬂ)'-'fl"),
an e’xll caio $(v¥= lr+T) )



jlal)

Aca-.‘) _‘T
jre it = € P Cer)

sugtituyendo la ecuacidn £len la ecuacidn (2¢6) se tiene
24 #0 - e S5 ppar + & T LS @v)

despe jando ,(/f/l‘)j en la ecuacidn (32) se tiene

”{/ f/f)f‘ —sl" e_”;f{r)dz‘

Transformada de la funcidn * Escaldén Unitario ".

La funcidn escaldn unitario cuya grdfica aparece
abajo , se denota porully se define como

1w tz0 [ wlt)

Ppr———

<2 lt)= {

o ¥ £<o0 .

<& e
o RAL. FUNTICN EstAN

(T RRPVIRY 111

evaluamog su transformada de Laplace

A{utedf = J:é“‘t ult)dt

= ey dt

% Paxa J (f)dt se integra en el eje t desde ¢z20 a TI"°
al hacer el cambio de variable uv=z= 2~7 entonces 1la

ws{v# T
e ﬂvir)du- ‘ae integra en el eje v , desde V= 7-T=o

a &3 “O-T mpoD .



! . —Ai/” / >0
Hutf = din -2 &[0 = L pare o2
F adhad

Ia funcidn escaldn unitario desplazada » cuya grd
fica se encuentra abajo , se define como

& tora
u/[--a) = }o W t<a Ja>o

Fiqura. 2. Escalen Calne

desplazado.
evaluando su transformada de Laplace

a‘({u/hg)_f = j}“%/s ~a)d

~[eto gt + [ty at
(~]

. WYL
- ’.M "‘sLe lu_
n-=
| =2l
= &  para S7°
s

- Guando tenemos una ecuacidn diferencial cuyo tér-
. .mino ﬁd’hbmogéneo es una funci6n;§gcciona1mentg continua 'y
 &9'6ré§n exponencial , el método recomendable para resdler-
la-es el de trunsformada de Laplace , ya que éste evita el

) téner gque calcular las diferentes soluciones para los di-

ferentes intepvalos donde #lt) es seccionalmente continua

-

Al aplicar transformaca de Laplacé a la ecuacién antes des—



erita , serd de mucha utilidad el siguiente resultado para

obtener la transformada del t€rmino no homogéneo .

SiJlt) es una funcidn seccionalmente continua en [B/ az]

¥y si fl6) i ext<w
e = imu s arsten @3)

deseamos escribir £/f) en forma adecuada para obtener facil=-
mente su tranaformsda de Laplace , édato se logra de 1la si, ——

puiente menerm: 3 utiliizando la funcidn escaldn unitario.

4

b

> T

z ' a,
Fiacra > . GV&‘\;‘.&. de ul) . Fuuré A. Grdgtéa de uu:—d'\

en 1la Figura (3) tenemos la grdSica de ulr) y la de dlf~<a) en
la figura & ,si sumamos u4lt) con-ult-a), 1a grdfica que se
obticne es: la de la figura (¢J

T .ﬂn

Fiauvs & Gratica de Zutt-a) - )
que al multivlicarla por 7./ nos permite describir a Zé%en

el intervalo E, a,) .

?

s N Fiqueat, Gra f\ca,
de u(ﬁ)— ult-a)

Ahors si sumamos & {f-4;) ,figura @);con ~ult-a,) de
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1a figura @) obtenemos la grdfica de la funcidn wlt-qy) '“/“"74)
dada en la “figursa (l) que &al multiplicaree por ﬁ/f) nos per—
mite describir #/¢) en el intervalo [a,, ¢1)

Az
e .
l l a, ay
Figura ‘7 Gralea de-ulfas) Facra b, Gru jita de ult-a) - uté-a,)

con lo cual tenemos que la - §vnci6n (zs) , también se puede
escribir como 3

Pleye ult) Ble)-ulb-a) ble) +ul e=id fule) ult-o ) el
pleys fule) [wier] ¢ CEalo- ple)Juli-a,) - #alt) alé=<s)

con lo que }l¢}asf expresada facilita calcular se transfor.=
rada de lLanlace .

Generalizando el caso anterior para cuando ,f/l)
egstd dada . como

ol w0 esten
&)= VNG o a % b<de
talt) R PR LR
. o" w an =t .

se tiene

f[é): ﬁ.(l‘) k “-\),tt) ~ ‘5(”] wlt-a) + [’3&)‘&(“)]“[#'04) $o. . F
[0~ £, (O] ulébw) - 2, L) wle-an).
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Tabla I

Pranformadas de algunas funciones bdsicas.

, - Fls) = .,[fﬂﬁ}
2= 27 jFs)]
L _é_ o S>0
i r", n enlero Pox'nh{m - .___s";‘;_l_. ., S70
at :
Q . A, sra
S$-0. ’
San u't O , S20
st*,&t
s 0‘& -5 4 S»0
$1+a2
t
@ san bt b __ L s>a
{s-6)'+b
at .
@ cosbl A-a sro
(s-a)'48  ~
t
tnd.aJ nan‘fm Po;:f:ao nt Ssa

(s-a )™ ’
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Tabla II

Al gunng Propiedades de la

Transformada de
Laplace

Prop. ||;lﬁ]u“ <, f,[f) +e, ‘4{‘)

Tmmkrmdn. . SFG) ~ f(o)
L Ple)
la ::u\naiu. d¢
fmnz};vmda. __d_'_’ 2e)
g e g

)
SEW S 80)~ o~y

Tvanc formala de

la funeisd elea- u(t) ‘é" , sro
fort
~sa
ﬁﬂﬁkﬁ:%;? ulé-a) Qs , Sro
eabn tetlodun,
J."L"‘ﬁ(,":?ﬂ“ $1¢) /
Ui\rnm )
o,  trde o ~ R
p : s
Consolveios Jf[;)a./l--z)d;‘ . F(#)G )
’ R 6
ffra-nge)d
) [-4
trasledon

Plalulea) C* R




Apéncice c
Convolucidn

) Algunos resultados importantes usados en la demos-
tracidn del teorema de convolucidén son 3

1) L4 #E-0) alé-e) = @cFly

i ¢é-E=<o
" a) alé-%) = } { e L&) 20

o

o u é=<F
“lf-&) = }/ w ¢FE . wlt~F)

I c.:_-i =

Peorema de Convolucidn. .

S1 HW= Fls) Fils)  doncy  R/is)= L4htd] 5

Fals)= o f#:.lt)j
ent.onces‘ N _
Rty =27 }H[l)} ez la coywvolucidn de £./f)cen £ i)

hit)= 1D ¥+ falt) » donde Ali} esta dada por



| ‘ .
s)= | #ple-2) ki) dz = [tlebie-ndz
D (

_Demostracidn.

(-]
F,JS-)= Se_"tﬁlt)dtj por definicidn
o

-0 io &
. ~SsF cambio de variable
Fal}= § Pt bz) 47
o

muda

“
F:Q(.S)Fl-‘)- f*{r) Rldz maltirlicando poxr ff/&) .

= J ;: (e e F )l

= J: o) [ £ 12leetee]lom
rewlhgl., )

JZIZ) J "tf (¢-z)ule-&)dt d&

I

(o aronte e
cambio de orden de inleyraoon

= -d‘ [j L lz) Hile-F) de] d¢
° resvilade 2)

R R« LF [ Caale) Rlee)dn S



anlicando transformada inver::

j"z‘ Els) F_‘,l.s)_f = jffx(z) ti(t-c)dz

W= [Cute) flt-edz

La convolucidn de #¥ 4 equivale al vocablo alemdn
lfaltung H

; que significa : 1) doblamiento ,2) desplazamiento,

3) multivlicacidn ¥y 4) integracidn .En ésta parte mostrare—

mos como se trabaja grdficamente la éonvolucidn para dos
funciones particulares £/7£)=¢ %2
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la parte sombreada representa el valor de la integral . 1a

regidén sombreada en la figura de la izguierda siempre es
la simétrica de la figura de la derecha . ’
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