
.. 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 
FACULTAD DE CIENCIAS 

METODOS MATEMATICOS 

EN LA SOLUCION DE 

CIRCUITOS ELECTRICOS . 

T E s I s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

MATEMATICO 

P R E S E N T A 

MARIA TERESA ISLAS PIEDRAS 

MEXICO, D. F. 1986 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



:Indice 

:Introducci.Sn l. 

Cap!tul.o l. • Conocimientos ~sicos. 4 

Cap!tul.o 2 • Sistemas de Ecuaciones Diferencial.es 
Lineal.es • ·• l.6 

Can!tul.o 3 • Transformada de Lanl.ace • 30 

cap!tul.o 4 • Convol.uci6n • 60 

Apéndice A • Sistemas de Ecuaciones Diferencial.es 
Lineal.es • 

Apt{ndice B • Transformada de Lapl.ace • 

Apéndice C • Convol.uci6n • 

Bibl.iografía • 

79 

88 

l.l.3 

l.l.7 



INTRODU CCI C·N 

En la sociedad tecnol6gica moderna existe una gran 

variedad de aparatos e1ectromecánicos de uso generalizado , 

por ejemplo : 1os aparatos domésticos , e1evadores de máqu!_ 

nas rotatorias que intervienen para que se efectúe el 

arranque en los autom6viles , máquinas industriales , e1 

metro , computadoras , hasta las máquinas ~ue desempeña.?'? 

una funci6n importante en los sistemas aeroes~aciales con 

fines pacíficos y bélicos .El control de dichos aparatos r,2.­

quiere ser efectivo y confiable. 

Un ejemplo sim~le de circuitos es e: ce una plan­

cha o un calefactor eléctrico , en el que aparece entre 

otros elementos una resistencia (al pasar la corriente a 

través ee ésta , la energÍa eléctrica se tra..~sforma en ener­

gÍa calorífica ).En 1os timbr~s eléctricos de las casas y 

en las grua.a tenemos entre los elementos que forman sus ci:,_r 

cuitos eléctricos ~u tabina , así co~o los capacitores en 

los circuitos el~ctricos del radio y la televisión • 

El diseño y análisis de los circuitos eléctricos 

pueden ae~ ~sprese~~ados por un modelo ~.a.temático que ge­

neralmente es una ecuaci6n diferencial, un sistema. de ecua­

ciones diferencia1es o lineales algebraicas ; que al ser -

resuelto nos permitirá : predecir su funcionamiento y au­

mentar su economía a1 mejorar su eficiencia • 



Este trabajo tiene como objetivo servir de guía 

en los métodos de ~,lución d~ ecuaciones diferenciales que 

aparecen en circuitos eléctricos , así como un manual de 

a~oyo en el curso de Ecuaciones Diferenciales de la carre­

ra dE Ingeniería en Comunicaciones y Electrónica .Para lo­

grar lo anterior el método y desarrollo del traba.jo consis­

tirá de los siguientes pasos s planteo de un problema , ob­

tención dPl modelo del problema , interpretación d~ la solu­

ción y los fundamentos teóricos en los que se basan los 

métodos propuestos de solución • 

E~ contenido de eete trabajo es como sigue:CapÍ­

tu1o 1 Conceptos Básicos de Circuitos Eléctricos , el cual. 
' se incluye para facilitar la lectura a aq~ellae nersonas 

que los desconocen,. 

En el Capítulo 2 se tratan los Sistemas de Ecua.­

cionee Diferenciales Lineales .En el capítul.o 3 , se estu 

dinrá la Transform~da de Laplace, 1a cual es trascendenta1 

en el análisis de circuitos cuando la :fuente de excitación 

es una función C:iscontnv.a : además de que proporciona la 

solución tota1 quedando las condiciones iniciales incl-UÍ:das 

desde el principio en vez de al final como sucede con otros 

métodos • 

El ~~~~tu1o 4 , trata de la Integral de Convolu -

ciÓn ,que data desde 1833 y sus princi.,,ales aplicaciones se 

encuentran en Teoría de loa Circuitos (en donde permite e:!_a 

1uar J.a respuesta de un circuito a una entrada arbitra.ria 

2. 
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de acuer~o con la respuesta de impulso dr1 circuito) y en 

Control Automático • 

Los fundamentos teóricos de 1os métodos de so1u­

ción uti1izados se presentan en 1os apéneices que complemen­

tan e1 material tratado en 1os diferentes capítulos • 

A1 menos parcialmente e1 presente traba.jo renre­

senta 1a síntesis de algunas experiencias didácticas con los 

cursos que he impartido en 1a E.S.I.N.E •• 

3 



Ca'DÍtul.o l. 

Conocimientos Básicos. 

El.ementos Básicos que intervienen en circuitos el.ic 

trices .En circuitos e1éciricos podemos considerar cinco e_!e 

mentes básicos , en l.a siguiente tabl.a X, daremos estos e,!e 

mentes , así como l.os símbol.oe y unidades usual.es 'Ddra repi:e 

sentarl.os. 

La teoría de circuitos el.éctricoe se basa en el. es­

tudio de dichos el.amentos y sus interconecciones .Cual.quier 

otro el.emento , como "el.amento de circuito " puede re -

-presentarse mediante un circuito equival.ente constituid·:) l)Or 

el.amentos básicos • 

Por convencional.iemo se considera que l.a corriente 

fl.uye de un potencial. mayor a un -potenciql. menor y que l.a 



caída de vo1taje es en el mismo sentido , por lo tanto una 

subida de vo1taje será cuando 1a corriente f1uye de un po-­

tencia1 menor a un potencia1 mayor. 

s 

Sentido asociado a un e1emento .Cada e1emento bá­

sico lo podemos considerar como un caj6n de dos terminales 

a1 que se asocia arbitrariamente un eentido de referencia , 

representa.do mediante una f'1echa ~ para denotar su caída de 

voltaje y corriente • 

o.-" __ +....¡.\,_<t._lctm-1Z.-ni'i_o __ t-I----\, 
~- i· 

P~ dicho sentido de referencia , un va1or poSj,. 

tivo de la corriente en : cierto instante significa que hay 

una raz6n positiva del fluido de cargas positivas de "a" 

hacia "b" .Por otra parte un va1or ~ositivo de la ca!da de 

voltaje significa que el potencia1 de1 punto "a" es mayor 

que el potenci.a1 del punto "b" , o sea que en efecto hay una 

ca{da de ~otencial o de vo1taje a trav's del e1emento. 

En un circuito eléctrico constitui.do ~or varios el,e 

mentes no es posib1e en ocasiones predecir con certeza cua1 

será e1 sentido de la corriente y el voltaje en cada ele­
mento de1 circuito .Por ello se le asigna arbitrariamente 

a cada elemento un sentido de referencia , y des-pu's al re­

solver el circuito T ~ueden encontrarse valores positivos 

~ Por resolver un circuito entenderemos encontrar las co­

rrientes y voltajes en todos los elementos del circuito. 



para e1 voitaje y la corriente , lo cual querría decir que 

el sentido asoci~do coincide con el sentido real , mientras 

q~e si se encuentr.on va1ores negativos para el volta~e y la 

corriente en cierto e1emento , entonces el sentido real en 

este e1emento es opuesto al asignado • 

Los elementos básicos se nueden clasificar en dos 

gru1JOS : 

E1ementos activos; funte de voltaje, fuonte de corriente. 

Elementos pasivos ; resistor , capacitor y bobina. 

Los e1ementos activos se caracterizan ~~rque pro-· 

ducen energÍa enél. circuito a que se conectan .La. fuente de 

corriente proporciona energía con una corriente específica 

i'/t) a través de las terminales .La fuente de voltaje propor -

ciona energía con un voltaje terminal es!'ecífico i-(t) que es 

independiente de la ··cor:z:iente de la fuente • 

Los e1ementos pasivos rec.uieren excitaci6n para ma­

nifestar sus propiedades y se considerarán con parámetros 

constantes , entonces 1as ecuaciones diferenciales que def~ 

nen a los e1ementoe son lineales y se dice que e1 cicuito EB 

1ineal. 

Las relaciones de voltaje-corriente para los pa-

6 
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rá~etros de cspacitanci~ ,re~istencia e i~ductancia.están 

nadas en 1a tab1a II. 

To.b\o. 11 R a.\acioVl(l.S Vo\taje-COV'Yie.nte 

Aconlamiento de Bobinas .La 1ey de inducción de Fa­

raday estab1ecida ~ara una espira la cuá1 es atravesada por 

un fl.ujo magnético dice :"1a fuerza electro~otr!z (f.e.~.) 

inducida en 1a espira es igua1 a 1s derivada, ca:::biada de 

signe de1 f1ujo magnético que 1a atraviesa". 

~· ... "'. = - .!lé. 
ci e 

Una. esi¡il111. o.-\-1·G.~4.1oa.cla.· i'O' un 

f l\ljo '1114'l 1\i. tiu> t/> 

Una bobina es un con~unto d~· Ñ espix-'3.s ,conside -

rándose cada espira como una vuelta co~p1eta , Por ello se 

simboliza ---1l11\..__ ,e1 voltaje inducido en la bobina será 

si Ncp = 'l' 
~ En este trabajo coneiceraremos que ta1 re1aci6n es cierta. 

ee decir, e1 caso lineal. 
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il '!' es :u..,,ci.Ón de la corriente y del ti'O':nt:·O 
dt 

~ 
V= df dJ.. (¿l 

d.Z: d:t 
donde 1t- que es la variación del flujo magnético renpecto 

a la corriente;es una constante nara cada bobina , se le de-

nomina "induct'3.ncia" denota.da :.ior L 

L :: e! IJJ N .d.!/¿ 
cli di 

sustituyendo en 1a ecuación (2) , tenemos 

V:: l di 
c:lt: 

Dadas 1as pro~ieaades de inducción magnética de -

1as bobinas , e!'l la -:-ráci;ica en muchas ocasiones no se 1es 

encuentra aisladas dentro de un circuito , sino que están 

aco~ladas :n.\i.gné~ic~~ente con otr'3.s,formando todas ellas i..:n 

sistema de bobinas acopladas magnéticamente .Los acoplamien­

tos magnéticos se indican ~i~bÓlicamente mediante lazos en 

tre las bobinas acor.ladas como a continuación se muestra. 

Las induct,,.,ncias rnutu•,;.s se denotan -por L ;1a· in­

ductancia mutua entl"e dos bobi:ias k y l es u."'l.a con:stante -



que mide l.a vci.ri cción de flu;'.o -::agnético en la bobina k de­

bida a la corriente a~l.icaca a l.a bobina l. 

Loe vol.ta:es en fu..~ción de las corrientes nara un 

sistema de N bobinas acoul.adas :nag?léticamente estdn dadas 

uor 

_ ~ L di, 
-_ l=1 ice d.t: 

J<: ~ 2_. ••• _,, N 

q 

Un circuito eléctrico o red. eléctrica es cualquier 

interconección de el.e:nentos básicos , en los que se C"U11lpl.en 

las leyes de Kirchhoff en todo instante (excepto en ciertos 

casos en el instante d.e un c~~tio de estado con condiciones 

iniciales). 

Elemento General Ti~o Serie.Si interconectamos los 

ele:nentos básicos U.."10 a cor.tin-.lación de otro , podemos for:nar 

un arreglo co~o el ce la fig.~ , al que se denomina "el.e -

:nen to general. ti uo serie ", e:-i e l. que se cumule : 

1°) Como consecuencia de a~licar l.a ley de Kirchhoff de co 

rrientes (LKI) ,la cuál dice "I.a e•.;;r.a algebraica de las co 

rrientesque salen (o que entran )en U."l punto de unión de 

elerr.entos básicos (l.l.a=ado nodo) es igual a cero en todo in~ 

tante " , la corriente en todos los elementos básicos de la 

agrupación es la mis~a, es decir, 

2ª) Como consecuencia de a~l.icar l.a l.éy de Kirchhoff de vol­

tajes (Ll<V) que dice "La suT.a algebraica de las caídas de -

voltaje {o de las subidas ) to~adas en una trayectoria cerr~ 
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da formada nor ~lementos básicos y recorrida en cierto 

sentido (llamada malla), es igual a cero en todo instante", 

la ca{da de voltaje entre los extremos del elemento general 

será igual a la suma de las ca!das de voltaje áe los elemen­

tos básicos que lo constituyen. O sea 

V- V .... v +V -a. -4 - A.. e l. 

los voltajes de las fuentes tienen asociado un signo menos, 

debido a que no producen una cafca de voltaje en el sentido 

asociado , sino una subida de volta~e , donde 

e representa la subida de voltaje en la fuente de voltaje, 

d re~resenta la subida de vo1 taje en la f'uente de cor:r·iente. 

fi!ju'l'll Lt. tlc."'c.nto ~LY\11.YCl\ l{po Suío.. 
Si existen aco~lamientos magn~ticos en la bobina 

del elemento general tino serie , con lae bobinas de otros 

elementos generales , la ex~resi6n anterior que~a como 

h d· d 
'/,, ~ R i +S ~iU)dt + .Z. L _!. - <Li:. - ,,., 
'· l\ f( k IC f:I I<~ cit 

donde A es el número de e1ementos generales ti~o serie en 

el circuito .Ejem~los de circuitos tino serie en los cuales 

se a~lica la LKV se verán en el Oapítu1o !Il . 

Si interconectamos loe ele~entos básicos entre dos 

nuntos comunes nademos formar u...~ arreglo como el de la fig. 

5 , que se llama"elemento general tino naralelo",en el que 

se cumple : 
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l'i6ura 5 .El.emento Genera1 Tipo Para1e1o. 

1°) A1 allliéar LRV a 1as ma11ae internas , J.a ca.!da de vo1ta­

je es J.a. 1J1iema en todos J.os el.ementos básicos de J.a agru-pa_~ 

ci6n esto es porque e1 el.emento genera1 tipo pa.ra1el.o se 1e 

ha asigna.do un sentido para J.a corriente y vol.taje .Si con­

s:i.deramos J.a maJ.1a. interna :I de 1a figura 5 , por LXV te-

, haciendo J.o -

mismo Para ca.da una de J.ae otras mal.1as tenemos que 

V V V -= - a - d 
c. L. 

2°) Al. pa.1i.ca.r Ln. al. el.emento general. tipo -oaraJ.eJ.o , J.a 

corriente que entra. y sal.e del. e1emento general. será igual. 

a la suma de J.as corrientes de J.os el.ementos bÍsicos que J.o 

forman • 
i -= i + í t- i f. i t if 

P. C. l.. f.e.. .V· 

Con el. fin de obtener un sistema de ecuaciones re-

querido para resol.ver un circuito debemos definir J.oe si -

guientea conceptos 1 



l. Un elemento general cualquiera , ya sea tipo serie 6 tipo 

"Paralelo , puede representarse mediante un segmento orient~ 

do arbitraria:nente en cuyos extremos hay dos puntos deno -

minados nodos • 

2. Como los elementos pueden estar interconectados entre sí, 

en un nodo -pueden incidir varios elementos .l'or tanto un 

"nodo" es J.a termina:Íf común de uno 6 vari-:is ele:ne:ltos gene­

ral.es. 

3. Los elementos pueden conectarse unos a continuaci6n d~ o­

tros , pudiendo formar trayectorias cerradas • 

4. Una malla es una trayectoria. cerz-ada arbitraria formada -

por ele~entos , la cual al recorrerla en cierto sentido , no 

-pasamos dos veces por el tr.ismo .elemento , no existen tres ele 

~entes de la secuencia que ir.cidan en el mismo nodo. 

5.El sentido de la malla es el orden que ee sigue aJ. recoz·r~r 

la • 
• 6. dl representar los elementos dé la red mediante segmentos 

orientados , obtenemos la llamada gráfica de la red. 

7. Dos nodos son mutua~ente accesibles cuando partiendo de ~ 

uno de ellos ,se nuede lle~r al otro si~~iendo una trayec 

toria formada por elementos • 

~. Una parte conexa de un circuito es aquella en la que to -

dos sus nodos son mutuamente accesibles·. 

9. Una parte conexa máxima se deno:nina compon~n~e. 

J.C. Un elemento esencial es aquel que al quitarlo del cir -­

cuita , lo reduce en una malla y no rom'Pe a la com-ponen-be .. en 

dos partes • 

11. Un árbol es una gráfica que no tiene mallas. 

12. El nú.~:ero de incidencia del elementc k resnecto a1 nodo 

,._ 1"ed es equiva1eQte de circuito • 



¡ .. · .. ;..·:. 
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n , denotaao por (k,n) se define como: 

(k,n)= +l 

(k,n) -1 

(k,n) = O 

si el elemento k tiene una sola ter:nina1 en el 

nodo n , y está orientado de tal forma que sale 

del nodo n. 

si el elemento k tiene una sola termina1 en e1 

nodo n , y está orientado de tal forma que lle­

ga al nodo n. 

en cualquier otro caso. 

13. El número de incidencia del eleme~to k respecto a la ma.~ 

11a m, denotado por ( k,m), se define como: 

t,k,mJ =+l 

tk,m) =-1 

(k,111) =O 

ei el elemento k nertenece a la ~alla m y está 

ori'~ntado de tal for:na que su sentido coincide 

con el de la malla. 

ei el elemento k pertenece a la malla m , y está 

orientado de tal forma que su sentido es opues­

to al de la malla. 

en cualquier otro caso. 

Para un circu:i. to en el qÚe hay i> nodos en c compo 

nentee , se establece lo siguiente. 

l.4. En C1l circuito habrá ~ - c. nodos i.nde~endientes • 



l.5. Eri cada com~onente se el.i~ina un nodo , a l.os cua1es se 

1lama nodo de referencia y se denotariín por : o , , º~ 

o c. • 
l.6. El. resto de 1os nodos serán independientes y se numeran. 

17. Fara cada nodo incenendiente se escribe una ecuaci6n de 

LKJ.:. 

l.8. El. número de mal.las inc·'pendientes denotado 'POr ~ en -

un circuito con ).. elementos en e. componentes , con l"'-e. 

nodos indenendientes es 

Un método -para elegir un con~unto de mal.las ince 

~endientes es el. siguiente: 

a) 5e elige de la gráfica una mal.la y se escribe su ecuación 

LKV. 

b)Se quita de tal. mal.la un el.emento esencial. • 

14 

c)de la gráfica reducida ,se elige una malla y se escribe su 

ecuación LKV. 

d)Se quita de tal. mal.la un elemento esencial.. 

e)5e repite el. proced1:ti.ento hasta obtener un árbol. 

Una vez defir.idos los conceptos necesarios daremos 

el. "rocedi!lliento 'tiara obtener el. sistema de ecuaciones de un 

circuito. 

~ •. se agrunan loe elementos básicos en elementos generales -

tino serie ó tipo paralelo , segdn convenga. .Se numeran y o­

ri~ntan. 

II .Se deduce el. nÚ.'!lero de nodos y mal.l.ae i.nde"endi~.ntes • 

III.Se escriben l.ae ecuaciones :de l.os elementos. 



IV.Se dibu~a 1a gráfica de 1a red. 

V. Se escriben las ecuaciones LKI a~lic~das a los nodos in-· 

ce~endientes •. 

VI.Se escriben 1as ecuaciones LKV ap1icadas a l.as ma11as 

independientes siguiendo el proceüireiento descrito en e1 

número 18. 

Una vez escrito el sistema de ecuaciones se.~roce­

de a resolverlo , a fin de obtener todos los vo1tajes y 

corrientes .Si se trata de resolverlo directamente en el 

dominio del tiempo , '!)Ueden hacerse derivaciones a fin de 

obtener ecuaciones diferenciales en 1ugar de ecuaciones i!! 

tegro-diferencia1es. 



Capítu1o 2 

Sistemas de Ecuaciones Diferencia1es Linea1es. 

Los sistemas de ecuaciones diferencia1es linea1es 

se encuenil"ra.n entre otros en 1a a~1icación de 1as 1eyes de 

Kirchhoff ,(LKV, LKI),a los circuitos eléctricos .En este 

ca~ítu1o se tratará 1a situación más simp1e , aque11a en l.a 

cua1 los circuitos están formados por e1ementos que eóio -

contienen resistencias y un capacitor o resistencias y un 

inductor • 

Partiremos del circuito de 1a figura 2 , para e1 

cua1 se desea determinar la corrier.te ilt) en la resisten-

cia R, 

·f 1 

1 
Figura 2 • Circuito de dos mallas. 

Siguiendo e1 procedimieTto cado en el capítulo an­

terior obtendremos e1 sistema de ecuaciones que describen 

e1 circuito menc~onado 

\6 



I. Agrupamos 1os e1ementos J en este cazo , 1os conside­

raremos tipo serie , ya que 1os e1ementos básicos están co­

nectados uno a continuaci6n de1 otro • 

Si 1os e1ementos básicos fueran conectados a un 

mismo par de nodos , 1a agrupaci6n se ·conside~a tipo 

para1el.o • 

numeramos 1os e1ementos y 1os orientamos • 

II. número de componen~es i 

c. -:: .l. 

17 



Ni!mero de elementos 

Ni!mero total de nodos 

NÚ.'!lero de nodos independientes : i>- e :::. 1 

Ni!mero de mallas inde-oendientes : A- (>'-e) :. Z 

III.Escribimos las ecuaciotjes de los elexentos 

,s; !~) = R, i)tl - E 

v. M :: R~ ':, {t> + L.J !!.±.i 
-' etc 

IV.Dibujamos la gráfica de la red. 

~~ 
º· 

\5 

V. Co~o solo hay un nodo inde~endiente , se s€lecciona cual­

quiera de loe dos, que a~arecen en la gr~fica, selecciona~os 

el nodo de arriba para a~licar LKI, tenemos ;nara tal nodo 

-z;M + t~ lt) +z~ !t) =O 

VI. Escribimos LKV -cara las dof! mallas inde-ce!ldi.entee 



para 1a ma11a I 

-para 1a ma11a II 
;¡;+ v; ::.O 

1Ji. +ir, = o 

Sust~tuyendo 1as ecuaciones que aparecen en e1 -

punto III , en 1as ecuaciones del. punto VI ,tenemos 

R i. /.t) + R. i·. /l) + J., 1.5,ilt)_ E 
I ' ., - " d~ -

(4) 

R1 i,ltJ 

Derivando l.a segunda ecuación de1 sistema lA)obtene-

moa 

R, di,/i) t- .1. 1.~lt) 
di: ª" 

oroenando e1 sistema (6) ,te~emos 

~W- -.!.! i /t) - ~ a.~/t) +Ji.. 
dt - l._, I .l.4 .l.~ 

<U,{t} = _ ...!.- .&~[t} f Íf" ~~ 

(6J 

de l.a Lia: 
dt ª-'"' I 

tenerno_s para ¿'_i[t) = l,{t)-i~{I) que a.l. sus ti t".lir1a.. en 

el. sistema (~) , éste se convierte en 

dl"(J) I t." ft) + -L z.j/t) + (r. ~ dT = - é.;Ñ, I (1 ... ~ I (.o) 

Ji,,/t) - ,,, ·~ {t) - ..!!.J ~ ÍI) + s... Jr -:: -:;;- 1.. ,/.3 

que podemos expresar como : 



r' =A 1 + B ( ~) 

donde ( .. ~ ) r i.lv 11: c;z;-
-1. _¿__ -"" e.,Jt) ..,, .. ~ .(J 

Donde /1 ea una matr{z constante de 2x2 debido a 

que en este caso sunonemos 1os ~arámetros constantes bajo 

variaciones de corriente y de carga • 

La 1ey de Ohm que ·.gobierna 1a rel.aci6n entre él. 

vo1taje y 1a corriente a través de un resistor , es una re­

J.acicSn 1inea1 debido a que e1 vol.taje a través de u.~ resis-
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tor es pro'l;)orciona1- (1:1.neaJ.mente ) a J.a corrie:rte a t~ 

vés de éste; aunque 1a re1aci6n lineal. no es a~J.icabJ.e bajo 

todas J.as condiciones .Por ejemplo , cuando 1a corriente en 

un resistor es grandemente incrementada , e1 val.or de su -

resistencia será incrementado debido a1 ca1or desarro11a­

do en el. resistor. , 1a cantidad de incremento depende de 

1a magnitud de 1a corriente ; y no es correcto decir que e1 

vol.taje a través del resistor sostiene una re1aci6n 1inea1 

con J.a corriente a través de éste. 

Ahora 8 debe escribirse de acuerdo a quien sea 

J.a fuente de excitaci6n 

ci6u de J.a forma. 

que general.mente.es a1guna fun -



efe):: 1
.,. t" + Q, ('"'f ... t4",.: i'., /i) 

""at P.,/1) ., 
"-.. t [f,,lt)~u:it r Q.,ltll&ftu>t..1 

ult) f'I' 
;lt) 

P.ra resolver e1 sistema (E) se considera pri~e 

'21 

ro 1a ecuaci6n homogénea 

1'.:. /1 .I: (P) 

que se obtiene de 1a ecuaci6n (E) haciendo 8 =0. 

L~ so1uci6n de1 sistema (P) se obtiene encontran­

do primero los valoree propios y vectores propios de /1 
para resolver e1 caso no homogéneo (ecuaci6n (E) ) puede 

usarce el método de variaci6n de parámetros o el método 

de coeficientes indeterminados .Sin embargo este método no 

considera 1a posibi1idad de manejar a1gunas funciones de 

excitaci6n , como e1 impu1eo unitario , muy empleado en 

am(1isis de circuitos • En tal caso 1a so1uci6n d~pende de 

q~en sea 1a :fuente da excitaci6n • 

Una forma a1ternativa de so1uci6n de1 prob1ema -

anterior es e1 método de transformada de Lap1ace ~ que 

consiste en 10 sigu~ente a1 plantear las ecuaciones que 

describen un circuito dado , en general ee obtiene como en 

ezt9 caso , (sistema A ) , sistemas de ecuaciones integro­

diferenciales , si~ cada una de e11as ap1icamos transformada 

de La.,,1ace entonces obtenemos un sistema de ecuac:lones 

f. La forma de hacerlo se verá en e1 aguiente canítu1o. 
~~Punciones esca16n unitario e impu1so unitario definidas 

en el sigui.ente capítulo. 



a1gebraicas que una vez resuelto para cada una de 1as trans­

formadas de las funciones desconocidas , se ap1ica trans.­

formada inversa para hal1ar 1a so1uci6n deseada • 

Con base en las experiencias didácticas con 1os -

a1umnos de la E.S.I.M.E. y con 1as experiencias que 1os 

mismoa a1umnos me han repor~ado de sus cursos de Teor!a de 

de 1os C~rcuitos , e1 método más apropiado para reso1ver 

sistemas de ecuaciones diferencia1es es e1 de Transformada 

de Lanlace .La raz6n de 1o anterior pudiera deberse a que 

desde e1 punto de vista didáctico , 1os narámetros en 1os 

circ\ti.tos no corresponden a situaciones rea1es , ya que el 

objetivo es que el alumno aprenda a manejar 1os circuitos • 

Para ejemp1ificar e1 uso de este método , daremos 

e1 ~iguiente problema cuyo mode1o matemático puede consi­

derarse como una muestra de 1os sistemas que aparecen en 

circuitos que son susceptib1es de ser resue1tos , determi­

nando los valores y vectorcz propios de la matríz de coef:i­

cientes constantes del sistema. 

Prob1ema • (M.E. VAN VALI<ENBURG) 3 • 

El doctor L.A. Woodburry de 1a escue1a de med~o;l..na 



de la Universidad de Utah utilizó una analogia eléctrica 

en el estudio de las convulciones·.En el circuito que se 

muestra en la figura 2.1 , las siguientes cantidades son 

duales : 

C 1 :renresenta el. vol.úrr.en del_ fluido que contiene drogas, 

R, ;es la "resiste~cia" al i:iaso de J.a droga del estómago al 

torrente sanguíneo , 

e~: representa el volúmen del torrente sanguíneo , 

es equivalente al mecanismo de excreción del cuerno( el 

ri"ión , etc.), 

v¡,i la concentración de dosis de droga , 

~~:es el equivalente a la cantidad de droga en el torrente 

sangu.íneo. 

si las constantes tienen los siguientes valores 
e,.,. 1,11.F ,,, col::. 8..:.F _,, R,='fM..11.. y R~::. .5 1-f./L 

si y el interr-untor se cierra nar;;. t=O , en 

cuentre la concentración de droga en e). torrente sanguíneo 

en fu.~ción del tiempo • 

"o 

J,~ 1<1 ..\-

+ t ? ~ 
i~[t} ~ 1 

C:4 

( ~tt.ui to d4.\ r10 hit mel d"- }a. conantl'llt1i>i( 

4.1'1 ci\ TuTft.f\tt. 5:"~ U ( l\VO • 
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So1uci6n : 214" /1) está <is.do -oor 

'.H 

( o) 

'tiara ha11ar i.f. /t}, aiol.ica:nos l.KV a 1as J:'.a11as del. circuito , 

obteniéndose • 
...1.¡¿ fz;{t) d.f +- R, z~/t) T- ~ J L r.Jt)- t.4 /tJ) ~Jt =o 

1 

(1) 

derivando cada una de las ecuaciones de1 sistema (1) 

....L l (1:) + ¡¿, c/i,tt) ~ -L [~·,/¡)-¿-lit)] .::. o 
C, 

1 dt C.i, (.t,) 
cb~{t) <f-.t (i.ft)- i,ltJJ +. Ri -;¡¡:- =:. O 

reordenando e1 sistema (~), tenemos: 

z.~ /t) 

sustituyendo va1ores,tenemos: 

J:. fl "!.. (3) 

c.on A (- ~ _:) - ( ,:lt)) 
:: 1.i .I- 'l) J 

'" t -'-
"'º "/O 

Buscamos eo1uciones del. sistema dado en ll) .~o haremos 

ioroponiendo so1uciones no trivial.es de la forma 



>.t 
l,U) = <?!, q_ 

J.t 

i.i.lt) :. -<..t ª 

donde o( 1 .J ol:i, y ~ son constantes .S:!. hacemos 

se ve que la forma vectoria1 de 1a so:uci6n deseada ee 

donde O( ea un vector constante + O y A un número 

suecept:!. b1e de ser de.terminado • 

sustituyendo 1a ecuaci6n { 'i) en 1a ecuaci 6n { 3) tenemos 

= (~/¡ 
i'o 

t>ara obtener 
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{.¡J 

{.s> 

obtenemos 1a ecuaci6n caracter!stica de 1a ecuación(S) da-· 

da por 



de donde .>..: -. º~' y 

al. sustituir el. val.or característico ,\
1 

en l.a ecuación (5) , 

tenemos 

•OIJI . ) (-<') ( º) 
- .o.iS' -1- .o.iu.· -'('~ . = 0 

de donde al. resol.verl.o se reduce a una ecuación 

- • /oJ3 o(1 -1- • 01.jl o<.\. :: D 

si -<.t=• i:::::> "'• .:, /j 9 con l.o que 

es el. vector pro~io corresnondiente al. val.or prorio A, 
Para el. val.or característico ).J.. tenemos 

(

- .I~ S+ ./~JI 

.025 

, OIJJ' 

- ,o¿s+ 

• &033 a<, + , OIJJI v(A. : 0 

+- , ID.3.J cr~: o 

este sistema se reduce a l.a ecuación 

'2ó 



• 04S. -<1 +- • IOJ~ o(~ =O 

es e1 vector propio correspondiente a1 va1or pro~io A~ 

1as so1uciones corres~ondientes a la ecuaci6n diferencial 

son : 
(1) 

e< {t): ( ,IJ'tJ) ~ ,OZI t-
i f2.. _; 

donde , e1 wronskiano de -t~i) y !!'fatr,t 
w ( ..((!) .... -< (,IJ) = .y, .?"1 ~ 

27 

que núnca. es cero .En consecuencia , las soluciones of•J y 

o(~ forman un conjunto funda~ental y la soluci6n general del 

sistema. (.iaj es: 

( 

• I~ ") a_- .tJl.I ¡: " ¡- 'f,IJ'la\ _,,~r.t 
i/t): ~, 7- ~ I ) a ((.J 

"Para. hallar el valor de las constantes e, 'f e~ , a"P1icamos las 

_condiciones ini"'iales en t=O+ que son: 

i {o+) = ~ -::. ~ =. l, ll/ X 10.s 
I IC¡ 'j"J,l(f 

( 7J 

4(0+) :. o (1) 

sustituyendo las condiciones iniciales (¡)y(~) «.n (') ,tenemos: 



-5 
# J.J'I e, 1. /'f, 'I e~ ::. /. 111'1. 'º 

a, +- c..t. =- o 

<L1"' ;,.,.i. .. Q. a.. 

• IJ'I e., - ~· /J'/~~ ""- / ./11 ~¡¿.S 

f, J3'1e1 
+ 'f. ,IJ'f ~~ .::: o 

"'/. -l' J' e :=. l./// X/lj.s =t> I 

e, -= +-l•I! '1.10_¿, 

_¡. 

con 1o cua1 e~ ':: - ~.(. '1-10 

sustituyendo t:., 'I ª..t en 1a ecuación (") tenemos que 

- ·03.J t- ) - ,,l,lJ'~ 
zit) .: f ~·l. 'Mo · ') et - (.l.·¡,, ).to'' <Z. 

sustituyendo en J.a ecuación (o) tenemos 

Va /U::. {s XJl>') {.t .¡,y.10-') [a. - .DJ~!_ <Z..- ·"~"") 

I - .041 t ,,.,- ,/,Uf) = /J <Z. - """ 

vq /t) nos pro>Jorci ona J.a caneen traci 6n e.e 

droga. en el. tor1ente sa.~gu{~eo en función del. tiempo , su 

gráfica a~arece en J.a figura 2.2 
-·o.ll t La funci6n <t, decrece di= tal. manera que 

cuando t= 'I (1-) •se ha extinguj_do .A éste término se J.e 

"'' considera como transitorio , ya que tiende a cero cuando t 

crece. 
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~ Definimos l.a constante d-6 tiempo , denotada por 1T' , como 

el. val.or del. tiempo para el. cual. l.a reet>Ue~ta. es l./e , de 

su val.or inicial. ; este concepto es muy úti1 para precisa~ 

l.a d!.lraci6n del. transitorio producido.Después de 4'T' ~l. traa, 



- .1.ut 
También t:. es un término, transitorio ya,, (W?.!!) 

que decrece cuando t aumenta , en este caso para ~= 7 1.>.rj 

este término se ha extinguido : con lo que concluimos que -

la concentración de droga. en el torrente sanguíneo se extin­

gue con el tiempo .Existe u.~ valor del tiem~o para el cuál 

la cantidad de droga en el torrente sanguineo , es máxima. 

Para hallar el instante en el que el valor de con -

centración de droga en el torrente sanguíneo es máxima. ,obt_!! 

ne!l:os la derivada de v;,_(f) e igualando a cero obtenemos el 

valor del tiem~o de máxima concentración de droga.. 

- d.!- ¿. --"!! { 
- • .1 lJ a. ,_ +- /. ~" y e. ,. =o 

/: ;. /~ .;z. 

donde el valor de máxima concentración es 

6 
7 

"' 5 
'4 

:s 
2 

10 &O .. ,, '40 TO IO "fO t 

~~fica de la concentración de droga ·va(t) del pro­
blema · 1. 

eitorio se ha extinguido. 
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Capítulo 3 

Transforma.da de Lan1ace 

En este canítulo se a~licará un concepto que es es­

pecialmente Útil en la so1uci6n de nroblemas de valor ini­

cial , este concepto es la transformada de Laplace, que tr~s 

forma una funci6n f de variable real ten una funci6n F de 

variable s ( i;udiené! o ser s comn1e ja) .Al a-p1icar transfor -

mada a un nroblema de valor inicial que consta de una ecua­

ci6n cliferencial con coef'.cientes constantes que contiene 

una funci6n desconocida de variable T , la transforma.da de 

Lap1ace conVierte el problema de valor ini~ial dado en un 

problema algebraico que contiene 1a variable s ; una vez 

resuelto el nroblema algebraico para 1a funci&-. transformada 

de la función é!esconocida , se aplica transformada inversa 

-para ballar la funci6n desconocida de variablet • 

Un sistema es un conjunto de elementos relaciona­

dos entre sí con un prop6sito definido 

El sistema es físico cuando los elementos que 10 

fDrmsn son materiales y ~~ comportamiento se puede ~redecir 

por medio de leyes físicas • 

Tomemos como ponto de partida un sistema físico. 

Modelo Cero 



Consideremos el sistema mecánico cuyo diagrama fun­

cional , está daco en la figura 1.El resorte,está caracte­

rizado por el coeficiente de rigidez k , f'Í. jo al. techo y 

solo puede moverse en la dirección vertical , lo cual se_lo 

gra. gracias al sistema de rodillos que corren en las pare­

des y que en este caso será considerado· sin fricción • 

Supongamos que una masa ~ está sujeta al. resor-

te de la figura 1 , cuando m 
1 

se remplaza por una ma-

sa diferente , el. al.argamiento del. resorte será por 

supuesto,diferente • 

Por la l.ey de Hooke , el resorte mismo ejerce una 

fuerza de restitución t opuesta a l.a dirección del. alar -

gamiento y pronorcional. al alargamiento total J .Dicho sim-

plemente t = k!S 

Aunque masas de distin'o peso producen distintos 

a1argamientoe del resorte , 6Pte está esencialmente carac -

terizado por el número k .Por ejemplo si una masa que .;ee 



sa 5 l.b. aJ.arga. el. resorte J./4 pie , entonces SI./; ,.,t{-!¡ ti•) 

k= ~o.IL.Luego , necesariamente una masa que pesa 7 l.b. ,,,, 
al.arga el. mismo resorte en 7/20pie. 

Esquemáticamente tenemos el. siguiente sistema 

La re1aci6n entre J.a fuerza de restituci6n y el. 

al.argamiento está dada por l.a l.ey de Hooke 

o sea 

si en particual.ar 

-l= J... 
i: 

aquí el. corchete actúa como una mu1-

tiplicaci6n , l.as propiedades del. 

sistema quedan caracterizadas por 

el. parámetro k. 

F. 

e:$pa0.o f.,.,., f. >IS '1 
<!O.r&cló,ñl..w. U.. \,. a;,,,,~ -
t .. d.. 

aquí ~ repr·oduce ~ , luego .~ depende sól.o de ~ y exp1:C-



citamente no depen~e d~l tiempo.Tales sistemas quedan des -

critos por ecuaciones algebraicas y son llamados Sistemas 

de Orden Cero. 

Modelo Uno 
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Supongamos el miereo esquema que el modelo cero , 

pero ahora admitamos que el sistema de rodillos tenga una 

cierta fricción , con lo cual tendremos que al moverse el r~ 

serte la contr~~ción sería la surr.a de dos fuerzas :la de r~ 

sistencia del resorte f,.,...a. y la ae la fricción de los ro-

dillos es decir 

(l.) 

~ero empfricamente se sabe ~ue la f; es oroporcional a 
lriu. 

, la velocidad de movimiento, o sea que f, . = ~U- = ~ !!lL 
··~. dt. Por lo tanto la ecuación de donde habría ahora que determi -

narse la ley del co~portami.ento del sistema es (figura 2): 



(l.) 

AhQ.ra 1as propiedades de1 sistema ~e caracterizan 

por 1os Parámetros R y I< y pasamos a1 mundo de 1as ecua -

ciones diferencia1es .En éste caso el sistema queda carac­

terizado por una ecuación diferenci~1 de primer orden ,por 

1o que a tales sistemas se 1es conoce como oisterr.as de -

Primer Orden. 

Como obtener 1a solución de (Á) es U..'l prob1ema 

de 1oe métodos propios de solución de ecuaciones diferencia~ 

1es , aqu! 1o que nos interesa ver es 1a posibilidad de ha -

cer vna cosa sioi1a2 a 1a hecha en 1os Sistemas de Orden e~ 

ro que nos sirva de motivación a 1as técnicas de Transforma­

da de La~1ace, por lo cu~1 deno•amos por e1 símbolo 

s<11) = ~ 
cU: 

pues entonces 1a ecuación (~) se reduce a 

(P,,!>+-k)!J =. ~ 

(IL s +- ! ) ~ -= [~] t 
K 

·d1&.nDt.nJo j>Dr r: = .& 
t< 

( t: s .¡.¡) !i = [t] t 



c1aro que e1 prob1ema de 1a so1uciÓn de ,~j no se avanzó 

'OUes S es un simn1e sí~co1o y ahora e1 corchete está 

a~1icado ~ f y no es una mu1tiT1icación. 

Esquemática~ente tenemos e1 siguiente sistema 

si ~hora. 

1 

" ~.S+I 

'' tVt\cioA de 1w.nsf.av...-á." 

~-r ~ J r .J - lz;¡:¡¡- , 

o sea que ahora 1a respuesta H no ee in~ediata 7 &sta 

a1canza un va1or estacionario 1! con un cierto retardo 
K 
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en e1 tiempo. 

Mode1o Dos 

Agreguemos a1 resorte con rodi11os y fricción una. 

masa. M (figura 3) 

Ahora tendremos :-cor la segunda 1ey d"· Newton ,. 
(fuerza rr.asa x aceleración )y por e:L :node1o uno 

~ -\. ~ ,,._. t f -:. ~ Paa\•t• 
MG'O. 

9$ deoi,,. 
J:; ~ ~ M"'( + ~V -f- -:. 



+ R~ dt 
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l3) 

A 1os sistemas descrito3 ~or ecuaciones diferencia-

1es de segu_~do orden se l.es 11ama Sistemas de Segundo Orden. 

La ecuación l3) 'Puede transformarse de manera 

el. sistema no dependa• de 1os :;:iarámetros origina1es M_, 
y 1-<, 

' 
sino de l.a frecuencia angu1a.r "O:CO:Pia c.lf y de1 

ficiente de amortiguarr.iento :S / 

obteniéndose 

y si de nuevo introducimos l.as notaciones simbÓl.icas de1 

caso , a saber 

entonces 

s {~) = ~ 
dt 

J 

CS.) toma l.a forma. 

que 

~ 
coe-

(.//) 



Y de nuevo esquemáticamente 

2s~~"'-2s-t 1 U) 2 tú 

'' fu11 10..,' Jl!-lY,ouL~,"'"'d'~"' 

Si en particu1ar 1a fuerza 

esta dada por 

/. 

Jdodel.o ene 

3!3 

genera incl.uso com­
p ta~ientoe oscil.a 
~ torios 

.lt.. . .t:: 

e 

E1 seguir agregando fuerzas propicia e1 eurgimisn 

to de ecuaciones di:f'erencial.es de ordenes superiores--& dos, 

Ll.amados sistemas de orden ene, pero si el. sistema permanece 

l.ineal. , ei 1a parte izquierda depende l.inea1mente de 1ae 

funciones ( y, 
. 
y •• y • §"' ) ,.J enton -



ces no importa que tan comnlicacQ sea, siempre es posible ex­

~resarlo como una combinaci6n lineal d0 sistemas de ~rimero 

y segundo orden .Por lo anterior no es necesario estudiar 

loe sistemas de orden n en sí mismos , puesto que son redu 

cibles a siste:nas de los que ya mencionamos sus comportamien-­

tos principales • 

Sistemas Análogos 

Resulta ~ue muchos sistemas de naturaleza muy d~ 

versa .~ueden ser ex~resados ~or el mismo modelo , o sea su 

nlanteamiento nos lleva a ecuaciones diferenciales del mismo 

ti~o .A ta1es sistemas se les llama Sistemas An~1ogos. Por 

ejemnlo hemos estado tratando con un ejemplo particular de 

sistema f~sico y sus modificaciones , pero si quimiéramos na­

sar a estudiar un circuito eléctrico tendríamos que em~ezar 

de nuevo y obtendríamos ecuaciones de ti~os completame~te ~ 

1ogas a 1as obtenidas en los sistemas anteriores .Agracia -

damente resulta oue no hay necesidad de emnezar de nuevo pues 

llega.riamos a los mismos modelos • 

Una ex~licacicSn que subyace en todos •:tquellos sis­

temas que resultan ··ser aniílcgos a uno dado ; consiste en que 

en todos el.los actúa una misma"unidad" energética .Resulta -

que la energía en cu.at~uiera de tales sistemas nuede ser e~­

nresada como un producto de dos factores : uno de los cuales 

describe la intensidad del gasto ó la acumulac~ón de energ{a 
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Y el. otro caracteriza l.os resul.tad.os cualitat1voe c<:i éste 

proceso .En nuestro sistema físico anal.izado tendremos como 

primer factor aparece l.a fuerza ¡{ y como segundo factor 

el. deep1azamiento y .Para un circuito el.éctrico 1as funci~ 

nes anál.ogas corresnonaientes son 1a fuerza el.ectromotríz , 

(f.e.m.) , E y l.a carga el.éctrica q. 

Si como entrada del sistema mecánico anal.izado le 

an1icamos una cierta fuerza , entonces como sal.ida ocurre un. 

cierto desp1azamiento , o sea que~el. siste~a en su conjunto -

ocurre u.~ cierto cambio en l.a ~osición de al~..mo(s) e1emen­

to(s) .Como resultado del. movimiento ocurrido surgen fuerz~s 

de reacci6n nronorciona1es al mismo desp1azamiento en el. re -

eort/· , a 1a ve1ocidad del. desnlazamiento y a la acel.eración 

de l.a masa res~ectivamente .En forma simi1ar , si da~os una 

f.e.m. como entrada en '..l...~ sistema eléctrico entonces en di­

cho sistema o~urren cambios en l.a carga el.éctrica del mis~o • 

Como resu1tado de l.o anterior a~arecen f .e.m. de reacción , 

que para el ca~acitor es proporcional a la misma carga, na 

ra la resistencia pronorcional a la velocidad de cambio de la 

carga (o sea a la intensidad de la corriente I ) y -para la 

bobina pronorcional a la velocidad de cambio de la intensi -

dad de 1.a corriente (ace1eraci6n de l.a car . ..a) • 

P'?.ra el sistema mecánico al. aplicarle 1as leyée d.e 

Newton , igualamos las fuerzas exteriores aplicadas a 1a su-

m~ de fuerzas de reacción y análogamente para el sistema 

e1éctrDco aplicamos las leyes de Kirchhoff , las f.c.T.. exte-

+ Esto es cierto para resortes que satisfacen la 1.ey de 

Hooke. 
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riores se igualan a la suma de las diferencias óe•notenci~l 

(caidas de voltaje) en el circuito e1éctrico .Ambo6 tiuos de 

leyes son casos particulares de Principios de Equilibrio y 

continuidad más generales .Es por ésto que las ecuaciones 

que describen tales sistemas resultan ser las rni~-rtas en 

cuanto a su forma , aunque difieren los contenidos cie sus va­

riables y parámetros • 

Resurniendo,el s:i::ite>na 

ma mecá'.nico 

análog~ e1éctrico al siste-

que representa. U."'l circUito Ri..e en serie , es decir fo.rma­

do por una bobina con inducci6n L , con una resistencia 

y un condensador d~ capacidad c. unidos sucesivame:ite. 

La seP'lal de ent:i.·a.da de un tal cicuito lo forma una :f.e.m. E 

y su salida lo constituye la carga q del condensador.· Bl. 
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modelo de tal sistema se tilantea con base en la I.ey de ltir 

chhoff de voltajes , a saber , la su.~~ de l~P caidas de vol~ 

taje propiciadas por el inductor ,resis~encia y ca~acitor es 

igual a la f.e.m. exterior, esto es 

+-'- !j. =-E. c. 

el análogo completo de la ec~i.ación (.3) nara el sistema me -

cánico analizado 

Tabla comparativa de los Sistemas Análo~os Analiz~ 

dos. 

fu.YH. ~ F 

~'*1n1l>rd6 •• !1 

S~etnC1 t:~li°lu> 

~a&Q. .,.\;el-romo!Tth E: 

e"ev~ 16. : fg e.Mr91i. : e<\ 
.lu,..i4l-•tiil!IC~ corulsnaiJo.-

CllfaeÍ~ ,, t:-: t 
ltola1"41 "'1~ 

L~ (et-) 

~\t.nM. />1YUÓA.,1 

'IW$I S tiinúa. e1.ciiioa ~ 
. R. :::-i-

eV'2v~\Ó.. ' PQ 

o.\mus?ru1JoY dii~o. \lO~"cWJ 
e\~ra1 Jaa s Q 

, 
~ .JfL 

r 
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Se usarán letras mayúsculas para óenotar las tran~ 

formadas de 1as funciones de variable rea1 t y letras minús­

cul.as para éstas. 

en ~ena..-o.\ ,.\ f'°"""'º cet1•i.h. ""' la el g11i•n\e 

~uo....O~ -r ...... ¡a, .....Ja. d .. ec.uo..,.ne.a. 
~~1.910-di. - ~ .. ~ nrní:ulAI J..o.pl- TrAMkf 

t \ 
:.o!:ia.ione!I .. ,. Tni.n~.¡... ,...,J ... '"'"iWU.. sa ..... ,;.,.,.. 
el.io..:., .. ·o .l•I de Jo.ria.., 1"rG,.. ¡... .,.J.as 

La idea central de la transformación será que op~-

raciones comP1icaóas para 1as furiciones de variable t sean -

1le~adas a operaciones más simples con sus transfor:nadas fun­

ciones de s. 

Los problemas que a continuación se presentan como 

se indicó en el ca~ítuJ.o l. , son del ti-co eerie y para ha-

1lar el moce1o matemático que describe su co~porta~iento es 

necesario an1icar LKV. 

Los prob1emas que ee tratarán aquí son casos par­

ticul.ares ce un tipo especial de protle~as ~ue consisten de 

un circuito simp1e , que tienen como fuerza de excitación una 

función de naturaleza irnl)Ulsiva , pudiendo presentarse este 

tipo de circuitos en 1os modernos aparatos electro-médicos. 

Para éste tino especia1 de prob1emas ee recomendab1e el mé­

todo de 'rransformada de Laplace. 



44 

Problema l.. Para el circuito mostrado en la f'if!Urt1. 3.1 el. 

cual. es excitado en t=O nor una fuente de vol~aje , mostra­

da en la figura 3.2. .Obtenga la corriente que circula en 

el. circuito , suponiendo q~e l.a corriente inicial es cero. 

~ ---·~--~ . lr 
1 
Fi'-uYü 31 C11wire. RL del 
f>Yoble.mo i · 

c. 

rlSUN 3~ Y6lloje Qpl a cado c&.h i=o 
Cl\~1vcu1t"ó RL dit./ ~o~ma l.. 

La excitaci6n está dada por ia funci6n 'lr/i) =-l; ¿ 

Aplicando LKV al circuito , tenemos 

i 
~ ¿ 

L di.W + ~d.1) = ~ 
Jt o 

con l.a condici6n inicial. ~·to} =O 

l?roc;:d<>moa ·a resolver la ecuaci&n (¡;)para obtenei' 

l.a corriente .E1 método que usaremos para su soluci6n es el. 

de transformada de Lapl.ace , ya que es el. adecuado para re­

sol.ver problemas con t~rminos no homogéneos de natural.eza 

discontinua 6 impulsiva, tales probl.em.ae son rel.ativamente 

complicados de 1·esol.ver nor medio do J.os métodos tradicio­

nal.es , l.oe cual.es compre~den l.a reuni6n de sol.ucionea vá-
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lidas en intervalos diferentes. 

Antes de tomar la transformada de la ecuación 

conviene escribir el ~érmino no homogéneo en forma a.decua­

da 'DSrB Obtener fa"°cilmente BU transformada 'Ver apéndice de 

trans:tormaéia de La1'lace ) • 

'ilt): ..4 t - A t aU-c) c. a 

V Ú) = A.. /: - J!. {t-e.-tc.J u/f-c.) 
e c:r. 

tomando transformada de la ecuación .X tenemos 

~ -es -es 
L (s I.(s.) - i(o)] + R .I(s) =- ~ ~ - ª ~ - ~a. 

- !l. 
<!. 

Hemos obtenido una expresión ~ra la trans~ormada 

de Laplace de la corriente., para determinar la función 1."lt) 

debemos encontrar la :f'Unción cuya transformada de Laplaco 

es J;(s) ;ésto se conoce como el problema de inversión de la 
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transformada de Lap1ace .Existe una fÓrmu1a genera1 uara 1a 

transformada inversa de Lap1ace , ~ero obtener1a de esa ma 

nera no simn1ifica 1a so1ución del ~rob1ema ,Dado que exis 

te una corresnondencia uno a uno entre 1as funciones y 

sus transformadas de ia~1ace , ya existen tab1as (~ecidas 

a 1as de integra1es ) ,11amada tab1a de neres tr-dnsíormadas 

que contiene 1as transformadas de 1as funciones que auare 

cen con ma:ror frecuencia (ver apéndice de Transformada de 

La-o1ace ) 

i{¡) = ~-1 / I(sJ_Í 

J J -1 /j -es ¡ J -1 ~ J 
,/

_, / ~ _!_ _ - <J.. _ -f 8e t 
-: .LC s"'{s1-1;) e-<. slfl+fj ;í.~ 

Ha11aremos 1a transformada invexsa de cada sumando , desa -

rro11ando1os en fracciones parcia1es .Ver a-oéndice B, 1os 

teoremas de Heav3.side. 

j'-·¡ -ª- 5:fHvl: ¡-'/ J.. .L. J.~ .J. J.. 

s:~ j &l._ +-
J..C '4(! R s"' ¡:," s R.. 

B 4.!:._ 
- ft 

-::. t - 8L. .¡- a. 
el( el{~ c.R." 

i-· I 13 u·e.J. I ] 8 ¡-'( .!: 
I 

L.?. .J.. l. " s:~J T--¡-... R. .. 5 /!. 
(!J. sª¡¡1v = u ~ 

-~ke] 
r~ Ü-d 

fil i- ..M <2 "- {1--c) 
ce'- ~.e~ - elt 



de áontÍ• l /t) es: 

z'ú):. P.- l - ~ 1-~ 
c1< c.<" e• e 

ilt)= [ 
.§. t 
e~ 
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B -1 / ,-c.J ( L .,L _l:. ...L )' 2 
= - ti' (l /i' ..s - ~ s 1-!l. u 

Á 4 

- ~(t-c) -11..(kJ 
L "' ..., . 

- ... t I l .E.. [/;.-e) -P.!:_ /-~ " T _,(J -fa. 
~ - u 1-c) cz,.¡ ee• e.e< ll. 

E1 prob1ema con valor inic~a1 que se acaba de re­

eo1ver inc1uye una ecuación d~ferencia1 con un forzamien­

to que tiene discontinuidad por salto .Este prob1ewa no qua­

da incluido en el teorema. fundamenta~ de existencia y uníci­

dad pera 1as ecuaciones diferenciales de p~imer Órden • 

La corriente••presenta discontinuidad , en 1oil 

mismos puntos que Ja función de excitaci6n 



La gráfica de 1a solución de este nroblema se en­

cuentra en la parte de abajo • donde pod~moe observar qua 

aumenta a partir de cero , hasta alcanzar su máximo en e1 

punto t=c ,donde también la excitación alcanza su máximo, 

para después decrecer en forma exponencial. 

e 
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. ! 



Prob1ema 2. Dado e1 circui.to RC, para e1 cuá1 

e1 interrup~or se cierra para t=O , con e1 capacitor sin 

carga a1guna ·-ti gura 3.3 , si se 1e ap1ica una excitacicSn 

dada por-Wi. tren de pu1sos cuya magnitud disminuye exponen­

cia.1:nant.e , ta1 excitacicSn aparece en 1a fiBUrS 3.4 • 

Encuentre 1a corriente de1 circuito , suponiendo 

que se encuentra desenergizado para 

So1uci6n .Por LKV , tenemos para t ~O 

fU/t J +--¡§ j i'ft) r:1 t = 1rft) 

aplicamos transformada de Laptace o. \c.. 01<..iJa.eio~ ,, .. ,,{'¡.,ior 



P.. I(:.) + L I (.s) =V(~_} 
e:? .::, 

t!Dnd~ VC~).:: ~ f11ttJJ. Culc.oJIQ.rtdo V(s) tenemoJ: 

V(~) =- ) :-~t ú"{O dé 
o 

=z 

= ¿ 

-= - !f_ 
n:.o 

= __L 
s+-\, 
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R. :t:.l~) + ....L I~) -= 
c.s 

_1 

S-+~ 
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.l.e.HD'"po •ue~ .,\ pri·,..,., Jo.e.-\o, en t•o.1e1011.u p<1té1....l~ y di>.t;il:iu7e110,. 

tt\ ~Tl>cll/Ct.. 

.I(.5.) = - 2. 
JZC - .% 

¡-· 1 

:. 
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- -;¿ --
2C-Z. 

_ ~ f r , :4: -1> (:e: - ~ } ( ~ - ;f.) J 
a. L1- ~ uf!.-1J 1-(L td~--l) - tt. ~¡,_,,;., ... 

-.'Is _¿ J 
~ ol.1- ·-· 

s+.L .... 

[ 
-;él- -:5 -ff&) -i --Hé-~ -= ltt!c._~ tl. - tZ... ~ uü-1) +(L. ~ uft.--1)- . . J 

.:::. _g_ <Z.-jf [t-u/t-1) 1-4/!-<J-ul'!-~-/. · · · J 
.Re-.2. 

z'(d l"e4a JaJ.,. por: 

·dt.) = 

1 1 [ ~ -l. J l ;¿ . f) ' lo -V 
SZ:-~ 1- a. ~ü-1) 1-tl.. u/f-.A.) - ~ att--~1--·]+ - .z -
-±t [ _J <Z 1- uU-1) -1-uü-.i) -1.lLé--Jj 1-- · 



Es importante hacer notar que el lado aerecho de 

la ecuaci6n anterior , no es una serie infinita , ya que en 

el. intervalo l0i1) solo el. primer término de cada suma existe 

y los otros términos son cero ; debido a l.a presencia de 

la funci6n escal.6n unitario desplazada en el intervalo 
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(1, :t) s61o los dos primeros términos de cada sumando exis­

ten , etc • 

Podemos escribir la so1uci6n como: 

- i~t -¡t] 
<n [.o11) 

z'(t) = _!_ [-.z~ +-ctL. 
ec-< 

-kt ~ ·:t) J (,L,,(1,:t.J 

[- .¿ 
(1- ~ -

_L <L 
¿·/1) ~~-~ 

J. t ( <i. ··~) 
.iu,.-~J -:l] 

<;L ) +CL 

[ -4e ¡-.e_ /-
¿'/t )= -'- - _¡ fL. 

AU-< 

.a en {-<, ~) 

en el n-ésimo pulso tenemos .que la corriente es: 

¡'(t) = _,_ 
~e-.z 

CUl -ft] 



La gráfica de 1a corriente que circula en e1 

circuito del problema 2 , está dada en la parte inferior de 

esta hoja , donde podemos ver que a medida que la exci­

taci6n dieminuye hasta desaparecer la corriente también 

tiende a desal'B.recer. 

2 
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Prob1ema 3. Dado e1 circuito RLC en la figura 

3.5 , estando 1a bobina y e1 capacitar inicialmente desener­

g:l..zados , el interruptor se conecta en t=O , quedando apl~ 

cado un voltaje dado ~or el tren de pu1eos mostrado en J.a 

figura 3.6 • Hallar 

R = 1..1\. ,L = 1 H ~ 
t--O~ ---l\Jl.I\, 

~~ 

el voltaje en e). capacitar si 

C= :¡ 'Fd 

Figura 3. 5 Circuito RLC 

del problema 3. 

l'igura 3.6 Voltaje en 
forma de tren de pul.­
sos aplicado a). cir­
cuito del problema 3. 

So1uci6n • Ap1icando LKV tenemos 

J? z'(t} T- .L. S z'{t)d/' f- 4 dl(v = lf'lt) 
e át 

el vol ta je inicial en e). capaci tor ll;. fo)= •al°'= 0 donde 1
0 

ea 

J.a carga. inicial en el ca-pací tor que es '.;0 =O , ~~o)= f l{~ =O 

donde e.'IDJ es la corriente inicial en la bobina ; susti-

tuyendo 

~ (t J .: {- J z' to d ~ 

,,¡z11;,{t-) + lJC /l} :. irlf) 
dr 

IJia. 
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ap1icando transformada de Lap1ace a 1a ecuaci6n ~~ 

_L 
s (1 t-a.· :A) 

.L ( - SA. - .H<I. ,¡''"\. •.. .. ) ve es) :::. s 1 - a. + q_ -

( 1- <i"""'+ ¿.2.:-:_ tZ..-J-!.~ + . .. . ) 

-tc..,,,o.oi.c.lo -\va."" \o•m.o.clo. ~Y\llevlo._, f.en•ntcJ: : 

ve,~ > ,,_ J - ¿ H ( ~ .¡ i ·+ :í ~ J.E t ) .e.., eº,"> 
-f t ..1. U-4.)[ > 

~{f):: - tz {COl. i,., t +f ~ it ) +c.".. a..1:1,f f.-q ... 

( ,1 {f ) wr¡ {q,,U) 
{ s1Pn;l¡ t--o.)-l u -~ 



Haremos hincapié sobre al.gunos aspectos general.e.s 

del. método tratado aquí • 

Considers al. probl.ema con val.ores inicial.es , quo 

consiste de l.a ecuaci6n diferencial. 

Ct.!t 11 + b t/ +e !l =- / lf> 

donde " 1.ó ~ ~ son constantes real.es y //t) es una funci6n 

dada, y l.as condiciones inicial.es 

./ :/fo}.::~ 
I 

La transformada de Lapl.ace de l.a ecuaci6n t:i2es 

(ci.s~ -1-ó~ te.) (f.r.) - (<;s 1-.t.) !j fO) - a.}1
1 
fo) = Fú) 

conde rt~) y F[~) son Ias transformadas de!J/t) y lit) respec­

tivamente .Usando l.as condiciones inicia.l.es.ll:" y despejan-

do '(IJ.) , obtenemos 

YIJ.).=. Fti.) .... (A.s.t-0) !:!. 
ú ~ ~ -t-l>-"+C' 

Ho+...uP ,ue e\ dQn. "'' nulor e .. l.._ u.uoeio.\ CA•ute,;,.lioa. de L... c..-.-.. Á &. 
w.c•>= (iu• t-bl:.+-<:l-' .211. 

si tomamos P " 

y 

entonces YI$) puede considerarse como el. producto de l.as 

f'unci one s ~ <~) 7 <# (':.) 

Yes)= ~e:.) 'f\.~) 
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La función H{s) está comp1etamente caracterizada 

por 1as propiedades de1 sisT.ema que se considera y pue­

de 11amarse función de1 sistema .Para un circuito e1éctrico 

es común dar e1 nombre de impedancia de1 circuito a la fun­

ción -L . La función ~IS) depende de la función de fuerza 
SH~ 

y de l.as condiciones iniciales y puede llamarse función de 

excitacién tota1 y está formada por dos partes :l.a función 

F(S) que es la transformada de la función de fuerza //t) 
1 

y la función llls.-U.)~ 0 ta .!i
0 

que depende de las condicio-

nes inicial.es • 

De 1a ecuación ~ , y de acuerdo con e1 teorema 

de Convo1ución obtenemos 

i 
.!Jlr) == j Mt-~J JÍi:) .Ir: 

o 
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como 1a so1ución de la ecuación .IZ" con las condiciones inic.!_a 

1es j[, .Sin embargo, la función f9~•tiJ!S0 +-4!!; no puede 

ser transformada de La~1ace de alguna función ordinaria , 

sin embargo es posible interpretar1a como la tra.nsforu-.ada 

de 1a :función ~lE) y su"derivada". 

Si escribimos Yt~Jcomo 
(4 .. u.) !io t- I! !i

1
o 

y l ~ ) -=- lH~) F C ~ ) -\-

entonces podemoE obtener la sigui.ente expresión para ,j(t) 
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Una vez que se asigna~ va1ores a 1as constantes 

, 1a tra.nsformada1 inversa indicada en l.a ecua-

cicSn ~ puede de-terminarse por el. método de fracciones par­

cial.ea. ,, 
Usando e1 c~racter 1inea1 de l.a transforma~a inver-

sa podemos escribir 1a ecuaci6n ..r como 

si en l.a ecuacicSn..lr ll.ama.mos 

sustituyendo l.aa expresiones 
t 

jlt )=: J l,/1-~J }/&}r:J-z 
o 

en .ll obtenemos 

El ~rimar término del. segundo miembro de l.a ecua­

ci6n iill ea l.a re_spuesta del. si.stelll8. a. l.a función ü.e :ruerza.fl·O: 
Que en 1a terminol.ogÍa de Ecuaci~nes diferencia1es de segundo 

orden , corresnonde a una so1uci6n pa.rticul.ar de l.a ecuacicSn 

no homogénea N .Los términos restantes del. segundo miembro 

de 18. ecuación ~ representan 1a respuesta del. sistema a l&6 

condiciones inicia1es • Si consideramos a !:f 0 y ': como C2,DS 

tantea arbitrarias • estos términos comprenden l.a :f'unci6n 

complementaria 6 1a sol.uci6n general de l.a ecuaci6n homogé­

nea correspondiente a l.a ecuaci6n1ll. • 
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Capítu1o 4 

Convolución 

4.1 La integrs1 de convolución está relacionada 

con el producto de transfor:nadas de La~lace, el cual es in­

tereeante , tanto en la pa~te teórica como práctica • 

Definición • Sean Jlf) y 3lt) dos funciones que son -

seccionalmente continuas . en todo el intervalo cerrado fin~ 

to o~l~b y de orden exuonencial.La función re~resentada 

-por ( ..f .. 'l) { ~) y definida uor 

f{t) -t ~lt) = f11r:.> ~{~-~) d-z 
o 

se llama convolución de l.as funciones .f y .!! • 

Teoreir.a.Sean //t) y ~/f) funciones eeccionalmente 

contínuas en o~t ::-b y de orden exponencial 

.tif13j = .f{fj .ff31@ 

o.t 
<l. , en:t:onces 

La a~1icaci6n ~.as inmediata de éste teorema es 

cuando ee desea obtener la transformada inversa de un uro 

dueto de tra.nsfor:nadas , un camino para hacerlo es preciea 

mente la integral de convolución, así si nuestro objetivo 

es hal.lar Jº'/HtsJj donde H/s) es el. -producto de f:(s) <ilsJ · -
d_onde cada factor es la transformada de las funciones /IV y 

~lé) respectivamente, entonces la transformada inversa de HI~ 
que denotaremos T.>t)r 'itt) se obtiene de la si;:;:uiente manera: 

<) La demostraci6n se encuentra en el. apéndice C 
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J¡/t) ( IJ 

::. fot -//t-~) 'JI~) d ~ 
las operaciones que se describen en la integral de convolu ; 

ción se pueden interpretar gráficamente ,(ver sección 4.4), 

de acuerdo con los cuatro ~asos siguientes: l)doblal!liento 

2)traslación ,3) ~u1ti~licaciÓn e 4) integración.Estos cua­

tro pasos son equivalentes al vocablo ale:nán " :falt=g " • 

El propósito de esta interpretación gráfica es hacer ver 

oue la convolución de dos funciones '!)Uede ser evaluada grá 

ficamente ó numérice:nente , la evaluación gráfica es sobre 

todo Útil , cuando la::; funciones //t) y '/f) sean tan compli -

cadas que no hay fÓr.nu!a para la integración analítica de la 

integral de convolución , ó cuz:_ño //IJ y 3lt)son curvae. expe~ 

menteles que no ~ueden se~ re~rese~~~d~s ~e~ ~~c~=~e~ a..~a -

1Ític·~s • 

La a~licación más imF~rtante en análisis de circ~ 

toe del teorema. d.e convol·..lción es para determinar el volta -

je de salida en un circ~i~o eléctrico , conociendo el volta­

je de entrada y l.a .fu.~ci6n e.e transferencia , (que es igual. 

al rec!proco de l.a función característic~ de la ecuación di­

ferencial. que represent~ a.l. circuito ; siempre que éste sea 

lineal. Es decir , 1.a :f•mci6n de transferencia es una :funci6n 

que relaciona corrientes y vol.tajes en diferentes partes 

del circuí to. 

Si se considera un circuito arbitrario formado en 
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su totalidad por ele~entos pasivos , lo re~re~ent~remos 

mediante un rectángulo .Si al circuito se 1e conP-cta un con­

ductor a cualquier nodo que se saca de la c~ja. nara que sea 

accesible , el extremo de éste conductor se designa con el 

norr.bre de ter:ninal • Las terminales se ne ce si tan -oara conec­

tar las fuentes de excitación .El mínimo núnero de termina.les 

que es Útil es dos;las terminales se asocian en pares , 11a­

~ados puertos , uno para c~da fuente de excitación • 

Como eje~nlo considere la fi~.i.ra 4.1 de dos nuertos; 

si todas las condiciones iniciales del circ~ito son cero ,e~ 

tonces la transfor~ada del voltaje de entrada y la ~ransfo~ 

mada del voltaje de salida se relacione.a mediant~ la ecuaci6n 

donde 

Vl.(S} 
~ (S) 

V1 ls) 

v.,_(:.) (2) 

:Es la tra.~sformada del voltaje de salida • 

:Es la tra.nsf':lrma.da de 1a función de transferencia. 

del sistema. 

:Es la. transfor:nada del volta~e de entrada,(fuente 

d<'- excitación). 

f,sura. "l .J RQ'.l .le.. cloc. ~uQrfcs 
dCilf>4tÍ6.. Vo' l.o. Q.W.Ae..\oi\ (2.) 



Co~o V;¡,(s.)de 1.<'. ecu-,.ci6n (._.W está exl'.'resada como un 

nroducto de trmlsformadas ,an1.ic>UldO la integral. de convo1u-

ci6n dada p~r 1~ ecuación lr) nodemos obtener 1.a respuesta 

v¡¡.¿.) de1 circuito que es: 

v;,lt) = Jt h.(.,.) zr,{t-~) J¡:; 
o 

(J) 

= J.t ;,f 1:--~J v;fc)J~ 
o 

esto indica que si se conoce h(é) la transfo~~ada inversa de 

1.a función de transferencia , sÓ1.o se necesit~ especificar -

e1 vol.taje v;/t) nara determinar el volta~e de salida usando 

1as ecuaciones ( !I) ; esto siempre que el. circuito esté 

inicial.mente en reposo .Si el circu:i.to no está inicial~ente 

en renoso no nodemos usar 1.a integral. de convolución ~ara 

ha1lar el. voltaje de sal.ida; ya. que las condicio~es inicia­

l.es equivalen a tener fuentes de excitación en diferentes 

lugares del. circuito , 1.as cual.es no se pueden combinar pa­

ra obtener una v¡ {i:-) que podría lla.'?'.arse "función de excita­

ci6n total" • 

4.2 Aquí cabe xencionar un i~por"ante teorema de 

teoría de los circuitos que es el teorema de Borel,el cual­

dice : "La respuesta de un circuito l~neal a una excitación 

arbitraria (que tenga tra~sfor~ada de Lanlace)es 1a convolu­

ción de su· respuesta impulso y la func16n de excitación .. , .• 

este es un caso de especial atención y se presenta cuando 1.a ... 
fl:lnción de entrada. u¡lt)es ~/t) ,podernos alllicar el siguiente 

-1-Para describir una fuerza electromotriz de gran ma,gnitud 

que solamente actúa nor un per{odo de tiempo muy corto se 



teore~a ~ara hallar la función de salida • 

Teorema 1 • La convolución de cualqui~ función 

con la función impulso unitario ~~) es la función misma. 

En nuestro caso tenemos 

11'¡, "') = ¡, {{: ) ;i- J /é) 

a~licando transfor~ada de Lanlace 

V'..a.. lf>) = H fa) · .1. 
to:r:s.~do transfor:nada inversa 
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11;_/d := /z ft) =- M~) 1-.SIO 
('/) 

as{ la convoluciónr. ·-jde li/t) con ~/t) es ltft) • 

A la :función u;_/¿J se le conoce como la respuesta al. 

impulso del circuito .Esto nos incica .que la respuesta de un 

circuito inicialmente en re~oso a una excitación de un i:n 

pulso es igual a la transformada inversa de Laulace de la 

fu."'lción de transferencia.Las ecuaciones (3) indican que si 

se conoce ldt) , la respuesta al. irn:pul.so sólo se necesita 

especificar el vol taje de entrada llift) nara deter:ninar el 

voltaje de salida por convolución. 

creó la "función Jlt)n llamada " i:npulso u.."li ta.ria ", co:no un 

ejemplo de éste tino de fuerza tene:nos:una descarea eléctri~ 

ca que cae sobre un ala de avión , 6 el golpe seco con un ~ 

martillo que se dá a uh ~eso su~eto a un resorte .Esta fun­

ción for.ralmente definida dió ori~en a una rarra de la matero~ 

tica conocida como "Teor!a de las Punciones Qeneralizadas " 

6 " Teoría de las !lñstribucicnes "• 



Problema 4.1 Dado el si~ente circuito ,figura 4.~ , el 

cual está inicialmente desenergizado uara el cual 9'C = l , 

se desea calcu1ar el voltaje v;,./f:) a través de la resisten-
-t cia R, al anlicar un voltaje tt;U) = ti. en el instante t=O 

en ~ue ee cierra el interru~tor • 

e 

v,itl ~.___ __ ' _____.R f F1 3wa. 'i.A.. (\'itvi\-o RC.. 
Jci.1 p'°bluru /./, !. 

Solución • Para resolver este uroblema se ha se -

leccionado el m~~üdc que utiliza l~ integral de convolución , 

nara e;;e:ni=lif.'icar tanto el uso de e:i:ta inte~al , co:no la 

obtención de la función de transferencia • 

Sea v¡/t) :el volT.aje de salida , ~h)= !f d~) :=) 

(5") V:1,.fs) =: RI(s) 
V:.

1
'/t):el voltaje de entrada, v;/t)= CJ.-e =;>o Y1 (&): -1... 

l:.+\ 

la función de tranzferencia estd dada por 

H (5) -= v,, e~) 
Vd~) 

a;olicando LKV al circuito anterior 

tomando transformada de La...,lace a. la ecuación anterior , o~ 



tenemos 

1a func.i6n de transferencia H (S) esta dad=i. -cor el cociente 

llj Ú-) 

ll¡/{) 
de las 

H(s) 

ecuaciones {s) y (¿;) 

_ Ril::._L 
- [·~~}I(S) 

Hb) =-R­
R+-l; 

y mu1tip1icando numerador y deno:ninador por ~ 

~s~ 

s+ ~ 
como entonces \-\ Cs) = 2-

E.-t-t 

sus ti tui:nos J.l ls) en la ecuaci 6n (.<?) Tla1-a obtener e1 vol ta je 

de sa1ida 

V;i.(s) -:::. -3._ 
S-+ 1 

_,_ 
s+I 

ai hacernoe _ t: 

/,/f:)= /-'/ s5+1 ~ :::.J-'/ /- s~,j =- ~(d - q_ 

así u.¡ ll:) se tJUede obtener , tomando convo1ución de 1as f'un -

ciones /,/t) 'j f~/~J 
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ll¡ ") -= f, (t-J * ¡;2, l t) 

~[-l-) ::: [~lt-) - <i"-t] + <i:. i: ( -¡.) 

-t - t:" 
nor e1 teorema l. e\ /t) -Ir t2.. = q_ 

cal.cul.ando = l l:a.. _(I;--¡:) q.. -¡:. d ¡; 

" 

sustituyendo las ecuacio:;ies (.i'J y ('J) en la ecu,ición (¡) 

J. -1: t -C "'ll¡tt): (,[.. - (/. 

graficando el. voltaje de entrada 11'
1 
/t) y el volta~e de sa-

::..:Lda ~ //) • 

, 
t: 



se obeerva J~ue eJ.. vo:!.td.jc de e."":.tr::.=.~ -:.i.ecde a cero cuando 

e1 ti!lm!PO aumenta , 1a misma situación ~e present~ en e1 -

vo1taze de salida , e1 cua1 está forma.do so1amente por ter­

minas transitorios • 

Este ~rob1e:na también ~odría haberse resue1to a 

'l)artir de las ecuaciones (~)y (~) , con e1. :nétodo tra.tq.do 

en e1 capítu1o 3, obteniéndose 1a. corriente .r~J que circu-

1a por el. circuito ; el. voltaje a través de la resi~~encia 

ó8 

R , ( ir,."/t) ) se obtendr{a mu1tip:!.icando :!.a corriente ,,-¡~) 
Dor la resistencia .Se e1igió el método que uti1iza 1a inte­

gra1 de convolución nara i1ustrar su uso • El use de cual. 

quiera de 1os dos métodos es indistinto ya que ninguno nre­

senta ventajas con resnecto a1 otro • 

4.3 Otro caso especial se ~resenta cuando la fun -

ción de excitación a un circuito inicial~ente desenergi.za­

do es 1a función escalón unitario 

E(t) :. u./-1:) 

denota:::os -por ~ [t:-) a la resnuesta que 11.a:::a.remos "res'9Ue_!! 

ta escal.ón unitario " de algihl sistema rellresentaao en 19. 

figura 4.2 

P. Ü) 

~i hit:) 1 Yu/U • 

" f\'i \J ro. .Jf • .t l.lruill~rnQ. ci.n rtl c.uo.I \a. 
t • I ul'\elOI\ ck c:1i1~~ G.S ult) 
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de la ecuación (~) tenemos que 

donde : 

V" ts) 

V.u Cs) -= .L H <s) s 

:es la irransfornada de ~ /1::) , lla:nada "respuesta 

escalón unitario 2 

Qo) 

es la transfor:r.ada de h /¿.) , ::u.."lción de tra."lsfe_·.,,. 

rencia. 

-L :es la tr~nsfor:r.ada de la función de excit!3.ci6n "'/t-) s 

A continuación veremos el uso de la respuesta es 

calón u.."litario en un circuito inicialmente desenergizedo 

para obtener la respuesta a una excitación arbitraria • 

Vu /s) 

Hl.sJ 
E(s) 

V.t (s) 

Sean : 

la transformada de la res~uesta escalón unitario 

~/f) 

1a tra.ns-formada de la función de tra..."lsferencia J,/tJ 
la transformada de la fu.."lción r.e excitación a./t) 
1a transfor:nada de la respuestalJlfl)a la excitación 

arbitr8.ria a./t). 
de la ecuación ("-} saber.1os qu-:. 

deseamos obtener v¡,/'} ,~ara ~sto urocedemos como si,.ue: 

de la ecuación (11) 

( 11) 

(1it) 
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sustitu::rendo 1a ecuación (10) en 1a ecuac:.ón l11J , tenernos 

V,..(s)= s[~<s)E(s)] (13) 

hacemos 

v,_ (s) s F(s.) 

done e 
FCs) = V-"(s) E(s) =I> ¡{t-) = .r'? F(s)J 

an1icando e1 teorema de convolución "º = J~ /&-.i;) <L[r;) J-c 
{) 

= t-ir..u.f.i;) v.Ü-~) J¡;; 
o 

Nótese que Jlo) =0 

~ {t-) JI. <Z.{t) 

de 1a ecuación ~1) y nor 1a transformada de 1a derivadauae 

una función dada nor 
,/ f df¡f J j = 5 F(s) - fío) 

tenemos que 
v;u) ::: :r- r~tt> Y..q_{t5J 

= j é l ~ ~) 'LÜ--') J z; 
" 

Vs) 

ésta ecuación nos ~er~ite obtener l& re~puesta de un siste-

ma conociendo única~ente 1a excitación y 1a resnuesta ese~ 

1Ón u..~itario,sin necesidad de conocer 1a función de transfe­

rencia • 

Prob1e~a 4.3 .Encuentre 1a salida de un circuito si 

se sabe que 1a función de excitación es ~et-3 y si se sabe 

que 1a ree"PUesta escalón uni taric es - ~ ~z r¿¡ q:~t 

Solución • Este nrob1ema cae d~ntro de1 modelo de 



solución óado 10or la ecuación (15) .Denotaremcs 

V« /s) =- ,.1 f-~ ~-t + 7 <l. -3tj 

E{-;.)::. :t.f~ec-3} 
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v~c .. ) =-11 v;.rnj donde ~/f)es la sal.ida óel. cir-

ct:i to 

v,.lo.) =-e:. [v"¡.,;.) ¡;{:;)] 

con fh) = V..,/s) !:(~) 

auJ.icando el. teore~a de convolución , tenemos 

Je i: -3J:){ U:··") ) //t) ::: (.::¿_e 1- 'le / -'/€::' -3 d~ 
o -C = -.<a. r.l.. 

por J.a ecuación (~s) se tiene que 

t{ {! )::;_ !c / lt) 

-t 
11¡ft) : . .ziz 

Es importante hacer notar que no se requiere co -

nocer J.a :fUnción de transferencia • ni obtener su transfor­

~ada ; as{ co~o tarnuoco transfor~ar la res~uesta esc~lv'n 

unitario, ni la función de excitación. 

4.4 Utilidad de J.a inter~rF.tación gráfica de J.a ~ 

integral de convolución. 

Esta SP usa ~ara hallar la función óe salida de 

un circuito cuya res~uesta al im~ulso del. circuito y la fun­
~ .. 

ción de excitación son funciones conocidas graficamente 



. . 
j

.,, 
· .. ·····. · . 
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-oero cuya integra.1 tie convo1uci6n sería cif{cil de ev<Lluar; 

una raz6n i:uede ser norque al'!'U-~ª ó ~wbae fu.~ciones ( la -

res"Duesta a1 impul.so y la función de excitacL6n) sean di±'l.­

ciJ.es de exnresar en for:r.a anal.ítica • 

Se ~oetrará "DOr ~~dio de un ejemnlo la internreta­

ción grafica de la convoJ.~ción 

ProbleT.a 4.4. 

Coris::::l'2ni: una red cuya res"Ouesta al. i:nrul-so se puede 

aTiroXi::ia.r nor medio de las rectas ~ue se ~uestran en la fi­

fura 4.3 (a) .Suponga que las condiciones iniciales de l.a 

1 hit.) 

z. 

~llrit -'f,.3:..'lll!if.,.J¡¡ .la ura ,, .. -

e.vito al hnp111$o 

3 

f.,.,i'C\ .lf.l{ vó\t~.le. de cn tnado.. 
J.i.\ ~le"'"' s.¡. l.{ 

red son cero .?or convol.ución de~er:nine lQ resl)Uesta de l.a 

red al vo~taje de ~ntrada oue se indica en la figur-~ 4.4 

Interpreta~os la convol.ución TIOr ~edio de lo~ si 

~ Existen aparatos que miden gr~ficamnnte l.a res"OUesta de un 

circ'.lito , 11amados oscilosccllios. 



guier..tes cuatro nasos : 1) dobJ.ami!'nt.0,2} trasJ.ac:i.ón ,3)mu1-

tin1icación • 4)integración. 

SoJ.ución. La respuesta ~ Ü) estií dada nor J.a CE,n 

vo1uci ón de J,/f > y u; /t) 

11: ltJ = J,/t) ' v¡ /t) 
~ 

t 
-= j 1ztz) v¡fé~?:) d¡; 

= jt-Aff-¡:) llj (~) ti¡: 

v; (l'.) 

(C.) 

( b) 



t-on'lando t, =-\ 

hlc,- ~) 
v¡{l, -.:) 

(e_) 

h(t,-dv,{z) 
h{z) v¡/t,-.t:) 

( d) 

· tomonJc t 3 :::..3 

(a.) 
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figura 4.5~uestra1a convolución de M~)con 'flfJ.,,a.ra diferer: 

te~ valores de t • 

En la i:iarte ·(a) de la !'igura 4. 5 se muestran las 

fUnciones h{¡;) fJ v¡ /,:) 
1a parte ('b) muestra el a o'bla:!!i.o?nto de la :funciones ¡, r~J y 

v¡/r;), es decir , su refle ;.e: iÓ<: res-::-ecto al e;;e vertical, 

la ""Oarte (c) mue.stra el desi:ilaza.::iieni:o delzk-)y 11"¡/¡:) nara un 

valor fi ~o de t, = 1 , 

1a parte (d) muestra el producto de :!!.as funciones h/t,-.¡:)u¡~) 

en el lado izquierco,mientras ~ue el lado derecho muestra el 

T.Jroducto Jtf~hr,M-~) • 

El área sombreada en la fi~~ra 4.5 (d) representa 

1a inte~1 para el valor fi ;:o !:¡ = 1.En éste pu.."lto,se eva -

lúa la integra1,y e1 valor corr~snondiente corresponde a la 

ordenada de la gráfica de la función convolución , es decir, 

la función convolución , tendrá un nunto de coordenadas 

( -t I ' j Áu .¡:;)a;/~)/$ ) • 
o 

Las nartes (e) y (fi d~ la gráfica re~resent~n 

la forma de hallar otro -ounto de la gráfica de la convo1.ución 

de h f V,- en este caso -.:1ara U..'"l valor fi :o t 4 =3 ; el cual 

anortará otro punto a la gráfica de la convolución de ~"*"'í 
t 

que en éste caso es { -é-3 , Í/1lf-~)u;/~)$) • 
Tomando un nú~e ro sut"ilciente de valores t:,.J f¿J ••• _,t,, 

para cada uno de ellos igual a una constante , se puede ob­

tener una buena repres~·ntación de la gT<Ífica de ~* ~ , en 



éete caso , 1a integra1 ae fa1tung reeultante está dada en 

ia fí gura 4. 6 • 

{ J¡:¡,'6", )fi) 

t 

Fi1urd Al·' Lo. c:o11~olu.eioo{ de h ':S lfj 

•btcl\-úk gro'tic4 'r'tlerifu . 
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Podemos hacer 1as siguientes observaciones con res­

pecto a1 prob1ema anterior • 

i. Si describimos anai!tícamente la respuesta a1 

impul.so .Obtendx·:i'.'amos h/O = /: .¡..(1-i)u/t-1' ¡.(-t+o)u/1--~)t{t·'l)u(t·~) 

1a descrípci6n ana1:i'.'tica de 1a funcí6n de excitací6n es1 

r,/t-): u/l')-u/f-;i) 

1a convo1uci6n estaría. dada por 
t 

{J.i~u·, )/IJ = j ltlt-~J v;I~) J~ 
() 

r 
-= j L 't' 1-(1-~) ul&-1) t- f -~ 1-J > "~-,jJ "'" 

o 



ambas integral.es presentan procedimientos engorrosos ~ara 

su eval.uaci6n , siendo más sencil.l.a en éste caso l.a eva1ua­

ci6n gráfica • 

2.La operaci6n de mu1tip1icar 1a entrada v¡[~)por 
1a respuesta a1 impulso tras1adada h/f-~) y 1uego integrar 

de O a. i , se puede considerar e1 equivalente de pesar 

todos 1os va1ores -pa~ados de 1a entrada .Esto 1o podemos 

i1ustrar en 1a figura 4.7 donde aparecen superpuestas las 

:formas de onda J¡{I:) y u¡ {t) para diferentes va1ores :t'i jos de 

-t 

t·;lz:) 

¡; 

fi3urtt •n M\J'd"rc. \a. !:.V¡>~~poir•;.,~J.¡ kf> lu.,cio,.e..r J..[I) !J 

11¡{1) J.! pr0~/u111 6/.'I pctro. d&JeY~tti.9.t w.loyes f IJÓS 
dQ t. 

a.1 aumentar t ,há-i.Jae tras1ada hacia 1a derecha , i1ustrán 

dose 1Jeto para l.os tiempos crecientes 1:,_, tA._, t~ / t., 
Cuando esto sucede el. producto de l.as dos :funciones que se 

muestra en 1a figura 4.5 (d) , cambia. y también v~a 1a 

77 
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(sal.ida) convol.ución ~ liJ • Esto se puede interpretar como si 

}¡{/- ?;) se desl.izara o barriera a v¡(~) , dando origen a1 

nombre de h/lr-~)que se conoce como función de barrido .conforme 

se hace el. barrido de l.a figura 4.7 , 1a sal.ida en cua1quier 

momento se determina principal.mente con val.ores recientes de 

l.a entrada .Los val.ores "muy viejos " de entrada tienen muy 

noco efecto en 1a sal.ida actual. , aunque habl.ando en forma e~ 

tricta , se puede ver que 1a salida actual. se determi.na gracias 

a toda l.a historia anterior de l.a entrada , pesada con l.a res­

puesta al. impul.so .Esto resul.ta un modo útil. de visual.izar l.a 

forma de 1a respuesta que se obtiene a1 excitar una red • 



.-

1 

Apént:ice A 

Sistemas De Ecuaciones Diferencia1es Linea1es 

Considere un sistema 1inea1 homogéneo con n ecuaci~ 

nea diferencia1ee de primer 6rden , con n funciones descono -

c:i.das . ;r., _, .taJ ••• .,.1 "., ,donde todos 1os coeficientes son cons-

tantes .Entonces e1 sistema que consideramos tendrá 1a forma 

d:::i., 
di: 

a,, ", + c...,_ -".. + • + Ct.,, :ic.,, 

donde todas 1as 1.1;¡ 

Si A es 1a matr!z de 

A 

(l) 

, .: = '·~ ··:J"'; :i-=~i··~~ son constantes conocidas. 

nxn de números reales ª<:i dada por 

. . 
Ci z ., 

' ' 
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y e1 vector ) 

x~n· 
:tl'J 

(~ 

·e1 sistema dado por 1a e:x~resi6n ll) se puede expresar como 

1a ecuaci6n diferencia1 vectoria1 1inea1 homog~nea 

X' AX ( 1/) 

si6n 

La matr!z constante rea1 A que aparece en 1a exp.!:e 

(q) y está definida por 1a ecuaci6n (..U se 11ama matr!z 

de 1os coeficientes de 1a ecuaci6n ( '/) 

Una motivaci6n para buscar las soluciones del siste­

ma (1) , 1a encol?.tramos en el sistema ll> cuando A = (Cl 11 ) es 

decir en e1 caso de 1a ecuaci6n diferencial más simple n.:i: 

Jl!L = a,, .x 
d f: 

l ) a-t cuya so1uci6n no trivial es =t, t -: ..(1 <l. 

Buscaremos so1uciones de1 sistema dado en (1) , o 

sea de1 sistema vectorial dado en 1a ecuaci6n (~) .La mane­

ra. de ha.cerio serií proponiendo soluciones no triviales de1 

sistema. dado en 1a expresi6n (1) dP l.a t'orma 
At 

:1.,=o<a. 
• ¡.t 

~,_:. o(A «. (5) · 
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donde .<, _,Pf.,_, , '"..-' o<.,_,,/\ son constantes susceptib1ee de de­

terminarse .Si hacemos 

!;) 

entonces por 1a forma de 1a expresión (~) • se ve que 1a forma. 

vectoria1 ce 1a so1ución deseada (s) ea 

por 1o tanto,buscamos so1uciones de 1a ecuación diferencia1 

vectorial (~) que sean de la forma 

X 

donde o{ es un vector c·:mstante y A es un número por 

determinar ,si sustituimos la ecuación {l) en la ecuación (.1/) 

obtenemos 

de la cu.al se tiene 

(A-..\I)q =-O 
(,Y) 

donde X es la matr!z identidad de nxn .Escrtto en t.Srminos 

de componentes • corresponde a un sistema de n ecuaciones 
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a1gebraicas 1inea1es homogéneas • 

o 

::. o 

ú.,, o<, 

interpretable como un sistema homogéneo , con 1ae incógnitas 

o{11 o< ~..1 • • • ... o< "" .Sabemos que éste sistema tiene eo1ucidn -

distinta de la trivial si y só1o si 

",,->- 4,z ~ . ., 
ª~· l:lar..\ Ú.z. ..... 

o 
(10) 

ú - ).. 
Ún1 "" 

P.ls <iecir , 

La. ecuacidn (10) es l.1amada la ecuación caracter!et!_ 

ca de 1a matríz de coeficientes A= ~.i de la ecuación dife­

rencial. vectorial. (q) .Beta ea una ecuación polinomial. de 

grado n en ,\ , donde sue raices A,J >-c.J •• ':! ).~ eon l.os va1oree 

característicos de A • A1 sustituir cada valor caracterís­

tico J,. J (i ::.1,l, •• 11 ) • en e1 sistema. ('1) se obtiene l.a so-

(9) 



1uci6n no trivial correspondiente 

#(, : of,t 

) de1 sistema('i) .Dado que la ecuaci6n('1Jes la (1':.1, $. "./,, 
forma en componentes de 1a ecuaci6n (i') , el vector definido 

Por 

(L•) (:·~· ) 
e:{ = ~' 

o(,,,. 

¿· = ~ z,, • .. .,, n 
{11) 

es un vector característico correspondiente a1 valor caracte­

rístico Jl' ;fi=",!-··.-n) 
por tanto l.a. ecuaci6n diferencial vectoria1 

X'= A X 
tiene la forma áe so/uciorr 

;.1:-

x-=- o( <2 

(9) 

(1:1.) 

donde ). es un va1or característico A¡ de la matr!z de coe­

ficientes A y e1 vector e( debe ser un vector caracter!s 
LiJ 

tico q correspondiente a este valor caracter:lstico A,-

Con respecto a la forma de los n valores caracte~e 

ticoe • se presentan dos caeos • 



*' 
Caso l. • 

Si l.os n val.ores característicos son diferentes 

y real.es • Los resul.tados importantes correspondientes a 

éste caso se resumen en el. siguiente teorema • 

Teorema • Para 1a ecuaci6n vectorial. 

X'=AX 
('I) 

donde A es una matrí:z constante de rucn ,real. ;supongamos 

que cada uno de l.os val.ores caracterícticos )., 1 J. z . ._,, A ,, 
J.•> t<J Jn) 

de A es diferente y real. ; y sean o{ ./ <>( _, • , , _, Of el. con_;iun 

to de l.os n vectores caracter~sticos correspondientes de /!. 
Entonces en todo el. interval.o real. [ .. ,i.J , l.as n funciones de­

finidas nor 

(•) J.,t 
o( <L .) 

I~) )..,;·t • Cnl 

o{ a. ,1•··__,<>< 
)i.,,t 

a. 

f'o~an un conjunto l.ineal.mente independiente ,l.l.ama.do conjun­

to f'undamental. , de sol.uciones de ("I) ; y -precisamente l.a com-

bina.ci6n l.ineal. de dichas :funciones : 
<•> ¡.,t C.t) ht 

;:( = e, ""I a.. 1- c.t C1( q_ + 

,,.. Las demostraciones de l.os casos I y Il. pueden verse en el. 

l.ibro de licuaciones Diferencial.es y Probl.emas con Val.ores en 

l.a Prontera de Boyce y Di.prima • 



donde e,, e..._, • , ._, ~,, son n constantes arbitrarias , es la 

sol.uci6n general de la ecuaci6n ( /f) en el intervalo [<e,b]. 

Caso II. 

Si en los n valores característicos alguno{s) se 

repite{n) , es decir , si tiene valores característicos múJ. -

tiples • Consideremos el sistema 

x'::. AX ('T) 

donde Jt es una matríz constante real de nxn ,supongamos qUB 

A tiene un valor caracter:Lstico real A, de mul.tipl.icioad m • 

!35 

donde 

).,,,._, 
valor 

tores 

I<- m ~"" , y. que los valores característicos restantes 

>. ). (si existen otros ) , son diferentes .Este 
.) "'~· J ••• _,, " 
característico .A, de multiplicidad m tiene p vec-

característicos lineal.mente indepe~dienteD , dond~ 

I <!. p :s m • Consideremos ahora dos situaciones : 

:L) si p=m , ii) si p <.m 

i) Si p = m , hay m vectores característicos linealmente in-
l•J ,.., llt\) 

dependientes -< ,., o( __, , •• .., o( correspondientes a 

).. ' .Las n funciones definidas 

t'orm.-n vr, conjunto lineal.mente independiente de n solucie>­

nes de J.a ecuaci6n diferencial 

1 

X-:: A X WJ 



y 1a so1uci6n genera1 de 1a ecua.cicSn ('f) es una combinacicSn 

1inea1 de estas n sol.uciones , con n números arbitrarlos 

como constantes de combinaci6n • 

ii) Si p <.m , en este caso bay menos de m vectores caracte-
<•J 

rísticos 1inea1mente iné'.ependientes o( corre:cT'ondientes a1 

va1or caracterí.stico Á 1 de mu1tipl.icidad m .Entonces hay 

menos de m so1uciones l.ineal.mente independientes de l.a ecua. 

ci6n diferencial. ("1) de l.a forma .,J•Ja..Att correspondientes a 

..\, ; y no se tiene un conjunto fundamental. de sol.uciones de 
J.1<.) i. .. t 

1a forma <'( q_ donde ,\"- es un val.or característico de 
(/;) 

y D{ es un vector caracter!:stico cc~-respondiente a fl~ 

Se deben buscar por otro camino , sol.uciones 1ineal.mente in-

dependientes • 

..... 
Un camino podr!:a ser el. siguiente : 

Si ,\ 
1 

es un val.or característico de mul.tipl.icidad 

m = 2 y p = 1, m , entonces se buscan sol.uciones 1inea1m~n 

te independientes de l.a forma 

donde "" es un vector característico correspondiente a 

es decir~. satisface 

A - >., I =- o 

1 
"'1 • 

1 La demoetraci6n puede encontrarse en el. l.ibro Ecuaciones 

Diferencial.es de Boyce y ~inrima. 
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y {? es un vector que sati8face 1a ecuaci6n 

(11-,,\,1) p_-=..o< 

si ¡\ 
1 

es un va1or caracterl'.stico de mul.tip1icidad m "~ 

y p ~ m , entonces 1as formas de 1as m so1uciones 1inea1mente 

independientes correspondientes a ). , dependen dé. si 

p= 1,2,3, ••• , m-1 • 
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Apéndice B 

Transfromada de Lapl.ace 

La transformada de Lapl.ace es un operador lineal.. 

Más espec!ficamente l.a tranfor~ada de Lapl.ace de una. fun­
+ 

cicSn :f /t) es un operador integral. que denotaremos por ./ flff8' 
y definiremos como 

t f lft>J (/) 

-· t done e como es usual. la integral. j ,,?J //1:)t:Jt se sobreentiende 
(J 

J • \ 11_¡t 
como -c-t. J Q.. //t)dt 

11~"° o 

do ser compJ.e ja). 

y donde s es una variable real.(pudien-

Pero para que (JJ quede bien definida • veal!'OB cual. 

es el. dominio de ¿/ .Para describir el. dominio de ;i necesi­

tamos l.as funciones seccionaJ.mente contínuas o continuas a 

trozos • Una funcicSn de val.ores real.es se dice que es secci~ 

nal.mente continua en un intervaJ.o cerrado si su gráfica 

está forma.da por un número finito de trozos continuos .Con 

más 
tá 

exactitul' 

definida 

si f : [..,b]c:..fR-TR.que cumple con a) f es-

y es continua en todo • sal.vo un número finito 

~Es común usar a i como l.a variable cundo se tra't;S. de l.a -

~ransformada de Lanl.ace , debido a que l.a mayoría de l.os pro­

bl.emas con condiciones inicial.es l.a variable ee el. tiemno, 



de puntos de (c¡ 1 ~J , y b) existen l.os l.Ímites l.ateral.es 

/{e)-: l,;.., l/~H) ,, /{t-):: L..;,_ j{t-Ji) 
.lt"'O.. '1-. 0-

d onde h ~o+ significa. h _, o con ¡, .,. o 

En ~ate conjunto finito de puntos 1as diacontinuida-

des son de sal.to y se dice que es secciona1mente conti-

nua en (e¡ 1 b ] • ( /ll 

~~--¡r---~~¿t~~~~~-->c 

Observando (IJ desear:í'.amos que e! satiafa.ga"un con­

junto razonabl.e " de condiciones para que exista ¡.-t l.a in­

te gra1 de (1} y sobre todo nara que cf. reeu1te ser l.inea1 -

en a1gún espacio vectorial."adecuado" .Por el.l.o / debe es-

cogerse de suerte que 

exista para todo A7o .Esto se l.ogra pidiendo que /kJsea 

seccional.!llente continua en todo interval.o de l.a forma C.o/11-.J 

edic1one.1mente ce con~ideran so1o ~'"::1.lorcn pocitivos do1 tiem­

po y de ahí 1a restr~ci6n de que t 6 [o,.,o6). 

-t .j- Recuerde se que J'i¡}MJt se dice que converge , l.o cual. se 
o 

- t simbol.iza por J ¡:J /Ü)Jt <.oo para al.gÚn val.ar particul.ar de s o 

(pues 1a integra1 es una funci&n del. parámetro e) si el. l.Í-

nü. te d.t r: . ...1t1t1-)Jt =t.:. JJ/úm.xiste • 
o 1r·-
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con 4 70 -pues entonces e1 integrando será secciona1mente con­

tínuo y 1a integral existirá y no so1amente existirá, sino 

que e1 conjunto de ta1es funcio~es ~orma.n un Espacio Vecto 

ria1 Real. bajo l.as definiciones de suma y mul.ti"01icaci6n 

por un escalar "usual.es " 

El. que f sea seccional.mente continua no es su-

ficiente para garantizar l.a existencia ó convergencia :de 

of'f //t) J en {I) , ya que sobreentendemos a (1) como el. paso al. 

l.Ími te en (-'.J cuando ,t¡ - oO • Una manera de ase gura.r tal. 

convergencia de l.a integral. en(/) consiste en someter a //d 
a ser una función o "dominada" por una :f'un 

ción ex~onencial. , de forma tal. que ahora podamos exigir el. 

que Q.
4 f /tJ-'Pocua:n.do t --* oo 

Por l.o anterior introducimos l.as funciones de Or -

den Ex"Oonencial. 

f /1) es de orden. exponencial. 

tal.es que J f/t)/~<Ltlt "P .ra todo 

da • 

en [o_,ol>) si existen <:!10 y d:, 

t ;ioo en donde f estií defini-

Es casi inmediato demostrar que l.a transformad~ de 

La."01ace de una funci6n seccional.men~e continua y de orden 

exponencia1 eiempre ex~stc • 

En efecto , tenemos que si /73eon dos fwlciones 

integrab1ee f- en todo interva:lo (Q 1b]cona.fijo y b ar-



bitrario y si lf/l>}~31f)pa.ra todo /-?,O.., entonces 

(existe o converge) 

si· b 
J<l. l)lt)dt existe.Por éste resu1tado tendremos en e1 caso 

de nuestra afirmaci6n 

existirán e?o y <iC 

consecu~ntemente 

que por ser / Ü) de orden exponencia1 
t!.t 

ta1es que J J/t>I '!O<!<J. para todo t"7o y 

.i'f //¡Jj = J :-Jt //tJdt 
o 

J --~l:+cet 11· c"-t~...Vt 
e <L dt=e~ 1 <t.. dt 

" /J....... o 

-: _!;_ ,1 Ji s 7 á. 
s-cC 

As! hemos 1ogrado demostrar e1 sigui.ente 

* Recu~rdeee que si 1) es una funci6n secciona1mente cen-
e 

tinua. en l41 i>), entonces existe J 4b>J;i y es iuC.e-pendientc de 

1oe va1oree que /k} tome en 1oe Ptzitoe de discontinuidad ,2) 

si f y 9 son secciona1mente cont:..nuae en [<e, I> J , entonces 

también 1o eení e1 producto /j , 1o cua1 imp1ica que 1a 

integra1 de1 producto de dos funciones seccioi::w.lmente con­

tinuas existe (converge) ,3) toda funci6n continua en Ctf¡•1 

ee secciona1mente continua. 



Teorema. Si Í es una función seccionalmente conti­

nua y de orden exponencial. , entonces existe un número rea1 

<( ta1 que para todo .57Cl. fº<l..-Jt:f(Odf converge • 
o 

Ahora si ya podemos decir al.go más sobre e1 domi­

nio de 1a transformada de Luplace , en efecto , no sÓ1o po­

demos decir que el. dominio de .J f//tlj está formado por :fu::::!. 

ciones secciona1mente cont~nuas y de orden exponencial. 

sino que para dichas funciones su dominio siempre incluye 

un interval.o semiinfinito tipo (Q¡ 00). 

Más aún si 6enotamos por 

se puede demostrar que J l f ltlj 
S --..So 

So -:: inf jc.C61R,: :;JJ/llt1J..~,.cr.} 
no converge para ningÚn 

Por tanto , el. dominio de .tf /ft.Jj es un interva-

1o [ S0J 06 ) , co=i la posible s;:..1.vedad de que S0 no quede in­

cluido • 

Ya ~untualizamos que cual.quier funci6n de orden 

e:·:ponencial tiene transformada de Laplace , nero e1 rec!-

proco ¿será cierto? , o sea !.toda fUnción cuya trans-

formada de Laplace existe es de orden erponencia1 ? .Basta 

con dar un contraejemplo para que quede el.aro que 1a propo­

sici6n inversa no es verdadera • En efecto //1) .. k tiene 

transformada de La,,lace ' # , pero no es de orden .exponen-

.J 1- La existencia de.lí-h} puede mostrarse usando el. 

comparaci6n siguiente "Si f .!f 1 son integrabl.es en 

O<Q~I Y si lf(l)\~ql9Para o .:.t<.1 -=- ~ 3 {tlf)d/- ~ 3 ~ jtt.ldt-. 
o o 

teorema de 

l:.4,tJ ~ 



cial .Esto evidentemente implica que el conjunto de funciones 

que poseen transformada de Laplace es más gr._;i.r.de que el con­

junto ¡; de funciones seccionalmente cont:Lnuas y de orden e~­

ponencial .¿ que tanto es mayor ? .Es dificil contestar a 

esta pregunta. pues delimitar el dominio preciso de,///lt;jes 

un prob1ema difÍcil , aunque para los fines que este traba­

jo precisa , basta con percat~rse que el conjunto E: de 

funciones seccionalmente continuas y de orden exponencial 

abarca la inmensa mayoria de las funciones neces~~rias en las 

anlicaciones qU<.1en particular nos ocupa , así las funciones 

4~ t t n/ a. .J .se.n b / CóS bt ..J i,, a.q.t San bt / ,z.k.. 

son ejemplos de elementos de E 

Intentaremos ver ahora a la transformada de Laplace 

j :-Jt ¡ lt)df 
o 

(/) 

como una transformaci.Sn lineal del conjunto E" (de 1as fun­

ciones seccionalmente continuas y de orden exponencial) en 

¡= (conjunto de todas las funciones con valores reales de­

finidao en intervalos de la :forma e~_,-<>) con o\,>-.,,,) ,vis -

tos estos como espacios vectoriales reales bajo las defini­

ciones usuales de suma y multinlicaci.Sn por un escalar , esto 

es 

Concretamente usando también que 



e!{ l/tJ) ; E -i;> F 
f-M --. Fl::.J 

Sin embareo hay un prob1ema t>Ues Fno resu1ta ser 

un espacio vectorial real con la definición usual de suma , 

puesto que 1as fun.c.io?ies en F no están definidas en e1 mismo 

interva1o (pues cada función F (5) existe para 5 :;rd: y cada 

una en general tiene su oCparticu1ar .Pero éste prob1ema 

puede so1ucionarse f~cilmente sobreentendiendo que J.a su-

ma de dos funciones i::/:..) y c. l>) de F se define como 1a fun­

ción F+4" cuyo dominio es 1a intersección de los dominios 

de !=.' ·¡ y Ce y cuyo vaJ.or en cua1quier s de dicha ínter.·....., 

sección es 1=(5)+41~) .Con ésta definición y con la u=~tz.l. 

de multi~licación por un esca1ar ; F ya es un. Espa.cio Vec­

toriaJ.. 

Pero reaJ.mente la transformación (~) ¿será lineal? 

por cesgracia (~) no es una transformación lineal .E1 nrob1e­

ma surge al dar un contraejempJ.o a 

a saber : j /d = coa t, e1lt>= -eos t 
para a "(o,..,) y no está 

~} I +5 J -=- .t ioJ:::: o 
definida para .:.~o, mientras que 

para toda Sé-/}{ ,pero recordan-

do que dos t'unciones son iguaJ.es si y só1o si tienen el 

mismo dominio y toman, el mismo valor en cada punto del dom!.. 

nio , 1uego .f 1 "'l - enJ} -=/- ~ Jei»t} .J..t'/.-tatt}<aóJ.o podr:Ca de­

cirse que 30n idénticas para 1os valores donde ambas funciones 
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están definidas) • 

Pero evidentemente que también esta dificultad se 

puede superar ; para lo cual basta considerar que dos f"1?lci_2 

nea de I= son idénticas siempre que coincidan en algún in 

tervalo tipo (co.,..o} .Luego entonces con esta. identificacicSn 

tendrer-~s algo que evidentemente era deseable ; a saber: 

,tf/+<J]= JJIJ+lUJ 

d'f~IJ = ccfitJ 

y por tanto hemos podido interpretar a Jf/ltJjcomo un.a. :rrans­

formaci6n Lineal de E en F 

es decir 

única 

¿Será J... · l. a 1· ? o sea 

é .fff 1::. .;f/Jj =.l> f-=3 .l 

¿ J f ~J:.~S puede resolverse para JI en forma 

~ =./"' 'Í ? • 

De nuevo aqu! hay una dificultad trivial. , pues 

si 4 y j E E , que sólo difieren en los puntos de dis..-

continuidad , entonces .;! f f. J = J ~ 'J] , aunque / ::/:. 9 • 
Sin embargo eat~s dos :funciones son casi id,nticae , o sea 

que consideraremos a dos funciones que sólo difieren en un 

conjunto finito de puntos como igual.es (iguales en casi 



dondequiera ) , luego tiara todo fin práctico of es l a J.. 

Esto sigoi:fica que siempre que c:l'f~}.:9 fs.J pueda. resolverse 

"es·encialmente "en :forma. única con respecto de !:J y dicha 

sol.ución en e:fecto se expresa a truv~s de la así ll.amada 

Transformada Inversa de Laplace de la función rpfs) , J.a cuál. 

se dEn.ota por .,t·'i t/>} y caracteriza a !J 

si y sólo si 

Este es el. contenido del. teorema de Lerch , básico 

en J.a teoría de ~ransformada de Lapl.ace • 

Teorema de Lerch.' 

Si f Y S ~ !; 

real So tal que 

y supongamos que existe un número 

, para toda S> s. 

entonces sal.vo posiblemente J.os puntos de discontinuidad 

para todo i: ;>O 

finalmente la transformación l.ineal 

¿ es sobre ? 

~ Una demostración de este teorema puede verse en : ~.Krei­

der ,Introducción al Análisis Lineal., Parte 2 , Pondo Educa­

tivo Interamericano 1971. 



Para responder a esta pregun±a·, basta recordar 

1a desigual.dad (3J ,es decir el. teorema que asegura exis-

ten constantes e y e!. tal.es que 

\.ti!M)J s,i S7 á. (~ 

esto es , cuando 

::.- -o 

Por 1o anterior fünciones <::/if~) tal.es como 

SQYl s . es __§.... -> .tk. no admiten transformada in-
- ~ s+• 

versa ya que ninguna de e11as tiende a cero cuando s -+.O. 

En consecuencia 1a reslJuesta a la pregunta si of a'Pl.ica 

E " sobre " F es ~. A .continuaci6n daremos aJ.gunos 

resul.tados de gran uti1idad. 

La transformada de L~pJ.ace de 1a funci6n 

'Para n entero positivo está dada•: por 

;( ft"} -=- )'7z't t '>dt 
o 

tomando l::A. Y' s 
d.é =-~ , sustituyendo en 1a ecua-s 

ci6n anterior , tenemos 

J 
o .. 

-= _I_ J<i"ta"'d~ 
s"•' 

a 

r( nrl) 
'J; 

I 

r 
Donde . r e 6 1a funci 6n gamrea. 



cJf tj =- h! f'l t'O. n "'"léro,.. 
poi11'1ilo 

La descomposición de un cociente de po1inomios 21.:!J_ 
á<fJ 

donde e1 grado de Pl,,) es menor que e1 grcldo de Qt!.) , ea 

fracciones parcia1es es de fr~cuente uso en 1a soiución de 

prob1emas por el método de 1a transformada de LaPlace , en'U!! 

ciaremos aquí dos teoremas que representan los casos más gene­

ra1es de las situaciones que se presentan .Estos teoremas 

se conocen como Teoremas del Desarro11o de Heaviside. 

Teorema J.. 

Sean Pfa) y cal~) polinomios en J.os cuales P~) es de 

grado menor que Ql5.} .Si G\ IS} tiene n raíces diferen-

tes entonces 

Plo< ... ) 
e' t<><1:.) 

Demostración.Como QI~) es un poJ.inomio con n ceros 

diferentes , podemos escribir_, J>O' el mé hido da ~..W::on• f>Otciul .. 

:,ab1<P .. Jo t~e °'""'~,, .o<.,•º" lo• ....Ce..., clrCl,t.:..) 
~ - ...l!! ..... _fu._ +- • • • + Jl;:;. (.5) 
Q,~) - ¡¡, -<, S-"'( ~ S-<,, 

mu1ti~1icando a ambos J.ados de 1a ecuaci6n ~J por ~--t,. 

y tomando 1{mite cuando s-> "(.._ , aPJ.icando J.a reg1a de 

L 'Hosnita1 encontramos que 

A"' -= 

= 

~ 
.5.--'> -<,. 

k 
._::._.o(K 

p( ... ) (~-o( ... ) 
~) 

pe ... ) 



• . . 

n.J;. -::. 4 
.s-•"'.1::. 

f' [o<"J 

p[$) ~ 
~ -•o(k 

~ 
s-•~1c: 

entonces ij-) puede escribirse 

'l'I 

~" 
(;\(.S) 

1 

~ (") 

.,. 
tomando transformada inversa de Lap1ace , obtenemos 

D(..1_). o(,, t + u::.!!t <Z. 
9¡'(«.,) 

• ifer tab1a J: • 



Teorema 2. 

Sea f'..¡5' un pol.inomio , donde el. grado de p[!.) es 
0isJ 

menor que el. grado de q/5}que es de g:¡-ado n, donde (é\(~) 
tiene una raíz "a " de mul. ti nl.i cid ad " n " , entonces 

p(-r.) 
~) 

se puede escribir como 

entonces 

\00 

Demostración .Mu1tinl.icando ambos lados de l.a ecua­

ción ( ') por {S-4),,,, se tiene 

Jllil.. (~-4)~_ /J, + n~ t~ -4) +.. ••• -f Am {~-4),., (TJ 
~{>) 

tomando l.!mite cuando :,~a.. en ambos l.ados de l.a ecuación 

anterior , se obtien~ que 

tomando l.a derivada con res-pecto a s en l.a ecuación '1) , 

tenemos 
sl_ l Pl!.) ( s -¡¡)"'] -::. A .i. r.u1# ( ~ -4) + · · · r€,n-l) IJ,,.,(:.-4f·l. 

¿ ~ ~ll.) (JI) 

tomando l.Ímite a ambos l.ados de l.a ecuación t¡) cuando 



\0\ 

..s.-.o.., tenemos 

l p¡~) (~ -a,.)1n l - A 
Ql!>) _j - i. 

tomando 1a. segunda derivada. con respecto a ~ de 1a ecua­

ción ( :¡) tenemos 

111"2. 
IJ,,/s-aJ (9) 

tomando 1:!mite a 1a ecuaci6n {'t)c'.1.Brldo S.-41~ se obti.ene 

de donde 

para ha1J.a.r eJ. coe:ficiente genera). IJ.,c derivamos 1a ecuaci6n 

(J)/ K-Jvecee y tomamos el. J.:Cmi te cuandos-oa... • en ~ate caso 

~ ... + 

(/Q) 



·\0'2. ,. 
tomando transformada inver:::-::-. de Lapl.ace a l.a ecuacicSn ~ 

tenemos .p •I 1 Pf_J} J - T /}, é ,,,., f ll . t. ,,, ... + 
~ g¡M - [(!n-1} ! ~ 

Nuestro ob~etivo es usar l.a transformada de Lapl.ace 

Para resol.ver cierto tipo de problemas , a saber, a~1\lel.l.os 

~~e pueden representarse por un model.o matemático que cons­

ta de una ecuaci6n diferencial. l.ineal. , que tiene como tér­

mino no homogéneo una funci6n seccional.m~nte continua y de 

orden exponencial. .Es por el.l.o que se obtendrán l.as transfor­

ma.das de l.as funciones que con mayor fr~cuencia se presentan 

en circuitos eléctricos • 

Teorema. Suponea que //t)es continua y que /'/r) 
es seccional.mente continua en cual.quier intervalo o::; t.:: fl , 

suponga además que existen constantes <!. , .C: y H tales 

que /flflh..l?a."'t para f: 'l M .Entonces existe c/J/ifJj 
y se tiene 

,;!J/'/t) j = s d.j /ltJJ - f{o) 

Demostraci6n • Por definici6n 

off /'(1-) j = J ¡Jt¡ t'o Jt 
o 

-Jl 
..u= e 

-~t 
-::.P <Íu. .: -.Se 

J. 11" :. ., 'tt u f =-· V-"' ¡. lt) 
integrando por partee el. segundo miembro de J.a ecuación 

f.- ver tab1a X. 

(¡¡) 

(11) 



= _ f 10 ) +- s ot / lftU 

= s .t J tttU - f lóJ 

Teorema. Sí /(f)_,, /J.¿ .... _,, J'"t~) son conti.nuas 

-para /:40 y de orden exponencial. , y sí ¡c~tt) es continua a 

trozos para t::l'/D entonces 

La demostración se hará por m~dio de Inducción ~a­

temática • 

suponea.mos que val.e :para n::. I 

¡f f f'tt-) J :::. .s .t f/ltJj - /fo) 

J.o suponemos váJ.ido para n:: k 

l k ¡'""'> ;(' J /1tJ} = SK of / /{t)j- s/-1 #fo) - 51:·-' o)--.• - (o)· ~..tj 

10:3 



por demostrar que vale para """*' , es decir , demostraremos 

que 

r) f ('-) 
~ Jf(~t)J:: SkH,,////tJj ·SJ: //DJ -.sk·t /'fo) - • • • - (o) 

tomemos glt) ::: f~t) ({:lj 

donde PtN es la k-irsima derivada de /fl.J, derivando la ecua -

ción (l.J) 

~ ~ fl)-= f P:t1lt) (/V 

tomando Transformada de Laplace a la ecuación f/'t) 

pero por la ecuación (13) 

donde el segunco miembro de la ecuación (/G) esta dado por 

1a ecuaci6n (/~) , teniendo así 
(c·I} 

e;/ f 5/t} j .: S te .t f //tJ} - 5/(•J /.lo) - $ K·~ (!o) - • • • - f (O) . 

(11.) 

sustituyendo la ecuación QlJ en la ecuaci6n (/~ se tiene 

el J 3'/t-) j .:: s [ s" ,f / fltl} - S ><·'/Lo) - s''"~ J Íc )- ... - !'"..,) toJ} -3/0) 

(!J) 



l05 

(Úa.) 

-pero nor l.a ecuación ( .1.J) sabemos que ato)= l"fo) 'l"'e-
sustituyendo en l.a ecuación {/fa) , tenemos 

,j' ¡, t1JJ = 1' J 1 ~"1tJ J 
=- .sm J f //t)-.s '"/to>- !i'"-' I ÍóJ - ••• - s frc~.j _ ¡1:fo). 

Teorema .Si /~)es una función seccional.mente cont~­
nua y de orden exponencial. , entonces 

,;( f l 1 /!1)cltj - .:t ¡ lf¡.Jj 
o - :s 

Demo~tración .Por definición 

tomando f dr= ést dt- =' ...u.-:: J //,.Jcfr 
" 

-ir= 
1 _.sf 

d~.: tlt ,1 --se 

efectuamos l.a integral. del. l.ado derecho de l.a ecuación (irJ 
por partes , as! 
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con 1o cua1 se obtiene 

:: o +-f .s °i't-t/f)dt 
o 

Transformada de una función periódica • 

Teorema • Si /lf Jee secciona1mente continua nara t-.?/15 

y de orden exponencia1 , B'f //1) ea neriÓdica de per!'odo T • 
entonces 

¿( f /l1Jj = 

Demostración • .,. 
,/ ¡ 11~J J = J ¿Jt/11-)dt 

o 

tomando t: =;u.¡. r en 1a segunda integra]. de1 segundo miem­

bro de (;to) 

j "'°e~Jtf/t-)dt = J:-sr es" f(1F,. r)c:J ir 
T . o 

-o 
: esr s e.Sir f f 11') d tr 

o 

yo. '}"e po1 .. ~• p~t1&d.c.c.is \u. Jun~n t J clo pQri.od• T~.f(tn)=fM 
·.a.., C:~li. c~o .f(1t) -:: f (11' + r} 



, 
•• 

f --.\t" _,r .,,tf/!1-Jj 
Je /ft)d.t == e 
T 

sustituyendo la ecuación ~Ven la ecuación (.:to) se tiene 

10'7 

.11/l1J)=-l1;-st-¡1tJdt1-eJT~flttJ] fl..V 

despejanpo ,.tJ/fH} en l.a ecuación ~-'..) ee tiene 

Transf'ormada de la :función " Escalón Unitario "• 

La f'unción escalón unitario cuya gráf'ica aparece 

abajo , se denota poruk)y se define como 

1
1 u t ~/) 

M /t) = . /: 
o J¿ "'o ¡ 

f\&Ui2.~! • 

eval.ua~os su transf'ormada de Lanlace 

J ~...it ultJdt 
o 

ult) 

1r Para J;¿' tl{l)á-t se integra en el. eje t desde t-.:. o a t-=.-o 

al hacer el. cambio de variable V-::. t- T entonces la 

J .s(vt-T) 
e f{irft)d V- ·ae integra en el. eje V 1 desde v=. r-r=. O 

a /:- :r. -O- T .... ..o • 



La función 

fica se encuentra abajo , se define como 

eva1uando su transformada de Lap1ace 

l Q, -·f d L = e -D i; 
o 

::. 
- .!.. e ... •¡tt 

s .... 

s~ o 

J_ 
s 

CuáÍldO tene~os una ecuación diferencia1 cuyo tér­

mino no'h~mogéneo es una :f'Unciónlg~cciona1mente continua y 

de orden exponencia1 , e1 método recomendab1e -para reso1er-

1a- -ee e1 de transformada de Laplace , ya que éste evita e1 

tener que ca1cu1ar 1as diferentes so1uciones para 1os di­

ferentes intervalos donde lit> es secciona1mente continua 

A1 ap1icar transfo~a de Lap1ace a 1a ecuación antes des-
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crita , será de mucha utilidad el siguiente resultado para 

obtener 1a transformada de1 término no homogéneo • 

Si //t.) es una :función seccionaJ.mente continua en fo_, l.li:] 
y si ..i OE i: <~1 

l/t) = :..e' Q.¡ ~t<.'l,.¡ 

deseamos escribir /lf) en forma adecuada para obtener t'aci1-

mente su transforll\a.da de Lap1ace, ésto se logra de J.a si.~ 

guiente maners: ; utilizando la i'unci&n escalón unitario. 

<1, 

. F1~or6Jl. G>rol•~o.~<?t.tll:-a~ 

en 1a :figura (.:SJ tenemos 1a grá;l!ica de ult·J y 1a de t{[/-4) en 

J.a :figura "/ ,si sumamos u.{f) con - ull-4) , 1a. grá"t?ica que se 

obtiene es:. 1a de l.a f'igura. (,..) 

l '· ., "b F11ur<>.t.. Gro' f,éa.. 
de ul~ }- ult -<lo) 

F"~'"" S &,..:f¡eo_ U•• -uU-a,) ~. 
que al: inu1tiul.icar1a por f,/tJ nos permite describir a //t)en 

el in terva1o [oJ 0 1 ) • 

Ahora si sumamos U. U. ~<u) , figura ('IJ _,con -ufl.-.q4) de 
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l.a figura (!) obtenemos J.a gráfica de J.a función ulf-q,) -11/1-qJ 

dada en l.a "figura (1) que al. mul.tinl.icaree por l~/t) nos per­

mite describir / lt) en el. interval.o (",.,. li~) 

¡ ,º' ,, -t--1 -~. _._o. •• 

'! (' ) ¡:-,"-""' b. G,ru. ~.~a ,1.,.. ult-<t,)-11(/-0,_) F1'31.1ra 1. ¡¡,,(J. \e11- de-"' r-«z 1 

con J.o cual. tenemos que l.a • 4'.vnciÓn (<J) , también se puece 

escribir como : 

/Ü):: uU) f1/t)-t4/t-a1} /,ltJ +ult-ti1)/..,/t)-"lt-4<1)/.,/t) 

/ft )= f,/I) [ultLJ ¡. [ f...,/1)- f¡/1J]u/f-11 1 ) - f.,,Íf) uü-<1.,) 

con J.o que //1) as:!'. expresada facil.ita cal.cuJ.ar se trans:for, ""= 

ma.da de La~J.ace • 

Generaiizando el. caso anterior para cuando //1) 
está dada como 

se tiene 

t 
t, {i) 

//fJ.:: l,..~lt) 

i.,lll 
o 

~· 

"'' 
,u' 

a. ... , ~ t ... "" 
a." !: t 

fltJ= t,M ~ [t.A.ltl - t.ltJ] uÚ·tt,) f- [hlt)-1..,(t)] ult-o~) + "· 

[ l11lf> • t,._,co) u.{J-44.,) - t,,ü) uÜ-4,,). 

• + 



Tabl.a I 

Tra.nformadas de al.gunas !'unciones básicas. 

/{i)-: J.-' ~ F(sl j 

l 

r" 
J 

n <Z.nlero po>•fwo 

Qat 

S<2t1 at 

(O& o! 

Qts~b{ a. 

Q.t: t 
c:os b <Z 

t" at 
<1 J rt u.111iuo po;1liiio 

F(:.) ~ "'I f lt-'.} 
+ J .S;-0 

__ 11_1_ _, .S7 o 
5•U·1 

....L .5 7 a. 
s-a. 

-º=- .. 5?0 

s~fo.~ 

_s_ j .S?ó 
s .. +c..• 

b j .s :;"'t. 
(:.-t:.)'+J:. ... 

!¡-a. S;>o. 
ls-.. ) 1·H1 .. j 

YI ! 
Cs-,d"~' 

_, S1c... 

111 



Tabla II 

Algunas Propiedades de la Transformada de 
La place 

Tv<1n1lor"14.:lo.. 
de 

la. de .. ..aJ... 
á. f /1-) 
dt: 

~ //¡) 
dt" 

l)Q.,~, .... J4 ele 

lu /uru.w.-í eieo.. "lt) 
lo.{ 

fr<l.,1 for ......,¿. J,. 
ull-c..J '" tnc•ol\ a-

car.~l."-b, 

no ru/o • ....,¡._ 
de lo. •'11\1'"'•• 
UíulO.,... 

"'/~) 

t ...... Jo,-¿_ 
/l/JlJt d• ,.F \nt'"!r o 

t-
l!on•o/~cioií l 11,.) JÜ-~) á /: 

o 

.J E /.Ü-~) j/6)d 
o 

t'fCU l.t.uo~ /ll-4) tA.Ü-4) 

SF(~) - f{o) 

.. .... 1 .... 1 
S FW -~ lfo)- • • .- (o) 

I 

ct.-ta t:=üJ 

.s.,.() _, 

112 



Apéne:1.c1. e 

Convolución 

Al.gunos resu1tados importantes usados en 1a demos­

tración del teorema de convo1ución son 1 

J 
o Ji f"'): 

ti 11-&) -::. ~z, ~ 
I ~ 

~eorema de Convo1uci6~ .• 

51 Hú)a F1(Ü F.i.L-') 

F;:,fah .,( f l;:.ld) 

entonce~· 

dont.'\• 

,J HÍf •,?:°) 

p 

&:::t 

\\3 

, 
l: 

e:: la co'fvoluc1Ón de /,/f) .:..i /~/') 

b/f) = f, /t) .. t,.,U.> , donde hb~ esta dada por 



Demostración. 

.o 
FA/!:J).: 5 ~-Jt/.)t)..Jt /por definicicSn 

o 

cambio é'e variab1e 

muda 

mu1ti-¡::licando por F,ls.) 

--= 1 / ~ f .r) r e-:.&F, (.\)]d.;: 

-= J i.i I e) [ .t J /,/1-T:}IJ/1-&JJ}J~ 
O rew ¡f-..J.. 1) 

ol) - Jhtd Je-~tf,{t-~)ulr-&)dt-J¡; 
D 

-::. J :-¡t ( r J,_{ ~) 11 a-~) a/,J.-&) 4l:Jit 

" o 

[ jot /.¡,/~) /,[l--~) ele!"] Jt 
rC'~ul!zich 2j 
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l'>.n1icando transformada inver,-:c: . 

.1··1 r,(s) ~{¿.Jj .=. lt f.:1.(?} l,{f-') cJr: 
o 

J,/ J) = 1 f l.A.l~J ¡, (-t-&)J ~ 
o 

La convo1ución de/'#- j equiva1e a1 vocab1o a1emán 

fa1tung ~ que significa : 1) dob1amiento ,2) deep1aza.miento, 

3) mu1tip1icación y 4) integración .En ésta -parte mostrare-

moa como se trabaja gráficamente 1a convo1ución para dos 

funciones particu1ares //f)-=i 2 y 3 ifJ,,, 11/t) 

----'l~-fl--~) -·¡: 

ul~) 

.. 
---+\ ul-•) 

J: 
do\Ja,,.i•• l¡, 

((i"'.irl4 l.DR _,..i.. ..J 
tt~ ~.) . 

--1~-•) 
d•&pi4.•ca.mie,.I:. 
1,\,1\Q. l lt~& 



fit -::- ) !J ( ¡;) "./· - -· 

t !: 

.i. '· -L-/z; 
\ I l: I~ ~. ~ .. _ • 

_.,,,'l..' . 
.' 

t 

la parte sombrear'.a representa. el val.or de la integral • La 

región sombreada en 1a. figura de la izquierda siempre es 

la simét~ica de la figura de la derecha • 
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