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J DIVISIBILIDAD 
DE NUMEROS 

y TEORIA 

El origen del estudio de las propiedades de los números -

retrocede probablemente tan lejos corno contar y hacer operaci2 

nes aritméticas. No torna mucho tiempo, después de tener un-~­

cierto dominio sobre las operaciones con los ntírneros enteros -

positivos y con los quebrados, descubrir que muchos números se 

comportan en forma diferente a otros; por ejemplo, algunos nú­

~eros pueden ser divididos en partes más pequeñas y otros no, 

las operaciones con fracciones conducen inmediatamente al est~ 

dio de la divisibilidad de números, al máximo común divisor y 

al mínimo común múltiplo. 

El paso de saber operar al de establecer el estudio de 

las propiedades generales de los números se atribuye a los 

grie9os. Este interés de los griegos está muy relacionado con 

el hecho de gue en doctrinas filos6ficas importantes como la -

de los Pitag6ricos, los números juegan un papel central, ellos 

eran particularmente devotos a las especulaciones de símbolos 

nurnéri~os en la filosofía y la naturaleza. El hecho de establ~ 

cer una·. correspondencia sºimb6lica entre los púmeros y concep-­

tos iilos6ficos e ideas era común a muchas de las culturas an­

tiguas. A manera de ejemplo, mostramos lo que dijo San Agustín 

sobre el número 6 que tiene la propiedad de ser igual a la -

suma de sus divisores propios 6 = 1 + 2 + 3 

con esta propiedad se les llaman perfectos) 

(A los números 

"6 es un número perfecto en sí mismo y no porgue 

Dios haya creado todas las cosas en seis días; mas 

bien es al revés: Dios creó todas las cosas en seis 

días porgue este número es perfecto. Y seguirá sie~ 

do perfecto aún cuando el trabajo de los seis días 

no hubiera existido". 

La tendencia a atribuirles propiedades místicas a los nú-

-.1-
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meros fu~ poco a poco quedando en el olvido, y fu~ cobrando c~ 

da vez mayor inter~s el estudio de las caracter:ísticas "no mí~ 

ticas" de :Los números. Este estudio del aspecto cient:ífico de 

_las propiedades ":íntimas• de los números, tanto en los griegos -

como en el desarrollo posterior de la humanidad, va conforman­

do lo que en la actualidad conocemos como Teor:ía de los Núme-­

ros. 

Para dar una idea de lo que abarca la Teor:ía de Números -

citamos a Beiler.
1 

"Uno entra al terreno de la Teoría de Números y va­

gabundea tímidamente entre los enteros, los divis~ 

res y los primos, nombres que recuerdan la aritm~-­

tica de los grados elementales. Pronto nos encon-­

tramos los números perfectos y los números amiga­

bles, es decir el número de divisores de un núme-­

ro y su suma. El camino se dirige dentro de lo nu~ 

vo y de ahí a la insospechada tierra de las con- -

gruencias; luego a través de la maleza de los Teo­

remas de Fermat y Wilson. Raíces primitivas, resi­

duos cuadráticos, análisis Diofantino, exponentes 

de Haupt y reciprocidad cuadrática se revelan ante 

nosotros. Adelante hay dominios escabrozos donde -

el andar será lento y dif:ícil: formas cuadráticas 

y particiones, ideales, ecuaciones de Pell, frac-­

cienes continuas, automorfismos, teoría de primos 

y teor!a anal:ítica de números". 

En este curso, nuestro objetivo es introducirnos a la PªE 
te elemental de la Teor:ía de Números, conocer sus métodos y r~ 

sultados más importantes. 

1) RECREATIONS IN THE THEORY OF NUMBERS, the queen of mathema-

tics entertains. Albert H. Beiler. 

- '2. -



DIV/SIBiLIDAD. ALGORITMO DE LA DIVISION 

Siguiendo el plan de estudiar las propiedades de los núm~ 

ros enteros, lo primero que notarnos son cuestiones del siguie!! 

te tipo: hay números pares, es decir, números que son exacta-­

mente divisibles entre dos; también hay números que son exact~ 

mente divisibles entre tres, etc. Esta clasif icaci6n de los -

rn:ímeros nos habla de una noci6n que está en la base del estu-­

dio de los números: la noci6n de divisibilidad. En forma gene­

ral, ésta se refiere a aquellos casos en que un entero "cabe" 

un número exacto de veces en otro. 

Euclides defini6 esto corno sigue: "Un número es parte de 

U.i"l n.úmero, el menor del mayor, cuando mide al mayor" (Euclides 

en su definici6n, s6lo se refiere a enteros positivos). 

En términos modernos y precisos tenernos la siguiente 

DEFINICION 1 . Sean a y b enteros. Decirnos que 

a divide a b si existe un entero 

c tal que b = ac, 

La notaci6n usual para indicar que a divide a b es 

a 1 b. 

También es común decir, "a es factor de b", "a es divi_ 

sor de b", o bien "b es rnúl tiplo de a" o "b es divisible e!! 

tre a". 

Notemos que todo entero a 

1 , -1 , a 

como divisores. 

y -a 

tiene al menos a 

Entre las primeras consecuencias importantes de la def ini_ 

ci6n anterior están las siguientes propiedades: 

PROPIEDADES: 

i) a 1 O para todo en tero a. 

ii) O 1 a si y solo si, a = O. 

·!I -
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iii) Si a b y b \ e, entonces a 1 e. 
iv) Si a b y b \ a, entonces a =:: b. 

V) Si a b, entonces a 1 be para todo entero c. 

vi) Si a b y a lcJ entonces a\b + e• 
vii) Si a b y b Í' o, entonces Jal~lbl 

La demostraci6n de las primeras seis propiedades es inme 

diata a partir de la definici6n. A manera de ilustración, de­

mostraremos las propiedades v) y vi) 

v) Supongamos que a \ b , 

Entonces, por definici6n, existe un entero r 

b = ra 

tal que 

multiplicando en ambos lados de la igualdad por un entero e 

cualquiera, tenemos 

be rae.; 

asociando,resulta que; 

be = (rc)a, 

de donde concluimos que 

a 1 be. 

vi) Supongamos que a\b y a 1 e. 

Entonces, por definición, existen enteros rn y n tales que 

b = ma y e = na 

sumando, obtenernos: b + e {m + n) a, 

de donde concluimos que a b + c. 

un concepto ampliamente utilizado es el de combinación li 

neal. de dos {o más) enteros: 

DEFINICION 2. Una combinación lineal de a y b es un ente-

ro de la forma ~a + )' b 

donde~ y~ son enteros.
2 

2) Una combinación lineal den enteros a 1 ,a2 , •.. ,an, es un e~ 

tei:.o de la forma ;i.1 a 1 + ;:i~a 2+ ••• + :i~an , donde ";l l, Az' • - · •71n 

son, a su vez, enteros. 

-4-



As! por ejemplo, 13 y 56 son combinaciones lineales, 
respectivamente, de 5 y 3 y de 4 y 7 , ya que 

13 = ( 2) 5 + ( 1) 3 y 56 (0)4 + (8)7, 

Poco a poco vamos a darnos cuenta que la noci6n de combi­

nación lineal es de suma importancia. Por lo pronto, un corola 

rio importante que se obtiene de combinar las propiedades v) 

y vi) es el siguiente: 

COROLARIO 1. Si a 1 b y a 1 c, entonces 

a divide a cualquier combinaci6n lineal de b y c. 

Dern. 

En forma simb6lica: 

a b y a 

a 1 }.b + 't c 

c, entonces 

para todo.\. y lf enteros. 

En virtud de v) , corno a 1 b y a 1 c, entonces 

a 1 .>. b y a 1 t c ).. y'( enteros. 

por lo tanto, de vi) se sigue que 

al >. b + 'lt c para todo >. y t enteros. 

Después de este corolario, una pregunta que se ocurre es 

la siguiente: ¿la implicación reciproca se valdrá?, es decir, 

¿si un número a divide a cualquier combinación lineal de b y 

c, entonces a 1 b y a I· c ? 

La respuesta es si; pero es importante hacer notar que lo 

que garantiza su validez es el hecho de que a divide a ~­

g_uier combinación lineal de b y c. En efecto, corno a di-· 

vide a cualquier combinación lineal de b y 

divide a las combinaciones lineales 

b(O) + c(l) = c y b(l) + c(O) 

EJEMPLO. b = 2 c = 6 y a = 4 

28 es combinación lineal de 

28 = 2 ( 5) + 6 ( 3) 

-5-
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c, en particular 

6 , ya que 



4 28 , es decir, a b(S) +c(3) 

y sin embargo 

a no divide a b y a no divide a c 

¿Este ejemplo contradice lo 

No, lo que ocurre aquí, es que a 

anteriormente? 

4 no divide ~ ~ cornbi-

naci6n lineal de 2 y 6 

Quedan como ejercicio las demostraciones de las demás pr~ 

piedades enunciadas. 

Es evidente que en los enteros no siempre es posible div~ 

dir de tal suerte que .el resultado sea de nuevo un número ent~ 

ro (esto s6lo sucede cuando el dividendo es ~núl tiple del di vi-

8ü.L] • Sin emba~go,lo que si es cierto es que al dividir cua--

lesquiera dos enteros siempre obtenemos, en forma única, un co 

ciente y un residuo, que sí son enteros. Por ejemplo: 

2 

13~ 
2 

En este caso el cociente es 2 y el residuo es 2. Otra 

forma de expresar la divisi6n anterior es a través de la si- -

guiente igualdad 

28 = 13. 2 + 2 

Es evidente que el residuo en cualquier divisi6n, siempre 

es menor que el divisor, puesto que en caso contrario seguirí~ 

mos dividiendo. Basándonos en este ejemplo y en estas observa­

ciones, el hecho de que siempre es posible dividir dos ente-­

ros positivos cualesquiera para obtener un cociente y un resi­

duo únicos, lo podernos enunciar en forma general como sigue: 

ALGORITMO DE LA DIVISION PARA ENTEROS POSITIVOS 

Sean a y b enteros positivos con ªf O 
Entonces existen enteros q y r únicos tales que 

b = aq + r y 

(Obs~rvese que en este enunciado, b es el dividendo, 

-6-



a el divisor, q el cociente y r el residuo). 

Por supuesto que esta afirmación, a pesar de ser tan evi-

dente, requiere demostración. 

viene ver algunos ejemplos. 

Antes de proceder a ella, con-

Consideremos a=l3 y b=28 

es decir, 
28 = 13.2 + 2 

Sin embargo, tarobién sucede 

28 ... 13.0 

28 13.l 

28 13.2 

28 13. 3 

28 13.4 

en este caso q=2 y r=2, 

que 28 13.l + 15, ml'is aún: 

+ 28 

+ 15 

+ 2 

+ (-11) 

+ (-24) 

Nótese que los "residuos" (los sumandos de la derecha) 

siempre difieren consecutivamente en 13 y que el único que es 

nonegativo y menor que el ¿ivisor es el ~ de todos los re­

siduos nonegativos, que en este caso es 2. Veamos otro ejem-_ 

plo. 

Sean a=35 y b=8 

y r=3 

Sin embargo: 

entonces 35 8.4 + 3 de donde q=4 

35 8.2 + 19 

35 8.3 + 11 

35 8.4 + 3 

35 8.5 + (-5) 

35 8.6 + (-13) 

Aquf volvemos a observar el mismo fenómeno. En particular~ 

-7-



de nuevo sucede sue el ~ de los ndmeros nonegativos que a-

parecen hasta la derecha es el Cinico "residuo" que simuJ. tanea-

mente es nonegativo y menor que el divisor. Modificando lige­

ramente las listas anteriores, podemos escrib.ir los residuos 

de la siguiente manera: 

28 13.0 =28 35 8.2 19 

28 13.l =15 35 8.3 ll 

28 13.2 =2 35 8.4 3 

28 13.3 =-ll 35 8.5 -5 

28 13.4 =-24 35 8.6 -13 

Con lo que hemos visto ya podemos conjeturar lo siguiente 

sobre el caso general: Que dados los enteros a Y b, 

1) Hay una multitud de enteros q y r tales que 

b aq + r. 

2) todos los ~esiduos son de la forma 

b - ax 
donde x es algdn en te.ca. Ad<!masJ la· ü.if ere>1cia 

entre cualesquiera dos resi~uos siempre es mult~ 

:r:>lo de.a. 

3) El menor de todos los "residuos" 

b - ax ? O 

es un número r que satisface 

O= r <a. 

De estas conjeturas,la que nos va a servir para la demos-

tración es la tercera. Requerirnos tambien del Principio del 

Buen Orden, que simplemente enunciamos a continuación. 

PlUNCIPIO DEL BUEN ORDEN 

§ea A un sut.conjunto ~ vacío üc números. na::ur~les e•·1-

t0nces A tiene un elemento m mínbno; as decir, 

-e. -
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3 m E: A tal. que m ~ n para todo n" A. 

Ahora si, l.a demostración del. ALGORITMO DE LA DIVISION 

para enteros positivos: 

Dem. 

Sean a y b enteros positivos. Lo primero que 
. vamos a demostró-.~ es la existencia de ntirneros enteros ;_e;¡ 

Y r tal.es que 

b = aq + r 

Para esto, consideremos al. conjunto 

A = { b - ax z O 1 x e Z } 

(Obsérvese que este es el. conjunto de "residuos" nonega­

tivos) 

evidentemente, A ~ ~ ya que 

O~b b-a.OEA 

Entonces, por el. P. del. B.O., A tiene un el.emento 

mínimo r. 

Como r € A, entonces r es de l.a forma b - aq, 

donde q es al.gún entero; es decir b - aq = r, Y por 
tanto, b = aq + r. 

Además r ::::: O. Ahora hay que probar que r .e: a; para 

esto, supongamos que r ~ a, entonces 

O ~ r - a . (b - aq) - a 

b - a (q + 1) e A 

y además r - a <- r·, l.o cual es irnposibl.e ya que r es el. 

el.emento mínimo de A. 

Por l.o tan to: r < a. 

En resumen, hemos probado que existen q y r ta­

les que 

b = aq + r,, 
Para probar l.a unicidad, 

y r
1 

tales que 

b = aq1 + r 1 J 

De (1) y (2) tenernos que 

o:Sr<a ••• (1). 

supongamos que existen q 1 

•.• ( 2). 

aq + r = ag 1 + r 1 
sin pérdida de generalidad podemos suponer qu_e q :'::. 

entonces 
•.• ( 3). 



Por otra parte, de las desigualdades (1) y (2) tenemos que 

r 1 - r <a 

combinando todo esto llegamos a que 

O~a(q - q 1 ) = r 1 - r<a 

puesto que todos los valores son positivos, cancelamos y obte 

nemas 

o~ q - ql < 1 

de donde se sigue que q - q 1 = O y por ende q = q 1 • 

sustituyendo en (3), tenemos r = r 1 , y el resultado queda 

demostrado. 

Conviene notar que aunque hemos establecido el algoritmo de 

la división para enteros positivos, éste se puede generalizar 

a todos los enteros. En efecto, en este caso tenemos: 

Algoritmo de la División en Z. 

Sean a y b enteros con a i O entonces existen enteros q y 

r únicos tales que 

b = aq + r O~ r< \al 

Una vez que se conoce la demostración para a y b positi­

'.·0s, la demostración para el caso general no ofrece dificul­

tades esenciales adicionales. Todo el problema es "separar en 

casos". Es conven~ente que el lector haga algunos ejemplos 

con los números. a >O y b < O, a< O y b >O y a< O y b < O an­

tes de hacer la demostración para el caso general. 

-10-



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

MAXIMO COMUN DIVISOR 

Para introducir este concepto plantearnos el siguiente 

problema: ¿ Corno le hacemos para obtener 41 de agua si 

s6lo tenemos dos jarras, una de 31 de capacidad y otra de 51 
de capacidad? (Por supuesto no estan graduadas las jarras) . 

La idea es combinar el uso de estas jarras para obtener 

los 4 litros de agua. Para empezar, con una notaci6n adecua­

da se puede simplificar la forma de resolver el problema. 

Por ejemplo, podemos usar parejas ordenadas (a,b); la compo­

nente a corresponde a la jarra de 3 litros y b a la de 5 li­

tros. Así si escribimos (0,0) significa que ambas jarras es­

tán vacías; la pareja (3,0) que la jarra de 3 litros esta 

llena y la de 5 vacía,etc .. Si escribimos una lista de parej 

jas como la siguiente: 

(O, O) 

(3, O) 

(o, 3) 

(3,3) - 61 

Lo que queremos indicar es un proceso de vaciar y lle­

nar ambas jarras de esta manera: Partimos de que ambas ja­

rras están vacías (escribimos la pareja (O,O)); luego, lle­

namos la de 3 1 (escribirnos lJ, 0)); luego, vaciarnos es_!:OS 

31 en la jarra de 51 ( escribimos(0,3)) y por dltimo, vol­

vernos a llenar la de 3l(escribimos(3,3)). En total, hemos 

obtenido 61 (como lo indica la flecha "-61"). 

Cada lista de parejas que escribamos significará un 

proceso de este estilo. 

La idea e$ e~contrar una lista que nos lleve finalmente 

a obtener 41 (se sobreentiende, por ejemplo, que ninguna li~ 

ta puede empezar con la pareja (2,0) púesto que nuestras ja­

- rras, no graduadas, son solo de 31 y 51 respectivamente) 

La siguiente es un~ forma de obtener 21 : 

(0, O) 

(o, 5) 
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(3, 2) 

(0,2) ~ 21. 

( El. 1.ector debe asegurarse que entiende todos 1.os pasos) . 
continuar.do el. mismo procedimiento 

obtenemos 71.. 

(2, O) 

(2,5).-.. 71. 

Procediendo al. tanteo es fácil. obtener 41. • 

Habiendonos puesto de acuerdo en una notación, vamos a 

resol.ver el probl.ema pl.anteado. 

(O, O) 

(3, O) 

(0 ,3) 

(3,3)-- 61 

(1, 5) 

(1,0)--.. 11. 

(0, 1) 

(3, l) 

(0,4) 41. 

Observemos que también puedo obtener un ll. y 61.. 

¿Con estas 2 jarras cuáles son todos 1.os números n de 

1.itros que podemos obtener? 

Revisando· las listas vemos·que podemos obtener l,2,3,4, 

5,6,7,81. y con ellos, cu~lquier número n de litros. 

Se plantea otra vez la misma situación, pero las jarras 

son de 121 y 141 de capacidad y la pregunta es ¿Cómo obtener 

51 y 61? 

(O, O) 

(12,0) 

(O, 12) 

(12 ,12) 

(10,14) 

(10, 0) 

(0, 10) 

(12,10) 

(8, 14) 
.¡. 

- i 2.-

(12,8) 

(6 ,14) 

(6,0) - 61. 



(B, O) 

(0,B) 

Hasta aquí, hemos obtenido 61 pero no ha aparecido 51, 

sigamos buscando. 

(0, O) (12,B) 
(12,0) (6,14) 
(o, 12) ( 6, O) - 61 
(12,12) (0,6) 

(10 ,14) (12,6) 

(10,0) (4 ,14) 

(0 ,10) (4,0) 

(12, 10) (0,4) 

( B , 14) ( 12, 4) 

(8, O) (2,14) 

(O ,B) (2, O) 

No es posible obtener 51, ya que nunca aparece el 5 en 

la lista y de c6ntinuar vaciando y llenando, solo estaría r~ 

pitiendo los pasos que ya están aquí. 

Entonces ¿que ndmeros n de litros podemos obtener de e~ 

tas 2 jarras? 

De la lista se desprende que es posible obtener-2;4,6, 

B,10,12,14,16,18,20,22,24,26 litros y con estos podemos tam­

bién obtener. 

28,30,32,- .• , n = 2k, 

¿Por qué no podemos obtener 51 con las jarras de 121 y 

141 ? En el primer problema fué posible encontrar nl para 

cualquier n, ¿cuándo es posible esto?. 

Observemos que lo que hicimos en los dos problemas fué 

llenar uno de los recipientes y pasarlo al otro; volver a 

llenarlo, pasar litros al otro y cuando el segundo el segun­

do recipiente se llena, tiramos esos litros,etc. hasta enea~ 

trar los litros deseados, es decir, estamos llenando un rec~ 

piente cierto rn'.imero de veces y tirando (cuando está lleno) 

cierto ndmero de veces los litros del segundo recipiente. R~ 

visemos por ejemplo, el problemQ anterior en el que se obtu­

vieron los 61. 

-1.~-
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(0,0) 

llenarnos el de 121 (12,0) 
(o, 12) 

llenarnos el de 121 (12,12) 
(10,14) 
(10, O) 

(0, 10) 

llenamos el de 121 (12,10) 
(8, 14) 

(8 ,O) 

(0,8) 

llenamos el de 121 (12,8) 
(6, 14) 

(6 ,0) 

tirarnos los 141 

tirarnos los 141 

tiramo.c; J.o.s 141 

·- 61 

En total, llenarnos 4 veces el recipiente de 121 y tirá­

rnos 3 veces el de 141 algebraicamente esto lo podemos escri-

bir como 

4 (12) - 3 (14) = 48 - 42 = 6. 

Preguntar que otras cantidades de litros podernos obte­

ner con ricipientes de 121 y 141 es preguntar qu€i números 

podemos obtener al llenar de agua rn veces un recipiente y t~ 
rarla n veces de;L otro, es decir, qué · núme:cus enteros obte-

nernos, al vari~r m y n en-los enteros, con 

12 rn 14 n, 

o bien, 14 rn 12 n; 
en cualquiera de los dos casos lo que sabernos es que el re-

sultado tendra la forma de un múltiplo de dos: 

12 m - 14 n = 2 (6 rn - 7 n) = 2x 

14 rn - 12 n 2 (7 rn - 6 n) 2y 

para algún x 
natural. 

para algún y 

natural 

Así que en este problema no podemos obtener 51. porque 

5 no es par. 

Puesto así el problema, es facil. responder la pregunta 
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de las posibles cantidades de litros que obtengo con reci· 

pientes de 151 y 241. 

Con estos 15 y 24 s6lo obtengo números de la forma 

15 m - 24 n = 3 (5 m - 8 n) = 3x 
para x natural. 

Así que con recipientes de 241 y 401 ¿cuáles obtengo? 

bueno, pues los de la forma: 

24 m - 40 n = 2 (12 m 20 n) = 2x 

para algún x natural • 

Es cierto que con estos recipientes obtengo pares, pero 

no obtengo todos los pares, s6lo los pares que tienenla for­

ma 4y para alguna y natural: 

24 m 40 n 2 (12 m - 20 n) 

2 . 2 (6 m - 10 n) 

4 (6 m - 10 n) 

4y 

Pero no, nosontodos los de esta forma tampoco, todavía 

puedo factorizar en 6 m 

24 m - 40 n 

10 n: 

4 (6 m - 10 n) 

4 • 2 (3 rn - 5 ·n) 

8 (3 m - 5 n) 

8z para z natural 

Ahora sí, obtenemos los que tienen la forma Sz, es de­

cir,múltiplos de 8 ¿ Yc6mo sé que aparte de ser múltiplos 

de 8 no son múltipJ.os de otro nr!mero mayor ? Bueno, pues po:_: 

que ya no puedo factorizar ningr!n otro nr<,·11ero de 3 m - 5 n, 

dado que 3 y 5 no tienen factores comunes, exepto el uno cla 

·- ro, pero este aJ. factorizarJ.o me deja todo igual. 

Así que la forma que tienen J.os números que puedo obte­

ner en este caso es la de ser múltiplos del factor común más 

grande de 24 y 4 o. 
Y este factor común m~s grande es el m~ximo común divi­

sor de 24 y 4 O, que es B. 

Lo que podernos observar y conjeturar es lo siguiente: 

En general, dados dos enteros a y b , J.os únicos valo-
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res es que podemos obtener con 

ax + by para x, y enteros 

son los múltiplos del m.c.d. de a y b 

Si llamamos d a este m.c.d. de a y b entonces, 

ax + by dr para x, y, r enteros 

Esta expresi6n nos muestra que cada dr0 es una combinaci6n 
lineal de a y b , (dr

0 
= ax

0 
+ by

0 
) en particular 

d·1 = d es combinaci6n lineal de a y b , pero además, d 

es el número positivo más chico gue podemos obtener de todos los. 

múltiplos de d • En otras palabras, 

~ es la mínima combinaci6n lineal 

positiva de a y b 

Los ejemplos que vimos nos llevan a la pregunta: 

Dado c entero, ¿Cuándo c es combinaci6n lineal de a y b? 

La respuesta es: cuando c es múltiplo del máximo común di-

visor de a y b. En otras palabras c es cornbinaci6n lineal 

de a y b si el m.c.d. de a y b es divisor de c. 

Esta misma pregunta podemos expresarla en t~rrninos de ecua-­

cienes. 
¿Cuándo ax + by = c tiene soluci6n entera? 

A las ecuaciones de este tipo, en las que se trata de encon­

trar so.1nciones enteras se les llama ecuaciones Diofantinas (don-

de a, b y_c son enteros) • 

Lo que estamos conjeturando es que: 

una ecuaci6n Diofantina tiene soluci6n si y solo si 

e es múltiplo del m.c.d. de a y b 

Pasemos a formalizar estos resulta<los. 
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Todo entero , que divide simultaneamente a los enteros a 

y b , se llama divisor común de los mismos. 

DEFINICION 1. Al mayor de los divisores comunes de los 

enteros a y b se le llama máximo E2 
mún divisor y se designa con la notaci6n 

(a,b) 

También utilizaremos las iniciales m.c.d. de a y b pa 

ra referirnos al (a,b). 

Dados dos números enteros a y b distintos de cero 

¿siempre existe el m.c.d. de ellos? 

Sí. Por un lado el conjunto de divisores comunes es dis--

'"tinto del vacio ya que, el 1 pertenece a dicho conjunto. Por 

otro lado, para cada número entero distinto de cero, tenemos -

un número finito de divisores, luego, el conjunto de divisores 

comunes es finito. Por lo tanto existe el m.c.d. de a y b . 

Si los números son a o b = O _, no tiene sentido ha 

blar de su m.c.d. ya que los divisores de O 

teros. 

son todos los e~ 

Si a = O y b un entero distinto de cero, sus diviso--

res comunes son los civisores de b y por tanto (Q,b} =bw 

Notemos que dada la definici6n del m.c.d. de a y b , 

ésLc ·resulta.~er positivo, es decir, (a,b) ;>O 

Pasemos ahora al siguiente problema: Dados a y b ent~ 

ros distintos de cero ¿cómo encontrar su m.c.d.? 

EJEHPLO l. Si a = 8 y b = 14 

Encontrar (a,b) 

los divisores de a son: ±1, ±2, ±4, ±8 

los de b ±1, ±2, ±1, ±14 

los divisores comunes ±1, ±2 

por tanto (a,b)= 2 
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Si los nGrneros a y b 

a = 2,784 y 

son los siguientes 

b = 4,988 

se nota que aplicar el procedimiento anterior para encontrar -

su rn.c.d. resultaría muy latoso. 

Busquemos otro procedimiento para encontrar (a,b) 

Sean a , b enteros distintos de cero 

TEOREMA l. Si a 1 b entonces (a,bl 

Dern. 

Todo divisor coir.ún de a y b es un divisor de a. 

Todo divisor de a es un divisor corm:ín de a y b , 

ya que todo divisor de a es divisor de b. 

En efecto, si d 1 es divisor de aJ entonces 

a dlql~ 

y corno b a q, 

entonces b d 1 (q1 q)_; 

luego J d
1 

es divisor de b 

Por lo tanto,el conjunto de divisores comunes de a y b 

coincide con el conjunto de divisores de a y corno el máximo 

de ~ste dltimo conjunto es ¡a¡ resulta· que: 

(a,b) 1 a\ 

TEORE~~ 2. Si b = aq + r O~r.c=:lal 

(a,r) entonces (b,a) 

Dem. 

Vamos aprobar que el conjunto de divisores comunes de a 

y b coincide con el conjunto de divisores comunes de a y 

r. 
Todo divisor de a y b es divisor de r: 
En efecto, si d 1 

si d 1 \a y d 1 \b 
es divisor de a y b , esto es, 
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entonces 

d 1 \ b - aq = r 

es decir, 

d
1 

es divisor de r 

Por consiguienteJtodo divisor de a y b es divisor de 

a y r • 

Reciprocamente: 

Todo divisor de a y r es divisor de a y b • 

En efecto, si 

d1I ª y 

entonces 

d 1 1 aq + r = b~ 
luego, todo divisor de a y r es divisor de a y b. 

Por lo tanto los divisores comunes de a y b coinr.iden 

con los de a y r; en particular~tiene que coxncidir el ma­

yor de estos divisores, es decir; 

(a,b) (a,r). 

Así, encontrar el m.c.d. de a y b se reduce a encon-­

trar el de a y r, que son números menores que b; de es­

te modo, si a es múltiplo de r / entonces; 

(a,b) (a,r) = r 

·.,,, caso contrario 

y "'ntonces 

(a,b) (a, r) 

continuarnos el mismo procedimiento hasta que para alguna i 

ri sea múltiplo de ri+l , en cuyo caso 

(a,b) 

A este procedimiento se le llama Algoritmo de Euclides y 

lo vamos a reescribir de la siguiente manera: 

Sean a y b enteros. El proceso de aplicar iteradamen­

te el Algoritmo de la División, como sigue, es llamado el Alg~ 

ritmo de Euclides: 
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b aq + r o~ r ..<.la 1 
a rql + rl O~r1.c:: r 

r rlq2 + r2 o::=.r2..C::.rl_ 

(1) 

r n-1 rnqn+l + r n+l o=. rn+l L. rn 

rn r n+lqn+2 

Este proceso termina cuando se obtiene un residuo cero. -

Puesto que la sucesión lal , r , r 1 , de enteros decr~ 
cientes es finita (no puede contener más de a enteros posit~ 

vos) se garantiza que el proceso termina. 

Ahora si, nuestro nuevo procedimiento para encontrar el 

m.c.d. de a y b es: efectuar sobre a y b el Algoritmo 

de Euclides y por los Teoremas ! y 2 

(a,b) 

es decir, el m.c.d. de a y b es el dltimo resto distinto de 

cero del Algoritmo de Euclides. 

EJEMPLO 2. 

Aplicando el Algoritmo de Euclides, encontrar el 

m.c.d. de a= 2,784 y b = 4,988 

4,988 2, 784 (1) + 2,204 

2,784 2,204 (1) + 580 

2,204 580(3) + 464 

580 464 (1) + 116 

464 116(4) 

por lo tanto (4 ,988,2,784) = 116. 

Hab!amos conjeturado que (a,b) es combinación lineal de 

a y b ¿Cómo demostrar esto?. 

Una manera de hacerlo es exhibiendo una combinación li--

neal de a y b que de (a,b). 
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El mismo algoritmo de Euclides nos da un procedimiento para 

encontrar dicha combinación lineal. 

Sean a y b dos enteros. Aplicamos el algoritmo de Euclides1 

(1), entonces! 

(a,b)=rn+l 

directamente de la serie de igualdades (1) obtenemos que. 

rn+l = rn~l - rnqn+1······(Z) 

es decir obtengo rn+l cÜmo combinación lineal de r
0

_ 1 y r
0

, pero 

a su vez rn y rn-l son contbinaciones lineales de residuos ante 

r~ores, que sustituyendolas en (2) queda rn+l como combinaci6n 

1inea1 de r
0

_ 2 y de r
0

_
3

, asf s11cesivamente vamos sustituyendo 

1os residuos por su combinaci6n lineal de residuos Índices meno 

res hasta llegar a que 

r n+l e:s combinación lin<:=al de a y b., 

Asi con es"t,e procedimient.o descrito se obtiene una combina 

cion lineal de a y b que resulta ser el m.c.d. de esos dos náme 

ros. Para fijar ideas, encontremos los valores x 0 y y 0 tales que 

ax
0 

+ by
0 

= (a,b) 

con los valores a y b del ejemplo 2 

EJEMPLO 3. 

a = 2784 y b = 4988 J (a,b) 116 -
Buscamos x

0
, y

0 
enter·os tales que 

2784x 0 + 4988y
0 

= 116 
esc1·ibamos el Algorit:.mo de Euclides 

4988 2784(1) + 2204 

2784 2204(1) + 580 
2204 580(3) + 464 

580 464(1) + 116 

464 116(4) 

lo podemos rt=escrihir como,, 

4988 
2784 
2204 

580 

2784(1) 
2204(1) 

580(3) 
4 64 ( l ) 

2204 
580 

464 
l 16 J 

, 
de estas igt1alcladL-:S t~nemos-. 

116 - 580 ,.i64 
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sustituyendo 464 por su combinación lineal tenemos 

116 = 580 - [:204 - 580(3)]: 

agrupando, 

116 = 580(4) - 22047 

sustituyendo 5801 

116 = [2784 - 220:0 4 - 2204 

= 2784(4) - 2204(5)j 

por Óltimo,sustituyentlo 2204~ 

116 = 2784(4) - [4984 - 278.4] (5) f 

de donde : 

116 = 2784(9) - 4988(5). 

Por lo tanto 116 queda c~xpresado como combinación: line 

al de 2784 y 4988. 

Mencionamos 1-.ambién que (a,b) es la mínima combinación 1in~ 

al positiva de a y b. Veamos. 

TEOREMA 3, 

Sean a,b enteros distintos ele cero (a,b) = d<ip-)d es la 

mínima combinación li1u.~a1 positi,;·a de a y b 

PRIMERA PARTE: Sea d = ka + lb, k,1 enteros, d entero positivo 

la mín~ma combinaci6n lineal positiva de a y b 

P.D. d = (a, b) 

Dividiendo a entre d tt:ncmos que 

a = dq + r· con O -b r 4 d ' 

de donde 

r = a dq ; 

sustituyendo d 

r = a (ka + lb)q 

r = (! - kq)a + (-lq)b, 

es dtcir, r es combinación lineal de a y b; pero 

O ~ r L d esto implica que r = O ya que d es la co~ 
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binaci6n 1inea1 positiva de a y b mínima. 

Por 1o tanto 

a dq; es decir, d\a. 

Lo mismo ocurre si dividimos b entre d: 11eg~ 

mos a que j 

b = dq', es decir, dlb~ 

De donde, d es divisor com~n de a y b. 

Falta probar que d es el miximo divisor comGn. 

Si e es otro divisor com6n,entonces 

a et y b = et• 

como d ka + lb , 

susti~uyendo a y b obtenemos que 

d = e ( kt + lt 1 ) 
1 

es decir) e 1 d J 

de donde e~ d 

d es e1 m6ximo com~n divisor de a y b. 

SEGUNDA PARTE: Si d = (a, b), 

P.D. d = la + kb es la mínima combinación 

linea1 posit.iva 

Supongamos que h =<><a + f3 b > O es cua1quie.r com 

binaci6n linea1 positiva de a y b. 

Como dla y 

entonces d 1 <><. a + /3 b 

es decir, d 1 h J donde d ~ h 1 

y por lo tanto d es la mín~ma combinaci6n lineal 

positiva, quedando así demostrado e1 teorema 3. 

ALGUNAS PROPIEDADES DEL (a,b) 

St•.an a y b ente:ros disr:.i.fff·,os ch~ ct--:ro 

1) (am,bm) =_(a,b)m, donde mes un entero positivo 

2) Si d' es un divisor com~n de a y b1 entonces 
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(a/d' ,b/d') (a, b) / 1 d' \ y en particular se tiene que 

(a/(a,b), b/(a,b)) (a,b)/(a,b) = l 

3) Si (a,b) 

4) Si (a,b) y 

(ac,b) 

albc 

(e, b) 

ale. 

DE~OSTRACION DE LAS PROPIEDADES DE (a,b) 

1) ( am, bm) 

DEM. 

(a,b)m , donde m es un entero positivo, 

Utilizando el algoritmo de Euclides : 

b 

a 

r n-1 

r 
n 

aq + r 

rq 1 + r 1 1 

rnqn+l + rn+l' O~rn+l¿_ 

rn+lqn+2 

••• ( 1 ) 

tenemos que (a,b) = .... • 
n+l 

por 

Multiplicando las relaciones (1) t'rmino a t&rmino 

m. Obtendremos 

bm 

am 

r m 
n 

amq + 

rmq
1 

las nuevas 

rm 

+ r
1

m 

relacion~s 

o -b rm ,¿__ \alm 

o ~ r
1

m """- rm 

o=.r m¿rm 
n+l n 

de 1as cuales tt11emos que 

(bm,nm) = "n+lm 

Put· lo t.ant.o (bm,am) (a,b)rn, (ll:nt-.<'rnos que esta pro 

pit-:dad se: !._=LIITlplt! para m entero con la sigui l~nte mocil ficación; 

(am,bm) (a,b)\ml 
qut~da pr"obar l~st.a fllOdi fjcaciOn como ejt::rcicio) 

-24-



2) Si d' 

( ~. ' 
DEM: 

es un divisor com~n de a y b , entonces 

~)-~l. 
d' - 1d'1 

- (ªd' (a,b) - d' 

apl.icando l.a 

bd') 
' d' 

J 

propiedad 1 

(
ad' (a,b) ;:;: d' 'b~:)~ (~. ' 
~ -;;; e~ ~) de donde 
1d 1 1 d 1 

' d' 

tenemos que 

En particul.ar, como 

tenemos que: 

(a,b) es divisor com~n de a y b, 

3) 

«a:b) ' ta~bT) (a,b) 
Ta";bT 

Si (a,b) ~ 1 entonces 

DEM: 

(ac,b) -::;. (c,b) 

(ac,b) lac y (ac,b)lb 1 

l.uego, (ac,b)Jac y (ac,b)lbc . 

Entonces) (ac,b) divide a cual.quier combinacibn l.i 

neal. de ac y be, en particul.a~ a (ac,bc); 

es decir, (ac,b)l(ac,bc), 

pero (ac,bc) :: c(a,b), •• (propiedad. 1) 

y como por hip6tesis (a,b) ~ 1 entonces tenemos 

que ( ac, b) 1 e • 

Luego, como (ac,b)lb y 

entonces (ac,b)J (b,c) 

y por l.o t:anto (ac,b) S (b,c) 

Por otro l.ado (b,c) Jb y 

J.uego (b,c) 1 b y (b,c) lac 

(-:t) 

(b,c)lc 

entonces (b,c) divide a cual.quier combinacibn l.i7 7 
neal. de b y ac, en particul.ar a (ac,b); 

es decir, (b,c) i (ac,b) 

y por l.o tanto (b,c):S (ac,b) 

Por ( *) y ( -;;--;;) tenemos c.¡uc 

25' 

( iH>) 

(ac,b) ::::. (b,c) 



4) Si 

DEM: 

(a,b) "' 1 y aJbc entonces aje 

Como (a, b) -: entonces existen<><'. , ~ enteros tales 

que 1 "'ota +/3 b; multiplicando por c tenemos que 

e =ol..ca +/3 cb, pero por hip6tesis bc:aq con q entero, 

entonces c= o<. ca + fJ qa luego e ;:;; a (a<c +f'q) 

y por lo tanto cJa. 
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EJERCICIOS 

l. Demostrar que si ap O el conjunto de divisores de a es fi­

nito. 

2. Aplicando el algoritmo de Euclides hallar 

i) (6188, 4709) 

ii) (34 121, 452) 

3. Encontrar (a,b) y expresarlo como combinación 

y b cuando: 

i) a 56 b 72 

ii) a 2184 b 1764 

iii) a 1901 b 601 

lineal de a 

4. Poi=~on (J81-J8h0) siendo un jovencito le fue planteado un 

problema. Interesado en él posteriormente quedó absorto por la 

matemática y le dedicó toda su vida. He aquí el problema: 

Se tienen 12 pintas de vino y se quiere vaciar la mitad en 

otro recipiente, pero se cuenta sólo con recipientes de capa­

cidades de 8 y 5 pintas. Se pregunta de qué manera vaciar 6 

pintas de vino en el recipiente de 8 pintas. 

5, Sea un número de tres cifras. Si le agregamos 6 a dicho nú­

mero, éste resulta divisible entre 7. Si al número original le 

agregamos 7, éste resulta divisible entre 8. Si al número ori­

ginal le agregamos 8, éste es divisible entre 9. ¿cuál es el 

número?· 

6. Los números 4373 y 826 al dividirlos entre un mismo número 

se obtuvieron respectivamente los residuos 8 y 7. lEntre qué 

número se dividió? 

7. Pruebe que si a y b 

divisible entre 8. 

son enteros impares, entonces 

es 

8. Sea p(x) 

i = 1. 2. 

( r, s) 

n n-1 
= ªnx + ªn-lx + 

. • , n Demostrar que si .!: 
s 

es raíz del polinomio p(x), entonces 

-lEs cierto el recíproco de esta proposición? 

-'2.7-

con enteros 

Q (con 

a 
n 



9. Demostrar que 

10. Demostrar que 

3/n13 - n 

13 /nl2 _ ª12 

n N. 

si (n,13) = (a,13) = 1 

11. Los siguientes son criterios "usuales" de divisibilidad. 

Probar que: 

i) Un número es divisible entre 2 si y sólo si su último dígi­

to (de izquierda a derecha) es divisible entre 2. 

ii) Un número es divisible entre 3 si y sólo si la suma de sus 

dígitos es divisible entre 3. 

iii) Un número es divisible entre 8 si y solo si el entero foL 

mado por sus 3 Últimos dígitos es divisible entre 8. 

12. Sean a, b y m enteros. Demostrar que si (a,m) 

entonces (ab,m) l. 

13. Sean b, e y r enteros. Demostrar que si (b,c) 

entonces (r,c) = 1 

14. Sean a, by e enteros.e~ O. Demostrar que 

/et (a, b) (ca,cb) 

(b,m) 1 

y r b 

15. Sean a 1 , a 2 , 

meros (a 1 ,a 2 ) = d 2 , 

a enteros. Formemos la sucesión de nú­
n 

(d2•ª3) = d3' (dn-l'ªn) = dn. 

i) Probar que el número dn obtenido de este modo será el m.c.d. 

de Lodos los números dados. 

ii) Encontrar (81719,52003,33649,30107). 
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ECUACIONES DIOFANTINAS 

'fEOREr-'\A 1. Dados a~ b, r: (-!Ot·t'.:ros, a y b cListint.os de cero, la ecu~ 

c:ión ax -+- by = e tiene solución .:-:n los entt-!l'OS si Y so-;­

lo si (a,b) \c. 

DEM: 

Supongamos qu~ la ecuaci6n 

ax + by = e 

t-.ienc;-: soluc:ión. 

P.D. (a, b) \e. 
Co1no (1) titne solución existen x 0 , y 0 enteros tal~s que 

ax 0 + by 0 = e 

Como (a,b)\a y (a,b) \b 

an~onCHS (n,b)\ax 0 + by 0 e 

HS <lHcir (a,b) \e 

R<-,r.ipt•ocantt-,nt.t-, supongamos que (a, b) \e 

que ax 0 + by 0 = e 

( 1) 

P.D. t:xistt:n x 0 , y 0 enteros tales 

Sabemos qu<, (a, b) = '"<a + I'· b para 

sis e = ( n. b) 1· para r f,nt.ero 

y 0 ~,nteros y por hipÓt!:_ 

•-,nt·.onces e (·<a + ('- b)r 

St-:a ·-<r X 0 yf\r•=y 0 

Por lo tanto ~xis~e x 0 ':l..r y Yo 

ax 0 + by 0 = e 

Qtt~dando así d~mostr·ado el tt:or~ema. 

~ r enter•os talf;S que 

Estf: tf":Of'f":ma est.ablece una condición necesa1·ia y suficif:nte 

para qu~ una ec:uar:ión diofantina tenga soluci6n. Y la demostr·a­

ción nos da una manc-:ra dt-: encont.1·ar una solución para dichas e­

cuaciont-:s. 

R~pitamos~co11 un ~jemplo el procedimiento para encontrar la 

solur:ión. 

E.JEMPLO 1. 

114x + 312y = 30 

Uuscnmos el m.c.d. d& 114 y 312 por &l algoritmo de 

et., Euclides 



312 = 114 ( 2) + 84 l. 114 = 84 ( 1) + 30 
(2) 

84 30(2) + 24 ( 30 24(1) + 6 

24 6(4) 

Por lo tant.o (114,312) 6 

como (114,312) l 30 
la ecuaciOn 114x + 312y = 30 t.iera: solución, para f:n't.: 

centrarla (sE.:gún t=.:l procedirniento dé la demo.st:.ración), nf.:c.:e.sita-::· 

mos :..,: y , ..... c-.:ntt.~.:ros talc:;s que:: 

.:i_ 1 1 4 + . ' 3 1 2 = 6 

Par•a esto utilizamos nuevam8nte el algoritmo dt Eucli~ 

des. Despejando ~os residuos de (2) tenemos'. 

84 312 114(2) 

30 114-:-84 

24 84-:- 30 (2) 

6 = 30 ~ 24 
Sustituyendo los valores de los residuos y agrupando 

obtenemos 

6 30 ~ 24 

30 ~ (84 'é 30(2)) 

30(3) -:- 84(4) 

= (114 7 84)(3) 84 

= 114(3) 

114(3) 

84(4) 

(312 7 114(2))(4) 

= 114(11) 7 312(4), 

es decir, 6 = 114(11) + 312(~4) 

y como 30 6"5 = 114(55) + 312(~20) 

tenemos que la soluci6n de la ecuación 

114x + 312y = 30 

es X 0 = 55 y y 0 = ~20 

Así hemos obtenido una soluci6n para la ecuaci6n. La pregunta 

que ~nmediatamente sur·ge es ¿sf:rá la ónica? Si hay más ¿cuántas 

son? y ¿c5mo encontrarlas? 

Para responder ¿1 esto v~amos ül caso de la ~cuaci6n diofanti~ 

na más sencilla. 

Stan a, b y e e11ter•os; a y b clisti11tos dt) Cf:r•o. 

ax + by ~ O 
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es llamada ecuaci6r1 homog¿nea. 

Obser·vemos que esta ecuaci6n siempr•e tiene al menos una solu 7 
ción4 

x -::; O, y :;:;- O ya que a O + bO ;:¡ O 

Pero muy facilmente puede encontrarse otra soluci6n x : b, 

y ~ 7 a ya que ab + b( 7 a) ~ O y otra x ~ 2b, y ~ 72a ya que 

a2b + b( 7 2a) -;;; O. 

En general x ;;; tb, y -;;; 7 ta para t entero es solución de ( 3 ) 
ya que a(tb) + b( 7ta) ; O. 

Por lo pronto ya sabemos que ( 3 ) tiene tantas soluciones co7 

mo valores enteros puedan darse a t, es decir, tiene una infini7 
dad da solucionus. 

Pero la pregunta natural que se ocurre es: ¿por· medio de 

x ;:¡ tb, y = 7 ta obtenemos todas las soluciones de ax + by~ O? 

¿no se n_os t:~scapará alguna otra soluci6n? 

La respUf".:sta a la primc::~ra pt·r.:gunt:.a tc~s, en general, negativa. 

Veamos eJ. siguiente ejemplo. 

Sx + 12y :::; o 
tenemos que x ~ 12t, y~ 7 St para t entero son ~olucio11es ya que 

8(12t) + 12(78t) ;:¡o. 

Sin embar·go x ~ 3, y ; 7 2 tambifn es so~uci6n de la ecuaci6n 

ya que 8(3) + 12(72) ~ O y 

x = 3 no as m6ltiplo da 12; 12J3 y 

y ~ -2 no es móltiplo de 7 8; 8f7 2 

Por· tanto, en genor·al, no todas 1as solucione& de ax + by ; O 

so oht::.ic;nt-.:n por ffi(;dio de x ;¡ tb, y = -ta. 

'fra Ct;nto.s de ver bajo qué restr.icciones de a y b, toda sol.u-; 

ci6n de ax + by ~ O ticr1e la for·ma x ~ tb, y 

Partamos de ax + by = O 

ax • -· by 

de aqu' se sigue que 

b 1 ax y alby 

pero de aqu~ no podemos garantizar en gener•al. que 

blx y aly 

(613•4 pe1·0 6J3 y 6f4) 

Siri t;1nba1·go, bill>t~111ob que bi 

blax, alby y (b,a) : 1 entonces blx y aly. 
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modo quci la restr·~cc;ibn para qutJ x t::.b, y-:.. 7 ta nos ele 

todas 1as so1uciones de (3) es que (a,b) :: l. Enunci6moslo como 

un teor·ema y hagamob su dümostr·aci6n. 

TEOREMA 2. Si (a,b) -;:; 1 tocias 1as so1ucion"s de ax + by - O son 

de la forma x ; bt, y~ 7 ta cor1 L entu1·0. 

DEM. 

x "' bt, y -;; 7 ta ~;s so1ución ck ( .3 ) ya qu"' a ( bt) +b (-;-ca )-:.o 

a(bt) + b(-;-ta);. O. Recip1·ocamuntu sl x 0 , y 0 os solu7 
ci6n de (3 ) entonces 

ax 0 + by 0 ~ O 

de donde ax 0 -;;:; -:-.by 0 

entonces a\7by 0 y b\ax 0 

y como (a,b) ;;; 1 

entonces al-;-Yo y b\x 0 

y por· tanto Yo= 7at 0 ,x 0 = bt 0 par·a alg~n t 0 entür·o. 

¿Que pasa si (a,b) ~ l? 

Regresemos a1 ejemp1o 

Sx + 12y :: o (a) 

aqui (8,12); 4. Y nótese que 1a ecuación (a) podemos reescribi~ 

1a como 

4(2x + 3y) ;;; O 

y 1as so1uciones du (a) son exactamente 1as mismas quu 1as so1u7 

ciones de 2x + 3y o (b) 

Como (2,3) ;;; 1 tntonces todas 1as so1uciones de (b) están da-;­

das por 

x ~ 3t, y = 72t con t e11~c1~0 

y por enclt,, tambiún 1as du (a). 

En genera1 tenemos que si d :: (a,b) 1as so1uciones de 

ax + by ; O y 1as de a b - son 1as mismas, 
dx + (iY - O 

<1 
por 

!?. ) 
d 

.. l . Asf que 1as soluciones de ax + by -
;. b t -:;. a t t bntt:::I'O. X d y - d ' 

con 

Reg1~es~mos a1 caso de la ecuaci6n 110 l1omogcnfta 

ax + by :: e 

donde 

o t.stán dadas 

'l'enifamos ya un mlitodo para encontrat· una bolucié>n. St::a x 0 , Yo 

una soluci6n, entonces 
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¡I 

ax 0 + by 0 -¡;. e 

por ot1·0 lado, si d ~ (a,b), sabemos que 

X ~ % t 1 y = 7 % t 
son todas las solucionus de (3) 

por· lo tanto a(%t) + b(7 ~t) "' O 

si sumamos ( "I ) y { 5 ) tenemos 

b. a(x 0 + dt) + b(y 0 

con t entero 

es dccir·,ob1~&ncmos una infinidad d~ soluciones para 

ax + by ::; e 

{ 4 ) 

( 5 ) 

y no solo es1~o sí.no que adftm6s asegur·amos que son todas las sol~ 

ciones du la ~cua<;i6n put:sto que si x 1 , Yt 5on otras so1ucionos 

de ( i ) btttonc<;s 

ax
1 

+ by
1 

::; c 

si a c~sta c:c.uaci6n le restamos ax 0 + by 0 : e tonemos 

y por tanto, 

es df:cir, 

a(x
1 

~ x 0 ) + b(y 1 7 y 0 ) ~ O 

x 0 , y 1 ~ y 0 os solucl6n de la ecuaci6n 

es de la forma: 

b 
d t, 

Lo ar11~c:r·ior· <la lu~ar al siguicn1~c 

homogenea, 

TEOREMA 3. Sean a, b y c <;nteros dados; a, b dibtlntos de cero. 

Sea d = (a,b). Las soluciones de la ecuaci6n 

ax + by ;:a e 

estún <ladas por 
b 

X ;:;- Xo + d t.'° Y ;;; Yo 7 -a L 

dondt: x 0 , y 0 es una soluci6n particular de l.a ecua7 

ción. 

En t·esumt-:n, sua 

ax + by ~ e 

una t:<:uacibn cliufanL.ina .. 

Par·a t'usolvt:rln so procede de la siguiente manera: 

1. 7 Su calcula ul m.c.d. de a y b. Sea d: (a,b). 

2. 7 a) Si tlJc. 1.a c:cuación ~ ti,.:nt..: .so1ución. 



b) Si die la ecuación tiene solución. 

3. 7 Para encontrar la solución hay que buscar una pareja de ente 

ros Xo, Yo tales que 

ax 0 + by 0 :; e 

4·~ Se calculan todas las soluciones de 

ax + by ;;; O 1 

que vienen dadas por 

.. b t 
X Cf , y : 7 % t , con t entero 

5. 7 Las soluciones de ax+ by;;; e estún dadasJpor 

b 
+ cr t' Y ;. Yo 

a cr t. 



EJERCICIOS 

l. Resolver las siguientes ecuaciones diofantinas (dar todas 

las soluciones): 

i) 2x + 3y = 6 

ii) 4x.+ 7y = 3 

iii) Sx - 6y = 97 

2. Se tienen ladrillos de 2 y 3 decímetros. En una barda de 

4.9 metros se tiende una hilada de ladrillos. lCuintos ladri­

llos de 2 y 3 decímetros se pusieron sabiendo que el número 

de cada uno de ellos es primo? 

3. Al i~tercambiar las cifras de pesos y centavos de un cheque 

se.obtiene. una cantidad que es 20 pesos mayor que el doble del 

valor original del cheque. lde cuinto era el cheque? 

4. Probar que si e es impar, entonces e no es combinación li­

neal de 98 y 102. 

5. 

y 

X 

i) Probar 

(x,y) = 3. 

ii) Probar 

+ y = 100 

que no existen x, y enteros tales que x + y 100 

que existe una infinidad de enteros que satisfacen 

y (x,y) = S. 
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MINIMO COMUN MULTIPLO 

El Calendario Maya 

El Calendario Maya lleva la cuenta de dos tipos de afias: 

el afio sagrado y el afio civil. 

Afio Sagrado 

Para 11evar 1a cuenta del afio sagrado se utilizan los n6me 

ros 1,2,3, ..• ,12,13 y veinte jeroglíficos Ik,Akbal,Kan, .. ,Imix. 

El primer día del afio sagrado empieza con lik y cada d{a 

se va aumentando en uno e1 n&mero y se va pasando a1 jeroglÍf! 

co siguiente. Así los primeros dias del afio son: 1 Ik, 2 Akbal, 

3 Kan, •••. Cuando se acaban los u~m~ros o los jerog1Íficos se 

vuelve a empezar por el prime1~0. El nuevo afio sagrado empeza 7 
l ~ '--'uan.Jo ·se. \'Uclve a formar 1a combiuación I!.:. 

¿ De cuántos dias ~s el afio sag1·ado ? 

¿ A lo largo del afio aparecen todas las ~ombi11aciones de 

námeros con jerog1Íficos ? 

Para saber cuánto.::>: días tiene el aiio sagrndo tenemos que -

ver cuándo vuelve a roinridir con Ik, para esto, tenemos 7~ 
que agotar cierto número de veres los números y cierto núr.iero 

de veres los jerog]Ífiros, de tal suerte que nos den 

el rnismo resultado, es decir, que ~veces los n~meros sea igual 

a n veces los jeroglíficos; 13m = ~On 

De hecho lo que buscamos es de los méaltiplos de 13 y 20 

los que - son comunes (siempre que esto suceda habrÁ .t-..:.:-..~mi.nado .2. 

tro afio sagrado), m6s precisame11t~ el que necesitnmo3·es el 

m~s cl1ico, esto es, b11scamos el mínimo m~ltiplo com~n de 13 y 

20 ya qne buscamos los dias de~ año sagrado). 

Un móltiplo com~n muy sencillo <le obtenar es el producto 

de ambos: 

13 20 

Ahora hay que ver si hay otro m6ltiplo camón m~nor (posi­

tivo} o este es el mínimo. 

El problema entonces es saber si hay alguna n <. 13 y m < 20, 

tales que 13m = 20n 

Supongamos ~ntonces 

20n = 
que 

13m , 
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esto significa, en particular, que 13J20n y como 13 Y 20 son 

primos relativos entonres 13ln, lo rual nos lleva a que la n 

positiva con valor mínimo es n=13 Y por lo tanto m-20. 

Así el mínimo romdn mdltiplo de 13 y 20 es precisamente el 

producto de ambos n~meros 13•20 - 260. 

De manera que::: si cada nÚmE::ro rcprest.=nta un día tenemos 

que repetir· 20 veces todos los n~meros, para ernpeza1· el afio sa 7 
grado, habrán trauscu1·rido 260 dias. 

Por lo tanto el aílo sagrado tiene 260 días. 

A lo largo del aílo :1parcccn todas las combinaciones de n6 7 
meros con geroglÍficos ya que dichas combinaciones soh 13 náme 7 
ros:; 20 jeroglíficos "'= 260 r:omb] naci ou,_~.s que coinciden con el 

nómero de días del afio sagr·ado. 

Observemos a] gunas cos;1s de ] o hecho .anterj ormente. Lo que 

busramos fué el mín].mo ro1n~n 111~lti.plo ele 13 y 20, r~pidamente -

obtuvimos un mtÍltiplo comtÍn: e] producto de ]os dos numeros 

(13·20) y romprobamos tambi6n rápidamente que ese era el más 

chico. Algo que nos Purilit6 probar esto ~]timo Cu~ el hecho de 

que ( 13, 20)-1 

mos relativos? 

¿Qué pasa si Jos n~rner•os qt1e se dan no son pri­

Vc;1mos e] sí_guicnte proh]~rna. 

Dos ruedas engrnnadas tienen 32 y 28 dier1tes respectivame~ 

te.. Partiendo <le una posi("'jón ¿ cuántas vueJtas tiene que dar 

rada rueda antes de llr~;1r pnr primer~ vu¿ J¿ts <los ruedas a la 

posic-ión origina] ? 

Este problema es rompletamente eq11ivalente a] del afio s~ 
grado. 

28. 
Lo que b11sramos aquí es el menor 1n~ltiplo rom~n de 32 y 

Como lo hlclmos :tntcriormcnte, un múltiplo común es 

ahora va111os ;1 ver si es el mínin10 (positivo) o no. 

Seg1ín e] prOC-f.!'dimicnt o anterior queremos saber si hay 

n < 32 y m <. 28 tales que 

28 n 32 m. 

28 n 32 m, 

32·28, 

:\hora, si 

cntonC""es 3::!J2Sn, pero de aquí ya no podemos conc-]uir 

que 32 divjdc a n, yc:1 que 32 y :.!S 110 son primos c~ntre si 

(i·eC"ordcmos q11r 11n ntÍ::1r~rQ ¡-n.ic!de djvidir a un produ<-to sin que 

nec-csarj amente di vi dél a a] guno de Jos félC"tores. Por ejemp] o 
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6\3 X 4 pero 6 X 3 y 6 X 4 ) . 
Busquemos ot-ro C"amino para enrontrar los valores mínimos m 

n tales 

28n 

n 

nl 

que 

¿ serán 

Si 

que 

32m 

32 y m = 

.E y m2 

2 

n 1 <. n y 

estas 

n= 

nl 

~ 
3 

y 

( l) 

28 satisfacen ( 1 ) pero tumbién 

28 l '1 sat isfnC"cn y son tales 

2 

m
1 

<. m 

"'1 los 

y m 

va] ores 

28 

3 

mc:Ís chicos que satisfacen 

t-amb.i.én scriín so] UC'ÍÓn de 

y 

(1)? 

( 1) 

pero,/~uidado/ recordemos que según el contexto del problema, m y 

n deben ser enteros, de modo que sÓ] o podernos dividir entre 

lu • .:.i • ....;.~: ..... ·.:;; ~¡uc sean di ~.·i.:_,c... .. --,::c. Ge 2 8 y de 32. Cor.10 4 es el i vi sor d.e 

ambos entonces 

y 28 son tales que 

4 
2Sn 2 ;:: 32m 2 

]os valores de n 2 y m2 son menores que n 1 y m1 rcs¡>ertivamer1te, 

es más, estos valores son los valores 1.1íni111os {positivos) que 

puede tomar m y n , ya que 4 es el mAximo romdn divisor de 28 y 

32. 

Entonres ]os enteros posi~ivos n1enores, que satisfaren (1) 

son n = 8 

O <'orno 

común de 32 

es derir, el 

28 32 
4 

y m = 7 
lo habíamos pl an-t cado al 

y 28 es 

28 32 
4 

32 23 
4 

menor múltiplo común de 

donde 4 (32,28) 

princ~pio el t11cnor m~]tiplo 

32 y 28 es 

Por lo tanto la rueda que tiene 32 dientes tiene que dar 7 

vueltas y la de 28 dicnt<!S tic11e q11e <lar 8 vueltas para llegar 

por pri:-?:1cra voz ;unhns ruedas a la posiC"iÓn ur.ig.inal. 

Estos do~ '~jt~mp1os nos 1:n1cstran quo el mínimo C'OmÚn multi 7 

p] o el~ dos ntÍ1:leros a y b no necesari amc11t e es el producto ab 

de éstos (aunque ::1b es un m1J.ltiplo coia1ín). Sólo si ocurre, co7 

mo en el ejemplo 1, que (a,b) = 1 1 tenemos que abes el mínimo 
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C"omún múl t ip1o. Si (a,b)~d entonres el mínimo romún múltiplo 

es el produrto ab dividido entre el m.r.d. ele a y b 1 es derir 
ab es {a,bT . Esto naturalmente, hay que clcrnostrarlo. Pero antes, 

ronviene definir en forma precisa el 1nínimo con1án máltiplo de-­

dos números. 

Los rnóltiplos de a entero, son tocios los n~n1eros 

-:-3a, -2a, 7 a, O, a, 2a, 3a, .... ' 
es decir, todo n6mero ele la for111a ka k entero. 

Todo entero que es rn~ltip]o ele a 

múltiplo común de los m{smos. 

y b c11tcros, se llama 

DEFINICION l. Al menor múltiplo romún positivo ele los enteros 

a y b se ] e 1 l am¿i, mínimo <'oinún ml1] t i.pl o y se de-:-

[_a,b] 

Tambi~n utilizan1os ]:is ínirlalcs m.r.1n. de a y lJ para re-:­

ferirnos al [a, b "]. 

Ejemplo l. 

TEOREMA l. 

DEM: 

E1l<'ontrar el r.t.c-.m. ele 4 y 9 

múltiplos ele 4: o, ! 4, : 8, ! 12, ~ 16,~ zo, ~24 
! 28, ! 32, ! 36 

múltiplos ele 9: 
1n.c.m. ele 4 )' 9 

o' + 9' 
3ó 

+ 
18' ! 27, ::. 36. 

Sean a y b enteros distintos lle rero. 

Sea l·í .algún múlt:ip)o comun de dos números 

Como M es múltiplo de a, 

se tiene q11c M = a k con k entero. 

rcro ~1 titr:ibi.6n es ra~]tiplo de b, 

es dcrir, ~I = b k
1 

con k 1 c11tcro 

e1ltonres a k b 1<
1 

ele donde a k 
k ¡;-- 1 

es ch!c-ir, a k es llll 1.!nt·ero 
¡;-

esto quic1·c clecir que blak. 

a y b. 
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Si d =(a,b), entonres tambi~n se rumple 

que b 
(¡ 

y C'omo (% , ~) (propiedad 2 ser~ m.c.d.) 

entonces b 
(¡ k 

es decir~ existe un entero t 

tal que 
k 

b 
t d 

De aquí que M k b t a = a d 
¡.¡ a b t (l esto es, 

Reciprornmcn~c, es eviclcntc que cualquier M de·. 

esta forma es 1n6lti11Jo ta11to ele a, romo de b, y 

por C'on~j gu i ente, esta f or1:1a proporciona t orlos 

los múltiplos c-omuncfS de a y b. 

El mc11or J>osi.ti.vo de estos :n~]tiplos, es rlcrir,el 

míni1ao C""Ontt:Ín 

es' e a' b J 
1rní1 t i_p] o, se 

ab 
=-d-- dond~ 

obtiene para t 

d=(a,b). 

= 1 esto 

De este teore1aa se obti.cnc el si~1icnte. 

COROLARIO 1. 

COROLARIO 2. 

Ejemplo 2 

Sc.-tn a y b cu teros clist intos de r-ero. 

El conjunto de r!nÍ] t ipJ os c. .... omunes de tlos números 

a y b, roinric1~ <"on el conjunto de los múltiplos 

de su m.c.m. 

En efecto, en 

los múltiplos 

rna M = ~b t 

es decir, M 

el teoren1a se clomuestra que todos 

comunes M de a y b son de ]a for7 

CO"n t entero 

e ;i,b J t ~ t ent·cro. 

Sean a y b cr1teros dl~tintos de rcro t;1]es qtte 

( a,b Entone-es [ '1,b] =a• b 

Directo de sustituir d = 1 

Enrontrar cí rn.r.111. e.Je 2784 y 4988 

En e] cjcT.1p] o 2 de 1 a sec,. tl'\Q. d, r;1] cu] amos . el 

rn.r.d. de ~stos n~meras 278-l, 4988.) 116 

Apl .i.rando el TeCJrerna tenemos que 

e 2784' 49:;3"] 2784 116_¡988 

-L/O -



por lo tanto e 2784, .¡988 J 119, 71 2 
EJERCICIOS 

Enrontrar el m.r.m. de l:1s sig11icntcs parejas 

1.7 

2.-

3--:-

4. :-

a 56 , b 72 

a 2184, b 1764 

a 1901, b 601 

Año Civil (del Calendario Maya) 

el afio rivil ronsta de 365 dias y se ruenta por meses 

y d~as de forrna similar al 11ucstr·o. Bástenos saber 

que el primer día de] a~o se Jla~a O Pop. 

Si un afio roiriride el O Pop ron el prln1cr día de] a~o 

sagrado 1 Ik. 

¿ Al rabo de ruántos anos volvc1~;1n a roinridir ? 

¿ Cu~ntos dias representa esto ? 

5--; Mientras Elena y Ton.y paseaban por e] parqué se cruza 

ron ron Ja bn..nda. 1:1unicipa], que ensay.aba un desfile. 

La banda pas6 clcsfi]anclo de r11~1lro c11 fondo, s¡1]vo u 7 

no de los músicos, el pobre Pánf"ilo que cerraba la 

marC"ha. El dirertor de la banda 0staba molesto. Para 

~nrajar al masiro en l.a forn1ar~6n, el dirertor mando 

formar en rolu1nna de a tres. Pero Pánfilo seguía es 7 
tando solo en la 'ltima fila. Inrluso cuando la banda 

<lesfi]a de dos en dos, Panfi]o sig~ue solo, de faroli 7 

1lo rojo. Aun.que no era asunto ~uyo, Elena se acercó 

al dirertor de la banda y ] e dijo: Cúr1ael os usted de 

cinco en for:do. El cli.rcrtor 1·cs1)011di6: jovc11rita, c 7 

so precisamente iba a orclenar- ahora. Cuando la banda 

formó de ciuro en fondo, t-odas ]as filas quedaron <"om 

pletas y Pánf.i]o quedó pcrfcctarnc·nte c~n<-uaclrado. 

¿Cuántos m1ísic-os componen.la ba11da? 

6. 7 Una tnesa de billar mide n.unid;1clcs en su lado n1cnor y 

m en el mayor. A partir de 11na csqt1i11a se lanza 11na 

bola formando un 5ngulo de 45º ron los lados, la que 

va rebotando en los lados de la mesa l1asta llegar por 

primera vez a otra esquina, donde se le detiene. 

Por ejemplo si n ; 6 

siguiente 

y m = 10 . 
\ 



FIN 

une ro 
a) Hacer '\rcr que la bo];i ]lega a pegar efe<"'tivamente 

en a]g~n mo1ncr1to en algt1na esc¡uina. 

b) Dar un prorcdimicnto para determinar (dados n y m) 

ru~ntas veres rl1ora Ja lJola ron Jos lados mayores de 

] a mesa y ru;Íntas con los lados menores y en que esqu.!_ 

na va a terminar. 

r) Desrribir Ja distriburi6n 0e los puntos sobre el: 

par~metr•o de ]a mesa donde rJ1ora Ja bola. 

d) ¿Qué puede dcri1•sc de Jos incisos n, by e en el r~ 

so tic que Jos Ja dos de Ja mesa sc.:1n iuC"onrnensurabl es? 

7. 7 Los <~nteros del 1 ::il 1000 .--.e esc.l'ibeu a Jo ]argo de u 

na rirrt1r1fcr·cr1ria. Er.:ipezando con el sciia] anros ] os 

n6rneros sallanclonos de 15 en 15, esto es, 1,16,31,46, •• 

Este proceso se continúa hasta que luego de tantas vuel 

tas ron10 sea nercsario se regrese a] l. 

¿Cuántos n~mRrns ~ue~nn sin scfialar? 

Se pregunta 

8. 7 La dueíia de una l1uert it'a de r•1an~,anos ] cYanta su cose-:-

cha y la 11.eva dircrtarncnte al merClldo. Lo único que 

se sabe por· e] ta1:taiío cstandar de la manzana y las C"a7 

jas donde l.ns c-o1or;1n <~s que son lll<~nor-cs de 500. En1 el 

pue~ to de] mercado la r_rya rrhant a las d isponc de 2 en 2 

pero 1 e sol>ra. 1, ¡->or ] o qtie cler i de poner] as en pi] as 

de 3,4,5 y 6 pero sicuj)rc le sobra !. Finalmcnt-e pru~ 

ba poner] as en mon~·ori·~s de 7 y no ] e so~:>ra nj nguna. 

¿Cuánt:ls manzanas tenía ? 

9. 7 Sean a, b y e enteros. Dcn1ostrar que 

!el la,b"] i;:.c.:a,cbJ 
10.- Sean a 1 , 

ntírncros: 

a..,, ••• , a enteros. Formc1nos la suresi6n de 
- n 

tª1•ª21= m2' [mz•ª3l 
Probar que e] número 

m3' • • ·' [mn-:--1 'ªn1 = mn 
m obtenido de este modo 

n \. 
el m • .-.m. de todos los n6rneros <lados. 

• t.¡ 2.-

será 



HUMEROS PRIMOS 

Al <!~t~ucU ar ] as propiedadt.;.S de 1 os •.:nt..cr·u::;,, 4ui~á e] hecho 

más notorio es que cxit"ioten númcroo, qu<~ pu<:den ser di\·ididos µor 

ot..1·uh números y otros que no, e~ dccit·, númerob que t..iencn divi7 

sores (positi\'os) distintos de el mismo y la unidad (los "núme:­

ros compuestos") y otros que solo tienen como divisor (positi,·o) 

distjnto de éJ a la unidad. Estos son Jos conocidos números E.!:i.:-
mos:. Todo número entero positivo él cxc<~pción U.el t-.i<:IH~ a] ll\C7 

nos doh <liv.iso1·cb positivos y pertenecen a la clase de Jos pri7 

mo& o bien a la d<: lo~ compuestos. hl número 1 solo Lienc. un di 7 

'\:isor po.siti\·o, precisamente cJ l. En este sentitlo cJ número 

en Ja bUCesión de 1 <>f:> números enteros posi t..i vob, í!b pa1·t..i cu] ar 

y no se consiclet·a ¡>rimo ni com¡>uesto. 

De importanci;i fundamenta] en Te.or·ÍH de números es Ja clase 

de ]Ob 11Ómcr·os primos. La importancia se debe aJ hecl10 de que 

cual quier .. .;ntero puede expre.sarsc como producto ~ números pri7 

~ (Teorema Fundamenta] de la Aritmética), cst..c re&u]t..ado ts 

intuiti\"arncnte muy e] aro ya que un n'Ú.111cro si no es primo, se pu!:_ 

de debcomponcr sucesi '\'llmcnt;c ha.sta que todos sus factores Jo 

.sean. 

DEF l NICION 1. Un ent<0ro p ¡. + 1 e» ] Jamado es l Jamado µrimo cuan:-

do tior1e como 6nicos cliviso1·cs a y P• 

Ejemplos de p1·imos son • • • 11, . 7, 5, 3, 2, 2, 3, 5, 7, 11 

N6t.cse que 2 y -2 bOn Jos unicos prin1ob, f>é:U't:b. Cualquier otro 

par· tiene adern"á.s de los <.livi:::;ore:::. triviales ¡1] 2 como diVÍbor. 

IJEF1NlCION 2. Un número entero m:f t.1 que no es primo es llamado 

c:ompuc.st.o. 

Ej<Hnplo» de núme1·os compue&t..o»: ••• -9, -8, -6, -4, O, 4, 6, 8 

f-.n Jos si guicnLen rcsul ta dos, por comodidad, se con.sicl<H'at·án 

solo lub factot•üh po&iLi'\'O.s y se enunciarán übot.os l'<~sult..ados pa­

r·a enteros po¿;..,i ti '\'O!->, aunque los mismos resultados se cumpl au P.!!, 

ra los enter'ob 11cgati\"os y las cle1nostracio11es sea11 (~quivalentes. 



El trabajar· con enLer·os positivos bin1plifica el J~11gL1ajc y Ja 11~ 

taci6n y ayuda a fijar mas 1as ideas y resultados. 

En 1·elaci6n a la divi~lbi]idad los prlmo~ Lieut~n p1·opi<:dade& 

simple&. 

l. El m.c.d. de un nlunero 

o bi~n 1>· Esto ~.s, (p,n) = 
primo p y un enter·o cualqud..era 

l o (p,n) p. Veawo&. 

n éS 

Como d:: (p,n) t~nt..onccs d}p y corno p e.s pt,imo sus (1nico:, <li\'i 

sores son p o 1. 

Ante~ de continuar cou ] a:::. proµiedadcbo <le 1 os p1· i mo& (~!:lll.iibJ é~ 

camos la &iguicnte: 

DEFINitlON 3. Uccimos qu<: a y b son p•·imos r.,l¡¡t..ivos 6i y bolo 

si (a,b) = 

2. Si el producto de vario& fact;oreb e.s divi.sibJc por p al uu.:­

nuH ur10 de los factoreb e& divisible por p, eb decir·, ~j 

pln 1 n 2 ••• nr entonces pln1 para alguna l=l, 2, ••• , r 

dcm.: 

Cada factor n. es 
l. 

primo t·e]ativo a ¡1 o t:& di\-ibihle por· ¡>. 

Si &u¡>onemos que Codos los factoreb fuesen ¡1r•imos r·c1acivos a 

p entonces por ser (n
1

,¡>) = l (prop. 3 secc. d.ivisibllldacl) 

{n1"2· • ·"r'p) =:. {n2 °3 • •• n,.,p) 

:::: ( n 3 11 4 • • • 111·' p) porque 

porque (n 1. 
1
,p) = 

es decir, 1Jegar!amo& a que 

(n1"2···nr,p)-=- lo que cont1·adice la hipÚt..e&ib. 

Por tanto ~ todo» los factores pueden ber pr·imos r.,!ativos a 

p, esto quiere deci 1· que cxi :sté al gun ni para .i : 1, :l,. • • , r t.aJ 

que pln1 • 

3. El divisor menor (distinto de la unidad) de un entero n > l, 
es un numero primo. 

<lem.: 

Sea q > l 

Entonces 

<d diviso•· menor de n>l. 

n = ulq. 
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1 
1 
1 
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1 
1 
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1 
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Sj ll ruoht: ( .. ompUehLO Lcndria Ull div it>U! .. 4.1 t..al que 1 < 4¡ ~ q. 

llacicudo q =.q
1
J, t..cncmo.s u= n

1
(q

1
J), Jo que 1Jc'\·a1·ia a que 

q 1 es divisor de 11 y es menor que q, lo cual coritra<licc la hip67 
tesi& de que q eti el menor divisor· de 11. 

Por lo tanto e¡ no pu&de ser compue:;;to y entoces 4 es primo. 

4. El divi.sor menor (distinto de ]d unidad) de 
,,. 

un numero com7 

puesto n (que seg6n la prop~edad anterior tiene que ser primo) 

no es 1nayor que n • 

dem.: 

Sea q>l el divisor menor de n>l, 

entonces 11 -;:::: ll 1 q 

por ser 4 el me11u1· divisor de n tcnemo& que 

q ~ "1 

en c11nbo~ multiplicando 

<12~ ~ nl q, 

es decir, q2 ~ n 

de donde q ~'l/ñ" 

lados por q obtenemos 

TEOREMA l. Todo entero n > 1 puede descomponerse en un producto 

de fact.or(!S primos y además d~! modo Único, si no se 

t icne <!n cuenta e 1 or<len de ] os factores. 

DEM: 

Sea n > 1. Si n e:;; prinio no hay nada que hacer, :su dcscomposi­

cj ()n es cJ núm.,:::r·u mi.bmo. 

Sl n .::b compuc::-.t.u, n t..ienc un dÍ.\·isor menor distinto "de l 

qu« es un primo. Llamé'mos1<> p
1 

11 donde n > n 1 > 

Si "1 es 

ll 

primo ya hemos acabado, la c.lcscomposicibn de n es 

= "1
11

1 
Si "1 

(~S compuest~o, este. tiene un diviESor Pz menor distinto 

de 1 que es p1· .imo, es de<.; ir, 

11 1== 11 2 11 2 
olJt'!ui~ndo que 

n=p 1 p 2 n 2 con n> 11 1 7 n 2 ?>-

biguiendo est•".! (>J~ocedimiento llegamos {en a lo más 

a la descom¡>osici6r1 de 11 

n pao,o&.) 
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n =P¡Pz· • •P1• 

Demo&t~rcmos ~tllc>t·a la ur1icidad ele la <lcscompobic:i6n. 

Supongamos que para n existe una segunda descompo.sición en 

factot·cs primos 

n-= q l q2 • • • qs 

entonces 

de donde 

4¡1P¡Pz••·Pr 
entonces q

1 
dividn a alguno de los factores pi. 

Supongamos, por ejemplo, que 

q 11p1 
{el orden de la numeración de lo.s factores es arbitrario) 

entonces ~omo P¡ sÓle es divisible por 1 y P¡ tenemos que 

ql: P¡ 
Simplificando ambos t¡rminos de la igualdad se tiene que 

PzP3· ··P,.= qzq3•. •'Is 

Repitiendo el razonamiento anterior para esta nueva igualdad 

obtenemos que 

p p - q q pues Pz = q 2 . 3' • • r:- 3•• • s 
Continuamos as1 hasta que en un lado de la igualdad se simpl! 

f 1 que u todos J Q.'j f"actores ;'J suponganto.s que es en el primero, en­

tonces quedaría 

!-=: qr+1 4 r+2"" ·<I,. 
lo cual es una contradiccio11 ya que 

qr+l' qr+ 2 ' ••• , q 5 so11. mayor·es que 1 s~endo Jmpob~­

b]e que bU producto sea igual a l. 

Poi."' 1 o tanto la segunda Óebcompobiciou en f'actores pt"'imob Cb 

id~ntica a la primera. 

Por cicr•to, aquí' hay una de J ab razones por las cual es ~ 

cun\·icnc que &ca primo: la descompo.siciÓn en primos no será u-

ni ca { 1 e agregamos unos) • 

E11 la d~sc:o1nposici~11 del n6mcro n en factores pri1no& algunos 

de ellos pueden repetirse. Si designamos con las letras p 1 , Pz• 

••• , pk los primos distintos de dicha descomposicion y con o<.1 , 

~Z' ••• , ~k las vecu.s que aparecen obtenemos la llamada dcscompo-
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si ci Ón canÓni en el"~ 1 uÚm<H'O n: 

Ejcmploo;: 

180 = 2~3~5 
3087:: 3~7 3 

15=3'5 

1575-=3~5~7 
Se han visto algunos r·esultados tc6ricos sobre los nGmeros 

primos. Ahora entremos a otro tipo de problemas. 

Se mcnc~onaron como ejemplos de primos a 

2, 3, 5, 7, 11, 

¿Qu~ otros primos conoc:emos? 

-13, 17, 19, 23, 29, 3 1' 37, ... , 91,93, 97, 
al ir t'<.:<:ord;tndo nÚm<!ros prl mob nos pl auteamos dos preguntas: 

¿Como encontrar los nt'.Ímeros primos? 

¿Como saber sj un número dado es primo o no? por ejemplo 

217 ¿es primo? o 6728042130721 ¿es primo? 

Exi st<, un rnt;toclo muy antiguo para encontrar primos conocido 

la Criba de brat(),stenes. Para formar Ja tabla de 
, 

como numeras 

primos menores o iguale& a un numero dado N, digamos,, por ejemplo 

N<=lOO, "'1 m1::todo consiste en ]o H i gu i 1>:; nt~-P.: : 

1:.scribinto!:, los número~ del al 100 en la sig·uiente forma: 

"' 3 .:r: 5 p~ 1 ~ X ~ l l ~ 13 N 
J>( ~ 17 ~ 19 ~~ X ~· :Z.3 N ~'5.. ~ 'µ{ 
i'8,, 2.9 ~ 31 X N'. ;}{ ~ ~ 37 ~ :w. ~ 
41 N 43 f4_ ~ ~ 47 ~ ~ ~ ;rl ~ S3 
?~ ~·~ ~ )'{ ~ 59 ~ 61 ~ )>-~ ~ 9'{ ~ 
67 ~~ ~~ tQ_ 71. 74 73 N_ t>!5. ~ PI. 7YS, 79 
?<i ~-( ~ 83 M ~ ~ fkf. ~ 89 9~ 9'( ~ 
t¡<( N ~ ')<í. 97 ~ ~ l~ 

'l'AULA 

1:.1 primer nÚmer·o pr·imo es el 2. Tachamos de la tabla todos 

108 mCiJtiplos. de 2, a excepci6u d<>l 2 mismo. 

El siguiente uGmero no tachado que sucede al Z es el 3; tach~ 
mos de la tabla Lodos los nGmeros que son m~ltiplos del 3, a ex-
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cepciÓn <h~] 3 mismo. 

El ¡n· i rtl•!I' número no tachado qUf"! 5i guc al 3 es el 5 seguí-

1nos el pro<;c(limier1to dc5crito. Nótese que los ~ 

n~mcrosque r1ecesa-

1·iamer1te var1 quccla!1clo bin tacl1ar son p1·ccisa1ner1Le los primos. 

Adcm&s ol>rservemos que pa1·a ericontrar todos ]os prirn<>S que l1ay 

entre y 100 basta con tachar los múltiplos de Jos primos meno­

res que 100 ( rccorda1· prop. 4), porque cualquier número no ta­

chado 1n 0 ~ 100 es J>rimo, ya que si fuera con1puesto ten<lr·fa u11 fa~ 

tor primo menor o igual a \liÜ0 ~\ITOO y como tachamos toe.Jos los mÚl_ 

tipl os tlc Jos primo& menores o igual es que \[100 entonces m 0 e.sta 

tachado. Por la misma razón (pro p. 4), en la Criba de eratóste­

nes, al comenzar a tachar los m6ltiplos de un nGmero prin10 p hay 

que empezar a tachar desdo p
2 

Con el ~¡todo de la Criba do Erat6stoncs podemos conocer to­

dos Jos primos menores o iguales a N para cierta N dada. También 

no& sirve pa1·a saber si un 11~mero es primo o no, ~~empre y cuan­

do este número no se.a demasiado grande, por ejemplo, para saber 

si 

217 es primo o no 

bastar!a con aplicar el m6todo de la tabla formada por los n6me­

ros del 1 al :.! 17 y checar si quedó tachado o no e] nú"mero 21 7. 

En r·~a]i<lad no ~s necesario ltitccr tocio est~ pr·occdimiento, da 

<lo que sólo interesa saber sobre el 217; apliquemos las observa­

ciones que hemos hecho al m¿;todo de Ja Criba. 

217<.225:15 2 

(elegimo& 225 po1·quP. es un cuadrado perfect.o y facilita ~l cale!! 

Jo, en realidad ne<:e&itantos solo 217). 

Ue modo que por fuerza si 217 no es primo debo tener un fac­

tor primo m"nOV°que Vi52':15, es decir, si. 217 no e& primo algún 

n6n1cro primo de Jos &iguicntes Len<lrÍa que ser u11 divisor de.~1: 

2, 3, 5, 7, 11, 13. Ent.onces basta checar si alguno d<, estos 6 

n6meros es divi&or de 217. 

Como 71217 <:nt.onceh 217 no es primo. 

(Nótese qu" c»tc ""' el co11t.cni<lo d<: la propiedad 4. Esta propie­

dad .-;:=, también, en cierLa forma, la esencia de ]a Cr·iba de Era­

tóst.cne"'). 

Pero ¿qu<! pasa cuando eJ numct·o que c¡uercmo~ saber si es pr.i -
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mo o 110 có muy grande? poi· eJ<;mpJ o, bi <! J uúm~·!ru mene i onado ante 

riorment..c ú7280421310721, que tjc1H: 14 dfgi.t.os, es primo. Teor.i­

carnentc biguiendo 4;) mi:,mo proccc..limiento descrito art•iba podr!a 

mos, de&(>U~& de n1ut:l1Íslmas cuenta&, saber si es pt·imo o 110. Se 

nota qu<:: este camino tiene su:; J.imitaciones. BUt!llO, el número de 

los 14 dígitos si es primo. En realidad no se ha dci;cubiert~, un 

mctodo general para deterffiinar si un número es o no primo, para 

r1~1ne1·os corno ~J de arriba, a menos que tenga uraa forma especial, 

puede rcquer·lrsc muclto t1·abajo para resolverlo. 

Podemo& decir algunas cosas 1n~s &obre esto de saber si 

mero es primo o no. 

, 
un nu-

Sabemos que si un n6mero es divisible er1tre 5 termina en O o 

en 5. 

Y si es_ di,·i.sib.Je entre 2 termina en O, 2, 4, 6 u 8. 

Esto nos lleva a lo sigu~ente: un nGmcro 1>ara ser pri1no r1ece 

sita te1·minar en 1, 3, 7 o 9 (cxl'epto loi; primos 2 y 5). Ojo: es 

't.o no quiere dec.;ir· que si termina en 1, 3, 7 o 9 ya e& primo. 

Contraejemplo,-,: 

21 = 3'7 

39 = 3'i 3 
27 = 3 3 

3 3 ::. .J-1 1 

Lo que <¡uiere deci1· e"' que i;i es p1·imo (y no Cb eJ 2 ni el 5) 

cntoncet; termina en 1 J 3, 7 o 9, 

(Es i mpo1·t;.ant;.e t:ene1· prcb<~nt.c.H ] as 1·c~l as para lo& di vi oib] c.s en 

tre 3, 4, 6, 7, 8, cte.) 

Para i1· conociendo c5mo estan dist~ribuitlos lot:0 primos entre 

los 11atut·aJcs co11Lestc111oh Jo sigu~erlte: 

¿Podcn1os dar· dos n~meros consecutivos que no seilrl prin10&? 

hs flÍciJ, 8 y·9 • 

.;Tres consecuti\·os que no sean primos? 14, 15 y 16. 

¿Cinco c.;on.sc<;ut. i vos que no sean pr·imo.s? Rcc;urr icndo a 1 a tabla 

'!S fac.;i] <;xhibir cinco 

62, 63,. 64, 65 y 66. 

¿ llabra \'<!i nt.<; consccut.i vos no pr·imos? A qui e] problema no es 

t.:.an í'iÍciJ de co11te.&t.a1·, t.endrfamo8 que tener tablas mas grandes 

e.Je primos. Para rcspoudcr1 nos s<:r\·ir·á c;onoccr los siguientes da-
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t.o~ bobt'f; }¿1 l°l'•.':':U<;ncia <le ap.at·iciÓn <l<; Jo:s nÚmcros p1·imos. 

Cada c:c-;nt~enn del aJ 1000 contiene 1·c:<::>pect .. ivament..(! 

25, 21 

números primo& .. 

16, 16, 17, 14, 16, 14, 15, 14 

Cada centena del 1 000 000 al 1 001 000 1 a correspondiente 

frecuencia es 

6, 10, 8, 8, 7, 7, 10, 5, 6, 8 
y de 10 000 000 a 10 001 000 

2, 6, 6, 

y de 10 12 a 10 12 + 

6, 5, 
1 000 

4, 7, 1 o, 9' 

4, 6, 2, 4, 2, 4, 3, 5, 1, 6 

6 

Regresando a la pi·cgunta de sL habr~ ,·ei11tc cons~cutivos no 

primos, scg~11 Jos datos ar·riba mcr1cio11ado& cr1tr·e el n~n1cro 

1 O 000 0.00 y el 1 O 000 100 hay sÓl o dos n(unero primos, esto qui~ 

re decir que ent..re t?:.Sos nÚmcroS podemo:=.. elegir lo& 20 consecuti­

,.os .!!.2 pr irnos. 

¿Podrían hauer 1 000 o 100 000 consecutivos no primos? 

Se nota que el mctodo usado anterior·mente de recordar numeras 

o recurrir a tab]a.s o dato& ya no funciona para e~tos numeros 

tan grandes. 

La r·e~pucsta es ClUC s! podcn1os e11contra1· e&os consecut~vos no 

primo&, es más, uno puede .,::ncontr·ar· primos con.secuti\'OS cuya di2_ 

tancia ent.re si bea t'~an grande como. uno quiera. En otrab pala 

bras, exi~t<;n sucesiones arbitrariamente largas de 
, 

numcros com 

puestos. Par·a probar esto basta con darnos cuenta que los n-1 n6 
meros 

entonces 

n!+Z, n!+3, n!+4, ••• , n!+n son compucbtO& ya que como 

11! .:= 1• 2 ·3·4·. ·· ·n 

2ln!+2, 3ln!+3, 4ln!+4, nln!+n 

Asi que si qu~remos 1000 consecuti\·os no primos, los nÚme1·os 

que sirven &on 

1001!+2, 1001!+3, 1001!+4, ... , 1001!+1001 

Este hecho muestra la gran irregularidad en la frecuencia de 

Job pr·imos. 

Ahora t->4'": ocu1·1·e µrcguntar: 

¿ Cu!iut:.o::, pr· imo~ hay CI\ l O.S natura] C.b? 

-so-



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

¿No ocurr·i1·~ qu~: lus pr·l111ub e111piu¿ar1 a o~paciar~~= tilttLu que a 

part.i r de un cicrt..o nÚnH.!rO ya no hay primos? 

Puco resulta que no, que hay una infinidad <.le pr.imob. La dc­

mo::;tracion de <H.-te resultado se conoce desd(! E.uclitlcs. 

'l'EUREMI\ 2. Hay una infinidad de primos en los naturales. 

DEM: 

Supongamos que 11ay ur1 
, 

numero 

l.ndiqucmo& dichos nÚmeroE> poi· 

P1' P2' ••• , Pn 

fl11ito de primos. 

Vamo.s a ver que esta .suposición nos 1 ]e\'a a una contradicción. 

Co11st1·uyamos el r1~mero 

-p=p
1

p
2 
••• p

11
+1 

Es claro que P=/=Pi para cada l=l, 2, ••• , n. 

Sabemos que el divisor menor distinto de 1 de p eE> un primo 

(prop. 3), entonces alg~n pi tiene que dividir a p lo cual es 

falso ya que al dividir cada pi entre p siempre queda l como. re­

siduo. 

Esto <1uicrc decir· que o 

p <:8 pt·imo o 

el primo quo divide a p ~b> uno tlist.into <le 

Por 1 o t:.ant.o no hay 

finito&. 

,, 
un numero finit.o <le primos. Estos son in-

De l1ecl10 Cbta dcmost1·ací.~n no~ tia u11 1n~todo µara encor1trar pri­

mos. Cualcsltuic~·a qltc &ca11 los 11~mcr~pr•imob di&tinto& 1> 1 , p 2 , 

••• , p 0 obLc11cmo& otro pri1no 1\uevo ttuc Cti o bicr1 

p::. p 1 p 2 ••• p
11

+1 o el diviso1~ menor del mioma p. 

Se i l u:;t.1~a la construcción dü pr- i mo:s por e] metodo 11 amado 

de l:.uclides con lo» siguicnLes ejemplos: 

2•3 + 1=7 

2•3·5 + 1::31 

2•3•5•7 + 1-=211 

primo 

primo 

pt·imo 

2 • 3 • 5 • 7 • 11 + l -::. 2 311 pr i mu 
f .... ··~. 

z. 3 • 5 • 7 • l l • l 3 + l -::: 3 o o 3 l ~ i.?..?.i· 5 o 9 
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llcmu&. 

2. 3. 5. 7. 11 • l 3 d 7 + l = 51 o 5 11=!fil·97. 2 77 

2·3·5·7•11·13•17·1') + 1:.9 699 691=:'.°~fij/.27 953 

vibt.o que hay una infinidad de pr·imos en la succ.slóu 

de número& naturales. 

Otro 1·<!~uJ t... a do i mpor·taute .sobr·e 1 a di ~tri buci ón de 111· imos es 

que también hay una infinidad de prilllo~ en la oucc.siÓn de nÚme-

ros 

3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 

es decir, en Ja .sucesión 4n-1 con n: 1, 2, 3, 

Par·a demostrar esto, .sÓJo hay que hacer una generalización 

de Ja c..lcmo~tr·aciÓn hecha para e] teorema 2. 

Supongamos que existe un número [j nito de pr·imos en Ja .suce-

si~n 3, 7, 11, 15, 19, • , 4n 1, ••• Sean e:::,.to.s primos 

••• pk P1, Pz' 
--Con.str·u:l mos el nG.mero N::. 4p 

1 
p 2 ••• pk-1 :: 4p-1. 

Er1tor1ccs, o bien N es pri.mo o puede bCI, dcsco1npuesto en fact2 

r·cs primo&, 11inguno de 10& cuales ¡>uede bet· p 1 , p 2 , ••• , pk pue~ 

to que N no <.:s divisible por pi para i 1' 2' ••• ' k. 

Ob&ervernos que Lodo prin10 mayor· que 2 es ~tnpar• y por lo ~a11to 

berir ele Ja forma 4n+l o 4n-l (ya que Jos números ele la sucesión 

son o bien do Ja forma 4n-1, 411, 4n+l o 4n+2, y 4n y 4n+2 son 

pares) 

Ot:.ra co:-,a a obser\'ar C5 que e.I producto de dos nÓ.rnero.o de ] a 

forma 411+ l es tambié'"n <le c:::.t..a forma ya que 

(41 +l) (4m+l)-= 414m + 41 + 4m + 

::=4(4lm + J + m) + 

Entonces según estas obsc"r·~·acionc~, no puede ocurrir que Lo-

do,, Jos factores de N seart de la Eor·1na 4n+l ya que N tendría 

que her c.I<: esa misma forrna, luego, N tiene aJ menos un factor 

primo p de Ja f'"orma 4n-1. Pero cst.c pt"imo no J>U(!Üe .ser cualquie­

ra de los pi's ciado que eJJos no dividen a N; entonces pes un 

nue\'o pr.imo e.le ]a bucesiÓn 3, 7, 11, 15, 

C(Jll lt>s misn1os argumc11tos ¡Juede 1>r·oba1·sc (¡ue la succs16n a1·i~ 

rnét..Jc:a de: t.érmino general 611-l, es <lec ir, 

5, 11, 17, 23, 29, 35, 
o Ja 611+5 o Ja 4n+3 contienen una infinidad ele primob. 

En g:encraJ una bucesiÓn aritmética consibte de térmlnob 
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au -+- b 11 l .1 2, 3, 

dond<: a y b ~011 núm,::ros f'.i ju:-i.. 

Si a y b t...jcu4;U como m.c.cf. a U, todo núme1·0. de Ja 5uccsiún 

<!S di vi ::ti ble poi· d, 'f;ntoncc.s no con t.. i en<~ ni gÚn primo di cha su ce -
. , 

sion .. 

Pe1·0 b.i supon<;mo.s que a y b son primos relativob, :::.e puede 

proba1· que la &uccsión contiene un núme1·0 infinito de primos. 

Este rebultaclu es co11ocido <:on10 el Teorema de Lcjcune-Dirich­

J et.. No har·cmof; 1 a dc.mostrac.i Ón de es t.. e teorema. (la demostra 

ci ()n rc<¡ui ere de hcrramien~a matcmá'tica complicada y r·e.sultadob 

de otr·os c¿1m¡>os). 

Uno de Job problemas que ha interesado a ]08 mat.emátjcos c.s. 

eJ ele en<-ontrar· i"Ó1·muJas que den primos (aunque no <len todo&). 

Esto ha '"1nt.crc&;ido poquc como se ha menciona<.lo u.h. difícil dcter-
. . ,,,. . 

m.tnar &1 un uumero Ob JH·.1mo. 

Fcrmat;. todos los 
, 

numeros ele Ja 1orma 

2" 
F(n):=2 +l 

bOll primo~. 

A J oh- nÚmf"!ro.s de e&ta forma se J e.s J Jamó nÚnte.ro.s de Fermat 

para n :.O, 1, 2, 3, 4 S"! obt.iene que 

F(O) 

F( l) 

F(2) 

F(3)=2
8 + 

F(4)-= 2 16 

:. 3 

5 

1 7 

-= 257 

i-=- <is 537 

F(u) es primo 

pero po5t.(~r ior·mr.:nt.e EuJ cr ol>tuvo una descompcn;iciÓn de 

F(S) = 2 32 + l = 641•6700417, es decir, EuJer <lemo&trÓ que para 

n ::.. 5, ] a fÓ1·111u Ja propucst.a por F'ermat. no da un primo. Ya bC ha 

probado CJU<r! otros 11Úmc1·0& de Fcrmat; bOn com¡nucbtos. Más aún, .a 

J .a f<f!Ch.a no ~e ha pr•oU.ado que &ea ¡>1·irno ninguno de Jos 11l101eros 

F(n) para u >4· 

l':u1cr dcsar1·0JJ0 ot.1·a fÓrmuJil para encont.rar J>t•lmobi 

1"(11) = 11
2 

+ ll + 41 
c.st.a fÓrmuJ et no ~úJ o da primo.s, pero para n t.lesde O habta 40, 
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f{n) e& primo. Sin <!mbargu paran =41, 

f(41)= 41
2 

+ 41 + 41:::41(41 + 

que es C<>mr>u~sLo. 

Lo mismo ocur1'e 1>ar~1 Ja f61·mu]a 

f(n) = n 2 
79n + 1601 

+ ll=41·43 

que da 80 primos con Jos naturales desde O hasta 79. 

Y para 

f(n): n 2 ~ 81n + 1681 

obtenemos una buena cantidad de primo,;, pe1·0 tambien falla. 

De hecho Jo que se puede deostrar csque ningún polinomio ~ n 

con cueficier1tes enteros to1na solamente vaJorcb primos. 

En Jos GJti1uos resultados de Jos p1·i1110&, 11otamos que estos nG 

mci·os ~e van espacia11do en la buccsi6n de naturales, c¡uc podemos 

encontrar l1uecos tan grandes como se qule1·a de r1Grncrob consccuti 

vos c:om¡Juestos; que no se ha encontrado lta&ta Ja fecha f6rmuJa 

algebraica que d~ todos Jos primos, 11i siquiera r61·1nulas que den 

soJo primos. hsto no& podría llevar a ~u1>011er que defl11itivamen­

te no hay "ley qui'? gobierne" a Jos µrimos. Sin embargo estudian­

do Ja discribucióu media de Jos números primos dada por la razón 

A(n) 
n 

donde A(n) os nl numnro de primos que hay entre 1 y n (por ejem 

pl o A ( 1 ) = O, A ( 2) = 1 , A ( 3) = 2, A ( 4) ~ 2, ••• , A ( 19) -=:. 8, ••• , 

A( 1000)::. 168, ••• ) Gauss descubrió una ley que rige el comport.a­

micnt.o de dicho cociente y conjeturó que dicha razón es "asintÓ-

Licamcnt..e igual 11 a , (donde log n es e] Jogaritmo nat..ural 
log n 

de ~1 es decir, que :--,i tomamos una succ&iÓn crccient:.e de \·a)ur·e.s 

de n~ 

lim A(n) n _ 
1 

n~oo 1 1 og n -

Est:.a conjetura logra describir mcdiaut..c Ja fuuciÓu ]ogaritmv 

]a dlst:.ribuci<)n de Jos pr.imo.s. Se ncccsit.Ú, cien aiios antes d~~ 

que el anáJi.sis &e debar·rolla1·a lo suficiente para poder dar·iuna 

demo&traciÓn rlc c.st:.c teorema conocido como Teorema ~ lo.b NÚmc 

rn.s Primos. 
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EJERCICIOS 

t. Exprese los siguientes números en su <lesromposirión ranóni~ 

ra: 

i) 100 i i) 1 300 iii) 1986 

2. Euruent-re lafact-01 .. ización en primos de Jos números: 

i) 2468 ii) 262144 iii) 99999 iv) 100001 

3. }1crset1ne dctcr1nin6 la 

51 001 180 160. Enruentre Jos fartores primos de este n~mero. 

4. Use el teorema fundnmenta1 de la ~ritm&tira para determinar 

1as raÍC"es cuadradas de los s.i~uicnt-cs ntímcros con tres dcrima7 

les de aproxlmar~6n: 

i) 392 ii) 5780 

5. Sea m un entero positivo ruya Fartorjzaci6n c11 primos es 

i ; 1, 2, ... , n) 

i) Demostrar que tocio divisor (positivo) de m es de la forma 

P/''Pf.,_·· •P!"' 
ii) Demostrar que el n~mero dedivisores (positivos) de m es 

( o(t + 1 ) < t<.z + 1 ) (O( n + 1) • 

6. Enrontrar .un número ron 

i) IJ divisores (positivos) 

ii) 12 divisores (positivos) 

7. Encontrar el ~ entcI-o positivo con 

i) 14 divisores (positivos) 

ii) 12 divisores (positivos) 

8. Sean a y b enteros positivos ruya fartorizari6n en primos es 

- ()(, &<z a - P1 Pz ••• 

Demostrar que 

(a,b) p)"• pt ... 
1 2 

rf!_ .. 
n 

ó. cS .. 
P¡ Pz • • • 

p~" donde 
n 

pÓ" cloncle 
n 

ri ; min {di' i9i1 
ói-: max l.,;(_i, 13i) 

. 
\. 

-55-



9. Utilizando el teorema fundamental de la aritm6tica demuestre 

que (a,b)(a,b] ab dond~ a y b son enteros positivos. 

10. i) Pru6bese-~ue el producto de n~meros naturales de la for 7 

ma 3k + 1 es un n~m<!ro <¡t1c es ele nuevo de esa m~sma forma. 

ii) Utilizando i) demostrar que hay una infinidad de primos 

de la forma Jk + 2. En otr~pnlabras, se trata de demostrar que 

la sucesión 2, 5, 8, 11, 14, 17, 

primos. 

11. ¿Por qu6 sucede que 

7•15873 111 111 

14·15873 222 2Z2 

21•15873 333 333 

28·15873 444 444 

? 
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CONGRUENCIAS 

Normalmente nunca oye uno decir a alguien "son las 33-

horas del lunes", incluso no es usual que al preguntar al-­

guíen la hora se le conteste "son las 15 horas. 

Sin embargo, si yo dijera "son las 33 horas del lunes" 

casi todos sabrlan de inmediato que son las 9 de la mañana­

del martes, pordrí~ a partir del lunes y pasado unos dlas -

insistir en que "son las 107 horas del lunes. Más adelante 

en que son las 323 horas del lunes" y seguramente conforme 

pasara e1 tiempo y continuara con mi empecinamiento, ya na­

die me preguntará la hora. Pero aquellos inocentes que se -

toparon conmigo a las 107 o a las 323 horas del lunes, ha-­

ciendo cuentas, llegarán a la conclusión de que son las 11 

de la mañana del viernes siguiente a ese lunes y las 11 de­

la mañana del segundo domingo despu~s de ese lunes lCuáles 

fueron las operaciones que estas personas utilizaron ?. 

Como el d1a tiene 24 horas, dividieron 107 y 323 entre 

24 para saber cuántas veces "cabe 24" y como no les- intesa'­

ba el día puesto que lo conocían se fijaron en lo que sobró 

es decir, en e1 residuo de la división que en Rmbos casos r~ 

sultó ser 11. Por tanto la hora era 11 de la mañana. 

Haciendo a un lado los d1as, las horas y mis empecina­

mientos, lo que podemos observar es que los números 107 y 

323 dejan el mismo residuo, el 11, al dividirlos ente 24¡ y 

que las horas del día se miden, no tanto acumulándolas, si­

. no "vo1viendoa empezarº con el 1, 2, 3, etc. cada que alca.!!. 

zamos un múltiplo de 24, es decir, se mide con los residuos 

que dejan los números al dividirse entre 24. 

Pensando en estos residuos y hablando en t&rminos in-­

formales, podemos decir que 11, 107 y 323 representan "lo -

mismo'' para el n~rnero 24, o dicho dz otra forma, si nuestra 

"unidad de medida" es el 24, a los números 11, 107 y 323 

les sobra lo mismo al "medirlos" c6n el 24. Cuando esto s~ 

cede se dice que los números 11, 107 y ~23 son "congruentes 

para el 24 y a la "unidad de medida" se ·1e llama módulo. Se 
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dice entonces que 11, 107 y 323 son ''congruentes módulo 24". 

En este nuevo lenguaje lqué otros números son congurentes 

con 11, 107 y 323 módulo 24?. Todos aquellos que al dividirlo 

entre 24 dejen residuo 11. A saber: 

-51, -37, -13, 11, 35, 59, 83, 323, 

Si en lugar de 11 tomamos el 3, los números congruentes 

con 3 módulo 24 son: 

-21, 3, 27, 51, 75, •.. 

Para expresar que ci~rto n6mero entero a es congruente con 

algún otro entero b módulo 24, se escribe 

módulo 24 

y se lee "a es congruente con b módulo 24". 

Así por ejemplo.;. 

11 - 107 mod 24 

3 ;;; 27 mod 24 

y también, como puede comprobarse fácilmente: 
2 26 mod 24 

5 ; 125 rnod 24 

7 - 31 mod 24 

Otra situación en la que en el fondo medimos el tiempo ·con 

congruencias son los dlas del afio. El m6du1o en este caso es, 

obviamente 365 (los a~os bisiestos los excllmos por ahora). 

Si tomamos como punto de partida el lH de enero de 1985 y le­

llamamos el "día li;21', entonces el "día 369" es el 4 de enero -

de 1986 (369 deja residuo 4 al dividirlo entre 365). El 4 de­

enero de 1987 viene a ser el "día 734" (o lo que es lo mismo 

734 deja también residuo 4 al dividirlo entre 365). Usando la 

notaci6n de congruencia, ·tene~os: 

369 734 módulo 365 

Y el 4 de enero de 1984, lqué "día" es? Admitiendo días con 

número negativo recordando el punto de partida-viene a ser 

el "día - 361". Es decir: 

-361 5 4 mod 365 
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Con base en los días de la semana se podrían desarrollar 

ejemplos de n6meros congruentes m6du1o 7 (lo dejamos al lector) 

Hay otras situaciones donde aparecen congruencias de una u otra 

manera. 

La idea de manejar los residuos en lugar de los n6meros (da­

do cierto entero como m6dulo, claro está) fué introducido por --­

Gauss, y desde entonces ha sido de la máxima importancia en la 

Teoría de 1os N6meros.Las congruencias o ''aritm~tica residual'' 

como suele llamarse a esto de manejar los residuos- abren un pa-

norama nuevo en la Teoría de n6meros y aunque en este trabajo has 

limitaremos a exponer una breve introcci6n al tema, esperamos 

mostrar algo de este panorama nuevo. 

El hecho básico en el cual descansan las congruencias es en­

el Algoritmo de la Divisi6n. En efecto, supongamos que hemos ese~ 

gido como m6du1o a cierto entero m ;;-- O. Dado cualquier entero a,­

e1 a1goritmo de la división nos asegura la existencia de un Único 

resid6o r tal que 

a = mq + r donde o= r..: m 

la escencia de las congruencias con-siste en "identificarº 

a 

rán 
con r. A partir de ahí. las operaciones con a se traduci~-

e11 operac~ones con el residuo r. 

Pasemos a precisar esto. 

DEFINICION l. Decimos que dos entero a y b son congruentes J!!..Q.­

dulo m para m :>O si ambos dejan el mismo residuo 

al dividirlos entre m. 

Como ya dijimos, la notaci6n usual (introducida por Gauss) 

para expresar que a es cong:uente con b módulo m es la siguie~ 

te: a = b mod m 

Simbolicamente la definici6n 

a b mod m si y solo 

con O ~r<- m y k y 1 enteros. 

anterior la expresamos como 

si a = km + r y b = lm + r 

Si escribimos el residuo r como r\.= b - lm y lo sustitui­

mos en la igualdad a = km + r obtenemos a = km + b - lm, es d~ 
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cir, a = (k - l)m + b. Así otra manera equivalente de definir 

la congruencia de a y b-módulo mes la siguiente: 

DEFINICION 2. a b rnod m si y sólo si alg6n t entero tal que 

a mt + b 

(n~tese que la expresión a = mt + b no necesariamente es el resi­

d6o del Algoritmo de la división). 

Reescribiendo a = mt + b como a - b = mt resulta mla - b -­

entonces, de manera equivalente podemos d3r otra definición. Es­

ta fué dada por Gauss. 

DEFINICION 3. a: b mod m si y sólo si m Ja - b 

Probemos ahora la equivalencia entre estas tres definiciones 

TEOREMA l. 

DEM: 

Las definiciones 2 y 3 de congruencias 

son equivalentes. 

P.D. Def. 1 ~ Def·; 2 

Por la def. 1' a - b mod m implica que a = km + r y 

b = lm + r donde 0-:!o.r<.m 

despejando r obtenemos 

y k y 1 

r b 

enteros. Entonces, 

lm, de donde 

a = km + b 

Por lo tanto 

lm. Agrupando 

a = mt + b 

tenemos a = (k - l)m + b. 

donde t es un entero. 

P.D. Def. 2 9 Def. 3 

Por la def. 2, a=. b mod m implica a = mt + b con 

decir, mla-b. t entero. Entonces a - b == mt, es 

P.D. Def. 3 ~ Def. 

Por la def. 3, a== b mod m implica que a - b = mt 

con t entero, es decir, 

entre m obtenemos b 

tonces a = mt + mq 1 + r 

a = m(t + q 1 ) + r con 

a = mt + b. Dividiendo b 

con O '!!o. r<. m. En-

y agrupando obtenemos que 

0-,:r<m. Por lo tanto ay.b 

dejan el mismo residuo al ser dividido~ entre m. 

La notación : se basa en el hech? de que la congruencia re~ 

pecto a un módulo fijo tiene varias d& las_propiedades de la 
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igualdad. 

PROPIEDADES DE LAS CONGRUENCIAS 

Sea m un natural y sean a, b, c y d números enteros. 

1) a - a mod m 

2) Si a - b mod m 1 ~ntonces_b ~ a mod m 

3) Si a = b mod .m Y. b s c mod m~entonces a - c mod m 

Demostración de las propiedades anteriores. 

1) a= a mod m 

La demostración es directa de la definición de congruencia, 

ya que como son el mismo número al dividirlos entre m dejan el,. 

mismo residuo. 

2) Si a = b mod m entonces b _ a mod m 

DEM: 

Como a = b mod m,entonces a 

donde b = a - mt es decir b 

y por lo tanto b ~ a mod m. 

mt + b,con t entero.de -

m(-t) + a con -t entero 

3) Si a = b mod m y b s c mod m entonces a _ c mod m 

DU. 
Como a = b mod m y b ; c mod m entonces a = mt + b y -­

b = mt 1 + c con t, t 1 enteros,de donde a = mt + (mt 1 +c) 

es deci~ a = m(t + t 1 ) + c 1 t + t 1 entero. 

Por lo tanto a = c mod m 

Estas tres propiedades hacen de la relación de "ser congru­

entes'' m6du1o m, una relaci6n de equivalencia en el conjunto de -

los enteros. Las correspondientes clases de equivalencia se com-

prenden fácilmente como sigue: Tomemos 0 tra vez el modulo 24. a-

da entero 

3, ...• 23. 

a es congruente con sólo unO de los números O, 1, 2, 

Los multiplos de 24 son todos congruentes con cero y con­

gruentes entre si, por la propiedad 3). El conjunto de estos múl­

tiplos son la clase de equivalencia del. cero. 
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Los q~e dejan residuo 1 vienen .a ser la clase de equivalen 

cia del l; los múltiplos li~tados en la pag. son la clase de 

equivalencias del 11, etc ••• 

Como se puede apreciar, hay 24 clase de equivalencias dis­

tintas ( módulo 24, naturalmente). 

Ea~b 6bede¿~ a que c¿dA enteró a lo hemos identificado con 

su residuo al dividirlo entre 24 y el residuo es necesariamente 

un número entre O y 23 (en- otras palabras hemos "clasificado"a 

los enteros según el residuo que dejan). 

En general, para elmódulo m > O cada entero a es de la 

forma a = mq + r con o~r<m (jj:) por cor.siguiente, los 111 nú- </--

meros O, 1, 2, m - 1 son todos los posibles residúos al d~ 

vidir entre m .. ~Cada entero es congruente con 11no y sólo uno de­

estos m residÚose 

Los múltiplos de m son congruentes con cero; esta es la -­

clase de equivalencia del O. La clase de equivalencia de r, con 

o~r.c..m 1, son todos los enteros de la forma (jl:). En virtud 

de todo esto, a los números O, 1, 2, m - 2, m - 1 se les -

llama un sistema completo de residuos módulo m. 

Regresando a las propiedades de las congruencias respecto­

del mismo mod, es fácil verificar que estas puede~sumarse, res­

tarse y multiplicarse. 

OTRAS PROPIEDADES DE LAS CONGRUENCIAS 

Si a ?- b mod m y c ;a d mod m entonces 

4) a + c = b + d mod m 

5) a c ;;:¡ b d mod m 

6) ac =. bd mod m 
n 7) Si a '== b mod m entonces a = bn mod m para toda n natural 

8) Si a = b mod m entonces ca = cb mod m para todo c entero 

DEMOSTRACION DE LAS PROPIEDADES ANTERIORES 

4.- Si a ""- b mod m y c s d mod m entonces a + c _ b + d mod m 

DEM: 
Como a; b mod m y c s d mod m, entonces a mt + b y 

e = mt 1 + d con t, 

es decir, a + c = 
tero. Por lo tanto 

t
1 

enteros, de donde 

m(t + t 1 ) _:!.: (b + d) 

a + c = b + d mod m. 

-G2-
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s.- Si a = b mod m y e = d mod m, entonces a - e =. b - d mod m 
La demostración es completamente análoga a la anterior. 

(Conviene que el lector la escriba). 

6.- Si a ;: b mod m y e==. d rnod m, entonces ac = bd mod m 
DEM: 

Como a = b mod m y e= d mod m, entonces 

e = mt 1 + d con t, t
1 

enteros, de donde 

esto es ac m(mtt 1 + t 1 b + td) + bd 

ac e bd mod m 

a = mt + b y 

ac=(mt+b)(mt 1 +d) 

Y por lo tanto 

7.- Si a= b mod m entonces an _ bn mod m para todo n natural. 

DEM: 
La demostración sehará por inducción. Queremos probar 

que l_a propiedad Pn an .=. bn mod m es verdadera 'll;ne:. IN 
La propiedad se cumple para n=l por hipótesis. 

Supongamos que Pn se cumple para n=k, es decir, 

ak = bk mod m. Vamos a demostrar que es válida para 

n=k+l. Como a =. b mod m y ak ==. bk mod m enton-

ces aaks. bbk mod m (prop; 6). 'í por tanto 

ak+l_ bk+l mod m. Y por lo tanto an = bn mod m p~ 
ra todo n natural. 

8.- Si a _ b mod m entonces ca _ cb mod m. 

DEM: 

Como a s b mod m entonces a = mt + b , t enter~ multi­

plicando por e entero tenemos que ac m(tc) + be 

te entero por lo tanto ac ~ be mod m. 

Como se vé sumar y multiplicar congruencins del mismo mód~ 

lo siempre es vblido, Una pregunta que se ocurre es si valdrh el 

recíproco de la propiedad 8, es decir, si. vale la ley de la can 

celación en congruenc~as 

m), 

Si ca .=. ch mod m locurrirá que a .=. b mod m? 

No siempre ocurre 

22 "' 8 mod 7 y 

14 -a 2 mod 12 y 

esto, por ejemplo: 

11 := 4 mod 7 pero 

7 :/! 1 mod 12 

Y es que en general 

entonces m ca - cb o 

si ca .=. cb mod m ( suponemos e t O mod 

equivalentemente m 1 c(a-b). De aquí no 
~ . 
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puede desprenderse que mJ(b-a) y por1o mismo no necesariamente 

a;b mod m, así que ·no ·si?pre vale la ley de la cancelación. 

Sin embargo, este razonamiento nos muestra que bajo ciertas 

condiciones, sí es posible cance1arí de esta manera agregamos 

una novena propiedad. 

9.- Si cascb mod m y (c,m)=l entonces a:b mod m 

DEM: 

Como ca:cb mod m entonces m\c(a-b) 

y como (c,m)=l entonces mla-b 

y parlo tanto a:b mod m. 

Una Última propiedad: 

10.- Si a:b mod m1 , 

a:b mod [ m1 , m2 , ..• , mk] 

DEM: 

entonces 

Como asb mod m1 , a=b mod m2 , 

a-b=m 1 t 1 , a-b=m 2 t 2 , a-b=mktk 

asb mod mk entonces 

t 1 , t 2 , •.• tk -en-

teros. 

Esto es, a-bes mu1tiplo común de m1 , m2 , mk 

EJEMPLOS 

entonces (corolario 1 secc. m.c.m.) a-b es múltiplo 

del m.c.m. de 

es decir, a-b 

por lo tanto 

ml, m2, •.• , mk 

= [ m 1 , ro 2 , mk] t 

a:b mod [M 1 , m2 , 

1.- Cuál es el Último dígito de 2 40
? 

Aquí se trata de buscar un procedimiento para encontrar e1 

Último dígito de 2 40 sin tener que multiplicar a 2 por sí mis­

mo 40 veces. 

Para poder resolver este problema observemos lo siguiente: 

Tomemos un número cualquiera, por ejemplo 342. 

342 10 podemos expresar como 342=34•10+2. 

542~ 10 podemos escribir como 5421 = 542· 10 + l. 

Estos números al dividirlos entre 10 dejan como residuo a1 

Último digito del número. 

En general si tengo un número N formado por los dígitos 
> 

N lo podemos e~presar como 
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N es decir, 

N 
n-1 R-2 

lO(anlO + ªn-llO + ..•• + a 1 ) +ªo • 

Si llamamos t a lo que está dentro del paréntesis tenemos 

que: 

N lOt + a
0 

es decir, 

N = a 0 mod 10 
Ahora sí, ayudados con esto y las propiedades de las con­

gruencias podemos resolver nuestro problema. 

Para encontrar el Último dígito de 2 40 basta con encontrar 

O~ x <.10 tal que 240 
= x mod 10. 

Para empezar: 240 

por la propiedad 7 tenemos que 

Ahora bien, 2 8 
= (2

4 ) 2 
= 16 2 

cia 16 2 = 6 2 = 6 mod 10. 

Por lo tanto 2 8 = 6 mod 10. 

32 8 

32 8 = 2 8 mod 10. 

y 16 = 6 mod 10. En 

(a) 

(b) 

consecuen-

Regresando a 

tanto, de (a) 

2 40 es 6. 

(b) resulta que 32 8 = 2 8 = 6 mod 10 y por 

2 40 = 6 mod 10, es decir, el Último dígito de 

2.- Demostrar que 15 + 25 + 35 + ... + 115 es múltiplo de 3. 

Basta con demostrar que 15 + 25 + ... + 115 = o mod 3. 

l=l mod 3 4 = 1 mod 3 7 - 1 mod 3 10 = 1 mod 3 

2"'2 mod 3 5 - 2 mod 3 8 "' 2 mod 3 11 - 2 mod 3 
3;;0 mod 3 6 - o mod 3 9 - o mod 3 

por la propiedad 7 tenemos que 

15 - 1 mod 3 45 = 1 mod 3 75 = 1 mod 3 io 5 = 1 mod 3 
25 = 2 mod 3 55 - 2 mod 3 85 - 2 mod 3 11 5 - 2 mod 3 
35 - o mod 3 65 "' o mod 3 95 = ·o mod 3 

sumando de ambos lados de la congruencia (propiedad 4) tenemos 

que 
15 + 25 + 35 + ... + 115 ~ 12 = o mod 3 

por lo tanto 15 + 25 + 35 + + 115 es múltiplo de 3. ... 

. 
\. 
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3.- Los hombres de cierto ejército no podían se divididos en 

grupos de 2, 3; 4~ !2 ya que en cada caso sobraba un hom-

bre, sin embargo, sí era posible acomodarlos en grupos de 13 

lcuál era el menor número de ho~bres en el ejército? 

Si llamamos x al número de hombres en el ejército, lo que 

buscamos es la menor x tal que 

x - 1 mod 2 

x ,. 1 mod 3 

x "- 1 mod li y x "' O mod 13 

Pero por la propiedad 10 podemo<ll'xpresar las congruencias C•) 
como la congruencia x • 1 mod [2, 3, 

b seamos es la x menor tal que 

x "' 1 mod 27720 y 

12]. Entonces lo que 

x - O mod 13. 

Las que satisfacen la primera congruencia son de la forma 

x = 27720m + 1 con m entero; de istas hay que escoger aquella 

que cumpla con la segunda_Eongruencia, es decir, encontrar la 

menor m tal que 

27720m + 1 - (; mod 13 

Pero como 27720 - 4 mod 13 

entonces 27720m + 1 - 4m + 1 mod 13 

esto es, buscamos la menor m t"al que 

4m + 1 - o mod 13. 

Por inspección es fácil encontrarla. La solución es m=3. Y 
por lo tanto x = 27720 3 + 1 = 83161. 

Notemos qu_e si por inspeccióñ no se ocurre la solución de 

la congrunecia 4m + 1 "'O mod 13, podemos resolverla de la si­

guiente manera: 

4m + 1 • O mod 13 si y solo si 4m + 1 = 13t ttZ 

es decir, la congruencia podemos transformarla en la ecuaci6n 

diofantina 4m - 13 t = -1 para la cual ya tenemos un método 

para resolverla. 

m~= 3, to= 1 son una_soluci~n particular y por lo tanto las 

soluciones de l~ecuaci~n son m = 3 + 13k, t = 1 + 4k con k ea 

tero. Así que la menor m se obtiene c~n k O y la x puede ser 

cualquier número_ de laj:orma x = 27720(13k + 3) + 1 

= 360360k + 83161. 
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Así para k = O tenemos la solución buscada x = 83161. 

Esto Último nos permit~ establecer en general que resolver 

la ecuación en x entero ax : b mod m donde a, b y m son ente-

ros y m >O es equivalente a resolver la ecuación diofantina 

ax mt b. 

En efecto, las x, si las hay, que satisfacen ax = b mod m 

son aquellas para las que mlax b, es decir, ax - b mt, t 

enteroi y por lo tanto las que satisfacen ax - mt = b. 

4.- Una pila de ladrillos es tal que si la dividimos en 2 so­

bra l; si la dividimos en 3 sobran 2; en 4 sobran 3; 

vidimos en 12 sobran 11. Sin embargo se puede dividir en 13. 

lCuál es el menor número de ladrillos en la pila? 

Si X es el.número de ladrillos, lo que tenemos planteado es 

el siguiente sistema de congruencias: 

X ... 1 mod 2 

X - 2 mod 3 

X - 3 mod 4 

x _ 11 mod 12 

l (*•) 

x "' O mod 13 y 

Este sistema da~a impresión de ser distinto al del ejemplo 

anterior, sin embargo, lo podemos transformar en uno equivale~ 

te 

X -
X "' 
X -

-1 

-1 

-1 

mod 2 

mod 3 

mod 4 

x _ -1 mod 12 

(***) 

y x ;; O mod 13 

que se ~esuelve de forma análoga al anterior. 

(***) se transforma en x "' ~l mod 27720 y por lo ~anta 
x = 27720k - 1 con k entero. Como x = 4k-l mod 13, tenemos, 

por inspección, que k=lO satisface x ::. O mod 13 y por lo -

tanto X = 277199. Así el número de ladrillos en la pila es 

277199. 

Obsérvese que k = 13m + 10 y que 

x = 27720(13m + 10) - 1 = 360360m + Z77199 es solución. 
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EJERCICIOS 

l. Encuentre la ~~nor x positiva en cada una de las congruen7 
rias siguientes: 

i) 572 24 • x mod 4 

ii) 321 210 - x mod 5 

iii) 232 15 - x mod 10 

iv) 3lOO ~ x mod 5 

v) 2
21 = x mod 11 

2. Qu' residuo deja 1 10 
+ 2 10

+ ••• + 100 10 al dividirlo entre 7? 

3. ¿Cuáles de las:.siguientes rongruenrias son v'lidas? 

i) 12 345 678 987 654 321 • O mod 12 3~5 678 

ii) 12 345 678 987 654 321 • O mod 12 345 679 

iii) 57 - 2~8 mod 4 

iv) 531 • 1236 mod 7561 

v) 12345 • 1~1 mod 3 

4. Pruebe que si bd • bd' mod p donde p es primo y p/b entonres 

d a d' mod p. 

5. Enuncie y demuestre un resultado que establezca una condi7 

ción necesaria Y suficiente para que la congruencia ax ; b 

- mod m tenga solurión. 

6.Diga c6mo encontrar todas las solur~ones de la ~ongruenria 

ax a b mod m. 

7. Enrontrar todas las solurioncs de las siguientes rongruen7 

rias lineal.es: 

i) 362x • 236 mod 24 ii) 55x = 5 mod 31 

8. Demostrar c1ue la co11gr11cncia ax ~ l mod m tici~e soluri6n 

si y sólo si (a,m) ~l. 

9. ¿Criál es :el menor entero positivo que deja residuo l al di7 

vidir entre 1000 y residuo 8 cuando dividimos entre 761? 

10. Utilizando rongruc11cias demuestre que un n61nero es divisi7 

ble entre 4 si y sólo si el entero formado por sus dos últimas 

rifras es divisible entre 4. 

. 
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11 TEORIA DE ECUACIONES 
Al..GEIE1RA.ICAS 

Uno de los problemas que fue ocupando un lugar central en 

el algebra a finales del siglo XVIII y comienzos del siglo XIX 

era la teoría de la resolución de ecuaciones algebraicas de -­

grado n con una inc6gnita, 

La ecuaci6n de segundo grado fué resuelta en la:.kntigúe-­

dad. Su soluci6n general es muy sencilla. Los algebristas 

italianos del ~siglo XVI (durante el Renacimiento en Italia) e~ 

centraron reglas generales análogas, aunque más complicadas p~ 

ra la solución de ecuaciones de tercero y cuarto grados. Las 

investigaciones que se hicieron para encontrar soluciones de 

las ecuaciones de grado superior tropezaron con dificultades 

insalvables. 

Iniciamos este capítulo presentando las soluciones gener~ 

les o "f6rmulas" para las ecuaciones de primero, segundo, ter­

cero y cuarto grados. 

El método para resolver estas ecuaciones fué el de las rn~ 

nipulaciones algebraicas, recurriendo en las ecuaciones de te.E 

cero y cuarto grados a soluciones de ecuaciones auxiliares. 
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SOLUCION ALGEBRAICA DE UNA ECUACION 

Una ccu.ac i Ón .al g<;brai ca de grado n eu u11a j ncóg·ni.ta <:s u11a 

e.cuac. .i d''n de 1 a f <Jrma 

11 
X + • • • + ªn-lx + ªn = o 

en la que. a 1 , a 2 , ••• , a
11 

son cocficicute.s conccidob. 

( 1 ) 

Re:,oJ\·cr una <!cuación. quiere decir c11coutrar· t..odo.s Jos \·a]o 

r·e8 ele x taJc& t¡ue al &ustituir·]o& et1 l 1 ) bati&fagan la igual­

dad. 

EJ m¿;t.uclo par.a re&oJ \·er J as c.cuacione.s al gcl>raica.s fue el de 

encont..r·ar ci cr·ta& fÓrmuJ as que expre&aran J as soJ uclones de la 

ecuación en t.érmiuut> ele .su& cocf .ic.icnteb y que dicha& fórmulas 

sÓlo inyoJucr~aran las operacione& &urna, re:=,ta, multiplicación, 

dj Yi :=d Ón ... y radicación con exponente5 en t. eros pu si ti vo&. 

ECUACIONES DE PRIMERO Y SEGUNDO GRADO 

La soJuci¿"n para Ja ecuación de primer grado 

x+a-=0 

c.s inmediata. Se obt:.Jcne :::,umaudo a aml>os Ja<lo~ el j1ncr&o acJlti­

vo de a. Tcni<:ruJo como soJucio""n x =-a. 

La ccuac i Óu d.; begundo gr u do t;.ambi éu t>c r·<.::&ue J ve de manera 

S<H1cjJJ.a. Desde tiempo& de Jo·::, griego~ bC ~abia rc&oJ,~cr por el 

inétodu <l<~ completéll' cuadrado.s, 4ue conbit>te cu lo biguiente: 

Sea 

X 
2 

+ j)X + q = 0 

Ja {!Cu a e i <iu de büg·undo grado .. 

Eut.ouces 
2 

X + f)X '~ - q 

com¡>lcLurnos eJ cuatlr·aclo 11crf~c~o 

y lo ex1>1·ehan1os ~om<> bi1101nio ~1J cuadt·atJo 

" " 2 -(x+'tl =-<t-'-t 



X .._ ! = 

X:: -7 

2 
.. E. 

4 

obteniendo como .s.o]uciÓn genera] 

- p ~ Jp2 
X: 

4q 
2 

• LA ECUACION DE TERCER GRADO 

Sob1·c ] a ecua<.:. ión de tercer grado be hal>ian ref:luel to a] guuos 

casos particulares pero no &e l1abÍa encontr·ado ur1 m~todo ge11eral 

que pudiera uti] izar se para resol ,~er cual quier cúbica. fue hasta 

el siglo ivr cuando Jos matem4ticos italianos TartagJia (1500-

1557), Cardano (1501-1576), Del Perro (1465-1526) debcubren un 

procetlimjcnto para resoJver ecuac.Loncs del tipo 

x3 + px + q == O 

Sea 

x3 + bx 2 .._ ex ... d = O ( .:u 
la ecuacJ o'n <le tercer g;rado. La ~o] uci Ón de ebta .puede r·educlrse 

a ]a soJuci<)n de una ecuacJón cúbica de la forma 

x3 .. px .._ e¡ = O ( 3 ) 
Supongamo& que x-::. z e& bol uci.on de ( Á ) entonce::::. 

z 3 .. bz 2 
el = o 

ahora &i b 
z-::. w - 1 

su&t..ituyenelo obtenemos 

( w- !?.1 3 
3 

.¡. 
b 2 b(w- 3 ) .. b 

c(w - 3) + el =- o 

w3- 2b b2 b3 2 2 b3 b Jw bw 2 b el o :; ~ 3w¡¡ 27 + "'"! iJ ... cw c3 .¡. = 

WJ 
2 

2b
2 b3 b3 cb b 

el o t w3 - w-3- + cw .¡. 9 27 3t- = 
2 2b3 si P:: e - b 

'I == el 
cb 

3 y - 3 + 27 
tenemos que 

w3 .¡. I"" + q ::. O 
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Es decir .si z es .solución de (2) y 

entonces w es .sol uci óu de (3). 

.inversamente :::.j w es .solución de (3) 
b 

z t- 3 entonces mcncion~ ar·riba y w z 

con 

es 

p y q 

solución 

como se 

de ( :Z) 

De e&ta mane1·a el problema de resolver la ecuacL6n de tercer 

grado se reduce a resolver la que tiene la formü 

px .,. q o 

Esta ccuaci~1 se resuelve de ]a &iguiente manera: 

Sea x -=. u + v 

sustituyendo en (3) 
(u + v)J + p(u + v) .... q = o 

uJ Ju 
z Ju\· z ,.J p(u v) o + ,. + + + .... + q == 

uJ + VJ + p(u + v) + Ju,-( u + v) + q = o 

uJ + VJ + (u+ v) (p + Juv) + q = o ( .q ) 

Aquí se utiliza el siguiente hecho: cualquiera que sea la su 

ma de dos námer·os, siempre es posLble exigir que su producto te~ 

ga un valor fijado de antema110, obte11ie11do un sistema 

mn B } (a) m+n==A 

que siempre tiene soluci.ó'n. Así que ol. µ~<limos que eJ ¿,c.gundo s~ 

mando de C4l sea cero, es decir, que 

el .si&tema 

p + Juv =O obtenemos 

uJ + ,.J + q =O 

p + Juv = O 

que puede escribirse como 

q 

= _¿ 
Z7 

} 

} ( b ) 

Nótese que tiene Ja forma del sistema (a) 

Por tanto si encontramos los numeras 

gan este sistema de ecuac.iones, el 

de Ja ecuación (3) 

' numero 

u y ,. que satisfa:-

x: U +V será raíz 

El sistema ( b) siempre tiene .soluci Ón y se obtiene como ver~ 
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mos. lh.!bpnj amo~ 

V .1 == 

v 3 cJ,._~ Ja primera ec.:uac.ió'n <lul bi::;.t.ema 

q 

susti tuycndo ~n 1 a ~·f~gunda ecuaci Ón tenemo.s que 

u3( - e¡ u3) =- h 
u3q (u3)2:::. ¿ 

27 

3 2 3 1)
3 

(u ) + c¡(u ) - 27 :. O 

(b) 

por tanto para reóol ,·er el sistema (b) es suficier1te co11 que 

sea bolución de Ja ecuación de segundo grado 

2 z + qz + 
¿ 
27 

Corno ya co11ocemos Ja f6rmula general para d~clias ecuaciones 

obtenemos (¡ue 

e& <lecir, 

y como 

j 2 3 
u 3 :. --q~+-~q-_+_4~(~p~/_Z_7~} 

2 

3 _g_+ }~ _¿ 
u ::.- 2. -4 + Z7 

.-3 :. _ q _ u3 

obtenemos los valores 5jguicntcs: 

fü u3 = _ ~ + J ~ + 4 
J 2 3 

l . . ,,3 -- ~ s_ + ..E_ o >.Len &1 - 2 - 4 z7 

\.3__ !;L. -J~ + _¿ 
- 2· 4 27 

,.3 -~+Ji-+~· 
en ambos cabo!:. olJten<Jmob como .sol uc;i Ón gcn~~ral de (.3) 

X ::. + 

conoci <la cumo 1 a t'ol'ntu] a de Cartlano 

1 ) Recordemob que para obtcnet· e.sta solución general 

e11 el des~1rr0Jlo que 3uv + p = O¡ os decir, que 

se pi.dio"' 

uv .. -~ , 

esto va a se1· ne<:csario contentplar]o cuando estemos resol­

viendo Jo~ casos ¡>i11~tíct1]ai•es de ecua<:Jo11~s de tercer grado 

con (!Sta f<lrmul a. 



LA ECUACION DE CUARTO GRADO 

Poco d~spu¿.s de .1 a re&o] ución ·de la ecuación cÚbi ca, Ferrar i 

( 1S22-1 SóS) .-esoJ ,. i ó Ja ecuación general de cua.-to grado. Para 

la solucjÓn de la ecuación de tercer grado hemos ''isto que se 

necesita Ja ::.olucjÓn de la ecuacio"'n auxiliar tle segundo grado 

2 
z + qz 

¿ 
27 :: o 

donde z = o ,.3. , análogamente, la ~o]ución de una ecuación 

de cuarto grado be basa en la soluci~1 de ur1a ccuaci&n c~bica 

auxiliar. 

El método ele Fcrr·ari con5iste en lo .siguiente: 

Sea x.4 + ax3 + bx 2 
.¡.. ex + d -= O 

la ecuaci~1 gc11er·a] de cuarto grado. 

Escribámosla en la forma 

x 4 + ax 3 ~ - bx
2 

- ex - d 

( 1 ) 

com1>letamo~ en el p1·ime1· miembt•o de Ja igualdad u11 cuadrado pe~ 

fect.o 2 2 2 2 
x4 + ax 3 + a 4 x =- - bx2 - ex - d + a 4 x 

(x2 ~ an2:: (:2 - b)x2 ex - d 

for·mamos.. nue·vamentc en el primer miembro un cuadrado perfecto, 

introduciendo una nue'\'a variable y. Para esto sumamos a ambo~ 

miembros 2 (x2 + ~x)y+ ~ 

(mas adclant.e s.-! le impondrá un.a condición necesaria a la yari!!., 

ble y) 

2 2 2 b) x
2 

- ex + (x2+ ~x)y + (x2 ~) {x 2 ax) +f-:(: - el + 2 + + r y 

(x2 2y .¡.~·,l._ 

2 4 = c·2 ) 2 (ª ¡--b+y X+ f- 2 ) c)x +(¡- - d ( 1 ) 

él pr-obl ema ha qu.,dado r-cduci do a otro con dos i ncÓgnitas. 

El &egundo n1icmbr•o de ] a ecuación ( :2..) es un trinomio de segu!!. 

-?4-
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EJERCICIOS 

1 ) 

2) 

3) 
4) 

Encuentre las raíres de las siguientes er11~1rio11es 

x4 -161 S) x4 -1/2 + J3/2 
x4 l i 6) 6 J3 ( l-J3)l + X + 

X 
3 -2i 7) xs 

x3 1-l 8) z4 i 

9) Usando la fórmula de De Moivr•e obtener expresiones para 

C"OS 

lo) 

nes 

se y sen se en términos de cos 0 

Sea_,P= cos(21T/3)+ lsen(21f/3) 
2 

a) Pruebe que z=t, z=f'• z=¡:> 
de la ecuación z3=1 

y sen 9 

son las cliferentcs solurio 

b) Pruebe que si z u es una solurión ele z 3 w, ento_!! 

res las otras soluciones son de la forma u¡j donde j 1,2 

Antes ele pasar a la siguiente scrri611 de1nostrarc1nos un re­

sultado que nos va a ser de gran ut il ida el en la resol uc i.Ón de 

las eruariones de terrer grado por la fórmula 

TEOREMA. 

DEM. 

Sea w, z e. <[ 

Si w es raíz n~ésima de z, entonces ; es raíz n-ésima 

de Z 

Si w es raíz n-ésima de z, entonres w" 

entonces wº z 
por lo que W es raíz n-ésima de z. 

-.'3'2,-
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do gr•ado en x cuyob coeficiente:; d<!penden de y. i;Jijumos y de m_Q 

do que cst-~e t.rinomi<> sea el cuadrado de uu binomio de primer gr!!_ 

du ~X + (3 • 

Para que el binomio de segundo grado 

Ax
2 + Ux + C 

sea el cu.;_u..h·ado de] b.i nomio o1..x .,.. f=1 es suficiente con que el tri 

nomio ~ea cua<lrado ¡1crfecto, es decir, que 

er:.to es 

de donde 

13 = 2RJC' 
13

2 = 2AC 

u2 
- 4AC := O 

i;,n efecto, bÍ B
2 

- 4AC 

Ax
2 + Ux + C :: 

es decir Ax
2 + Ux + C:: 

donde <i-:c JA- y f3 =.re-

= O entonces 

( .JAx +- JC,) 2 

(o<x -t- f!> ) 2 

por tanto si be elige y tal que 
2 2 

4 ( ª4 - b - y} ( y4 - d} = o 
( 3} 

la primera parte de 
2 

Ja ecuacion ( 1 } ser,{ el cuadrado perfecto 

(otx .-~} • 

de.'>arrol J ando ( '3 } obtenemos 

2 2 2 
2 2 ~ (-a 4b 4y} (-7- d} o 

4 
acy + e + -t' - - =. 

2 2 
:! 

2 2 
a

2
d 2 y3 + ~ !:_L. ..¡. by 4bd 

4 - acy + e 
4 

... 
y3 by 2 (ac 4d}y (d(a 2 4b) c2} o - + - - - -t' = 

De modo qu#":: elegir y tal que satisfaga ( 3) eb lo mismo 

encontrar una E;O] uci<:n Yo de la 
. , 

cúbica auxiliar ecuacion 

( recuérdcs~. que si empre es posible} • 

Con e.s1'a solución y 0 se calculan o( y p y (:l.} queda 

de dond*'! 

( x2 + ax + Ü)2 _ 
T 2 -

2 lot.x + p ) 

4dy::: o 

( '1 } 
que 

"( 4 } 

A par·Cir· de e&tas do& ecuaciones de segu11do grado &e pueden 

~ncont.rar J ao cuatt•o rafce.s de ] a ecuacj Ón de <.:uarLo grado. 

dada. 
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ECUACIONES DE GRADO n~ 5 

De esta manera los matem~ticos italianos del siglo XVI -­

llegan a la resolución de las ecueciones algebraicas de terce­

ro y cuarto grado . Después de estos logros, no hubo matemáti­

co de la época que no intentara por el mismo procedimiento re­

solver las ecuaciones de quinto grado y de grados superiores. 

En esa época era natural pensar que, por ejemplo, para la ecu~ 

ción de quinto grado era posible encontrar una fórmula. En sus 

intentos por obtenerla, los matemáticos llegaban como en el ca 

so de la ecuación de tercero y cuarto grado a la necesidad de 

resolver ecuaciones auxiliares, s6lo que estas siempre result~ 

ban ser de grado mayor que cinco. 

Así transcurrieron más de dos siglos y medio, desde el tie~ 

po de Del Ferro sin gue nadie, durante este largo periodo hu-­

biese podido encontrar soluciones generales para las ecuacio-­

nes de grado n para n ~ 5 , pero tampoco nadie dudaba que -

el problema tuviera solución. Sobre lo que empiezan a dudar -­

años más tarde, es sobre si el método seguido hasta entonces -

era el adecuado para obtener las soluciones, se dan cuenta que 

en cierta forma las transformaciones, sustituciones e introduc 

ción de variables auxiliares que utilizan en la búsqueda de so 

luciones son muy especiales y en cierta forma accidentales. El 

trabajo de Lagrange "Reflexiones sobre la resolución de ecua-­

ciones algebraicas" publicado en 1710-1771 es representativo -

de esto. Lagrange dice "por nuestro razonamiento vemos que es 

muy dudoso que los métodos que hemos considerado puedan dar -­

una solución completa de las ecuaciones de quinto grado". En 

su trabajo él examina críticamente las soluciones de las ecua­

ciones de segundo, tercero y cuarto grado que se conocían ha~ 

ta entonces y demuestra que dichas soluciones se basan siempre 

en propiedades que no se verifican para las ecuaciones de gra­

do n ~ 5 y desarrolló otros métodos para la resolución de -­

las mis11,.3s. Los métodos de Lagrange estaban completamente ord~ 

nados y desarrollados a partir de una idea general en la que 

intervenía la teoría de los polinomios simétricos, la teoría -



de las permutaciones (que según expres6 Lagrange es la "verda­

dera filosofía de toda la cuesti6n" en lo c_ual acert6 plenameE_ 

te, como lo demostraron las investigaciones posteriores de Ga­

lois) y la teoría de resolventes. 

Sin embargo, aún cuando Lagrange con sus nuevos métodos -

logra dar un giro a c6mo abordar el problema de las soluciones 

de una ecuaci6n y, que de hecho es la base para resolverlo, no 

se llega en esos tiempos a su soluci6n e incluso se sigue pen­

sando que es posible resolver por radicales las ecuaciones de 

grado n --" 5 . En su memoria Lagrange dice: "El problema de -

resolver (por radicales) ecuaciones de grado mayor que cuatro 

es uno de quellos problemas que no han sido resueltos, aunque 

nada demuestra la imposibilidad de su resoluci6n". 

Es hasta el año de 1824 que l.bel (1802-1829) publica la -

demostraci6n de que, si los coeficientes 

una ecuaci6n 
n n-1 

x + ª1x + + ªn-lx + ªn = O 

de 

se consideran unicamente como letras, no exi.ste entonces nin~ 

na expresi6n radical de estos coeficientes que sea raiz de la 

ecuaci6n correspondiente, si su grado es mayor o igual a cinco. 

Galois va más adelante respecto a esta problemática. Si 

bien la ecuaci6n general de grado superior a cuatro no puede 

resolverse por radicales, sí hay muchas ecuacionC!s ~speciales 

de grado arbitrario que pueden resolverse. Galois determina -­

exactamente qué ecuaciones pueden ser resueltas por radicales, 

en otras palabras, determina las condiciones necesarias y sufi 

cientes para la resoluci6n de una ecuaci6n por radicales. 

Esto es en resumen los intentos y logros que durante si­

glos se llevaron a cabo para resolver por radicales una ecua-­

ci6n de n-ésimo grado. El problema result6 muy difícil y pro­

fundo y condujo a la aparici6n de nuevos conceptos, importan-­

tes no solo para el álgebra, sino para toda la matemática. 

Después de este breve esbozo de c6mo fué resuelta la pro­

blemática, regresemos a analizar c6mo son las soluciones de -­

ciertas ecuaciones particulares. 
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RAICES OE NUMEROS NEGATIVOS 

PilJ'a 1 a <:·c:uac j t)11 dn .~"·;!,UIHlo gi·ado >.. + px r q 

Jr·:-:., nlJ1•·:11•·1• la .-.oluc:io'n, ;ul11 cua1:do clicl1.;1 :-.<1luc iC:11 •·.~l·t i11dica 

<la poi· la í"lf1·¡.1uJ a. l:.:-. .-•.1 ,;a.--.o d<_· l il 
. , 

,- .. ,.u.1<: 1 tJ11 

X 

cuya 

X ::. 

'~ ::-. 
2 = r--:¡-., 

.-~bt.íl 11 ~nluciÚ11 11 pa1·a 11o~ot.1·0:--:. 110 1 i1¿11<:. !->•·I1t.ido pu ... ~ ··:.11 ,.j ::i.t~t.··: 

111a el•~ 1uÍ1n~1·0:-, qui~· ha.~L•1 •; l 11101:11•.nt e1 Jl···111u:-. 1.1 abajado, qu,~ (··:i. ·~J 

ci•:·. ](>!"-. l'•.•ct.11~::-,, no•·: .. pu:-.ibJ,,. •_·x1.1·a•.~1· la ·aÍL cuat11·.1da d•·. 1111 111!-

1.1"':'1 o n<~~-~at i \o, ( llt> , .. xi :--.1 ''" 11tÍ1.1··~1·0;, 1· .. ;1) / .-.. La 1 t-.-. q111· .--.u c:11acl1·.idu 

:--.<~.a 111·:.:;at.i\o) .. 

lllOb ] a dr: ... terc•.·1· g1·at.10. 

La '7'c:uac i c)u 

!l._ + ,,~) J 
2 " 

.i '.!. 7 
2 .,3-

:t- + 'i'? < º ot: r·a \"•':".G apa1·,.~ce uua 1·a 1 /'.. 11<-:".~al. J \a y ya 11u 

podc111ur, calculdt' Ja ::-.o]ucjo~1. 

x3 - 1 5x - 4 = O 

r.:~ fcÍc.iJ ot?.nco11t.1·a1· pllt' jn.-..pf~ccjo"'n, Ja :-to.luci1;u 

l4)3 - 15(4) - 4 =o 
pero apJ i ca11do ] a f<;t·muJ a, 1 a ~oJ uci tJ'n noh qu<·dc, 

x= ~:.!+ J-I'!.l + ~.h-~ 

X 

pasa aquJ! 1 a ~o l uc i 1~11 

1·0 r·· .. aJ ~l pol' 01· 1·0 lllJ=» J'•·:--.u 1 ta 

1.icl"~, .:td:ni t i1 .• o:--. l(J:--. ¡-..a1·a ···11c:t111t.1 <11· l ól .~c1J lU 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

e 01;10 11 11tf1:1í.:J'();:-, 11 L Ot 1 11od,,··n10:--. 11 op<""l'.i1· 11 

t..1·0 d•:· J.t l'éL:i'z ctÍ!1.lca .. 

U11•·l't0·1ac'::-. ('.C\J (.U l ill' 

pa1·a .~ J 1 o t.,·-11•-1.10:--. <tll .. 

;.J 2 + v-1 il y 

p•-l'u 

-¿¡ '2 -t. ,J~ (:! !. .,J-T¡ 

)'it quf: 

(:! :t .J-=t ¡ 3 s 
-::: :1 

::::. :! 

= " 

+ 1 :! \°!: .r-:T) 
+ 121"!:"-=l) 

!. l l .J-=T 
:t~ 

+ 
+ 

tl 1 ..¡:¡ ) :! :!: 1 f:::[ ) .) 

(J ( ,r=-n :! + FT 

~ +FI + ~ - FT - .¡ 

X =: 4 

E.n 1·•~al idad, clu1·anl.<-· n1uclln t.i(:~mpo, c:uaudu al t l'élla1· d•·. 1'(::-

~oJ \·•~1· UlHt ecuac.1 on 
, , . 

ap .. 11·•«; 1 all 1·a 1 c..-::, 1H .. ~gat·. 1 \·at-.., ll<·.·~<:itl'l·élÍJHJl 

gati\·a~ la (~cuacitÍ11 pod·ia t< .. ·11e1· ::-.olucio'11, au11l¡u1·: ·~:-.t.a l't~:-.ult.ar·a 

un / 1 f:"HL<~ d1~:-.co11oci do 11 • ,\ Ja!--. r·aÍce:--. de 11t~m<~1·0:"> 11egac.i \·o.-,, le.~ -:-: 

]lé.11:1aron 11um•.·1·<,~ 11 .i111a~i11a1·io~ 11 o 11 j111po.:.,ii>]<:-:~ 11 • D<~:-.pu<~h 1 COlllO 

dijo Ca1~cla110, 11 :,acÍ<.•ndo ;1 u11 .lado Ja.:=. 1·01·t:ur·c1:-. 1111 ..... 1tLéll<:S 11 , .. :·.mpi•~-: 

zan a ope:.r·ar con Ja..., raÍc•·s n<.·.~!;ar .. ivab cou10 hi fun1·a11 11uu1,~1·u~ 

r.,.::uJe!",, obt·.f'?1d··~11clo, como •.~11 <-:-1 r;J«1nplo qu<:': acabamo:-:. tlt":: v<-:1·, in-:­

c 1 u~o hO] uc .i our:-!-> 1·•.-a] <:~. 

1 ) 

Dr.: Jo Hut •Jt' i 01· p1Hl<•rnot, ~aca 1· dos concl u:::,i uue:-. 

~ue tHJ ba~t·.a con 

c"ion~.:.., tJr: 1.1ucha~ 

<.·I ~i:-.t:•·ma de· Jo:-. 

Jo~ inlmer·u~ r·e..tlf"::·~ pur;i obt.••11.-:.1· la.-,, so 1 u 

<•C:U(lCjOIH~S, H~r (l\lf~·· f.'!-, IJC•(.1··:--.ttl'i() <t•:-..1·".'ll<ft•t· 

=u c.-.ngan ..... ,, 1 U<'. i .:,,. 

2) LlU"'.' la 111~u1···1a nat·.111·;11 d1· ···x.r.1:1ul<:.1·.lu~ ".:-~ ad1;1ÍI i•·11d•> la..., 1at 

!:""~ 11.r-·:_~at Í\a:"-. y o¡H·J aJld(1la ..... c:o:i11J lll~i.!'·J'Oh 1·n.:i~, .. :-... 
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HUMEROS COMPLEJOS 

De IH!t ... ho la tlf!<"'f?Sidacl dP In:-, ni"1u1eros complejos, t:....,lo l's, ruí1.1t~-

r•os de~ la f'ot'lil.:t a 

dn er-uac-iont~:-i al:..~;c~!>l'aic·a:-;.Pt!t'O lo cic:t'lo t!s q11t~ para qttf! pu-----

clic!ran SlH' acuptado:--; y <'ornpt·t~nd idos c:n su 1 111 ~1 l i dad tu,-¡ <!t'u11 -

que a1>aP,~< 0 t:r· nn 11111 l t i t ud rlt! proh 1 t•1i1as, enn1u pnt• 1~.ic~i.1 1 , l ,, ·~n ¡)I'~ 

hlemas cko: e-a] cu l HI' i nt n;!,l'H l t:s pnr· e~ 1 111/'~t odci dt! i"l'ac·r i 0111.~s Pª.!.: 

(" iu 1 f:"S. 

Para cal cu l <Jl' 1 a i nt t"!:~ra 1 

5 dx ., 
x- + 

1H!ees i t- aha11 Pa 1 ("11 lar· la i ut e.~1·n] •. 

r dx 
J-x +-.¡-=¡-¡ 

S 2
c!x 

X + 5 (-X+ -J-1 
dx 

X 

Leibniz y lh!rnoulli 110 \'aC'"·ilaPon en rt·!Sol\'t!P est·n tipo du inl"o 

g·rales. Ber-noulli. transforma la .i.ntegra1 

l1~lc-ienllo 

a dz 
2 

+ z 
en S-a dt 

2 1>tF1 

(t tir-1 
+ 1 

pa~o :t\\Pst 1•a la 1·t~l a<' i t,11 

-so-



Di.e-hu est·o, pasa1110:-; di 1·ect·am<!11t n a df~f' i ll ir· los ruÍm<:t·o~ 

romplejos y .~11s opc:1•a<·Lont!s. l·:st·as dr.riniricni<!~, remar·C"amos, 

S<! clan a parl i 1· de que .~nn manej.ados r-01110 11i'unt~1·os 1·1~a l i-s. 

Los 1nÍ1H<!r·o.-> rumpl e jos son de 1 a 1'01•111a. 

simpJ eme11t ,~ poi• 11nl ac i {>11 l 1 aiaar·nmos i .;1 J=-1. La J se debe a 

él<¡Ue 1J0 de i rnag-lu.ar i OS• \":nt OllC'PS roriaa 1 mnnt l! 1 os JllÍJd<'í'OS C'Olll--

p Je jos !":ion dt! Ja forma. 

.._, ... hi. clondn a y h . .;;011 n1Írn1~1·0~. 1·1~;d <~.~; ., 
y j -

Dnnot";tt'<"?ltlos a.I Po11junt"o dn los 1uímeros l·nn:plr!jos por C. 

DEFINICION l. lµ;ua1 ciad de c·ompl <>jos 

a hi ~" (" + di. <:-:=-'> a e· y !, e d 

DEFINICION 2. Su11tn y Produí"to dn Complejos 

( a+bL) (ad') + (¡,,.d)i. 

(a+hi.)(c-+di.) (ac--bd) + (ad+br)i. 

Apart.ir de esta~ clt~f'.i11i.C'".iones far.i]menl<~ 1u11HI·~ dn111oslf'<lrs<~ e"J-

siguicnt-e te0Pc111a 

TEOREMA l. 

Si z 1' 

1) 

El ronjuuto de l.os núcmros c-omplcjos es un e-ampo, 

es de~ir, .satisfart: ]as siguientes propi1•dades: 

y ""2 .son uúmeros rompJejos aPl>i.t rarJos, entonrcs 

-BI-



:!) z., 

3) Exi.sl·<~ <!l neutr·o haj1> la ,...uma: o oi 

-i) Pa r•a ( odu comp] e.i o nx i.s l· <! uu i.11 \'<'? P.!--iO !>aj o 1 a su1:1a 

l a r•c.rntos po ¡• -z .. Si z = a + I> i (-!fl{ ()fl('(!S -/. :::: -a .... (-h) j 

5) 

6) 

T) Exi.sle <.d nout·r•o hajCJ e] procluc-lo: t- o i 

S) PHPtl todo cornplnjo z / O 1- OL c~xistn su invc!t':-;o l>a;jo (!I--

produr·t o que: dP11ota1·<~Hios por 
-1 il -h 

r.es 
z a 2 I>:! + . " .'."l-

-1 
7. Si 

OJH!C'él<'j_one.s de! rc!sta y divi.~ión para los curupln,jos .. 

:,¡ l!lll 011--

DEFINICIO;>I 3. Si y '" so11 c-oi11p]cjos ar·bi_t·l'ario""i Pnlo11C"<~:-; 

z; - \V 

z 

"' 

z + (-.. ) 
-1 

7h' 

y 

PARTE HEAL, PAHTE lMAGINAlUA Y CON.JUGADO DE UN COMP·LEJO 

En u11 n1'.i111e1·0 c·ompl njo z; = a + hi a <! . .;;; 1 1 amada la part r. 

real y se dc~11ul"a 

por h ~ Trn(z). 

a ~ l~o ( z) 

Los 1nÍ.meros compJ ejos 

y 

.1.1am;:iclos números Pt-!.ulc..., y a 1.os números d<? la forma 

() 

¡,¡ 

Ja part"f! Pea] iu;ual a O se l<!.s llama i.ma:-~i11ar1.os puro':-i. 

son --

C'OJI -

AJ <'0111plnju fl - b.i. sn le Jl.r.1111a el c-cu1jug·ado del C'OmpJc:jo 

y se dC!nol"a ro1ao :t .::: a - h l 

EJ (H'ocl11rl o d1~ dos ntÍ1tu:1•os C"o11j11:1,ado.~ bi 

7 " - !> i <! ..;:¡ ti 11 ll IÍlll<~ l'O I '(' ,:1 J /,/, (;¡ •}') ( .:1 - b i J t· ¡_,-

l.os 111Írncros l«~<i I C!:-> ru i 11r i don con ~.u.--.; c-nr;,j11:-~ado.-.;, n i 11\'PI'-· 

SllfllCrll e, lJll 111Í1rlt.•1•0 <¡llf' l~S i_i:,ltili ;I Sii f'Oll,jd;·;adq f".'"l 1·r-.ll. ::11 
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1 
1 
1 
1 

1 -· 
1 

e['cc-t-o, 1a i~~ua"ldacl a bi a - bi nos l 1 c\·;1 a q111; 

y esto solo 0C"t1Pr·<~ si o. 

Unos ruunlos <~j<!11lplos hltlC!Sl'ran la ::H~nciJ IP/. (•on la qun SP 

o pe Pan l ns C't>mp 1 n.io:-;.. 

i;.lE~IPLU S 

l. EnC'ont Pal' ( 1 + i )3 )'..! 
., 

i -( 1 + '.!. i ., 
Pfll OllC"' l~~ ( 1 ¡ )3 ( 1 i) + i) 

( 1 i):; -2 t- :!.i 

.-,1 llli SlilO <~.ie111pl o puncle r<~so 1 V1!r' .... •1~ así : ., 
< 1 ¡ l 3 

+ :n 
\H~t"O 

i 
'.!. 

-1 i 3 i 

( l + ) 3 ~ + .1i 

ruÍt!IPl'O C'Olllj) l 1?.i1> 

( 1 i) ( 1 .i ) -1 ( 1 

J. Cal<-11ln «!l <"0C"'Íe11l·e 
( 2 

( 2 + i) ( 1 2 j ) -1- - 3 i. (.¡ 
3 - 3 - ( 3 

E.l í'.l(CICIOS 

., 

+ 

3¡- + 

- 3 -

1 + -,---¡ 

- i 

(~ 
i) ( 1 -
3 

.1 i) ( 3 
i ) ( 3 

'.! + :! i 

+ 1 ·) ;r 1 o + l·i 

'.~ i ) 

i) 

+ i) 
1 5 - 5 i 

1 o 

l{nduzc•a \o:-; si~~uJ.cnt<~S C"'Olílple!:jos n Jn fot•rna a 

7 + (-<i 3 i 1 ) 

2) 

3) 
4) 

(2 + i)(l + 2i) 

(2 - 3i)i 

1 
i 

5) • ---i--
Ú) 1 + +--i __ 

--¡-- l - i 

7) :.i +Ji)(! '.!i) 

7 

( .¡ + 3 i) 

:! j 

hi 

l 
'.!. 

1. 
21 



1 
1 
1 
1 

8) ( 1 ·t- i ) 5 
1 

')) (~)4 
10) __ ._i __ 

·t- i i 

+ i i. _l ___ i 

l l) De1ao!"tt 1·a1· <! l l <!<H'Pt:la 

1:?.) D1!most1•a1• que ...;.i ;:
0 

y z
1 

~1>1\ c·omplc-:Jo:-; 

z () • :t: 1 :;_-:; o <.="'> z l) .':: () tÍ .., l () 

13) Encont· r·;u· v;tl Ol't~s 1·na. l '~s df! x y y la 1 •·~ q11(~ 

-( l + i ) (" 2y) ( 3 ,- 2 i ) ( V - y ) ~ 

14) E11C'onl1·a1· sol11r·iont!S rt~all!S dt-: 

( l + i ) X 3 ( 1 2 Í ) X., ( l t- .( i. ) X -

.1 i 

Si z y " so11 <'<,,11pl "jos ""h i l Par i o.s <kwosl ,.,,,. 'i"" 
15)z+-" /. + \;i 

l (¡ ) (::7.) -- L. 

17) z = ;/, 

18) -;w = z \"J 

/. " ¡. o 
w 

20) z + z = 2 Rc(z} 

REPRESENTAClON GEOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS -

l\;1s.:lndo~e en el hoC"l10 <le~ que cada uuntc!J'o c-omp] <~jo 

a )' 

a t bi 

la re 

presentar-ión ,l],"eométriC'a C'on:-:.iste eu asocia1·]p a rada uúmet·o Ue 

estos la parr!ja of'donada (.a,b) la c-ual t"innt~ nsoeiado 11n punto 

en el p]auo. El ímn,•.1 ... iunr.io tundra asociada la pat'<!,ja (O,l) 

yi. 

bl 

- 0"1-



Lo:-=. pt111l us sobP(! <~ 1 <~.it! <lt-! ] a~ abe· i .o...; as, q1t1•. 1 l ~t;,1a1•t:iilCJS -­

t!jt! real, «or·rt!SfHHltlt~ a los nlll11t~1·0,:o, rt~alt~s q111:' -;1h1 dn la f11r1;1a 

X r 0 i y 1 os puul os l'-)nl>Pe <! l <~.it.~ <i<~ 1 il!-i 1>1·dt•11ada:--;., cplt! 1 1 a·-

llHll't:!1•10:; ejt! i1aa~;ina1·io, co1•1•t!J>011tlt--! a lc>s n1'w1<!1·c•s iu1a,:~i11.=.t1•in~ -

tpH! SOll dt~ 1 a ro1•11\il 0 + j' Í 

FORMA POLAR DE UN COMPLEJO 
h i 

bL 
Z=.a-,..b i 

plt<'!'c.lt~ delt~r>mi11arst! poi' la dista11ci;t q1ll: hay d<'l 01·i:.i,e:11 o.i.l p1tn•· 

to (a,l>) y eJ an:.?;ulo H <11Jn va del cJt! 1·1~~t1 po;--;il ivu al s1~;·;111t•11-

to qun une t!l 01'i.'~l!ll. Poi1 (a,h) ¡\ "J ;\ í] j S t ;l !IC" j l\ c}t' 1 ti I' j ~.! t :11 :t 1 -~ 

rnmplcjo z "lt? IJ;u:i;11·c~1·1os ma~·;nillld de z o m{)~ltilo d1~ /.y al ~Í.11.r~~ 
]o Q le lla1naPe111os ou·t~nmr~nt·o d<? z. Anl<~s dt! dc~t·1~r111inar la l"or-

a+ hi en t61·minos dP su i:u'11illlo y aJ'glll.ll~nlo 

nscri.hamos hit~ll estas tlcfiniPioru~s. 

y ., (} 

d<~not arl"'IHDH por 
') ') 

1'/.I =a-+¡,-

DEI"I:~ICI0:-15 •. \J ángulo G delermi11adn pnr· la par·le posillva del 

OBSERVACIO:\: 

eJ<~ t"t!al y un C"nmp1ejo z ! o J,: l l:una1·<..:mos ar!.!,"~ 

monto de z y lo denot"ur•t:mos c·nmo Ar-;J;(z) = Q 

E] a1·:.1;u1:t1!nt"n de Pua]quier 111Í1iu:i·o co111pJc:jo punde­

tom~u· una infinidad ele valor·ns ya que 

r\rg z l'.l t- :?.k'fí, pal'a c·ualquiPr l~ entPJ"o. l·:t at· 

::,;ur.1enl o de Pua 1 qui l~r· L'ea.1 mayor que ce 1·0 1~s 

rnroo. El ar~11mc~11t"o del <"omplejo rPl'O no Pstcí. de-

fln.Ldo. 
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hi ~~>i' z 
/'/ ¡! 

\'\..'- 1 \ J Z 1 St!ll iJ 
11 

---- --·-· _)_ ------' c.I __ _ 

\z 1 ~·~so 
·~-<!ª 

Si_ z = a .,. bi 

ll 
a 

t <.:11emos que c·os TZT donde 
h y :-iCll o TZT 

De donde 

" -· ! z 1 C"US o 
y b 1-< 1 .sen o 

ol>tt'!11ic~clo quu 

i,; 1·11 tt!r·111ino.~ -

G A1·g( z) 

z = a + hi 1 z 1 ('(,,; o + 1z1 ""ª ~' .¡ 

t!i-i de<'" i I' 

z = JzJ (<'os O+ i sen í:l) 

Esl'.a «~xprc~si6u se conoce <"Orno fot·ma polar cltd complt;jo z 

Dado quu el nr~~ument u d(• u11 cump1 t.!jo pu.ndu lomar una irifi 

nidacl dl! valnPe:->, ·1a for·ma p()lar no <~s l111iC"a. 

Esta forma polar de .los complejos nos va a servil' murho -

p.:1r;1 <"a.lcuJur· pule11cjas y saC"a1· i•a-Íces ele 111Í1ae1·n~:; <"omplt!jos~ 

E.JEMl'LO S 

a) z = - -l. 

1"' 1 - .1 
z -~ ,, 

h) z = -1 + 

EnC"Olltl'ar- la [01·1ua polar de!: 

Arg (~) 180° = tr 

( "º"'IT t i sen TI') 

-· 1 
'Lo·~ 

1z1 ¡¡--+!"' = .f:l Arg;(z) 3 1í' 
= -4-

z J2 (e-os 3'11' 
+ i. s~n 

3 'lí -.¡- -4-

<: 0,.···f L 

~ _, 1 



us rn:Ífí ventajoso dpfp1•11i11a1· ':l;Í11!!,"1l)o fl()l' '-ilL 1 a11,•1nil e·. .\!"-; í si 

z.:..:;. .-1 + l>i ns t-;tJ cpu~ ~ 7 o t~~te1·1.1i11a1· c~I 0Í11!~11 J ,, ;1,·.~.11du h' por• 

SU t Hrl!~'l'"!rl t· P 

l an \\' 

y t· cu11a1· .. " - rr 
J.n n 1 caso {~ ( l ( ( l l {~ 

" J {l(l~lll o a;!,1.u..!o " 
t·a11 , .. 

y sj 

y ... 7r - " 
EJERCICIOS 

a 

a > ll 

"< () 
u () ª <-

!!il l IHIC'í"S 

e.:-;.t·c"l dPl Pr':.ii nado poi· 
J, 

a 

d > 1.) 

sí ;1 < () 

r:ncont r•ar- la f'o1·ma pn 1 ~11• dt~ lo.i.; :-;ig·ui<:nl<!:..; r11Í.:1<!J'11.~ co11plnj11.~: 

l ) - úi 

:!) 

3) - i .JT 
2 :! 

.i) 
+ l Jf 2 

9) Dt'.:1:1t1t;:;,l l't! que /. 

10) DC:UlJ(!St- r'~ quo 1-z1 
1 l) Probar que si z 

ent-ourc-:s /. + \V 

z 

y 

1z1 

" 

S) 
6) 

7) .1 - 3 i 

8) 

') 

z l ... clo111lt! z t:s 1111 <~,>1;111¡1~jo 

doudt~ L. e.:-; llll C' u;np l t:j o. 

son ro111pl Pjo.~ 

1z1 ¡ ., 1 

MULTll'L.ICAC.ION Y DI\'ISION DE NUNEROS COMPLEJOS EN SIJ FORMA PULAR. 
FORMULA llE DE MOIVRE. 

z~a+bi y \V::: e + di 

SUflOllg·a1110~ tpH~ la fol'lllól pol<tr d<~ <~StUS C'OntpJPj<J~ <!."'; 

Z ::; r(C"OS H + y w ::1:: r 1 ( C'<J"i u 1 

111ttl t i p 1 i e-ando y r·t~a:~t>upa11do íact orr· .... l t~n1·.·a10.-.... 

,7 . .; -=-= 1' p 1 (r1),'-i H + sc·11 H) ( C"C)S f.) 1 --.1:11 H 1 ,1 

1' I' 1 [(('O'-) H ('I)..._, t-) 1 - .-.1~11 O •..;1~JI .,, t) j 1 .... if'll tt ('(l.~-t-H 1 + 

-,P rl l'J I (' j) :--i t') .1] 

; > 1~ I' C) ."'-):L i) t • 11\f 1 :~ (; 11 t ~ 
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ros A ros f::f 1 - son H Sl!fl e' ros (...., r f:-1 1 

snn e <"OS a + St!n e 1 C'ns Ft Sl!ll ( fl + 8 1 

por l"anto 

zw = r·r' [<·o~ (tt + e') S<'!ll ( t:t + tt 1)] 

es dePir, <d 111Ódu]o d<~I prod11<'lo os «d p1•oclu<~t11 cit.:! los mf>clulos 

de .1 os faC"tor•cs y e.I ar~1;ur1r~nl o es 1 él s1una el<! ,..:;us argui:1n11t o.s. 

Podemos re¡H'!t·ip esta r·Pgla par·a rua.lquinr n1l11H!l'O cl1"! farto-

res. 

H
2

, ••• ,C"os 

C"uyo módulo de racl;i uno es 1 es 

... 
11 

St!ll .. 
11 

(C"OS el+ SC1Jl Bl)(<'!L<...; e
2 

+ 

~ C'OS(Hl + tt:?, + ••• + H
11

) + Í 

sen tt:.!) ••• (C'os fl
0 

+ 

8(-~Jl ( H 1 + ~'> + • • • + H 11) .. 
snn " ) 11 

en partirular <'Uanclo e
1 

tt
2 

cst·a fórmula da la i.dent idad 

(ros e ... 

n 

ronor i.cln ro1110 1 a rtu·rnul a de DP. Mo i vre. 

u11·.entcro posJt·ivo. 

notemos que 

(ros e + i sen .,)~ 1 • 

sen ri f:l 

Pnr sUf>tH!st o ;1q11 í 

ros tt - sen e 
2 2 

ros e + sen e ros e + sen e 

n CH 

C"OS H 1. sen t;J ros(-a)+ i se11(.:..,). 

DB modo que 

(ros e + sen e)-n. ros (-n e) + j s"n (-n e) 

que es la fórmu]a ele De t·loivre pax-a exponentes tHtt·eros negat-·ivos. 

Si z y h' son rontplejos y su forma polar es 

z w :: r' ( cos e 1 + i su11 tt 1 ) 

su <"oci.entc 1 o podemos reprt..~scnt·ar C"01110 

z r(c•os " + i sen e) (r rns .. + sen "i( r' c•(1S. ... +i 

w r' (<'OS ... + sen e' )= 

t•(ros .. + i Hen .,) 

r' 
(ros (-tt) + Sl!JI (- .. · ) ) 

r (ros (e - e') + i sen 
r' 

.. ~ ... ) ) 

de donde nJ 11t<Jclu-lo cft.d cn<"ÍPril·<! t~s i.!:~1tal al corient·t! dt~ ]os mó-

clu]os y c:d ar·µ;ttm<~nto es la dií't.!t'c'!n~ia dP ;i1·:_.;1t111<"nt·u~ de!! dividen 

do y el i V j .-.>OJº. 

-as-
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EJEMPLOS 

l. 

2. 

Calc-ular 

. 
:ii:. 

( 1 

Calc-ular 

j_ 12 

+ 

( 1 + i) 16 

)16=P- t6(C'os 

. 12 
L 

•. f"'Ill6( :::: 4- f'OS 

:::[!' 1
(i(rus 

::; 256 

(e-os 1T" sen 
:! + 

<'OH 61t + sen 

+ i = .f:! (C'oS 1r ¡ + 

sen 
)

1 ,, 
-¡¡-
¡ 

1 (> -¡¡-- sen 1 ú 1f) 1 r 

4 'TT r i St.!fl .¡U-) 

\I '' 1T -

?. ) 
6 'ir 

RAICES N-ESIMAS DE UN COMPLEJO 

St!.11 ¡:) 

Las rairr.s n-t!si111;1s c!e 1111 Pompl<!jo z son .las .soJ11rioncs ele 

la crua("' i.Ón 
n w ::; z 

z y \V' eu su forwa ... po.1 aP 

z r(rc>s ~ + i sen e) 

w R(ros g + sen A) 

rcrordcmos que R y (:_) son desC"onoP.idas) 

cntonrcs 

w" = tt"(ros r1 Q + i sen 11 Q) ~ r•(ros ~ + sen t>) 

Dado que nú::a~ros <"'ompl ojos .i gua] es t je nen i ;.,~;ua] módu] o, te nomos 

que 

= r 

donde R <"!stií dt~l't!rmlnada .si.n nmhi~~Ur~clacl romo 

R:;~ 
por ot ril 11art<!, ar~~ttment O."'i de~ n1ÍnH~rns ror.ap l <?jos i gua 1 es pune.Inri 

el i r~r.ir· so] n por 1iuJl t i.p] os de •) 

teniendo ¿:1:--; 1 CJllf'? 

n Q ~ e + 2k A + ~k 

n 
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donde k C'!S 1111 <!nter·o. 

Obtcnit!1Hlo la exproesión para las raíces h' 

tt+'>ktr 
11 

+ tl + '.! k n-) 
11 

donde k es un <Htl er•o, [H-H'O cd n1Í111<!r'o d" 1•a Íc'c~.s d i.st i nt as t.:s so-

lamente n. Par•a obtener t·oda.s la . .;;; r•aÍPE"!.S distinlas <~s sufic·ien 

t·e ron t-omar• en la fclrmuJa k ~ O, l ,2, .... ,n-l -'"·a qtH~ si. k es un 

ent<~ro al'bllrario, por el al~.!,'<>Pitmu c1<! la di.\·isic"in tenemos que 

k = nq + r O ~r· <.." 

entCHlC'CS 

Arg "'1< 
... " k 71' 

+ 
11 11 .. 

+ 
~( nq + ,. ) 1T 

!l 11 

... '.! '11 r - + 1- 2 ·rr k 
11 11 

Arµ; wr + 2 'líq 

1 o rua] i.mp.l i ca que wk =W 
r 

para algtÍn valor de: r r.11t1·c O y n-1 

.i.nr] us i.v<:. Ahora cl~rnost-r·arcrnos qut: si w ·::: \'I 
s t 

o -:::. s, 

Tomemos clos valorc~s l""nteros tales q1te 

o :::::. s' t <.ll 

y supongamos que w s wt Entonces 

donde~ 

w 
s = Are; wt = 2 m 1'T"' papa al gunil rn Pnt·(!r'H, 

esto es 

- ... 
11 

lo rual j_rnpl ira c111c 

- . 
n 

2 t· "fr + 2m 'í( 
ll 

s -:- t .::: n111 para alg1ín v;ilor• f?nt-eroru 

pero «!Sto qu i.erc decir que s-t~ es múltip]o ele n n m o. 
Pero <""Olllo O ~ s, t· <. 11, ent ouc·e.s 1s-t·1 <. n enl 011c·es .s-t· no pu e ele 

ser 1111Í]t·jp1o den, por 1o tanto m ~O de donde 

Resumiendo e] res u 1 t" atlo l" enemo.s. 

s ::; l" .. 

Todo ntÍmero C'o11tp] ejo z J O t· iene t!XaC't .:uiu~nt·,~ 11 r·aÍC'es 

n-6s i uta=--> d i.st j nt·.a.s y ,. i enc~n 

[ros ( .!!. + 
11 

JHU'ói k .=: l), 1 , ••• , 11 - 1 

ciadas por 

'.! l: tr) --- + 
n 
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EJEMPLOS 

dado quP-

]a r órrnu] a 

R<?So] V<~r 1 a PC'ttac i.Ó11 

-.j = -t{c-os1l"+ 

de Ja raíz es 

x = ~{4 (c-os (f 
'""' 'IT"' ) 

2k n- ) 
~ --- + 

4 
sen 

t·omanclo k =: O, 1,2,3 Cllf"011 t· ramos qtLe 1 as cu a t· 1·0 ra i <"es . .;.;on 

wo =F- ( C'OS 1T '!!:)= t T + sen· 
•I 

+ 

\~ 1 =V (<"OS 3 ir 
- + -1 

i sen 3'lr)~ 
.¡ -1 

~rz (c-o.s - 1T' 5 n-
1·12 

_:J __ + sen -1 -i 
-1· --1-

\13 = f:! (<-os 711"" + .sen 7 .j'lr i i --1-

2 llcsolver• la crt1;tri.6r1 

x 3 = -8 i 

la forma polar de 

7 81 = 8 ros(--!)+ sen (- ~) J 
ele clonclc 

2Eos (- íi" 2k n-) l. (- 1r 21< w)] 
X 7i + -3- + sen 7i + -3--

2 E:os U1< -1 )V 
+ :·H~n 

(4k - 1) ir J 
() 

tomando k o, 1, 2 t· enemos raÍ<'P.s 

\Vo= 2 (cos 1r - S<~n 1f,) J3 (í 

111 ~ 
., (ros -¡r 

I· seu '.ir) ~ i :I ., 

h':!·= 
., {""'; ]~ t· !-i(~f1 7;) - J3 

6 " 
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EJEMPLOS 

Resolver las siguientes ecuaciones. 

l. x
2
7(47i)x+(S75i)=0 

X = (4-i} (4-i} 2-4(5-5i) 
2 

e-orno 75+12i 

X 
(4-i} (2+3i} 

2 

por lo tanto 

(2+3i) 

3+i 

2. x 3
7 9x

2
+36x780=0 (a) 

(4-i} -5+12i 
2 

entonC"es 

haciendo la sustituci6n x=y+3 

(y+3) 3 :-9(y+3)
2

+36(y+3):-80=0 

y 3 +9y
2

+27y+27:-9Y 2:-54Y:-81+36y+l08780=0 

de donde obtenemos la ecuari6n equivalente 

Aplicamos la f6rmu1a de Cardano 

y= ~13+h69+27 

Y= ~13+14 + ~13-;14 

y = V27 + ~..r:::t 

Calculamos las raíces cúbicas de 27 

Una de las raíces de 27 es 3, entonces 

y de -1 
. 2 

3.f y 3 ./' son las 

otras dos raíces donde 

f = 7~+ {i y por tanto .f 2 

Así las raíces de 27 son 
l 

u 1 3(7 2 + 

y las del 71 

YO = :-1 ; 

son 

vl 

i1.i) 
2 

1 J3'. 
- 2 '21 

3(- ! . 2 

Yz = ~ + Jii 
Rerordemos que para en~ontrar la solu~i6n y;u+v 

[Ii) 2 . 

U y V 

deben satisfacer la igualdad u"';_= - .. 1 es decir uv = :-3 
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• 
1 
1 
1 

Las soluciones que satisfacen 1 a c-ondic-ión son las parejas 

UQ y V Q "'; U l y V Z • ; U Z y V l • 

De modo que las soluc-iones de (b) son 

y 1 = 2 ; y 2 = 7 1 + z ./3i y 
3 

= -:-l - 2 ITi 

hac-iendo la sustitución x = y+3 

Obtenemos las soluciones de (a) que era lo que buscábamos 

La fórmula de Cardano da 

Tomando las raíces reales verificamos que uv=(7p/3), es_ 

decir, uv=6. Por lo tanto las raíces de la ec-uación son: 

Xl = ms + W Xz = _!J Vl8 +j'"lflZ x3 = ¡;"' ifl8 +f ~ 

EJERCICIOS 

Resuelva las siguientes ecuaciones 

1. 

2. 

3. 

4. 

x 3 79x712=0 

x 3718x+J0=0 

x 4 -:-4x
2

-:-8x-:-4=0 

x 4 -:-4x 3
7 Sx

2
;12x+6=0 

-9 4 -



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

TEOREMA FUNDAMENTAL. DEL ALGEBRA 

Las fórmulas para las ecuaciones de tercero y cuarto grado, 

como lo muestran los ejemplos anteriores son de poco valor 

pr&ctico. incluso el hecho de que no exitan ffomulas para re­

solver las ecuaciones de n-6simo grado cuando n ~5 no provoca 

dificultades serias en lo que respecta a la b6squcdn prbctjca 

de las raíces de lns ecuaciones. Esto se compcns.:i totalmente 

por otros m&todos que se han desarrollado ¡1ara la rcsoluci6n 

de las ecuaciones y que incluso en el caso de las ecuaciones 

de tercero y cuarto grado conducen nl ob~jctivo con mayor rapi­

dez que utilizando l;::is fórmulas. Más arlelantc estudiaremos es­

to. 

No obstAnte que tienen iioco valor pr6ctico, la existencia 

de f6r1nulas para las ecuaciones de segundo, tercero y cuarto 

grado, permitió dcrnoEtrar que estas ecuaciones poseen a lo más, 

respectivamente, dos, tres y cuatro ralees distintas. 

Ahora bien, cbmo est~r5n l3s cosas respecto a lo existencia 

de raíces para las ecuaciones de n-ésimo grado para n arbitra­

rio? 

Para las ecuaciones de grado mayor que cuatro no existe una 

f6rmula {una soluci6n por radicales) que exhiba al menos una 

soluci6n; esLo llGva, y llevb A los matom6ticos del renacimien 

t~ a preg~~tn~se si existen siquiera esas soluciones. La res­

puesta a esta pregunta se encuentra en el Teorema Fundamental 

del Algebra q118 nos g~rarltiza lo existencia de al menos una r~ 

iz en cualquier ecuaci6n. 

Antes de enunciar este terore111a conviene trahajar el primer 

miembro de la ecuación como una [unción. 

Dada la ecuaci6n 

(1) 

donde a 1 , a 2 , ªn-l' o
0 

son números reales o complejos, 

podemos cons~derar el primer miembro de la ecunci6n como fun­

ci6n de la variable x, es decir, considerar la ecuaci6n (1) CQ 

mo 

f(x) o 



donde f (X) = 
n 

X + a 
n 

Est~ función también es llamada polinomio en x de grado n. 

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA. 

Cualquier 

f(x) = xn 

polinomio 

n-1 
+ ª1x + 

ct1yos coeficientes a
1

, 

de grado n O 

a son num-=ros 
n 

reales o complejosdados, tiene al 1ncnos una raíz rc­

nl o compleja. 

Es~e tcorcn1a es uno de los m5s import3ntcs de toda ln m3te­

m&tica. Fué demostrado en el siglo XVIII por D'Alembert y 

Gauss; en sus demostraciones tttilizaron resultados que estaban 

íntimamente relacior1ados con el an~lisis, las demostraciones 

de dichos rc::ull::Uos se ()~n l.1nsta Ia segu11<l3 mltad del siglo 

XIX. 
La demostraci~n delTeorema Fundamental del Algebra no es 

sencilla y requiere deciertos elementos y resultados que toda­

vía no son familiares a los estudiantes del n~vcl correspon-

a; ente R lns~rimeros semestres. Por esta raz6n nadaremos aquí 

su demostración .. 

Partiendo de qu~ tenemos g::.ir¿inr.izada la existencia de al m~ 

nos una rniz en uno ec11aci6n de grado n, la pregunta que se o­

curre inmediatamente es lcuál será el número máximo de raíces? 

El siguiente teo1·en1H nos ayudar~ a resolv~r la pregu11ta. 

TEOREMA DEL FACTOR. Sea 

f(x) n n-1 
=X + a 1 x + 

grado n, cuyos coeficientes a 1 , a 2 , 

son reales o complejos. 

es raíz de f(;.) si y sólo si 

un polinomio de 

ªn-1' a 
n 

f(x) = g(x)(x -

donde g(x) es un polinomio de grado n-1. 



DEM: 

Supongamos que~ es raíz de f(x). Dividiendc:* f(x) entre 

(x - o() obtenemos 

f(x) = (x - O()g(x) + r(x) (2) 

como el grado de r(x) es menor que el grado del polinomio div~ 

sor, podemos reescribir (2) como: 

f(x) = (x - c()g(x) + r 

el grado de g(x) es entonces (n - 1) 

sustituyendo x 

es decir 

en (3) tenemos que 

( ot - O(.) g(c<.) + r 

f (D() r 

por otro lado 

f (O{) o por ser ~ raíz de f (x) 

<le donde r = O 

y por tanto 

f(>:) = (x - 1:< )g(x) 

Ahora supongamos que 

f(x) (x - "')g(x) 

sustituyendo x C\. cbter.el''!OS 

f (CX) (!X. - IX) g (Ol) o 

(3) 

por lo tanto OC es raíz de f(x) quedando asi demoscrado el tea-

rema. 

Apl~que~1os cs~e r{_sultado pora s~ber cu~ntas raíces puede 

tener un polinomio de grado n. 

Si f(x) es un polinomio de grado n sabernos que f(x) tiene 

al menos una raíz (real o compleja), llamémosle o<¡. entonces 

porel teorema del factor 

f ( X ) = ( X - C( 1)f 1 ( X ) 

donde el grado de f
1
(x) es n-1 

pero f 1 (x) tiene al menos una raíz ~2 , entonces 

fl(x) = (x - c(2)f2(>:) 

<load" el ¡:,rada de f 2 (x) es n-2. 

(4) 

(5) 

i~Recu~rtlesc que el proceso usual para la divisi6n de polino­

mios es igual que el de la divisi6n d~ n6meros. 
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sustituyendo (5) en (4) obtenemos 

f(x) = (x -ot1)(x -i'.',)f 2 (x) 

repitiendo el mismo argumento llegamos a que 

f (X) = (X - o( J) (X - C{z) 

donde las raíces oc,, rX 2 _ ..... , 0.v, 

(X - v(..,) 

pueden ser todas disti.ntas 

entre si o puede s11ceder que algunas de ellas sean iguales. 

Establezcamos este resultado con10 un teorema. 

TEOREMA l. Si f(x) = 
n r:.-1. 

X + a 1 x + 

l..:..nowio de ~r,i.<lo n>O, donde lo~-: coc.:f:cj_t:;_•nte~:: son 

(6) 

n6meros reales o complejos entonces f(x) tiene a lo 

mbs n raíces reales o cu111plejns distintas. 

La demostraci6n es directa a partir del teorema del factor 

y ha quedado ya esbozada. Queda como ejercicio el formalizarl& 

Hemos mencionado que puc<lcs11ccdcr quP en la factorizaci6n 

(6) de f (x) algunas de las 

nición respecto a esto. 

's sean i3u¿1lcs, dar~mos u11a dcfi-

DEFINICION. Si en la factorización de 

f(x) = (x - Q: 1)(x - !'!,) 
m raíces 30n igu~les 

dida de generalidad, 

con 

si 

(X 

1 < 
()(,= 

- o<..,) 

IU ~Et es áccir, 

IX z = = ot\t)t = 

se dice que la raíz ~es de multiplicidad m. 

sin per-

o<.. 

Nótese que si o<. es de multiplicidad m, f(x) puede escribirse 

como 

A las raícesque no se repiten en la fnctorización se les 

llama raíces simples. 

Ejemplo 1 

El polinomio f(x) = x
3 

lo podemos factorizar 

f(x) = x 3 
= (x - O)(x - O)(x - O) 

como 

observamos que tjene tres raiccs iguales, dicho en otros tbr-

minos, tiene una raí;, {/(= O de multiplicidad 3. 
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Ejemplo 2 

En el polinomio f(x) 
rización es 

f(x) x 3 (x 1 
= - <-2 + ti)]2(x - ( 

1 
2 + 

3 
+x 

3. 2 21) l 

cuya fact.2. 

rXl o es una raiz de "''·' l ti p 1 i cid ad 3' tnmbién llamada triple 

c<z 
1 3. 

0(3 = - 1 3. raíces de multiplicidad 2' 2 + zi,. 2 - 21 son 

tambi6n llumadas raices dobles. 

Si bien el teorema del facto1· nos ha servido para esLablc­

cer que una ecuoción de grado n tiene ala m~s n rniccs distin­

tas, vamos n ver que tQmbi6n es m11y 6til Jlara facilitar ]_a b~~ 

queda prbctica de raícesde un polinomio. IJ.usLrarcmos esto con 

algunos ejemplos. 

Ejemplo 3. 

Sea f(x) 

de f(x). 

x 4 - Sx 2 - lOx - 6 Encontrar todas las raíces 

Por :Lnspec-:....ión cnconLrumus qu8 -1 C3 .... _..:....:.. de f(x) ¡ entonces 

x - (-1) es factor <le f(x) 

haciendo ladivisi6n de f(x) entre x + 1 

X + 

obtenemos que 

3 
X 

3 
- X 

Sx 2 

2 
X 

4x 2 lOx 

- 6x 6 

- 6x 6 

o 

f(x) = (x'+ l)(x 3 - x
2 

- 4x - 6) 

Nuevamente por inspección encontra1nos GUe 3 es raíz de 

x
3 - x

2 - 4x - 6 = g(x) 

dividiendo g(x) entre x - 3 



2 2x + 2 X + 
3 lx 3 2 -4x 6 X - X -

3 -3x 2 
X 

2x 2 4x 
- 2 2x 6x 

2x - 6 

l_~ 

o 
obtenemos que 

g(x) (x 3)(x 2 
2x 2) + + 

d9 donde 

f(x) = (x + 1 )(X - 3)(x 2 + 2x + 2) 

Ahorn resolviendo luecuaci6n de segundo grndo encontramos que 

-2 +V~ 
2 

-2 +V~ 
2 

-1 

-2 
2 -1 + i 

- i 

son las otras dos raíces de f(x). 

Podemos escribir 

f(x) (x 

f(x) (x 

la factorización completa de f(x) 

+ l)(x - 3)(x - (-1 + i)(x -(-1 - i)) 

+ l)(x - 3)(x +l - i)(x + l + i) 

Para notar que esto facilita el encontrar las raíces de un 

voli110111io, .in Lente;; 0ll\:Gr4tr.:.rl.:i.s con ln fórmul:::i por.::. l~ ce.un­

ción de cuarto g~2da. 

Ejemplo 4 

Sea ~(x) = x 3 - 19x + 30. Encontrar las raíces de f(x). 

Es fácil encontrar que ~i = 2 es raíz de f(x). Al dividir 

entre x - 2 
2 

+ 2x - 15 X 

X - 2 X 
3 19x + 30 
3 2x 2 

X 

2x 2 - 19x - 2 2x - 4x 

-15x + 30 

-lSx + 30 

o 
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ohtenemc~-: que 

f(x) (x - 2)(x
2 + 2x - 15) 

pero x 2 +2x - 15 es f&cil deiactorizor 

x 2 + 2x - 15 = (x - 3)(x + 5) 

de donde obtenemos las otras dos raíces de f(x) que son 2 
y .... = -5. 

.:> 
La factorizac.LÓn completo de f(x) es 

f(x) = (x 2)(x - 3)(x + 5) 

En los <los Ú] timos ejemplos el procedirniento ha sido c11con-

t r ar un 2 :- ~ í z del pe l in C' m :_o f ( }: ) en e u ~ s t i ó ~ hucer la corre.Q_ 

pendiente factorizaci6n de f(x). A continuacibn damos un m&to-

do que simplifica Ja división de f(x) on~re x - ~ y un rcsul-

tado que va a servir parn guiar 12 b~squedn por inspecci6n de 

raíces de un pol.i11omio. 

La divisi6n sintltica es un m6todo que hoce mas sencillo el 

problemu de encoHt:rn.r el cocientr:: y el residuo de la división 

de dos polinomios f(x) 

f(x) 

y g(x) con 
n-1 

+ ª1x + con ~ o 

a 
n 

n61neros real.es o complejos 

y g(x) (x - C<) 

Encontrar este cociente y resiJuo se 

f
1

(x) y r tal que 

rcdt1ce u encontrar 

f(x) (x - c<)f
1

(::) .,. r (1) 

donde el. grado de f] (x) es n -

Para encontrar f
1

(x) y r en función de f(x) y~ supongamos 

que 

sustituyendo esta cxpresi6r1 en (1) obtenemos 

ª1:-~n-l ·t + ~-:o.-•. -1"' n 

3 

+ bn-2x + 
n-2 

C'( hl X + • • • 

bn-1) + r 
2 

+ bn_ 2 x - <Xbn_ 2 x + 

+ bn-lx -ol.. bn-1 + r 
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y como dos polinomios son ig11ales si sus coeficientes respect~ 

vos son los mismos, tenemos que: 

~ "·' ªn...:.1 -= ba-1 bn-2; 

o sea 

2 
n 

a 
n 

estas rel~ciones las podemos poner en una sola as1: 

ªo ª1 ª2 a n-1 
a 

n 

o< bo O(bl o(bn-2 o< b n-1 

bo bl b2 b n-1 
r 

Por lo tanto para calcular el polinomio cociente t 1 (x) y el 

residuo r, s6lo neccsj~3mo7 c~lcul3r lss bi que vienen dadas 

por la fórmula de recurrencia 

donde h
0 

y siendo 

obteniendo asi el m&todo llamado División Sintitica. 

Ilustramos el mfotodo c.01¡ un ejemplo. 

Ejemplo 5 

Dividir f(x) = x 2 -6x + 5 entre 

los co~ficienLes del polino1nio f (x) 

se escriben en 11n renglón 

al final de los coeficientes en una 

se acostu1nLr2 :~sc~lbir e1 n6mo1·0 

que integra el divisor con signo con­

trario 

x-3 

dejando un rengl611 de csµnclo se t~u­

za una linea y se b3ja el primer coe­

ficiente, luego se multiplica por 3 y 

-1D2.-

1 -6 

1 -6 

5 

5 



el resultado se coloco debajo del se­

gundo coeficiente y se suman 

el resultado de esta suma se multipl~ 

ca por tres y se coloca debajo del s~ 

guicnte coeficiente y se ~·11mnn 

esta 6ltima suma da el residuo de la 

divisi6n y los nómcros anteriores son 

los coeficientes del cociente, cuyo 

grado será mt.!nor ~11 uuo que el g::.:u.lo 

del dividendo 

n n-1 

1 -6 

3 

1 -3 

1 -6 

3 

-3 

cociente: 

rcsi.c1110: 

5 12__ 

5 ~ 
-9 

-4 

X - 3 

-4 

TEOREMA 2. Si f(x) = o 0 x + "lx + ..• es un 

polinomiO de grado n, c.on coeficientes enteros y 

es una raí= entera de f{x) entonces ~lan 

DEM: 

Sea x el.. entonces 

f(()(.) = ªoc(.n + 

factorizando ~ tenemos que 

ªn = o((-ao n - ª1 

y por tanto o( \a
0 

n-1 

Ejemplo 6 

Factorizar el polinomio f(x) = 

+ "n-1°' 

3 
X 6x 2 + 

+ a 
n 

llx - 6 

o 

:~ i f ( x ) L i en C:.: u i1 a r ni% ·..:. .. t. (' r .'J : ésta <l '..?.he di vi d. ir a -6 , en -

tonces de tenerla ~sta tendría que ser uno de los divisores de 

-6. Los uivisores de - G son 

f(Z) 

f ( ] ) 

f ( 3) 

8 24 + 22 

27 - Sh + 33 

±1 

-

' 
±2, ±3, 

(; o 
r, n 

[) = Q 

por lo canto la factorjzacibn de f(x) es 
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1 
1 
1 

f(x) x 3 + llx - 6 (x - 2)(x - 3)(x - 1) 

Ejemplo 7 

Factorizar el polinomio f(x) = x 3 + x
2 

- 3x + 9 

Los divisores de 9 son ±1, ±3 y ±9 

f(-3) - -2~ + 9 + 9 + 9 - o 
así que -3 es raiz. Como ning6n otro <livisor de 9 snt~sface 

f(x) =O entonces -3 es la Ílnica rai.z entera de i(x). Es más, 

como es psiblc demostrar que toda ra{z racional de un polino­

mio con oceficientes enteros es entera (lc:i dc:most.ración ~e el!:_ 

ja como ejercicio) podemos asegurar que las otras raíces de 

f ( x ) son ir r ::i c. i o 11 a] es o L. i en e o ¡:1p1 e .i as .. 

Dividamos 
3 2 

3x 9 3 X + X - + entre X + 
1 -3 9 l2_ 

-3 6 -9 

1 -2 3 o 
por lo tanto 

3 2 
X + X 3x ~ 9 - ( :< + 

') 

3)(x- -2x + 3) 

resolviendo 
2 2x 3 - o la fórmula obtenemos las otras X - + con 

dos raíces que son 

2 ±V4 12 
xl,2 = 2 es decir, 

y 

así f(x) - (x+ 3)(x - (l + v'2i))(x - (1 V°21)) 
Observen1osque las dos ~1ti1nas raices que obtuvimos 

1 + \[21 y x 2 ::: 1 - Vzj son números conjugados, es decir, 

x
1 

x 2 No es casualidad que siendo ~ 1 raiz de f(x) su con 

ju~ado también lo sea. Este resultado que enunciaremos como t~ 

oremn puede serútil tambi6n para la soluci6n pr~ctica de las 

ecuaciones 2lgebra~c3c. 

TEOREMA 3. Sea 

f (") 

mio de grado n con coeficientes reales. 

un polino-

Si o!,.== a + üi ¿U: es una raíz de f(>~) entonces el 

conjugado de e<, iiZ" = a - bi también es raíz de f(x). 



DEM: 

Como ~ es raíz de f(x) se tiene que 

· • · + "n-1,;( 

de donde 

+ 3 
n 

ut~lizando las propiedades del conjugado tenemos que 

o(ll n-1 
+ °' o .'.:_o_ + ª1()( + a + a 

- n-1 - --11 
n - --;:;-=T 

3 n-l!X o ªoc< + ª1 el.. + + + a n 

como ªo' ª1. a son reales 
n 

o 

nuevamente utilizando las propiedades del conjugado tenemos 

es decir 

f ((;() = o 
y parlo tanto cX es raíz de f(x) 

Ejemplo 8 

a = O 
n 

El conocimiento de una raíz de f(x) simplifica encontrar 

las otras. Si nos dicen que 1 + i es raíz de 

f(x) 
/, 

X~ 

.., 
+ Sx~ - 2x - 2 

y quere1nos encontrar ~od8s las r~ices cie f(x), lo que hacemos 

es lo siguiente: 

Como + ~ es raiz su conjugado tarnbi~n lo ser~ y 

f(x) = (x - (1 + i))(x - (1 - i))g(x) 

para obtener g(x) 

(x - (1 + i))(x -

basta con dividir f(x) entre 
? 

(1 - i)) = x- - 2x + 2 

resulta 

así 

entonces que 
2 

X 2x - 1 

f(x) = (x - (1 + i))(x - (1 - i))(x 2 - 2x - 1) 

y al resolver la ecuución encontramos las raíces restantes 

,..., = '\'S 
2 

+ V2' 
es decir 

= l 
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la factorizaci6n co1npleta de f(x) resulta ser 

f(x) = (x - (1 + i))(x - (1 - i))(x - 1 -{2)(x -l+VZ) 

Para finalizar esta secci6n n1cncionarcmos lnrclncibn que e­

xiste entre las raíces <le un polinomio y los coeficientes de 

&ste y la relaci6n entre las derivadas del polinomio y la mul­

tiplicj dad de sus ra5ces. 

RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE UN POLINOMIO Y LAS RAI­
CES DE ESTE. 

Sea f(x) un po~inomio de t0rccr 

grado. 

f(x) puede escrjbirse como 

f ( X ) = ( X - O( 1 ) ( X - IX 2 ) ( X - o(3 ) 

donde o< 1
, c< 2

, c<3 
son las raiccs de f(x). 

Desarrollando el segundo miembro obtenemos 

por lo tanto 

-al = c<l + ¿;(2 + o<3 

ª2 IX 10(2 + °'11X3 + 0(.20(3 

-a3 IX 10('2()(3 

Para polinomios 

f(x) = x 4 + a x 3 
1 

-al 0:1 + o<2 + ,;<3 + ()(4 

obtenemos 

ª2 IX 10<'2 + CX'.ltxJ + 0(1()(4 + o(2(X3 + o<.20<'!, +e< 31X4 

-a3 C/.10:2°~3 + txlo<2C<'4 + 0(1C<JCX4 + oep<3()(.L1 

ª4 = /)(.1()(/X.3CX.4 

donde c<
1

, ot
2

, o<'3 , o<4 

En general para 

f(x) ~" 

obtendremos que 

son las ralees de f(x). 

a 
n 



l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

-al es la suma de las n raíces de f(x) 

ª2 os la sumo. de losproductos de las raíces tomo el os 

de dos en dos 

-a3 es la suma de los productos de las raíces toma-

dos de tres en tres 

(-l)nan es el producto de las n raices. 

Así pues podemos enunciar el siguiente resultado. 

TEOREMA 4. Sea f(x) un poli-

nomio de grado n con coeficientes reales o complejos 

entonces los coeficientes 

presarlos como: 

o< 1 + o(2 + 

v<lcx'3 + 

cll °"2 • • • O(n 

+o< 
n 

ªo· 2.n podemos c.?.f_ 

+ C(. e/. + · • • + o<.n - lCX.n i j 

donde &<1 , oc
2

, , O( n son lns raíces de f (x) 

Ejemplo 9 

Encontrar las raices de f(x) = 
4 , 3 

X + OX + l 2x
2 

lOx + 3 

sabiendo que tiene una raíz de multiplicidad 3. 

Co1no una ~aiz es de ~:ultiplicidad 3, podemos hacer 

0(1 = 0(2 0(3 y por el resultado anterior 

- 6 «1 + c(l + o<l + o(!+ 30Cl + o<.4 

12 ctlfXl +!XlO(l +C<'l()<'l +()(10(4 +0(10(1 +a'1C\ +C>-'¡cx'4 

3/.){i + 3C<'lo<.,, 

-lo o( 1 °'L°'1 + c<l 0(1 D(4 + ~l '\ 0{4 + o(l lX'l()(4 

3 

3 
o( l + 3 c!.l (){10! /¡ 

3 
O<\C><iO<i()l.4 = cXlCX.'; 
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1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

• 
1 
1 

nos queda el sjstema 

-6 3()(1 + 0(4 

12 3(;/.2 
1 + 3 "'1 ()14 

3 2 
-10 o'-1 + 3'.><1rx4 

3 
3 

= o< 1 cx.4 

resolviendo obtenernos 

cXl = - 1 y -3 

de donde 
()(1 = -1, oe

2 
= -1, oe3 = -1 y ~ = -3 

RELACION QUE HAY ENTRE LAS DERIVADAS DE UN POLINOMIO Y LA 

MULTIPLICIDAD DE SUS RAICES 

Sea f(x) un polinomio de grado n y supongamos que tiene una 

raiz de rnultip1icidnd dos, entonces 

f(x) = (x -IX. )
2
g(x) 

1 

donde g(N1 ) ;'= O 

derivando f(x) obten~1nus 

evaluando f'(x) en ~i resulta que 

:f_' (o(i) = o 
es decir, rcsulta·quecXi tarab...;_~,n e.:3 ra.i.z (:.:; :.'(::-:). 

Derivamos f'(x), es decir, cc;lc:ulnmos f"(x) 

f"(x) = 2g(x) + g'(x)'.'.(x - C<i) + g"(x)(x - o<i) + 
2(x -Ni)g'(x) 

evaluando la segunda derivada en ~i tenemos que 

f' '(()('i) = 2g(C\_) ;'= O 

es decir, o<i ya no es ra:Lz de f" (x). 
Generalizando podemos establecer el siguiente resultado 

TEOREMA 5. Sea 

nomio 

a 
n 

un poli_ 

de grado n con coeficientes reales o complejos. 

una raiz de f(x) de multiplicidad k si y s6lo 
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si las (k - 1) primeras derivadas son cero y la 

k-~sima derivada es distinta de cero, evaluadas 

en D( i. 
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EJERCICIOS 

1 • Fac-t oric-e ] os siguientes polinomios en factores lineales 

i) x3 iv) x4 3x 3 2 
3x + + X - -

ii) x3 i v) 2x5 3x4 2x3 4x 
2 

+ 

iii) x4 2 
1 - X + 

2. Utilizando el método <le <livisi6n sintética encuentre el c-o 7 
riente y el residuo en la <livisi6n <le 

i) 
ii) 

entre 

entre 

x+l 

x-;-3 

3. Este ejercicio nos da un método para escribir un polinomio 

e-orno suma de potencias de x 7a, donde aes un complejo. 

Sea p(x) un poliriomio de grado n y a un número complejo. 

Efectuamos las siguientes divisiones 

p(x)=(x 7 a)p 1 {x)+b
0 

p 1 (x)=(x-a)p2 (x)+b 1 

p 1 (x)=(x-a)p (x)~b 1 n 7 n n 7 

i) Demostrar que pn(x) es de grado e-ero 

2 

ii) Sea b
0

=p
0

(x). Demostrar que p(x) se puede escribir romo 

p(x)=b0 +b 1 (x7a)+ ••• +b
0

(x7 a) 0 

4. 

iii) Mostrar que 

2x4 +3x 3 -:-x
2

+x-;-2=2(;;72) 4 +19(x-2) 3 +65(x72) 2+97(x72)+52 

iv) Expresar x 9
7 1 romo la suma de potencias de x7l 

Sugerencia: Usese divisi6n sintética en iii) y iv) 

n n-1 Demostrar que si p(x)=a 0 x +a 1x · + .•• +an_ 1x+an es un pol! 

nomio de grado n c-on coeficientes enteros; entone-es toda 

raíz racional de p(x) es raíz entera. 

5. Encuentre el polinomio de menor grado 

i) que se hace e-ero para x= 7 1, o, 1 y toma el valor 

1 para x=2 \. 

- 110 -
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ii) que se hace rero para x~ O, 2+i., 2-i y toma el va 

lor 1 y -1 lara x=7l y x=l respertivamente . 

6. Esrriba un polinomio de menor grado tal que en x=O toma el 

valor 1 y tiene las siguientes raíres: y -1 como raíres 

simples; 2 romo raíz doble y 7 3 coino una raíz triple. 

7. Resuelva 

i) x 3 72(1+i)x 2 7(1 7 2i)x+2(1+2i)=O dada la raíz 1+2i 

ii) x 4
7 (1+2i)x 3 +( 7 4+i)x

2
+(3+6i)x+373i=0 dadas las raí 

res i y .ff 

8. Resuelve las eruariones 

i) 20x3
7 JOx 2 +I2x7 1=0 sabiendo que 1/2 es una raíz 

ii) 2x4
7x

3 -17x 2 +I5x+9=0 si l+IT y 1-Jz son raíces. 

9. Sea f(x) un polinomio de grado n. Probar que es1"aÍz doble 

de f(x) si y solo si es raíz de f(x) y f'(x). 

10. ¿Cuándo f(x)=ax 2 +bx+r (af'.o) tie11e u11a raíz doble? ¿Qué 

quiere decir geométricamente esa condiC""ión? 
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RA.lCES REAL ES 

Hasta aquí hemos notado que resolver las ecuaí"'.i.oncs por m.!:_ 

dio de las lórmu] as no es nada pr:Íf"t iro, cxr-ept o pa1·a e] C"aso de 

las eC"'uaci\-'.ines de segundo grado; también hemos visto que hay 

otros e.ar.tinos que fa.C"iJ it an en r.11_;.~ho:::; c¡¡sos .la ~•o1uc--téu1 de la!::. 

rua<"ión. 

Otra prob] em.:Ít ira qt•e e.les de hac-t: tiempo l1an t r;.i.baj;H~o J. os 

matemlít iC"oa, y qrte en esta ser-e itJn nos proponc~no.s .:lbord..ir, es 

la I"'e]acionad.:i con .lo ~iguicntc: 

Sin re.solver una cruaci<.)n dada ron coefic-ientt~s. Peal<~s, 

obtener informacilÍil sobI"·e si tiene o no raÍí"'cs reales; en C"aso 

afirmativo, cuantas raíres 1>osltiv;1s y ruaI1tas negntiv;1s ticrlc. 

UN NETODO PARA A~ALlZAK LA CUDICA 

Sea f(x) = x 3 + px + q un poli no?:1io de tcrc-cr gr-ac..lo C"On co 

eficLentes reales. 

Sabemos c1uc ];\ funri6nf(x) C5 ror1tir1ua y está clefinida para 

todos los n~meros reales. Adc1~~s Jlar~ v~Jores de x 1nuy grar1dcs 

en valor absoluto, el roraportacicnto de la funri6n está c!etermi 7 
natlo por el termino x 3 es dcrir <"u:i.ndo 

x tiende a o-~ f(x) tiende a ·:_-.c. y ruando 

X t:' icncle a - c-..o ; t• (X) ti ende a - ::V 

Por ser f(x) urla funri6n CClr1tinua, toma todos los valo~es 

entre -:- e<.' e C<'.:.°' 

Esto nos asegura que la ~~~f ic·;1 de la f11nri6n rorta al eje x 

en nlg~n punto, es decir, existe al ntcnos un n~mcro real x
0 

tal 

q)-lc-.f(x
0

) =o. 
Dicho n~r1tero real es 

solu~i6n do Ja cruari6n f(x) =Ü 

Así c¡t1eda establerldo que 

1 a eí"u<1r i.cJn 

x3 + px + q = O 

sicmpl'f= tl(.!iH': a] mt~uu.--:. un.a r.:iiz 

1·eal 

~~~/'~~~~r-~~~~~~~~ 

./·~o 

Por otro J ado sahemo.s que ] a cru.ac.ión de t ePcer gr;.ido ¡_"' Jo 
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tiene tres raíces distintas. --- ---
Resuelto lo nnter·lor, el problema consiste en saber bajo 

qué rondicioncs sucede que la cruac-ión f(x) ;;:. O tiene cxactamen 

te una r,aíz, dos raires o tres raires 1,c:1Jes. 

Busrarcmos las coudlclones pnra que la ("t!b.i.ra tenga exar 7 
tame11te tres raíces reales. 

Los po] inomios son funf"' iones que t ic_ .. ncn dcri vada.s c"ont i":"' 

r1uns de todos los 6rcienes. 

3x
2 

• p lo derlvadn de f(x), F'(x) a lo mds 

tJ_cnc dos raírcs rea1cs distir1t:1s. 

Una rondiC"'iÓn nccc.=;a1•.io.t. {1na~ uo suficiente f:i~. lb) papa 

que la cúbica tenga nHÍs de una raíz es que su grfi.[ica sea romo 

la figura la, 

fig .. 1 a fig. lb 

es derir, la fu11r~6n debe tener u11 1náximo y un mínim9 relativo. 

En t6r1ninos de la derivada de f(x) esto quiere ~~cir~, que 

hay dos valores dist~11tos pnra los cuales r•(x) =o, esto es, 

la derivada debe ~er1er dos r·aírcs dJ.stintas. 
~ 

Si f 1 (X) 3x""" + p 

entonces ... p = o lmp] ira que x = :.{-Jf 
Para que sean dos raíces rca]es distintas necesariamente 

p < o. Las raíces son x 1 =.J-p/3 y 

Evaluando en Ja segunda derivada 

f' '(x) = 6x 

los puntos X¡ y Xz nos cl~111os cuenta que en 

lor mí.nimo rP.1ati\·o 

ximo re]atlvo 

(f"(x.)?0) 

( t·" ( x
2

) <. O) • 

y en x~ 

Ahora bien, .la r1Íbjc-a tiene cxactament<....,. tres p¿t.ÍC'es I·ea-­

lcs si y solo sL el V¿!}nr n1~xi1no y e]_ v;1]or 1:1íni:110 sor1 de tlife 
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rente signo (Cig. 2} 

f ig;. 2 

Es tlcrir, sucede si y solo si 

f(.J-p/3'if(-.J.,-p13') o 
HaC"'iendo cá.lC"'ulos tenemos: 

f( .J-p/3Jf<- .J-p/3'¡ = [c..r:.p/3J 3 +p\J-p/3J+q]~-.r:-p/3J 3 -P<J-p/3l+~ 
(p/3)3 - (2p3/9) + p3/3 + qz 

Así que la cru~ri~11 f (x) 

raí~es reales si y so]o si 

2 
+ q 

O ti~ne exart·;1mentc tres 

De igual mnncru se ¡luecle cor1cluir que la CC"'113ri6n f(x) O 

t~ene exactamente dos raíres reales s~ y solo si 

,, 1 " / Tf=7-
/ ... ¡ tig;. 3 

(ver f ig. 3} 

/ 
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Y tie11e exactamc11~e una r¡1Íz rea] si y solo si 

o bien p o 

/ 
rig. 4b 

Oll.scrvaC" 1.ón: 

Rcrordemos que el t6r1n.ino aparcre en ] ._"l 

fórmula x3 + px + q = O 

X 

Cuando en la fórmula aparecen n1Í.meros complejos, la cúbica t-ie 

ne cxnrtamente tres raíces reales. 

EJH\PLOS 

1) ¿Cu6ntas raíres reales tiene ]a r~bira 3x + .rT ? 

Como 

la ~~~a~i6n ri~bi~~ tiene cxartarncntc tres raírcs r·eales 

2) La ec·u~1ri6n r~bira x 3 - 9x - 12. = O ti.ene exactamente una 

solu~i6n real ya c¡ue 

(-9.) 2 '12.) 3 
2 +l3 = 

- 115 ~ 
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El .:i.rgumento utilizado en la C"Úbiea para garautiz;1r Ja 

existcnr~a de al n1e11os \1na r;1Íz rc;1] 1 o podcl'lOS gener;1 l izar p~ 

ra todo poli11omio de graclo im1)nr. 

Sea 

f(x) = n 
X 

11n pol~no1nio de grado impar ron roeficicnt~s reales. 

Pura ,;al OI'Cs muy grrl1Hle.s ele x;, f ( x.A 
1 . ) [)' f(x) )" (X os m:.smos "~:::?. ore~ Jm --- = 1r.i -

h-'1:.~ xn ...-,~-r.oci xn 

lo mismo ocnrr·c pal' a val ores 1~1uy pcqueiíos de x. Lsto es 1o --

mismo que decir que el comport·.s.rnicnto rle ]a fuuciún 

xn de modo qnc cuando 

está de ter 

minad.o por el térmj no 

X --;> e.o f(x) --'>' <>= y cuando 

f(x) --':> - e.o (rec-uerde que n es impar). 

Como f(x) es una funr i <>n f'ont inua, f(x) torna t o<los 1 os 

valores intermedios entre (:-..:::>e~, en partiC"uJar f(x) toma el 

valor cero, es d.~C'"ir, existe lll nH .. :Hos un real e< ta.] que 

f(~) = O. Cumpli6ndose as{ el si~uicnte Teorema 

Todo polinomio de g1·ado impar ron roefiricntcs 

reales tiene por lo n:~nos ur1a r~Íz real. 

De manera semejante podemos demostrar el 

TEOREMA 2. S~ en Uil polinomio 

fLcicntc prinri11al 

ron rn~~Fícicntes reales> el roe7 

(ele x
11

) y el término incle-:--7 

DEM: 

a o 
pendiente tic11en sigr1os diferc11tcs, entonces el 

poJ.inomic; 7lene por 1o 1r:c·~io.s una r-a.í.z positiva. 

Si .adem.:-!s e! poJ ..i.noinlo es de gr-~H!o par, cnronf'es tam 

b .. i6t1 posee por lo me11os 1111a raíz ncg:1tiva. 

p-l 

'· 1 n- i 

un polino1n~o tle ~r¡1tio n con r(>c~iric11tes 

y ªn tienen si .. g11os diferentes. 
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Tenemos que f(O) == a 
n 

y cu;1ndo X ~00 [ ( X ) -:--:-'> :t C>0 

seg4n sea el signo de a 0 • 

de1nos suµoncr· q11e a 0 > O 

Sin pérdida de gener"':.t] icf¿¡d p~ 

y a < O. 
n 

Entonres teneznos 

que f(O) <..O y [( x) ---7 co <'u.ando 

Y C"'orno f(;..:.) e,:., una :-unción c~.J1lj_nu:.:., i'.:.st-a, tor-.oa. tollos '":"7" 

Jos valores entre f(O) e 'DO. Por lo tanto existe al me:-

nos un o(1 rea] positivo ta.1 que f(q,) = o. (Ver fig. 5) 

1 ~/ 
-f?-o(· --

-f{o) r 
fig. 5 

Si además r ( x) es de grado par:t tenernos que 

f(x) -:> = ruando 

y por tanto, existe negativo tal que 

(ver i'ig. 6) 

\ 

fig. 6 

EJEMPLOS 

1) La ecuación Sx 3 + x -:- 2 o 
ticJ1e al menos una r•níz real 

2} La erua~ión = o 
tiene al meuos una r'iLÍ.Z positiva y otra neg;itiva. 
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EJERCICIOS 

1. Sea a, by e números reales, con e f O. Probar que la erua 

2. 

3. 

ción ax 2 +bx+c=0 

i) tiene dos (diferentes) soluciones reales si b 2 
7 4aC' 

ii) tiene una solución real si b 2 =4ac 

iii) tie11e dos soluciones complejas conjugadas si b 2 < 4a~ 

i) Dcmost rar que si p ~o, la ecuación x3+px+q=0 tiene una 

~r1ica soluci6n real. 

ii) Dar un ejemplo de una ecuación que tenga una única solu7 

<'ión y que p <'. o ¿Contradice esto al inciso i)? 

La ecuación ron p y q no simultaneamente cero tie 

solo si (q/2) 2 +(p/3) 3 =o. Demo~ ne dos soluciones reales si y 

trar que dichas soluciones son 2 ~ -;-q/2 y 3J q/2 -

Sugerencia: Una de las rn[res Ja da la fórmula de Cardano. 

La otra se puede obtener recurriendo a la primera derivada de 

f(x)=x3+px+q 

4. Demostrar que x 3 +px+q=0 tiene una única raíz real si y solo 

si (q/2) 2 +(p/3) 3 > O o p=q=O 

S. Una raíz de la cúbica x 3
7 (2a+l)x2 +a(a+2)x7 a(a+l)=0 es a+l 

Encuentre las otras raíces. 

6. Escribe una ecuación cúbica con 

i) raíces o' 1, 2 

ii) raíces 1, l+i, 17i 

7. Encontrar el polinomio p(x) de grado 3, si sabemos que su 7 

gráfica es ron10 en la figura 1. 

te al eje X en x=l. 

8. Pruebe que el polinomio 

dos raíces reales. 

-11 B -

Nota:la-gráfica es tange~ 

tiene a lo menos 



1 
1 

9. Pruebe que la ecuación x 5 -Sx+m=0 

·una-- raíz en el int ei:val o [-:-1, 1] 

no puede tener más de 

JO. Encuentre Jos valores reales de x los cuales son solucio-:-­

ncs de ]ñs siguientes ecuaciones. 

? 
i) X- -:-4x-:-20 

ii) 3x3 -:-10 

iii) 

\. 
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APROXIMA.CION DE RA.ICES RE/!LIES 

Sea 

f(x) x 3 - 9x - 12 

E¡;:;t-e polinomio (se.~1í.11 los resultados vistos en 1.:1 sección 

anterior) tiene a] menos una raíz po.sit iv."l.. 

f(O) 

F(4) 

nos damos <"ucnt a 

entonres entre x 

-12; r ( t) 
16 

que de 

-20; f(2) -:-22; f ( 3) -12, 

f(3) a f(4) hay nn <'ambio de signo, 

.+ ;1ay un....-.: raiz. 

Si "··.paj 11.:::1ac•s Pll e1 punto 3. 5 

sabr'cmos =·d.Ja ra.:Í.¿ c:sta en el intcr 

vaJo (3,3-~l o en p.5,4) 

Como !'(3.5) -.625 
la raíz cst~ entre 3.5 y 4. 

Itopitiendo este proccdim~cnto 

tenemos ~ue ro1r10 f(3.75) = 6.98 ••• 
la r~1Íz está entre 3.5 y 3.75, ctr. 

Asl nos '\·a:i1os apI'o::~imando (tc_2. 

r~c;in1er1te),a J¡t rníz li1r1to romo 

queramos. Pero c~tc ranino puede í'(~f!aerir r.~lre . ...:.os muy '\.UJuh1..i..­

nosos que se vuelven muy pronto prl.Íc-tic•,.me1lte lp;·eal.iz.:~~1~s. 

En esto de enro11trar las i·aíres por mctodos de :1proxi1na­

rión, la idea es enC"ontrar aquellos que permit.an C'.".:l1C"u]ar más 

r<Ípi clwr.1ent"e 1 os va] ores aproxir.1ados <le las rafees real es de las 

e("uarioncs .. 

EL METODO ne LA TAXGEXTE y EL METODU DE LA CUERDA 

Supon~-.:\mos que cut ro a y b sólo hay una r"aíz del pol ino­

n1io f(x), por Jo c¡ue f(a) y r~(b} ticnprl signos opt1estos, y su­

pongar.:os que entre él y b 1r. s;.:-gnnda derivad.:t -ft 1 (x.) es de si!!,nO 

c·onst:,_nte a 

En este ("'a:c:o 1.a r:r~íf.i<'a de f(x) entre a y b tiene una de 

las cuatro fot"utas sig-u.i.r;nlcs: 
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"· 

Cuando la figura es ro1no I y II la tangente a la gráfira 

en el punto ¡i rorta al Pje x c11 e] flUnto ~l que queda situado 

entre a y la raíz busrada. 

Si ahora ronsideranlos la tangente a Jn gr~fira en ~l obte­

nernos el punto o<
2 

situado eulre c.::l punto c-{
1 

y ]a rél;Íz buscada 

y así suC"esivamcnte. De t::stc !7l.0rL:J nos ~1pr0xi.mawos .t! la raíz 

l.Jusc-acla 

En casos como III y IV <lel>cmos empezar por e] punto b y 

obtener de1nanera nrláloga ]os p
1

, p 2 , ••. paril itproxi1narnos a 

la rníz. 

los 

en 

Para clctcrmin.:ir en que caso se e~tá, h:.ty que ver romo son 

signos <le f(a), f(h) y f'' (x) para a <. x < b. 

Cuino la eru:tc-i6n de la rerta t¡1ngcr1tc a la rurva y f(x) 

el pun~o a es 

y f(a) = f' (a) (x -: a) 

le. .ah!"·~>::'i.!--:."l c¿
1 

dr.:1 ;)\H1to de inter-sc~--C":i.on co!1 e] (•je x Sí! obtiene 

al sustituir en la ii;ua]<lad .-interior x =o!.
1

, y= O y dcspcjarl.a_, 

ten1""!HtOs entone-es 

O - f(a) f 1 !a) (<(
1

-: a) 

es dec~ir, 
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a -:- f(a)/f' (a) 

cnt onres 

y asi suresiva1ne11te. 

Analoga.mcnte obtenernos que 

~l b "'." f ( b ) / f 1 ( ~) ) 

,83 ~z-:- f(fzl/ 1 '<f2) 
y así surcsiva~iente. 

El. Método <le 1 ..-1 c<:t.~rcla c·un si st e en ] o sigu i..ent- e. La ecua":" 

e ión ele ] a cu e ::~da., t icnc l ll Forma 

(x -:- a)/ (b -:- a)= (y -:- f(a))/ [f(b) -:- f(<l)] 

y la abscisa ó
1 

del puuto de su intersección C"On el eje x, obte 

nida de la cruari6n 

{ 't 
1 

-:- a) / (b - a) = (O -:- f (a)) / [f ( b) - f (a)] 

es 

Y' l -(b "'." a) r(a)/ [C(b) "'." f(n)] + a = 

[a f ( b) - b f «d] / [f ( b) -:- f (a)) 

tomando r 1 coco 11uevo b en los rasos I y II ol>le11c1:1os 

Y' z ~º [·r< º i > -:- ': ir ('" )] / 1f (~ t > - r <" i] 
Y' 3 = [" f ( ~ 2 ) - 6' 2 i( a 1] / [f ( 6' 2 ) - l( al] 

y así suresi Yament e y t oman<lo ;f 1 como nueva a en 1 os C'"asos III 

y IV obtenemos 

6" 2 ~D:rco) - :ons\;]/Lf(b) -:- ru\)], 
;¡

3 
=[Y

2
t'(b) - bf(t

2
5)/[rtbl 7 f(.:t 2 l] 

Aplirando estos dos t11~todos tene1nos una r~pida :1proximari6n 

por a1nbos lados a la r;1íz b\1srnda de la ccuaci6n. 
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EJERCICIOS 

Resuelva las siguientes crtiariones por aproximari6n 

l. x 3 75x
2

>2X+1=0 

2. x 7
7 Sx3 +x72=0 

6 5 2 3. x +2x 7x +7x71=0 

4. x 5 74X72=0 

5. x 4 +7x379=0. 

\. 
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