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I pivisiBILIDAD Y TEORIA
DE NUMEROS

El origen del estudio de las propiedades de los nimeros -

retrocede probablemente tan lejos como contar y hacer operacigo

nes aritm&ticas. No toma mucho tiempo, despu&s de tener un .
cierto dominio sobre las operaciones con los nmeros enteros -
pesitivos ¥ con los quebrados, descubrir gque muchos ndmeros se
comportan en forma diferente a otros; por ejemplo, algunos nG-
meros pueden ser divididos en partes m&s pequehas y otros no,
las operaciones con fracciones conducen inmediatamente al estu
dio de la divisibilidad de nGmeros, al madximo comdn divisor vy
al minimo comdn miltiplo.

El paso de saber operar al de establecer el estudio de --
las propiedades generales de los nimeros se atribuye a los -—-
griegns. Este inter&s de los griegos estd muy relacionado con
el hecho de que en doctrinas filos6ficas importantes como la -
de ios Pitag8ricos, los nGmeros juegan un papel central, ellos
eran particularmente devotos a las esreculaciones de simbolos
numEricos en la filosofia y la naturaleza. El hecheo de estable
cexr unalcorrespondencia simb6lica éntre los ndmeros y concep--—
tos ﬁiios&ficos e ideas era comin a muchas de las culturas an-
tiguas. A manera de ejemplo, mostramos lo que dijo San Agustin
sobre el nimerc 6 gue tiene la propiedad de ser igual a la -
suma de sus divisores propios 6 = 1 + 2 + 3

con esta propiedad se les llaman perfectos)

. (A los nGmeros

"6 es un ntmero perfecto en si mismc y no porque -
Dios haya creado tecdas las cosas en seis dias; mas

bien es al revé&s: Dios cref todas las cosas en seis
dias porque este niimero es perfecto. Y seguird sien

do perfecto aln cuando el trabajo de los seis dias

no hubiera existido". -

La tendencia a atribuirles propiedades misticas a los nfi-
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meros fué poco a poco quedando en el olvido, y fué cobrando ca
da vez mayor interés el estudio de las caracteristicas "no mis
ticas" de los ndmeros. Este estudio del aspecto cientifico de
las propiedades"intimas” de los ndmeros, tanto en los griegos -
como en el desarrollo posterior de la humanidad, va conforman-
do lo gue en la actualidad conocemos como Teoria de los Ndme—~-—
ros.

Para dar una idea de lo gue abarca la Teorfia de Ntmeros -
citamos a Beiler.l

"Uno entra al terreno de la Teoria de Ndmeros y va-
gabundea timidamente entre los enteros, los diviso-
res y los primos, nombres gue recuerdan la aritmé-.
tica de los grados elementales. Pronto nos encon--—
tramos los n@imeros perfectos y los ndmeros amiga-
bles, es decir el nGmero de divisores de un ntime--
ro y su suma. El camino se dirige dentro de lo nue
vo ¥ de ahf a la insospechada tierra de las con— -
gruencias; luego a través de la maleza de los Teo-
remas de Fermat y Wilson. Raices primitivas, resi-
duos cuadr&ticos, andlisig Diofantino, exponentes
de Baupt y reciprocidad cuadr&tica se revelan ante
nosotros. Adelante hay dominios escabrozos donde -
el andarxr serd lento y dificil: formas cuadrdticas
v particiones, ideales, ecuaciones de Pell, frac--
ciones continuas, automorfismos, teoria de primos
y teoria analitica de ntGmeros".

En este curso, nuestro objetivo es introducirnos a la parxr
te elemental de la Teoria de Ndmercs, conocer sus mé&todos y re
sultados mas importantes.

1) RECREATIONS IN THE THEORY OF NUMBERS, the gueen of mathema-
tics entertains. Albert H. Beiler.



DIVISIBILIDAD. ALGORITMO DE LA DIVISION

Siguiendo el plan de estudiar las propiedades de los name
ros enteros, lo primero gue notamos son cuestiones del siguien
te tipo: hay ndmeros pares, es decir, ndmeros que son exacta—-
mente divisibles entre dos; también hay ndmeros que son exacta
mente divisibles entre tres, etec. Esta clasificacibdn de los -
nimeros nos habla de una nocifén que estd en la base del estu—-
dio de los ndmeros: la nocidn de divisibilidad. En forma gene-
ral, &sta se refiere a agquellos casos en que un entero "cabe"
un nfimero exacto de veces en otro.

Buclides definid esto come sigue: "Un ndmero es parte de
‘un nmero, el menor del mayor, cuando mide al mayor" (Euclides

en su definicifn, s6lo se refiere a enteros positivos).

En t&rminos modernos y precisos tenemos la siguiente

DEFINICION 1. Sean a v b enteros. Decimos gue
a divide a b si existe un enterxo
c tal que b = ac,

La notacitn usual para indicar que a divide a b es
ai b.

Tamb ién es comn decir, "a es factor de b", "a es divi
sor de b", © bien "b es miltiplo de a" o'"b es divisible en

tre a".
Notemos que todo entero a tiene al menos a
i1, -1, a y -a
como divisores.

Entre las primeras consecuencias importantes de la defini

cibébn anterior estdn las siguientes propiedades:

PROPIEDADES:
i) ato para todo entero a.
ii) 0la siy solo si, a = 0.



|b y b \cJ entonces a |c.

iii) Si a

i) si a |b Yy b |aJ entonces a =%¥hb.

v) si a | b, entonces a lbec para todo entero c,
vi) 8i a|b y alc, entonces a|b + c.

vii) 8i alb y b # 0, entonces |ajz b}

La demostracidn de las primeras seis propiedades es inme
diata a partir de la definici6n. A manera de ilustracitn, de-
mostraremos las propiedades v) y vi)

v) Supongamos que a lb.
Entonces, por definicidn, existe un entero r tal gque
b = ra
multiplicando en ambos lados de la igualdad por un entero c
cualquiera, tenemos

bc = rac

<

asociando, resulta que;

be = (xcla,
de donde concluimos que

al be.

wvi) Supongamos que ai b vy al C.

Entonces, por definicién, existen entexos m y n tales gue

b = ma Y c = na
sumando,vobtenemos:A b+ c= (m+ n)a,
de donde concluimos que a b + c.

Un concepto ampliamente utilizado es el de combinacidn 1i
neal de dos (o més) enteros:
DEFINICION 2. Una combinacifn lineal de a y b es un ente-

ro de la forma Aa +¥b

donde A y ¥ son enteros.2

2) Una combinacidtn lineal de n enteros al,az,...,an, es un en
tero de la forma A,al+:ka2+...+2han , donde 71, AgreneiApn
son, a su vez, enteros.
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Asf por ejemplo, 13 y 56 son combinaciones lineales,
respectivamente,de 5 y 3 y de 4 y 7 , va que

13 = (2)5 + (1)3 b's 56 = (0)4 + (8)7,

Poco a poco vamos a darnos cuenta que la nocién de combi—
nacién lineal es de suma importancia. Por lo pronto, un corola
rio importante gue se obtiene de combinar las propiedades V)

y vi) es el siguiente:

COROLARIO 1. Si al|b y al c, entonces
a divide a cualquier combinacién lineal de b y c.

En forma simb6lica:

alb y al| e, entonces

‘a|\b +¥%c para todo Ay ¥ enteros.
Dem.
En virtud de v) , como alb y alec, entonces
alAb y alyYe, A ¥y ¥ enteros.
por lo tanto, de vi) se sigue gue

alAiAb +¥%c para todo A y ¥ enteros.

Despu&s de este corolario, una pregunta que se ocurre es -’
la siguiente: ¢la implicacifn reciproca se valdra?, es decir,
ési un nfimero a divide a cualgquier combinaci®én lineal de b ¥

c, entonces alb y alc?

La respuesta es sf; pero es importante hacer notar que lo
gue garantiza su validez es el hecho de gue a divide a guail-
quier combinacién lineal de b y c. En efecto, como a di-~
vide a cualgquier combinacibén lineal de b y ¢, en particular
divide a las combinaciones lineales

b(0) + c(1) = ¢ v b(1) + c(0) = b.

EJEMPLO. b = 2 , c = 6 Yy a = 4
28 es combinacifén lineal de 2 y 6 , ya gue
28 = 2(5) + 6(3)



4 28 s, s decir, a Db(53) + c{(3)
Y sin embargo

a no divide a b y a no divide a c
¢Este ejemplo contradice lo anteriormente?
Mo, lo gue ocurre aqui, es que a = 4 no divide a toda combi-

nacibn lineal de 2 v 6 .
Quedan como ejercicio las demostraciones de las demds pro

piedades enunciadas.

Es evidente que en los enteros no siempre es posible divi
dir de tal suerte gue el resultado sea de nuevo un nlimero ente
ro (esto sb6lo sucede cuando el dividendo es @Gltiplo del divi-
sorj. 'Sin emba:igo,lo gque si es cierto es qué al dividir cua--
lesquiera dos enteros siempre obtenemos, en forma Gnica, un co
ciente y un residuo, gue si son enteros. Por ejemplo:

’ 2
1328

2

En este caso el cociente es 2 y el residuo es 2. Otra
forma de expresar la divisibn anterior es a través de la si- -~
guiente igualdad

28 = 13-2 + 2

Es evidente que el residuo en cualquier divisibn, siempre
es menoxr que el divisor, puesto gue en caso contrario seguiria
mos dividiendo. Bas&ndonos cn este ejemplo y en estas obsexva-
ciones, el hecho de que siempre es posible dividir dos ente--
ros positivos cualesquiera para obtener un cociente y un resi-

duo nicos, lo podemos enunciar en forma general como sigue:

ALGORITMO DE LA DIVISION PARA ENTEROS POSITIVOS
Sean a y b entercs positivos con a# o)

Entonces existen enteros ¢ y r dnicos tales gque

b = ag + r \% 0 € r ¢ a
(Obsérvese gue en este enunciado, b es el dividendo,

-G -



a el divisor, g el cociente y r el residuo).

Por supuesto que esta afirmacibdn, a pesar de ser tan evi-—
dente, reguiere Zdemostracidn. Antes de proceder a ella, con-
viene ver algunos ejemplos.

Consideremos a=13 y b=28 en este caso g=2 y r=2,
es decir,
28 = 13.2 + 2

Sin embargo, tambi&n sucede cue 28 = 13.1 + 15, mds aﬁn:
28 = 13.0 + 28
28 = 13.1 + 15
28 = 13.2 + 2
28 = 13.3 + (-11)
28 = 13.4 + (-24)

Nétesé que los "residuos" (los sumandos de la derecha)
siempre difieren consecutivamente en 13 y gue el Gnico gue es
nonegativo y menor cue el divisor es el menor de todos los re-—
siduos nonegativos, gue en este caso es 2. Veamos otro ejem-—.
rlo.

Sean a=35 y b=8 entonces 35 = 8.4 + 3 de donde g=4
"y r=3
Sin éembargo:

35 = 8.2 + 19
35 = 8.3 + 11
35 = 8.4 + 3

35 = 8.5 + (-5)
35 = 8.6 + (-13)

Aquf volvemos a cbservar el mismo fenfmeno. En particular,

_7_



de nuevo sucede gue el menor de los nimeros nonegativos que a-—

parecen hasta la derecha es el finico "residuo” gue simultanea-

mente &s nonegativo y menor gue el divisor. Modificando lige-

ramente las listas anteriores, podemos escribir los residuos

de la siguiente manera:

. .

28 - 13.0 =28 35 - 8.2 = 19
28 - 13.1 =15 35 - 8.3 = 11
28 - 13.2 =2 35 - 8.4 = 3

28 - 13.3 =-11 35 - 8.5 = =5
28 - 13.4 =-24 35 - 8.6 = ~-13

Con lo gue hemos visto ya podemos conjeturar lo siguiente

sobre el caso general: Que dados los enteros a y b,
1) Hay una multitud de enteros g y r tales que
b = ag + r,.
2) toGos los residuos son de la forma
b - ax
donde x es algln entero. Ademas,la diferencia
entre cualesquiera dos residuos siempre es multi
. plo de.a.
3) El1 menor de todos los "residuos”

b - ax =z 0
es un ndmero r cue satisface

0 £ r < a.

De estas conjeturas,la gue nos va a servir para la demos-—

tracidn es la
Buen Orden, g

PRINCIPI

tercera. Recuerimos tambien del Principio del

ue simplemente enunciamos a continuacidn,

O DEI, BUEN ORDEN

Sea A
tocneces A ti

un sukcon3iunto no vacio de ndmeros naturales en-

ene un elemento m minimo; &s decir,

-8 -



d mea tal gque men para todo ne A.

para
Dem.

Ahora si, la demostracitn del ALGORITMO DE LA DIVISION

enteros positivos:
. Sean a Yy b enteros positivos. Lo primero que
. vamos a demostrzr eg la existencia de nimeros enteros :q
Y r tales gue
b =aq + r Y 0= rxr<a
Para esto, consideremos al conjunto
A = { b-ax 20! xe Z}
(Obsé&rvese gue este es el conjunto de "residuos" nonega-—
tivos)
evidentemente, A # § vya que
0£b=D>b- a.0 €n
Entonces, por el P. del B.O., A tiene un elemento
minimo r.
Como r € A, entonces r es de la forma b - agq,
donde q es algin entero; es decir b - ag = r, y por --—
tanto, b = ag + r.

Ademds r z 0. Ahora hay gque probar que x < a;para

esto, supongamos que Y 2 a, entonces
0£r ~a=(b - aq) - a

=b - ala + 1) € A

y ademds r - a < x, lo

elemento minimo de A.

cual es imposible ya que r es el

Por lo tanto: r < a.

En resumen, hemos probado gue existen g y r ta-
les que

b= ag + r, 0 £Sr<a ...{1)
Para probar la unicidad, supongamos gque exXisten a,
Yy Iy tales que

b = agy + r; 0€<r, <a ...(2).
De (1) y (2) tenemos que
ag + r = aqy + ry
sin pé&rdida de generalidad podemos suponer que g = q4
entonces

alg - g,) =ry; - r e (3)-
-9 :




Por otra parte, de las desigualdades (1) y (2) tenemos que
ry - r<a
combinando todo esto llegamos a que
OISa(q—ql) =r; —r<a )
puesto gue todos los valores son positivos, cancelamos y obte
nemos
0<qg ~ ql< 1
de donde se sigue gue q - qq = 0 ¥y por ende q = q, -
Sustituyendo en (3), tenemos r = e ¥ el resultado queda
demostrado.

Conviene notar gque aungue hemos establecido el algoritmo de
la divisibn para enteros positivos, &ste se puede generalizar

a todos los enteros. En efecto, en este caso tenemos:

Algoritmo de la Divisibn en 2.

Sean a y b enteros con a # 0 entonces existen enteros g y
r finicos tales que
b =ag + r 0<€ r<ial

Una vez que se conoce la demostraciftn para a y b positi-~-
uoé, la demostracibfn para el caso general no ofrece dificul-
tades esenciales adicionales. Todo el problema es "separar en-
casos”. Es conveniente que el lector haga algunos ejemplos
con los nGmeros a>0 ¥y b<q<€0, a0y b>»0 y a<0y b<0 an-
tes de hacer la demostracifn para el caso general.

-10 -



MAXIMO COMUN DIVISOR

Para introducir este concepto planteamos el siguiente
problema: é Como le hacemos para obtener 41 de agua si

sQlo tenemos dos jarras, una de 31 de capacidad y otra de 51
de capacidad? (Por supuesto no estan graduadas las jarras).

L.a idea es combinar el uso de estas jarras para obtenerxr
los 4 litros de agua. Para empezar, con una notacién adecua-
da se puede simplificar la forma de resolver el problema.
Por ejemplo, podemos usar parejas ordenadas (a,b); la compo-
nente a corresponde a la jarra de 3 litros y b a la de 5 1li-
tros. Asi si escribimos (0,0) significa gue ambas jarras es-—
tdn vacias; la pareja (3,0) gque la jarra de 3 litros esta
llena y la de 5 vacfa,etc..Si escribimos una lista de pares
jas como la siguiente:

(0,0)
(3,0)
(0,3)
(3,3) ———» 61

Lo gque dgueremos indicar es un proceso de vaciar y lle-— .
nar ambas jarras de esta manera: Partimos de gue ambas ja-
rras estdn vacias (escribimos la pareja (0,0)); luego, lle-
namos la de 3 1 (escribimos (3,0)); luego, vaciamos essos
31 en la jarra de 51 ( escribimos(0,3)) y por dltimo, vol-
vemos a llenar la de 31 (escribimos(3,3)). En total, hemos
obtenido 61 (como lo indica la flecha " —s61").

Cada lista de parejas que escribamos significard un
proceso de este estilo.

La idea ¢ encontrar una lista que nos lleve finalmente
a obtener 41 (se sobreentiende, por ejemplo, gue ninguna lig
ta puede empezar con la pareja (2,0) puesto que nuestras ja-

-rras, no graduadas, son solo de 31 y 51 respectivamente) .

La siguiente es una forma de obtener 21 :

(0,0)
(0,5)

-41-



(3,2)
(0,2) ——= 21

( El1 lector debe asegurarse que entiende todos los pasos).
continuando el mismc procedimiento

(2,0)
(2,5) ——— 71
obtenemos 71.
Procediendo al tanteo es fdcil obtener 41 .

Habiendonos puesto de acuerdo en una notacién, vamos a
resolver el problema planteado.

(0,0)

(3,0)

(0,3)

(3,3)———» 61

(1,5)

(1,0)

(0,1)
l (3,1)

(0,4) —— 41

» 11

iCon estas 2 jarras cudles son todos los nGmeros n de
l o litros gue podemos obtenexr?

l : Observemos que tambi&n puedo obtener un 11 vy 61.

Revisando' las listas vemos gue podemos obtener 1,2,3,4,
5,6,7,81 y con ellos, cualquier nimero n de litros.
o Se plantea otra vez la misma situacifn, pero las jarras
son de 121 y 141 de capacidad y la pregunta es cCS6mo obtener
51 y 612

|

I (0,0) (12,8)

| (12,0) (6,14)
(0,12) (6,0) — 61

I.‘. (12,12)

{10,14)

! . 1 (10,0)

(0,10)

(12,10)

I (8,14

PR
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(8,0)
(0,8)

Hasta aqui, hemos obtenido 61 pero no ha aparecido 51,

sigamos buscando.

(0,0) (12,8)
(12,0) (6,14)
(0,12) (6,0) —» 61
(12,12) (0,6)
(10,14) (12,6)
(10,0) (4,14)
(0,10) (4,0)
(12,10) (0,4)
(8,14) (12,4)
(8,0) (2,14)
(0,8) (2,0)

No es posible obtenexr 51, ya que nunca aparece el 5 en
la lista y de cOntinuar vaciando y llenando, solo estarfia re
pitiendo los pasos gque ya estdn agqui.

Entonces que ntmeros n de litros podemos obtener de es
tas 2 jarras?

De la lista se desprende que es posible obtener-2;4,6,
8,10,12,14,16,18,20,22,24,26 litros y con estos podemos tam—
bi&n oblener.

28,30,32,..., n = 2Kk, ...

:Por gu& no podemos obtener 51 con las jarras de 121 y
141 ? En el primer problema fu& posible encontrar nl para
cualquier n, ¢ cu&ndo es posible esto 2.

Observemos que lo que hicimos en los dos problemas fué
llenar uno de los recipientes y pasarlo al otro; volver a
llenarlo, pasar litros al otro y cuando el segundo el segun-
do recipiente se llena, tiramos esos litros,etc. hasta encon
trar los. litros deseados, es decir, estamos llenando un reci
piente cierto ndmero de veces y tirando {(cuando estd lleno)
cierto ndmero de veces los litros del segundo recipiente. Re
visemos por ejemplo, el problema anterior en el gue se obtu-—

vieron los 61.

-13-



(0,0)
llenamos el de 121 (12,0)
(0,12)
llenamos el de 121 (12,12)
(10,14)
(10,0) tiramos los 141
(0,10)
llenamos el de 121 (12,10)
(8.,14)
(8,0) tiramos los 141
(0,8)
l1lenamos el de 121 (12,8)
(6,14)
- (6,0) tiramos los 141

—> 61

En total, llenamos 4 veces el recipiente de 121 y tird-
mos 3 veces el de 141 algebraicamente esto lo podemos escri-
bixr como

4 (12) - 3 (14) = 48 - 42 = 6.

Preguntar gue otras cantidades de litros podemos obte-—
ner con ricipientes de 121 v 141 es preguntar qué nmeros
podemos obtener al llenar de agua m veces un recipiente y ti
rarla n veces del otro, es decir, gué nimerovs enteros obte-

nemos, al variar m y n en_los enteros, con A

12 m — 14 n,
o bien, 14 m — 12 nj
en cualquiera de los dos casos lo que sabemos es gue el re-
sultado tendra la forma de un miltiplo de dos:

12 m- 14 n= 2 (6 m - 7 n) = 2x para algtin x
natural

14 m -~ 12n =2 (7 m— 6 n) = 2¥ para algin Yy
’ natural

Asi gue en este problema no podemos obtener 51 porgue
5 no es par. . -

Puesto asi el problema, es facil responder la pregunta

-14 -
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de las posibles cantidades de litros que obtengo con reci —
pientes de 151 y 241.

Con estos 15 y 24 s6lo obtengo ntmeros de la forma

15m - 24 n=3 (5m- 8 n) = 3x
para X natural-

Asf gue con recipientes de 241 y 401 ;icudles obtengo?

bueno, bues los de la forma: .
24 m — 40 n = 2 (12 m - 20 n) = 2x
para algtn x natural.

Es cierto gue con estos recipientes obtengo pares, pero
no obtengo todos los pares, s8lo los pares gque tienenla for-
ma 4y para alguna y natural:

2 (1Z m - 20 n)

2 .2 (6 m~ 10 n)
4 (6 m - 10 n)
.—.4y

Pero no, nosontodos los de esta forma tampoco, todavia

I

24 m - 40 n

il

puedo factorizar en 6 m - 10 n:

24 m - 40 n =4 (6 m - 10 n)
=4 ., 2 (3 m - 5:n)
=8 (3 m - 5 n)
= 8z para z natural

Ahora si, obtenemos los que tienen la forma 8z, es de-

o éir,mﬁltiplos de 8 ¢ YcOSmo sé que aparte de ser mdltiplos

de 8 no son miltiplos de otro ndmero mayor ? Bueno, pues por
gue ya no puedo factorizar ningdn otro nffmero de 3 m — 5 n,

dado que 3 ¥ 5 no tienen factores comunes, exepto el unc cla

‘; ro, pero este al factorizarlo me deja todo igual.

Asfi que la forma gue tienen los ntmeros que puedo obte-
" ner en este caso es la de ser mGltiplos del factor comin mis
grande de 24 y 40.
. Y este factor comdn mds grande es el miximo comin divi-
.sor de 24 y 40, que es 8.
Lo que podemos obsexvar y conjeturar es lo siguiente:
En general, dados dos enteros a ¥y b , los dnicos valo-~
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res es que podemos obtener con

ax + by para x, Y enteros

son los miltiplos del m.c.d. de a y b

Si liamamos d& a este m.c,d. de a y b entonces,

ax + by = dr para X, y, r enteros

Esta expresidén nos muestra que cada dro es una combinacidn
lineal de a y b , (dr0 = axg + by0 } , en particular
d*1 = d4a es combinacidén lineal de a y b , pexro ademds, 4
es el ntimero positivo mds chico que podemos obtener de todos los.
mltiplos de 4 . En otras palabras,
d es la minima combinacifn lineal

positiva de a y b

Los ejemplos que vimos nos llevan a la pregunta:

Dado ¢ entero, dCudndo ¢ es combinaci®n lineal de a y b?

La respuesta es: cuando ¢ es mdltiplo del miximo comin- -di-
visor de a y b. En otras palabras ¢ es combinacifn lineal -

de a y b siel m.c.d. de a y b es divisor de «c.

Esta misma pregunta podemos expresarla en t&rminos de ecua-—-
ciones,

éCudndo ax + by = ¢ tiene solucidn entera?

A las ecuaciones de este tipo, en las que se trata de encon-—
trar soluciones enteras se les llama ecuaciones Diofantinas (don-
de a, b yv.c son enteros) .

Lo yue estamos conjeturando es quer

una ecuacit6n Diofantina tiene solucifén si y solo si

c es miltiplo del m.c.d. de a y b

Pasemos a formalizar estos resultados.
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Todo entero , que divide simultaneamente a los enteros a

Yy b , se llama divisor comin de los mismos.

DEFINICION 1. Al mayor de los divisores comunes de los
enteros a Y b se le llama méximo co
min divisor y se designa con la notacibn
(a,b)

También utilizaremos las iniciales m.c.d. de a y b pa
ra referirnos al (a,b).

Dados dos nfimeros enteros a Yy b distintos de cero
isiempre existe el m.c.d. de ellos?

Si. Por un lado el conjunto de divisores comunes es dis—-
~tinto del vacio ya que, el 1 pertenece a dicho conjunto. Por
otro lado, para cada nmero entero distinto de cero, tenemos -
un ntmero finito de divisores, luego, el conjunto de divisores
comunes es finito. Por lo tanto existe el m.c.d. de a y b

Si los ndmeros son a = 0 , b = 0 , no tiene sentido ha

blar de su m.c.d. ya aue los divisores de 0 son todos los en

teros.
Si a =0 y b un entero distinto de cero, sus diviso-- ..
res comunes son los édivisores de b v pox tanto (0,b) =Db.

Notemos que dada la definicidtn del m.c.d. de a y b ,
&ste ‘resulta . ser positivo, es decir, {a,b) > 0

Pasemos ahora al siguiente problema: Dados a y b ente
ros distintos de cero ¢cOmo encontrar su m.c.d.?

EJEMPLO 1. Si a = 8 b b = 14

Encontrar {a,b)

los divisores de a son: +1, +2, 4, *8
los de b : *1, *2, *7, *1a
los divisores comunes B 1, *2
por tanto {a,b)= 2 -
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Si los ntmeros a Yy b son los siguientes
a = 2,784 Y b = 4,988

se nota que aplicar el procedimiento anterior para encontrar -
su m.c.d, resultaria muy latoso.

Busguemos otro procedimiento para encontrar (a,b)
Sean a , . b enteros distintos de cero
TEOREMA 1. Si al|b entonces (a,b) = |a

Dem.
Todo divisor comin de a y b es un divisor de a.
‘Reciprocamente:
Todo divisor de a es un divisor comin de a y b ,
va que todo divisor de a es divisor de b.

En efecto, si d1 es divisor de a, entonces

: a = d;q,»
Yy como b =aaqg.
entonces b = dl(q1QM
luego » d es divisor de b .

1
Por lo tanto, el conjunto de divisores comunes de a y b
coincide con el conjunto de divisores de a Y como el mdximo
de éste dltimo conjunto es |a| resulta que:
) (a,b) = |al

TEOREMA 2. Si b = ag + ¢ 0=r = |al
entonces (b,a) = (a,r)

Dem.

Vamos aprobar gue el conjunto de divisores comunes de a
Y b coincide con el conjunto de divisores comunes de- a Vv
r.

Todo divisor de a y b es divisor de «r!

En efecto, si d1 es divisor de a Y b , esto es,
si g;la v a4lp
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-el (a,b) = (a,r) = ...= (ri,r

entonces
dl b - ag = r
es decir,

dl es divisor de «r

Por consiguiente, todo divisor de a y b
a y r .

es divisor de

Reciprocamente |

Todo divisor de a y r es divisor de a y b .

En efecto, si

dl‘ a Yy dl b
entonces

dll ag + r = b,

luego, todo divisor de a y r es divisor de a y b.

Por lo tanto los divisores comunes de a y b

con los de a y r ; en particular, tiene gue coxncidir el ma-

yor de estos divisores, es decir.

(a,b) = (a,r),

coinciden

Asi, encontrar el m.c.d. de a y b se reduce a encon-—-

trar el de a y r, gue son nimeros menores que b ; de es-
te modo, si a es miltiplo de. r , entonces;
{a,b) = (a,r) = r
L caso contrario
- a = rg, + ry : oérlélrl,
¥y =ntonces
‘ (a,p) = (a,r) = (r,r;) ;

continuamos el mismo procedimiento hasta gue para alguna
r, sea midltiplo de r;,q, - en cuyo caso

i,

i+1) T Tiea o
A este procedimiento se le llama Algoritmo de Euclides y
lo vamos a reescribir de la siguiente manera:

Sean a Yy b enteros. El proceso de aplicar iteradamen-

te el Algoritmo de la Divisi6n, como sigue, es llamado el Algo
ritmo de Euclides:
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1 1
= < =3
r rid, + r, 0...r2 rll
: . (1)
Tn-1 = Fn94y t Tn+i 0f‘—rn+1‘rn

n rn+1qn+2

Este proceso termina cuando se obtiene un residuo cero. -
Puesto que la sucesidn lal P T Ty e de enteros decre
cientes es finita (no puede contener mds de a enteros positi

vos) , se garantiza que el proceso termina.

Ahora si, nuestro nuevo procedimiento para encontrar el
m.c.d. de a y b es: efectuar sobre a y b el Algoritmo
de Fuclides y por los Teoremas 1 y 2

(a/b) = Th+l

es decir, el m.c.d. de a y b es el dltimo resto distinto de
cero del Algoritmo de Euclides.

EJEMPLO 2.

Aplicando el Algoritmo de Euclides, encontrar el
m.c.d. de -a = 2,784 Y b = 4,988

4,988 = 2,784 (1) + 2,204
2,784 = 2,204(1) + 580
2,204 = 580(3) + 464

580 = 464 (1) + 116

464 = 116(4)

por lo tanto (4,988,2,784) = 116.

Habfamos conjeturado que (a,b) es combinacidn lineal de
a y b ¢C6mo demostrar estoz.

Una manera de hacerlo es exhibiendo una combinacién li—--—
neal de a y b gue de (a,b) .

-20 -




El mismo algoritmo de Euclides nos da un procedimiento para

encontrar dicha combinacidén lineal.

Sean a y b dos enteros. Aplicamos el algoritmo de Euclides,
(1), entonces:

(a,b):rn+1

directamente de la serie de igualdades (1) obtenemos que .

el © r‘n—_:l - r‘nqn+1"""(2)
es decir obtengo r .1 ©omo combinacidén lineal de r..1 ¥ r,» pero

a su vez r_y r__, son combinaciones lineales de residuos ante
riores, que sustituyendolas en (2) queda ro.1 como combinacidn

lineal de To_.o Y de r

los residuos por su combinacidn lineal de residuos indices meno

. . :
N3’ asi sucesivamente vamos sustituyendo

res hasta llegar a que
rn+1 es combinacidén lineal de a y be
Asi con este procedimiento descrito se obtiene una combina
cion lineal de a y b que resulta ser el m.c.d. de esos dos niime
ros. Para fijar ideas, encontremos los valores Xe Y Yq tales que
axgy byo = (a,b)
con los valores a y b del e¢jemplo 2
EJEMPLO 3.
a = 2784 y b = 4988 , (a,b) = 116.
Buscamos xo, Yo enteros tales que

2784x0 + 4988y0 = 116

escribamos el Algoritmo de Euclides
4988 = 2784(1) + 2204

2784 = 2204(1) + 580

2204 = 580(3) + 404

580 = 464(1) + 116

464 = 116(4) ,

3 Y *
lo podemos reescribir como .

4988 — 2784(1) = 2204
2784 — 2204(1) = 580
2204 — 580(3) = 464
580 — 464(1) = 116,

- 4
de estas igualdades tenemos-,

116 = 580 164
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sustituyendo 464 por su combinacidédn lineal tenemos
116 = 580 — [2204 — 580(3)]

agrupando

116 = 580(4) — 2204,

sustituyendo 580

E2784 - 2203 4 — 2204
2784(4) — 2204(5) ;

por idltimo, sustituyendo 2204,
2784(4) — (4984 = 2784] (5),

de donde .

116

[

116

]

116 = 2784(9) — 4988(5), :

Por lo tanto 116 queda expresado como combinaci6n7112§
al de 2784 y 4988.
Mencionamos también que (a,b) e&s la minima combinacidn line
al positiva de a y b, Veamos.
TEOREMA 3,
Sean a,b enteros distintos de cero (a,b) = d<=>d es la

minima combinacidn lineal positiva de a y b

PRIMERA PARTE: Sea d = ka + 1lb, k.l enteros, d entero positivo
la minima combinacibn lineal posit;va de a ¥y b
P.D. d = (a,b)

Dividiendo a entre d tenemos que

a=4dg+ 1 con 0= r<.d,

de donde
r = a —dq ;
sustituyéndo d .
r = a (ka + 1b)q,
reagrupando resulta que
r o= (1= kqg)a + (-1lq)b,
es decir, r es combinacién lineal de a y b; pero

0= r < d esto implica que r = 0 ya que d es la com
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binacién lineal positiva de a y b minima.
Por lo tanto
a = dq; es decif, dla,
Lo mismo ocurre si dividimos b entre d: llega
mos a quej
b = dq', es decir, dlb}
De donde, d es divisor comiin de a y b.
Falta probar que d es el maximo divisor comiin.
Si ¢ es otro divisor comﬁn,entonces
a=c¢ct y b= ct!?
como d = ka + 1b,
sustituyendo a y b obtenemos que
d = c(kt + 1),
es decir, eldj
de donde ¢ % d

. d es el maximo comin divisor de a y b.

SEGUNDA PARTE: Si d = (a,b),
P.D. d = 1a + kb es la minima combinacidn
lineal positiva .
Supongamos que h =*€a +8 b > 0 es cualquier com
binacidn lineal positiva de a y b.
Como dla y dlb
entonces disk a +A b

es decir, dlh j donde d= h,

y por lo tanto d es la minima combinacidn lineal

positiva, quedando asi demostrado el teorema 3.
ALGUNAS PROPIEDADES DEL (a,b)
Scan a y b entceros distintos de cero

1) (am,bm) =_(a,b)my donde m es un entero positivo

2) Si d' es un divisor comiin de a y b entonces
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(a/d',b/d') = (a,b)/ld'l y en particular se tiene que
(a/(a,b), b/(a,b)) = (a,b)/(a,b) =1

3) si (a,b) 1 (ac,b) = (c,b)

[

4) Si (a.b) 1 y albe alc.

DEMOSTRACION DE LAS PROPIEDADES DE (a,b)

1) (am,bm) = (a,b)m , donde m es un entero positivo.
DEM. Utilizando ¢l algoritmo de Euclides |

b = aq + r 5 0Z2 r 4 |al
= = pa

a rq, + r1 s o] ™ r
. . ... (1)
= = z

Th-1 Ta9%+1 ¥ Thats 0 Thet Th
n T Tn+19n+2
tenemos que (a,b) = NP

Multiplicando las relaciones (1) término a término

por m. Obtendremos las nuevas relaciones

bm = amq + rm P 0 = rm “ jalm
—_ : = 1 ~ . <
am rmg, + rym 0= rym rm
- g = = .
Ta-1" TaMher Y Tha™s . ° Thet™ T
m = m
n Tn+1M™9nez g

de las cuales tenemos que j

(bm,am)

L
Porr lo tanto (bm,am) = (a,b)m . (Notemos que esta pro
piedad se cumple para m entero con la siguiente modificacién ]

(am,bm) = (a,b)|m|

queda probar esta modificacidn como ejercicio)
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2) Si dr es un divisor comiin de a y b , entonces
b
( ar d’l ‘
DEM:
— d’ bd!
(2,00 = (25, 25)
aplicando la propiedad tenemos que

- at bd' b
(a,0) = (24, 241 )= (d' s gr)larl

de donde (a,b) b
TarT = G s gv) -

En particular, como (a,b) es divisor comiin de a y b,
tenemos que:
a b — (a,b)
(FTE)"T?TEY)‘W !
3) Si (a,b) ¥ 1 entonces (ac,b) = (c,b)
DEM:
(ac,b)|lac y (ac,b)|b,
luego, (ac,b)|ac ¥ (ac,b)|be .
Entonces ) {(ac,b}) divide a cualquier combinacion 1i
neal de ac y be, en particular a (ac,be);
es decir, (ac,b)|(ac,bc),
pero (ac,bc) = c(a,b) ... (propicdaq 1)

y como por hipdtesis (a,b) = 1 entonces tenemos -

que (ac,b)lc . .
Luego, como (ac,b)|b y (ac,b)lec .
entonces (ac,b)|(b,c)

y por lo tanto {ac,b) £ (b,ec) . , .. (%)

Por otro lado (b,c)|b y (b,c)|c

luego (b,c)lb y (b,c)lac

entonces (b,c) divide a cualquier combinacidon 1i--
neal de b y ac, en particular a (ac,b);

es decir, (b,c)i(ac,b)

y por lo tanto (b,c)% (ac,b) ... . (#3t)

Por {(*) y (*%) <tenemos que (ac,b) = (b,c)
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4) Si (a;b) = 1 y ajbc entonces alc
DEM:
Como (a,b) = 1 entonces existen<(, ? enteros tales
que 1 =Xa +ﬁ b; multiplicando por ¢ tenemos que
c =t ca +/gcb, pero por hipbtesis be=aq con q entero,
entonces ¢Sk ca +8 qa luego ¢ = a(fc +£fq)

y por lo tanto cla.
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EJERCICIOS

1. Demostrar que si a# O el conjunto de divisores de a es fi-

nito.

2. Aplicando el algoritmo de Euclides hallar
i) (6188, 4709)
ii) (34 121, 452)

3. Encontrar (a,b) y expresarlo como combinacibébn lineal de a
y b cuando:

i) = 56 b = 72
ii) = 2184 b = 1764
iii) = 1901 b = 601

4., Poicoen (181-1840) siendo un jovencito le fue planteado un
problema. Interesado en &l posteriormente quedd absorto por la
matemdtica y le dedicd toda su vida. He aqui el problema:

Se tienen 12 pintas de vino y se quiere vaciar la mitad en
otro recipiente, pero se cuenta sdlo con recipientes de capa=-
cidades de 8 y 5 pintas. Se pregunta de gqué manera vaciar 6
pintas de vino en el recipiente de 8 pintas.

5. Sea un ntmero de tres cifras. Si le agregamos 6 a dichoe na-
mero, éste resulta divisible entre 7. Si al numero original le
agregamos 7, éste resulta divisible entre 8. Si al nimero ori-
ginal le agregamos 8, éste es divisible entre 9. iLCull es el
ndmero?"

6. Los nimeros 4373 y 826 al dividirlos entre un mismo niimero
se obtuvieron respectivamente los residuos 8 y 7. i(Entre qué
niimero se dividié?

. . 2 2
7. Pruebe que si a y b son enteros impares, entonces a - b

es divisible entre 8.
8. Sea p(x) = a x +oa, ¥ + v.. F a;x + ag con a, enteros
i=1,2, ...,n y a # 0. Decmostrar que si — Q (con

(r,s) ='1) es raiz del polinomio p(x), entonces r ag vy s a

n
-¢Es cierto el reciproco de esta proposicidn?
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9. Demostrar que 3’n13 - n n N.

12

10, Demostrar que 13[n12 - a si (n,13) = (a,13) =1

11. Los siguientes son criterios "usuales" de divisibilidad.
Probar que:

i) Un nimero es divisible entre 2 si y sélo si su (Gltimo digi-
to (de izquierda a derecha) es divisible entre 2.

ii) Un nimero es divisible entre 3 si y sdlo si la suma de sus
digitos es divisible entre 3.

iii) Un nimero es divisible entre 8 si y solo si el entero for

mado por sus 3 Gltimos digitos es divisible entre 8.

12. Sean a, b y m enteros. Demostrar que si (a,m) = (b,m) = 1
entonces (ab,m) = 1.

13. Sean b, ¢ y r enteros. Demostrar que si (b,c) =1 y r b
entonces (r,c) = 1

14. Sean a, b y ¢ enteros.c # 0. Demostrar que

lef(a,b) = (ca,ch)

15. Sean a8y, 85, ... @ enteros. Formemos la sucesidén de ni-

meros (al,az) = d,, (d2,a3) = dg, ..., (dn—l’an) =d_.

i) Probar que el ntmero dn obtenido de este modo serid el m.c.d.
de todos los nimeros dados.
ii) Engontrar (81719,52003,33649,30107).
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ECUACIONES DIOFANTINAS

TEOREMA 1. DPados a. b, ¢ enteros, a y b distintos de cero, la ecua

DEM:

cidén ax + by = ¢ tiene solucién en los enteros si y so7
lo si (a,b)lc.

Supongamos que la ecuacidn

ax + by = c (1)
tiene solucidn.
P.D. (a,b)lc.

Como (1) tiene solucidén existen x5, y, enteros tales que

axe + by, = ¢
Como (a,b)la y (a,b)|b
entonces (a,b)lax, + by, = ¢

es decir (a.b)le
Reciprocamente supongamos que (a,b)lc
P.D. existen x,, ¥y, enteros tales que ax, + by, = ¢

Sabemos que (a,b)=xa + b para « y p enteros y por hipdte

sis ¢ = (a.b)r para r entero

entonces ¢ = (va + {tb)r

de donde ¢ = a(xr) + b{pr1)

Sea Xr = X, y 0°r = y,

Por lo tanto existe X, = &r y y, = P r enteros tales que
axe, + by, = ¢

Quedando asi demostrado el teorema.

Este teorema establece una

para que una ecuacidén diofantina tenga solucidn.

condicidn necesaria y suficieente

Y la demostra-

cidén nos da una manera de encontrar una solucidn para dichas e-
cuaciones.

Repitamos, con un ejemplo el procedimiento para encontrar la
solucidn.

EJEMPLO 1.

114x + 312y = 30

Busicamos el m.c.d. de 114 y 312 por &l algoritmo de
de Buclides .
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312 114(2) + B84
114 84(1) + 30
B

84 = 30(2) + 24

30 = 24(1) + 6

24 = 6(4)

Por lo tanto (114,312) = 6
como (114,312)]30

1a ecuacidn 114x + 312y = 30 tiene solucidén, para en=

contirarla (seglin el procedimiento de la demostracién), necesitas

(2)

mos Xy M enteros tales que.
2114 + 3312 = 6
Para esto utilizamos nuevamente el algoritmo de Eucli=
des. Despejando los residuos de (2) tenemos !
84 312 = 114(2)
30 = 114 = 84
24 = 84 — 30 (2)
6 = 30 ~ 24

]

Sustituyendo los valores de los residues y agrupando
obtenemos
6 30 — 24
= 30 — (84 «— 30(2))
= 30(3) T 84(4)
= (114 - 84)(3) = 84
= 114(3) — 84(4) o
= 114(3) = (312 - 114(2))(4) B
= 114(11) = 312(4),
es decir, 6 = 114(11) + 312(=4)
v como 30 = 6°5 = 114(55) + 312(-20)
tenemos que la solucidn de la ecuacidn
- 114x + 312y = 30
©es Xo = 55 y yo= =20

Asi hemos obtenido una solucidn para la ecuacidn. La pregunta

que inmediatamente surge es ;serd la inica? Si hay mds jcuintas
son? y :cémo encontrarlas?

Para responder a esto veamos €l caso de la ecuacidén diofanti=
. .
na mas sencilla.

Sean a, b y ¢ enteros; a y b distintos de cero. ’
ax + by = 0 (3)
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es llamada ecuacidén homogénea.

Observemos que esta ecuacidén siempre tiene al menos una solu-
cidn.
x = 0, ¥y = 0 ya que a0 + b0 & 0

Pero muy facilmente puede encontrarse otra solucién x = b,
¥y % —-a ya que ab + b(-a) ® 0 y otra x = 2b, y = -2a ya que
a2b + b(-2a) = 0.

En general x = tb, y = -ta para t entero es solucién de ( 3)
ya que a(tb) + b(-ta) = 0.

Por lo pronto ya sabemos que ( 3 ) tiene tantas soluciones co-
mo valores enteros puedan darse a t, es decir, tiene una infini-
dad de¢ soluciones.

Pero la pregunta natural que se ocurre es: gpor medio de
X = thb, y = —ta obtenemos todas las soluciones de ax + by = 07?
ino se nos escapard alguna otra solucidn?

La respuesta a la primera pregunta es, en general, negativa.
Veamos el siguiente ejemplo.

8x + 12y = 0O
tenemos que x = 126, y % -8t para t entero son soluciones ya que
8(12t) + 12(-8¢) 0.

Sin embargo x = 3, y = -2 también es solucién de la ecuacidn
ya que 8(3) + 12(-2) = 0 y
x = 3 no es miltiplo de 12; 12}3 y
¥y = -2 no es miltiplo de -8; 8f-2

Por tanto, en general, no todas las soluciones de ax + by = O
se obticnen por medio de x % tb, y = -ta.

Tratemos de ver bajo qué restrdcciones de a y b, toda solu-
cién de ax + by = 0 tiene la forma x % tb, y = —ta.

Partamos de ax + by = 0

ax — by

de aquid se sigue que
blax y alby

pero de aqui no podemos garantizar en gencral que
blx y aly

(6134 pero 6f3 y 6f4)

Sin embargo, sabemos que si

blax, alby y (b,a) = 1 entonces blx y aly.
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De modo que la restriccion para que x = tb, y = -ta nos de
todas las soluciones de (3 ) es que (a,b) = 1. Lnuncidmoslo como

un teorema y hagamos su demostracidn.

TEOREMA 2. Si (a,b) = 1 todas las soluciones de ax + by = 0 son

de la forma x = bt, y
DEM.

= —ta con U enterro.
X %= bt, y = -ta es solucidn de (3) ya que a(bt)+b(-ta)=0
a(bt) + b{-ta) = 0. Reciprocamente si x,, Yo
cién de (3 ) entonces

ax, + by, = O

s solu-

de donde ax, = —by,
entonces a[7by0'y blax,
y como (a,b) = 1
entonces al-y, vy blx,

y por tanto y, = —-at,x, = bt, para algun t,

entero.
:Que pasa si (a,b) ¥ 12
Regresemos al ejemplo
8x + 12y = 0 (a)

aqui (8,12) = 4. Y nétese que

la ecuacibén (a) podemos reescribir
la como

4(2x + 3y) = 0

¥y las soluciones de (a) son exactamente las mismas que las solu-
ciones de 2x + 3y = O (b)

Como (2,3) = 1 entonces todas las soluciones de zb) estdn da-
das por

x = 3t, y = -2t con t entero
y por cnde, tambidén las de (a).
En general tenemos que si d =

ax + by = 0 y las de a. ., %y = o Son las mismas, donde

(a,b) las soluciones de

d

(% , %) = 1. As® que las soluciones de ax + by = 0 estan dadas
por x = a t Yy = - t, con t entero.

e

Regrescmos al caso de la ecuacidn no homogenca

ax + by = c

Tenfamos ya un mdtodo para encontrar una solucidn. Sea x5 ¥,

una solucidn, entonces
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ax, + by, = c (4)
por otro lado, si d = (a,b), sabemos que

x = % t, vy = - % t con t entero

son todas las soluciones de (3 )
por lo tanto a(%t) + b(- %b) = 0 (5)
si sumamos (4 ) y (5) tenemos

a(x, + %b) + by, = %t) = c
es decir, obbtenemos una infinidad de soluciones para

ax + by = ¢
y no solo esto sino que ademis aseguramos que son todas las solu
ciones de la ccuacidn puesto que si Xy, ¥, son otras soluciones
de (1) entonces

- ax, + by1 S c

si a esta ccuacidn le restamos ax, + by, = ¢ tenemos

a(x1 - X4) + b(y1 - Yo) = O
0 sea que Xy T Xg3 ¥y T Yo €5 solucidn de la ecuacidén homogenea,
y por tanto, es de la forma:

~ b
xl',‘xu“'a't’ leYD“T'%tJ

es decir, =y = X+ % t, ¥y w y, -

=21~}

Lo antocrior da lugar al siguiente |

-

ol

TEOREMA 3. Se¢an a, b y ¢ enteros dados; a, b distintos de cero.
" Sea d = (a,b). Las soluciones de la ecuacién
ax + by = c . .

estdn dadas por

x:xo“‘}zts Yy =y, =

a
d at
donde Xx,, ¥, ©s una solucidén particular de la ecua-—
cidn,
En resumuen, sea
ax + by = c
una coeuacidn diofantina.
Para resolverla se procede de la siguiente manera:

l.- Se calcula ¢l m.c.d. de a y bh. Sea d = (a,b).

2.- a) 8i dfc la ccuacidn no tiene solucién.
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b) Si dlc la ecuacidén tiene solucidn.
3.~ Para encontrar la solucién hay que buscar una pareja de ente
YOS X,» Yo tales que
ax, + by, = ¢
4.- Se calculan todas las soluciones de
ax + by = 0,
que vienen dadas por

X = b t, y = - 2 &5 con t entero
d - od
5.- Las soluciones de ax + by = c estan dadasjpor

x;xﬂ"“%[t; Y:YO'."?It'
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EJERCICIOS

1. Resolver las siguientes ecuaciones diofantinas (dar todas
las soluciones):

i) 2x + 3y = 6

ii) 4x.+ 7y = 3

iii) 8x - 6y = 97

2. Se tienen ladrillos de 2 y 3 decimetros. En una barda de
4.9 metros se tiende una hilada de ladrillos. &¢Cudntos ladri-
llos de 2 y 3 decimetros se pusieron sabiendo que el nimero
de cada uno de ellos es primo?

3, Al intercambiar las cifras de pesos y centavos de un cheque
se.obtiene una cantidad que es 20 pesos mayor que el doble del

valor original del cheque. éde cudnto era el cheque?

L. Probar que si c es impar, entonces ¢ no es combinacibébn 1i-
neal de 98 y 102,

5. i) Probar que no existen x, y enteros tales que x + y = 100
y (x,y) = 3.

ii) Probar que existe una infinidad de enteros que satisfacen
x +y = 100 y (x,y) = 5.

W4

[
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MINIMO COMUN RIULTIPLO

El Calendario Maya

El Calendario Maya lleva la cuenta de dos tipos de afios:
el afio sagrado y el afio civil.

Afio Sagrado

Para llevar la cuenta del afio sagrado se utilizan los nﬁmg
ros 1,2,3,...,12,13 y veinte jeroglificos Ik,Akbal,Kan,..,Imix.

El primer dia del afio sagrado empieza con 1Ik y cada dia
se va aumentando en uno el nimero y se va pasando al jeroglifi
co siguiente. Asi los primeros dias del ailo son: 1 Ik, 2 Akbal,
3 Kan,.... Cuando se acaban los ndmeros o los jeroglificos se
vuelve a empezar por el primero. El nuevo afio sagrado empeza-—
16 wuando-se vuclve a formar la combinacidn 1 Ik. .
. De cudntos dias es el afio sagrado ?

: A lo largo del afio aparecen todas las combinaciones de
. Id .
niimeros con jeroglificos ?

Para saber cudntos dias tiene el afio sagrado tenemos que -~

ver cudndo vuelve a coincidir 1 con Ik, para esto, tenemos ~-

que agotar cierto nimero de veces los nimeros y cierto nimero
de veces los jeroglificos, de tal suertc gquc nos den

el mismo resultado, es decir, que m veces los nimeros sea igual
a n veces los jeroglificos: 13m = 20n
De hecho lo que buscamos ¢s : de los miéltiplos de 13 y 20

los que.son comunes (siempre que esto suceda habra taogminado o

tro afio sagrado), mias precisamente el que necesitamos-es el
mds chico, esto es, buscamos el minimo miltiplo comin de 13 y
20 ( ya que buscamos los dias de un afio sagrado).

Un miltiplo comin muy sencillo de obtener es el producto
de ambos:

13 - 20

Ahora hay que ver si hay otro miltiplo comdn menor (posi-
tivo) o este es ¢l minimo.

El problema entonces es saber si hay alguna n<13 y m< 20,
tales que 13m = 20n

Supongamos entonces que

20n = 13m ,



esto significa, en particular, que 13|/20n y como 13 y 20 son
primos relativos entonces 13|n, lo cual nos lleva a que la n
positiva con valor minimo es n=13 Yy por lo tanto m=20.

Asi el minimo comin mdaltiplo de 13 y 20 es precisamente el
producto de ambos nifmeros 1320 = 260.

De mancera que si cada nimero representa un dia tencmos
que repetir 20 veces todos los niameros, para empezar ¢l afio sa-~
grado, habrin transcurrido 260 dias.

Por lo tanto el afio sagrado tiene 260 dias.

A lo largo del afio apareccn todas las combinaciones de nia-
meros con geroglificos ya que dichas combinaciones soh 13 nime-
ros 220 jeroglificos = 260 combinaciones que coinciden con el
nimero de dias del afio sagrado.

Observemos algunas cosas de lo hecho anteriormente. Lo que
buscamos fué el minimo comin mdltiplo de 13 y 20, rapidamente -
obtuvimos un miltiplo comiin: el producto de los dos numeros -
(13:.20) y comprobamos también ripidamente que ese era el més
chico. Algo que nos fucilitd probar esto Gltimo fué el hecho de
que (13,20)=1 :Qué pasa si los nimeros que se dan no son pri-
mos relativos? Veamos el siguiente problema.

Dos rucdas engranadas tienen 32 y 28 dientes respectivamen
te. Partiendo de una posicién : cudntas -

Z vueltas tiene que dar

cada rueda antes de llesar por pri

cra vee las dos ruedas a la
posicidn original ?
Este problema es completamente equivalente al del afio sa-
grado. Lo que buscamos aqui es el mecnor mGltiplo comin de 32 y
28.
Como lo hicimos anteriormente, un niltiplo comin es 32-28,
ahora vamoes a ver si es el minimo (positivo) o no.

" Lo .
Segiin el procedimiento anterior queremos saber si hay

n < 32 y m < 28 tales que

28 n = 32 m.
Ahora, si 28 n = 32 m, .
entonces 32128n, pero de aqui ya no podcmos ooné]uir

que 32 divide a n, ya que 32 y 28 no son primos entre si

e Y - » i ] i 3 T
(recordemos que un minmero pucde dividir a un producto sin que

necesariamente divida a alguno de los factores. Por ejemplo
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613 x4 pero 6 f 3 y 6 ) a4 ).
Busquemos otro camino para encontrar los valores minimos m

n tales que

28n = 32m (1)

n =32y m= 28 satisfacen (1) pero también
LLP- 32y m, = 28 1la satisfacen y son tales

2 2
que n,<n Yy m1< m
; serdn estas n, y my los valores mis chicos que satisfacen (1)7?
Si — 32 v M = _28  también serdn solucién de (1)
3 3

«

pero,fcuidado/ recordemos que segin el contexto del problema, m y
n deben ser enteros, de modo qgue sdlo podemos dividir entre
pdncios gque sean diviscres de 238 y de 32. Cowmo 4 es divisor de

ambos entonces

o]
)
1
b
"]
3
N
1
o
w

= son tales que

S
d

los valores de n, y m, son menores que n;, y m; respectivamente,
es mids, estos valores son los valores miniwmos (positivos) que
puede tomar m y n , ya que 4 es el miximo comin divisor de 28 y
32.

Entonces los enteros positivos menores, que satisfacen (1)
son .n =8 y m=7 .

0 como lo habfamos planteado al principio el menor miltiplo
comin de 32 y 28 es

28n, = 28 - 32 = 32 - 23 = 32 - m,
4 4
es decir, el menor miltiplo comin de 32 y 28 es
28 - 32 donde 4 = (32,28)
B A

Por lo tanto la rueda que ticne 32 dicntes tiene que dar 7
vueltas y la de 28 dientes tiene que dar 8 vueltas para llegar
por primera vez ambas rucdas a la posicidn original.

Estos dos ejemplos nos muestran gue el minimo comin multi-
plo de dos nidmeros a y b no necesariamente es ¢l producto ab
de éstos {(aungque b e¢s un miltiplo comin). Sélo si ocurre, co-
mo en el ejemplo 1, que (a,b) = 1, tencmos que ab es el minimo
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comin miltiplo. Si (a,b)=d entonces el minimo comin miltiplo
es el producto ab dividido entre el m.c.d. de a y b, es decir
ab
. st turalmente, ha ue demostrarlo. Pero antes
es Ta—-b—y Esto na e s Y q >
Py 4 . - . s . ” v -
conviene definir en forma precisa el minimo comin miltiplo de--
dos ndGmeros.
Los mﬁltiE]os de a entero, son todos los mumeros
eess —3a, -2a, -a, 0, a, 2a, 3a, ....,
es decir, todo ntimero de la forma ka , k cntero.

Todo entero que es miltiplo de a y b enteros, se llama

miltiplo comin de los mismos.

DEFINICION 1. Al menor miltiplo comin positivo de los enteros
a y b se le 1lama minimo comin miltiplo y se de-

signa con la notacidén [ a,b ]

También utilizamos las iniciales m.c.m. de a y

b para re-
ferirnos al [ a,b7J.

Ejemplo 1. Encontrar el m.c.m. de 4 y 9
+
- 8

miltiplos de 4: 0, % 4, , 12, Io16,f 2o, 24
+ + +
-~ 28, = 32, - 36 ......
mdltiplos de 9: 0, = 9, ¥ 18, ¥ 27, T 36......
MeC.m. de 4 ¥y 9 : 30
TEOREMA 1. Scan a y b c¢nteros distintoes de cero.
. ab
Coord= oy
DEM: Sea M algdn mdltiplo comin de dos nimeros a y b.
Como M e¢s miltiplo de a,
se ticene que M = a k con k entero.

Pero M también es mdltiplo de b,

es decir, M = b k  con kjentero
entonces a k = b kl
de donde a_k ®

b N 12

es declir, a k cs un entero

b

asto quicre decir que bfak.
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Si d =(a,b), entonces también se cumple
que b !
d

[

k

d
y como (b R ) -1 (propiedad 2 sec., M, C.d.)

R 1Y

=

d
entonces b
d
c

es decir, existe un entero t

tal que _ b

k = a t .
De aqui que M=ak = a %_t
esto es, M= 2R

d
Reciprocamente, es evidente que cualquier M de.
esta forma es miltiplo tanto de a, como de b, ¥
por consiguicente, esta forma proporciona todos
los miltiplos comunes de a y b.

El menor positivo de estos miltiplos, es decir,el

minimo comin miltiplo, se obtiene para t = 1 esto
es, Ca,p7]] :~%E— donde d = ( a,b ).

De este teorcema se obtienc el siguicnte.
COROLARIO 1.

COROLARIO 2.

ELiemplo

2

Sean a y b enteros distintos de cero.

El conjunto de miltiplos comunes de dos ntimeros
a y b, coincide con el conjunto de los miltiplos
de su m.c.m.

En efecto, en el teorema se demuestra gque todos

los miltiplos comunes M de a y b son de la for-

ma M o= Zb t ¢on t entero

es decir, M o= E a,b J t,t entero.

Sean a y b cnteros distintos de cero tales que
(a,b ) =1 . Entonces E a,b ] = a- b .
Directo de sustituir d = 1 .

Encontrar ¢l m.c.m. de 2784 y 4988
En el ejeuplo 2 de la sec, n\ed,rn]ou]amos . el
m.c.d. de éstos mimeros . ( 2784, 4988.)» = 116

Aplicando el Tecorcma 1 tcenemos que

L2784, 49887] - 2184 4988

240 —




por lo tanto [ 2784, 4988 ] = 119,712

EJERCICIOS .

.
Encontrar el m.c.m. de las siguientes parcjas :

1.-
2.-
3.-
4.~

a= 56, b= 72

a = 2184, b 1764

a = 1901, b = 601 .
Afio Civil (del Calendario Maya)

]

el afio civil consta de 365 dias y se cuenta por meses
y dias de forma similar al nuestro. Bistenos saber
que el primer dia del afio se l1lama 0O Pop.

Si un afio coincide el 0 Pop con el primer dia del aflo
sagrado 1 Ik.

: Al cabo de cudntos afios volveran a coinceidir ?

: Cudntos dias representa csto 7

Mientras Elena y Tony pascaban por el parqué se cruza
ron con la banda municipal, que cnsayaba un desfile.
La banda pasd desfilando de cuatro en fondo, salvo u-
no de los misicos, el pobre Pdnfilo que cerraba la
marcha. El director de l1a banda c¢staba molesto. Para
c¢ncajar al misico en la formacidn, el director mando
formar en columna de a tres. Pero Pinfilo sezuia es-—
tando solo en la #ltima fila. Incluso cuando la banda
desfila de dos en dos, Panfilo sigue solo, de faroli-
11lo rojo. Aunque no c¢ra asunto suyo, Elena se acercd
al director de la banda y le dijo: fdrmelos usted de
cinco en fondo. El dircector respondid: jovencita, e+
so precisamente iba a ordenar ahora. Cuando la banda
formdé de cinco en fondo, todas las Tilas quedaron com
pletas y Panfilo quedd per-fectameante cncuadrado.
:Cudntos misicos componen la banda ?

Una mesa de billar mide n.unidades en su lado ncnor y
m en el mayor. A parfir de una esquina se Janza una
bola formando un dngulo de 45° con los lados, la que

va rebotando en los lados de la mesa hasta llegar por

primera vez a otra e¢squina, donde se le detiene.

Por ejemplo si n = 6 y m = 10 la trayectoria es la
.

siguiente . kY
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INICIO

FIN

i

a) Hacer ver que la bola l1llega a pegar efectivamente

en algdin momento en alguna esquina.
b) Dar un procedimiento para determinar (dados n y m)
cudntas veces choea la bola con los lados mayores de
la mesa y cudntas con los lados ncnores y en qué esqui
na va a terminar.
¢) Describir la distribucidén Jde los puntos sobre el:
pardmetro de la mesa donde choca la bola.
d)} :0ué puede decirse de los incisos a, b y ¢ ¢en el ca
so de que los lados de Ja mesa scan inconmensurables?
Los enteros del 1 al 1000 se escriben a lo largo de u
na circunferencia. Empezando con ¢l 1 secilalamos los
nimeros saltandonos de 15 en 15, esto es, 1,16,31,46,..
Este proceso se continda hasta que luego de tantas vuel
tas como sea necesario sec regresc al 1. Se pregunta
:Cudntos nimeros quedan sin schialar?
La dueifia de una huertita de manranos Jlevanta su cose-
cha y la lleva dircctamente al mercado. Lo dinico que
se sabe por el tamano estandar de la manzana y las ca-
jas donde las colocan ¢s que son menores de 500. Encel
puesito del mercado la marchanta las dispone de 2 en 2
pero le sobra 1, por lo que decide ponerlas en pilas
de 3,4,5 ¥y 0 pero sicupre la sobra 1. Finalmente prue
ba ponerlas en montoras de 7 y no le sobra ninguna.
;Cudntas manzanas tenia ?
Sean a, b y ¢ enteros. Decmostrar que

lci Laab] = Y_‘:as‘:bj
Sean ay, S L enteros. Formemos la sucesidn de
niimeros* N -

@1’a£1= M2 [mz,aél = Mgrces (anl’aé] = n

Probar que el ndmero m obﬁfnido de este modo serd

el m.eon. de todos los nimeros dados.
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NUMEROS PRIMOS

Al estudiar las propicdades de los enteros, guizd el hecho

mis notorio ¢s (ue existen ndmeros gue pucden ser divididos por
otros ndmeros y otros gue no, es decir, nimeros gue tienen divi-
sores (positivos) distintos de ¢l mismo y la unidad (los "ndme-—
ros compuestos") y otros que solo tienen como divisor (positivo)
distinto de é1 a la unidad. Estos son lus conocidos ndmeros pri-
mos. Todo nfmcro c¢ntero positivo a c¢xcepeién del L viene al me-
nos dos divisores positivos y pertenceen a la clase de los pri-
mos o bien a la de los compuestos. bkl ndmero 1 solo tiene un di-
visor positive, prccisamente ¢l 1. En c¢ste sentido el mimero &
en la sucesidn de los ndmeros enteros positivos, ¢s particular
y no se considera primo ni compuesto.

De importancia fundamental en Teoria de ndmeros e¢s la clase
de los ntmeros primos. La importancia sc¢ debe al hecho de que

cualquier wntero puede expresarse como producte de nimeros pri-

mos (Teorema Fundamental de Ja Aritmética), este resultado es
intuitivamente muy claro ya que un nMuneroc si no es primo, se pue
de descomponer sucesivamente hasta que todos sus factores lo
searn.

DEFINICION 1. Un entero p # +1 es llamado ¢s llamado primo cuan-

do ticene como f(Onicos divisores a L1 y p.

Ejemplos de¢ primos son ... LY, .7, 5, 3, 2, 2, 3, 5, 7, 11

Nétese que 2 y —2 son los unicos primos pares. Cualquicr otro
par ticne ademas de los divisores triviales al 2 como divisor.
DEFINLCION 2. Un nlmero entero m# £1 que no e¢s primo es llamado

compuesto,

Ljemplos de niimeros compuestos: ...—-9, -8, ~06, -4, 0, 4, 6, 8
Ln los siguientes resultados, por comodidad, se consideraran
s0lo Jos factores positivos y sec cnunciardn estos resultados pa-—
ra enteros positivos, aunque los mismos resultados se cumplan pa

ra los enteros negativos y las demostraciones sean equivalentes.
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El trabajar con enteros positivos simplifica el lenguaje y la 1no
tacibn y ayuda a fijar mas las idcas y resultados.

En relacibén a la divisibilidad los primos tienen propicdades
simples.
1. El m.c.d. de un namero primo p y un entero cualquiera n es 1
o bien p. Esto es, (p,n) T 1 o (p,n) = p. Veamos.

Como d = (p,n) entonces dlp y como p es primo sus tunicos divi
sores son p o l.

Antes de continuar con las propiedades de los primos establez

camos la siguicente:

DEFINICION 3. Decimos que a y b son primos relativos si y solo

si (a,b) = 1

2. Si el producto de varios factores es divisible por p al me—
nos uno de los factores es divisible por p, es decir, si
plnlnz..-nr entonces plni para alguna i=1, 2,..,., r
dem. :
Cada factor n, &s primo relativo a p o ¢s divisible por p.
Si suponemos que todos los factores fuesen primos relativos a
P entonces por ser (nl,p) = 1 (prop. 3 secc. divisibilidad)
(nlnz...nr,p) = (n2 ng ceen Lp)
= (n3n4...ur,p) porque (n,,p) = 1
= (nr,p) 1 porque ("r l,p) =1
es decir, llegariamos a que
("1"2"'nr"p) = 1 lo que contradice la hipbresis.
Por tanto no todos los factores pueden ser primos relativos a
p, esto quiere decir que existe algun n; para i =1, 2,.,.,r tal
que plni.
3. El divisor menor (distinto de la unidad) de un entero.n>l,
€s un numero primo.
dem. s
Sea q> 1 ¢l divisor menor de n¥> 1,

Entonces n = n, 9.
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Si 4 fuese compuesto tendria un divisor a, tal que l<ql<q.
Haciendo q = 4,1, tenemos n = nl(qll), lo que llevaria a que
4, es divisor de n y es menor que ¢, lo cual contradice la hip(:-_-
tesis de que g es ¢l menor divisor de n.

Por lo tanto q no puede ser compuesto y entoces y es primo.
4. El divisor menor (distinto de l1a unidad) de un niimero com-—
puesto n (que segin la propiedad anterior tiene que ser primo)
no es mayor que n .

dem.

Sea q»1 el divisor menor de n>1i,

.entonces n = nlq

por ser 4q el menor divisor de n tenemos que
q&£n,

multiplicando en ambos lados por q obtenemos
2
a’€ nq,

es decir, qzs n

de donde q<\Vn

TEOREMA 1. Todo entero n >1 puede descomponerse en un producto

. P .. -
de factores primos y ademlds de modo Unico, si no se

tiene en cuenta ¢l orden de los factores.

DEM:
Sea n>1. Si n e¢s primo no hay nada que hacer, su descomposi-
P ) - .
cion es <¢)] numero mismo.

Si n ¢s compuesto, n tiene un divisor menor distinto de 1

que es un primo. Llam&mosle Py
n = n,p, donde n > n,> 1
Si n, es primo ya hemos acabado, la descomposicif)n de n e¢s
n = pi"l
Si n, s compuesto, cste tiene un divisor P, menor distinto
de 1 que es prrimo, es decir,

"y ::pzn2 con n1> n2> 1
obteniendo que
n:plpzn2 con n nl7 l12> 1
siguiendo este procedimiento llegamos (en a lo mis n pasos)

> 4
a Ja descomposicion de n
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NZP;Py---p,.

Demost:remos ahora la unicidad de la descomposicidn.

Supongamos gue para n existe una segunda descomposicidn en
factores primos

NZ=4gydyes-qg
entonces
PyPges P = Uydg. - dy
de donde
aplpypye--p
entonces qay divide a alguno de los factores P
Supongamos, por ejemplo, que
a,lp,
(el orden de la numeracidn de los factores es arbitrario)
entonces como py s6le é&s divisible por 1 y p; tenemos que
Q= Py
Simplificando ambos t&rminos de la igualdad se tiene que
PoPgeeP = GyQ30 -4,

Repitiendo el razonamiento anterior para esta nueva igualdad

obtenemos que
PgeseP = Qgeelg pucs p, = q,

Continuamos asi hasta que en un lado de la igualdad se simpli
fiquen todous los fFactores, supongamos que ¢s en el primero, en-—
tonces quedarfa

1= CTOL NUPEREL W
lo cual es una contradiccion ya que

Qpy 12 Yy.,9s <<+ U, SOn mayores que 1 siendo impesi-
ble que su producto sea igual a 1.

Por lo tanto la scgunda descomposicion en factores primos ¢s
identica a la primera.

Por cierto, aqui hay una de las razones por las cuales no
conviene que 1 sc¢a primo: la descomposician en primos no seri u=-
nica (le agregamos unos).

En la descompousicidn del nlimero n en factores primos algunos
de ellos pucden repetirse, Si designamos con las letras Pys Py
ey Pl los primos distintos de dicha descomposicion y con dl’

A, oo, X Jas veces que aparecen obtencmos la llamada descompo-
2 Kk descompo
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s e O] I
sicion canonica del namero n:

I Y Ry, X
n=xp it pyt e p

Ejemplos:
180 = 2%3%5
3087 = 32.73
15= 35
1575 = 3%5%7

Se han visto algunos resultados tedricos sobre los nimeros
primos. Ahora entremos a otro tipo de problemas.

Se¢ mencionaron como c¢jemplos de primos a

2, 3, 5, 7, 11, ...
:Qué& otros primos conocemos?
;13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, .., 91,93, 97, ...
al ir rccordando nimeros primos nos planteamos dos preguntas:

;Como encontrar los nfimeros primos?

¢Como saber si un nGmero dado es primo o no? por ejemplo
217 ies primo? o 0728042130721 :es primo?

Existe un m&todo muy antiguo para encontrar primos conocido
como la Criba de Eratdstenes. Para formar la tabla de nimeros
primos menores o iguales a un numecro dado N, digamos, por ejemplo
N=100, ¢l mZtodo consiste en lo signiente: N

Escribimos los ndmerosdel 1 al 100 en la siguiente forma:

2 3 K ¥ 7 X X 1 P4 13
P M7 X 19 24 2 X oM 2
P 29 M 3 3 N 3% 37 ¥ XM
a1 ¥ 43 M KK A 3 XM X

3 3 54 37 38 59 61 pg o4 o

67 08 o9 W 7L ¥ M M M A

5 $C 3¢ 83 B4 g & 89 ™ 9«

o M 9E 9€ 97 9 9 10

TABLA 1

W

EFIZILKX
ERRERXKEX
XIRABEX

E]l primer ndmero primo es ¢l 2. Tachamos de la tabla todos
los mlltiplos. de 2, a excepcibn del 2 mismo.

El siguicnte nGmero no tachado que sucede al 2 es el 3; tacha
mos de la tabla todos los niimeros que son midltiplos del 3, a ex-
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cepeidn del 3 mismo.

E1 primer almero no tachado que sigue al 3 es 1 5§ ... segui~
mos el procedimiento descrito. NOtese que los anerosque necesa—
riamente van quedando sin tachar son precisamente los primos.
Ademis obrservemos que para encontrar todos los primos que hay
entre 1 y 100 basta con tachar los mliltiplos de los primos meno-
res que 100 (recordar prop. 4), porque cualquier nimero no ta=-
chado me £ 100 es primo, ya que si fuera compuesto tendrfa un fac
tor primo menor o igual a VELSVTBB y como tachamos todos los mﬁl
tiplos de los primos menores o iguales que VTEE entonces N, esta
tachado. Por la misma razdn (prop. 4), en la Criba de eratdste-—
nes, al comenzar a tachar los midltiplos de un niimero primo p hay
que empezar a tachar desde pz.

Con el método de la Criba de Eratdstenes podemos conocer to-
dos los primos menores o iguales a N para cierta N dada. También
nos sirve para saber si un nitmero es primo o no, siempre y cuan-=
do este nlimero no sea demasiado grande, por ejemplo, para saber
si

217 es primo o no
bastarfia con aplicar el método de la tabla formada por Jos nGme-
ros del 1 a2l 217 y checar si qued5 tachado o no el andmero 217.

En realidad no es nccesario hacer todo este procedimiento, da
do que sdlo intercsa saber sobre ¢l 217; apliquemos las observa=
ciones que hemos hecho al método de la Criba.

217 €« 225= 152
(elegimos 225 porque es un cuadrado perfecto y facilita el cﬁ]cg
lo, en realidad necesitamos solo 217).

De modo que por fuerza si 217 no es primo debe tener un fac-~
tor primo menor que 15' =15, es decir, si 217 no es primo algidn
nimero primo de los siguientes tendrfa que ser un divisor de. &l:
2, 3, 5, 7, 11, 13. Entonces basta checar si alguno de¢ estos 6
nlmeros ¢s divisor de 217,

Como 7217 entonces 217 no es primo.

(Notese que este es el contenido de la propiedad 4. Esta propie~
dad es también, en cierta forma, la esencia de la Criba de Era-
tostenes).

4 . N
Pero ;qué pasa cuando el numero que (ueremos saber si es pri-—
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mo o no s muy grande? por ejemplo, si ¢l admero mencionado ante
riormente 07280421310721, gue tiene L4 digitos, es primo. Teori-
camente siguiendo <] mismo procedimiento descrito arriba podrfa
mos, después de muchisimas cuentas, saber si e¢s primo o no. Se
nota que este camino tiene sus limitaciones. Bueno, ¢l ndmero de
los 14 digitos si es primo. En realidad no se ha descubierteo un
metodo general para determinar si un nfimero es o no primo, para
nimeros como €l de arriba, a menos que tenga una forma especial,
puede requerirse mucho trabajo para resolverlo.

Podemos decir algunas cosas mis sobre esto de saber si un ni-—
mero es primo o no.

Sabemos que si un namero es divisible entre § termina en 0 o
cn 5.

Y si es_divisible entre 2 termina en 0, 2, 4, 6 u 8.

Esto nos lleva a lo siguiente: un nlmero para ser primo nece
sita terminar en 1, 3, 7 o 9 (excepto los primos 2 y 5). Ojo: es
to no quiere decir que si termina en 1, 3, 7 o 9 ya es primo.

Contracjemplos:

21 = 37
39=2313
27 =33
33=311

Lo que yuiere decir es que si s primo (y no e¢s el 2 ni el 5)
entonces termina en 1, 3, 7 o 9,

(Es importante tener presentes las reglas para los divisibles en
tre 3, 4, 06, 7, 8, etc.) .

Para ir conociendo cbmo estan distribuidos los primos entre
Jos naturales contestemos lo siguiente:

(Podemos dar dos nimeros consccutivos que no sean primos?

Es fﬁci], 8 Yy '9.

&Tres consecutivos que no sean primos? 14, 15 y 106.

cCinco conscecutivos que no scan primos? Recurriendo a la tabla

1 es facil e¢xhibir cinco
62, 63, 64, 65 y 66.

Jlabra veinte conscecutivos no primos? Aqui el problema no es

tan ficil de contestar, tendrfanos que tener tablas mas grandes

. . [4 . .
de primos. Para respoander, nos servira conocer los siguientes da-—
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tos sobre la frecucncia de apavicidn de los nlmeros primos.
Cada centena del 1 al 1000 contiene respectivamente
25, 21, 16, 10, 17, 14, 16, 14, 15, 14
ndmeros primos.
Cada centena del 1 000 000 al & 001 000 la corrcspondiente
frecuencia es
6, to, 8, 8, 7, 7, 10, 5, 6, 8
y de 10 000 000 a 10 001 000

2} 6) 6, 6) 5) 4) 7, 10) 9) 6

y de 10%% a4 102, 1 oo0o0

4, 5; 2, 4, 2, 4, 3, 5,1, 6
Regresando a la pregunta de si habri veinte consecutivos no
primos, scgdn los datos arriba mencionados entre el numero
10 000 000 y el 10 000 100 hay sblo dos niinero primos, esto quie
re decir que entre esos nﬁmcrd:podemos clegir los 20 consecuti-
vos no primos.

¢Podrian haber 1 000 o 100 000 consecutivos no primos?

Se nota que el mctodo usado anteriormente de recordar numeros
o recurrir a tablas o datos ya no funciona para estos numeros
tan grandes. )

La respuesta es que si podemos encontrar esos consecutivos no
primos, ¢s mis, uno puede encontrar primos consecutivos cuya dis
tancia entre si sea tan grande como uno quicra. En otras pala

. . : . o~
bras, existen sucesiones arbitrariamente largas de ndmeros com

P
puestos. Para probar esto basts con darnos cuenta que los n-1 nn
meros .

n!+2, n!'+3, ni+4, ..., nl+n son compuestos ya que como
n!=1'2+3¢4-.n
entoncces
2|:|!+2, 3|n!+3, 4ln!+4, eee nintsn
Asi que si queremos 1000 consecutivos no primos, los nimeros
que sirven son
10011+2, 1001!+3, 1001!+4, ..., 1001!+1001
Lste hecho muestra la gran irregularidad en la frecuencia de
los primos.
Ahora se ocurre preguntar:

’ .
cCuantos primos hay cen los naturales?

-5D -




N ’, . . -
¢No ocurrira que los primos empiczan a cspaciarse tanto que a
partir de un cicrto ndmero ya no hay primos?
Pues resulta que no, que hay una infinidad de primos. La de-—

mostracion de este resultado se conoce desde Buclides.
TEOREMA 2, Hay una infinidad de primos en los naturales.

DEM:
Supongamos que hay un nimero flnito de primos.
Indiquemos dichos nidmeros por
Py Posr c=ey Pn
Vamos a ver que esta suposicidn nos lleva a una contradiccidn.
Construyamos el nimero
-pzplpz...pna-l

Es c¢laro que p-',l: P; para cada i=1, 2, .., n.

Sabemos quc ¢l divisor menor distinto de 1 de p es un primo
(prop. 3), entonces algan Py tiene que dividir a p lo cual es
falso ya que al dividir cada p; eutre p siempre queda 1 como. re-
siduo.

Lsto quiere decir que o

P es primo o
¢l primo que divide a p es uno distinto de
pl’ Pyy eeoey p“

Por lo tanto no hay un ntmero finito de primos. Estos son in=

finitos.
De hecho e¢sta demostracidn nos da un mé&todo para encontrar pri-
mos. Cualesquiera que sean los nilmeros primos distintos Pys Pas
“eoay pn obtenemos otro primo nuevo yue ¢s o bicn
p:plpz...p“+l 0o ¢l divisor menor del mismo p.

Se ilustra la construccioéon de primos por el metodo llamado

de Luclides con los siguientes ejemplos:

2¢3 + 1 =7 primo
20345 + 1 =31 primo
24357 + 1 =211 primo

203.5:7-11+1= 2311 primo
263657211213 + 1= 30 031
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203%547-11-13+17 + 1 =510 511={i9-97-277
203.5-7:11-13°17-19 + 1= 9 699 691=/347+27 953

llemos visto que hay una intfinidad de primos en la sucesién.
de ntmeros naturales.

Otro resultado importante sobre la distribucidn de primos es
que tambidn hay una infinidad de primos en la sucesidén de name-—
ros

3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, ...
e¢s decir, en la sucesidn 4n—1 con n=1, 2, 3, ...

Para demostrar esto, s8lo hay que hacer una generalizacidn
de la demostracion hecha para ¢l teorema 2.

Supongamos que existe un ndmero finito de primos en la suce-
sién 3, 7, 11, 15, 19, ..., 4n 1, ... Sean estos primos

Pys Pgs s oPy

<onstruimos el nlmero N=4p py...p,~1=4p-i.

Entonces, o bien N es primo o puede ser descompuesto en facto
res primos, ninguno de los cuales puede ser Pis Pgs +++5 Py pues
cto que N no ¢s divisible por p; para i 1, 2, «.., k.

Observemos gque todo primo mayor que 2 es impar y por lo tanto
serf de la forma 4n+t o 4n—1 (ya que los nimeros de la sucesidn
son o bicn de la forma 4n—1, 4n, 4n+l o0 4n+2, y 4n y 4n+2 son
pares)

Otra cosa a observar es que el producto de dos nlmeros de la
forma 4n+l es también de esta forma va que

(41+1)(dm+1) = 414m + 41 + 4m + 1
=4 (4Im + 1 + m) + 1

Entonces segin estas observaciones, no puede ocurrir que to-—
dos los factores de N sean de la forma 4n+l ya que N tendria
que ser de esa misma forma, luego, N tiene al menos un factor
primo p de la forma 4n-1. Pero este primo no puede scr cualquie-—
ra de los pi's dado que ellos no dividen a N; entonces p €S un
nuevo primo de la sucesidén 3, 7, 11, 15, ...

Con los mismos argumentos puede probarse que la sucesidn arit
mética de té&rmino general On-1, es decir,

S, bi, 17, 23, 29, 35, ..
o 1a O6n+5 o la 4n+3 contienen una infinidad de primos.

- s - - - - + - *
En general una sucesion aritmetica consiste de terminos
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an + b n 1, 2, 3
donde: a y b son ndmeros £i jos.
Si a y b tienen como m.c.d. a d

..

2

, todo nimero de la sucesidn

- - . r . . 4 . s
es divisible por d, entonces no contiene nigun primo dicha suce-

a2
sion.
Pero si suponemos que a y b son

probar que Ja sucesidn conticne un

primos relativos, se puede

nimero infinito de primos.

resultado es conocido como
de

Este

let. No harcmos la demostracion

el Teorema de Lejeune-Dirich-—

este tcorema. (la demostra

. . . s .
cidén requicere de herramienta matemiatica complicada y resultados

de otros campos).

Uno de los problemas que ha
¢l d¢ encontrar fdrmulas que den p
Esto ha interesado poque como sc h
namero es

minar si un primo.

Fermat conjeturd que todos los

e 1}
F(n)= 2% +1
son primos.
A Jos nameros de esta forma se
para n=90, 1, 2, 3, 4 se¢ obtiene
Floy=2% 1 = 3
F(1) =2% , 1 =5
F(2y=24 + 1=17
F(3)= 28 + 1 =257
F4)=2'% o 1=065 537

interesado a los

que

matematicos es
rimos (aunque no den todos).

a mencionado s dificil deter-

niueros de la forma

les llamé nidneros de Fermat

F{n) es primo

pero posteriormente Euler obtuvo una descomposicién de

F(s5) = 232

n=5, la [fGrmula propuesta pot

Fermat

+ 1 =641-6700417, es decir, Euler demostrd gque para

no «da un primo. Ya se ha

. - -~
probado que otros nimeros de Fermat son compuestos. Mas aun, a

la Fecha ha
F(n) para n>4d.
Euler desarrollo otra férmula

A
t'{n)y=n" + n + 41t

no se probado que sea

para

. s -
primo ninguno de los numeros

encontrar primos

esta formula no 56Jo da primos, pero para n desde 0 hasta 40,

-_55—



f{n) es primo. Sin embargo para n =41,
t(41)= 412 + 41 + 41 =41(41 + 1 + 1)=41-43
que es compuesto.
Lo mismo ocurre para la féormula
f{n)= n2 — 79n + 1601
que da 80 primos con los naturales desde O hasta 79.
Y para
f{n)= n? & 8in + 1681
obtenemos una buena cantidad de primos, pero tambien falla.
De hecho lo que se puede deostrar esque ningdn polinomio en n

con coeficientes enteros toma solamente valores primos.

En los Giltimos resultados de los primos, notamos que estos né
meros se van espaciando en la sucesidn de naturales, que podemos
encontrar huecos tan grandes como se guiera de ndmeros consecuti
vos conmpuestos; gue no se ha encontrado hasta Ja fecha fdérmula
algebraica que dé todos los primos, ni siquiera férmulas que den
solo primos. Esto nos podria llevar a suponer que definitivamen-—
te no hay "ley que gobierne" a los péimos. Sin embargo estudian-
do la distribucidén media de los nlmeros primos dada por la razdn

A(n)
n

donde A(n) e¢s ¢l numero de primos dque hay cntre 1 y n. (por ejem
plo A(1)=0, A(2)=1, A(3)=2, A{4)=2, .., A(1Y)=8, ...,
A(1000) =168, ...) Gauss descubrido una ley que rige el comporta-
miento de dicho ceciente y conjeturd gue dicha razdn es "asintd-

ticamente igual” a 1 ,(doude Jog n es el Jogaritmo natural
log n

de nL es decir, que si tomamos una sucesién crecicente de valores

lim Aln)/n _ 1
nyoo 1/ Jog n™

Esta conjetura logra describir mediante la funcidn logaritmo

de nt

la distribucidn de los primos. Se necesitd, eien afios antes de
que ¢l andlisis se desarrollara lo suficiente para poder dariuna
demostracidn de este teorema conocido como feorema de los Ndme

ros Primos.
——— R0
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EJERCICIOS

~
.

1. Exprese los siguientes nuimeros en su descomposicién canéni-

cas:
i) 100 ii) 1300 iii) 1986

2 Encuentre lafactorizacidén en primos de los nameros:

i) 2468 ii) 262144 iii) 99999 iv) 100001
3. Mersenne determindé la factorizacidén del ndmero

51 001 180 160. Encucntre los factores primos de este nimero.

4. Use el tcecorema fundamental de la aritmética para determinar

las raices cuadradas de los siguientes mimeros con tres decima-

les de aproximacidn:

i) 392 ii) 578¢

5. Sea m dn entero positivo cuya factorizacidn en primos es
Ay A, X : R

m o= pltpyt.e.p (con p; primo y diEZI i =1, 2, «e.y n)

i) Demostrar - que todo divisor (positivo)} de m es de la forma

p;%pézg_.psw

ii) Demostrar que el niimero dedivisores (positivos) de m es
A

(dl +1)(A, + 1) ... (Kn + 1).

6. Encontrar un nimero con

i) 14 divisores (positivos)

i) 12 divisores (positivos)

'S

7. Encontrar el mcnor entero positivo con
i) 14 divisores (positivos)

ii) 12 divisores (pesitivoes)

8. Scan a y b enteros positives cuya factorizacidén en primos es

Demostrar que

Pl)" PBZ“ cee Pi" donde §. = min {di’ ﬁi—g

maxgii,ﬁag i

v
ty

-

L

(a,b)
@,b] pf‘pgl... pg“ donde &.-

i
[
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9. Utilizando el teorema fundamental de la aritmética demuestre

que (a,b)[a,ﬁ] = ab dondq ay b son enteros positivos.

10. i) Pruébese- que ¢l producto de ndmeros naturales de la for-
ma 3k + 1 es un nimero que es de nuevo de esa misma forma.

ii) Utilizando i) demostrar que hay una infinidad de primos
de la forma 3k + 2. En otria palabras, se trata de demostrar que
la sucesidn 2, 5, 8, 11, 14, 17, ... contiene una infinidad de

primos.

11, ;Por qué sucede que

7-15873 = 111 111
14-15873 = 222 222
2115873 = 333 333
28+15873 444 444

veen ]l

-

.
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CONGRUENCIAS

Normalmente nunca oye uno decir a alguien ''son las 33-
horas del lunes'", incluso no es usual que al preguntar al--

guien la hora se le conteste '"'son las 15 horas.

Sin embargo, si yo dijera "son las 33 horas del lunes"

casi todos sabrfan de inmediato que son las 9 de la mafiana-—

del martes, pordria a partir del lunes y pasado unos dfas -

insistir en que "son las 107 horas del lunes.

en que son las 323 horas del lunes"

Mids adelante
y seguramente conforme
pasara el tiempo y continuara con mi empecinamiento,
die me preguntara la hora.

ya na-— '
Pero aquellos inocentes que se -
toparon conmigo a las 107 o a las 323 horas del lunes, ha--

ciendo cuentas, llegarédn a la conclusidén de gque son las 11

de la maflana del viernes siguiente a ese lunes y las 11 de-
la mafiana del segundo domingo después de ese lunes iCubles

fueron las operaciones que estas personas utilizaron 7.

Como el dia tiene 24 horas, dividieron 107 y 323 entre
24 para saber cuéntas veces 'cabe 24" y como no les intesa-

ba el dia puesto que lo conocian se fijarom en lo que sobrd

es decir, en_el residuo de la divisidn que en ambos casos rge

sultd ser 11. Por tanto la hora era 11 de la mafiana.

Haciendo a un lado los dias, las horas y mis empecina-

mientos, lo que podemos observar es que los nameros 107 y

323 dejan el mismo residuo, el 11, al dividirlos ente 24; y

que las horas del dia se miden, no tanto acumulandolas, si-

no "volviendoa empezar'" con el 1, 2, 3, etc. cada que alcan

zamos un miltiplo de 24, es decir, se mide con los residuos

que dejan los ntimeros al dividirse entre 24.

Pensando en estos residuos y hablando en términos in--

formales, podemos decir que 11, 107 y 323 representan "lo -—

mismo"™ para el nuimero 24, o dicho d2 otra forma, si nuestra

Yunidad de medida" es el 24, a los nlmeros 11, 107 y 323

les sobra lo mismo al "medirlos" «con el 24. Cuando esto su

cede se dice que los nimeros 11, 107 y 323 son "congruentes

para el 24 y a la "unidad de medida” se 'le llama mbédulo. Se
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dice entonces que 11, 107 y 323 son 'congruentes mbédulo 24".
En este nuevo lenguaje lqué otros nimeros son congurentes
con 11, 107 y 323 mbédulo 24?. Todos aguellos que al dividirle
entre 24 dejen residuo 11. A saber:
ee., =51, -37, =13, 11, 35, 59, 83, ..., 323, ...

Si en lugar de 11 tomamos el 3, los nimeros congruentes —-—
con 3 mddulo 24 son:

eeey =21, 3, 27, 51, 75,...

Para expresar que cierto nimero entero a es congruente con

alghin otro entero b mbddulo 24, se escribe

a =b mbdulo 24

y se lee "a es congruente con b mdédulo 24",
Asi por ejemplos -
11 107 mod 24
3 = 27 mod 24

y también, como puede comprobarse facilmente:
2 = 26 mod 24 )

5 = 125 mod 24

7 = 31 mod 24

Otra situacidén en la que en el fondo medimos el tiempo ‘con
congruencias son los dias del afio. Bl mbédulo en este caso es,
obviamente 365 (los afios bisiestos los exclimos por ahora). -
Si tomamos como punto de partida el 1% de enero de 1985 y le-
llamamos el™dia 12", entonces el "dia 369" es el 4 de enero -
de 1986 (369 deja residuo 4 al dividirlo entre 365). E1 4 de-
enero de 1987 viene a ser el "dia 734" (o lo que es lo mismo
734 deja también residuo 4 al dividirlo entre 365). Usando la
notacién de congruencia, tenemos:

369 = 734 mbdulo 365

Y el 4 de enero de 1984, iqué "dia" es? Admitiendo dias con

niimero negativo - recordando el punto de partida-viene a ser
el "dia - 361". Es decir:
-361 = 4 mod. 365 : i
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Con base en los dias de la semana se podrian desarrollar

ejemplos de nimeros congruentes mbédule 7 (lo dejamos al lector) ’ -

Hay otras situaciones donde aparecen congruencias de una u aotra -

manera.

La idea de manejar los residuos
do ciertc entero como mbddulo,
Gauss,

Teoria de los Nimeros.Las congruencias o

como suele llamarse a esto de manejar los residuos-

norama nuevo en la Teoria de nimeros
limitaremos a exponer una breve

mostrar algo de este panorama nuevo.

introcciédn al tema,

en lugar de los nQmeros (da-

claro esta) fué introducido por —---
y desde entonces ha sido de la mAxima importancia en la --

"aritmética residual” --
abren un pa-
y aunque en este trabajo hos

esperamos —-——

El hecho basico en el cual descansan las congruencias es en-—

el Algoritmo de la Divisiodn.

gido como mddulo a cierto entero

En efecto,

m>0.

supongames que hemos esco

Dadsc cualguier entero a,-~

el algoritmo de la divisidn nos asegura la existencia de un {nico

residio r tal que

a = mq + T° donde 0% r<m

1a escencia de las congruencias consiste en "identificar"

a .con T. A partir de ahi.

Pasemos a precisar esto.

las operaciones con a se traduci--
ran en operaciones con el residuo r.

DEFINICION 1. Decimos que dos entero a y b son congruentes mo-

dulo m para m>0 si
al dividirles entre
Como ya dijimos, la notacidn
para expresar que a es congruente
te: a = b mod m

Simbolicamente la definicidn

a =b mod m

ambos dejan el mismo residuo

mo.

usual (introducida por Gauss)

con b mdodulo m es la siguien

anterior la expresamos como

si y solo si a=%km+71r y b= 1m + r

con O=r<m y k y 1 enteros. N
Si escribimos el residuo ¥ como ri = b - 1m y lo sustitui-

mos en la igualdad a = km + r obtenemos a = km + b - 1m, es de -
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cir, a = (k - 1)m + b. Asi otra manera equivalente de definir

la congruencia de a y b-mbdulo m es la siguiente:

DEFINICION 2. a = b mod m si y sb6lo si algin t entero tal gque
a = mt 4+ b

(ndtese que la expresidén a = mt + b no necesariamente es el resi-
dlto del Algoritmo de la divisién).

Reescribiendo a = mt + b como a - b = mt resulta mla - b -~
entonces, de mancera equivalente podemos dar otra definicibn. Es-

ta fué dada por Gauss.
DEFINICION 3. a= b mod m si y sélo si m ja - b

Probemos ahora la equivalencia entre estas tres definiciones

TEOREMA 1. Las definiciones 1, 2 y 3 de congruencias
son equivalentes.
DEM:
- P.D. Def. 1 = Defl 2
- Por la def. 1, a = b mod m implica que a = km + r ¥y

b = Im + r donde O =«r<m y k y 1 enteros. Entonces,

despejando r obtenemos r = b - 1lm, de donde - =~

a = km + b - 1lm, Agrupando tenemos a = (k - 1)m + b.
Por lo tanto a = mt + b , donde t es un entero.

P.D. Def. 2 =» Def. 3

Por la def. 2, a = b mod m implica a = mt + b con

t entero. Entonces a ~ b = mt, es decir, m lé - b.

P.D. Def. 3 — Def. 1

Por la def. 3, a = b mod m implica que a - b = mt -
con t entero, es decir, a = mt + b. Dividiendo b
‘entre m obtenemos b = m g + © con O=r<m. En-

tonces a = mt + mq, + r vy agrupando obtenemos que

a = m(t + ql) + r con O=<«<r«m. Por lo tanto a y b

dejan el mismo residuo al ser divididos entre m.

.

La notacidn = se basa en el hecho de que la congruencia res
Y

pecto a un mddulo fijo tiene varias dé las_propiedades de la - —
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igualdad.

.

PROPIEDADES DE LAS CONGRUENCIAS

Sea m un natural y sean a, b, ¢ y d niimeros enteros.

1) a = a mod m
2) Si a = b mod m,entonges.b = a mod m
3) Si a = b mod m ¥y b s ¢ mod m,entonces a = ¢ mod m

Demostracicn de las propiedades anteriores.

1) a = a mod m
La demostracidn es directa de la definicién de congruencia,

ya que como son el mismo nimero al dividirlos entre m dejan el. -
mismo residuo.

2) Si a = b mod m entonces b = a mod m
DEM:
Como a = b mod m,entonces a = mt + b,con t entero,de -
donde b = a - mt es decir b = m(-t) + a con -t entero
y por lo tanto b = a mod m. )
3) Si a = b mod m y b = ¢ mod m entonces a = ¢ mod m
DENM.
Como a = b mod m y b = ¢ mod m entonces a = mt + b y -—
b = mt; + ¢ con t, ty enteros,de donde a = mt + (mty+c)
es decir, a = m(t + tl) + c,t + ty entero.. : o
Por 1o tanto a = ¢ mod m

Estas tres propiedades hacen de la relacidn de "ser congru-—
entes" mé6dulo m, una relacidédn de equivalencia en el conjunto de -—
los enteros. Las correspondientes clases de- equivalencia se com-
prenden fAcilmente como sigue: Tomemos otra vez el modulo 24. a-—
da entero a es congruente con sblo uno de los niimeros 0, 1, 2,
3,...,23,

' Los multiplos de 24 son todos congruentes con cero ( y con-
gruentes entre si, por la propiedad 3). El conjunto de estos mil-

tiplos son la clase de equivalencia del. cero.

?
-
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Log quye dejan residuo 1 vienen a ser la clase de equivalen
cia del 1; 1los mﬁltiplo§ listados en la pag. son la clase de
equivalencias del 11, ete...

Como se puede apreciar, hay 24 clase de equivalencias dis-
tintas ( mébdulo 24, naturalmente).

Esto obedece a que cadd enterd a lo hemos identificado con
su residuo al dividirlo enire 24 y el residuo es necesariamente
un nimero entre O y 23 (en otras palabras hemos "clasificado"a
los enteros segin el residiuo que dejan).

En general, para elmddulo m > O cada entero a es de la --
forma

a = mq + r con O=sr<m (&:D) por consiguiente, los m ni-
meros 0, 1, 2, ..., m -~ 1 son todos los posibles residios al di
vidir enctre m..Cada entero es congruente con uno vy sdlo uno de-
estos m residuoss
Los miltiplos de m son congruentes con cero;, esta es la —-—
clase de equivalencia del 0. La clase de equivalencia de r, con
O¢rem - 1, son todos los enteros de la forma ((¢). En virtud
de todo esto, a los nimeros O, 1, 2, ..., m - 2, m - 1 se les -
115%3 un sistema completo de residuos médulo m.

’ Regresando a las propiedades de las congruencias respecto-
del mismo mod, es facil verificar que estas puedensumarse, res-—
tarse y multiplicarse.

OTRAS PROPIEDADES DE LAS CONGRUENCIAS

Si a=b mod m y » ¢ =d mod m , entonces

4) a + ¢ = b + d mod m -

5) a-c=b-d mod m

6) ac = bd mod m L .
) 7) gi az=b mod m entoncés a®z b™ mod m . para toda n natural

8) Si a

"

b mod m entonces ca = c¢cb mod m para todo c entero
DEMOSTRACION DE LAS PROPIEDADES ANTERIORES

4t,~- Si a= b mod my ¢ = d mod m entonces a + c = b + d mod m
DEM: B
Como a= bmod my ¢c = d mod m, entonces a = mt + b y
c = mt1 + d con t, tl enteros: de donde a+c=mt+b+mt1+d
es decir, a + ¢ = m{t + tl) i (b +d) con t + ty en
tero. Por lo tanto a + c=b + d mod m.
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5=

6.-

7 .-

8.-

lo siempre es véalido, Una pregunta

reciproco de la propiedad 8, es decir, si

celacidén en congruencias :

m),

Si

La demostracibén es completamente aniloga a la

a=bmodm y c=4d mod m,

entonces a - ¢ = b - d mod m

anterior.

(Conviene que el lector la escriba).

Si a=bmodm y c= d mod m, entonces ac = bd mod m
DEM: .
Como a = b mod m ¥ ¢ = d mod m, entonces a = mt + b ¥y
c = mt; + d con t, t, enteros, de donde ac=(mt+b)(mtl+d)
esto es ac = m(mtt1+ tlb + td) + bd . Y por lo tanto
ac = bd mod m
Si a = b mod m entonces a™ = b" nod m para todo n natural.
DEM:
La demostracidén seharad por induccidn. Queremos probar
que la propiedad Pn : a® = b® pod m es verdadera ¥ne N
La propiedad se cumple para n=1 por hipdtesis.
Supongamos que Pn se cumple para n=k, es decir,
ak E.bk mod m. Vamos a demostrar que es valida para
n=k+1. Como a = b mod m y akza bk mod m enton-
ces aak = pp¥ mod m (prop. 6). Y por tanto
ak%lg_ pl+l mod m. Y por lo tanto a" = b" mod m pa
ra todo n natural.
Sia = b mod m entonces ca = cb mod m.
"DEM:
Como a = b mod m entonces a = mt + b ,t enteroy multi-
plicando por ¢ entero tencmos que ac = m(tc) + bec .
tc entero por lo tanto ac = bc mod m.

Como se vé sumar y multiplicar congruencias del mismo mbdu

Si

No

22
14

Y es que en general si ca 'z

entonces m

. .
que se ocurre es si valdra el

.vale la ley de l1la can

ca = ¢b mod m Locurrird que a = b mod m?
siempre ocurre esto, por ejemplo:
= 8 mod 7 y 11 = 4 mod 7 pero

= 2 mod 12 y 7 # 1 mod 12

= cb mod m ( suponemos c ¥ 0 mod

ca - cb o equivalente?ente m Ic(a~b). De agqui no
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puede desprenderse que ml(b—a) y porlo mismo no necesariamente
asb mod m, asi que no -sigmpre vale la ley de ia cancelacidn.
Sin embargo, este razonamiento nos muestra que bajo ciertas
condiciones, si es posible cancelar; de esta manera agregamos
una novena propiedad. '
9.- 8i ca=cb mod m y (c,m)=1 entonces a=b mod m
DEM:

Como ca=cb mod m entonces mlc(a-b)

y como {(c,m)=1 entonces mla—b

y porlo tanto a=b mod m.

Una Oltima propiedad:

10.- Si a=b mod my o, asb mod Mo eesy azb mod my entonces

a=b mod [ml, Moy eens mk]
DEM:

Como a=b mod my oy azb mod Moy woes a=b mod m, entonces

t t tys -..ty en-

k "k 1’

a—b=m1t1, a—b=m2t2, e ey a—p=m

teros.

Esto es, a-b es multiplo comin de My Moy eeey My
entonces {(corolario 1 secc. m.c.m.) a-b es maltiplo
del m.c.m. de My, My, <oes mk

es decir, a-b = [ml, Moy <oy mk]t t entero
por lo tantc a=b mod [nl, Moy «mes mk]

EJEMPLOS

1.-.Cudl es el Gltimo digito de 2407

Aqui se trata de buscar un procedimiento para encontrar el
0ltimo digito de 2 sin tener que multiplicar a 2 por si mis-
mo 40 veces.

Para poder resolver este problema observemos lo siguiente:

Tomemos un nimero cualquiéra, por ejemplo 342.

342 1o podemos expresar como 342=34-10+2.

5421 lo podemos escribir comeo 5421 = 542-10 + 1.

Estos nimeros al dividirlos entre 10 dejan como residuo al
filtimo digito del nimero. - i

En general si tengo un nGimero N formado por los digitos

n-1' *°°* 21+ 3> N 1o podemos e%presar como
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N = anlo“ + an_llo“'l ol * gllo + a5 , es decir,
10¢a_10®"1 4 4 10772 + a;) + a
n n-1 e 1 o -

=
]

Si llamamos t a 1o que estd dentro del paréntesis tenemos
que:
N = 10t + ag » ©s decir,
N = ay mod 10

Ahora si, ayudados con esto y las propiedades de las con-

gruencias podemos resolver nuestro problecma.

Para encontrar el (ltimo digito de 240 basta con encontrar
0=x <10 tal que 240 = x mod 10.

Para empezar: 240 = (25)8 - 328 (a)

. por la propiedad 7 tenemos que 328 = 28 mod 10. {(b)

Ahora bien, 28 = (24)2 = 162 y 16 = 6 mod 10, En consecuen-

cia 162 = 6% = 6 mod 10.
Por 1o tanto 28 £ 6 mod 10.

Regresando a (b) resulta que 328 = 28 = 6 mod 10 y por
tanto, de (a) ZAO = 6 mod 10, es decir, el (ltimo digito de
40 -
2 es 6. _
2.- Demostrar que 15 + 25 + 35 4 oee. + 115 es miltiplo de 3.
Basta con demostrar que 15 + 25 + ce. + 11? = 0 mod 3.
1=1 mod 3 4 = 1 mod 3 7 =2 1 mod 3 10 = 1 mod 3
222 mod 3 5 2 2 mod 3 8 = 2 mod 3 11 = 2 mod 3
3=0 mod 3 6 = 0 mod 3 9 = 0O mod 3
por la propiedad 7 tenemos que
1> =1 mod 3 42 =1med3 7> =1mod3 10> = 1 mod 3
25 = 2 mod 3 55 = 2 mod 3 85 = 2 mod 3 115 = 2 mod 3
5

0 mod 3 9> =°0 mod 3

sumando de ambos lados de la congruencia (propiedad 4) tenemos
que

3% 2 0 mod 3 6°

1

i}

5 5 5 5

17+ 27 + 37 + ... 4+ 127 =12 = 0 mod 3

5
por lo tanto 17 4 2° + 32 F oeee + 115 es miiltiplo de 3.
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3.~ Los hombres de cierto ejército no podian se divididos en
grupos de 2, 3, 4. ..., }2 ya que en cada caso sobraba un hom-—
bre, sin embargo, si era posible acomodarlos en grupos de 13

{cual era el menor niimero de hombres en el ejército?

Si llamamos x al nimero de hombres en el ejército, lo que
buscamos es la menor x tal que

x = 1 mod 2
x 2 1 mod 3 )
x = 1 mod 12 y x =2 0 mod 13
Pero por la propiedad 10 podemosexpresar las congruencias ()
como la congruencia x ¥ 1 mod [2, 3, ..., 12}. Entonces lo que

b scamos es la x menor tal que .
x 2 1 mod 27720 y x = 0 mod 13.

Las que satisfacen la primera congruencia son de la forma
x = 27720m + 1 con m entero; de €stas hay que escoger aquella
que cumpla con 1la segundacongruencia, es decir, encontrar la
menor m tal que

27720m + 1 = C mod 13

Pero como 27720 £ 4 mod 13
entonces 27720m + 1 = 4m + 1 mod 13
esto e€s, buscamos la menor m tal que

4m + 1 = O mod 13.

Por inspeccidén es facil encontrarla. lLa solucién es m=3. Y
por lo tante x = 27720 3 + 1 = 83161.

Notemos que si por inspeccidn no se ocurre la solucidn de
la congrunecia 4m + 1 = Q0 mod 13, podemos resolverla de la si-
guiente manera:

4m + 1 = 0 mod 13 si y soio si 4m + 1 = 13t . teZ
es decir, la congruencia podemos transformarla en la ecuacidn
diofantina 4m - 13 t = -1 para la cual ya tenemos un método

para resolverla.

mp= 3, te= 1 son una_solucidn particular y por lo tanto las

soluciones de la ecuacidn son m = 3 + 13k, t = 1 + 4k con k en
tero. Asi que la menor m se obtiene cogn k = 0 y 1a x puede ser
cualquier nfmero de laforma x = 27720(C13k + 3) + 1 =

= 360360k + 83161.
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Asi para k = O tenemos 1la solucidn buscada x = 83161.
Esto 1ltimo nos permite establecer en general que resolver
la ecuacidén en x entero ax = b mod m donde a, b y m son ente-—

rosy m>» 0 es equivalente a resolver la ecuacidn diofantina

ax — mt = b.

En efecto, las x, si las hay, que satisfacen ax = b mod m
son aquellas para las que m|lax - b, es decir, ax - b.= mt, t
entero, y .por lo tanto las que satisfacen ax - mt = b.

4 .- Una pila de ladrillos es tal que si la dividimos en 2 so-
bra 1; si la dividimos en 3 sobran 2; en 4 sobran 3;
vidimos en 12 sobranm 11. Sin embargo se puede dividir en 13.

éCuAl es el menor nimero de ladrillos en la pila?

Si x es el.nGmero de ladrillos, lo que tenemos planteado es
el siguiente sistema de congruencias:
x 5= 1 mod 2

x = 2 mod 3
x = 3 mod 4 (*%)
x = 11 mod 12 y x = 0 mod 13 -

Este sistema dala impresidén de ser distinto al del ejemplo

anterior, sin embargo, lo podemos transformar en uno equivalen

1 te
- = -1 mod 2
l = -1 mod 3
= -1 mod 4 ()
¥x = -1 mod 12 y x = 0 mod 13

que se resuelve de forma andloga al anterior.
(*%%*) se transforma en x = -1 mod 27720 y por 1lo tanto
x = 27720k - 1 con k entero. Como % = 4k-1 mod 13, tenemos,

por inspeccidén, que k=10 satisface x = 0 mod 13 y por lo -

- 277199.
Obsérvese que k = 13m + 10 y que
x = 27720(13m + 10) - 1 = 360360m + 177199 es solucidn,

I tanto x = 277199. Asi el niimero de ladrillos en la pila es
I -67-



EJERCICIOS

1. Encuentre la ménorbx‘positiva en cada una de las congruen-—
cias siguientes:
. 24
2 = . R
i) 57 1o x mod 4 iv) 3199 2 o 1od s
iid 2 =
ii) 21 g o X omed 5 v) 22! = x mod 11
iii) 232 = x mod 10

. Qué residuo deja 110 + 210+ eee + 10010 al dividirlo entre 77?

2

3. iCudles de las:siguientes congruencias son vilidas?
) 12 345 678 987 654 321 = O mod 12 345 678

ii) 12 345 678 987 654 32i = 0 wmod 12 345 679

iii) 57 = 208 mod 4

iv) 531 = 1236 mod 7561

v) 12345 = 111 mod 3

[N

4. Pruebe que si bd = bd' mod p donde p es primo y pfb entonces
d 2 d' mod p.

5. Enuncie y demuestre un resultado que establezca una condi-
cién necesaria y suficiente para que la congrucencia ax = b

mod m tenga solucidn.

6.Piga cémo encontrar todas las soluciones de la congruencia

ax = b mod m.

7. Encontrar todas las solucionces de las siguientes congruen-

cias lineales:

i) 362x = 236 mod 24 ii) 55x = 5 mod 31 iii) 84x=96 mod 7
8. Demostrar que la congruencia ax = 1 mod m ticdne solucién
si y s6lo si (a,m) = 1.

9. ;Cudl es :el menor cntero positivo que deja residuo 1 al di-

vidir entre 1000 y residuo 8 cuando dividimos entre 76172

10. Utilizando congrucncias demuestre que un ntmero es divisi-
ble entre 4 si y sélo si el entero formado por sus dos &ltimas

cifras es divisible entre 4.

P
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Il rzomia bE Ecuacioines .
ALGEBRAICAS

Uno de los problemas que fue ocupando un lugar central en
el algebra a finales del siglo XVIII y comienzos del siglo XIX
era la teorfa de la resolucidn de ecuaciones algebraicas de —-
grado n c¢on una incégnita,

La ecuacifn de segundo grado fué& resuelta en la Antigie—-
dad. Su solucidn general es muy sencilla. Los algebristas -
italianos del siglo XVI (durante el Renacimiento en Italia) en
contraron reglas generales andlogas, aungue més complicadas pa
ra la solucidn de ecuaciones de tercero y cuarto grados. Las
investigaciones que se hicieron para encontrar soluciones de -

las ecuaciones de grado superior tropezaron con dificultades -
insalvables.

Iniciamos este capitulo presentando las soluciones genera

les o "f6rmulas" para las ecuaciones de primero, segundo, ter-
cero y cuarto grados.

El método para resolver estas ecuaciones fué el de las ma
nipulaciones algebraicas, recurriendo en las ecuaciones de ter

cexo y cuarto grados a soluciones de ecuaciones auxiliares.

e
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SOLUCION ALGEBRAICA DE URNA ECUACION

Una ecuacidn algebraica de grado n e¢n una inedgnita e¢s una
ccuacidn de la forma

n n-1 n-2

x4+ oagx + a,x +oeee s @, gx +oa = 0 (1)

1—1 1

en la que a Ay, «e-, A, son coeficientes conccidos.

l)

Resolver una ecuacion quiere decir cencontrar todos los valo
res de x tales que al sustituirios en (| ) satisfagan la igual-
dad. .

El método para resolver las ccuaciones algebraicas fue el de
encontrar ciertas formulas gque expresaran las soluciones de la
ccuacion en términos de sus coeficientes y que dichas formulas
solo involucraran las operaciones suma, resta, maultiplicacidn,

divisidn v radicacidn con exponentes enteros positivos.

ECUACIONES DE PRIMERO Y SEGUNDO GRADO

. - -
La solucion para la ecuacidn de primer grado
X + a =0
es inmediata. Se obtiene sumando a ambos lados el inverso aditi-

vo de a. Teniendo como solucioch x=-a.

La ceuacion de scguando grado tambidn se resuclve de manera
sencilla. Desde tiempos de 10s griegos se sabia resolver por el
método de¢ completar cuadrados, ue consiste en lo siguiente:

Sca ' -

2
xT + px + qgq= 0
la ecuacion de segundo grado-
Entonces
2
x + pX = -q
completamos el cuadrado perfecto

2 2 2
x“epx + ()% =g« ()
y lo expresamos como binomio al cuadrado

2
(x ‘-%)z=-q 4--‘%
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X - -!22 - '_q -
—— /1____
g e

obteniendo como solucion Zencral

2z .
-+

_ =P ¥ \p~ ~ 49
X = ]

LA ECUACION DE TERCER GRADO

Sobre la ccuacidn de¢ tercer grado se habflan resucleo algunos
casos particulares pero no se habia encontrade un método general
que pudiera utilizarse para resolver cualquier c¢iibica. Fue hasta
el siglo XVI cuando los matemdticos italianos Tartaglia (1500-
1557), Cardano (1501~-1576), Del Ferro (1405-1520) descubren un
procedimiento para resolver ecuaciones del tipo

xY + px + q= 0
Sea
xatbxz*uxa-d:.\) (L)
la ecuacion de tercer grado. La solucion de esta puede reducirse
a la solucidn de una ecuacidn chbica de la forma

x3~px&q_—.0 : (3)

Supongamos que X =27 €5 solucion de () entonces
3

2
z + bz « ¢cz + d= 0
. 1> . .
ahora si 2=z w - =

3

sustituyendo obtenemos

(w-%’)3+b(w-%)2 +c(w—%)+d=0
w3— SWZ% 3 3w-32~ -"23-; + bw2 - Zw%zé- %3; CwW — c%- + d =0
w32+w%z_w2%-i (:Wi-%z-—-l-’-;—%tlo- d =0

si P=C-%- yc;:d—%+%_

tenemos que

wo o+ pw o+ 4 = O
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Es decir si 7z es solucidn de () y z = w - %

entonces w ¢s solucién de (3).
Lnversamente si w es solucidn de (3) ¢con p y q como se

R - R b -
menciond arriba y w= z ¢ = entonces z es solucidn de (2)

3
De esta manera el problema de tresolver la ecuacién de tercer
grado se reduce a resolver la que tiene la forma

x3+ pxXx + q = 0

Esta ccuacidn se resuelve de la siguiente manera:

Sea X = u + v
sustituyerndo en (3)

(u+\')3+ p(u-+ v) + q =0

u3_+ u?yv + 3uv’ s v plu + v) + g = 0
wd e 3y p{u+ v) 4 3uv(u + v) + q= 0
u3 + 3 + (u+ v)(p + 3uv) + q = © {(4)

Aqui se utiliza el siguiente hecho: cualquiera que sea la su
ma de dos ndmeros, siempre es posible exigir que su producto ten
ga un valor fijado de antemano, obteniendo un sistema

= A
m+ n ‘ (a)
mn = DB
L3 . . - 2 L . . . N .
que siempre tiene solucidn. Asi que si pedinos que el segundo su
mando de (4) sea cero, es decir, que p+ 3uv = 0 obtenemos
el sistema
u:3 + \'3 + q =0
p + 3uv = 0
que puede escribirse como

3 3

u 4+ vy = -

w33

£

= - P
27
NOtese que tiene la forma del sistema (a)
Por tanto si encontramos los numeros u Yy Vv que satisfa-
gan este sistema de ecuaciones, el nimero x= u 4+ v serd rafz
de la eccuacidn (3)

= s . . - - -
El sistema (D) siempre tiene solucion y se obtiene como vere
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3

a - » L4 .
mos. Despejamos v de la primera ecuacion del sistema (b)

3 3

vi= g — u

sustituyendo en la segunda ecuacion tenemos que

3
u3(-q - ug):—-g—?-
3 .
_u3q~(u3)2=_—12)—7—
WhH? 4 qud) - B2 = o
4+ qglu 7 =
por tanto para resolver el sistema (b) es suficiente con que
u:3 sea solucidn de la ecuaciovn de segundo grado

z2+ qz-r%_—_o

Come ya conocemos la fSérmula general para dichas eccuaciones

obtenemos Gue

W3 _ —a* Jo* + apd/27)
2

es decir,

3 < 2 3
wWo- 4+ 97 P
2 3 27
y como
\3_; — g - w3

obtenemos los valores siguientes:

s 3 q a® bl 3 g - [af, B2
Si u’ = - 2 -+ 3 + 27 . Vi e = 1 + 27
2 3 2 3

R . 3 qQ _ .3 q « s 3ui

o bien si uv = —7‘-,1- %——-\——%7 s vV —2+ EL-Q-—II—?-

en ambos casos obtenemos como solucion general de (3)

conocida como la formula de Cardano

1) Recordemos gue para obtener esta soclucidn general se pidio

en el desarrollo que 3av 4+ p = 0; es decir, que uv:--lsZ )
est.o va a ser necesario contemplarlo cuando estemos resol-
viendo los casos particulares de ecuaciones de tercer grado

..
con esta formula.
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LA ECUACION DE CUARTO GRADO

Pocou despuds de la resolucidn de la ecuacidn cibica, Ferrari
(1522-1505) resolvid la ecuacidn general de cuarto grado. Para
la solucidn de la ecuacidn de tercer grado hemos visto que se

necesita la solucion de la ecuacion auxiliar de segundo grado

3
2
zT ¥ gz - 32—7—-_-0
donde 2z = u3 ) \'3,- andlogamente, la solucidn de una ecuacidn

. + P .
de cuarto grado se basa en la solucidn de una ecuacidn cuibica

auxiliar.
El mdtodo de Ferrari consiste en lo siguiente:

-4 3

Sea x* 4+ ax +bx24-cx+d=0 (1)
la ecuacidn general de cuarto grado.
Escribdmosla en la forma
4 3 2

X7 + ax¥ = —bx" - ex - d

completamos en el primer miembro de la igualdad un cuadrado per
fecto s 3 uzxz . azxz
x7 4 ax” 4 2-bx” = X =« d 4 T

. . 2 2
(xz.t. -‘%) :—.(%——b)xz- cx - d

formamos nuevamente en el primer miembro un cuadrado perfecto,

introduciendo una nueva variable y. Para esto sumamos a ambos

miembros 2
2
(X +%%y+x_

4

. I . . . s
(mas adelante se le impondra una condicidn necesaria a la varia
ble vy}

("2 2x 2 2, ax Lz = -—-‘“2 - b)x? = ex d o+ [xZ4AX)Y 4 Lz

* z) +(x 2)y+4 B - - 2 4
242 2 ' b

2 ax-, y a 2 2

x“ 4 =" 2y A Yy . y

( 2 n ) _(4 h+y>x +(2 (,)X+(4 ..d) (2)

El problema ha quedado reducido a otro con dos incdgnitas.

1 segundo micembro de la ecuacicn ( 2)

es un trinomio de segun
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EJERCICIOS

Encuentre las raices de las siguientes ecuaciones

1) x% = 161 5y x% - -1/2 4 i 43/2

2y x* s 6) X% -1+ 3. 1-d5i

3) x3 = -21i 7) xS =1

4)  x3 = 1-i 8) 2% - i

9) Usando la férmula de De Moivre obtener expresiones para

cos 50 y sen 58 en términos de cos @ Yy sen 8
10) Sea P = cos (27/3) + isen(ZWYS)
’ a) Pruebe que z=1, zip, 270 son las diferentes solucio
nes de la ecuacién zY=1 .
b) Pruebe que si 2z = u es una solucidn de 23 = w, enton
ces las otras soluciones son de 1a forma gfa donde j = 1,2
Antes de pasar a la siguiente seccidn demostraremos un re-
sultado que nos va a ser de gran utilidad en la resolucicn de

las ecuaciones de tercer grado por la férmula

TEOREMA. Sea w,z e @

Si w es raiz n-ésima de z, entonces w es raiz n-ésima

de %
DEM.
: ¢ Lt n n_..n
Si w es raiz n-ésima de z, entonces w = z -y como w =W
=0 -
entonces W o= Z

por lo que W es raiz n-ésima de Z.
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do grado e¢n x cuyos cocficientes dependen de y. Elijamos y de mo
do que c¢cste trinomio sea el cuadrado de un binomio de primer gra
do otx + p .
Para que ¢l binomio de segundo grado
I\x2 + Bx + C
seca ¢l cuadrado del binomio okx + @ es suficiente con que el tri
nomio sea cuadrado perfecto, es decir, que
B = 2JAJC
esto es Bz = 2AC
de donde BZ - 4AC =0
En efecto, si Bz—— 4AC = O entonces

Ax?2 4 Bx + C = ( VAx -\—JT',)2

es decir Ax2+ Bx 4 C
donde d= JT—y P:JC

por tanto si se elige y tal que

]

(ot x +p.)2

(%-C)Z-—ti(%iv-b'Y)(z;'d):o (3)
la primera parte de la ecuacion (1) serd el cuadrado perfecto
(ot x a—p)z.

desarrollando ( 3 ) obtenemos

2 2 2

-‘1%-— - acy + ? + (-az-\- 4b - 4y)(L4— - d) = 0

2.2 o 2.2

iTtL - acy 4+ €~ - iﬁL"‘ a%d + vy2 — 4bd — y3 & 4dy =0

y3—by2+(ac—4d)y - (d(a? - 4b) + ¢?y= o {(4)

De modo que elegir y tal gue satisfaga (3 ) es lo mismo que
encontrar una solucidn y, de la ecuacidn cdbica auxiliar (4)
(recudrdese que siempre es posible).

Con esta solucion y, se calculan «y py (2) queda

2 ax Yov2 _ 2
(x +-——2+Z)_(ocx+P)
de donde
2 ax
x +—2-+X,22-:_"L(0Lx&-p)

A partir de estas dos ecuaciones de segundo grado se pueden
encontrar las cuatro rafces de la ecuacidn

de cuarvo grado.
dada.




ECUACIONES DE GRADO n2>s5

De esta manera los matem&ticos italiancs del siglo XVI ~-
llegan a la resolucidn de las ecusclones algebraicas de terce-
ro y cuarto grado . Después de estos logros, no hubo matemdti-
co de la &pcca gue no intentara por el mismo procedimiento re-
solver las ecuaciones de guinto grado y de grados superiores.
En esa &poca era natural pensar que, por ejemplo, para la ecua
cibn de quinto grado era posible encontrar una fSrmula. En sus
intentos por cbtenerla, los matemdticos llegaban como en el ca
sc de la ecuacidn de tercero y cuarto grado a la necesidad de
resolver ecuaciones auxiliares,

s€lo que estas siempre resulta
ban ser de grado mayor gue cinco.

Asi transcurriercn mids de dos siglos y medio, desde el tiem
po de Del Ferro sin gue nadie, durante este largo periodo hu--
biese podido encontrar soluciones generales para las ecuacio—-

nes de grado n para n 2 5 , pero tampoco nadie dudaba gue -

el problema tuviera solucibn. Sobre lo gque empiezan a dudar —-—
afios mds tarde, es sobre si el nmé&todo seguido hasta entonces -
era el adecuado para obtener las soluciones, se dan cuenta que
en cierta forma las transformaciones, sustituciones e introduc
cibén de variables auxiliares que utilizan en la bisqueda de so
luciones son muy especiales y en cierta forma accidentales. El
trabajo de Lagrange "Reflexiones sobre la resolucién de ecua--—
ciones algebraicas" publicado en 1770-1771 es representativo -

de esto. Lagrange dice "por nuestro razonamiento vemos gue es

muy dudeso gue los métodos gque hemos considerado puedan dar —-
una solucidn completa de las ecuaciones de guinto grado". En
su trabajo &l examina criticamente las soluciones de las ecua-

ciones de segundo, tercero y cuarto grado gue se conocian has

ta entonces y demuestra que dichas soluciones se basan siempre
en propiedades gue no se verifican para las ecuacicnes de gra-

do n > 5 vy desarrolll otros métodos para la resolucién de --

las mismas. Los m&todos de Lagrange estaban completamente orde

nados Yy desarrollados a partir de una idea general en la que

intervenia la tecria de los polinomios simétricos, la teoria -
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de las permutaciones (que segin expresS Lagrange es la "verda-
dera filosofifia de toda la cuesti6n" en lo cual acerts plenamen
te, como lo demostraron las investigaciones posteriores de Ga-
lois) y la teorfa de resolventes.

Sin embargo, ain cuando Lagrange con sus nuevos métodos -
logra dar un giro a ctmo abordar el problema de las soluciones
de una ecuacitn y, gue de heche es la base para resolverlo, no
se llega en esos tiempos a su solucién e incluso se sigue pen-—
sando que es posible resolver por radicales las ecuaciocnes de
grado n = 5 . En su memoria Lagrange dice: "El problema de -
resolver (por radicales) ecuaciones de grado mayor gue cuatro
es uno de quellos problemas gque no han sido resueltos, aungue
nada demuestra la imposibilidad de su resolucidn".

Es hasta el afio de 1824 que 2Zkel (1802-1829) publica la -
demostracién de que, si los coeficientes a; . a2 I de
una ecuacidn

n n-1
X+ a.x + ... + a x + a_ =0
1 n-1 n
se consideran unicamente como letras, no existe entonces ningu
na expresién radical de estos coeficientes que sea raiz de la

ecuacidén correspcndiente, si su grado es mayor © igual a cinco.

Galois va mds adelante respecto a esta problemitica. Si -
bien la ecuacidn general de grado superior a cuatro no puede -
resolverse por radicales, si hay muchas ecuaciones especiales
de grado arbitrario que pueden resolverse. Galois determina --
exactamente qué ecuaciones pueden ser resueltas por radicales,
en otras palabras, determina las condicjiones necesarias ¥ suf;

cientes para la resolucidn de una ecuacibn por radicales.

EZsto es en resumen los intentos y logros gue durante si-
glos se llevaron a cabo para resolver por radicales una ecua--
cién de n-€&simo grado. E1l problema resultd muy diffcil y pro-
fundo y condujo a la aparici®n de nuevos conceptos, importan--

tes no solo para el &lgebra, sino para toda la matemd&tica.
Después de este breve esbozo de cémoe fué resuelta la pro-

blemd&tica, regresemos a analizar c6mo son las soluciones de ~--

ciertas ecuacijones particulares.
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RAICES DE NUMEROS NEGATIVOS

. - 2
Piava la ccuacion de scegundo grado N+ pNx oy g =0
la =olucidn genocral esta dada por
+ /
-~ =\ EES!

2

" ,
QOKETN CHOS GUe S pT o= dg L0 Yy no podenos con solo los roa-

les, obtencr la solucion, ain cuando dicha solucidn esee’ inaica

PR ..
da por la fdraala. Ls o] caso Jde la ecuacion

L.
cuys sojucicn es

X =

.. . ]
cotit "solucidn® para nosotros 1o ticne soentido pues oo ol siste

ma de mineros que hasta el wmowento hegos Grabajado, (ue es ool -

d los reales, no s posible excraer o rafz cuadradia de o ond-
METo nesativo, (o existen nduaesos realos Cales gue sa caadrado

sea negativo).,

Pero osto de oncontrarse con ralces aogativas no solo ocu-

. . . -
1rre con Ja oramula para la ecuacion dae segundo grado. Obmeprve—

mwos la de terc

grado.

La ecuacidan XV 4+ px 4+ g = 0

ticne como solucion

2 3
3 < < « 12" -
= -4 434 - Jes ek
< 2 )3 -
=i —_f— + 17 < 0 U VeZ aparece undg riaies negativa y ya no -
- - - . . .
podenous calcular la solucion. Veamos ol siguiente o jeunplos:
~

X = 15%x = 4 = 0O

’ . . . - A g
es facil encontcrar por inspeccion, la solucion  x

= 4
(3 =154y =4 =0
pero aplicando la Formula, la solucidn nos queda
x = U’.’.-ﬁ- J=i21 + {/2—\)-121
U@ pasa aqui ! Por un fado sabemos (e la solucidn e un un’:ni
ro real ¥y opor otro nos pesulta con vafces uepmativas; pero ade—

” . . . .
s, admitimos los dos caminos parda cncontrar la soluc iun oo

. . rd . - .
validos. Eatando asl o) asunt o, no nos guedia ot ea gue admie i
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’
Ccono "puncros” con los que podemnos "operar™ o gue apie oo den

. .
tro e la rafz cdbica. AsT puas,Toperenos' ¢on Gstos "luduieros"

Yy Vedilos (ue sucede. POor supiuesalo que operanios Como st Cuesen

N os realas,

Guerenos calocular

3 3
= Joz+dETZ \/:—J-l;’l
pata =llo tenenos gue saber o gue es ianal

Y2 + V=171 vy A 2~ N=121

[R5 Y
2 V=121 = (2 2 ¥=T)
Yit o og(ues

(22 y°T)3 =

12¢80=T) + o JST*r (=13

S 4

5 % 120547T) + of NTT) 3
=2 ¥ (1 V=T

=2 % 21

ahora si

x=vzr a4 Yo = V=TI = 2 VT 4 2= T = g

- 'd
Duee que obtenenos fa ralza o reeal X =

En realidad, durante amucho tiewapo, caando al tracar de

solver una ccuacion aparecian rafces negativis, so descavtaban

4 . - - b d B A .
dstas, diciendo que la ccuacidn no tenfa solucioh. Posterioraen

’, . < r’e
te Jos aa SOt 1C0s 56 dan cueatla que  aungue aparaecian raflces ne

. . - - 4 -
gativas la ecuacicvn podia tener solucion, aungue esta resultara
N . . " i calces 1 . 1=
un M"ente desconocido". A las ralces de nidmeros negativos les —--

. . . . - s ’
llanaron numeros "imaginarios" o "imposiblaes". Despucs, Couo
dijo Cardano, "hacicendo & un lado Jlas rvorcuras awentales® enpie—

zan a4 operar con las rajces ne civas cowo si fua

1 IuUne1ros

reales, obtenjendo, como on el «ajeaplo que acabanios de ver, in-

cluso soluciones yreales,
e lo antaerior podemos sacar dos conclusiones

1) Que no basta con los ndmeros reales para obtensr las solu
ciones de nuchas ccuaciones, asi que os uccesiario extonder
el sistena de Jos milmeros renles de aodo tal que venaciones
tan siaples cowo x': + 1 = 0 tengan solucida,

2) Gue la manera natural de oxtonderlos e oadoiticendon Tas raf

. ’
cen negnt ivas y operandolas coso nscros realeos,
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NUMEROS COMPLEJOS

be hecho Ta necesidad de los mneros complejos, osto os, nfue-

ros de la Torma a v b -

, aparecee co relacion a ta resolucion

de ccuaciones algebraicas.lPerro 1o cierto

€E5Que para gque pue-

dieran ser aceptados y comprendidos en su tot alidad tuvieran -

que aparcceer en waltitad de problesas, como por ojenplo en pro
blemas de calecalar integrates por ol wdloda de Uraceiones par
cisles.

Para calecultar 1a intepgral.

necesitaban catlealar la

dx

v doT x —dot

Leibhniz y Bernonlli no vacilaron en resolver este tipo de inte

agrales. Bernoulli transforma la integral

adz en ~-a dt
3 3 =
b . 22 2 bty=1t

haciendo , . L=~ 1) b J =1
t

y la resuelve medianle loxaritmos. Do paso anestea la velacion

et re el lozaritun de o dma

inario 3 la Funcidn arcoltanpentoe.
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Dicho esto, pasanos directamente a dofinir los ndmeros —--
conplejos y sus operaciones. fGstas definiciones, remarcamos, -
s dan a pact ie de que son mancejados como wimeros roalos.,

Los ndmeros complejos son de 1a Foprma.

a o+ bJd=T

simplemente por notacidén Vlamarcmos I o JZ1. Lad se debe a
aquello de imaginarios. Entonces Cormalmentoe los nfikeros com--

plejos son de la forma,

a o+ i donde a4y b son ndmeros realoes
ikl

y i = - 1

Denotaremos al conjunto de los ndmeros complejos por €.

DEFINICION 1. Tgualdad doe complejos

a - bi= ¢ + di. &= a = ¢ y b o= d
DEFINICION 2. Suma y Producto de Complejos

(a+bi) + (c+rdl) (a+c) + (Led)i

I

(a+bi)(e+di) = (ae=bd) + (ad+be)i

Apartir de estas defliniciones Facilmente pueds demostrarsce el-

siguiente teorema

TEOREMA 1. El conjunto de los ndemros complejos es un campo,

es decir, satisface las siguientes propiedadess:
Si zo, 2y Yy 2, son ntmeros complejos arbitrarios, entonces

1 27 %
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3 , . p»
2) + (.1 ¥ /,2) = (A0 i /‘) R
3) Existe el neutro bajo la suma: O + oi

4) Parva todo complejo exislte un inverso bajo la suama gue deno

taremos por -z, Si 7 = a + bi entoncees  ~z = —a o+ {(=b)i
I L - 4 .
5) zge “1%0
6) 2z, {7 z = v )z
)z layay) s Lage de,
73 Existe ¢l neutro bajo el producto: 1 + Oi

S) Para todo couplejo 2z £ 0 ¢« 0L existe su inverso hajo ¢l -~

-1 ” .
producto gque denotaremos por  z . S z = biooentore--
e e i ~b .
ces z - 3 T f T 5 1

a - b a b
¢ z (z, + z s AZ, b £ 7
0) O( 1 2) [V o072

La demostracidon se deja como ejercicio.

E1 hecho de que € sea un campo nos poeraite doefinier las -

operaciones de resta y divisidn para lTos comuplejos.

DEFINICION 3. Si =2z y w son complejos arbitrarios entoncos
4 -~ w = 2z + {~w) vy
Z -1
L= rw
W

PARTE REAL, PARTE IMAGINARIA Y CONJUGADO LDE UN COMPLEJO

Ln un ndmero complejo # = a + Dbi a es llamada la parte
I N )

real y se denota a = Re(z) y b la parte imaginaria denotada
por h = Im(z).

Los ndmeros complejos o con parte imaginaria 0 son - -
Ilamados ndmeros reales y a los ndmeros de la forma bi con -~

Ja parte real igual a 0 - sc les llama imaginarios puros,

Al complejo @& -~ bi  se le llama el conjugado del complejo

z = a + bLi y se denota como 2 = a - bi .
El prodacto de dos ndmeros congjnzados 7 = v i,
o >
z = a - hi ¢S un ndmero el s o= {a v HiYla = Hi) . a™ + b~

Los nfdimeros reales coinciden con o= conjnuoados, o inver-

samente, un ndaero gue os joual o a s conjagedo os real, o -
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clfecto, Ta igualdad a o+ bi o= a - bi nos lleva a gque b

i .
y ¢sto solo ocurre si h = 0.

Unos cuantos cjemplos muestran la sencillez con la que se

operan los comnplejos.

LIEMPLOS

3 a2 2
1. Brncontrar (1 + {)° : (1 + 1) = 1 + 2% 4 i BN
3 . L2 2
ont oncas (1 v i) = {1« )70y 4+ i) = 2001 « i) = 2§ o+ 23
coo (1w i)Y = 2 2
el mismo ejemplo puede resolverse asi:
) 13 : .2 .3

(v v 1) = 1+ 31 ¢ 3i + i

paro
) a 2}

L i = 1T o= -
entoncoes

(v » )% a0 & 31 -3 -0 o= -2 o+ oni
2. Redu ruv el mituero complejo ll t 1
1+ i . N § . 1 1. . .
N SO DY :(1+1)(§+§.) - 0 o+ o= i

Y N Y
3. Caleule ¢l cocicute (2 ¢ ;)_(: 2i)
(2 + i)l - 2i) 1 - 3i {1 - 3i)(3 » i) 15 - 5i 3Ly
3 - i T3 - i (3 - 1) (3 + 1) 10 Tz 2

EJERCICTIOS

Reduzea los sisuientes complejos a l1a forma a + hi

1Y 7 -~ i + (=0 + 3i) ~ (4 + 3i)
2) (2 + iY(1 + 2i)

3) (2 - 3i)i
1

i
5) I o+ i

—1,
6Y 1 o+ i i

i +1—l
7) {4 « 3idC1 - 21)
7 - i
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| SR
11) Denmastrar ol teoreama |
12) Demostrar gque si g Y 7y

YA = 0= 2 = Q v w2
20" 7y 0 &= %y (AT 7y 0

son compiejos

13) Encontrar valores reales de x v oy tales que
(1 o+ 1) (x v 2y) - (3 -~ 28) (x - y) = 35 + 2i

14) Encontrar soluciones reales de

kAl
(1« i)xS & (1 2i) x7 - (1 o+ di)x - 4 v 0 - O
S 7z y w o son complejos arbitrarios demostrar gue
15 2 + w = 7 + W
16y =2y = - Z
17) 2 = =

18) 2w =7 W
19)(3._)_ 7 para w £ 0O

w

20) z + z = 2 Re{s) .

REPRESENTACLON GEOMETRICA DE LOS NUMEROS CUMPLEJOS -

Basdndose en ¢l hecho do que cada ndmero coaplejo  a ¢ bi
estd completamente determinade por dos reales a y b o, la re
presentacidon geométrica consiste en asociarle a cada nlimero de

estos la pareja ordenada {(a,h) la cual tiene asociado nn punto

en el plano. £1 imaginario i tendra asociada la paveja (0,1) -

A
yi ¢
bid4--------- +a + bi
[
ig .
1 4
1
- Bataiaer X >

- Y -



Los puntos sobre el ¢jo de Tas abeisas, pre D lhsiaeoenos ~—
eje real, correspoode a los nameros reales quessoa de o Forma
x + OL ; y los puntos sobre el eje de las ordenadas, e 11 a—
marewmos ejo imaginario, correponde a los nluneros jumaninoarios -

que son de ta Formn O+ yi

FORMA POLAR bii UN COMPLEJO

Observemos (e el ndmero complejo a = dt o+ bi

puade det crminarse por Ta distance.

voque hay del oripen al pune
to (a,b) y ¢l anzulo 9 quao va del eje real posilivo al sezwens
to qgue une =l oriden con (a,b) « A Ta distancia del orinen al-
complejo 2z Te Ilamarvemos maganitnd de 2 o modulo de 2y al ."ln{’,l_l_
lo @ le llamarcwos argumento de z. Antes Jde determinar la For-
ma del complejo  a + bi en {Graminos de su mbdulo y argusnento

oseribamos bien estas definiciones.

DEFINICION 4. Llamamos mddulo de un compltejo 2 = oo+ i y 1o
denot arenons por |z, al nfdmero real posit ivo
) 9
I'I.I = i + b

DEFINICION 5. Al dnzulo © determinado por la parte positiva del

eje real y un complejo 2 A0 le Tlamaremos arsu

mento do z y lo denotarcmos ¢omo Avz(z) = ©

OBSERVACION = E1 argunmento de cualquier nimero complejo puede-
tomar una infinidad de valores ya que
Arw 2z = O + 2T, para cualquier @ oentero. Bloar
sunent o de cualguicr real mayor que cero os --
J cero. El argumento del complejo cero no estd de-

finido.
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Ahora si, escribamnos al complejo z = a v bi oo téruinos -

2
de su o mddulo y su argument o

Jz]seno

SiL oz = a+ bi
t o L& S5 W = 2
Nemos  gue CosS =
! : /l

donde 0 = Arg(z)

"

v sen 9 T;—!-
De donde
a = 1zl cus (4]

y b = {2} sen ©

obtenieacdo que

2 = a + bhi 2] cos 0 + Jz| son @ 4

es decinr

z = |z} (cus @ + i sen 9)

Esta expresidn se conoce como forma polar del complejo z

Dado que ¢l argumento de un couplejo pucde tomar una infi
nidad de¢ valores, 1a forma polar no es lUnica. -

Eata forma polar de los complejos nos va i servir macho -

para calcular poltencias y sacar prafces de nlmeros complejoss

EJEMPLO S Focontrar la forma polar de:
: P = - A
et e
lz| = 1 Are (2) = 180° =77 -
=4 |
z = 4 (cosT + i sen )
DY 2z = ~1+ 1
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Lo mesveral va o ser aecesario asar tablas Led2ononm® ¢f cis

piara caleular Ta Vorma polar de tos mlueros conploejos y sivapre

es wis venlajoso detorninn- cldnaido por s tangeal e, AsT o osi
7z = a + bi as tal que %70 deterninar ol dnunlo agndo w o por
su tangent e
tan W 1—'-
B
y towmar o = W osSi a> 0

5 o = W - i <O
I'm el caso en que < O cil onees

el dAugulo asudo W esta dat erainndo por

tan W e b
i
y ot —w si oa>0
¥ 8 = T - w s HEr4y]
EJERCICIOS

Lncontrar la Foraa polar de los signiceates mdacros conplojos:
Ly - i 5) “3 - i
2) i 6) 1 - J3 - ittt v J3 )

3}

| -
I
"
i)
~!
>
1
1
(73]

4) L, rz 8) -2 o+ i

2

9) Demnesi re gque o - Z = | = iz donde 72 s un conpiacjo
10) Demuestre que 1z = |2l donde 2 es un complejo.
t1) Probar que si 2y w  son complej ol

entonces | 2 o+ w | 2] + ]

MULTIPLICACION Y DIVISION DBE NUMEROS COMPLEJOS EN SU FORMA POLAR.
FORMULA DE DE MOIVRE.

Seu z= a + bi y w= oo+ di
supongiaos que la forma polar de estos complejous os
z = rlcos 6 + 1 sen o) y w o= r'(cos o' + i sen ow')
multiplicando y reazrvapando factares oenonos
2 ow o= 1 rtfens o+ 1 osen adleos et 1 sen oe')
= et {cos o cos ol - Ssen e sen o) e ilsen e cos-ele
Goman et cos el

NOro Sabemas cie
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CcOos & cos &' - sen sen ' = cos (0 v &')
sen e cos 8 + sen ' cos e = son {6 o+ e
por tanto
zw = ' E-ns (o6 + ') + i sen (e + e')]
es decir, ¢l médulo del producto es el producto de los madulos
de los factores y el argumnento es la suma de sus argusent os.
Podemos repoeticv esta regla para cualquier ndmero de facto-
res.
Asi el producto de o factores
COsS + i sen COs + sen v, er ey IS 6 + i osen oo
1 o’ 2 272 ’ n "
cuyo médulo de cada uno es 1 os
. {cos &, * i son (—)l)(vps , + i sen e,)...(cos LI i =son u“)
2 2
= Pus(n—:l B, te.. + H”) + 1 sen ((—Il + o8, te.. + H“)
en particular cuando e, = e, ce. = @ = a
1 2 n
esta Formula da 1a ident idad
. n .
{eos 6 + 1 sen w) = cos n e + i sen n 6
conocida como la ormula de De Moivre. Por supuesto agqui  n es
un entero positivo.
notemos quec
. -1 1 : coss @ ~ i sen e
(cos e + i sen ) = Z 3 =
cos & + 1 sen o cos” e + sen” e
= cos 8 —~ 1 sgn © = cosl{~a)+i sen{—~e).
De modo que
. -n <
(cos e + 1 sen ©) = cos (-n ) + i sen (-n o)

que es la férmula de De tloivre para exponentoes enteros negativos.

Si z y
z =

su cocien
z _
vl

de donde

dulos y e

do y divi

w son
r{cos
te lo

r{cos e +

e + i sen

podemos

complejos y su

o)

sen 6)

r‘(cos of

r(cos e +

r (oos (e —

1 argamento es Ta

r‘l
1 mddulao
SO0,

del

sen 60 )

5N

e!') + i

o) 1
r.'

forma

sen

w

representar como

polar es
= ' (cos ' + 1 son e')
(r cos @ + i sen e){r' cos-e' +i sen
(cos (-e) + i sen (-eo'))
o - ﬂ'))
igual al cocicnte de los md-

cocient e

25

difereacia

dex
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EJEMPLOS

1. Calcular (1 + i)l(’

(RN
I+ i =432 (ons‘ (L i sen 11‘)
o+ E
. ,i.v)16= 5 lﬁ(rns ’ll_;' . 1 sen 111 to
r;-.l()
=47 ((‘us 16 . i sen 10T
{ 4

_—.Flﬁ(r‘us 4+ i sen 2T)

= 256 .
2. Calcular i

o o
J'.l" ~ (Pos iy i sen ”n'\l_
= 0 o

= cos OW+ i sen 67T

RAICES N-ESIMAS DE UN COMPLEJO

Las raices n-ésimas de un complejo z son las soluciones de
la ecuacidn
n
W= oz
para encontrarlas eseribamos a <« y w en su forma polar
z = r(cos o + 1 sen e)
v = R{cos 8 + L sen 9)
( recordemos que R y @ son desconocidas)
.

entonces
n n . . .
w = R (cos n @ + i sen n Q) = r{cos e + i sen o)

Dado gue ndmeros complejos iguales tienen igual méddulo, tenemos

que
" = p

donde R astAd determinada sin ambigiiedad ecomo
H— D r

por otra parte, argumentos de mimeros conplejos iguales pucden

diferir solo por wmidltiplos de 2
teniendo asi gue
n O =e + 2k ’ 0 e+ 2k



donde k es un entero.

Obteniendo la expresion para las raices w

1, o + 2 lkir . a + 2 kw
W= r {cos —-—F——+ i sen ——————
I n
donde k es un entero, pero ¢l mimero de rafces distintas es so-
Jamente n. Para obtener todas las rafices distintas es sulficien
te con tomar en la férmula k = 0,1,2, (..,n=1 ya que si k es un

mtero arbitrario, por ¢l algoritmoe de la divisidn tenemos que

k = ng + r QO <r <n
entonces
Are w I 2 kT
Tk 13 n
© 2{ng + r) 7
= = +
n rn
) 2T r
& = p — 4 2Tk
n n

= Arg wr_ + 29Tq
lo cual implica gue Wy, =W oparca algin valor de rr entre 0 y n-!
inclusive, Ahora demostrarcmos gque si ow_o= we dondce
0 s, | <« n-1, necesarianente s=t
Tomemos dos valores enteros tales ue

0 2 s, tan

Y supongamos que W, = W, Entonces
Ars Wy = Arys w. = 2 m T para alguna m entera,
esto es
o 205 @ 2t
o 25T e 20 54
n n n n

lo cual implica que
s = t = nm para algin valor enterom
pero esto quicre decir que s-t es miltiplo de n o m = 0.
Pero como 0 & s,t < n, entonces |s-t] < n entouces s-t no puede
ser miltiplo de n, por lo tanto m = 0 de donde s = L.
Resumiendo el resultado tenemos.
Todo nimero complejo =z A 0 tiene exactamente n rafces

n-ésimas distintas y vienen dadas por la siguiente expresidon.

nf . . {8 2 1 A o 2L T
W = S el [f‘()h (“ r )-r i sen ( — ):}

para ko= 0,1,...,n =1 y donde Ary o = o

_90-




EJEMPLOS

1 Resolver la ccuacidn

dado que
-4 = 4(cosTW+ i sen W)

1a férmula de la raiz es

x = d’ﬁ((‘os‘ (1—: r '”\Tn_)+ i sen (;I'

2k

Kl

tomando k = 0,1,2,3 cncontramos que las cuatro
3 -
W, =\~ ((‘Oh T, son"z‘= 1+ i
[\] q <l
\\ll =52 (c-oe—’; 3—_){4 i sen o;n' = —~1 e i
5
W, .—-.Ff (ons 2 —+ i sen 5T = =1 ~i
2 4 4
\‘.’3 =2 ((‘os 717.. + i sen 7.;11—) = 1 - i
seométricamncente las raices quedan
I)J't-l-bl T W
-4 W
Wye 1t 1=l
2 Resolver la ccuacidn
x3 = -8 i
la forma polar de
- 8i = SE"OS(;,_—ZL“\* i sen (— T—!—)]
de cdonde
T 2k tr) ( T 2k
- = D o - o -
x = ..’—;oh ( %Y 3 + 1 sen s 3
- . 4l - 1
=2En§—(-i<(-’—‘)-1+ i sen (“) )
tomancdo k = 0, 1, 2 tenemos raices
i . NN R
I = 2 ~OS - s - = -
\‘.D 2 ( os ¥ L soen “) J? i
\.'l-— 2 ((‘ns ?z‘ o 1Losen 1{) = 1i
W= 2 (r‘os; I i sen iry . - 3 -
- 6 a4

-9~
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EJEMPLOS

.

Resolver las siguientes ecuaciones.

1. x*-(4-i)x+(5-5i)=0

x =

(4-1)  (4-1)%-4(5-54) _ (4-i)  -5+123
2

2
como - ~5+12i = (2+31i) entonces
x _{4~i) (2+3i)
2
por lo tanto x; = 3+3i X, = 1-23i
2. x379x2+36xT80=0 (a)

haciendo la sustitucidén x=y+3

(y+3)3-9(y+3)2+36(y+3)=80=0

y3+9y2+27y+2779y2754y781+36y+108780=0

de donde obtenemos la ecuacién equivalente
y3+9y726=0 (b)

Aplicamos la férmula de Cardano

y= 13+ J169+27 + ¥13-Ji69+27
y==UE7'+ir:r
Calculamos las raices cubicas de 27 y de -1

Una de las raices de 27 es 3, entonces %f ¥ 3}02 son las

otras dos rafces donde

P= -_—%4- "gi. y por tanto fz = = % —"Jg
Asi las raices de 27 son : I
- ; = 1 35 s = 1 13;
u, = 3 u, = (- 5 + 21) 3 u, = 3(- 3 + “5i)
y las del -1 son 5
- -1 -1 3 3 s =4 34
Yo = =1 s Vi T2z T 2+ 3 Yo =2t 3*
Recordemos que para encontrar la solucidén y=u+v uyv
deben satisfacer la igualdad u¥= ﬂ\% es decir uv = =3
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Las soluciones que satisfacen la condicidén son las parejas
Uy ¥ Vg 5 Uy v, u, y v,.
De modo que lds soluciones de (b) son

Yp =25 ¥y =<1+ 2fEi; y,=:1 - 273

haciendo la sustitucidn x = y+3

Obtenemos las soluciones de (a) que era lo que busc4bamos
X, = 5 X, = 2+ 2J3i X, = 2 ~ 2J3i

3. x3718x730=0
La férmula de Cardano da x = Y18 + J12

Tomando las raices reales verificamos que uv=(-p/3), es.

decir, uv=6, Por lo tanto las rafces de la ecuacién son:

x, = Ji8 + Y12 3%, =f3\} 18 +ﬂ3\|12 30 oxg =J01 18 +j)3\;12

1

EJERCICIOS

Resuelva las siguientes ecuaciones
1. x3-9x-12=0

2. x3718x+30=0

3. x474x278x74=0

4. x%-4x3-5x% 12x46-0

e
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TECREMA FUNDARENTAL DEL ALGEBEA

Las férmulas para las ecuaciones de tercero y cuarto grado,

como lo muestran los ejemplos anteriores son de poco valor

practico. incluso el hecho de que no exitan ffomulas para re-—
solver las ecuaciones de n-ésimo grado cuando n 25 no provoca

dificultades serias en lo que rcspecta a la blsqueda préctica
de las raices de las ecuaciones. Esto se compcnsa totalmente
por otros métodos que se han desarrollado para la resolucidn
de las ecuaciones y que incluso en el caso de¢ las ecuaciones
de tercero y cuarto grado conducen al objetivo con mayor

dez que utilizando las {érmulas.

rapi-
Mids adelante estudiaremos es-—
to.

No obstante gque tienen poco valor practico, la cxistencia
de f£6rmulas para las ccuaciones de segundo, tercero y cuarto
grado, permitid demostrar que estas ecuaciones poseen a lo mas,
respectivamente, dos, tres y cuatro ralices distintas.

Atiora bien, coémo estarin las cosas respecto a la existencia

de raices para las ecuaciones de n-ésimo grado para n arbitra-
rio?

Para las ecuaciones de grado mayor que cuatro no existe una
férmula (una soluciébdn por radicales) que exhiba al menos una
solucibn; esto 1lleva, y 1llevd a los matemAticos del renacimien
to, a praguntarse si existen siquiera esas soluciones. La res-
puesta a esta pregunta se encuentra en el Teorema Fundamental
del Algebra que nos garantiza la existencia de al menos una ra
iz en cualquier ecuacidn.

Antes de enunciar este terorema conviene trabajar el primer
miembro de la ecuacidén como una funcidn,

Dada la ecuacidn

-1
4 alxn + ... + a

noi® + a = 0 (1)
donde @y, 854 e-.5 8 4, 8 SON nimeros reales o complejos,
podemos considerar el primer miembro de la ecuacidén como fun-
cibn de la variable x, es decir, considerar la ecuacidén (1) co
mo

£(x) = O
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- __n n-1 i
donde f(x) = x" + apx + ...+ a g% 4+ oa

Esta funcibn también es llamada polinomio en x de grado n.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.

Cualquier polinomio

£(x) = x + apx I S 8, % + a_ de grado n O

cuyos coeficientes a a .. a a son nftmeros
¥ 1 Y2 * “n-1’ “n !

reales o complejosdados, tiene al menos una raiz re-—

al o compleja.

Este tcorema es uno de los més importantes de toda la mate-
matica. Fué demostrado en el siglo XVIII por D'Alembert y
Gauss; en sus demostraciones utilizaron resultados que estaban
intimamente relacionados con el anAlisis, las demostraciones
de dichos reszultzdos se dan hastae la segunda mivad del siglo
XIX.

La demostracidn delTeorema Fundamental del Algebra no es
sencilla y requiere deciertos elementos y resultados que toda-—
via no son familiares a los estudiantes del nivel correspon-
diente a losnrimeros semestres. Por esta razbén nodaremos agui
su demostracidn.

Partiendo de que tenemos garantizada la existencia de al mg
nos una raiz en una ecuacibén de grado n, la pregunta que se o~
curre inmediatamente es icudl serd el nimero maximo de raices?

El siguiente teorema nos ayudard a resolver la preguunta.

TEOREMA DEL FACTOR. Sea
F(x) = x" + alxn—l + ... + ayx + a_ un polinomio de

grado n, cuyos coeficientes a, 8,5, s a , a4

n~1 n
son reales o complejos.
es raiz de f(x) si y sbdlo si £(x) = g(x)(x - )

donde g(x) es un polinomio de grado n-~-1.

~Qc-



DEM:
Supongamos que X es raiz de £(x). Dividiendésf(x) entre
(x - &) obtenemos
f(x) = (x = 0)g(x) + r(x) (2)
como el grado de r(x) es menor que el grado del polinomio divi
sor, podemos reescribir (2) como:
(=) (x - )e(x) + ¢ (3>

el grado de g(x) es entonces (n — 1)

i

sustituyendo x en (3) tenemos que

]

() = (R-)ag(XR) + r
es decir
() = r
por otro lado
f(X) = 0O por ser K raiz de f(x)

de donde 1 = 0
y por tanto
f(x) = (x - & Yg(x)

Ahora supongamos que
f(x) = (x ~&K)glx)
sustituyendo x = & chtenenros
(X)) = (X - o)e(xX) = O
por lo tanto X e¢s raiz de £(x) quedando asi demcstrado el teo~

rema,

Apligquemocs estce resultado psra saber culdntas raices puede
tener un polinomio de grado n.

S5i f(x) es un polinomio de grado n sabemos que f(x) tiene
al menos una raiz (real o compleja), llamémosle Kl, entonces
porel teorema del factor

E(x) = (x =& fy(x) 4>
donde el grado de fl(x) es n-1
pero fl(x) tiene al menos una raiz dz, entonces

f.(x) = (% - 0,0f,(x) (5)
donde el grado de fz(x) s n-2.

#*Recuérdese que el proceso usual para la divisién de polino-

mios es igual que el de la divisidn de nimeros.
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sustituyendo (5) en (4) obtenemos
£(x) = (5 —)(x -&DL,(x)

repitiendo el mismo argumento llegamos a que
f(x) = (x —A)(x -¢&p) .. (x -&W (6)
donde las raices o,,&;......, R, pueden ser todas distintas
entre si o puede suceder que algunas de cllas scan iguales.
Establezcamos este resultado como un teorema.

- ¥
TEOREMA 1. Si £(x) = x" + agx" 77 4 L+ oa

N o+ a es un o-
n-1 n P
linomic de grado n>» 0, donde los cocficienres son

s f(x) ticne a lo

mis n raices reales o complejas distintas.

La demostracibdn es directa a partir del teorema del factor
T
y ha quedado va esbozada. Queda como cjercicio el formalizarla.
Hemos mencionado gue puedesuceder que en la factorizacidn
(6) de £(x) algunas de las 'a sean izuvales, daremos una defi-—

nicidn respecta a esto,

DEFINICION. Si en la factorizacidn de
f(x) = (= - (x -~ QQ cee (x = Ay
m raices zon iguales conr l<mgn, es decir, sin per—
dida de generalidad, si o= ;= .. = o= KX

se dice que la raiz X es de multiplicidad m.

Ndtese que si X es de multiplicidad m, E£(x) pucde escribirse
como

- = - — m — Y ¢ -_—
£0x) = (x -0 (x Ry o= x —olp)
A las raicesque no se repiten en la factorizacidn se les
llama raices simples.

Ejemplio 1
El polinomio f(x) = x3 lo podemos factorizar como
E(x) = x° = (x - 0)(x - 0)(x - 0) ,
observamos que tiene tres raices iguales, dicho en otros tér-

minos, tiene una raiz A= 0 de multiplicidad 3.
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Ejemplo 2

En el polinomio f(x) = x7 + 2x6 + 3x5 + Zxa +x3 cuya facto
rizacién es .
3 1 3. 3.
F(x) = x"[=x (—7 + 51)]2[x - ( —% + %1)]2
dl = 0 es una raiz de multiplicidad 3, también 1llamada triple
dZ = —% + %i,. “3 = - % - %i , son raices de multiplicidad 2,

también llamadas raices dobles.
Si bien el teorcma del factor nos ha scrvido para estable-
cer que una ecuacibn de grado n tiene alo mds n raices distin-
tas, vamos a ver que también es muy Gtil para facilitar la bis
queda practica de raicesde un polinomio. Ilustrarcmos esto con
algunos ejemplos.

Ejemplo 3.
Sea f(x) = xa - 5x2 - 10x - 6 . Encontrar todas las raices
de f(x).
Por dinspeccidn encontrumos gue -1 o3 roiz de £(x); entonces
x - (=1) es factor de f(x)

haciendo ladivisidn de f(x) entre x + 1

x3 - =2 4x —~ 6
x + 1 x4 . - sz - 10x - ©
- _4 3
X 4 X
- x- - sz
- 2
- %7 -  x
- &xz ~ 10x
— 2 .
- hxT - 4x
- 6x - 6
T - 6x -~ 6
0
obtenemos que
£0x) = (x4 1)(x° = %2 = 4x - 6)
Nuevamente por inspeccidn encontramos que 3 es raiz de
x3 - x* - ax - 6 = g(x)
dividiendo g(x) entre x - 3
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x__ + 2x + 2
x — 3 x3 - x2 ~4&x - 6
T x —3x2
Zx2 - hx
——QXZ - b6x
2x ~ 6
T2x -~ 6
4]
obtenemos que
g(x) = (x - 3)(x2 + 2x + 2)
de donde
F(x) = (x + 1)(x = 3)(x% + 2x + 2)
Ahora resclvicndo laecuacidn de se;:zdo grado encontramos que
x, = -2 +—2A -8 _ -2 +;/—4 - 21+ i
%, =2+ Va0 ;

son las otras dos r

Podemos escribir

2
aices de f(x).

la factorizacidn completa de f(x)

f(x) = (x + 1)(x —- 3)(x - (~1 + i)(x —(~1 - 1))
£(x) = (x + 1)(x - 3)(x +1 - i)(x + 1 + i)

Para notar que esto facilita el encontrar las raices de un
poliinomio, intente encontrarlas con la férmula parz lz escua-
¢cidn de cuarte grado.

Ejemplo 4

Sea £(x) = x3 - 19x + 30. Encontrar las raices de f£(x).

Es fadcil encontrar que di = 2 es raiz de £(x). Al dividir
entre x - 2

x2 + 2x =15
x - 2 x3 - 19x + 30 .
_xs - 2x
2x"— 19x
”2'2— 4x
~15x + 30
T -15x + 30

-100 -



chtenemcs que

f(x) = (x — 2)(x2 + 2x - 15)

pero x2 +2x — 15 es fAcil defactorizar
x2 4 2x - 15 = (x - 3)(x + 5)

de donde obtencmos

y o5 = -5.

las otras dos raices de f(x) que son 5 = 3

La factorizacidn completa de f(x) ecs

f(x) = (

X - 2)(x - 3)(x + 5)

En los dos ultimos cjecmplos el procedimiento ha sido cncon-

trar una raiz del

polinemio £{x) en cucstidén y hacer la correg

pondiente factorizacidn de £(x). A continvacidbn damos un mérto-

de que simplifica

tado que va a serv

la divisidn de £(x) entre = - ¢ y un resul-
¥y

. - . . .z
ir para guiar la biisqueda por inspeccidn de

raices de un polinomio.

BIVISEON SiNTETICA

La divisidn sin
problema de encont

de dos polinomios

tética es un método que hace mAs sencillo el
rar el cocients y ¢l residuo de la divisidn

£(x) y g(x) con

. - n . n= " - . £
£(x) = agx" + ayx ...+ Al g% + a con ag : 0
Y ags @y ..., B ndimeros reales o complejos '
y g(x) = (x - &)

Encontrar este

fl(x) y r tal que

f(x) = (

donde el grado de

Para encontrar
que

(
flxu)

sustituyendo esta

i

aoxn + alxn_l +
-
={x —c{\(hou

= box" - dboxn—

cociente y residuo se reduce a encontrar
X - d)fl(x) T (1)
f}(x) es n — 1

fl(x) y v en funcidén de £{x) y & supongamos

n-1 n-2 v
hom + blx + ..+ bn_ZA + bn—l
expresidén en (1) obtenemos
:’n =
cee b ,x + b 4) + T
ob x"72 b 2 o xb x4
- byx + ...+ b ox Xb o

+ b X —ab 4 +T
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y como dos polinom

vos son los mismos

n—~1 n—-2

oX + (b1 ~O<b0)>: + (b2 —-o(bl)x + oeee

"'+(bn—l —c<bn—2)x + r - Mbn_

ios son iguales si sus coeficientes respec

, tenemos que:

ag = bo; a; = bl - bo; a, = b2 - bl; [
ceeiBpayeT b 7 bggsoE, =T
o sea
b0 = ags b1 = a, +~Kb0; b2 = a, + Mbl; PR
PP hn—l = a, +‘ubn_2 y r o= a4+ xXb
estas relaciones lasz podewos poner en una sola asi:
%o 1 22 n-1 ®n
dbo dbl . «®b ) “bn—l
bo b1 b2 ‘e bn_1 r

Por lo tanto para
residuo r, sélo ne
por la: férmula de

b, = a,
i i

y siendo r = a -

calcular el polinomio cociente fl(x) y el
cesitamor calcular las bi aque vienen dadas
recurrencia

+ Mhiwl donde hD = a

® L‘n—l

obteniendo asi el método llamado Divisién Sintética.

Ilustramos el m

Ejemple 5

4todo con un ejemplo.

Dividir f{x) = x2 -6x + 5 entre x~3

los cocficientes d
se escriben en un
al final de los co
', se acostumbre
que integra el div
trario
dejando un rengldn
za una linea y se

ficiente, luego se

el polinomio f£(x)
rengldn 1 " -6 - 5

eficientes en una

cscribir 21 niimero
K . 1 -6 5 3
isor con signo con-

de espacio se Utru-
baja el primer coe-

mulcriplica por 3 y
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el resultado se coloca debajo del se- 1 -6 5 |3

gundo coeficiente y se suman 3
1 -3
el resultado de esta suma se multipli 1 6 5 ]3
ca por tres y se coloca debajo del si 3 9
guiente coeficiente y se cuman
1 -3 —&
esta ftltima suma da el residuo de 1la
divisidén y los nlmeros anteriores son
los coeficientes del cocicnte, cuyo cociente: x - 3
. . residuo: -4
grado sera menor en uno gue el grado
del dividendo
- . n n-1 .
TEOREMA 2. Si f(x)} = a~x + a,x + ... t+ a X + a_ es un
0 1 n-1 n
polinomitode grado n, con coeficientes ¢cnteros y
a3 u

na raiz entera de f{x) entonces dlan

DEM:
Sea x = o entonces
- _ n n-1 X _
f(R) = aom + alm + . an_lm + a_ 0
g Jond e = - o= n a n-1_ -
de donde a, = “Od - 2,d .. an—ld
factorizando & tenemos qQue
_ n n-1 _
) = d(”ao 3 ¢t an—l)
Yy por tanto d!an
Ejemplo 6
i3
Factorizar el polinomio £(x) = x~ - 6x2 + 11lx - &

Si f(x) tiene ura ralz wrtera. ésta debe dividir a -6, en=

tonces de tenerla ésta tendria que ser uno de los divisores de

-6. Los drvisores

de - O son *1, %2, *3, 6.
E(2) = 8 - 24 4+ 22 - 6 =0 2 es raiz de f£(x)
1Y = 7 - /o2 1 - H =0 1 es rair de ()
f(3) = 27 - 534 4+ 33 - B = Q 3 we ralz de f£(x)

por lo tanto la factorizacibn de {(x) es
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f(x) = x~ + 1ix - 6

1
P
E
I
1
~
~
Ed
!
w
~
~
b3
1

1)
Ejemplo 7

FTactorizar el polinomio f(x) = x3 “+ x2 3x + 9
Los divisores de 9 =son ®1, *3 y =*9
£(-3) = =27 + 9 + 9 + 9 =0

asi que -3 es raiz. Como ninglin otro divisor de 9 satisface

f(x) = O entonces -3 es la fnica raiz entera de f{(x). Es mas,
como es psible demostrar que toda railz racional de un polino-
mio con oceficientes enteros es cntera (la demostracidn se de
ja como ejercicio) podemos asegurar que las otras railces de

f(x) son irracionales o bien cowmplejas.

Dividamos x3 + x2 - 3x + 9 entre x + 3
1 1 -3 9 1—3
-3 6 -9
1 -2 3 0
por lo tanto
3 2 “ 2
X7+ x7 - 3x + 6 = (x + 3)Y(xT -2x + 3)
resolviendo x2 - 2x + 3 = 0 con la férmula obtenemos las otras

dos raices que son

2 V4 - 12

xl’2 = 5 es decir,
xq= 1 = VZi y g 0= 1 - AU
asi £(x) = (x+ 3)(x ~ (1 + {Zi)X(x - {1 - VZi))
Observemosque las dos Gltimas raices que obtuvimos
x, = 1 + y2i ¥ Xy = 1 — VEi son nlmeros conjugados, es decir,
1 2
Xy = %X, . No es casualidad que siendo %y raiz de f(x) su con

jupado también lo sea. Estve resultado que enunciaremos como te

orema puede serGtil también para la solucidén préactica de las
ecuaciones algebraicas.

TEOREMA 3. Sea

n-1

n
. = X e 3 a u 1i -
£(x) agx + 3, + +oa (¥ + 8, n polino
c

mio de grado n
Si A= a + b

on coeficientes recales.

< es una raiz de {{x2) entonces el

i [
conjugado de &, = a - bi también es raiz de £(x).
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DEM:
Como « es raiz de f(x) se tiene que

X)) = aocx“ + alotn-l + ... + a

de donde

n n-1 -
agk’ + a,e + aae + an—l“ +a = (o}

utilizando las propiedades del conjugado tenemos que

n n-1 ol =

iom + i]u + ... + in—l_ + a = (o]
n n-1

ce. E 72 =

agX + a;ik + +oa %+ oa 0
como ag, al, ey an son reales

a " + a u“'l + + a ; +a_ =20

o* 1 ot n-1" n

nuevamente utilizande las prepiedades del conjugado tenemos

~\n syn—1 - _
ao(w) + al(Q) + ...+ an_l(d) +a = 6]

es decir
£() = O

y porlo tanto ¢« es raiz de f£(x)

Ejemplo 8

El conocimiento de una raiz de f{(x) simplifica encontrar

las otras. Si nos dicen que 1 + i es raiz de

I o “
f(x) = x =~ 4x7 4+ 5x° - 2x - 2

y queremos encontrar todas las ral lo que hacemos
es lo siguiente:
Como 1 + i es raiz su conjugado también lo serd y
E(x) = (x - (1 + i))(x - (1 - i))g(x)
para obtener g(x) basta con dividir f(x) entre
(x = (1 + i))(x = (1 = 1)) = x° — 2x + 2

resulta entonces que

a(x) = x° - 2x - 1
asi
T0x) = (x = (1 + 3))(x = {1 - i)){x% = 2x = 1)
y al resolver la ecuacién encontramos las raices restantes
X = ;_53:5 es decir
1,2 2 '
¥, = 1 +VZ Coxy =1 =V



la factorizacidén completa de £(x) resulta ser

£(x) = (x - (1 + i))(x - (1 - i))(x - 1 ~-VZ)(x -1+V2):

Para finalirar esta seccion mencionaremos larelacidn que e-
Xiste entre las raices de un polinomio y leos coeficientes de

&ste y la relaciodn entre las derivadas del polinomio y la mul-

tiplicidad de sus raices.

RELACION ENTRE LOS COEFICIENTES DE UN POLINOMIO Y LAS RAI-
CES DE ESTE,.

Sea f(x) = x + a;x” 4 anx + oag un polinomio de tercer
grado.
f(x) puede escribirse como
E(x) = (x = X )(x - &) (x - &)
donde dl’ 42, Nﬁ son las raices de f£(x).

Desarrollando el segundo miembro obtenemos

Ny . .3 LZ, Ny - 4
f(x) = x° - QX1+ d2+ MB)A + (df%2+“ﬁ°3+aﬁaﬁ)* 15,55
por lo tanto

— d
—a, ~(><_1 +1><2 + oy
= .8 =4
a, “1“2 + 1“3 + éX3
—ay = lxlo<20<3
Para polinomios
fi{x) = xlL + a1x3 + aqxz + asx + a, obtenemos
. = 24
a; &y +D<2 +o<3 + o,
= ; = o o< X
ay = Uy 0Ny w GG 0BG O, XS5,
—a, = O_cf o8 N X (o4 o e
ag = Koty + WO, oD, w0000
a, = M1M2M§X4

donde di, &é, aﬁ, O% son las ralices de £(x).

En general para

n n-1
f(x = X + oA .
(=) = 9% T oeee v @, 9% + oA

ohtendremos que
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-a, es la suma de las n raices de {(x)

a, cs la suma de losproductos de las raices tomados
de dos en dos

—ag es la suma de los productos de las raices toma-
dos de tres en tres

n .
-1) a, es el producto de las n raices.

Asi pues podemos enunciar el siguicnte resultado.

TEOREMA 4. Sea f(x) = x" + alxn—l + ...+ @ 3% 4+ oa  oun poli-
nomioc de grado n con coeficicntes reales o complejos
entonces los coeficientes Aags By, e an podemos ex

presarlos como:

—al=o<1+o(2+...+0<n
= & -+ S .o X (=8
as e s T A
n _ .
(-1 = o400, . o
donde Ml, o, , ...,C{n son las raices de £(x)
Ejemplo 9
Encontrar las raices de f(x) = xa + ij + l2x2 + 10x + 3

sabiendc que tiene una raiz de multiplicidad 3.
Cowo upa raiz os de multiplicidad 3, podemos hacer

dl = “2 = dé y por el resultado anterior

-6 =o(1+o(1 +O(1+o(/4=30(1+o<&
= . ® o -
12 = 0,0+ X0 #0400+ OO+ 0 04K 04,00
2.
= 30(]_ + 30(109.
-10 = 0(10410(1 + o<10<10(4 + 0(10(10(4 +0(10(10<4 =
3
Kl + 3M1dfxa
3
3 = DK 08 = o,
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nos queda el sistema

-6 = 3dl + d&
2
WY+ 3“1“&

3 2
-10 =0 + 30(10<4

12

n

3
3 =‘X1“m
resolviendo obtenemos
= - X = -
C<1 = 1 y 4 3
de donde
= - = - oAk, = - = -
o, 1. o 1, oy 1y %% 3

RELACION QUE HAY ENTRE LAS DERIVADAS DE UN POLINOMIO Y LA
MULTIPLICIDAD DE SUS RAICES

Sea f(x) un polinomio de grado n ¥y supongamos que tiene una

raiz de multiplicidad dos, entonces

f(xy = (x -0)7e(x)  donde g(;) £ 0
derivando £(x) obtenemos
£1(x) = 2(x -KDe(x) + g G - o)
evaluando £'(x) en &; resulta gque
£y = 0
es decir, resultalqueog_tambiﬁn e ratz o £0(x).
Derivamos f'(x), es decir, czlculamos £''(x)

£10(x) = 28(x) + 8" ()20 = KD SC I

2(x =408 ()
evaluande la segunda derivada en “i tenemos que

£ () = 2g(X,) # O

!

es decir, Mi ya no es raiz de £V (x).

Generalizando podemos establecer el siguiente resultado

IO n-1
TEOREMA 5. Sea £(x) = x + aj;x + <.+ B X% + a_  un poli
nomio de grado n con coeficientes rcales o complejos.

oy es una raiz de f(x) de multiplicidad k si y sélo
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si las (k - 1) primeras derivadas son cero y la
k—-ésima derivada ¢s distinta de cerc, evaluadas

en -
D(Il.
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EJERCICIOS

1.

2.

3.

4. Demostrar que si p(x):aoxn+a xn71+...+an

Factorice los siguientes polinomios en factores lineales

i) x3 -1 iv) x* 4 3x3 4 x% - 3x - 2
ii) x3 - i v) 2x® - 3x% - 2x3 4 oax? -
iii) x4 - x% 4 1

Utilizando el método de divisidn sintética encucntre el co-
ciente y el residuo en la divisidén de

i) 2x476x3+7x275x+l entre x+1

ii) :7x4+7x3f4x2 entre x-3

Este ejercicio nos da un método para escribir un polinomio
como suma de potencias de x-a, donde aes un complejo.
Seca p(x) un polinomio de grado n y a un ntmero complejo.
Efcctuamos las siguientes divisiones
p{x)=(x-a)p, (x)+b
p, (%)=(x-a)p,(x)+b,

P (x)=(xfa)pn(x)¥bn

n-1 -1

i) Demostrar que pn(x) es de grado cero
ii) Sea bn=pn(x). Demostrar que p(x) se puede escribir como
n
p(x)-b0+bl(x7a)+...+bn(x7a)
iii) Mostrar que -
2x4 3fx2+x72=2(x72)4+19(x72)3+65(xf2)2+97(x72)+52
9

iv) Expresar x°-=1 como la suma de potencias de x-1

+3x

Sugerencia: Usese divisidn sintética en iii) y iv)

1 _pX+a, es un poli

nomio de grado n con coeficientes enteros, entonces toda -

raiz racional de p{(x) es raiz entera.,

5.

Encuentre el polinomio de menor grado - -

i) que sc¢ hace cero para x= -1, o, 1 y toma el valor

¥
1 para x=2 A%

-$410 -
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10.

ii) que se hace cero para x= 0, 2+i, 2-i y toma el va
lor 1 y -1 para x==1 y x=1 respectivamente
Escriba un polinomio de menor grado tul qque en x=0 toma el
valor 1 y tiene las siguientes raices: 1 ¥y -1 como raices
simples; 2 como raiz doble y -3 como una raiz triple.
Resuelva
i) x372(l+i)x27(172i)x+2(l+2i)=0 dada l1a rafiz 1+2i
i1) x*-(1+28)x34(=4+1)x%+(3+61)x+3-3i=0 dadas las rai
ces i y 7
Resuelve las ecuaciones

2
i) 20x3730x“+12x71=0 sabiendo que 1/2 es una raiz

ii) 2x47x3-l7x2+15x+9=0 si 1+42 y 1~JZ son raices.

Sea f(x) un polinomio de grado n. Probar que es Taiz doble

de f(x) si y solo si es rafiz de F(x) y f£f'(x).

;Cudndo f(x):ax2+bx+c (a£0) tiene una raiz doble? ;Qué

quiere decir geométricamente esa condicidn?

P
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RALICES REALES
Hlasta aqui hemos notado que resolver las ccuac
dio de las férmulas no es nada prictico, excepto pa

las ecunacidnes de segundo grado; también hemos vist

iones por me

ra el casa de

o «que hay

otros camines gue facilitan en nuches casos la solucidn de la e
cuacidn.

Otra problemdtica que desde hace tiempo han trabajoado los
matemdticos, ¥y qne en e¢sta seccidn nos proponcmos abordar, es

la relacionada con jo siguiente:
Sin dada

obtener

resolver una cocuacidn con coeficiente

informacidn sobre it tiecne o no raiccs real

afirmative, cuantas raices positivas y cuantas nega

UN METODO PARA ANALIZAR LA CUBICA
Sca f(x) = x3 4 px +  un polinomio de tercer
eficientes reales.

Sabemos que la funcidnf{x) es continua y estd

todos los nilmeros reales. Adenmds valores de x

para

en valor absoliuto, el conportamiento de la funecidn
”

s vreales,

©S; €1 Caso

tivas tienc,

arade con co
definida para
muy grandes

estd determi-

los valcores

corta al eje x
real Xq tal

-

nado por el termine x°, es decir cuando
x tiende aoco ; f(x) tiende a ™~ ¥ cuando
x tiende a - oo ; £(x) ticnde a -~
Por ser f(x) una funcidn continua, toma todos
entre - = e o
Esto nos ascgura gue la gralica de la funeidn
en algin punto, es decir, existe al menes un mimero
qpcnf(xo) = 0.
' Dicho nimero real es
solucidn de la ccuacidn £(x) =0
Asi queda establecido que -
l1a ecuacidn P
3 “x
xY + px + g = 0 S oe
sicmpre tieane al meuos una raiz

real

Por otro lado sabemos que la eccuacidn de terce

- -

r sgrado a lo



mis tiene tres rafces distintas.

Resuelto lo anterior, el problema consiste cn saber bajo
qué condiciones sucede que la ecuacidén F(x) = 0 tiene exactamen
te una raiz, dos raices o tres raices rcales.

Buscarcemos las condiciones para que la eidbica tenga exac—
tamente tres raices rcales.

Los polinomios son funciones gue ticnen derivadas conti-
nuas de todos los drdenes.

Sea f'{x) = 3x2 + p la derivada de £(x), £'(x) a lo mds
tiene dos raices reales distintas.

Una condicidén necesarvia {mas ne suficicnte fig., 1b) para

que la cdbica tenga mis de una raiz es qgue su grifica sea como

/

/
/

/ . 4/q/ﬁ\'//
a4 7

la figura 1la,

fig. 1a fig. 1b

es decir, la funcidn debe tener un mdximo y un minimo relativo.

En términos de la derivada de fix) esto quiere decir, gue

hay dos valores distintos para los cuales {'{x) = 0, esto es,
la derivada debe tener dos raices distintas.
i F'(x) = 3x° + p
e/
entonces 3x° + p = 0 limplica que x =

Para que scan dos raices reales distintas necesariamente
——eer
p < 0. Las raices son x4 = -p/3 y x, = —y-p/3

Evaluando en la segunda derivada
£t (x) = 6x

los puntos Xy Yy %, nos cuenta que en Xy hay un va-

lor minimo relativo {(f'v{x,) = 0} Yy en X

» hay un valor md-

ximo relativo (f''{x,}) < Q). )

Ahora bien, la cibica tiene exactamente tres raices rea—-—

les si y solo si el valor maximo y el valor minimo son de dife
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rente signe (rfig. 2)

fie. 2

Es decir, sucede si y solo si

£(NTp/3 1e(=J=p/3 ) ©

Haciendo calculos tenenos:

E(Ip/3)E(-"p/3) = E(J—})/3)"+p(J—p/3)+q]%—.sfp/s)zfp(\!—p/B)n;}
= (p/3)°% - (2p3/9) + p/3 4+ oF
= (p/3)3 - (6p3/27) + (9p3/27) + qZ

= (4p3/27) - o

- )’ - (2]

Asi que la ccuucidn f(x) = 0 tiene exactamente tres
raices reales si y solo si
2 3
q
(ﬁ) + (E) < 0
2 3
De igual menera sc¢ puede conclulr que la ecuacidén f(x) = 0
tiene exactamente dos raices reales si y solo si
2 3
gY@ -
(ver Fig. 3)
3y LR
Y
N
+
.
.
/ N
/ figd. 3
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Y tiene exactamente una raiz rcal

() - (3>

(ver fig. da y 4b)

>
]

Obscrvacidns

Recordemos que el tdérmino r(

férmula para la ecuacidn XY+ px

si y solo si

O

bien p = Q

x X

03

+ =

-

2
Cuando en la fdrmula aparecen ntimeros complejos, la cibica

ne exactamente tres raices reales.

EJEMPLOS
1) ;Cudntas raices reales tiene la cibica
2 3
Como (%) -v-{-%) = -,13 - 1 = -

la ecuacidn citbica tiene c¢xactamente

3

&)
p—

solucidén real ya que
2

(&) (8= 9>

-is-

La ecuacidn cibica x¥ - 90x - 12

o

x3-—3x+~£2 ?

1
§<0

tres raices reales

tiene exactamente

la

tie

una



El argumento utilizado en la ecdbica para garantizar la -

existencia de al menos una raiz real, lo podemos generalizar pa

ra todo polinomio de grado impar.

un polinomio de grado impar con coceficientes rcales.

Parae valores muy grandes de b f{x

> y toman "cagi"
£{x) x Iy xn'l &
los mismos valores ! lim —2m = lim X ax o, s B
] _\‘ T o0 xn x
lo mismo ocurre para valores nuy pequenos de X Lsto es lo —--
mismo que decir que el comportamicnto de Ja funcidn estd deter
R . . n
minado por cl-término b s de modo gue cuando
X - oo R f(x) — o y cuando
X ey — oD, f{x) = —o2 (reccucrde que n es impar).
Como f(x) es una funcidn continua, f(x) toma todos los

valores intermedios entre - soe w0 , en particular £(x) toma el

valor cero, es decir, existe al menos un rcal o tal que
f(t) = 0. Cumpliéndose asi ¢l siguiente Teorema

TEOREMA L. Todo polinomio de grado impar con coeficientes

. .
eales tiene por lo wmenos una raiz real.
De manera semecjante podemos demostrar el

TEOREMA 2. Si en un polinomio con coeficientes reales, el roe-

ficiente principal ag (de x™) ¥y ¢l término inde—-
pendiente tienen signos diferentes, entonces el - -
polinomioc *tiene por lo wmenos una raiz positiva.

Si ademds cl pelinomic es de grado par, entonces tam

bién posce por lo menos una raiz negativa.

P o " L n-i
R Ty e

- e -
-1 n

un polinomio de =zrado n con coeficientes reales donde 4

y a, tienen signos difercntes.

—le~




Tenemos que £{(0) =

segiin sea el signo de ag-

demos suponer que

que f(0) < 0 ¥y

ay > 0 y a <« 0.
n

a . ¥y cuando X —» oo, [{x) —» Leoo

Sin pérdida de gencralidad po

Entonces tenemos

x) —* &2  cuando x —» oo |

Y como f(x) es una Tuncidn cuavinuz, ésta, toma todos -

los valores entre f£({

nos un &, recal positi

0} e = . Por lo tanto cxiste al me-~
f{,) = 0. {(Ver fig. 5)

///

vo tal que

FIO N

fi

Si ademds ©{x) es d
£(x) —> oo cuando
Yy por tanto, existe u

f(dl) = 0 (ver fig.

TR | TR I

=

z. S

e zrado par, tenemos cue
X 3 — oD
n o real negativo tal que

1
6)

EJEMPLOS
7

1) La ecuacién x? - §x3

+ x - 2 =0

tiene al menos una raiz real.

6 5

2} La ecuacién X~ o+ 2x

- x + 7x -~ 1 =0

ticne al menos una raiz positiva y otra negativa.
3 Y

-H7 -




EJERCICIOS

1. Sea a, b y ¢ nilimeros reales, con ¢ £ 0. Probar que la ecua
cidén ax2+bx+c=0
i) tiene dos (diferentes) soluciones reales si b2:>4ac
ii) tiene una solucidn real si b2=4ac

.. . - . . Rl
iiji) tiene dos soluciones complejas conjugadas si b < 4ac

2. i) Demostrar que si p = 0, la ecuacidn x3+px+q=0 tiene una

. . ..
unica solucién recal.

s
'8
Nt

Dar un ejemplo de una ecuacidn que tenga una dnica solu- -

cién y que p < 0 ;Contradice esto al inciso i)?

3. La ecuacidn x3+px+q=0 con P y q no simultaneamente cero tie
ne dos socluciones rcales si y sclo si (q/2)2+(p/3)3=0. Demos
trar que dichas soluciones son 23 -q/2 y ?fE7E'
Sugerencia: Una de las raices la da la férmula de Cardano. —-—
La otra se puecde obtencer recurriendo a la primera derivada de

f(x)=x3+px+q

4. Demostrar que x3+px+q=0 tiene una inica raiz real si y solo
. 2
si (a/2)%+(p/3)3 >0 o p=qg=0
5. Una raiz de la ctibica x37(2a+1)xl+a(a+2)x7a(a+1)=0 es a+l

Encuentre las otras raices.

6. Escribe una ecuacidn cidbica con
i) raices 0, 1, 2

ii) rafces 1, 1+i, 1-i

7. Encontrar el polinomio p(x) de grado 3, si sabemos que su -
grifica es como en la figura 1. Nota:]a_gréfioa es taangen
te al eje X en x=1.

3

8. Fruebe que el polinomio p(x)=x4+7x ~9 tiene a lo menos

dos raices reales.

L
/\_/“'
V4
figura 1 L



9. Pruebe que la ecuacidn x5—5x+m=0 no puede tener mis de --
‘una rafz en el intecxvalo [-1,1]
10. Encuentre los valores rcales de x los cuales son solucio--~
¢+ nes de las siguientes ecuaciones.
. 2
i) x7-4x-20
ii)  3x3-10

”
1ii) x"+x+1=0

A
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APROXIMACION PE FRAICES REALES

Sea .
£f(x) = x3 - 9x - 12
Este polinomio (semiin los resultados vistos en la sccecidn
anterior) tiene al mecnos una raiz positiva.
Evaluando
£(0) = ~125 £(1) = -20; £(2) = -22; £(3) = ~12, ..
£(4) = 16
nos damos cucnta que de £(3) a £(4) hay un cambio de sizgno,
entonces cntre x = 3 ¥y x = 4 hay unae railz.
[ S Si svaluenmes en el punto 3.5
! sabremos sila raiz csta en el inter
' valo (3,3.5} o en 5_.5
1 Como f(3.3) = .625
——y e la raiz estd entre 3.5 y 4.

Repitiendo este procedimicnto

tenemos aque como £(3.75) = 6.98...
Ry — — — la raiz estd entre 3.5 y 3.75, cte.
Asi nos vamos

ricamente), a

queramos. Pero este camino puede re

aunerir

aproximando(teo

la raiz tanto como

caleuios muy vulunii-

nosos que se vuelven muy pronto priciicamente irrealizables.

En esto de encontrar las raices por metodos de aproxima-
cidén, la idea es encontrar aquellos que permitan calcular mids
rdpidamente los wvalores aproximados de las raices reales de las

ecuaciones.

EL METODO DE LA TANGEXNTE Y EL

Supongamos que entre a y b sdlo

mio f(x)}, por lo que f£(a) y (b

pongamos que entre a y b ia
constante.
5

En este caso la prafica

las cuatro formas siguicntes
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METODO DE
hay
) tienen

derivada

cde £{x) entre a y

LA CUERDA

una raiz del polino-

sisnos opuestos, y su-
f'1'(x) ¢s de signo

b tiene una de




>
2
O b e

Cuando la firsura es como I y IT la tangente a la grafica
en el punto & corta al eje x en el punto dx que gueda situado
centre a y la raiz buscada.

Si ahora consideramos la tangente a la grafica en Xl obte-

a 1
nemos el punto XZ situado enire el punto of la raiz buscada

_
«
-

y asi sucesivamente. D¢ este modo nos aproximamos a la raiz

a

buscada .
En casos como I1I y IV debemos cmpezar por el punto b y

obtener demanera andloga los Pl’ P”"" para aproximarnos a
la raiz.

Para determinar en ue caso se estd hay que ver
b o

los signos de f(a), F(b) y £''(x) para a < x < b.

cCOMmo so0n

Como la ecuacidn de la recta tangente a la curva y = £(x)

en el punto a es

y o« £{a) = £'(a) (x = a)

la uhxrisnc{l del punto de interseccion con el #je x se obtiene
al sustituir en la igualdad anterior x = dl, y = 0 y despejarla
te

nenes entonces
0 -~ f(a) = £'{a) (o4, - a)

es decir,
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I

a - f(a)/f'(a)

cntonces

g =oly = T/ £ (L), oy =, ~ £ld,)/0(X,)
¥y asi sucesivamente.

Analogamente obtenemos que
,51 b -~ £{b)/ €'(b) , ,92 =By - f(Fl)/i"(Fl)
B3 = B2 T TP/ TR

y asi sucesivamente.

]

El Mdtodo de la cuerda consiste en lo siguiente. La ecua~

T

cidn de Ja cuerda, tience la forma

{x - a)/ (o ~ D=(v -~ c(a)[Eb) - £a)]
y la abscisa Xl del punto de su interseccidn con el eje x, obte

nida de la ecuacidn

(¥,

-1

aY/ b - a=(0 = () /[f(b) - F(a)]

es

i

Y‘! -(b - a)f(a)/{€(b) - ©(aj] + a =
= [af(b) - bE(a))/[E(b) = £(a)]
tomando X‘l como nuevo b en los casos I y 1I obtencuos
¥, = i) ¥ ) FY)) - fal],

A e T e .
Y 3 =[df(x‘2) ”62L(B)J/[L(5.z) - l(d)]
y asi sucesivamente y tomando Xl como nueva a cn los casos III

y IV obtencmos
¥, B - e 3]y - rr ],
r )/ sy - g8 ,)]

—_-P/‘nf(b) - LY
&3 2
Aplicando estos dos mélodos tenemos una rapida aproximacidn

por ambos lados a la raiz buscada de la ecuacién,
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EJERCICIOS

Resuelva las siguientes.crunriones po; aproximacién
1. x3-5xZ+2x+1=0

2. x778x3+x72=0

3. x6+2x57x2+7x71=0

4. x574x72=0

5. x4+7x379=Q
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