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NO ES SUF:tCIENrE TENER CONOCnumrro DE PROPOSICIONES P.ARTI­
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VISION GENERAL DE LA MATEMATICA 

Rolmogorov. et. al.. 



INTRODOCCI:ON 

::r. Sobre c1 or:tgcn de ·este trabajo.· 

En 1974 despues de pasar un concurso de selecci6n organi­
zado por los profesores y estudiantes de los planteles sur y 

Oriente, ingrese al plantel Naucalpan a trabajar como profesor. 

En aquel tiempo, en el C.C.H. a nivel Bachillerato -en los cin­

co planteles- la actividad de los tres sectores que la componen 

-estudiantes, profesores y trabajadores- era de amplia activi­
dad acadfun.ica, así como de una vida democrática en el seno de -

dlcho= ~cctorc= y cuyo p~rticip~ci6n política acerca de las des 
cisiones que delineaban la ._.ida del plantel era fundamental.. -

. ~s en este tiempo, cuando al conseguir los profesores de 

Matemáticas de Naucalpan horas liberadas para todos los profeso 
res de su Academia, se inicia una discusi6n colectiva de los -

mismos, sobre las diferentes materias. Así es como surgirán las 

primeras ±deas de concepción y enfoque que debe darse a la mat~ 
ria de Matemáticas v. 

Posteriormente, bajo el ataque sistemático de las autori­
dades del e.e.u. a las condiciones que hicieron posible el tra­
bajo colectivo e incluso al mismo trabajo, serán desmantelados 
los Seminarios al quitar las horas liberadas, e imponen las au­

toridades un "proyecto" alternativo -cornplemcntaci6n y rcgula­
rizaci.6n- que a la vuelta de diez años, no ha redituado algun 
beneficio académico al trubajo de la Academia de Matemáticas. 

No obstante, la valoración y reconocimiento que hacia el 
trabajo colectivo los maestros han logrado, en el hacer cotidia 
no .• hacer suyos, la autoridad no logra extirparlos. -

De ésta manera una y otra vez aun ~ajo condiciones cada 
vez más desventajosas para los maestros, se hacen esfuerzos te~ 

i 

dientes a la discusi6n colectiva dc1 trabajo académico. En esta 

dinSm.ica, profesores de. Matemáticas V llega.mas a definir un te­

mario tendiente a unificar los cursos. 

Posteriorro.entc, se han hecho otros intentos como son: la 
e1aboraci6n de una Antología de Matemáticas V elaborada por los 

profesores A. Monzoy , F~ Mejía y J. García , lo cual dió crit~ 
rios generales para co~parar y evaluar textos apropiados para 
1a Mater~a. Más adelante se hizo un primer intento de elabora­

ci6n de notas, tomando como base el curso que se imparti6 en un 

grupo académico -el 684- en el que participaron los profesores 
A. Bañuc1os , F. Mejía 1 J. García y A. Monzoy • Posteriormente 
se redactó un tema del Curso -Los números reales- participando 

los profesores A. Bañuelos y R. J. Guerrero , el cual sirvi6 de 
base para la elabor.tc.:i.Ún Jel C.:i.pí.tulo 1 d<:! éste trabajo; cabe 
mencionar que en todos estas actividades el autor particip6. 

Finalmente, bajo esta orientación -elaborar las notas del 
Curso de Matemáticas v del e.e.a.- es como he participado en el 

Seminario de Enseñanza y Titulación; producto de las discucio­
nes en su seno, así como con mi asesor de Tesis M. en c. Jesus 
Lópes E. es como se ha enriquecido el actual material, el cual 

pongo a consideración del lector. 

No está por <lemas señalar que este trabajo no está total­

mente acabado y que las críticas al mismo serfin bien recibidas, 
puesto que solo ·de esta manera se potlrá corregir y enriquecer. 
Considero que la ampliación de este curso, completandolo con un 

texto de ejercicios o bien la redacci6n de las notas correspon­
dientes a los dernas cursos de Matemáticas o bien el trabajo·en­
caminado a abordar las cuestiones didácticas y metodol6gicas 
con objeto de obtener soluci6n a dicha problemática, nos lleva­

ra a ofrecer materiales más adecuados a 1a enseñanza de la Mat~ 
mática a nivel l1edio superior. 

ii 
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XX Sobre e1 contenido de1 trabajo. 

Cuatro son los capítulos que cubre el curso, prescntando­

dos apéndices con objeto de darle justificación a t6picos 

del curso que no considero importantes tratar con detalle en la 

clase. En 1ineas generales se puede describir como sigue: 

BUMBROS REALES 

Se exponen abordando diversos aspectos como son; Una bre­

ve descripción histórica, posteriormente se presentan dos 
modal.os que sirven para representar al. conjunto lR y se­

ñalando en éstos modelos l.a noción de número irracional; 

posteriormente se da una presentación axiomática de m y 

se expone el. aspecto operativo de este sistema deductivo. 

El. desarrollo del. tema gira en torno a la importancia que 

tiene el. proceso de CONTAR y MEDIR, como éste a coadyuva­

do a la formación de l.a Teoría de los Números Reales y a 

la vez como ésta Teoría, al. desarrollarse presenta una e~ 

fera de mayor aplicación. 

E'USCXONES 

En éste capítulo, se da una valoración sobre la importan­

cia que tienen tanto los instrumentos, los conceptos de 

las diversas disciplinas y los medios matemáticos en una 
época determinada, para conformar la base en que -se desa­

rrol1a el conocimiento, ejemplificando tal valoración con 
el concepto de funci6n. 

Se define el concepto, se presentan funciones que son mo­

de1os de diversas problemáticas tanto de las ciencias na­

tura1es como sociales y se hace un estudio de las funcio­

nes elementales, lo que permite presentar una variedad am 
plia de funciones. se da gran importancia a la presenta ... -

ci6n geom5trica de la funci6n -la gráfica-. 

iii 

LI.MI.TR y DERIV1\DA 

En estos capítulos se pone énfasis el. porque de l.os con­

ceptos desde. el: punto de vista práctico y -:natemático, 

haciendose acompañar de notas hist6ricas. 

Posteriormente se dan exposiciones intuitivas sobre los 
conceptos con objeto de llegar con menos dificultad a foE 

malizarlos. Al tiempo se hace una exposici6n en 1a que se 

muestra un aspecto del trabajo matemático con objeto de 

ir familiarizando al estudiante: este es el rigor. Un as­

pecto que no puede soslayarse es el manejo de los cálcu­
los y proceCimientos que requiere la t~cnica de determi­

nar el límite, la continuidad o bien_ la derivada de una -

función. 

m Sobxe 1a. concepción de. é.!:tc tr¡iliajo 

Quisiera señalar que el orden en que aparecen 1os temas 

es el que usualmente aparece en los cursos de Cá1culo, un orden 

lógico, el cual es inverso al desarrollo histórico que han ten!, 

do los propios conceptos. 

Considero que no solo las notas históricas que aparecen 

en el. texto exponen ésta diferencia, sino que es en e1 sal6n de 
clases donde se deben realizar exposiciones en que se presente 

la diferencia de "la Lógica del descubrimiento" y la de la "L!?_ 

gica de la enseñanza". 

Asimismo al referirnos a el conocimiento, ya sea en forma 

general o bien en forma particular, lo h~cemos con una concep­

ción. As! en aste texto se plantea: 

1.- Que el desarrollo del conocimiento depende de 1a pro­

ducci6n, que es a partir de la proaucci6n, actividaQ 

fundamental del hombre, como conoce los fen6menos de 

iv. 



la naturaleza, as~ como las relaciones de él y los o­

tros hombres. Que ·1as demas actividades giran en tor­

no a la práctica en la producci6n y por lo tanto la 

práctica cienttfica se subordina a la práctica por d~ 
sarrollar la producci6n. 

2.- Que ·1a ciencia se forma hist6ricamcntc como un proce­

so especial del conocimiento, la cual se constituye 
en la época del surgimiento de las clases y de la lu­

cha de clases. 
Que esto conlleva la divisi6n social del trabajo suE 
giendo el trabajo intelectual separado del manual, 

así como con las particularidades que presenta, como 
es el que los grupos sociales dominantes monopolicen 

el trabajo intelectual y lo utilicen para la aíirn~­
ci6n de sus privilegios. 

Que así es como la actividad cognoscitiva la cien-

cía la realizan grupos de. personas especialmente pre­
paradas, siendo el desarrollo del proceso del conoci­

miento, el fin social de estos grupos. Por lo cual la 

historia Cc.l dcs<J.rrollo de 1a ciencia es al mismo •·. -
tiempo la historia de esta forma compleja de activi­

dad. 

3.- Que en la ciencia se crean y elaboran los medios esp~ 
ciales del conocimiento. 

it Los Materiales: diversos aparatos, instalaciones, ex­
perimentos, etc. 

iil Los Matemáticos: m6todos de cáÍculo, teorias matemát!. 

cas, etc • 

.i:.i:tl Los Lingilísticos y L6gicos: diferentes lenguajes art_! 
ficiales, reglas de la estructura de las definiciones 

elaboradas en la 16gica de la demostraci6n. 

La crcaci6n Y perfeccionamiento de ~stos medios de co 

nacimiento y la a.laboraci6n de los m~todos especiale; 

de su .utilizaci6n, deseroPeñan un importante papel en 
el desarrollo de la Ciencia. 

Lo cual es válido para el Cálculo Diferencial. 

El Autor 

Hector García Sánchez 
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1. 

NUMEROS 

1&45 O. CANTOR 1918 

· .. 18~ J. PEANO 1932 

REALES~ 

" hra contar hace- ~a1ta no solo 

1os objetos contables, enumerables, 

Dino tambien 1a capacidad de pres­

cindir~ al considerar eatos obje~ 

toa, de todas suo derm. ::J cual.idatfes 

que no sean el. número. y esta. ca.p,i. 

cidad es reau1tado de una. larga -

evoluci6n hiatorica y de la expe~ 

rienc ia. 

"!!.Engel.s. 

~ntroduccidn 

-·. 
El concepto de nllmero ·que actual.mente tenemos, ha s1.do resul~ 

tado de reflexión sobre la actividad práctica del. hombro en la que 

el concepto resulta como un medio para ... conocer a la naturaleza, ':"' 

siendo ~ste. un medio de idealización y analog~a, fuente de ideas 
y principios que posibil.itaban el. surgimiento de nuevas hip61;esis·, 

teorías y orienta cienes en la ciencia. 

El. ntlmero aparece.en el proceso coqnocit:i.vo cuando se logra-··· 

cuantificar una col.cccí6n de objetos con determinada propiedad, la 

cual. es posible comparar entre tales objetos. En dicho proceso, la· 

cuantificación se presenta de dos tipos: CONTAR y MEDIR. Materialf. 

zandose 1a primero en l.os ntlmeros Natural.es dado su earacter orde­

nado, i:ifi.nito, en torno al. cual. se resuel.ve esta probl.em.ática1 .. :-:­

mientras que es el. conjunto de l.os n11meros Real.es el. instrumento -

te6rico que permite darl.e a la medici6n la precisi6n te6r.ica que 

se requiere. 

Los primeros neimeros conocidos en l.a antiquedad son l.os que 

hoy conocemos como Ntúneros Naturales y denotamos por: 

E~ {1,2,3,4, ••• } 

Los antiguos Babilonios y Egipcios desarrollaron un sistema 

de reql.as de cálcul.o para l.a adición y mul.tipl..icaci6n de naturales 

y aun cuando 1a di visión no se desarrol.lo, ya aparece_n ci.ertas 

fracci.ones en sus cálcul.os. El desarrol.l.o de l.a med.J.ci6n de longi­

tudes Y c1reas son base para que se l.leque a p1antear la relaci.6n 

que existe entro l.os lados homóloqos de tri.1n.gul.os ·semejantes, lo 

cual. da lugar a el. uso de cocientes de dos naturales como un solo 

ndmero. Tenemos pues que los nt!meros raciona1es positivos aparecen 

en una temprana etapa de la civi.lizaci6n. 

Durante largo tiempo se considero qua este tipo.de nt1meros e­

ran los dn.i.cos ax.i.s ten tc!l, pero los avances en Alqebra y Goomotr!a 

dieron 1~gar a la introducci6n~_!_nuevos ntúneros, en particu1ar ia 

-2-
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de 1os nt1meros irra.ciona1es positivos. A quien se le a tribuye de 1 

."<<.~~;;,nsider:ar la necesidad de introducir los nWneros irracionales po­
. :·~·~.'Sitivos (un nWnero irracional es aquel que no es cociente de dos 

"enteros) fue a Pitágoras (Siglo VI. a.n.e.), personaje sc.mil.egenda­
rio, pues en realidad lo que se conoce es una cnc~cla de geómetras 
cuyos resultados se le atribuían a Pitágoras. ·A(in en l.a escuela P~ 
tag6rica hubo objeciones para acep~ar estos nuevos na.meros, ya que 

su aceptación daba al traste con aigunos de sus resultados ya obt~ 
:riidos. 

La aceptaci6n del cero y posteriormente de los nG.meros negatf_ 
vos fue tambien dificil., de hecho la introducci6n de los nWneros 
negativos en el sistema numérico se realizó a principios del sigl.o 
XVI:I. A1 considerar los nt1meros negativos se "completo• el conjun­
to ahora conocido como el conjunto de los n!i.meros Real.es, denotado 
por:a. 

LOs conjuntos de nCimeros a los que hemos hecho referencia se 
denotan como sique: • 

neos 

El conjunto de nWneros t:aturales: n - {J.,2,3,4, ••• } 

El conjunto de nWneros Enterofl: tz: ..., t• •• ,-3,-2,-1,0,1,2,3, ••• } 

E1 conjunto de n\lmeros Racionales: Q -.{p/q ¡p,q,c Z, q r. O} 

El. conjunto de n<lmeros IrracionalcS: lI 

En los anteriores conjuntos se cwnpl.en las sigu~entes relaci~ 

l 2. Jlepresentación de los racionales 
~o puntos- ae-~;a recta 

Los ndmeros racionales surgieron de la comparaci6n de segmen­
tos a l.os cueles había que asignarlcn una medida, para tal prop6s~ 
to se eleg~ un pequeño segmento como un.i..dad de medida; puede ser, 

-~-

1 

1 

1 
1 

en nuestro caso, el cent1:metro, él metro, la pu~qada, el pie, etc., 
es decir, un segmento arbitrario puede ser tomado como unidad. de 
madi.da. • 

Precisando, el procedimiento consiste en: considerar una rec­
ta horizontal prolongada indefinidamente en ambas direcciones. To­

memos un punto arbitrario e~ esta recta, al cual l.lamaremos el or:!_ 
gen de la recta y le a~igna.mos el nWnero O. Tomemos otro punto cua! 
quiera a la derecha de o, a este punto le asignamos ~l ntímero l. y 

el. seqmen to O l. sera nuestra unidad de medida.. De es ta forma z.1 nCi­
mero 2 le corresponde un punto en l.a recta a la derecha de 1 tal -

que l.a '!nedida" del o:t:!.gen a este pu.."lto sea dos veces el segmento 
01, de manera análoga tornando l.a medicidn del origen a l.a derecha, 
denotamos los nfuneros 3,4,S, ••• , por puntos en la recta. Ahora t~ 
mando el ·origen como centro de simetr.!a obtenernos los enteros n:eg~ 
ti.vos, es deci:, el. punto sim~trico .a 2 es el. -2, etc. 

Mediante construcciones geom~tricas podemos d..i.vi.dir el seg­
men.o 01 en un nWnero n de partes igual~s*1 al punto a l.a derecha 
del origen 1e asignamos el ntúnero l., al segundo 2, etc. Por ejemplo 

ñ ñ 
si. dividimos e1 segmento 01 en 5 partes iguales, el primer:.punto -

sería ~· el segundo }• etc. 

_, 

de esta forma, si n y m son nai:urales, al. racional. fi' l.e correspon­
de un punto en la recta obte~ido de la siguiente fornJa: 

Dividimos el segmento 01 en n partes iguales, tomemos el seg-

*Esta construcci6n se basa en propiedades de trlángul.oa semejantes.Así para di.­
vidir un segmento AB en n partee iguales, se procede de l.a aigui~nte manera: 
i.) Se traza un rayo N! que uo contenga a AB. 

il) En AC se traza con uu campas u segmentos iguales: Mi. A1Az, • •" An.:..1A
0 iii.) Se traz:.a el scgmcnt.o A B. 

i.v) Se trnun aegment.ot¡J pa~aleloe a A0B que pasen por A1, A2, ••• An-l y corten a 

v) ~8 e:e!:n~U:t:; 1 ~~:n::·:::~~: 1 n
0

_
1

s
0 

son l.oa aegment..oa buscadas.·' 



monto que •mido• m veces el..seqmento 01 midiendo del origen hacia 
1a derecha y de eata forma so local.iza el. punto correspondiente al 
racional ~ • SimlStrico a ~ se encuentra el racional -ii' 

-?i .. , 

Hemos representado por medio de este modelo a cada elemento 

de Q, adcmls con dicho modelo es posible real.izar las operaciones 
aritm~ti.cas como son sumar, restar, mul.tipl.icar y dividir. 

As! para sumar un par de puntos fi- . y a.­
cede como sigue: 

la recta, se pr~ 

A cada punto en 1a recta se l.e consid~ra con una magnitud y !::. 
na dirección, as! a partir del punto "s trazamos un segmento con 1 

la misma medida y dirección que rePrc~enta a a- y el punto extre­

mo de dicho segmento representar.1 el. punto que corresponde al. n1lm!!_ 

rcS+a-. 

Para multiplicar dos puntos S y a- procedemos como sig~·e: 
Trazamos un rayo auxiliar OP con punto inicial. en·ei origen 

de 1a recta nwn.drica, en este rayo se 1ocal.izan segmentos de i-­

c¡uo.1 medidft a la que representa a los nWneros 1 y · a- . Luego por 

el punto 6- de la recta. y e1 punto 1 del rayo trazamos un se~n­
to "Ac, por dlt.irno tra:amos un segmento BD paralelo a AC que pase 

por el punto a- en e1 rayo y el punto donde corta a la recta es el 

b\dcado. 
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La justificación da por medio de semejanza entre los tri~ 

gulos AOC y BOD, esto es: 

como ~~ "" 
on 
5A 

entonces OD ""' OC • ~ 
y al sustituir las igualdades OA a 1, OB - a-. y OC • 6-
se obtiene que oo ..,. a · e ¡;.a: 
En resumen: 

[
La recta es un model.o que permite representar 

a los nilmeros racional.es y sus operaciones. . 

5 3. Representaci6n de J.os racionales en foxma de cima~ 

otro modelo para representar al namero consiste en proponer 

una colección de s:C:mbolos con los qua ae realizan l.os procesos de 

contar y medir,,~de forma tal que se tenga posibilidad de contar en 

forma inagotable, así como alcanzar ol grado de aprox.imacidn o·pr!. 

cisi6n en la medición que las necesidades, tantO prácticas como 

teóricas lo exijan 

· De esta ruanera, se han elaborado, oeqiln el grado de desarro­
llo, diversos aiotemas de símbolos que' v~ desde simples muescas 

en 4rboles, huesos, etc., a si.stemas de numeraci.6n da complejos 

que han sido producidos por diversas cultu=~s1 a~ondo ejemplo de -
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6atas los sistemas de numeraci6n Babilonio, Egipcio, Griego, Roma­
no, Chino, Maya, I.ndd y Ar4bigo. Este <iltíroo ha ·sido el punto de 
partida para construir el sistema que actualmente usamos, esto es, 
el S'I.STEMA POSICIONAL DE BASE DIEZ, en el cual sus s:Cmbolos o d:Cg!_ 
tos son: O, 1, 2, 3, 4, s, 6, 7, 9, 9 y que con el auxilio de la 
idea de.posici6n y el punto decimal logramos resolver los proble­
mas que aborda el contar y roedir. 

As! el proceso de contar que tiene come baso la idea de un s~ 
cesar, que est.1. plasmada en los nCuncros naturales, se si.Jnboliza e~ 

sigue: 
;· 

i). o, Sc(O) = 1, Sc(l) = 2, ••• Sc(8} = 9 

:U). Sc(9) = 10. 

A partir de este nllmero se utiliza rnás de un·d!gito para 
su represen ~ci6n. 

iii). Si bes un número con n cifra~- = a1a2 •• ·.an Se(b) si?. 

escribe inspeccionando .. ... ..... w.m.a cifra (de izquierda a d!_ 
rocha} y compar<t .. .::_,,.<;!. con 9, de tal forma que si es menor 
Se (b) se escribe sin inodificar la.s n-1 cifras anteriores 
y en el lUgar último se escribe Sc(an) 1 en el caso ~ue 
la dltima cifra sea igual a 9, se escr~be en lugar do las 

pri.meras n-1 cifras el na.mero Sc(a1a:t•··ªn-i) y en e1 d~ 
tJ.mo lugar se coloca el o. 
Es decir, si b a aia:t•••ªn-lªn 

si 

si 

a <9 n. 

De esta manera con diez s!mbolos podemos representar a~, por 
otro l.ado, a P.artir de la posición que se considera siempre en 1a 

escritura de un nihnero, se simplifican los procedimientos aritm4t!_ 
cos, esto es, para realizar los algoritmos de la suma, reata, mul­
t1pl1eaci6n y división es importante considerar cada símbolo con 
respecto a esta caracter!stica. 

-7-, 

En cuanto al medir, se puede hacer corresponder los segmentos 
de la forma 1j 0 con los símbolos qua tenemos adicionando un ªÍllll>2. 
los el punto decimal·(·. > •. Eatableciendose la siguiente correspo~ 
dencia: 

fo --0.11 f0 1 -0.011 
1 
ron-o.~ 

n lugares 

f 0 ., -0.001; 

de esta manera la escritura decimal permite expresar la medici6n · 
con.1a exactitud que ne requiera. 

La.utilidad que ha presentado este modelo lo mostraremos pre­
·sentando algunos usos que se hacen do este. 

1) Se han encontrado vestigios de ·1a cultura del hombre de 
Yuanmen hace aproximadamente 2 000 000 año~. 

2) Ei pl.esiosaurio vivi6 en el jurásico inferior alrededor de 
180 000 000 de añosa 

J) La edad 9col6gica de nuestro p1aneta se calcul.a en 
4 500 000 000 de años. 

4) La deuda externa de Máxico en 1983 es 
85 000 000 000 de dolares. 

5) La vida media del. Torio es de 14 000 000 000 años. 

6) El. ntlmero de átomos en un á tomo-c¡ramo de cual.quier elemen­
to es una constante, ll.a.U'lada el namero de Avogadro y el 
cual es No ... 602 296 000 000 000 000 000 000 

7) El. diametro de la Vía Lactea es de 100 000 años Luz, que 
expresada en Kil.ómetros es 932 120 000 000 000 000 Km. a­

proximádamen te. 

8) El Físico finlandos Lounanmea a iogrado producir en el. la­
boratorio la tcmperatur~ ta9K • 0.000 000 005 K. 

9) La masa do Wl eloctr6n es aproximadamente. fa1•.~· igual a 

-8-



o .. ooo ººº 000 ººº ooc ººº ººº ººº 000 9. 9· 

10) La dcfin.ic.16n de l.a un.idad de medida Metro en 1960 es ••• 

1 650 763.73 longitudes de onda de la luz emit.ida por un ~ 

adtopo do Kript(5n (Krª 5
) en el. vacio1 actual.mente se defi-· 

ne como l.a distancia que recorre una onda el.ectromagnética 
en el vacio durante 2 999 }92 458 

segundos. 

En general., todo ntlmero racional se puede representar con la 
escritura dcci.mal, la cual consiste en una simple divis.16n, .. dondc 

el nwnera'1jr es el dividendo y el denominador el divisor¡ as!, el. 
cociente, resultado de la división es el nllinero decimal represen­
tante .. 

Veamos los s.iguientes ejempl.os: 

a) Al. racional i 1e hacemos correspondur el 0.75 ya quo~ 
0.75 

4 f3Q:-
20 

o 

(Observe que cuando el. residuo es cero 

decimos que i ti.ene una escritura d~ 
cimal. exacta) 

b) A1 racional ~ l.e corresponde el. l. 7142857142657 ..... 
o bien 1.714285 ya que: 

1. 7142857 ••• 

7 /1 2 
so 

10 (A l.os nt1meros que se repitan se l.es 

30 l.l.ama periodo, y trazando un segme!!_ 
20 to sobre ell.os indicamos que ese n!!_ 

60 mero se repite en fo~ inf.inita.En 

40 estos casos se dice que tiene una 

SO escr1.tura decimal. infinita y per16-

! di.ca) 

e) Al. rae.tonal * le correspondo el. 1.13. Se vorifica rea­
. 11.zando la divis16n. 
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En los añt'eriores ejemplos, se pueden observar l.ns propieda-.·: 
des que c·ümpiCñ -ai. .efectuar las divisiones, a saber: 

a) El. residuo es menor qu~ el divisor. 

b) En caso que el. residuo no sea cero, los residuos se rePi­

ten en forma infinita y en el mismo orden. 

Por l.o. ·cual: 

rr 
Todo nllmcro racional tiene una representación 

decimal, sea esta exacta o periódica. 

5 4. Lon nt1meros i.rracional.es. 

La ªrecta nWl.ll;rica.'" ".:J' l.~ "escritura decimal.", son dos model.os 

:Para los ntlmeros rae.tonal.es; sin e:ñhargo, er. cada uno .. -0.e el.l.os e.:.· 
ixisten objetos que no representan a ningun racional., vea.moslo con 
más deteñ.i.miento: 

·En el. modelo de la recta. 

Conocemos que en la recta, para l.ocal.izar un punto ~e repre­

sente a un nCimero racional ~ , se suma m veces un segmento de l.O!!, 

91.tud o; 1 todos los puntos que se local.i.zan de este modo Y qua 

representan a los números racional.ea se l.es ll.ama CONMENSURABLES -

-se pueden medir- más ¿todo punto en la recta es conmansurable?, 

do otra manera, dado un punto cualquiera P en l.a recta, Les pos~­
bl.o dividir el segmento 01 en n partes iguales Y sumando m veces 

el. seqmcnto 'º¡f de tal. forma. que el. resul.t.ndo ~ea el. punto P?. 
La respuesta es negativa, esto es, existen puntos en la recta que 

no se pueden local.izar con el. modelo descrito .. Por ejemplo, el n4-

rnero ff es un nt!mero incorunensur\lbl.e -no conmensurabl.e-. Demostr!. 

mos esta afirmaci6n: 

Mostremos primero l.a existenc.ia en l.a recta numéric' de un -

segmento de long:Ltud 0/2 • 
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Construyamos sobre la recta un triángulo roc~ngulo CAD cuyos 
catetos tengan como longi.tud al aeqrnento unitario 01. 

Apl:lcando el Teorema de Pittigoras se tiene que la hipotenusa 
OB t:l,ne como longitud la medida 12 (x = ~ .,,. fi>. 

En seguida demostremos que r'2 no es un ntlmero racional, empleare­
mos para ello, el m~todo llamado de reducci6n al absurdo, esto es, 
p<1rti.1'. de: algo falso y llegar a que una afi.rmaci.6n y su negaci6n 
son verdade~as, sea pues la demostraci6n. 

1) Supongamos que ff es racional, luego 

2) Exi.sten a y b ntlmeros natural.es sin divisores comunes 
tales que 

ff - s 
3)De (2) se ti.ene que a y b no pueden ser pares los dos. 
4) Elevando al cuadrado la igual.dad en (2) t.enemo• que 

2 - s~ 
se ti.ene 5) Despejando a 2 

a 2 ... 2b 2 

6) a es par 

7) De (3) Y (6) se concluye que b os impar 
8) De (6), a se puede expresar corno 

a• 2k 
para alqun ndmero natural k 

9) sustituyendo en (5) el valor asignado á ~ en (8) tenemos 
(2k)~ a 4k2 • 2b2 

10) Simplificando 

2k2. .,. b 2 

··11-

11) b' es par 
12) b es par 
13) El que (7) 

bido a que 

y" (Í2) 

(1) 

sean verdaderos se ha logrado ob~nor d~ 
falso,. 

12 no es ntlmcro racional. 

•En el modelo de la:escri.tura decimal. 
Todo ntlmaro racional tiene una representación decirnal "exac­

ta• o decimal infinita y periódica; pero la escritura nos permite 

formar •expresiones" que no presentan las anteriores caracter!sti­
cas, por ejemplo: 

736.101101110111101111101111110 •••• 
-127.1121231234123451234561234567 ••• 

-1432 .1131351357135791357911135791113 ••• 

números en lo::; cuales su expresión decimal es infinita y no peri6-

~'· motivo por lo cual no representan a algun nt1mero racional.. 
En resumen: Los dos modelos nos muestran "ciertos• objetos 

que no representan números racionales. Lo cual nos presenta dos p~ 
si.bles soluciones: 

A) No existen ndmeros que asignemos a todo elemento de 
nuestro modelo. 

B) Todos los objetos de los modelos, representan a n11mo­
ros. 

La primera soluci.6n no permite avanzar1 ni.oga los resu1tados 

que surgen del desa~rollo de los conceptos*1 la segunda opc~6n pe~ 
mi.te continuar desarrollando los problemas qu~ se plantean en la 
pr4ctica cient!fica. 

*Aunque an 1011 griegos t.engn un origen filoa6fico, ea al mi•mo pr~ble&a. Por J.a 
cual. loe gdcgos aig~ieron un de.aarrollo exclusivo hacia l.a gcometda y la teo­
r!a. de números, a pesar de hab•rla trat.ado, el. altodo usado, a craver. de 1t..ema-
janza" no penú.t.i6 su desarrollo. • 
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Por el ca.mi.no de esta dltima opción se tiene que eso~ objetos 
que no tienen.una represen~ción en los modelos, 1cs llnmarnos irr~ 
.cionales, así, los ndmcros que representan a c~tos modelos es la 
un.i6n d8 dos conjuntos: loa raciona1es y los irracionales. 

A_ los irrac:!.onalcs, pertenecen aquel.los n11mcros cuya escritu­
:ra d.ec:tmal ca i.nfinita y no periodica - Cn el ·mode-lo decimal-; 
as! como los ndmeros que representan segmentos i~conrncnsurablcs -

-en el. modelo de la recta-,por ejemplo los nWncros de la forma lñ" don 
de n no es un nl'.Imcro cuadrado perfecto o tambicn l.os nt:ímcros 1f, ~ 
e, r1•J.e es A'..a base d·~ los logaritmos ncpcri.:1.nos, cte. 

li 5 • El métódo Axiorn.itico y Los Reales. 

Una caracter!stica de1 conocimiento científico, es e1 que lo­
gra estructurar de modo si~tcmático ciertas proposiciones de mane­
ra que se puedan advertir sus "rela~ioncs". Pero una teor!a matern.á 
t..1.ca (cienUfica) no tan sol.o y si.tnPlemente es un lis Qdo de prop;; 
aiciones, sino que este ordenam.icntó debe dar el mayor grado posi: 
b1e de claridad y certeza. Desde esta 6ptica, sera conveniente te­
ner un procedim.Lento que permita acla.rar el. significado de cada ex• 

preei6n q~e aparezca en la teor!a considerada y justificar cada u: 
DA de sus afi~ciones. Debe reconocerse que este procedimiento es 
tan solo un ideal inal.canzable, pues cuando se trata de explicar 
e1 significado de una proposición, hay que emplear neceslíriamente 
otras expresiones, sin caer en c!rcul.os viciosos; se debe recurrir 
a su vez a otras expresiones y asi sucesivamente. Tonemos pues, un 
proceso que nunca se acabaría. 

En sustitución de este procedimiento ideal. irrealizable se -
han 1~qrado principios &obre l.a construcción do discipl.inas matcm!. 
ticas .. 

En e1 inicio de construcción de determinada disciplina ma.tem.i 
tica,. ee identifica ante todo un "pequeño"' 9.t"Upo üe expresiones 
que nos parezcan comprensibl.es "sin mayor probletnll", a este grupo 
les 1lamare.mos T2RM:CNOS PIUMXTIVOS o NO OEFXNIDOS y los aceptamos 

Y empleamos sin ac1arar o explicar su significado. Adem~s adopta-­
mos e1 principio de UTILI Zl\R UNICAMEUTE EXPRESIONES CUYO SIGNIFX,:­

CADO HAYA s:roo DETERMXÑAOO PREVIAMENTE CON AYUDA DE LOS TERMINOS 

PRIMITIVOS O CON AYUD~ DE EXPRESIONES QUE YA SE HAN DETERMINADO. 

U.. preposición que de este modo define el significado de un tármi­
no de la teoría es l.l.runada DEFINICION, y la expresión cuyo signif!, 
cado es as! determinado, se dice que es un TERMINO DEFINIDO. 

En seguida y a.iSl.ogam.cnte al procedimiento anterior, cons~de­
ramos l.as afirmaciones de 1a disciplina considerada y elegimos 
•1as que nos parcscan rn:is evidentes" como afirmaciones primitivas: 
AXIOMAS O POSTULADOS, las cuales aceptamos como verdaderas sin es­
tab1ecer su val.idez. 

'l'oda afirmaci6n será aceptada como verdadera -que no sea axi~ 
ma- s6l.o ·si. hemos podido establ.ccer su validez usando O.nicamente 
ax~omas, definiciones y aquel.1~~ ~firm~ciones cuya validez a sido 
es!:ablecida previamente. Esta::; afirmaciones, establecidas en esta 
manera son afirmaciones demostrabl.e::; 6 TEORE.Mo~~ y el procedimiento 
mediante e:L cual se establ.ecc su val.idez se llama DEMOSTRAC:ION. E!. 
te m~todo se caracteriza por aceptar inicial.mente como verdadei:-o 
l.o menos que se pueda y obtener y deducir lo más que se pueda. 

A continuacidn aplicaremos este m~todo parn estudiar al sist~ 
ma de l.os ntl.meros reales ( ::R ) , y como prerequisi to considerarEttoQs 
que se conocen cl.etnentos de l.a Tc.or!a. de Conjuntos. y en particu­
lar lo que es una operaci.6n binaria~* 

El. estudio ax.iotn.itico, lo dividimos en tres tipos de propied~ 

des que l.l3maremos Algebraicas, de Orden y final.mente de COmpletez •.. 

1
"'La definici6n de Operación Binaria es: Sea 1!' un conjunto no vacío. Se. dice que 
una Oporoci6n Binaria 0 en F • es una funci6n con dom.inio l' x F y contradominio 
? • En 1uzar de usar 1a notaci.6n 9(.o.,b) pera denotar la imagen del elemento -
(a,b) de F Y, ca costwtOre usar la notoci6n a9b. Así en e.1 caso de la suma y 
multiplicoci6n en l\ •• acos t.u:mbra decir a + b y a • b an ves da +(a,b) y •(a,li) 

-14-



... En el conjunto do los ndmeros .reales se consideran definidas 

doa operac~ones binarias, que se denotan por + y • (ca decir, 

si a, b c:R entonces a + b c:R y a • b c:Jt) , llama.das adiCi6n y 

mult:l.plicaci.6n respectivamente. Estas operaciones satisfacen l.a s!_ 

guiente lista de axiomas conocidas como: propiedades al.gebraicas 
de E o do 41 Campo de los nameros reales. 

A 1 .- Si a, b cJR entonces a + b = b + a (Propiedad 

; muta ti va) 

A2.- Si a,b,c·c:n entonces a+ (b + c)= (a+ b) + c 

(Propiedad asociativa) 

As.- Existe en JR un elemento denotado por O tal. que pa-

:r01 todo a cP.. , - + O - a 

Al. el.emento r #~ro) -se le 1.lru:na idéntico o neutro 
aditivo 

A,..- Par;o ... odo el.e.mento a cJR, exi.ste -a c:R tal que 

a + (-a) a o (Al. elemento -a ~e le llama 
~nverso aditivo del elemento a). 

As.- Si a,b c::lt, entonces ~ • b • b •a (Propiedad conmu­

tativa) 

Aa .- Si a,b,c e~ entonces . a • (b •e) .,. (a • b) •e 

(Propiedad asociativa) 
A7 .- Existe en :R uñ. elemento denotado por 1 tal que 

Para todo a cE, a • 1 y 1 ¡& O . 

Al. elemento 1 (uno) se le l.lama idéntico o neutro mu!, 
t.ipli.cativo. 

A•. - Para todo a cE, con e 'f'. O existe un el.emen to 
a-1 - !. que pertenece a E. tal que a • a-l. - 1 
A1 el.e:en·to a-1 se le llama el. 1.nverso mul.tipl.icat1.-.. 
vo de· a. 

A,.- Si. a,b,c cE. entonces a• (b + e) - (a• b) ·+ (a• c) 

(Propiedad distr1.butiva dal producto con respecto 

a la suma). 

-1s-i 

Estas propiedades son ya. familia.roo para el lector. Obtendre- · 

.mos. ~hora alqunas ~~n~ccuencias importantes, util.izadas par4 ei.m-

. pli.f:l.car'expresioncs al.gebraicao, 1as cuales ya ampliamente e~ 
nacidas. · 

Demostraremos primero qu~ los ol.ementos O y l. enunciados en 
los axiomas A1 y A1 son dnicos en~; lo cual se ostabl.eco en el. 
sigui.ente 

(a) 51. para todo a cJR existe z clR tal que 

z + a = a 
entonces z = O 

(b) Si para todo b e~, b ¡l. O ex is te w CE tal 
que w•b•b 

entonces w - ·1. 

De.mcstraci6n: 

(a) Si z + a = a , entonces 'swnando -a en ambos miembros 

de la i.qualdad y usando l.as propiedades .~~ 1 A,.',~Y Ai 
obtendremos: 
(z + a) + (-a) a + (-a) 

z + (a + (-a)) ""' a + (-a) Az 

z + o - o 
z - o 

(b) Para esta parte se ut:l.11.za un procedimiento sim.il.ar, 

el cual. se deja como ejerc:ic:l.o. Notese que se usa la 
hip6tes1.s que b r o. 

NOTA; Para fines prácticos de aqu:l. en adelanto escribimos a - b 

en l.u~~ de a ; (-b) 1 ah en lugar de a • b y 6- en lugar 
___ d_ª_ª_b_ 6 a • 6' • 

En ~ las ecuaciones a + x - b y ax • b si n 'f'. O, adm:l.ten a~ 
lucidn t1nica, que establecemos en el si.qui.ente 
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·.~!l'EOREMA 1.2 (a) 
. (b) 

(e) 

(d) 

Si. a.,b c:R y a + b - .o entonces b • -A 

Si. a;b cE, ·a 1'_·o y ab • ~ entonces b 

Si. a + x • b ·ontoncoa x • b - a 

Si. a 1' O y ax • b entonces x • ~ 

bemostraci6n: 

Es sencilla y se deja como cjcrci.ci.o. Recomendando se ha­
ga en el orden estableci.do, de tal forma qub en cada paso 
o afi.rmaci6n se mencione el axioma o resultado que ya se 
hJYª demostrado. 

La si.guiente afi.rmaci6n es con respecto a propiedades que fr~ 
cuentemente aparecen en resultados aritméticos, los cuales nos pa­
recen demas~ados obvi.os, m4.s·estos resultados pueden comprobarse 

·con nuestros ax1.omas. 

[

TEOllEMA 1.3 S:i 

(a) 

(b) 

. (el 

(d) 

(e) 

Demos tracidn: 

a,b e~, entonces 
a• o = o 

-a - (-l)a 

-(a+ b) .. -a - b 

-(-a) - a 

(-1) (-1) - 1 

a) Sabemos que .a • 1 a a (A 7 ), de esta modo y usando A, y 
A 1 tenemos qu\\ 

a .¡. (a •O) - (a•1l .¡. (a•O) 

• a(l. +·O) 

• a(1) 

- a ":<:;-' 
y ·como ·a + a•o -

que. ~:o • O 
a haci.endo uso del T.1.1 (a) ··~~~i~~-:._:.-. 

b) - a +"(-1¡á - (1)a .¡. (-1)a 

- (1 + (-llla 
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A7 
A,· 

.:: ... ., '!. 

., 

- º" A, 

- ·º T.l..3, (a) 

{a) ·tenemos que as! como • a+ (-l.)a •o 
(-1la.• -a 

por T.1.2, 

e) Por e1 i.nci.so (b) sabemos que 

-(a + b) = C-1) (a + b) por A, 

• (-l.) (a) + (-1) (b) de nuevo por (b) 

+ (-b) en .form.'.l. e qui. val.en te 
... -a - b • 

d) Sabemos que (-a) + a = O por A~ y A1 y por e1 
T.l..2 (a) se concl.uyc que 

-(-a) = a 

.e> Por el. i.nciso (b) sabeIQOs que 

(-1) (-1) -(-1) y por el. :inc:iso (d) -(-1) m 1 

por 10 tanto C-l.) (-1) o:= 1 

F~nalmente a1gunos resu1tados comp1ementariou que probaremos 
aparecen en e1 sigui.ente 

l
!l'EOREMA 1.4 (a) S:!. a c:fl, a r o, entonces a-1 r" O y 

(a-l.)-1. a. a 

(b) Si. a, b c:R, a • b .,. o entonces a1guna o ~ 

bas de las si.qui.entes afirmaciones ae ve­
rifi.cani a - 01 b • O 

(e) Si. a,b c:R entonces (-a) (-b) - ab 
(d) Si. a cE., a .,J.. o, entonces (-a) -l. • -(a -l.) 

o l.o que es l.o mi.srno -~ • - k 
Det!tos traci.6n i 

a) Como a" o, aa-1 
a 1.1 por el. T.1.3 (a), se ti.ene que 

a:..
1 1' 01 por otra parte por As~ se tiene que 

a-1a • l. y do1 T.1.2, (b) uo deduce (a-1 )-1. •a 

b) sea ab = o y .a " o, entonces existe a-1 c21. ta.1 que 
a-1 (ab) a a-1 0 
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(a-1 a)b • n-1 0 

lb - o 
b - o 

.Hnci.endo uso de un argumento si.mi.lar se prueba que si. 

b 1' O ento~ces a • O. 

e) "usamos e1 T.l..3; (b) y (e) 1 y la propi.edad conmutati.va 

y asoci.ati.va As y A1. se ti.ene por tanto 

(- a) (-b) = ( (-l) a) ( (-ll b) 

= (-1) (a ((-1) b)) A, 

= (-1) ((a (-1)) b) 

= (-1)(((-1) a) b) 

= ( (-l) l-1)) (ab) 

= l(ab) 

- ab 

A, 

A• 
A• 
Tl..31 (e) 

A• 

d) Sabemos que a 1' o, entonces -a ¡fr. O (¿por que?), 

to que aa-1. ... l. se si.gue de (e) de este tP­
(-a)(- (a-1)) - aa-1. =l. 

(-a) (-a)-l. = 1 A• ~~nte npl.i.cando 

el T.1.2, (b) se si.que cr•· 

-(a-1.) - I· 

NO'l'Aa De los Teoremas y l. .4 podemos ver que cual.qui.ora de 

de las exp..- . .,es -s 1 -S J ~ 1 a.=€ 1 - 6' repr.!_ 
sent _ Asmo ndmero real.• 

, .s 7 • Prop.1edades do orden ~? ~-

JJenios dado una pr1.mera l.i.sta de axiomas para el. conjunto JR, a 

loa que 11.amAl:D.os •p;rop.1edades al.gebraicas de '.R 1•. Aumcn taremos a e!. 

ta 1:!.sta otro axioma, que permi.te estudi.ar l.o que consi.deramos co-
mo •propi.eclades de Orden•. · 

Il
o 1 .- Exi.ate en :1\ Wl subconjunto no vaci.o, denotado por 

~+ y llamado el. conjunto do l.oo nameros reales pos~ 
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~ 
ti.vos que sati.sface l.a9 siguientes propi.edades: 

1) Si. a,b c'Jl.+ entonces a + b cE+ 

ii.) Si "a;b el\+ entonces ab c:a+ 

iii) Si a c:n entonces se cumple una y solo una do ~as 

oiguientes proposiciones• 

a c:R+ 1 a - O : -a c:R+ • 

Bnsandonos en el. anterior axioma, defi.nirnos un orden entre 

los n11meros reales que perm~te la comparac16n entre cua1quier par 

de el.ementos do ::R como sigue: 

DEF:INICION 1.2 Si a,b c:R y a - b cJR+, entonces decimos 

que "b es menor que a" o que •a es mayor 

que b" y escri.hi.mos b < a 6 a .> b respec-

tivamente. • 
Si a_ b elR+u~o}, decimos que ·~.es menor 
o i.gual que a"."o que •a es mayor o 1.gual· 

que b" y escribi.mos b " a 6 a ~ b res­
pectivamente 

Es :evidente que todo elemento de :R+ es mayo~ .q~e. cero Y. _vi.s­

~ever:a, todo elem~nto mayor que cero pertenece a Jl+, es deci.r 
~cE~a.-Oc:B 

Ademas qua los elementos menores. que cero, diremos que perte­

necen a.1 conjunto E- .. A esto conjunto le llamaremos el conjunto de 

nt1rneros reales negati.vos. 

Demostraremos cuatro teoremas que so derivan del orden que 

exi.ste en ~. lo cual nos pertniti.ra comprender tanto l.a forma de -

comparar algunos subconjuntos de ~, as~ como resolver des~gualda­

des. 

'*Bar.a propiedad ea llamada 'Iricotoa:d:a, que quiero decir dividido en tru ¡>ar -
tu¡ ya quo 1a condici&n (iii) divido a1 conjunto do loe ri_alea •n t"ru.aubCO.,!l 
junto• aj anee• ea toa aon; {O}, '1t y ll- • {a e JI. l -a E 'lt'} • . 
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~
TEOREMA 1.5 Sean o.,b,c & :n 

(a) Si a > b y b > e entonces a > e 

' (b) Se cumple una sola de las si.gui.entes afi.!,. 
maciones: 
a > b1 a m b; a < b 

(e) Si a "> b y a " b entonces a -. b .. 

Demostración: 
(a) Usando la Definici6n 1 .. 2, probar (a) significa que 

si a - b e n+ y b - e e R+ entonces a - e e :R.+ 

~ lo cual resulta de aplicar el axioma o 1 (1.), ya que 
(a - b) + (b - e) e: R+ y simplificando se tiene: 
a - e e: R+ 

(b) Por la propiedad de tricotom!a sabemos que b e E.+ 

6 a - b e :R+ 6 -(a - b) - b - a e R+ o sea: 

a > b 6 a • b 6 a < b 

(e) Si a # b, aplicando el inciso .~erior, una sola afi~ 
maci6n se cumple, es decir .... > b 6 a < b lo cual 

eontrad1.cc la hipótesi!"" por l.o tanto a • b • 

[
TEOREMA 1. G (a) Si a e Jh, 

(b) l > o 
a F O entonces a2. > O 

Demostración: 

(a) Si. a e :n:, 
e1 T.1.4 (e) 

aa: ss a 2 e :Jt+ ;en el celBo qua -a e R+ por 
tonemos que ª2. - ªª "" (-a) e-a) e 7t+ 

(b) Sabemos que 1 ~ O A1 , lue90 por el inciso anterior 
1 2 > 01 pero 1 2 

- 1, por lo tanto 1 > O -----NOTAz Puesto que cualquier ndmero natura1 n se puede expre-
sar como la suma 

n-1+1+ .... +1 
~ 

podemos afirmar que todo nt'.hnero natura1 es mayor que C!, 
ro. 
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1. 
! 

(a) Si a > b entonces a + e > b + e 
1bl Si a > b y e > d entonces a + e > b + a 
(el Si u >·b y c > O entonces ac >be 1

TEOREMA 1.7 So..n o..,b,c,d e :R 

(C') Si a > b y e < O entonces '. ac < be 

(d) Si a > O entonces ! > O 

(d') Si a < o entonces ª ~ < O 

Dl.:nO$traci6n: 

(a) Por hipótesis b e E.+ y como a - b {a+c) - (b+c) 

se deduce que a + e > b + c 

(b) Por hip6tcsis a - b, e - d e :R+ luego 

(a - b) + (e - d) = (a + e)·- (b + dl E: :R"!° esto 

a + e > b + d 

-(c) Por hi.p6tesi.s a - ~,e e :tt+,. luego (a - b)C C :n!' 8!. 
to es: ac - be e :R;;por lo tanto ac > be 

(e') Por hipótcsi.s a·- b & ~+, -e e :n+as3: (a. - b) (-e) .,­

-ac + be = be - uc e 'E.+ ·, por lo tanto ac < be • 

(d) Comparemos ~ con O; as! si . ~ ª O entonces 
·1 da•~• o. ¡Contradicci6nt, por lo tanto esta supo­

siciónª es falsa. Luego si~< O, como "a> O aplican­
do (e') 1 -·a·~· <a•O .,. o, esto es 1

1
< O, lo cual 

contradice el Tl.6 (b), por 1o tanto a> O. 
(d') como en el caso anterior, la demostraci6n se sigue 

de manera in.mediata. 

llTEOREMA 1.e ... sJ. nb > o entonces 
a<O y b<O 

Oemoatracidn; 

a > o b > O¡ 6 

SJ. ah > O entonces a r O y b ~ O (¿por. que?) • 

Si a >O entonces ~ > O y b • ( ~ ~) b • . ~(ah) > O 1 

. por Otl:O lado, si a < 0 entonces ¡" < O 1uego Si 

ab ~ O se cumple que ~(ah) < O, pero 

~(ah) • <k a)b • b, por lo tanto b < O 
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.. -~!.;-;_~~.ra nuestro estu.dio del Cálculo, las anteriores p.ropiodade.., 

t~~~a~ ~~ Campo y Orden- nos Perm:lten estudiar subconjuntos de F., 

;-:!.~~.~ª los abordaremos ~n las siguientes secciones que son: Valor 
- l\bsoluto, '.Intervalos, Distanci.a y Desigualdades. 

1 ª."; vaior Absoluto 

rEFINICION 1.3 Si a e E., el valor absoluto de a 

por !al y esta definido por: 

se denota 

; {ª si a ;, O 
lal= 

-a si a < O 

· ~ROP:tEDADES DEL VALOR ABSOLUTO. 

OREMA 1.9 Si a,b,c e :R. ·se cumple: 

.>Cal J-al = lal 
(b) '"' j = Jal )bl 
~..:) Si e > ~' entonces laJ <i e si y so1o si 

(d) 
(e) 

(f) 

Domostraci6n: 
(a) Si a ~ O, 

Si a < O, 

(b) Si a > o y 
Si a > O y 
Jabl - -(ab) 
a:Lm..ilares. 

-c .:s a" e 
-JaJ <i a <i JaJ 
Ja: bl <i fal + 

J lal - lbJ 1 <ila 

-a-$ o y J-al = 

lbl 

± bl 

-(-al 

(Desigualdad tr~an­

gul.ar) 

=a - Jal 
-a > o y J-aJ .., -a - JaJ 

b > O, ab > o luego labl - ab - !al lbJ 
b < O, ab < o lueqo 
• a(-bl - Jal lbl • Los demlf.s casos son 

(e) lal ~e, a~ e y -a~ c (¿por que?)J mu1tiplican­
d0 por (-1) la B4."'T'"da desf.gualda~ y aplicando el. 

\. 
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(d) 

T.1.7 (e'), se tiene que -e~ a y a~-º• es.decir. 

-e -IS a ~ · c; reciprocamento si a~ e y -a ~ e se 

tiene que· lll I ~ e • 

Si tozaaq'IOS 

tenemos -la 1 ~ 
fal ~ O y aplicamos ol i.nciso (e) ob­

a ~ lal 
(e) Segun e1 inciso (d) se tiene que -Jal ~ a ~ lal y 

-lbJ < b ~ fbl y ap1icando tll T.1.7 (e') se t.J.ene 

que -lbl ~ -b ~ Jbl de rn~nc~a que -Jbl ~ ±b ~ Jbl; 
esta expresi6n ai sumarse a 1a primera desigualdad 

t~rrnino a t6rmino se tiene que: 

-( !al + lbJ).~ a± b ~ la! + lbl , fina1mente apli­

cando el inciso (e) resulta: 

la ± b) <i Jal + lbJ 
.(f) E1 resultado anterior nos perm..1.te afirmar que; 

laJ - J (a - bl + bl .$ la - bl + lbJ , de donde 
lal - lbl <i la - b) ••• (*). En forma similar 

)b) = J (b - a) + aJ-$ lb;.. al + Jal = la - bJ + la.J 
-Jal + Jbl-$ Ja - bl y -cJal - lb)l .$ Ja - bJ •• (1) 

Las desigualdades (*) y (1) nos perm~ten afirmar 

que J JaJ - lb) J <i la - bJ La Obten-
ción de la des~qualdad con e1 signo + en el miembro 

de la derecha se deja' como ejercicio. 

1 9. Intervalos 

DEFl:NI:Cl'.ON 1.4 Sean a,b e :R, a < b. El conjunto 
{x e E 1 a ~ x < b} lo denOtamos por 
'la,b{ y 1o llamamos :INTERVALO AB:rERTO. 

A1 conjunto {x E ~ 1 a ~ x .$- b} l.o deno­

tamos por (a,b] y lo 1lamamos INTERVALO 
CERRADO. Los conjuntos {x E lR 1 a .$- X < b} 

- (a,b( y (x ":J< I a < X~ b) • )a,bJ , 
se llaman INTERVALOS SEMIAB:CERTOS O SEMIC!:. 

RRADOS. 
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De l.os 1.ntervalos seminbi.ertos, el. pr1.mero es cerrado por l.a 

·.1.Zqui.erda y abierto por 1a derecha J o1 segundo es abi.erto por ~a 

-.:l.zqui.erda y cerrado por l.a derecha~ 

Las representaci.ones qráfi.cas de estos i.nterval.os,. son l.as S'! 
gui.entes: 

Ja,b[ 

a ; b b 

[a,bl 

b b 

NOTA: En un abuso de notaci6n,.a l.os conjuntos 

]--,a[ • (x c:R 1 x <a} y Ja,•[= {x c:R 1 x >a} 1os 
l.l.amamos interval.os infin1.tos, y tauibien a l.os conjun­
tos )-•,a) a {x e :R 1 x.,; a} y [a,•[• {x e :R 1 x~al. 
A l.os primeros se l.es conoca como 1nterva1os abi.ertos y 

___ ..;;a;.....;;1;;;o.-.s segundos interval.os cerrados. 

5 10.. D:istanc:l.a 

Consideremos la ecuaci6n lx ~ SI • 1, de acuerdo con la def~ 
nicidn de val.ar absoluto exi.sten dos posib11i.dades: que x - 5 > ~ 

6 x - S < o, lo que no~ plantea dos ecuaci.onea, a saber: 

x - 5 • 7 6 -.(x - 5) • 1, al resolverla!J se obti.ena x ,.. 12 6 

X • -2. 

Observase que en l.a recta real. l.as dos soluc.iones di.stan 1 u­
nidades de 5. Si analizamos tal. expresi6n en forma general. tenemos: 

lx - al • b {b > O) 

y dado el. sign~ficado de val.ar abso1uto, hay dos poai.bil.i.dades, a 
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saber: x - o. • b 6 x - a • -b y reso1.viendo es-
tas ecuaci.onos se obtiene: x • a + b 6 x - a - b esto es, 
dos n<1meros que d.i.stafi ~na c~nti.dad b del. nt1mero a en 1a recta 

real. .. 

oe l.o antori.or podemos decir que l.a exprcsi6n 1 a - b I sirve 
para representar 1a distancia entre J.os n<irncros a y b • Asi. en 

exprcsioilcs tales co~: 1 x - e 1 < b 6 \ x - e I > b, con c '.t b 

constantes y b > o, l.as sol.uc±ones pa.ra x scran todos aquello ... 

nt.1meros cuya distancia a ces menor 6 mayor que b respectivamente. 

Así por ejemplo, la sol.uci6n al.a desigualdad 1 x - s¡ < 7 
son todos l.os ndmeros (puntos de la recta) cuya distancia a S sea 

Dlenor que 7: esto es, el. intervalo abierto ]-2,12(. Mostr'aremos 
1a val.ide~ de nuestra afirmaci6n resolviendo l.a desigualdad de a­

cuerdo a las propiedades ya vistas. 

Si lx - s¡ 
-7 < " - s 
-7 < X - s 
-2 < X y 

-2 < X < 12 

]-2,12[ 

< 7 
< 7 

y 

X < 

por T.1.9 (e:) 

o equivalentemente 
5 < 7 y por T .1. 7 (a) 

12 o l.o que es 1o mismo 
as! 1os n11meros x que cumplen con 1a des.1.­
qual.dad son aquellos que pertenecen a 

Al. conjunto {x &'.R 1 lx - el< b} ·•Je - b,c + b[ se le 
1.1a.ma VECINDAD CON CENTRO EN e y RADIO b. 

Puesto que en el. plano cartesiano xy la distancia entre dos 
punto.e (x1,yd y (xz,y 2 ) esta dada por l.a formul.a 

d - ltxz - xi) 2 + (yz - y1) 2 

y ap1icamos eota formul.a para obtener 1a distancia de cual.quier 

punto de la recta a1 or~gen, 1a formula so aplica para puntos de 
1a forma (0#0) y (a, O) quedando la formula como 

d - ,r.:T 
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· .. ,. t Por otra parto hemos es~blec.1.Qo .qua ,lp anteri.or, esta .expres!!_ 
do por la ecuaci.6n la - o) • !al , podemos concluir entonces qur. 

lo. I -: .¡;;;- • . 

1 11. Deait;Íualdades 

Expresiones de l.a forma g(x) < f(x): g(x} -=: f(x) en donde 
g(x) y f(x} son expresiones algebraicas en donde x juega el. pa­

pel de variabl.e, reciben el nombre de DESIGUALDADES. Resolver una 
desi9ualda'E3. si.gnifica dete~nar expl.!citamente (en la mayoría de 
l.os casos por medio de intcrval.os) el. conjunto de val.ores de x que 
hacen verda~era l.a desigual.dad, a tal conjunto se le l.lama CONJUN-

· 'l'O SOLUCION. 

Decimos que dos desigualdades son equíval.cntes si tienen 
exac~ente el. t:U.sm.o conjunto soluci.6n. 

Para resolver una des.1.qual.dad, el procedimiento consiste en 
realizar una cadena de desigualdades equivalentes, la dl.tirna de las 
cuales ti.ene soluc16n obvi.a. Para construir tal cadena de equi.vaJ.e!i 
cias, uti.l.i.zamos los resultados estudiados en las secci.ones anteri.~ 
res. 

EJEMPLOS: 

a) Reso1ver J.a desigualdad 4x + 8 > 2x - 6. Usando l.as pro­
piedades de las desic¡ualdades, se tiene: 

4x > 2x - l.4 

2x > -14 
X > -7 

por lo tanto el conjunto solución es ) -7,• ( 
puede representar 9e~~tr~ca.mente por: 

-7 o 
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el. cual se 

b) Resol.ver 2x+l.<.S r=-rx 
A1 tratar dc_eli.m.in4r el. denominador de l.a desigualdad, d!. 
ben mul.tiplicarse ambos miembros por 1 - 4x , paro esta 

e~rcsi6n puBde ser positiva o negativa, dependiendo ~el. 
val.ar de x: as!. pues, se deben de considerar dos casos: 
1 - 4x > o 6 l. - 4x < O (notese que se descarta el. caso 
1 - 4x = O ¿por que?} .. 

Primer caso: si l. - 4x ~ O 
significa que l > 4x y que } > x En esta caso, al 
resol.ver l.a ecuaci6n estamos considerando que elementos de 
) -=,¡. ( curnpl.en con la desi.gual.dad, as! que ~l. continuar 
résolviendo l.a desigual.dad se tiene: 

¡x - +a! < 5 1 mul. tiplicando por 1 - 4x 

2x + 1 < 5(1 - 4x) : distribuyendo 
2x + 1 < 5 - 20x ? GU.-:tando n nmbos miembros 

20x - 1 

mul.tipl.icando por h • 22x < 4 , 

X < ~2 , si.mpl.i.ficando 

X < Í1 , es decir x e 1-,í-i l 
·de modo que parte de la solucidn se obtiene de: 

· ]--. ¡.( n 1--. h[ - ]--. hl 
segundo caao: si l - 4x < o 

-4x < -1 y x > } esto es, cuando x 1:.] ¡.,• l 
y resol.vi.ende l.a ecuaci<Sn para J.os elementos de este .:1.nte:_. 

va lo tenemos' 

lx _ + 4~ < 5 1 mul.ti.pl.i.c:ando por 1 - 4x 

2x + l > S(l - 4x) 1 diatri.buyendo 
2x + l. > 5 - 20x 1 sumando 20x - l 
22x > 4 1 multi.pl.icando por ~2 
x > ~ J si.mplificando 
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ea de:.1~ . x e J ii. , -[ , donde el. conjunto aoluc.16n 

:Be_.obti~~,·.en ~ste CASO C~mO 1 i ,-[ n) i-1. ,-[ _ J ~,-[ 
Finalmente lo. soluci6n total. es: 

J--·i1luh.-[ 
Geom4tri.camente se representa como: 

e) Roaol.ver la des.igual.dad 
ó 2./11 i/1e 

· x 2 + 3x - 4 ' 1 

Completando el trinorni.o cuadradO perfecto se tiene: 

; X~ + Jx +· ¡. ~ 5 + i-
( X + ~ )',.: 3? 

J( X+.~)'.¡;.~ 
lx + ÍI:., íJf 

-/29 X + 3 . .<. ,,/'29 
~.;:: :r~ ~ 

-~- 3 É x.;:: ~ 
A.8! la soluci6n es: 

r-,129" _ 3 li9 _ 31 
l-Z- . ---r-'j 

. d) Resolver la desigualdad ·l 3 - 4x 1 < 1 Sx + 13 \ 

ScqGn el i.nci.so 

equi.valente a 
(c) del. T.1.9 1a anterior desigualdo.d 

-ISx + 131 < 3 - 4x < f5x + 131 es decir 
i) -ISx + 131 < 3 - 4x y ii) ;3 - 4x:< ISx + 13j 

ResC!lViendo (i) tenemosi 
ISx + 131 > 4x - 3 es dec.ir 

··.:.(sx + 
.-

Sx + 13 > 4x - 3 d 13) > 4x 3 
X> -16 6 -sx - 13 > 4x - 3 
X > -16 d -10 > 9x 
X> -16 d . -10 

> X :r 
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así, la so1uci6n de (i.) es )-16 ,-{U ]-, T[ '"" ~. · 
Resol.viendo (.1.1) tenernos: 

3 - 4x < Sx - 13 d 3 - 4x < -sx ~ 13 
-10 < 9X d X < -16 
-10 . 
-g- < X 6 X< -16 

de manera que l.a so1uci6n a (.11) es 

]=}'1- .-[u ]--,-16[ 
Debido a que la so1uci6n de 1a desigualdad inicial, co­

rresponde a l.os· valores que cumplen a l.a vez las cond.ici~ 

nes (1) y (i.i) , esto. es, l.a intersecci6n de sus sol.uci.o-

nes,. se obtiene l 1 [ ] r 
. :n n <]=µ..~[u ]-.,..,-16 > - ~.- u -~.-16 

el cua1 representado gráf:Lcamente nos queda como: 

-16 -10 o 
T 

~s propiedades (axiomas) que hemos vi.ato en secciones ante- -· 

r1.ores 1as cu.mp1e tanto el. conjW"l.to de l.os n\'!mei-os reales: :1\1 CO!":. 

ino el do uno de sus subconjuntOs, l.os rac1.ona1ea: Q. En esta sec-

. c1.6n enunc:Lrunos una prop:Ledad imts, . l.a COMPLETJ!:Z, l.a Cual. solo se 
cumple en :R. . .. 

4 

E1 ax:Lomo. de completez no resul.ta tan evide_nte, por lo cuo.1 
pr1.m.ero expondremos un ejempló que :Llustre su necesidad, as! como 
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:.~~~°:ª defi.nici.ones preVias que nos permitan cnWlci.arlo. 

Bagamos los siguientes razonamientos: 

i.) Sabemos que ff't Q y 1 < 12< 2 

ii.) En general., si. a,b e o e ... ª .i b e· Q y a < e < b 

Uil 

ivl 

La forma como se obtiene e en (ii) nos permite, al. repetir 
e1 procedimiento, obtener rn~s elementos entra a y b¡ 

( a. < ~ < e < ~ < b ) , de c:Jta manera podemos ob­
tener cualquier cantidad de elementos ordenados, entre a 

y~-
E1 proceso descrito en (ii) y (iii) lo podemos apli.car a 
1os nGmeros l. y 2 , y a su vez obtener elementos cada. -

vez más pr6ximos a J2, por ejempl.o: 

1 < /2 < 2 ~ = 1.5 
(1ª Aprox.) 1 < fl < 1.5 < 2 . ~ = 1.25 

(2ª Aprox .. ) l.< 1.25 < ff< l..S < 2 1 • 25 + 1 · 5 ""'l..375 

(14ª Aprox.) 1 < 1..,25 < l..375 <1.40625 <l..4140625 <1.41411.84 

<·:12 y a su vez 

6 < 1.4142453 < 1 .. 414306 < l..4145509<1.4150391<1.. 460156 < 

<l..4179669 <1.4l.79698 <l..421875 <1.4375 <l..5 <2 

Ademas de lograr una buena aproximaci.6n a ff tenemos l.aa s!_ 
guientes conc1uc~onesi 

A) El. proceso se puede real.izar debi.do a que Q es un conjun­
to DENSO, es deci.r, con respecto a la relaci6n • < • , d~ 

dos dos el.ementos a, b en Q, s~ a < b, exi.ste e tal. que 
a < e < b¡ esto es, entre cada p~r de racional.ea existe 
otro raci.onal.. 

B) Aun cuando exist.a. una infinidad de raciona1es muy proxi­
mos a .¡za (mayores o menores), no es posib1e localizar. 

por el procedimi.cnto a ./T 01. eua1 es W\ 1.rracional. 
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C} ./2y en qoneral, 1os irracionales, son elementoa que pue~ 
den representarse en nuestros modelos y que ei acepiarloo 

nos permiten.dar soluciones a una variedad amplia de pro-

blemas, asi. como tener un desarrollo teórico de nuestros 
concepteo. E~tas consideraciones nos llevan a establecer 

e1 axioma de coroplotez. 

OEFINICION 1..5 Sea AC ~. Decirnos que A es ~ 
inferi.ormentc si existe u en tal 
que u ~ x para todo x e A. Si.mi­

larmen te A es ~.superiormente 

si cxi.ste u e lR tal que X ~ u P!:, 
ra tod-.:> x e: A. Al n(lroero u se l.e 
11.arna Cota Inferior 6 Cota Superior 

de A segun sea el caso. 

EJEMPLOS: 

Si A e~ ~cotado superior e inferior­

rncnte, deci.tt.es simplemente que A es 

Acotado. 

1) E1 conj~to A .,. ] 12,-( es acotado inferi.ormente, pero 
no 1o es superiormente. Les elementos -2,· } , Y V2 son 

cotas inferiores de ~ 

2) El. con.junto l\..,. ]--,ff] es acotado superiormente, pero 

no lo es ~nferiormente. Loa e1cmentos 527, 1~4152~S3 y.,¡;:­
son cotas superiores de A. 

3) El conjunto ] 12; 2] es acotado, pero 1os conjuntos 

]ff.•[ Y ]-•,12) no :i.o son. 

]

DEFINI.. croN 1. 6 Decimos que un conjunto A e :R ti.ene 
un o1emento máximo o aimp1emente un 

máxi.mo, si ex:i.sto u e A tal que X ~ u 
para.todo x E A. An&109a.mnete, se di­
ce que A tiene un m.!ni.mo, s~ existe 
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l. 

V E A tal. quo V ~ X para. todo X e A 

Denotaremos al máximo y mínimo de A 
por máx A • u, mLnA .,. v respecti.va­

menta. 

EJEMPLO: 

1) El. conjunto A .., ] -9, 7] ti.ene un ~ximo: máxA "" 7, pero 

no tiene un m!.nimo. 

¡, Como ya hemos visto, un conjunto acotado inferior o superio!:. 

mente, tiei¡e una infinidad de cotas, inferiores o superiores; de 
manera que podemos dar l.a siguiente defínici6n. 

DEFI.NICION 1. 7 Si. A es acoto.do superiormente, el m:(n!_ 
me de1 conjUnto dO cotas superiores de 
A se l.e llmna Supremo de A, es decir, 
e1 supremo de A es la m.!ni.m.a cota sup=._ 

ri.or de A. 

Si. A es acotado inferiortnento, el. máx!, 

mo de1 conjunto de cotas J.nforJ.ores de 
. A, se 1e 1.1.ama I.nfimo de J\., C!l decir, 

e1 !nf:Lmo de.A es la m4xima cota i.nfe­
ri.or ~e A. 
A1 re~eri.rnoa al ~nf1.mo de A o al. su­

premo de A 1o hacemos u~&Uido la nota­
ci.6n :1.nf A 6 sup A, r.espect.ivamente. 

Deapuea 4e·var las def1.n:1c1ones de sup A e 1..nf A nos pregv.n­
t&mos si e1 conjunto de cota.a superi.orea s.iempre t.i.onen un m.!nimo 
y •:l. •1 conjunto de cote.a :1.nferiorea siempre tiene un m.4xilno. I.a · 

.. reasnieata afi.%m.zlt.1.va a estas pregunta• const..1tuy8 el dl.ti.mO axi.o­

ma .dado para el. conjunto ~. Zste axt.oma es 11.amado l?ROP::tEDAD DE 
· ·,,;.~~CXalPLETI!:z de :R. AGn ~uandO eJ. nombre no lo jusUri.quemoa par el -

' ·· enuncia.moa a cont.1nuaci.15n· e_l axioaa. 
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. ~c.1. 

EJEMPLO: 

TOdo aubc~njunto de E. acotado superiorm~nto t~enc 
un supremo y todo conjunto acotado i.nferi.ormonte 
ti.ene un• i.n fimo. 

1) El conjunto A• ]-1,9( no tiene m.ix1It'.o ni míni.mo¡ si.n 

embargo, el sup A - 9, i.nf A a -7. 
El conjunto B "" [ -7, 9] ti.ene máxi.mo y mínimo y en este 
caso max D ... sup B • 9 y mi.n B ,;,.· i.nf_B =-7. 

.... ,. --~--· ·--'!""." ""'""':.~~·-····•.'. -:---.~ 

.·. 
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FUNCIONES 

" La 1ey ea e1 ret1ejo 

de lo esencial. en e1 

movimiento del:. univei: 
so •• 

CUADZ3l'IOS PILOSOFI~OS 

V.I.Lenin. 

\ 
·l 
.1 

§1 I:ntroduccidn 

El concepto de Función es un medio matemático que coadyuva al 
estudio de la naturale~a, ya sea como forma de interprctaci6n de -
las rolacionco cuantitativas y formas cnpaciales del mundo real o 
como elemento que pc.rmite avanzar en la sisternatizaci6n de los pro-

píos conceptos ~~temáticos. 
En su formaci6n, el concepto dc"funci6n" es resultado no solo 

de las propiao contradicciones en las ideas matemáticas, sino que 

estas son reflejo de la problemática de la realidad la cual se abo~ 
da por medio de una práctica cient~fica bien determinada, con me-­
d~os materiales, rnatern~ticos y lingu!sticos espec!ficos. 

Si.bien de manera directa e1 concepto de •funcidn" es produc-· 
to da la práctica cient1fica, dado que 1a práctica cient!fica esta 

-subordina.da a 1.a pr.:S.Ctica por desarro1lar 1a. produccidn, se afirma 
que ol concepto ourge de 1a práctica. 

A manera de ejemplo veamos como en el desarrollo de los con"""':" 
c:eptos, en este caso ~ temperatura, aparece la necesidad del. con-­
cepto de funcidn y como esto contribuye a l..a comprensión del pri.me­

ro. 

El concepto TEMPERA'I'URA resul. ta como desarro.l1o de conceptos 
m4s simp.les como son el. calor y el frio en los cuerpo•, l.ca 
que su explicnci6n es cualitativa y parten da propiedades de 
atracción o repu1si6n, rasul.tando estas demasiado subjetivas. 
En diveruas actividades humanas se van a presentar estos con­
ceptos encontrandoae las pr1.meraa clasificaciones en la medi­
cina vrLega, donde ae estab1ece una COMPARAC:ION entre 1oa me­
dicamentos que son ca.pacas de modificar •1 calor del cuerpo 
del pacicnt:e, establ.ecien4ose una escala de 12 qrados con ba­
aa en l.a accidn t4rraica do las medic~nao. 

EL ESTUDIO DE LA PEPZNDBNCIA DEL VOLUMEN Y LA TIDIPEMTUJIA. 
De 4sta 4poca -gr~eva- es Derdn de A1e~andr!a (62-150 4.n.e.) 
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quien observa quo 41 aire so expande cuando se cal.ienta., EST~ 

'::BLECXENDOSE UNA DEPENDENCIA entre dos propiedades de los obj~ 
·,toe, esto es, que el. ~u.mento do vol.umen cvidcnc!a aumento de 
calor. Más esta propiedad es cualitativa. 

Posteriormente Ga11l.co Galilci (1564-1647 ) es quien al e~ 

tudiar l.as obras de ncr6n formula de nueva cuenta esta depen­
dencia, siendo el de los primeros en señalar la importancia 
de rca1izar mediciones precisas, de esta manera Galileo cons-

truye un instrumento, el TERMOS-

COPIO que muestra las modifica­
ciones del. volumen ·con c1 calen­
tamiento. Instrumento compuesto 

de un tubo con una bola en el e~ 
tremo en la cual. habia aire y en 
.al. ot=o li:!.dO c.bierto del tubo se 

situaba en un 1iquido. La col.um­
na del..l.!quido en el. tubo baja 
cuando el. aire se hace más ca-­
lienta o sube.cuando este se en­

fria. (fig. i). Sin embargo l.a -

al.tura de la col.wnna de agua .de­
pendía tan to do ~ tempera tura 
como de 1a prcsi6n atmosf,rica, 
el instrumento no permite medir 

la dependencia establecida entre volumen y temperatura al .in-

tervenir l.a presidn atmoof4rica. Por otro lado, este aparato 
solo perlRtte señal.ar el estado más o menos caliente del gas, 
esto ea, en forma comparativa .. 

Poateriormente, la academia fl.orentina del "Cimento" cona-

. ~--~ye un 1.natrumento que elimina la influencia de la preoidn 
at:nos~4rica y presenta una escala en l.a que se señalan laa 
temperaturas m&s altas y bajas conocidas.en Toscana, a dicho 
aparato Eruta 11.am.ara t'erm6metro y Uuyghens propondra 

·-37-

ne. 2. Ttr'"dmitiro dt 1,,, -· 
orJtToJ1j1otrtUl-J 

<x:JT0 p.mto de rcfere:nci.a mis C!i-­
licntc el de la ebu11iCi6n del. 
agua¡ mientras que Newt6n pro..: 

pondra el. más frio, ~1 de l.a · -
congelaci6n de esta. El poste­

rior desarrol.lo de esto innt~ 
mento por Farcnhcit, principal 
mente, permitira lograr mayor 

precisión en la medición al t.!:_ 

ner un~ referencia m<is estable 
y general. Este instrumento se 
consigue a partir de un par de 
conceptos compa~ativos (el m4s 

·frio, el. más caliente) que son la base para introducir un co~ 

capto cuantitativo. (fig. 2). 

l
La existencia de instrumentos que permita.n la w..edici6n 
de una propied.:!.d, en este caso el Term6metro, posi.bi.1~ 

tan describir el comportamiento de magnitudes en forma 

cuantitativa, esto ea, lograr exp11car la dependencia 

entre vol.umen de un gas y su temperatura. 

En l.a medida que se construyen instrumentos quo permitan 
la formul.nci6n de conceptos cuantitatLvos, rcqucr1.m0s concep­

tos y símbolos qua cxpl.iqucn estos fendmcnos y asi lograr la 
abstraccidn de los aspectos de la realidad que deseamos des­

cribir. 

Así, en l.a formaci6n do conceptos, inicialmente se atribu-·· 

~en propiedades de distinta naturaleza al· calor de el f::rio. De 

esta manera F. Bacon en 1620 caracteriza e1 calo~ como "un~ 
.v:l.miento dilatantc•, igualmente en 1658 Pi.otro Gasendi aeña1a 
que los atamos de frio eran agudos, •formas de t;etracdro" que 
.a1 penetrar en un cuerpo lo hacian más s6lido .. 

Posteriormente con la formulación de la 'l'eor!a '3el Cald- • 
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~;:;.:-:·.- so dará explicac:16n de como sera la combustión y oxída­

:ción por modio del desprendimiento de CALORICO: aU.stancia o 

: elemento do la naturaleza que no se puede ·descomponer en otra 

m.S.s si.mple. Un siglo dcapues, en 1773 Bousincsq define la te~ 

pera.tura como sigue: "So puede llamar temperatura absoluta de 

un volumen no muy grande de ctcr a la mitad do la fuerza viva 

que corresponde a la unidad de masa o a una cantidad propor­
cional a ella." 

M.li.s· estos conceptos se van a rechazar por otro9 m.'.'is adccua­

dos,/l.os requisitos que se exigen serán,' po~- una parte 1 con­

sistencia lógica que permita al concepto del.imitar al conjun 

to de objetos que se desea estudiar, y por otra, que pasen la -

prueba de la práctica .. Es el. casoi":dcl. cal.6rico que sern recha 
zado cuando se descubre que al tal.adrar los tubos de cañon e~ 
tos se cali.entan sin que tengan tal. liiUstanci.a o el ci:\so de 

que 1os taladros mellados se cnl1entan m.2S:s rapido que los que 

están afi.lados. 

De esta manera 5"e logran construir conceptos con l.os que 

se explican las propiedades do1 calor. ~s! los físicos, como 
reBu1tado del. estudio de1 flujo del calor, elaboran tal cant! 

dad da c9r.c~ptne q\·.e lo9ran construi.r una rama de la F!.sica: 

la naMOD:tNAMICA. En la cual se dbica el. concepto de TEMPERA­
'l:URA. 

La importancia de construir el.:.coneepto estriba en que 

hace objetivo e1 conocimiento de la Temperatura, el 

que se elabora dentro de una estructura linguistica •· 

con l.a cual, en cada proposición on la qua el co~cepto 
1:1.nqu!.ati.co part1.c1pa, logra reflejar el. t"e.n6meno as! 
como una doscr~pcidn que preoenta paao a paso deduc-­
c:l.onoa, conclucioncs y demostrac:l.ones. Esto es, oe ~!. 
ca l.a •Temperatura• dentro de:un d~scurso c1ent1fico -
que aupera al d:l.ecurao'.ei~~t.al. b&aado en argumentos 

1.ntui.tivoa e impxeoiaoa. 
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Final.mente, en la expl1caci6n de las propiedades del calor 
por medio de la TEMPERATURA, son de gran ayuda los con.ccptoo 

ma.tem.iticos, los·cuales posibilitan el. estudio de laG propie­

dades en fcrxf..a cuantitativa y en cste1 desarrol.l.andosc la pro­

pia rnatcmáticil ~ 

La inatcm.itica, por su parte, cuenta ya con desarrollos que 
~ornando como base el NUMERO, congíguiendo no solo avanzar en 
mediciones rnág precisas, sino que sobre cgtc concer~o const~ 

ye dos ramas impo~tantcs: la Aritm6tíca y el Al.gcbra, permi­
tíendol.e dar respuesta a problemas cada vez más complejos. 

Asi, en este marco, consigue abstraer propiedades de los ga-­

scs tales como el VOLUMEN y la TEMPERA.TURA, y coreparando un -

gran n<lrncro de mediciones de estos conceptos, intenta establ!_ 

cer la ley que explica la interdependencia do tales magnitu-­
deo variabl.es, que en fonna general diríamos que se presentan 

cuanc:Io au trata i!c c::plicar el. movimiento, el. cambio. Esto a­
parece reflejado en la matemática por medio de l.os conceptos 

que actualmente llamamos HAGN:ITUD V""tt.RIABLE y FUNCION. 

I 
El hacor conc.ientc esta extens_i6n del objeto de estudio 

de l.a matemática, determinó la transici6n a una nueva ~ 

tapa: la matemática de l.as magni.tudes variables. 

Vol.v~cndo al problema do la temperatura, al contar con in!. 
trumcntoti de medi.ci6n, precisados l.os conceptos de los cual.es 

ae desea establ.ecer su dcpcndenc1a, aparece el concepto de -
funci6n c:omo forma con la que ac puede establ.ecer dicha depe~ 

dencia. 

Si. bien la relacidn entre el vo1umcn y la t.c:mperatura no 

ea el dnico caso que 11.eva a concoptualia:ar a l.a func:16n, maa 
b~en es uno entre una gran var1edad de problema.a de magnitu-­

·dea variabl.es de l.a cual. finalmente ae logra abstraer esto 
concepto y presentarlo como actual.mente se conoce, sin eml::>ar­

go, ea posible seguir tal. desarrollo a traves de esta rel.a-­

ci.ón: 
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·~:~~:· ;. : i.) Los i.nstrwuentos permJ.ten reali.zar medi.ci.ones de di.ve;: 

·:. a~s aopectos de los gases, algunos qua podemos di.etiii9ui.r, 

-;~_.Por ejemplo, en el anál.i.oi.s del. Hidrógeno~ aparecen en l.a ai.­
:_.g:ui.ente tabla: 

Temperatura Volumen PresJ.6n 

30º 16 cm 3 6 at. 
27º 20 cm' 4 at. 
-26° 2i cm' 5 at. 

~ 
40° a cm' 3 at. 

i..i.) De las magni.tudes concretas se abstrae l.o que es una 

v.e.riable, esto es, cualqui.er cosa. qua puede tomar di.st.i.ntos 

valores nciméri.cos, y 1a si.mb01:tzarnos como: 
T, V, P, cte. 

i.i.~) Acto aec¡uido, de la J.nvesti.gaci.dn de las relaciones en 

tre las vari.abl.es se busca una ley de comport:.anüento que es~ 
ble sea el que una var.1.able dependa de la otra• .. En el caso -

de comparar 1as vari.ables V y T ma.nteni.endo p constante, to-­

manó.o medJ.cJ.ones de_~atae v~ri.abl.es, ne pueden representar en 

un par de columnasi: f~~· parejas de ndmeroa. Ea de gran 1n 

tere.s que el primer "e-.iemen~O de l.a ¡l4reja no se repita en l.a­

col.umna ... 

V IT 

i 20 

i.i 22 

1.is 23 

1.2 24 

. ::·~-~~a~.'"cet111no fu:ncilS'n" fu.e usado p:1-e~ por Lei.bni• en 1673 P.ra doao1;ar la d•~ 
:t;.~-~ una caa.d.c!ad rupaceo a ott~"· u. Antoo. ·· -

- -··'·-'-- -41-

iv) Posteriormente se establece la dependencia por medio de . 

·.ina regla de correspondencia, no cualquier rcgl.a·: sino. que es 

ta debe .asociar a cada. ndmero de la primer columna exactarncn: · 

.'"-i:.e el segundo n<1rncro de esta, en el caso que nos ocupa, l.a r.!. 

lacJ.dn aer!a.: 

T ICI 20 V 

v) Si describimos este compartarnicnto geomt!tricamente, .·­

realizamos lo que llamamo9 su gráfica, esto permite usar una 

herramienta mtis amplia, a la gráfica de V contra T cuando p 

es constante, se llama Is6bara. 

T 

As~ como en el caso de establ.ecer la dependencia entre 1as 
variables Volumen y Temperatura, en la práct:f.ca ci.entíf:f.ca 

surgen un si.O:~n'ttmero de problema~ qu~ 
0p1intean --ei encon~; l;· .. 

c;:orrespondenc:ta entre dos "vai:J.a.blcs, lo que se aborda. en'f~~..: -

ma sitn.1.lar. i.a ai.stematJ.zacJ.dn de tal expéri.eilcia po.s:f.b:ili.ta 

l.lcgar a expreaar do m.iinera máa do:fi.ni~ io que sera el con­

cepto de Funci6n, en este sentido nos re:fer:J.remos a el1a cosno 

un conjunto da parea ordene.dos (x,y) que presenta una correa­

pondenci.a genera1 de y :respecto A x, lo CWl~ se expresa bajo . 

el. modelo __ 1 y ... t. (x) f •. y cuya reprosentacJ.dn geom6tr.!, 

ca en el plano se llama la gráfi.ca do la funci6n. .-

ff.ara discutir func1ouaa o nlaci.ones ea.U• c.ant.:idade•, •i.o. enunciar formul..&s .. 
pec!ficae. •l., ~C:.-t.ico Leonh.a.rd Euler desarroUo l.a. inseuio•• idea da uaar .; 

... na letr& del. alfü9b) -como f- para de.nour una f~6n o relacUSn. Havard. An-
. ~ _ eoo, ctlcu1o y Geomatr!a A. v. i:. L.V. 19Gli • 
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Sera.posteri.o~nt-A,. en el ~ialo XIX .. cuando el concepto do 

!.unción•• se prebentc en 1a forma como ac;.;.udJ.rnente se conoce .. 

Siendo más abotracto y general, con 1o cual so ampl!a eu eef~ 
"ra de apl1caci6n, y al. mismo tiempo sirve para fundament.:lr t2 

da la matemática del movimiento que se ha constru1do, esto e~ 
el. C4l.culo Diferencial. e Integral. 

En las sigui.entes secc1ones estudiaremos de las funciones 

aspectos talea como la dcfinic16n actual de función, y la el~ 
e1fica~i6n de 1as funciones reales -llamadas ele.mentales- que 

sirven de base para el estudio del Cálculo. ,. 

S 2 Def.i.n1.c1.6n de fuuc1dn 

Pasaremos ahora a formal1.zar e.1 concepto de 1:unci6n, para. ~-­
llo ut~li.za.mos 1o que es u..~a .relaci~n~ &~bemos adverti.r.que sol.o 
tratareIIOs en ambos conceptos, con relac1ones y funciones establee~ 

das entre ndmeros reales, aunque la definic.i.6n de ambas puede hace::, 

se de manera general.. 

I DBFI.NI.CI.0~; Una relac16n Q. 
ci.o de :lt M :R. 

es todo subconjunto no va-

Denotaremos a l.As re1aciones con letras de 1a !orrna•..szl. ,»,@: 
.!l, ~ , .... , j- . Por otra parte, 1as relac:f.oncs que nos interesau 

son aquel1as que se definen med.i.ante expres:f.ones algebraicas, vea­

mos a1qunos ca~os en 1os s.i.guientea ejemplos: 

1.- Son rela.ci.onea: { (1, 2), (2, 6), (1, 7), (1, 1.5), (-2 .JJ. . }1 
{(1,1)' (2, 1/2). (3, 1/3)' (4,1/4).: •• } 

-Z.taa •oA conaci.da• como aayúac~ de1 t.ipo Script: .. -----·-- --------·~ 
'••";:caucby-d.Oiiñ&.UaiiC.ialiíenta una-tuñC:i.6ñ ~~ l.o hac.&mo• noaot.roo hoy. aun­
·:_~~J!r:ta~~· vago todavi.a." 1'. Bourbak.i. El.e:lllOnto• d• Uiatoria de J.aa Ka-:,~ .. ·~·..:.··,~ 
....:u.cu. p 272 -43- . ·'· 

; 1 

í 

• 2.- Son relaciones defini.das por cxpresionea algcbráicas: 

-4 - { (x,y) ·e :in' I y ~ 2) 

.(h· •· {(x,y) e ;,, 1 y' < xl 

Para 
1
:Rt • ~ x R como se rccorda.ra, tiene su repreoentaci.dn 

en el Plano cartes1ano, as~ la 'tlbicaci6n" de las parej~s ordenadas 

de Una relación en ose plano coordenado cartesiano le ll.amaremos 
•gr4fi.ca de· la rclaci6n• ª Asi continuando con l.os ejemplos tenemos: 

3.- Si ~ - { (x,y) y = 2x + l} su gráfica. es: 

' " 

4.-si .O- {(x,yJ 1 y~_ 1} su.gráfica es: 

'· 

. XnUoduci.remoa ahora dos conceptos que nos scran átilea para 
_-de~i.nir func16n. · -~·.· ... -:~·-~ ..... - ·.,,.._ ·:--

:.:J' . 
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~
DEFINiéION: Sea 3i' una relacJ.On en :n x :n 

a) Dado Xo e :R, se .llama IMAGEN DE xa bajo 3t' , 
31" Cxa) , al conjunto de todos 1os y tules :, 

que (xo ,y) e 31' 
b) Se llama DOMINIO de la rolae1.6n D.,.. , al 

conjunto de todos l.os x e E. para los cua-

1es :¡; (x) r $ 

~jemplos: 

S.- ,1. C: .. { (x,y) e :n:. y 2 + x 1 ~ 25} , se ti.ene que 

~e- 3) - [. -4,4] GIS) =(O) • ;:; (6) = + etc. 

y ~ • [-s,sJ -
6.- Si. :;" • ( (x,y) e :n2 I x .,¡ 3) entonces ;¡¡" (l) • 1f (0) • 

';Jí:3l=:n: :i<csi-1' .. Y D:li·J=-,3] 

Con 1os anter:1ores elct:ientos conceptuales, preci.saremos 91 
concepto de funci.6n en :n .. 

Sea AC::R, A 't' 4> 

Si. 3i' C ]!- x ~ es una relación. Decimos que 3t' 
ea una runci.6n ai. cumples 

a) Parn todo x .e A1 ':!f. (X) ·r Q 

b) Para· todo x e AJ '3f (x) -· {y} es un:Ltar.:l.o. 

Observac.:l.oneaa 1) L~s condi.cJ.ones dadas en la defi.n1ci.6n, pa-
ra que una rel.a~16n 
gui.entesz 

a) D31' •A 

l>l Si. (x,y) e 'f 

31' sea funci.6n son equivalentes a la• s!, 

A Cx,z) e ;t , entonces y • z. 

2) Comunmente se ai.Jzlbol.J.zan l.as funciones con 
letre.a !l!nl1acUla• ~,9, h, etc. y a 1a axpreai.CSn fe: A :ic ~ 
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por f: A- :R 

X t---- f (x) 

donde f(x~ ei.· ll.nico o1cmcnto aaociado~·con x. 

La oegunda relación de1 cjemp1o (1), ln primera relaci6n de1 

(2) y 1a expuesta en (3) son funcionc!l. Las restantes no lo son, ·. 

verunos porque: 

En la primera del. cjCr.'lpl.o (l.) se tiene que (1,2) y (1,7) son 

parcjaa de la rcl
0

aci6n, luego :.;u conjunto imagen del 1 es {2, 71 P.l. 

cual no es unitario; la scgund~ relación del ejemplo (2) presenta 

el. caso que ~ (-2) = 41 , y ademas j, ( l) = [ -1, 1} los cuales 

claramente no non unitarios1 En el. Cjcmplo (4), se tiene que para 

todo x en Jt, ~ (x) "" 1·-=,1 [ . Qued~ como ejercicio mostrar que 

las relaciones (5) y (G) no son funciones. 

como una funci6n asocia a cada elemento de su dominio uno y 

so1o un nllmero real, 
0

1.a gráf.ica U.e unu._ :;:c1.:ici.6n corresponde a la de 

una. funci6n, s1. la recta perpendi.cul.ar al. eje· de. las x que pasa 

por los puntos. del. domini.o corta a la gr~fica en uno y solo un pu°n­

to. 

Ejemplo: 
-;·) .- Sea 

fica es: 

:!i"::R-:R ,, 3i" -. ( (X' y) 1 y + X 2 = 2} • La 9r! 

como se puede observar ~ - E. 

y para cu.a1quier x e DJi al 
trazar una perpendicular quo 
pase por x, 1a recta corta. a 
1a gráfica.exactamente en un 

s punto, por lo que se puede a­

f1.n::lllr que la relac:16n J ea 

una funcj.dn. 

La expresidin y • f (x) ea un.a rdrmu1a con la cual a1 tomar un 

e1emento •a• del. domin1.o de l.a func.16n f, y subetitui.rlo por x en 

. ia· expre•idn, nos permite obtener la ;tmagon de •a•1 y• f(a) y por 
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eanto una parej11 (a, f (a)) de la funcJ.6n f. 

Eato no debe confundirnos y reducJ.r el concepto de funcJ.6n a 

1o que Usual.mente so lla..tna 1a regla d6 correspondencia, es decir, a 

y• f(X)J la raz6n es que la regla de correspondencia no establece 

el dominio do la funcidn -queda impreciso a que conjunto nOs rcfer!_ 

moa y la cxpresi6n f(x) presenta una infinidad de. equivalcncia9-. 

Ejemplos: 

a.- Si nos referimos a una función f y solo señalamos su 
gla de correspondencia f(x) =-~ ¡ afirmar que 

(5,f(S)), U·G,f(-6)} pertenece a la función no tiene sen­

tido. 

9.- Al referirse a una función y solo poner como lo principal 

su regla de correspondencia, sucede que f(x) Q Sx y 

g(x) - :_('!- ~ _·_2.) ~ : __ Cx - 2) ~ parecen ser funciones disti.n­

tas,. l.o cual es falso, puesto que esbn defin:lc!as por ex­

pres:lon_es al.gebraicas equivalentes. 

5 3 B:L dica:lnJ.o de una ~uncJ.6n • 

El establecer en fo.rma concreta cual es el. OOmin:lo en el que 

•• def:ine una función f, y obtener la 1Jnagen do un.elemento •a• del 

dcnú.nio de f1 ;,.on las dos primeras dif:lcultades qUe abordaremos. 

Aa1 tenemos ·que una func.i6n f dAda por la regla de correspon-

4enc1.a Y• f(x), el dom1.ni.o ae estal:ilece conv:in:iendo que la var~a­
b1e x ae restr:ingd 11.n:lcamenta aºva1orea tales que a1 subst~tu.1.r1os 

en.la expres16n f(x).6sta •ea un ndmero rea1. 

Al conaLderar por ejemplo la :r:egl.A de corresponclencia 
1 

Y - -x-=-1' , eata def:in:ir!a la funcidn r1 A-~ 
X ,__ f (ll) • x1:r 
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donde A • :n .- {l} ea el dominio de la ~uncidn. 

De la misma manera una funci.6n real con regla de correspondea_ 

c.1.a y • ~ ti~nc. como dom.1.nio a1 conjunto 

l --.-1[ u .J 1.~r. 

Tamo1én se deoo tener cuidado al calcular la imagen de un el!_ 

mento del dom.i.nio de la funci6n1 por ejemplo, en e1 caso de la fun­

c:16n real cuya regla de. correspondencia es y = ~ • no es 

equiva1ente a y ~ x - 2 , sino a y = \x - 21 

14 Fonc1.oncs oler:ienta.1cs • 

c~~if~carc..~os lan funcionoo reales, a la vez que haremos ~n­

~asis en sus gráficas, lo que nos permit.1.ra conocer en forma cual1.­
·· tativa el comportamiento de la funci.6n. As~ clsr:io daremos t.4en1.cas 

que noo permit.:1.ran un mejo~ trazado de las gráficas. 

4 .1.- Cráf'J.ea por medJ.o de tabu1aci.6n o •por pw:;itos•. 

El lector está ya famili.ar1.za.4o con date mdtod.o, e1 cual con­

•1.ate en •as1.qnar• valores del dominio de la func:1.6n,a la var1.a]:)le 
x, para encontrar aus 1má9ene~ correapond~entes tomando parejas or­
denadas d.e la f"orma (x, t! (x)) 1 proced.iendo de esta manera se acumula 

un n<!mero •aut!ic~ente'" de ollas, que representadas en el plano COO!:, 
denado no11 aJ.rven para •eabo:ar• la forma de la igr4fica de 1a fun•­

oidn. usemos el m4todo en e1 tra:ado do las s:lgu.ientes 9r~ficas. 

1.- Sea ft 1\ - :Ri x .......__ f(x) • J. propon9aino• valores 

para nuestra tabla: 
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J-f(x; 1-~ 1-~ 1-~ 1~1 ~ 1~1 ~ 1 
"t!on los cualea hacemos su gráfica: 

J 

__{!,}) 

1 

1 1 

1 

~ 1 

-· -· _, o J • • 
-- -

Ea ciaro que si en lugar de 3
1 
se hubie~ñ. ·puesto otro vaior cona 

tanta •e•, laa imágenes toma.ri~ -~~e ~alor. General.izando, a­

• 
~).C.)0 

la ~unci6n real cuya reg1a -
de ~orrespondcncia es f(x)-c, 
ae le 11.ama Funci6n Constan­

te, y su gr~fi.ca corresponde 

a. la de una 1!.nea recta par!. 
lela al eje de las x•s que 

-------+------~':( pa•a por el punto (0,,c), es 
decir, corta al oje de las 
y's en el punto c. (fi.9. 3) 

U9. 3 

2.- Sea L1 ~--Jt1 x~f(x) ax. 

Asignando valorea para x tenemos: 

, kc .. ; 1 :~ 1 :: 1:~:~1 : 1 ~ \ ~ l ~ 1 ! 1 
Su 9r4fica ea una recta que pasa por el origen y b!.secta 
1os cuadrante• :e y :cx:c. 

-4!.l-

'J. 

Esta funci6n se conoce como funci6n identidad. 

3.- Sea f: ~-lit; x~f(·x.) -.-x 
'I'abulando tenemos: 

lf(~~ 1-~ 'i-~ 1-~'i ~1-~1-~l-~ 1 
y su gr4:U.ca es una r~cta. qu~ p¡i~n por e1 or~9e!' y por 
el. 'II. y I.V cuadrante bi.sectándol.os. 

' 

Obaorvese en c1 ejen:p1o 2 -funci.dn 1.4ent1.dad- que s1. xa ~ xa 

entonces f(X1) < f(Xa), esto es,, que a inad14a ~· 1&a al:>Bci.aaa CX'!.' 

cenl,, la• ordenada• ta.mbion creceni por 1o qu• se dice que la ~un­
aj,dn •• creciente. Aa1 m.imno,, en el ejemp1o 3 · • tenemos 
qua •1. xi < xa entonces t.(x1} ,. %(J:a},· an nete caso 1a:9r&f1.ca 
da f cae conforme x crece y l.a funci.dn ae l.l.ama decrec1.enta. En fo:, 

ma prec1.sa so ti.e no: 
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I
DEFINI.CION: Sean f1 A-D una funcién y S un subCO,!l 

. junto de A, se dice quo 

1) t es crec1onte en S si para todo x 1 , x 2 

en s .. f(xd < f(xz) si.empre que x 1 < x 2 • 

11) f es decreciente en S sJ. para todo x 1 ,x 2 

en s,r(x1) > f(x2) siempre que x 1 < x 2 • 
111) f es constante en s si para todo x 1 , x 2 

en s,, f(xtl "" f(x2). 

La f~rma de las tres funciones anteriores corresponden a los 

casos m4u simples de las l.lamadas f
0

uncionos lineales. 

4.- Sea f: :n--:n ¡ x.--f(x) "'" x 2 

Tabulando tenemos que: 

con 1o cual un esbozo de su qrá~ica es 
ll 

Este tipo de gráfica es una par4bola con vJrt.ice en el origen. 

. !IU5taae que f es decreC:tente en J -, oJ y creciente en · ••• 
[o,•[ (vorif1quelo uaando propiedades de orden) • Ademas e1 m1.n.J.­

!!2, ~ que ~lca.nta r (x) es cuando x~O, puesto que a:i x,'O en.to!!. 
cea f~x). > o. E• claro que f! no alcanza un valor mtlxSlno en e1 4om! 
Ido •• 

' 

1 

s.- Sea f: :n-:n; x.,__r(x) - -xª 
S1 tabulamos, llegamos a que su gr4fica tiene la Si.qui.en­
te forma: .J 

En este caso tenemos que la parábola con v6rt1ce en el origen 
os, creci.ente en )-, o] , decreciente en ~O,• [ 1 zilcanza au v~ 
lor máxime> cuando x•D y no exi.ste un elemento •a• del dominio tal. 

que f'(a) ·sea un valor m.!nimo. 

6.- Sea f: 1\--n; x.........--!(%) • x 1 

Asignanado valores a x y obtcnJ.erido sus respect~vas :Lmlgenes 

tenemos: 

Asl la 

---

La func1dn ea c:reci.ent:.9 an todo su 4om.J.nlo.. e1 de l.oe ndmeroe 
·.rea.lea, y no eXiata un valor max1.mo o sdnimo de f en e•• d.ominio. 
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7 .. - Sea ft :1t---:1t1 x-:f(x) - -x• 

Si. so asignan valores, la qr~fica de f resulta como si.que: 
\ 1 

,. 

Esta funcidn es decreciente en ::R y además no existe un valor 
m4xJ.m:> o ~nimo de f en su dominio •• 

4 .. 2.- S!metr1a. txaal.acidn y est1.rami.ento. 

A parUr de lae anter.tores funciones construiremos una amplia 

variedad de funci.onea1 para elio, precisaremos criterios que nos si.~ 
van para tal efecto, como son la s1.ioetr.!a., la traslación y el eati.­
Z'aa!.ento. 

S~!.a. 

] 

So &snomina aim4tri.co de un punto Mi con relaci6n: . 

1) A UJlA. :recta AB. la ext.°:remida.d M 2 del. segmento obtenido t.r~ 
&a.m.4o desde K1 la perpendicular sobro l.a recta. y prolon-

. . gandola Con una longitud iguo.l.. . . .. 

2) A un punto o. 1a extrem.1dad M2 del segmento obtenido pro-

lonvanc!o MJ..O con una longitud igual. . 
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Simetría con respecto 

a una recta. 

Simetría con respecto 
a un punto. 

Esta propiedad geomátrica de las figuras, lo aplicaremos en 

el estudi_o de la gr4fiea de :func.1ones considerando tres ca.sos: 

!a) S:tmetr:ta con respecto al. eje de las y' s. 

b) Simctr3:a con respe.cto al oje de las x' s. 

C> Simctr~a con respecto ai or~gen. 

a) S.t.etr.!a respecto a1 oje y. 

Si considora.mos l.;i ra::::lll. pO!!iti.va de la g-r4f1ca de 1a par0,01a 
con regla de corrcspondenc~a y • x 2 , como se ,,observa. a parti:r de 
lae pa.rejas que pertenecen a esta rama. podemos local1.zaz: loS pun­

tos que corresponden a l.a parte o rama negativa de la qraf1.ca de ~. 

\ ' \ 
\ 

' \ 
'. 

\ 

\ 
\ 

\\ 

puesto que la imagen d.e x y -x 
es 1.a mism.'.l.. Es decJ.r. elca.entoa·· 
do1 dominio que son equ1.41atan-
tes. presentan 1.m49enes ~vuai.e.. 
:f(x)-x1•(-xl ª•ft-xl •. •1 efect:o 
qua ae produce •• 111&11.ar a1 de 

observar un ob~eto reflejado.en ,, 
'--------'a.j.-c.--------~ un objeto. Podelnoa deoiz: qUe da­

do (x,f(x)) ..- una rama 'da 1a 
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curva, el punto reflejado respecto al ajo y que ea l-x,f{x)} perte­
nece A la rama com.plemontaria de la gráfica. Esto hecho en general 
lo_llamaremos s:imotr~a respecto al eje de las y's. 

Cuando la gráfica de un.a funcidn tiene si.metría respecto al 
eje y, su trazado se facilita, pues bastara con graficar puntos que 
pertenecen a una rama de la .curva, ya sea la rama derecha 0 la rama 
izquierda. As! tehemos: 

Una funci6n es sim~trica con respecto al eje 
y, ai para todo a elemento del dominio de f 

se cumple que f(a) = f(-a). En este caso se 
die~. qut; __ la funcidn es _pa7. 

. ne 1oa casoºs ~P:»e•eritadoa; La&. 9Z:.~f.1.caa de (1), (4) y <5> son­
•imGtri.caa respecto al eje y, ea decir, son funciones parea. 

b) Simetr.1.a respecto al eje ?'-• 

Eate caso nos interesa al compararse 1a gr&fica de 4oa funcig, 
nea • A•i. ee d1.ce que: 

:· IDEF:XN_:rc:roHs Dadas doa ~unc:ton~a f y g, la,¡~r.!f.fi.cil di. 

·.. ' ~ ·do 9 ea a~tr.1ca respecto al eje x 111. 
· pa.ra eada elemento del dominJ.o de ~ (o 

de q) •e tJ.ene que 9 (al - -r (al 
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f y 9 son s:Lm~tricas respecto al eje x. 

Ejemplos de funciones sim~tricas son: 

1) Las funci.ones constantes f Y. g tales que f (.x) =e 
:U) Los casos (2) y (3) 1 (4) y (5), (6) y (7). 

e) S1.metría respecto a1 or:tqen. 

Y. q{x)a-c. 

¿Son aimátricas respecto aloje y los casos (2), (3), (6) y 
(7)?. La respuesta os NO, sin embargo, estas presentan un comporta­
miento que obliga a hablar de otro t:l.po de aünetr!a., la que es con 
respecto al ori9en de coordenadas • 

considere el ejemplo (7), la funci6n presénta cou:o regla de 
correspondencia f(x) w x 1 

1 ea claro que a:I. (a,a 1 ) ea elemento de ~ 

entonces tambien (-a,-a 1 ) os elemento de f. Esto indica que puntos 
de 1a 9r4f ica cuyas abscisa.a se encuent%an a la misma distancia ~1 
eje de las y's, les·corresponden ordenadas a la misma. distancia da~ 
eje de las x•s, en direcciones contra.rias1 esto es, puntea que son 
diametralmente opueatoo. 

61 consideramos la rama positiva de la gr4f1ca a1qu1.ente, e1 
complemento do e9ta se obti.ene real~aando un 9.iro de 1ao• de la ra­

con centro en el or.igen. A_eata propiedad de la ~igura ae le 11!. 
mA aimetr:!a reepeoto al or:l.gen y o1 cual prec.isamos: 
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~~-+--..,,t--~.--7-0j"<---<I--_.~~~-+-~~··~ 

\ 

' ' 
' ' ' ' 

i
DEFINICION: Se dice que 1a gráfica de una funcidn f es si~ 

; m~trica respecto al. origen, si f(a) ... -f(-a) 
para cada e1emento a del. dominio de f. En este 

caso se dice que f es una funci6n impar. 

Ejemplos de !WlC.1onaz 1.=poirc!l :en los casos (2) 1 (3) (6) 

Traa1ac.1.dn. 

a) TXaa1aci.6n vort.1.ca1. 

y 

Considere e1 caao (2)s f: ~-:n1 x-t:(x) ... x. ¿Que le 
sucede a 1a -qr&fica ai a 1a rag1a de correspondencia se l.e suma una 
constante e?, e•to ea, ¿como es 1A grtlfica de 9: R-Rr 

x .-..-tCx> • x + e?. Si consideramos 1os casos en que e • 3 y_;c-z. 
al. tabular para el priPler caso, se encuentra que l.as imágenes de g 
al. cos.parar1as con 1aa de l.a identi.dad se observa que estae. se in­
crementan en 3 y en el •egundo cano 110 decrementan en 2 uni.dados 1 -

de esta manera al graficar1as en el mismo plano cartesiano ae Uene: 
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En general., si la regla de correspondencia de una funci6n 
real es f(x) = x + c, su gr~fica so traza paralela a la identidad 
y desplazada del origen sobre el eje y e unidades; gráficamente ob­
tenemos: 

•fazn.i.lia da curvas que corresponden a. funciones real•• de 
la forma y .,. x + e• • 

De la. mi.sma forma, si anali.za.mos 1a qr4f1ca de las funcWnea 
reales cuya regla do correspondencia es q(x) ,.. x 1 + e, con o un.a -
constante Uaaa, ( como se hizo con f (x) • x 1 ) , obtendri.amoa quo: 9 

es decreciente en ] -•,o] , creciente en [O,•[ , su valor m!nJ.mo 
1o alcanza para x • O y es g(o) - CJ es si.métrica respecto al eje ... 
de las y' a y ¡¡u forma corresponde al de una par~bola con vd.rti.ce en 
(O,c). 

F1.nalmante, comparando l..al!I gráficas de r y 9,·-·tunci.onea rea- -

lee con regla ~e correspondencia f(x) • x• y g(x) • x• +e tene­

maa quu g so encuentra desplazada respecto de f, •~re el eje de 
lae y•111ir e ua.iclades quodando como sigue: 
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Geneializando tenemos: 

Sean f y 9 funciones reales tales que para t~ 

da XJ g(x) - f(x) + e entonces se dice: que 

las tjr4f~cas de f y q tJ.enen la misma forma y 

que la gráfica de q esta desplazada e unida-­

des respecto de la de f. 

b) °%'r&9lac1.t5n horizontal.. 

en comportamiento similar pode.moa encontrar a1 comparar las 
gr.d.fi.cas de funciones que tienen una misma forma y que se encuen-­
tran desplazada Qna respecto de la otra e uni.da.des sobre el eje de 
las x's. 

Veamos algunos ejemplos: consideremos la funcidn real f con 

r~gla de correspondencia f(x) • x 2 y traslademos la gráfica de f 
aobr8 e1 eje de las x' a, 3 uni.dades a la derecha, obteni~ndo 1a fiir! 
fiaa de g. 

Como ... e· puede obsorvar a cada puiitQ P de la gr&.fica de 't le 

corresponde un pur..to P' en la c;r4fJ.ca da g cocr.o resul.tado de izi. 
traelacidn. 
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al compararse tales pun toa te 

nemas que si a es la abscisa 
de P, a P' le corresponde la 

abscisa a + 3 , manteniendo l! 
y P' la mi5m.'.1 or~cnada. 

En forma inversa, si torna­

mos un punto P' de g tal que a• 

es su abscisa, poderro~ obten 

~~~~~~'""-~.¡....,,----="*'"'---.-+~~~~~ ner su ordenada g(a') a par~­
tir de f si evaluamos f(a• -3), 
esto es, ia gráfica de g se 

encuentra trasladada tres un! 
da.des a la derecha. De acuerdo a 1o anterior, la reg1a de correspo!l 
dencia de g so obt.icne a partir do 1a de f como sigue: 

S~ f(x) - x 2 entonccn g(x) = f(x - 3) ~ (x - 3) 2 

A1 considerarse l.as gr¿t.Cic<J.n .de _1a!: funciones f, g y h cuyas 

reglas de correspondenc~a son f(x) • X , q(x) • x - 1 y b(x) - •• 
x + 2, respectivh.mente, puede observarse qúo respecto de f 1as gr! 
~~cas de g y h pueden interpretarse como resultado de un de un des­
p1azamiento horizonta1 a l.a derecha o izquierda de f quedando como 

ei9ue1 a~ se despl.aza f a 1a der~cha una unidad, se suma -1 a l..a v~ 
ri.able x y si.lo hace a la izquierda, 2 wtida.des a partir de f, aa 

1e swaa. 2 a la variable x. 1 
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~aMemo1t al caso general: 

Sean f Y g dos funciones rcaleo cuyan gráficas presentan 
la misma forma, conociondosc la regla de· corrcsp0ndencia 

de f. ~csulta que la regla de correspondencia de g se 
puede obtener a partir de f como sigue: 

a) En el caso que g se d~splacc a la derecha de f e 

unidades, se obtiene que 
g(x) - f(x - e) 

b) En el caso que g se despl.ace a la izquierda de f 

e unidades, se obtiene.que 
g(x) • f(x + e) 

9 

EstLraa:tento. 

·. 
1 AnAl~cemos ahora ol comporta. 

~e~to que presenta ia gr4fic~ d~ 
~¡Una funci6n cuya regla d0 ~orrea­

pondenc~a es y - f(x) respecto 

~~~~":::>~O:::::::...t~~~~--1-~ ~ la·func16n cuya regla de co­
~ rre•pondoncia ea g(x) - af(x). 

" 

ConaLd.erera.oa f, 9 y h ta.lea que: 
.~(x) x,g(x) --;;-_-2x-=y~ii(x) --jx. 

-51- ! . 

1 

\. 

1 

cuyas rospectiVa$ gr4.!ican son las que aparecen en la figura del. fi·­

nal de la páqina anterior. 
. Obscrveso que el efecto que se produce en g, respecto d~ f, 

so puede interpretar· cómo un eotiram1.cnto de las :Lmágeneo de f (ob­
t.c.i.ie.l.dose, procisam~nto las de g) ~ en cambio en el caso de h res­
pecto de f se realiza una contraccidn de ~as imágenes, todo lo cua.l 
esta eb:ta en f~nc:i6n del v8:lor de la con9tante a, (a "" 2 en el pr:l.-. 

mer ca.so y a 3 en el seg_undo) 

Al.90 similar sucede para los cas~s en que f, 9 y h tienen las 

regias de correspondencia: 

f(x) • x 2 g(x) .. 2x:r. "!l h(x) = j x
2 

cuyas gráficas soni 

. .. ,. 
Note,1:f.1.nalmenta, que el efecto de estirar o contraer Una_ gr& 

ff.ca-~10 decide 1A -relac:16°n d4!1 ·ndinerO' a respeCtO-de 1,! Biü~O "'a.: . 

:POSt.~.:l.vo, rewm~~do: · 

·1DEFINICI.ON1. Si f y 9 son doa .. ~unc.:ton"es :rea. iea tales que 
g(x). - af(x_)_~ ª.?".~'-se dice_que la c¡r4f1.cA 
: Cle ""CJ sa obtiene a partJ.r 4e f ~d.iante un C:a­
tJ.:ram.ien to o una contrn.cci.6n. d~ sus im&~ene• .. 
Coi a. > 1 o l!li a < 1 respect1.vamenta) ·~ 
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91X)~cif(>c), con O.>l • 

. htx)•O.f(x), COll a<L. .Y 

B1 trabajo hasta aqU~ desarro11.n.do nos perm.1.te presentar dos 

fo::::::mD genersles 4e r~gla de correspondencia, para un cierto tipo -
da ~w:icS.ones, ~con 1oa ~1ea po4em0S hacer, a au vez, un aná1:1ei.a 
4eta.11ac!o de alltl prop1.e&dea y mostrar la forma 9eom4triea de su · 
;r&:fi.ca, esto oss ·. · 

1) ~. :R-:R 
x......,_...,.i:(x) .. ax·+ b1 con a y b constantes. 

Forma 11.neal.. 

2) :f1:.t-:R 

x.__..~(x) - ax 1 + bx +e con a, by e conetantea. 
. roaa cuadrilt.1.ca 

Bat:&a funoi~nes eon casos paxticu1area da 1a• quo 11amaremoa 
· !'Unc1.ocea Po11nom1.a1a• y que ahora pasamos a eBtud.tu. 

··6 3-

·- ¡ 
1 

1 
. 1 

l
DEFINICION~ ~e dice que P(x) ea un polinomio en una 

variable si es de la formn: 

• ªoxn + ~n-t"n-1 + ªn-2Kn-2+ ••• +alx +ªo 

d~h"de ªn' ªn-1' ªn-2' • •·ª1' ªo son nd.m.!, 
ros reales y los exponentes nllmcros na ... 

tural.es. 

7x• + 1Sx 5 - 3x, - 2x + 1 

-Jx"' + 3x 1 + 4. 

ID&FXNICXON:. Se dice que e1 grado da P(x) ea n, sin 
es el l!lAyor e:;..~o~cnte que aparece en e1 
poli.nomi.o. 

E;lemplo: 
.!"' 6x• + 3x .. + 2xª + x + 1 ea de grado 5 

~
DEFXNXCXONc Una f~cidn f es po1:1nomia1 si eu re9i.a 

de correapondenc1a y. - f(x) es un P2. 
. 1:1.nomi.o. 

E1 aigu1enta resu1tado sera dmnostraao posteriortnel'lte, a1n 
embargo 1o ut.111.z.aremos para obtener 1a 9r4f1ca 4e funcione• po11.D!, 

· mta1oe: 

·.~ 
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TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO PARA FUNCIONES POLINO 

MIALES. 

Si f es una funcidn polinomial tal que f(a) r f(b) 
donde a < b, entonces f toma todos l.os valores en­

tre f(a) y f(b) en el. intervalo [a,b] 

Dos consecuencias de este enunciado, son las dos siguientes: 

-si f(a) y f(b) tienen signos opucstoa, entonces existe 
e e ]a,b[ tal que f{c) ""'O. J\dem.1s, el nt:lmero e se l.l.ama 

un~ero de la funci6n. 

-s~ e y d son dos ceros de una func16n polinomial tal que en­
tre ellos no existe otro cero, entonces en el intervalo 
]c,d[ f no cambia de sign~, esto es, si tomamos un nt1mero 

>: e ]c,d[ / entonces el. ·signo de las i.rnágenes de todos l.os 

elementos do1 intervalo son ·iguales al. del signo de f (k) y 

llamamos a f(k) el val.ar de prueba. 

Fi.nal.mente, un resultado:. El. Teorema Fundamental del Al.gebra, 

nos permi.ti.ra hacer el trazado de la curva con mayor exacti.tud1 es­
te resu1ta.do lo enunc1.areroos 11n1.camente, ya que su demostraci.<5n qu!!_ 

da ~uera del. al.canee de estas notas: 

I
'l'EOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBDA: 

Una f unci.dn poli.nomial. de grado ~ presenta a l.o m4s 

n ceros. 

Aa!, a1 ea posible escribi.r una...funci.on poli.nomi.al en la for­
ma f(x) • (x - b 1 )(x - ba) (x - bs) ••• (x - bn), por el. reaul.ta~o 
anteri.or, sabemos qUe est:::a. .func1.c5n J.ntarsectA al. eje ox on 1oa pun-

.~'!.. b_i_, b:a,, bs. _•.••#b~- " 
... X1U9tr~a l.oa ant:er.toros :resul.tadoS-con"ün ·ejem.plo1 

·ConaJ.deremos l.a funci.dn l!a ~~E~.,__::..:;f(x) .:. x 1 + x 1 .. - 2x 
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1 ... ·. 

Al factori.zar el polinomio tenemos que 

-~·1 + x 2 
- 2x • x(x 2 + x - 2) - x(x + 2) (x - 1) 1 por lo cua1· los co­

ros de f son: x • ~,.x -.-2 y x • 1. 

Así estos va.lores definen 4 intervalos en el dominio.- eJ"I cada 

uno do estos elcgimc>s un elemento x, tal que al calcular su i.mngen 

f (x) nos indicar.:t el signo de f (x) y por tanto la posic1.<5n de la -

gráfica on e1 intervalo respecto al eje de las x's, lo cual podemos 

representarlo en la siguiente tabla. 
1 

:Intervalos Valor de Prueba ls1gno de f(x) 1 Posición de la gráfica 

]-co,-2[ f(-3) = -l.2 - abajo del. eje OX 

]-2,0[ f(-l.) = 2 + arriba del. eje ax 
]0,1[ f(.5) ... -.625 - abajo del ejo OX 

]i,a• [. f (2) a 8 + arriba del. eje OX 

Con la_anteri.or J.nformaci6n tonemos al.gunu parejas ~ l.a fu!!_ 

c:Ldn, aai. como el comportamiento de l.a función en· cac!a. uno de l.os 4 
:tnterval.os, por lo gráfica ti.ene la forma que se da a conti.­

nuaciCS_n. 

._ . 

.-· 

·-- ""--
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16 Func.1ones raci.ona1es .. 

Una funci6n f es raciona1 si su reg1a de co­

rrespondencia es el. cociente de dos pol.ino-
mios, 

f(x) ca~ 

en este caso se tiene que 

Dom f = R - {a e• 1 Q(a) ..i O} 

Xniciaremos el estudio de este tipo de funciones ana1izando 
un caso particu1ar1 consideremos la si.gu:f.ente funci6n: 

f: 2'. - {1}-:a. 

x ..__f(x) -A 
1) Como e1 numerador es la constante 1, se sigue que .tCx>ro, 

.~ra c~al~i.er valor de x, por io tanto la qráfica no cor~ 
'al. eje ox. ~· 

2) Si. x < 1, X - 1··< o por 1o que .t(x) < o para ·xc]-,1[ 

3) Si x $ 1, x - 1 > O por lo que f(x) .> O para Xf:~ ]1,•[ 

4) Adeaa¡S ".f(1l no tiene sen1;i.do. 

5) Al tabular ~untos de la·gr4fica cuya abs~iaa sea un valor 
cercano a ~ tenemos: 

f(l..1) • l.O 

f (l..01) - l.00. 

f(1.001) •• 1000 

f(1.0001) - l.0000 

y f(0.9) - -10 

f(0.99) - -100 

.• f(0.999) - -1000 

f(0.9999) - -10000 

G) ~ tabula,.r puntos de 1A grllf':Lca. cuyo~ valorea se alejan de 
1 tenemos: 

... 
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f (2) - .1 

f(1l.) - .0.1 

f(lOO) • 0.01 

f(O) • -1 

f(-9) - -O. l. 

f(-99) - -o .01 

7). F.1nal.mente gr~fi.ca tiene la siguiente forma.: 

A·partir de observaciones al. ej~plo anter:tor 
haremos coinentari.oa y daren-.es a~r¡unas defini.ci.ones que ayudaran a 

visual.i.zar_eetas.~unc~one~ o~ su aspecto más general. 

Aai. se tiene que cuando x toma val.ores pr6x.1m0s a 1, se obse..=: 
va que l.a gr&.fica tiene comport.a.m.ientos di.sti.nti::is cuando x es mayor 

qUe 1 y cuando x es menor que 11 en el. pri.m.er caso, f (x) es cada 

vez m4s grande y en o1 segundo f(x) es cada vez ~s :>equeña1 ·eoto 

se puede expresar en forma tnáo pr~cisa como: 

f(x) crece sin l.!mi.te o ti.ende a 1nf.i.ni.to cuando tomamos x s~ 

fic.i.entemente proxima a 1 (x > 1) se representa de la sigui.ente ma-
nera: 

f{x).__..,_ cuando x-1+ 

f"(x) decrece si.n l!mi.te o tiende a menos 1nf.i.n.i.to cuando toED!, 
moa x sufic1entemente pr6Xi.ma a 1 (X < 1) ae representa de la si-­
qui.ente manerat 

fCx>--• cuando x-1-
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.~..l! 1levar esto comportamiento a la gráfica, oc induce a la ª! 
guien~ preciat~n: 

~ 

La recta x ~ a es una asíntota vertical 
para la gr~fica de la funci6n f si 

f(X)----+oo 6 f(x)-­

cuando x se aproxima a !!. tanto por la 
izquierda o por la derecha. 
(x_a- 6 x___,.. a+) 

Las as!ntotas vert.i.cales son ~aractcr!stica coman de la gráf~ 
de funciones rac.:lonales. As! tenemos el siguiente resultado: 

rS! a es un cero del denominador Q{x). entonces la gr4 

fic~ df ~ con f(x) ~ ~ yresenta la as~ntota ver= 
t1.cal X - A • 

As! mi.amo. en 1n. funci6n del ·,ejempl.o anterior se observa que 

al bacer Jxl au~icientemente grande, 1a diferencia do ~(x) con O 
•• ca4& vaz menor,i esto es, f (x) so aproxi.ma. al cero conforme fx 1 
se hace -u~~cientementa ~randa. expresado de otra foDna 

f(x)-o cuando x-... 6 

~ (x) -..o cuando x---

en este caso •• dice qua la re.;ta y • O es una as1ntota horizon­
tal de 1a gr&fica. de esta manera, se tiene t.ambien.l..a aigu~ente -
prec~si.dn1 

-
. rNI.C~O~:. La recta y • b eo una as:!.ntota hori.zontal 

para la gr4f1.ca de la tuftc~6n t. ai 
f (x) -b cuando x---.. - o 

cuando x--.--• ·• 
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Con lo visto hasta el momento podemos presentar. un mdtodo pa­

~a trazar la gr~ficn de las funciones racionales. 

Consideremos a "f ·una función racional tal que 

f(x) ~~ 

l.º. Encuentrenso los ceros del numerador P(x) y local!cens~ 
en el eje ox .. 

2~. Encuentrcnsc los ceros del denominador Q{x); o~ a es u~ 
cero, la linea x = a es una asíntota vertical. Trace 
x ,.. a en forma punteada .. 

3º. Encuentre los valores de prueba y signo de los1·;intervalos 

que determinan los ceros de P(x) y Q(x}. Con esta inforit\!, 
.c~dn encuentre cuando f(~) esta arriba y cuando abajo del 
eje OX. 

4º. Si. x - a es una aa!ntota vertical, use la ~n:orow..c~6n -
del. paso (3) para determinar en que casos f(x)- - o 

:r:Cx>--- conformo x-a- 6 x~a+ 

s•. use l.a informaci6n de (3) para de~rminar cuando la qráf!. 

ca corta al eje ox. 

6•. Determine el. cÓmportami.ento de :r: Cx> cuarido x- - y 

y cuando x - - • De t.a.1 !o:cm3. que ai. f(x) - b e!!_ 

toncea la recta y • b ea una aa!ntota horizonta1. En C!:,. 
so que b ~ o , representola en forma puntead.a. 

7°. Dibuje la gr4fica, tabulando alqunos puntos mas. a1.empre 
que 1o cona~dere necesario. 

Pasemos a ap1:icar el mdtodo en los sigui.entes ejemplos& 

~·- Grafiquo fa .._ - {J, 2} - ~ 
X~f(X)·-~ 

xª+x-6 

•o•o 1. El n\'.S=erador es igual. a. O para x • -1, 1u~go -1 ea un 
cero dol numerador. 
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Paso 2. El denominador se puedo factorizar como 

xz + x - 6_ .. (x + 3) (x - 2) r a9Í l.os ceros del dcno.n.f_ 

nador son -3 y 2 • Luego"las rectas x • -3 y x • 2 

son as~ntotas verticales, las que se trazan en forma 

punteada. (ver la gráfica) • 

Paso 3. Los ceros del numerador y el denominador: -3, -1 y 2 
determinan la siguiente tabla: 

:INTERVALOS VALOR DE PRUEBA SlG.;JO POSICION DE LA GRAFICA 

1--.-3[ f (-4) 1 - Bajo el eje OX = - "Z 

]-3,-1[ f(-2) =i- + Sobre el eje ex 

J:-1.2[ f(O) --i Bajo e1 eje·ox 

.]2.=[ f(3) 4 + Sobre e1 eje OX ~ '1 

Con l.a .1nformac.i6n de (l.)~ (2) Y. _{_3) tenemos la siguien_t~ si-

tuac1.6n: 

+ + 
-s ... • ;t. ... , , • o .. - _,_ 

.-2 

-~ 

Paao '· Uaanao .a.a columna 4 de 1& tabla y dado qUa la grai:1.ca 

presenta aslntotAs vert:lca.lea en _x • -3 y x • 2 · te_n!. 

JllO• que1 
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Si x-=-.:,.- 3-;,f(x)--+-... 

Si X_.- 3+, f(x)-+,. 

¡ 
1 
1 

1\ 
1 
1 

'\'! 
1 
1 
1 . 
1 

1 

1 

1 
¡ 
1 

¡""-
.~ 

\l 
1 

: . 
Paso S. Dado que f(-2) = ¡ y f(O) = =i- la gr.i.f.ica corta al 

eje OX como aparece en la gr~fica. 

" 

Paso 6. P~r~ ;i.:.t.erminar el. comportamiento de x cuando x-;-• 

o' x - - .. se divide 1a expresit.in .de f(x) por x qu!!_ 

dando 

f(x) 

l.+~-?r 
de esta manera. si. .x crece, entonces l.a expresi.dn que 

aparece en cada parGnt;qs~s son val.ores cada vez m:l'.s 

prdx1.mos a c~ro. e¡sto es. 

··f(x) U: ~ ! g _ 0 ~ ~ - O 

esto 1.ndica qua f(x>-o si x-- y que. 

f(x)-o si. x--.-.. -
Aa.! J.r. recta "';/ • .º es asS:.n~ta hori.zontal. de 1a gr' 
f:Lca • 

Paso 7. Con l.a 1.nformaci6n de 1os pasoD anteri.ores, el esbozo·· 

~- l.a gráfica queda como aique: 

.... tlcaica uaada en a1 puo 6 •• puede ge.noral.iur. Am( ei f(x)•P(s)/Q(s) 7 el 
· grado de P(x) no ea mayor que •1 arado de Q(x) • •ntouc.- divid.aae nw.r~r y da­

DOtld.nador por xn donde n ea e1 grado da Q(x). En cuo que e1 grado de r(z) •- m;!_ 
por qua e.1 da Q(s) oo exitlte.n aa!u.totu horisoncal.ea. 
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i\ 

=~==~:::::----i¡!------:::.--d'l.--.--i-~-=======~~% 

1 

2.- Grafique f: R- ( p~ - :R 

X ,_____ f(X) 

Paso 1. El. num.era<lor Uena cc:;:o!l en 2 y -2; ya que 

x 2 - 4 D ex~+ 2)(X - 2) 

Paao 2. Bl. denominador es 1.gua1 a cero en el punto O, por 1o 

que x • O ea as!ntota vertical de la gr4fica. · 

Paso 3. Los ceros del numerador y denominador defi.nen los .1n-

terva1os .]-w,-2[ ]-2,0[ Jo,2[ y ]2,w[ que 

or.i.91.nAn 1a sigui.ente tabl.a:. 

J:NTl!!RVALOS VALOR DE PRUEBA S:XGNO POSXCXON DE LA GRAFXCA 

J-.-2[ fl-3l_-~ + Sobre el eje OX 

· 1~2,oC f(-1) -1 
- --:r - Bajo el eje OX 

·.Jo, 2[ - f(1) -1 
- --:r - Bajo el. eje OX 

_]!!.-.[ ~ f(3) -j + Sobre el. eje OX 

Paso 4 • Como al aprox.imarae a x • O tanto por el lado derecho 
coino por el. 1.zqu.terdo, la gr4t'J.ca queda por debajo del. 
aje ox, ee afirma que: 
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f(x)--co si x--o 

fCx)--• si x-o+ 
y 

: Paso S. Como !(~3) > O X f (-1) < O entonces la curva en 
]- 3,-1[ corta el eje ox: de igUal manera dado que 

f(1) < O y f(J) > O, en ]1,3[ la gráfica corta 

el eje d.x. 
Paso 6. Si dividimos la exprcsi6n f(x) tdrmino a término por 

x 2 ._' i:.tenemos que 

f(x)-~ 
de esta manera cuando lx\ es demasiado grande, tene­

mos que .! es muy pequeño y de es ta manera 
xz 

f(x) ,::::..~ a 1. Por 1o cual. deci-· 

mos que y a 1 es una asíntota horizontal. 

Pas9 7. Con 1a informacidn anterior, la. 9rti.r1c.::i C!l 1a :o.1.guic~ 
tei ,. 

Las funcione• qae hemos ieatudi.ado• hasta e1 momento. tienen u­
na propiedad en comdn: su reg ~a de correspondencia es una expre­
sión que resulta de un. nCmero finito da operaciones elementales 
(+. -, J, +) en ·que intervien~; 1a variable, a este tipo de funci.o­

noa ae las 1laJM .Algebraicas. 

*Un cn!'tea1ento diadnto para el trazado d• funcioa-a -racionalea d• IM0.61'& ~ 
cualitad.Ya •• pueda coaaultar •a. el folletos "Anll.1-ia Hat•Útico da l..u fun­
cione11 nclonale9 de C. Shilov. Ed. H.:b·. 
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Existen funciones de otro tipo, son aquellaR qua sa caracter~ 
zan por presentar una cxprcsi6n algebraica con un nl1mero infinito 

d~··opOracioncs elementales. Do catas, las funciones Trigonom6tricas, 

1a.exponencial y la logar!tmica, haremos su estudio en las siguien­
tes secciones. 

~ 7 F\l.nciones trigonométricas • 

I 
·La representaci6n de fenómenos cuyo comportamiento es peri6d! 

co, como son, por ejemplo el movitnicnto celeste de los planetaory 
·estrellas¡ la propagac.i.dñ del sonido y la luz. como una or.da; la de!. 

·cripci6n del movimiento de un péndulo, etc.; se realiza con las fU!!_ 

·c:iones triqonométricas, resultando estas, modelos apropiados que 

d.escr!.!::ien en lo cscencial el comportruniento cualitativo de tal.es 

'procesos~ En esta seccidn haremos un estudio sucinto do estas fun-

c:ione:s •. ' 

••• 

lb ~ a.i. aa sujet2l en un ext:reto, 
y en el otro se le fija un paso, o.l t!, 
ra.r al pe.o o:n la wmo,el msorto ee 
msntlena est:lrado. U. ~tar Gl. peso, 

el resarta ... ""°"911 cmsrubse U:>a °"".! 
lac14n. 

-. 

Medí.da de un :l~gulo .. 

P%-1m~~"a.~cntC r':!cordemos la definición de .Sngulo: Consideramos 
el ángulo corno la figura formada al considerar dos semirrectas su~ 
perpuestas y girar una da cl~ns, la semirrecta fija se llama lado 
:inicial del ángulo y la otra lado final; el punto inicial de las s~ 
mirractas. sa conoce como v6rtice del. ángulo. 

Para obtener 1a medida de un ángulo, consideramos un circulo 
con centro en el origen de un sistema de coordenadas y radio 1. 

(1,0) 

A partir de este circulo med~ 
remes un <ingulo, situando para 

es te fin su v~rtice en el origen., 
su lado inicial coincid.i.endo con 
la parte positiva del eje ox. 

Si el. ángulo se obtiene gi.ra.!!. 
do en sentido contrario a· las m!_ 

necillas del reloj, la medida r.!. 
sul.tante se con.sidera positi.va, 

en el otro eentid~r sC considera 
negativa • 

Al. di.vid.ir la circunferencia en 360 partes iguales, una ae ª.!. 
tas partes es la unid.ad de medida de un ángulo llama.do qrado Y que 
la representamos como • • Asi decimos que el ángulo recto mide 90• 
y el ángulo 11.ano 1eo•. 

Existen otr- uni.4.adee para 1a madic16n de los ~ngulo•, por 
ejemp1o, s1 en luqar ele divi.dir la circunferencia en 360 partes •e 
divide en 400 partes, una de estas partes es· lo_ que se conoce cotno 

.uradiente. Para el estudJ.o que.deaelU!IQa (gr~fica de func:ione•lr ae 
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considera 1a siguiente unidad: 

C~nsidcre.mos un c!rcul.o de radio 1, tomemos un arco de longi­

tud igual al radío, y a .partir de ~l dividamos la circunferencia; 

Es.te o.reo cabe 2 ir veces en l.a circunferencia, a. dicha unídad la ll~ 

rnamos radian (rad.). As! un ángul.o do medida igual a 180°, tambien 

mide tr rad., el. de 90° es al. de .,Z rad. y 1 rad = 57°17'4.S"' • 

Da esta r...3.ncr;:i, ·al tor::.:ir unil unidad lineal para medir un tíng~ 

l.o logramos expresar cual.quier longitud de arco con unidades linea­

l.es: es decir: 

; ·r Hacemos corrP.sponder a todo t{ngulo de medida a rad. 
un punto en lo. recta y visceversa, a todo número 

_ real l.e podemos asociar un ~ngul.o con osa medid.a. 

Punc~ones tr~go~~tricas. 

. En un curso el.emental. de trigonomotr!a, las !"unciones tr~gon!:?.. 
m6trícas ae def'.~nen a part1.r de un triánguio rectángu1o, asi. para 

Wl. ~ngul.o Agudo a ce tiene:• · 

A· 
sena - !?. esca -~ e 

COSQ - !. oeca - !:. e a 

tga - !?. ctga - 5-A 
a 

* Laa func:iouu triganoaiítric.aa. para definid.a.a con rigor, •• requiere ezpr-ar­
.1.as au forma da auau i.n.fi.D.tc.ao. D&do e1 nivel, couo l.a.9 lim!taei.o~ del. cu.no 
.. taa fUftC.i.onu. ul como la .:irpooencial. y logarítmica que •• eatudi.an • contl­
nuacUn. •• da UllA expo•ici4n i.nwitiva, con al Un e.zclua!.vo de te.ner un.a 1dca 
del comporu.mi•a.to da eataa fUlld.ouu, unto c:omo d• •U ~'fica. 
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Esta definición presenta la 1i.mitaci6n que O < a < ~ , para 

cubrir esta lim1tacd6q, daremos una d~finicidn más nmpli~ de fun-­

ci6n trí9onornti:trica 
0

que i.nc1uya a la anterior. 

- Para tal efectO, uti11ccmos de nueva cuenta el ctrcu1o de ra­

dío 1, loca11:ndo en un sistema de ejes coordenados. Tracemos en el 

un ángu1o AOB. Tenemos en este caso que si F es un punto de la ci.:_ 

cunfcrencia con coordenadas (x,y) 

entonces: 

sen AOD = ~ = r = Y 

cos AOD = ~ = X = X 

tg""':AOB .. ~"" ~ 

ctg AOB • ~ .. f 
sec AOB .. g§. - ~ 

ese AOB • ~ - ~ 

De esta manera podemos extender la func16n trigonom.4tri.ca co­

rreapondi.ente, para todo ndmero rea1 a,esto es: 

Dado a e ::Rr trazamos en el c~rculo unitario el 4.nc¡ulo J\OB cu­

ya medida sea a rad .. , luego esu ángulo cortara al c!rculo ea. un 

punto P(x,y) quedando definidas las reglas de correspondenc~ para 

1aa funci.onas como s J.gue: 

sen a •y ese Q -~ 
coa a. • X seo a ..¡ .! 

X 

tg " 
-:.'.. c~g a -~ 

X y 
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Como se observara,: J.aa funciones trigonométricas oo han defi­

nido A pa.rti.r do la intorsecci6n del lado termi.r\al del. ángulo con 

el c!rculo trigonométri.co, esto es, a partir de las coordenadas dei 

puntO P de intersccci6n, us ~ecir a partir de (x,y). 

Anal.icemos el comportamiento que adquieren las coordenadas 

(x,y) al variar el ángulo. 

i) Si a crece de a f x decrece de l a O 

y crece de o a l 

ii) Sj " crece de 1T a x decrece de O a -l ":!" 
y decrece de l a 

iii) Si a crece de 
3 x crece de -l a o a ":!"" 

y decrece de O a -1 
::i.v) Si a crece de ~11" a 2w . x crece de O a l 

.Y r!rc.c:e de -l a o 
v) Este comportam..iento se repita conforme a es r.i.ayor que 2tr 

(o decrece para a menor que cero) , para lo cual a. se ex­
presa como ·a• 2ktr + a. 1 con k cZ y O< a 1 <21f 

V.1) S.1 a - k1r con k e 72: y • O 

vi:tJ Si. ~ :··~ 11 cqn k e?&, x • O 

Con el comportamiento del angulo a, l.a función seno queda co­

mo 11:l.gue1 

aens :n--... ]-1,1[ 
a~sena •y 

Esta ~unc16n alcnnza su valor m4ximo que ee 1, cuando U es de 

1a t:ona.a 2k,.. + -% con k e z, y su valor m!n:l.mo -1, si a· es do 1a 
f"oi:ma ~w + !• con k e u, f'inal.inento sen(a) • O si a • 2kir con 
k e z~ 

Por otra parta 1a fun.c.1.dn ••no crece de - -2 a. '1 y decrece 

da; a Í•• 
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Por C11timo, se tiene que para a > 2tr" 

.i:ep (a) • sen(2ktr + ~l>- .. sen(a 1 ), 

con k e :z y O < u 1 <: 2n 

y 1a funcidn seno ~~, pnpar: 

sen(a) = -scn(-a) 

La gráf~ca de 1a func1.6n seno es: 

~n aná1.1s1s e:imilar se puede rea~.1.zar para la ~unc.16n coseno, 

resu1tando en este caso 

cos: :R.___ ]-i.,1[ 
a,___..... cosa • y 

· Esta funcidn alcanza. su va1or zn.llx:l.rno que es 1 para a • 2kw, 

con k e :ZJ eu valor m:l:nimo que· ea -1 lo alcanza en a - (2k + 1)r., 

con k e Z y cos(a) •O si. a ea de la forma a • ~ 11, k e B. 

La funcidn coseno decrece de O a ;rny crece de tt a 2'!1' , repi­

ti.endose este comportami.ento conforme a crece. As! s.1 a > 211" 

cos(a.) • cos(2k11" +a~) - coea 1 

con k e Z y O < a 1 <. 2 1f 

F1.nal.mente tenemos que la funcidn coseno es par, es d.eci.r, 

cosa 
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LA. 91:~fi.ca de la funcidn coseno tiene la forma a:1-guicntc: 
. 1 

En cuanto a las demás funciones, para estudiar ·.sus reglas de 

. correspondencia, 1as expresaremos en tl?rminos de las funciones seno 

y coseno, esto es, 

tg" .Y.. ... ~ 
x cosa. 

sec .~a "" !. • - 1
-x cosa. 

ctg a. x<,,~ cosa. 
-y-Beñci 

ese a =s ~ .,. s!na 

Por lo cual, con e1 m4todo estudiado en las funciones raciona 

lea, aa pueden qrafi.car •. En cuanto a su dond.ni.o, este se restringe 

en ca.da caso, p&xa cuando el denom.1.nador es diferente da cero. 

De eata modo, el dominio de la funcí6n tangente es 

.~ • {a e :R I a • ~ n , k t: fL} 

qua:Sando la qr4f1ca como sigue: (en la sigu~ente página) 

En forma a1m1.1ar ae establece el domi.nio para cada una de las 

funci.onea restantes. Lo cual se deja como ejercicio para el lector.' 
IJ:'mnbi.On como ejerci.ci.o, ue deja el real!.zar las grilfi.cas, a '·• 

· ia vez que lle encuentren los ceroa, y en caso de que existan, va1o­

re•:-•1mo.,. m!n!moa. y as:tntotas verticales. 

-Bl.-

se E'unci.6n exponenci.al 

Problemas de"crecimiento. 

'l'ranscrib1.mos un fragmento que aparece en A?-mIO Vol. Xl.I.I., 

s• 3; 19s4, Publicaci.6~ bime~tral de la Real Academi.a sueca de Ci.e~ 

c1.as. 

• ••• 'l'om6 la mayor parte del tiempo transcurrido desde que -

exJ.sten seres humanos sobre la ti.erra -qu.i.z4s entre t.rea Y 

cuatro m111ones de años- alcanzar una p0blaci.6n qlobal de m.11. 
m..illones (ver figura) • Esto fue el año 1800. La cifra de 2 - , 

'.m.J.-1 '.m.i.llo~s so a1canz6 solo 150 años deapues, on el. año· 1930. 

Noa acercamos a 3 mil mJ..l.lones tres decadao m«s tarde, en -

1960. Solo fueron necesarJ.Oa 15 años más para alcanzar 1os 4 

mil. mi.llc;;nes, en 1975. 

Actual.mente somos cerca de 4. 7 mi.1 ~l.lones de per•on&B 

compart!.endo el planeta y estamos sumando 75-80 m.1.llone• &nU!, 

1ea a dichA Cifra. La t:.aaa de crec!.miento de la poblaciCSn m~ 
dial1ae i.ncremento dol 2 ' cada mil año• en el pasado prehi!,. 

t.6r1.co, a casi e 1 2 ' anual a medi~dos de la dscada 4a 1950 J 
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Ma.teria1 como de este tipo, ~de al.to nivel cJ.ent!fico" apare­
en discusiones sobre crecimiento de poblaci6n, ·para .fundamentar 

mec11.daa que coinbatan esta tendencia en los paJ.ses subdesarrol.l.ados. 

1 LO que se traduce en pol!t.icas de control natal. 

Veamos otro ejom.p1o que este in.&s pr1Sx1mo a nuestra real.idad: 

'Deb1.do a los trabajoa da explotacidn de los campos petroleros en M!_ 
x:Lco, a parti.r de 19 7 3 tenemos : 

•zn V~l.lahexmoaa subJ.o la actividad da la industria petral.era, 

loa procios de las vJ.vJ.endAs, alimentos y ropa. Tambien aume~ 
to 1a poblaciCSn y la. demanda educativa. Vill.aheirmos& era un.a 

agenc:La de ventas do PEMEX. No ten!a m:!s de 10 empleados. En­

tre 1973 y 1974 lleqa%'0n cerca de mil trabajadores de PEMEX. 

Al año algu~ente l.leqaron otros tantos. P~ra ~ines de 1977 v!, 
Vi.an en V1.11ahermosa cerca de 6000 trabajadores de PE.HEX. Y 

en V~1l.ahermoaa y eus alrededores habia 8400 personas qua tr~ 

bel~~ para PBMEX y ce~ca de 6000 para loo contrati.ataa de 

' l 
1 
\ 

1 

i 

PEMEX. Total on el breve espacio de cuatro años llegaron 
14400 trabajadores. . 

So calculaq~e por cada trabajador de PEHEX vinieron dos 

o tres desocupados en busca de trabajo. Y no de cualqui.er tr~ 

bajo sino de un empleo de PEMEX. tt cauna de este ~xodo en cu~ 

tro años Villaharmosa ha duplicado su población (de 100000 a 

200000) ." Manlio Tirado. 

La sistcmatizaci6n de esta problemática corresponde a Econo­

mist;::Ls, Soc16logos, Ant=op6logo3, 816logo~, Ecologi~tas, Et.n6logos, 

etc; Estos al esbbleccr reld'ciones · cuantitativa.s de su interes e 

intentar describirlas de mnncr~ que Puedan obtener deducciones de 
los datos que se presentan, requieren de modelos mate~ticos que 

coadyube~ '!- explicar este. tipo de comp9rtamientos. 

Cuando ~stas interpretaciones son objetivas, y no simp1es di~ 

cursos demag6gicas·, de t.'.11 suerte que. r~flejan a l.a real.J.dad, nos 
~uestran cuan descarnada es la explotaci6n e J.njusticia .que pri.va 
en nµestro País. Sirva esto como bot6n· de mues.tra de que la matem.i­

t!.ca .no es tan so.Jo tema de ·esf::.udio desligado de toda problem.!ttica 
soci.al, si.no'que por el. contrar:Lo tiene un fundamento inaterial y e~ 

fera de apl!.caci6n muy amplia. 

Pnra el C!ltudio m.:ltern::itico del tipo de problemas aenci.onados, 

os muy tl.ti.l l.a J.lamada func16n c.xponencia1, la cual •in mucho r!.gor 

presentamoa en esta aecci6n. Por otra pftrte como objeta :matemát!.co 

ti.ene su propio desarrollo formando parto del ca:1cul.o y el A.0011.sis 

Hatemltt!.co. 

De manera intuitiva construiremos esta ~unción tomando ~ino 

base e1 a!.guiento problema: 

Se ti.ene un cultivo de 100 bacteria• en un !.nici.o, las cu.alea 

CAda hora aumentan al doblo,. as! ~urante las cinco prJ.meras 

horas ou crecimiento se muestra en la aiqu1ente tabl.A. 
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t N{t) 

o 100 

1 200 

2 400 

3 800 

4 1600 

5 3200 

La r,lacidn que so da entre las parejas ordenadas (t,N(t}) se 

puede expresar por medio de la siguiente regla de correspondencia 

N(t) ~ (100) (2t) 

y usando l.a notac16n de funcidn que se ha uti.l.izado tenemos l.a si­

quiente reP:resant.:lc.1.dn: 

N:A-V 
t ,___ N(t) - (100) 2t 

cuyo donünio es A • {0,1,2,3,4,S} y 1a gráf:f..ca es 

,.,. -----------, 

.. 
.. 
... -.. 

----------------

----------¡ 
-----~ 

-1 : 
i 

1 
1 
1 

.i ... . 
• 
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J:tropicdades de los exponent:-co. 

Para que la exptesidn (100}2t tenga sentido para cualquier 

nllmero t y se pueda ~sar ~orno regla de correspondencia para.fµncio­
nes cuyo dominio es n (de tal suerte que se podría conocer el. cree.!_ 

miento en cualquier instante) haremos un recordatorio sobre algunas 
propiedades de l.os ntlmero_s, as! como ciertas ampliaciones de tal.es 

conceptos~ 

I) Sabemo!l qua 

Dado a e :R con a > O y n,m e ~ 

i) Si n < m y a _., 1 entonces an < arn 

i.1) Si ri < m y a < 1 entonces an > arn 

:l.H) ~nam • an + m 
1 

(an)m _ an·m (a•b) n • an•bn 

:1.vl ... -l. -n -,;__ a 

.,n > 
an 

V) o y .,,-n > o 

XX) Las anteriores propiedades se logran extender de manera que 

en l.a expresÍc5n ar con a ~ O y ,;; • ~ E t;m ti.ene sent:f. 

do, para lo cual procedemos como sigue:* 

1) Dado· a > o y q•~1 dec:im.os que ¡-~1/q •. Clra· 

ii) As~ si ar ~ a~ y considerando que en esta expresi.dn 

se deben cumplir 1as propi.edadeo menci.onadao, tenemos 

que a• • .,!¡. • aP{~} • (aP),\- • W 
eo un nt1mero real. • 

%.XX) Una segunaa exte.nsidn de estas prop1edades consiste en da=:_ 
1e sentJ.do a l.a expresión 

•La juaCificaci6n de la extXsaai6n del concepto ••le de1 obj•t.ivo ck1 curao. Para 
uce fiu. puede conau1t.arae t•xtna tale.a cmno "Curao da An&l.ieia Matemltico•de L .. 
D. ICu.drUtaev 'I.l 17. Mo•i;ª.• 1983 
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ax con a > O y x e Xt 

eato es, que aentido tiene la expresi6n si el exponente es un 
ndmero irracional .. Con el objeto <le d.i°~le s~ntido a la oxpre­
sidn mencionada anteriormente, veam::ig el caso particular de 

ª" 
Para tal fin, recordemos que al discutir en el Cap. I el 

axJ.oma de Completez se hizo una explicación del sentido que 

se daba al na.mero ./2 en los tl!rminos siguientes: 

1) Existian dos conjuntos A y B ajenos tales que el primero 
consistia de cotas inferiores de /2 y el conjunto B con­
if:Lstia de los números que fueran cotas superiores de ./'!:' 

2) El. Sup. de A es fi y el Inf. de B tambicn ./2 

"3) Esto nos garantJ.za el. tener dos tipos de aproximacidn al 

nllmero fi por defecto o por exceso respecti.vamente," si.en­

do nuestra aproxi.maci.Gn a.· ./2 tan r;c-óx.i trV\ cou.o se. quiera. 

4) Dado que 

1 < 1.2s < 1.375 < 1.4062s < 1.4140G2s < i.41411046 •••• 
son racionales que pertenecen a A y 

1.4142453 < 1.414306 < 1.4145508 < 1.4150391 < 

1.4160156 < 1.4179688 < 1.421875 < 1.4375 < 1.5 < 2 

son r~ci.onalca que pertenecen a B, 
Y como para tales elementos tiene sentido ar con r e A 
6 r~B,. Puea'para estos ndmaros se cwnpl.en las propiedades 

· ·4adas. en x. 

5) E"inal.mente, al tomar elementos cercanos a 12 por exceso o 
defecto, obaervamoa que ar so aproxima a un val.or, este 
es e~ que llamal!lOS a.,r; y para 81 cual. valen las propi.eda­
dea enunci.ada.a en X .. 

•. 
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La ~unci.dn expoñencial.. 

Al. _tener sentido la expresión ar r cualqÜier ni1mero 

roal., podernos habla:c. de 1a funci6n que ll.ainamos exponenci.al; en 

ol caso particular de nuestro ejemplo sería: 

' f: ~----.:R 

X,___.. f (X) - (100) 2t 

cuya qráfi.ca os la si.guiente 

En 9~era1, se puede defirUr la funci~n exponenci.al de la si­
gui.ente .. JM.riera; 

Sea a e lR, a > O, a '1' 11 la funci.dn 
f 1 ~ _____.._ E 

x .--..-,,.. f(x) • ax 

se llama funci.~n expononcial. de baae a. 

El cambd.o de base para val.ores de a mayor que J.,. a.et como 
para valores de a menores que 1 genera una fami.1:1.a de fun=i.one.a cu.­
ya• gr4f1caa uon: 

-eo-
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Enlistaremos algunas de las propiedades de la funci~n expone~ 
c:l.al. 

:i.) Dada f: n,.__... n 

X~f(X) e.a"X 

se ti.ene que 
•Dom f •E 

•R.an ~ -n+ 

•f(O) 

.•f(1) 

• a 0 • 1 

1 ' •a.• a 

a.-/&. 1, a > o 

il) Al. comparar dos fu.ne.iones con dJ.ferente base; ac presen­
. tan 1aa aJ.guJ.ente:• af:i.rmac.tones 

Sean fs:Jt--.E :':"91 ::R----:a 
X-f(X) •ax xi---.: !J(x) • bx 

~uncion~s exponencJ.ales con sus respectivas bases. 

•Si. ·1 < • < b X < o entonces ax > bx (f(xl > 9Cxll: 

•Si. 1 < .. < b X> o entonces ax :< bx (f(x) <. 9(x)) 
. ··.:- ... 

•Si. .. < b < 1 X < o entonces ,.x > bx (f(xl > 11.(x}) 

•Si. a < b < 1 X> o ontoncea ax~ bx (f(xl < g(x)) 
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OBSERVAC:tONES 

j 

1) Las propicda~es dadas de la funci6n oxponencial, so pueden 
comprobar mediante las gráficas qua oe presentan 

2) La función Cxponcncial. sc·~usa a menudo tomando 1a base 10 

o la base e. ouadando sus cxprcs·1onca como 

f(x) y f(x) .a ~x respecti.vamente. 

:3) El nllmcro es nrtmcro irracional, del cual se puede 
calcular con aproximaciones decimales tanto como se qui.era. 

a partir de la expresi6n 

( 1 + ~ )n 

dando valores a n cada vez más grandes .. La expresidn de e!_ 

te ndmero en sus 23 primeros decimales es 

2. 718281B284590452JSJG020 

se·raconúenda qraficar las siguientes funciones, que son de­

finidas como Combinaci6n de funciones exponenci.ales. El dominio de 
eataa son los nómeros reales y sus reglas da correspondencia las ··.! 
c;uientes:s 

f(xl • -<:z"> 
f <x> • a + .:! 

2x 

t(xl - 2-x+2 

ºf!xl 2x + 

·itxl - 2" 

2-x 

(2-x) 

¿PoE"qUe en la funci6n exponencial y • ax la base 
a se considera positiva y diferente de 1?. 



Zntroducci6n. 

Los dos grandes dioses Tezcatlipoca y Quetzalcoatl, h~ 
cicron bajar del cielo a la Señora de la Tierra. Era un 
monstruo grandioso, lleno de ojos y bocas en todas sus c_2. 
yunturas ••• 

~ Cuando la vieron los dioses, uno a otro se dijeron: Es 

necesario dar a la tierra su forma. Entonces ~e transfor­
maron en dos enormes serpientes. La primera asi6 al gran 
monstruo de la tierra desde su mano derecha hast~ su pie 

izquierdo, en tanto que la otra serpiente, en que el otro 
dios se habia mud,ado, la trababa desde su mano izquiari!.a 
hasta su pie derecho. Una vez que la han enlazado, la a­
prietan, la estrechan, la opri.men, con tal empuje y vio­
lencia, que al fin en dos partes se rompe. Suben la parte 

~nf'er~or y de cll.a hacen el cie1o1 bajan la parte aupe--
_ r!.or y de ella forman la Tierra. Los demas dioses veían y 
ao llenaban de vergUenza, al pensar que elloo mismos nad.a 
11eme:Sa.nte habi.a.n podido hacer ••• 

Epica Náhua tl. 

Durante mi.les ~e años el género humano ha elaborado criterios 
que le dan exp1icac:l.6n del mundo que los rodea. Teor:l.as con toda su 
concepc:USn general estrecha.mente ligada.a sus pensam:l.entos y senti­
mi.antoa, qua le pena.tton cleterm:inar, precisar y concrotar criterios 
~bre e1 mundo, sobre qud lugar en el ocupa cada uno do 1os ~en6me­
noa Y, anto todo, aquo11oa relacion.!Ldos con la descr1po:l.6n de lo• 
planetaa, a:l.•teaaa eate1Ares y galaxias, tanto en forma cuantitati­
va, como •n la explicación del origen y desarrollo de cU.cho~ proca-

"°ª • 
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La. raz6n de ser de cotas Teoria9 .es la de responder en forma e:>~: 

jctiva las cuestiones que ·surgen en la cxplicacidn del Universo: su 

discurso debe ser nO ~ontradictorio, cada ve:: m.1.s racional, sistem! 
tico y totalizador: de manera que de una explicación exhaustiva, de 

tal forma que responda los diversos pormenores qua se presentan en 
la naturaleza. 

A la vez que una tCori.:1 ~. se enriquece y crece;; conforme lo­
gra·. dar explicación a una esfera c.'.lda vez m.:is amplia de fen6menos, 
al mismo tiempo, al e3tar imposibilitadas a responder cuestiones 
que escapan de su discurso -debido a los fundamentos que tiene como 
base- se va a enfrentar con_otras teorias que intentan dar una ex­

pl.icacidn :m.'.'ís coherente y completa a la misma problemática. Esta 

confrontaci6n entre diferenten tcorias se resuelve en la medida que 
una de ell.as, en su comprobación ~n ·ia pr.ictica logra dar explicaci~ 
nes cualitativamente superiores. 

De este modo, las teorias que surgen en el pensamiento de los 

pueblos primi.tivos, llamensc Nahuatl, Inda, C~ino, Egipcio, Griego, 
Persa, Babilonio, etc. , su discurso gira en torno a la necesidad 
de dioses para crear y mantener en movimiento ttl Universo. Son BUP!_ 

radas cuando se tiene concepciones más objetivas y sistem.1.ticas, 
cuando se tiene un discurso científico 1 este se basa en. interpreta­

ciones ~e6ricas, en conoc~niento~ Jil.'.:ltc..~áticos y ~n instrumentos que 

pexmitan profundizar en la problem.itica en cueat16n. 

Dos grandes teorias se han forinulado en la histor:l.a de la hu­

manidad. Una de cll.as es la Geocénerica desarrollada por Claudia 
Ptolomeo en el siglo XI de nuestra era,~s una síntesis de1 trabajo 
de sus anteceaoren- consiste en un lllQdelo que explica el snovimiento 
do los cuerpos celestes en el firmamento; es un esquema magni~:l.co, 
de insuperable precisi6n r:iatemática, que empleando todos los ad.el.a.!l 

tos logrados por cient~ficos de la Apoca antigua lo permitia E!!_­

cal.cular los fen6menos • 

La otra. teor!a üain.cUl.!n.::.i!~ Hel.iocGntric.a , qua supera a la an­
terior, aera formulada par N~colaa Cop8rnico do "l'horn la CUJl1 tuo 
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escrita en 1543, . -aste trabajo propone que el. centro del sistema 
planetario lo ocupa el Sol. y que l.a Tierra gira en torno a este- a 

'tal. pl.anteamiento se van a adherir en su época nuevas contribucio­
nes como son los trabajos de Kepler, de Galileo, de Newwn, et..::. y 

que son el punto de partida de la interprctaci6n te6rica que es a­
ceptada hasta el ~mento, la cual se enriquece d!a a d!a. 

Como hemos señalado, para que una teoría supere a otra debe 
ser cualitativamente superior. La confrontación entre el plantea-­
miento Geocéntrico y el. Helioc6ntrico no se resuel.ve de un d!a para 
otros esta~ interpretaciones explican los mismos fen6menos, pero 
sustentadas en bases diferentes. 

El uso del telescopio tanto como los hechos y mediciones que 
de el se derivanJ la aparici6n de datos cada vez más precisos de -
la• obse.rv~cionc~, a~i como el. lograr manejar1os con rapidez para 
que no sean un obstácu1o para dar exp1icacioncs ndecuadas, van con­
tribuyendo para que l.as bases sean rnlis s611.das, de tal suerte que 

la teor!a que se sustenta sea más objeti.va. 

Dentro de esta problemática es como aparecen l.os logaritmos. 
Se ti.ene conocimiento que Tico Brahe -astronoino que elaboro mapas 
del. t~nto con 9'ran preci.sidn para su época- y J. ltepler bici.e­
rou uso de esta herra.nti.enta. Su uti.1:1.dad estriba, como lo menciona 
ya en 1631. Br:l.g:ga en su Obra Logari:trunal.l ~ritlunet:l.ke a1 señal.ar: 

•LOa 1ogar1tmoa son ndmeros inventados par.:.. resolvor más fa­
cilmente l.os prOblema.s do aritmdticc. y geometria. Con ellos 
se evi.tan todas las mo1esti.as dé.~"'las mul.tip1icci.ciones y di.v.!, 
aiones1 de manera que en lugar de D.U1t1.piicac.iones, se-.h~ce~ sol.a, 
mente &di.Cienes, y en lugar de divisioneo se hacen aubatrac­
c~ones. La laboriosa operación de extraer raíces, tan poco 
grata, se efectua con suma faci1idad ••• En una palabra, con 
loa logaritmos se resuelven con la mayor sencillez y comodi.-
d.ad todos 1oa problemas, no solo de arit:m.4t:Lca y de 9eoma~ .... 
tr!a, sino e:..mb.1.an do a.atronomia." 
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Más la. fuente do inspiración do1 concepto matemático no es d­
nico; a~1 vemos que en la t'!:poca ~n que aparecen l.os. lc:igaritmos, nO 
solo da respuesta a cálcul~s astron6micon, sino que, l.os cál.culos 
que 80 pueden realizar aborda otras.esferas de aplicaci6n y del.as 
cual.en se nutre; eot~ c5 el caso del desarrollo comercial de.1a á­
poca, en particul.ar de l.a ganancia que produce un capital. prestado, 

0 el. impuesto durante cierto tiempo, esto es el interes • As~ la 
creaci6n de tabl.as que tratan problemas de intcres, seran tambien ~ 
no de los caminos que condu.j.<:>: al descubrimiento y desarrollo de loa 

l.ogaritrnos. Resumiendo tenc;.mos: 

Los logar~uno5 surgen conforme se desarrol.1a el cá1culo 

aritrnlitico y gcom6trico, su imp0rtancia estriba en que 

simpl~fica l.os cálculos, ya se apliquen a 1a astronom~a, 
al comercio, a la r.avegaci6n, etc. Haciendo aencillo ope­
rar con núme~o6 ~uy g=andcs o nameros muy pequeños, obte­
niendose resultados más exactos~ que son los que el astr~ 
nomo debe exp1icar satisfactoriamente, o b~en el. comer­
ciante podra intensificar su actividad a partir del cr~d.!. 
to e intcre5, o el navegante trazar rutas mar1timas mas 

cortas, etc .. 

B1 cálcu1o aritmético con l.og:arit:mos. 

Pasaremos a explicar como se reali.zan los cdlcu1os iu:itmGti.-

cos a travez de los loga~itmos. 

Si uo multipl.ica 1'2e por 32 e1 procetÚ.miento es el &1.':f 

gui.ente: 
128 

x_!! 
256 

..1!!--
4096 
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en este procedimiento se 
requ~ere real~zar vari.ae 
mu1tip1icacionea y S\JJIU!l.B • 



otra forma de realizar esto c~lculo, que nos dara una primera 

aprox1.m~ci~n a l~ que son 109 l~garitrnos consiste en 

·~) Observar que los nWneroo que se multipl~can, son pe;cn­
ciae de la misma base, esto es 128 = 2 Y 32 = 2 • 

ii) Usando laa leyes de los expOnentes, tenemos que 

128 X 32 '"' 2 7 
X 2S a 27 +S ""' 2 12 

iii) Si contamos con una tabla formada por las potencias del 2, 
el cálculo se reduce a identificar en la tabla a i28 Y 32 

Cifro.O potencias de 2 y ~ los exponentes. Finalmente i­

dentificar la potencia de 2 cuyo cxponcnto es el resultado 

de la suma. 

Esto es, la multiplicaci6n se redujo a una swna, esquematica 

mente se muastra en la siguiente tabla 

t 
5 

~ 
,~+~¡~~~~~~~~~~~~~ 

Exponent n l. 2 3 6 7 
Potencia n 2 4 16 32 64 128 

En forma aimi.lar la diviai.dn de 

mo sigues 

4096 T 256 • 2
12 + 2

8 
-

8 9 10 11 12 ••• 

256 512 1024 2048 4096 .. 
4096 entre 256 Ge reali.za co-

212-8 = 24 e 16 

aa:t con ayuda de la t.abla 6 la di.visi.an se reduco a reatar exponen­

tes y encentra%' lo. potencia de la d:L.ferencia en la tabl.a. Ro•um1en­
do tOnemos 

~ 
B1 mAtodo permite, con ayuda do l.a. tabla, reducir l.a mu1-

t.1.plicac16n y 1a divio16n a sumar y restar respectivam.en­

te1 1o cual. facilita los c&lculos. 

Hila 10 anterior func:Lono muy bien debido a que los ndmeros 

¡u-apu.eatoa son potenoiaa enteras de1 2 • ¿Como se puede util.11111r 

al. aaltodo para· ro:a.liza:r· los c4lculoa entre cualquier pa.r de ndme­
J:0•7. 
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Una primera forma puede consistir en tener la tabla apropiada 

~egun el c~lculo, esto ea: 

Si mul.tiplicaio~ Sl x 27 requerirnos una tabla de potencias 

de o bien si divid.imos g012s + 625 , se usar!a una tabla de ~ 

tencias de S. M.1.s esto nos l.leva a tener una infinidad de tablan de 

potencias con lo cual en vez facilitar el. cálculo, este se hace más 
compl.ejo. 

Otra .:iltern.:itiva, que 5C sigur? en la util.izaci6n do los loga­

ritmos es tener una base fija, por ejemplo el. 2 , y elaborar una 

tabla* que exprese cualquier nt'.imero real x corno una potencia del n~ 

mero 2. 

Ak! al con~iderar cualquier par da ndmeros reales x 1 y x 2 , 

se requiere hacerl.es corresponder dos ntimoros reales Y1 y y 2 res­

pect1vam~nte, de tal manera que x, - 2Yu y Xa - 2Y2 , as~ al mu!. 

ti.pli.car o divi.d:!.= ayudandose con !!:, ~ ~ exponentes :t ~­
:..!!.:!. se consigue si.mpl.ificar el cS.l.culo puesto que solo se·-aU?Da o 

resta los exponentes segun sea el caso. 

Precisemos lo anter:l.or extendiendo el concepto a una situa.,.-·, 

ci.c5n ~s general., esto es, para cualquier base a pos:f.tiva y di.s~ 

ti.nta de uño 

Sean a > O con a '1' 1 y x ndineros re!!_ 
les, e1 nlln\ero rea1 y ta1 que 

aY • X 
se le U.ama el logaritmo de :.x en l.a base 
a y· se denota como 

y • 1og
6 

X 

..*Zata se 1ogra con 1a interpol.aci6n. que •• 1oara cau J.a exunci6n de1 concepto de 
pot.om:i.a de un nGmero en el caso en que o1 es:pon.enta •ea cual.qu.1er ntlmero roal.. 
l'ina.l.iDu,te aará la t.eod'.a de aerle5 1.nfiniu.a 1a que pand.te darle prec1.a:t6n. qua 
ae deael!. De manara qua hoy. an dia •u i.mplemantaci&a ea. 1u Úq,uinas ca1cul.ador·a.. 
ha pz-cducido gran. facilidad y cxact.itud a1 cll.culo ari.bl&ticc. 



Dicho en otras palabras 

J y • l.oga x si y solo si aY 

De eeta manera se puede decir que 

• 1092 32 puesto que 2 5 = 32 

a X 

y 

7 - log5 78125 puesto que 57 
es 78125 

Se tienen dos bases con las quu gene~a1mente se realizan los 

c.i.lculos arítrntitícos, estas se eligen segut'L l.as necesidades. Una es 

la llaroada¡base 10 cuya u~í1ídad esta asociada a la escritura deci­

mal. que usual.mente utilizarnos. De esta manera si tenernos que 

l.og,. x - 3.457 inmediatamente nos percatamos que 1000 < x < •• 

10 OOOi 

Cuando se trabaja con esta base, para simplificar la escritu­

ra, ol logarit:no de base 10 se representa como 

l.og x. 

La otra base que se utiliza esta nGoc.:!.~da al. comportamionto 

de fendmenos da la naturaleza y es ol ñtimero irracional e el. cual. 

men.ci.ond.mos ya en el parágrafo anterior. 

CU.ando nos referimos al l.09aritmo de base e usua1mente se 

clics l.oga.¡_·J.tmo natural. y ae denota por 

t:n X 

Quedando d.ef:1n1.do el concepto de l.ogar:1 t:mo, asi como lo que 

a:tgnif~ca 1a tabl.a da logaritmos, forn:.al:tzaremoa e1 porque es v41~­
do el. c4lcu1o a travaa 4o eata)· 1o cua1 ao basa eri. 1as sigui:entes 
propiedftde• 1 
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¡LEYES DE LGS L.OGARITMJS 

Sean x!· y x 1 reales positivos, 

J.) l.og4 (x1xz) = log
4 

X1 + leg8 X.2 

ii) 109
8 

(*) • leg
8 

X1 - 109
8 

Xz 

iii) lag
8 

(x1c) =e log 0 xl 

Demostración 

entonces: 

a) ·sea y 1 - lega x 1 , yz ... lag
8 

Xz , lo cual significa que 

aYl ... X¡ y aY1 71::&:.x.a :" 

·por 1o cual 

y por l8S leyes de los exponentes 

8 Y1+.Y1 rr::: X¡Xl 

l.uego usando la definic1.6n de legarJ.tmo tenemos que 

Y1 + Yz .. log
8 

(X¡Xz) 

y sustituyendo lo que signifi.ca Y1. Y Yz del. primer 
paso en las anteriores 1.gualdades Ünemos f:tnal.Dlente que 

loga x 1 + 109
8 

xz • log• X1X1 

b) Part.imOs que Y1 a 109
8 

Xt ' Yz • loga Xz 

por lo cual a.Y1 • x 1 y aYz • Xz _ 

l.uego, al d1.vid1.r 

, y en base a las l.eyes de los exponentes tenemos que 

por lo cual. 

- l!.l. 
"ª 
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VY.1 - ;t2 • .l~gll 

quedando finalmente que 

e) Dado que si 

loga X - 109
8 

X 

loe¡ª x1 = Y1 

aYl c.: X¡ 

(aY1)c.ªXtc 

tenernos que 

luego 

usando las leyes de los exponentes 

por lo cual 

y fi.Mlmente 

clo94 xi = 109ª (x1 e) 

Otras propiec3.a.dcs de 1os logaritmos que son fáciles de dedu­
ci.r son 1as &1.IJllientes: 

l 
:::s.ax> _º.,.' a 1' 

x • l.ogn ax 

log
4 

a • l 

109ª 1 ... 

1 un nt'.imero real entonces: 

A vecee es necase.rio cambiar la base de los logaritmos, do 

ta1 manera que si. ae a obteni.do 1~94 x , • a parti.r de esta obtener 

l.ovb x con a /t b • Por ejemplo cuando se des~a obtener pc¡Jr m.edi.o 
de 1a~ tab1aS 4e logaritaoa o por una calcul.adora, logar:l.trllO• da 

J>aaa dS.at1nta a las que e11t.a• tienen que aon logaritmos da base 10 
o 
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o de base e .. Para tal efecto deducJ.remos una fórmula que establ~ 
ce esta relaci6n. 

Sean a y b 
0

basea da logarJ.tmos con a ~ b lu~go 

~ - logb x si y solo si. by ~ x 

luego tomando el. l.09aritmo en basa a .1 ambos 1ado'S en l.a segunda 

igual.dad de la equivalenc~a se tiene 

l.oga by -= log
8 

x 

ap11cando las leyes de l.os logaritmo~ (iii) tenemos 

y1oq
4 

b ,,,. log
4 

:x 

despejando y 
loga x 

y•)--­
l.oga b . 

y utilizando l.a equíva1enci.a inici.a1 ob~nemos 

!
FORMULAS DEL CA.'<BIO DE BASE 

l.Og X 
l.og¡, X - --ª-

1oga b 

en particu1ar 

1 
l.ogb a• ---

109ª b 

La :función 1ogaritmo. 

En la segunda m.1 tad del siglo XVX:I ae encuentra una rel.a.ci.dn 

entre_ 1a funcidn l99arit:oo natural y l.a hi.~rbola equi.1atera y • ~ 
donde Be establece que el 4rea IA a,b -acotada por uJi segmento de 

de l.a ?\i.pdrboia, el. eje de las absc1s~s y las rectas x • a 1 x - b::. 
es proporcLonal al logaritmo natural de la raz6n de 1as ordenadas 

.. de lo• extremo• del s~nto, as doc1.r 

-100-

<--). 



I 

... .!. ,. 
A a.b "'" ;Ln (~) • Ln b - Ln a 

El. desarrollo de esta re1aci6n -~reas y 1ogaritmos- jug~ un , 

ro1 imrortante en la 1.ntroducci6n de series .i.nfinitas como t.6cnicas 

en la construcc:idn de algor.itmos que contribuyeron al. desarr~l.l.o 
de;L Cálculo Diferenci..al. e l'.ntcgral .. 

La definic:l.dn de la funci6n logaribno no sera en la orienta­
ci.6n mencionada, si.no que se formulara a partir del. concepto de l.o-

9aritmo tratado anteriormente. As! tenemos: 

I
DEl"XHXC:ION: Sea a > O, a -¡A 11 la func16n 

f:::R+-~ 
X ...__f(X) .. l.Oga X 

se l.lama funci6n l~garitmo de base a. 

Como para cada a > O a ~ 1 ae tiene una funci.6n logaritmo,. 

•a conatruye una fa:U.l.ia de funci.ones loqaritiao, establ.;cie~doae 
1aa aigu1ent:ea propiedades. 

:1 

1 .. f (1) - .1?9a (1) • .O para cualquier base 

2. f(a) .... l.~g •. Ca) .. 1 para cualquier base ..i.a 

J. Si a > 1 f es crcciOntei ademas cuando x se aproxima a 
O , f(x)~-qo , ce dcc.ir una as1'..ntota vertical. es el eje 

X • 

4. Si O < a < 1 f decreciente; ademas cuando x se a-

s. 

p~ox.ima a O f(x)---..- , es decir una as1ntota vertical. 
es el. eje x . 

Si consideramo!l dos funciones logar.itmo con diferente base 
f(x) ~ log

4 
X y g(x) • logb " 

se tiene que, 

.:l.) Si a < b < 1 

cuando X< 1 l.oga X ~ logb X es decir f(x) "g(xJ. 

Cuando " > 1 l.Oga Y- < logb X es decir f(x) ~ g(x). 

:1.:1.) Si 1 < a < b 

cuando X< 1 l.oga X < 1ogb X es decir f(x) < g(x). 

cUando X> 1 . l.oqa X> l.ogb X es decir f(x) > g(x). 

En cuanto a l.a gráfica de la función logar.itmo, dado que se 

cumple la equivalencia 

y a lega X a.i y solo si x • aY 

esta se puedo obtener a partir de la ~unci6n exponencial. .intercam­
biando l.Ós pares ordenados que definen a_ esta dl.tima funci6n. 

O.icho geomátricamente, si a partir de la func.i6n exponencial 
trazamos una curva que sea simdtrJ.ca respecto a la recta y ,.. x o!!_ 

tenemos l.a ~ráfica do la func~n logaritmo. 
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Como ejerc1cio a partir de 1as fuciones exponenciales cuya 
regla de correspondencia son 

y - <~>" 
y •<tJ~. y •<i>x y • <t>x y •<i>x 1 y •(~)x 

1 ¡. 

obtenga su correspondiente funciC5n logar1:tmo y veri.fique las propie 

da.des que se dieron de :!..a ~amJ.11.a de func.1.ones logaritmo (gra~.tque~si" •. 

-103- / 

En las a~tcriores secciones hemos presentado.una nmplia va­

riedad de funciones·. En 6sta seccidn y en las dos si.guientcs, da.­

remos otros procedimientos para construir funciones tomando como 
base las ya eotudiadan. 

Consideremos las funciones y q definidas por 

g(x) = 2x f(x) = x 2 y 

en este caso f(3) = 9 y g(3) "' B, ahora bien, ¿tienen sentido 
las expresiones f(g{3)) , g(f(3)) y f(g(f(l)))1?. 

La respuesta es afirma.ti.va, veamos porque: 

f(g(3)) - f(B) • 64 
g(f(3)) - g(9) - 512 

f(g(f(Ul> • f(g(1l) • f(~ • 4 

Como podemos obGervar, tenernos un proccdi~iento que nos per­

mi.te relacionar la re.gla ":ª correspondencia de vari.as funciones, 
el cual es di.stinto a· los ya estudi.ados (como son las operaciones 

suma, resta, mult1pl1cac~dn y divisi.6n)1 dicho procedued.ento ana­
l:tzar-os ºen esta parte, el ct.!al se llaiaa la .ComposJ.c16n de Pun­

c:l.onea. 

Cons~dere 1as.funcioncu 

f: A ---n 
x-f(x) 

y g:u-c 
x~g(x) 

1uego, e1 proced:l.m.iento anterior, sugiere que se puede constru.1.r 

una función h definida de A en e , con 1a propiedad.de que 

cada X eltimento de A tenga como 1.magen, a la imac¡en de f (x) 

a1 ;apli.c;:arle 9 • esto es, h(x) • c¡(t(x))). Esto .1.o representa-: 

moa en e1 aic¡uie:nte diagrama. 
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Asi, al proponerse dos funciones, se obtiene u~a tercer fun­
.ción, lla~da su composici6n, la cual se simbolizará por un pequ~ 
ño circulo • , por ejemplo h resulta de gaf • Resumiendo ten~ 
mos .la siguiente 

OEF'INl:CXON 

Sean f g funciones y 

A • {X & R r x & Dorr. !: y f(x) & Dom. 9 

entonces 1a funcidn 

91ff .: A_....,.. 2?. 
· x- (g•fl (x) • g(f(xll 

s;e l.l.l:una f compuesta con g • 

COlflo se observara de la def inic16n, para que x sea del do­
mini.o ele qof se debe cmnplir que x sea del dominio de f y 
f (x) de l. dani.l>J.o de g • 

&n:MPLO l. 

Sea.n f y g 

f(x) - x 1 

encuentreoe 

SOLtlCXON: 

funciones reales con regla de correspondencia 
y g(x) • 3x 1 + 7x1 - 2x 

(gof) (X) y (fog) (X) 

Tenemos l.aa si9uiantea identidades 

(gof). (>tf·o;· 9°Ú<xlÍ 
• g(X:) 
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1 

' 

• 3(x 1
) 

1 + 7C.x 2 } 1 - 2tx 2 } 

• 3x" + ··7x 11 - 2x 1 

Análogamente 

(fog) (xl ~ f (g (x) l 

f(3x 3 + 7x 2 
- 2x) 

(Jx 1 + 7x 2 
- 2x) 2 

• 9x 5 + 42x 5 + 37x'° - 2Bx 1 + 4x1 

El ejemplo nos pertn.!.tc asegura_· que (fog) (x) y (gof) (x) 
no son siempre iguales, es decir fog ~ gof , esto es, debemos ~ 
ncr atencidn en el orden de obtenci6n de la composición. 

EJE~LO 2 

Sean f y g definidas por 

f (x) = ~ : 5 
encuentre gof. 

SOLUCION 

y q(x) • ~ 

Pr.il:lero obtQn9a.rrcs la reg1a de correspondencia 

(g•f) (X) ~ q (f (X)) 

ag(~) 

- J~: s + 2 

- I 2 
Bncontremoa Ahora e1 dominio do 1a composicidn. as! pg:es, 
para que x e Dom qof ha de •er x ~ 2 y ademas 
3

: : ~ > O .. Resolviendo 1a desiqua1d.aXd<• ;e obtiene que 1a . 
condiciCSn equivalente es : x > 2 6 l' .. 
E1 dominio es finAlmentes 

DolQ. 9•f - {x e :B. 1 x > 2 o x < ~ } 

-:n-]j.2] 
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En resumen: 

. <J•f: n -Ji ,2]-n 
X .f-.:-- {gof) {x} 

S i1. Funci6n inverna 

~ 
-..¡~ 

Un s'9undo ~roccdimiento para construir funciones, es obte­
ner la func16n inversa de una funci6n dada, la cua1 cx;f.ge condi­
ciones especiales para su obtención. Las plantearemos en e1 si.-­

quiente caso particular. 

considere la funci6n f : 7Z -- ~ 
:::~f(:Y.) •X+ 1 

dich~ funci6n define e1 siguiente conjunto de pares ordenados: 

f ... {: ••• ,(-1,0),(0,1),(1,2),(2,3),(3,4), ••• } 

al invertir todos .los pares ordenados de f se obtiene la rela­
ci6n 9 

9 - { ..... ,(0,-1),(2,1),(3,·2),(4,3),(1,0), .... 

en este caso, q es una J!uncidn defini.da taJnbien de ~ en :iZ. 

Note que f(l) • 2 y 9(2) .. 1 o b1.en 9(3) • 2 y 

f(2) • 3; en forma general resulta que al obtener foq y gof 
defini.das en Z , se obti.ene la función identidad, esto es1 

(g•f) (xl - " (fog) (x) •X 

Esto no sucede con cualquier fuÍlci6n, es decir, no siempre 
al dar una 'funci<Sn f , ·ai invertir el orden de l.os paras de f , 
la rel.acidn que resulta es función. Por ejemplo, si 

t:im~:· 
x~f(x) • x 2 

los parea qua forma.n el conjunto f aon 
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.1 

f - { .••• ,(~2,~l~l-1,1),{0,0),t1,l),t2,4},{J,9) .... 

y la. relación que reeul.ta do 1.nvcrtir cada par de f ca: 

. 9 -· { ••• , (4,-2) ,'(1,-11, (0,0), (l.,l.), (4,2), (9,3) ••• 

la cual. no es func16n, ya que por ejemplo 

Xm (9} =[3,-3) 

AhOra bien, ¿Que es lo que permite que en el primer ejemplo 
la relación inversa sea función y en el segundo, no lo sea?. La 
respuesta es que en el primer ejemplo, cualquier par de elementos 
X1 y X2 que estan en el dominio de la función con Xl r X2 

cumple que f (xi) #- f (x:d : lo cual se puede comprobar como sigue: 

•Como X1r x 2 ent~nces x 1 +l~Y.2+l, l.uego 
f(xi) .¡. f(x2) 

Mientras que en el seguntlo cjc:::pl.o no se cumple este hecho, 
esto es, hay el.ementos x1 y x2 en el dominio de la funcidn 
tal. que Xl r X2 Y f (X1) • f (X2) .._Cotoo es el Ca SO de la rela-

Ci.6n 9' en donde corño. ya dijimos, la imagen del 9 3 y -3 .. 

La anterior discusi6n nos lleva a sistematizar estos resul.~ 

dos como si que: 

DEF:tNl'.CJ:ON 

Una funcidn f es inyectiva si 
t. (x1) '1' t. (xz) siempre que xi 1' xi • 

DEF:tNl'.CION 

Para cualquier funcidn real. t. , se define la rel.ac16n in­
Vdrsa de f , y ao designa por f-1 , ai conjunto de pares 
(y,;t) para los cualeo (x,y) pertonoce a f! • 

E1 stmbo1o -1 que empl.earoos no debe confundirse con un ex­

ponente, es decir, f-1 no equivale a i 
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l:::IN:~I~: rango~C::.l f:na.:u::i::laci6n 
f-l.: Y___.,. X es una funci6n 

y,____ f-1 {yl 

se dice que f-l. es la funci6n inversa de f. 

TTEOREMA 

if-l. es una funci6n si y solo si 

" DEl-DS'i'RACION 

es inyectiva. 

Supongamos que f es inyeotiva y que -Ía,b) y (a,c) perten!. 
cen a f-l. , .en este caso, para que f sea funci6n, debe-

mos comprobar que b = e • 

. En efecto., sea a ""' f (b) y a = f (c) , pero &i f es i.nye:_ 
ti.va entonces se cwnp1e que si f(b) ... f(c) entonces b • c. 
Lo que se ·quer!a de.mostrar. 

Rec!procame~tc, supongamos que f-l. es una funci6n., debernos 

probar que f es inyectiva, esto es que si f(b) • f(c) en­

tonces b ""' e • 

En efecto., f contiene a los pares ~b.,f(b)) y (c.,f(c)). 
pero (c.,f(c)) • (c·,f(b)) de modo que (f(b) ,b) y ,(f(t) .d 
pertenecen a f-1 y como f-l. es funcidn, entonces b • c ; 
ae! pues, f eo inyectiva. 

una funcidn creciente o decreciente, 
x...--f(x) [::RE~ X-Y 

entonces f es uno a uno. 

La demoatracidn es una interpretacidn di.recta. del significa­
do de 1os conceptos que involucra, por 1o cual se deja como 
ejerc1c1o. 
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Por otra parte, al componer f con f- 1 se cumple lo si­

guiente. 

rE>D\ cf es inyectiva con dominio X y rango 

(f-l.of) (x) "" X Dom f-l.of = X 

Y , entonces 

Dom fof-l. = Y • 

La prueba es sencilla y se deja como ejercicio. 

cuando tenemos una función real inyectiva definida del con­
junto A al conjunto B por medio de una regla de corrcs¡lOnden­
cia y a f(x) , un m~todo algebraico que permite construir la re­

gla de correspondencia de f-l. definida de B en A expresada 
como x • f-1 (y) resulta de despejar x en la regla de corres­
pondencia dada por la ecuación y= f(x). Lo cual se expresa como: 

f-1 (y) si y sol.o si y ... f (x) 

.EJEHPLO l. 

Al considerar la función f::R-R 
x.- f (x) ... 3x - 2 

por ser f creciente, f 

es una función. Obtengamos 

es inyectiva y por tanto 
f-1 . 

Sea y = Jx - 2 . a1 despejar " tene..mos 

X• L:j--1 por J.o cual 

f-1, :a--- :a 
y.-C1 (yl - L:j--1 o bJ.on 

f-1 , :n-n 
2 x.,__f-1 (x) "+ ·-r-
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EJEMPLO 2 

Sea f; (o,~[---:n 
X - f(x) = x 2 

- 3 

Observe que al restringir el dominio do la funci6n de R a 

t:o,•( tenemos una función creciente y por l.o tanto inyec­
tiva. Al considerar ln. ccuaci6n y = X2 

- 3 
despejando x obtenemos x = ±¡--y-+) , 
como x es positivo, dcscart.:imos x = -~ 
y escribimos la regla de correspondencia de f-l como 
f-1 (y) = ..y-:¡:--! o equivalentemente f-1 (x) e1 ~ 
Ast'tencmos que f-l se define como sigue: 

c 1, (-3,~[-:n 
X f-1 (X) = rx+"J 

Considere e~ el pl.ano cartesiano a los puntos P (a,b) y 

R(b,a) pertenecientes a las gráficas de f y f-l respect~va­
mente y ar b • 

Tracemos lA recta cuya ccuaci6n es y • x (la gr4fica de la 

tunci.6n identidad)J localicemos en esta recta los puntos Q(a,a) 
y S(b,b). Es inmediato comprobar 

que PQ • OR - RS • SP • lb - al Y 
que RP • SO .., /(b - a) 2 + (b - D}2 

-,12'\b-aJ. 
Luego PQRS es un cuadrado. 
Por lo tanto, sus diagonales 
cortan en angulo recto y a la m.1.­

tad, es decir, RT • TP J lo cuai 
significa qua R es el simditr.1.co 

de P respecto a la recta y • x. 

-lll-

En e1 caso en que a• b se tiene que (a,b) - (b,a), esto 

es, P - R y catan sobre la recta y = x , y pertenecen tanto a 
f como a f-

1 : por io cual P es sim~trico con R respecto a 

la recta y - x. En forma general se tiene que 

I La grtífica de f-1 es la curva sirntitrica de la gráfica de 
f respecto a la recta y e x • 

EJEMPLO 3 

Sea f; [o,-·:[:---E, x~f(x) -=.":x2. + 2 

Por ser f inyectiva, f-i es funci6n dCfinida corno 

f-1 : ] 2,• .[-R ¡ x._:_.....f-1 (x) -· ~ • Las gr!_ 
ficas de f y f-l son: · 

f' 

EJEMPLO 4 

La f unc::idn .identidad presenta ia propiedad de ser olla miama 
su inversa. 
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EJEMPLO 5 

Este procedimiento de trazar l.a gráfica de l.a funci6n inver­

sa a partir do su corr~spondiente funci6n, fue itilizado an­
teriormento al. trazar l.a gráfica de la función l.ogaritmo a 

partir de la función exponencial. Con la notación de la in­
versa tenemos: 

Si f: n-:n para a > o y a r" 1 
x-ax 

·entonces f-1 , Jo,~ [---R 

; 
X f-1.(X} 

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS :I.NVERSJ\.S • 

Por ser cada función trigonométrica peri6dica, ninguna es i~ 
yectiva y su correspondiente relación 1nversa no es función. Sin 
embargo, al. restz:ingir e1 dominio de cada función de manera apro­
piada, se pueden obtener funciones inversas, claro esta, en los 
dominios restringidos. 

Considere la funeidn seno, cuyo dominio es ll y rango 
[-1,1] 1 por tener un periodo de tamaño 211" , se ti.ene que 

sen x .,. aen (x + 2nir) con n e :IZ , poro si definimos la 

func.16n f: [- ~, ;. J-:n 
x f"(x) • son x 

resulta que 1.ii. función es inyectiva, con rango [-1,1 J y que 
su correpondiente función inversa es: 

f-1, [-1,1]- R 
x f-1 (x) • sen-l x 

Comunmente a las funciones inversas de lns funciones tt:Lgo­
nom6tricas ae denora:Lnan f"uncidn arcor en este caso, la :Lnveraa 
del aeno ae denomina la func:Ldn arco seno y se denota por arcsen 
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cuya._gráfica es: 

Similarmente para las demas funciones trigonom~tricas se ti~ 

ne que 

Si. f: ] o,n [- :R entonces 
· x......___f(x) .. cos x 

f-1, [_-1,1]-n 
x.----f-l (x) ~ arccos x 

Si f: J ::..;.,.;.[- :R entonces 
x....---f(x) • tg x 

f-1! n.~:n 

x.---f-1 {x) ""' arctg x 

f-1:R~'R 
x~f-1 (x) • arcctg x 

Si f:) 0,11[-n entonces 

x ~f(x) • ctg x 

Si f: entonces 
... sec x 

:i:-1, :R - ] -1,1 [-n 
X f-l(X) 

Si :f:] -;,.;:[ - {O}-R 

X f(xl. .• 

f-1, :n - J-1,1[-n 
X f-1 (x) 

• arcaec x 

entonces 

ese x 

• arccsc x 

·x.a,8 qr4ficas de las correspondientes f"unciones se obtienen 
faci.lmento con el m~todo propuesto, dejandoae como ejercicio al 

lector. 
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§12. Punción a pedazos 

Al considerar una pelota que rebota en c1 suelo e intcn~ar 

representar el hecho en un dibujo, o bien, dibujamos a la pe1ota 

en un momento de su caida, o bien en el mismo dibujo representa­
mos varias posiciones de la pelota en distintos tiempos a la vez, 
indica~do que sube y ha.ja 4 

I 

1 • 
Pero si para observar el proceso contamos con una ca.mara fo­

togr&rica o de cine, podemos representar el f cnómeno con varias 
fotografias, lo que permJ.te descr:l.bir mejor el fen6meno. 

Usando instrumentos de precisión adecuados para medir tanto 
1a distancia coino el tiempo, a l.a vez que aUn\erlfamoa ·e1-9rado do 
abstracci6n al. analizar el. fen~meno, podemos considerar 1a pelota 

como un punto, el de eu centro de 9ravedad y aolo estudiando los 

cambios de posici6n con ol. tiemp:>, podemos representar el ren6mano 

en una 9r4fica1 
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en la cual, cada punto P de l.a gráfica representa. la p0sic.i6n 

de la pelota en un tiempo a, á una distancia hla) del. suelo. 

Al continuar anali:ando e1 fenómeno, se observa que la pelo­
ta, a1 caer, conforme se aproxima a.l sue1o, aumenta su velocidad; 
mientras que cuando asciCndc, ásta. d1sm1nuye. Para el Fisico, re­
presentar tal hecho, requiere de 1os instrumentos con que se mide 
cuantitativa.mente el fenómeno y tafnbien elaborar conceptos ~pro­
piados que describan la velocidad que desarro1la durante el tiem­

po en que estuvo rebotando4 

Para esto, se considera que la vel.ocidad tiene una d1reccidn: 

conv1.niendo que cuando la pe1ota cae, su V'1locidad es positiva, 
mientras que cuando asciende sea negativa. 

'l'enemos por tanto, que ai lA po~ota, por nequnda vez toca el 

suelo en el tiempo t 1 la gráfica del cambio en la velocidad 

respecto al tiempo os: .., 
V 

t 
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Esta qr:S:fica l.a podemos considerar como la de una funci6n, 
para precisarla, requerimos definir tanto su dominio de defini­
ci6n, como su regla de correspondencia. 

En cuanto al. dominio, podernos proponer el intcrval.o cerrado 

[o,t,J 
En cuanto a la regla de correspondencia v(t) , en un princ~ 

pio parece que no hemos estudiado tal. tipo de funcionca; más si 
descomponemos el interval.o [o, t,J , en dos intcrval.os, 

[o,t1] u.Jt1,tJJ vemos que en cada interval.o aparece la gr~fi.­
ca de un ~egmento de recta, por l.o cual. su rcgl.a de corresponden­

cia podemos describirla 

Si O ...::;;: t ~ t1 

si ti < t ~ t:1 

V(t) = k¡t Y 

v(t) • k2t 

donde k1 k2 y e son constantes. 

Do este modo, l.a velocidad que tiene l.a pal.eta en todo mame!!. 
to, desde que ae suel.ta de una al.tura h , hasta que toca el. sue-
1.o por segunda·ve=, se puede definir ~omo l.a funci6n cuya gr4fica 
es la anterior y es expresada como sigue: 

En general, tenemos que un procedi.miento más para construir 
~unciones, consiste en: 

1
Dado un conjunto A , deacomponerl.o en n aubconjuntos B1, 
D21 ••• Bn, taiea que no tengan elementos en comdn y au u­
ni.dn saa A , y luego para cada subconjunto proponer ia res­
pec ti. va ·regla: de correspondenci.a, esto es: .. 

Po.ro. AC::R con B>UBoU~ •• UBn •A y s 1 nBj4> s1 i ,& j. 
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l 
f: A-:n r·· si X C n, 

f1{x} si X C n, 

x~f(x) a • 

fn(x) si X B 
n 

A ).a funci6n f definida de esta forma, se l.e denomina 

funci6n a peda=os. 

EJEMPLO l. 

El val.or absol.uto 
~bsol.uto como sigue: 

permi.te construi.r l.a funci6n val.or 

IXl•R-:R 
xi----lxl 

y su qráfi.ca es la sigui.ente 

EJEMPLO 2 

La denominad.a. funci6n Signo, so def i.ne como s~gue 

S9n•R-{O}-R \1 
x Sgn (x) • 

. -1 

cuya gr4f 1ca es 
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si X <. 0 



--------l-1 

EJEMPLO 3 

Sea f una funci6n dada como: 

f: Dl'---R si X < -2 

f x• si -2 ~ X 

X t---f(X) 
= ~X si 0 .:S X 

d X - 1 
si X .> 1 

cuya 9ráfica es 

y 

-119-

1707 L EULER 1783 

< o 
< 1 

3 
Lll\AiTES 

LA DIALE~TI~A :.:A!~lALISTA .DE ~~o\RX 

y 'EA'GEL3 :::::OLl:nJ::DE ::mRTAl.:3HTE n 

REL~TIVI::i:.:o,. l?'ERO !!O SE :?.ZDUC!t A EL, 

ES D!:::I:t,n:s-.:or.o:::E u ~EL\Tr.'ID..\D DS 

TODOS NUEST!'lOS CO!!O~I:.~E::TOS, !?O U. 

XL S=::J'!T'.ItlO :>S IA' ?:'EC:A".:I:O!? DE LA 

V'SS!JA!> OBJETI~A,s:ir.o :::r EL Sz:tTIDO 

Dn OO!'lDICial.il!I:ENTO !lISTORICO DE 

LOS LI:.:ITES DE LA .. uaoxnUOIC!T DE 

llUEST:tOS CCINOCIUIE!ITC5 A ESTA VERDAD. 

lóATEO.IALISt.:O Y i;:;.:n:arOCRITICISlllO. 

v.r.i:.enu.. 



§1. Xntroducci6n 

1 

E1 periodo de 1a Matem~tica donde nace y se desarrolla ei ~ñá 

¡
lisis comienza en el Siglo XVII. Basándose en lon materiales sumi: 
ni9trados por la entonces nueva Ciencia Mecánica y tambien en pro-
blemas de Cjeometr1a y álgebra; puesto que en 1637 surge la 
"Geometría" de Descartes, estableciendo las bases de la Geomctr!a 
Anal!tic~. '* 

El sigwr.tente paso en la dirección de la matem!ltica de las mag­

nitudes variables, es dado por Newton y Leibniz al sentar las ba-
l ses del Cál.cul.a Di~crcncial e Integral. Este fue el verdadero co­

mienzo del Análisis. 

El cálculo diferencial es, básicamente, un m6todo para encon­
trar la velocidad instantanea de u~ objeto dado siendo este equi­
_va1ente al problema de dibujar una tangente a la curva que repre­
senta 1A distancia respecto al. tiem¡::io, es decir un modelo del. mo­
vimi.ento. 

El cAlculo integral es un m~todo de encontrar el rcsu1tado to 
tal. de le acci6n de una magnitud variable. -

Conforme so va dejando a un lado la formulaci6n mecánica de 

los probl~s en que se analizaron los anteriores conceptos y ope­
rando con funciones en vez de dependencias de distancias o veloci­
dades respecto a1 tiempo, se llega a la formulaci6n de problemas 
en forma abstracta, es decir, se llega a los problemas del cálculo 
d~ferencial e integral. 

Será fundamental para el Cálculo, como para todo el desarro-
110 postorior del Análisis, el concepto de LIMITE, el cual se for­
mula posteriormente al de los concepton variable y función. 

* La.9 ••Cc.ionea clS'.nicaa: -1.ip••• hip,rbola y par&bola, ceorS:n. desarrollad• deade 
lo• griegoa,1Jnida • la fonia algebraica desarrollada deapues de la &poca g~i•­

sa. 7 con la idea 4e magnitud variable, qUI!: aurgio del estudio del aiovimienco 
soa el origen de la Geometría Anal!tic:a. 
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As~, en los primeros días del Análisis, el papel que iruis tar­

de desempeñaría el :iJ;litc, corri6'a cargo del concepto algo nebul~ 
so que es el infinit6simo; el cálculo de Newton y Lei~niz, asi co­
mo el de sus contcmporancos, fue un cálculo que en muchos de sus 
trabajos esta basado sobre conceptos gcom6tricos intuitivos. 

Seran Euler, Lagranqc y Cau~hy quienes sustituyan elementos 
aritméticos por intuicionc.s gcom6tricas. E~ta aritmctizaci6n le d~ 

ra mayor rigor y precisión al Cálculo; no obstante, aün en el rtlt~ 
mo tercio del siglo pasado, de los propios ntímcros reales, se tie­
ne solo una idea intuitiva de ellos. De tal suerte que la ausencia 
de una completa comprensión del sistcm~ de los nclmeros reales impi 

de una fundamentaci6n sólida del Cálculo. 

oe esta manera será a fines del siglo pasado en que se formu­

len construcciones de ~ que muestren la necesidad del Axioma de 
Completez para los nürneros reales, propiedad que en sus varias fo~ 
mas, juega un rol crucia1 en el Cálculo Xnfinitesirnal, valorando 
su importancia al estudiar las propiedades de los l!mites. 

!li2. /. Por qué estudiar e.1 1:1.mite ? 

Presentaremos algunas ideas informales sobre el por qu6 es nec~ 
sario el. concepto de l!mite. Esto 10 haremoa si.guiendo dos orien't!.. 

· ci.ones: la primera :mostrara como a parti.r "º abstraer propiedades · 
de cuerpos f~sicos, se llega necesariamente a h.a.blnr del l!miteJ 
para esto presentaremos la •derivada• y ia "integrai•; la se«¡Unda 

orientacidn consistira e1 presentar 1a necesidad del concepto de 
lími.te a partir de conceptos matem4:ticos, estos seran "1a comp1e-­
tez• da los ne1rncros reales y la •continuidad" de una función. 
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Po~teriormcnte pasaremos a definir y darle un trato riguroso 
a dicho concepto, as1 como las propiedades do ciertas funciones 
que llevan a la continuidad de funciones. 

a) • ~ d.er.iva.da 

Presentaremos este concepto en t6rm1nos de la velocidad de un 
objeto•. Eptenderernos l.a velocidad de un cuerpo como l.a rapidez 

con que cambia de posición al transcurrºir el tiempo. considerando 
~ue una particul.a se desplaza de un punto A a otro punto B en un 

inter'1alo de tiempo t , se define l.a velocidad ~ de dicha -· 
partícula como la raz6n del desplazamiento sobre el tiempo que ta~ 
da. en efectuarse, esto es, 

donde: 

V .. ~"'"' df - di 
0.t tf - ti 

V: es l.a ve1ocidad media 

bd: es el. d.espla%amiento del. punto A al. punto B 

6t: es al interval.o do tiempo en que se reali~6 el desplaza­
miento. 

B A 

J¡ ..effjt) t 
* fu' en tirmino• d.e la velocidad como ll...,t.on explica l• Derivada de una funci6n 

** Debe conaiderarae para eate caao c&.\le el de11pla.zamiento e• en una eola dimen- • 
•i.Sn .. 
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Lo que se obtiene con la velocidad media es un promedio, par­

tiendo del supuesto de.que la part!cula,adcmás de desplazarse uni­

di.l'nensionalmcntc, su'velocidad en constante en todo su recorrido. 

Esta situación ideal no nos explica un sinnúmero de particularida­
des del movimiento, como por ejemplo: el lanzamiento de un proyec~ 
til, el movimiento de los planetas, etc. 

n csccncia, la velocidad media, partiendo de las lecturas i­
niciales y finales üc tic~po y distancia, no indica la vcloc! 
dad que la part1cula presenta en cualquier momento de su rec~ 

rrido. 

Pero es partiendo del concepto de velocidad ~odia co~o se re­

suelva el problema planteado, esto es: determinar la veloci­

dad de la part1cula en cualquier momento, a la que se llama 

VEL0Cl:D1\D INSTANTANEl\. 

Veamoslo en el siguiente ejemplo: 

Un cuerpo que parte del reposo (vi = 0) se desplaza durante 

los primeros 5 segundos 250 metros. Al realizarse mediciones de 
tiempo y distancia en este mismo periodo, se determina que la dis­
tancia camhia en función del tiempo bajo la siguiente regla de co­

rrespondencia: 

d(t) = 2tl 

¿Que velocidad tiene el cuerpo cuando han transcurrido los 

primeros 2 segundos?. 

Si usarnos e1 concepto de velocidad media para describir 1a v~ 
locidad instantanca, el intervalo de tiempo inicial y fina1 coinc!, 

den, aai como la distancia recorrida sera nular por lo c~al ia 8x­
presi6n con que se calcula la velocidad media no tiene oentidoi 

-124-



La ea11da a este contrasentido es definir la velocidad insta~ 

~nea a partir de la velocidad promedio mediante aproximaciones. 

Esto es, si~descamos obtener la velocidad instantanca en ·;. ~ 

.,. 2 , obtcngatn.os aproximaci.oncs cada vez más exactas a di.cha vc­
c~Ldad instantanca: tomando mediciones en intervalos de tiempo -

~s cortos, por ejemplo' [2,2.2] [2,2.15] [2,2.i) etc., 
si en cada caso obtendremos distancias asociadas para cada inter­

alo de la forma [2, 2 + h] con h > O con su respectiva vcloc!, 
ad promedio; lo cual podemos ilustrar en la siguiente tabla 

ntervalo d(2 + h) 6d = d(2+h) - d(2) At = h 
Ad 

V a -
At 

2,2.2 21.296 5.296 0.2 26.48 

2,2.1s l.9.87675 3.97675 O.l.5 25.845 

2,.2.1 l.8.522 2.522 O.l. 25.22 

2,2.09 l.7 .997824 l..997~24 0.08 24.9728 

2,2.06 l.7 .483632 l.,483632 0.06 24 .7272 

2,2.04 16.979328 0.979328 0.04 24.4832 

2,2.02 16.484816 O .444816 0.02 24.2408 

2,2.01 16.241202 o. 241202 0.01 24.1202 

2,. 2.001 16.024012 0.024012 0.001 24.0l.2 
2,2.0001 l.6.0036 0.0036 0.0001 24.0013 

Observemo11 que con aproximaciones más finas, en intervalos d 
tiempo ~s cortos pro:x.imos a t - 2 y calculando sus respectivas 
distancias, podemos formular lo que sera la velocidad instantanea 

en el tiempo t • 2*. Para fines pr~cticos tenemos que la volQci­

dad instantanea,como resultado de aprox.1.maciones sucesivas, para 

t - 2 es 24. 

*En pa.labraa de Nevcon: au n uxión .. 
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Pero de la expresión de estas ideas en forma verbal e intuit~ 

vamente a expresarlas c~n rigor y sirnb61icamcnte, existen grandes 

dificultades. Fue la·fOrmulaci6n matemática que propone Fcrmat la 
que finalmente se adopt6~ y que pasaremos a ilustrar resolviendo 
el problema anterior .desde otro punto de vista, este en forma más 
abstracta; el problema es: 

¿Que velocidad tiene el cuerpo cuando han transcurrido los 
primeros 2 segundos, si su movimiento se describe por la 

expresión: 

d "" 2t 3 ? 

cuando t = 2 de l.a ex.presión obtenemos que d = 16. Ahora 

bien, si h es cual.quier incremento de tiempo, en el tiempo 2 + h 
e1 cuerpo se movera una di.stancia igual a 16 más un incremento k , 

esto es 
16-+ k = 2(2 + h)' 

- 1.6 +.24h + l.2h1 + 2h'' 

simplificando tenem:"Js que 
k ~ 24h + 12h 2 + 2h' 

as! la velocidad promedio en h segundos es 

~ m 24h + 12h2 + 2hs 

h h 

en este caso Fermat considera que e1 numerador y denominador del 
lado derecho de la expresión se divide por h quedando 

~ - 24 + 12h + 2h 2. 

h 

y señala que si h es cero se obtiene la velocidad en t • 2 , esto 

es 
d. El 24 

*Hachemaeica; The loes of Cercaincy 
•tiLa notac.iGn es de Newton. 
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Como se puede observar, en la soluci6n del problema se rcqui~ 

re de afirmaciones del tipo "cada vez má9 cercano"; adc:rnas se pr~ 
eenta l.a dificultad de considerar en un momento a ~ diferente de 

cero (a1 simplificar} y posteriormente señalar que 3i h es cero 
se obtiene 1a velocidad instantanea. 

I
Estas imprecisiones del uso del simbolisrro que planteatras. in­

cluso de razonamientos aparentemente contradictorios (corro es 
el caso de hi) y que son las partes C!...:Cncialcs~'de estos c:S.lcu-­
los. solo tendran solución al precisar el concepto de l!mite. 

I 

b} La integral. 

En el estudio de la dinámica d~ las part1culas. es de gr~n ~ 

portancia analizar e1 movimiento de ~stas cu~ndo actuan diversas 
fuerzas. A1 presentarse fuerzas constantes, e1 problema es relat~ 

vamente sencillo. ~ste es más complejo cuando se consideran que 
actuan fuerzas no constantes, variando con la posici6n. Para la 
ao1uci6n de estos problemas, desde el. pUnto de vista matemático, 

sa requiere el concepto de LIMITE, mani.festandose esta vez en lo 

que se conoce como la INTEGRAL .. 

Daremos una presentación no muy elaborada, sobra la forma en 

qu(.' sé aborda la sol.uc16n de este probl.ema parti.endo del concepto 
fisico de Trabajo.* 

Cuando se considera una partícula que recibe la acción de una 
tuerza constante F y el. movimiento se efcctua en 11nen recta. en 
1a direcci6n de la fuerza, se define el Trabajo hecho por l.a fue~ 
za sobre la ~rt1eula como e1 producto de l.a magnitud de 1a fuer­
:. por la distancia que se mueve la part1cu1a .. ** 

ftJ.ace concepto. como recordara.a. •e e11cudia en loa cur:so9 de 'FÍ•ica. 
••aaeuerdeae q,ue el Trabajo es un escalar y aus unidades en el aiateina HltS ea 

a1 .Joule. 
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Si consideramos: 

F: La fuerza 

d: La distancia 

W: El trabajo 

Se tiene que 

Si aplicamos la relacidn de la distancia con la fuerza cons~ 
tante, obtenemos la gráfica 

x: distancia 
F(x) =e 

X 

De_manera que si una part!cula, corno resultado de la fuerza 
constante e, cambia de la posici6n a á la posición b , esto es. 
recorre la distancia b - a , entonces e1 trabajo real~zado: 

W • c(b - al 

equi.vale a1 área de1 rect.língu1o R cuya base es b - n. y altura 
c. 

·x 
En este caso s:Lmple, podemos ~ntcrprota.r el trabajo como el 

4rea de un rec~ngulo. 

A partir de ésta s1tuaci.6n simp1e, abordemos el caso mls com­

plejos Consideremos el trabajo hecho ~or una fuer:a que vari.a su 
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magnitud. Esto es, consideremos que la fuerza varia segdn el lu­
gar que va ocupando el. objeto; es decir, para cada desplazamiento 
x le corresponde una fuerza, dependiendo de osta x: 

y D F(xl 

As!, al graficar la relación entre el daQpiazamiento y la 
fuerza aplicada, la gráfica no puede ser una l!nca horizontal: 

y 

; 

a " Por lo cual, el concepto de Tr.abajo para una fuerza variable 
n~cesita de precisión, tanto como su interpretación geom~trica. · 

· De nueva cuenta, será par medio de aproximaciones sucesivas -
como estableceremos el. concepto de trabajo para una fuerza que v~ 
ria conforme cambia el desplaza.miento. 

Pasemos a su explicación: 

Consideremos el intervalo [a,b] dividido en cuatro partes 
igual.es: 

a 

En cada uno de estos interval.os, se supone que la fuerza en 
61, es •casi.• constante y que el trabajo que se real.iza resulta 
de l.a sw•t.a del. trabajo real.izado en cada uno de l.os i.nterval.os 
que se forma.ron. 

Precisemos lo anterior ayud~ndonoe del simbolismo rnatemático1 
para 1o cua1 11amemos Ax al tamaño de 1a d1.visi6n, as! como 
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el, c1, es, e~ puntos de cada uno do l.os intervalos {en particu-
1Ar oc pueda elegir el extremo izquierdo del intervalo} • 

a &+A>< a .. 2bxa+)Ax b=a+46.x 

S1.·-cons1.deramos que en cada interva1o F es con~t-nte, la pod~ 
mos ~bt~~er en cualquier punto de1 intervalo, en particu1ar 1os 
puntos que ya se nombraron. E1 trabajo realizado en cada uno de 

los intervalos lo podemos expresar como: 

As!. el. 

W1 - F(ci) Ax 

w. .. F(C2.) Ax 
w, = F(c,) Ax 

w. a F(c•) Ax 

trabajo aproximado en el i.nterva lo [a, b] ser!a: 

w = F(c1)Ax + F(C2,)Ax + F(cs) 6X + F(c~)Ax 

6sta expresi6n se puede escribir en forma más compacta usando el 
s!rabolo t • As!, lo anterior lo expresamos como: 

con ci es algun punto del 
intervalo de la di.visión. 

Para mejorar la precisi6n del val.ar del trabajo cf ectuado 
por J.a fuerza variable en el intervalo a,b , podemos div1.di.r 
éste en B partes, por ejemplo~ as! tendríamos que: 

8 
W • t F(ci) Ax 

i.·l 

Un valor cada vez más prdx1mo al. valor rea1 del trabajo se t-

tendra al hacer divisiones del segmento a,b en un n11mero ma-

yor de intervalos de l.ongitud cada vez mas pequeña. 

As!, si div.1c!imos [a,b) en 2. 1 
• intervalos iguales Y calo!!, 
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l.amos 

o bien 
t. o 
l: F(C¡) 6.x 

i•l 

con c 1 un punto do cada 
intervalo. 

y en forma más general 

con n 

n 
l: F(Ci) 6.x 

i• l ~· 
cualquier nt1mcro natural de la forma n ~ 2k 

Encontramos que la aproximaci6n al valor del trabajo ee puede 
obtener con la precisión que se desee, realizando divisiones tan 
pequeñas como se quiera. Adcmlis, al calcular ya no una aproxima­

ci6n, sino un valor real exacto, se presenta cuando la expresión 
que se calcula resulta al sumar un namcro infinito de tórm~nos, 
-cuando la SERIE es INFINITA-, a este valor de~ trabajo se le re­
presenta. matero..Sti.camente como 

¡:(x) dx 
y •e obtJ..ene evaluando el siguiente límite 

n 
lim I: E'·'tc¡) Ax 

n ... - i.•l 

Como se ve, aparece otra vez ol l!mite, en este caso el lími­
te de una variable (las suman) cuando esta oD cada vez más grande.. 

LOs c4lculos y 1a precisión da estos conceptos se haran solo cua~ 
do ee tJ.ene ~l desarrollo conceptual de lo que sera propiamente 
e1 LIMI:TE. 

Analizando este problema desde el punto de vista de au repre­
•entaci6n gráfica, tendriamos que si consideramos a c1 cotno loa 
puntos iniciales de cada intervalo 
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c,.a ~· c. b 

~X 
el trabajo se aproxima al área que se obtiene de los 4 rectángu-

los formados •. Si se hacen 8 divisiones del intcrvaio [a,~ 

a b 

la eicpresi~n ~ F{ci) ox ser!a el área de la regi~n.sOmbreada 
i•l 

En el proceso del limite descrito anteriormente, se tiene que 

1a expresi~n 

t! F(x) dlt • lim 
n 
t P(Ci)Ax 

i•l. 

representm·él ~rea bajo la curva, que es la representación 9eom6-

trica que se tiene de la integral. 

1l 

• ll b " 
-13?-



~
Reswdendo: 

El Trabajo, en particular, as~ como una gama 

que su solución consiste en calcular el. área 

rregular, en gcn~ra!, tienen soluci~n cuando 
concepto de Integral corno un l~mite. 

e) Conti.nuJ.dad 

, 

de problemas en 

de una curva i­

sc precisa el 

C\.\ando en el Capítul.o II se grafican l.as funciones racionales, 

o bi.en l.as funciones trigonométricas, encontramos que en al.gunos 

casos, para lograr trazar la función se tiene que despegar el lá­

piz del papel. y d.i.bujar una parte y despues otra U.e 1a funci6n Cn 
estudio .. 

Esta. primera noción sensorial. de lo que representa una fun~ ·. 

ci6n •continua• de aquel.la que no lo es¡ .al. iniciar el estudio de 

las funciones qui.zas se puedan resolver las difer"lncias de trata'.: 
miento, mas !~ ampliación hacia nuevo tipo de funciones, así como 

el uso de la noción de funciones en una esfera más amplia de apl.!. 

caciones, va a exigir la prec1si6n del concepto. 

En un inicio seran las curvas de la cinemática las que sirvan 

de 1nsp~raci6n para el estUdio de1 C&lculo, conforme se desarro­

lla ~ste dlt:!.Jna, se encuentra que se plantean estudios de funcio­

nes y curvas algebraicas en forma ~s general. 

De la misma forma, el trabajo de Fourier "teoría Anal.!.tica. 

del Calor" publ.icada en 1822, obligó a loa matemáticos del. sigl.o 

XIX a examinar y diecuti.r los conceptos de funci6n y continuidad 

vigentes en aquel tiempo, con fin de darles l.a precis16n y rigor 

que requieren. Siendo el. concepto de l!mi.tc un auxiliar importan­
te en la formulaci6n de la continuidad de la funci6n. 

Con el ~in de tener una idea sobre el concepto de continuidad 
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-que se di9cute ya a partir del. Sigl.o .XIX- la expl.icarc.mos pres­

cindiend6 del. r~gor. 

Consideremos una funci6n ~ y P un punto de su dominio. Se di­

ce que f es continu~ en P si en todo punto x pr6ximo de P, el 

va1or f (x) es pr6ximo a f (PJ • 

Otro modo de decir esto es: 

Si x se mueve hacia P, el correspondiente valor de l.a funci6n 

f(x), debe l.legar a ser tan próximo a f(P} como se desee cual 

quiera que nea la forma con que x tienda a P. 

Si la funci6n es continua en todos los puntos de su dominio, 

se dira simplemente que es continua. 

A1 ~onsiderar las gráflcas de funciones continuas, en ~stas 
no deben prc5cnt~rnr. "~altos bruscos"; veamos los siguientes eje~ 

ples: 

EJEMPLO 1: Sea 

1a funci6n 

cuya gráfica es: 
y 

~x] la parte entera de x; luego definimos 

N6tese que en x • 2 '· t: (2) 
es o. Pero si. x se aproxima 

a 2 por la izquierda, tene'"" 

moa que f (x) se aproxima a 
1, el cual. es un valor dife­

rente a f(2) y entonces deci­

mos que f no es continua en 2 · 

o que f es discontinua en 2. 

EJEMPLO 2: consideremos la funciCSn 

fi :n - !ol-:a 
X 1----- f(x) 
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c::uya. 9r.1fi.c::a es: 

Es cl'-ro que l.a funci.6n en O no es continua, puesto que f! (O) 
no tiene senti.do y por lo ·mismo no presenta continuidad en este 
punto. 

EJEMPLO 3: Consideremos una función definida e~ ~érminos de 
más .de una expresi.6n algebraica 

f: R-R f X s1. 
,,....__.. f (X) a 

· 2 si 

esto es: 

Si X < O 
S1 X > 0 

entonces f(x) - x 
entonces f(x) • 2. 

En este caso ae ti.eneque 
f(O) • O, mientras que si 

nos aproximamos a cero con 
valores de x pos1tivos, se 
ti.ene que f(x) • 2. As! de­
ci.uos que f no es.continua 
en O. 

X~ 0 

X > 0 

EJEMPLO 4: Di.rich1et, estudi.ando y desarrol.lando 1os plan­

t'eamientoa que Four.i.m; presenta en uno de sus trabajos, conside!"" 
ra una. funcien como 1a e.19uiente: 
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l. 

f::1<--n 

x~f(x] 

cuya gr.1fi.ca es la Si.qui.ente y 

ª l 1 s1. .X e Q 

-1 Si. X":& J[. 

X 

Real.1.zando discusiones si.mi.lares a las de l.os ejemplos ante­
. rieres, se puede concluir que f no es conti.nua en todos los pun-

tos de su dom1nio. 

~
Para tener una explicaci6n contundente de la continuidad rle 

los ejemplos anteriores y problemas m~s complejos que se pre­
sentan en el desarrol1o de las ideas matem~ticas, es necesa-­
rio avanzar en lo que dctermLna lo que es una ~unci6n conti-­
nu'a.# y con el.lo en el concepto de limite. 

d). E1 ax.1.oma 4e c:om:p1ete:: 

En el. Cap!tulo :t# comentarnos que 1os modelos de R -1a recta y·· 
la escritura decimal.- dan la J;X)Sibilidad de representar objetos 
que no 8011 nllmeroe racional.es, si.ando ff uno de estos objetos, 
el cual se puede ordenar quedando entre los racionales 1 y 2; 
esto es, l. < .rr < 2, y que se representa. en la recta como siquo 
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2 

A1 dividir el. intervalo cerrado :I. 0 = [1, 2] 

iguales, en una de el.las esta contenido el número 
en 10 partes 
n, es dc~ir, 

l.4 < /2 < 1.5 o bien ffc (1.4,1.~ """I 1 

Al di-A.dir nuevamente este Gl.timo intervalo I 1 en 10 partes 

igual.es y 
1

considerar el intervalo cerrado que contiene .a IT'_,. t!_ 

nemos que 

1.41:< fi < 1.42 o bi.cn ff e [1.41,1.4~ • Xz 

Gráficamente la situaci6n es: 

1.4 

2 

Si nuevamente se efectual.o mismo con Xa. 1 y aa! para cada 
intervalo que contiene a ./T" 1 encontramos :1nterval.os · cada vez 
•Jn4s pr6ximos• a -12 • Estos 1.nterval.os los podemos describir co­
mo eique: 

Xo • (1,2] 

X1 • [1.4,1.5) 

x. - [1.41,1.4:¡\ 

x. - [1.414,1.415} 

x, - [1.4142,1.4143} 

X1 o• [1.414213562373,1.414213562374] 
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Se puede observar que en cad~ intervalo obtenido está conte­
nido en el anterior, esto es: 

I 0 CI0 _l.·c •.. CI.3 Cl'. 1 CisCio 

además l'T e Xk Con k "" 1, 2, ••• , n 

Al representar en forma general los anteriores intervalos, 
queda como sigue .. ,: 

con ~ - ao .a1a2 ••• ªn 

ªn - ao.a1a2•••ªn + con ªn una de 1as cifras 
0,1,2,.~.,9 

A partir de l.a densidad de Q -entre dos racionales hay una 
infinidad- se puede desarrollar ia construcci6n de 1os interva­
los In haciendo crecer n ~pto iºmo se desee; esto es, qua n 
sea cualquier elemento del conjunto ~ • 

Los valores izquierdos de cada intervalo definen una sucesión 
de valores {anl que crece y que está acotado superiormente por 
cualquier Tñ.---¡ mientras que. los extremos derechos c3.e cada inte~ 
valo definen una sucesi6n de valores {anl que de-::recen y est~ 

ac_otado inferiormente por cualquier valor .!.!!_ • 

Además conforme n crece, la distancia del intervalo Xn se 

r~duce, puesto que 

se aproxima a cero. 

··~Ei:sta.s consideraciones son las que al p:coponer el. a~ioma de CO.!!, 
·, pletez, permiten establecer, en particular que ff ea el llm.1.­

. te de una sucesión -te nnmeros racionales 
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§3. De.fin.1.ci.6n de. 11'.:aJ.te 

En el capítulo anterior, graficamo~ funciones por medio de la 
tabulaci6n. El procedimiento consist!a en obtener un n11mero fini­
to de pares ordenados de dicha func16n y localizarlos en el plano 
cartesiano, para luego unirlos por medio de una l!nea. 

Proceder a unir estos puntos, si bien solo permite obtener un 
esbozo de la forma de la curva, cabe preguntarse ¿por qu6 unir 
los punto~ con una l!nca "continua"? -este procedimiento se apli­
c6 en todos los polinomios-. Posteriormente, al estudiar las fun­
ciones racionales, considerarnos funciones en que no siempre uni­
rnos con una linea dos puntos de:la gráfica; es el caso cuando la 
funci6n _tiene como do~inio intervalos en los cuales no está def i­

nida en todos sus puntos. Para estas situaciones requerirnos real!_ 
zar un estudio del dominio de.la función, as!. com-:> el comporta-­
miento de la funci6n al aproximarnos a valores pa::-a los cuales 
1a func1.6n no esta definida, podríamos decir, se real.iza un estu­

di.o en forma más local. de la filnci6n,·.precisemos esto úl.timo: 

~
Las propiedades de 1a func16n que dependen solo de los val.o~ 
res de la func16n en cual.quier entorno -vecindad- del punto 
ana1izado, 1as llamamos propiedades 1ocales de 1a funci6n en 
el punto dado. La existencia o no del limite de una func1.6n 
en un punto, son propiedades locales de la funci6n en c1 pun­
to; las cua1es pasaremos a estudiar. 

Veamos en un ejemplo sencillo corno se expresa el concepto de 
1:!m1.te. 

Sea f; R-R 

x __,..f(x) ... 2x + 3 una func1.6n. 

Nos preguntamos: 
¿Como se.comporta f si la variable x toma valores de:R que 
están cada vez más pr6x1.mos a 1 (x + 1), p~ro x ~ 1? 
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Con el fin de tener un:.. primera idea del. comportam1.cnto de f 

al aproximarse x a 1 construimos la siguiente tabla: 

" 
0.9 

0.99 

0.999 

0.9999 

.. 

l. 

l.~OOOJ. 

J.. 001 

J..01 

J..1 

f!xl 

4 .8 

4 .98 

4.998 

4. 9998 

¿ ? 

s.0002 

s.002 

s.02 

s.2 

La pri.Iner observaci6n que podemos hacer es que, conforme x 

se aproxima al. valor 1 , f(x) so aproxima al. valor S o bien, un 

ndmero que est.4 mµy pr6ximo a 61. Por otra parte, dado que el. con, 
junto :n es denso, podemos continuar asiqn4ndole valoreS a x ca­
da vez más pr6x1moa a 1 en forma indefinida. 

Con 1os valores de la tab1a formulamos las si~uicntes cond1-
c1.onales que son verdaderas; Estas afirmAciones se pueden compro- .. 
bar a parti.r de las propiedades de :R : las de campo y las de or-
den. 

S:l X pi ·.l. .y 0.9 < .x < 1.J. entonces 4 .8 < f(xl < s.2 
S:l X pi 1 y 0.99 < X < 1.01 entc;>nces 4.98 < f Cxl < s.02 

S:l X pi ·l. y o.999 <"X < 1.001 entonces 4.998 < f!>tl :< s.002 
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S.1 X r ,1 Y 0.9999 <x<1.0001 entonces 4.9998 <f(x) <5.0002 

La forma.general de estas condicionales es: 

Si x # 1 y 1 - 6 < x < 1 + ó en~on~e9 5 --e< f(x) < 5 +e 

Geométricamente las desigualdades ac pueden interpretar co~D 
vecindades, veamos porque~ · '. ··- .. 

Para 1a que aparece en la hip6tesis, toma sus valores en 

el dominio dc·f con xi 1; as! la vecindad tcndra centro en 1 
y radio ó > O (con ó = 0.1, 0.001, 0.001, 0.0001 respectivamen­

te). Mierwt.ras que la que aparece en la tesis, f(x) toma valores 

en el contradominio de f ; as! se tiene la vecindad con cent~o 
en 5 y radio c·>:O (con e= 0.2, 0.002, 0.002, 0.0002 respectiva-
mente). Su forma general puede escribir como: 

lsi O < lx - 11 < O entonces lf Cx) - SI < E 

Observando 1as desigualdades, notarem.o~ que existe una rela­
cidn entre los radios O y e , es decir, esta forma general no eS 
v41ida para valores arbitrariOs do & y e • Pasemos a determinar 
1a mencionada relaci6n. 

Al considerar verdadera la hip6tos1s O < lx - 11 < 6 se e~ 
plen las siguientes desigualdades equivalentes: 
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X '¡! .1 y -0 < X - .1 < 

x ¡i 1 y -2.0 .< 2x - 2 < 24 lmult. por 2) 

X r 1 y -20 < 2X + 3 - 5 < 26 (swnando 3 + (-3)) ! 

X ¡< 1 'f -26 < f!(X) s < 2 o 

1 f (x) - 51 < 2 6 • 

As! tenernos que la condicional es ,,erdadera, siempre que 
20 < e (o bien ó < ~ ) • 

2 

Más, en nuestro estudio, intentamos determinar si· f(x) se a­
proxima a un valor en el contradominio (en este caso a 5) confor­
me x se aproxima a :t. 

Ast, al proponer un valor e > O como radio de una vecindad 
con centro en S,en las i.magenes, en el dominio se puede obtener 
una correspondiente vecindad con centro en 1 y radio ó (que de­
pende de e: ) tal que todos los puntos· de dicha vecindad y distin­

tos de 1, su imagen pertenece a la vecindad propuesta. 

En el ejemplo propuesto se tiene que al hacer e: tan pequeño 

como se quiera, encontramos una vecindad 
& < ~ qua cumple lo anterior. 

2 

el dominio con radio 

Pasemos ahora a precisar el concepto de l!mite. 

PRXMERA DEFINICION 

Decimos que la funci6n f tiene como límite el ntlmero real L 
cuando x tiende al ntlmero real a, si y solo si dada una ve­
cindad de centro L ~ radio cualquiera, existe una vecindad 
con centro en a de manera que todos los puntos de este inter­
valo diat;tntos da a, tengan una imagen en el :intervalo de ce!!. 
tro en L dado en principio.* 
Esto lo simbolizaremos como: 

• Definicion .de Cauchy _
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Graf1.camente lo podemos represen~J: Ca.me: l
v 

·uf..J. 11.m f(x) a L, si dado U 

existe V tal que si 

x E V, x ~a, entonces 

f(x) e u 

Esta ;1.dea de aproxi~ci6n que tiene un caracter de ~vi.miento 
continuo "de aproximarse a L conforme x se aproxima al. valor a", 
se puede reemplazar con una descri.pci6n •estática" que considera 

solo númei::os reales sin ~nvolucrar mov;trnicnto o ~eometr!a, mani~ 
festandose en l.a si.gu.i.ente def1.n1.ei.6n~ la cual se debe a ·we:iers­

tras~..,.. 

SEGUNDA CEFINICION 

¡Se dice que la funci6n f ti.ene como l!mi.te al nWnero real 

L cuando . x tiende al. ntlrnero real a , si y solo si., para to 
do ntlmc.ro rca.l. e con e > o , existe .S , .s > o tal. que si.era.­
pre que O < lx - al < ~ entonces lf(x) - L) < c. 

En ~arma compacta la podemos expresar co~o; 

1 .. 1im :f(xJ - L l - <Ve, c>O: 36, 6 >01 O< l><-al < 6 - lflxl-LI <el 
X +a 

~ considerar el caso particular en que 
defini.da como: 

f: É___,.·:n 
x~f(x) • 3x - 2 

af'1.rmamoa que li.m. f (x) • 4 
X •2 
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aea una :func:U5n 

puesto que la siguiente afirmaci6n es verdadera 

~ara todo & > O ~xi.ate 6 > O tal que J 
Lsi O < 1 x - 2 I ~< 15 ontonct!:J 1 (3x - 2) - 4 I < s 

P&Fa probar que es verdadera la af1rmaci6n, debernos encontrar 
una relaci6n entre e1 valor de e y de tal forma que se cum­
pla _la afirmac16n. La estableceremos ut11izando 1a desigua1dad de 
la tesis que aparece en la condicional con las siguientes equiva­

lencias: 

I (Jx - 2) - 4 I 
l Jx - 6 l < e 

IJCx - 2) 1 < e 

IJl tx - 21 < e 

3 lx - 21 < e 

lx - 2 I < E. 
3 

Usando la G1ti.tna desigualdad tenemos que si hacemos a a < 3 

la propOsici6n: 

Si O < lx - 21 < 15 entonces 1 (3x - 2) - 41 < e es verdad!!., 

ra. 

Esto es, no importa el valor que tome 

sitivo), siempro·ae puede encontrar a> O 

se indica1.por lo canto 

lim f(x) • 4 
x•2 

e {siempre que sea po­
con la propiedad que 

El procedJ..rniento general para demostrar que una funci6n tiene 

limite en un punto determinado, consiste en lo siguiente: 

. l Probar que lim ~(xl • L 

" .. " 
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como señala la dcfinici6n, para todo c.> a tenemos qt:.c con-
1:Siderar un intervalo abierto de cuo.lquicr tamaño con centro · .­

en L, 1 L -c,L +e[ 

SEGUNDO PASO 

obtener un interval.o abierto con centro en .a , Ja -6,a + 6[ 
el cual requiere construirse a partir del valor de e , esto 
es, 6 depende de e : de manera que su medida se ·aebera encon­

trar pn términos de e • De es~a manera, al hacer a e tan pe­
queño como se qui~:ca, el valor de 6 es tal que los valores 
del intervalo contenido en el dominio y distintos de a , su 
:Unagen pertenecera al intervalo con centro en L y radio e • 

~raficamente lo podernos representar como sigue: 
y 

1---t--------,.·---------1--+---t------.. 
a ª~.a . a a +5 . 

PllMER PASO SEG~OO PASO 

El procedimie.nto que usua1mente se real..iza es: 

Considerar _la desiquaLdad lf(x) - ~I < e y pOr medio da equ!, 
va1encias, lograr obtener el. valor 4 que se requiere. 

ror·ejemplo, ai f(xl • kx + b , k ~ 01 se ti.ene quo 
11.m f(x) - ka + b (aL) por lag siguientas equival.enc.1as2 

llrCxl - LI < ci 5 ClkCx - al 1 < el 
Clx - "I < .L 1 

lkl 
d0 esta ~nera, al proponer que 15 
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.. , 

~enero.os que cuando lx - al < ~ es vordadera 

1 f (x) - L 1 < e lo es trunbien. 

Oe oota manera se llega a demostrar que lim f(x) u L 
X+a 

En el caso de probar que L en el limite de una func16n lineal 
resulta senc.illo; sin embargo, en los casos en que la func.16n no 
es 1!.neal, el obtener para todo e , su correspondiente 6 , re­
sulta más con12lcjo. Ilustremo_slo con un ejemplo. 

Probaremos que si f: n----. n 
X'-- f(X) 

entonces 1im f(x) a 9 
"+3 

' ~X 

Partiendo de la expres.16n I f (x) - L\ < C:.o~ en ea te caso part!, 
cul.ar qlieda como I x2 91 <. e que es equi.valente a 

para obtener la relaci6n entre e y requerimos acotar el va-
lor 1 x + 3 1 , ·para lo cual h<:l.::::cmos -l.o siguiente: 

Si. proponemos 6 - 1, esto es lx - 31 < 1 

entonces· -1 < x - 3 < 1 

o bi.en S < x + 3 < 7 

aa:t I" + 31 < 7 
Volviendo a 1a equivalenciQ inicial, tenemos que 

lx2 
- 91 • lx + ~llx - 31 < 71X - 31 

de manera que siempre que e sea positivo y se cumpla 1a relac16n 

7lx - 31 < e 
nemes que: 

se cwnplira 1 x - 3 ( < ; por lo que finalJnente t!,. ·· 

Si.empre que ae el.Íja ~ como el menor de 1 y . .!. se t.endra 
que ea·vali.da la condicional de la definici6n del 7 l!mi.tc. Esto 

es: 

Para~cualquier e ~.o, ax!.sto 
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O < ~ • m.in {1,· .!.} 
7 

tal ·que 



,Qi. _o ... < lx·.-:::~3 I .. < IS, entonces ... 

I 
.x 

. Para evitar dificu1tades como en la demostraci6n anterior~ en 
1a siguiente secci6n, estudiaremos teorerrias que noS garanticen e1 
obtener el l.!mi.te de Üna funci6n, y apoyadOs en ell.~s, no se re­
quiera en cada caso obtener l.a relaci6n entre ~ y e • 

No todas 1as.funciones tienen 1!mita en cualquiera de sus PU!!, 
tos, para ilustrarl~, veamos 1os siguientes ejemplos 

EJEMPLO 1. 

Sea f una funci6n dada como f :-.R - {O! ---R · 

X f(x) --~ 
l><I 

notese que ei rango do esta funci6n consta solo de los puntos 1 
Y -1, siendo 1a·gr~fica de esta funci6n: 

-------------1-1 
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X 

1 

.l 
'1 

1 

1 

:l 
i 

L. 

Ahora bien, lque suceda a la funci6n conformo x se ~proxi­
raa a1 0? 1 ¿es pooible proponer un nlimoro real L el. cual .. sea ti1 1 

l!mito de la función - cuando O?. 

La respuesta· es negativa,· no existe un ndmero L en Jt . que ha.­
ga verdadera 1a definición de l!mitc. Por ejemplo, consideremos 
que el limite sea L "" .l • 

Si proponcmo!l que e sea mayor que 2, se puede elegir ó de 
Cua.lquier tamaño y la proposic16n: 

Si O < \x - o¡ < O entonces if(x) - 11 < e es verdadera. 

Ya que si x < O entonces !f(x) - .1\ a 2 < e 

y si x >O entonces lfCx) - lt a O <,e 

Est:f>. 1.o .i.lus~amqs en 1a aiguiente f~~ª...: 
~ I+ e 

2 

·' "'l 
·I ,_, 

Pero Ía definic1.6n de l.1m1te es"t-.abl.ece que PARA TODO e > O 
es V41ido encontrar 4 para la·cual la condic1onal. es verdadera, 
y esto significa que se pueden proponer valores para e menores 
que 2¡ más en este caso, .por pequeño quo.ise el.ija 4 no •• Cumple 
1a condicional de 1a defini.ci6n d.e l!m.ite. 

Esto es debido a que·cualquier 5_quo se prOponga, siempre se 
encuentran elementos del 1ntervalo con la propiedad de que 
-~ .< x < O y e~. este caao ··f (x) a -1. . y entonces la des1gual.dad 
)f(X) - 11 < & con & < 2 ~er~ falsa. Lo anterior se ilustra en 
la f1gura siguiente. 



.1 +e'. 

1-_i: 

Algo similar sucede al proponer otro namero real L como el 

limite. Basta en cual.quie~ caso, propone.r -;"-..1 .·.~J?ª~a· que. en di­
cho val.ar, cualquier- 6 que se: proponga h~ga fal.sO- -ia condicional. 

de la defÍnici6n. 

EJEMPL'? 2 0 

sea f la función dada por f.: n - {ol-x 
X>--- :f(X) • ~ 

l.a gráfica de l.a función tiene una as!ntota· vertical. en x - O , 
lo cual significa que si x > O y x + O, f(x) ~ • mientras 
que si x < O y x + O 1 f (x) · ... -• 1 su gráfica tiene l.a forma 
siguiente: 

y 

X 

En este caso ta.mbien nos. planteamos l.a interrogante: ¿es posi 

ble proponer un·nQmero real. L el cual sea el l!mite de la fun-
ciCSn cuando x tiende a cero?. 

·Nuevamente la respuesta es negativa. Puesto que al considerar 

alqun namero L como l!Jnite1 sucede que al. proponer un valor pa­
ra t se da el. aiguientd problema: no importa que valor tenga 6 

•iendo posi.tivo, se puade obtener un elemento x e ]-6,t[ tal. 
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qua 0" fxf ~ (Ll+< cu.mpliendoso las siguientes des~gual.d~ 

des equivalentes: 

l~I > ILI + e ::_ D , de donde 

l~J- (LI > e luego 

e < l~I - ILI <i 11~1 - fLI 1 :¡ I~ - LI 
por 1o tanto I f (x) - L 1 > t.. 

Graficamente se tiene 1o siguiente: 

' L+c 

L . 

L-c 

-X 

1 ~-r_y-L 
I.-c 

En estos ejemp1os, tenemos funciones ~r~ 1as cuales no elC~s-

te el. l.1mite en un punto determina.do¡ l.o cual podemos establecer·· 
en forma general como sigue: 

I
L no es el l!mite de la funci6n f en el punto a si 

Existe & , con & >O: tal que cualquier 6 con~> O 1a 

condicional: si O < lx - al < 6 entonces l~Cx) - LI < & 

ea falsa. 

O b:!.en 

[

( lim·f(x) ¡& L) - <3c.< > 01 V6,6 >o, O< Jx - af < 6 A 
x+a 

lf (x) - LI ¡:. el 

En el Cap!tul.o XI., al. estudiar las· furiciones raci.onales, se 
def1n16 en forma intuitiva el concepto de as!ntota horizonta1 y 
as!ntota vert1ca1. Dichas defin1ciones involucran el concepto de 

l:tmite, lo cual pasaremos a analizar. 
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En el caso en que f tenga una astntota horizontal, ee tienn 

que f {x) -+ b cuando , usando la notaciCSn de límite, le; 

podemos expresar como lim.í(x) a b , lo cual significa que: 
X-+.• 

Para todo c.> O existe-un na.mero k > o tal que siempre que 

x > k entonces 1 f (x) - b J < F: 

Graficarnentc se puede representar como: 

; b+c 

b 

b-c 

k 
En forma s1.mi1ar, el decir que f (x} - b cuando x .. -- , se 

puede representar como lim f{x) = b , lo cual significa que: 

Para todo e > O , existe k > O t.iil que siempre que 

x < -k se cumple que l~Cx) - bl < E • 

Al referirnos a la astntot.a verti.cal se presentan tres casos 
1os cuales precisamos., Para tal efecto, detallaremos el signifi­
cado de las tres expresiones siguientes: 

1) 11.m ~(X) • +• 
X+a 

. PRIMER CASO 

2) U.m f!x) 
X+a 

3) 1im f(x) • m 

x+a 

Se dice que el límite de la funcidn f cuando x t.J.ende á 
a es más infinito si y solo si, da.do un ntbnero positivo k cua.!. 
quiera·,. existe un intervalo de centro a 
ce a dicho intervalo y X r a 1 entonces 

tal que si x pertene­
f ( x) > k , esto es1 

*aeri.aa la definici6n do aa!ntata vertical. dada en el. Cap!tu1o 11. 
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lim f (x) .,. += si y solo si siempre que k > O; existe· 6 > O 

X +a 

tal que si o < I>< - aJ 

1~5·· 
f(xl > lt 

k 

a-6 a a+& 

SEGUNOO CASO 

Este, lo presentaremos ya en forma directa,. es un b.uen ejer­

- cicio que lo exprese·en forma similar a como se hizo al principio 

del primer caso. 

El 1!mite de· f 
cuando x tiende á .a es menos infinito si 

k > O; existe ~ > O tal que si y so1o si, .dado cualquier 

0 < Jx - al < 6 ento~ces 
f(X) < -k , lo cual lo expresamos como: 

a-& a a+cS 

'l'ERCER CASO 

Di.reinos que lim f{x) • • si .y solo si, para cualquier 
k > 0 exJ.ste 6 >o .-tal que 11:1 O< lx.- a\ < .6 enton:ces . 

¡~{xli > k. como habras nota.do,· esta explicacid~ fuo mucho ~s di­

:Z:-!lªta• Detal.lala co~llO en loa dos casos anteriores. 
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k 
r·1 

. X 
k 

a-6-"-:-

~a+ó 
? 

k 

lf~ 
EJEMPLOS. 

k 
-

~··¡_r ... 
En ba=¡.e a 1as dcfiniCiones anteriores, se tienen los siguien­

tes l!rni tes • 

a) ·1im !.. = o 
Y.;+0> X 

b) 1iin x:a = -
X +'1 

e) l..im (x-!) l = +cv 
X""a 

-1 
d) xi ... ~ (x-a) 2 = 

e) X;-:: ~ "'" 0 
Por dlti.mo, quisiera mencionar en esta seccidn, que dada la 

precisión del concepto, impide que se den arnbiguedades al estable­

cer el l!tmite de una funcidn en un punto dado¡ esto es, si una fun 

~i6n'tiene l!mite én un punto, 6ste es dnico, lo cual establecemos 

en el siguiente teorema. 

1-rtOREMA D& UNICIDAD. Dada una funcidn real f 1 

Si lim f(x) - L y li.m f(x) • ~ entonces L • M • 
x+a x+a 
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DEMJSTRACION 

La dcmostraci6n la haremos por reducci6n al absurdo. 
• • · Ii - M 

Supongamos que L ~ M Si proponemos e ~.,. --
2
--

como L y M s6n limites de f , entoncea deben existir 6 1 y 
tales que si O < lx - al < .c51 entonces lf(x) - LI < e 

y tambicn si O < 1 X - a 1 < 6 :z. entonces \ f Cx) - M 1 < e 

l.uego, si consideramos .6 = min{6 1 ,6 2 } se cumpl.ira que para 

tal.es que si O < Jx - al < 6 entonces 

IL - MI = IL - f (x) + f(x) - MI 
< 1 f (x) - L 1 + 1 f (x) - M 1 
< 2c 

2~ o sea 

IL - MI < IL - MI l.o ctl.".l. es una contra.dicc.i!n. 

§4. Teoremas sobre 11.m.:ltcs 

Ser~a muy l.aborioso el. que se debiera resol.ver cada probl.ema 

de l.1mites por medio de 1a definicidn. En esta sección, presentar~ 

mos una co1ecc16n de teoremas con el. objeto de simp11.ficar el pro­

ceso. Si. bien, en l.a demostraci6n de los teoremas tenemos que usar 

l.a definici6n de l.:!mite, una vez establ.ecida l.a validez de estos, 

podem9s utilizarl.os como reql.as básicas para operar con l.os l.!mi­

tes. 

f.
::RE: ~ ._R 

x....--f(x) 

entonces l.im f(x) 

Q e 
e en:R y a cual.quier n&nero real. 
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Demostración: 

Puesto que para todo e > O que se proponga, podemos elegir 
cualquier 6 > O ya que 

d O < l x - a I < 6 resul. ta que 1 f (x) - e 1 • 1 e - e 1 · ~ éi < e 
esto es, para todo e > O, existe 6 > O ta1 que 

O < lx - al < 6 • Jf(x) - el < e es verdadero. Por lo tanto 

lim f(x) ,.. c 

un se¡undo resultado se puede establecer en la funcÍ6ri ident! 
dad. 

i:::m::: ~ .______ n 
X.,____ f(x) 

entonces lim f(x) • a 
x+a 

Oemostraci6n: 

y a cualquier punto_de la recta, 

En este caso, para todo e> O que propongamos, es.claro que 
existe 6 >.O•. con 6: < e • Porque 1a condiciona1 

•1 o < lx - a¡ < entonces lfCx) - al .,. lx - af < e es 
verdadera, por lo tan to 1im f(x) "" a 

x+a 

I::RE:: ;·_P. y a, m y b nGmeros real.es 
x...._f(x) s:amx+b 

entonces lim f(x) + b 
X +a 

Oemostraci6n: 

1) Si m • O, entonces f(x) • b es la funcidn constante, y 

en este caso xi;: f(x) • b por el Teor~ 1. 

ii) Si m ~ O, de acuerdo a la definici6n de 11m1.te, debemos 
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probar que para todo e > O existe 6 > O tal que 

si O < lx - al < 6 entonces 1 (mx+b) - (m.a+b) 1 < e, 

luego como es ;c;dadera la siguiente cadena de equivalencias 

1 (1ru( + b) - (mn + bl 1 < e 

lmx - mal < e 

lm(x - al 1 < e 

lmllx-al<c 

lx - al < E 
lmf 

se tier:e que eligiendo 6 se cumple que 

Para cualquier e > O , existe 6 ,.,, rmr tal. que 

s'i ·O < !x - al < 6 entonces 1 Cmx + b) - (ma + b) 1 <, e 

por 1o tanto l.1.m f(x) • ma + b 

Por ejemplo, en e1 caso de 1a. funci6n 1ineal f(x) ... Sx + 7 
tenemos que lim f(x) ... 5(3) + 7 • 22 

x+3 

El. siguiente resu1tado garantiza que si una fun~i6n f tiene 
1!Inite positivo cuando x tiende S n entonces f(x) es positi­
vo en todo un interva1o abierto que contiene 4 a , excepto quizas 

en el punto a. • 

1::
0

~: ::x)aL y L >O entonces existe 4 >O tal. que 
X +a 

si O < !x - al < 6 entonces f(x) > O 

Demostración: 

Dado que 1im f(x) ,.,, L y L es positivo, podemos proponer 
X +a 

e < L y en este caso existe 6 segQn la definici6n tal que. 
si O < lx - al < a entonceo (f(x) - LI < ·~ l.uogo, usando 
esta Oltima desigual.dad tenemos que -E < f (x) - L < e y 
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L 

y fina1mente L - e< f(x) < L + e • As~ pues, por ser •L > e 
•?ntonces f(x) es positiva 

'!"BOPEH.'lS FUNW\.HENTALES SOBRE LIMITES 

Muchas funciones pueden escribirse corno combinaciones de su­
mas, productos y cocientes de otras funciones. El cálculo del 1!tn! 

te de dichas funciones se simplifica con el teorema siquicnte, e1 
cua1 nos proporciona reqlas básicas para operar con 1!mites. 

TEORE')/' 5. 

Sean y g dos funciones ta1es que 
lim f{x) = L y lim q(x) = M, entonces 

i) lim {f{x) + g{x)) = L ·• M 
x+a 

ii) lim {f{x) •g{x)) = L•M 

iiil lim f(x) 
x+a grxr • ii si M p! O 

La demostración de este teorema resulta algo complicado y a­
de.m.lls sale del interes deL curso intl:'oduct~rio que intentamos cu­
brir. Sin embargo, presentarnos en el apendice la demostración de 
este teorema. 

Los resultados anteriores tambien se escriben como sigue: 

i) l.im (f{x) + g(x)) "" lim f(X) + 11.m g (x) 
X+A X +a 

1.i) l.im (r!xl •g(x) - lim f(x) • l.im\ g(x) 
X +a X +a X +a 

u .. f<xl 
iii) l.im f {x) - X +A 

si lim g(x) .. o 
X ..,a Cf{XT ILñ 9(x) 

X+A 
x+a 

Comentaremos ahora alg\1.nAS consecuencias de los teoremas ya 
demostrados, asi COlftO nuevos resultad.os, lo que permitira hacer . 
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~a m.'.lnejablc el concepto de límite. 

1 • .;.. LOS TEOREMAS FACXL'ITAN EL CALCULO 

Al calcular lo siguiente l:lni~ 
x+22x+1 

dado que se pueda interpretar como el límite de un cociente de fu~ 
cienes lineales, por el T. 3 , estas tienen límite, y como el lím! 
te del denominador es diferente de cero, se puede aplicar el T. 5 

obteniendo que: 

li.m Sx - 3 
x-2·~ 

l.im (Sx - 3) 
x+2 

l.im {2X + 1) 
X+2 

5(2) - 3 ~ 2. 
2(2) + 1 5 

de esta manera, por la aplicaci6n de l?s teoremas, se tiene que 

11m~=2 
x+22x+l. 5 

~o cual, si usara.rnos la definición, hubiera sido un trabajo 
más arduo la demostracidn, y tendriamos que de alguna manera 
saber el. limite. Por eso decimos que l.oa teoremas facil.itan 
el. cálculo de límites. 

2.- ¡:.os TEOREMl\S PERMJ:TEN l\MPLIAR EL CALCULO DE L:tMI~ 

Por otra parte, estos teoremas permiten ob.tener procedimi.en~ 
tos ~ene~ales par~ él. cálculo de limites de funciones. 

Por ejemplo, probar que lim xz • a 2 para a un na.mero real 
x+a 

resulta relativamente sencillo; pues si proponernos fhc:) • q(x) • x 

y usando el. T. 2 y el. T. S(iL) tiene que 
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l.inl x•x .· l.im f(x} _•g(x} • J.inl f(x) ·linl_ g(x} 
X +a X+a X+a 

• a•a - a 2 

En el. caso de xn para n un nWnero nat~al.,' como es el. pr~ 
dueto de n factores de x , ne tiene que 

S.1 n e :N y a e R entonces 

An.il.ogamente, si l.im f(x) existe, entonCeS por, él. .. T.S(ii) 

se tiene que: 

11.ml(f lx}} n = ( lim f(x}} n con n e :N 
x•a X +a 

Con estos resultados, es sencil.l.o cal.cul.ar 
ya que: 

l.inl (Sx - 3)' a (~llm (Sx - 2}}' • (5(3) - 21'. •· 13' • 2197. 
X+ 3 X .... 3 

Se pueden probar, usando l.os teoremas anteriores, los siguie,!l 
tes resul. tados: 

1.- S:l. e e :R entonces l.inl c•f(x) a e •1inl f(~) 
X+a x+a 

2.- 11m (f(x) - g(x)} • J.:l.m f(x) - J.~m g(x) 
x+a 

3.- Si e e :R entonces 

x+a 

. lim c•xn ... c•an 
x+a 

La prueba de estos reaul.tados se dejan al. estudiante. 

Usando estos resultados, podemos obtener l!mites para las fu,!!_ 

cienes polinom.ial.es.; con repetidas apl.icacionos de estas propied~ 
des cal.culemos: 

11m (Sx 7 - 12x- - 3x,) ... l.im Sx 7 - 1.:1.m 12x- - 11..m Jx' 
x+2 x+2 x+2 x.:t-2 

a 5 ii.m x 7 - 12 iim x- - 3 lim x 1 

X +2 x+2 X+2 
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• .5(2) 1 - 12(2}' - 3(2)' 

- 424 

Este procedimiento motiv~ un resultado más general. 

~
TEOREMA 6. 

Si f es una función polinomial, entonces 

para todo namero real a • 

Demostración: 

l.im f (x) • f (a} 
X +a 

Consideremos 1a regla de correspondencia de flx) como 

po1inomio de grado n ; es decir, 

f(x) • bnxn + bn-lxn-1 + ••• + blx + bo 

y u~ando los resu1tados anteriores tenemos que 

lim f(X) ,,. l.im (.bnxn) + l.im (bn-L"n-1) + ••• + xl.-1: blx + 
x+a x-+~ x+a 

J.:l.m bo 
x+a 

ª bnan + bn-lªn-1 + ••• + bla + bo 

• ~(a) 

I
OROLAlUO • 

Si q es una 
q , entonces 

función raci.onal. Y a 
l.i.m q(x) ,,. q(a) 

pertenece al dominio de 

x+a 

Demostración: 

s~ q(x} ª ~ donde !(x) y 9(x) son polinomios l"'·como 

pertenece al dominio de q, se ti.ene que q(a) ~ O 

por lo cual li.m q(x' 
X +a 

J.inl f (X) 
x+ a • !.W., - q(al 

J.j_m q(x) q(a} 
x+a 
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Usando este re~ultado ea facil ca1cular limites como el si­

guiente: 

·lim 3x 1 
- 2x 2 + 1 

- Sx 2 + 7x - G 

"3(1)J - 2(1) 2 + 1 

5(1) 2 + 7(1) - 6 

·3-2+1 .!. 
5 + 7 - 6 2 

El siguiente resultado es para raíces enteras positivas de x , 

su demostraci6n tambien se encontrara en el apéndice. 

[

TEOru{¡.¡,;. 7. 

Para a > O y n e N, 

f una funci6n dada por 
1im f Cxl = 1}a"' 

x+a 

Óa<Onc:N n 

f (x) = W entonces 

:l.mpar; y 

Usando el teorema anterior y el T.5 {ii), es claro que si m 
y n son naturales y a > O entonces 

1:1.m e 'llXI - e 1:1.m ªrxi ª e 'Val 
X +a x+a 

o bien, en t~rm..1.noe de exponentes raciona.les se dice que 

donde a > O • 

Este resultado puede_extenderso para exponentes negativos. 

Un ejemplo de· como usar esto resultado eo el siquientez 

lim XS/3 + 5 \IX 
x+B ex.i/3 - ~ 

1:1.m (XS/3 + 5 l/X) 
X +e 

1:1.m cax 1 l 3 - i) 
X +8 

lim x5/3 + 
X +8 

1:1.m ex'1J 
x+B 

9 5 /3 + 5 \11!" 
91/3 - l 

1:1.msvx· 
X +8 

1~ 
X +8 X 

32 + 10 - 42 
2 - 1 
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JU s~guionte teorema que involucra raíces de cxpres~cncs al­

_ gcbraicas sera demostr~do en la siguiente sccci~n. 

l 
::o:~ f:nci6n f 

tone es 

siempre y cuando 
lim f(x) > O 

x +a 

tiene límite cuando x tiende ~ 

l.im l}'fW ... n¡ lim f (x) 

n sea iinpar o bien si n es par Y 

su uso se puede notar en e1 s~guiente ejemplo: 

12 + Sx 3x • t f 1 ,.,_ 2 + Sx - 3x 
3 

x1~ V- -~--~--~1 V x~~ x 2 
- 1 

l.i.Jn 2 + Sx - 3x 2 

X +3 

lim x 2 - 1 
x + 3 

= 1J2 + ~5) (3) - 3(3). 

(3) 2 - 1 

- 2 

a , en-

No siempre pueden encontrarse los limites simplemente por SU.!. 
t1tuc16n. En al.qunoo casos ae requiere real.isar previas man1pu1a~ 
cienes al9ebraicas, como en el eiguiente ejemp101 
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Sea f(xl -~ 
X - 2 

calcul.ar 11.m f(x) 
X+ 2 

Ea claro que no se puede apl.icar directamenta el tcoi:ema dC'.i 

cociente {T. S(iii}), puesto que el l!mite del. denominador es cero. 

Pero manipul.ando algcbraicamente la expresión, tenemos que: 

S:f. X r 2 entonces = X + 2 

resultado de l.a factorizaci6n: 

para x i 2 

Como en el. concepto de .l.l'..mite, se requiere que x 

valor de 2 , es válido escribir l.o siguiente 

l.:im 
X +2 

f_(x) 1:11 lim x: : ~ .,. lim x + 2 
x+2 x+2 

Esto 1c podemos generalizar como sigue: 

tome el 

1.- Si f(x) os un polinomio de grado n y tiene una raíz 
en a, esto es f(a) • O,,entonces existe h(x) de gra­

do n - l ta1 qua f(x) - (x - a)h(x) 

2.- Para H una funci6n racional con regla de corresponden­
ci~ H(x) - ~ y a una_ raíz tanto del polinomio 

t'(x) como g(x) , tenemos que 

H(x) 1:11 {~ : :1~~=1 siempre que X r a 

o bien H(xi - J&j- siempre que X r a. 

3.- Para calcular el l!m.ite de R en x ~ a 

1im B(x) 
x+a 

.:lim h(x) 

lim j (x) 
x+a 

siempre que 
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se tiene que: 

1im j(x) r o • 
X +a 

4 .- RESULTA.00 DEL "EMPAREDADO" 

En otras funcio~es, para calcular su l!rnitc, se requiere rea­

lizar otro tipo de Lrabajo: una muestra es el siguiente teorema en 
el que se requiere obtener el l!mite de una función g , pero por 

las dificultatlcn para obtenerlo directamente, se proponen dos fun­
ciones f y h para las cuales nus imágenes se encuentran inter­

caladas entre las imágenes de g • Si los l!mitcs de f y h son 

los mismos en un punto 
mo, en el mismo punto 

ce en el apendicc. 

a , entonces el 1.!rnite de g sera el mis­
La demostrac16n de este resultado apar~ 

¡::º~~-:· y h 

para toda x 1' a 

y s:f. 11.m f(x) = 
x+a 

funcioncg tales qua f (x) .:;; q (X) ..:; h (X) 

en un intervalo abierto que contiene 4 a • 

li.m h(x) ~ L entonces li.m g(x) - L 
X +a 

Por ejemplo, como -1 < sen t < 1 , para todo real t; se 
puedo demostrar que lim xaen ~ a O , usando el Teorema anterior 
porque: X +O X 

como !sen ftl < l pnrn todo ,. o 

luego lx sen ~J -Jxl Jsen ~I <JxJ . a.de.m.4s 

o < Jx sen ~I < lxl 

S:f. f! y g ti.e nen regla de correspondenc~a f(x) • O y 

g(xl -JxJ . entonces 

1im f(x) • O y l~m 9(x} •O , por el T.~ 1:1m lx sen ~I • O 
x•O x+O x•O 

y usando 1a def~ni.ci6n de lím::Íte, se concluye que: 

li.m x sen !. .,. O 
·x +O X 
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SS. Lllú.tea 1.ateralco 

Para ciertas funciones que su dominio esta restringido a un. 
subconjunto de n, para realizar el estudio local de 1!mite para t2_ 

dos los puntos de su dominio, es necesario que se reformula el ºº!!. 
cepto para estos casos, esto es lo que haremos. 

Por ejemplo, considere la función 

; 

Si bien, para a > 3 se cumple que lim f(x) ª ..ra-=-3'; 
X +a 

para a - 3 no es posible aplicar la dcfinici6~ de 11m1te, ya que 
no existe en el dominio un intervalo abierto que contenga a 3 , 

pero si rrempla:amos la condición ·J - ó < x < 3 + ó por algo m~s 
d~il, como 3 < x < 3 + 6 se tiene que la desigualdad de la tesis 
en la def~nici6n da l!mite es cierta, y por lo cual, se dice que 
~el l!mi.te de f cuando x se a ~=exima a 3 con valores mayores 
que J es cero. 

El comentario anterior lo podemos precisar en la siguiente d~ 

f1n.i.ci6n: 

un nt1mero real. 

La afirmac16n lim f(x) = L 
X +a+ 

y sea L 

l
:::xN:cx::f.i.nid& en un intervalo abierto ] a,c[ 

significa que para todo e > O , ex.i.ste 6 > O tal quo 

si a < x < a + ó entonces }f (x) - L! < e 

En este caso se di.ce que el l!mite de f (x) cuando x tiende 
4 a por la derecha es L o bien L es el l!m.ite lateral derecho 
de f(x) cuando x ti.ende 4 a. El símbolo x +a+ expresa que 1os 

valores da a. 

Al.ge similar se' establece cuando x tie0;dc á 
res menores que a , l.o cual definimos como sigue: 

para val.o:f-

~
:::IN:C'I::a f"nci6n dcfinid3 en el intervalo abierto 

y sea L un nWnero real.. La afirmación 
l.im f(x) = L 

X .._a-

significa que para todo e > O existe & > O tal que 
si a - 6 < x < a entonces lf(x} - L! < e 

]c,a[ 

En este caso se dice que el l.!mite de f{x) cuando x ti.en-
de á a por l.a izquierda es 

~zczUierdo de f(x} cuando x 

aighiflca ~ue los va1ores de 

Bn el. caso de la funci6n 

dti la CWll. 

a cero, so 
ya probamos que no 
puede probar que: 

U.m f(x) 
x+a+ 

L, o bien, L es el. l.!mite l.ateraJ. 
tiende ·á a • El s!.mbolo x + a -

son siempre menores que a. 

f, R - {O} --R 1-1 
X , f(X) ""'~ 

ti.ene l.!mite para cuando x tiende 

~ l y 

lim f(x) ~ -1 
X +0-

(la prueba se ~eja al estudiante} • 

Existen funciones para las cuales, si bien, en un punto no 
ex~ate el. l~te, sin embargo cuenta con l:lmiteS laterales izquie:_ 
do y derecho. El si.guiente resultado establece una relac.i.dn entra 
estos concoptos y su demostración se deja al estudiante. 

~
T&OREMI\ 10 

Sea A un intervalo 
una función definida 

abierto que contiene al punto a, y f 

en A exeept:o posiblemente en a. Ento!!, 
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ll ~::. flx) • ~ si y solo si lim f(x) = L y 11.rn f(x) • L 
ftx+a x-a+ x .... a-

Esto es, el l.!mite de f(x) cuando x tiende~ a existe. 
si y solo si ambos límites laterales existen y son iguales. 

Teoremas similares a los de la secc16n anterior se cumplen en 
el caso de límites lctcrales. 

Por ejemplo, si existe el. l!mite lateral derecho de las fun­
ciones f y g cuando x tiende ti '· il, decirnos que 

lim f{x) •g(x) = lim f(x) • lim g(x} o bien 
x+a+ x+a+ x-a+ · 

. ·.1~ f(x) 
l.im f(x) a.x-a-1 

x +a+g{x) l.im g(x) 
x-a+ 

s'1. l~ g(x) 1' O 
X +a+ 

.En base a dichos resultados podemos afirmar que 

l:J.m(xz - 9 + IX'="J) = ,a. 
x +3+ x 2 - 2x - 3 .:. 
puesto que al usar los teoremas en los límites lateral.es te­

nemos que 

l.im exª - 9 
X+ 3+ x 2 - 2x - 3 

l.im (X + 3) (X - 3) + li.Jn /x=--;j 
X• 3+ (X + l.) (X - J) X+ 3+ 

"" lim ~ + lim rx-::-3 
X+ J+x + 1 X + 3+ 

l.im X + 3 
X +J+ 

11.m. X + 1 
x+J+ 

. ! 
2 
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"56. Funciones Continuas 

Al.· inicio de este ca.p!tul.o y al hacc·rnos la pregunta ¿para 

que estudiar el. l.!mite?, sa dijo que una de las razones para est~ 

diarl.o es que ayudaba a explicar un fcn6mcno por dc.m~s interesan­
te: l.a continuidad. En esta parte de nuestro estudio nos interesa 

precisar l.o que es la continuidad de una funci6n; sin olvidar que 
ésta es refl.cjo de situaciones concretas, pero que nosotros le -
quitamos de antemano toda esa especificidad, qucdanQonos únicame~ 
te con la cualidad de ser una "función continua". Iniciem9s ahora 

l.a precisi6n de este concepto • 

Consideremos l.as siguientes dos funciones: 

flx> = x:l - l. y g(x) • --'-­
x~- 1 

Si hacemos sus gráficas, estas resul.tan ser 
~ ~ 

Grl.fica de t. 

¡~ ,. 
1 
1 

' 1 
1 

' 1 

Como se recordara, la primera noci6n sensitiva de que una 
funcidn es cont~nua es que al. trazar su qr4f ica, l.o hacemos sin 
despegar el. l~piz del papel¡ es el.aro que en este sentido f es 

continua y qua g no es continua. Anal.icemos esto con más deta--
110 para 11egar a precisar e1 concepto • 

q no os continua Unica.monto on el punto 1, es ah1 donde se 
•rompe•, es decir, en ese punto •1evantmnos ei 1áp1z". Por el co~ 
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trario para la funcidn f en ningun punto "levantamos el lápiz", 

.;,s continua en todos· sus puntos; .esto nos lleva a analizar la coE 
tinuidad de una función "punto por punto". 

Consideremos gráficas de funciones que no son continuas,en 
un punto, digamos en x a a • ' il 

), 
: 
1 

·1 
1 

" ' 
" 1 ' 1 

' Anal.izando el. comportamiento de estas funciones alrededor 
del punto x a a : lo que sucede es que •a pequeñas variaciones 
alrededor de a , no le corresponden pequeñas variaciones alrede­
dor de f(a)"' pero al hab1ar de variacior.es en torno a un punto, 
de hecho estamos hablando de aproximaciones a un punto, y al ha-­
cer esto, necesariamente tenemos que habl.ar ?el _l.!mite de una fu!i 
cidn en un' punto. 

Al considerar una funci6n continua en un punto, como la do 
ln. figur.a, encontramos que a 
pequeñas variaciones alrededcr 
de a e~contramos pequeñas 
variaciones alrededor de 
f(a), lo que nos lleva a afi~ 
mar que lim f(x) • f(a), lo 

X •a 
i. que no se podia afirmar en 

los casos anteriores. 

*B.ec.uerdeae. 1.a idea de funci6n conti.nua qua se dio en la aeccion § 2 da este 
capS:tul.o. 
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Tomando en con~idcracidn los comentarios sobre la continui­

dad de una función en.un punto, tenemos la siguiente definición • 

OEFINICION 
Sea f una función y a un pun~o L.o :; .i dominio. 
a) Se dice que f 

que 

continua en el punto a al cumplirse 

Para todo e > O 
si ¡x - a( < ó 

existe ó > O tal que 
entonces \f(x) - f(a) \ < c. 

b) Se dice que f es continua, si es continua en todos los, 
puntos de su dominio. 

Como se observara, esta dcf i.nición es muy parecida a la def~ 
nicidn de 11mitc de una función en un punto, salvo que en la hi~ 
tesis de lü. condicionnl no se pide que )C r a , puesto que f ª!. 
ta definida en a, y en l.a tesis 
cidn •no se rompe en aR. 

L ""' f (a) , puesto que la fun-

Esto lo podemos resumir en el siguiente teorema logrando que 
para estudiar la continuidad se. utilice todo el simbolismo opera­
tivo que se construyo en los l!mites. 

[~=~RE~ una función y a un punto de au dominio. Se dice 
que f os continua en a si y solo si 

1i.m f (x) • f (a) 
X•n 

La demostraci6n se deja como ejercicio. 

Este resultado, al aplicarl.o se traduce en la comprobación 
de 1as siguientes tres afirmaciones: 

1
1) f (a) exfate 

2) iim f(x) existe 
x•a 

3) 1:1.m f(x) • f(a) 
X +a 
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Apliquemos esta resuli:ado en la in~estigaci6n de la-eontinu! 
dad de funciones: 

EJEMPLO l.. 

Sea f: :R-.....R 
x~f(x) = :x2. - 3x 

a) Mostrar que f es continua en x = S 
b) Mostrar que f es continua. 

SOLUCION: 

a) Se tiene que 
ll f(S) ~ 10 
2) lim f(x) = lim (x2. - Jx) = l.0 

x~s x+S 

3) lim f(x) - f(S) 
X +5 

Por lo tanto f es continua en el. 
punto 5 • 

b) Tenemos que mostrar que f ·es continua en cualquier punto 
de su donU.nio. Sea a un nWnero real., luego 

1) f(a) - a2. - 3a , claramente es un ntlmero real 
2) l.im f(x) ,.,. 11.Ll (x 2 _ .. 3x) ... a 2 - 3a 

3) l.im f(x) = f (a) • Por lo tanto f es continua. 
x•a 

La 9r4fica de asta función es: 
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EJEMJ?LO 2 

Considere la función f: :R___., '.R 1 X 
X~f(X)"'" 

·2 

si X" 0 

si X > 0 

Muestro que f. 

SOLUCION 

es conti.nua en O. llaga l.a gr.it'J.ca de f. 

1) f(O) - 2 

2) Para calcular el l.1mi.te en O, como la func16n cambi.a su 
comportamiento en ese'_punto, calculemos l.os límites late­

ral.es. Es facil comprobar qu~ 

lim f(xl p o 
x+o-

y lim f(x) = 2 
x+o+ 

( th~gal.o) 

luego lim ~(x) no existe, por l.o tanto f no es conti­
x +O 

nua--en'---o-. Su gráfica es: 

EJEMPLO 3 

Considere la ~unc16n f(x) 

¿Es ~ continua en O? 

SOLUC:t.ON 

Tenemos que 
1) f(O) ~ O 

-\: 

~ 
·zt-~~~~~~~~~ 

" 

sen ~ si. X .,I 0 

Si X • 0 

2) lim x sen ~ • O • (este i!mite ya so calcu16 en la sec­
X + 0 e: ion' 1 4) ) 
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3) 11.m f(x} • f(O) • Por lo tanto f es continua en o. 
X •O 

Cabe aclarar que xl!~ x sen~ no so calcul~ por simple BU.!_ 

tituci6n en x = o, porque no estaría definido el límite, por eso 
se dice que o X"" 0. 

¿Ser!a continua f en x - O si f(O) se define con otro 
valor distinto a O?. 

COKB.lNl\CION DE FUNCIONES Y Ll\. CONTINUIDAD.: 

Cuando se estudi6 el limite de una funci~n polinomial o ra­
cional, se dijo, por ejemplo que: Si f es un polinomio y a un 
nt1mero real, lim f(x) = f(a) , por lo cual se puede afirmar que 

x+a 
un polinomio es una funci6n continua: similarmente podemos afir-
mar que una. funci6n racional es continua. 

Esto hac~ver que al combinar funciones· continuas, se obtie­
nen en la mayor!a de los casos funcione: continuas -en los polín~ 
mios se combinan funciones de la forma anx.0 las cuales son con-

tinuas-, esta afi.rmaci6n en una forma más general la enunciamos 
en el siguiente teoretna. 

~
~::z~ , g funciones continuas en un punto a , entonces 

a) La función f + 9 es continua en a. 

b) La funci6n f.g es continua en a. 

e) La funci6n ~ es conti.nua en a , si f(a) -¡la o. 
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DEHJSTRACI:ON 

a) Como f y .9 son conti.nuas en a, se tiene que 
1irn f{x) ~ f(a) y li.m 9{x) ~ q(a) • Ap1icando el -

x +a x -a 
teorema S s'e tiene 

l.im (f + g) (x) m l.im (f(x) + g(x)) 

- .l.1m f(x) + l.im g(x) 

Q f{a) + g{a) 

- (f + g) (a) Por lo tanto f + g 

continua en 

Las demostraciones de 1os incisos (b) y (e) son similares. 
Se dejan como ejercicio. 

se tiene tambien que la funci6n com~osici6n es continua, ba­

jo las Condi.ciones que se dan en el siguiente resuitado. 

l
:O~MA y g son funciones tal.es que 

y f es continua en b, entonces 

l.im f(g(x)) - f(b) - f( l.im g(x)) 
x-a x +a 

l.im g(xl m b 

DEMJSTRACION. * 

Por demostrar que: 

Para todo e ~.o existe & >O 
si O < ¡x - a\ < & entonces 

a) como f es continua en b, 

tal que 

if(g(x)) - f(bll e• 

lim f(:z) • f(b) , es decir 
"+b 

Para todo e > O 

si i" - bl e º' 
exi.ste &1 > O·· ta1 que 
entonces lflz) - ~(b) 1 < • • 

*a.vise la definición de lA. funci6n compoaicl6n. 
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SJ. consideramos 9(x) la condicional la escribimos 
como 

Si jg(x} - bj 6 i entonces 1 f (g (X)) - f (b) 1 < e 

b) Com::> xlJ~ g(x) a b , se tiene que en particular para el 
óa > O existe 6 > O tal que 

si O < lx - al < 6 entonces lg(x) - bJ < 6 1 • 

e) Combinando los resultados de (a) y (b) se t:L~me que . 

Para todo e > O existe 6 > O tal que 
s1¡ O < jx - aj < o entonces jf(g(x}) - f(b) 1 :o·c • 

~
COROLARIO 

Si 9 es contin~ en a y f 

entonces f • g es continua en 
e~ continua en ~·· q(a) , 

a • 

DEMJSTRACION 

1iol (fo g¡ (X} - 1im f (g (x}) 

- f( 1im g(x}) 
x+a 

• f(g(a}) 

• (f.,g} (a) 

Por el resultado de este corolario, podemos decir que •ia 

composic:L6n de funciones continuas es contJ.nua". 

Como una aplicación ~e este Teorema, podemos justificar la 
af:Lrmac:L6n hecha en el teorema 8 

Tenemos que h(x) - tYX"'"' es continua y s:L 
c:Ldn tal que h•f esta definida y li.m f(x) 

x+a 
1im h(f(x}) • h( 1im f(x)) es decir 

X+a X+A 

1im o/f(Xl 
X+a 
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f(x) es una fun­
ex:Lste, 

LA CLASXFXCACXON DE FUNCIONES Y .LA CONTINUIDAD. 

En el d~sarrollo del límite de una funci6n, se han probado 
resultados concernientes a las funciones pol.inom.:f.ales, rac.ionales, 
exponenciales, trigonom~tricas, etc •• Enlistarcrnos las prop.ieda-­
des do· continuidad de estas funciones, refiriendonos claro esta, 
a la continuidad en el dominio de estas funciones: 

1.- La funci6n polinomial es continua. 

2.- La funci6n racional es continua. 

3.- La funci6n exponencial es continua. 

4.- La funci6n logaritmo es continua. 

s;- Las funciones trigonorn6t.ricas son continuas. 

Se deja como ejercicio al estud~ante que traduzca estas af~ 
maciones, usando el límite, por ejemplo, para el caso se tie-

ne 

l:Lm sen x ""' sen a 

lim cos 
x+a 

cos a etcetera. 

LA CONTXN'OXDJ\D EN ON INTERVALO CERRADO. 

Particularicemos el estudio de las funciones continuas a un 
conjunto específicos un intervalo cerrado; veremos que por la• C!,. 
racter!sticas propias de este dominio y la función contJ.nua, ob­
tendremos resultados, .. por una parte, general.izaciones de las fun­
ciones polinomiales y por otra, resultados apl.icab1es al. estudio 
de lo que más adelante se conocera como •valores extremos de las 
funciones• o •m&ximos y m1nimoa do fm\ciones•. 
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Precisemos primero que significa que una función sea conti­

nua en un intervalo cerrado. (Claro, no se rompe en ese intervalo. 

íl
:::lN::I~:,b] -n una función. 

x-f(x) 

Se dice que f es continua en [a, b] si 

a) Es continua para toda x ] a, b [ • 

b) 1im f(xl - f(a) y 1im f(x) e f(b) 
x-a.- x-a-

Consideremos una función f: [ a,b J -n , x ,____ f (x) 

continua, tal que f(a} < O y f(b) > o • ·Al. anal.izarla desde el. 

punto de vista geom~trico, decimos que su gráfica empi.eza por de­

bajo del. eje x y termina por arriba del eje x J trazándola sin 
despegar el. lápiz. Por lo cu:i.l, la gráfica necesariamente debe .. 

cortar al eje x , es der~~, existe un ntimero e en el intervalo 

]a,b[ tal que f(::, ::i: O • Como ee puede observar en laB dos 

gráficas eiquientes: 
• y 

X 

Este resultado que se deduce m!s o menos en forma inmediata 

a par.tir de las consideraciones de su grát:ica, la dernostraci.6n a 
partir d8 los axioma a de l.oa nt\meros real.es y de los resul. tac:los 

ya de.mostrados, sale de l.as pretensionc• de estas notas, por lo 
cual. nos l.:tmitaremoa a enunciar este teorema y hacer algunos co­

iiientarios con algunas funcione~ en particular. 
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1 

l:::RE;,A (a,b]-n una función continuo.. 
X...--:....--- f(X) 

Si f (a) < O <. f (b) entonces existe un punto e en [a, b] 

tal que f(c) ::i: O • 

La siguiente función manifiesta la ncccsid~d c:le la continui­

dad en el intervalo cerrado. 

EJEMPLO 1 

Sea f: [-3,3] ~:n = ¡-45 
X t---:- f (X} 

Clara.mente 

un n1lmero c 

f(3) f(-3) = -4 < o y 

en ]-3,3[ tal. que 
qu"e_. f no es continua en [-3,3] 

EJEMPLO 2 

~ 
5 

3 

si 

X< 0 

X > 0 

... 5 > O, pero no existe 

f(c) • O .. La ra::z.6n es 

• La gráfi.ca es 

Sea f: [-n~"lfJ-~(x) • ces x + sen x 

¿Existe un punto e en J-rr,n [ tal. que !(e) • 0? 

SOLUCION 

rc-w> - -1 y f(n) - 1 , como f es conti.nua, entonces 
existe un n\lmero e en J-n,n.[ tal. que t:(c) • OJ el cual. ... .. ( lverif!quelo ¡) 

Recuerdese que el resul.tado de este teorema 9s una generali­

zac16n de1:resul.tado concerniehte a las ~uncionca polinomial.e• 
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vist:o en 1.a seccion 6 del cap. 2 • 

Analicemos nuevamente una función f: (a,bJ----:n co~ 
X f (X) 

tinua, desde el punto de viata geom6trico resaltando ahora el si­
guiente aspecto: 

Como f se "traza sin despegar el lápiz" en el intervalo; 
¿las imágenes de f(x) tienen un va1or máximo?, es decir, ¿exis­
te un punto x~ en el intervalo tal. que f (x 0 ) > f (x) para toda 
x en el interval.o?. 

Si rtr'spondemos negativamente, succder!a que en e1 intervalo, 
1a gráfica tendr!a as!ntota vertical, como en 1a figura 

b I~ 
~ 

b " 

o ~se romper!a•, como se ve en 1as siqUientes gráf~cas 
11 

Pero como 
ceder. 

a b 

f es continua, ning.uno de los dos casos puede s~ 

La 9eneralizaci6n de este resu1tado lo enunciamós en e1 si­
guiente teorema, que por las mismas causas expresadas en al. teor!_ 
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ma anterior, no se demostrara. 

I
~=~RE;;- ~[a'~bj.--.-... ... :n continua, entonces existo un xa 

X f(x) 

en . [a,b] tal que 
f(xol " f(x) para toda x [a,b] 

A f(xo) se le llama el valor máximo de en el. intervalo 

[a,b] 

El reSu1tado se puede expresar como "si es continua 
un intervalo cerrado, entonces alcanza su valor m.:1ximo en el in­

tervalo". 

%lustremos el rosul..t.ado en las sigui~ntcs gráficas de funci~ 
--nea continuas. 

·~ 

a .... l> 

En el Biquiente ejemplo, veremos porque ea importante que f 

aea continua. 

E.JEMPLO 3 

Sea f: [-1,1]-:n • \~o s:f.· x,,. O 
X f(X) 

si. X • 0 

f no tiene un valor má:xi.rno en [-1, 1] ~ su gráfica es 
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La respuesta es 1..nmcd.iata: no es cont.inua en o, 1ucgo no 
cont.inua en e1 ~ntcrva101 por 1o tanto, no se garant.iza que 1a 
func.i6n tenga un va1o~ máx.imo en e1 interva1o. 

; 
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'618 G. LElBNIZ 1716 

4 
DERIVADA 

ft El. c41c~1o di~erencia1 es, b~s1-

cam.ente, un =~todo ~ara encontrar 

1a veloci~ad de un movimiento cuan. 

do ac conoce 1a dis.tancia recorri­

da en un tiempo da.do. Este prob1e­

IIB· se resu.el.ve por 'derivación' y 

es comp1eta.mente equival.ente al. -­

prob1etm de dibujar una tangente a 

1a curva que representa 1a de~ende,a 

cia de la distancia respecto de1 -

tiempo." 

VJ:SIC!l GElfEIUL DB LA. W.TEJU.TIC.A.. 

.t.:Leksandrov, Xolmogorov. 



La respuesta es i._nmediata: no es continua en O, luego no oa 
conti.nua en el i.ntervalo¡ por lo tanto, no se garantiza que la 
funci.6n tenga un VAlo~ ~ximo en el intervalo. 

; 
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§1. Sobre e1 origen 
de 1.a derivdda 

En las postrimerias de la Edad Media las máquinas llegaron a 
usarse en pequeños talleres, en obras públicas y en la rnincr!a. 
Estas eran empresas llevadas a cabo por mercaderes urbanos o por 
pr!ncipcs en busca de dinero facil, frecuentemente dirigidas en 
oposici6n a los gremios urbanos. La guerra y la navegación tam­
bi~n estimularon la perfección de las herramientas y su futura -
sustituci~n por máquinas. 

La seda en Lucca y Venecia• ya desde el Siglo XIV se basa en 
la dLvisi6n del tr~b~jo; la rniner!a en el Si9lo XV evo1uciona ha­
cia una industria capitalista, con el uso de bombas y m.iquinas 
montacargas que permiten la perforaci6n de capas más y rr..:ts profu;! 
das. 

La invención de armas de fuego y de la imprenta, la constru=. 
ci6n de molino• de viento y canales, la construcción de barcos p~ 
r~ navegar en el oceáno, requirieron de la habilidad ingenieril y 
pro~ugerOn gente técnicamente conciente. La perfecci6n de relojes, 
dtiles para la astronom!a y la navagaci6n, frecuentemente instala 
dos en lugares pdblicos; 1~ regularidad de su movimiento y lapo: 
s1bi1idad que ofrcc!an para indicar el tiempo exactamente, produ­
jeron una honda impresi.dn en el pansa.miente, filos6fico. Durante 
el Renacimiento, y adn siglos posteriores, el reloj fue tomado 
como modelo del Universo. Este fu~ un factor importante en el de­
sarrollo de la concepci6n mecánica del mundo. 

As! pues, las máquinas condujeron a la mecánica te6rica y al 
estudio c:lent!f ico del movimiento y del cambio en general. 

El de~cubrimicnl:.o de Am6rica en l.492 amplio enormemente las 

*Ciudade.a de Italia. 

fronteras del mundo conocido al tiempo que determino una rcvolu­
ci6n en el pensamiento de la 6poca. 

El caracter revolucionario de la 6poca en que se vive, las 
transformaciones materiales que sufre 6sta sociedad, son la fuen­
te de inspiraci6n de la pr~ctica cient!fica de l~ 6poca; la cual 
plantea a la ciencia loz problemas niguientes: 

La rcvoluci6n en la astronom!a ligada a Nicolas Copérnico 
(1473-1543), Ti.cho Brahc (1546-1601) y Johannos Kcpler (1571-

1630) inaugura visiones completamente nuevas sobre el lugar que 

ocupa el hombre en el Universo. 

Loo hombres de ciencia del siglo diecisiete se ocupaban de -
problemas que se refieren al movimiento. Nicolas Cop6rnico y Joh~ 

nnes Kepl.er ineroduciemlo el con~cpto de rotncl6n de la tierra s~ 
bre un eje y alrededor· del sol ayudan a desterrar 1a tcor!a so­
bre el movimiento planetario y que data del tiempo de los griegos, 
~stos a tr~~és de Tolomeo (claudio, 90-168 de n.c.) habían esta­
blcc:ldo leyes Y explicaciones del movimiento presuponiendo una 
tierra absolutamente fija en el espacio y realmente en el centro 
del Universo. E1 rechazo a esta teor!a y la adopci6n de las de C~ 
plirnico y Keplcr implica aceptar a la ti.erra en. mov:imiento. 

Keplcr muestra sobre la baso de mGltiples observaciones que 
la trayectoria de cada planeta al.rededor del sol es una cl:ipse, 
si bien, no ofrece explicaciones te6ricas sobre el por quei l.os 
planetas se mueven sobre esas trayectorias. Sin embargo, la no-­
ci6n de que todos los cuerpos en ol. Un~verso se atraen unos a o­
tros de acuerdo con la fuerza de gravedad, indujo a más cient~f 1-

investigar si el movimiento do los planetas . nl.rcdedor del. 
sol y de las lunas alrededor de aque1l.os puede deducirse de las 
leyes propias del movimiento y la gravodad. As~ que, el movim~en­
to de los cuerpas celestes se convirti6 en el tema de estudio do­

minante. 

Los movimientos de objetos cercanos n la auperf ic~e de la 
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tierra y de los objeto9 celestes tienen lugar con velocidad vari~ 
ble y muchos de estos tambicn con acclerac16n variable. Aunque 
con dificultades se manipulaban velocidades y ncclcracioncs vari~ 
bles, no eran claras en esos momentos, pues las ramas de las mat~ 
máticas que existian antes de que el cá1culo fuera creado no per­
mitían un tratamiento adecuado de aquellas. 

Un segundo problema de importancia en el siglo diecisiete 
fu6 la determinaci6n de tangentes a varias curvas. 

Este problema que pudiera ser de 
interés de la geometr1a pura, 
tiene un segundo significado: la 
tangente a una curva en un punto 
representa la ••direcci6n11 de la 
curva en ese punto. De esta man~ 
ra, si un proyectil se mueve a 
lo largo de una curva, la direc-
ci6n en la cual el proyectil es­
ta su cabeia en algan punto en 

su tr~yector:l.A es la dircccien de la tangente a la curva en ese 
punto. La invencLdn del te1escopio y el microscopio en el siglo 
diecisiete es~imu1a el interes en la acci6n de loa lentes. El pr~ 
blema de determinar la trayectoria de un rayo de luz una vez que 
alcanza la superficie de un lente, el problema de conocer el 
4ngulo que el rayo de luz hace con al lente, esto es, el ángulo 
entre el. rayo de luz y la taE 
gente al lente. Incidentalme~ 
te, el. estudio del comporta­
miento do la luz fué, junto a 
el estudio del movimiento, el 
campo cient1fico en esto si­
glo. Con estos dos problemas, 

qu.1.z4 podamos ver claramente 
porque es importante el pro-
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blema de encontrar la tangente a una curva.• 

Un tercer problema que obsesionaba a los cient!ficos del si­
glo diecisiete cra.~der resolver problema3 de máx~s y m!nimos. 
El movimiento de una bala de cañon fu6 estudiado .intcnsamc~te del 
siglo dicciscis en adelante; Nicol6 Tartaglia (1500-1557) y Gali­
leo Galilei (1564-1642) hicieron progreso~ ~ignif1catiV05 en esta 
dirección antes de que el cálculo fuera "inventado", ellos simpl~ 
mente lo aplicaron. Determinar la distancia m~xima horizontal que 
alcanza una bala de cañon es, entro otras, una de las preguntas 
importantes en el movimiento de proyectiles. Como ei ~ngulo a 

(~ngulo de elevación en un c~ñon} es una cantidad variable, la 
distancia horizontal dcsd~ ci cañon a el punto en ei cual el pro­
yectil alcanza nuevamente ei sucio tambicn varia. 

La cuesti6n es, ¿con que ~ngulo de c1evaci6n la distancia h2, 
rLzonta1 es ~xima?. Otro problema. do máximos y m!nilnoa de :f.mpor­
tancia, surgió en el movimiento p1anetario. Aceptado ei movim:f.en­
to de los planetas a1red~d0r del sol, se reconoce que 1a distan­
cia a 6stc varia, surge c~tonces la pregunta, ¿cuando es ináx:i.ma y 

cuando m!nima 1a distancia de un p1aneta al sol?. Algunos prob1e­
mas de mti..ximos y m!ni.mos pueden ser resueltos ·por mE:todos del ál­
gebra y la ge9metr!a elementa1; sin embargo, 1os problemas iruls ~ 
portantes estan más a11~ de estas ramas, rcquiren del cálculo. 

Eatos treo problem~s qua se han dcccrito hasta aqu1 y en los 

* ·tho. concept of- the Calculus, Carl U noyer. 
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cuales se ha enfatizado lo ventajoso de los m~todos mat~ticos 
englobados en lo que actualmente se conoce como La Derivada. 

En Sintcsls: el desarrollo de la tecnolog1a y la mecánica, 
los progresos obtenidos en la navegaci6n como la ~e9oluci6n en 
la astronomia y optica las cuales precisaban del estudio de pr~ 
blemas matemfiticos '"nuevos". La '".novedad• de estos problemas -
consiste principalmente en el hecho de que requerian el estudio 
matcmStico de las leyes del movimiento, en el amplio sentido de 
la palabra, esto es, las condiciones sociales especificas y las 
cientificas son el cuadro que enmare~ el nacimiento de la deri­
vada. 

Más no podemos referirnos al desarrollo del concepto de der!_ 
vada, sin considerarla dentro de la rama de las matemáticas en la 
cuAl se ha dosarroll.ado y es sustento, a la par que ei concepto 
d8 Integral, esto es, el Cál.cu1o. 

Naturaimente, que problemas similares continuan siendo iinpoE,_ 

tantea en nuestro tiempo, de no ser as1, e1 cálculo tendr1a un v~ 
lor puramente hist6rico. Existen varios ejemplos en los que con 
la soluc.1.dn da un problema se crea un m~todo o rama matem~tica 
que le da soluci6~ y a lo cual se 1e encuentra nuevas aplicacio­
nes, esto ha. sucedido tambí~n con el c5lculo, el cual tanto se ha 

desarrollad& en el. mismo como es la base da ramas matemát!cas las 
cuales abarcan actual.mente su parte más extensa. Esto es, el. cSl­
culo ha probado ser un rico fil6n. 

Como casi todas 1as ramas de la matem.!ltica, el c~lculo es el 
producto de un.a larga evoluci6n. Frecuentemente, ae atribuye a 

dos hembres, l:se."lc newton (1642-1727) y Gottfried Wilhel.m Leibniz 
(1646-1.716) ia•1nvenci6n• del c4lculo. 

Reta ea una •implificnc16n abnu.rda y excesiva de lo~ hechos, 
pues como todas l.As ramas de las mil.tem.!lticas, el cálculo, ea el. 
producto de una larga avoluci.6n la cual, newton y Loibn.i.:z: ni. ini­
C:iaron nJ. dJ.oron r;&.n, pero en el cual desempeñaron un papel dec1-
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aivo.• Puesto que ellos en forma independiente uno del otro, en­
cuentra la conexión en dos problemas que han sido de gran impor­
tancia para la ~poca·y que se han resuelto uno con la derivada y 

otro con l.a integral. Su m~rito concistc en establecer la cone.x­
i6n en estos problemas, hoy conocido como el Teorema Fundamental 

del cálcÜlo. 

Como ya hemos señaln~o. aunque solo en el siglo diecisiete, 
varios científicos contribuyeron en la soluci6n a esos problemas, 
seria ocioso.listar, y quiza ae omitiera alguno, a todos aquellos 
que.de al.guna manera contribuyeron a la creación del c~lculo. 

Pudiera servir de consuelo al estudiante novivio en el c~lc~ 
lo, saber qua Newton y Leibniz no entendieron completamente lo que 
e11os mismos habian producido. Todo el ~iglo dieciocho se obtuvie­
ron riueVos resulta.~os, estos resultados fueron obtenidos por gran­
des matemáticos, los que no citamos, bastase saber que la c1asifi­
eaci6n final de los conceptos que involucran el cálculo se consi­

gui6 en el siglo diecinueve. 

La palabra cálculo proviene de la palabra latina guijarro, 
esta se asocia al uso que hacían los primeros matem~ticos griegos 
-alrededor del año 600 a.n.e- quienes hacian aritmética auxiliandg, 
se de guijarros~ Hoy ~n d!n un cálculo puede si~nificar un proced! 
mi.ente 0 conjunto de procedimientos corno la d.ivisidn en la aritm6-

t.t.ca 0 en el algebra resolver una ccuaci6n cuadrática~ 

Sin embargo, el significado que adquiere aqu1 es el de la 
teor1a y procedimientos de1 Cálculo Diferencial e Integral.. E•te 
cálculo utiliza el álgebra, la geometr!a pl.ana, la tr.t.goncm.etria Y 
ia gcometr1a anal~tica, pero ta.ID.bien .introduce conceptos nuevos. 
el.aro esta y notoriamente la derivada y la integral.. Funda:nental. 

para ambos es el concepto de 11m.1.tc. 

*l.Quu •s 1..a mat.emática? Courant./Robbins. ColecciSn Ciancia y T'ca.ica. Aguilar. 
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En e1 estudio del cálculo, se deben señalar tres aepectoa, 
los que debemos entender. El primero es el de la teor!a: conocer 
teorema.a de la deri.vada·y la integral. El segundo es la t~cnica -
-para usar el c~lculo, debemos aprender t~cnicas en difercncia-­
cidn e integracidn. Finalmente, el tercer aspecto es la apl1caci6n: 
ei c.1!lculo f·ue creado como respuesta a necesidades prlicticas espe-

cificas. 

; 
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§2. Importanci..a de 1.:i 
deriva.da. 

Hemos reseñadO, aunque escuetamente, algunos de los proble­
mas que se resuelven con la derivada, tarnbi~n mencionamos su vige~ 
cia, en esta dirccci6n se prosentan los problemas siguientes, ter­

minando con una lista de conceptualizaciones en los C{'JC también e~ 
atil la derivada. 

a) La velocidad instantanea. 

Ya en la introducci6n del capitulo anterior, al presentar el 
concepto. ·de vel.ocidad i.nstantanea, encontramos que resul.ta a·e la 

razon: 
d(t + h) .- d(t) 

h 

h se ha.ce tan pequeña, •que se comporta como cero•. 

Al precisar tal. descr~pci.6n por medio del concepto de l!.mi.t~ 
podemos decir que la velocidad ~nstant~nea dttl resul.ta al cale~ 
lar e1 l!mi.te 

d(t + h) - d(t) 

h 

b) La tangente a una curva. 

A partir de 1a semejanza en loa tri.ángulosz 
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se tiene que si EB es parnlcla n oc , entonces 

~ - ES. 
AB AC 

esta relaci6n solo exige que ~os tri~~gulos que Se comparan tengan 
sus lados paralelos, no importando l.n loAgitud de dichos lados. Si 

tenemos ~n .tr~~ngul.o semejante al AABE 

en el cuai. ·la longitud de sus. lados Son "inf!.nit4s1.mos•, esto es, 
si Ax + o, tenemos, entonces 

E!. a l.im é:/. 
/\B A>c +O dx 

ti.ano sentido y es un nt1mc:ro. Esta rol.ación l.a usaremos para defi­
nir el concepto de tangente a una curva.* 

Oec:lmos que T es l.a recta tangente por la derecha a la CUE_ 

Va dada por la función f en el punto P(a,f(a)) ai ~ pasa por 
el.· punto p y ali pendiente** es el límite de las rectas secantes 
a la curva, determ.1.nada por los puntos P(a,f(a)) y 

O (a + 6 x, f (a + Ax)) con t;. x > O y haciendo que t;.x ti.ende a cero. 

•En a1 siglo XVI.l el problema de cansente a una ci:i.rva en un pune.o dado. tomó un 
lugar promi.nea.t:e al lado de loa prob1cmas antiguos que involucran volGmenee y 

cea.e.roa de gravedad. Hasta entonces a6lo ae ssbía trazar tangentes n circunfe­
renci- y a una o dos curvas m.[s, sin ao•pechar que erlat:.ia una soluci6n gane­
-ral. para este problema. 

•*"Ga pendiente de la recta secante •• obt:.ieno C01lllO aisue: 

~ • f(a + 6 lllx- f(a) • ~ ai Ay• f(a + 6x) - f(a) • 
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fca .. Axl 

f(&l 

3 

An~logamente deci.rnos que la recta u ~a~~en:~ por 1a izquie! 
da en el punto P s1. µ pasa por el punto P(a,f(a)) y su pen­
diente es el l.!mite de 1as pendientes de 1as rectas secantes dete~ 

mi.nada. por los puntos P(a,f(a)) y Q(a + Ax,f(x +Ax)) siendo 
-. Ax < O 'y hac1.endo que t.x tienda a cero. 

.~ ... :~r~ 
;fea¡ --- ,o. 1 

' 1 
' ' ' 1 1 1 

átAX 

Final.mento decimos que la recta r es tangente a 1a curva 
dada por ~ en e1 punto P(a,f(a)) cuando lo sea por la derecha y 
por la i.zquierda • Esto es, r pasa por P (a, f (ª) ) y BU pendiente 

mr • lim f(a + Ax) - f(a) • 11.m ~ 
Ax +O 6x Ax+O Ax 
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. C). La :intensid.Ad de 1a corri.cnte ~ 

Sea q • q(t) la cantidad de clectri.cidad que pasa por la 
secci.6n transversal de un conductor¡ si t es el tiempO y At un 

intervalo de tiempo 

l>q - q(t + l>t) - q(t) 

es l.a cantidad de electricida..l que pasa a través de una sección d!,_ 

da en un intervalo de tiempo desde el tiempo t hasta t + At , 

entonces a~l.a magnitud 

~ 
l>t 

~~ l.e 1lama intensidad. media de la corriente en el. 1.ntervalo de , 

ti.empo At y se denota por Imed y el. 1:!mi.te: 

11.m Imed .::::s 11.m !s. 
At •O b.t +O At 

1a 1.ntensi.dad de l.a corriente en e1 i.nstante t dado o corri.e_!!. 
te instant4nea y se denota por I esto es: 

d) Otros prob1emas. 

q (t+.O.t) - g (t) . 
dt 

Los tres problemas anteri.ores, si bien son de 1ndo~e diversa, 

han •ido resueltos bajo un esquema aimi1ar. Un sinndmero de concee 
tos y prob1emas diversos se abordaran bajo e1 mi.amo esquema, entre 

los cup.les a~recen los siguientes: 

Densidad lineal de una barra en un punto dado. 

p - lim ~ 
l¡x + 0 6X 
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Aceleraci6n instantánea • 

.... 1im ~ 
At ... o 6.t 

Radiancia o luminancla ener96tica Be 

Be • 1im A!,!. 
As +O 6.s 

DenSidild. eSpec:tra1 de:L. flujo de radiaci6n segCin la longituU 

de onda·. 

teA • 1im A Oe 
AA ... O 6l 

Densidad espectra1 de:L. flujo de radiación según 1a frecuen­

cia 

~e • lim ~ 
v Av ... o Av 

Gradiénte de vel.ocidad. 

qrad v = .1im ~vl 
.aL+ O '"' 

Gradiente de temperatura. 

grad T • 1im ~ 
l.2 ~111:t - lJ. 

Flujo calor!fico. 

t • 1.i.m 
b.t •O 

Luminosidad. 

R • l1.m !!_ 
.O.e •O la.e 

-D4-



Costo marginal. 

C' (n) - 1im 
h +O 

Demanda margina1. 

p' (X) ""' 1im 
Íi +O 

c(n + h)· - c(n) 
h 

R(x + h) - R(x) 

h 

y un muy amplio etc~tera. 
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13. Def.in.f.ci6n de derivada 

Como podemos ~bservar en todas las expresiones anteriores a­
parece el mismo esquema, en todos ellos el l:!rnitc puede existir pa­
ra ciertos valores de la variable y no existir para otros, cuestión 
que estudiaremos con mayor detalle mas adelante. En todo punto don­
de ta1 l!mite existe, se dice que la funci6n t!Pnc derivada (o que 
es derivable). 

El proceso de ''hallur la derivada de una funci6n" es la ope­
ración fundam~ntal del cálculo diferencial. En general, se puede d~ 
finir el cálculo diferencial como la rama de las matem~ticas que e~ 
tudia los dos problemas generales siguientes: 

lf Dada una función determinar los valores x (X c_Df) 
en los que la función tiene derivada. 

2) Dada una función f y un valor x (x e Df) el cua1 
existe la derivada, calcular el valor de la derivada. 

DEF:INICION 

Sea f una funci6n definida. en un intervalo abierto que=co!!.. 
tiene á a Entonces 1a derivada de f 

por f'(a) , esta dada por 

f' (a) - l.im 
h+O 

si este limite existe. 

f(a + h) - f{a) 

h 

a , denotada 

••• (*) 

El lector podra observar que la derivada es una funcidn, do~ 
de el. l.:tmite (de existir) nos proporcio11a la regla para aaoc.iar el 
n<1mero f' (x) al ntlmero x , de·maner~ quP. el conjunto de parejas 
de 1a forma (x,f' (x)) que se forman mediante este proceso detinen 
una runc.16n, la funciOn derivada de f r esto es, f' • 

El dominio de f' es un subconjunto del dominio de ~ , ea­
ta ~orm.ado por todos ios nt1meroe a para los cuales el. 11.mite (*) 
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existe y obviamente no contiene a 1os va1ores donde la derivada 

existe. 

Otra expresión equivalente a (*) es: 

f' (a) "" 1:!m f(x) - f(a) 

x+n x - a 

EJEl<PLO 

Hállese la derivada de f si f{x) 1 - x 

Si 

Ja,b[ 
Ja,b[ 

f • { ) lim f(x +· h) - f(x) 
¡' x=h-+-0 h 

{(X. .+. h) 2 - ( X ::-. fi ) ) - (x.2 - ~ ) 
lim -------'-'-''-'-'---------'"--

h +o h 

lim x2 + 2xh + h2 - ~ - xz + ~ 
h+O h 

- lim 2xh + h2 + -xxrxx++hf 

h+O h 

2xh+h+~ 
- 1!.m -----'='---""--

h +O h 

1
1.m h{2X + h ) + ~ 

h+O h 

lim (2x + h + ~ ) 
h•O 

2x + ..!. 
x• 

f es una func1.6n definida en un intervalo abierto 
,. decimos que r es der1.vable en el :intervalo abierto 

,. a1. f ea der:lvable en todo punto x de Ja,b( 

An!loqamente se defi~e una función derivablo ·en los inter­
valos 1 ]-•,b[ ]a,.•[ e ·inclusive ]-•, •( • Para intervalos 

cerrados converümos en 1o aiguientei 

-l.'.?7-

l
o~:I:~~~~~-n f . se dice derivable en un intervalo cerrado 
"[a,b J si 13s derivable en e1 intervalo abierto J a,b [ 
y si exioten los siguientes límites: 

iim f(a + h) - f(a} y iim f(b + h) - f(b) 
n +o+ h h ... o- h 

Los 1!mites 1atcrales que aparecen en 1a definición ante­

rior se les conoce como derivadas latcralcS, respectivamente, de­

rivada lateral por la derecha de f a y la derivada latera1 

por la izquierda Oc f en b . 

Esta convcnci6n tiene una doble uti1idad: 

i) Si f esta definida ttnicamentc en [.a,b] entonces 
la derivada por la dcr.echa y por la izquierda .pertniten 

calcular la pendiente de 1as rectas tangentes en los 
puntos P(a,f(a)) y en n<b,f(b)) (como se muestra en 
1A fiqura), as!, si 1 es la recta tangente en P , la' 

pendiente m es el vaior límite de la pendiente de las 
secantes PR cuando R tiende A P por 1a derecha. 

Similarmente, para 1a recta tangente n en Q tomare­
mos el l!mi te de las pcnd.icntes do la!l !iC cantes RQ 

cuando R tienc3e a Q por la izquierda: 

R 

a b 
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ii) Como un criterio para decidir la existencia de la deri­
vada de una func16n en un punto. Esto es, considerando 

que dna funci6n f esta dafínida en un intervalo abic~ 
to que contiene a xo • Como la derivad~ s~ define a 
tr4ves del concepto de l!mite, entonces f'Cxo> existe 

si Y solo si las derivadas por la izquierda como oor la 

derecha de f en xo existen y además son igual~s. En 
las dos figuras de abaj, · mostramos los casos en que 

bas derivadas existen (las pendientes de las rectas ¡
1 Y lzl. 

; 
En general, podemos de~ir que en aquellos pu.ntos 

(xo,f(xo)) en los que la gráfica de f •tenga "picos" 
la funciOn NO ES DERIVABLE. 
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§4. Recta tangente a 
una·curva 

En el capítulo II hemos presentado una amplia variedad de 
funciones y para la mayor parte de el.las, se trazo en el plano ca!. 
tesiano su respectiva gr~fica o curva. 

Posteriorcmentc al inicio de la sccci6n anterior, menciona­
mos que el problema de trazar la tangente a una curva en un punto 
dado tiene soluci6n con el concepto de derivada. 

Resulta natural que para cada una de las funciones estudia­

das, en sus respec~ivas curvas, se plantee el problema de tra~ar 
1a tangente en un punto dado de la curva•. En caso de existir 1a 

derivada para-un punto de 1a curva, el problema se reduce, en to­
dos los casos, a obtener 1a ecuación de la recta tangente que pasa 

por el punto dado y cuya pendiente es la derivada valuada en el -
punto en estudio. Lo cual lo oxpresamoS en general corno: 

f en 
punto ~
Si f es una función real tal. que f' (a) es la derivada de 

a , entonces 1a ecuación de la recta tangente en el 
(a,f(a)) de f es 

y - f (a) • t' (Zl) (X - a) 

EJEMPLO l. 

Sea f:It-n 
x.---f(:x) - x• 

y P(1,1) e f • Obtengase la e-

cuaci.6n de la recta tangente:;[ a la 9r4fica de t en P. 

SOLtJCION 

Se requiere calcuiar f 1 (1) resto es: 

i:l.m f(l + h) - f(l) - i:l.m (l + h) 1 
- l' a J 

h+O h h+O h 

*Esto capítulo •• aboca en gra.n parce a est.ebl·.c:er para cada función, cuando e.a 
4-~ivable y cua.; •• au derivad3. 
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lu~go como f' (1) ~ .3 y pasa por P , la ecuaci6n es 

y - 1 ... 3 (X - l.) 

o bien y ... 3x - 2 • 

Observación: 

La recta :;f corta a P y también l.o hace en otro pu!!. 
to Q situado en el tercer cuadrante, este hecho no afecta 
a la definici6n que hemos propuesto de tangente. Es decir l.a 
noción de tangente a una curv~ que se estudia en geometr!a, 
se ha modificado en los si­

guie~tes términos: 
i) Existe una vecindad con 

centro en P para l.a 

cual. l.a curva f y la 
recta ;f se cortan en un 
sol.o punto .. 

ii) La pendiente de r"J: es el. 

11.mi. te de l.os val.ores de 
1as pendientes de rectas 

sccantoa PQ doñde O 
se aproxima a P. 

En el. método de trazado da tangentes,: el r'equisito es que 
exista la derivada de l.a f uncidn en el pwito de la curva en estu­
dJ.o, luego cuando esto no so cubre, no tiene sentido h<;Wlar de la 
tangente en el. punto. Veámoslo en el siguiente caso. 

EJEMPLO 2. 

Considere l.a funcidn valor absoluto: 

f: :n---:n 
x...-- f(x) • lxl 

esta función no tiene derivada en el. punto de abcisa O. 

Esto es: 
l.im f (O + h) - f (0) • l.im :l.!!..L ~ l . 

h ... o+ h h ... a+ h 
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l.im f(O + h} - f(O) 

h -o- h 
l.im lhl •. -l. 

h ... a- h 

luego no so puedo asociar una recta que sea l.a tangente a 

f en el origen, ya que el l!rnite lateral izquierdo y el de-

recho son distintos. 

ObServacicSn; 
En este ejemplo, podemos trazar no solo una, sino una inf~­
nidad de rectas que corten a la gráfica de f ~nicamente en 
el. origen, pero l.a defini.cidn de tangente que hemos propues­

to, nos formul.a que la recta tangente en caso de existi.r, de 
be ser t1n1.ca. Esto es, contempla el. hecho do que l.a tangent; 

resulta de un l.~mite, y en este caso por resul.tar los lími­
tes l.ateralea dintintos, no cxiDte tal recta tangente. 

~
TEOREMA 1 

Si l.a funcidn 
t.inua en a .. 

DEMOSTRAC:X:ON 

f 

55. La derivada y 1a 
contin\11.dad 

es derivable en· a , entonces f es con-

Sea f'(a) la derivada de ~en el punto a 1 esto es 

f' (a) • lim f(a + h) - f(a) 
h +O h 
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luego f'{.a)• lim h.., lim (f{.a + h) -· . .f(a)} ''":.'.:..u1 

es decir 

h +O h ... o 
f' {al •O - 1im (f(a + h) - f{a)J 

h +O 

O = lim f(~ + h) - l.im f{.a) 
h+O h-O 

lim f(a + h) = f(a) 
h +O 

esto es, f es continua en 

1
El resultado rec!proco no es v~lido, esto es, ·existen funci2_ 

nes continuas en a y no son derivables en a • 

Un e~emplo es la funci6n valor absoluto, .l.a cual. es continua 
en todo su dominio y sin embargo no tiene derivada en el. pu!!. 

to a = O • 

Un resultado más debil establece que: 

~
TEOREMA 2. 

Si la funci6n f 

en a , entonces 

DEMJSTRACION: 

admite derivadas laterales (:lgual.es o no) 
f es contipua en a • 

Sea Hm f(a + h) - f(a) 
- L1 h+o+ h 

y Hm f(a + h) - f{a) 
- L2 

h ... o- h 

luego 11.m f (a + h) • lim r. i •h + l.im f (a) - f (a) 
h.+o+ h .... o+ h +o+ 

y l.im f(a + h) .. lim L 2 •h + 11.m f(a) .,. f(a) 
h•o- h ... o- h+o-

de donde lim f(a + h) • f(a) 
h+O 

esto eo, ~ es continua en a • 

Sin embargo, el rec!proco tampoco se cumple. Puesto que 
existen funciones cont.1.nuas que no presentan derivadas lateral.as. 
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EJEMPLO 3. 

Sen f: :1t-n -1 
x~.f(x) -

1 
x sen X 

o 

SÍ X ~ 0 

si x .. O 

esta función, como sabemos, es continua en pero 

Hm 
h o+ 

esto es 

f{O + h) - f{O) 

h 

iim .f (O + h) - f(O) 

h+o+~ -h·. 

no existo 

.,. 1im 
h -o+ 

h sen k 
h 

... 1im sen k 
h ... o+ 

- o 

y áste a1t1.mo l.!mite no existe, por io cual 
ble _1a.teralmente .. por 1a dcrcchn. en a .,. O • 

f no es deri.v~ 

~JEMPLO 4-. 

Por otra parte considere la.función f::R-n 
x-f{xl = ¡senx¡ 

cuya gr4fica=es: 
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1a cua1 presenta derivadas 
laterales y no cuenta con 

con derivada en a • O , 

esto es: 

l.im~ 
h +o+ h 

= 1 y 

l.im~ 
h ... o- h 
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§ 6. Cá1cu.l.o de. derivadas 

a) DERIVADAS RELACIONADAS CON LAS OPERACIONES DE FUNCIONES. 

A continuacidn nos abocamos a obtener 1a derivada de cada 
de 1as funciones estudiadas en el Cap!tu1o II, as! como tam­

bien i1ustraremos con algunos ejemp1os el uso de estas. 

Si f: :n-n con c constante 

[

TEOR1°M.;-.. 3 

x-f(x) 
entonces f derivable y f'(x) =O. 

DEHOSTiU\CION 
·En efecto: 

1im 
h +O 

f(x + h} - f(x) 
h 

lo cual se expresa 

11.m ~ 
h+O h 

q 1im * q o 
h+O 

•La derivada de la funcidn constante es cero" 

l:os;~R~R entonces 
x~f(x) • x 

f es derivable y f'(x) - 1. 

DEMOSTRACION 

1im 
h +O 

f(x + h) - f(x) 

h 
lim X + h - X 

h +O h 

Para obtener la aiquiente derivada, deben considerarse los 

oi9uientes resu1tados del A1gebra. 

DEFINICION 

Si n es un nd.mero natural, al producto de n con todos 

los nCimeros ménÓres que e1, se le llama su factoria1 y ae de-

nota por n ! Esto es 

n ! = 1 2 3 • • • (n - 1) n 

OEFINICION 

Para el~var un binomio a + b a c.ua .. lquier, potencia n , con 
n un ntimero natural, es yálida_1a.s19u1ente identidad 11am~ 
da el BINOMIO DE NEWTON. · 

n(n-1~ Cn-2) an-3 b3 + ••• +na bn-1 + bn 

As~ tenemos el siguiente 

~:~o~~:a
5-n con 

x,___.~(x) ... xn 

entonces f es derivable y 

n un na.mero natural 

f' (x) ... n xn-l 

DEK>STRACION 
En base al Binomio de Newton es v~lido 1o siguiente: 

(x •· .:-1)n .. xn + n xn-1 h + n(2J1) xn-2 h2 + ••• + 

n x hn-l + hn 

obse~ve que al desarrollar el binomio, ánicamente el primer 
sumando no pr~senta como factor a h • Por 1o que la expre­
sidn (x + h)n - xn se puede escribir como: 

h(n xn-1 + n(~!1) xn-2 h + ~ •• + n x h.n-2 + hn-1) 

do ~sta manera se tiene que 

f'(.x) • Li.m (x + h)n - xn 
h +O h 



li.m {n xn-1 + n{n-1) xn-2 h + n x hn-2 + hn-1) 
h+O --z--- ••• + 

y como cada sumando a cxcpci6n del primero tiene como un 
factor a h , al obtener el 11:mite resulta que 

f' (x) = n xn-l 

En forma. alternativa al usar l.a notaci6n de operadores se 
tiene que 

n-1 = n X 

manera, por ejemplo 

¡TEOREMA 6. 

51 f es una funci6n real y derivable 

cada coAsta~tc e , se tiene qua 

(e f(x)) •.=e f' (x) 

DEM::>STRAC:ION 

sea q(x) =e f(x) entonces 

g• (x) - l.im s:<x + h) - 2Cx) 
h +O h 

l.im C(f(x + h)) - e f(x) 

h +Q h 

1 im C•f(x + h) - f(x) 
h +O h 

.,. C f 1 (X) 

En parti.cular para f(x) = e xn so tiene que 

f'(x) ... en xn-1 
Por ejemplo, si f (x) • sx6 entonces 

f' (x) = 3Dx5 
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l:~O~MAY 
70

9 son funciones reales derivables en .. a , enton­

ces f + 9 es tambien derivable en a y 

(f + g} '(a) ~ f' (a) + g' (a) 

DEMOSTRACION 
(f + g) •(a) - lim Cf + s¡:l (a + h) - (f + g) (a) 

h +O h 

lim f(a + h) - f(a) + g:Ca + h) - g(a) 

h +O h 

l.im f(a + h) - f(a) + lim q(a + h) - a(a) 

h •O h h+O h 

f' (a) + 9' (a) 

Dado que un po1inomío en una variable es 1~ suma de monomios 
de l.a forma cxn l.os teoremas (6) y (7) nos permiten probar el 
s1.9uiente resultado. 

f: ::i:t.-R n n-1 
xt---f(Y.) ... a 0 x + a 1 x + ••• + ªn-l.x + ªn 

entonces f ºes der.ivabl.e y l
~~RO~~ una funcidn pol.inomial. definida como 

f' (x) • naoxn-1 + ª1 (n-l.)xn-2· +. • .. + ªn-1 

Por ejempl.o, si f se define por 

f(x) • Sx7 + 3x5 - 6x3 + 2x2 + x - 1 
entonces 

f'(x) ~ 3Sx6 + 1Sx4 - 1Bx2 + 4x + 1 

51 f y 

ces f•g 
[

TEOREMA 8 

9 son funciones real.es deriva.bl.es en 

es ta.mbien derivab1e en a y 

(f•q)'(a) • f(a)•q'(a) + f'(a)•g(al 
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DEMOSTRACION 
(f•g) '(a) .. Hm 

h +O 

(f•g) (a+ h) - (f•g) (a) 

h 

lim f(a + h) •g(a + h) - f(a) •q(a) 
h +O h 

lim f(a + h)g(a + h) - f(a + h)g(a) + f(a +· h)g(a) - f(a)q(a) 
h +O h 

1im f(a + h) • lim g(a + h) - g(n) + 
h+O h+O h 

= i(m f(a + hl - f(a) • lim g(a) 
h+O h-O 

lil:l f(a + h) •g' (a) + f' (a) .. g(a) 
h +O 

y como f es derivable en a 1 entonces por el-T1 •. f es 

continua en .a, por lo tanto 

(f•g)' (a) - f(a) •g' (a) + f' (al •g(a) 

EJEMPLO S .. 

Sí i(x) • (3x3 + 2x2 ) (Sx3 - 4x) 

entonces 
f' (x) -= (3x 3 + 2x2) (1Sx2 - 4) + (9x2 + 4x) (Sx3 -. 4x) 

• 90x5 + sox4 - 4Bx3 - Bx2 

~
~O~MAe:·una func16n real derivable en a y g(a) ~O en-
tonces la función ~ tambien es derivable y 

(!) • (a) = =s.:.!& 
g (g(aJl 2 

DEMOSTRACION 
Por ser g derivable en a 1 q es continua en a , y como 
g(a) r O entonces ~ es continua en a y diterontO: de cero, 

1uago existe una vecindad con centro en a tal quo para es-
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tos puntos ~ no se anula, as! para estos mismos puntos 

g(!+h) tiene sentido. L~ego 
.l:. (a + h). - .l:. (a) 

iim 
h +O h 

y por ser g continua 

lim 
h +O 

lim 
h +O 

1 1 
~h)- CjT.i"} 

h 

g(a) -· gCa + h) 
g(a + h)g(a) 

h 

lim q(a) - q(a + h) 
h-O hg(a + h)g(a) 

lim - g{a + h) - q(Lt.) • __ l_· 

h .... O h g(a+h)g(a) 

- lim g (a + h} - q Cal • 
h -+O h 

l 
·h3:.,~ g(a + h)g(a) 

l 
• -g'(a)·hi:~ g(a + h)g(a) 

•-g'(a)·~ 

l
~~RO~O.g aon funciones rea1es der~vab1es en a Y 

. g (a) ,&. O entonces ~ tambien es deri.vable en a y 

(~) 1 (a) .. ~· (a)q{:la));(a)s' (a) 

DEMOSTRACXON 

Es una deducci6n irunedLata de 1os teoremas (8) y (9), esto 

"ª' 
(~)'(al • (f·~J' (a) 

f' cai'·~(a) + f(a) .¡~). ¡.,¡ 
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f~l:J + -fl;lii ;~> 
f' (a){!(~) j 

2 
f(a) 9

1 
(a) 

Este resultado nos permite calcular la derivada de las fun­
ciones racionales. 

EJEMPLO 6. 

Sea f:R-{0"1)--:n 
,_~---f(x) 

x 2 + Jx + 3 

x" - x 2 

entol(ccs: 

f' (x) ""' 
Dx(x 2 + 3x + 2) (x 1 - x 2 ) - Cx 2 + 3~ + 2)DxCx" - x 2 ) 

(x1-x2)~ 

(2x + 3) Cx' - x 2 ) - Cx 2 + -3x + 2) (3~2 - 2x) 
cx1 _ x2) 2 

2x-.·1+ x' - ~x 2 
- Jx" - 7x' + 4x 

ex' ..:. x2) 2 

-x' - 6x' - 3x 2 + 4x 

ex' - x2) 2 

Usando e1 T. 9. se puede hacer una extensión de1 T.S en el 
caso de que el exponente sea entero, lo cual se manifiesta en el 
siguiente resultado. 

l
~~RO~~~·una funcidn rca1 

f: :R__,_R 
x......,___..f(x) xn 

entonces f"(a) m n an-i 

DBM::>STRACION 

f(a) 

y f' (a) 

ta1 que 

con 

con a 

n entero y a r o 

en R 

entero negativo 
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-(-n) -n-1. a 
- n 

" 
• n a-n-1 + 2n 

Q n a n-l. 

Ademas para n •O se tiene que f(a) = a 0 
a 1 , por lo que 

f' (a) a O • O a-l 

Cuando n es posi.ti.vo, -Yª. se demostro. 

b) DERIVADA 02 LA PUNCXON COMPOSICION. 
(Reg1A de la cadena) 

~
::~RE~ ~~ funcidn continua en el intervalo A y derivable 
en un punto a de A" y sea g un.a funcidn continua en el 
intervalo B con f(A)C:. B y derivable e:i el punto b ""' f(a). 

Entonces" 1a funci6n compuesta g • f es derivab1e en el 

punto a y se tiene que 

(g a f) •(a) a g' (f(a)) •f' (a) 

DEM:>STRACION (Parcial) 
(q • f)'(a) m Hm g(f(x)) - q(f(a)) luego si f (a) 1'f (x) 

X +a X 

• lim q(f(x)) - q(f(a) f(x) - f(a) 

x+a • f(x)- .f{a) x - a 

• lim 5Cf(x)) - q(f(a)) ;,lim f(x) - f(a) 

x +a f (x) - f (a) x +a x - a 

m lim q(f(x)) - q(f(a)) • f' (a) 

x •a f(x) - f(a) 

(pero como f es deri"<lable en a, entonces f es continua en 
a, euto es" ei x •a entonces f(x) • f(a)" por lo cual) 

lim g(f(x) - g(f(a)) • f!' (a) 
f(x) • L(a) f(x) - f(a) 



La anterior demostraci6n es válida solo en el caso que 
al. estilr pr6xirr.a á a se cumple que f(x) ~ f(a) , en caso que no 

cumpla esta condici6n,la demostraci6n anterior no prueba el Te~ 

rema. Este es el. caso de la función f la cual presenta como re­

gla de correspondencia 

f(x) 
{ 

0 Si l X = 0 

= x 2 sen X si x F o 

quien para;toda vecind<'\Q con centro en cero, existe X .,&. 0. tal 
que f(x) = f(O). 

Una. dc::-.o::;traci6n que incluya este tipo de funciones no· se· i.!?. 
cl.uye en el. texto. Al. lector interesado, se 1e recomienda ~estudia.E. 
l.a en textos de Análisis Matemático .• 

EJEMPLO 7. 

Sea f: :R -x{-1,2 >-i;(x) a: -----=1 __ _ 
(Sx 2 - Sx + 10) .. 

Luego f se puede tambien axprasar como: 

f(x) = (5x 2 - Sx + 10)-~ 
por 1o cual 

f'(x) .. -4(5x 2 - Sx + 10)-5 (10x - 5) 

-4(10x - 5) 

(Sx 2
- Sx + 10) 5 

-40x + 20 

( Sx 2 
- Sx + 10) 5 

e) .IEllXWUJA. DE LAS FUNC:IOHES TRJ:GONOMETR:ICAS. 

Las funciones trigonomátricas, son funciones derivables, a 
continuacidn pasamos a obtener la derivada de dichas funciones. En 

-213-

1 

1 

el caso de la función 

ya demostración aparer.en 

, se da por conocido varJ.os 1!mites e~ 

e1 a.péndi.ce. 

IT TEOREMA 11. 

llLa funci.6n seno es derJ.vab1e y sen' COS X 

DEMOSTRACION 

sen' a.= hl.!~ -~en(a ·+.·~)- - sen(al 

*""' ·iim'.- sen~-a.'~;;;~-::"h.o--:.:-c~~(a sen h - sen a 

h ~o 

=- .i.:1.m e ."s'en acCos-'h - 1> + cos a sehn h ¡ 
h-o·· h 

• (sen- a) (O) + cos a (1) 

- coa a 

lJ TEOREMA 1'z 
11.La func:l6n coseno es der:Lvable y cos' x • - sen x • 

DEM'.>STRACION 

Sean f y q funciones real.es def inidaa por 

~(x) •; - x y g(x) • sen x por lo cua1 tenemos que: 
coa X • Sen (.; - X) 

•(q o fl (x) 

Apl.J.cando la regl.a de la cadena se tiene que: 

cos'x.., (g o f)' (x) 

• q'(f(xllf'(x) 

... cos <7 - x) (-1) 

• -coa (; - X) 
... -sen x • 

Util.izando l.os Teoremas (11) y (12) , que son las derJ.vadas 

de l.as funcio~es seno y coseno, aa~ como el coral.ario que se refi!!_ 
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re a 1a derivada de un cociente de funciones, se puede obtener la 
derivada de las funciones trigonom6tricas restantes; las que 

<lcr ivableo en todo punto de su dominio quedando como sigue: 

tg• (~~~) • (x) scc 2 x 

ctg• (~~~) • (x} = -csc 2 x 

sec' <ca~)' (x) tg x sec x 

ese• <s!n> • (x) c:1 -ctg x ese x • 
; 

La comprobación de estos resultados se deja como ejercicio 
al 1ector .. 

d) DERIVADA DE LA FUNCION LOGAIUTM>. 

En e1 Cap. IX, sección B, vimos que la expresión 

(1 + ~)n 

al ir eva1uandola con nt1meros naturales cada vez más grandes, nos 
aproximamos a1 ndmero irracional que designamos por e • Usando 1a 
notación de l!mite podemos decir que: 

Si f: :N ____....R 
n~f(n) "'(1 + ~)n 

entonces lim f (n) 

En forma más general se tiene que si f es una función rea1 
tal que lim f(x) entonces 

X +p 
11.m (1 + ·~ )f(x) •e ••• (*) 

X +p ~\XI 

*La demoatraci6n da esta propiedad no a,; incluye en al. t:exto: el alU!llftO intere­••.do puedo cansul.tarla en un libro de Análisi• Hacemáti.co. 
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Este resultado lo Usaremos en la demostración del siguiente 

i
::'ru;f'\1\.e~~a definida por f: n+___....n 

x...---f(x) =- loga x 

para 4>0 y a r l entonces f es derivable y 

f' (x) .. ~ l.oga 

DEMJSTRACION ' :..:: 1~ga· (x+h) - loga X 
··. f' (x(~ lim _:.,:._:._; ___ -='--

h•O h 

'. '· 1~tit"-_1_o_g;:;.•.:-x-'_:~:h_ 
h +O h 

~- _l.im ~ log _ (1 ·+ ~) 
'h •O 4 

multiplicando y dividien­
do por x tenemos 

• l.im !. ~ l.og (l. + \¡- ·) 
h +O X a 

lim~l.og (l+~)x/h 
h +O ª 

l.im ~ l.og4 (.l + 
h +O 

a f- lim log ( l + 
X h ... 0 a. 

! )x/h si consideramos que fr f (h} .. x/h entonces 

1 
) f(h) :~~ f(h) • -. l.uego 

Tiní 

• ~ l.oga e por ser la funci6n l.oc¡aritino 
continua. 

un caso particular es cuando l.a base del logaritmo es el nd­

mero e , en este caso se tiene que 1098 e Q 1 • Por iº cual, la 
derivada de la funci6n l.09nritmo natural se reduce a X , esto es: 

Si f: n+-n entonce• f' (x) • ~ 
x~f(x) aLnx 

una funcidn cuya derivada aparece a menudo en el C~lculo In­

tegral es l.a siguiente: 
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Para f: JR - (Ol-m 
X . f (X) ~ Ln 1X1 

entonces f' (x) "" ~ 
0 cual se prueba fácilmente. p0r casos, esto 

Pr imcr caso. 

Segundo caso. 

; 

Si x>O Ln lx 1 "" Ln x y por lo tanto 
f' Cx) ~ ~ 

Si x<O Ln !xi = Ln(-x) , lo cual se 
puede iñterprctar como una composicion de fu~ 
cienes donde g(x) = Ln x : h(x) = -x y 

f (x) = (g o h) (x) = Ln(-x) y apl.icando la de­
rivada a ésta composición tenemOs: 
f' (x) = g' (htxl )h' (x) = ~ (-1) = ~ 

~) DERIVADA DE LAS FUNCIONES .INVERSAS. 

El siguiente resultado nos Permite obtener la derivada de 
las funciones inversas que le corresponden a las funciones ya es­
tudiadas. 

TIDREMA 14 

Si para la funci6n f con regla da correspondencia y • f(x) 
y a f(x) existe una función inversa g cuya regla de co­
rrespondencia es x • g(y) tal que para un punto YO ten­
ga derivada g' (y0 ) distinta de cero, entonces f es deri­
vable en el punto x 0 a g(y 0) y es igual a 9 1 ÍYo) es de~ 
cir: 

DEK:>STRACION 

cano g es la funei6n inversa de f entonces su composi­
ción es la función identidad, esto es: 

Cf • q) IYol • Yo 
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y como la derivada de la función identidad c11 l. , derivan­
do tenernos: 

f• (g(yol )g' (Yo> = l. 

f' (q(yoll - s'1Yol 

f' (xo) = 9 1 7Yo1 

y coro g' (yo) #- O des¡:cjando se tiene 

esto es 

Utlizando este Gltimo resultado pasamos a ohtcncr l' dcriv~ 
de las funciones as! como la de la función exponencial. 

~
~:o::~:i~~ f con reqla de correspondencia f (x) = arcsen.;x 
es derivable en J-1,1[ y 

f' (x) ... --
1--...r=xr 

DEMOSTRACION 

En efecto, sea g(x) =sen x y su inversa f(x) = arcsen x 
tenemos que: 

y - arcsen x si y solo si sen y = x 
para -1 < x < l. y -% < y e' ;. , por lo cual aplicando 
el T. 14 tenemos que 

f'(X) a MYJ 
• se;' V 
__ 1_ 

~_?S y 

luego si expresamos el dltimo reaultado en términos de x , 
se tiene que en base a la identidad sen2 y + cos2 y ... l. 

es válido que coa y • :t: / 1 - sen2 y peró para los valores 
-.;- < y < f ea. coseno es positivo, considerandose la raíz 
positiva, esto es 

1 
f • (;¡e) ª ./l.~=-==a=e=n:;2=y= o bien f' (x) • --

1--
~ 
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En forma an~loga tenemos el siguiente 

i
:.:

0

:-:::i~: f con regla de correspondencia 

es derivable en J -1,1[ _ y es 

f' (x} =<.--=..!...._ 
/1 - x 2 

DEMOSTR.1\CION 

Para f(x) = arcco5 x , su función inversa 

luego tenemos que 
; 

y = arceas x si y solo si cos y 

para -1 < ~ < 1 y O < y < w 

Por lo cual f' (x) = g•ty) 

La funci6n f 

es der1vable 
[

TEOREMA 17 

DEMOSTRACION 

- ....=!.._ sen y 

-1 

/1 - cos::!: y 

- '1 =\z 
con regla de correspondencia 

en JR y 

f' ()e) • 1 ~ x2 

f (x) = arceas x 

g(X) s: COS X 

f(x) • arctq x 

De la 1.dentidad aen2 y + cos2 y a 1 obtenemos 

sen2 Y + 1 • __ 1__ o bien 
cos2 y cos 2 y 

tq~ y + 1 • s ec2 y .... (1) 

luego por ser q(X) • tq x la funcidn inversa de 

tiene que 

f , se 
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y -arctg x si y solo si tg y •X •••• (2) 

para X m y 
. ·-w 
2< y < ;-

Ademas 
f' (x} = q• t:r> 

= __ 1_ 

sec2 y 

1 de (1) 
1+"tq2 y 

__ 1 __ 
de (2) 

1· + x 2 

En forma análoga se tiene el s~quiente 

l
~~~i~: f con regla de correspondencia f(x) = arcctg x 
es derivable en lR y es 

f' (X) =· -=!.___ 
l + xZ 

DEMOSTRACION 

En efecto, de la identidad sen2 y + cos2 y • 1 se deduce 

1 + ctg 2 y • csc2 y • Ademas 
y • arcctg x si y solo si ctg y 

para x en JR y O < y < w 

Tenemos que 

f'(x) • -
1-­

ctg'y 
- __ 1 __ 

-csc2 y 
-1 

1 + ctg 2 y 

-~ 1 ,... x2 
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¡::°::::!~: f con r~gla de correspondencia 

es derivable para toda x con !xi > t y es 

· · f' (x) = 1 

xrxr::1 

f(x) 

DEMOSTRAC ION 

tenemos que y = are scc x si y solo si sec y = x para 

!xi >l y y e Jo.7 [U ]~·!•[ -
por otra parte de la identidnd tg2 y + l. = sec2 y se dcd~ 

ce 1 tg··yc:i:./seci·y-1. 

pero st y e Jo,; [U ]•,}.[ tg y > o 
por lo cual. 

f 1 (X} = --1
--

sec' y 

1 

tg y sec y 

sec y lseci y - l. 

1 

Por dl. timo tenemos que 

La funci6n cuya regla de correspondencia 
es deriv~l.e para toda x , con Jxf > 1 !
TEOREMA 20 

f' (x) .. -1. 
X~ 

DEMOSTRACI:ON 

f (>e) ,.. arces e x 

y es 

Tenemos que y • arccsr:: x si y solo si ese y = x para 

lx 1 > 1 y y e ] oº,i-[ U ] ,.. ,~11' [ y usando la identidad 

ctg2 y + 1 • eac2 y deduce que para y e Jo,7(LJ J••i"I 
•e cumple que ctg y es positiva, por lo cual 
ctg y • lcac2 y - 1 
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Usando Lo anterior al derivar tcncmog que: 

f'(x) = --
1
-

csc'y 

-1 

ctq y ese v 

-1 

ese y /csc2 y - 1 

-1 

La funci6n logaritmo en una base dada, tiene como funci6n 

inversa a la exponencia1 con la misma base, por lo cual, utilizan­

do 1os T.l.3 y T.14 se tiene el siguiente 

~
:~o~~m~m 

x--f(x.) ax 

entonces f es der ivabl.e y es 

f • (x) s::r ax Ln a 

a > O y a # l, 

OEmSTRAC:ION 

Para x e m y y > O se tiene que 

y - ax si y solo si log8 Y ""' x 

iuego, apl.icando el T.l.4 se tiene que 

f'(x) .., --1~-­
(1oqa) •(y) 

• __ 1 __ 

~ loga e 

loqa e 

• y loqe a 

• ax Ln a 
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En particular, en el caso que la base oca e , se tiene que 
derivada es ex 

Esto es, si f (x} = ex entonces f' (x) '"" ex 

Veamos; f' (x) = ex Ln e 

- ex•l 

Como se puede observar, la función exponencial con base 
tiene su derivada coincidiendo con la misma funci6n. Lo cual expli 
ca por qui! ,.se hace referencia particular a (ista función; puesto -

que resulta mas comedo su uso, ya que simplifica los cálculos. 

f) LJ\ PUNC'.ION IMPLIC'.ITA Y SU DERIVADA. 

Considere la relación definida por la ecuación 

x2 .+ y2 - l. = o 

esto es la circunferencia con centro en el origen y radio l. Aun 
cuando dicha relaci6n no es función, podemos considerar subconjun­
tos de ásta, tal que sean funciones, como en los siguientes ejem­
plos: 

a) fo 1:1,~1]----~ (x) ~ ~ 

la gráfica de la funci6n f , es la semicircunferencia loe.!. 
lizada sobre el eje de las x

9 

':! 

_, 
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b) En forll\3 similar tenemos 

9: (-1~1]---~(x) = -~ cuya gráfica es la parte 
de ::. >::'.'-"'"""""'"-t13·~ '"'"'º. '"' .,. 'º 

e) ~n general_tenemos que para cada valor de a , con 
lemento de ¡:.1, 1] puede definir fu::ci6n h 

si.que; 
. h: "[-~::C:i]~~(x)a ~ si -1 < x < a 

J~¡; ... :.' cuya gr4fica es: 

Además tenemos que al substituir en la ecuación 

Xz + yZ - 1. - Q 

y por la regla de correspondencia de las funciones construidas; f 

q .Y h , resulta una .identidad, esto es: 

x 1 + (f(x))-ª - 1 • x 2 + ( ~) 2 - 1 • O 

x 1 + (g{x)) 2 - l ... x 2 + (-~t1 
- l •O 

x 1 + (h(x)) 2 - 1 •O 

lo cual nos lleva a eetnblecer la siguiente 



DEFINICION 

Considere la ecuaci6n en dos variables 

F{x,y} "" O •••• (l.} 

y sea la funci6n 

f: [a,b)-R 
X f(:x:) =< y 

tal que al substituir en la ecuac~6n (l.) y por la expre­

si6n f(:x:) , dicha ecuación se convierte en identidad rcspes 
to a x , entonces la funci6n f recibe el nombre de 
FUNCÍON IMPLICITA definida por la ecuación (1) • 

As:! decimos que 
por l.a ecuaciGn 

, g y h estan definidas i.mplicitamente 

xz + y2 - 1 = o 

Observe que toda funci6n f cuya regla de correspondencia 
y = f(x) -aparece en forma explícita- puede representarse 

forma impl.!.ci ta al. .igual.ar la ccuaci6n da.da por cero, esto es: 

y - f(xl ~ o 

Sin embargo, cuando aparece una función en forma implícita., 
no resulta sencillo obtener la forma expl!cita, por ejemplo: 

Sea y 5 
- y - x 2 ~ O 

obtener la funci6n f tal que al sustituir f(x) por y la ecu!_ 
cidn (f(x)) 5 

- (f(x)) - x2. za ,O res.ul.te una identidad no es fá­
cil. .. 

Establecer bajo que condiciones f existe y es derivable en 
todo su dominio, solo se justifica, con m6todos dol C4lculo de va­
rías variables, y por l.o tanto no se expone en el texto .. 

Por 1o tanto, 
dada una ocuaci6n 

los ejcmpl.os quo so traten, supondremos que 

F(x,y) a O 

esta determina una funci6n f dorívabl.e, tal que al sustituir 
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ftxl por y , la ecuaci6n resulta una identidad para toda del 

dominio de f • 

En cuanto a la técnica a seguir, parn obtener la derivada de 

la función impl!cita, consiste en derivar cada t6rmino de la e~ua­
ción respecto a x y como y no considera una funci6n en x , se 

le aplica la derivada de la compc>sici6n de funciones. 

EJEMPLO 8 

La ecuaci6n 
x2. + y 2 - 1 .,. O 

determina implícitamente a una funci6n tal que Y 

por lo cual considere 

x2. + Cf(x)) 2 - 1 - O 

deiivando con respecto a x tenemos 

2x + 2f(X} •f' (X) =- 0 

despejando a f'(x) nos queda que 

f' (x) 
f(><) 

f(x), 

~::: ~a ecuaci6n de la recta tangente a una curva defini.;. 

da por 1a ecuaci6n 

2xs - x2.y + ys - 1 • O 

en el punto P(2,-3) 

Al. derivar imp1ícitamente resu1ta 

o bien 

6x" - x"f' (x) + 2xf(x) + 3(f(x)) 2f' (x) • O 

f' (x) _ -6x2. - 2xf(X) 
3(f(x)) 1 - X

1 

Por 10 cual. la pendiente de la recta tangente a l.a curva en 

P es 
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f' t2l ~ - g 
23 

F1na1mcntc la ccuacJ.6n de la recta tangente buscada es: 

y + 3 "" - ~~(X - 2) 

El. procedimiento dado paril. obten_er la derivada de la func16n 

impl!cita nos permite hacer una extensi6n d~l Teórema S como si­

gue: 

te• 

x-f(x) =xn 

entonces f derivable y es 

para 

~
:~OREr R:_2 ___ R 

f' (x) =- n xn-i 

n e :R · 

DEMOSTRACION 

Sea f(x) ""xn luego Ln f(x) = n Ln x 
der1vando i.mpl.!citamente tenemos 

f'(x) = n, 
f(x) 

por lo cual 

f'(x) ,.,.~ sustituyendo 
X 

f' (x) = n xn-l. 

xn por f (x) 

Este resultado nos permite obtener derivadas como la si9uie,!! 

Sea f 

entonces 

función cuya reqla de correspondencia es 

f(x) • 6x~/s + 4x-t/a 

f' (x) • 6(f)x 11 /.~ - l + 4(:¡.)x -1/2 - l 

• Ox 1/, - 2x-,/:. 

~'(x) •e V-X- 2 

rxr 

-::!..,?-

por l.o tanto 

para x > o 

i 

1 

1 

1 
1 

§ 7. La d1.ferencJ.al de 
una func1.6n 

Hemos visto que una función real f , es derivable en un pu~ 

to a , si existe e1 l!mite siguiente: 
lim f(a + h) - f(a) 

h - o h 

io cual.,..significa que par.a' "'{alo_~«;:~ _d~ ·~h., pr6Ximos a cero, el. vai. 

l.or- d~ .. ia. exP~e-S~dn 

·- ., 

está 'pioXin\o .a_ f~-(a) .• , 

-:-·oano~~OS: ~~-h~,:,~i.f_e~~fiCi:~º-ixi~ __ d_!_~l 1_: _ ~ª-~º es 
d(h) ~ f(a + ~) .- f(a) - f' (a) ••• (l.) 

do.nde. es· .. c1Aro. que l.im dCh> • o 
h+O 

Ahora bien, de la ecuaci6n (1) tenemos que 

f (a + h) - f(a) • ~·(al h + h d(h) (2) 

Pasemos a representar geom6trieamente esta aituaci6n. 

to O 

Considere un punto P (a. f (a)) 
de f pr6ximo a P , es~o es 

!I 

de la gráfica de f 
Q(a + h,f(x + h)) • 

f(a+h) 

f(al.L-----'-
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Trace la recta tangente 1 a P cuya ecuación es 

y - fta) a f' tal (x - a) 

Locflice el punto R de l que tiene como abscisa a + h 
observe que sus coordenadas R(a + h,f(a) + f'(a) h) 

As~ tenemos que la distancia QR es h d(h) , lo cual a.par~ 
en la c¡r:tfica .. 

Observe que cuando O 

f(a + h) + f(a) , d(h) + O 

a a+h 

+ P , sucedo que h + O a + h + a , 

y h d(h) + O esto ea: R + Q • 

Eato significa que la ~unci6n f , para una vecindad con ce~ 

tro ~n P(a,f(a)) , los puntos de su gr~fica están muy próximos a 
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los puntos de la recta .L ta!lgente a P • Adem.in cuando h 

se aproxima a cero, el valor h d(h) se aproxima con mayor rapi­

dez a cero; en este 'ciso, a partir de la ecuación {2) decimos 

que una buena .-.prcxim'l.Ci6n de la diferencia entre las ordenadas de 

" y Q obtiene por f' (a) h , esto es, 

Para h suficientemente pequeño 

f(a + h) - f(a)"' f' (a) h (3) 

( ~ significa aproximadamente igual) 

Esto nos permite, a partir de la derivada, calcular una bue­

na aproximación de f(a + h) , esto es, 

:f(a + h) 

EJEMPLO 10 

f(a) + f' (a) h (4) 

Se desea calcul.ar lffi y tenemos que 1.1. < II26 < 12 , 

al. considerar l.a funci6n 

f ' [o.-[-:R 
X_.,_ f(x) = .¡y:-

se tiene que el punto P(l.21,11) pertenece , y podemos 

anal.izar que sucede para puntos prdxi.mos a P en partieu­

l.ar deseamos conocer l.a ordenada del punto Q de f tal 

que su abscisa es 126. 

Dado que 

nemes que 

·~Ll, 
:f' (x) - - 1- , en el. probl.ema en cu.estión te-

2 IX 

a. - 121 h - 5 f' C.121) • .J:.. 
22 
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por lo cual., la expresión 

f(a + h) ~ f(a) + f'(a) h 

se concra t:f. za en 

1126.,,, 11 + ..!.. (S) = 11.227273 ••• 

esto es ITI6.,. 11.227273 
22 

Si se calcula directamente ei valor de ri26 ' 
tenemos que 

II26 11:: 11. 224972 ••• 

Esto_,es, ei procedimiento que usamos nos di6 una aproxima":! 
ci6n con un error menor a 3 milésimos. 

EJEMPLO 11. 

Al. medir el. radio de un globo esf(;rico, se comete un ~rror 

no mayor de o.os co. En este_ c."J.so, 
¿Cual sera el. error máximo al calcular su volumen, si l.a me­
di.da del. radJ.o es 12 cm.? 

Como al. cal.cular el vo1umen de una esfera se requiere cono­
cer Gnicamente el radio x , decimos que V depende de x , 
l.o ºcual. ae puede representar como una .funci6n definJ.d;;i en 

Jo,.[ con regl.a de correspondencia 

V(x) ""~ nx 3
- en la cual 

V' (X) = 4 'ITX 2 

Se tiene que 1a diferencia de medición en el volumen se ob­
tiene de 

V(a + h) - V(a) a;i V' (a) h 

por lo cual., al. considerar a m 12 y h "" to.os tenemoo 

V(12. o.os¡ - V(12) .. 4. (12) 2 (±0.0S) - <90.477868 

por lo tanto, el. error m.4xi.mo que ae comete al cal.cular el 
vol.wnen es aproxiinada.mente de 90 cent!motros cllbicos. 
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J\ la cxprcal.ón f' (.:x.} h se l.e denomina la di.fcrcncial de 

y se e9cribc corno df{x) 

ri.abl.es x y h • 

Esta diferencial depende de las va-

Observe que para para la funci6n J.dentidad, dado que 

f(X) = X 

obtenemos que 

df(x) - f' (x) h - 1(h) = h 

1o cual. se representa por dx = h. 

Esto 1o ·precisamos en l.a-siguiente 

OEFINICION 
Si f es una func16n deri.vab1e en x , y h es un incre­

mento de x , se dice que 

J..) df(x) es la difeienCial. en las ordenad;;is y estS dada por 
df(x) . .,. f' (X) h 

J..i) dx es l~ diferencial. en 1as abscisas· y está dada por 

dx - h 

A1 sustJ..tuir dx por h en (i) tenemos que 

df(X) i:a f' (X) dx. 
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IU'ENDICE A 

Los recursos algebraicos que usaremos en la demostración 

del siguiente teorema, son dos propiedades del valor absoluto 

que mencionamos en el Cap. I, sccci6n 9: la desigualdad trian']!! 

lar la+ bl < lal + lbl y la igualdad la•bl ~ lal lbl • -

TEOREMA 5 

Sean f y g dos funciones tales que 

lim ( (x) "" L y l.im 9 (x) ::e: M entonces 
X +a 

:l.) lim (f(x) + g(x)) = L + M 
x+a 

:1.:1.J lim •(f (x) · 9 (x)) = L· M 

X +a 

ii:I.) lim f(x) 
X+a 9'fXf 

DEMJSTRACION 

si M 1' O 

i) De acuerdo a. la definición, debemos probar que existe re 

laci.6n entre e y c5, para la qua se cumple la si~iente a: 
f.irma.ci6n: 

Para todo e > o, existe > O tal que 
si O < lx - al < 6 entonces lf(x).+ g(xl - (L + Mll 

Ahora. bien, dado que por hip6tesis 11.m f (x) .. L ~:y 

11.m g(x) • M las siguientes afirmaciones son válidas 
x+a 

Para todo e > O , existen c51 ::. O y 6 2 >0 tales que 

si. O < lx - al < 61 entonces lf(x) - LI < 7 y 

ai O < lx - al < 62 entonces ls<x> - MI < ~ 

< e 

podemos afirmar que si consideramos ~ como el m!ni.mO de 
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., 
! 

61 y 62 las condicionales anteriores se reducen a la si­
guiente afirmación, la cual también es cierta: 

Para todo e > O existe 6 a min{ó 1 ,ó 2 } tal que 

si O < fx - al < 6 entonces ff(x) - LI < '7 y !g(x} - Mj < ~ 

con la tesis de la anterior condicional podemos hacer las si­

guientes transformaciones 

lf(x) - LI + lgCx) - MI <;+-!=e y por la desi--

gualdad triangular 

1 (f(x) + g(x)) - (L + M) 1 = 1 (f(x) - L) + (9(x) - M)j 
' < lf(x) - LI + lgCx) - MI 

Esto es, encontramos la relaci6n entre y O • 

Por lo tanto, para todo e > o, existe 6 = min{ó 1 ,6 2 } tal que 

- . ~~- O <. 1 x - a 1 < ó entonces 1 ( f (x) + g (x)) - (L + M) J <. & • 

1.:1.) En la prueba de este inciso usaremos los siguientes lem"as: 

LEMA 1 

1:1.m f(x) a L es equivalente a lim (f(x) - L) = O 

La prueba es sencilla. Partiendo de que li.m f(x) • L 

. aa pueden establecer las siguientes equival.eneias: 

11.m f(x)) + (-L) •O , usando usando la propiedad del l!m.1.te 

de una constante, queda 

inc~so (i) del. teorema 

aa1 la prueba. 

LEMA 2 

l.im f(x) + l.i.m (-L) • o , y ¡:ior el 
x+a x+a 

l.im (f(x) + (-L)) •O completando 
X +a 

Si. l.im ~(x) • L y lim k(x) • O entonces l.im ~(x)k(x)• O. 
x+a x+a x+a 
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DEMOSTR.ACION 

Como lim f(x) existe, entonces para ca > O existe 

tal. que si O < lx - al < ó 1 entonces lfCx) - LI < c 0 

Usando las propiedades de valor absol.uto tenemos que 

if(x) 1 = if(x) - L + LI ~ if(x) - Li + ILI < <o + ILI ••• (I) 

y if(x)k(x) 1 m if(x) 1IJ;(x)1 <(e, + ILll ik(x) 1 ••• (Il) 

Luego, dado que x lj.~ k(x) = o 
(el. cual podemos expresar corno 

vo 6 1 /> tal. que 

tenemos que para. todo e > O 

ca ! jLj ) existe un respect~ 

si O< lx - al <
0 61 entonces ikCx) - o¡ = ik(x) I< cotrrr 

••• (III) 

Luego al proponar a como el. m!nimo de l.os val.ores de 61 
y ~ 2 , de (XII) y (IX) 1a siguiente desigual.dad se cumpl.e 

if(x)k(x) 1 < Ce< + ILll ik(x) I < C<o + ILI )~ = < 
por 1o tanto, para todo e > o, existe 6 = min{61,~1l tal que 

si O < lx - al < 6 entonces lfCx)k(x) .- OI < c. 

Xniciemoa ahora l.a demostraci6n del. inciso (ii) • 

1) Probar que l.im f(x)g(x) • LM ea equivalente a probar que 
· x+a 

11m (f(x)q(x) - LM) • O (por 1erna 1). 
X +a 

2) Al. considerar l.a identidad 

f(x)q(x) - LM • f(x) (q(x) - M) + M(f(x) - L) 

3) Final.mente se tiene que 
lim (f(x)q(x) - LM) • 1im (f(x) (q(x) - M) + M(f(x) -~Lll 
x~a x+a 

Hm f(x) (q(x) - M) + 11m M(f(x) -L) 
x+a x+a 

- o + o 
• O Por el. l.ema 1 y 2 •. 
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iii) Para demostrar que Hm~=~ 
X +a g X 

con M: ti O , basta 

con probar que lim ~ • ~ 
x+a 9 

y us~ndo el inciso (ii) , se 

termina la demostración. 

Usaremos las siguientes desigual.dadas 

IMI = ¡q(x) + M - q(x) i < lq(x) 1 + IM - g(x) 1 es decir 

IMI ~- lq<x>J _+ IM·-;q(x) 1 (1) 

lqt~l - ~I - ¡Mqtx'fÁx> I - lg(xfl IMI ¡q(x) - MI (2) 

Luego como l.!.m q(x) = M' Si < = .l!jL existe t51 >Ótal. que 
X+A 

1 1 lq(x) - MI < IMI 
s:f.. O < x - a _< &51 entonces """"r 

en este caso, aplicando 1a desigua1dad (1) 

!MI < ¡q(x) 1 + J.!ii o bien 

~ < lg(x) 1 y SU· inverso 

(3) 

uti.1izando la desigualdad de (3) y aplicandola en (2) tene­

mos que 

I~ - hl • ~¡lq(x) - Mi < l*!q(xl - Mi o bien 

I~ - ~I < rJ¡riq(x) - MI (4) 

Por otra parte, usando otra vez que lim g(x) • M tenemos 
X +a 

que: para todo e > O (el cual. se puede expresar como c1911
), 

existe 6 1 > O tal quo 

si O < Jx - al < 6z entonces )g(x) - MI < c~z. 

Por lo cual, al denotar a ~ como el mínimo de ~1 y 61 se cum 

ple que 
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e:l. O < lx - al < 6 entonces lglx) - MI 'E~
2 

y 

I~ - Al < iir!g(x) - MI , simplificando ln tesis queda 

qu~: 

Para todo e > O existe - min{& 1 ,6 2 } tal que 

Si O < lx - al < 6 entonces .1~ -·hl < e 

~sto es, xl+1: ~ ~ ~ con 

por· lo tanto 

x1.~ <ffi~> ~ x11~ (f(x)·~) • xlf~ f.~,~~,:·::~~·:--~:; 

TEOREMA 7 

L 
- M 

Para · a ~ O y n e :N 6 a < O y n e ::N con n :impar: 

se cumpl.e que Si. f es una func:l6n tal. que f (X) • rx 
entonces 1im f(x) a 

0,ra • 
x+a 

DEMOSTRACl:ON 

Primer caso: a ~ O y n e :N • En este caso consideramos 

e < Ya y si. para este entero existe el. correspondiente 6 ' 

el. mismo 6 se puede usar en caso que e > 0.la. 
cons:Lderemos las sigui~ntes desigual.dad: 

c:Las 

11rx - n¡¡ 1 < e y las siguientes equ:Lval.on-

<l°fi- 11/A< e 

'Y&'-. e <ly,(< º(a+ e 

(O'a - t::)'n < x < <'ta + e) n 

t7'i' - c)n - a < X - a < (1ra° + e) n - A 
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< l'!ta + e) n - a 

y por l.a e que. escogimos,. tenemos que 

c'1ra + e) n - a y a - cnra - e) n son nameros positivos, as! 
para 6 .. mi.n { cnra + e) n - a, a - (º/a - e) n} 

si O <· fx - al < 6 entonces ¡n¡x - n¡a¡ < e 

tiene que 

Segundo caso. Supongamos que a < O y n e N con impar. 
En este caso, -a > O y 0.t=a. > o , por lo cual usando el. !.~ 

ciso de1 primer caso, se cumple que 

lim n/-x = 1y.:;a 

Por lo cuai, usando l.a definici6n de 1.!m:l.te: 

Para todo e > O , existe 6 > O tal. que 

si O < }x - (-a) 1 < .a entonces. ¡npx - ñ¡:a¡ < e 

o en forma equivalente 

ei o < lx - al <: .s entonces ¡n;x.:. ºla:I < e • 
As~ en los dos casos tenemos que 

'l'EOREMA 9. 

l.i.m n¡x .,. n¡a 
x-a 

S:i f , 9 y h son !unciones taies que 

f(x) .$ 9(x) · 4t h(x) para toda x en un 1.nterval.o ab1.erto 

que contiene .ll a . Y si. l.1.m f!xl - L • l.1.m h(x) en ton-
x+a 

ces l.1.m 9 (x) a L 
x-a 

DEMlSTRACION 

Por hipdtesi.s tenemos quet Para todo • > o existen 6, " o 

y .S 3 .> O tales que 
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s~ o < lx -ª' < 6, entonces if(x) - Li < e 
s~ o < lx - ª' < 6, entonces ltilxl - Li < e 

Por lo cual, si consideramos a. 6 el. menor 
tonces 

de 6, y 6, en-

si O < ¡x - al < 6 entonces ff(x) - LI < e Y 

lhCx) - LI < e en particu1ar 

< f(x) - L y h(x) - L < e 
o bien L - e < í (x) y h(x) < L + e 

nder.~s, por hip6tes1s se tiene que f(x} < q(~) ,- < h(x) 
entonces L - e < g(x) < L + e esto es: 

Para todo e > O exíste ó • min(ó1,óa.l ta~-.~6' 

s~ O < lx - al < entonces 

l:im q(x) - L 
X+A 
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APENOICE. 8 

Los cuatro siquientes 1!.mites nos permiten obtener laa deri­
vadas de 1as funcione~ trigonOm~tricas. 

l..- La func16n seno es continua en cero. 
l.im sen t • O 

t +O 

La demostraci6n es por casos: 

PRIMER CASO. 

considere D<t<;. 

como podemos ver, se cumple 
l.8. relaci6n ..... 

O < y < AP 
pero A"P = t y y • sen t 

por l.o cual. 

o < sen t < t 

y el circulo unitario. 

y usando el. teorema del. em~ 
redado tenemos que: 

t i_;;+sen t • O 

SJ!GUNOO CASO 

Para T < t < O 

tenemos que 

.n > -t>O 
2 .. 

y como s~n(-t) • - sen t 

se tiene que 

o < -sen t < -t 

o bi.en 

o > aen t > t 
aa! ten~unos q\J.e· 11m sen t • O 

t•O-
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De los dos casos se deduce que 

l.im sen t ""' O 
t +O 

2.- La funci6n coseno es continua en cero. 
lim cos t .,. l 

Esto es t: +C 
Considere a t en el. intervalo 

=f<t<-t luego 

cos t ~ /1 - sen 2 t por 1o cual 
; 

3.-

lirn cos t = lim /i - sen 2 t 
t ... o t .. o 

lim ~A 1 
t +O t 

IJ.Ilim (1 - sen 2 t) 
t•O 

Por el T .e de.l 
Cap. 3. 

A1 probar esta relacidn, se uti.l.iza: la· desigualdad· 

t<~ 
..._ C:Ofl t 

que val.a cuando 

=f<t<-f 
De l.a desigualdad 1.nic:ial, tenemos que 

C:OSt<~<1 
t 

usando el teorema del emparadado, tenE".mos qua 

l:lm 
t+O 

sen t 
-t- - l. 
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4.- lim 
t +O 

l - cos t 

·t 

= 

1 - cos t = o 

1 - cos t l. + cos t 

t l. + cos t 

1 - cos:t t 

t(l. + cos t) 

sen:t t 

t(l. + c:os t) 

~ sen t 

t (1 + cos t) 

Luego 

·J.1.m 1 ·- cos t l.im ~ !im sen t 

~t-•O ---'---- t~- ~ t+o t t-o 1 + cos t 

~-1 <-º-> 
l + l. 

- o 
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