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NHO ES SUFICIENTE TENER CONOCIMIENTO DE PROPOSICIONES PARTI-
CULARES; NO ES SUFICIENTE SER UN TRABAJADOR CIENTIFICO CREATI VO
—TAMBIEN ES NECESARIO POSEER EL METODO GENERAL (:(JRREC'J.‘OJ DOMINAR
EL MATERIALISMO PIALECTICO-. SIN ESTO LOS RESULTADOS DE LA CIEN
CIA PARECERAN UN CUMULO INFORME O SE PRESENTARAN DE MANERA DIS—f
TORSIONADA: EN LUGAR DE UN CONOCIMIENTO VERDADERA DE LA CIENCIA
SE TENDRA UNA REPRESENTACION FALSA, METAPISICA E IDEALISTA DE
LA,

VISION GENERAL DE LA MATEMATICAL

Kolmogorav. et. al.. N

IA MATEMATICA TIENE COMO SU OBJETO DE ESTUDIO A LA HATm
REAL, PERO LA CONSEE!;.A‘EN TOTAL ABSTRACCION DE SUS CONTENIDOS
CONCRETOS ¥ DE SUS PECULIARIDADES CUALITATIVAS.

.+« ESTO ES LAS RELACIONES L;U}\NTITATIV}\S ¥ LAS FORMAS, VISTAS
DE MANERA EXCLUSIVAMENTE ABSTRACTA.

VISION GENERAL PE LA MATEMATICA
Kolmogorov., et, al.



INTRODPUCCION

I Sobre el origen de este txabajo;

En 1974 despues de pasar un concurso de seleccibn organi-
zado por los profesores y estudiantes de los planteles Sur Y
Oriente, L

ingrese al plantel Naucalpan a trabajar como profesor.
En agquel tiempo, en el C.C.H. a nivel Bachillerato -en los cin-
co planteles- la actividad de los tres scctores gue la componen
—estudiantes, profesores y trabajadores— era de amplia activie
dad académica, asi como de una vida democritica en el seno de -
dichos sectores y cuya participacibn polftica acerca de las des
cisiones que delineaban la vida del plantel era fundamental.

Zs en este tiempo, cuando al conseguir los profesores de
Matemiticas de Naucalpan horas liberadas para todos los profeso
Tes de su Academia, se inicia una discusibdn colectiva de los -

mismos, sobre las diferentes materias. AsY es como surgirin las

pPrimeras ideas de concepcidn y enfogque que debe darse a la mate
ria de MatemSticas V.

Postericrmente, bajo el ataque

sistemdtico de las autori-
dades del C.C.H.

a las condiciones que hicieron posible el tra-
bajo colectivo e incluso al mismo trabajo, ser8n desmantelados
los Seminarios al quitar las horas liberadas, e imponen las au-
toridades un "proyecto" alternativo -~complementacidn y regula-
rizacibn- que a la vuelta de diez afios, no ha redituado algun
beneficio académico al trabajo de la Academia de Matemiticas.

No obstante, la valoracidn ¥y reconocimiento que hacia el
trabajo colectivo los maestros han logrado, en el hacer cotxdia
no, hacer suyos, la autoridad no logra extirparlos.

De &sta manera una y otra vez aun bajo condiciones cada
vez més desventajosas para los maestros, se hacen esfuerzos ten

i

dientes a la discusibn colectiva del trabajo académico. En esta
dinfmica, profesores de Matemiticas V llegamos a definir un te-
mario tendiente a unificar los cursos.

Posteriormente, se han hecho otros intentos como son: la
elaboracibn de una Antologfa de Matemiticas V elaborada por los
profesores A. Monzoy , F. Mejia y J. Garcfia , lo cual did crite
rios generales para comparar y evaluar textos apropiados para
la Materia. M3s adelante se hizo un primer intento de elabora-
cidn de notas, tomando como base el curso que se impartid en un
grupo académico —~el 684~ en el gque participaron los profesores
A. Bafuelos , F. Mejfa , J. Garcia y A. Monzoy - Posteriormente
se redactd un tema del Curso ~Los ntmeros reales- participando
los profesores A. Bafiuelos y R. J. Guerrero , el cual sirvid de
base para la elaboracidn Jdel Capituloc 1 dz &ste trabajo; cabe
mencionar que en todos estas actividades el autor participS.

Finalmente, bajo esta orientacidn -elaborar las notas del
Curso de Matematicas V del C.C.H.- es como he participado en el
Seminario de Ensefianza y Titulacidn; producto de las discucio-
nes en su seno, asi como con mi asesor de Tesis M. en C. Jesus
Lépas E. es como se ha enriquecido el actual material, el cual
pongo a consideracidn del lector.

No estl por demas sefialar que este trabajo no estd total-
mente acabado y que las criticas al mismo serfn bien recibidas,
puesto que solo -de esta manera se podrd corregir y enriquecer.
Considero que la ampliacibdn de este curso, completandolo con un
texto de ejercicios o bien la redaccifn de las notas correspon-
dientes a los demas cursos de Matemiticas o bien ¢l trabajo.en-—
caminado a abordar las cuestiones didicticas y metodolbgicas
con objeto de obtener solucibn a dicha problem&tica, nos lleva-
ra a ofrecer materiales m@s adecuados a la ensefianza de la Mate
mitica a nivel Medio Superior.

ii
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IXI Sobre el contenido del trabajo.

Cuatro son los capitulos que cubre el curso, presentando-

se dos apéndices con objeto de darle justificacibn a t&picos
del curso que no considero importantes tratar con detalle en 1la
clase. En lineas generales se puede describir como sigue:

HUMEROS REALES

Se exponen abordando diversos aspectos como son; Una bre-
ve descripcidn histdrica, posteriormente se presentan dos
modelos que sirven para representar al conjunto IR y se-
fialando en &stos modelos la nocidn de nfmero irracional;

posteriormente se da una bresentaciﬁn axiomdtica de IR y
se expone el aspecto Operativo de este sistema deductivo,
El desarrollc del tema gira en torno a la importancia que
tiene el proceso de COMNTAR y MEDIR, como &ste a coadyuva-
do a la formacidn de la Teorfa de los Nfmeros Reales y a

la vez como &sta Teoria, al desarrollarse presenta una es
fera de mayor aplicacidn.

FUNCIONES

En éste capitulo, se da una valoracidn sobre la importan-
cia que tienen tanto los instrumentos, los conceptos de
las diversas disciplinas y los medios matemdticos en una
época determinada, para conformar la base en que se desa-
rrolla el conocimiento, ejemplificando tal valoracibn con
el concepto de funcidn.

Se define el concepto, se presentan funciones que son mo-
delos de diversas problemidticas tanto de las ciencias na-
turales como sociales y se hace un estudio de las funcio-
nes elementales, lo que permite presentar una variedad am
plia de funciones. Se da gran importancia a la presenta~
cidn geométrica de la funcibn -la grifica-.

iidi

LIMITE y DERIVADA

En estos capitulos se pone Enfasis el porque ‘de los con-
ceptos desde el punto de vista préctico y matemético,
haciendose acomiaaﬁar de notas hist®ricas. c
Posteriormente se dan exposiciones intuitivas sobre los
conceptos con objeto de llegar con menos dificultad a for
malizarlos. Al tiemﬁ:o se hace una exposicidn en la que se
muestra un aspecto del trabajo matemitico con objeto de
ir familiarizando al estudiante: este es el rigor. Un as-
pecto que no puede soslayarse es el manejo de los cllcu-
los y procedimientos que requiere la t&cnica de determi-
nar el limite, la continuidad o bien la derivada de una -~
funcidn.

JXY Sobxe la concepciln da &ste trabajo

Quisiera sefialar que el orden en gue aparecen los temas
es el gue usualmente aparece en los cursos de Cilculo, un orden
ldgico, el cual es inverso al desarrollo histdrico que han teni
do los propios conceptos.

Considero que no solo las notas histdricas que aparecen
en el texto exponen &sta diferencia, sino que es en el salén de
clases donde se deben realizar exposiciones en que se presente
la diferencia de "la LSgica del descubrimiento” y la de la "L3
gica de la ensefanza”.

Asimismo al referirnos a el conocimiento, ya sea en forma
general o bien en forma particulax, lco hacemos con una concep-
cidén. Asfi en ecste texto se plantea:

1.- Que el desarrollo del conocimiento depende de la pro-

duccibn, que es a partir de la produccién, actividad
fundamental del hombre, como conoce los fenbmenos de

iv .
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la naturaleza, asi como las relaciones de &1 y los o-
tros hombres. Que ‘las demas actividades giran en tor-—
no a la §ractica en la produccibn y por lo tanto la
préctica cientifica se subordina a la prictica por de
sarrollar la i:roducciﬁn.

Que 'la ciencia se forma histbBricamente como un proce-—
B0 especial del conocimiento, la cual se constituye
en la &poca del surgimiento de las clases y de la lu—
cha de. clases.

Que esto conlleva la divisibn social del trabajo sux
giendo el trabajo intelectual separado del manual, -
asi como.con las particularidades que presenta, como
es el gque los grupos sociales dominantes monopolicen
el trabajo intelectual y lo utilicen para la afirma-
cifn de sus privilegios.

Que asf es como la actividad cognoscitiva en la cien-
cia la realizan grupos de personas especialmente pre—
paradas, siendo el desarrocllo del procesc del conoci-
miento, el fin social de estos grupos. Por lo cual 1la
historia éel desarrollo de la ciencia es al mismo
tiempo la historia de esta forma compleja de activi-
dad.

Que en la ciencia se crean y elaboran los medios espe
ciales del conocimiento.

Los Materiales: diversos aparatos, instalaciones, ex-
perimentos, atc.
Los MatemSticos: mbtodos de cllculo, teorias matemiti

cas, etc.

Los Lingliisticos y Lb6gicos: diferentes lenguajes arti
ficiales, reglas de la estructura de las definiciones
elaboxradas en la lBgica de la demostracibn.

La creacibn y perfececionamiento de Estos medios de co
nocimiento y la elaboracidn de los m&todos especi.ale;
de su.utilizacibn, desam‘peﬁan un importante papel en
el desarrollo de la Cienecia.

Lo cual es vialido para el Chlculo Diferencial.

El Autor

Hector Garcfa SS&nchez

vi
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" Para contar hace falia no solo -
1os objetos contables, enumerables,
sino tambien la capacidad de pres—
cindir, al considerar estos obje—
tos, de todas sus demas cualidades
que no sean el mimero, y esta capd
cidad es resultado de una larga -
evolucién historica y de la expe-—

riencia. !

ANTI-DUHRING.
P.Engels.

§°1. Introduccién

El concepto de n@mero ‘que actualmente ténemos, ha sido resuls
tado de reflexién sobre la actividad prdctica del hombre en la que
el concepto resulta como un medio para..conocer a la naturaleza, =«
siendo &ste, un medio de idealizacidn y analogfa, fuente de ideas
y principios que posibilitaban el surgimiento de nuevas hipbtesis,
teorias y orientaciones en la ciencila.

El nfimero aparece en el proceso cognocitivo cuando se logra -~
cuantificar una coleccién de objetos con determinada propiedad, la
cual es posible comparar entre tales objetos. En dicho proceso, la-
cuantificacién se presenta de dos tipos: CONTAR y MEDIR. Materialf
zandose lo primero en los ndmeros Naturales dado su caracter orde-—
nado, infinito, en torno al cual se resuelve esta problemdtica; ..+
mtentras gue es el conjunto de los nGimeros Reales el instrumento =
tebrico que permite darle a la medicién la precisién tedrica que
se requiere. ’

Los primeros ndmeros conocidos en la antiguedad son los que

hoy conocemos como Nfmeros Naturales y denotamos por:
N = {1,2,3,4,...}

Los antiguos Babilonios y Egipcios desarrollaron un sistema
de reglas de cilculo para la adicién y multiplicacién de naturales
y aun cuando la divisién no se desarrollo, ya aparecen clertas -
fracciones en sus cilculos. El desarrollo de la medicién de longi-
tudes y dreas son base para que se llegue 2 plantear la relacién
que existe entre los lados homélogos de trifngulos semejantes, lo
cual da lugar a el uso de coclentes de dos naturales como un solo
n@mero. Tenemos pues que los ndmeros racicnales positivos aparecen
en una temprana etapa de la civilizacibn. N i

purante largo tiempo se considero que este tipo .de nimerxos e—
ran los Gnicos existentes, pero los avances en Algebra y Geometria

- dieron 1u§ar a la int:oducciGn__d_o_nuevos némeros, en particular 1la

R, 2
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e los n@meros irracionales positivos. A guien se le atribuye de 1
onasiderar la necesidad de introducir los nfmeros irracionales po-
sitivos '(un nGmero irracional es aquel gue no es cociente de dos
enteros) fue a Pitdgoras (Siglo VI a.n.e.)}, personaje semilegenda-
rio, pues en realidad lo que se conoce es una escuela de geSmetras
cuyos resultados se le atribuian a Pitigoras. Afn en la escuela Pl
tag6rica hubo objeciones para aceptar estos nuevos ntmeros, ya que
su aceptacién daba al traste con algunos de sus resultados ya obte
nides.

La aceptacifn del cero y posteriormente de los nGmeros negatl
vos fue tambien diffcil, de hecho la introduccién de los nfimeros
negativos en el sistema numérico se realizd a principios del siglo
XVII. Al considerar los nfimeros negativos se "completo™ el conjun-
to ahora conocido como el conjunto de los nlmeros Reales, denotado
por R.

. Los conjuntos de nGmeros a los que hemos hecho referencia se
denotan como sigue: )
El conjunto de nfmexos MNaturales: W = {1,2,3,4,...)
El conjunto de nGmeros Enteros: Z = {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
El conjunto de niimeros Racionales: Q =.{p/q |p,q.e Z, q # 0}
El conjunto de nGmeros Irracionales: I .

En los anteriores conjuntos se cumplen las siguientes relacig

neo;: .
nczco
. : TNe=2¢
R=X Q
5 2. Representacién de los xracionales

. como ountos de una recta

Los nfmeros racionales surgieron de la comparacién de segmen-

tos a los cuales habia que asignarles una medida, para tal propési

to se elegfia un pequefioc segmento como unidad de medida; puede ser,
-35=

en nuestro caso, el centfmetro, ¢l metro, la pulgada, el pie, etc.,
es decir, un segmento arbitrario puede ser tomado como unidad de -
medida. "

pPrecisando, el procedhnie;\m consiste en: considerar una rec-
ta horizontal prolongada indefinidamente en ambas direcciones. To-—
memos un punto arbitrario en esta recta, al cual llamaremos el ori
gen de la recta y le asignamos el nfimero 0. Tomemos otro punto cual
guiera a la derecha de 0, a este punto le asignamos €1 nfmero 1 y
el segmento 01 sera nuestra unidad de medida. De esta forma zl nG-
mero 2 le corresponde un punto en la recta a la derecha de 1 tal -
que la Mmedida” del oxigen a este punto sea dos veces el segmento
01, de manera anidloga tomando la medicién del origen a la derecha,
denotamos los nGmeros 3,4,5,..., por puntos en la recta. Ahora to
mando el ‘origen como centro de simetrfa obtenemos los enteros nega
tivos, es decir, el punto simétrico .a 2 es el -2, etc. ’

Mediante construcciones geométricas - podemos dividir el seg-
mengo Ol en un nGmero n de partes iguales*; al punto a la derxecha
del origen le asignamos el nfmero 1, al segundo 2, etc. Por ejemplo
81 dividimos el segmento 01 en 5 pzztes iguales,nel primei:,punto -
serfa 1, el segundo 2, etc.

5 5

N - . Q I ZEEC ] 1

de esta forma, si n y m son naturales, al racional %‘ le corxespon-
de un punto en la recta obtenido de la siguiente forma:

Dividimos el segmento 01 en n partes iguales, tomemos el seg-

*Eata construccidn se basa en propiedades de trifingulos semejantes.Asi para di-
widir un segwmento AB en n paxtes iguales, ae procede de la siguiente maneras
i) Se traza un rayo AC que no contenga a AB.
ii) En AC se traza con un compas n segmentos igualea: AAi, AiAz, <. An'—xAn
1ii) Se traza el segmento A B .
iv) Se trazan scgmentos psrn]eloa a A B que pasen por Ay, Azpees An—l ¥y corten &
AB en 108 puntos Bi, Ba,...B
v) Los segmentos AB;,B;Ba,

B 1B , ®on 1o0s megmentos buacados. ~°




mento que "mide™ m veces el segmento 01 midiendo del origen hacia
l1a derecha y de esta forma sc localiza el punto correspondiente al
racional E « Simétrico a %‘- se encuentra el racional ';—‘: .

+ It

7a o1 0 Y% % % ‘% % 1 %

Hemos representado por medio de este modelo a cada elemento
de Q, ademds con dicho modelo es posible realizar las operaciones
aritméticas como son sumar, restar, multiplicar y dividir.

Asf para sumar un par de puntos E— Y g- en la recta, se pro
cede como sigue:

A cada punto en la recta se le considera con una magnitud ¥y u
na direccisén, asf a partir del punto g trazamos un segmento con !
la misma medida y direccifn que representa a ‘a:- y el punto extre-—
mo de dicho segmento representard el punto que corresponde al ndme
o g + F-

Para multiplicar dos puhtos g- Y % procedemos comc:‘ sig\;e:

Trazamos un rayo auxiliar OF con punto inicial en ‘el origen
de la recta numfrica, en este rayo se localizan segmentos de i--
gual medida a la que representa a los nfimeros 1 y ' % « Luego por
el punto E‘ de la recta y el punto 1 del rayo trazamos un gegmen-—
to AC, por Gltimo trazamos un segmento BD paralelo a AC que pase

por el punto §- en el rayo y el punto donde corta a la recta es el
buscado.

-5~

La justificacién se da por medio de semejanza entxe los trifn
gulos AOC y BOD, esto es:

o OD . OB
ceme ¢ GR

oB
entonces OD = OC - gz&

y al sustituir las igualdades OA = 1, oB = % Yy OC =

0w

se obtiene que OD = aE : %

En resumen:
fa recta es un modelo que permite representar
a los nGmeros racionales y sus operaciones.

§ 3. Representacién dec los raciopales en forma decimal

otro modelo para representar al ndmero consiste en proponer
una coleccién de sfmbolos con los que se realizan los procesos de
contar y medir,de forma tal que se tenga posibilidad de contar en
forma inagotable, asf como alcanzar el grado de aproximacién o-pre -
cisién en la medicién que las necesidades, tanto pricticas como -
teSricas lo exijan :

DPe esta manera, se han elaborado, .aggﬂn el grado da desarro-
1lo, Giversos sistemas de sfmbolos que van desde simplos muascas
en &rboles, huescs, etc., a sistemas de numeracién mfs complejos
que han sido preducidos por diversas cultuzas; siendo ejemplo de -



&8stas los sistemas de numeracidén Babilonic, Egipcio, Griego, Roma-
no, Chino, Maya, Indd y Mabigc;. Este Gltimo ha 'sido el punto de
partida para construir el sistema que actualmente usamos, esto es,
el SISTEMA POSICIONAL DE BASE DIEZ, en el cual sus sfimbolos o dfgi
tos son: O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y que con el auxilio de la
idea de posicién y el punto decimal logrames resolver los proble-—
mas que aborda el contar y medir.

Asf el proceso de contar que tiene comc base la idea de un su

cesor, que estd plasmada en los nGmeros naturales, se simboliza co,
mo sigue: . ’

i). o/, Sc{0) = 1, Se(l) = 2, ... Sc(8) =9
1i) . sc(9) = 1o.
A partir de este nmero se utiliza m4&s de un- dfgito para
su representacifn,
4ii). Si b es un nGmero con n cifras-

L = ajaz ...a Sc(b) se
escribe inspeccionando "

witima cifra (de qu:ierda a de
racha) y compara- _.a con 9, de tal forma que si es menor
Sc(b)} se escribe sin modificar las n-1 cifras anteriores
Y en el lugar Gltimo se escribe Sc(an) ; en el caso que

la Gltima cifra sea igual a 9, se escribe en lugar de las
primeras n-1 cifras el nGmero Sc(a;az...an_‘) y en el dl
timo lugar se coloca el 0.

Eg decir, 8i Db = ajaa...a, ja,
alaz...an_lsc(an) si a, <9
Sc(b) =
Sc(a:az..-an_;l)o si a, =9

De esta manera con diez sfimbolos podemos representar a N, por
otro lado, a partir de la posicién que se considera siempre en la
escritura de un ntmero, se simplifican los procedimientos arimét&
cos, esto es, para realizar los algoritmos de la suma, reata, mul-
tiplicacifn y divisién es importante considerar cada simbolo con
respecto a esta caractaxistica. )
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En cuanto al medir, se puede hacer corresponder los

de la forma 1%!\ con los sf{mbolos que tenemos adicionando un sfmbo
lo: el punto decimal’ ( . ). Estableciendose la siguiente correspen

dencia: .
fo—=0.1;  Fg2—=0.01;  F;3~0.001; ...

1
—
. Ton 0.00...2

n lugarves

de esta manera la escritura decimal permite expresar la medicién -
“con’ la exactitud que se requiera.

La. utilidad que ha presentado este modelo lo mostraremos pre-

-sentando algunos usos que se hacen de este.

©1) Se han encontrado vestiglos de la cultura del hombre de -
¥ hace aproximad te 2 000 000 afics.

2} El plesiosaurio vivig en el jurdsico inferior alrededor de
180 000 000 de afios.

3) La edad geol6gica de nuestro planeta se calcula en
4 500 000 000 cde afios. N

4) La deuda externa de M&xico en 1983 es :
85 000 000 000 de dolares.

5) La vida media del Toric es de 14 000 000 000 afios.

6) E) n@mero de Stomos en un Stomo-gramo de cualquier elemen-
to es una constante, llamada el ndmero de Avogadro y el
cual es Ng = 602 296 000 000 000 000 000 000

7) El diametro de la Via Lactea es de 100 000 afios Luz, que
expresada en KilSmetros es 932 120 000 000 000 000 Km. a-
proximidamente.

-

El Ffsico finlandes Lounanmea a logrado producir en el la-
boratorio la temperatura ygaK = 0.000 000 005 K.

9) La masa de unh electrdn e3 aproximadamente '%O;.'g. igual a

_g..l ' .



0.000 000 000 0QO 00G 000G 000 000 000 9 g. En los anteriores ejemplos, se pueden observar las propieda=-:

des que se c’:‘\fﬁ\‘ix’i&ﬁval ‘efectuar las divisiones, a saber:

10) La definicifn de la unidad de medida Metro en 1960 es

1 650 763.73 longitudes de onda de la luz emitida por un L a) El residuo es menor que el divisor. ]
88topo de Kriptfn (Kr®*) en el vacio; actualmente se defi- b) En casc que el residuo no sea cero, los residuos se repi-
ne como la distancia gque recorre una onda electromagnética ten en forma infinita y en el mismo orden.
en el vacio durante m segundos. Por lo.cual:

En general, todo ndmero racional sec puede representar con la Todo nGmero racional tiene una representacién
escritura decimal, la cual consiste en una simple divisién,..donde deeimal, sea esta exacta o periédica.
el numerador es el dividendo y el denominador el divisor; asf, el
coclente, resultado de la divisién es cl nGmero decimal represens [
tante. :
§ 4. Loz ndmerxos irracionales,
Veamos los siguientes ejemplos:
&) Al racionai % ie hacemos .COIIESPQndgr el 0.75 ya que: La "recta num&rica™ y la “"escritura decimal®™, son dos modelos
215 ' T .para los nimeros racionales; sin embargo, er cada uno.de ellos e’
4 /3 0. {Observe que cuando el residuo es cero
20 decimos que .33_ tiene una escritura de . ;xisten._o_bjetos que_._n? representan a ningun racional: Veamos_lo con
= m&s detenimiento:
o cimal exacta)
i2 «En el modelo de la recta.
b} Al racional ~r le corresponde el 1. 7142857142857.... ) Conocemos que en la recta, para localizar un punto que repre-
© bien 1.714285 ya que: ' K sente a un nGmero racional % , se suma m veces un segmento de lon
1.7142857... i gitud OT‘:; ; todos 1los puntos que se localizan de este modo ¥ qua
Thz2 s representan a los n(meros racionales se les llama CONMENSURABLES -
50 i ~-se pueden medir- mis Ztodo punto en la recta es conmensurable?,
1o (A los ndmeros que se repiten se les ¢ de otra manera, dado un punto cualguiera P en la recta, Zes posi-
30 llama periodo, y trazando un segmen ble dividir el segmento 0l en n partes iguales y sumando m veces
20 to sobre ellos indicamos gque ese nd el segmento O_nl- de tal forma que el resultado sea el punto P?.
€0 merc se repite en forma infinita.En La respuesta es negativa, esto es, existen puntos en la recta gque
40 estos casos se dice que tiens una no se pueden localizar con el modelo descrito. Por ejemplo, el nd-
50 escritura decimal infinica y perib- mero vZ es un ndmero inco ble -no rable—. Demostre
i @tca) mos esta afirmaci6n: .
¢) Al racional g le correspende el 1.13. Se vorifica rea- Mostremos primerc la existencia en la recta numérica de un ’
' 34zando la aivisidn. segmento de longitud O/ .
-9- -10-




Construyamos sobre la recta un tridngulo rectdngulo ORB cuyos
Catetos tengan como longitud el segmento unitério o1.

N
\,
\

\

A

-

&) i

A 2

Aplicando el Teorema de Pitfgoras se tiene que la: hipotenusa
0B ti€ne como longitud la medida v2" (x = 1T+ 17 = /7).

En seguida demostremos que vZ no es un némero racional, empleare-
mos parxa ello, el método llamado de reduccién al absurdo, esto es,
partir de algo falso y llegar a que una afirmacifn y su negacién
son verdaderas, sea pues la demostracidn.

1) supongamos que ¥2 es racional, luego
2) Existen a y b nGmeros naturales sin divisores comunes
tales que
-
3)pe (2) se tiene que a Y b no pueden ser pares los dos.
4) Elevando al cuadrado 1la igualdad en (2) tenemos que
5) Despejando a? se tiene
a? = 2p?
6) a es par
7) De (3) y (6) se concluye que b es impar
8) De (6), a se puede expresar como
a = 2k
para algun n@mero natural k

9) Sustituyendo en (5) el valor asignado & a en (8) tenemos
: (2k) 2 = 4k? = 2b?
10) Simplificando
2x? = b2
11~ |

11) b? es par

12) b es par

13) El que (7) y°(12) sean verdaderos se ha logrado obtener de
bido a que (1) es falso, .

YZ no es n@mero racional.

*En el modelo de la:escritura decimal.

Todo nfmaro racional tiene una representacifn decimal “exac-
ta" o decimal infinita y periddica; pero la escritura nos permite
formar "expresiones"™ que no presentan las anteriores caracterfsti-
cas, por ejemplo:

736.101101110111101111101111110....
-127,1121231234123451234561234567...
-1432.3131351357135791357921135791113.,.

nGmeros en los cuales su expresifn decimal es infinita y no peris—
dica, motivo por lo cual no representan a algun ndmero racional.

En resumen: Los dos modelos nos muestran "ciertos® objetos
que no representan nfmeros racionales. Lo cual nos presenta dos po
sibles soluciones:

A) No existen nfimeros que asignemos a todo elemento de -
nuestro modelo. ‘

‘ B) Todos los objetos de los modelos, representan a néme-
TOS.
La primera solucién no permite avanzar: niega los resultados
gue surgen del desarrollo de los conceptos*; la segunda opcién per

.mite continuar desarrollando los problemas que se plantean en la

préctica cientffica.

*Aunque en los griegos tenga um origen filosG6fico, ¢s el mismo problema. Por lo
cusl los griegos sigvieron un desarrollo axclusivo hacia la geometrfa y la teo—
rfa de nGmeros, a pesar de heberla tratado, el método usado, a travez de 'beme—
janza" no permiti6 su desarrollo. N
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Por el camino de esta ﬁltima opcién se tiene que esos
gue no tienen. una represen(’acldn en los modelos,
cionales, asi, los nfmeros que representan a estos modelos es la
unidén de dos conjuntos: los racionales y los irracionales.

objetos

K los irracionales, pertenecen aquellos

nﬁmcx:os cuya escritu-
‘ra dacmal es infinita y no periodica

- en el madelo decimal-; =~
as{ como los ndmeros que representan segmentos inconmensurables -
n el mcdelo de la recta-,por ejemplo los nfimeros de la forma .’—don
de n no es un ndmero cuadrado perfecto o tambien los n@meros %, o
e, cue es da base d= los logaritmos neperianos, etc.

§ 5. E1 métddo Axiomitico Y Los Reales.

Una caracterfstica del conocimicnto cientffico, es el que lo-
gra estructurar de modo sistemitico ciertas proposiciones de mane-
ra que se puedan advertir sus "relaciones". Pero una teorfa matems
tica (cientf{fica) no tan solo Y simplemenf_e es un listado de pPropo
siciones, sino que este ordenamiento debe dar el mayor grado posi-
ble de claridad y certeza. Desde esta Sptica, scra conveniente te-
nexr un procedimfentoc que permita aclarar el significado de cada ex
presifn qgue aparezca en la teorfa considerada Y Justificar cada u-
na de sus afirmaciones. Debe reconocerse que este procedimiento es
tan solo un ideal inalcanzable, Pues cuando se trata de explicar
el significado de una proposicién, hay que emplear necesiriamente
otxas expresiones, sin caer en cfrculos viciosos; se debe recurrir

a su vez a otras expresiones y asi sucesivamente. Tenemos pues, un
Proceso que nunca se acabarfa.

En sustitucién de este procedimiento ideal irrealizable se -

ban logrado principios sobre la construccién da disciplinas matems
ticas.

Er\ el inicio de construccién de determinada disciplina matemi
ticn, se identifica ante todo un “pequeiio® grupo de expresiones
que nos Parezcan comprensibles “sin mayor problema®™, a este grupo

. les llamaremos TERMINOS PRIMITIVOS o NO DEFINIDOS Y los aceptamos

-13~

les llamamos irra

Y empleamos sin aclarar o explicar su significado. Adem&s adopta--
mos el principio de UTILIZAR UNICAMENTE EXPRESIONES CUYO SICNIFI:
CADO HAYA SIDO DETERMINADO PREVIAMENTE CON AYUDA DE IOS TERMINOS
PRIMITIVOS O CON AYUDA DE EXPRESIONES QUE YA SE HAN DETERMINADO.
La preposicién que de cste modo define el significado de un t&rmi-
no de la teorfa es llamada DEFINICION, y la expresidn cuyo signifg
cado es asf determinado, se dice que es un TERMINO DEFINIDO.

En seguida y aadlogamente al proccdimiento anterior, ccnsi'de—
ramos las afirmaciones de la disciplina considerada y elegimos -
"las que nos parescan mis evidentes" como afirmaciones primitivas:
AXIOMAS O POSTULADOS, las cuales aceptaros como vcrdaderas sin es-
tablecer su validez.

Toda afirmacibn serd aceptada como verdadera -que no sea axig
ma- s6lo si hemos podido establecexr su validez usando Gnicamente
axiomas, definiciones y aquellac afirmaciones cuya validez a sido
es“.'ablecl.da previamente. Estas afirmaciones, establecidas en esta
manera son afirmaciones demostrables 6 TEOREMAS y el procedimiento
mediante el cual se establece su validez se llama DEMOSTRACION. Es
te método se caracteriza por aceptar inicialmente como verdadero
lo menos que se pueda y obtener y deducir lo mis que se pueda.

A continuacién aplicaremos este método para estudiar al siste
ma de los nmeros reales ( R ), y como prerequisito consideraremas
que se conocen clementos de la Teorfa de Conjuntos, y en particu-
lar lo gque es una operacién binaria.*

El estudio axiomitico, lo dividimos en tres tipos de propieda
des que llamaremos Algebrajcas, de Orden y f£inalmente de Ccmplstez.“

s definicifn de Operacifn Binaria es: Sea ¥ un conjunto no vacio. Se dice que
una Operacifn Binaria © en F, es una funciSn con dominio PXF y contradominio

F. En lugar de usar la notscifn O(a,b) para denotar la imagan del elemento -
(a,b) de F ¥, cs costushre ussr la notacifn 86b. As{ en el caso de la suma y
multiplicacifn en R se acostuwbra decir a +b y &°b en ves de +(a,b) y «(a,)

—~14-~



1.6. Propiledades Algebratecns.

. :En el conjunto de los ndmeros reales se consideran definidas
dos operaciones binarias, que se denotan por + y - (es decir,
8l a, beR entonces a +beR y a +beR), llamadas adicién y
multiplicacién respectivamente. Estas operaciones satisfacen la ai
guiente lista de axiomas conocidas como: propiedades algebraicas
de R o de €1 Campo de los ndmeros reales.

"Al.- Si a, beR entonces a +b =b + a (Propiedad con-
7 . mutativa)
Az.~ 5i a,b,ceR entonces a + (b + c)= (a + b) + c
(Propiedad asociativa)
- Ags.~ Existe en R un elemento denotado por 0 tal que pa~
ra todo acP, 4+ 0=a .
Al elemento © .ero) .se le llama idéntico o neutro
. aditivo
As.~ Par? .0do elemento a eR, existe -a e¢R tal que
a+ (-a) =0 (Al elemento -a se le llama
inverso aditivo del elemento a).
As.- S1 a,b eR, entonces a *b =b.a {Propiedad conmu-~
tativa)
Ag.~ 54 a,b,c eR entonces .a « (b +c) = (a-b) +c
(Propiedad asocilativa)
Az.~ Existe en R un elemento denotado por 1 tal que
Para todo atR, a *1l = a Yy 140,
Al elemento 1 (uno) se le llama idéntico o neutro mul
tiplicativo.
As.~ Para todo a €eR, con &8 ¥ 0 existe un elemento
S & 9ue pertsnece a R tal que a- al e

vo de’ a.

Ay.~ 81 a,b,ccR entonces a (b + c) = (a+b) + (ac)
{Propiedad distributiva del producto con respecto
‘a la suma).
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-' plificur expraesiones algehraican,

Al elemento a-l se le llama el inverso multiplicati-

Eatas propiedades son ya familiares para el lector. Obtendre-
mos ahora algunas ccnsocuenclan importantes, utilizadas para sim-
las cuales son ya ampliamente co
nocidas. s ’
Demostraremos primero qué los elementos 0 y 1 enunciados en

los axiomas A3y y A7 son @nicos en R; lo cual se establece en el
siguiente

TEOREMA 1.1 {(a) Si para todo a eR existe z ¢R tal que
z+a=a
entonces 2z = 0
(b) Si para todo beR, b £ 0 existe w eR tal
que W b=mb
entonces w = 1,

Demostracién:

(a) S1 z + a = a , entonces sumando -a en ambos miemh:os
de la igualdad y usando las propiedades A:, A.,y Ay -
obtendremos : -

(z + a) + (-a) = a + (~-a)
z+ (a+ (-a)) = a + (-a) ‘Az
zZ 4+ 0= A
z =0 As

(b) Para esta parte se utiliza un procedimiento similax,
el cual se deja como ejercicio. Notese que se usa la
hip&tesis que b # 0.

e .
NOTA: Para fines pricticos de aqui en adelante escribimos a->b

en lugar de a + (-h)x ab en 1uqar de a +b Y 5- en lugax
de ab™t -3 acpg .

-EnR las ecuaciones a + xm by ax = b sf a @ o, admi!:en 80
lucién dnica, que establecemos en el siguiente

-1¢=



‘{{TEOREMA 1.2 (a) S{ a,bcR Y & +b = 0 entonces b = -a .
o (b) 51 a/beR, a F'0y ab = 1 entonces b -%— .
: (€} S1 a4+ x=b ‘entonces X =b - a

(@) S1t a ¥ 0 y ax = b entonces x-g

Demostracibn:

Es sencilla y se deja come cjercicio. Recomendando se ha-
ga en el orden establecido, de tal forma que en cada paso
o afirmacién se mencione el axioma o resultado que ya se
h}ya demostrado.

La siguiente afirmacidn es con respecto a propiedades que fre
cuentemente aparecen en resultados aritm€ticos, los cuales nos pa-
recen demasiados obvios, m&s estos resultados pueden comprobarse
“€ONn nuestros axiomas.

TEOREMA 1.3 si1 a,b c¢R, entonces
(a) a+0=10
(b) -a = (-1)a
(€) -(a+b) = ~d - b
{d) ~(-a) = a
(e} (-1)(~1) = 2

Demostracitn:

a) Sabemos que ,a .1 = a (A7), de estd modo y usande As'y

A3 tenemos que

a+ (a+0) = (as1) + (a.0)
. = a(l +0)
= a(l)

=a : -
.Y como a4+ a0 =a haciendo usoc del T,1.1 (a)

qua a:0 = 0 - N
B) a+'(-1)d = (1)a + (-1)1a
R = (1 + (-1))a
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=-0a - A,
) =0 . T.1.3, (a)
asf como 3+ (-1)a=0 por T.1.2, (a) tenemos que
(-)a = -2 ;° . -
¢} Pox el inciso (b) sabemos que
~{a +b) = (-1)(a + b) por A,
= (~1)(a) + (~1)(b) de nuevo por {b)
= ~a + (-b} o en forma equivalents
& -a - b .
d) Sabemos que (-a) +a =0 por A, ¥ Ay ¥ por al
T.1.2 (a) se concluye que
-(-a) = a
@) Por el inciso (b) sabemos que
’ (-1) (-1} = ~(~1) y por el ineciso (d) =-(~1) = 1
por lo tanto {(-1}(-1) =121 ., - -

Finalmente algunos resultados complementariocs que probaremos
aparascen en el sigufiente

TireorEMA 1.4 (a) St a eR, a ¢ 0, entonces a1 rO0 y
(@)™ = a .

(b) S1 a,beR, a b = 0 entonces alguna o am
bas de las siguientes afirmaciones se ve—
rifican: a = 0; beg

(¢) Si a,b eR entonces (-a)(~b) = ab

(d) Si a€R, a # 0, entonces (-a) "} = ~(a -1,

L © lo gque es lo mismo .__;-'--—é

Demostracibn: .

a) Como a ¥ 0, aa~t = 3, por el T.1.3 (a), se tiene que

a~1 # 0; por otra parte por hs,' se tiene que

a~ta = 3 Yy del T.1.2, (b) s6e deduce (a~1)"l m g

b) Sea ab = 0 y .a ¥ 0, entonces existe a-l €R tal que
. a™*(an) = a”%o »
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(a""a}b = a" "0 POor A, . ¢ . tivos que satisface las siguientes propiedades:
1b = 0 pPoxr As {) si a,b eRY entonces a + b c:R*

b=o0 ) por A» Co- 11) 51 °a,b eR" entonces ab er‘
-Haciendo uso de un argumento similar ge prueba que si X

111} Si a eR entonces se cumple una y solo una de las
b ¥ 0 entonces a = 0. ¢

. siguientes proposiciones*
a:l\+1 a =0 ; -aemt .

¢) Usamos el T.1.3; (b} y (e): y la propiedad conmutativa
Y asociativa As y A¢ se tiene por tanto

Basandonos en el anterior axioma, definimos un orden entre
(= a) (-b) = ((~1)a){(-1) b)

los ndmeros reales gue permite la comparacién entre cualquier par

. = (~1) (a{(-1)b)) A de elementos de R como sigue:
7’ = (-1} ((a(~1))b) Ac .
-1M((~-1)a)b '
= ‘(( )1‘)(: 1:‘)"(; As DEFINICION 1.2 Si a,b eR y a — b eR’, entonces decimos
= 1) -
1(ab) } A; B que "b es menor que a” o que "a es mayor
= al - -
ab T1.3; (e) que b" y escribimos b < a 6 a > b respec-
- .
- Ar . tivamente. " .
. o 0 decimos que "b es menor
Q) Sabemos que a £ 0, entonces -a # 0 (2Zpor que?), P = - - . Si a - beR U b ‘: =
o1 N o igual que a”™ ‘o que "a es mayor o igual
to que aa = 1 se sigue de (c) de este te- .
(=2 ¢ (a-l)) -1 1 . que b™ y escribimos bg<a 6 ajpb res-
- - = aa t = R
-1 a pectivamente
(-a) (-a) = 1 As -ente aplicando
el T.1.2 b 8 -
. ’ ((:-1)2 si‘.gue « L Ea avidenta que todo elemento den es mayor que cero y vis-
- - (- .
i { ceva!na, todo elemento mayor que cero pe:tenece a®', es decir
NOTA: De los Teoremas ¥ 1.4 podemos ver que cualquiera de . ace R:pn - 0 € n* )
de las expr wes 2 2 -a 1 a-l -2
s:nt p,d. - "’;me |4 _E i g* dp ¢ £ Tepre Ademas que los elementos menores que cero, diremos que perte-
- smo n ro real,

necen al conjunto R*. A este conjunto le llamaremos el conjunto de

. nfimexos reales negativos.
.8 7. Propiedades dc Orden en R, .

. Demostraremos cuatro teoremas que se derivan del orden que
Hemos dado una primera lista de axiomas para el conjunto W, a N existe en R, lo cual nos permitira comprender tanto la forma de «

los que llamamos "Pxopiedades algebraicas de R". Aumentaremos a es - . comparar algunos subconjuntos de R, asi como resolver desigualda-
ta lista otro axioma, gue permite estudifar lo que considetwos co- des.
mo "Propiedades de Orden®. .
- : *Esta propiedad es llacada Tricotomia, qua quiere decir dividido en tres par -
"O,. E:iatn én R un subconjunto no vacio, denotado por ' tesj ya que la condicifa (iii) }_vid; al conjunto de los rgales en tres subcon
R’y llamado el conjunto de los nlmeros reales posi . juntos sjenos, estos son: {0}, R w{aeRr | ~acX]) . N
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TEOREMA 1.5 Sean a,b,c ¢ R

(a} St a>b y b > c entonces a > ¢
* (b) Se cumple una sola de las siguientes afiy
: . macioness
a > b; ' a = b; a <b
(c) Sia»b y a¢ b entonces a =b .
Demostracidn:
{a) Usando la Definici6n 1.2, probar {a) significa que
s8i a—br_n+y b ~ceR" entonces a - ceR"
/ lo cual resulta de aplicar el axioma O,

(1), ya que
(a-b) + (b -c) er’ y simplificando se tiene:
a=-cer"

{b) Por la propiedad de tricotomfa sabemos que a - b € ="
6 a~-bexts ~(a~b) =b -acr"
a>b 6 a=b 6 a<b

{(c) S1 a2 # b, aplicando el inciso - .terior, una sola afir
macibn se cumple, es decir . >b 6 a <b lo cual
contradice la hipStesis por lo tanto a = b .

TEOREMA 1.6 (a)' S1 a €, a #0

! (b) 1L >0

Demostracidn:

(a) 81 aemrY, azea?e R*:en el caso que -a cm” por
el T.1.4 (c) tonemos que a2 = aa = (-a) (-a) € R"

o sea:

entonces a? > 0

(b} Sabemos que 1 ¥ 0 Ay , luego por el inciso anterior
12 > 0; peroc 12 = 1, por lo tanto 1 > O
m————— .
ROTA: Puesto que cualquier nimero natural n
sar como la suma
n=1+1+ o0+ 1

se puede expre-

n
podemos afirmar que todo ndmerc natural es mayor que ce
~_ro.

M

TEOREMA 1.7 Sean a,b,c,d e R

{a) S1 a > b entonces a + ¢ > b‘+ c

{b) Sta>b y c>a entonces a +c>b +d
(c}) S a >b y c > 0 entonces ‘ac. > bc

(é') si a>b y c < 0 entonces ‘ac_< bc
{(d) Si a > 0 entonces L,

21
(d') 51 a < 0 entonces F<0
Demostracién:
(a) Por hipbtesis a - b e Il+ y como a — b = (a+c) - (b+c)
se deduce que a + ¢ > b + ¢
{b) Por hipStesis a - b, ¢ - d ¢ =t luego
(@a=b + {(c-4ad) =(a+¢c)--(b+q) ¢ R esto es
a+c>b+d .
-{c) Por hipStesis a - b,c € n",_ luego {(a - blc ¢ n'," es
to es: ac — bc € RT:pot lo tanto ac > bc
{c') Por hipStesis a - Db e::ll"', -c :n"’as; (a - b)(-c) =~
-ac + be = bec - ac :n"'-,pornlomnto ac < bec .
{d) Comparemos %’- con 0; asf si %- = 0 entonces
b asgF = 0. lContradiccldr;t, por lo ta.nto esta supo-
sicifn es falsa. Luego sL = < 0, como a > 0 aplican-
_ do (') 1 -‘a-%- <a=0 = 0, esto €8s 11< 0; lo cual
contradice el Ti1.6 (b), por lo tanto = > 0.
(3') Como en el caso anterior, la demostraciSn se sigue
de manera inwmediata.

TEOREMA 1.8..S1 ab > 0 entonces a >0 ¢ b>0; 6
-ﬂ. a<0 y b<o. : )
Demostracidn:
Si ab > 0 entonces

#O0ybAO (z_porl quez?) .
81 a >0 entonces

>Oyb-(£—n)b-é(nh)>01
.por otro lado, si a < D entonces <o luego si
ab 2 0 se cumple que é—(ah) < 0, pero

a
LS
a

L(ab) = (} a)b = b, por 1o tanto b <O



L Pu:n nuestro estudio del Cilculo, las unteriores propiedader
‘ua de Campo y Oxden- nos permiten estudiar subconjuntos de R,
los abordaremos en las siguientes secciones gue son: Valor

“Absoluto, Intervalos, Pistancia y Desigualdades.

/’

1

$ 8, Valor Absoluto

TOEFINICION 1.3 Si a € R, el valor absoluto de a se denota

por la] y esta definido por:
a si a»0

lal=
-asi a<o0

- PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO.

TITEOREMA 1.9 Si a,b,c € R se cumple:

aa) [-al = la]

(b) lar| = |a]lb!
fc) S ¢ > 7, entonces |a] ¢ ¢ si y solo si
-cga€c
(@ -la] ¢ a ¢ lal .
(e} Ja £+ b] ¢ [al + [b] (Desigualdad trian-
gular)
A ) |lal - [bl] <la ¢ bj|
Demostracifn:
(a) 81 a» 0, -~ag Oy |-a] m» ~(~a) = a = |a]
St a<0, -a>0y |-a|] = ~a = |a]
(b) Sta>0 y b>0, ab> 0 luego |ab] = ab = [a]]b]
sia>0 y b<oO, ab < 0 luego
{ab] = ~(ab) = a(-b) = |a||b| . Los demfs casos son
similares. : ’
(c) lal £ e, agc y -a<¢c (epor que?); multiplican-

‘do por (-1} la sequnda desigualdad y aplicando el -

~23=!

A£

T.1.7 (c'), se tfens que -c € a Y A& «£.¢, es decir -
-C & a g ‘es reciprocamente si ag ¢ y -a § ¢ se -
tiene que la| < ¢ . .

(d) 5i tomamos c = |a] » 0 y aplicamos el inciso (c) ob~
tenemos -lal ¢ a g |a|

{e) Segun el inciso (d) se tiene que -lal ¢« a 5 |a] ¥
~|b] « b £ |b] y aplicando el T.1.7 (c') se tiene
que -ib| ¢ =b g Ib]l de manera que ~|b| ¢ < Ibis

esta expresifén al sumarse a la primera desiqualdad
término a término se tiene que:

-( fal + |bl}.g a £ b g |al + |b] , finalmente apli~
cando el inciso (c) resulta:

la = bl ¢ |al + |bl

El resultado anterior nos permite afirmar que:

la] = {{a - b) + b| £ |a - b| + [b] , de donde

laj - b} € Ja - b] ... (*). En forma similax
Ib] = [(b - a) +al < {b=a]+ la] = la=-b]+ |a]
-lal + |b} < la - bl y -(la] - [p[) ¢ la = B] .9
Las desigualdades (*) y (#) nos permiten afirmar
que {la] = |blf ¢ la-Dbf . La Obten-
ci6n de la desigualdad con el signo + en el miembro
de la derecha se deja’ como ejercicio.

-

§ 9. Intexvalos

DEFINICION 1.4 Sean a,b € R, a < b. El conjunto

{x eR | a < x < b} 1lo denotamos por
4a,b{ y lo llamamos INTERVALO ABIERTO.
Al conjunto {x e R | a ¢ x £ b} lo deno-
tamos por (a,5] y lo llamamos INTERVALO
CERRADO. Los conjuntos {x e R | a & x < b}
=fa,b[ ¥ {xeR |a<xg¢b) =Jan]
se llaman INTERVALOS SEMIABIERTOS O SEMICE
RRADOS . . M
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‘De los intervalos semiabiertos, el primero es cerraéo por la

fzquierda y abierto por la derecha; ol secgundo es abierto por la
:izquierda y cerrxado por la derechas

Las representaciones grificas de estos intervalos, son las si
guientes:

Ja,nl [a,b]

RTINS "
a7 b a b

fa.bl Ja,b]

a b a b

NOTA: En un abuso de notacién,. a los conjuntos .
l-w,al =(xeRr | x<al yJa=[={xex | x >al los
llamamos intervalos infinfitos, y tambien a los conjun-
tos J]-=,a] ={xeR | x<saly [a=[={xem| xpah
A los primeros se les conocae como intervalos abiertos y
a los segundos intervalos cerrados.

§ 10. Distancia

Consideremos la ecuacién |x - 5| = 7, de acuerdo con la defi
nicidén de valor absoluto existen dos posibilidades: que x - 5 > 0
8 x -5 < 0, 1o que nos plantea dos ecuaciones, a saber:

X ~-5m=7 6 -{x~-5) = 7, al resolverlas sea obtiene x = 12 &6
X = -2,

. Observese que en la recta real las dos soluciones distan 7 u-
nidades de 5. Si analizamos tal expresién en forma general tenemos:

x - al =1 (b > 0)
y dado el significado de valor absoluto, hay dos posibilidades, a

25~

saber: x-a=Db ] X~aw=-=-b

y resolviendo es-
tas ecuaciones se obtiene: x = a + b -] Xx=a-b , esto es,

dos ndmeros que distah una cantidad b del ndmerc a en la recta -

real. N :

.De lo anterior podemos decir que la expresién |a = b| sirve
para representar la distancia entre los nfimeros a y b . Asi en
expresiones tales como: lx~¢c|l <b 6 | x~¢| >b, concyb -
constantes y b > 0, las soluciones para X scran todos aquellos
némeros cuya distancia a ¢ es menor & mayor que b respectivamente.

Asf por ejemplo, la solucién a la desigualdad | x - 5| <7 =~
son todos los nfdmeros (puntos de la recta} cuya distancia a 5 sea
menor que 7; esto es, el intervalo abierto ]—2, 12[ . Mostiaremos
1la validez de nuestra afirmacién resolviendo la desigualdad de a-
cuerdo a las propiedades ya vistas.

Si |x -S}] «7 per T.L.9 (<)

-7 < x =5 < 7 o eqguivalentemente
“-7<x~5 y x=~5¢7 ypor T.1.7 (a)
-2 <x y X < 12 o lo que es lo mismo
-2 < x < 12

asf los nfimaros x gue cumplen con la desi-
gualdad son agquellos que pertenecen a

J-2,120 .

Al conjuntc {x eR | {x - ¢| < b} -= Je - b,c +b[ se le -~
llama VECINDAD CON CENTRO EN c ¥ RADIO b.

Puesto que en el plano cartesiano xy la distancia entre dos
puntos (x1,Y1) y (xz2,y2) esta dada por la formula

a = /(X2 = x1)2# (y2 = y1)°

¥y aplicamos esta formula para cbtener la distancia de cualquiexr -
punto de la recta al origen, la formula s¢ aplica para puntoa de
la forma (0,0) y (a,0) quedandns la formula como

a = /at



.., POr otra parto hemos establecido .que,klp anterior,esta.expresa
do por la ecuacién f{a - 0} = la| ,

podemos concluir entonces qur
‘nl - al -

§ 11. peaigualdades

Expresiones de la foxrma g(x} < £(x): g{x) & £{x) en donde
g{x} y £f(x) son expresioncs algebraicas en donde X juega el pa-
pel de variable, reciben el nombre de DESIGUALDADES. Resolver una
desigualdﬁ significa determinar explfcitamente {en la mayorfa de
los casos por medio de intervalos) el conjunto de valores de x que

hacen verdadera la desigualdad, a tal conjunto se le llama CONJUN-
“TO SOLUCION.

Decimos que dos desigualdades son eguivalentes si tienen -
exactamente el mismo conjunto solucién.

Para resolver una desigualdad, el procedimiento consiste en
realizax una cadena de desigualdades cquivalentes, la fltima de las

cuales tiene solucién obvia. Para construir tal cadena de equlvaleg_:
cias, utilizamos los resultados estudiados en las secciones anterio

res.
EJEMPLOS :

a) Resolver la desigualdaad d4x + 8 5 2x - 6. Usando las pro-
piedades de las desigualdades, se tiene:
4x > 2x —~ 14
2x > -14
x > =7
por lo tanto el conjunto solucién es ] 7,-[ el cual se
puede representar geométricamente por:

-7 0

-2 T

b) Resolver

2x+1<5

x
Al tratar de.eliminar el denominador de la desiqualdad, de,
ben multiplicarse ambos miembros por 1 - 4x , pero esta
) e:;p:asibn puede ser positiva o negativa, dependiendo del
valor de x; as{ pues, se deben de considerar dos casos:
1 ~4x>0 6 1 ~-4x < 0 (notese que se descarta el caso
1 - 4x = 0 gpor gue?)}.
Primer caso: si 1 - 4x x 0
significa que 1 > 4x y que %— > x . En este caso, al
resolver la ecuacién estamos considerando que elementos de
]-w,%- cumplen con la desigualdad, asf que al continuar
résolviendo la desigualdad se tiene:
1—-——1—2*_* i < 5 ; multiplicando por 1 = 4x
2x + 1 < 5(1 -~ 4x) ; distribuyendo
2x + 1 < 5 «~ 20x 3 sumande a ambos miembros
" 20x - 1
22x < 4 , multiplicando por ;—2
X < wy . simplificando

2
X <11 , es decir X ¢ ]-",%1[
‘de modo qgue parte de la solucién se obtiene de:

L R TR AR T A
Segundo caso: s8i 1 ~ 4x < ©

“4x < =1 y x> T esto es, cuando x :] T"[
y resolviendo la ecuacién para los elementos de esta inter
valo tenemos:

%li;;l‘- < 5 7 multiplicando por 1 = 4x

2x + 1 > 5(1 - 4x) 7 distribuyendo
2x + 1 > 5 - 20x ;3 Bsumando 20x - 1
22x > 4 ; multiplicando por %—2

x > %2 3 simplificando

* -26-



. T -10 .
‘en dec:.t L xe }1’1 . -[ donde el conjunto molucién - ' asf, la solucibn de (1) es ]-xa,-[U ]"l T[""R .
se obt{.eae, en este caso como }Z’ '__[ ﬂ]n '._[ ]T"'[ E Renolvicnao (11) tenemos: . R :
Pinahnante la solucién total es: ’ a - 3- 4x < Sx T3 6 3 - e o5x 23
]_~ [U] [ o : LN =20 < 9x T 6 x < -16
} ’I]. E 4 ) '1°<‘x 6 l'x<-16
Geométricamente se representa como: —P-
P z/l?:r/. 3 /2 de manera que la solucién a (11) es
Resolver la desigualdad x4 3x - 4 ¢ 1 ' . -0
C letand 1 ] Ly e
omple £t c s :
/p © el trinomio cuadradosperfcctc se tiene: pebido a que la solucibn de la desigualdad inicial, co-

2 © 9 N
x4 3x o+ TS5+ T rresponde a los valores que cumplen a la vez las condicio

nes (1) y (ii) , esto. es, la interseccién de sus solucio- -

- ’ . nes, se obtiene
Vix+ 3122 : ' SN (0] BT =32.-[u]- -16[

(x+§.)1429

-10
; - i =N ]-g-—
b= + Tl € =7 ) ; el cual representado grificamente nos queda como:
-/Z3 3, /19
e x4 s 5
/B -3 55-3 : :
—_—= g x § === - - -
AsfL la solucibn es: -16 . '5'90_ 0
ST -3 [T -3 : ' . . '
[——2——- ¢ —— - .

Resolver la dasigualdad |3 - 4x] < |5x + 13§

Segfin el inciso

(c) del T.1.5 la anterior desigualdad es
equivalente a

. * $ 12. Completez
. ~IS5x + 13} < 3 - 4x < {5x + 13| es decir .
1) ~l5x + 13| <3 - 4x y 11) 13 - 4x < |5x + 13{
Resolviendo (i) tenemos:

[5% « 13] > 4x - 3 es aecir o

Las propledades (axiomas) que hemos visto en secciones ante- -
.. riores las cumple tanto el conjunteo de los ntlmeros xeales: R, co=
' mo el de uno de sus subcon'juntda, los racionales: Q. _En eata gsec~

; g : . s,.la COMPLETEZ, la cual solo se
5% + 13 > 4x - 3 é ~(5x% + 13) > 4x - 3 . c:.c!nlemmcinmos una propiedad mds, la ' .
. x > =16 6 -5x - 13 > 4x - 3 | cumple en R. . R
x > ~16 6 -~10 > 9x | El axioma de completez no resulta tan evidente, por lo cual
‘x> 16 6 ’ :é'g- > x o ' primero expondremos un ejemplo que ilustre su necesidad, asf como
2. . . L ) X

l . ' -20-



lgunas definiciones previas que nos permitan enunciarlo. !

C) JZ y en genexal, los irracifonales, son elementos que pixa—:
" den representarse en nuestros modelos y que el aceptarlos

Hagamos los siguientes ruzonnﬁientos:

- . . . nos permiten.dar solucicnes a una variedad amplia de pro-
1) Sabemos que v/Z/ Q ¥ 1< /2 <+2b . blemas, asi como tener un desarrollo teérice de nuestros
ii) En general, si a,beQ, c= °'.z €Qy a<e<b i conceptos. Estas consideraciones nos llevan a establecer
i1ii) La forma como se obtiene c en (i1} nos permite, al repetir el axioma de completez.

el procedimiento, obtener mis elementos entre a y b; _ . .

(ac< L;—c— <c < 9_'5_2 < b ), de esta manera podemos ob- i 1DEFINIC‘ION 1.5 Sea AC R. Decimos que R es acotado

tener cualquier cantidad de elementos ordenados, entre a : | inferiormente si existe u e R tal

y b. . ¢ que u ¢ x para tedo x € A. Simi-

iv) EL proceso descrito en (1i) y (iii) lo podemos aplicar a larmente A es acotado superiormente
los nGmeros 1y 2 , y 2 su vez obtener elementos cada. = si existe u eR tal que x g u pa
vaez mis pré6ximos a E, por ejemplo: . . | . . ra todo x € A. Al nfpero u se le -

6 Cota Superior
1</7<2 142 _ 3.5 5 zlax;:a Cota I:fex:ior : o pex:
Z . : : e segun sea el caso.
1? aprox. 1< < 1. 13.5 .2 o
¢ a ® ! = L3 <2 —3—2—— = -2 I R, S1 A cc acotado superior e inferior-
(22 Aprox.) L < 1.25 < /2 < 1.5 < 2 .25 22:5 2 3,375 T mente, decimos simplemente que A es
cevessescccacsssccnncansocsasans 1 Acotado.
(14* Aprox.) 1 < 1,25 < 1.375 <1.40625 <1.4140625 <1.4141184 ° ! EJEMPLOS :
</Z Y a su vez i 1) E1 conjunto A = ]/T,w[ es acotado inferigmeute. pero
° ¥Z"< 1,4142453 <1.414306 <1.4145508 <1.4150391 <1,460156 < no lo es superiormente. Los elementos -2, ¥, ¥ VZ  son
<1.4179668 <1.4179688 <1.421875 <1.4375<1.5<2 cotas inferiores de A

Ademas de lograr una buena aproximacién a /2 tenemos las si - 2) El conjunto A = ]“"r ',5-] es acotado superiormente, pero

guientes conclucionest:

. no lo es inferiormente. Los elementos 527, 1.4152453 y ')
'
on cota: uperiores de A.
A) E) proceso se puede realizar debido a que Q es un conjun- : son 3 sup

to DENSO, es decir, con respecto a la relacién ™ < " , da 3) E1l conjunto ]572] es acotado, pero los conjuntos .
dos dos elementos a, b en Q, si a < b, existe c tal qu; L ]/2-;"[ b 4 ]"'r'&_] no io sonm. . ;
a < ¢ < b; esto es, entra cada par de racionales existe | : DEFINICION 1.6 Decimos que un conjunto A& R tiene

| ©otxo racional. ’ . un elemento miximo o simplemente un

B) Aun cuando exista una infinidad de racionales muy p\_-oxi-.

m&ximo, si existe u ¢ A tal que x g u
para todo x € A. Anflogamnete, se di-
ce que A tiena un mfnimo, si existe

mos a ¢Z (mayores o menores), no es posible localizar
por el procedimfento a /2 ol cual es un frracional

-31- -32-



Ve A tal que v ¢ x para tode x e A
' . .. Denotaremos al miximo y minimo de A
por mdx A = u, minA = v reaspectiva- .

C.1. Todo subconjunto de R acotado superiormenta tiene
un supremo y todo conjunto acotado inferiomonta
tiene an’ 1n£1mc. .

L . nmente.
' i
EJEMPIO: i EJEMPLO:
! i
1) El conjunto A = ]—9,7] tiene un miximo: maxA = 7, pero '» 1) El conjunto A = ,]—7,9[ no tiene miximo ni mfnimo; sin
! no tiene un minirmo. embargo, el sup A = 9, inf A = -7,

Como ya hemos visto, un conjunto acotado inferior o superior i El conjun:o B = £-7':] tiixr:eam§?cim: : mir;imo Yy en este
H = su = =7,
mente, tiexyz una infinidad de cotas, inferiores o superiores; de ! caso max sup = ¥y om nk
manera que podemos dar la siguiente definicidn.

'DEFINICION 1.7 S1 A es acotado superiormente, el mfni
mo del conjunto de cotas superiores de
A se le llama Supremo de A, es decir,
el supremo de A es 1a m.{n:Lma cota supe
rior de A. e E
81 R es acotado inferiormente, el mixi : - ) - ) o
mo del conjunto de cotas inferiores de

. A, se le llama Infimo da A, es decir,

3 . el fnfimo de A es la mfxima Gota infe-

rior ée A. o R

Al referirnos al fnfimo de A o al su- ]

premo de A lo hacemos usando la nota- .

4 cifn inf A 6 sup A, respectivamente. . ° 4 : . N

Despues de ver las definiciones de sup Ae inf A nos pregun-— . ’ . 3 .
tamos 81 el conjunto de cotas superiores siempre tiacnen un minimo : . :
.Y si el conjunto de cotas inferiores siewpre tiene un miximo. La’ ' : : . .
mb\ia-ta afirmativa a estas preguntas constituye el Gltimo axio- : 1 " - .. : .
ma dado para el conjunto R. Este axioma es llamado PROPIEDAD DE S o . :
mmzmz ds R. AGn cuando ol nombre no lo justifiquamos por el = i itrf o trasae el PTITHLa e e
mnt.o, enunciamos a continuacifn- el axiona. - o : A . .
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" La ley es el reflejo
de lo esencial en el
- movimiento dsX. univer
’ B0, *

- ’ CUADERNOS PILOSOFIZOS
V.I.Lenin.

§1 Introduccidn .

El concepto de Funcifn es un medio matemd&ticc que coadyuva al
estudio de la naturaleza, ya sea como forma de interpretacién de
las reolaciones cuantitativas y formas espaciales del mundo real o
como elemento que permite avanzar en la sistematizacién de los pro-
pics conceptos n'atem'&ticos.

En su formacién, el concepto de"funcién" es resultado no solo
de las propias contradicciones en las ideas matemdticas, sino que
estas son reflejo de la problemitica de la realidad la cual se aboxr
da por medio de una prictica cientifica bien determinada, con me--—
dics materiales, matemfticos y lingufsticos especificos.

Si bien de manera directa el concepto de "funcifn® es produc-'
to de la prictica clentifica, dado que la practica cientifica esta
~subordinada a la prictica por desarrocllar la pxcducclén, se afirma
que el concepto surge de la prdctica. ’

A manera de ejemplo veamos como en el desarrcllo de los con-v
teptos, en este caso la temperatura, aparece la necesidad del con-~

cepto de funcifn y como este contribuye a la comprensién del prime-
rO.

El concepto TEMPERATURA resulta como desarrollo de conceptos
m&s simples como son el calor y el frio en los cuarpos, los
que su explicacifn es cualitativa y parten ds propiedades de
atracciSn o repulsifn, ressultando estas demasiado subjetivas.
En diversas actividades humanas se van a presentar estos con-
ceptos encontrandose las primeras clasificaciones en la medi-
cina griega, decnda se establece una COMPARACION entre los me-
dicamentos qgue son capaces de modificar el calor del cuerpo
del pacienta, estableciendose una escala &e 12 grados con ba~
ge en la accifn térmica de las medicinas.

EL ESTUDIO DE LA DEPENDENCIA DEL VOLUMEN Y LA TEMPERATURA.
De &sta 8poca -griega- es Herdn de Alejandrfa (62-150 d.n.e.)
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. quien observa que 61 aire se expande cuando se calienta, ESTA

;BLECIENDOSE UNA DEPENDENCIA entre dos propiedades de los obje
,.‘t.os, esto es, que el gumern:o de volumen evidencfa aumento de
calor., M&s esta propiedad es cualitativa,

Posteriormente Galileo Galiledi (1564-1647.) es cuien al es
tudiar las obras de Herdn formula de nueva cuenta esta depen-
dencia, siendo el de los primeros en sefialar la importancia
de realizar mediciones precisas, de esta manera Galileo cons-
truye un instrumecnto, el TERMOS-
COPIO que muestra las modifica-
ciones del volumen ‘con el calen-
tamiento. Instrumento compuesto
de un tubo con una bola en el ex
tremo en la cual habia aire y en
el otre lado abierto del tubo se
situaba en un liquido. La colum-
na del .lfquido en el tubo baja
cuando el aire se hace mis ca--
liente o sube ‘cuando c¢ste se en-
fria. (fig. 1). Sin embargo la -
altura de la columna de agua de-
pendfa tanto de la tcmperatura
como de la presifén atmosférica,
el instrumentoc no permite medir
' la dependencia establecida entre volumen y temperatura al in-

tervenir la presifn atmosférica. Por otro lado, este aparato
80lo parmite sefialar el estado mis o menos caliente del gas,
esto es, en forma comparativa.

FIC. 1. Termimetre de Gallteo

Posteri te, la demia florentina del "Cimento™ cons-—
.txuye un instrumento que elimina la influencia de la presidn
atnosférica y presenta una escala en la que se seiialan las
tenperaturas mfs altas y bajas conocidas_en Toscana, a dicho
aparato Enns llamara ti Smetro y

ygh propondra -

FIG. L Termomerro de los ma-
extros floteminos

oo punto de referencia mds ca--
liente el de la ebullicién del
agua; mientras que NewtSn pro-
pondra el m&s f£rio, al de la -
congelacién de esta. El poste-
rior desarrollo de este instru
mento por Farenheit, principal
mente, pexmitira lograr mayor
precisién en la medicidn al te
ner una referencia mds estable
Yy general. Este instrumento se
consigue a partir de un par de
conceptos compaxativos (el mds

“frio, el mis caliente) que son la base para introducir un con

cepto cuantitativo. (fig. 2).

La existencia de instrumentos que permitan la wedicidn
de una propiedad, en este caso el Termfmetro, posibili
tan describir el comportamiento de m&gn&tudes en forma
cuantitativa, esto es, lograr explicar la dependencia
entre volumen de un gas y su temperatura.

.Bn la medida que se construyen instrumentos que permitan
la formulacidn de conceptos cuantitativos, requerimos concep=—
tos y simbolos que expliquen estos fend s y asi log la
abstraccifén de los aspectos de la realidad que deseamos des—
cribir. )

Asf, en la formacién de conceptos, inicialmente se atribu--
yen propiedades de distinta naturaleza al calor de el £xio. pe
esta mancra F. Bacon en 1620 caracteriza el calor como “un mo

.vimiento dilatante”, igualmente en 1658 Piletro Gasendi sefiala

que los atomos de frio eran agudos, "formas de iga‘t.tnadro‘ que

.al penetrar en un cuerpo lo hacian nids sdlido.

rosteriormente con la formulacién de la Teorfa del cnq—_;
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se dard explicacibn de como sera la combustién y ox!.d-a-
:cidn por medio del deﬁ;ﬁrend!.miento de CALORICO: sustancia o
.elemento de la naturaleza que no se puede 'descomponm: en otra
m&s simple. Un siglo despues, en 1773 Bousinesq define la tem
peratura come sigue: "Sc puede llamar temperatura absoluta de
un volumen no muy grande de cter a la mitad de la fuerza viva

que corresponde a la unidad de masa o a una cantidad propor-
cional a ella.”

Mis’ estos conceptos se van a rechazar por otros mis adecua-
dos,/los requisitos que se exigen seran, por una partes con-
sistencia 16gica que permita al concepto delimitar al conjun
to de objetos que se desea estudiar;y por otra, que pasen la
prueba de la prictica. Es el casoidel calfrico que sera recha
zado cuando sSe descubre que al taladrar los tubos de cafion es
tos se calientan sin que tengan tal sustancia o el caso de -

que 1os taladros mellados se calientan m&s rapido que los que
estin afilados.

Pe esta manera se logran construir concéptos con los que
'se explican las propiedades del calor. Asf los fisicos, como
resultado del estudio del flujo del calor, elaboran tal canti
dad de conceptes que logran comnstruir una rama de la Fisica:

1a TERMODINAMICA. En la cual se (bica el concepto de TEMPERA~
TURA.
-

[ La importancia de construir el.concepto estriba en que
hace objetivo el conocimiento de la Temperatura, el
que Se elabora dentro de una estructura linguistica -
con la cual, en cada proposicién on la que 'el co;wupto
lingufstico participa, logra reflejar el fenbmeno asl

como una descripeidén que presenta pasc a paso deduc--
ciones, concluciones y demostraciones. Esto es, se ubf
ca la "Temperatura® dentro de un discurso Cientifico

que sup a1 as a0 el 1 basaa
J intuitivos e imprecisos

en argumentos
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Finalmente, en la explicacién de las propiedades del calor

por medio de la TEMPERATURA, son de gran ayuda los cor{ccptnn
matemiticos, los-cuales posibilitan el estudio de las propie-
dades en fcrima cuantitativa ¥ en este, desarrollandose la pro~
pla matemstica. -

La matemitica, por su parte, cuenta ya con desarrollos que
tomando como base el NUMERO, consiguiendo no solo avanzar en
x‘nedicioncs mSs precisas, sino quec sobre este concer:o constru
ye dos ramas importantes: la Aritmética y el Algebra, permi-
tiendole dar respuesta a problemas cada vez mis complejos.
Asi, en este marco, consigue abstraer propiedades de los ga--
ses tales como el VOLUMEN y la TEMPERATURA, y comparando un -
gran nGmexo de mediciones de estos conceptos, intenta estable
cer la ley que explica la interdependencia de tales magnitu--—
deg variables, gue en forma general diriamos que se presentan
cuando se trata de cxplicar el movimiento, el cambio. Esto a-
parece rcflejado en la matemftica por medio de los conceptos
que actualmente llamamos MAGNLITUD VARIABLE y FUNCION.

El hacer conciente esta extensién del objeto de estudio
de ia matemftica, determins la transicisn a una nueva e
tapa: la matemitica de las magnitudes variables.

Volviecndo al problema da la P tura, al con ins
trunentos de medicién, precisados los conceptos de los cuales
se desea establecer su dependencia, aparece el concepto de =

funcibn como forma con la que se puede establecer dicha depen
dencia.

S1i bien la relacifn entre el volumen y la temperatura no
es el Gnico caso que lleva a conceptualizar a la funcifn, mis
bien es uno entre una gran variedad de problemas de magnitu--~

‘des variables de la cual finalmente se logra abstraer este -

concepto y presentarlo como actualmente ge conoce, sin embar-
go, es posible seguir tal desarrollo a traves de esta rela~—
cidn:
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iv) Posteriormente se establece la dependcncia por medio de

: ana la 4 .

uos aspectos de los gases, algunos gque podemoa diacinguir, : ‘:cg 2 elco::enp:ndcsz:ia, :o iualquier :cl];-la sino que es

P »por ejemplo, en el anilisis del Hidzdgeno, uparecen en la si- ¢ -.--hl ebe asoc ar a cada ndmero de la primer columna exac en=
“guiente tabla: .te el segundo nGmero de esta, en el caso que nos ocupa,

la re
! ’ .laci6n serfa: .
Temperatura | Volumen 1 Presidn T =20V
30° 16 em? 6 at. v) Si dnsc:ibimcs’ ‘este comportamiento geométricamente, .~
27° 20 em? 4 at. realizamos lo gue llamamos su gr&fica, esto permite usar una
-26° 21 em? S at. 5 herramienta mis amplia, a la grifica de V contra T cuando P
s 40° 8 cm? 3 at. es constante, se llama Isébara.
- . . 1]
B ©-
1i) De las magnitudes concretas se abstrxae lo que es una o
variable, esto es, cualquier cosa que puede tomar digtintos 321
valores ntiméricos, y la simbolizamos comos: - © . . -V
T, V, P, etc. A . 1 1% 2 :
: ) - - 8L como e 1 o de establecer la de endencu. entre las
111) Acto seguido, de la investigacidén de las relaciones en . . A como en el cas © !
= variables Volumen y Temperatura, en la pzsctica cient!ﬁi_ca -
tre las variables se busca una ley de comportamiento gue esta .
blesca el gue una variable dependa de la otra*. En el caso - gurgen un ‘ln‘-nmen’ de P“'blemas que le"’“ el e“untﬁ’- 1a’
. de com; ar las variables V y T manteniendo P constante, to- . . coz:espondgnciu entre dos va::iablcs. lo que se aborda en for- .
pax ' - :
N imi. . tema de tal e riencia sibilita
- mando madiciones de_estas variables, se pucden representar en . ma 8 lar. La sis tizacidn xpe: po .
an de col asif-" _d: parejas de nfmeros. Es de gran in llegar a expresar de menera m&s definida lo gque sexa el con-
Ry A ° bt ' cepto de Funcifn, en este sentido nos referiremos a ellia como
teres que el primer elemento de la pareja no se repita en la .
columna.. un conjunto de pares ordenados (x,y) que presenta una corres-—
pond ia 1l de ¥ pecto a X, lo cual sSe expresa bajo
v Iz el modelo ., y cuya representacién geomé‘ui
= = ca en el plano se llama la gr&fica do la £.unc16n. -
1 20 . O . . .
1.1 122 B,
1.15¢ 23 , YPara discutir fincionas o rvelaciones eatre cantidades, sin enunciar forzulas es =
- s . . - pacificas, e}, patendtico-Leoshard Euler desarrollo la. ingenicsa idea da usar u= .
1.2 na letra del alfabuto ~como f- pars denotar wma funcifn o relaciSn. Howard An- .
: . . " ton, CBlculo y Geomatrfa A. V. I. L.W. 1986.
e . - .

"n t‘tﬁm funcifu® fue usado primerc Jor Leibniz en 1673 pan d.no:n- la dupcn
ds una cantidad respecto a otrs". H. Anton. .

- T edle : R . _ : -42-




Sera posterilormenta, en el =iglo XIX cuando el concepto de
funcibr®® se presente en la forma como aciualmenta se conoce.
Siendo mis abstracto y general, con lo cual se amplfa su esfe )

“xa de aplicaci6n, y al mismo tiempo sirve para fundamentar to
da la matenitica del movimiento que se ha construido, esto es,
el cidlculo Diferencfal e Integral.

En las siguientes secciones estudiaremos de las funciones
aspactos tales como la definicifn actual de funcibn, y la cla
sificacifn de las funciones reales -llamadas elementales- que

sirven de base para el estudio del C&lculo.
pe

§2 pefinfcién de funcidn .

Pasaremos ahora a fomlizar el concepto de funcién, para e-.
1lo utilizamos 16 gue es una relacifn. G:sbemos advertir 'que solo
trataremos en ambos conceptos, con relaciones y funciones estableci
das entxe >8 realas, la definiciSn de ambas pudde hacer
se de manera general.

DEFINICION: Una relaciSn € es todo subconjunto no va-
cio de R x R.

Denotaremos a las relacicnes con letras de la lorma'-.d{ ,ﬁ,'@
J, r eeey . Por otra parte, las relaciones que nos interesan
son aquellas que se definen mediante expresiones algebraicas, vea-
mos algunos casos en los siguientes ejemplos:

1.- Son relaciones: {(1,2),(2,6),(1,7),(1,1.5),(~2.3. .}
) £01,1),02,1/2),(3,1/3), (4,2/4) ... .}

r

'bm #0n conocidas como nqﬁ.l:n]_u ded tiyo Scrlp:.‘

‘*a" ] Cauchy dofine escncislments uns funcifn como lo hacemos noaotros hoy, aun~
".Que _&n un lenguaje vago todavis,” M. Bourbaki, Elementos de Historia ds las Hl"

tnid.m. P 272 ' T
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..2.~ Son relaciones definidas por expresiones algebrn'icau:
J—((X.y)'cm‘ly-n PR

‘:ﬁ"- {(x,y) c:n‘ly’<x) o

Para n’ - ;\ x )R como se recordara, tiene su representacin
én sl Plano Cartesiano, asf la ubicacién™ de las parejas ordenadas
de una relacibn en ese plano coordenado Cartesiano le llamaremos -
"grdfica de la relacién". Asi continuando con los ejemplos tenemos:

3.-81 F = ((x,¥) §R‘ | v = 2x + 1} su grifica es:

,,/4,
7

Int.roducizemoa ahora dos conceptos gua nOs seran ﬂtilel para

~44-
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DEFINICION: Sea H una relacifn en R x R
a) Dado x: € R, se llama IMAGEN DE xo bajo ¥ ,
y'(x.), al conjunto de todos los y tales -,
que (xo,y¥) ¢ F .
b) Se 1llama DOMINIO de la relacién Dy , al
- conjunto de todos 1los x ¢ R para los cua—-
. les F (x) 4 ¢

Ejemplos:

5.~ €1 ZF {(x,y) eR* | y?2 + x? 5 25} , se tiene que
E(-3 =L 4,4 , Fs) =(0}, F6) =4 atc.
¥ Dg = [-5,5] .
6.- 51 F = {{x,¥) €eR? | x £ 3} entonces F (1) = F (0) =
Foyem Fuis) -4y Dg =1--.3]

Con los anteriores elementos conceptuales, precisaremos sl
concepto de funcién en R.

DEPINICION: Sea AC R, A ¥ ¢

81 FC A xR as una relacién. Decimos que E:4
@8 una funcisn si cumple:

a) Para todo X € RAs x) # o

‘b) Para todo x € A7 F (x) = {y} es unitario.

Observaciones: 1) Las condiciones dadas en la definicién, pa-

ra que una relacifn 3‘ sea funcién son equivalentes a las 81
guientes: .

a Dy =a .
b) 81 (x,y) eF a tx,2z) € ¥ , entonces Yy - z.

2) Comunmente se simbolizan las funciones con
letran mindsculas £,g9,h, etc. y a la axpresién £CA X R

- -a5-

o

por £: A e R
. X p—e £{x)
donde f£(x)} es ei-dnico elemento asociadoucon xX.

La segunda relacidn del éjemplo (1), la primera xelacién del
(2) y la expuesta en (3) son funcfones. Las restantes no lo son, °
veamos porque:

En la primera del ejemplo (1) se tiene que (1,2) y (1,7) son
paredjas de la relacién, luego su conjunto imagen del 1 es {2,7} el
cual no es unitario; la segunda relaciSn del ejemplo (2) presenta
el caso que ,ﬁ (-2) = ¢ , y ademas ,ﬁ(l) =[—1,1] los cuales -~
claramente no son unitarios; En el €jemplo (4), se tiene que para
todo x en R, ‘,0 (x) = ]‘-‘“,1[- . Queda como ejercicio mestrar que
las relaciones (5) y (6) no son funciones.

Como una funcidn asocia a cada elemento de su donminio uno y
solo un ndmero real, 'ln gr&fica de unx, :cl;éidn corresponde a la de
una funcifn, si la recta perpendicular al eje ‘de las x qgue pasa -
por los puntos del daminio corta a la grdfica en uno y solo un px;n—
to.

Ejemplo:

1) sea Fr:R—»RrR; F = {(x,y) | y+ x? =2}, Lagzrd

fica es: y

como se puede observar D? -R
y para cualquier x ¢ ), a1
trazar una perpendicular que

. pase poxr x, la recta corta a

la grd&fica exactamente en un

2 3 % punto, pox:. lo que se puede a-
firmar que la relacién F es
una funcida.

) La expresién y = £(x) es una £6rmula con la cual al tomar un
elemento “a* del dominio da la funcifn £, y substituirlo por x en
. 1a’expresitdn, nos permite obtener la imagen de "a": y = f(a) y por
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tanto una pareja (a,£(a)) de la funcién £.

Esto no debe confundirnos y reducir el concepto de funcifn a
lo que usualmente se llama la regla de correspondencia, es decir, a
y = £(x); la raz8n es que la regla de correspondencia no establece
el dominioc de la funcidén -queda impreciso a que conjunto nos referi
moa y la expresidn £(x) presenta una infinidad de »equivalencian—.'

Ejemplos: '

8.- Si nos referimos a una funcién £ y solo sefialamos su re—
gla de correspondencia £(x) =Y5 + x ; afirmar que ..
(515(5))1 (26,£(~6)) pertenece a la funcidén no tiene sen-
tido.

9.~ Al referirse a una funcién y solo poner como lo principal

. B8u regla de correspondencia, sucede que £(x) = Bx y .o

g(x) =-(x + 2% = (x - 2)* parecen ser funciones distin-

tas, lo cual es falso, puesto gue estan definidas por ex~
p:esion}es algebraicas eguivalentes.

§3 El dominio de una funcifn .

El establecer en forma concreta cual es e].' pominic en el que
se define una funcidn £, y cobtener la & de un el "a" del
dominio de £; son las dos primeras dificultades que abordaremos.

Asf tenemos que una funéwn £ dada por la regla de correspon~
dencia y = £(x), el dominio se establece conviniendo que la varia-~
ble x se restringé Gnicamente a valores tales que al subatituirles
en la expresién £(x), ésta sea un nfimero real.

A: considerar por ejemplo la regla de correspondencia ol
¥ = ——y , esta definirfa la funcién £: A——=R S
: - X b LX) = oy
—47-

donde A =R - {1} es el dominio de la funcidn.

De la misma manera una funcién real con regla de cctresponda{l_.
cla y = Vx* -~ 1 tiene como dominio al conjunto —
Je=,-1 U 31,0

Tampien se Jeba tener ¢cuidado al calecular la imagen de un elg_
mento del dominioc de la funcién; por ejemplo, en el caso de la fun-
ci6n xreal cuya regla de correspondencia es y =,/(-;____2—)—2 » NO es
equivalente a y = x - 2 , sinoa ¥y = |x - 2]~ ‘

§4 runciones elementales .

Clasificarcmos las funciones reales, a la vez que haremos &n-
fasis en sus grificas, lo que nos permitira conocer en forma cuali-
Ttativa el comportamiento de la funcifn. Asf mismo daremos tfcnicas
que nos permitiran un mejor trazado de las.gx:aficns. E

4.1.~ Grdfica por medio de tabulacién o “"por puntos®.

El lector esti ya familiarizado con éste método, el cual con-
siste en "asignar® valores del dominio de la funcién a la variable
x, para sus imd : corregpondientes tomando parejas or-
denadas de 1la forma (x,f£(x)):; procediendo de esta manera se ncumula'
un nfmero "suficlfente” de ollas, que representadas en el plano eoo_:;
denado nos sirven para "esbozar® la foxma de la gréfica de la fun--
ci6n. Usemos ol método en el trazado de las sigulentes grthcnn.

‘3.~ 588 £i1 R Ri X p—up £{x} = 3, propongamos valores
para nuestra tabla:
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. x J-3|-2J-1JoJ171273" ]
-:hr-t(x) IEEEIBREREEE

_r:en ;Lou cuales hacemos su grifica:
RN s N

o3

Es claro que si en lugar de 3'53_ Eqbie_;'a.puesto otx:o'valog consg

tante "c", las imigenes tomarian ese valor. Generalizando, a

’ ¥ ’ ia funci6n real cuya regla -
de qarzeéponﬂcncia es £(x)=c,
se le llama Funcién Constan-
te, y su grifica corresponde
a la de una lfnea xecta para
lela 2l eje de las x*s que

» Pasa por el punto (0,c), es
decir, corta al oje de las
Y's en el punto ¢. (£fig. 3}

)3‘9) » €30

£ig. 3

2.~ Sea f1 R~——eR; X+——£(x) = x .
Asignando valores para x tenemos:

3] -2 [~
(x) { ~3] -2

sfoji{2(13]4
011{273}4

8u gréfica es una recta que pasa por el origen ¥ bisecta
los cuadrantes I y IXI.

—40 - . ’ B

Esta funcién se conoce como funcifn identidad,

3.~ Sea f: R—wR; Xi——e £{X) =.-x
Tabulando tenemos:

X [_x]-3]-2J-1T o} 3 of 3}
P T N A NN ) 5 Y N
Y su grdfica es una recta qua pasa por el origen y por
" @l II y IV cuadrante bisectdndolos.
3

Observese en ¢l ejemplo 2 —funcién identidad- que si x1 § xa
entonces £{x;) < £(xi1), eato es, que a medida que las abscisas cr,_'
cenl, las a dag tambien ; por lo que sa dice gue la fun-
cién &8 creciente. Asl mismo, en el ejemp].o 3 . T, -+ tenemos
qua sf x31 <x: entonces f£(xi} > f£(xs), an aste caso la, quﬂ.ea
de £ cae conforme x crece y la funcién se llama decreciente. ‘EBn for
ma precisa sa tiena:
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DEFINICION: Sean f: A———eR una funcién y S un subcon

junto de A, se dice que T i

i) £ es crecilente en S si para todo x,;, X3
en S, £(x,;) < £(xi) siempre que X3 < X3 .
£ es decreciente en S si para todo x;,X2
en S,f(x;) > £(x2) siempre que x; < X2 .
f es constante en S si para todo X,
en S, f£(x1) = £(x2).

11)

111) ¢ X2

La £6rma de las tres funciones anteriores corresponden a los
casos miy simples de las llamadas funciones lineales.

4.~ Sea £: Ree——eR ; Xt———mf(x) = x?
Tabulando tenemos que:

. x|-2{=3l=al=Sfoldle]3]2
s | 4} 3] 2] Flo{El2)%]s

con lo cual un ef;bozo de su grifica es
¥

Este tipo de grifica es una parsbola con vértice en el origen.

. HOtese que f es decrefientes en ] -=,0] y crecients en - ...
. [o.-[ {verifiquelo usando propisdades de orden). Ademas ol mini-
g_g valor que alcanza £(x) es cuando x=0, puesto que si xF0 enton
ces :gx), > 0. Es claro que f no alcanza un valor m&ximo en el domi
niom, ’

“-reales, y no exista un valor miximo o n!ni_.mo de £ en esa dominio

5.~ Sea £3 R——+R; X+———f(x) = -x? .
S{ tabulamos, llegamos a que su grifica tiene la siguiaen-
te forma: .J

En este caso tenemos que la pardbola con vértice en el origen
es creciente en }-—=,0] , decreciente en [,0,-[ ; alcanza su va
lor miximo cuando x=0 y no existe un elemento "a®" del dominio tal
que £(a) ‘sea un valor minimo,

6.- Sea £: R——R; Xi—=2(x) = x°

Asignanado valores a x y ob endo sus tivas im&
tenemos: .
-3 -1 1 3
x—2—-2-—l—-2021!-2
PYCN RS = R = DS N A
As{ la griafica es:
b J
I
1
° " Py x .

La funcifén es crecients en todo su dominio, el de los ninercs

D=
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7.~ Sea £: R R; X £(x) = -x*

« S1 sa asi‘gmsn valores, la grifica de £ rasulta como sigue:s

Esta funcién es decreciente en R y ademis no existe un valor
miximo © minimo de £ en su dominio.-

4.2.~ simetrfa, traslacidén y estiramiento.

A partir de las anteriores funciones construiremos una amplia

variedad de funciones; para ello, precisaremos criterios que nos sir

van para tal efecto, como son la simatrfa, la traslacién y el esti-—
ranisnto. )

Simetxia.

Se d'nnomina simdtrico de un punto M,; con relacién:

1) A una recta AB, la remidad M, del obtenido txa
zando desds M; la perpendicular sobre la recta y prolon-
. .. gandola ¢on una longitud igual.

2) A un punto O, la extremidad M; del segmento obtenido pro-
longands M0 con una longitud igual.
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My
Simetria con respecto
a una recta, a un punto.

Simetria con respecto

Esta propicdad geomftrica de las f£iguras, lo aplicaremos en
el estudio de la gré&fica de funciones considerando tres casos:

a) Simetrfa con respecto al eje de las y's.

b) Simetria con respecto al eje de las x's.
c) Simetrfa con respecto al origen.

" a) Simetrfa xespecto al eje Y.

Si consideramos la ramn positiva de la grifica de la parfbola
con regla de correspondencia y = x%, como se cbgerva, &a partir de
las parejas que pertenecen a esta rama, podemos localizar los pun-—
tos qua corzesponden a la parte o rama negativa de la gr&fica de £,

\ 3 puesto que la imagen de x y -x
es la misma. Es decir, elementos’
del doninio que son equidistan-
tes, presentan imSgenes iguales,
- £{x) =k m(=x) *=f{-x), el efecto
que se produce es similar al de

X obgarvar un objeto reflejado en
= un objeto. Podemos decir que d.u-:
do (x,£{X)}) en una rama ds la -
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curva, el punto reflejado respecto al eja y que es {-x,£(x)) perte-
nece a la rama Complementaria de la grifica. Este hecho en general
lo llamaremos simetxia respeccto al eje de las y's.

Cuando la grdfica de una funcifn tiene simetrfa respecto al
eje y, su trazado se facilita, pues bastara con graficar puntos que

pertenecen a una rama de la curva, ya sca la rama derecha o la rama
izquierda. Asf tenemos:

DEFINICION: Una funcifn es simétrica con respecto al eje
Ve Y, 8i para todo a elemento del dominio de £
se cumple que f£{a) = £(-a). En cste caso se

d!.c.a‘qu(_a__la funcién es par.

'Dé los césos presentados, las grificas @e (1), (4) y (5) son .

simftricas respecto al eje y, es decir, son funciones pares.

b) Simetria respecto al eje x.

Este caso nos interesa al compararse h.gtltlcn de dos funcio
nes. Asi se dice que:

DB?INAICIOBH Dadas dos funcicnes £ y g, la ;grlf.{.:i Qe
B v +de g es simStrica respecto -x.s:ja x Bl
para cada elemento del dominio dc £ (o
de g) se ticne que g{a) = ~£(a)

. -55-

£ y g son simétricas respecto al eje x.

Ejemplos de funciones simétricas son:

i) Las funciones constantes £ y g tales que £(x}=c y g(x)=-c.
1i) Los casos (2) y (3); (4) y (5); (6) y (7.

c) Simetria respecto al Origen.

¢son simdtricas respecto al eje y los casos (2), (3), (6) y
(7)?. La respuesta es NO, sin embargo, estas p un porta-
miento que obliga a hablar de otro tipo de simetrfa, la que es con
respecto al oz.i;;en de coordenadas.

Considera el ejemplo (7), la funcifn presdnta como regla de
correspondencia £(x) « x' , es claro que si (a,a’) es clemento de £
entonces tambien (-a,~a’) es elemanto de £, Esto indica que puntos
de la grifica cuyas abscisas se encuentran a la misma distancia gdel
eje de las y's, les -cor pond L das a la misma distancia del

eje de las x's, en direcciones contrarias; esto es, puntos qua son
diametralmente opuestos.

Si consideramos la rama positiva de la gréifica sigulente, el
complemento do esta se obtiene realizando un giro de 180° de la ra~
ma con centro en el origen. A esta propiedad de la figura se le 1lla
ma simetrfa respecto al otigeh ¥y el cual precisamos:
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DEFINICION:’ Se dice que la grifica de una funcibn £ es sim
4 métrica respecto al origen, si £(a) = -f£(-a)

para cada elemento a del dominio de f. En este

caso se dice que £ es una funcifn impar. -

Bjemplos de funciones imparces son los cz{sos {2), (3) (6) y
(T . '

Traslacida.
a) TraslaciSn vertical.

Considere el caso (2}t £: RewersR; X e £(x) = x, 2Que le
sucede a la grifica si a la regla de correspondencia se le suma una
constanta c?, esto es, ¢como es la grdfica de g: R——=R; oe
X p———ef{x) = X + c?. S§1 consideramos los casos en que c = 3 y Cw-2,
al tabular para el primer caso, se encuentra que las imigenes de g
al compararlas con las de la identidad se observa gue estas se in-
Ccrsmantan en 3 y en el

g caso sa d en 2 unidades; -~
de esta manera al graficarlas en el mismo plano cartesiano se tienes:
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En general, si la regla de correspondencia de una funcién -
real es £{x) = x + ¢, su grifica se traza paralela a la identidad
y desplazada del origen sobre el eje y ¢ unidades; gridficamente ob-
tenemos: ’

"familia de curvas gue corresponden a, funciones realaes de
la forma y = x + c”.

De la misma forma, si analizamos la gr&fica de las funcionas
reales cuya regla de correspondencia es g(x) ‘= x* 4 c, cOn © una -
constante dada, ( como se hizo con f£(x) = x?), obtendriamos que: g
es decreciente en ] -=,0] , creciente en [0,-[ . su valor mfnimo

1o alcanza para x = 0 y e8 g(0) = ¢; es simétrica respecto al ejs '

de las y's y su forma corresponde al de una paribola con vértice en
(0,e) . '

Finalmante, comparando las grificas de £ y g, funciones rea- =

les con regla de correspondencia f(x) = x! y g(x) = x® + ¢ tene~
mos gue g se encuentra desplazada respecto de £, sobre el aje &a -~
las y's, ¢ unidades quodando como sigue: . M
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gix)=x+c; 000 ¥
PR o2 foo =2t

140 <O

/ x
Genefalizando tenemos: /
DEFINICION: Sean £ y g funciones reales tales que para to
da x; g(x) = £(x) + ¢ entonces se dice que
las drdficas de £ ¥y g tienen la misma forma y
" que la grdfica de g esta desplazada c unida--
. des respecto de la de £.
b) Traslacifn horizontal.
Un comportamiento similar pod ar al las

gré&ficas de funciones que tienen una misma forma y que Se encuen-—

tran dasplazada una respecto de la otra ¢ unidades scbre el eje de
las x's.

Veamos algunos ejemplos: consideremos la funcién real £ con
regla de correspondencia £(x) = %% y traslademos la grifica de £

sobre el eje de las x's, 3 unidades a la derecha, obteniends la q:_&_
f£ica de g.

como se pueda obsorvar a cada punto P de la grifica de £ le
corresponde un punto P* en la grdfica de g como resultado de la -
traslacidn.
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k]
i3 g al compararse tales puntoz te
nemos que si a es la abscisa
- de P, a P' le corrcsponde la

abscisa a + 3 , manteniendo P
Yy P' la misma ordenada.
En forma inversa, si toma-

Plas3,5}  mos un punto P' de g tal que a’
es su abscisa, podemos cbten
ner su ordenada g(a‘) a o=

d=cc-3 3 “a? x M pazw

tir de £ si evaluamos £{a‘'-3),
esto es, la grdfica de g se

. encuentra trasladada tres uni
dades a la derecha. De acuerdo a lo anterior, la regla

dencia de g sc obtiene a partir de la de £ como sigue:

de correspon

Sz.f:(x) = x? entonces g(x) = £(x = 3) = (x - 3)*

Al considerarse las grdficasde las funciones £, g y h cuyas
reglas de correspondencia son £(x) = X . gi{x) = x = 1y hi(x) = .,
x + 2, respectivamente, puede cobservarse qiue respecto de £ las grs
ficas de g y h pueden interpretarse como resultado de un de un des-
plazamiento horizontal a la derecha o izquierda de £ quedando como
sigue:s 8{ se desplaza f a la derecha una unidad, se suma -1 a la va
riable x y si.lo hace a la izguierda, 2 unidades a partir de £, se
le suma 2 a la variable x. / ”

Lgae-y
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Pasemon al caso generxal:

Sean £ y g dos funciones reales cuyas grificas presentan
la misma forma, conociendose la regla de correspondencia
de £. Resulta que la regla de correspondencia de g se -
puede obtenex a partir de £ como sigue:
a) En el caso que g se désplace a la derecha de f ¢
unidades, =e obtiene que
g{x) = £({x - ¢c)
);y En el caso que g se desplace a la izquierda de £
c unidades, se obtiene que
B G(x) = £(x + <)

Analicemos ahora el comporta

miento que presenta la gr&fica de

‘h‘um funcién cuya regla de corres-
pondencia es y = £(x)} respecto
:de la funcifn cuya regla de co-~
2 &% rrespondencia es g(x) = af(x).
Considaxencs t, g y h tales que:

£(x) = x,'5(x) = 2x ¥ ~h - i

v gix) 2x_y " hix) I x.

. -51- ! ’

cuyas raespactivas grdficas son las quu aparecen en la figura del f’_._

nal de la p&gina anterior.

Observese que el efecto que se produce en g, Xespecto de £,

. 8@ éuedu interpretar’ como un euti:gm}.ento de las im&genes de £ (ob~
tealeadose, precisamente las de g); en cambio en el caso de h res-
pecto de f se realiza una contraccidn de las {migenes, todo lo cual
esta esta en funcién del valor de la constante a, {(a = 2 en el pri-
mer caso y a %‘- en el seg_urido)

algo similar sucede para 1los casos en que £, g ¥y h tienen las
Y
reglas de correspondencia: .

£(x) =x? , gOx) = 2x* y h(x) = 3 x?

cuyas grdficas son:

; ) £ b 1%3

L8 <% -3 -& - * T 3 3 * 3

Nous,i timlmentu, que e1 efocv.o da estiru: o contzne: ums gxi
ttu 16 decide la, relacién del nmero a tespect:o de 1, In:.cndo a -
ponitivo, :emxa.ndo-

DEFINICION:. Si £ y g son dos funciones reales tales que
g(x} = af(x), a_> 03 se dice_que la gr&fica
ide g ma obtiena a partir de £ mediants un €d-
tiramiento o una contraccién de sus imfgenes
(sia >1 oeia<lrespectivamenta). - '
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g&)'-u'f(x). cwn oL, .
“hxymafiz), con act.

$5 Punciones polinamiales.

El trabajo hasta aqui desarrollado nos permite presantar dos
formasn qenenlos de xpgla de cox‘respondenciu, para un cierto tipo -
de funciones, con los cuales podemo- hacer, a su vez, un andlisis
dstallado de sus pmpudadau y mostrar la forma geométrica de su f-
qzl!!.cn. esto as: - 4

1) £ R—an . .
Xp—prLf(X) = ax + b; con a y b constantes.
Forma lineal.
2) f1 R —R

X p——ef(x) = ax® + bx + ¢ con a, b y ¢ constantes.
v ot - Porma cuadr&tica

Estas funciones son casos particulares ds las gue llamaremcs
' Punciornes Polinomialas y que ahora pasamos a estudiar.
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DEFINICION: Se dice que P(x) es un polinomio en una
* Variable si es de la forma:

n ne-1 20=2,
+ + e e ot
a-nx +a % A% a,x +a

0
e E
dornde 2., @ _1¢ B, 5reeeBys 8, 5OD nime
ros reales y los exponentes n(imeros na-
turales.

-Ejemplda:
7x% 4+ 15x% - 3x? - 2x + 1
-3x" + 3x* + 4,
DEFINICION: Se dice gue el grado des P{x) es n, si n

. es el mayor e,:pcm:ntc que aparece en el
polincmio.

Eiemplo: . .
& . 6x? + 3x* + 2x* + x + 1 es de grado 5

DEFINICION: Una funcién £ es polincmial si su regla
de correspondencia y = £{x) es un po
linomio.

El siguiente resultado sera demostrado posteriormente, sin
embargo lo utilizaremos para obtener la grdfica ds funciones polino

‘minles:
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TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO PARA FUNCIONES POLINO
MIALES.

Si f es una funcidn polinomial tal que f(a)} g £(b)
donde a < b, entonces £ toma todos los valores en-
tre £(a) y £(b) en el intervilo [a,b] .

Dos consecuencias de este enunciado, son las dos siguientes:

~Si f£(a) y £(b) tienen signos opuestos, entonces existe ..
c e Ja,b[ tal que £(c) = 0. Ademds, el nGmero c se llama
un gere de la funcidn.

-54 ¢ y @ son dos ceros de una funci‘én polinomial tal gque en-
tre ellos no existe otro cero, entonces en el intervalo ...
Je,af £ no cambia de signo, esto es, si tomamos un nGmero
ke ]c,d[ s @entonces el ‘signo de las imigenes de todos los
elementos del intervalo son iguales al del siqno de £(k) vy
llamamos a £(k) el valor de prueba. -

Pinalmente, un resultado:. El1 Teorema Fundamental del Algebra,

nos permitira hacer el trazado de la curva con mayor exactitud; es-
" te xesultado lo enunciaremos Gnicamente, ya que su demostracién que
da fuera del alcance de estas notas:

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA:
Una funciSn polinomial de grado a presenta a lo més
n cerxos.

As%, si es posible escribir una.funcion polinomial en la for-
ma £(x) = (x = bi}(x -~ ba)(x = by)...(x = b}, por el resultado
anterior, sabemos que esta funcifn intersecta al eje OX en los pun-
tos b, ba, baseessd .
H “Ilus 1 lca

ores zesultadou con”un ojemplo:

-medotam- la tunctan £3 n—-n,_x..__..:(x) - x‘ * x’ - 2x
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Al factorizar el polinomio tenemos que

XY+ x? - 2¢ = x(x? + x - 2) = x(x + 2} (x - 1); por lo cual los ce-

ros de £ son: x = 0, x = -2 y x =1,

Asf estos valores definen 4 intervalos en el dominio. en cada
uno de estos elegimos un elemento x, tal que al calcular su imagen
£(x)}) nos indicari el signo de £{x) y por tanto la posicién de la -~
gr&fica en el intervalo respecto al eje de las x's, lo cual podemos
represlancarlo en la sigquiente tabla.

Intervalos{ Valor de Prueba |Signo de £(x) | Posicifén de la gré&fica
TJew, -2[ £(-3) = -12 - abajo del eje OX
1-2,0[ £(-1) = 2 + arriba del eje OX

Jo,2[ £(.5) = -.625 - abajo del eje OX
T Jael | £ =8 + arriba del eje OX

Con la anterior informacifn tenemos algunas parejas de la fun
c1én, asi como el comportamiento de la funcifn en cada uno de los 4
intervalos, por lo qua’ 81 grifica tiene la forma que se da a conti-—
nuacién. .

e

(N ) . -
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§6 Funciones racionales

DEFINICION: Una funciSn £ es racional si su regla de co-~

r:espondencin es el cociente de dos polino—
mios,
P(x)
£00 = arRr
en este caso se tiene que
’ Dom £ =R = {a e® | Q(a) = 0} '

Iniciaremos el estudio de este tipo de funciones analizando

un caso

1)

2
3
4)
5)

- -

. 6)

particularr consideremos la siguiente funcién:

. £: n- {1} —= =R -
X — £(x) = ot

=T

Como el numerador es la constante 1, se -aigue que £(x) 40,

pa:a cualquier valcx: de x, por lo tunto la grdfica no corta

Tal eje’ ox

si x < 1, % - 1< 0 por lo que £(x) < O para xs]v-,l[
8L x % 1, x-1>0po:10quef(x)>0 parax;]l,-[
Adcuﬁd !(1) no tiene sentido.

AL ubul.u: puntou de la- grlf!.p.a cuya absgisa sca un valor
cercano a 1 tenemos:

£(1.1) = 10 : ¥ £(0.9) = -10
£(1.01) = 100" £(0.99) = -100
£(1.001) =-1000 |- £(0.999) = -1000
£(1.0001) = 10000 . -£(0.9999) = -10000

31 tabular puntos de la gr&fica cuyos' valorea se alajan de
1 tenemos:
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£(2) =1 £(0) = -1
£(11) = 0.1 . £(-9) = ~0.1
£(100) = 0.01 £(-99) = -0.01

7). Finalmente la grdfica' tiena la siguiente forma:
3 .

N
'\
‘2

t——
=1} ¥ T ) x -
)
-2
A '‘partir de . obsexvaciones - al ejomplo anterilor

haremos comentarios y daremes algunas definiciones que ayudaran a
visualizar estas funciones an su aspecto mis general.

Asi se tiene que cuando X tcma valores pr6ximos a 1, se obser
va que la grifica tiene comportamientos distintos cuando x es mayor
que 1 y cuando X es menor que 13 en el primer c&so, £(x) es cada -~
vez mis de y en el gundo £(x) es cada vez mis pequeiia; ‘esto
se puede expresar ¢n forma mis precisa como: ’

£(x) crece sin lfmite o tiende a infinito cuando tomamos X su
ficientemente proxima a 1 (x > 1) se representa de la siguiente ma-
nera:
. £(X) e cuando x——1"
£(x) decrecs sin limite o tiende a menos infinito cuando towma
mos x suficientements prfxima a 1 (x < 1) se representa de la si--
guiente manera:
£(X)——w -® CUARAD X———p 1~
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!.l llevax ent_o comportamiento a la qzafica, se induce a la si . Con lo visto hasta el momento podemos presentar un método pa-
guiente preciaién. ‘xa trazar la grifica de las funciones racionales. '

. — .
. derem E funci6
DEPINICION: La recta X = a es una asintota vertical . Considexemos a £ una ncA n racional tal que
para la grifica de la funcién £ si ' £(x) = Bix)
. atxy
E(X) b 6 £(X) e = }
cuando x se aproxima a a tanto por la ' : : 1°. Encuentrense los ceros del numerador P(x) y localifcense

izquierda o por la derecha. . : en el eje OX.

- +.
(X ————a S Xe——=a") 2?. Encuentrense los ceros del denominador Q{x); si a es un

’ cero, la lfnea x = a es una asfintota vertical., Trace -
o x = a en forma punteada. :

Las asfntotas verticales son caracterfstica comin de la grafi 3 N - P

ca de funciones racionales. As{ tenemos el siguiente resultado: . 3°. Encuentre los valores de prueba y signo de losiintervalos

que determinan los cerxos da P(x) y Q(x). Con esta informa

. .ci16n encuentre cuando £({x) esta arriba y cuando abajo del
S1 a es un cero del denominador Q{x), entonces la gri . eje OX :
fica d¢ £ con . £(x) = E{ir Presenta la asintota ver— . . - )

tical x = a . S 4°. 81 x = a es una asintota vertical, use la informacifn =~

dal paso (3)_ para determinar en qua cases f(X)e—a—e= = o
£ (X) ~m——e- —  CONFOXME X ~——everd” 6 X ————sp-2

Asf mismo, en la funcién del ‘ejemplo anterior se observa que

- : ' 5°, Use la informacién de (3) para determinar cuando la grifi
al hacer |[x| su:icientemonce grande, la diferencia de £(x) con © ca corta al eje OX . hd
@8 cada vaz menor; esto es, t(x) se aproxima al cero conforme |x| . R : .
se hace sufici P do de otra forma . 6€*. De ine al iento de £(x) cuando Xe——e= y

g(i ) o ¥ cuando X =~ == , Do tal forma qus Si £{X) ——— b en
. * 0 cuando x - ¢ . tonces 1a recta y = b es una asfntota horizontal. Ea ca
£ ‘o cuando  x - - 580 que b ¥ 0 , representala en forma punteada.

en esta caso sa dice que la recta y = 0 es una asincou horizone- 7°. Dibuje la gr&fica, tabulando algunos puntos mas, siempre
tal de la gx8fica. de esta ma.nera, se tiena tambien 1z sigufente -~ que lo considare necesario.
precisién:

Pasemos a aplica: el mtodo en los liguienbes ejemplos:
NICION: La xecta y = b es una asintota horizontal

- [ . . 1l.= Grafique f1 R = {3 2} ——= R
para la gréfica de la funcifn f, si s . i - oo - XL
£(x) ~——b CUARJD Xww—-tm= O x34x-6
- CUANRAD X g

Paso 1. El1 nimerador es igual a 0 para x » =1, luego -1 es un
cero del numerador.
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Paso 2.

El denominader se puede factorizar como

x4+ x - 6 = (x + 3)(x ~ 2); asf los cexos del denouni
nador son -3 y 2 . Luego'las rectas x = ~3} y X = 2
son asintotas verticales, las que se trazan en forma
punteada. {ver la gr&fica).

Paso 3. Los ceros del numerador y el denominador: -3, -1 y 2
determinan la sjguiente tabla:
INTERVALOS | VALOR DE PRUEBA | S1&GiO | POSICION DE LA GRAFICA
1

:{--',-3[ £(=4) = - 7 - Bajo el eje OX
J3-3,-1[ £(-2) = % + Sobre el eje OX
J-1,2f £2(o) = -1 Bajo el eje OX
Jz.=C £2(y = § + Sobre el eje OX

Con la informacitn de (1),(2)

tuacién:

Paso 4.

¥, {(3) tenemos la sigulente si-

-

» @
t

-2t

(]
L)
e
o
.

s
-

P -] SEREERR S S A
.
-
[}
*
N

| .

‘Usanao 1z columna 4 de la tabla y dado que 1a g:au.ca
presenta asintotas verticales en x = «3 y x - 2 teng
. ROS quex
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81 X ~2b= 37, £(X}——p-=
. +

s x —" 30 £
81 x—n2”

s1 x—pz®

Pasoc 5.

Paso 6.

Paso 7.

¢ £(X) i~

N

) E(X)von

\-3

la grdfica corta al
como aparece en la grdfica.

Dado que £(-2) = ¥ y £(0) = =}
eje OX

Para dRterminar el comportamiento de x cuando X——gp&

© Xew—e - = se divide la expresién de £(x) por x que
dando

1,1+
£(x) =_"_+_:.‘_T.t

1y g-%
de esta manera, si x crece, entonces la expresién que
apareca en cada paréntesis son valorxes cada vez mis
pxéximos a cero, esto es,

G0 $hg=p E
esto indica qu'e
£ (%) ——0
Asf le recta

g-0

f(x)——-—-o Bl Xt

Y que
8 Xy -~ .

¥y = 0 es asfntota horizontal de la grd

_fica.

Con la informacién de los pasos anteriores, el esbozo"'
da 1a g:&ttcu queda como ngue:

‘h ticniu usada en el paso 6 me pusde gencralirar, Asf si £(x)=P(x)/Q(x) y el

grado de P(x)

no es mayor que el grado da Q(x), entonces dividas

e numerador y da~

oouminador por xB donde n es el grado da Q(x). En caso que el grado de P(x) sea ma
¥oT qus ol de Q(x) no existen asfutotas horizontales.
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t - I
l i
v
1 .
' '
' 1
i\ ]
1
; :
H [ .
1 ' .
| 1
| H
1
' o
1 e x
' i
H 1
i i
' 1
’ i i
1 1
2.- Grafique £: R- {0} ~— R
x b f(x) = XL A4
N L x2

Paso 1, El numerador tiena ceres en 2 y -2; ya que
x* ~ 4 = (x*+ 2)(x - 2)
Paso 2, Bl dencminador es igual a cero en el punto 0, por 1lo
que X = 0 es asfntota vertical de la griAfica.-
Pago 3. Los ceros del numerador y denominador definen los in-

tervalos J-=,-2[ , J1-2,0f , Jo.2[ vy J2,[ que
originan la sigufente tabla:

INTERVALOS | VALOR DE PRUEBA | SIGNO | POSICION DE LA GRAFICA
T2l | 23 = § + Sobre el eje OX

“Ye2.0[ ] £(-1) = =% - Bajo el eje OX

" Jo.2[ T £01) - 7% - Bajo el eje OX
__]_2,-"[ : £(3) = g + Scbre el aje OX

Paso 4, Como al aproximarse a x = 0 tanto por el lado dar-:nchcvv
como por el izquierdo, la gré&fica guaeda por debajo del
eje OX, se afirma que:

-7 3

£{x}) o= 8L X———0" v

£(x) e 8L xe———s0"

. Paso 5. Como £(-3) > 0 y £(-1) < 0 entonces la curva en .o
- © ]~ 3,-1 corta el eje Ox; de igual manera dado que
£(1) <0 y £(3) >0, en J1,3 1la gra&fica corta
el eje Ox. '
Paso 6. Si dividimos la expresi6n £{x) término a término por
B xz tenemos que
' e 1o

£{x} = —pr—
de esta manera cuando |x| es demasiado grande, tene-
mos que iz es muy pequefic y de esta manera

£(x) f-'--l—-i—-—o— a 1, Por lo cual deci-
mos que y = 1 es una asintota horizontal.

Paso 7. Con la informacidn anterior, la grdfica cs la siguien
- X

ta: .
L] - - _
[ o ot e ————— -
a3 27
. ol s ! x
0 -t
. 2 .

Las funciones que hemos estudiado® hasta el momento, tienen u-
na propiedad en comfin: su ragla de pond ia es una 333
8ién que touulta de un ntmero_finito de operaciones elementales ..
{+; =, 3, %) en que muwiene. l1a variable, a esta tipo de funcio-

nes se les llama A!.gebrnicasl.

*Un eratemiento discinto pnn el do da 4 les de wmsnera =§n
cuslitativa ss pueda consultar en el tou-un "Annhh Katemfitico da las fun-
cicnu racionales de C. Shilov. Ed. Mir.
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Existen funciones de otro tipo, son aquellas que seo caracteri

znn por presentar una expresién algebraica con un ndmero infinito

daAoperacioncs elementales. Da estas, las funciones Trigonométricas,

. la exponencial y la logarftmica, haremos su estudio en las siguien-—

tes secciocnes.

§7 Funciones trigonométricas .

4

La representacién de fenémenos cuyo comportamiento es perisdi

_co. como son, por ejemplo el movimiento celeste de los planetas,y

estrellas; la propagacidn del sonido Y la luz como una onda; la des

cxipcibn del movimiento de un péndulo, etc.; se realiza con las fun
‘ciones trigonom&tricas, resultando estas, modelos apropiados que
‘describen en lo escencial el comportamiento cualitativo de tales
‘procesos, En esta seccién haremos un estudio sucinto de estas fun-—

ciones,

TITIN

Un resorte si se sujeta en wn extrem,

Y en el otro se la f£ija un peso, al tf
rar al resc oon la mano,el rescrts se

mantiena estirad. Al soltar ol peso,
el 88 encoge X una osci
lacifn.

Medida de un Sngulo .

Primarakenfe recordemos la definici6n de Sngulo: Consideramos
el Sngulo como la figura formada al considerar dos gemirrectas sus=
perpuestas y girar una de ellas, la semirrecta f£ija se llama lado
inicfal del sngulo y la otra lado £inal; el punto inicial de las se
mirrectas se conoce como vértice del &dngulo.

Para obtener la medida de un dngulo, consideramos un circulo
con centro en cl origen de un sistema de coordenadas y radio 1.

A partir de este circulo medi
remos un dngulo, situvando para
este £fin su vértice en el origen,
.. su lado inicial coincidiendo con

) la parte positiva del eje OX.

- ', S1i el &ngulo se obtiene giran
do en sentido contrario a las ma

/ necillas del reloj, la medida re
sultante se cor{sigleru positiva,

. en el otro sentido, sé considera
. . . negativa.

Las unidadas.

Al dividir la cticuntercncia en 360 partes iguales, una de es
tas partes es la unidad de medida de un Sngulo llamado grado y que
la representamos como * . Asi decimos que el &ngulo recto mide 90°
y el d&ngulo llano 180°,

Existen otras unidadas para la m-d;l.c!.dn de los Sngulo-, por

ejemplo, si en lugar de dividir la circunferencia an 360 partes se
divide en 400 partes, una de estasg partes es- 10 que se conoce como

.gradiente. Para el estudic que deseamos (gi:&!ic'a. de funciones), sa
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considera la siguiente unidad:

Consideremos un circulo de radio 1, tomemos un arco de longi-
tud igual al radio, y a‘partir de el dividamos la circunferencia;
Este arco cabe 27 veces en la circunferencia, a dicha unidad la 1la
mamos xadian (rad.). Asf un &ngulo de medida igual a 180°, tambien
mide 7 rad., el de 90° es al de 2’-' rad., y 1 rad = S7°17°%45°"' .
D2 esta manera, "al tomar
lo logramos expresar cualguier
les; es decir:
4
Hacemos corresponder a todo &ngulo de medida a rad.
un punto en la recta y visceversa, a todo nGmero
_} real le podemos asociar un &ngulo con esa medida.

una unidad lineal para medir un Angu
longitud de arco con unidades linea-

Punciones trigonométricas.

"En un curso elemental de trigonometrfa, las funciones trigono
métricas se definen a partir de un tridngulo rectingulo, asi para
un Ingulo agudo a se tiene:* :

sena. = % c8ca = E

< b cosa = % seca = g-

b a

e e, tga = 2 ctga = ¢

-2

i

* Lan funciones trigonométricas, para definirlas con rigor, se requiere expresar-

~-las en forma da sumss Infinitss. Dado el nivel, como las limitacionss del curso
estas funciones, asi como im exponencial y logarftmica que se estudian a conti-
nuacidn, se da una exposicidn intuitiva, con el fin exclusivo de tener una idea
del corportamiento da estas funciones, tanto como de su grkfica.
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Esta definicién presenta la limitacién que 0 < a < 3 + para
cubrir esta lmltuc&Gq, daremos una definicifén mis amplia de fun--
cién trigonomgtrica 'que incluya a la anterior.

Para tal eieccb, utilicemos de nueva cuenta el cfrculo de ra-
dio 1, localizado en un sistema de ejes coordenados. Tracemos en el
un dngulo AOB. Tenemos en este caso que si F es un punto de la cixz
cunferencia con coordenadas {(x,y)

entonces:
"—-;- sen AOB =§%=¥—=y
4 'l cosAon=g§-=§=x
; (‘: + tonnon =Fe=X
ctg AoB = 55 = £
sec ROB .= %E— - -3—;-
csc a0B = 95 = i'—,

De esta manera podemos extender la funcién trigounométrica co-—
rrespondiente, para todo nfmero real a,esto es: .

pado & € R, trazamos en el cfrculo unitario el &ngulo ROB cu~-
ya medida sea o rad., luego este &ngulo cortara al cifrculo en un
punto P{x,y} quedando definidas las reglas de correspondencia pars
las funciones como sigue:

1 -
sen a = Y cncu-tz-
cos o = X sec a =
®

tga =% .. ctga=g .
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Como se observarxa,.las funciones trigonométricas se han defi-
nido a partir de la intersecci6én del lado terminal del dngulo con
el cfrculo trigonométrico, esto es, a partir de las coordenadas del
punté P de interseccibn, us decir a paxrtir de (x,y).

Analicemos el comportamiento que adquieren las coordenadas -

(x,y) al variar el &ngulo.

i) st a crece de 0 a i—' . decrece de 1 a 0
crece de 0 a 1

11) S} a crece de i—' a m decrece de 0 a -1

a 0

11i) Sl a crece de ® a F 7w . crece de -1 a 0
decrece de 0 a -1
crece de 0 a 1

y €rece de -1 a 0

v) Este comportamiento se repite conforme a es mayor que 2m
{o decrece para &« menor que cero), para lo cual a se ex-
presa como ‘a w 2km + @1 con ke€eZ y 0 < a; <2w

x
b 4
x
y decrece de 1
x
Y
x

1v) Si a crece de %u a 2%,

vi) 1 a =kt con keZ , y= 0

viti Siu-ﬂ‘—;-iu con k eZ, X =0

Con el comportamiento del angulo a, la funcién seno gqueda co-
oo migue:s

BN R =t ]—1, 1[
ab———>rgena = y

Esta !uncidn alcanza su valor miximo que es 1, cuando u es de
la forma 2kw 4+ 2- con k € Z, y su valor minimo -1, si a’ es de la
forma 2ku+ -::r' con k £ Z, finalmenta senf{a) = 0 8i a = 2kw con
kX & &,

Por otra parta la funcién seno crece de «; a -}' y decrece
de -;- a % .
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Por dltimo, se tiene que para o > 27

gep (a) = sen(2krm + &‘;).n aen{a,),
con kcz‘y 0 < ay < 2n
y la funcidn seno es j.mpaz:.
sen(a) = -sen(-a) )

La gr&ffca de la funcidén seno es:

pid

_i!n andliais similar‘se puede reailizar para la funcifn coseno,

resultando en este caso
cos: R— 1-1,1[
G p——p CcOSQ ™ ¥ .

"Esta funcién alcanza su valor mi&ximo que es 1 para a = 2kw,
con k € Z; su valor mfnimo que es -1 lo alcanza en a = {2k + 1w,
conk €2Z y cos(a) = 0 si a es da la !umaulk—--;——v,kcﬂ.

La funcién coseno decrece de 0 a wry crece de 7 a 27 , repi-
tisnd aste ento conforme a crece. Asf si a >2r

coa(a) = cos(2kw + a3) = cosa,
conkeX y 0 < a1 < 27

Pinalnence tenemos que la tuncién coseno es par, es d.c:x,

cosa W - COgeroC

X ~-g0~



La, gx:a_ficn de la funcién coseno tiene la forma siguiente:

En cuanto a las demds funciones, para estudiar sus reglas de
‘ccr:espondencia, las expresaremos en términos de las funciones seno

¥ Coseno, esto s, :
. tga =Y SeDo ~ Xoi_coso
g x cosa Ctg @ Y sena
. 1 1
sec .. LR ]
e @ x cosa c8c a = —1- - 1

Y sena

Por lo cual, con el método estudiado en las funciones raciona
les, sa pueden graficar. En cuanto a su dominio, este se restringe

en cada caso, para cuando el denominador es diferente de cero.

Do este modo, el dominio de la funciSn tangente es

2k + 1
B

quadando la grifica como sigue: (en la siguiente p&gina)

R {cerR |am= k € Z}

En formn similar se establece el dominio para cada una de las
funciones zestantes. Lo cual ma deja como ejercicioc para el lector.’

Tambien como aejercicio, se deja el realizar las gr&ficas, a "
‘la vez qus se encuentren los ceros, y en caso de que existan, valo-
re’» miximos, minimos. y asintotas verticales.
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. . §8 Puncién exponencial .

Problemas de crecimiento.

Transcribimos un fragmento que aparece en AMBIO Vol. XIII,
M° 3, 1984, Publicacién bimestral de la Real Academia Sueca da Cien
cias.

% .. TomS la mayor parte del tiempo transcurrido desds que -
existen seres humanos sobre la tierra —quizis entre tres y
cuatro millones de afios- alcanzar una poblacién global de mil
millones (ver figura). Esto fue el afio 1800. La cifra de 2 -~

-~ 'mil :millones se alcanzé solo 150 afios despues, on el afio '1930.
Nos acercamos a 3 mil millones tres decadas mds tards, en -
1960, Solo fueron necesarios 15 aifios m&s para alcanzar los 4
mil millones, en 1975.

Actualmente somos cerca de 4.7 mil xn.illanan de personas -
conpartiendo el planeta y estamos sumando 75-80 millones anua
les a dicha cifra. La tasa de crecimiento de la poblacifa mupn
dialise incremento del 2 & cada mil afios en el pasado prehis
térico, a casi el 2 % anual a mediados de la dscada de 19303
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lo cual equivale a haber aumentado mil veces.

En el pasado cada vez que se duplicé la poblacién ocurric
tan solo en la mitad de tiempo empleadd en la duplicacifén an-
torior. De acuerdo a cd&lculos recientes, de permanecer inva-
riablejesta tendencia durante los préximos 50 afos, entonces
aun antes de que estos hubieran transcurrido, toda la materia
del universo se habrfa convertido en cuerpos humanos..."

g W {Fy1demestimers 0 = 30
Material como 2= este tipo, "de alto nivel cientffico™ apare-
ce en discusiones sobre crecimiento de poblacién, 'para fundamentar
medidas que combatan esta tendencia en los paises subdesarrollados.
Lo que se traduce en polfticas de control natal.

Veamos otro ejemplo que este m&s pr&ximo a nuestra realidad:
Debido a los trabajos de explotacidén de los campos petraleros en ME
xico, a partir de 1973 tenemos:

"En Villahermosa subio la actividad de la industria petrolera,
los precios de las viviendas, alimentos y ropa. Tambien aumen
to la poblacifn y la demanda educativa. Villahermosa era una
agencia de ventas do PEMEX. No tenfia m&s de 10 empleados. En-
tre 18973 y 1974 1llegaron cerca de mil trabajadores de PEMEX.
. Al afio siguiente llegaron otros tantos. Para fines de 1977 vi
vian en Villahermosa cerca ds 6000 trabajadores de PEMEX. ¥
en Villahermosa y sus alrededores habia 8400 personas que tra
bajeban para PEMEX y cexca de 6000 para los contratistas de
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PEMEX. Total en el breve espacio de cuatro aiios llegaron
14400 trabajadores.

Se calcula ‘qu’e por cada trabajador de PEMEX vinieron dos
© tres desocupados en busca de trabajo. Y no de cualquier tra
bajo sino de un empleo de PEMEX. A causa de este &xodo en cua
tro afios Villahermosa ha duplicado su poblacidn (de 100000 a
200000) . Manlio Tirado.

La sistematizacién de esta problemitica corresponde a Econo-
mistas, SocibSlogos, AntropSlogos, Bidlogos, Ecologistas, EtnSlogos,
etc. Estos al establecer rel:;cionesAcuantitativa.s de su interes e
intentar describirlas de manera que buedan< obtener deducciones de
los dateos que se presentan, requieren de modelos matemfticos que -~
coadyubex} a expllicax— estc. tipo de comportamientos.

Cuando estas interpretaciones son objetivas, y no simples dis
cursos demgdéiccs', de tal suerte que reflejan a la realidad, nos
muestran cuan descarnada es la explotaéidn e injusticia que priva
en nuestro Pafs. Sirva esto como botSn de muestra de que la matems-
tica no es tan sqQlo tema de-estudio desligado de toda problemftica
social, sino que por el contrario tiene un fundamento material Y es
fera de aplicacién muy amplih..

Para cl cstudio matemitico del tipo de problemas mencionados,
os muy dtil la llamada funcién exponencial, la cual sin mucho rigor
presentamos en esta seccién. Por otrxa parte como objeto matemftico

tiene su propio desarrollo formando parte del Cdlculo y el Anflisis
Matemdtico.

De manera intuitiva construiremos esta funcién tomando como
base el siguiente problema:

Sa tiane un cultivo de 100 bacterias en un inicio, las cuales
cada hora sumentan al doble,. asi durante las cinco primeras
horas su crecimiento se muestra en la siguients tabla.



o

N{t)

100
200
400
800
1600
3200

mawN e o

La :ylacidn que se da entre las parejas ordenadas (t,N(t)) se
puede expresar por medio de la siguiente regla de correspondencia

N(t) = (100) (2%)

.4 usando la notachién de funcién que se ha utilizado tenemos la si-
guiente :ep}:esea’t-‘lcién:

. N: A ———>»X
t ——> N(t) = (100) 2t
cuyo dominio es A = {0,1,2,3,4,5} v la grifica es

»e =1
N H
i
H
i
:
P e - .
$
:
3 .
s
. :
g R Vo R
. vt
I
. - [ .
1t
3 H 1
S~ N N 55 N )
- 1 3 3 4+ [ »
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Propiedades de los exponentes.

Paxa que la expresidn (1001 2% tenga sentido para cualquier
nimero t y se pueda usar écmo regla de correspondencia para.funcio-
nes cuyo dominio es R (de tal suerte que se podria conocer el creci
miento en cualquier instante) haremos un recordatorio sobre algunas

propiedades de los nGmeros, asf{ como ciertas ampliaciones de tales
conceptos.

I} Sabemos qua
Dado a e€eR con a >0 y nmeZ
1) S n<m y a> 1l entonces a® < a¥

41) S1 n<m y a <1 entonces a > a™
114) afa® = a7 T M

1 @M = a™"; (ap)” o= afep?
iv) a® = 1 ; a-n-l_n-
= - a
v a>0 y a'“>o
II) Las anteriores propiedades se logran _extender de manera que
en la expresién a® con a 3o Y x = Eé @ tiene sents
do, para lo cual procedemos como sigue 3
1) Dado - a4 > 0 y Qq&N; decimos qua .1/'1 - 7
~ 11) Asti st a* = a y considerando que en esta expresién

se deben cumplir las propiedades mencionadas, tenemos
que {2 p 1 P
OIS ¢ | RIS SR

es un nimero real. .

III) Una segunda extgnsidn de estas propiedades consiste en dar
la sentidc a la expresidn

it
. *la justificacidn de la extinsifn del concepto szle del objativo del curso. Para

este fin puede consultarse textos tales como '"Curao da Anflisis H-:-.nidco de L.
D. Kudrifctsev T,.1 §7. Mo-r.ﬁ 1983



x . , .
a con a>0 y XeR { La funcién expoiencial. -C
esto es, que sentido tiene la expresién si el exponente es un l
ndmero irracional. Con el cobjeto de da;'le nentido a la cxpre-

AL _€uner santido la expresién a¥ con x cualqu!.et nﬁmero -
s816n mencionada anteriormente, veamos el caso particular de

roal, podemos hablar de la funcibn que llamamos exponencial, en

af:- ‘ ol caso particular de nuestro ejemplo serfa:
H >
Para tal fin, recordemos que al discutir en el Cap. I el . £ R R .
X £(x) = (100)2
axioma de Completez se hizo una explicaci6n del sentido que .
se daba al nfmero ¢Z en los términos siguientes: cuya grifica es la siguiente

1) Existian dos conjuntos A y B ajenos tales que el primero
consistia de cotas inferiores de v2 y el conjunto B con-
ﬁsua de los nGmeros que fueran cotas superiores de Iy

2) EL Sup. de A es ¥Z y el Inf. de B tambien vZ . . b

‘3) Esto nos garantiza el tener dos tipos de aproximacién al -
nGmaro vZ por defecto o por exceso respectivamente, sien-
do nueatra aproximacin a-v2Z tan préxima como sa quiera.

. 4) Dado que >
1 € 1.25 <€ 1.375 <€ 1.40625 < 1.4140625 < 1.41411846.... P % Py
son racionales que pertenecen a A y .
see 1,4142453 < 1,414306 < 1.4145508 < 1.4150391 < En general, se puede definir la £un|:16_n exponencial de la si-
1.4160156 < 1.4179688 < 1.421875 < 1.4375 < 1.5 < 2 guiente manera:
son racicnales que pertenecen a B, .
¥ como para tales elementos tiene sentido a° conr € A DEFINICION: Sea a ¢R, & > 0, a ¥ 1; la funcibn
-] ng. bu-u ‘para estos nﬁmn:os se cumplen las propiedades . £f: R——+»R

' -3adns en X.

X e £(x) = a*

5) Pinalmente, al tomar elemontos cercanos a Y2 por exceso o se llama gumﬂ'd‘n. ex‘fe’ném”"’l de base a.

defecto, observamos que aF se aproxima a un valor, este

es el qgue llamsmos a”? y para @l cual valen las propieda- El cambio de base para valores de a mayor que 1, asf como

des enunciadas en I. . para valores de a manores que 1 genera una familia de funsiones cu-
N yas gré&ficas son:

P
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cial.

Enlistaremos algunas de las propiedades de la £uncién éxponea

1) Dada £: Rr—— R

X s £ (%) va  agi, a>o0
se tiene que g
©* eDom £ wR

*Ran £ = R"

-£(0) = a® w1

“.'2(1) =alaa®

11) Al comparar dos funciones con diferente base, se presen-
" tan las siguientes afirmaciones

bases.

(£(x)
(£(x)
(£(x)
(£(x)

Sean £1 R——»R TGl R R
. Ky £(x) = a¥
funciones ales con sus poctivas
*SL 1 <ac<h %X < 0 eontonces a* > b*
8% 1<ac<b x > 0 entonces a* < b*
8L ‘a<b<c1 x < 0 entonces aX > b*
5L a<b<c1 x > 0 aentonces a* < b*
. P
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<

X §(x) = b*

glx))?
g(x))
g(x))
gix))

OBSERVACIONES

1) Las pzopiedades dadas de la Euncién oxponenci.al, sa pueden
comprcbar madiantc las grdficas qua 88 presentan

2) La funcibn exponencial setusa a menudo tomando la base 10
© la base e. Quedando sus expresiones como !

x

£(x) = 10 y £(x) = o respactivamente.

i
!3) £l ndmero e es un nimero irracional, del cual se puede
calcular con aproximaciones decimales tanto como se quiera,

a partir de la expresidn
i4n
C1+2)
dando valores a n cada vez mds grandes. La expresién de es
.ta ndmero en sus 23 primeros decimales es
2.71828182845904523536028

Se recomienda graficar las siguientes funciones, que son de-
f£inidas como combinacién de funciones exponenciales. El dominio de
estas son los nimeros reales y sus reglas de correspondencia las si
guientes:

£(x) = —(2%)
£(x) = 8 + .;-3-;- N
£(x) = 27% . . . ;
! £ix) = 2742 *
“Elxy w 2* ¢ 27X
Cet) m 2F - (279
. 2Porque en la funcifn exponencial y = a* 1a base
a so considera pesitiva y diferente de 12. )

=20~ )



§9 La funciSn logaritmo .

Introduccidn.

Los dos grandes dioses Tezcatlipoca y Quetzalcoatl, he

cieron bajar del cielo a la Sefiora de la Tierra. Era un

monstruo grandicso, lleno de ojos y bocas en todas sus co

yunturas...

7/ Cuando la vieron los dioses, uno a otro se dijeron: Es
necesario dar a la tierra su forma. Entonces gse transfor—
maron en dos enormes serpilentes. La primera asié al gran
monstruc de la tierra desde su mano derecha hasta su pie
izquierdo, en tanto que la otra serpiente, en que el otro
dios se habia mudado, la trababa desde su mano izquiarda
hasta su pie derecho. Una vez que la han enlazado, la a-
prietan, la estrechan, la oprimen, con tal empuje y vio-
lencia, que al fin en dos partes se rompe. Suben la parte
inferfor y de clla hacen el cielo; bajan la parte supa—-—
_rior y de ella forman la Tierra. Los demas dicses veian y
88 llenaban de vergienza, al pensar que ellos mismos nada
semajante habian podido hacex...

Epica Nghuatl,

Durante miles de afios el gé&nero humano ha elaborado criterios
que le dan explicacifn del mundo gue los rodea. Teorias con toda su
pcibn g 1 es h t

ligada.a sus pensamientos y senti-
mientos, que le permiten determinar, precisar y concratar criterios
..ob:o el mundo, scbre qué lugar en el ocupa cada uno des los fensma-
nos y, anto todo, aquellos relacionados con la descripcién de los

planatas, sistemas estelares y galaxias, tanto an forma cuantitati-

va, como aen la explicacidn del origen y desarrollo de dichos proca-—
sos. . ’ '
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La x:nzén de ser de estas Teorias €38 la de responder en forma ob
jetiva las cuestiones .que surgen en la explicacién del Universo; su
discurso debe ser no contradictor.{o, cada vez mis racional, sistemi
tico y totalizador; de manera que de una explicacién exhaustiva, de

tal forma que responda los diversos pormenores que Sc¢ presentan en
la naturaleza.

A la vez que una tedoria~ se enriquece  y crecen conforme lo-
gra . dar explicacién a una esfera cada ve:z mis amplia de fenbmenos,
al mismo tiempo, al estar imposibilitadas 2 responder cuestiones
que escapan de su discurso -debido a los fundamentos que tiene como
base- se va a enfrentar con.otras teorias que intentan dar una ex-
plicacifn mis coherente y completa a la misma problemitica. Esta -~
confrontacién entre diferentes teorias se resuelve en la medida que
una de ellas, en su comprobacién en ‘la. prictica logra dar explicacio
nes cualitativamente superiores.

De este modo, las teorias que surgen en el pensamiento de los
pueblos primitivos, llamense Nahuatl, Indd, Chino, Egipcio, Griego,
Persa, Babilonio, etc. , su discurso gira en Eorno a la necesidad
de dioses para crear y mantener en movimiento el Universo. Son supe
radas cuandeo se tiene concepciones mis objetivas y sistemiticas,
cuando se tiene un discurso cientifico; este se basa en interpreta-
ciones Ttedricas, en conocimientos matemsticos y en instrumentos que
permitan profundizar en la problemitica en cuestifn.

Dos grandes teorias se han formulado en la historia de la hu~
manidad. Una de ellas es la Geocéncrica desarrollada por Claudio
Ptolomeo en el siglo II de nuestra era,—es una sintesis del trabajo
de sus antecesores- consiste en un modelo que explica el movimiento
de los cuerpos celastes en al fi; ; es un q magnifico,
de insuperable precisidn matemitica, que empleando todos los adelan
tos logrados por cientificos de la &poca antigua le permitia g_g-
calculur los fenSmenos .

La otra teorfa densminads Heliocéntrica , que supera a la an-
terior, sera formulada por Nicolas CopSxnico de Thorn la curl fue
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ascrita en 1543, -oste trabajo propone que el centro del sistema -

planetario lo ocupa el Sol y que la Tierra gira en torno a este- a
‘tal planteamiento se van a adherir en su €poca nuevas contribucio-
nes como son los trabajos de Kepler, de Galileo, de Newuon, etc. y
que son el punto fie partida de la interpretacién tebrica que es a-
ceptada hasta el momento, la cual se enriquece dfa a dfa.

Como hemos sefialado, para que una teorfa supere a otra debe
ser cualitativamente superior. La confrontacifén entre el plantea--—
miento Geocéntrico y el HelilocEntrico no se resuelve de un dfa para
otro; estay interprctaciones explican los mismos fenSmenos, pero
sustentadas en bases diferentes.

El uso del telescopio tanto como los hechos y mediciones que
de el se derivan; la aparicién de datos cada vez mis precisos de -
las observacioncz, asi como el lograr manejarlos con rapidez para
que no sean un obsticulo para dar explicaciones adecuadas, van con-—
tribuyendo para que las bases sean mis sélidas, de tal suerte que
la teorxfa que se sustenta sea m&s objetiva.

Dentro de esta problemitica es como aparecen los logaritmos.
Se tiene conocimiento que Tico Brahe —astronomo que elaboro mapas
del firmamento con gran precisién para su €poca- y J. Kepler hicie-
ron uso de esta herramienta. Su utilidad estriba, ccmo lo menciona
ya en 1631 Briggs en su Obra Logarithmall Arithmetike al sefialar:

"Los logaritmos son ndmeros inventados para resolver mis fa-
cilmente los problemas de aritmética y geame:t!a. con ellos
se evitan todas las molestias dén=las multiplh:aclonea b4 dLvi
siones; de manera que en lugar de multiplicaciones, se hacen
mente adicionus, Yy en lugar de divisiones se hacen substrac-
ciones. La laboriosa operacifn de extraer raices, tan poco
grata, se efectua con suma facilidad... En una palabra, con
los logaritmos se resuelven con la mayor sencillez y comodi-
dad todos los problemas, no solo de aritmética y de geomers
tria, sino tambien de astronomfa.™
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Mis la fuente de Lnspix:acién del concepto matemitico no es ﬁ—
nico; ns!. vemos que en la Epoca en que aparecen los logarit.mos, no
solo da :espuesta a cdlculos nstronémicou, sino que, los cSlculos
que se pueden realizar aborda otras ‘esferas de aplicacién y de las
cuales se nutre; este es el caso del desarrollo comercial de’ la &-
poca, en particular de la ganancia que produce un capital prestado,
o el impuesto durante cierto tiempo, esto es el interes . Asf la
creacidn de tablas que tratan problemas de interes, seran tambien u
no de los caminos que condujor al descubrimiento y desarrollo de los
logaritmos. Resumiendo tenqn‘\‘a’s:

'l Los logaritmos surgen conforme se desarrolla el cSlculo
aritmético y geométrico, su importancia astxiba en que -
simplifica los cilculos, ya se apliguen a la astronomia,
al comercio, a la ravegacifn, etc. Haciendo sencillo ope-
rar con nGmeros muy grandes o nGmeros muy pequefios, obte—
niendose resultados mAs exactos, que son los que el astrs
nomo debe explicar satisfactoriamente, O bien el comer-—
ciante podra intensificar su actividad a partir del crédi
to e interes, o el navegante trazar rutas marftimas mas
cortas, etc.

g1l cflculo aritmético con logaritmos.

pasaremos a explicar como se realizan los cilculos aritméti-
cos a travez de los logagitmos, .

S$i se multiplica 128 por 32 el procedmiento as el sic
guiente: )

128 . .
x_32 en ests procedimiento se
256 reguiere realizar varias
384 multiplicaciones y sumas.
4096 . ’ .
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Otra forma de realizar este cdlculo, que nos dara una primera
nproxi.macldn a 10 gue son los logariuncs consiste en
‘4) Observar que los nmeros que se multipliean, son poten-—
cias de la misma base, esto es 128 = 2 y 32 =27 .
41) Usando las leyes de los exponentes, tenemos que
128 x 32 = 27 x 2% = 27%53 & 212
111) Si contamos con una tabla formada por las potencias del 2,
el cilcule se reduce a identificar en la tabla a 128 y 32
cpmo potencias de 2 y sumar los exponentes. Finalmente i~
dentificar la potencia de 2 cuyo exponente es el resultado

de la suma.

Esto es, la multiplicacién se redujo a una suma, esque.rmt:icz?
mente se muastra en la siguiente tabla

. +
Exponentein] 11213} 4aj5 ) 61 7} 8 | 9§ 10 ] 11 | 12..,

Potencia PP | 21 41 8 | 161 321 64 1128 2561 512 | 1024 | 2048 | 4096 ..

En forma similar la divisién de 4096 entre 256 se realiza co—
mo sigue:

4096 & 256 = 212 5 2% L 21278 o 2% o 4¢

asi con ayuda de la tabla, la divisi8n se reduce a restar exponen—

tes y 1a po ia de la diferencia en la tabla. Resumten-
do tenemos

El mé@todo permite, con ayuda de la tabla, reducir la mul-
tiplicacifn y la divigifén a sumar y restar respectivamen-
te; lo cual facilita los cilculos.

MSs lo anterior funciono muy bien debido a que los nSmeros
son po as del 2 . ¢Como se puede utilizar

al nﬁwdo para ‘roalizaz-lom cfilculos entre cualquier par de nﬂm——
ros?.

-9e— .
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Una primera forma puede consistir en tener la tabla apropifada
segun el cilculo, esto es:

S1 multiplicamos 81 x 27
de 3 o bien si dividimos
tencias de S. Mis esto nos

requerimos una tabla de potencias
98125 ~+ 625 , se usarfa una tabla de po
lleva a tener una infinidad de tablas de

potencias con lo cual en vez facilitar el cllculo, este se hace mis
complejo.

Otra alternativa, que se sigue en la utilizacién de los loga-

ritmos es tener una base £ija, por ejemplo el 2 , y elaborar una
tabla* que exprese cualquier nimero real x como una potencia del nf
mero 2.

Apf al considerar cualquier par de nmeros reales
se requiere hacerles corresponder dos nfimeros reales
pectivamente, de tal manera que x, = 2y8

X1 Y X2 o
Y1 ¥ Y2 res—
y x4 = 292 , asf al mul
tiplicar o &ividir ayudandose con la tabla de exponentes ¥ E’ ten~
cias se consigue simplificar el cilculo puesto que solo se suma o
resta los exponentes segun sea el caso.

Precisemos lo anterior extendiendo el concepto a una situa="

ci6n m&s general, esto es, para cualquier base a positiva y disa
tinta de wio

.

DEFINICION: Sean a > 0 con & ¥ 1 y x nimeros xea

les, el nGmero real Y tal que

a¥ a x .
se le llama el logaritmo de :X en la basa
a y se denota como

y = log, x

.*Esta se logra con la interpolacifn, que we logra com la extencién del concapto de

potencis de un n('mnrn en el caso en que ol exponente sea cualquier niimsro real,
Finalmante serd 1a teorfa de series infinitss 1la que permite darle precisifn qua
se descf. De manara qus hoy an dia su lwplmnu:iﬁn an las wdquinas calculadorss,
ha producido gran facilidad y ecxactitud al cSiculo a: tuﬁd.ec.
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Dicho en otras palabras
J ¥ =109, x st ysolo st a¥ = x LEYES DE LGS LOGARITMOS .
De esta manera se puede decir que Sean xj y X2 reales positivos, entonces:
' 1) lo x1x lo x3 + lo x ) -
R log, 32 puesto que 25 = 32 y 1 ) % (xixa) = Ta *2 Sa *2
B b3

7 = logy 78125 puesto que 57 = 78125 : 11) log, (;‘—;) = log, x1 - log, X2

Se tienen dos bases con las que generalmente se realizan los
cdlculos aritméticos, estas se eligen segua las necesidades. Una es . .
la llamada/base 10 cuya utilidad esta asociada a la escritura deci-

114) log. (x:€) = ¢ log, x.
a a

Demostracién
te utilizamos. De es cean
mal que usualmente utilizamos ta manera si tenemos quec ) a) Sea yi'= log, x: , ¥z = 1og, Xz 1o cual significa que
log,, X = 3.457 inmediatamente nos percatamos que 1000 < x < .. a
10 0003 )

at = x, y a¥iealxa:
Cuando se trabaja con esta base, para simplificar la escritu- *por le cual a’t a¥ = xyx2
ra, el logaritmo de base 10 ge representa como

¥ por las leves de los exponentes
: ar . y2

log x. = XX
La otra base que se utiliza esta ascciada al conportamianto . luego usando la definicién de logaritmo tenemos que
de fenSmenos de la naturaleza y es el rfimero irracional e el cual . :

n . + = log, (x3x3)
mencionamos ya en el pardgrafo anterior. Yy + ¥z Fa 13Xz

£ a y sustituyendo lo que significa ¥ Y Y2 del primer
) Cuando nos referimos al logaritmo de base e usualmente se . paso en las anteriores igualdades tenemos finalmente que
dica logaritmo natural y se denota por
Lo x log, %) + log, xa = log, XiXa
. b) Partimos que Y, = 1ogu Xy ¢ Y2 ™ log- X2 -
- por lo cual a¥f = x, y a’t = x,
luego, al dividir .
Propiedades de 1los logaritmos . . ’ . a” _ox
. o a¥? x2

Quedando dafinido el concepto de logaritmo, asi como 1o que ‘+ -y en base a las leyes de los exponentes tenemos que
significa la tabla da logaritmos, forrmalizaremos el porque es v&li- - oaXy
do el cilculo a traves de estey lo cual se basa en las sigutentes : X2
propiedades:

;or 1o cual
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v¥i - yi = log, (,’:—;-)

quedando finalmente que R
- X
log, x log, x = log, () -
c} Dado que s8i logn X1 = ya tenemos que

a¥l a x, luego

@) = x, ¢
usando las leyes de los exponentes
’ aM o ,©

por lo cual ey1 = log, (%)
¥y finalmente

clog‘ Xy = log, [ I

Otras propiledades de los logaritmos que sc.n £8ciles de dedu- N

cir son las siguientes:

Sea a > 0, a ¥ 1 un nGmero real entonces:

109‘ 1= [

A veces es necessrio cambiar la base de los logaritmos, do
tal manera que si se a obtenido log, x , a partir de este obtaner
1ogb xcon ajfb . Por ejemplo cuando se desea obtener por medio
de 1-- tablas de logaritmos o poxr una calculadora, logaritmos da
. bass ununu a las que estas tienen que son log-rl.uma @a bane 10
°
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.."despejando y

de 10s extremos del Segnmanto, as decir

© de base ¢ . Para tal efecto deduciremos una férmula que estable
ce esta relacifn.

Sean a Y b ‘bases de loqaribnos con afb luego
. y = log, X s8iy solo si bY = x

luego tomande el logaritmo en base a 4 ambos lados en la segunda
igualdad de la equivalencia se tiene

log, bY = log, x
aplicando las leyes de los logaritmos (iii) tenemos
ylogn b = logn x
1og x
-

. ¥ ]log b

4 uuliznndo la equivalencia inicial obtenemos

FORMULAS DEL CAMBIO DE BASE
loga x

l.ogb X =
lag‘ b

en particular N °

loqb a =

log, b

La funcién logaxitmo.

En la segunda mitad del siglo XVII se encuentra una relacidén
entre la funcién logaritmo natural y 1a hipéx:bol‘ equilatera y = L

‘donde se establece que el frea A a,b -acotada por un segmento de
. da la hip6rbola, el eje de las abscisas y las rectas X = a , x = b-

es proporcional al logaritmo natural de la r:azsn de las ozdomdan
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- Aabetn (2) =nb~1Lna

k4

El deaax:ollo de esta relacifn -&reas y logaritmos— jugS un
ol importante en la introduccién de series .infinitas como t€cnicas

en la construcciSn de algoritmos que cuntxibuye:on al desarrollo -
del Cilculo Diferencial e Integral.

‘La definicifn de la funcifn logaritme no sera en la ozieni:a-

ci6n mencionada, sino que se formulara a partir del concepto de lo-

garitmo tratado antert « AsS B

DEPINICION: Sea a >0, a # 1; 1a funcién
£: RN m
X pmte £({x} = l.oga x
8e llama funcién logaritmo de base a.

Cono para cada a > 0,
sa construye una familia de
las siguientas propiedades.

a p 1 se tiene una funcibn logaritmq,
funciones logaritmo, estableciendose

1 1. £(1) = _lpg_ (1) = 0 para cualquier base a .
| 2, £(a) = log,. {a} = 1 para cualquier base #a .

3. 81 a> 1 f es c:écientes ademas cuando x se aproxima a
0, f£f(x)~—p-» , ec decir una asintota vertical es el eje

X .

4. S1 0 < a< 1 £ es decreciente; ademas cuando x
pr_oxima a 0 f£(x})—=e=
es el eje x .

se a-
, €8 decir una asintota vertical

5. Si consideramos dos funciones logaritmo con diferente
£{x) = log, x ¥ gi{x) = ].oqb x
se tiene que;

base

1) s1 a < b <
Cuandoe x <
Cuando x

11) si 1< a
Cuando x

- Cuando X%

s, log, x > ].egb x es decir £(x) % g{x).
. log, x % log, x es decir £(x) x g{(x}.

A A
PHEU HER

+ log, x < logh x es decir f£(x) < g(x).
¢« log, x > log, x es decir £(x) > g{x).

. En cuanto a la gridfica de la funcién logaritmo, dado gue se
cumple la equivalencia

¥ = log, x siy solo si x = a¥

esta se pueds obtenoer a partir de la funcidén ial 4

biando 1ds pares ordenados que definen a esta Gltima funcién,

Dicho geométricamenta, si a partir de la funcién exponencial )
trazamos una curva que sea simdtrica respecto a la recta y = x ob
tenemos la grifica de la funcifin logaritmo.
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§10 .Composicifn de funciones.
Yoy o .
R En las anteriores secciones hemos presentado una amplia va-
x : riedad de funciones. En &sta seccién y en las dos siguientes, da-
FulogX { remos otros procedimientos para construir funciones tomando cono
base las ya estudiadas.
- ' Consideremos las funciones £ y g definidas por
£(x) = x? v g(x) = 2%
& en este caso £(3) = 9 y g(3}) =8, ahora bien, ¢tienen sentido
las expresiones £(g(3)) , g(£(3)) y £(g(£(1))rz.
‘.K—' La respuesta es afirmativa, veamos porque:

 £(g(M) = £8) = 64 : .
N ' B N : GUE(3)) = g(9) = 512
. : - £(g(£(1))) = £lg(1)) = £(2) = 4

Como podemos observar, tenemos un procedimiento que nos per—
mite relacionar la regla de correspondencia de varias funciones,
,_“x el cual es distinto a los 'ya estudiados (como son las operaciones

. suma, resta, multiplicacién y divisién); dicho procedimiento ana-—

1izaremos ‘en esta parte, el cual se llama la Composicién de Fun-
clones. :

Como ejexcicio a partir de las

fuciones exponenciales cuya
regla de correspondencia son

s ) Considere las. funciones ’
y=2* 3 y=3* 5 ye (P ,; y=s5F 5 y=(HE

£: A B Ty g: B ——C )
. K o £{ %) X e g(x
y=(hE s vy P s oy =T oy =3y~
obtenga su correspondientes funcifn logaritmo y verifique las propie luego, el procedimiento anterior, sugiere que .se puede construir .
dades que se diaron de la familia de funciones logaritmo (grafiquelas) . . una functén h definida de A en C , con la propiedad de que
. cada x elemento de A tenga como imagen, a la imagen de £(x)
al aplicarle g , esto es, hix) = glf(x))). Esto 10 representa=
. - mos en el siguiente diagrama.
-~193~
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Asi, al proponerse dos funciones, se obtiene una tercer fun-
<1ién, 11aﬁada su composicifn, la cual se simbolizari por un peque,
fio circulo e , por ejemplo h resulta de gef . Resumiendo teng
mos .1a siguiente

DEFINICION

Sean £, g funciones y

A=(xcR | xeDom £ y £(x) ¢ bom g }
entonces 1la funcién

geL 2 A > R
- Xt (o £) (X) = g(£(x})

se llama £ compuesta con g .
Como se observara de la definici6n, para que x sea del do-

minic de gef se debe cumplir que x sea del dominioc de £ Y
£{x) del domipioc de g .

EJEMPLO 1
Sean £ y g funciones reales con regla de correspondencia
2(x) = x* y gi{x) = 3x? + 7x? - 2x
encuentrese (gof)(x) y (feg)(x)
SOLUCION:
“‘Tanemos las siguiantes identidades
. {gof [0 = gl
- g(x®)

-1i0&E-.

= 3(x*)1* + T(x?)? - 2(x?)
= 3x% 4+ Tx' - 2x2
Anilogamente
(£eg) (x} = £(g(x))
T m £(3x¥ 4+ Mx2 - 2x) X coT
= (3% + Tx? - 2x)2
= 9x% + 42x® + 37x% - 28x’ + 4x?
El ejemplo nos permite asegura. que {fog) (x)

Y {gef)(x)
ho son siempre iguales, es decir

fog # gef , esto es, debemos e
ner -atenci6n en el orden de obtencién de la composicién.

EJEMPLO 2
Sean £ y g definidas por
£ =221 Y g = /AFZ
' encuentre gof.
SQLUCION .
Primero obtengamos la regla de correspondencia

(gef) (x) = g{£{x])
X - 1

=9l =%
- x"——zjl-rz
- 3% -5

X =

R Encontremos ahora el dominio do la composficién, asf pges,

para que x e Dom gof ha de ser x # 2 y ademas

3x -~ 5

—:%—_—-2- > 0 . Resolviendo 1la desigualdad, se obtiene que la |
condici6n equivalente es : x > 2 & x < g- .

El dominic es finalmenta:

Dom gef = {(x e R | x > 2 o x<§-}

-x-T44)
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En resumen:

. gef =ﬂ—]5.2] R
3 ax
X p—— (gof) (x) =

x- 2

§i1. Funci6n inversa

Un segundo procedimiento para construir funciones, es obte-
ner la funcién inversa de una funcibén dada, la cual exige condi-

ciones especiales para su obtencifn. Las plantearemos en el 8i-=-
guiente caso particular,

Considere la funcifn £ : Z ——— W2
Xt £(x) = x 4+ 1

dicha funcifén define el siguiente conjunto de pares ordenados:
£m{leie,(~1,00,(0,1),(1,2),(2,3),(3,4) 000 }

2l invertir todos los pares ordenados de f

se obtiene la rela-
cién g 3

g = {eeeas(0,-2),(2,1),(3,2),(4,3),(1,0), ... }

en este caso, 9 es una funcidén detin'id.a tambien de Z en Z.

Nota que £(1) « 2 y g(2) =1 o bien g(3) =2 y .
£(2) = 3; en forma general resulta que al obtener

fog y gef
definidas en Z , se obtiene la funcifn identidad, esto es:

{gef) (X} = x , (fog) (X) = x
Esto no sucede con cualquier funcifn, es decir, no siempre
al dar una funciSn £ , ‘al invertir el oxrden de los pares de £ ,
la relacifn que resulta es funcién. Por ejemplo, si

£1 B .
X bge £ (%) = %2 L

los pares que forman el conjunto £ son
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e ' T E(x1) # Elxa2)

€ = {erer (22,40, (~1,2),(0,0),(1,1),(2,4),(3,9) ... }

¥ la relaci6n que resulta de invertir cada par de £ es:

g = { .eee(4,~2),42,~12,(0,0),(1,1),(4,2),(9,N ...}
la cual no es funcién, ya que por ejemplo
Im (9} ={3,-3} .

Ahora bien, 2Que es lo que permite que en el primer ejemplo
la relacidn inversa sea funcién y en ¢l segundo, no lo sea?. La
respuesta es que en el primer ejemplo, cualquier par de elementas
x‘ ¢ X2 que estan en el dominio de la funcifn con x1 # %2 se
‘cumple que £(x;) # £(x1) ; lo cual sc puede comprobar como sigue;

’ + Como ;cly‘ X, entonces x1+l,=£?'.z+l., 1uego_A - .

Mientras que en el segundo ejemplo no se cumple este hecho,
esto es, hay elementos x1 y X2 en el dominio de la funcién
tal que xi1 ¥ X2 Y £{x;) = £(X3) .4,Como es el caso de la Zela-
ci6én g en donde como ya dijimos, la imagen del 3 es 3 y -3,

La anterior discusidn nos lleva a sistematizar estos resulta
dos como sigues

DEFINICION

Una funcién £ es inyectiva si
£(x1) # £f{x2) silempre que X1 ¥ X2 .

DEFINICION

Para cualguier funcidn real £ , se define la relacién in-
varga de £ , y se designa por £71 , al conjunto de pares
L(y,x) para los cuales (x%,y) pertenece a £

£1 sfmbolo -1 que empleamos no debe confundirse con un ex-—
ponente, es decir, £-1 1o equivale a %
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DEFINICION

Sea f£i: Xe——» ¥ una funcidén
X ——a £ (x) .

con Y el rango de £; si la relacién

£-l: Yoo X es una funcién
¥ —— £=1(y)

se dice que £} es la funci6n inversa de £.
TrEOREMA
f_l es una funcibén si y solo si £ es inyectiva,

DEIOSTRACION

Supongamos que f e¢s inyeotiva y que (a,b) y (a,c) pertene
cena £71 » en este caso, para que £7* sea funci6n, debe-
mos comprobar que b = ¢ . »

_En efecto, sea a = £(b) vy a = £{e} , pero s1 £ es inyec
tiva entonces se cumple que si £(b) = £{(c) entonces b = c.
Lo que se querfa demostrar. :

Recip ’ mos que £ -1

n es una funcifn, debemos
probar que £ es 1nyect:1va, esto es que si £(b) = £(c) en-
tonces b =c .

En efecto, £ contiene a los pares (b,f(b)} ¥y (c,£(c)),
pero (c,£(c)) = (c,£(b)) de modo que (£(b),b) y (£(8 ,9

pertenecen a £ - y como £ - es funcifn, entonces b = c ;
asf pues, £ es inyectiva,

TEOREMA

Sea f: X——ew Y una funcién creciente o decreciente,
Xt £ (%)

entonces f @es uno a uno.

La demostracidén es una interpretacién directa del significa-
do ds los conceptos que involucra, por lo cual se deja como
ejexcicio.
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Por otra parte, al componer £ con f-" se cumple lo si-

guiente.

LEMA . )

Si £ es inyectiva con dominio X y rangoe Y , entonces
(£7lof) (x) = x con Dom £ Yef =X

(£a£"1)(x) = x con Dom got™l = v

La prucba es sencilla y Se deja como ejercicio.

Cuando tenemos una funcibén real inyecctiva definida del con-
junto A . al conjunto B por medic de una regla de corresponéen-
cia y = £(x) , un método algebraico que permite construir la re-
gla de correspondencia de f-]‘ definida de B en A expresada
como X = £-l(y) resulta de despejar x en la regla de corres—
pondencia dada por la ecuaciSén y = £(x) . Lo cual sc expresa como:

x = £l(y) siysolosi y=£(x)

-BJEMPLO 1

Al considerar la funcién £: R—= R -
Xp——e £{(x) = 3x - 2
por ser £ creciente, £ es inyectiva y por tanto 1‘1

es una funcifn. Obtengamos £ .

Sea y = 3x - 2 , al despejar x tenemds

x = L‘;—-E por lo cual
£l m R
g £ (y) = X—E—-“l o bien

t-lz R-~— R

xo-——-l-l(x) - x_;__z_
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R{b,a) pertenecientes a las grificas de £ y et

EJEMPLO 2
Sea f£: 0o [ e R
[ x C £(x) = x? - 3
obsetvc que al restringir cl dominio de la funcién de R a _
EO,-E tenemos una funcién creciente y por lo tanto inyec—

tiva. Al considerar 1la ecuacién y = x* - 3
despejando x obtenemos x =2/y +3 ,
como x es positivo, descartamos x = -/ y + 3

¥ escribimos la regla de correspondencia de E_" como
£ (y) = ¥ F T o equivalentcmente £ 1(x) = /% ¥ 3 .
Ast £enemos que £ se define como sigue:
-1 .
£7Y [-3,0f———=xr

L- '\E———~f‘1(x)=v’x+3

GRAPICA DE £+
Considexe en el plano cartesiano a los puntos P(a,b)

Y
respectiva—

mente y a pF b .

funcisén identidad); localicemos en esta recta los puntos

Tracemos la xecta cuya ccuacién es

vy = x (la gr&fica de la

Q(a,a)
y S{b,b). Es inmediato comprobar
1 1 que PQ = QR = RS =SP = |b -~ a] y
que RP =SQ = /(b-al? + (b - &
= /Z'|b -~ a}.
N IR

Luego PQRS es un cuadrado.
Por lo tanto, sus diagonales se

s cortan en &ngulo recto y a la mi-
tad, es decir, RT = TP 3 lo cual
significa qua R es el sim8trico
de P respecto a la recta y = X,
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En el caso en que a = b se tiene que (a,b) = (b,a), esto

es, P = R y estan sobre la recta y = x ,
£ como a f_lg por Io cual P
la recta

Y pertonecen tanto a
es simétrico con R respecto a
¥ = x. En forma general se tienc que

ILa grdfica de 5—1 es la curva simétrica de la grifica de
f respecto a la recta y = X

Sea £: D),- E R, xt——£(x) =%2 + 2
Por ser £ dnyectiva, £ % es funcidn définida como

: J20 —mr A £73 (%) = /F=Z . Las gri
ficas de f y £ -1 son: -

=

EJEMPLO 4

La funcién identidad pregenta )a propiedad de ser ella misma
su inversa.
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EJEMPLO S

Este procedimiento de trazar la grifica de la funcién inver-
8a a partir de su co::éspondiente funcién, fue itilizado an-
teriormente al trazar la grd&fica de la funcién logaritmo a
partir de la funcién exponencial, Con la notacién de la in-
versa tenemos:

Si f: Re—e—]R para a > 0 ya;l':l.

x
K= a

B jo,m E—'—""R

-1
X e =
/7 £ T (x) log, x

- entonces £

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Por ser cada funcifn trigonométrica perifdica, ninquna es in
yectiva y su correspondiente relacifn inversa no es funcién. Sin
embargo, al restringir el dQominio de cada funcibén de manera apro-

piada, se pueden obtener funciones inversas, claro esta, en los
dominios restringidos.

Considere la funcién seno, cuyo dominio es R y rango
E-l,lj + por tener un periodo de tamafio
sen X = gen {(x + 2aw) con
funci6n £: [-;‘., g-] R
x

bt £ {X) = g@n x

2n , se tiene que
nez , ro si definimos la
pa:

resulta que la funcién es inyectiva, con rango E-l,l]
su correpondiente funcién inversa es:

£t [-10]—— =
% g £75(x) = gen”t x

Y que

Comunmente a las funciones inversas de las funciones trigo-
nométricas se denominan funcién arco; en este caso, la inversa
del senc se denomina la funcién arco seno y se denota por arcsen
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cuya grifica es:

Similarmente para las demas funciones trigonométricas se tie
ne que :

si €2 ] o,w E————R entonces £ 1: [—’1,&]-——-——-!{

R t—e—eef (X) = cOS X x»——-—f_l(x) = arccos x
- -1 n
si £: zry|—=R entonces £ I‘»—-—-—‘r—l
' Ko £(X)} = tg X x+—w£ T(X) = arctg x
st £: Jo,a[—== entonces £1, Rv—-———ln
X v £(X) = Ctg X Xy £~ (X) = arcctg x
. 81 £3 [0,1!] - (;}—-———-B entonces
x £(x) = sec X

£t r -] -1 [—n

X f———me—s £71(x) = aresec x

si f£: _-g-,; - {0}—R entonces
x

£({x) .~ ¢s¢c x
£ m - ]2 1[—R
% s £~ 1(x) = arcesc x

"Lag grdficas de las correspondientes funciones se cbtienen

facilmente con el método propuesto, dejandose como ejercicio al
lector.
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§12. Puncién a pedazos

Al considerar una pelota que rebota en el suelo e inten%ar -
representar el hecho en un dibujo, o bien, dibujames a la pelota
en un momento de su caida, o bien en el mismo dibujo representa-—

mos vatlas posiciones de la pelota en distintos tiempos a la vez,
indicando que sube y baja.

Pero si para cobservar el proceso contamos con una camara fo-

togréfica o de cine, podemos representar el fendmeno con varias
fotografias, 1o que permite describir mejor el fenfmeno.

FIELE

Usando instrumentos de precisiSn adecuados para medir tanto
la distancia como el tiempo, a la vez que aumenfamos el gradoe de

abstraccién al analizar el fenfmeno, podemos considerar la pelota
tomo un punto, el de su centro de gravedad y solo estudiando los

canbios de posicién con el tiempo, podeamos representar el !anﬁmano
on una gr&fica: .
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hitp

hear

eve

t ts by

en la cual, cada punto P de la grdfica representa la posicién
de la pelota en un tiempo a, & una distancia h(a) del suelo.

Al continuar analizando el fenbSmeno, se observa que la pelo-
ta, al caer, conforme se aproxima al suelo, aumenta su velocidad;
mientras que cuando asciende, €sta éjsminuye. Para el Fisico, re-
presentar tal hecho, requiere de los instrumentos con gue se mide
cuantitativamente el fenSmeno y tambien elaborar conceptos apro-
piados gue describan la velocidad que desarrolla durante cl tiem-
pPo en gue estuvo rebotando.

Para esto, se considera que la velocidad tiene una direccifny
conviniendo que cuando la pelotza cae, su vplocidad es positiva,
mientras que cuando asciende sea negativa. :

Tenemos por tanto, que si la polota, por segunda vez toca el
suelo en el tiempo ty 1la grdfica del cambio en la velocidad
respecto al tiempo es: ‘

v

v

t, ta & t
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Esta grdfica la podemos considerar como la de una funcidn,
para precisarla, requerimos definir tanto su dominio de defini-
cifn, como su regla de correspondencia.

En cuanto al dominio,
[orer]

En cuanto a la regla de correspondencia v(t)
plo parece que no hemos estudiado tal tipo de funciones; mis si
descomponemos el intervalo [O t,] » en dos intervalos,

[D (‘.,_] U ]t.,t)] vemos gue en cada intervale aparece la gr&fi-
ca de un §eqmento de recta, por lo cual su regla de corresponden-
cia podemos describirla como:

podemos proponer el intervalo cerrado

sf 0g tsgs tr vit) = kKt Y
Bi ti < t £ ¢t . vi{t) = k2t = ¢

donde k3 , k2 Yy ¢ son constantes.

De este modo, la velocidad qgue tiene la pelota en todo momen

to, desde que se suelta de una altura h , hasta que toca el sue-

lo por segunda vez, se puede definir como la funcifn cuya grifica

es la anterjor y es expresada como Sigue:
v: [o e j—>=r

kit 81 0 g t g &,
£ b—————r= v(t) =

kat=c s8i t; <.t £ t3

En general, tenemos que un procedimiento mis para construir
funciones, consiste en:

Dado un conjunto A , descomponerlo en n subconjuntos Ba,
B2s eee Bn + tales que no tengan alementos en comin y su u-
nidn sea A , y luego para cada subconjunto proponer la res-
pectiva -regla de correspondencia, esto es: -

Paxa ACR con BilUB2y+..UBp=a vy ainngo sl L 4 3.
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¢ en un princi

f: A ——=1R £1(x) s8i x e B,
£a(x) 81 x ¢ By

K e £(%X) =

En(x) si x Ba
A la funcién £ definida de esta forma, se le denomina
funcién a pedazos.

EJEMPLO 1

El valor absolute permite construir la funcién valor
absoluto como sigue:

Ix{: R——aeR

x sf x30
K | x| =

-x 8i x <0

y 8su grifica es la siguiente Y

EJEMPLO 2 .
La dencminada funcifn Signo, se define como sigue
Sgn : R - {0} ——eR 1 si x>0
Xy Sgn (Xx) =
. -1 s8i x <.0

cuya gréfica es
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EJEMPLO 3

-1

Sea £ una funcién dada como:

£f: Mo R

‘X p—— (%) =

cuya gréifica es

x si x < =2
x* 51 -2gx<0
3¥ 81 0sx<1
1l si x=1

3 g1 x>1

~Z

s
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§1. Introducciln

\ El periodo de la Matemitica donde nace y se desarrolla ei .xi:é_
1isis comienza en el Siglo ¥VII, Basdndose en los materiales sumi-
nistrados por la entonces nueva Ciencia Mecdnica y tambien en pro-
blemas de geometrfa y Zlgebra; puesto que en 1637 surge la
“Geometria”™ de Descartes, establecicndo las bases de la Geometrfa
Analftica.*

El sigyiente paso en la direccién de la matemastica de las mag-—
nitudes variables, es dado por Newton y Leibniz al sentar las ba-
ses del C4lculo Diferencial e Integral. Este fue el verdadero co-
mienzo del Andlisis.

El c8lculo diferencial es, bisicamente, un método para encon—
trar la velocidad instantanea de un objeto dado siendo este equi-
valente al problema de dibujar una tangente a la curva que repre-
senta la distancia respecto al tiempo, es decir un modelo del mo-
vimiento.

El cilculo integral es un método de encontrar el resultado to
tal de lz accifn de una nagnitud variable.

Conforme se va dejando a un lado la formulacién mecinica de
los problema:s en que se analizaron 1los anteriores conceptos y ope-
rando con funciones en vez de dependencias de distancias o veloci-
dades respecto al tiempo, se llega a la formulacifn de problemas
en forma abstracta, es decir, se llega a los problemas del cdlculo
diferencial e integral.

Seri fundamental para el Cilculo, como para todo el desarro-
1llo postarior del An&lisis, el concepto de LIMITE, el cual se for-
mula posteriormente al de los conceptos variable y funcién,

* Las ssccioncs cSnicas: elipse, hip€rbola y parfbols, teorfa desarrollads desde

los griegos,Unida a la forma algebraica dasarrollsda despues de la &poca grie-
g8, y con la idea de magnitud varisble, que surgio del cstudio del wovimiento
son el origen de la Geometr{a Analftica.
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As{, en los primeros dias del Anilisis, el papel que mis tar-
de desc;ﬁpcﬁaria el ltmite, corrid 'a cargo del concepto algo nebulg
s0 que cs el Lnfinii‘.ésimo: el cdlculo de Newton y Leikniz, asi co-
mo el de sus contemporaneos, fue un cilculo que en muchos de sus
trabajos esta basado sobre conceptos geométricos intuitivos.

Seran Euler, Lagrange ¥y cuu;:'hy quienes sustituyan elementes
aritméticos por intuiciones gecométricas. Esta aritmetizacién le da
ra mayor rigor vy precisiOn’ al cilculo; no obstante, afin en el dlei
mo tercio del siglo pasado, de los propios nfmeros reales, se tie-
ne soleo una idea intuitiva de ellos. De tal suerte que la ausencia
de una completa comprensién del sistema de los némeros reales impi
de una fundamentacién s6lida del Cdlculo.

De esta manera seri a fines del siglo pasado en que se formu-
len construcciones de R que muestren la nccesidad del Axioma de
Completez para los nGmeros reales, propiedad que en sus varias for
mas, juega un rol crucial en el Célculo Infinitesimal, valorando
su importancia al estudiar las propiedades de los limites.

$2. £ Por qué estudiar el limite ?

Presentaremos algunas ideas informales sobre el por qué es nece
aario el concepto de limite., Esto lo haremos siguiendo dos o:ientef»
"ciones: la primera mostrara como a partir de abstraer propiedades
de cuerpos fisicos, se llega necesariamente z hablar del lfmite;
para esto presentaremos la "derivada® y la "integral”; la segunda
orientacién consistira el presentar la necesidad del concepto de
ifmite a partir de conceptos matemiticos, estos seran "ia comple—-
taz" de los ndmeros xeales y la "continuidad” de una funcibn.




Posteriormente pasaremos a definir y darle un trato riguroso
a dicho concepto, asf como las propiedades de clertas funciones
que llevan a la continuidad de funciones.

a). La derivada

Presentaremos este concepto en términos de la velocidad de un
objeto*, Eptenderemos la velocidad de un cuerpo como la rapidez
con que cambia de posicién al transcurrir el tiempo. Considerando
nue una particula se desplaza de un punto A a otro punto B en un
intervalo de tiempo t , se
particula como la raz6n del
da en efectuarse, esto es,
Toaba_df-ai
A_t: tf - ti

define la velocidad media de dicha -
desplazamiento sobre el tiempo que tar

es la velocidad media
Ad: es el desplazamiento del punto A al punto B **

es el intervalo de tiempo en que se realizé al desplaza-
miento.

* Fué en términos de la velocidad como Newton explica 1a Derivada de una funcién,

- D;lsm considerarse para este caso que al desplazamiento es en una sola dimen—
siba.,
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Lo que se obtiene con la velocidad media es un promedio, par-
tiendo del supuesto de que la partfcula,ademis de desplazarse uni-
dimensionalmente, su’ v:::locx‘.dad cs constante en todo su recorrido.
Esta situacién ideal no nos explica un sinnGmero de particularida-.
des del movimiento, como por ejemplo: el lanzamiento de un proyecs
til, el movimiento de los planetas, etc.

n escencia, la velocidad media, partiendo de las lecturas i-
niciales y finales de tiempo y distancia, no indica la veloci
dad gue la partficula presenta en cualquier momento de su reco
rrido.

Pero es partiendo del concepto de velocidad media como se re-
suelvae el problema planteado, esto es: determinar la veloci~
dad de la particula en cualquier momento, a la que se llama
[VELOCIDAD TINSTANTANEA.

Veamoslo en el siguiente ejemplo:

Un cuerpo que parte del reposo (vy = 0) se desplaza durante
los primeros 5 segundos 250 metros. Al realizarse medicicnes de
tiempo y distancia en este mismo pericdo, se determina que la dis-
tancia cambia en funcién del tiempo bajo la siguiente regla de co-
rrespondencia:

de) = 2¢?
ZQue velocidad tiene el cuerpo cuando han transcurrido los

primeros 2 segundos?.

S1 usamos el concepto de velocidad media para describir la ve
locidad instantanea, el intervalo de tiempo inicial y final coinci
den, asf como la distancia recorrida gera nula; por lo c}.\al la ex—
presidn con que se calcula la velocidad media no tiene sentido:

gaba_ o
At 0
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La salida a este contrasentido es definir la velocidad instan
nea a partir de la velocidad promedio mediantec aproximaciones.

Esto e¢s, sidescamos obtener la velocidad instantanea en i *
= 2 , obtengamos aproximaciones cada vez mis exactas a dicha ve-
ccidad instantanea; tomando mediciones en intervalos de tiempo =
s cortos, por ejemplo: [‘2,2.2) , [2,2.15} . [2,2.ﬂ . erc.,
s{ en cada caso obtendremos distancias asociadas para cada inter-
alo de la forma [2,2 + n}

con h > 0 , con su respectiva veloci
Had promedio;

lo cual podemos ilustrar en la siguiente tabla
-

+

freomvate | A+ m | sa = am - a@ e =n v = i%
2,2.2 21,296 - 5.296 0.2 26.48
2,2.15 | 19.87675 3.87675 0.15 25.845
2,2.1 18.522 2.522 - 0.1 25.22
2,2.08 | 17.997824 1.997824 . 0.08 24,9728
2,2.06 | 17.483632 1.483632 0.06 24.7272
2,2.04 | 16.979328 0.979328 0.04 24.4832
2,2.02 | 16.484816 0.444816 0.02 24.2408
2,2.01 | 16.241202 0.241202 0.01 24.1202
2,2.001 | 16.024012 0.024012 0.001 24.012
2,2.0001{ 16.0036 0.0036 0.0001 24.0013

Observemos que con aproximaciones mis finas, en intervalos de
tiempo m&s cortos proximos a t = 2 y calculando sus respectivas

distancias, podemos formular lo gque sera la velocidad instantanea
en el tiempo t = 2%, Para fines pricticos tenemos que la veloci-

dad instantanea, como resultado de aproximaciones sucesivas, para
t =2 es 24.

*En palabras de Newton: su fluxidn.
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Pero de la expresifn de estas ideas en forma verbal e intuiti
vamente a expresarlas con rigor y simbblicamente, existen grandes
dificultades. Fue la-formulacién matemitica que propone Fermat la
que finalmente se adopt$% y que pasaremos a ilustrar resolviendo
el problema anterior desde otro punto de vista, este en forma mis
abstracta; el problema es:

2Que velocidad tiene el cuerpo cuando han transcurrido los
primeros 2 segundos, si su movimiento se describe por la
expresidn:
a =2t 2
Cuando t = 2 de la expresifn obtenemos que 4 = 16. Ahora
bien, si h es cualquier incremento de tiempo, en el tiempo 2 + h

el cuerpo se movera una distancia igual a 16 m&s un incremento Xk ,
esto es .
16 4+ Kk =-2(2 + h)?
= 16 +.24h.+ 12h% + 2n¥

simplificando tenemps que

k = 24h + 12h% + 2n°
asf la velocidad promedio en h segundos es

k _ 24h +_12h? + 2h*

h h
en este caso Fermat considera que el numerador y denominador del
lado derecho de la expresién se divide por h quedando

kK = 24 + 120 + 2n?
h .

y sefiala que si h es cero se obtiene la velocidad en t = 2 , esto
es

.
A = 24 **

*Mathematics: The loss of Certainty
**La notaciin es de Newton.
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Como se puede observar, en la solucifn del problema se requie
re de afirmaciones del tipo "cada vez mis cercano"; ademas se pre
senta la dificultad de considerar en un momento a h diferente de
cero (al simplificar) y posteriormente scfialar que si h es cero
se obtiene la velocidad instantanea.

Estas imprecisiones del uso del simbolismo que planteamos, in-
cluso dec razonamientos aparentemente contradictorijos (como es
el caso de h) y que son las partes cscenciales.de estos cilcu--

los, solo tendran solucibn al precisar el concepto de limite.

/

b) La integral

En el estudio de la dinSmica de las partfculas, es de grin im
portancia analizar el movimiento dé éstas cuando actuan diversas
fuerzas. Al presentarse fuerzas constantes, el problema es relati
vampante sencillo, &ste es mi&s complejo cuando se consideran que
actuan fuerzas no constantes, variando con la posici6n. Para la
golucién de estos problcmas, desde el punto de vista matem&tico,
sa requiere el concepto de LIMITE, manifestandose esta vez 'en lo
que se conoce como la INTEGRAL.

Daremos una presentacifn no muy elaborada, sobre la forma en

que s3é sborda la solucién de este problema partiendo del concepto
fisico de Trabajo.*

Cuando se considera una particula que recibe la accién de una
fuerza constante F y el movimiento se efectua en linea recta, en
la direccifén de la fuerza, se define el Trabajo hecho por la fuer
za sobre la gartfcula como el producto de la magnitud de la fuer-—
za por la distancia que se mueve la particula.**

*Este concepto, como recordarss, se estudia en los curscs de Pleica.

*%Recuerdese que el Trabajo es un escalar y sus unidades en el sistema MKS es
el Joule.
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§1i consideramos:

F: La fuerza
: La distancia
: El trabajo
Se tiene que
W = Fed
si

aplicamos 1; relacifén de la. distancia con la fuerza cons+
tante, obtenemos la gzg‘ificn‘

R o v
x: ‘distancia.
Fix) = ¢

x
De manera que si una partfcula, como resultado de la fuerza
constante c, cambia de la posicién a

& la posicién b , esto es,
recorre la’distancia b - a

+ entonces el trabajo realizado:
W=c(b - a)

equivale al frea del rectingulo R cuya base es

b - a y altura
c.

En este caso simple, podemos interpretar el trabajo como el
&rea de un rectingulo.

A partir de &sta situacifn simple, abordemos el caso m&s com—
plejo: Consideremos el trabajo hecho por una fuarza que varia su
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magnitud, Esto es, consideremos que la fuerza varia segdn el lu-
gar que va ocupande el objeto; ea decir, para cada desplazamiento
x le corresponde una fuerza, dependiendo de esta x:

¥ = F(x) )

asf, al graficar la relacién entre el Jdaspldzamiento y la
fuerza aplicada, la grifica no puede ser una lfnea horizontal:

glulil

Por lo cual, el concepto de Trabajo para una fuerza variable
necesita de precisifn, tanto como su interpretacién geométrica.

' De nueva cuenta, seri por medio de aproximaciones sucesivas -
come estableceremos el concepto de trabajo para una fuerza que va
ria conforme cambia el desplazamiento.

Pasemos a su explicacién:

Consideremos el intervalo [a,B]

dividido en cuatro partes
iguales:

a : b
En cada uno de estos intervalos, se¢ supone que la fuerza en
81, es "casi" constante y que el trabajo que se realiza resulta

de la swta del trabajo realizado en cada uno de los intervalos
que se formaron.

Precigsemos lo anterior ayudandonos del simbolismo matemitico;
para 1o cual 11 Ax al fio de la divisiSn, asi como -
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cl, €2, ¢3, c. puntos de cada uno de 1los intervalos (en particu-

lar se puede elegir el extremo izquierdo del intervalo).

< <2 S &
a  arfAx a28xa+3x b=arddx

Si°consideramos que en cada intervalo F es constunte, la pode
: btéf;et en cualquier punto del intervalo, en particular los

':pg\;mbos que ~ ya se nombraron. E1 trabajo realizado en cada uno de

los:intervaios lo podemos expresar Como:

Wi = Flci) 8%
Wz = Flc2) &x
Wy = Flci) ax
We = Flaei) 8x

Asf el trabajo aproximado en el intervalo [a,b] serfa:
W = Flc1)Ax + F(ca)Ax + Flci) Ax + Flcu)ax
éata expresién se puede escribir en forma mis compacta usando el
simbolo I . Asi, lo anterior lo expresamcs COmo:
4
W e L F(cy) 8x con cj es algun punto del
i=1 intervalo de la divisibn,
Para mejorar la precisién del valor del trxabajo cfectuado -
por la fuerza variable en el intervalo a,b . podemos dividir
é€ste en 8 partes, por sjemplo; asf tendriamos que:
8
W= I Flcg) Ax
iml
Un valor cada vez mis préximo al valor real del trabajo se t-
tendra al hacar divisiones del segmento a,b en un nm'naro ma=

yor da intervalos de longitud cada vez mds pequeiia.

Aaf, si dividimos [n,h] en 2'* intervalos iguales y caleu
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lamos 210
‘L Feg) ax con c©; un punto de cada
i-1 intervalo.
© bien
2'0

L Flcy) 8x
i=1
y en forma mis general
n
L Flei) bx
’ i=1
con n cualquier nfimero natural de la forma n = Zk
Encontramos gque la aproximaci6én al valor del trabajo se puede
obtener con la precisién que se desee, realizando divisiones tan
pequefias como se quiera. Ademss, al calcular ya no una aproxima-
cif6n, sino un valor real exacto, se presenta cuando la expresifn
que se calcula resulta al sumar un nfmero infinito de términos,

~cuando la SERIE es INFINITA-, a este valor det trabajo se le re-
presenta matemiticamente como

13
[F(x) dx

¥y se obtiene evaluando el siguiente lfmite

n
lim I Fley) Aax
i=1

o+ w
Como se ve, aparece otra vez el limite, en este caso el l1lfmi-
te de una variable (las sumas) cuando esta es cada vez mids grande,

Los cdlculos y la precisién de estos conceptos se haran solo cuan

do se tiene el desarrollo conceptual de lo que sera propiamente
el LIMITE,

Analizando este problema desde el punto de vista de su repre-—
sentacidn grifica, tendriamos que si consideramos a cy como los
puntos iniciales de cada intervalo
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¢ € Gy A b =

. . ax

el trabajo se aproxima al &rea que se obtiene de los 4 :ect§ngu—
los . formados..SL se hacen 8 divisiones del intervalo ({a,H]

EPS s u

x

. 8 . .
la expresién E Flci) ax serfa el 4rea de la regidn .sombreada
3 T il : . T

“Bn el proceso del limite descrito anteriormente, se tiene que
la expresién
b n
J? F(x) dx = 1lim I P(ci)ax
a Tyee -
repraesentarél irea bajo la curva, que es la zeptesenncid_n geomb-
trica que se tiene de la integral.
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Resumiendo:

El Trabajd, en particulax, asf como una gama de problemas en
que su solucifn consiste en calcular el drea de una curva i-
rregular, en genaral, tienen solucién cuando se precisa el
concepto de Integral como un limite.

¢) Continuidad

Cuando en el Capftulo II se grafican las funciones racionales,
o bien las funciones trigonométricas, encontramos que en algunos
casos, para lograr trazar la funcién se tiene que despegar el 18-
piz del papel y dibujar una parte y despues otra de la funcibn en
estudio.

Esta primera nocién sensorial de lo que representa una fune’
cién "continua™ de aquella que no 1o es; al iniciar el estudio de
las funciones quizas se puedan resolver las difex:encias de tzata-
miento, mds la ampliacibn hacia nuevo tipo de funcicnes, asf como

" el uso de la noci6n de funciones en una esfera mis amplia de apli
caciones, va a exigir la precisifn del concepto.

En un inicio seran las curvas de la cinemftica las gue sirvan
de inspiracién para el estudio del C&lculo, conforme se desarro-
lla éste dltimo, Se encuentra que se plantean estudios de funcio-
nes y curvas algebra.lcus en forma mds gcneral.

De la misma forma, el trabajo. de Fourier "teorfa Analftica
del Calor” publicada en 1822, obligS a los matemiticos del siglo
XIX a examinar y discutir los conceptos de funcién y continuidad
vigentes en aquel tiempo, con fin de darles la precisifén y rigor
que requieren. Siendo el concepto de limite un auxiliar importan—
te en la formulacién de la continuidad de la funcién.

Con el £in da tener una idea sobre el concepto de continuidad
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-que se discute ya a partir del Sigle XIX- la explicaremos pres-
cindiendd del rlqor.

Consideremos una funcx.dn £ yP un punto de su dominio. Se di-
ce que £ es continua en P si en todo punto x préximo de P, el
valor £(x) es pr6ximo a £(P).

Otro modo de decir esto es:

Si x se mueve hacia P, el correspondiente valor de la funcidén
£{x), debe llegar a ser tan préximo a £(P} como se desee cual
quiera que sea la forma con que x tienda a P.

5i 1la funcién es continua en todos los puntos de su dominio,
se dira simplemente que es continua.

Al considerar las 9raficas de funciones continuas, en Estas
no dcbcn presentarse "saltos bruscos"; veamos los sigulentes ejem
plos:

EJEMPLO 1: Sea [x] 1la parte entera de x; luego definimos

la funcién -
£: Re—eR; £(x) = x = [x]

cuya grifica es:
Y NStese que en x = 2 , £(2)
es 0. Pero si x se aproxima
a 2 por la izquierda, tene-
mos que f(x) se aproxima a
ATTATT AT AT 1, el cual es un valor dife-
1 1 1 )
%—/{/‘Z_ rente a £(2) y entonces deci-
A 2 3 4 * 555 que £ no es continua en 27
o gue £ es discontinua en 2,

ﬁ7’
1 1

'

2

EJEMPLO 2: Consideremos la funcién

£{ R - {0}=—=R -
X e £(x) = &,
x
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cuya grdfica es:

x

Es cl€ro que la funci6n en 0 no es continua, puesteo que £{0)
no tiene sentido y por lo mismo no presenta continuidad en este
punto.

EJEMPLO 1: Consideremos unza funcifn definida en €érminos de
mis de una expresiSn algebraica

- £: R——eR x 58 xg 0 -
Kb £(x) . = .
) 2 8i x>0

esto es: v

S1 x < 0 entonces f(x) = x
S1i x > 0 entonces f£{x) = 2,

En eate caso se tieneque
£(0) = 0, mientras que si

nos aproximamos a cero con o %

valores de x positivos, se
tiene que £(x) = 2. as{ de-
cimos que £ no es continua
en 0.

EJEMPLO 4: Dirichlet, estudiando y desarrollando los plan~

teamientos que Fourier presenta en uno de sus trabajos, conside= .

ra una funcifn como la siguiente:
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£: R——=R 18 xeQ
X £ (%) =
-1 8i xtg I

cuya gri&fica es la iigu!.cnte Y

Realizando discusiones similares a las de los ejemplos ante—
. riores, se puede concluir que f£f no es continua en todos los pun—
tos de su dominio. i ..
i’ax-a tener una explicacifn contundente de la continuidad de
los ejemplos anteriores y problemas mis complejos que se pre-
sentan en el desarxollo de las ideas matemiticas, es necesa-—
rio avanzar en lo que determina lo que es una funcién conti--
nua, y con ello en el concepto de limite.

d).El axioma de completeaz

En el Capftulo I, comentamos que los modelos de R -la recta y~
la escritura decimal- dan la posibilidad de regresentar objetos
que no son nGmeros racionales, siendo vZ  uno de estos objetos,
el cual se puede ordenar quedando entre los racionales ‘1 y 2;
esto es, 1 < /2 < 2, y que se representa en la recta como sigue
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1

., © EIEE 2

Al dividir el intervalo cerrado I, = [l., 2] en 10 partes
iguales, en una de ellas esta contenido el nlmero /2, es de‘cir,

1.4 < Y2 <1.5 obien /Te [1.4,2.8 =1,

Al aividir nuevamente este Gltimo intervalo I, en 10 partes |
iguales y considerar el intervalo cerrado que contiene.a  vZ',. te

nemos que

1.41,< /Z < 1.42 o blen /T c [1.41,1.423) =1,
Gréficamente la situacifn es:

Al
.42
' h

i 2 & ' $

14

S1i nuevamente se efectua lo mismo con i;,, y aal para cada
intervalo que contiene a vZ ; encontramos intervalos cada vez
"mis préximos® a vZ . Estos intervalos los podemos describir co-
mo sigue:

Ie = [1:2-_] M
1 = [1.4,1.5)
I, = [1.41,1.43
Xy = [1.414,1.415)
"1y o= [1.4182,1.4143

1,2= [1.414213562373,1. 414213562374)

Se puede ohbservar que en c¢ada intervalo obtenido estd conte-‘
nido en el anterior, esto es:

I, CI & .. CL L CL,C T
ademds. /¥ e Xy con k = 1,2,...,n

Al represcntar en forma general los anteriores intervalos,
queda como sigua:.: -
ot [T

CON . ap = Bg.G1G2... Qg

Bp = Bo.01Q2,..0, + 2 con «, una de las cifras

n
1o . 0,1,2,...,9
A partir de la densidad de Q =-entre dos racionales hay una
infinidad- se puede desarrollar la construccifn de los interva—
los I haciendo crecer n tanto gomo se desee; esto es, que n
sea cualquier elemento del conjunto N .

Los valores izquierdos de cada intervalo definen una sucesifn
de valores {a,} que crece y que csti acotado superiormente pox
cualquier ‘5'5_; mientras que los extremos derechos de cada intex
valo definen una sucesién de valores (3@} que decrecen y estd
acotado inferiormente por cualquier valor an -

Ademis conforme n crece, la distancia del intervalo I, se
reduce, puesto que

THo-an Ao
iom

se aproxima a cero.

Bgtns consideraciones son las que al proponer el axioma de com
pletez, permiten establecer, en particular que /Z ea el 1lfmi-
te de una sucesién Ae nGmeros racionales



§3., Definicifn de 1lfmite

En el capftulo anterior, graficamos funciones por medio de la
tabulacién. El procedimiento consistfa en obtener un ntmero fing-
to de pares ordenados de dicha funcién y localizarlos en el plano
cartesiano, para luego unirlos por medio de una lfnea.

Proceder a unir estos puntos, si bien solo permite obtener un
esbozo de la forma de la curva, cabe preguntarse ¢por qué unir
los puntog con una lfinca "continua"™? -este procedimiento se apli-
c6 en todos los polinomios-. Posteriormente, al estudiar las fun-—
ciones racionales, consideramos funciones en que no siempre uni-
mos con una vlinea dos puntos della grdfica; es el caso cuando la
funcibn tiene como dominio intervalos en los cuales no estd defi-
nida en todos sus puntos. Para estas situaciones requerimos reali
zar un estudio del dominio de la funcifn, asfi como el comporta--
miento de la funcién al aproximarnos a valores para los cuales
la funcién no esta definida, podriamos decir, se¢ realiza un estu-~
dio en forma mis local de la funcifn,:precisemos esto Gltimo:

Las propiedades de la funcifn que dependen solo de los valow
res de la funcifn en cualquier entorno ~vecindad- del punto
analizado, las llamamos propiedades locales de la funcién en
el punto dado. La existencia o no del limite de una funcibn
en un punto, son propiedades locales de la funcién en el pun-
to; las cuales pasaremos a estudiar.

Veanos en un ejemplo sencillo como se expresa el concepto de
limite.
‘Sea £: R——e R
R £{X) = 2x + 3 una funcibn.
Nos pregur‘xtamas! ’

{Como se comporta £ si la variable x toma valores de R que
estin cada vez mis préximos a 1 (x = 1), pero x p¥ 1?
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c'onrel fin de tener una primera idea del comportamiento de £
al aproximarse x a 1 construimos la siguiente tabla:

% £(x)
0.9 4.8
0.99 4.98
0.999 4.998

0.9999 4.9998

1 e
‘10001 s.0002
1.001 5,002
1.01 5.02
1.1 : 5.2

La primer observacifin que podemos hacer es que, conforme x
se aproxima al valor 1 , £(x) se aproxima al valor 5 o bicn, un
nmero que estf muy préximo a &l. Por otra parte, dado que el con
Junto R es denso, podemos continuar asignédndole valores a x ca-
da vez mis pr6ximos a 1 en forma indefinida.

Con loa valores de la tabla formulamos las siguientes condi-
cionales que son verdaderas; Estas afirmaciones se pueden compro-..
bar a partir de las propiedades de R : las de campo y las de or-
den. ’

S1 x A1 .y 0.9 <.x < 1.1 entonces 4.8 < £(x) < 5.2
SL x ¥ 1 y 0.99 ¢ x < 1.01 entonces 4.98 < £(x) < 5.02

8L x A1 y 0.999 <x < 1,001 entonces 4.998 < £(xX}.<5.002
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8L x ¥ 1 y 0.9999 <x <1.0001 entonces 4.9998 < £(x) < 5.0002
La forma general de estas condicionales es:

SL x#1 yl1l-68<x< 14+ §entonces 5 —¢ < £(x) <5+ ¢

Geométricamente las desigualdades
vecindades, veamos porque; ° . e

se pueden interpretar como

Para la que aparece en la hipStesis, x toma sus valores en

el dominio de'f con x # 1; asf la vecindad tendra centro en 1
y radio 6 > 0 (con 6 = 0.1, 0.001, 0.001, 0.0001 respectivamen—
te) . Mienkras que la que aparece en la tesis, £(x)

toma valores
en el contradominio de £ ; asf se tiene la vecindad con centxo

en S5 y radio £€:>:0 {(con € = 0.2, 0.002, 0.002, 0.0002 respectiva-
mente). Su forma general se puede escribir como:
si x %1 y xe (1 -6,1+ &) entonces £(x) € (5 —¢,5-+€)

La representacién grifica serfa:
- ¥
S+¢ -

o3 }hx)

O bien, usando el valor absoluto, la condicional se escribe
en forma equivalente como:

X Is:l 0 < |x = 1] < § entonces |f(x) - 5] <€ .

' Observando las desigualdades, notaremos gue existe una rela-
cién entre los radios § y € , es decir, esta forma general no es
v&lida para valores arbitrarios de § y © . Pasemos a determinar
la mencicnada relacifn.

Al considerar verdadera la hipStesis 0 < |x - 1] < § se cum
plen las siguiantes desigualdades equivalentes:
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X #1l y -§<x~—-1<¢§

x A1 y -28¢2x -2 <26 (mult. por 2)

x A1 y 25 < 2%+ 3 -5 <25 (sumando 3 4 C=3))
x #1 y -2;5<£(x)=-5<26 ’

|£¢x) - 5] < 264,

Asf tenemos que la condicional es wverdadera, siempre que
26 < e (o bien § < £,
. 2

M&s, en nuestro estudio, intentamos detexminar si. £{x) se a-
proxima a un valor en el contradominio (en este caso a 5) confor-
me x sSe aproxima a %.

Asi, al proponer un valor e > 0 como radio de una vecindad
con centro en 5,en las imagenes, en el dominio se puede cbtener
una correspondiente vecindad con centro en 1 y radio § (que de~
pende de £ ) tal que todos los puntos de dicha vecindad y distin-
tos de 1, su imagen pertenece a la vecindad propuesta.

En el ejemplo.propuesto se tiene que al hacer ¢ €an pequeiio
como se quiera, encontramos una vecindad en el dominio con radio
s <& que cumple lo anteriorx.

2

Pasemos ahora a precisar el concepto de limite,

PRIMERA DEFINICION

Decimos que la funcibn £ tiene como limite el nfmero real L
cuando x tiende al nimero real a, si y solo si dada una ve-
cindad de centro L y radio cualquiera, existe una vecindad
con centro en a de manera gue todos los puntos de estea inter-—
valo distintos de a, tengan una imagen en el intervalo de cen
tro en L dado en principilo.*

Esto lo simbolizaremos como:

1im £(x) = L
X +-a

# Definicion de Cauchy -142-



Graficamente lo podemos representax camo:

1im £(x) = L, 81 dado U E
X +a Uy 3L
existe V tal que si X

R}

x € V, X # a, entonces

£(x) e U

S I B S L A
A LENS
——

Esta ,1dea de aproximacién que tiene un caracter de vmovimiento
continuo "de aproximarse a L conforme x se aproxima al valor a",
se puede reemplazar con una descripcibn “estitica" que considera
solo nlmeros reales sin involucrar movimicnto o geometrfa, manis
festandose en la siguiente definicifn:la cual se debe a Welers—
u’:aa‘@'. O '

SEGUNDA DEFINICION

Se dice que la funci6n £ tiene come lfmite al nGmero real

L cuando x tiende al nfimero real a , si y solo si, para to

do nfmero real e con e > 0 , existe § ,6 > 0 tal que siem—

pre que 0 < |x - a] < § entonces |f(x) - L] < €.

En forma compacta la podemos expresar como:
(lim £(x) = L ) «= (e, €50: &, 6>0; 0 <|x-a] <& ~ |£(x)-L] <)
x+a

Al considerar el caso particular en que f sea una funcisn
definida como: ’

£3: .1!—-"!!
X b £(x) = 3x - 2
afirmamos que lim f£f(x) = 4
x-2
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X

puesto que la siguiente afirmacién es verdadera

Para todo e > 0 éxiste § > 0 tal que
i 0 < |x ~ 2} < & entonces |(3x - 2) - 4| < ¢

Para probar que es verdadera la afirmacién, debemos encontrar
una relacifn entre el valor de e y & de tal forma que Se cum—
pla la afirmacifén. La estableceremos utilizando la desiqualdad de
la tesis que aparece en la condicional con las siguientes equiva-
lencias:

1(3x - 2) - 4] < ¢
13x - 6] < €

[30x = 2)] <

€
13l11x - 2] < ¢
3 |x -2} <€
Ix - 2] <&

3

€
uUsando la Gltima desigualdad tenemos que si hacemos a § < 3
la proposicidn:

s1 0< |[x = 2| < &§ entonces |(3x ~ 2) - 4| < € es verdadg

ra.

Esto es, no importa el valor que tome € {siempre que sea po-
sitivo), siempre se puede encontrar &§ > 0 con la propiedad que
se indica; por lo ctanto

1im £(x) = 4
x=+2

E1l procedimiento general para demostrax que una funci6n tiene
1fmite en un punto determinado, consiste en lo siguiente:

'l' Probar que 1lim £{x) = L
xra
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PRIMER PASQ |

Como sefiala la definicibn, para todo e.> 0 tenemos que ‘con-
siderar un intervalo abierto de cualquier tamafio con centro
en L, ]L -e,L +:[

SEGUNDO PASO

Obtener un intervalc abierto con centro en .a , ]a -5,a + 5[
el cual requiere construirse a partir del valor de € , esto

es, 6 depende de € ; de manera que su medida se debera encon-
trar oo términos de € . De esta manera, al hacer a £ tan pe-
quefio como se quiera, el valor de § es tal que los valores

del intervalo contenido en el dominio y distintos de a , su
imagen pertenecera al intervalo con centro en L y radio € .

Grafi lo podemos rep tar como sigue:
. : Y
L¥et,
S B
L—ot
. 3
o 3 3 Y
Ay
a X a=s.® a4s X
LPRIHER PASO SEGUNDO PASO .

El procedimiento gue usualmente se realiza es:

Considerar la desigualdad |£(x) - | < ¢ y por medio de equi
valencias, lograr obtener el valor 3 que se requiere.

¥or-ejemplo, sl £(x) = kx + b , kX ¥ 0; se tiene que
1im £(x) = ka + b (=L) por las siguientes egquivalencilas:
Coxea . .

YL -L] <€) = (Jrlx -~ a)| <) = ([k]|x -a] <& =
tlx = al < -I-;—l) .
ds esta manera, al proponer qua § = .

Ped
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tenemos que cuando Ix - a} < § es verdadera

{€(x) - L} < ¢ lo es tambien.
Ve esta manera se llega a demostrar que lim £(x) = L
N . X +a
En el caso de probar que L es el limite de una funcibn lineal
rasulta sencillo: sin embargo, en los casos en que la funcién no
es lineal, el obtener para todo € , su correspondiente & , re-—
sulta mds complejo. Ilustremoslo com un ejemplo.
Probaremos que si £f: R—— R
X £(x) = x*

entonces 1lim £(x) = 9
x -3

Partiendo de la expresidn l£¢x) - Ll < €2 en esate casé parti

cular qieda como |x* ~ 9] < € que es eguivalente a

|x* = 9] = |x + 3||x - 3j<c
para obtener la relacién entre € y s requerimos acotar el va-~
lor |x + 3 |, para lo cual hacemos o siguiente:

S{i proponemos § = 1, esto es |x - 3] < 1

entonces’ -1 < x-3¢<1
© bien 5<x+2<7
asy fx + 3] < 7

Volviendo a la equivalencia inicial, tenemos que
1% = 9l = Ix + 3][x ~ 3] < 7jx = 3|
de manera que siempre que ¢ 8Sea positivo y Se cumpla la relacifn

)% - 3] < ¢ se cumplira |[x - 3| < l-;,. por lo que finalmente te’
nemos que: :

Siempre que se elija & como el menor de 1 y-5 se tendra

qué ‘a8’ valida la condicional de la definicién del 7 ltvmite. Esto
es:

_Para“cualquier ¢ » 0 , axiste 0 < § = min (1, %) tal que
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ﬁi o< lx.-,3| < & entonces |x! - 9| < ¢ y-lo cuams sfgnifi Ahora bien,

Zque sucede a la funcién conforme x sa ap:oxi—

ma al 0?; ¢es posible proponer un numnx:o real L el cual sea 81
- I.I.mito de la funcién *

cuando x ~ 07.
[ f La respueuta es nogativa,‘ no existe un nGmero 'L en R . que ha-
H ga verdadera la definicifn de 1{mite. Por ejemplo, consideremos
'
;2. que el limite sea L = 1 , )
hend li Si proponemos que £ sea mayor que 2, se puede elegir § c?a
| ¢cualquier tamafio y la proposici6n:
H
P é | Si 0 < |x - 0] < 6§ entonces |[£(x) - 1| < ¢ es verdadera.
% i .
3 X : ¥a que si x < 0 entonces [f£(x) - 1| =2 < ¢
¥y 81 x > 0 entonces [f(x) — 1] =0 <.c .
Pa.:a evitar dificultades como en la demostraciGn anterior, en

ln siguiente geccibn, estudiaremos teoremas que nos garanticen el
obtener el lfmite de una funcién, y apoyados en ellos, no se re-
quiera en cada caso obtener la relacibn entre § y € .

- Esbo lo ilustramos en 1a siguiente figura
- H' [

2

No todas laslfunc!.ones tienen limite en cualquiera de sus pun :

tos, para ilustrarlo, veamos los sigufentes e_je.mplos
EJEMPLO 1.

Y
. ; o T s - X
8ea £ una funcién dada como £: R ~ {0} ——=R" . =1
x ;————-— £(x) = X
Ix|
notese que ol rango de esta funcifn consta solo de los puntos

Pero la definiciSn de lfmite esrablece que PARA TOPO € > 0
Y -1, siendo la grdfica de esta funcién:

es v8l1do encontrar & para la:cual la condicional as verdadera,

. - Y esto significa que se pueden proponer valores para ¢ menores
Y4 . que 2; mis en este caso, .por pequelio que.se elija & no se cumple
1la condicional de la definicifn de limite. -
N - i - Esto es debido a que cualqguier § que se px'oponga, siempre se

; . ' encuentran elementos del intervalo con la propiedad da que

-6 £ x<0 y en este caso t(x) = -1 y entonces la desigualdad
X . H

. i je¢(x) - 1} < e con € < 2 sera falsa. Lo anterior se ilustra en
. g d . la figura sigutente.

1
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[N

3
vt .
Algo similar sucede al proponer otro nimero real L
1lfmite. Basta en cualquier caso,
¢ho valor, cualquier
de la deffniciﬁn.

kY
Py X

como el
proponer c<{ ..-para’que en di-
§ que se proponga haga falso 1la condicional

EJEMPLO 2.

Sca £ la funcidn dada por £: R = {0} ——=R

X p—————y £ (x) -%‘-

la grifica de la funcidn tiene una asfintota vertical en x = 0 ,

lo cual significa que s8i x > 0 y
que s1 x <0 y x =+ 0,
siguiente:

x - 0, £(x) -+ = mientras
£(x) + -» ; su gri&fica tiene la forma
Y

.

En este caso tambien nos. planteamos la interrogante: les posi
ble proponer un nimero real L el cual sea el limite de la fun—
c16n cuando x tiende a cexo?.

. te la resp ta es negativa. Puesto que al considerar
algun nmexo L como lfmite, sucede que al proponer un valor pa-
xa ¢ se da el siguientd problema: no importa que valor tenga &
siendo positivo, se puede cbtener un elemento X € ]-5,6[ tal
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qua 0 < |x] < Ll*c cumpliendose las siguientes desigualda

des equivalentes:

It > It} + e>D , e donde
o

1 Y i
S EA R e

1 1 1
e < 1zl =1zl s lgl - Ieh) € 15 - ¢l

por lo tanto |£(x} = L| > ¢
Graficamente se tiene lo siguienﬁe:
A} ) NI (]
Lte ]‘f(x) i | £(x)~L] >c_Ttc X .
L B ’
Lee ™ L+c
. W

i

L\ e £(¥)-L
1

_'l? X% <l ~l~ ~

En estos ejemplos,

L-c
tenemos funciones para las cuales no exis-
te el limite en un punto determinado; lo cual podemos establecer-:
en forma general como sigue:

L no es el lImite de la funci6n f en el punto a si
Existe € , con € > 0: tal que cualguier § con &6 > 0 1la
condicional: si 0 < |x - a] < § entonces |f(x) - L] < ¢
es falsa. ° :

O bien .
( Lim-£0x) # L) = (Je,e > o;Va 5505 0<|x— al < &4
X +a
1€(x) -~ nf 2
En el Capftulo II, al estudiar lasg funciones rxacionales, se
definié en forma intuitiva el concepto de asintota horizontal y

asintota vertical. Dichas definiciones involucran el concepto de
1fmite, lo cual pasaremos a analizar.
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En el caso en que £ tenga una asfintota horizontal, se tiene

que £(x) - b cuando x + o v unanéo la notacién de limite, 1l

podemos expresar como lim £(x) = b , lo cual st(jnifica que:
-+ .-
Para todo €.> 0 existé un nfmero k > 0 tal que siempre que

x > k entonces [f(x) -~ b| < ¢

Graficamente se puede representar como:

b+c
b
b-¢

fx)

ry

e re—————

I

En forma similar, el decir que

£(x) + b cuando x + == , se
puede representar como lim £(x)} = b , lo cual significa que:
>

Para todo € > 0 , existe k > 0 tal que siempre que

x < ~k se cumple que {£(x) - b] < € .

Al referirnos a la asintota vertical se presentan tres casos
los cuales precisamos% Para tal efecto, detallaremos el signifi-
cado de las tres expresiones siguientes:

1) 1lim £(x) = 4= 2) lim £(x}) = ~o

3} lim £(x) = =
x+a . xX+a

x=a

. PRIMER CASO

Se dice que el lfmite de la funcién £ cuando x tiende &
a es nis infinito sl y solo si, dado un ntmero positivo k cual
quiera, existe un intervalo de centro a tal que si x pertene-
ce a dicho intervalo ¥y x F a , entonceas £(x) > k , esto es;

*Revise 1la definiciSn do asfatots vertical dads en el Capftulo II.
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e+ e e

iim £(x} = += sl y solo si siempre que k > 0; existe § > 0
x +a

tal que si 0 < |x - a] ¢ § entonces £(x) > k

{63]

a=8 a a+é >
SEGUNDO CASO
Este, lo presentaremos ya en forma directa, es un b-uen ejer-
‘. cicio gue lo exprese ‘en forma similar a como se hizo al principlo

- de)l primer caso. . ]
El lfmite de’ £ cuando X tiende 4 .a es menos infinito si

'y solo si, -dado cualquier k > 0; existe & > 0 tal que si

0'< |x - a] < & entonces £(x) < -k , lo cual lo expresamos como:

14m £(x) = -«

X +a

a=6 a a+s
[,

X,

.-k

&

TERCER CASO

Diremos que 1im £(x) = = si y solo si, para cualquier . ~
x » 0 existe § > 0 .tal que 8L 0 < {x.- a] <.§ entoncesa

' Ith)i » k. Como habras notado, esta explicacién fue nucho.ma_a Aage-
recta. Detallala couo en los dos casos anteriores.

~-152-



£ §§1,9/7
k - L k

A ) at "3
a—-‘a+s ——
a a+é
k 3
' zf(x) x)

EJEMPLOS .
En bage a las definiciones anteriores, se tienen los siguien~
tes limites. .

a) Adim = =0
X re

b) 1lim i = =
x +a

1
c) lim-(——-)—r
x wa (X72

O lin o Zho -

x +a
e) 11m;=-0

X > —=

Por ﬁlc‘Lmo. quisiera mencionar en esta sacciéx{, que dada la
precisién del concepto, impide gue se den ambiguedades al astable-

cer el limite de una funcién en un punto dado; esto es, si una fun

=46n tiene lfmite én un punto, &ste es dnico, lo cual establecemos
en el siguiente teorema. :

TEOREMA DE UNICIDAD. Dada una funcién real £ :

81 lim £(x) =L vy :I.Lm f(x) = 4 entonces L = M .
X +a
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DEMOSTRACION
La demostracién l_a haremos por reduccién al absurdo.

Supongamos que L £ M . Si i::oéoncmns e w oM

3 2
Como % y M 's6n limites de £ , entonces deben existir &§, y §,
tales que si 0 < [x - al <.§, entonces [£(x) - L| < ¢
y tambien si 0 < |x - a| < §2 entonces |f{x) - M| < ¢

luego, © si consideranios .6 = min{§,,82}) se cumplira que para x
tales gue si 0 ¢ |x'=- a| < § entonces
lr. -~ M| = L - £(x) + £(x) - M|
< |£(x) - L] + |£(x) - M]

< 2¢
< 2 |u M O sea
- u] < L - M lo cual es una contradiccif&

poz 1o ‘que L no’ ‘puede’ ser distinto de M, asfi L aM .,
§4. Teoremas sobre limites

Serfa muy laborioso el gue se debiera resolver cada problema
de limites por medio de la definicién. En esta seccidn, presentare
mos una coleccifn de teoremas con el objeto de simplificar el pro-
ceso. Si bien, en la demostracién de los teoremas tenemos gue usar
la definicifén de lIinmite, una vez establecida la validez de estos,

podemos utilizarlos como reglas basicas para operar con los 1lfmi-
tas.

[TEOREMA 1.

Sea £: Re———eR

c enR y a cualquier nfmero real
Kpo—me £(x) = C

entonces 1im £(x) = c
x=a
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Demostracibn:

Puesto que para todo £ > 0
cualquier § > 0 ya que

sf 0 < |x ~al < 8 resulta que [f(x) -¢c| =lc-c| =0< ¢
esto es, para todo ¢ > 0, existe 6§ > 0 tal que

que se proponga, podemos elegir

0 < |x —al < 6+ |£(x) - ¢] < € es verdadero. Por lo:tanto

lim £{x) = c
x+a

un se;undo resultado se puede establecer en la funcién :lcjle;ltihb :

TEOREMA 2.

X e £(X) = x

entonces 1lim £(x) = a
. x*a .

Ssea f: R—»R ¥ a cualquier punto de la recta,

Demostracifn:
En este caso, para todo € * 0 gque propbngamos, es ‘claro que
existe § 0. con § < ¢ . Porque la condicicnal
8L 0 < |x - a} < & entonces |f(x) - a] = |x - a] < ¢ es
verdadera, por lo tanto 1lim £(x) = a

x->a
TEOREMA 3.

Sea f: R-~——eR b 4

a, m y b nfmeros reales
X b £(X) = mx + b

entonces 1im £(x) = ma + b
x+a
Demostracifn:

1) Si m = 0, entonces £({x) = b es la funcién constanta, y
en este caso lim £(x) = b por el Teorema 1.
-a

14) 8L m ¢ 0, de acuerdo a la definicién de limite, debemos
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probax que para t;odc_: € > 0 existe § > 0 tal que
sL 0 < [x - n|. < & entonces |(mx+b) - (ma+b)| < e,
luego como es verdadera la siguiente cadena de equivalencias
Jmx'+ B) - (ma +b)| <€ i
jmx - ma| < e
Im{x - a)| < €

im{lx - a] <€

Ix - a| < 1%‘.
se tiene gque eligiendo § = -r‘-',:‘-]- sc cumple que

g Péza cualquier € > 0 , existe § = -I%l— tal que

‘S1770 < |x - a| < & entonces |(mx + b) - (ma + B} < e
por lo tanto lim £(x) = ma + b
x+a :

Por ejemplo, en el caso de la funcibn lineal £(x) = 5x + 7
tenemos que lim £(x}) = 5(3) + 7 = 22

. x+3

El siguiente resultado garantiza que si una funcién £ tiene

lfmite positivo cuando x tiende & a cntonces £(x} es positi-
vo en todo un intervalo abierto que contiene & a , excepto quizas
en el punto a .

TEOREMA 4.

Si 1lim f(x)=L y L > 0 entonces existe § > 0 tal que
X +a

sf 0 < {x - al < & entonces £(x) > 0

Demostracidn:

Dado que xl}m £(x) = L y L es positivo, podemos proponer
€ <L yen ;ste caso existe & segtn la definicién tal que.

ai 0 < |x - al < 8§ entonces |{£{x) - L| <-& luego, usando
esta (ltima desigualdad tenemos que =€ < f£{x) - L < e ¥



y finalmente L - e<f(x) < L + ¢ . Asf pues, Por ser 'L > ¢

mis manejable el concepto de lfimite.
ntonces £(x) es positiva ' ’

TEOFEMAS FUNDAMENTALES SOBRE LIMITES 1.> LOS TEOREMAS FACILITAN EL CALCULO
Muchas funciones pueden escribirse come combinaciones de su- '

mas, productos y cocientes de otras funciones. El c4lculo del 1Im_j; . : Sx — 3

te de dichas funciones se simplifica con el teorema siguiente, el Al calecular lo siguiente xlj“‘: 2% + 1

cual nos proporciona reglas bisicas para operar con lfimites. ' - . -

dado que se. puede interpretar como el lfmite de un cociente de fun

TEOREby\ 5, ciones: lineales, por el T. 3 , estas tienen Limite, y como el limi

Sean £ y g dos funciones tales que P ' te del denominador es diferente de cero, se puede aplicar el T. S
i iim £{(x) =L y 1lim g(x) = M, entonces . cbteniendo que: _u_ml
X +a x+a . . (5x - 3)
1qm Sx =3 _ x>2 - 52 -3 7
1)"13: (£(x) + g(x)) =L + M . xw2 2X T L Iig (2% + 1) 2(2) + 1 5
, " E e

X +a

1i) lim (£(x) »g(x)) = L-M de esta manera, por la aplicacién de los teoremas, se tiene que

5% - 3 i
Lu)xz;i:\%;} =k st MpoO oo e T "5
b - 2o cual, si usaramos la definicifén, hubiera sido un trabajo
La demostracibn de este teorema resulta algo complicado y a- mis ‘arduo la demostracifn, y tendriamos que de alguna manera
' demfis sale del interes del curso introductorio que intentamos cu- saber el limite. Por eso decimos que los teoremas facilitan
brir. Sin embargo, presentamos en el apendice 1la demostracién de L. el célculo de limites.

. este teorema.

Los resultados anteriores tambien se escriben como sigue: 2.— LOS TEOREMAS PERMITEN AMPLIAR EL CALCULO DE LIMITES
-

1)  im (£(x) + g(x))} = 1lim £(x} + lim g(x)
X +a X+a X =+a

£1) lim (£{x)-g(x) = 1lim £(x)+ 1im g(x) Por otra parte, estos teoremas permiten obtener procedimien=
x +a X~a X +a

. tos generales para &l cilculo de lfmites de funciones.
.l fOq) -
£(x) X+a Por ejemplo, probar que 1im x? = a? para a un nfmero real
111) lim ST " “rImsra si lim g(x) # O . . xooa )
x>a xoa x+a -

resulta relativamente sencillo; pues si proponemos £(x) = g{x} = x

Comentaremos ahora algunas consecuencias de los teorcmas ya yusando el T. 2 y el T. S{i1) se tlena qua

denostrados, asi como nuevos resultados, lo que permitira hacer A
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1fm x? = 1im x-x = 'lim £(x} -g(x) = 1dm £(x) -1im g(x) =
X ~+a X +-a . xwa X -+a Xwa

= 5(2)7 - 12(2)* - 3(2)?

- 424
moca - el Este procedimiento motiva un resultado mis general.

n ~
En el caso de x para

n un nGmero natural, como es el pro
ducto @e n factores de x ,

i TEOREMA 6.
se ene que <
‘ 8i £ es una funcién polinomial, entonces 1im £(x) = £(a)
SL neN y a e€R entonces 1lim xo = an SN . : Jim
x+a et Y ENONY

para todo n@mero real a .
Anflogamente, si 1lim £(x) existe, entonce

x=+a i pemostracién:
se tiene que:
’ Consideremos la regla de correspondencia de £(x) como un
Lim(£(x))® = ( lim £(x))® com n N
‘x+a x +a

polinomio de grado n ; es decir,
Con estos resultados, es sencillo ca],cu;j_'

£(x) = b x™ + b, _ x4 ...+ byx + by
ya que:

Y u’sando los resultados anteriores tenemos que
1im (5x = 3} = {

Llim (Sx - 2))3 = (5(3) = 273 2197. . _
x+3 3 BT S 1im £(x) = 1im (b x™ + 1im {b__ x®7') +...+ limbx +
; a-1
. DR xoa x+a B x+a x-a

Se pueden probar, usando los teoremas anteriores, los siguien 1im b
tes resultados: : sk+a ©

1.- 81 ¢ eR entonces lim ce£(x) = c «lim £(x) = b a® + bn..l"n—l * c.. #bja+ by

xX+a X+a n
. . = £(a)
2.~ lim (£f(x} =~ g(x)} = 1lim £(x) - 1im g{x)
x=a x+a xwa . COROLARIO.
3.= 8L ©c® entonces xl.f: cox" = cea® ) . Si q es una funcién racional y a pertenece al dominio de
’ ) q . entonces lim q(x) = qla)

La prueba de estos resultados se dejan al estudiante. T x+a

Usando estos resultados, podemos obtener lfmites para las fun Demostracién:
ciones polincmiales.; con repetidas aplicaciones de estas propieda s1 qlx) = £(x) donde f£{x) ¥y g(x) son polinomios y' como
des calculemos: . R g0 °

N . a pertenece al dominio de 4q. se tiene que gl(a) A
1im (5x? - 12x* -~ 3x’) = 1im Sx” - lim 12x* - 1lim 3x? o )
x +2 x+2 x -2 x*2 :
. . 1im £(x) £(a)
=5 lim x? - 12 1lim x* - 3 lim x? X8 = 8 = g(a)
1 Iim q{x) s e —— Q
x+2 x+2 o x-2 por lo cua x +a a lim g(x) gfa)
Xea N
. : -1692-
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Usando este resultado es facil calcular lfmites como el si-

. guiente: : ’
W 3017 - 2¢1)7 4+ 2
5(1)% + 7(1) - 6

agm 3%’ = 2x? 41
x+ 5% + 7x - 6

3 =2 + 1 1

5+ 7 -6 2

El siguiente resultado es para raices enteras positivas de x
su demostracibén tambien se encontrara en el apéndice. -

4
TEOREMA 7.

Para a >0 y nelN, 6 a<0 neXN con n :mear. Y
£ una funcién dada por £(x) = ¥X entonces o
1lim £(x} = W& =
x+-a B o

Usando el teorema anterifor y el T.5 {i{), es claro que si m
Yy n son naturales y a > 0 eantonces

1im (VX)) = { Lim VX)) = (V&) )
X=+a

x +a
© bien, en té&rminos de exponentes racionales se dice que

1im x®/2 = a®/® donde a > 0
x+a

Este resultado puede extend

para exp tes negativos.

Un ejemplo de como usar este resultado es el siguiente:

. 5/3
: 1lim (x + 5 VR)
1im x513 + 5 Vx - Xe
x+8 Bx‘”:’—% 1im (ﬂx”s -E-)
x -8 x
1im %373 & ltm
- X8 +8
inm
~8

s Ve

1im 83 -
x =8

FIC |

-85/3 4+ sy
=il 8
8 ¥
w32+ 10 w42

2-1
-161-

P2 siguiente teorema que involucra raices de expresicnes al-

. gebraicas sera demostrado en la siguiente aecciQn.

TEOREMA 8

Si una funcién £ tiene lfmite cuando x tiende & a , en-

tonces
1im VEGO Y 1iim £00
X -+a x +a

siempre y cuando. n sea lwpar o bien si n es par y
lim £(x) > 0

X +a

Su uso se puede'not:ar en el siguiente ejemplo:

- 3
lm['_—5—2+ x_jx_ lm2+5x 3x

X >3 o el T x 3 x* -1

i rm - 33?
(312 -1
=‘/§i
8

-2

3.- PORMAS INDETERMINADAS

No siempre pucden encontrarse los lfmites simplemente por susg
titucién. En algunos casos se requiere realizar previas manipulae
ciones algebraicas, como en el siguiente ejemplo:
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1 .
Sea f(x) = X 4 3 calcular lim £(x) .
2 x+2

Es claro que no se puede aplicar directamente el teorema deli
cociente (T. 5(1i1}), puesto que el limite del denominador es cero,

Pero manipulando algebraicamente la expresién, tenemos que:

2 _
Si x # 2 entonces 3‘?_—-% = x + 2

resultado de la factorizacibn:

X2 -4 _ (x+ 2)(x =2

x - & x =2

=x + 2 para x # 2

Como en el concepto de limite, no se requiere gque x tome el
valor de 2 , es vAlido escribir lo siguiente

1_4
Lim £(x) = Um X5 =1imx +2 =4
x+2 x+2 = x+2

Testo le podemos generalizar como sigue:

1.~ Si £(x) es un polinomio de grado n y tiene una raiz
en a , esto es f£f(a) = 0,.entonces existe h(x) de gra-
@ n -1 tal que £(x) = (x - alh(x)

2.- Para H una funcién racional con regla de corresponden-
cia H{x) = ;—E;;— y a una raiz tanto del polinomio
£{x} como -g(x) , tenemos que

H(x) = (: - n)h(:)

— siempre que x #¥ a

o bien H(x) = %‘{% siempre que x # a.
3.~ Para calcular el 1fmite de H en x # a se tiene que:
114im h(x)

1lim H(x) = X2 siempre que lim j(x) £ O .
x+a 1im j(x) X +a
X+a
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4 .- RESULTADO DEL "EMPAREDADO™

En otras funciones, para calcular su lfimite, se requlere rea-
lizar otro tipo de trabajo:; una muestra es el siguiente teorema en
el que se requiere obtener el limite de una funcién g , pero por
las dificultades para obtenerlo directamente, se proponen dos fun-
ciones £ y h para las cuales sus imigenes se encuentran intex-
caladas entre las imdgenes de g . Si los lfmites de £ y h son
los mismos en un punto a , entonces el limite de g sera el mis-
mo, en el mismo punto a. La demostracién de este resultado apare
ce en el apendice.

TEOREMA 9.

si ‘£ ,.g .y h son funciones tales que £(x} £ g{x) £ h(x)

para toda x # a en un intervalo abierto gque contiene & a ,

y 8i 1lim £(x) = lim hi({x) =1 etftances lim g({x) = L
xwa Xx+a X -a

Por ejemplo, como -1 < sen t < 1, para todo real ¢; se
puede demostrar que 1l1lim xaen 3}2 = 0 , usando el Teorema anterior
porque: x=0

Como {sen ;’]fl < 1 para todo x # O

luego |x sen ;’;—] = |x}|sen 512| <ix| , ademis

0<|xsen§-|<|x| . ’

Si £ y g tienen regla de correspondencia £(x) =0 y
g(x) = |x] , entonces

1im £() = 0 y limg(x) =0 , por el T.9 1lim |x sen k| = 0

x -0 x-+0 x»0
¥ usando la definicién de limite, se concluye que:

!.!.mxseni— =0 .

x+0
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§5. Limitea laterales

Para ciertas funciones que su dominfo esta restringido a un
subconjunto de R, para realizar el estudio local de limite para tgo
dos los puntos de su dominio, es necesario que Se reformule el con
cepto para estos casos, esto es lo que haremos.

Por ejemplo, considere la funcién

£: Biof ——n

V4 X b= £{x) = /% - 3

Si bien, para a > 3 se cumple que lim £(x) = /a = 3 ;
x+a

para a = 3 no es posible aplicar la dcfinicidn de limite, ya que
no existe en el dominio un intervalo abierto que contenga a 3 ,
pero si rremplazamos la condicién '3 - & < x < 3 + & por algo mds
d&bil, como 3 < x < 3 + § se tiene que la desigualdad de la tesis
en la definicién de limite es cierta, Yy por lo cual, se dice que

. .el lfmite de f cuando X se a proxima a 3 con valores mayores
gque 3 es cero. .

E)l comentario anterior lo podemos precisar en la siguiente de
finicibn:

DEFINICION

Sea £ definida en un intervalo abierto ]n,c[ y sea L
un nfimero real.

La afirmacién lim £(x} = L
x+at

significa que para todo £ > 0 , existe & > 0 tal que
84 a <x<a+ § entonces [£(x) ~L| < ¢ .
En este caso se dice qua el lfmite de £(x) cuando x tiende

& a por la derecha es L. o bien L es el limite lateral derecho
de £(x) cuando x tiende & a. El simbolo x =+ a¥ Bxpresa que los
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valores da x son Biempre mayores que a.

Algo similar se establece cuando x tiende & a’
Yes menores que a , lo cual definimos como siguei

para valo:s

DEFINICION
fIsea £ una funcibén definida en el intervalo abierto ]c.a[
y-sea - L un nGmero real. La afirmacién
: 1im £(x) =1L
X +~a .
significa que para todo £ > 0 existe § > 0 tal que
8f a - § < x < a entonces {(f(x} -L| < ¢

e e
_En este caso se dice que el limite de £{x) cuando x tien-

de & a por la izquierda es L, o bien, L es el lfmite lateral

izquierdo de £(x) cuando x tiende & a ., El sfmbolo x = a—
sigriifica gié los valores de x son siempre menores gue a.
En el caso de la funcién £: R = {0} ce—eR
X e £ (%) = -I%L

de la cual ya probamos gue no tiene limite para cuando x tiende
a cero, se puade probar que:

lim £(x) = 1 y

x +at

lim €£(x) = =1
x 0"

{la prueba se _daja al estudiante).

Existen funciones para las cuales, si bien, en un punto no
existe el lfmite, sin embargo cuenta con limites laterales izquier
do y derecho. El siguiente resultado establece una relacifn entra
estos conceptos y su demostracifn se deja al eatudiante.

TEOREMA 10

Sea A un intervalo abierto que contiene al punto a, ¥y £

una funcifén definida en A excepto posiblemente an a. Enton
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ces
“ lim £(x) = L 8i y solo si 1lim f(x) =L y lim £(x) =L
x +a x -at x-+a”

Esto es, el limite de £(x) cuando x tiende & a existe.
si y solo si ambos lfmites laterales existen Y son iguales.

Teoremas similares a los de la seccifn anterior se cumplen en
el caso de limites lcterales.

Por ejemplo, si existe el limite lateral derecho de las fun-

ciones £ y g cuando x tiende § ~a, decimos que
(x) .g{x) = lim £(x)« lim g{x} o bien
at x +~a*t .
£ J.Lm_‘f(x)
1m+_ﬂ_ o Xwal s1  lim g(x) # 0
x +atg(x) lim g(x) x +at
x +at

En base a dichos resultados podemos afirmar que

2 -
Lim(E_=2 + A3 =3
x+3tx2 - 2x ~ 3
puesto que al usar 1los teorecmas en los lfmites laterales te—
nemos que

1:.m+(" =2 4 /K =3) m lim X =9
x+3" x? - 2x - 3 x+3*x? - 2x - 3

4+ lim /X - 3
x 3+

= 1gm {XF N(x -~ 3 lim /X =3
x+3%(x + 1) (x - 3) x -3

- 1gm X+ 3, lim /%<3

x+3*x + 1 x +3%
11m+x + 3
-x>37 .umfx- 3
1$mx+1 x «3+
x+3
. -3
2
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"§6. Funciones Continunas

Al inicio de este capftulo y al hacernos la pregunta Ipara
que estudfar el limite?, sec dijo qgue una de las razones para estu
diarlo es que ayudaba a explicar un fenSmeno por demis interesan-
te: la continuidad. En esta parte de nuestro estudic nos interesa
precisar lo que es la continuidad de una funcién; sin olvidar que
&sta es reflejo de situaciones concretas, pero que nosotros le -
quitamos de antemano toda esa especificidad, quedandonos finicamen
te con la cualidad de ser una "funcifn continua", Iniciemos ahora
la precisibn de este concepto.

Consideremos las siguientes dos funciones:

1
x3- 1
51 hacemos sus grdficas, estas resultan ser

¥

£(x) = x* -~ 1 b4 gix) =

-
R

Grifica de £. grifica de g

Como se recordara, la primera nocién sensitiva de que una
funcién es continua es que al trazar su grdfica, lo hacemos sin
despegar el 1l4piz del papel; es claro que en este sentido £ es
continua y que g no es continua. Analicemos esto con mis deta—-
lle para llegar a precisar el concepto.

g no es continua Gnicamente en c¢l punto 1, es ahi donde se
“"xompe”, es decir, en ese punto "levantamos el 1ipiz". Por el con



trario para la funcién £ en ningun punto "levantamos el 1&piz",

es continua en todos sus puntos; .esto nos lleva a analizar la con .

tinuidad de una funcién "punto por punto”.

Consideremos gr&ficas de funciones que no éon continuas,en

un punto, digamos en x = a .

:

A

Y

poe oo

z a ‘ %

¥

Analizando el comportamiento de estas funciones alrededor

del punto X = a

. lo gue sucede es que “"a pequeilas variaciones

alrededor de a , no le corresponden pequeiias variaciones alrede-
dor de £(a)™3 perc al hablar de variaciones en torno a un punto,
de hecho estamos hablando de aproximaciones a un punto, y al ha-=-
cer esto, necesariamente tenemos qgue hablar del _la'.mite de una fug'

ei6n en un’ punto.

Al considerar una funcién continua en un punto, como la de

ffj
/

/

ey

la figura, encontramos gue a

pequenias variaciones alrededa

de a encontramos pequefias

variaciones alrededor de

£(a), lo que nos lleva a afir

mar que lim £(x) = f£{a), lo
x+a

que no se podia afirmar en

los casos anteriores.

'um{nrdne 1a idea de funciSn continua que se dio en la seccion §2 de este

capftulo, -
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Tomando en consideracién los comentarios sobre la continui-
dad de una funcién en.un punto, tenemos la siguiente definicidn.

DEFINICION

Sea £ wuna funcién y a un punto <e cu dominio.

a}

b)

Se dice que £ es continua en el punto a al cumplirse
que

Para todo € > 0 existe & > 0 tal que

si |x - a] < § entonces |£(x) - £{(a)] < €.

Se dice que £ es continua, si es continua en todos los,
puntos de su dominio.

Como se observara, esta definicidn es muy parecida a la defi
nicién de limite de una funcién en un punto, salvo que en la hipg

tesis de la condicional no se pide que x # a
“ta definida en a, y en la tesis

+ puesto que f£ es
L = £(a) , puesto que la fun-~

cién "no se rompe en a".

Esto lo podemos resumir en el siguiente teorema logrando que
para estudiar la continuidad se utilice todo el simbolismo opera-
tivo que se construyo en los limites.

TEQREMA

Sea £ una funcién y a un punto de su dominio. Se dice
que £ es continua en a 81 y solo si

lim £(x) = £(a)
x+a

La demostracifn se deja como ejercicio.

Este resultado, al aplicarlo se traduce en la comprobacién
de las siguientes tres afirmaciones:

1)
2)

3)

£(a) existe

1im £(x) existe
X =+a

lim £(x) = £(a)
X +a
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Apliquemos este resultado en la investigacién de la-continui
dad de funciones: :
EJEMPLO 1.

Sea £: R ~——»R
X e £(x) = x? - 3x

a) Mostrar que £ es continua en x = 5
b) Mostrar que £ es continua.
SOLUCION:

a) Se tiene que

1) £45) = 10

2) 1lim £(x) = lim (x2? - 3x) = 10
x +5 x+5

3) 1lim £(x) = £(5) . Por lo tanto £ es continua en el
x5 punto 5 . :
b) Tenemos gque mostrar que £ ‘es continua en cualquier punto
de su domninjo. Sea a un n@mero xeal, luego
1) £(a) = a? - 3a , claramente es un nGmero xreal
2) lim £(x) = 1lim (x? —3x) = a? - 3a
x+a X +a .
3) 1lim £(x) = £(a) . Por lo tanto f es continua.
x+a .

‘La gréfica de esta funcibn es:

w
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EJEMPLO 2

Considere la funcidn f: R—> R x s8f x ¢ 0
X — £(x} =
2 8l x>0

Muestre que t' no es concinu& en 0. Haga la grifica de €,
SOLUCION

1) £(0) =2

2) Para“calcular el limite en 0, como la funcién cambia su

comportamiem:o en ese’ _punto, calculemos los lfmites late-
rales..Es facil comprobar que

Cldm E(x) =0y  lim £(x) = 2 (ihdgalo)
x+ 0" x +0+

1u=gc-" ‘1im £(x) no existe, por lo tanto £ no es conti-
T ‘X +.0

T nua T en ~Su gré&fica es:
: o . -
2
x
EJEMPLO 3 .
. x - sen % 8L x g O
Considere la funcibén £{x) =
[\] 8l x =0
¢Es £ continua en 07
SOLUCION
Tenemos que
1) £(0) = 0
2) 1lim x sen % = 0 . {este lfmite ya sa calculdé en la sec-

* -0 cion’'s &)
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3) 1lim f{x) = £(0) . Por lo tantoc f es continua en oO.
x+0

Cabe aclarar que
x +0
titucién en x = 0, porque no estaria definido el lfmite, por eso
se dice que es 0 en x = 0. :

¢Serfa continua £ en x = 0 si £(0)
valor distinto a 07?.

ge define con otxo

COMBZNNCION DE FUNCIONES Y LA CONTINUIDAD .

Cuando se estudis el limite de una funcifn polinomial o ra-
cional, se dijo, poxr ejemplo que: St £ es un polinomio y a un
ntmeroc real, li.m £{x) = £(a) , por lo cual sec puede afirmar que
un polinomio es um funcibn continua; similarmente podemos afir-
mar que una funcidn racional es continua.

Esto hace ver que al combinar funciones continuas, se obtie-

nen on la mayorfa de los casos funciones continuas -en los poling

s
mios se combinan funciones de la forma anx.n las cuales son con-

tinuas-, esta afirmacién en una forma mis general la enunciamos
en el siguiente teorema.

TEOREMA

Sean £ , g funcicnes continuas en un punto a , entonces
a) La funcién £ + g es continua en a.

b) La funcién £.g es continua en a.

c) La funcién % es continua en a , si £(a) A O.
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1
lim x sen & no se calculs por simple sus

DEMOSTRACION

a) Como £ y

lim £(x] = £(a) y

X +a

.g son continuas en a, se tienc que

X -a

teorema 5 se tiene
1im (£ + g)(x) = lim (£(x) + g(x})
X +a

X +a

Las demostrac
Se dejan como

lim g(x) = g(a) . Aplicando el -

= _ lim £(x) + 1lim g(x)
x->a

X-+a
= £(a) + g(a)
= (£ + g)(a)

Por lo tante £ + g es

continua en a .
iones de los incises (b) y (c) son simidlares.

ejercicioc.

Se tiene tambien gue la funcifn compo3icifn es continua, ba-
jo las condiciones que se dan en el siguiente resultado.

TEOREMA

st £ v g

son funciones tales que

y £ es continua en b, entonces

1im £(g(x))
X +a

= £(b) = £( 1lim g(x))
x+a

DEMOSTRACION.*

Por demostrar que:

Para todo ¢
si 0 < |x -

a) Come £ es continua en b,

Para todo

1im g(x) = b
x +-a

» 0 existe § > 0 tal que

al < &

entonces | £(g(x)) - £(b)| < € .
lim £(z) = £(b) , es decir
z+b

e > 0 existe §, > O tal que
si |z -~ b| < §, eontonces |f(z) - £(B)]| <€ .

*Revise 1a definicifn de la funciSn composiclén.
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Si consideramos z = g(x) la condicional la escribimos
como

si |g(x) - b| < &§; entonces |[flg(x)) - £(bB)] < ¢

b} Como XI}’Q g{x}) = b , se tienec que en particular para el
83 > 0 existe § > 0 tal que
sl 0 < |x - a] < § entonces |g(x) -'b| < &; .

€) Combinando los resultados de (a) y (b)  se- tiene que B
Para todo ¢ > 0 existe & > 0 tal que . A
si, 0 < |x - a] < & entonces [£(g(x)) - £(b)] <e .

COROLARIO

Si g es continua en a y £ es continua en: b= g{a} ,
entonces f£sg es continua en a .. - R

DEMOSTRACION

1im (fog)(x) = lim £(g(x))
X-+a Xx+a

= £( 1lim g(x))
x +a

£(g(a))
(£99) (a)

Por el resultado de este corolario, podemos decir que “1la
composicién de funciones continuas es continua®,

Como una aplicacién qe este Teorema, podemos justificar la
afirmacién hecha en el teorema 8

Tenemos que h(x) = wX es continua y si £(x) es una fun-
cién tal que hef esta definida y 1im £(x) exisate,

X +a
1im h(£{(x)) = h( Llim £({x)) es decir
X+a

X +a
1im VE(x] = ¥Yiim £(x)
xX+a x -2
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IA CLASIFICACION DE FUNCIONES Y LA CONTINUXIDAD.

En el desarrollo del 1fmite de una funcidn, se han probado
resultados concernientes a las funciones polinomiales, racionales,
exponenciales, tri.gonon;étricas, etc.. Enlistaremos las propieda--
des de continuidad de estas funciones, refiriendonos claro esta,
a la continuidad en el dominio de estas funciones:

1;— La funcifn polinomial es continua.

2.~ La funcién racional es continua.

3.~ La funcién exponencial es continua.

4.~ La funcién logaritmo es continua.

5.~ Las. funciones trigonométricas son continuas.

Se deja como ejercicio al estudiante que traduzca estas afir

u\Aciones, usando el lfmite, por ejemélo, para el caso 5 se tie-
ne .

lim sen x = sen a
X -a

1im cos x = cos a , etcetera.
X =+a

IA CONTINUIDAD EN UN INTERVALO CERRADO .

Particularicemos el estudio de las funciones continuas a un
conjunto especifico: un intervalo cerrado; veremos que por las ca
racterfsticas propias de este dominio y la funcién continua, ob-
tendremos resultados, . por una parte, generalizaciones de las fun-—
ciocnes polinomiales y por otra, resultados aplicables al estudio
de lo que mis adelante se conocera como "valores extremos de las
funciones” o "miximos y minimos do funciones”.
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Precisemos primero que significa que una funcién sea conti-~
nua en un intervalo cerrado. (Claro, no sc rompe cn'ese intervalo.

DEFINICION

Sea f£: [a,b] ——»R una funcibn.
X r————w B (x)

Se dice que £ es continua en [a,b] si

a) Es continua para toda x en Ja,b[

b) lim f£(x) = f£(a) y lim_£{x) = £(b)
x +a* x -a”
/

Consideremos una funcién £: [a,b]——-n r X bt £ (%)
continua, tal que €£{(a) < 0 y £(b) > 0 . Al analizarla desde el
punto de vista geométrico, decimos que su grifica empieza por de-
bajo del eje x y termina por arriba del eje x ; trazindola sin
despegar el 1lipiz. Por lo cual, la grdfica necesariamente debe
cortar al eje x , es dec.r, existe un nfmero ¢ en el intervalo
]a,b[ tal que £{(c, = 0 . Como se puede observar en las das
grdficas siguientes:

R Y

Este resultado que se deduce mis o menos en forma inmediata
a partir de las consideraciones de su gr&fica, la demostracién a
partir de los axiomas de los nfimeros reales y de los resultados
ya demostrados, sale de las pretensiones de estas notas, por lo
cual nos limitaremos a enunciar este teorema y hacer algunos co-
mentarios con algunas !unczoneg en particular.
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TEOREMA
Sea €£: [a,b]-——-——n una funcién continua.
xX = E(x) N

st f(a) < 0 < £(b) entonces existe un punto c en [a.b]
tal que f£f(c) =40 .

La siguiente funciSm manifiesta la necesidad de la continui-
dad en el intervalo cerrado.

EJEMPLO 1

sea f£: [-3,3]—= = -4 si x< 0
X e £(%) =
: s si x>0
Claramente £(~3) = «4 < 0 y £(3) = 5 > 0, pero no existe
un ‘nmero ¢ ' en ]—3.3[ tal que £(¢) = 0 . La razfn es
.que..£ no es continua en [-3,3] . La grifica es
Y

N

EJEMPLO 2

sea £: [-m,w]———R
x f(x) = cos x + sen x
¢Existe un punto ¢ en J-uw,n[ tal que £(c) = 0?7

SOLUCION

f(ew) = -1 y €£{7) =1 , como £ as continua, entonces -

existe un nfmero c en J-%,n[ tal que £(c) = 0; el cual
es c -:“; « (lveriffqueloi)

Recuerdese que el resultado de este teorema es una generali-
zacifn dellresultado concerniehte a las funciones polinomiales -
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visto en la seccion 6 del cap. 2 -

Analicemos nuevamente una funcién £: [a,b]————*-n con

. ] . X pmmm—t £ (%)
tinua, desde el punto de vista geométrico resaltando ahora el si-
guiente aspecto:

Como £ se "traza sin despegar el 14piz" en el intexvalo;
2las imigenes de £{x) tienen un valor maximo?, es decir, lexis-
te un punto Xs en el intervalo tal que £(x,) > £{x) para toda
x en el intervalo?.

Si rdspond negatiwv, , sucederfa que en el intervalo,
la gr&fica tendrfa una asintota wertical, como en la figura
34 4

b z

o "se romperfa", como se ve en las sigulentes grdficas

¥ i y

<. - nea continuas.

a b x a

Pero como £ es continua, ninguno de los dos casos puede su
ceder.

La generalizacifn de este resultado lo enunciamds en el si-
guiente teorema, que por las mismas causas expresadas en ¢l teore
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ma anterior, no se demostrara.

' TEQREMA.

Sea f£: ,'[a",bj———hn , continua, entonces exists un xo
x £{x

en [a.B] tal que
£(x¢) 3 £(x) para toda x en [a,b]

A £(x0) . se le’llama el valor miximo de £ en el intervalo
.Ea'b] PR ‘, i g :

'El resultado se puede expresar como "si £ es continua en
un’intervalo cerrado, entonces alcanza su valor miximo en el in-
texvalo™..’

"v,‘ilustzemos el resultado en las siguilentes grdficas de funcio

oy 3 ¥

!,
i
¢ H
N T B
a Xy b z

En el siguiente ejemplo, veremos porque es importante que f

... sea continua,

BJEMPLO 3

sea £: [=1,1]~———=
- P e

1
= sl x @0
f(x)-%:

sl x =0

£ no tiene un valor méximo en [—1.1] . B8u gréfica es
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La respuesta es inmediata: no es continua en 0, luego no es |
continua en el intervalo; por lo tanto, no se garantiza que la }
funcifn tenga un valor miximo en el intervalo. i

‘

9643 INEWTON 1727

4
| LA DERIVADA

® E1 c4lculo diferencizl es, bdsi-
camente, un método rara encontrar

la velocidad de un movimiento cuan
do se conoce la distancia recorri-
R da en un tiempo dado. Eete proble-

m se resuelve por 'derivacidn' y
es compiectamente equivalente al ——
problem. de dibujar una tangente a
la curve que representa la dependen
cia de la distancia respecto del .
tiempo."

bt s,
- 085 B.YAYLOR 1731 VISTO¥ GENERAL DE LA MATEMATICA.

: Al eksandrov, Xolmogorov,
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La respuesta es inmediata: no es continua en 0, luego no es

|
continua en el intervalo; Por lo tanto, no se garantiza que la |
funcién tenga un valor miximo en el intervalo. &
; |

'

043 INEWTON 1727

LA DERIVADA

" El cdlculo diferencia) es, bdsi-
camente, un método yara encontrar
le velocidad de un movimiento cuan
dc se conoce la distancia recorri-
da en un tiempo dado., Este proole-
ma se Tesuelve por ‘derivacidn' y
es completamente equivalente al —-
problem. de dibujar una tangente a
la curva Que representa la dependen
cia de la distancia respecto del .
tiempo.”

86 BTAYLOR 1731 VISIO¥ GENERAL DE LA MATEMATICA,
. . Aleksandrov, Xolmogorov.
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51. Sobre el origen
de la derivada

En las postrimerias de la Edad Media las miquinas ller;a:on a
usarse en pequefios talleres, en obras pGblicas y en la minerfa.
Estas cran empresas llevadas a cabo por mercaderes urbanos o por
principes en busca de dinero facil, frecuentemente dirigidas en
oposicibn a los gremios urbanos. La guerra y la navegacién tam-
bién estimularon la perfeccién de las herramientas y su futura
sustituci@n por miquinas.

La seda en Lucca y Venecia* ya desde el Siglo XIV se basa en
la aivisifn del trabajo; la minerfa en el Siglo XV evoluciona ha-
cia una industria capitalista, con el uso de bombas y migquinas
montacargas que permiten la perforacién de capas mis y mis profun
das.

La invencifn de armas de fuego y de la imprenta, la construc
¢i6n de molinos de viento y canales, la construcci6én de barcos ra
*a navegar en el ocedno, requirieron de la habilidad ingenieril Y
p-:o.duqudn gente técnicamente conciente, La perfeccién de relojes,
Gtiles para la astronomfa y la navegacibn, frecuentemente instala
dos en lugares ptblicos; la regularidad de su movimiento y la po-
sibilidad que ofrecfan para indicar el tiempo exactamente, produ-
jeron una honda impresién en el pensamientc f£ilosSfico. Durante
el Renacimiento, y alin siglos posteriores, el reloj fue tomado
como modelo del Universo. Este fu& un factor importante en el de-
sarrollo de la concepcidn mec&nica del mundo.

Asf pues, las m3quinas condujeron a la mecinica tebrica y al
estudio cientifico del movimiento y del cambio en general.

El descubrimiento de América en 1492 amplio enormemente las

*Cfudades de Italia,

~1g3~-

fronteras del mundo conocido al tiempo que determino una revolu-
cifén en el pensamiento de la &poca.

El caracter revolucionario de la época en que se vive, las
transformaciones materiales que sufre &sta sociedad, son la fuen-
te de inspiracién de la prdctica cientifica de la €poca; la cual
plantea a la ciencia los problemas siguientes:

La revolucibn en la astronomfa ligada a Nicolas Copérnico -
{1473-1543), Ticho Brahe (1546-~1601) y Johannes Kepler (1571~
1630) inaugura visiones complctamente nuevas sobre el lugar que
ocupa el hombre en el Universo,

Los hombres de ciencia del siglo diecisiete se ocupaban de -~
problemas que se refieren al movimiento., Nicolas Copé&rnico y Joha
nnes Kepler introduciendo el concepto de rotacién de ‘1a tierra so
bre un eje y alrededor: del 50l ayudan a desterrar la teoria so-
bre el movimiento planctarioc y que data del tiempo de los griegos,
6stos a través de Tolomeo (claudio, 90-168 de n.e.) habian esta-
blecido leyes y explicaciones del movimiento presuponiendo una
tlierra absclutamente f£ija en el espacio y realmente en el centro
del Universo. El rechazo a esta tcorfa y la adopcibn de las de Co
pérnico y Kepler implica aceptar a la tierra cn movimiento.

Kepler muestra sobre la base de mGltiples observaciones que
la trayectoria de cada planeta alrededor del sol es una elipse,
si bien, no ofrece cxplicaciones tefSricas sobre elpor qué los
planetas se mueven sobre esas trayectorias. Sin embargo, la no--
cifn de que todos los cuecrpos en el Universo se atraen unos a o-—
tros de acuerdo con la fuerza de gravedad, indujo a mis cilentifi-.
cos a investigar si el movimiento de los planetas .alrededor del
80l y de las lunas alrededor de aquellos puede deducirse de las
leyes propias del movimiento y la gravedad. Asi que, el movimien-
to de los cuerpos celestes se convirtis en el tema de estudio do-
minante.

Los movimientos de objetos cercanos a la superficie de la -
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tierra y de los objetos celestes tienen lugar con velocidad varia
ble y muchos de estos tambien con aceleracién variable. Aunque .-
con dificultades se manipulaban velocidades y aceleraciones varia
bles, no eran claras en esos momentos, pues las ramas de las mate
miticas que existian antes de que el cdlculo fuera creado no per-
mitfan un tratamiento adecuado de aguellas.

Un segundo problema de importancia en el siglo diecisiete -~
fué la determinacién de tangentes a varias curvas,
Este problema que pudiera ser de
\ interé&s de la geometria pura,
tiene un segundo significado: la
tangente a una curva en un punto
representa la “direccién” de la

curva en ese punto. De esta mang

ra, si un proyectil se mueve a
lo largo de una curva, la direc-—
cif6n en la cual el proyectil es-—
ta su cabeza en alg@in punto en

su trayectoria es la direcci&n de la tangente a la curva en ese
punto. La invenei6n del balesccpio y el microscopio en el siglo

diecisiete estimula el interes en la accién dc los lentes. El pPro

blema de determinar la trayectoria de un rayo de luz una vez que
alcanza la superficie de un lente, es el problema de conocer el
dngulo que el rayo de luz hace con el lente, esto es, el idngulo
entre el rayo de luz y la tan

gente al lente. Incidentalmen

te, el estudio del comporta-

miento de la luz £u&, junto a ¥,

el estudio del movimiento, el

campo cientffico en este si—

glo. Con estos dos problemas,

quizf podamos ver claramente

pPorque es importante el pro-—

~185-

blema de encontrar la tangente a una curva.*

Un tercer problcma que obsesionaba a los cilentificos del si-

- glo diecisiete era poder resolver problemas de m.ix!mos y minimos,

El movimiento de una bala de cafion fué estudiado intensamente del
siglo dieciseis en adelante; Nicolé Tércaglia (1500-1557) y Gali-
leo Galilei (1564-1642) hicieron progresos significativos en esta
direccién antes de que el cilculo fuera “"inventado”, ellos simple
mente lo aplicaron. Determinar la distancia m&xima horizontal que
alcanza una bala de cafion es, entre otras, una de las preguntas
importantes en el movimicnto de proyectiles. Como el &Sngule a
(dngulo de elevacidén cn un cafion) es una cantidad variable, la -
distancia horizontal desde el cafion a el punto en el cual el pro-
vectil alcanza nuevamente el suelo tambien varia,

DISTANCIA HORIZONTAL __.‘_

La cuestibn es, ¢con que dngulo de elevaciSn la distancia ho
rizontal es mixima?. Otro problema de miximos y minimos dae impor-
tancia, surgid en el movimiento planetario. Aceptado el movimien—
to de los planetas alrededor del sol, se reconoce que la distan-
cia a &ste varfa, surge ef\tonces la pregunta, <cuando es mixima y
cuando mfnima la distancia de un planeta al 80l?. Algunos proble-
mas de maximos y minimos pueden ser resueltos 'por métodos del &1~
gebra y la geometrfa elemental; sin embargo, los problemas m&s im
portantes estan mis alld de estas ramas, requiren del cSlculo.

Estos tres problemas que se han descrito hasta aquf y en los

% tho concept of- the Calculus, Carl B Boyer.
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cuales se ha enfatizado lo ventajoso de los métodos matemiticos
englobados en lo que actualmente se conoce como La Derivada.

En Sintesis: el desarrollo de la tecnologfa y la mecSnica,
los progresos obtenidos en la navegacifn como la gxevolucibn en
la astronomia y optica las cuales precisaban del estudio de pro
blemas matemfiticos "nuevos”. La "novedad™ de estos problemas :
consiste principalmente en el hecho de que requerian el estudio
matemitico de las leyes del movimiento, en el amplio sentido de
la palabra, esto es, las condiclones sociales especificas y las

cientificas son el cuadro que enmarca el nacimiento de la deri-
vada. ’

His no podemos referirnos al desarrollo del concepto de derxi
vada, sin considerarla dentro de la rama de las matemiticas en l;
cfn\l se ha desarrollado y es susténto, a la par que el concepto
de Integral, esto es, el CZlculo.

Naturalmente, que problemas similares continuan siendo impor
tantes en nuestro tiempo, de no ser asf, el cflculo tendrfa un va
lor puramente hist8rico. Existen varios ejemplos en los q\ic con -
la solucidn da un problema se crea un m&todo o rama matemitica
que le da solucién y a lo cual se le encuentra nuevas aplicac!.o—-
nes, esto ha sucedido tambifn con el cilculo, el cual tanto se ha
desarrolladd en el mismo como es la base de ramas matem&ticas las

cuales abarcan actualmente su parte mds extensa. Esto es, el c&l-
culo ha probado ser un rico £il6n.

Como casi todas las ramas de la matemitica,
producto de una larga evolucién. Frecuentemente, se atribuye a

dos hembres, Iszac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) la"invencién® del cilculo.

el cilculo es el

Esta es una simplificaciln absurda y excasiva dec losg hechos,
pues como todas las ramas de las matem3ticas, el cflculo, es el
producto de una laxrga avoluciSn la cual, Newton y Leibniz ni ini-

ciaron ni dieron £in, pero en el cual desempefiaron un papel deci-
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sivo.* Puesto que ellos en forma independiente uno del otro, en-
cuentra la conexién en dos problemas que han sido de gran impor-
tancia para la &poca’y que se han resuelto uno con la derivada y
otrc con la integral. Su mérito conciste en establecer la conex—

16n en estos problemas, hoy conocido como el Teorema Fundamental
del cilculo.

Como ya hemos sefialado., aunque solo en el siglo diecisiete,
varios cientificos contribuyeron en la solucién a esos problemas,

serxia o:ioso‘li_staz, y quiza se omitiera alguno, a todos aquellos
que.de alguna manera contribuyeron a la creacidn del cilculo.

Pudiera servir de consuelo al estudiante novivio en el cdlcw
lo, saber que Newton y Leibniz no entendicron completamente lo que
ellos mismos habian producido. Todo ¢l siglo dieciocho se obtuvie-
ron nuevos resultados, estos resultados fueron obtenidos por gran—
des matemiticos, los que no citamos, bastese saber que la clasifi-
cacifn f£inal de los conceptos que involucran el cilculo se consi-
guié en el siglo diecinuevec.

La palabra c&lculo proviene de la palabra latina guijarro,
esta se asocia al uso que hacian los primeros matemiticos griegos
-alrededor del aio 600 a.n.e- quienes hacian aritmética auxiliando
se de guijarros. Hoy en dia un cflculo puede significar un procedi
miento o conjunto de procedimientos como 1a divisién en la aritmé-
tica © en el algebra resolver una ecuacién cuadritica.

sin embargo, el significado que adquiere aqui es el de la
teorfa y procedimicntos del cdlculo Diferencial e Integral. Este
c8iculo utiliza el Slgebra, la geometrfa plana, la trigonometria y
1a geometrfa analitica, pero tambien introduce conceptos nuevos,
claro esta y notoriamente la derivada ¥y la integral. Fundamental
para ambos es el concepto de limite. !

#Que €3 la matemStica? Courant/Robbins. Coleccisn Ciencia y Técnica. Aguilar.



En el estudio del ciflculo, se deben seiialar tres aspectos,
los que debemos entender. El primero es el de la teorfa: conocer
teoremas de la dex.‘.lvadn'y la integral. El sequndo es la técnica -
-para usar el cd&lculo, debemos aprender técnicas en diferencia--
ci8n e integracién. Finalmente, el tercer aspecto es la aplicacidn:
el cflculo fue creado como respuesta a necesidades pricticas espe-
cificas.
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§2, Importancia de la
derivada

Hemos resefado, aunque escuctamente, algunos de los proble-
mas que se resuelven con la derivada, tambi&n mencionamos su vigen
cia, en esta direccidn se presentan los problemas siguientes, ter-
minando con una lista de conceptualizaciones en los que también es

_Gtil la derivada.

a) La velocidad instantanea.

Ya en la introduccidn del capitulo anterior, al presentar el
concepto -de velocidad instantanea, encontramos gue resulta de la
razon:

’ dtt + h) - d(s)

h

h se hace tan p i “que se ta como cerxro".

Al precisar tal descripci6n por medio del concepto de limite,
podemos decir que la velocidad instantinea d(t} rxesulta al calcu
lar el limite

d(t) = 1im att + h) - da(t)
h-+0

b) La tangente a una curva.

A partir de la semejanza en los triingulos:




se tiene que si EB es paralela a DC , entonces
EB _ DC '

AB ac

esta relaci6n solo exige que loa trifngulos que se comparan tengan
sus lados paralelos, no importando la longitud de dichos lados. Si
tenemos un triingulo semejante al AABE

en el cual '1a'10ngicud de s\xs_ lados son "infinit:ésimos“, esto es,
si aAx -+ O, tenemos, entonces

EB . a4q Y

AB  Ax w0 Ax
tiene sentido y es un nmero. Esta Telacidn la usaremos para defi-—
nir el concepto de tangente a una curva.*

Decimos que T es la recta tangente por la derecha a la cur
va dada por la funci6n £ en el punto P{a,f£(a)) ai < pasa por
el punto p y su pendiente** s el lfmite de las rectas secantes
a la curva, determinada por los puntos P(a,f£(a)) vy .

Q(a + Ax,£(a + 4x)) con Ax > 0 y haciendo que ax tiende a cero.
“En el siglo XVIL el probleza de tangente a una curva en un puato dado, tom§ un
lugar prominente al lado de los problemas antiguos que involucran volGoenes y

de g d, Hasta s 88lo se sabfa trazar tangentes a circunfe-

rencias y a una o dos curvas mfs, sin sospechar que existia una soluciSn gene—
T3l para este problema.
**La pendiente de la recta seccante se obtiens como sigue:

BoHarh) o) LM o opy-flat a0 -t

Y

frasan
£

a'tax x

Anilogamente decimos que la recta u es t_ar_x_gent:e PoOr la izquier
da ‘en.el punto P si yu pasa por el punto P(a,f(a)‘) Yy su pen-—
:div.e'nte es el lfmite de las pendientes de las rectas secantes deter,
minada por los.puntos P(a,f(a)) y Q(a + Ax,£{x + Ax)}) s=siendo

"8x <0 'y haciendo que Ax tienda a cero.

Y

farax) +

f@ar4-

i

t

|

d

i
=

Finalmente decimos que la recta I es tangente a la curva
dada por £ en el punto P(a,f(a)) cuando lo sea por la derecha y
por la izquierda. Esto es, T pasa por P(a,£(a)) y su pendiente

£(a + Ax) -~ f£(a) Ay
mp - im e - 1im
T axso ax ax +0 8x
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¢ Aceleraci6n instantdnea.
- ¢}. La intensidad de la corriente. e

a= 1im Av
! At +0 At
Sea q = g(t)} 1la cantidad de electricidad que pasa por la 1

seccibn transversal de un conductor; si t es el tiempo y At un .

' Radiancia © luminancia energbtica By
intervalo de tiempo ! :
- : 1am AZe
e e B? - As +0 4s
es la cantidad de electricidad que pasa a través de una sécc;én da ’ . e -

da en un intervalo de tiempo desde el tiempo t hasta: AR
entonces a la magnitud

3 S eex W 1am 8 ve
At : BT ax+0 TBX
se le llawa intensidad media de la corriente en el intervalo de

tiempo At y se denota por Ipeq Y el liImite:

Densidad espect:nl del £lujo de :ndiac:LGn segfin la 1nngxtud
de onda.

y e De‘nslﬁad espéct:al del flujo de radiacibn segfin la frecuen-
: R _cia“ bbb . A .
= 1im 42 .

1im Ipeq . : Age
at+0 B¢ at >0 At v : Sev " WS T

es la intensidad de la corriente en el instante t dado o corrien Gradiénte de velocidad.

te instantdnea Yy se denota por I esto es: - -

av

= lim ——

. lim (t+at) ) grad v
I o= ogem, TAsrasl o gt AL+ o 81

é:;diante de temperatura.
d) Otros problemas. grad T = 1im Tz = Ty
1z 41,12 = 12
Los tres problemas anteriores, si bien son de Indole diversa,

Flujo Calorifico.
han sido resueltos bajo un esquema similar. Un sinnimero de concep
tos ¥y problemas diversos se abordaran bajo el mismo esquema, entre o = lim AA%
los cuaples aparecen los sigulentes: At =0
Densidad lineal de una barra en un puntc dado. ’ Luninosidad.
am
- lim =— A%
g ax ~0 Ax R = 1lim

58«0 Ba

| 13 4=
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Costo marginal.

C'(n) = 1im Sn ¥ h) = c(n)
h

h~+0

Demanda marginal.

P(x) = 1im Rlx W) = R
i Y

h-+0

ee. Y un muy amplio etcétera.

4
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$3. Definicidn de derivada

Como podemos qbservar en todas las expresiones anteriores a-
parece el mismo esquema, en todos ellos el limite puede existir pa-
ra ciertos valores de la variable y no existir para otros, cuestidn
que estudiaremos con mayor detalle mas adelante. En todo punto don-
de tal limite existe, se dice que la funcién tiene derivada (o que
es derivable).

El proceso de "hallar la derivada de una funcién" es la ope-
racidn fundamental del ci&lculo diferencial. En general, se puede dg¢
finir el c8lculo diferencial como la rama de las matemiticas que es
tudia los dos problemas generales siguientes:

1) pada una funcién f determinar los valores x (x ¢ Dg)
en los que la funcidn tiene derivada.

2) Dada una funeidn £ y un valor x (x ¢ Df) en el cual
existe la derivada, calcular el valor de la derivada.

DEFINICION

Sea £ una funci6n definida en un intervalo abierto queczcon
tiene 4 a . Entonces la derivada de f en a , denotada
por £'(a) , esta dada por

)

£r(a) = 1im Ela *hB) - fla)
h+0 h

8i este limite existe.

El lector podra observar que la derivada es una funcién, don
de el limite (de existir) nos proporciora la regla para asociar el
ndmero £'(x) al ndmero x , de manera que el conjunto de parejas
de la forma (x,£'(x)) cue se forman mediante este proceso definen
una funcién, la funcidn derivada de £ , esto es, f£' )

El dominio de £' es un subconjunto del dominio de f , es-
ta formado por todos Los ndmeros a para los cuslas el limite (%)
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existe y obviamente no contiene a los valores donde la derivada
no existe.

Otra exi:ltesién equivalente a (*) es:

£'(a) = 1tm LX) o £la)

X=+a x — a
EJEMPLO
H&llese la derivada de £ si £(x) = x* —',_’;.
£(x) = 1lim £{x + h} - £0x)
4 h+0 h
2 _ 1 - (x2 - L
) - lim((x*h) (L (¢ i
h+0 h
x2+2xh+h2—.._}_h_ - x? + L
= 1im x * x
h+o0 h
2 -=x + x + h
o g RN Y RGTRY
h+0 h
h
I 3¢ 3
h=+0 h
h
- lmh(2x+h)+m—
h-+0 h
1
= pHE Cx4h ot o)
= 2% + -
xl

Si f es una funcidn definida en un intervalo abierto
Ja,b , decimos qua £ es derivable en el intervalo abierto
Ja,bf , 8L £ es derivable en todo punto x de Ja,b[’
Anflogamente se define una funcibn derivable en los intex-
valos 1 J-=,b[  Ja,=[ ¢ inclustve J-«,«[ . Para intervalos
cerrados convenimos en lo siguiente: N

DEFINICION

Una funcién £ se dice derivable en un intervalo cerrado
‘Ta,p] st es ‘derivable en el intervalo abierto ]a,b[
y s3i existen los siguientes limites:

Y 1im

1im £la + h) - f£(a)
h h-+0~

£(b + h) - f(b)
h+ot h

Los limites laterales que aparecen en la definicién ante-
rior se les conoce como derivadas laterales, respectivamente, de-
rivada lateral por la derecha de £ en a y la derivada lateral
por la izquierda de £ en b .

Esta convenciftn tiene una doble utjilidad:

1} Si §£ esta definida dnicamente en [a,b] entonces
la derivada por la derecha y por la izgquicrda.permiten
calcular la pendiente de las rectas tangentes en los
puntos Pla,f(a)) y en 0(b,£f(b)) (como se miestra en
la figura), asf, si 1 es la recta tangente en P , la’
pendiente m es el valior lfmite de la pendiente de las
secantes PR cuando R tiende a P por la derecha.
Similarmente, para la recta tangente n en Q tomare-
mos el lfmite de las pendicntes de las secantes RQ
cuando R tiende a Q por la izqulerda:
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1i) Como un criterio para decidir la existencia de 1la deri-~

vada de una funci6n en un punto,
que una funcién €

Esto es, considerando

esta definida en un intervalo abier
to que contiene a x5 . Como la derivada se @efine a B
trives del concepto de lfmite, entonces £*(xg) existe

8l y solo si las derivadas por la fzguierda como por la
derecha de £ en Xg exigten y ademds son 1gua1;:s. En
las dos figuras de abaj.: mostramos los casos en que am-
bas derivadas existen (las pendientes de las

v 12 rectas 1,
2).
4

En general, podemos decir que en aquellos puntos
(x0,£(x0)) en los que la grifica de £ -tenga *picos"”
1la funcién NO ES DERIVABLE,

Y4
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§4. Recta tangente a
una ‘curva

En el capituloc II hemos presentado una amplia variedad de
funciones y para la mayor parte de ellas, se trazo en el plano car,’
tesiano su respectiva gri&fica o curva.

Posterioremente al inicio de la seccidn anterior, menciona-
mos que el problema de trazax la tangente a una curva en un punto
dado tiene solucién con el concepto de derivada.

Resulta natural que para cada una de las funciones estudia-
das, en sus respectivas curvas, se plantee el problema de trazar
la tangente en un punts dado de la curva*. En caso de existir la
derivada para un punto de la curva, el problema se reduce, en to-
dos los casos, a obtener la ecuacifn de la recta tangente que pasa
por el punto dado y cuya pendiente es la derivada valuada en el -~
punto en estudioc. Lo cual lo expresamos en general como:

Si £ es una funcidén real tal que £'(a) es la derivada de
£ en a , entonces la ecuacifn de la recta tangente en el
punto (a,f(a)) de £ es

y - £(a) = £'(2a)(x - a)

EJEMPLO 1.

Sea f: R———aR
X p——m £(x) = x?

cuacién de la recta tangentez a la gr8fica de £ en P.

¥y P(1,1) € £ . Obtengase la e~

SOLUCION .
Se requiere calcular £'(l1l) , esto es:
L U ]
1im £(1 + h) - £(1) 1im (1 + h) 1
h+0 h h+0 h

= 3

*Este capftulo se aboca en gran parte a establecer para cada funcibn, cuando es
derivable y cual ¢s su derivada. :
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luego como £°' (1} = 3 y pasa poxr P
Yy -1 = 3(x -1)
o bien y = 3x - 2.

+ la ecuacién es

Observacién:
La recta x cortaa £ en P .y tambien lo hace en otro pun
to Q situado cn el tercer cuadrante, este hecho no afecta
a la definicién que hemos propuesto de tangente. Es decir la
nocibn de tangente a una curva que se estudia en geometxrfa,
se ha modificado en los si-
guiedtes términos:
i) Existe una vecindad con
l centro en P para la -
cual la curva £ y la )
recta  se cortan en un 3
s0lo punto.
11) La pendiente de  es el
limite de los valores de

4

las pendientes de rectas
secantes PQ  donde Q °
se aproxima a P.

“
En el método de trazado da tangentes, el requisito es que
L exista la derivada de la funcifn en el punto de la curva en estu-
dio, luego cuando esto no se cubre, no tiene sentido hablar de la
tangente en el punto. Vedmoslo en el siguiente caso.

EJEMPLO 2.

Considere la funcifn valor absoluto:

f: R =R
X p—— £(x) = |x]
esta funcién no tiene derivada en el punto de abcisa 0.
Esto es:

1im E@ W - £00) . g dnb Ly
h -0+ h heot h

1am EO W o £0) L g4 bl g
h -0~ h h+0= h
luego no se puede asociar una recta que sea la tangente a

£ en el origen, ya que el lfmite lateral izquierdo y el de-
recho son distintos.

A}

~f

Observacisn:

En este ejemplo, podemos trazar no solo una, sinoc una infi-
nidad de rectas que corten a la grifica de £ fGnicamente en
el origen, pero la definicién de ﬁngente que hemos propues-
to, nos formula que la recta tangente en caso de existir, de
be ser dnica. Esto es, contampla el hecho de que la tangente
regulta de un limite, y en aste caso por resultar los 1fmi-
tes laterales distintos, no existe tal recta tangente.

§5. La derivada y la
continuidad

TEOREMA 1

Si la funcién £ es derivable en’ a , entonces £ es con-
tinua en a .

DEMOSTRACION
Sea £'(a) 1la derivada de £ en el punto a , esto es
£'(a) = 1am L£la + h) - f£(a)
h h
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luego £'(a)e lim h = 2im (£(a + h) =.£(a)) onosl EJEMPLO 3.
h+0 h -0

Sea f: R—=eR x sen X si x £ 0
£'(a)+0 = 1lim (£{a + h) - £(a)) A= £(%) =
. h+0 o si x = 0
0= hl..ig\ fla+n) = hl_f'g £(a) ’. esta funcién, como sabemos, es continua en 0 pero
t
es decir lim £(a + h) = £(a) , 1lim £00 £ h} - £(0) no existe
h+o0 : h.. 0t h
esto es, £ es continua en a . v ; esto . es .. P 1
dim EOEW 2 €O | g, DR 0
El resultado recfproco no es vdlido, esto es, ‘existen funcig y i e - h -0t h

W0t
nes c’ontxnuas en a y no son derivables en. a . i o

= lim sen E
Un ejemplo es la funcién valor absoluto, la cual es continua- - h -

‘ en todo su dominio y sin embargo no tiene derivada en. el pun y éate ﬁu:x.ma ].Lmite no existe, por lo cual £ no es deriva
to a =0 . i . -ble .Vlacrerallmente por. 1a derxecha en a = 0 .

Un resultado mis debil establece que:

. '.Eo:'étxérpaiee considere la.funcién £: R———a R
TEQREMA 2. conlete K £(x) = [se@mX]

Si la funcién £ admite derivadas laterales (iguales o no) ‘cuya ‘grifica-es:

en a , entonces f es continuaen a . la cual presenta derivadas

DEMOSTRACICN : late;alis :'1 no cuentaocon
con larivada en a = s
£(a + h) - £(a)
Sea hl:!l;l“ —-——h—- = L, esto es:
£ Lim ———I—-L"" =1 y
v hlm (a_+ h) —hf(a) - L, h -0t
L *
e i : 1m Sen bl oy
luego 1im £(a + h) = lim L;-h + 1im £(a) = £(a) . _ ; hwo~ B
h+0t h ot h ot
y .um _f£(a + h) = 1lim L.h + 1lim £(a) = £(a)
h-+0 h 0~ h +0~

de donde lim £{(a + h) = £(a)
h=+0
esto es, £ es continua en a .

Sin embargo, el reciproco tampoco se cumple. Puesto que
existen funciones continuas que no presentan derivadas laterales.

—2.03- -204-
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§ 6. CAlculo de derivadas

a) DERIVADAS RELACIONADAS CON LAS OPERACIONES DE FUNCIONES.

A continuacién nos abocamos a obtener la derivada de cada
una de las funciones estudiadas en el Capftulo II, asf como tam-
bien ilustraremos con alguncs ejemplos el uso de estas.

TEOREMA 3
Si f: R——=R con ¢ constante
3 X £(x) = C

entonces £ es derivable y £'(x) =0 .

DEMOSTRACION
'En efecto: :

1im f{x *+ D) - £(x) , 34, £ =.C
h-+0 h h-+0 h

= lim E = 0
. h+o0
lo cual se expresa como:

"La derivada de la funcién constante es cero"

TEOREMA 4

Si f£: R—*>R entonces
K £(%) = x

f es derivable y £'(x}) = 1 .,

DEMOSTRACION
1gm Elx + h) = £(x) 34, X+ h - x
h <0 h h+o h S

= 1lim1l =21
h+0

Para obtener la siguiente derivada, deben considerarse los
siguientes resultados del Algebra. '

H
!
!

[ DEFINICION

S{ n es un nfmero natural, al producto de n con todos
los nfmeros ménores que el, se le llama su factorial y se de-
nota por n{ . Esto es .

n{=1223...(n=-1n

DEFINICION :
Para elevar un binomio .a +:b: a cualqnier potencia n , con
n un nGmero natuzal, es v&lida :I.a si.guf.entr_- identidad llama
da el BINOMIO DE NEW’I‘BN
bt +iBlEZd) Gn72 2

n(a=d) (A=2) n-3 3
ntacy) (aza),

(a+b)n=a +'I‘Tan'1

Fewe+nap™lspn

As! :anemos el sigui.ente

I TEOREMA 5
S1 £: R eme— R

X e £{x) = xP
lantonces £ es derivable y £'(x) = n x

con n un nfmero natural
n-1

DEMOSTRACION
En base al Binomio de Newton es vdlido lo siguiente:
(x© m™ m x™ 4 n kP g e BAAS) G2 2

x eee F

n x h"1 4 p?
observe que al desarrollar el binomio, Gnicamente el primer
sumando no presenta como factor a h . Por lo que la expre-
8i6n (x + h® = x® se puede escribir como:

h(n x™* &+ n{n-1) <2

e o
h+ «.. +nx h2 4 x7L

de ésta manera se tiane que

£'(x) = lim (x «+ ™~ x"
h-+0 h
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Lim (n xP7h g BAACD) a2 L pnm2 -l

h+o0

Y como cada sumando a exepcibn del primero tiene como un

factor a h , al obtenecr el lfmite resulta que

En forma alternativa al usar la notacién de operadores s

£'°(x) = n X%

tiene que R :
D, (x™ = n x""t PR
De e;m manera, por ejemplo Dx (x7) = 7 x6
TEOREMA 6.

S1

cada coastante ¢ , se tiene que e LIEED

es una funcidn real y derivable en - a entonces para

{c £(x))' = c £'(x)

DEMOSTRACION

Sea

g(x) = ¢ £(x) entonces
gt (%) = 1lim glx + h) - g(x)
h+0 h

e 14m SLEx + M) - c £(x)
h-0 h
1im c.E{x + D) - £0x)
h

h«0

-

= c £'(x)

En particular para €£(x) = ¢ x° se tiene que

£(x) = cn kL,

Por ejemplo, s8i £(x) = 5x5 entonces

£1(x) = 30x°
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TEOREMA 7.
Ssi £ y g son funciones reales derivables en. a , enton-—
ces f + g es tambien derivable en a Y

(£ + g)l'(a) = £'(a) + g'(a)

DEMOSTRACION
(£ +g)'(a) = 1im (£ +g)a + h) - (f + g)(a)
L0 h
e 1im £(a + h) - f£(a) + g(a + h) - g{(a)
h+0 h
= tim fta*h) - f£@ . iogtath) - ala)
S he0 h h~+0 h

= £'(a) + g'(a)

i --::.Dade.- que:un. polinomio.en. una variable es la suma de monomios
de la forma .cx™  los teoremas (6) y {7) nos permiten probar el
siguiente resultado. . .

COROLARIO

SL{ £ es una funcifn polinomial definida como

£f: R——=R n n-1
Kb £ (%) = agx’” + a;x
entonces. £ ‘es derivable y

teeet ap_gx +oay

£'(x) = naoxn-l + al(n-l)?:“'z teest By g
Por ejemplo, si £ 3se define por
£(x) = 5% + 3x% - 6x7 + 2x% 4+ x - 1
entonces
£ (x) = 35x% 4+ 15x% - 18x? + ax + 1

TEOREMA 8
S1 £ y g son funciones reales derivables en a , enton-

cas f+g es tambien derivable en a y
(feg)*{a) = £(a)-g'(a) + £'(a}) -gla)



tos puntos = no se anula, asi para estos mismos puntos

DEMOSTRACION 1
el - (f.g)(a + h} -~ (£.q)(a) 1 . .
{(£+9) ' (a) hl-}:;‘ = GTaTRT u.:ne.s::ntido..ll..\cgo N i x
- 1im £(a t N ogla + W) - £(a).gla) fim &M -5 @ TEET T FE
h+0 h { h+0 h h+0 h
. ! ta) = g(a_+ h)
= 3im £(a + higla + h) - f£(a + hlg(a) + f£(a + hig(a) = £(a)g(a) = 1lim < g(a + hlgla)
h+0 h ; h+0 h
= 1im £(a + h) -2im LB F W) S 9l@) s Dl - - 1im 963) —gla + h
h'+0 h+o0 h . . : . -

h-~0 hg(a + h)g(a)
= hlf?)\ _f_(_a;}%_—f_(_al .hlig\ gla)
-~ .

= 1im - 9la +h) - g(a) 1
h-+0 h g(a+h) g(a)

Lim £(a + h)+g'(a) + £°(a) ~gla) DEL
h=-+0

1

y como £ es derivable en a , entonces por el-Tl.. f es B h~0
continua en .a , por lo tanto !

- = 1im 2la * h:l -~ gfa) .

1
. ].Lm_r__._ﬁm_
gla + gla
(£:9)'(a) = £(a)-g'(a) + £'(a)-g(a) h+0

EJEMPLO S.
sf £(x) = (3x° + 2x?%) (5x> - 1)
entonces
£Ux) = (3x3 + 2x?%) (15x2 - 4) + (9x2 + 4x) (5x7 - 4x)

1
cgt (@) R sEF meE

y por ser g continua

-9" (&) gt

= 90x> + 50x? - g8x3 - 8x? : COROLARIO.
sf £ y g son funciones reales derivables en a y

TEOREMA 9. gla) A 0 entonces £ tambien es derivable en a y
S1 g es una funcibn real derivable en a y g(a) # 0 en~ £, £1 (aygla) — £(a)g'(a)
tonces la funcién é tambien es derivable en a y (E' (a) (glajya

2yt (a) = Z9il2) DEMOSTRACION

g (gla))? . - Es una deduccifn inmediata de los teoremas (8) y (9), esto
DEMOSTRACION : os:
Por ser g derivable en a , g es continua en a , y como . (g—) ‘ta) = (f'%)'(ﬂ
g({a) $ 0 entonces L o5 continua en a y difercnte de cero, . Y 1

= £'(a)*=(a) + £(a)-(3)'(a)

luago existe una vecindad con centro en a tal que para es-— g9 g
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= £'(a) —fla)g"'(a)

Tgay f Tgtan:

£'ta¥gla) - £larg' (a)
(g(ajiz

Este resultado nos permite calcular la derivada de las fun-

ciones racionales.

EJEMPLO 6.
Sea £: R - io,l)——»:lf{(x) _ x4 3 3
x% - .x*
entozces:
£1(x) = DEOXZ # 33 + 2) (x? - x?) - (x2 + 3 + 2)Dxfx' - x?)
(x? = %2)? e By : "
o f2x 4+ 3)(x? - x2) - (x% 4+ 3x + 2)(3x
(x? - x%)?

2x 4+ %) ~ 3x? - 3x* - 7x? + 4x
(x3 = x*)?
-x% = 6x’ - 3x? + 4x
(x? - x?)2

Usando el T. 9, se puede hacer una extensidn del T.5 en el
caso de que el exponente sea entero, lo cual se manifiesta en el
siguiente resultado.

COROLARIO.
Si £ es una funcién real tal que
£f: R—=R n con n entero y a £ 0
X £ (%) = x
entonces £'(a) = n a™! con a en R
DEMOSTRACION
£(a) = 2 n entero negativo
a-n
-1
y £1(a) = 2Bxla )
(a™m?
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-n-1
= =f{n) a

a 2n
= a1 2n

- =1 a"t
0

Ademas para n =0 se tiene que £(a) = a = 1 , por lo que
£'(a) =0 =0a"t,
Cuando . n..es positivo, .ya se demostro.

b). DERIVADA DE LA’ FUNCION COMPOSICION.
{Regla de la cadena) .

e = - TEOREMA 10,

Sea £ una funcifn continua en el intervalo A y derivable
en un punto a de A, y sea g una funcién continua en el
intervalo B con £(A)CZ B y derivable en el punto b = £(a).
Entonces, la funcifn compuesta g « £ es derivable en el
punto a y se tiene que

(g = £}'(a) = g'(£(a))~£*(a)

DEMOSTRACION (Parcial)
(g« £)'(a) = 1im SLECA) - g(f(a)) luego si £(a)A£(x)
X +a

X - a
i gUE(x)) = g(£(a) _£(x) - £(a)

= lim
x+a tO£(x)- fla) x-a

- 14m SLEOx)) = g(fla)) g4, £0x) = £(a)
X +a £(x) - f{a) x+a X - a

o 1im UG - g(E(a)) L pi(q
X +a £{x) -~ £{a)

(pero como £ es derivable en a, entonces f es continua en
a, esto es, si x + a antonces £(x) =+ f£(a), por lo cual)

Y- 1€ 1 €' B 1€-1¢:3 D NPT
£(x) - £{a) £{x) - £(a)
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= g'(£(al) -£' (a)

La anterior demostracifén es vilida solo en el caso que x
al estar préxima & a se cumple que f£(x) % £(a) , en caso gue no
se cumpla esta condicifn,la demostracién anterior no prueba el Teo
rema. Este es el caso de la funcién £ 1la cual presenta come re-
gla de correspondencia :
0 si x =0
£(x) = 1
x?sen z si x #0

quien pa,:a/toda vecindad con centro en cero, existe x A0 tal
que  f£(x) = £(0). R o N

Una demostracién que incluya este tipo de funciones ho“se‘v in
cluye en el texto. Al lector interesado, se le recomienda,festudia;_'
la en textos de Andlisis Matemftico. -

EJEMPLO 7,
Sea f: R - {-1,2 }e——=Rr 1
x £(x} =
(5x?~ 5x + 10)*
Luege £ se puede tambien axpresar como:

£(x) = (5x? - 5x + 10)""
por lo cual
£'(x) = -4(5x? - 5x + 10) " %(L0x - 5)
~4(10x —~ 5)
(5x%- 5x + 10)°%
=40x + 20
{5x? -~ 5x + 10) 3

c) DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Las funcicnes trigonométricas, son funciones derivables, a
continuaci6n pasamos a obtener la derivada de dichas funciones. En
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el caso de la funcién seno , se da por conocido varios lfimites cu
ya demostracifn apareren en el apéndice.

TEOREMA 11, L.
La funcién seno es derivable y sen' x = cos X

DEMOSTRACION ) R .
n(a’+ h)’ = senta)

sen' a =. 1lim.
G0

< 1im
h=-+0
“1dm (-

3 + cos a
h-+0

senh)
h

= (aéé» 9)!(7(‘?') T EOs a- (1) .

- COS8 a

"JITEOREMA 12 .
La funcién coseno es derivable y cos® Xx = — sen X .

DEMOSTRACION
Sean £ y g funciones reales definidas por
£(x) = ; ~x y g(x) = sen x por lo cual tenemos que:

cos x = sen (1:,- - x)

=(g o £)(x)
Aplicando la regla de la cadena se tiene que:
cos'x = (g o £)*(x)
= g' (£{x)) £ (x)
= cos (i’- - x) (-1)

= -cos (§ - x)
= -gen X .
N~

vtilizando los Teoremas (11) y (12) , que son las derivadas
de las funciones seno y coseno, asi como el coxolario que se refie
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re a la derivada de un cociente de funciones, se puede obtener la

derivada de las funciones trigonométricas restantes; las que son

derivables en todo punto de su dominto quedando como sigue:

tg' x = (E)'(*) = sec? x R
ctg' x = (%‘c—’?‘-)'(x) = ~csc? x

sec' x = (co—,_)' (x) = tg x sec x

csc' x = (E) '(X} = -ctg x ©SC X .

La comprobacifén de estos resultados se deja como ejercicio
lal lector.

d) DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO.

En el Cap. 1IX, seccién 8, vimos gue la expresifn
iyn
(a+2
al ir evaluandola con nmeros naturales cada vez mis grandes, nos

aproximamos al nfimero irracional que designamos pcx;- @ . Usando la
notacifn de limite podemos decir que: .

Si £: Naemm——mR
R f(n) = (1 + H7

entonces lim £(n) = e
new

En forma mis general se tiene que si

es una funcién real
tal que lim £(x) = = entonces
X +p

N £{x)
lim (1 + g7y ) -e ...(*)
X +p =

*La demostracifn de esta propiedad no se incluye en el texto; el alumno intere—
sado puede consultarla em un libro de Anfilisis Matemitico,
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Este resultado lo usaremos en la demostracifén del siguiente

TEOREMA 13

S5i £ esta definida por £: R¥— =R
. . R e £(X) = loga x

para a»0... Y..a ’;5 1 .entonces f es derivable y

£.0x) = 3 .log, e

t{x+h) = log, X

h
Liog (1 '+ b, multiplicando y dividien-
T R a- x do por X tenemos
= 1imi Ei1eg, 1+ B
h=+0
=" 1im & log (:1+'§‘)"/h
heo X a
. 1 1 ,x/h
= + = s5i consideramos que
N hl*”(;‘ % 0% @ 1’;:- ! £(h) = x/h entonces
£¢h) 2im £(h) = = luego
1 1) h+0
=z 1lim log,_, (1 +
h+0
-1 log_ © por ser la funcibn logaritmo
x a

continua.

Un caso particular es cuando la base del logaritmo es el nG-
mero e , en este caso se tiene que logg e = 1 . Por lo cual, la
derivada de la funcidn logaritmo natural se reduce a + @sto es:

L

s1 f£: RP——eR entonces £'(x) =
X p———pe £(x) = Ln X

Una funcién cuya derivada aparece a menudo en el c&lculo In-
tegral es la siguiente:

-215-



Para £: R - {0} ———s
x .

h:13
——— £ (x) = ILn {x|
entonces £'(x) = 5
Lo cual se prueba facilmente. por casos, esto es:
Primer caso. Si x>0 , Ln |x| = Ln x y por lo tanto
' (x) = &
3 .
Sequndo caso. S1i %<0 , ILn |x] = Ln(-x) , lo cual se
ruede interpretar como una composicion de fun

ciones donde g({x) = Ln x : hi{x) = =-x-y
, £(x) = {g o h)(x) = Ln(-x)} y aplicando la de-~
rivada a &sta composicibn tenemos:
1 £10) =gt (AR (R = Z (-1) = X

®) DERIVADA DE LAS FUNCIONES .INVERSAS.

El siguiente resultado nos permite obtener la derivada de
‘las funciones inversas que le corresponden a las funciones ya es—
ktudladas.

TEOREMA 14

S4 para la funci6n £ con regla de correspondencia y = £{(x)
¥ = £({x) existe una funcibn inversa g cuya regla de co-
rrespondencia es x = g(y) tal que para un punto yg ten-
ga derivada g’ (yg) distinta de cero, entcncesl £ es deri-
v:b.l.e en el punto xg9 = glyg) Yy es igual a FTTeT °S de«
cir:

vy
Bxg) = griyey

DEMOSTRACION
Comoe g es la funcif6n inversa de £ entonces su composi-
ci6n es la funcifn identidad, esto es:

(£ « g)(yo) = yo
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y como la derivada de la funcién identidad es 1

» @erivan-
do tenemos:

£'(glysl)g (ys) = 1 Y cam g' (yo) # 0 despejando se tiene

£'(g(yo)) = 5 1y° esto es

Utlizando este Gltimo resultado pasamos a obtener 11 deriva
funciones arco asf como la de la funciSn exponencial.
TEOREMA 15 )

La funci6n f con regla de .correspondencia
es derjvable en J-3,1[ . ¥y

de las

£(x) = aresen.:x

£ (x) = 1

DEMOSTRACION

En efecto, sea g(x) = sen X y su inversa f£(x) = arcsen x
tenemos que:
Yy = arcsen x si y solo si seny = x
para -1 < x<1 ¥y i- <y e ;- » por lo cual aplicando
el T. 14 tenemos que
1
£
&) = Frrer
1
= Sen’ Y
1
-
cos ¥
luego si expresamos el dltimo resultado en términos de x
se tiene que en base a la identidad sen? y + cos?2 y = 1

es vdlido que cos y = t+ Y1 - senZ ¥ perd para los valores

%<y <y elcosenoes positivo, considerandose la raiz
positiva, esto es )

.

1 g .
£0(x) = o bien £(x) =
A - sen? ¥ . A xZ
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|
En forma aniloga tenemos el siguiente Yy = arctg x s8i y solo si tgy = x ....(2)

TEOREMA 16

; para X en WM, Yy “?(y{,}
La funcién £ con regla de correspondencia £(x) = arccos x : Ademas : .
es derivable en 3-1,1[: _ Yy es : ' - £r(x) = ;r—l(‘yr
£rix) = = 1
sec? 'y

DEMOSTRACION - - - '1- Vel de (1)
Para f(x) = arccos x , su funcibén inversa es  g(x) = cos.x 1 +7tg?y

1ucg’o tenemos que ‘=’; 1 S e ilie. de (D)

y = arcces x si y solo si oSy =X ~'1+x7 : ) s .

para -1 < x < 1 ¥y 0<y<n En’ forma andloga se tiene el siguiente
-y -

Por lo cual f£'(x) = T . .

TEQOREMA lBk

1a funci6n ‘£ “con regla“de correspondencia

es derivable en IR y es

£(x) = arcctag x

w
1

3

o

-1 .
- £ (x -1
/1 = cos? y ()ﬂl*xz
s §
-
ez DEMOSTRACION

En efecto, de la identidad sen? y + cos? y = 1 se deduce
TEOREMA 17

1 + ctg? y = ¢sc? y . Ademas
La funcién £ con regla de correspondencia f£(x) = arctg x

y = arcctg X 81 y solo si ctg y = x
es derivable en R y es .
1 para x en IR Yy 0 < v < n 3
£ (x) = : T
1+ x2 . enemos gque
R : EV(x) & i
DEMOSTRACION . . . ctg'y
De la identidad sen? y + cos? y = 1 obtenemos i - 1
sen?y L3 a 1 o bien ~cse? y
cos? y cos? y : - =1
2
tg2 y + 1 = sec? y eeee (1) 1+ ctg® y
. . 1
luego por ser g(x) = tg x la funcidn inversa de £ , se = 1+ x2
tiene que .
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TEGREMA 19

La funcifn £ con regla de correspondencia
es derivable para toda x con Ix| > 1

£{x) arcsec x
Y es
. 1

£1(x) =
x/ x2 -1
DEMOSTRACION
tenemos que y = arc sec x si y solo si sec y
ix} »1 vy Yy e ]0,;-[ U .]",%n[
por otra parte de la identidad tg? y + 1 = sec? y se dediu

= % para

ce ,tq"y = s/sec? v - 1
pero si y ¢ :]o,g. [ U ]n,%u[ tgy>0

por lo cual

£4(x) = L :
sec' vy T =
. -
tg ¥ Sec v

sec y v/sec?

ect y - 1
1
-
x vxZ = 1

Por (ltimo tenemos que

TEOREMA 20 '

La funcifn cuya regla de correspondencia es £(x) = arcesc x
es derivable para toda x , con ]xl >1 y es

-1
£r(x) =
* x /xZ - 1

DEMOSTRACION
Tenemos que y = arccsc x s8i y 80lo si csc y = x para

lxl; Ty ¥y czjo',%[ U ]ﬂ,%'[ y usando la tdenttdag
ctg2 y + 1 = cac?2 y se deduce que para y ¢ -.]G’TDJ ]v,zu_[

se cumple que ctg y es positiva, por lo cual
ctg y = /cac? y -1
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uUsando lo anterior al

£0(x) =

-

derivar tenemos que:
1
csc'y
-1
ctq vy ¢sc v
-1
esc y Jcsclfy - 1
-1
x /% - 1

La funcién logaritmc en una base dada, tienc como funcibn
inversa a la exponencial con la misma base, por lo cual, utilizan-
do los T.13 y T.1l4 se tiene el siguiente

TEOREMA 21
Si f: R—=1}R

X e £ (%)

con a>0 y a¥#¥1l,
sax

entonces f es derivable y es

£'({x) = a

DEMOSTRACION
Para x eIR Y Y >
x

* in a

0 se tiene que

y = a si y solo si log, v = X

luego, aplicando el
£' {x)

7,14 se tiene que
b3

(log,) ' (¥}
1

——
1

s{—logae

- —

log, e

=y loggy 2 -
-axma
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En particular, en el caso que la base sea e , se tiene que
su derivada es €% .

Esto es, s{ £(x) = e entonces £'(x) = ¥

Veamos; £'(x) = e Ln e
= ex-l

x
= €

Como se puede observar, la funcifn exponencial. con.base .e
tiene su derivada coincidiendo con la misma funcibn. Lo cual expli
ca por qué,se hace referencia particular a &sta funcién; puesto
que resulta mas comodo su uso, ya que simplifica los c&dlculos.

£) LA PUNCION IMPLICITA ¥ SU DERIVADA.

Considere la relaciSn definida por la ecuacién
%2 + y2 -1=0 ,
esto es la circunferencia con centro en el origen y radio 1. Aun
cuando dicha relacifn no es funcién, podemos considerar subconjun-—
tos de &sta, tal que sean funciones, como en los siguientes ejem~—
plos:

a) f£: 1, 1] eme—— IR
5 xg———-f(x) = /L - x?

la grifica de la funcién £ , es la semicircunferencia loca.

lizada sobre el eje de las xg o

Y : [ o

R] (] X

b) En forma similaxr tenemos
_1 1 |—————TR
[ »]———q(x) 2 =/ - =%
de la circunferencia que estd localizada 2cbajo del eje de
u
las x, .
-f 1

cuya grﬁEica es la parte

c) En gene:al tenemos que para cada valor de a , con a e-
lemento de 1, JJ se puede definir una fupcién h como
s.{.gue-

0o —ex

VY1 - x* si -l<x<a
-J}.,-x! si a<x <1

h(x)=

cuya gréfica es:

ki Adem&s tenemos que al substituir en la ecuacién
x? +y?-2=0

y por J.a. xegla de correspondencia de las funciones construidas: £
g y h ‘ :esulta una identidad, esto es:

xTd Q) - 1w x4 ( ATt 1m0
x? + (g(x))? - 1 = x? & (=~ /T = x2 1P - 1m0
x2 4+ (h(x))? - 1 =0

lo cual nos lleva a establecer la siguiente



ToerinzcION

Considere la ecuacién en dos variables

Fix,y}) =0 .... (1)
y sea la funcibn )
£ [a,b]——————R
XKi————— £(x) = y

tal que al substituir en la ecuacién (1)

y por la expre-
sién

£ix) , dicha ecuacién se convierte en identidad respec
to a x , entonces la funcién £ recibe el nombre de
|[FuncfoN IMPLICITA definida por la ecuacién (1)

Asf decimos que £

+ 9 ¥ h estan definidas implicitamente
por la ecuaciln

x* 4+ y?-1=0
Obsexve que toda funcibn f

cuya regla de correspondencia
es y = £(x)

~aparece en forma explfcita- puede representarse
en forma implfcita al igualar la ecuacién dada poxr cero, esto es:

y - £(x}) =0

Sin embargo, cuando aparece una funcién en forma implfcita,

no resulta sencillo obtener la forma explfcita, por ejemplo:

Sea y¢ -y -x2 =20

obtener la funci6én £ tal gue al sustituir
ci6n (E(x))* =~ (£(x))
cil.

: £(x) por y la ecua
~ x? = 0 resulte una identidad no es £4-

Establecer bajo gque condiciones £ existe y es derivable en

todo su dominio, solo se justifica, con m&todos dol Cilculeo de va~
rias variables, y por lo tanto no se expone en el texto.
Por lo tanto, en los ejemplos que se traten, supondremos que
dada una ecuacién
F(x,y) = 0

eata determina una funcidén £ derivable, tal que al sustitulr

£ (x) por Yy . la ecuacifn xresulta una identidad para toda x del
dominio de £ .

En cuanto a la ‘técnica a seguir, para obtener la derivada de
la funcién implfcita, consiste en derivar cada término de la ecua-
cién respecto a x Yy como y 3¢ considera una funcifén en x , se
le aplica la derivada de la composicién de funciones.

EJEMPIO 8

La ecuacién

x? 4+ y? - 1=0
determina implicitamente a una funcién tal que y = £(x),
por lo cual considere
x? 4+ (E(x))? -1=0
derivando con respecto a x tenemos
2x 4+ 2E(x) *£'(x) = O
despejando a £'(x) nos queda que

£ (x) = —F

£{x)

EJEMPLO 9 i
Obtenga la ecuacifn de la recta tangente a una curva definis
da por la ecuacibn

2% -~ xly + y? - 1=0
en el punto P(2,-3)
Al derivar implicitamente resulta
6x2 — x3E'(X) + 2xE(x) + 3(£(x)) L1 (x) = 0

bie:
o bien -6x? - 2x£{x)
£ (x) = Sy
(£ -
por lo cual la pendiente de ia recta tangente a la curva en
P es



gue:

£1(2) = - 12
23

Finalmente la ecuacién de la recta tangente buscada es:

12
+ 3 = - =5(x -~ 2
Y >3 )

El procedimiento dado para obtener la derivada de la funcién

implicita nos permite hacer una extensibn qel Teorema 5 _como si-

TEOREMA 22
si f+ R™ R n

X e £{x) = X
entonces f es derivable y es

£9(x) = n x™7T

para -n R i

estd "prq:iimo,

§ 7. La diferencial de
una funcidn

Hemos visto que una funcién real £ , es derivable en un pun
to a , sl existe el limite siguiente:
E 1im £(a_+ h) - £(a)
ey R 0 b

.lo. cual:signific ‘que para  valores de i h :pr6ximos a cero, el vai

lor de la expresién

DEMOSTRACION

Sea f£(x) = x® 1luego Ln £(x) = n Ln x
derivando implicitamente tenemos

£' () n

£(x) x

n

£(x) _ n_£(x)

poxr lo cual

sustituyendo x™  por £(x)

£'(x) = n x

Este resultado nos permite obtener derivadas como la siguien

Sea £ una funcién cuya regla de correspondencia es
£(x) = 6x*73 + ax"V/3
entonces
£ = shxt/? T achx mifz -2
- 8xt/3 - 2x73/2 por lo tanto
:'(x)-BVx—-—i- para x > 0 .

/%Y

[ R B

Darnotemos_dich: iig;bgn'cifajpo;:‘ da(h), esto es

am e Elatm - fa) :’ £@ gra) ... (D)

“donde esiclaro que . 1lim dlh) = O
: ; Do h+0

,hﬂo}a‘ Bién, de la ecuacién (1) tenemos que
' ‘f¢a + h) - £(a) = £'(a) h + h a(h) ... (2)

Pasemos a representar geométricamente esta situacién.

Considere un punto P{a,f(a)) ge la grdfica de £ y un pun
to Q de £ pr6ximo a P ., esto es Q(a + h,f(x + h)) .

Y

fash)

fa |




Trace la recta tangente _[ a P cuya ecuacién es
Y - £(a) = £'(a) (x -~ a)

a

/l

x

R de J que tiepe como abscisa ‘a + h
observe que sus coordenadas son R{a + h,£(a) + £*(a) h)

/
Localice el punto

Observe que cuando Q - P , sucede que h =+ 0

, a+h-+a
f(a + h) - £(a) , da(h) -+ 0 y h dth) =0

.
esto es: R~ Q .

Esto significa que la funcién £ , para una vecindad con cen
tro an P(a,f(a)) , los puntos de su grifica estdn muy préximos a
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Y
frasw) a 2
e
i
£ h
A ash x
As; tenemos que la distancia QR es h d(h) , lo cual apare
ce en la gr&fica. y T
fash) °-/. _____ e e
- hd(h)
st deh frashi-£tar
P hita
£ay A S Lk SO
a a+h z

los puntos de la recta L tangente a £ en P

se aproxima a cero, el valor h d(h)

. Ademis cuandc h
se aproxima con mayor rapi-
dez a cero; en este 'c;;ﬂo, a partir de la ecuacibén (2) decimos
que una buena aproximacifn de la diferencia entre las ordenadas de
P y Q se obtiene por £'{a) h , esto es,

Para h suficientemente pequefio

£{a + h) - £(a) = £'(a).h eae (3)

( = significa aproximadamente igual}

Estc nos permite, a partir de la derivada, calcular una bue-
na aproximacién de  £(a + h) , esto es,

f£(a + h) £(a) + £'(2) h aes (4}
EJEMPLO G
Se desea calcular 126 y tenemos que 11 < /126 < 12,
al considerar la funcién

£: f[o,ef—==m

X e E(X) = /X

se tiene que el punto P(121,11) pertenece a~ £ , y podemos
analizar que sucede para puntos préximos a P , en particu-
lar deseamos conocer la ordenada del punto Q de £ %al
que su abscisa es 126.

Y

P E

Q

- 121 126
Dado que £'(x) = 1 . en el problema en cuestifn te-

2 /%
nemos que
a=3122  he=s :-(.121)--2-1;
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por lo cual, la expresién !
£f{a + h) & f(a) + £'(a) h

se concretiza en - . . -
VITE ™11 + 2 (5) = 11.227273...

esto es JITE ™ 11.227273 o )

S1 se calcula directamente el valor de v126 , tenemos. que
Y126 = 11.224972... . s .

Estoes, el procedimiento que usamos nos di6 una aproxima-=
cién con un error menor a 3 milésimos.

EJEMPLO 11

Al medir el radio de un globo esférico, se comete un error
no mayor de 0.05 cn. En este caso, - )

¢Cual sera el error miximo al calcular su volumen, si la me-
dida del radio es 12 cm.?

Como al calcular el volumen de una esfera se requiere cono=-
car (nicamente el radio x , decimos que V depende de x ,
lo ‘cual se puede representar como una funcién definida en
]0.-[ con regla de correspondencia

4

Vix) = 5 ax? en la cual

V' (x) = 4 wx?

Se tiene que la diferencia de medici6én en el volumen Se ob- |

tiene de
Vv{(a + h) - v(alms V'(a) h

por lo cual, al considerar a = 12 , y h = 30.05 tenemos
V(12 £ 0.05) - V(12)= 4 n(12) 2(£0.05) = £90.477868

por lo tanto, el error miximo que se comete al calcular el
volumen es aproximadamente de 90 centimetros cBibicos.
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A la expresién £'(x) h se le denomina la diferencial de £
y se escribe como df(x) . Esta diferencial depende de las va-
riables x y h .

Observe que para para la funcién identidad, dado que

£(x) = x
aobtenemos que ) .
Af{x) = £'(x) h = 1(h) = h

lo cual se :epresenta por - dx =-h., E

'Esf_o lo precisnmn«- en la siguiente

] DEFINICION.
‘81 £ 'es una funcién derivable en x , Yy h es un incre-
menta de 'x , se dice que’

e (3 1% df(x) es'la diferencial- en:las ordenadas y estd dada por

ol | & : af(x) =£'(x) h

11) dx es la diferencial en las abscisas y esti dada por
Lo ‘ax ='h

AJ. sust:.tu!.: dx.-por. ‘h . en {i) tenemos que
dE(x) = £'(x) dx
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APENDICE A

Los recursos algebraicos que usaremos en la demostracidn
del siguiente teorema, son dos propiedades del valor absoluto
que mencionamos en el Cap. I, seccifn 9: la desigualdad trianguy
lar la + b} < |a] + |b}] ¥ la igualdad |a+b| = |a]|b} .

TEOREMA 5

Sean £ y g dos funciones tales que

1im £(x) = & Y lim g{x) = M entonces
X—+a x +a

1) 1ldm (£(x) + g(x)) =L + M
x+a

11)  1lim {£(x). g(x)) = LM
x+a
£(x) L iMgoO
it 1im - 2 8
1) 1€ M

DEMOSTRACION

1) De acuerdo a la definicién, debemos probar que existe re
lacidén entre €¢ y &, para la que se cumple la siguiente a-—
£irmacibn:

Para todo € > 0, existe § > 0 tal que

8L 0 < |[x - a] < § entonces |£(x).+ g(x) - (L + M| < €

Ahora bien, dado que por hipStesis 1im £(x)}) = L vy
. x +a
1im g(x) = M , las siguientes afirmaciones son vilidas
xX+a .
Para todo € > 0 , existen &) %0 y &§;>0 tales que
8L 0 < |[x - a] < &, entonces [£(x) - L} < ;- b'4
s8f 0 < [x - a|] < 6; entonces |g(x) - M} < 5
podemos afirmar gque si consideramos § como el minimo de
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-3 y &2 las condicionales anteriores se reducen a la si-
guiente afirmacién, la cual también es cierta:

Para todo ¢ > 0 existe & =» min{&,,5,} tal que

si 0 < |x - al < § entonces [£(x) - L| < ;.y Jalx) - M} <

XL

con la tesis de la anterior condicional podemos hacer las si-
guientes transformaciones
[£tx) - L} + Jg(x) - M| <%+;—=c y por la desi--

gualdad triangular

J(E(x) + g(x)) ~ (L + M| = | (£(x) - L} + (g(x) - M)

v < €6 - L] + lg(x) - m|
B‘sbokes, encontramos la relacifn entre € y 6 .
Por .lo tanto, para todo € > 0, existe § = min{6,,8.} tal que
“0.< |z~ a] < § entonces {(f(x) + g(x))} - (L + M| < ¢ .

11) En la prueba de este inciso usaremos los siguientes lemas:

LEMA 1

{1im £(x) = L es equivalente a  1lim.(£(x) - L) = 0
‘x‘.ﬂ X +a

‘La prueba es sencilla. Partiendo de que 1lim £(x) = L
P X +a

. _;é pueden establecer las siguientes equivalencias:

{ 1im £(x)) + (-L) = 0 , usando usando la propliedad del lfimite
X=-a .

de una constante, queda 1lim £(x) + 1lim (-L) = 0 , y por el

x+a x+a

inciso (1) del teorema 1im (£(x) + (-L)) = 0 completando
x +a

asi la prueba.

LEMA 2
Si 1lim £(x) = L y 1lim k{x) = 0 entonces 1im £(x)k(x)= O.
x +a X +a X +a
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DEMOSTRACION

Como lim £(x) existe, entonces para gq > 0 existe §; > 0
X +a

tal que si 0 < |x -~ a| < §, entonces |f(x) - L| < g5 -
Usando las propiedades de valor absoluto tenemos que
|£¢x)| = |£¢x) = L + L] s [£(x) = L} + |L] < €¢ + |L]| «..(T}
y JEGAOKIx) | = [£(x)|IR{x}] <(es + |L])|k(x)| eee(XX)

Luego, dado que xl_.im_ k(x) = o tenemos que para todo g > 0
a

(el cual podemos expresar Como 'Eo_;:'m ) existe un respecti

/.

vo 629> tal que

si 0 < |x - a] <"8; entonces |k(x) - 0] = |k(x)]|< a——f_m
ees (ITI)

Luego al proponar a & como el mfnimo de los valores de -§;

Yy 8z , de (II1) y (II) la siguiente desigualdad se cumple

£k | < (e + LD X2 | < (g0 + L] It =c

por lo tanto, para todo € > 0, existe & = min{6:,82} tal que

8L 0 < [x - a] < § entonces Jf(x)k(x) - 0] < €.

Iniciemos ahora la demostracién del inciso (11).

1) Probar que 1lim f£(x)g(x) = LM es equivalente a piobu que
x-+a o

:1_.1.111 {f{x)g{x) - LM) = 0O {por lema 1).
a
2) Al considerar la identidagd
£(x)g(x) - LM = £{x)(g(x) = M) + M(f(x) - L)

3) Finalmente se tiene que

lim (£(x)g(x) — LM) = 1im (£(x) (g(x) = M) + M(£(x) r..‘—.‘x‘.)).,.v
x+ra

x +a

= 1im £(x) (g(x) = M) + 1lim M(€(x) -L)
xX+a x+a

=0+ 0
- 0 « Por el lema 1 y 2.
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111) Para demostrar que llm g—Eﬁ}- L

= con M A 0 , basta

1 1
con probar que lim = = y usando el inciso (i1) , se
x+a (€3] M

termina . la demostracién.

Usaremos las,siguientes desiqualdades

) = Iq(x) +M - gtxy} < lga) |+ M = gix)| ‘es decir
: . [M| < g+ (M= gl ] ..o (1)

‘_(_T Ml |M—.["'?'§‘l‘| “1—(—m—T|9(X) = M| ves (2)

Luego como” lim q(x) =M, si e = -LZ-L existe §; >0tal que

< &, entonces |g(x) - M] < J;L

éx; esﬁe caso, aplicando la desigualdad (1)
Ml < gt + 8L o bien
.L'.‘}J- < |g(x) | y su. inverso
1 2 3
: @ <y e 2
utilizando la desigualdad de (3) y aplicandola en (2) tene=~
mos que
1.1 - 2 -n bien
ls6a— ~ml = “g wpetx - Ml < qEyrieta I o
1 2 R
l_(_“ =y - ﬁ| < THTT {g(x) M| see ()

Por otra parte, usando otra vez que 1im g(x) = M tenemos
x -a

M 2
que: para todo € > 0 (el cual se puede expresar como C-L:-L ).
existe & > 0 tal gue

2
"81 0 < |x - a] < 62 entonces [g(x} - M| < =-L'§-L

Por lo cual, al denotar a § como ¢l minimo de &; y §z se cum
ple que



2
si 0 < {x - a] < § entonces |g(x} - M| ¢a-l-’21-L Y

I?(}:?]' - él < ﬁq(x) - M| , simplificando la tesis queda
d

que: :

Para todo ¢ > 0 , existe & = min{§,,8;} -tal que

il

si 0 < {x - a) < § entonces |~g—rl)‘-d- - <igte

3 1 T
Esto es 1im-—(—j—=- con Mg 0:

‘ X +a gix M s
por lo tanto

4 £0x) L T
1lim ('—(— ) = lim (£(x) '—r—,—) = Lim: E(x
X ra £ X) X +a gix X-+a

1 L
=L-g =%

TEOREMA 7

Para"-a >0 ¥y nelN 6 a<0 y ncl‘i-ccn:‘n impar;
se cumple que s1 £ es una funcibn tal que £{(x) = ¥X

entonces 1im f£(x) = Y& .
X <+a

DEMOSTRACION

Primer caso: & 3 ¢ y n eX . En este caso consideramos

¢ < ¥a y si para este entero existe el correspondiente § .,
el mismo' & se pueds usar en caso que € > Va.

Consideremos las siguiesntes desigualdad:

|¥%x - Y| < € y las siguientes equivalen-
cias
€« <Vx -Ya<e

Va -e <V <Wa+e
e -l ax< @+
Fa-e)l ~acx~-ac @+l ~-a
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“ta- Vai-eM<x-a<Bma+a-a
Y Por la e que.escogimos, tenemos que
Fa+ed®-a y a- (V& - ) son nGmeros positivos, asf
para § =min {(VA+ e)® - a, a - (¥a - €)™} se tiene que
8L 0 <. |x - a] < § entonces |[¥x -VA| < e -
Segundo caso, Supongamos que a < 0 y neXN con n 4imparx.

En este case, -a > 0 vy WE >0, por lo cual usando el in
ciso del primer caso, se cumple dque

lim ¥V=-x = ¥-a

X -a
Por lo cual, usando la definicién de limite:
Pa;ea todo ¢ > 0 , existe § > 0 tal que
8% 0 < |x - (-a)| < & entonces |V=X - VTE| < e
o en forma equivalente
81 0 < |x - a] <& entonces VX -Ya] <€ .
AsL en los dos casos tenemos que

lim VX = Va
x -a

TEOREMA 9.
St £, g y h son funciones tales que
£{x) € g(x) € h(x)} para toda x en un intervalo abierto

que contiene & a , y st lim £(x) = L = 1im h{(x) enton-

x +a x +a
ces lim g(x) =L
X +a
DEMOSTRACION

Por hipStesis tenemos gues: Para todo ¢ > 0 existen &, > 0

y $82.> 0 tales que
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sf 0 < |x - a| < §, entonces [£(x) - L} < ¢

8L 0 < |x - a| < 6§, entonces |Elx) =L} < ¢
Por lo cual, si consideramos a § el menor de &
tonces

sf 0 < |x - a] < § entonces [£(x) - 1] < e

in(x) - Ll '<e en particular

-€ < £(x) - L v hix) - L <
o bien L-e€<£f{x) y hix) <L +

ader‘gs, por hipStesis se tiene que
entonces L -eg<g(x) <L + ¢

Para todo € > 0 existe & = min(8),82)

si 0 < |x - a| < § entonces |g(x) - L| < por 1o Eanie

1im gi{x) =L
x+a

=233~

Y

b4

LFY

en~

vadas

APENDICE. B

Los cuatro siguientes lfmites nos permiten obtener las derj-

de las funciones trigonométricas.

1.- La funcifn seno ‘es continua en cero.

lim.sen t = 0
L0

* La.demostracibn es por casos:i:’ | i

PRIMER CASO.

Constdere Dcted
Como podemos ver, sa cumple
la relacién

0 <y < ?9 v

pero AB = t y Yy = sen t

¥ el circulo unitario.

Pix,y)

por lo cual
0 <sentcect ,
Y usando el teorema del empa
redado tenemos gue:
].1.m+aen t =0
t~+0
SBGUNDO CASO
-n
Para < t<o0
tenemos que
B> -t >6
Z ..
Y como sen(-t) « - gsen t
se tiene gue
0 < -sen t < -t
© bien
0> gen t > ¢t
asf tensmos que’ lim 8on t = 0
t+0"

~240~

.
N




De los dos casos se deduce que

lim sen t = 0
t =0

2.~ La funcifn coseno es continua en cero.
lim cos t = 1
t=~C

Esto es
Considere a t en el intervalo
'—;'- <t < "':r luego
cos t = /1 - sen?t por lo cual
4
lim cos ¢ = 1lim /1 - sen®t Por el T.8 del
£ 0 t+0 Cap. 3.
e
= ¢Idm (1 - sen? ¢)
t 0
= /1 =0
= 1
3.~ Lim S22.E oy

t+0

Al probar esta relacién, se utiliza: la- desigualdad

sen t
t$ comt

que vale cuando
Fee<s
De la desigualdad inicial, tenemos que

sen t _ 4

cos t <
t
usando el teorema del emparadado, tenemos qus

14m 2€Rt oy
t+0 €
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4.- Lim
€0

l -cos t

1 -cos t 0

l~-~cos t 1+ cos t
t 1 +cos t

1 - cos* ¢t

t(1 + cos t)

sen? ¢t

..t(1+ cos t)

sen t sen t
t {1 + cos t)

1im sen t 1im Sen t
t+o t t=0. 1+ cos t
1 ey

14+1 -
o .
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