UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE CIENCIAS

CANTOR Y LA TEORIA DE CONJUNTOS BIEN ORDENADOS

TESIS QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
LICENCIADO EN MATEMATICAS' !
PRESENTA \

SALVADOR GERARDO TIRADO SEGURA

MEXICO, D.F. | 1985



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



CONTENIDO

PrefaCio..'.ll..l'i‘.ll"l.l.l.lll.!.Ol."...ll..C....Ulll....'l.'.".l
CapitUlO I IntrOdUCCidn- ooocooo.oooo!cocn.tvootoouoooovon'lvtoocooo4

Capftulo II Contribuciones a la Fundamentacién de la Teoria de
los Conjuntos Transfinitos, por Georg Cantor. ceeeeseese30
~Conjuntos Bien-Ordenados.
-Los Segmentos de Conjuntos Bien-Ordenados.
~Los NGmeros Ordinales de Conjuntos Bien-Ordenados.
-Los NGmeros de la Segunda Clase-Numérica.

~La Potencia de la Segunda Clase-~Numérica es Igual
al Segundo N@mero Mayor Cardinal Transfinito
Alef—Uno.

-Los NUmeros de la Forma wﬂvo+wﬂ—lvl+...+vﬂ

¢ o
-La Potencia )yl en el Dominio de la Segunda Clase-Nu-
mérica.

-La Forma Normal de los NGmeros de la Segunda Clase-
Numérica. :
-Los Nimeros-€ de la Segunda Clase-Numérica.

Capftulo III El Teorema del Buen OrdeN. ., ..eeesseoeceossessessensassdd

Apéndice' oo---'--.......----.c...............-........-........--o.-.107

Bibliografia. Q.'..l.l."...0....l......OOO.C.....'.'.......O...l...lll7




PREFACIO



—

Las dos importantes memorias de Georg Cantor sobre 1los nilimeros

transfinitos, aparecidas en el Mathematische Annalen (1895 y 1897) bajo

el titulo "Beitrage zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre", se ocupan
de investigaciones de nlmeros cardinales y ordinales transfinitos y son
un intento por presentar en un preciso y concreto desarrollo ldgico los
resultados mds sobresalientes de una larga serie de memorias escritas por
Cantor a partir de 1870,

He considerado necesario traducir la segunda memoria por su belleza
e interés intrinsecos, y porque sblo la primera memoria ya ha sido publicada
en espaiiol [Garciadiego 1977, 14-61].
| Cabe sefialar, que el articulo de 1897 es fundamental para el estudio
de la teoria de los nimeros transfinitos y de la teoria de los conjuntos
bien ordenados, por lo que podrd ser (til para estudiantes y personas
interesadas en esta materia, de completa trascendencia en el desarrollo
de las matemiticas de los Gltimos tiempos.

En este trabajo se han incluido un prefacio, tres capitulos y un
apéndice conteniendo lo siguiente: el presente prefacio, explica 1la
estructura de la tesis; el primer capitulo introductorio discute el
desarrollo de los conjuntos bien ordenados; el segundo capitulo es la
traduccibén del articulo de Cantor (1897) antes mencionado; el tercer capitu-
lo contiene una discusién de la primera demostracién del "teorema del buen
orden", a saber, la célebre prueba de Ernest Zermelo de 1904; el apéndice
contiene algunas notas y coﬁentarios, principalmente, sobre el articulo
traducido y en referencia a los conocimientos necesarios a priori para

poder entenderlo sin consultar, necesariamente, otras fuentes; por (ltimo,



la bibligrafia.

S.G.T.S.

México, D.F.

Abril de 1985.



INTRODUCCION




Durante el siglo pasado, de acuerdo a Philip Jourdain [Jourdain 1955,
2-32], las dos grandes ramas de la teoria de funciones -las de varible real
y las de variable compleja- se desarrollaron y gradualmente se separaron.
Por un lado, las fundamentaciones rigurosas de los resultados de Fourier
sobre series trigonométricas, dadas por Dirichlet, introdujeron como materias
de investigacidén la concepcién general de funcién (univalente) de una
variable real y el desarrollo de funciones (trigonométricas en particular).
Por otro lado, Cauchy reconocia gradualmente la importancia de lo que més
tarde seria concebido como 1la funcidén mis especial, a saber, la funcibn
de una variable compleja; e independientemente en gran medida de Cauchy,
Weierstrass construia su teoria de funciones analiticas de variables
comple jas.

Los trabajos de Cauchy y Dirichlet, influenciaron combinadamente a
Riemann -quien las desarrolld enormemente- y a Hankel, mismo que fue
reconocido més tarde como el fundador de la teoria independiente de funciones
de variable real.,

Poco tiempo después, a partir de 1870, encontramos a Cantor estudiando
las memorias de Hankel y aplicando a teoremas sobre la unicidad de
desarrollos trigonbmetricos sus primeras concepciones originales sobre
nimeros irracionales y conjuntos-punto o conjuntos-nimero. La teoria de
conjuntos-punto rapidamente se constituyd en una teoria independiente de
gran importancia, y finalmente, en 1882, los "nlimeros transfinitos" de Cantor
fueron expresados completamenté independietes de los conjuntos por los cuales

primero aparecieron en matemiticas.

Asi  fue como  apareci6 el  Grundlagen __einer _ allpemeinen

mannichfaltigkeitslehre [Cantor 1883, 92-150] de Cantor, documento de méxima



importancia qué constituyd una reimpresién del quinto articulo
de una serie publicada sobre conjuntos infinitos de puntos,

titulada Punktmannigfaltigkeitslehre, y que contiene no s8blo

los resultados sobresalientes de sus articulos anteriores sobre
conjuntos de puntos sino una nueva teoria que se ha considerado
como un nuevo principio para las mateméticas.

Para aquellos que se oponian a considerar el infinito
absoluto en matemldticas, el matemAtico Max Simon [Dauben 1979,
95] sefiald que las partes del Grundlagen qﬁe son exclusivamente
filos6ficas fueron un intento para calmar la rifia con filbésofos
que habian negado los nimeros infinitos desde los tiempos de
Aristbteles, aunque sin lugar a duduas, replicaria J. Dauben
[Dauben 1979, 96 y en general con respecto al Grundlagen,
95-119], el mejor logro del Grundlagen fue 1la presentacidn
de los nimeros transfinitos como una extension sistemética
y auténoma de los nimeros naturales.

Respecto al infinito, Cantor admitié que sus nuevas ideas
pudieron ser vistas como no ortodoxas, pero él explicé su
simplicidad, afirmando que con el ‘tiempo, éstas tendrian que
ser consideradas como la més simple y apropiada extensiébn
natural del concepto de nimero.

Los matemAticos estaban acostumbrados a utilizar el
infinito en el sentido dé una variable o como un limite, pero
aunque pqdria parecer paraddjico, en ambos casos las magnitudes
se mantienen finitas. Creo que por esta razdn aparentemente

paradbéjica, Cantor principié el Grundlagen distinguiendo dos



tipos de infinitos: el "ideal" [también 1llamado "potencial"]
y el "actual”.

Cantor llambé "infinito ideal" al infinito matemdtico que
ha encontrado una aplicable justificacién en las ciencias,
que ha sido wusado para su desarrollo y que ha aparecido
principalmente como una variable que crece mds alld de todo
limite finito deseado o que decrece mds que cualquier dimensidn
finita deseada (es decir, que crece o decrece mds que cantidades
que por grandes o pequeilas que sean, son finitas), pero que
siempre ha permanecido también como cantidad finita.

El infinito ideal puede ilustrarse mediante un ejemplo
de A. Fraenkel [Fraenkel 1976, 9-10] muy sencilio: la expresidn

1i (1/n) = 0 no es més que una abreviatura de la afirmacidn

mn =00
"puede hacerse que el cociente 1/n se aproxime a 0 con cualquier
precisibn deseada si el entero positivo n se toma suficien-
temente grande". (El qué tan grande deba tomarse n, entonces,
depende de 1la precision deseada en la aproximacién a O por
1/n). En esta afirmacién no se plantea lo "infinitamente
grande" o lo "infinitamente pequefio", y el simbolo (00 sirve
tan sé6lo como una notacidn concisa,

De acuerdo con Cantor_[Cantor 1883, 102] el infinito ideal
fue a menudo, caracterizadc por "filbsofos recientes" (no espe-
cifica quiénes) como un‘ "mal" 4infinito, pero en su opinidn

eso fue injusto debido a que este infinito ideal era un

buen instrumento para las mateméticas y las ciencias naturales.



Sobre este asunto, yo pienso en lo particular, que pudo haber
al menos un motivo razonable para llamar al dinfinito ideal
"mal" infinito ya que se trata de un infinito que es poten-
cial. Sin embargo, mds bien creo que se trataria de una
confusién en el lenguaje, pues el infinito tradicional anterior
a Cantor se uso mAs como una notacidén (ver ejemplo anterior)
que como lo que literalmente significa. De aqui que Cantor
los distinguid definiéndolos.

A diferecia del anterior, Cantor llamé "infinito actual”
a un infinito como magnitud absoluta, bien definido, como por
ejemplo, la recta real.

En la primera forma, como infinito ideal, éste aparecid
como finito y variable; en la otra forma, la actual, fue visto
como un infinito completamente determinado, como por ejemplo
un conjunte infinito de puntos bien definido.

Cantor 1llamd al proceso de desarrollar nimeros ordinales
finitos mediante la sucesiva adicién de unidades "primer princi-
pio de generacibén". Fue obvio que el conjunto de todos 1los
ntimeros enteros finitos, 1,2,3,¢¢0,Vyees que definid como 1la
primera clase-numérica (I), no tuviera mayor elemento. Era
incorrecto hablar de un mayor elemento de (I), sin embargo,
Cantor creyb que no era 4impropio pensar en un nuevo nimero
4)que expresara el orded natural del conjunto "entero" (I).
También seria posible pensar a () como el limite al que los
nGimeros v Be aproximan, 8i por ello se entiende queéd es el

primer entero que sucede a todos los nGmeros v, esto es, siendo



(D considerado como mayor que cada uno de los nlmeros finitos
v y por tanto, como un nimero no finito. [Cantor 1883, 132].
Siendo asi, este nuevo nGmero &), el primer nfimero transfinito,
fue el primer nimero siguiente a la secuencia entera (completa)
de (I).

La introduccidén de este nuevo numero transfinito fue de
gran importancia para el desarrollo del concepto de potencia
(Machtigkeitsbegriff) que Cantqr ya habia introducido en arti-
culos anteriores [Cantor 1883, 95]. De acuerdo a esa teoria,
una potencia definida es asociada a cada conjunto’' bien definido
y la misma potencia es asignada a dos conjuntos, si una corres-
pondencia reciproca uno-a-uno puede realizarse entre los elemen-
tos de los conjuntos.

Siendo asi, las potencias de conjuntos finitos coinci-
dieron con el nilmero de élementos de tales conjuntos, En el
caso de conjuntos transfinitos, la menor potencia fue asignada
a aquellos conjuntos que estaban en correspondencia reciproca
uno-a-uno con la primera clase numérica. Otro concepto muy
importante, que fue necesario introducir para continuar la
construccién de los numeros transfinitos de Cantor y que es
implicita al nuevo nimero transfinito W, aparece entonces por
primera vez y es el de conjunto bien ordenado [Cantor 1883,
961, ’

Cantor [Cantor 1883, 97] definidé un conjunto bien ordenado

de la siguiente manera:



10

Por un conjunto bien ordenado se entiende cada conjun-

to bien definido en el cual los elementos estan arre-

glados uno a otro por una sucesidn prescrita definida,

de acuerdo a la cual existe un primer elemento en

el conjunto, y ademds, cada elemento de la sucesidn

es seguido, en caso de que éste no sea el dltimo,

por otro que estid determinado en la sucesidn.

Asi, los conuntos bien ordenados fueron una parte implicita
a la forma transfinita pues los nimeros naturales sirvieron
como prototipo de ellos.

Un mayor avance de los nlmeros transfinitos debido a los
conjuntos bien ordenados fue 1la creacibn. de otro concepto,
el de "nlimero ordinal", que representd el orden dado de 1los
elementos de un conjunto bien ordenado., Asi, los ordinales
expresaron el orden en que los elementos de un conjunto bien
ordenado dado ocurren;

Los numeros transfinitos provienen de la existencia de
conjuntos bien ordenados (no seria posible obtener nlimeros
transfinitos sin haber obtenido conjuntos bien ordenados),
cuyo orden es expresado por ordinales de varias clases numéricas
transfinitas, de ahi la gran importancia de estos conjuntos.

Aristételes [Cantor 1883, 104~5], contrariamente a .Cantor,
asumid que sbélo existen nimeros finitos de donde concluyd que
tnicamente la enumeracidén de conjuntos finitos era posible;
Cantor sostuvo y probbé, como aparece adelante més claramente,
que la enumeracidn de confuntos infinitos puede ser hecha justa-
mente como la de los conjuntos finitos, asumiendo que hay uné

ley definida dada a los conjuntos que permite que sean conjuntos

bien ordenados,



Después de haber hecho mencibén a las potencias, al concepto
de conjunto bien ordenado y al de ordinal, podemos continuar
con la construccibén de los niimeros infinitos de Cantor:

Habiendo ya obtenidof), el primer nlimero transfinito,
'es posible aplicar el primer principio de generacidén a Wy
producir adicionales numeros ordinales transfinitos [Cantor
1883, 132-4]

CO+ 1, (D4 2, waey O+ Vi see

Otra vez, como no hay mayor elemento es posible imaginar
otro nimero representando la totalidad, en orden, de los nlmeros
W+ v. Denotando esta totalidad por [+ (W (2(0)) [la primera
notacién de Cantor para &)+ fue 20, aunque después la cambid
por{)2, como se veréd més adelante], es posible continuar

200+ 1, 200+ 2, 200+ v, ...

Con objeto de caracterizar este modo de generacidn, Cantor
sostuvo que @ podria ser considerado como un limite de los
niimeros naturales N (incrementandose uno por uno) aproximéndose
pero nunca alcanzdndolo. La idea de {/ como un limite satisfizo
su funcién como un nGmero ordinal, el més pequeiio entero mayor
que cualquier natural n € N, '

Este fue entonces el segundo principio de generacién,
que Cantor [Cantor 1883, 13?] definibé mis precisamente:

Si existe cualquier' sucesidén definida de nlmeros

enteros reales [actualmente llamados enteros positi-

vos] definidos, para los cuales no hay nlmero mayor,

entonces un nuevo nilmero se crea por medio de este

segundo principio de generacidn, el cual se conside-

ra como el limite (Grenze) de esos nlmeros, esto
es, se define como el siguiente nlmero mayor a



todos ellos.

Por repeticibén sucesiva de los dos principios es siempre
posible producir nuevos nlmeros y siempre en una sucesidn
completamente determinada., En su formulacidén més general,
tales nGimeros pueden ser escritos como sigue

Vo W+ vlcou-l Fooet Vo
pero forzados por el segundo principio de generacibén obtendri-
amos uno nuevo y mayor que todos ellos
o™

Pero procediendo asi no tuvieron final los nlmeros de
ésta que Cantor llamé segunda clase numérica (II). Cantor
pudo agregar, entonces, un tercer principio el cual 1llaméb
"principio de limitacidén" consistente en la limitacién o el
requerimiento de que un nuevo nimero podria crearse, con la
ayuda de uno de los principios de generacidn, solamente cuando
la totalidad de todos los niimeros precediendo tuviera la poten-
cia de una clase numérica definida y completa. Este tercer
principio sirvidé para producir rupturas naturales en la secuen-
cia de los nimeros transfinitos. Esto hizo posible un lugar
definido "saltando" la segunda clase numérica (II), distin-

guiendo ésta de la tercera y asi sucesivamente mayores clases

numéricas.
'
Asi, definié la segunda clase numérica (II), como la

coleccién de todos los nfimeros X (incrémentandose en una suce-
sion definida) que pudieron estar formados por medio de los

dos principios de generacidn:

12



13

W, W+ Lyeee, voéuu + vltuu—1+...+.vu,...,gou),...,6¥,....
"los cuales fueron sujetos a la condicidén que todo niimero prece-
diendo (desde el primero en adelante) constituye un conjunto
de potencia equivalente a la primera clase numérica (I).

Siendo asi, la generacidén de los nlmeros de la primera
clase (I) y, similarmente, la generacibén de los de la segunda
y de clases numéricas mayores fue realizada en tal sentido
que la secuencia entera de nilmeros transfinitos es automatica-
mente bien ordenada.

El nuevo simbolo /) fue introducido en la teoria de con-
juntos (exclusivamemte) en lugar del familiar 1224 , enfatizando
el hecho de que los nimeros ordinales transfinitos se completa-
ron (infinitos actuales). El potencial tradicionalmente expre-
sado por el simbolo & era completamente inapropiado a la
nueva propuesta., El cambio de notacién de ¥ ad’, reflejb
una transformacidon significativa, especificamente el avance
en el estado de los transfinitos de simbolos a nimeros.

Una vez que este principio de notacibén fue introducido
fue posible considerar 1la secuencia de clases numéricas vy
de sus comparativas dimensiones en detalle., Muy importante
fue el hecho de que la segunda clase numérica era verdadera-
mente distinta de la primera. En la seccidon 12 del Grundlapen
Cantor demostrd que 1la n&eva clagse numérica (II) es de mayor
potencia que la primera clase numérica (I).

Pero, (fue necesariamente la potencia de la segunda clase

numérica (II) la siguiente mayor a la potencia de la primera
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(I), o era posible qué existieran conjuntos de potencia
‘intermedia entre las potencias de (I) y (II)? En la seccidn
13 del Grundlagen se muestra que la potencia de la segunda
clase numérica sigue inmediatamente después de la mAs pequeiia
potencia transfinita representada por la numerable clase numé-
rica infinita (I).

Ya ahora, podemos ver que 8i a un conjunto de la misma
potencia de (I) 1o "bien ordenamos" entonces tiene sentido
hablar del n@mero transfinito 'y de ) , ya que si no lo
hiciéramos X y 4/ serian indeterminables, pues precisamente
el orden de sus elementos es quien los determina.v Por eso,
un elemento esencial, en todo el sentido de la palabra, en
la construccidén cantoriana de los nlmeros ordinales transfini-
tos y su correspondiente aritmética fue el concepto de conjunto
bien ordenado.,

"El concepto de conjunto bien ordenado se torna fundamen-
tal para la teoria de conjuntos ... -dijo Cantor [Cantor 1883,
99]- ... 8i es posible reducir cada conjunto bien definido
a la forma de uno bien ordenado, se tratard en otro articulo
posterior". A pesar de su intencibén, Cantor nunca pudo demos=-
trar que todo conjunto bien definido puede ser equivalente
a uno bien ordenado, pero como lo demostrd Zermelo [Heijenoort
1971, 141-143 6 nuestro ‘capitulo III] en 1904 (asunto que
discutiremos en un capitulo‘por‘separado de esta tesis) usando

el axioma de eleccidén, esto es siempre posible.
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Otra consecuencia muy importante de esta teoria de conjun-
tos bien ordenados es la que Cantor llamdé "diferencia esencial
entre conjuntos finitos e infinitos" [Cantor 1883, 97] y que
se reduce al hecho de que cada conjunto finito dado tiene
el mismo niimero ordinal para cualquier sucesion de sus elemen-
tos, mientras que para los conjuntos finitos, su ordinal en
general serd diferente, dependiendo de la sucesidén que tengan
sus elementos.

En el Grundlagen Cantor también afirmd que dado un conjun-
to infinito bien ordenado con potencia de la primera clase
numérica (I) hay siempre un nlmero de la segunda clase (II)
y sblo de (II) que representa su orden en forma tUnica y anélo-
gamente para conjuntos de mayor potencia y mayores clases
numéricas (seremos mds explicitos en las prbéximas phginas).
Sin embargo, de un conjunto numerable (o<v)' diferentes conjun-
tos bien ordenados pueden darse, como por ejemplo:

(o K gavas Ky X ivees)

(Kgr K goevar X yeeny K1)

(0<1p X grecey ﬂ<2t °<4'0-0)0
Entonces, dos conjuntos bien ordenados, se definen similares,
o del mismo orden, si pueden corresponderse en una funcidn
uno-a-uno tal que el orden es preservado entre los elementos
en cada caso. Asi, si dn‘<<CKm en un conjunto, los correspon-

dientes elementos del otro conjunto X! y 0('m también tienen

n

que estar ordenados, tal que 6('n<<6('m. De aqui se muestra

que tal estipulacidén es siempre determinada Gnicamente, Dados
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tales conjuntos, Cantor mostrd que la sucesibn natural de
enteros, incluyendo los niimeros transfinitos, podria por tanto
ser usada para identificar conjuntos bien ordenados similares.,
Dado cualquier niimero de la primera o segunda clase numérica
es obvio que considerado junto a todos los elementos que le
preceden en su orden natural, el orden de todos los conjuntos
bien ordenados similares a & , es dado por el niamero ¢ en
forma fnica, Por ejemplo, cada uno de los tres conjuntos
bien ordenados:
(X 10 & gr eoen X o X yyg 1)
(K g Xyo Kigr weer s K gyygress)
(1,2,3,0009Vynes)

tiene el mismo orden. Por definicibn éste es/4’). Andlogamente,

los conjuntos bien ordenados:

(Xz.xa.n.,mw.u.,xl) l
(o 1s Kgreens KXoy X ypees)

tienen, respectivamente, los ordenes W+ 1 y W+ (20),

En el siguiente capitulo veremos como en 1897 Cantor cambid

en su notacién el multiplicador por el multiplicando para

asi expresar f)+) como W2 en lugar de 2.

Como ya mencionédbamos anté;iormente, sobre la diferencia
esencial entre los conjuntos finitos e infinitos, cada conjun-
to finito dado tiene el ;igmo niimero ordinal para cualquier
sucesion (orden) de sus elementos; en cambio, los conjuntos

infinitos fueron mucho mds interesantes, pues los diferentes

drdenes que se pudieron encontrar en conjuntos de la misma
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potencia fueron producidos por diferentes buenos ordenamien-
tos. Los o6rdenes o tipos de orden de un conjunto infinito
fueron, por tanto, un concepto totalmente dependiente del
orden en el cual los elementos fueron tomados., Diferentes
ordenamientos producen, en general, diferentes 6rdenes, aunque
el n(mero de elementos (su potencia) en cada caso pudiera
ser el mismo, Existe una correlacidén entre el ndmero de
elementos de un conjunto y el orden que sus elementos pueden
producir dependiendo de su arreglo. Cantor consideré conjun-
tos de la primera potencia dados en cualquier sucesidn infini-
ta definida. Asi mientras ellos son bien ordenados, entonces
sus o6rdenes son sieﬁpre nimeros de la segunda clase numérica
(II) y sb6lo de la segunda clase numérica. Inversamente,
dado cualquier ndmero O de (II), cualquier conjunto de la
primera potencia puede ser ordenado en tal sentido que su
orden coincida con & . Cantor [Cantor 1883, 98] comentd
més precisamente sobre esta conexidn entre potencia y orden:

Todo conjunto de potencia de la primera clase es
contable (abzahlbar) por nimeros de la segunda clase
numérica y sbélo por tales ntimeros, y es siempre
posible dar al conjunto una sucesibén de sus elementos
que sea contable por cualquier nlmero arbitrario
de la segunda clase numé€rica, que es dado por el
orden de los elementos del conjunto con respecto
a esa sucesion,

Andlogamente la ley vale para conjuntos de mayor
potencia., Todo conjunto bien-definido con la poten-
cia de l1la segunda clase numérica es contable por
nimeros de la tercera clase numérica y solo por
tales nGmeros..., y asl sucesivamente.

Para . conjuntos finitos el concepto de potencia

(Machtigkeit) y elde orden coincide, pues sin importar como
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se ordena la sucesién de los elementos de un conjunto de
n eleﬁentos, su potencia es n y su ordinal o tipo de orden
es (nico e igualmente expresado por el nimero n.

Para conjuntos infinitos, sin embargo, la diferencia
entre potencia y orden es significativa. Aunque cada nuamero
0 de 1la segunda clase numérica distingue un f{nico orden
de elementos, la potencia de cualquier conjunto con un orden
XK es siempre la misma: numerable; pero aunque esta potencia
de O( es siempre la misma, su orden, es un nimero determinado
en forma fGinica por la segunda clase numérica. Esta conexién
entre potencias, oOrdenes y clases numéricas dio mayor consis-
tencia a la nueva teoria de conjuntos de Cantof, y esta con-
sistencia fue, como hemos podido apreciar, baAsicamente debida
a las propiedades de los conjuntos bien ordenados.

Respecto a su teoria del buen orden y los nimeros trans~
finitos, Cantor [Vease en Dauben 1979, 103] decia, que una
vez que el significado de la interpretacibén de orden fue
apreciado, el estado de los nlmeros transfinitos era tan
seguro como el de los niimeros finitos:

la existencia del infinito nunca mas, volverd a ser

negada en tanto que los finitos sean sostenidos.,

Si uno permite a alguno caer, tiene que deshacerse

también del otro.

Lﬁs conjuntos bien ordenados fueron también indispensables
para realizar las operacioneg aritméticas de los nimeros trans-
finitos.

La adicién de los nfimeros transfinitos ¢X ylﬁ)fue definida

en términos de dos conjuntos infinitos bien ordenados M vy

\
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Ml' donde o y/ﬁ representaron el orden de cada conjunto respec-
tivamente. Entonces la suma 0(+/_5 fue definida en términos
del conjunto bien ordenado M + Ml producido por la secuencia
de elementos de M seguidos por la secuencia de los elementos
de Ml'

La multiplicacién fue similarmente definida. Cantor
definié la multiplicacidén de nimeros transfinitos: Dado un
conjunto bien ordenado de orden‘@, reemplazando cada uno de
sus elementos por el orden0< » €l producto p{lg queda definido
con(Q como multiplicador y0( como multiplicando.

Los nimeros primos fueron identificables entre los trans-
finitos, pero ellos fueron de dos variedades. Dado.un nilmero
transfinitoo(- ‘B.O( puede decirse que es primo cuando 1la
Ginica posible factorizacibén requiriera que ﬂ = 1, 06 que
puo( . Pero el multiplicando no es necesariamente fdnico.
Hay un cierto rango de posibles valores que puede asumir,

La substraccién fue considerada en dos formas. Dados
dos nfimeros enteros (>< y {6 , 0(</3 , la ecuacién o +% =
/3 tiene una &nica solucidén para % y donde, s‘.i P( yﬂ son
nameros de (II), %es un niumero de (I) 6 (II) y es definido
como igual a #-0{ « Pero si por otro lado se considera 1la
ecuacién %-}O( =ﬁ, es amenudo insoluble para é . Cantor
[Cantor 1883, 140) considerd el ejemplo é+a)=a) + 1. LEste
es insoluble. Sin embargo, cuando 1la ecuacién é-r(;(-/g

es soluble, no significa que su solucidn sea finica. Es posible
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que é asuma infinidad de valores y todavia ser solucidn de
la ecuacion dada, como por ejemplo el caso é)4-0)= (0. Entre
todas esas soluciones, sin embargo, hay siempre una mas peque~
fia., Asumiendo, entonces, que la ecuacidn €+O< = /_5 es solu-
ble, la solucidon es denotada por(69<, la cual, en general,
es siempre diferente de ﬁ -cK .

Un anélisis similar siguid para el caso de la divisiédn,
en donde las mismas distinciones se hicieron. @ = g . (X tiene

P

una solucidn, siempre tdnica: ;(. Por otro lado, conside-
rando la posibilidad alternativa,/@ = p<. g y, Siempre que
una solucidén es posible, puede haber también infinidad de so-

luciones, pero siempre una mas pequeila, que Cantor denotd por:

&
727.

Con estas operaciones inversas, Cantor continud el estu-
dio de la segunda clase numérica. Distinguibé dos variedades
o clases (art) de ntGmeros en (II): la primera clase para
la cual hubo siempre un inmediato predecesor en la secuencia
numérica, y la segunda clase para la cual no hubo tal inmedia-
to predecesor [actualmente conocidos como nimeros ordinales
sucesor y limite, respectivamente]. Los nimeros de la primera
clase son los producidos por el primer principio de generacibn
y los de la segunda clase .aquellos producidos por el‘segundo'
principio de generacién. ' De la segund; clase, Cantor mostrd
como ejemplos (&), 2, wv+a), wu)y de la primera W+ 1,1,()2
+ W+ 2, wui 3.

Cantor [Cantor 1883, 140], no prosiguid el estudio de
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los nlimeros primos transfinitos con mucho detalle, pero prome-
tid regresar a su estudio en otro tiempo. Siempre es posible,
asegurd, establecer la factorizacidn prima (nica de cualquier
transfinito ¢ de 1la segunda clase numérica. Pero no probd
esta afirmacién hasta su publicacidén en 1897 [Cantor 1897,
183-195], tal y como veremos en el siguiente capitulo.

Utilizando los tipos de orden, Cantor logrd resolver
parte de los problemas que fueron, sin duda, de mayor interés
tanto para fildsofos como para matemadticos, acerca del conti-
nuo lineal. Especificamente resolvid el problema consistente
en caracterizarlo como un conjunto ordenado en fofma lineal,
Esto significa, que por medio de conceptos generales de la
teoria de los conjuntos ordenados, Cantor logrd caracterizar
el tipo de orden del continuo lineal por sus propiedades
de orden (no métricas).

De acuerdo con Cantor [Cantor 1883, 125-6], el concepto
del "continuo" no solo jugd un importante papel en el desarro-
llo de las ciencias sino que produjo gran cantidad de opinio-
nes distintas que nunca fueron lo suficientemente aclaradas.
Eso se debid a que la idea basica del continuo fue interpreta-
da en formas diferentes, a que una definicidn exacta del
continuo no habia sido dada, y lo mis determinante, a que
la idea del continuo no %ue probablemente lo suficientemente
pensada, incluyendo a los griegos, quienes fueron los primeros
en ocuparse de este asunto, pero en términos tan ambiguos,

que no eliminaron 1la posibilidad de opiniones diferentes
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entre sus sucesores, Cantor citd, como ejemplos entre 1los
griegos, a Dembcrito y Aristételes, quienes pensaban que
el continuo consistia de partes que se podian dividir indefi-
nidamente, y a Epicuro, su oponente, que creia en la teoria
atomista de donde se deblia llegar a partes indivisibles.
Entre los escoldsticos medievales cit6 a Tomas Aquino, quien
creia que el continuo ni estaba compuesto por un nimero infi-
nito de partes ni por un nGmero finito de ellas, sino por
ninguna parte, y lo criticaba por no ser claro, Rechazb
este punto de vista escoléstico medieval, que no dejaba de
ser aun contemporéneo, y por el cual el continuo fue pensado
como un concepto irreducible, o como algunos expresaron,
un concepto intuicional a priori, escasamente determinado
por conceptos,

Todo intento aritmético por aclarar el continuo era
entonces reconocido como una aventura y rechazado en casi
todos los casos., Esto did la impresidon de que el continuo
no era un problema relativo a las matemdticas sino més bien
a un dogma de fndole religioso.

Cantor rehusdé aceptar cualquier argumento que apelara
a la continuidad del espacio o del tiempo para efectos del
andlisis matemdtico del continuo y fue explicito en seiialar
[Cantor 1883, 127]: ’

El tiempo es en mi opinidén una idea que requiere

una clara explicacidén del concepto de continuidad

sobre el cual depende y sin cuya ayuda no puede

ser determinado ni objetivamente como una substancia
ni subjetivamente en la forma de wuna intuiciébn

a piori.
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En eée mismo sentido fue también su conviccidn de no
apelar al espacio para el estudio del continuo, pues la es-
tructura atribuida al espacio podria solamente sostenerse
con una cuidadosa y precisa investigacibén de indole exclusiva-
mente mateméatica,

Cantor ofrecid una nueva discusibén detallada del continuo
desarrollando la teoria de conjuntos.

Manejando los niimeros reales, Cantor deseaba desarrollar
un andlisis puramente aritmético del continuo. Dado un espa-
cio n~dimensional Gn' é1 definidé un punto aritmético en el
espacio como cualquier sistema de n-puntos definidos de ntume-
ros reales de rango entre - (0 y +@ . En su notacibn,
(xl/xz/.../xn) fue tal punto aritmético de Gn' La distancia
fue definida por la férmula familiar:

f(x'l e U L

El problema fue: ¢Cudndo un conjunto dado P de puntos

aritméticos en Gn se considera continuo?

Aunque Cantor ya en el Grundlagen [Cantor 1883, 129-130]
caracterizb al continuo lineal X [X = (x) de todos los niimeros
reales x, tales que O € x %1 en su orden natural de preceden-
cial, he preferido descfibir la forma similar, pero mads conci-
sa, més clara y completeﬁénte ordenada, como lo caracterizd
al final de la Primera Parte de su Beitrape [Cantor 1895,
" 134],

Para tal efecto Cantor anuncib y demostrd el siguiente

teorema:
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Si un conjunto ordenado M es '"perfecto" y en é&l1

estd contenido un conjunto S, con la potencia de

la primera clase numérica, el cual (S) lleva tal

relacién con M que, entre dos cualesquiera de sus

elementos m, y my de M hay elementos de S, entonces,

;l tipo de orden de M es el del continuo linear

Es asi como Cantor en el Beitrage caracterizdé el tipo
de orden del continuo lineal X, donde el concepto de "conjunto
perfecto" se entenderéd después de haber hecho algunas conside-
raciones, bésicamente conceptuales, sobre el tipo de orden
inverso a{t), y con respecto a "sus series fundamentales conte-
nidas en un conjunto ordenado transfinito" [Cantor 1895,
128-133].,

Al tipo de orden "inverso" [Cantor 1895, 114] de (W,
Cantor lo identificd como el tipo de orden del conjunto
(eeeyVyese,3,2,1) v 1o denotd por *00.

Una vez comprendido este tipo de orden, a aquellas partes
de un conjunto transfinito simplemente ordenado M que tuvieron
el tipo &), las 1llamé "series fundamentales ascendentes"
y a aquellas que tuvieron el tipoﬁﬁ) , "series fundamentales
descendentes", o simplemente, a ambas, "series fundamentales"
contenidas en M,

Ahora, si en M existe un elemento my que tiene una posi~-
cién respecto a una serie fundamental ascendente (Bv) tal
que: (1) para cada v, ai <<'%V y (2) para cada elemento m
de M que precede a m; existe un cierto nimero vy tal que

a, >'m, para v >'v0; entonces él1 llamd a m, "elemento limite

(Grenzelement) de (av) en M" y también "elemento principal
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(Hauptelement) de M" [actualmente se les denomina "supremo
de (av) en M" y "punto limite de M", respectivamente]. De
esa misma forma también llamaria a my si la serie fundamental
fuese descendente y las siguientes dos condiciones (anélogas
pero inversas) se cumplieran: (1) para cada v, av} myy ¥
(2) para cada elemnto m de M que sigue a m, existe un cierto
nimero Vo tal que a, -< m, para Vv Svo [actualmente se les
llama "infimo de (av) en M" y "punto limite de M", respectiva-
mente. Nota: Cantor 1895, 131 dice errdéneamente b, } m,
para v 2 vy en lugar de bv‘<m para v S v0]

Siendo asi, una serie fundamental nunca puede tener
mds que un solo elemento limite en M, aunque M tiene, en
general, muchos elementos principales.

Cantor [Cantor 1895, 132] continud definiendo: un con-
junto M es "denso en si mismo" (insichdichte Menge) si M
consiste de elementos principales y es tal que cada uno de
sus elementos es un elemento principal [obsérvese que esta
definicidén es en cierto modo redundante, se puede entender
también comot M es no vacio y todo elemento de M es un elemen-
to principal]. Y si para cada serie fundamental en M hay
un elemento limite en M, entonces Cantor llamé a M "conjunto
cerrado (abgeschlossene)" "[obsérvese que al estar pensando
Cantor en el continuo lin’eal X=1[0, 1] &€ TR, hay conjuntos
que no son cerrados como por ejemplo TR].

Por (ltimo, si un conjunto es "denso en si mismo" y
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"cerrado" simulténeamente, Cantor lo definié como "conjunto
perfecto".
Habiendo Cantor caracterizado al continuo lineal X por
sus propiedades de orden, esperaba una prueba rigurosa donde
la potencia del continuo seria la de los nimeros de la segunda
clase (II) [a esta hipbtesis se le conoce como "hipdbtesis
del continuo"]. Los beneficios serian numerosos, entre otros
-decia-, seguiria que todos los conjuntos infinitos de puntos
tendrian o la potencia de (I) o la potencia de (II).
Desafortunadamente, Cantor nunca pudo hacer mas que
conjeturas de que su hipdtesis del continuo fuese valida.
Actualmente lo que sabemos acerca de la hipdtesis del
continuo es que: |
1° En un sistema axioméatico de la toria de conjuntos lo sufi-
cientemente rico para construir toda la matemética usual,
ver por ejemplo Kunen 1980, tanto la hipdtesis del conti-
nuo, Cohen 1963, como la negacibén de la hipbtesis del
continuo, Godel 1938, no son demostrables.

2° En el modelo estandar de la teoria de conjuntos [Kunen,
1980}, es decir, el universo de los conjuntos puros V,
no se sabe si es verdadera o falsa la hipbdtesis del conti-
nuo, aunque las tendeﬁcias actuales de los matemiticos
tienden a creer que es' falsa.

A pesar de este impedimento para Cantor, su teoria de
los nlmeros transfinitos representdé una revolucibén en la

historia de las matemAticas, una revolucidén en el sentido
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de denegar prejuicios histéricos sobre el infinito en cual-
quier forma actual: completa, inclusive sobre el continuo
lineal. Consecuentemente, los nlimeros transfinitos de Cantor
fueron prueba no menos revolucionaria para los fildsofos
y matemAticos que trabajaron con el problema del infinito.,

La Primera y 1la Segunda partes del Beitrage zur

Begrundung der transfiniten Mengenlehre de Cantor [Cantor

1895 y Cantor 1897, respectivamente], como mencionamos en
nuestro prefacio, fueron bé&sicamente un intento por presentar
en un preciso y concreto desarrollo légico los resultados
mids importantes de la serie de memorias que empezd a escribir
a partir de 1870, Estos articulos fueron, como su titulo
lo indica, sus "Contribuciones a la Fundamentacién de la
Teoria de Conjuntos Transfinitos".

De la Primera Parte sdlo enfatizamos en los resultados
que Cantor obtuvo en referencia al continuo lineal (a manera
de completar los que ya dimos), pues los resultados de este
primer documento son todos anteriores a la teoria del buen
orden,

En la seccibén 4 de este primer articulo [Cantor 1895,
94-~97] titulada "La Exponenciacidon de Potencias" (seccidn
que también nos serviréd para el estudio de la demostracidn
de Zermelo al teorema del buen orden), por una "cubierta"
del .conjunto N con elementos de otro conjunto M, se entiende
uné ley por la cual a cada elemento n de N corresponde un

elemento definido m de M. El elemento de M que corresponde
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a N, es entonces una funcidén de n que Cantor denotdé por f(n)
y 1llamé "funcibén de n cubierta". Las cubiertas correspon-
dientes de N las denotd por £(N).

Dos cubiertas fl(N) y f2(N) son llamadas iguales, si
y solo si, para tédo elemento n de N la ecuacion fl(n)=f2(n)
es satisfecha; si por el contrario, la ecuacibén no es satisfe-
cha para algin elemento n, entonces fl(N) y fz(N) son caracte-
rizadas como cubiertas distintas.

La totalidad de coberturas diferentes de N con M forman
un conjunto definido con los elementos f(N) al que Cantor
1lamé "conjunto-cubierto" (Belegungsmenge) de N con M" y
lo denoté por (M/N). Asi, (N/M) = (£(N)).

Por lo tanto, la potenica (o nlmero cardinal que denotd

con dos barras) de (N/M) dependié solamente de los nlmeros

— —
== —

cardinales M = a y N = b, Eso sirvidé para su definicidn

e o

de ab: ab = (N/M).

Posteriormente, fue asi como después de haber dado algu-
nas de las propiedades de las potencias de los niimeros cardi-
nales, Cantor, a manera de ejemplo, muestra que la potencia
del continuo lineal X puede estar representada, entre otras,
por la fdérmula 2560, donde Q& denota la potencia de la primera
clase numérica.,

Ya que nuestro sigufente capitulo estéd dedicado integra-
mente al Segundo Articulo [Cantor 1897] del Beitrage, en
esta introduccidén sbélo haremos sobresalir, el hecho de que

Cantor, en este segundo documento, presentd el mayor volumen
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de su importante teoria de los nilmeros ordinales y cardinales
transfinitos., La potencia de 1la segunda clase numérica,
resulté6 ser el segundo nlmero mayor cardinal transfinito
QX, y una buena parte de sus nameros transfinitos fue
explorada. Cantor también introdujo, en este segundo articu-
lo, el proceso de induccidén transfinita que hizo posible
el desarrollo de transfinitamente muchas multiplicaciones
y exponenciaciones transfinitas., Pero a pesar de todo ello,
hubo lagunas en la presentaciéon de la teoria de Cantor: la

5

hipbtesis del continuo (2 °=9h) permanecid irresoluble; tam~

bién 1las respuestas a si cada potencia. transfinita es un
alef, como es el caso particular de 2(“0 ; 8i los numeros
cardinales transfinitos fueron todos comparables, es decir,
8i dado un nmero cardinal transfinito como 2No es mayor
o igual a fﬁl (caso particular que, posterior pe}o rigurosa-
mente, probé G.H. Hardy [Hardy 1903])); y si cada conjunto
podria ser bien ordenado, cuestidén esta Gltima que, reitera-
mos, finalmente probd Ernest Zermelo en 1904, prueba que
trataremos en un capitulo por separado.

Sin embargo, Céntor en este segundo articulo explicd
los fundamentos de su teoria de los conjuntos bien ordenados
y su aplicacidn en la deteriminacibén del nimero cardinal trans-
finito 951. Como una congribucién final, &1 ofrecid un impre-
sionante anéalisis de la elaborada teoria de nimeros que com-

plementd su formulacidén de los nlmeros transfinitos, y conse-

cuentemente, de Bu obra creadora: la teoria de conjuntos.



CAPITULO II

CONTRIBUCIONES A LA FUNDAMENTACION DE LA TEORIA
DE LOS CONJUNTOS TRANSFINITOS, POR GEORG CANTOR*®

* Mathematische Annalen, Vol. XLIX, 1897, p. 207-246,
traducido por Mat. Gerardo Tirado Segura, 1984,
de Jourdain (1955)y p. 137-201.
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§ 12

Conjuntos Bien-Ordenados

Entre los conjuntos simplemente ordenados los "conjuntos bien-
ordenados" merecen un lugar especial; sus tipos de orden, los
cuales llamamos "nGmeros ordinales", forman la materia natural
para una definicibn exacta de los nGmeros cardinales transfini-
tos superiores o potencia, - una definicién la cual es en todos
aspectos congruente a aquella que dimos para el mds pequeho nd
mero cardinal transfinito Alef—cero por el sistema de todos
los nfimeros finitos v {(Cantor, 1895, 8 69.

Nosotros llamamos a un conjunto simplemente ordenado I
(Cantor, 1895, 8 7 "bien ordenado" si sus elementos f ascienden
en una sucesidn definida de un elemento menor £, de tél manera
que:

I, Hay en F un elemento £, el cual es el menor en rango.

II.S8i F' es cualquier parte de F y si F tiene uno o varios
elementos de mayor rango que todos los elementos de F', enton-
ces hay un elemento f' de F que continda inmediatamente después
de la totalidad F', tal que no hay elementos con rango entre f'
y F' que estén< en F.3

En particular para todo elemento Gnico f de F, si no es
el mayor, seqguird en rango;como siguiente mayor otro elemento
definido f'; esto resulta de la condicién II si para F' ponemos
el dnico elemento £.

Subsecuentemente, si, por ejemplo, una serie infinita de

elementos consecutivoa4
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e'de" £ ... <elVig etvtl) |
estd contenida en F de tal forma, siempre, que hay también en
F elementos de mayor rango que todos los elementos e(v),Aentog
ces, por la segunda condicién, poniendo para F' la totalidad
{e(V)}, debe existir un elemento f' tal que no sola-
mente

£1 % e V)

para todos los valores de v, sino que también no habhrid elemento
g en F el cual satisfaga las dos condiciones ,

g £’
g?, e(V)

para todos los valores de v.
Entonces, por ejemplo, los tres conjuntos
(s agrecejagreee)y
(al’aZ""'av""' bl’bz""’bu"")'
(al,az,..., Ayreeer bl'bZ""’ bu’f"* c1’92’°3)

donde

3y Ly < by Kby <oy <, <oy
son bien ordenados.. Los dos primeros no tienen mayor elemento,
el tercero-tiene un mayor elemento c3i en el segundo y en el
tercero b1 sigue inmediatamente a todos los elementos a,r en el
tercero c, sigue inmediaﬁaﬁente a todos los elementos a, Y bu'
En lo siguiente, nosotros extenderemos el uso de los signos
-( 14 } , explicados en (Cantor, 1895, §7)5, y ahf usados para expresar

la relaci6bn ordinal de dos elementos, a grupos de elementos, de
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modo que las fdrmulas

M€ N,

M>N
son las expresiones para el hecho de que en un orden dado to=-
dos los elementos del conjunto M tienen un rango menor o ma- _
yor, respectivamente, que todos los elementos de el conjunto N.

A, Toda parte Fl’ de un conjunto bien-ordenado F tiene un
nenor elemento.

Prueba.~- Si el menor elemento fl de F pertenece a Fl' en-
tonces éste es también el menor elemento de Fl' En el otro ca-
so, sea F' la totalidad de todos los elementos de F que tienen
un rango menor que todos los elementos F,, entonces, por esta

razén, no hay elementos de F situados entre F' y F Entonces si f'

1°
es el siguiente(II) después de F', entonces éste pertenece necesa-
riamente a7‘F1 y aquf toma el rango menor.

B. Si un conjunto simplemente ordenado F es tal que F y
cada una de sus partes tienen un menor elemento, entonces F es
un conjunto bien-ordenado. ,

Prueba.- Como F tiene un menor elemento, la condicibn I es
satisfecha. Sea F' una parte de F tal que hay en F uno o mds
elementos los cuales siguen a F'; sea F1 la totalidad de todos
esos elementos y f' el m?ﬁbrehmwnu>de]ﬁj entonces obviamente f'
es el elemento de F que sigue inmediatamente a F'. Consecuente-

mente, la condicién II es también satisfecha, y de aquf que F

es un conjunto bien-ordenado.
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cC. Cualquier parte F' de un conjunto bien-ordenado F es
tambié&n un conjunto bien-ordenado.

Prueba.- Por el teorema A, el conjunto F' y - cualquier
parte F" de F' (pues é&éste es también una parte de F) tienen un
menor elemento; entonces por el teorema B, el conjunto F' estd
bien-ordenado.

D. Cualquier conjunto G que sea similar a un conjunto bien
ordenado F es también un conjunto bien-ordenado.

Prueba.~ Si M es un conjunto que tiene un menor elemento,
entonces, se sigue inmediatamente del concepto de similaridad
(Cantor, 1895, 8 7)8’ que todo conjuntoN similar a .aquel tiene un me-
nor elemento. Ahora nosotros tenemos que G Qi F, vy como F
al ser - un conjunto bien-ordenado tiene elemento menor, lo mismo o-
curre a G. Entonces también cada parte G' de G tiene un menor
elemento; para una imagen de G en F, al conjunto G' correspon-
de una parte F' de F como imagen, de modo que

G' NJ_F'.
Pero, por teorema A, F' tiene un menor elemento, y por lo tanto
también lo tiene G'. Entonces, ambos G y toda parte de G tienen
menores elementos. Por teorema B, consecuentemente, G es un
conjunto bien-ordenado.

E. Si en un conjunto ‘'bien-ordenado G, en lugar de sus
elementos g, conjuntos 'b;en-ordenados son substituidos, de
tal manera que, si Iy Y Ep son los conjuntos bien-ordenados
los cuales ocupan los lugares de los elementos g y g'y g<£ g’
entonces también Fg~<Fg., entonces el conjunto H, formado por

la combinaci6n de esta manera de los elementos de todos los
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conjuntoé Fg, es bien-wordenado.

Prueba.- Ambos,H y toda parte H] de H tienen menores ele-
mentos, y por el teorema B éste caracteriza a H como conjunto
bien-ordenado. Pues, si g, es el elemento menor de G, el menor elemento de
Fgi es al mismo tiempo el menor elemento de H., Si adem&s,nosotros
tenemos una parte H; de H, sus elementos pertenecen a conjuntos
definidos Fg los cuales forman, cuando se taman juntos, una varte del con
junto bien-ordenado {Fg}, el cual consiste de los elementos Fg y es
similar al conjunto G. Si digamos, Fgo es el elemento menor de
esta parte, entonces el elemento menor de la parte de Hj contenido

en Fgo es al mismo tiempo el menor elemento de Hye
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8 13

Los Segmentos de Conjuntos Bien-Ordenados.

Si f es cualquier elemento del conjunto bien-ordenado F el cual
es diferente del elemento inicial fl’ entonces llamaremos al
conjunto A de todos los elementos F que preceden a f, un "seg-
mento de F", o,mis especificamente,"el segmento de F que es de-
finido por el elemento f£". Por otro lado, el conjunto R de to-
dos los otros elementos de F, incluyendo £, es un "resto de Fr,
y, més especificamente,"el resto que es determinado por el ele-
mento f",

Los conjuntos A y R son, por teorema C de 8 12, bien-orde-

nados, y podemos escribir por 8 s (.Cantor,_1895? Yy 8 12:

(1) F = (A, R),
(2) R= (£, R'),
(3) Aa<R.
R' es la . parte de R que sigue al elemento inicial £ y

se reduce a 0 si R no tiene ademds de f, otro elemento.
Por ejemplo, en el conjunto bien-ordenado
F = (al, Bor seepdyy ous bl' bz' ces ?p’ vee C11 Cpy c3),
el segmento
(a1, a3l

y el resto correspondiente’
'

(a3, Agr o0 A ; e bl’ b2, . ?ﬂ' vee C11 Coy c3)

v
estdn determinados por el elemento agi el segmento

(al' a2' ¢ sy av' .oo)

y el resto correspondiente
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(bl, b2' ooy éﬂ' «es Cqy Cyy c3)
estdn determinados por el elemento bl; y el segmento
(al, Bor eewy By v bl' bz, cvey bP, ‘o cl)

y el restol0 correspondiente
(cyr c3)
por el elemento Cye
Si A y A' son dos segmentos de F, £ y £f' sus elementos-
determinantes, y
(4) ' < £,
entonces A' es un segmento de A. Nosotros llamamos A' al "menor",
y A al "mayor" segmento de F:
(5) A' < A,
Correspondientemente nosotros 'podemos decir de cada A de F
que ésta es "menor" que F misma:
A <L F.

A. Si dos conjuntos similares bien-ordenados F y G son ima-
gen uno de ' otro, entonces, a cada segmento A de F corresponde
un segmento similar B de G, y a cada segmento B de G corresponde un
segmento similar A de F, y los elementos £ y g de F y G por los
cuales los segmentos correspondientes A y B son determinados tam-
bién se corresponden uno a otro en la imagen.

Prueba.~- Si nosotros tenemos dos conjuntos similares simple-
mente ordenados My N que‘son imagen uno de otro, m y n son dos elemen-
tos corresvondientes, y M' es el conjunto de todos los elementos

de M los cuales preceden am, v N' es el conjunto de todos los elemen-

tos N los cuales preceden a n,entonces en la imagen M' y N' se corres-
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ponden el uno al otro. Para cada elemento m' de M que precede

a m debe corresponder, por § 7 (Cantor, 1895f£ un elemento n' de N que precede

a n, e inversamente. Si nosotros aplicamos este teorema general
a los conjuntos bien-ordenados F y G nosotros obtenemos lo que
gueremos probar. |

B. Un conjunto bien-ordenado F no es similar a alguno de
sus segmentos A.

Prueba.- Supongamos que F /\J A, entonces nosotros .tendre-
mos una imagen de F en A determinada. Por el teorema A un seg
mento A' de A corresponde al segmento A, de F, tal que A’ N/ a,
Entonces nosotros también tendrfamos A' /\J F'y A'< A. Para A'
podrfa resultar, de la misma manera, un segmento mds pequeifio A"
de F tal que A" C}i FyA"<A'; y asf sucesgivamente. Entonces
podrfamos obtener series infinitas |

A>a > ar ... aV>a (Vi)
de segmentos de F, los cuales continuamente serfan mids pequeiios
y todos similares a el conjunto F. Denotaremos por £, £' £", ...,
f(v),... los elementos de F que determinan esos segmentos; enton-
ces tendriamos
O e L A AN AC L
Entonces tendriamos una parte infinita '
(£, £',6", ..., £, .00
de F en la cual ningfin efemento toma el menor rango. Pero por el
teorema A de 8 12 tales partes de F no son posibles. Entonces la
suposicibén de una imagen de F en uno de sus segmentos nos lleva a

una contradicci6én, y consecuentemente el conjunto F no es similar
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Aunque por el teorema B un conjunto bien-ordeando F
no es similar a alguno de sus segmentos, S§in embargo, si F es infi-
nito, siempre hay = otras partes de F a las cuales F es si-
milar. Entonces por ejemplo, el conjunto

F = (al, Qor seey By cen)
es similar a cada uno de sus restantes

@ b 10 3k 4 2 *orr B 4oy ooe )y
Consecuentemente,es importante que ahora pongamos el siguien-

te teorema:

C. Un conjunto bien-ordenado F no es similar a parte alguna
de sus segmentos A.

Prueba.- Supongamos que F' es una parte de un segmento A de
FyF' CLZ F. SupohgamOS’ una imagen de F en F'; entonces, por el
teorema A, para un segmento A de un conjunto bien-ordenado F co-
rresponde como imagen el segmento F" de F'; sea este segmento de-
terminado por el elemento f' de F'. El elemento f' es también un
elemento de A, y determina un segmento A' de A del cual F" es una
parte. La suposicibén de una parte F' de un segmento A de F tal
que F' f}{ F nos conduce conéecuentemente a una parte F" de un seq-
mento A' de A tal que F" C}i A. De la misma manera concluimos que

una parte F''' de un segmento A'' de A' es tal que F''' [\ A",

: / A
Procediendo asi, obtenemos como en la prueba del teorema B,
una serie infinita de segmentos de F la cual continuamente llega

a ser mids pegueina:

A»ar>ar ... alVly alvtl)

LI ]
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y asf una serie infinita de elementos determinando esos segmen-
tos:
£ > £ ..., £V glviD)

en los cuales no hay elemento menor, y esto es imposible por el
teorema A de 8 12. Por lo tanto no hay parte F' de un segmento
A de F tal que F'(JF.

D. Dos segmentos diferentes A y A' de un conjunto bien-ordenado
F no son similares uno al otro.

Prueba.- Si A'< A, entonces A' es un segmento de el conjun=-
to bien-ordenado A, y asf, por teorema B, no puede ser similar a
A,

E. Dos conjuntos similares bien-ordenados F y G pueden ser
imagen uno de otro sqlo de una manera.

Prueba.- Supongamos que hay dos diferentes imAgenes de F en
G, ¥y que £ es un elemento de F el cual imaginamos en las dos di-
ferentes imidgenes g y ¢g' de G correspondientemente. Sea A el seg-

mento de F que est& determinado por £, y By B' los segmentos de

G que estdn determinados por g y g'. Por teorema A, ambos Af\/B
y ANJ B', y consecuentemente B\ B', contradiciendo al te-
orema D.

F. 8i F y G son dos cqnjuntos bien ordenados, un segmento A
de F puede tener cuando muc¢ho un segmento B en G al cual es simi-
lar. ‘

Prueba.~ Si el segmento A de F pudiera tener dos segmentos

ByB'engG, cuqiquiera similar a €1,B y B' serfan - similares

uno de otro, lo cual es imposible por el teorema D.
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G. Si A y B son segmentos similares de dos conjuntos bien-
ordenados F y G, para cada segmento mds pequeiio A' € A de F hay
un segmento similar B' < B de G y para cada segemento mis peque-
no B' < B de G hay un segmento similar A'< A de F.

La prueba se sigue del teorema A aplicado a los conjuntos
similares A y B.

H. Si A y A' son dos segmentos de un conjunto bien-ordenado
F, By B' son dos segmentos, similares a ésos, de un conjunto bien-
ordenado G, y A'< A, entonces B' < B. |

La prueba se sigue de los teoremas F y G.

I. Si un segmento B de un conjunto bien-ordenado G no es si=-
milar a alglGn segmento de un conjunto bien-ordenado F, entonces
ambos, todo segmento B' > B de D y G por si mismo, no son simila-
res a alg@n segmento de F ni a F mismo.

La prueba se sigue del teorema G.

K. Si para cualquier segmento A de un conjunto bien-ordena-
do F hay un segmento similar B de otro conjunto bien-ordenado G
y también inversamente, para todo segmento B de G hay un segmen-
to similar A de F, entonces Ff\G.

Prueba.- Podemos imaginar F y G uno en otro de acuerdo a la
siguiente ley: Sea el menor elemento fl de F correspondiendo al
menor elemento 9, de G. Si f;>'fl es algldn otro elemento de F,
€ste determina un segmentto A de F. A este segmento pertenece por
suposicifn un segmento similar definido B de G, y sea el elemen-
to g de G el cual determina el segmento B la imagen de F. Y si g

es cualquier elemento de G que sigue a g, éste determina un seg-
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mento B de G, al cual por suposicién un segmento similar A de F
pertenece., Sea el elemento f el cual determina este segmento A
la imagen de g. De aquf se sigue f&cilmente que la corresponden=-
cia biunfvoca de F v G definida de esta manera es una imagen en
el sentido de B8 7 (Cantor,1895P. Si para £ y £' hay dos cua-
lesquiera elementos de F, g y g' son los correspondientes elemen-
tos de G, A y A' los segmentos determinados por £ y £', By B'
los determinados por g y g'; y si tenemos

' £,
entonces

A' <L A,
Por el teorema H, entonces tenemos

B'<L B,
y consecuentemente

g'L g

L. Si para todo segmento A de un conjunto bien-ordenado F

hay un segmento similar B de otro conjunto bien-ordenado G, pe-
ro si por otro lado, hay al menos un segmento de G para el cual
no hay un segmento similar de F, entonces existe un segmento de

finido B, de G tal que Blf\JF.

1
Prueba.~- Considerar la totalidad de los segementos de G pa-~
ra los cuales no hay un segmento similar en F. Entre ellos tie-

}
ne gue haber forzosamente un segmento menor el cual llamamos Bj,

Esto se sigue del hecho que, por el teorema A de 8§ 12, el conjun
to de todos los elementos determinando esos segmentos tuvieron

un menor elemento; el segmento B] de G determinado por aquel
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elemento es el menor de esta totalidad. Por el teorema I, ca-
da segmento de G que es mayor que Bl es tal que ninglin segmen
to similar a €1 estd presente en F. Asf, los segmentos B de G
que corresponden a segmentos similares de F deben todos de ser
menores que Bl’ y a cada segmento B < B1 pertenece un segmento
similar A de F, porque Bl es el menor segmento de G entre aque-
llos a los cuales no hay segmentos similares en F correspondien
do. Asf, para todo segmento A de F hay un segmento similar B
de B, y para todo segmento B de B, hay un segmento similar A de
F. Asf, por el teorema K, obtenemos
F N\ B,

M. Si el conjunto bien-ordenado G tiene al menos un segmen
to para el cual no hay segmento similar en el conjunto bien-or-
denado F, entonces cada segmento A de I debe tener un segmento
B similar en G.

Prueba.~- Sea B el menor de todos aquellos segmentos de G
para los cuales no hay segmentos similares en F.* Si hubo seg-
mentos en F para los cuales no hubo correspondientes segmentos
en G, entre éstos, uno, al cual llamaremos Al' serfa el menor.
Para cada segmento de A, entonces existirfa un segmento similar
de By, ¥ también para cada.segmento de B; un segmento similar

de Al. Entonces, por el teorema de K, tendrfamos

B, O Ay

Pero esto contradice el dato que para B, no hay segmento

similar de F. Consecuentemente, no puede haber en F un segmen-

* Ver la prueba anterior de L
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to al cual, un segmento similar en G no corresponda.
N. Si F y G son cualesquiera dos conjuntos bien-ordenados,
entonces uno u otro:
(a) Fy G son similares entre sf, o
(b) hay un segmento definido By de G al cual F es similar, o
(c) hay un segmento definido Aq de F al cual G es similar;

y cada uno de estos tres casos excluye a los otros dos.
Prueba.- La relacif6n de F a G puede ser cualquiera de las tres:
(a) A cada segmento A de F pertenece un segmento similar B de
G, e inveréamente, a cada segmento B de G pertenece uno similar A
de F;

(b) A cada segmento A de F pertenece un segmento similar B
de G, pero hay al menos un segmento de G para el cual no hay seg-

mento similar correspondiente en F;

(c) A cada segmento B de G pertenece un segmento similar A
de F, pero hay al menos un segmento de F para el cual no hay
segmento similar correspondiente en G.

El caso de que haya, tanto un segmento de F para el cual no hay
segmento similar correspondiendo en G, como un segmento de G para el cual
no hay segmento similar correspondiente en F, no es posible; es-
to es excluido por el teorema M.

Por el teorema K, en el primer caso tenemos

F N/ G.
En el segundo caso ﬁay, por el teorema L, un segmento defi-
nido B; de B tal que
A By M Ty

y en el tercer caso hay un segmento definido Aq de F tal que
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a0 G,
No podemos tener F __f'\_{ Gy Fr\J B, simultdneamente, porque
entonces tendrfamos G f_\J_ Bl’ contrario al teorema B; y, por
la misma razén, no podemos tener ambos F _/}J___ Gy G/ Aq.
También es imposible que para ambos F_{l}__B1 v GAJ_AI, pues por

teorema A, de F/J B1 seguirfa - la existencia de un segmen-

1

Grv B'l, contrario al teorema B.

to B; de B; tal que AIQ_B‘l. Asf, nosotros tendrfamos que
0. Si una parte F' de un conjunto bien-ordenado F no es
similar a algdn segmento de F, es similar a F mismo

Prueba.- Por teorema C de § 12, F' es un conjunto bien-orde-
nado.. Si F' no fuera similar a un segmento de F ni a F mismo,
entonces habria, por el teorema N, un segmento Fi de F' el cual

es similar a F. Pero Fi es una parte de aquel segmento A de F

1
‘de F'. Entonces,el conjunto F tendrfa.que ser similar a una parte

el cudl es determinado por el mismo elemento que el segmento F

‘de uno de sus segmentos, y esto contradice el teorema C.
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S 14

Los Ndmeros Ordinales de Conjuntos Bien-Ordenados

Por 8 7 (Cantor, 1895}} todo conjunto simplemente ordenado M
tiene un tipo de orden definido M; este tipo es el concepto ge-
neral que resulta de M si nos abstraemos solamente de la natu-
raleza de sus elementos mientras que retenemos su orden de prece-
dencia, de tal forma, que fuera de ellos proceden unidades. las
cuales estdn en una relacién definida de precedencia entre una
y otra. Todos los conjuntos que son similares uno a otro, y
solo tales, tienea un mismo tipo ordinal. Nosotros llamamos al
tipo ordinal de un conjunto bien-ordenado F "ndmero ordinal".
Si o y'ﬁ son dos nGmeros ordinales cualesquiera, uno puede
estar con respecto al otrc en una de tres posibles relaciones.

Si F y G son dos conjuntos bien-ordenados, tales que

F=d, G=¢g,
entonces, por el teorema N de 8 13, tres casos mutuamente exclu-~
sivos son posibles:
(a) F £V G;
(b) Hay un segmento definido B de G tal que
F \J Byi
(c) Hay un segmento definido Al de F tal que
,G'_r\_J_Al.
Como vemos f&cilmente, uno de esos casos afin subsiste si F
y G son reemplazados por conjuntos similares respectivamente a
ellos. Consecuentemente, nosotros tenemos que hacer mutuamente

exclusivas las tres relaciones de los tipos y'p una de otra.
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En el primer caso & =ﬁ ;i en el segundo decimos que o <@ ; en
el tercero decimos que o(>p . Asf, nosotros tenemos el teo-
rema:

A. Siet yp son dos nfimeros ordinales cualesquiera, tene-
mo que °(=@00(<ﬁ00(>§.

De la definicifén de menor y mayor se sicue fdcilmente:

B. Si tenemos tres ndmeros ordinales a(,&,a« y sit<g@ y g<¥"
entonces o <.

Asi, los nfimeros ordinales forman, cuando se arre-
glan en orden de . magnitud, un ' conjunto simplemente or-
denado; aparecerd mds tarde que forman un conjunto bien-ordenado.

Las operaciones de adicién y multiplicaci6n de los tipos de
orden de conjuntos simplemente ordenados, definidos en 8 8 (can-
tor, 1895)9, son, por supuesto, aplicables a los nmeros ordina-
les. Sid&=F Yy {3= G, donde F y G son dos conjuntos bien-ordena-
dos, entonces |

(1) L+ p = (FG).

La uni6én de los conjuntos (F,G) es también,obviamente, un
conjunto bien-ordenado. Asf, tenemos el teorema:

C. La suma de dos nlmeros ordinales es también un nGmero
ordinal.

En la suma & + ﬁ ’ 0(; es llamado el "primer sumando" y /3 el
"segundo sumando". |

Como F es un segmento de (F,G), siempre tenemos que

(2) o((o(*'ﬂ-

Por otro lado, G no es un segmento pero s{ un resto de (F,G),



48

y puede as., como vemos en § 13, ser similar al conjunto (F,G),
Si éste no es el caso, G es, por el teorema O de 5 13, similar a
un segmento de (F,G). Asi

BB EL+p
Consecuentemente tenemos:

D. La suma de dos ndmeros ordinales es siempre mayor que el
primer sumando, pero mayor que o igual que el sééundo sumando. Si
tenemos &t 4 = A+ 7', siempre tenemos /@= X

En generali-IB//@r‘dno son iguales. Por otro lado, tenemos
que,siy es un tercer ndmero ordinal,

(4) (K+pBY+¥ = L+ (B+5)

Es decir:

E. En la adici6n de nGmeros ordinales la ley asociativa
siempre se cumple,

Si substituimos para cada elemento g del conjunto G de tipo
p un conjunto Fg de tipo o , obtenemos , por teorema E de 8§ 12, un
conjunto bien-ordenado H cuyo tipo es completamente determinado
por los tipos X y F y lo llamaremos el producto o«° B

(5) F, =&,

(6) L B =H.

F. El producto de dos nlmeros ordinales es también un nGmero
ordinal. ’

En el producto a(',@ , 9 es llamado el "multiplicando" y
p el "multiplicador".

En general o' @ y B ol no son iguales. Pero tenemos

(8 8, Can1:or,1895)9 que
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N (eg) = K (BT,

Es decir:

G. En la multiplicaci6n de ndmeros ordinales la ley asocia-
tiva se cumple.

La ley distributiva es vélida, en general (§ 8, Cantor,lBQSP,
solamente en la siguiente forma :

(8) ¢.(ﬂ+y)=x.p+&-w,

Con referencia a la magnitud de producto, el siguiente
teorema, como vemos fdcilmente, se cumple:

H. Si el multiplicador es mayor que 1, el producto de dos
nmeros ordinales es siempre mayor que el multiplicando, sin em-
bargo mayor que o igual al multiplicador. Si tenemos «.[3= oL,
entonces siempre se sigue que ﬂ: ¥ .

Por otro lado, evidentemente, tenemos

(9) A .1= 1. =&.

Tenemos ahora que considerar la operacifén de substraccién. Si
Xy ﬂ son dos nmeros ordinales, y o{ es menor que (@ , Siempre
existe un ntmero ordinal definido el cual llamaremos p-a( , el
cual satisface la ecuacién

100 o+ (B-t)= B.

Si para G = ﬁ , G tiene un segmento B tal que B = o ,‘ llama-
mos al resto correspondiénte S, y tenemos

G = (B, S),
‘6 = o+ 5;

luego entonces
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(11) ,ﬂ—d= 5

Lo determinante de /3 - o aparece claramente del hecho

que el segmento B de G estd completamente definido (teorema D de

8 13), y consecuentemente también S est& dado Gnicamente.

Emoplazamos las siquientes férmulas, las cuales se siguen de (4),
(8) y (10):

(12) (20 + B )= ( I+ X)) B - L,
(13) BB~ o) =P~

Es importante reflejar que una infinidad de nGmeros ordinales

puede ser sumada,tal que su suma es un nGmero ordinal definido,el

cual depende de la secuencia de los sumandos.

BrBarer Byr e

es alguna serie infinita simplemente ‘de nimeros ordinales y te=
nemos

Si

B, =53,

entonces, por el teorema E de § 12,

(15) G = (Gl’ G2, ees 0y GV’...)

es también un conjunto bien-ordenado cuyo nGmero ordinal repre-

senta la suma de los nlmeros ﬂv' Tenemos, entonces,

(16) ﬂl +ﬁ2+...+pv+...=?§=/ﬁ,

y, como vemos fdcilmente de la definicién de un producto, siemovre
tenemos !

(17) Y. (‘31 +ﬁ2 + pv *oaaa) =5‘.p1 +OA{62 +J‘./&+

Si ponemos

(18) o(v=p1 +pz +...+pV ’
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entonces

(19) Ky = Gy Gyy +ov Gy).

Nosotros tenemos

20 Xvi1Dp Ky 3

y, por (10), podemos expresar los nimeros @v por los ndmeros 0<v

de la manera siguiente:
21 By =Ky pysrzKyy %y
Las series '

0<1! 0<21 cany °<Vl cee

entonces representan cualquier serie infinita de ndmeros ordina-
les que satisfacen la condicién (20); llamaremos a &stas "series
fundamentales" de nGmeros ordinales (8 10, Cantor, 1895}? Entre
éstas y ,@ subsiste una relaci6n la cual puede ser expresada de
la siguiente manera:

(a) El ndmero /@ es mayor que o(v para cada v, porque el

y’ s un

conjunto (Gl, Gz, ey Gv)’ cuyo ndmero ordinal es 4
segmento del conjunto G el cual tiene el nGmero ordinal ﬂ ;
(b) si @' es cualquier nﬁme'rd ordinal menor que ﬂ y entonces,

de una cierta v adelantada, siempre tenemos

L > p .
Como ﬁ' < (5 , hay un segﬁento B' de el conjunto G el cual
es de tipo /5‘. El eleménto de G que determina este segmento debe
pertenecer a una da las partes G,i nosotros llamaremos a esta
parte Gv . Pero entonces B' es también un segmento de (Gl'GZ" coy

0
1]
Gvo) , Y consecuentemente ‘3 <o(vo. Asf
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Y

para v ;; v

AsI‘3 es el nlmero ordinal siguiente en orden de magnitud
después de todos los nGmeros O(V; consecuentemente llamaremos a
éste el '"limite" de los nimeros °<v para incrementando v, deno-~
tarlo por E}m oK, de tal forma que, por (16) y (21):

(22) Lémo(v = oy + (K-l ) kX, m X

Nosotros podemos expresar lo anterior en el siguiente teo-
rema: N

I. A cada serie fundamental {o(v

} de nfimeros ordinales per-
tenece un nfimero ordinal L%m C(_V el cual sigue, en orden de mag-
nitud,después de todos los ndmeros O(V; esto es representado por
la f6rmula (22).

Si por“vﬂentendemos cualquier n@mero ordinal constante, pro=-
bamos f&cilmente, usando las f£6rmulas (12), (13) y (17),los teo-
remas contenidos.en las f6rmulas:

(23) L‘;,i.m (Ptely,) =+ LJ\'.’m A i

(24) Q&m 5‘. o(v.== X‘.,Q&m oK -

?enemos ya mencionado en 8 7 (cantor, 1895%3que todo conjun-
to siﬁplemente ordenado de un nfimero cardinal finito dadé v tiene
urio y el mismo tipo ordinal. Esto puede ser probado aquf como
sigue. Cada conjunto simﬁlemente ordenado de nGmero cardinal fini-
to es un conjunto bien-ordenado; para €ste, y cada una de sus par-

tes,5debe haber un orimer elemento, - y esto, por el teorema B de

8 12, lo caracteriza como un conjunto bien-ordenado. Los tipos
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de conjuntos finitos simplemente ordenados son asf,no otros
que,nimeros ordinales finitos. Pero dos diferentes ndmeros
ordinales Ky [5 no pueden pertenecer al mismo nmero cardinal fif
nito v. Si decimos, ',0<<(@ y G = [, entonces, como nosotros
sabemos, existe un segmento B de G tal que B =0X. Asf, el con-
junto G y sus partes B tendrfan el mismo nGmero cardinal finito
v. Pero esto, por el teorema C de § 6 (Cantor, 1895)%4es imposi=-
ble. Por tanto los nlmeros ordinales finitos coinciden en sus
propiedades con los n(meros cardinales finitos.

El caso es algo diferente con los nGmeros ordinales transfi-
nitos; a uno y al mismo ndmero cardinal transfinito (‘( pertenece una
infinidad de nGmeros ordinales que forman un sistema unitario y
conectada. . Llamaremos a este sistema "clase-numérica 4 ( q ",
y es una parte de la clase de tipos [(J ] de 8 7 (Cantor, 1895)%3
El siguiente objeto de nuestras consideraciones seri la clase-nu~
mérica % (No) , la cual nosotros llamaremos "la segunda clase-nu-

mérica". En esta conexifn nosotros entendemos por "la 'primera

clase~numérica" la totalidad {v} de nlmeros ordinaleés finitos.-
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8 15

Los Ndmeros de la Segunda Clase-Numérica 2 (fﬁo).

La segunda clase-numérica 2 (S“o) es la totalidad {OKQde tipos

ordinales % de conjuntos bien-ordenados de ndmero cardinal }do

(8 6, Cantor, 1895)% .

A. La segunda clase-numérica tiene un ndmero menor w = Lim v.
v

Prueba.~ Por w entendemos el tipo de el conjunto bien-orde-~

nado

(1) F, = (£4, f2, N cee )y

VI
donde v corre através de todos los ndmeros ordinales finitos y

@ f<5,

Por lo tanto (8 7, Cantor, 1895)12

—

(3) w = Fo’

y (8 6, Cantor, 1895)l

(4) w = Ho.
Asf w es un ndmero de la segunda clase~numérica, y de he-
cho el menor. Si X' es cualquier ndmero ordinal menor que w, debe
(8 14) ser del tipo de un segmento de FO. Pero F, tiene solo seg-

mentos

A= (£, £y, «uuy £),

. .
con nGmero ordinal finito v. As{ ) = v. Por lo tanto no hay nd-
meros ordinales transfinitos que sean menores que w, y asfi w es el

menor de ellos. Por la definici6n de Lim OCV dada en 8 14, obvia-
\'4

mente tenemos que w = Lim v,
v
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B. Si™X es cualquier ntmero de la segunda clase-numérica,
el ndmero ™+ 1 le sigue como el ndmero siguiente mayor de la
misma clase-numérica.

Prueba.- Sea F un conjunto bien-ordenado del tipo X y de
ntimero cardinal S\So:

(5) F =d,

(6) X =N,.

Tenemos, donde por g se entendid. un nuevo elemento,

(7) X+ 1= (F, g).

Como F es un segmento de (F,g), tenemos
(8) o+ 1 X,
También tenemos

X+ 1=&+1=N,+1=Ny (§6, cantor, 189535

Por lo tanto el nGmero X+ 1 pe‘rtenece a la segunda clase-numé-
rica. Entre &y o{+ 1 no hay nfimeros ordinales; a cada n(mero
X que es menor que & + 1 corresponde, como tipo, . un segmento
de (F, g), y tal segmento sblo puede ser F o un segmento de F.

Por lo tanto, x'es igual o menor que .

C. Si 9(1, O(Z, ,O(V, ... es cualquier serie fundamental de

nimeros de la primera o segunda clase-numérica, entonces el ndme-

ro Lim°<V (8 14) le. sigque . como el siguiente en orden de mag~-

\
nitud perteneciente a la segunda clase-numérica.

Prueba.- Por 8 14 resulta de las series fundamentales {o{v}

el ndmero L‘i’m =4 v si nosotros ponemos otra serie ,81 ’ pz yeesy l@v’ .
donde

ET N RL T VY VS T O
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Si, entonces, Gl’ G2' ooy Gv' ..+ SOn conjuntos bien-ordenados ta-~
les que

entonces también

G= (Gl,‘ G2’ «s ey Gv, 'o.)

es un conjunto bien-ordenado. y

Lim & =G,
- v

sélo falta probar que

¢ =No.

Como los ndmeros ﬂl,'gz, ey ﬂ AR pertenecen a la primera o
segunda clase-numérica, tenemos

av éNO 14 Yasf 6§N0.N0‘=NO .
Pero, en cualquier caso, G es un conjunto transfinito, y por eso

el caso G < o es excluido.

Nosotros llamaremos a dos series fundamentales {(KV} Yy {o('v}

de nfimeros de la primera o segunda clase-numérica (§ 10, Cantor,

2
1895)1 "coherentes”, en signos:

(9) {O(V-}\\{O(x‘r} ’
si para cada v hay nGmeros finitos Agy Mo tales que

(10) oy D>y 5y AZ Ao
(1) Lp>k'y 5 M2 U o

D. Los nfimeros limii;es Lim O(V y Lim o(‘v pertenecientes
v

respectivamente a dos series fundamentales io(v'} y ‘i"('v} son iguales
cuando, y s6lo cuando, {« ,} “{,('v} .

’ '
Prueba.-para abreviar nosotros ponemos Lim & = 3, Lim o=
v
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' . ] ’
Primero supondremos que {o(v'}n {0( v} ; entonces nosotros afirma-
mos que[@=b". Si ﬁ no fuera igual a X', uno de eésos dos nfimeros
tendrfa que ser el menor. Supongamos que /.j‘(b". De una cierta

v adelantada tendrfamos o('v>(_’> (8 14), y consecuentemente, por

(11), de una cierta/l,( adelantada tendrf{amos 094),6- Pero esto
es imposible porque p = L\i,m °<v‘ Asf para - toda /u‘s tenemos
°‘/4 <A.

Si, inversamente, suponemos que 13 = ', entonces, como °<V<3",
debemos concluir que, de una cierta A adelantada, 0('A>o<v, Y.,
como o('v<(3, debemos concluir que, de una cierta A adelantada,
Ky > X'y . Es decir,{o{V} “{o('v},

E. 8i X es cualquier ndmero de la segunda clase-numérica y
v, cualguier nlmero ordinal finito, tenemos v + & =, y conse-
cuentemente también X-V, = ),

Prueba.- Primero nos convenceremos de que el teorema es co-

rrecto cuando K= w. Nosotros tenemos

w = (f1' f2' * 0 ey fV, u-o)'

V0= (glr Gor eees gvo)r

'y consecuentemente

vy + w = (gl, PYEEE gvo, fl’ f2’ ceny fv’ vea)= W,

Pero si of > w, tenemos
K =Wt (=),
v0+0('= (Vo'l'w)'f- (X - w) =w+ (X =-w) =0.
F. Si v, es cualquier n@mero ordinal finito, tenemos Vg W = W,
Prueba.~- De acuerdo a la forma de obtener un conjunto del el

tipo Vye W tenemos que substituir para el elemento singular fv de
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el conjunto (fl? f2, ceny fv’ .«s+) conjuntos (gv,l’ gv'z ¢ e

9y ) de el tipo v,. Asf . obtenemos el conjunto
’ VO 0

(gl’ll gl.,zl".""_l gl'v0, gz'll "'fgz'v(')l ey gV,l, gv'2' ey gv’vol “')'
el cual es obviamente similar a el conjunto {fv} . Consecuentemente

v W =W,

0.
El mismo resultado es obtenido m&s cortamente como sigue. Por (24)

de 8 14 tenemos, desde que w = Lim v,
v
VoW = Lim Vv, V.
0 v 0

{vov | {v},

y consecuentemente

Lim Vo V = Lim v = w ;
v v

asf que

G. Siempre tenemos
(X4 v)) w = Kw,
donde X es un ndmero de la segunda clase-numérica y:V% un ndmero de
la primera clase-numérica. |
Prueba.- Tenemos

Lim Vv = w.
v

Por (24) de B 14 tenemos} consecuentemente,

(X + vo) w = Lim (°<~+v0) V.
v

Pero
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1 2 v

N——— o~
(X + vo) v = (X+ vo) + (X + VO) *oee et (;?:7;;)

1 2 -1
= + (v0+0c'. )+(v0+o<) ...(v0+o<) + v,

2 v

—

1
.-6_(— +K+...+§+v

0

ov + vy .

Ahora tenemos, como es fdcil ver,
{Xv + vo v}
y consecuentemente

Lim ( ol + vo)v = Lim (C4v + vo) = Lim v = ¥w,
v v v

H. Si X es cualquier ndmero de la segunda clase-numérica, en-
tonces la totalidad{?C'} de ndmeros o(' de la primera y segunda
clase-numérica los cuales son menores que ™ forman, en su orden de
magnitud, un conjunto bien-ordenado de tipo .

Prueba.- Sea F un conjunto bien-ordenado tal que F =¢< , y sea
fl el menor elemento de F. 8Si ™' es cualquier ndmero ordinal me=~
nor que < , entonces, por 8 14, hay un segmento definido A' de F
tal que

A' =,
e inversamente cada segmento A' determina por su tipo A' =K' un
ndmero o{'< X de la primgra o segunda clase-numérica. Como
?=ivo, A puede solamente ser o un n@mero cardinal finito o f“o.
El segmento A' estd determinado por un elemento:f')-f1 de F, e
inversamente cada elemento f’)- fl de F determina un segmento A'

de F. Si £' y £" son dos elementos de F que siguen a £, en rango,
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A' y A" son los segmentos de F determinados por ellos, o(' y "
son sus tipos de orden, y, s1 £' =< £", entonces, por 8 13, A'< A"
y consecuentemente o{'< X" ., gsi, entonces, nosotros ponemos F =
(fl’ F'), obtenemos, cuando hacemos el elemento £' de F' corres~
ponder a el elemento ' de (\OL'} , una imaginacioén de estos dos con-

juntos. Asi tenemos

(&} = 7.
Pero F' =o{ - 1, y, por el teorema E, ¥ - 1 = & . Consecuentemente
S

o—

Como & = No, también tenemos ﬁd_‘}= No; asi tenemos los teoremas:
I. El conjunto{o('} de ntmeros ®' de la primera y segunda cla-
ses-numéricas que son menores que un ndmero X de la segunda clase-numéri-
ca tiene un ndmero cardinal )’\fo.
K. Cada ndmero X de la segunda clase-numérica es, o tal que (a)

gse obtiene del siguiente nfimero m&s pequefo 0‘_1 por la adicién de 1:
O(, =O<—l + 1,

o (b) hay una serie fundamental{o(v} de ndmeros de la primera o se=-

gunda clase~-numérica tal que
o = leo(v.
\
Prueba.~ Sea ®{ = F. Si F tiene un elemento g el cual es el ma-
yor en rango, nosotros tenemos F = (A, g), donde A es el segmento de F

el cual es determinado por g. Nosotros tenemos entonces el primer

caso, es decir

A=A+1=0K&,+1,

.Existe, por tanto, un anterior nfmero menor el cual es llamadoO(._l
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Pero si F no tiene elemento mayor, considerar la totalidad{o(t}
de nGmeros de la primera y segunda clases-numéricas los cuales son
menores que ™. por el teorema H, el conjunto {o('}, arreglado
en orden de magnitud, es similar al conjunto F; entre los nlmeros &',
consecuentemente, ninguno es mayor. Por teorema I, el conjunto{«'}
puede ser puesto en la forma Se('v} de una serie simplemente infinita.
Si a partir de X';, la siguiente continuacién de los elementos X'y o('3, ‘e
en este orden, el cual es diferente del orden de magnitud, en ge-
neral, serd&n menores que 0('1; pero en todo caso, en el curso adelan-

tado del proceso, terminard ocurriendo que hay mayores que D('l; 0('1

no puede ser mayor que todos los otros términos, porque entre los
ndmeros I\OQ'V} no hay mayor. Sea °('p2 ese numero de D('V el cual tiene el me-
nor fndice de aquellos mayores que D('l . Similarmente, sea0<'p3 ese
namero de las series{o('v} el cual tiene el menor fndice de aquellos

que son mayores que X' . Procediendo de esta manera, obtenemos una
p

serie infinita de ndmeros incrementandose, de hecho una serie fundamental,

°('ll u' ooc,«'p,c..

]
Py’ % by’ v
Tenemos

1<p,<py € -+ P, Py onv

Kt Kot i Lot ' ees
| 1 < P2 °<P3< Na pv<p(pv+1

?C'N<°<'p:, siempre si MCp'i

y camo obviamente v Z P, s NOSOtros siempre tenemos
1 ]
Xy $X'p,

De aquf nosotros vemos que cada nimero O('V, y consecuentemente cada
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nmero X '< O, es excedido por nfmeros O('D para valores suficien-
‘v

temente grandes de v. Pero ¥ es el ndmero que, respecto a mag-

nitud, sigue inmediatamente a todos los ndmeros X ', y consecuente-

mente es también el siguiente nlmero mayor con respecto a todoX'_ .

p
v
Si, por tanto, ponemos (', =O(1,O(pv+l= X y4+1’ tenemos
K = Lim O(v .
v
De los teoremas B, C, ..., K es evidente que los nlmeros de la

segunda clase~numérica resultan de nlmeros menores en dos formas.
Algunos ndmeros, los cuales nosotros llamamos "ndmeros de la primera
clase (Art)", son obtenidos del nlimero menor Siguiente'oc_l por adi-

¢ién de 1 de acuerdo a la f6rmula

K=, +1;
Los otros ndmeros, los cuales llamaremos "ndmeros de la segunda clase",
son tales que para cualquiera de ellos no hay un siguiente ndmero me-

nor X -1 sino que provienen de la serie fundamental {o(v} como ndme-

ros limites de acuerdo a la f6rmula
of = Lim °<'v'
v
Aquf & es el ndmero que continlla en orden de magnitud a todos los né-
meros O(V.

Nosotros llamaremos éstas dos formas en las cuales ntmeros ma-
yores proceden de menores "el primero y segundo principios de genera-

cifén de ndmeros de la segunda clase-numérica”.
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§ 16

La Potencia de la Sequnda Clase~Num&érica es Igual al Segundo NGmero
Mayor Cardinal Transfinito

Aleph-Uno

Antes de entrar - a mds consideraciones detalladas en los siguientes
pirrafos sobre los nfmeros de la segunda claseAnumérica y de las leyes que
los rigen, responderemos ‘la pregunta . acerca del nmero
cardinal que posee - ' el conjunto Z (No) = {d\-} de todos estos. ndme-
ros.

A, La totalidad 10(} de todos los nfimeros (X de la segunda clase-
numérica forman, cuando se arreglan en orden de magnitud, un conjunto
bien-ordenado.

Prueba.- Si denotamos por Ay la totalidad de ndmeros de la se-
gunda clase-numérica los cuales son menores que un nfimero dado X, a-
rreglados en orden de magnitud, entonces A, es un conjunto bien-orde-
nado de tipo®-w . Esto resulta del teorema H de 8 15. El conjunto
de ndmeros &K' de la primera y segunda clase-numérica que fu#& denota-

do por(o(ﬂ', estd compuesto ‘por: {v} Yy Ay , de modo que

({v}, Ay ).

R
o
n

Ast ‘
[} = o + s

y como !
&) e

nosotros tenemos
Ag =®= w. \
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Sea J cualquier parte deﬁ%}tal que hay ntmeros am{o(}los cua-
les son mayores que todos los nGmeros de J. Sea o uno de esos nlme-
ros. Entonces J es también una parte de Aab+l’ y ciertamente una par
te tal que al menos el ndmero &, de Ad0+' es mayor que todos los nfime
ros de J. Como A“b+’ es un conjunto bien-ordenado, por § 12 un ndme-
ro o de A“d+" y por lo tanto también de {“}, debe seguir a todos los
ntmeros de J. Asf la condici6n II de § 12 es llenada en el caso de
id} ; la condiciébn I de 8 12 es también llenada porque fxztiene el

nlimero menor w.

Ahora, si nosotros aplicamos a el conjunto bien-ordenado {od}
los teoremas A y C de 8 12, nosotros obtenemos los siguientes teore-
mas:

B. Toda totalidad de ndmeros diferentes de la primera y segun=-
da clase-numérica tiene un nimero menor.

C. Toda totalidad de ndmeros diferentes de la primera y segun-
da clase-numérica arreglada en su orden de magnitud forma un conjunto
bien-ordenado.

Nosotros mostraremos ahora que la potencia de la segunda clase=

numérica es diferente de aquella de la primera, la cual es on.

D. La potencia de la totalidad ﬁ(}de todos los nameros o de la
segunda clase numérica no es igual a on.
Prueba.- Si {d}fuera igual a }Vo, nosotros podrfamos poner la

1
totalidadsa(identro de la forma de una serie simplemente infinita

yl' 5‘2’ LI rv’ L]
tal que{:XV} representarfa la totalidad de nGmeros de la segunda cla-

se-numérica en un orden el cual es diferente del orden de magnitud,
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y {YV} contendrfa, como §x}, ningtn' ndmero mayor.
Empezando de aAl’ sea )‘D el término de la serie que tiene el
I 2
menor fIndice de aquellos mayores que a"l, af'p el término que tiene
el menor Indice de aquellos mayores que a‘p , y asi sucesivamente.
2

Obtenemos una serie infinita de nGmeros incrementéindose,

X ASURITTY STy

tal que

'

1Py <P3 Py KPyy1 Kooty
F1d ¥p, & ¥oy K ¥p < PPpyp  Coee
K‘véva'

Por teorema C de 8 15, habrfa un nd@mero definido o de la. segunda cla-
se-nlmerica, llamado,
J' = Lim b"o ,
v v
el cual es mayor que todos los nlmeros b"p . Consecuentemente tendrfa-

\4
O
para cada v. Pero {b"v} contiene todos los nfmeros de la segunda cla-

se-numérica, y consecuentemente también el n@mero J\; asf tendriamos,

para un definido Vor
J\= ’
1 X‘VO

cuya ecuacibn es inconsistente con la relaci6n d‘}bf‘v . La suposici6n
0

{OL} = No consecuentemente lleva a una contradiccién.

E. Cualquier totalidad j‘B} de diferentes ndmeros ﬂ de la
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segunda clase nGmerica tiene, sf ésta es infinita, o el nGmero car-

dinal No d el n@mero cardinal {o(} de la segunda clase-nimerica.
Prueba.- El conjunto {&} , cuando estd arreglado en su orden de

magnitud, como es una parte de el conjunto bien-ordenado {0(}, es,

por teorema O de 8 13, similar o a un segmento Ao(o, el cual es la to-
talidad de todos los ndmeros de la misma clase-numérica los cuales son
menores que 0(0, arreglados en su orden de magnitud, o a la totalidad
&q‘.} poxr si misma. Como fue mostrado en la prueba del = teorema A,

nosotros tenemos

.13:0(0 = 0(0 - W,

Asf tenemos 2/51 = °(0 —-w 6 é /B} = {oc} , Y consecuentemente fﬂf

es o igual ag = W 6 {o(} « Pero o - w es o un nGmero cardinal fi-
nito o0 es igual a on (teorema I de 8 15). El primer caso es aqui ex-

cluido porque {ﬁ} es supuesto un conjunto infinito. Asf el nfimero car

dinal ,2(5} es o0 iqual a S\}o 6 -{OZ} .
F. La potencia de la segunda clase-numércia {o(g es el sequndo
nGmero mayor cardinal transfinito Alef-uno.

Prueba.- No hay nGmero cardinal { que sea mayor que No y menor

- 6
que {0(_} . Si no fuera asf, habrfa, por § 2 (cantor, 1895)1, una par-
te infinita {ﬂz de {o(} tal que m;a. Pero por el teorema E jus-

tamente probado, la parte {(3} tiene o el ndamero cardinal Qso o el ndme

ro cardinal 4o} . Asf el ntimero cardinal TOZ}— es necesariamente el
nGmero cardinal que sigue‘linmediatamente a N 0 en maginitud; nosotros
llamamos a este nuevo pmero cardinal Nl'

En la segunda clase-numérica Z( Q}o) poseemos ,consecuentemente,
la representativa natural para el segundo nfimero mayor cardinal trans-

finito Alef-uno.



Los Nfmeros de la Forma wpv0+w’1-lv1+.. .+vp.

Es conveniente familiarizarnos, en primer lugar, con aquellos nlmeros
de Z(No) que son funciones algebrdicas de grado finito de w. Cada
ntimero tal puede .ser puesto—y puesto en solo una manera=—dentro de
la forma

(1) 9‘=wp' Vo + wh1 Vi F e RV,

donde A, vy son finitos y diferentes de cero, pero Vie Vor eeer V
pueden ser cero. Esto descansa en el hecho que
(2) wu' v +wh v = wpv,
si p'<M y v >0, v'>0. Por (8) de 3 14, tenemos
Wo WPy =Wt (v w”-“'v),
y, por el teorema E de S 15,
vt o+ wWRTEy = PRy,
Asf, en un conjunto de la forma
T L e I
. todos aquellos términos los cuales son seguidos hacia la derecha por
términos de mds alto grado en w pueden ser omitidos, Este método puede
ser continuado hasta que la forma dada en (1) sea alcénzada. Nosotros
también acentuaremos que |
(3) v’ v + wh v =wpl(v'+ v').
Comparar, ahora, el nﬁmero‘¢ con el nidmero yﬁde la misma clase:

(4) —\//—.:wz\ Py vy whl Pyt oeve F Dy

Si p y A son diferentes y, decimos, p < A , nosotros tenemos npor

(2) ¢+'\# ='\// , Y por lo tantoy‘('}b.

Si/4= A r Vo Y Pp 8on diferentes, y, decimos,vo { Py+ nosotros
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tenemos por (2)

¢+(w’\(p0-vo)+w’\-ll

byt et p) =W

y por lo tanto
<P
Si, finalmente,
B=A, vy =Py vy S Pyrecs Yooy = Poey s U'E/M )
pero vg es diferente de Dy Y decimos, V. & P 7 tenemos por (2)
R e i S S}
Y por lo tanto otra vez
AN
Asi, vemos que solamente en el caso de completa identidad de
las expresiones(#y'sb, pueden los nlmeros representados por ellas ser
iguales.
La adicién de 95 Yy -Sb lleva al ' siguiente resultado:
(a) si p < A , entonces, como hemos sefialado anteriormente,
fpetf

(b) si p = A , entonces tenemos

¢ +}ﬁ= w? (vy + py) + wh-l Py teest Py
(c) si p > A , tenemos
# +-¢= wh vy + Wbl Vi et whtl Vi A -1 +w (v)u__/\-rpo)‘
Fwtl

Pq tooot PA .
A fin de llevar a cabo la multiplicacibn de 6 N ¢ y Vemos

que, 8i p es un ndmero finito diferente de cero, tenemos la f&rmula:

-1
(5) <}‘p===wP Vo P + wh vy tees +vp.
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Esto resulta fdcilmente llevando a cabo la suma consistente de p
términos @ + @ + ... + @, Por la repetida aplicacién del teorema

G de 8§ 15 y recordando el teorema F de s 15, obtenemos,
(6) 0w =whtl,

y consecuentemente también
(1) B wh = WhtA,

Por la ley distributiva, mencionada en(8) de 8 14, tenemos

¢'\b=¢w’\'po+¢w)‘_l Pyt oee. +¢wp/\_l+¢p/\.

Asf las f6rmulas (4), (5) y (7) dan el siguiente resultado:
(a) si p, == 0, tenemos
A A=
7)1/= wht py t whtA -1 Py oot whtd Pr-1 = wp'sb ;
(b) si py no es igual a cero, tenemos

A - -
QY = wh* Py *+ whtA -l Pp te.ot whtl Pr-1 * wh Vo Pyt wh-1 vy

Nosotros llegamos a una resolucién - notable de los ndmeros
@ de la siguiente manera. Sea
(8) 0 = wh ky + T N Ko
donde |
PZPLZHRY - P B2 0

Y kKgr kyse..,k, son nGmeros finitos los cuales son diferentes de ce-
ro. Entonces tenemos

0= (wPlk, + 2 Ky oot W k) (whPRL ko + 1),
Por la re&atida aplicacién de esta f6érmula obtenemos

6 = Whr K, (PELTBE R ¢ 1) PR k)

(whP~PL kg + 1)
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Pero, ahora,

wAk + 1= (wh+ 1) k,
si k es un nfimero finito que es diferente de cero; de modo que:
(9) @ = whr k_ (WEITRE 41y ko P2l ) o

oo (WPTAL 1)kg.

Los factores wA~+ 1 que ocurren aquf son todos irresolubles, y un
nimero @ puede ser representado en este producto~forma en solo una
manera. Si K. = 0, entonces @ es de la primera clase, en todos los
otros casos es de la segunda clase.

La aparente desviacién de las f6rmulas de este vdrrafo de
aquéllas que fueron dadas en Math. Ann., XXI, p. 585 (o Grundlagen,
p. 41), es meramente una consecuencia del escrito diferente del
producto de dos nlmeros: ahora ponemc': el multiplicando en la izquier

da  y el multiplicador en la derecha,en forma contraria a como los

pusimos,. P ,
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§ 18
o

La Potencia J' en el Dominio de la Segunda Clase~Numérica

Sea é una variable cuyo dominio consiste de los nlmeros de la pri-

mera y segunda clase-numérica incluyendo el cero. Sean g‘ Yy J‘ dos

constantes perteneciendo al mismo dominio, y sean

a>0, & >1.

Podemos entonces aseverar el siguiente teorema:

A. Hay una funcibn £ (é ) enteramente determinada univalente

de la variable é. tal que:

(a)
(b)

entonces

(c)

(d)

£(0) = J'.

Si é' Y g" son cualquiera dos valores de é , Yy 8i
§|<é0.)

£(&) <£(E").

Para cada valor de & tenemos

£(&+1) = £(6) Y.
Si{év} es cualquier serie fundamental, entonces {f (év)}

también lo es, y si tenemos

entonces

é=Limév,

£(€) = Lim £ (§ ).
! v

\ ‘
Prueba.=- Por (a) y (c), tenemos

E(L) = §yfs £(2) = §PY, £(3) =FEPE 1eees

' como,y >0y 6‘)1, tenemos

FILCEKENL...LE(v)KE(v+L) L.,
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Asf la funci6n f(é) es enteramente determinada por el dominio .
€< w. Dejemos ahora suponer que el teorema es valido vara to-
dos los valores de é_, que son menores que &, donde &X es cualquier
nGmero de la segunda clase-numérica, entonces es también v&lido
para éf__b(, S1i % es de la primera clase, tenemos de (c):
£(X) = f(°<_l)5‘> £(X_;);

de modo que las condiciones (b), (c) y (d) son satisfechas para
§§=°( Pero si X es de la segunda clase y {O(v} es una serie

fundamental tal que Lim °(v =O(, entonces sigue de (b) que también
v

S{f“v)} es una serie fundamental, y de (d) que £(%) = Lim f(O(V).
, o c v

Si tomamos otra serie fundamental'{o('v} tal que L\i’m X', =&, enton-
ces, por (b), las dos series fundamentales {f (O(v)} Yy {f(o('v)} son
coherentes, y asf también £(X) = Lim f(v('v). El valor de f(X) es,
consecuentemente, también determinzdo inicamente en este caso.

Si \' es cualquier ndmero menor que X, fdcilmente evidencia-
mos que £(X')<f(X). Las condiciones (b), (c) y (d) son también
satisfechas para é?lx De aquf sigue la validez del. teorema
para todos los valores deé. Si hubiera valores excepcionales de
% para los cuales no se cumpliera, entonces, por el teorema B de
8 16, uno de ellos, que llamaremos O(J tendria que ser el menor.
Entonces el teorema serfa vdlido para §<O( , pero no para ggo< '

y esto ser‘I.a una contradic::ién con la que hemos probado. Asf hay
para el dominio entero de § una y solamente una funcién f( é) la

cual satisface las condiciones (a) a (d).

Si atribuimos a la constante ¢ el valor 1 y entonces denotamos
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la funcién £(§) por

:

?

podemos formular el siguiente teorema:

B. Si ¥' es cualquier constante mayor que 1 que pertenece a
la primera o0 segunda clase numérica, hay una funcién enteramen-
te definida b"g de é tal que:

(a) dﬁ = 1;

(b) sf '<é" entonces él E"

§ nees  ySL Sy
(c) para cada valor de £ tenemos b’\gﬂ =a{‘ébf’ i
(d) Si{gv} es una serie fundamental, entonces {b’*gv}también

lo es, y tenemos, si §= Lim é—w’ la ecuacién
v
&= in &Y .
v

Podemos también enunciar el teorema:

C. Si f(g) es la funcién de £ que es caracterizada en teorema A,
tenemos

£ (E) = §ub.

Prueba.~ Si nosotros ponemos atencitn a (24) de § 14, f4cilmente
evidenciamos que la funcién cfzgsatisface, no solamente las condicio-
nes (a), (b) y (¢} de el teorema A, sino también la condicién (d) de
este teorema. Tomando en cuenta la unicidad de la funcién £(€), ésta
&

debe por tanto ser idéntica con ‘95\ .

1
D, SicXy {5 son dos nimeros cualquiera de la primera o segunda

wumérica, sincluyendo el cero, tenemos
7= 5" P

‘>nsideramos la funcién ¢ (€)=

. Poniendo aten-
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la funcién f(g) por

y"

podemos formular el siguiente teorema:
B. Si ¥ es cualquier constante mayor que 1 que pertenece a
la primera o0 segunda clase numérica, hay una funcién enteramen=-
te definida b"é de é tal que:
() =1,
(b) sf £'< &Y ent E' €
. g ;' entonces 0S¢ nS
(c) Para cada valor de § tenemos b"é"'l =5‘é X' i
(d) Sifgv} es una serie fundamental, entonces {xev}también

lo es, y tenemos, si £= Lim é-w’ la ecuacién
v

U‘é= L‘j;m X&V . \

Podemos también enunciar el teorema:

C. Si f(g) es la funcib6n de % que es caracterizada en teorema A,

tenemos
£ (6) = §yt.
Prueba.~- Si nosotros ponemos atenciéna (24) de 8 14, fdcilmente
evidenciamos que la funcién cj‘}j\gsatisface, no solamente las condicio-
nes (a), (b) y (c) de el teorema A, sino también la condicién (d) de

este teorema. Tomando en cuenta la unicidad de la funci6n f£(£), ésta
debe por tanto ser idéntica con J\af\%.

H
D. SiXy [5 son dos nfmeros cualquiera de la primera o segunda

clase-numérica, \incluyendo el cero, tenemos
Nouti: b"“ 8‘&

Prueba.- Consideramos la funcién ¢ (§)=.

x“"’ %

. Poniendo aten~
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ci6én al hecho que, por f6rmula (23) de S 14,
Lim ®+§ ) =X+ Lim &y,
& i >

\
reconocemos que @ (§) satisface las siguientes cuatro condiciones:

S og
(a) @ (0) = 2x;
(b) si §'<E", entonces 9(§') < @ (§");
(c) para cada valor de é tenemos @ (E+1) = ¢(E)b‘;

(d) Sisév} es una serie fundamental tal que Limév =g, tenemos
v

@) =vim ¢ ().
v o
Por teorema C tenemos, cuando ponemos d = &',

o &) =55
Si en ésta ponemos €= ﬂ, tenemos
+ o
AR AP

E. SiX y P son dos ntGmeros cualquiera de la primera o segunda
clase=-numérica, incluyendo el cero, tenemos
o
e 5.
. . . b
Prueba.~- Consideremos la funcién %(g) =4 "y remarquemos

que, por (24) 8 14,siempre tenemos Lim 0(%\, = Lim %v' entonces pode-
v

mos, por teorema D, decir lo siguiente:

(@) Y(o) = 1;

(b) si ' < £", entonces W(EN LW (E");

(c) Para cada valor dé £ tenemos '%(Eﬂ) =¢(§) xl“;

(d) Si{év} es una se‘rie fundamental, entonces {'Llﬁ(gv) }también lo
es, Y tenemos, si é = Li.’m %v, la ecuacitn ‘l//(é) = L‘:L’mT)D(év) .

ok
Asf, por teorema C, si substituimos en éste 1 por Jy 3 por ¥,
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Y = (¢ .
En la magnitud de bAé en comparacidén con § nosotros podemos enun-
ciar el siguiente teorema:
F. Si ¥ > 1, tenemos, para cada valor de % '
nEZE-
Prueba.- En los casos g= 0y é:l el teorema es inmediatamente

evidente‘. Ahora mostraremos_que, si es valido pvara todos los valores de E que son

menores que un némero dado®™ >\, es también vAlido para §=,
‘81 X es de la primera clase, 'tenemos, por suposicion,
X-1
0("1 S—;KI ’

y consecuentemente _ 4°< -1 &
a("' [6‘ Z 25 5\ = X »
De aquf
0(>-
¥ =X (g - 1),

Como amboso(_l Y 8\-1 son al menos iguales a _1, yo(_l + 1 =% te-

nemos
N
Y 2 X.
Si, por otro lado, X es de la segunda clase y
X = LimX_,
v v

entonces, comoO(v<O( , tenemos por suposicién

<X
X, &7,
Consecuentemente
t
A
Lim & S. Limyy® v,
v—
v A4
es decir,
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Si, ahora, hubiera valores de é vara los cuales
E>pt
uno de ellos, por teorema B de § 16, tendrfa que ser el menor.
Si este nfimero es denotado por X , tendrfamos, para §<0< ’
3
E < ¥
pero
ol
X > X,
lo cual contradice lo que tenemos probado arriba. Asf tenemos

para todos los valores de tg

wE>E.
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La Forma Normal de los Nfimeros de la Segunda Clase-Numérica.

Sea & cualquier n@mero de la segunda clase-numérica. La Poten-

cia w& serd, para valores suficientemente grandes de é , mayor
que & . Por teorema F de 8 18, este es siempre el caso para
§>0(; pero en general también sucederd para valores pequeiios de
.

Por teorema B de § 16, debe haber, enpre los valores de E
para los cuales

wé o,

uno que es el menor. Lo denotaremos por (@ , Y fdcilmente eviden-

ciamos que éste no puede ser un nimero de la segunda clase. 8Si,

ciertamente, tuvimos

‘3 = Lim IBV"

v
tendrfamos, como ﬂv< B
prZOQ,
Yy consecuentemente
Lim w@VZO(.

v
Asf tendriamos

WP<°(r
mientras que tenemos
Wb >0,
Por tanto P es de ld primera clase. Nosotros denotamos ﬂ-l
por D(O, de modo que ﬂ= (7(0 + 1, y consecuentemente podemos aseverar

que hay un nGmero enteramente determinado 0<0 de la primera o segun=-

. . . . 7
da clase~numérica que satisface las dos condch.onesiL
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o,
(1) W Eu, WOy >0

De la segunda condici6n concluImog que
w0y < &
no vale para todos los valores finitos de v, si para esto tuvié-
ramos 18
L_i\;n WOy o w(xowéo‘.
El Gltimo ndmero finito v para el cual
Wiy >
serd denotado por ko + 1. De (1) ; tenemos k0> 0.
Hay, por tanto, un nlmero enteramente determinado ko de la

primera clase-numérica tal que

(2) w0k £, hall (kg+1)> X
Si ponemos o - w°(0k0 =K', tenemos

(3) A = w°‘0ko + o)
y

(4) 0! < w0, 0<k < w.

Pero  puede estar representada en la forma (3) bajo la condicién
(4) solamente en una forma. De (3) y (4) sigue inversamente la
condicién (2) y desde entonces la condicién (l1l). Pero solamente
el nfimero 0(0 =/3_l satisface la condicién (1), y por la condici6én
(2) el nGmero finito ko estd determinado Gnicamente. De (1) y (4)
sigue, poniendd.atencién al teorema F de B 18, que
K< KL

Asf podemos enunciar el siguiente teorema:

A. Todo némero & de la segunda clase-numérica puede ser puesto,

y puesto stlamente de una manera, dentro de la forma
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x = o(Oko +)',
donde
08 &Kt < wo(o, 0 < ko< w,
y X' es siempre menor que ™X , pero O(O es menor que o igual a o ,
SieX' es un ndmero de la segunda clase~-numérica, podemos apli-
car el teorema A a éste, y tenemos
(5) K = w“lkl + X",
donde

-4
0§°(" <wl.) 0<4C1<W’

A<, X"<K ",

En genera} obtenemos una nueva secuencia de ecuaciones andlogas:
¢

(6) X" = w 2k2 +o(m'

(7) o= W3k, + KV,

Pero esta secuencia no puede ser infinita, debe necesariamente

terminar. Los ndmeros o, X', O(",... decrecen en magnitud:

O<>O<'>D(">O<'" v
Si una serie de nGmeros transfinitos decreciendo fuera infinita, en-
tonces no habrfa término menor; y esto es imposible por el teorema

'
B de 8 16. Consecuentemente debemos tener, para un cierto valor nu-

mérico finito r,

c><(r+l) = 0.

Si ahora conectamos® las ecuaciones (3), (5), (6) y (7) una con
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otra, obtenemos el teorema:
B. Todo nfimero & de la segunda clase~-numérica puede estar re-
presentado, y representado so0lamente en una manera, en la forma
X
X = &xoko + w lki e + Qx1'kr,
donde O(O,o(l, ...o(.r son nGmeros de la vrimera o segunda clase-

numérica, tales que:

Hog>x12>Ka> . >Ke 20,
mientras que Kor Kyoiee ko r+ 1 son nfimeros de la orimera clasernuﬁ\éri- '
ga;los cudles son diferentes de cero.
La forma de los nfimeros de la sequnda clase-numérica que es

aquf mostrada serd llamada su "forma normal"; CXO es llamado el "gra-

do" y cKr el "exponente" de X, Para r = 0, grado y exponente son

iguales uno a otro.

De acuerdo como el exponente O(r es igual o mayor que cero, X
es un nfmero de la primera o segunda clase,
Tomemos - otro nfimero @ en la forma normal:

(8) p==wP°A0-+wp1Al Foooe +uwlTAg,

Las férmulas:

! ]
(9) w“;y + wuuc= wu (k' + x),
(10) w“'k' + ﬁ“"k" = w“ﬂk", XK' K",
donde k, k', k". aqui denotan nfimeros finitos,sirven ambas vpara
' .

la comparacibn de 0(con‘6 y pvara llevar a cabo su suma y diferen-
cia. Estas son generalizaciones de las f6rmulas (2) y (3) de 8 17.
Por la formacién del producto CK{Z , las siguientes f6rmulas

entran en consideraciones:
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(11) X A= w OkgA+ w“lkl P W TR, 0 <A< W;
(12) Xty = w 0T,
(13) otwf’ = wotB g o

La expbonenciacién a(@ ouede ser f&cilmente llevada a cabo enlas
bases de las siguientes férmulas:

(14) 1A= w°‘0’\k0 e, 0 < A<w.
Los términos no escritos en la derecha tienen un grado menor que
el primero. De aquf sigue rdpidamente que las series fundamentales
{b()} Y{WO(O'\} son coherentes, de modo que

(15) W= WY, o) > 0,
Asf, en consecuencia del teorema E de 8 18, tenemos:

] '
(16) LA L &, >0, p'>o0.

Con la ayuda de estas fOrmulas podemos probar los siguientes
teoremas:

C. Si los primeros términos wo(oko, wao )‘O de la forma normal
de dos nGmeros X y/3 no son iguales, entonces X es menor o mayor
que ﬂ de acuerdo a como wo‘O k, es menor o mayor que w§0>\0. Pero
si tenemos

WO(OKO = wﬂox\o, w°<1K1 = wFl,\l,...,wdpk? = w’gP/\p,

y si wSrtlx +1 €S menor o mayor que wﬁpfﬂ/\‘p_*_l, entonces X es co-~

prl

rrespondientemente menor o mayor que ﬁ .

D. Si el grado 6(0 de X es menor que el grado po de @ , tenemos

K + ‘B = @
Si 0(0 ={50, entonces
K+ 3= w{}(’(k0 +Ag) + wBl)\l'i'... + who g,
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Pero si
°(0>@ol dl> ﬂol'-°r°(p é ﬁol o(p+l </601

entonces

A+ ﬁ = wdoko touot wo“"kp + w‘BO/\o'}w@l)‘l + oee. + w@‘r/\q'.

E. Si ) es de la segunda clase (ﬂq- > 0), entonces
o 4 !
xp= w"‘o'.\?ﬁo)\0 + w‘?‘o-‘#ﬂ‘l)\l Fouotw 0"@0’)\“. o wuoﬁ;

pero si ﬂ" es de la primera clase ( @q- =(0), entonces

ap= y 0rPody + WoHBLA 4 L4 WL W Ok Wilky
+ W“r kr-

F. Si @ es de la segunda clase ( ‘Bq> 0), entonces

o(ﬂ= %0P

Pero si \@ es de la primera clase (p¢= 0), y ciertamente
@=(5' +)\0-, donde P' es de la segunda clase, tenemos:
oP= WX0 @&'\(".
G. Todo nﬁmero o de la segunda clase-numérica puede ser repre-

sentado, solamente en una manera, en el producto-forma:

Y Sr

-} : '
o = w0k, (w ML)k, 02k, e (e T+ D) K,

Yy tenemos
Bo =%y s B =0y = Ky Yol g~ Kpoyyore) Fp= g -0y
donde también kO, kl"' . k.r tienen la misma denotacién como
en la forma normal. Los f‘a;:tpres wd+ 1 son todos irresolubles.

H. Todo nmero X de la segunda clase que pertenece a la segun-
da clase-numérica puede ser representado, y representado de solamen

te una manera, en la forma

A = WK‘O“' '
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!

donde KO > 0y X' es un nlmero della primera clase que pertenece
a la primera o segunda clase-numérica.
I. Para que dos nfimeros (ot Y ‘@ de la segunda clase~numérica
satisfagan la relaci6n
X + /3 = /3+o(,
es necesario y suficiente que tengan la fbrma
X =dp p=gv,
donde p y v son nlmeros de la primera clase-numérica.
K. Para que dos n@meros Xy ﬂ de la segunda clase-numérica, que
son ambos de la primera clase, satisfégan la relacién
xXp= B,
es necesario y suficiente que tengan 1la forma
x=3%, 8=,
donde p y v son nfmeros de la primera clase-numérica.
A fin de ejemplificar la extensién con que se trat$ la "forma- normal"
y la "forma-producto" inmediatamente relacionada con ella, de los nGmeros
de la segunda clase-numérica, las pruebas, que se basan
en ellas,de los dos Gltimos teoremas I y K, pueden seguir aquf.
De la suposicién

0(+‘6 =ﬂ+0(

primero. conlcufmos que el grado 0(0 de X debe ser igual a el grado 4@0

de{[)) . Si, decimos, 0(0 (AO, tendrfamos, por teorema D,

0(+‘6=l@,

y consecuentemente

=g,

lo cual no es posible, pues, por (2) de 8§ 14,
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ﬁ+d>ﬁ,
Asf nosotros podemos poner
X = wd0/u+0<', B = Wy + B,
donde los grados de los ndGmeros &' y{B' son menores que 0(0,
Yy /,{ y v son nlmeros infinitos que son diferentes de cero. Ahora,
por el teorema D tenemos
[+ 4 +/5= w“o(;wv) +B', '6+O(=W?<°(/u+'\1)+°<.,
y consecuentemente
%o N X '
w Y (ptv) +/@ =w “(ptv) + X',
Por teorema D de § 14 nosotros tenemos consecuentemente
B -
Asf tenemos .
K= w0 prot, p= WOy + X,
y si ponemos'
WO st = ¥
tenemos, por (11)
X = 3‘/“7 l@ = 'v- .
Supongamos, por otro lado, que X y {@ son dos nfimeros que perte-
necen a la segunda clase-numérica, son de la primera, clase, y satis~

facen la condicién
o=@,
Y supongamos que ’
Y
o >/.4-
Imaginaremos ambos ndmeros,por teorema G, en su forma-producto, y sea
x=dx's p=48",

donde ' y ﬁ' no tienen factor comin (en comparacién de l) en el
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final izquierdo. Nosotros tenemos entonces

' >a',

x'ds! =g duw.

Todos los nfimeros que ocurren aqui y mds adelante son de la
primera clase, porque esto fue supuesto de Xy {6 .

En la Gltima ecuacién, cuando referimos el teorema G, mostramos
que X' y,@’ no pueden ser ambos transfinitos, porqgue, en &ste caso,
habrfa un factor comln en el final izquierdo. Tamoco pueden ser ambos
finitos; pues entonces anserfa tranfinito, y, si k es el factor fi-
nito en el final izquierdo de J‘ , tendrfamos

X'k =" Bk
y asi
A' = p' .
Asf queda solamente la posibilidad que
xX'>w, pA'<w.
Pero el ndmero finito 4' debe ser 1:
gl =1
porque ‘de otro modo estarfa contenido como parte en el factor fini-
to en el final izquierdo de K'.
Nosotros llegamos a el resultado que /5 = J‘ , consecuentemente
i ={60(' ,
donde O(' es un nlmero perteneciente a la segunda clase-numérica,
el cual es de la primera clase, y debe éer menor que K:
X' < XK.
Entre X' y /5 la relaci6n

' p = pa
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subsiste.

Consecuentemente si tambiéncKt>/3, nosotros concluimos en el
mismo sentido la existencia de un ndmero transfinito de la primera
clase X" que es menor que OX' y tal que

ox! =%&x" , D(”%g =f?c(".
Si también X" es mayor que ﬂ , hay un ntmero X"' menor que A", tal
que
X =B, oM B =pexer
y asi sugesivamente. Las series de ndmeros decreciendo, &, X',
X", ™" ,.,., deben, por teorema B de 8 16, terminar. Asi,para un

fndice finito definido Pgr debemos tener

<2 B
st
‘x(po) =ﬂ’

tenemos

x=pPt  B=p

el teorema K estarfa entonces probado, y tendrifamos
g=pfr p=py+i, v=1.
Pero sfi
%<3

entonces ponemos

o<(p°) ='(£11

=P B, Bhr b fr<p-

Asf también hay un nfmero finito p; tal que

ﬁ’/ﬁx"l@z' @1@2""@2?1' @2<(@1.

y tenemos
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En general, tenemos an&logamente:
= P ," o
A1 = B520s » - 93 /83/82 3 B83<p2
y asi sucesivamente. Las series de nlmeros decreciendo ﬂl, (62,
63,... deben también, por teorema B de 8§ 16, terminar. AsI,exis-

te un nmero finito k tal que

ﬂk-l Wekpk .

Si ponemos .

entonces
. v
O<=8)11 ‘5=5\r
donde p y v son numerador y denominador de la fracci6n continuada:

a .
v Py *

1
0 " BTE .



Los Ndmeros- & de la Segunda Clase-Numérica

El grado (XO de un ndmero &X es, como es inmediatamente eviden-
te de la forma normal:
X1

(1) X=wOk. +w

0 k

1t ey o<0>0,(1>..., O<kv<w,
cuando ponemos atencién al teorema F de B 18, nunca mayor que ©X;
pero es una pregunta sf no hay n@meros para los cuales O(O =X. En
tal caso la forma normal de (X se reducirfa al primer término, y es-
te término serfa igual a wo‘, es decir, X serfa una rafz de la ecua-:
cién

(2) wE = é
Por otro lado, cada rafz X de esta ecuacién tendrfa la forma normal

w®; su grado serfia igual a sf misina.

Los nfimeros de la sequnda clase numérica que son iguales a su
grado coinciden, vor tantd, con las rafces de la ecuacién (2). Es
nuestro problema determinar esas rafces en su totalidad. Al distin
quirlas de todos los otros nGmeros las llamaremos los "nﬁmeros-é de
la sequnda clase-numérica". Que"hay"tales nGmeros-€ resulta del si-

guiente teorema:

A, si ¥ es cualquier nGmero de la primera o segunda clase-nu-
mérica que no satisface la ecuacibén (2), éste determina una serie
fundamental {3‘} por medio )de las ecuaciones

S = w ¥, = W, oL, ¥y = L

El lfmite Lim g‘v = E(Y¥) de esta serie fundamental es también un

nGmero~ € .

Prueba.~ Como ¥ no es un nlimero-€& , tenemos Wt > X', es decir,
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X1> X' . Asf, por teorema B de 8 18, tenemos también w‘yl > w¥,

es decir, 2)‘2 >4 ; y en la misma forma sigue que 3“3>2(‘2.; y asi su-
cesivamente. La serie {Xv} es asi una serie fundamental. Noso-
tros denotamos su lfmite, que es una funcién de &', vor E(J') y te-

nemos :

= E@) .

\)
wE@) o pin w¥ = Liny
v

v

Consecuentemente E(§') es un nGmero-€ .

B.~ El ndmero GO = E(l) = Lim W donde
v

w Wy s e
wy =W, W, =w'l, w3=w3..'.,wv=wvl' '
es el menor de todos los nlmeros-€& .

Prueba.- Sea €' cualguier nGmero~& , de modo que
]
wé = e'.
' . €' w . . e' W
Como €'>w, tenemos w- >w-, es decir, ¢'» Wy Similarmente wS 2w 1 ’
es decir, €' >w2, y asi sucesivamente. Tenemos en general
é' > wv’
y consecuentemente
' .
€ g Lim wv,

v

es decir,

€ 2 €

Asf EO = B(l) es el menor de todos los nfmeros—-é€ .

C. Si €' es cualquier) ndmero-€ , €" es el siquiente n(mero-
mayor, y B‘es cualquier ndmero que estd situado entre ellos:

€'< A<Le",

entonces E(¥) = &".
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Prueba.~ De
€'<y<e"
sigue
wé' < w“‘(wé'“,
es decir,

e'<H<en.

Similarmente concluimos

€.<X2<6“'
y asf sucesivamente. Tenemos, en general,
€<y e
y asf
€ LEMSe.
Por el teorema A, E(¥) es un nfimero-€ . Como €" es el némero-¢

que sigue a €' en orden de magnitud, E(¥) no puede ser menor que
€", vy asi debemos tener
E@)=¢e".
Como €'+l no es un nGmero~¢& , simnlemente porque todos los nd-

meros-€, como sigue de la ecuacién de la definicén €= wﬁ, son de

la segunda clase, €'+l es ciertamente menor que €", y asf tenemos el

siguiente teorema:

D. Si €' es cualquier nlGmero-€ , entonces E(€'+l) es el sigui-
ente nlmero-~€& mayor., ,‘
Al menor nmero-¢ , EO’ sigue, entonces, el siguiente mayor:
€, = E(€,+1),
a éste el siguiente mayor:

62 = E(elm '
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y asf sucesivamente. Muy generalmente, nosotros tenemos para el
(v+l)vo n@imero-& en orden de magnitud la férmula de recursién

(3) ' €y = E(Ev_l+l).
Pero que la serie infinita
60'61""€v“"
no signifique abrazar la totalidad de nGmeros-€ , resulta del’

siguiente teorema:

E. sf €, €', €", ... es cualquier serie infinita de ndmeros-e&

tales que
€<e <e...eVM el £,

entonces Lim G(v) es un n@mero-€ , y, de hecho, el nlmero-€ que si-
v

gue en orden de magnitud a todos los nGmeros €(V).
Brueba.=-
in (V) - (v) |
WFV -) = Lim w€ = Lim e(v).

v v

Que Lim E(V) es el nmero-€ que sique en orden de magnitud a

v é(V)

todos los ntmeros €!V) resulta del hecho que Lim
v

ro de la segunda clase-numérica que sique en orden de magnitud a

es el ndme=-

todos los nlmeros E(V) .

F. La totalidad de nﬁméros~€ de la segunda clase-numérica for-
ma, cuando se arregla en drden de magnitud, un conjunto bien-ordena
do del tipo IQ;de la seqgunda clase~numérica en su orden de magni
tud, y tiene asf la potencia Alef-—uno.

[

Prueba.- La totalidad de n(meros-€ de la segunda clase-numérica,
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cuando se arregla en su orden e magnitud, forma, por teorema C de

8 16, un conjunto bien-ordenado:

(4) €0' elr'--r éV"”EW'i-l"”eO("“'

cuya ley de formacién es expresada en los teoremas D y E. Ahora,
si el fndice &K' sucesivamente no tomé todos los valores numéricos
de la segunda clase-numérica, habria un ntmero menor X al cual no
alcanz6. Pero esto contradicerfa el teorema D, si X fuera de la
orimera clase, y al teoream E, si & fuera de la segunda clase.

Asf X' toma todos los valores numéricos de la segunda clase-numé-
rica.
Si denotamos el tipo de la segunda clase-numérica por L&, el
tivo de (4) es
w+Sfl=w + w? + (LL - wz).

pPero como w 4w’ = w2, tenemos

w+ll= .O-;
y consecuentemente
v a =0-=g.
G. Si € es cualquier nGmero~¢ Yy K es cualquier nﬁmeer de la
primera o segunda clase-numérica que es menor que & :
X< E, .

. ! .
entonces € satisface las tres ecuaciones:

E
«+e = 6 : 1 “é = é ’ C( = e .
Prueba.~- Si O(O es el grado de X, tenemos 0<0,—_<-:0< y consecuen=-

temente, como X< €&, también tenemos 0(0<é . Pero el grado de
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. ¢ = w€ es € ; asf X tiene un grado menor que € . Consecuentementey
por teorema D de 8 19,
0<+6 =€ ’
y asi
0(0 + € =€ .
Por otro lado, tenemos, por f6rmula (13) de § 19,
Xe =xw€ = w°(0+€= w€ =€ B
| v asf
Finalmente, poniendo atenci6én a la f6érmula (16) de § 19,
= N
O(é=<>(we=wo(0 w€=w 0" =y€ =g,
H. Si & es cualquier-nimero de la sequnda clase-numérica, la
é ecuacién
5.6

f tiene no otra rafz que los ndmeros-€ gque son mayores que K.

Prueba.,=- Sea(B una raiz de la ecuacién

x5-E ,

¢ de modo que ‘
o&@ '
‘.
ﬁ Entonces, en el primer lugar, de esta férmula sigue que

B>,

. Por otro lado, ﬂdebe ser de la segunda clase, pues, si no, ten-

- drfamos



x” 28 .
Asf tenemos, por teorema F de 8§ 19,
o« o

19

Y consecuentemente
waﬂ: ,6 .
Por teorema F de § 19, tenemos

7
y asf

62000

Pero ﬂ no puede ser mayor que 0(0/3; consecuentemente

%o p=p

y asf

wf - B,

Por tanto [3 es un nlmero-€& el cual es mayor que K .,

94



CAPITULO III

EL TEOREMA DEL BUEN ORDEN
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La primera demostracidén del Teorema del Buen Orden, teorema
que destaca por su fuerza y consecuencias de gran alcance entre
los logros de las matemdticas modernas, fue presentada por Ernest
Zermelo en el afio de 1904, Esta demostracibén reduce el problema
a una pregunta sobre la existencia de conjuntos, cuya examen
puede basarse en el Axioma de Eleccibén y en la reduccidén del
(buen) orden a la relacib6n de membrecia. E1 Teorema del Buen
Orden afirma que para cualquier conjunto M existe un buen orden
‘de M. Conviene anotar, sin embargo, que se trata de un enunciado
puramente existencial, no constructivo.

E1l Axioma de Eleccidon desempeiia un papel decisivo en la
prueba de este enunciado, transmitiendo su naturaleza existencial
a la prueba del Teorema. A saber, el Axioma General de Elecciodn,
enunciat A todo conjunto M, cuyos elementos sean conjuntos no
vacios, corresponde al menos una funcidn f(x) tal que para cada
elemento x de M, f(x) es un elemento del conjunto x. Se llama
a f en este caso funcibén de eleccidn.
son elementos de M, este principio afirma

Si M M

1* 2 e
la existencia de una funcién £ ‘tal que f(Ml) pertenece a Ml'
f(MZ) a MZ' etCaeee

Otra formulacibén (forma "multiplicativa") de este principio
es la siguiente: ‘

Axioma Multiplicati&o: Si M es un conjunto de conjuntos
no vacios ajenos entre si, esto es, tales que cualesquiqera
dos miembros de M no tienen ningin elemento en comin, entonces

existe al menos un conjunto C que contiene un solo elemento

de cada elemento de M,*



1ii Axioma de Eleccién no s6lo es la base de cualquier prueba
del 'feorema del Buen Orden (Zermelo 1904, Zermelo 1908 6 Bernays
1937 ), sino que puede deducirse f&cilmente de este teorema,
tomado como hip6tesis. De hecho, si asumimos ese teorema, obte-
nemos el axioma en su forma "multiplicativa" la cual comienza con
un conjunto M de conjuntos no vacfos ajenos entre si. El argumen
to es como sigue: asfimase la uni6n de los elementos de M como bien
ordenada. Por tanto los sébconjuntos de la unién, entre ellos

" lLos elementos de M, est&n también bien ordenados. Entonces el con
junto que contiene solamente el primer elemento de cada elemento
bien ordenado de M es un conjﬁnto de elecci6n de M. En particular
estos primeros elementos son distintos unos de otros, puesto que M
es un conjunto de elementos ajenos entre si. Por lo tanto el axio
ma de eleccién y el teorema del buen orden son principios equiva-
lentes; si uno de ellos se asume como verdadero entonces el otro pue
de probarse.

De hecho lo que Zermelo prob6 es que el Axioma de Eleccibn
implica el Teorema del Buen Orden. Analizaremos, en lo que sigue,
esta primera prueba* del Teorema del Buen Orden, la cual descansa
esencialmente sobre métodos y resultados matem&ticos, principal-
mente sobre la comparabilidad de conjuntos bien ordenados.

Formularemos el Teorema como sigue:

Teorema del Buen Orden: Dado un conjunto M, existe un conjun-
to bien ordenado Lb‘ que coﬂtiene exactamente los elementos de M.

Prueba.~ ‘

Por demostrar: Que dado un conjunto M, podemos bien ordenar

M, es decir, podemos formar un conjunto bien ordenado Ly que conten-

ga exactamente los elementos de M.

*Heijenoort (1971) p. 141-143.
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(1) Por hip6tesis, Zermelo supuso a M un conjunto arbitrario

de cardinalidad +n, donde m denoté un elemento arbitrario de é&ste
y supuso a M', de cardinalidad #+1', como un subconjunto de M que
contuvo por lo menos un elemento m y pudo contener todos los ele-
mentos de M, y llam6 a M-M' el subconjunto "complementario" a M'.
También supuso al conjunto de todos los subconjuntos M' que deno-
taremos por P(M).

(2) Supuso que con cada subconjunto M' hay asociado un ele-

mento arbitrario m; que ocurre en M' mismoy-’llaméa m; el elemen

to "listinguido" de M'. Esto produjo una funcién de eleccibn arbi=-

traria ' del conjunto P(M) "cubierta" por ciertos elementos
del conjunto M, es decir, una funcibén que asigna un elemento de-
terminado en forma finica 3‘uv)=mi de M' a todo subconjunto M' de
M. En lo que sigue, Zermelo tom6 una funcién X' cubierta arbitra
riamente la cual qued6 fija a lo largo de la prueba y derivé de
ésta un buen ordenamiento definido de los elementos de M.

(3) Definici6n. Supuso aplicable el término "conjunto- X"
[concepto introducido por Zermelo] a cualquier conjunto bien orde
nado My que fue subconjunto de M y tuvo la siguiente propiedad:
Cada vez que & fue un elemento arbitrario de My y A fug el seg—'
mento "asociado" (que consistid'de‘los elementos x de M tales que
x<La), Q fue el elemento distuinguido de M-A, en otras palabras

X (M-a)=q. '

Ilustremos esta propiédad de los conjuntos-X con algunos
ejemplos*: Si A= ¢ entonces M-A=M; por otra parte, el elemento
A de cualquier conjunto—X‘ que determina el segmento inicial ¢
es el primer elemento del conjunto-3¥ . Para A= ¢ , entonces,

esta propiedad expresa el hecho de que el primer elemento de cual

*Fraenkel (1976) p. 119.
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quier conjunto-¥ es el elemento distinguido de M mismo; denotémos-
lo por m1(==3‘un). Asf el conjunto singular (ml), el cual estd tri
vialmente bien ordenado, es un conjunto—b‘ (el mas simple de tales
conjuntos).

Si el conjunto-¥ contiene al menos dos elementos (de los cua-
les el primero es ciertamente ml), entonces la propiedad de estos
conjuntos-)» implica que el segundo elemento m, del conjunto- ¥ sa-
tisface la relacién m2=29(M-(m1)), pues el segmento inicial del con
junto—29 determinado por su segundo elemento es el conjunto cuyo
inico elemento es my el primer elemento del conjunto-}. Por tan-
to m, es el segundo elemento de cualquier conjunto-g*.

De la misma manera para un conjunto M suficientemente "comprehen-
sivo" (donde por 'tomprehensién" se entiende una propiedad que es ca=
racterfstica de los elementos del conjunto) obtenemos el conjunto- ¥
(ml,mz,m3,...,mn) ;ra un entero arbitrario n o alin para todo ente-
ro n. Al igual que cualquier conjunto finito ordenado, estos conjun
tos estdn bien ordenados. Sus elementos se caracterizan por la pro-
piedad de que para k=0,1,... n1; m ., es el elemento distinguido
del subconjunto de M que se obtiene al omitir los elementos
My My pees My Por tanto Myt viene a ser el k—ésiﬁo elemento de
cualquier conjunto-}) ; si M es un conjunto infinito obtenemos de este
modo infinitamente muchos conjuntos-}'.

Como lo muestran estos:ejemplos, la conexién entre cualquier
elemento { de uﬁ conjunto-?f Y su segmento inicial A determinado por
q es (por su propiedad), que @ es, en vista de la funcién de eleccién
fija »* , el elemento distinguido de M-A, es decir, del subconjunto de

M que se obtiene al omitir los elementos de A,
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Por lo tanto:

(4) Hay conjuntos-X incluidos en M.

(5) Cada vez que M% y M fueron dos conjuntos- ¥ distintos,

uno fue idéntico con un segmento del otro.

Por el teorema N de § 13 de nuestro capftulo 2, o los dos
conjuntos son similares entre sf o un conjunto es similar a un seg
mento (inicial) 'del otro.

Por induccién transfinita y reduccién al absurdo se verd que
los conjuntos M%~y M% , en efecto, no s6lo fueron uno similar a un
segmento del otro, sino que incluso uno fue iqual a un segmento del
otro: Los ejemplos anteriores muestran que cualquier conjunto-}' tie
ne como primer elemento my el elemento distinguido de M. Suponga
mos que hay elementos correspondientes en Mb.y M!, que son distin-
tos, sea m' el primer miembro de M!, que es asignado a un miembro
diferente m" de MB‘ por el mapeo de similaridad &in pérdida de ge-
neralidad) de M' sobre M" . Entonces los segmentos iniciales M1 de
May M, de M;,determinado por m' y m" respectivamente, deben coin-
cidir: M;=M,, y por lo tanto, por la propiedad de los conjuntos-¢&',
los segmentos asociados A' y A" a m' y m" deben coincidir y conse-
cuentemente los elementos distinguidos de M-A' y M-A", m, y m, res
pectivamente, también coicidirdn, contradiciendo la asuncién. Esto
completa la prueba de (5). |

(6) Consecuencias. Hemos visto que la coincidencia inicial de

dos conjuntos-y cualesquiéra se extendi6é através del conjunto
"m&s pequefio". Por lo tanto, si dos conjuntos-) tuvieron un ele-
mento 4 en com(n, ellos también tuvieron el segmento A de los ele-

mentos precediendo en comGn. ' Sf ellos tuvieron dos elementos Q y
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b en comln, entonces o en ambos conjuntos A<b o en ambos conjun-
tos b< A, es decir, su orden fue el mismo.
(7) Al llamar Zermelo a cualquier elemento de M que ocurre en
algtn conjunto-¥', "elemento-3", el siguiente teorema vale:  :

La totalidad Lywde todos los elementos-) puede ser asf ordenada

que serd por sf misma un conjunto-)' , que contiene todos los elemen-

tos del conjunto original M. M por sf mismo es con eso bien ordena-

do.
Para probar (7), se dividird en cinco parrafos la demostra-
cidn;

(I) Ssi A y b son dos elementos- ) arbitrarios y si M' y M" son
cualesquiera dos conjuntos-¥ a los cuales ellos pertenecen respecti
vamente, entonces de acuerdo a (5) el mayor de los dos conjuntos-}’
contiene ambos elementos y determina si el orden de relaci6én es A<b
6 b<4. De acuerdo a (6) esta relacién de orden es independiente
de los conjuntos-) seleccionados.

(II) Si 4, by c son tres elementos-)¥ arbitrariosy sia<b y
b<c, entonces siempre A<c. Esto se debe a que de acuerdo a (6)
todo conjunto-) conteniendo c también contiene b, asf también a &,
entonces, como éste es simplemente ordenado, sigue 4<c. Por lo tan

to el conjunto Lb‘ [que se compone de elementos—)] es simplemente

ordenado.

(III) Para mostrar que LX‘ estaf bien ordenado, es decir, que
cualquier subconjunto no vacfo L'b‘ de Ly tiene un primer elemento,
Zermelo consideré a Lb'“‘  un subconjunto arbitrario de Lyy a @, uno
de sus elementos, perteneciendo, por ejemplo, al conjunto-} My , en-
tonces de acuerdo a (6) My contiene a todos los elementos de L'b"

que preceden a , aquf incluido el subconjunto L%, que es obtenido
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de L'y cuando quitamos a todos los elementos siguientes a a; L

3’
siendo un subconjunto del conjunto bien ordenado MZ" posee un pri-
mer elemento, que es también el primer elemento de Lé, . Lb‘ es por

tanto tambié&n bien ordenado.

(IV) Si g es un elemento-y arbitrario y A la totalidad de to-
dos los elementos precedentes x<CL, entonces de acuerdo a (6), en
todo subconjunto My conteniendo Q , A es el segmento asociado conQ;
de acuerdo a (3), consecuentemente, { es el elemento distuinguido

de M-A. Por lo tanto L., es por sf mismo un conjunto-}Y .
K’

(V) Si existe un elemento de M que no pertenece a un conjunto-}
consecuentemente ese fué un elemento de M-Ly , también existirfa un -
elemento distuinguido mi de M-Ly , y el conjunto ordenado (Ly, mi ),
en el cual todo elmento-)! precede al elmento mi, serfa por si mis
mo,de acuerdo a (3),un conjunto-¥ . Entonces m; también serfa un ele

mento- % , contrario a la asuncién; por tanto realmente Ly=M, ¥ asi

M es por si mismo un conjunto bien ordenado.

Es asf como por reduccibn al absurdo en (V) se termina la prue-

ba de (7) y,mds atGn, de Ly= M, y con ello lo que se querfa demostrar.
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Debido a la importancia, grandes consecuencias y complejidad del Teorema
del Buen Orden, que a saber, fué conjeturado por Georg Cantor desde 1883 en
su Grundlagen, hubo matematicos, entre ellos su enunciador, que desde
entonces intentaron la demostracidén de la validez del Teorema por un lado, y
por el otro, hubo quienes pretendian probar su invalidez., Hilbert, en el
Congreso Internacional de MatemAticas en Paris, decia que "el descubrimiento
de tal prueba era uno de los problemas mis importantes que confrontaba el

mundo de las matemAticas'¥,

Como uno de los (iltimos casos entre los que intentaron y creyeron probar
el "No Teorema del Buen Orden", podemos citar a J. Konig, quien en el Tercer
Congreso Internacional de Matemticas en Heidelberg, el 10 de agosto de 1904,
presentd lo que él consideraba como una prueba de que no hay buen orden en el
continuo. Poco después, tuvo que retirar lo dicho, pues a menos de dos meses
Ernest Zermelo completaba su prueba de la posibilidad de tal buen
ordenamiento.

Para finalizar, analizaremos un trabajo, que aunque se reduce a una
falacia, resulta muy interesante., Entre los matemdticos que aseguraron haber
probado antes que Zermelo el Teorema del Buen Orden, se encuentra Philip
Jourdain, quien en su articulo "Sobre una Prueba de que cada Conjunto puede
ser bien-ordenado'*#, dice que la prueba de Zermelo es en muchos aspectos
anidloga a la que &1 habia ya publicado en enero de 1904, bajo el titulo "Sobre
los Nimeros Cardinales transfinitos de Conjuntos Bien-Ordenados"#¥*y afin mis, .

!
dice que su prueba de 1904 da resultados mas completos.
Lo que Jourdain argumenta**#¥* es que con los mismos principios pero

diferente métodos é1 habia ya demostrado*¥#¥# el Teorema del Buen Orden, en

forma mds simple y mas completa.

* Heijenoort (1971) p. 143

#* Jourdain (1905) p, 465-70
###k Jourdain (1904a)p, 61-75
it Jourdain (;905)p{ 465-70

YT T T, CWaTa VAN P a e
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Jourdain bas6 su prueba en el conjunto W, donde W es la serie ascendente
de nimeros ordinales finitos e infinitos ordenados en su orden de magnitud,
es decir
Ly 2, eee Vy eos Wy WL, W2, o WHv, oo W2, w241,
W

2 \ w W
see WYy sas Wy sse Wy eoe Wy ees W 4 s0ecX,

e O L+, wn W, el
e interpretd el teorema en tal sentido, que como él mismo expresa¥*, ni asegura
que el continuo numérico tenga un nimero cardinal que no sea por si mismo
contradictorio, o en otras palabras, que
50

es un alef, ni que la exponenciacidn con nimero cardinal transfinito sea una
operacibén posible. Esto es, que ni siquiera el continuo requiere ser un alef.

Seglin Jourdain*¥*, los conjuntos "inconsistentes' son los conjuntos
que tienen una parte que es equivalente a W, pero sélo los '"consistentes" (que
definié como "manifolds'"), es decir aquellos que no tienen componentes
gimilares a W, son los que tienen tipos de orden y nimeros cardinales, y
precisamente en estas diferencias entre las propiedades de tales conjuntos es
donde &1 vio el mayor alcance de sus resultados.

Jourdain™én su prueba, define el conjunto (W,ml), sin tipo de orden ni
nimero cardinal, donde el elemento my sigue a todos los elementos de W y asi
sucesivamente. Sostiene, que de hecho W es similar a un solo segmento de una
serie bien ordenada B, tal que ¢ada serie bien ordenada es similar 6 a B 6 a
un segmento de B. B es aqul considerada como una serie "absolutamente"
infinita.

Con esto, escribe Jourdain*®es evidente que los elementos de cualquier
conjunto M pueden estar arreglados en una serie similar a B 0 a uno de sus

segmentos, Si se ordena sucesivamente cada elemento de M, se obtedré la serie

* Jourdain (1905) p. 469
** Jourdain (1904a) p. 67
#%% Jourdain (1905) p. 467
##%% Jourdain (1905) p. 468
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que contiene todos los elementos de i, o, si no los contiene, habria al menos
un elemento m' de M que estaria en el resto, y que ordenidndolo como el
siguiente en la serie, la serie seria similar a B; y consecuentemente
podriamos formar un conjunto bien ordenado que seria un segmento de B.

Es ininteligible la proposicién, dice con justa razbén Zermelo*, que
un conjunto bien ordenado no posea tipo de orden o nimero cardinal.

Este proceso que Jourdain propone para ordenar un conjunto M, resulta
demasiado simple: tomar un elemento arbitrario al principio, después otro, y
asi sucesivamente; después de un nimero finito o infinito de elementos tomados
arbitrariamente del resto de M como los siguientes y continuando este proceso
hasta que los elementos del conjunto sean todos tomados. Pero en realidad lo
que esto prueba es que cualquier subconjunto M' de M puede extenderse por
adicién de un elemento tomado del resto M-M' y que este proceso se puede
repetir hasta obtener todos los elementos de M. Si entonces pudiera probarse
que entre los subconjuntos bien ordenados M' de M existe uno L que es el més
grande, asi como Zermelo probaria la existencia del . conjunto mas grande: el
conjunto-¥ Lb"’ entonces necesariamente L=M, y M estaria bien ordenado.
Jourdain quiso hacer la misma inferencia, so0lo que le faltd la premisa
esencial, la prueba de la existencia de L. Jourdain presupuso esto sin
prueba, asumiendo que su procedimiento, en cuanto no se tomen todos los
élementos del conjunto M, tendria que terminar en un conjunto bien ordenado
gimilar a B. Con ello, esta pruéba se reduce a una falacia.

|

Por otrc lado, el cardcter contradictorio del conjunto de todos los

ordinales (este concepto constituye la primera paradoja de la teoria de

conjuntos, a saber, la de Burali-Forti) vuelve a manifestarse cuando le

* Hei jenoort (1971) p. 193
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adicionamos un nuevo elemento que sigue a la totalidad W; tal elemento es

inadmisible al contradecir la definicién de W, El conjunto W contiene
solamente los tipos de orden dé la serie o continuidad de todos los conjuntos
bien ordenados o de todos los segmentos de conjuntos bien ordenados, pero W
por si mismo no es continuable.

Como vimos en los capitulos precedentes, de acuerdo a la definicién de
Cantor de las relaciones de orden o precedencia en un conjunto simplemente
ordenado, para (W, ml), my seguiria a todo ordinal &, y en el conjunto (W,
ml) ordenado de acuerdo a su relacidén de precedencia, my seguiria a todos los
elementos de W, esto es, W seria continuable, contrario a su definicidén y a
pesar de toda prohibicidn, es decir, de considerar a W como "un conjunto que
contiene todos los ordinales". Asi, la contradiccién ineherente en 1la
definicidn de W no fue resuelta, sino ignorada.

Por todo esto, es claro que Jourdain no probd el Teorema del Buen Orden.
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1) El sistema de todos los nfimeros finitos v es dado por los

nlmeros de cardinal finito v y su totalidad conforma el mds peque
no cardinal transfinito que nosotros llamamos "Alef-cero" y deno-
tamos por Y“o; asf, definimos
S“O = iv}
2) Un conjunto M es llamado "simplemente ordenado" si un de-'

finido "orden de precedencia" regla sobre sus elementos m, tal que,
de cada dos elementos m; y m,, uno toma el rango "meaor" y el otro el "mayor",
y tal que, si de tres elementos My, My Y Mg, decimos, m, es de menor rango que
m, y m, es de menor rango que m,, entonces m, es de menor rango:

que m,.
3) Otra definicién equivalente pero mds concisa de conjunto
bien ordenado: Un conjunto ordenado es llamado bien ordenado si
todo subconjunto no vacfo tiene un primer elemento. De aqui pue-
de seguir el siguiente corolario: Todo subconjunto de un conjunto
bien ordenado es también bien ordenado.

4) pPara facilitar la edicién, igual que en nuestra introduc-
cibén, hemos escrito algunas letras griegas, g6ticas o difex
rentes a las que podemos escribir por otras posibles, como por ejem
plo, () por w, » por Vv, etc...

5) La relacién de dos elementos m y m, de un conjunto M1 en

la cual my tiene el menor rango en el orden de precedencia y m, el

mayor, es expresada por la férmula:

ml<<na, m2>>nh.
6) En Jourdain (1955) p. 139 aparece errdneamente F' en lu-

gar de F.

7) En Jourdain (1955) p. 139 aparece ahora errbneamente F en

lugar de Fl'
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8) Nosotros llamamos a dos conjuntos ordenados M y N "simi-
lares" si ellos pueden ser puestos =~ . en .+ correspondencia
biunfvoca uno a otro de tal manera que, si m, y m, son dos elemen
tos de M y n, yn, los correspondientes elementos de N, entonces
la relaci6n de rango de m; am, en M es la misma que la de n, a
n, en N. Tal correspondencia de conjuntos similares la llamamos
una "imagen"*de uno de esos conjuntos en el otro. En tal imagen
a cada parte -que obviamente también aparece como un conjunto or-

denado- My de M corresponde una parte similar Ny de N.

Nosotros. expresamos la similaridad de dos conjuntos ordena-

dos M y N por la f6rmula:;

MMy,
Cada conjunto ordenado es similar a sf mismo.

Si dos conjuntos ordenados son similares a un tercero, ellos

son similares uno a otro.

Una simple consideracién muestra que dos conjuntos ordenados

tienen el mismo tipo ordinal si,y sblo si, ellos son similares,

y aaf, de las dos férmulas

=N, MQNN,

- =l

cada . una es consecuencia de la otra.

'9) El1 conjunto unibén dé dos conjuntos My N, ajenos entre sf,
en simbolos (M,N),si My N estédn ordenados, puede ser concebido camo un conjunto

ordenado en el cuallasrelaciones de precedencia entre los elementos

* Cantor, en alemdn, la llam6 "abbildung".

1
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de M como también entre los elementos de N se mantienen entre
ellos iguales comoen M y N respectivamente, y todos lés elemen-
tos de M tienen un rango menor que todos los de N. 8i M' y N'
son otros dos conjuntos oredenados, MM M' y N _"_/_ N', entonces
(M,N) &~ (M',N'); asf el tipo ordinal de (M,N) depende solamen=-
te de los tipos ordinales M =& y N =3 . Asf, definimos:

1 —
(1) o<+/3= (M, N).

En la suma 0<+,5 llamamos a % el "primer sumando" (augend) y a

(3 el "segundo sumando" (addend).

% Por otro lado, de dos conjuntos ordenados M y N con

los tipos X yf},podemos obtener un conjunto ordenado §,sustituyen-

do a cada elemento n de N por un conjuntoe oxdenado 'Mn que tenga el

mismo tipo X de M, o sea

(2) i

= ;
y para el orden de precedencia en

(3) S =‘S_Mn}

- procedemos de acuerdo a las siguientes dos reglas:

a) Cada dos elementos de S que pertenecen a uno y al mis-

mo conjunto My, ‘retienen en S el mismo orden de precedencia
que en M. ;
b) Cada dos elementos de S que pertenecen a dos diferentes
conjuntos Mp y M, tienen la misma relacibn de precedencia como
1 2
1 Y ny la tienen en N.

El tipo ordinal de S depende; como podemos ver f&cilmente,

solamente de los tipos « yP; asf, definimos el producto:
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(4) c{-(@ =3

En este producto X es llamado el "multiplicando" (multiplicand)
yﬂ el "multiplicador" (multiplier).

En cualquier imagen definida de M en M, sea m. el elemento de
M. que corresponde a el elemento m de M; entonces podemos también
escribir

(5) s = {m].
Consideramos un tercer conjunto ordenado P =-{p}-con el tipo ordi~

nal P =x, entonces, por (4),
oL p =im 1, p.guénp"g, (d.ﬁ).x:ii‘_rmnp},
—__——-—u—.
Ko lpey) _im(“ )’g.
p
Pero los dos conjuntos ordenados {(mn)pz y —{(m(n )}son similares,
P
y son imagen uno de otro si consideramos los elementos (mn)P y
m(n ) como correspondientes. Consecuentemente, para los tres ti-

pos & ,/3 y a/‘, la ley asociativa

(6) (. B8). % =& (B.4)

se cumple . De las f6rmulas precedentes (1) y (4) sigue, f&cilmente,
la ley distributiva

(7) x.(p+&) =M.ﬁ+d.x:
pero solamente en esta foxma, donde el factor con dos términos es
el multiplicador.

Por el contrario, en la multiplicaci6n de tipos como en su

adici6n, la ley conmutativa generalmente no es vidlida.

10) En Jourdain (1955f p. 143 aparece errGneamente "segment" en lugar de

"remaindex".
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11) Ccada conjunto simplemente ordenado M, o lo que es lo mismo,
cada conjunto ordenado M, tiene un "tipo ordinal" definido, o méas
abreviado, un "tipo" definido, que denotaremos por

M.

Por esto nosotros entendemos el concepto general que resulta de M
si nos abstraemos solamente de la naturaleza de sus elementos m,y

retenemos el orden de precedencia entre ellos.

12) Si en un conjunto ordenado M todas las relaciones de pre
cedencia de sus elementos se invierten, . de modo que en todo
caso el "menor" se vuelve el "mayor" y el "mayor" se vuelve el "me
nor?nosotros obtenemos un conjunto ordenado que denotaremos por

*M

y lo llamamos el "inverso"*de M. Denotamos el tipo ordinal de *M, si
& = M, (lo cual implica o = M), por
*o( .
Por otro lado, por w nosotros entendemos el tipo de un conjun

to bien ordenado
(el, €yr cevsey ces)y

en el cual
ey '< v+l !

y donde v representa todos los nlimeros de cardinal finito en turno,

Ahora, consideremos cualquier conjunto transfinito M simplemen
te ordenado. Cada parte dé M es por sfi misma un conjunto ordenado.
Para el estudio del tipo M, aquellas partes de M que tienen los ti=-
pos w y *w merecen especial atenci6n; las llamaremos "series funda
mentales del primer orden contenidas en M", y la forma —de tipo w—

la llamaremos una serie "ascendente" y a su inversa —de tipo *w-—

* También llamado "dual" ,
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una "descendente". A las series fundamentales del primer orden
también las llamaremos simplemente "series fundamentales". Asf,

una "serie fundamental ascendente" es de la forma

-/ H
{av}, donde a, Naypp
y una "serie fundamental descendente" es de la forma

{bv}, donde b, b .. -

La letra v, como la k, >\y/4, tienen en nuestras consideraciones
la significaci6n de un nfimero cardinal finito arbitrario o un ti

po finito (un ntmero ordinal finito).

Nosotros llamamos a dos series fundamentales ascendentes

' " " :

{avk Yy {a v} en M "coherentes", en signos
fag} ]| {23

si, para cada elemento a, hay elementos a'A tales que
a,<a'y,

y también para cada elemento a'V hay elementos au tales que

1]
a,V<<i3u.
Dos series fundamentales descendentes %bvl y {b'v} en M se

dice que son "coherentes", en signos
{bv}”{b'v}'
si para cada elemento bV thay elementos b'A tales que
|
b, >b'y,
y para cada elemento b'V hay elementos b},tales que

b',>bu.
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Una serie fundamental ascendente {av} Yy una descendenteﬂ'bv}
se dice que son "coherentes", en signos

(5) {av} \‘ %bv}’

‘si:(a) para todos los valores de v y M

av'<:b/u’
y (b),en M existe a los mds un (por tantolp solamente un . 0 nin-
gﬁﬂ) elemento my tal que, para toda v's,

Ay < Mo <bv'

13) Los tipos ordinales de conjuntos ordenados finitos no
ofrecen especial interés. Es fdcil convencernos de que para uno,
y el mismo nGmero cardinal finito vy todo conjunto simplemente
ordenado es similar el uno al otro, y asf tienen uno y el mismo
tipo. Asf, los tipos ordinales finitos simples son sujetos a
las mismas leyes de los nfimeros cardinales finitos, y es admisi-
ble usar los mismos signos 1,2,3,...,v,... para ellos, aunque
ellos sean conceptualmente . diferentes de los niimeros cardinales.
El caso es diferente con los tipos ordinales transfinitos; para
uno y el mismo nGmero cardinal pertenecen innumerables tipos dife-
rentes de conjuntos simplemente ordenados, los cuales, en su tota-
lidad, constituyen una "clase de tipos" particular. Cada una de
esas clases de tipos,es por tanto, determinada por el nlmero car-
dinal transfinito C(que es comdn a todos los tipos pertenecientes

}
a la clase. Asf, para abreviar, la llamaremos la clase de tipos

(di.
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14) E1 teorema C a que se hace referencia asegura lo sigulen-
te: Cada conjunto finito E no es equivalente a alguna de sus par-
tes.

Para llegar a este resultado se utilizan los siguientes dos
teoremas (Cantor, 1895, 8 5):

A. Los términos de las series ilimitadas de ntmeros cardina-

les finitos

1,2,3,...,V,...
son todos diferentes uno de otro.
E. Si N es un conjunto con el n@mero cardinal finito v, y N,
es cualquier parte propia de N,el nGmero cardinal de N; es igual a uno

de los nUmeros precedentes 1,2,3,...,v-1.

15) si al conjunto {v} es agregado un nuevo elemento ey el
conjunto unién (&v}, e,) es equivalente al conjunto original {vi.
Podemos pensar esta correspondencia reciprocamente univoca entre
ellos: al elemento ey del primero corresponde el elemento 1 del
segundo, y al elemento v del primero corresponde el elemento v+l
del otro. Ahora, gomo ({v}, ey) NJ{V}, tenemos que T{V?T"Ea)ruiia

y por tanto, .

16:) Supongamos que dos conjuntos M y N con los n@meros car=-
dinales a = M ybs= N son tales que a es "menor" que b é b es

"mayor" que a; en signos

alb 6 b:7'a,
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entonces, por definicibén de "menor" y "mayor", ambas condiciones:
a) No hay parte de M que sea equivalente a N,

b) Hay una parte N1 de N, tal que NlNM,
se cumplen
17) En Juordain (1955) p. 184 aparece errdneamente woé‘x '

en lugar de wo(o S~
,

18) En Juordain (1955) p. 185 aparece errdneamente Lim w'Ov,

o
en lugar de Lim w Ov
v

19) En Juordain (1955) p. 201 aparece errdneamente 0('6= 0(9/3

en lugar de Kﬁ=w«°’e.
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