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PROLOGO 



La solucion de una inmensa cantidad de Problemas a los cua­

les ~os enfrentamos en la vida cotidiana encuentra respuesta en 

la aPlicacion de los metodos numericos. BaJo este panorama se ha­

ce im~rescindible hacer llesar a los estudiantes los conocimien­

tos sobre esta disciPlina. El material aoui Presentado busca 

constituir un aPoyo de consulta para estudiantes de licenciatura 

CHatematicas' Insenieriar etc), aue Por Primera vez se enfrentan 

al estudio.de los metodos numericos. 

Se elisio Pascal como lensuaJe en los Prosramas aue se Pre­

sentan debido a las ventaJas del lensuaJe ~ a la raPida difusion 

bue ha experimentado en los ultimes anosr tanto en· los Est•dos 

Unidos como en Europa, Pr~dominantemente en el area educ~tiva. 

Tal es el caso au• en la Facultad de Ciencias se da este lensuaJe 

en cursos como ComPutacion I Y se Prefiere en Estructura de da­

tos. 

Un sentir muy Personal es aue se debe dar un panorama •Mne­

ral de los metodos nu•erico~, &KPU•stos de un• manera sencilla v 

clara, para oue esto •otive • un estudio w •n•lisis ••• Profundo 

de los mismos. Es Por ello aue este material Puede ser una intro­

duccion Practica Y a la vez didactic• a un curso de analisis nu-

111erico. 

La estructura aue se l• ha dado a este trabaJor Pretende se­

sui r una 11111ta funda1Hr1taU Que el lector •Prend• y se inter•ser 

•edi•nte l• lectur• w Practic• del •aterial incluido en este tr•­

baJo r en lo• m•todos nu•ericos w au• esto le Permita resolver 

Problem•s ~nJos aue se reouiera la aPlicacion de este ~ateriel o 

bienr Gue lo ~otive a un estudio ••• Profundo de los ~etodos nu-



mericos w en esPeci~l al area de las matematica$ denominada Ana­

lisis Numerico. 

Este trabaJo es apto Para cualauier estudiante de licencia­

tura con conocimientos de Matematicasr Calculo w Alsebra Supe­

rior• asi como con conocimiento del lensuaJe Pascal. 

Se ha tratado de sesuirr en lo Posibler los lineamientos de 

la Prosramacion Estructuradar la cual constituwe una de las tec-· 

nicas •as •odernas para Prosramar w aue conduce a la realizacion 

de Prodramas alta•ente modularesr sencillos de depurar w actuali· 

zarr asi como de facil co~Prension para personas no involucradaB 

en su realizacion. De esta manera• cada tema es tratado como un 

modulo independiente, Pero aue puede ser usado como Parte de otro 

oue lo reouiera. 

Quiera dar una disculPa al lectorr wa oue como habra obser­

vado este dacu•ento ado1•ce .d• acentos w de la letra ºeñeº• esto 

se debe a oue se edito en el editor de te><tas TIA ( tiPodrafa au···· 

to11atizado> en la Burraushs .87800 w las imPresoras na tienen la 

facilidad del retorno de carra. 

Cabe mencionar oue la maworia de los Prasramas aue se inclu­

wen astan contenidos en un •anual 9ditado en el Pro•rama Univer­

sitaria de Co•Putor cuwa nombre •• •manual de •etodos numerico~ 

con Pascalº• realizado Por el autor en colaboracion de otras dos 

personas• 

Quiero a•radecer al Ins, Jorde Gil Hendietar director ••ne­

ral del Prasra•a Universit•rio de Co~Putor por las tac1lid•des 

Prestadas Pare la reelizacian de este trabaJor al Dr. MarL'ldl 



Portill• Robertson la orientacion• colaboracion ~entusiasmo 

l;\riridado11. Final111ente debo 111encionar a dos comPaneros becarios de 

Pro~r••• Univer5it~rio de Co•Puto ~ue colaboraror1 con•iso en la 

ma~or Parte de este trabaJo• ellos son Jaime Besprosban':I .., Alber­

to VillarreaH asi co1110 ta111bien asradezco el aPO':IO de la srta, 

Heria OuadaluP• Castellanos. 

David I. Hendoza Ro~ero 

"•Micor D.F. ----------- 1983, 
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INTRODUCCION 

Las co•Putador•• •lectronicas de alta velocidad han traido 

un cemhio r•volucionario •n 11 solucion de problemas ci•ntitico• 

w de til"o insenieril. Este cambio libero al ho•bre de muchas ta­

reas de calculos tedioso•• w also muw imPortanter hicieron Posi­

ble la solucion de Probl•111as cientiticos e in•enieriles de •ran 

COlllPleJidad. 

La ••wori• d• ~roble••• de Insenieri•• Fiaicar Qui111icar 

etc.r reauieren de·calculos numeric:os Para su solucionr co1110 •n 

la sustitucion de p1raaetros en el dis•no de una ecu1cionr la ••~ 

timacion de el costo d• c••bio en una Planta de ol"eracion o el 

analisis estedistico de deto• d• control de calidad. 

Es i•l"ortant• h•c•r. notn aue l• co•1"ut1dar1 •• unic•••nte 

una herra•i•nte Par• el l"rofHioniateJ. ••t• rlo lo PU•d• r•e.1"l1-

z1n. Es el aui•n deb• forauhr i. aolucion correcta a su l"roble­

inar reunir todos loa detos aue neceait•r v•r loa result•doa w. 

analizar· su valor. En su1Hr necesita saber co110 user. la co111,.ut•­

dorar el intru111ento aue realizar• loa calculo• erit••ticos. 

Los Pasos en 11 solucion de un Proble1111 '"º" la co•putadora. 

sonl 

1> Foraulecion del •odelo Hte1111ticor es d•cirr conv•rtir el 

sis·t.e1111 tiaico 1 un •odelo Ht•••tico idealizado wr de acuerdo 

cor1 este •odelor for•ular las ec:uecione• 111ate1111tic1a. 

2) Seleccionar un 1"rocedi111iento numerico adecuado Para una 

coel"utadora diait11. 
i:: 
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3) DibuJar con detalle un diasrama de fluJo <una representa·· 

cion ~rafica de la secuencia de oPerecionesr tales como lecturas. 

bien nos da la secuencia oue Puede tener un alsoritmor ,..ero no es 

srafico \J •Jsa las tec:nicas de la ,.rosra111ac:ion estructurada, 

un Prosra111a er1 un leru!lu•J• propio <en nuestro caso en lensuaJa da 

5) EJec:utn el P1'0ára111ar es dec.irr introduci1'lo a l• maouina 

l:I C01'1'&'Í'lo, 

6) Analizar resultados. 

i~' .,;:. 
-~, 

.~::·. 

;': 

·.iN 
'.'.\: .. ·.~.:·,~ 

.;·, '-'./:) 



1 
INTROOlJt;( l rm 

las computadoras electronicas de alta velocidad han traido 

un Larnbio revolucionario en la solucion de Problemas cientificos 

"' dE> t,ipc1 i.n!:lenieril. Este ca'111bio libero al hombre de 111uchas ta­

reas de calcules tediososr w al•o mu1'1 imPortanter hicieron Posi­

ble Ja sol1Jc-i.on de Proble11as cientificol!I e imlenieriles de aran 

co111PleJidad. 

La maworia de Proble11as de InSlenieriar Fisic•• Ouimica• 

etc:., reauie1·en de calculo• nuinericos para ·su solucionr co•o en 

la Yustitucion de parametros en el diseno de una ecuacion1 la es­

timacion de el costo de ca11bio en una Planta de operacion o el 

anal h1 ·; estadistico de datos de control de calidad. 

Es i•Portar1te hacer notar aue la co11Putadora •• unica11ente 

una herra11ienta Para el Profesionistaf esta no lo PUade re11pla­

zar. Es el auien debe for11ular la solucion córrecta a su Proble­

•ar reunir todos los datos aue necesite, ver los resultado• w 

analizar su valor. En su••• necesita saber co110 usar la co11Puta­

dorar el intru11ento aue realizara los calculo• arit•eticos. 

Los pasos en la solucion de un Problema Por le co11Putadora 

son: 

1> For11ulacion del 111odelo 11ate11atico• es decir• convertir el 

sh;ten1a fisico • un 111odelo •ate11atico idealizado W• de acuerdo 

con este 11odelo• for11uler las ecuaciones 11ate11atic••• 

2> Seleccionar un Procedi11iento nu11erico adecuado Para una 

co•Putadore di•ital. 



2 
3) DibuJar con detalle un diasrama de fluJo <una reProsentu-

cion Srafica de la secuencia da oPeracionesr tales como le~turas1 

calculosr coMParacionesr etc,) o bien un Ps•udocodisor aua tam-· 

bien nos da la secuencia aue Puede tener un alsorit•or pero no es 

srafico w usa las tecnicas da la Prosramacion estructurada. 

4) Da acuerdo al diasrama de fluJo <o Psaudocodiso) escribir 

un Pro•ra•a en un l•n•uaJe Propio <•n nuestro caso en len•~1aJa de 

alto nivel Pascal), 

~) EJacutar •l Prosra•ar es decirr introducirlo a la maauina 

w correrlo. 

6) Analizar resultados. 
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PROORAHACION ESTRUCTURADA 

aue con•t• d• un conJunto d9 tecnicas Para desarrollar Pro•r•••s. 

aue ten•an l•• car•cteristic•• si•uientesl · 

-Confhbl••• 

-Facil•• d• coaPrender. 

-SuscePtibl•• d• ser •odi ficado1 v actual.izados• 

•••••·claro• entendible• cortar w P•r• aue Pu•d• ser coaprendido 

aeJorado o •odificado• debe aantener les •i•uientes nor•a• ••P•-

1> Secuencia. Al leer orden•d•••nte un Pro•ra•ar nuestra. 

atencion ·no •• disPers• •l intent•r •traP•r l• lo•ic• del ais•o 

(tratar evit•r la sentencia OOTO>. 

2> Estructur•do. El Pro•r••• •• escribe •n ~odulo• eaPleando 

solo las unidades lo•ic••I IF-THEN-ELSE1 WHILE (en Pascal Pode•o1 

a•re•ar FOR w REPEAT>,• 

3) Corto. ~o•·•odulo• no deben sobr•P••ar cierto numero de 

re•istro•·· 

4> Fra••entado. Debido a aue en la realidad 101· Pro•r••a• 

resultan ••r auw •rand••• es iaport•nte Poder dividirlos en blo-
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aues <en Pascal funciones w subrutinas>. 

5> Estilo, Entre •as for•al •• ha•a el Pro•ra••• ••• facil 

sera de entender. 

6> Chridad. 

7) San•rado. Hediant.• este •• Podran •arcar las ••tructur••• 

B> Docu••ntacion. Hediant• refer~ncia• adicional•• •1 Pro­

•r••• este •• lo•r•r• co•Prender ••Jor. 

9> Universal. El Prosra•' debera Poder ser entendido Por 

cual11uiera. 

VENTAJAS DEL PASCAL 

. . 

au llevadH a ·cabo satisfa~i~riamltnte Por un pro111r .. ít· en PHt:ah 

sin .. bar•o t:l.•n• •l•unes dHv'•~t-JHr .sobr•. todo an h car•nci.• 

de dobl• l"racision 11u• ;.ued• ••r r•11u•rida '"ª"ª citlrto tiPD d• 

l"robl•••• nu••ricost l"Or lo d•••• considera•o• aua ia, vantaJas · 

11u• tiene sobre otros lanMuaJ•• co•o el Fortran·•• sobr•••lienta. 
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ESTRUCTURA GENERAL 

En ••t• trabaJo no se hace un analisis eHtenso d• ca~a •eto-

do sino basicamente contiene una introduccion didactica a cada 

metodo1 un Prosrama imPle•entado dvl mismo con un rePr•sentacion 

for•al (psvudocodiso)r un listado del Prosrama ~ alllun •J•~Plo 

ilustrativo de su aplicacion con la corrida del Prosra1H. 

Est• trabaJo Pr•t•nd• introducir a cualQui•r Persona int•re­

sada en los ••todos nu••ricos al aPr•ndizaJe w a la l"ractica di­

recta de l'os iaismos, Se escollieron una serie de Proble•aS W •eto~ 

dos ctiJe considera•os de •awor im!"ortancia w QUe resu•lv•n una 

llran variedad de proble•as• •• dec:irr tienen cierta fle>ÍibUidad .· 

d•p•ndiendo del ·upo d• l"roblH•. a tratar• alllun · i.c:ior lnt•r•H­

do en el t••• l"odria ahondar sobre cada ••todor aeJorarlo o i•­

l"le•entar cuahui•r otro •a• •fic:iente toaando .•n cuenta caraét•-

. risti~es 'co•o: 

a> "•nor. tiHPo de CPU <•in:l.•izando nu .. ro 'da _o,.•raciofuts> • 

e> .Dbtenc:ion da los resultados c~n una iaawor •Mactitud 

<••Jora1ai•nto del error de trunca•i•nto w r•dond•o>, 

Para ••t.• fin eMi~t• en la literatura una biblio•rafia •Uwc 

a•l"lia sobre estos tHH 11ue son trata.dos •n 1i raa.a .d.• las· •at•-

11tatica• deno•inada 'AnaUsis Nu•erico~ • 

Todos los te•a• estan de~arrollados en Modulo•• tratando da 

ser indel"endientes entre Sir Sin ••bano •Sto no llUita la POSi­

blidad de usar det.er•inado bl0Qu11 o subrutina ·de modulo• anterio-
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res al considerado. 

Cada capitulo consta ~e uno a tres •etodos del tema tratado 

Y se ilustran con un •JemPlo aue da una idea del tiPo de Proble~ 

mas ou11 pued11n ser resueltos con el metodo en c.u•stion. Los Pro­

sramas se han imPle•entado en la computadora 87800 Y estan dise~ 

nidos de tal •anera aue. al eJecutarlos o correrlos• se sePa el 

desl"lie•a un letr•ro "'ª"ª Pedir •l tipo de dato r•auerido, Ad••a• 

la intormacion se Puad• r•ali•entar• es decir• se Pueden resolver 

vario• l"robl•••s d•l •i•mo til"Ot In•ediata••nt• d••l"U•• de eJecu-

tar'!e un Probl••a •• ,Oiden datos !"ara otro. 

e•bar•o •1 lector !"uede •ciditiciarlos a su criterio• en el caso 

CIUe auiera una IÍalidl distinta•. 

Cada·· te.a . se. d~s•~roll• con un tor~at.o e•tandar con el fin 

de darle claridad ,.. facu.· entendi•i•nto al 1.•ctor~· El forHt.o' ••"" 

· ··neral .••I 
, ~ \ ' · .... 

1> "ETODO·TRATADO <No•bre del'iiletodo>. 

1.1 > INTRODUCCION 

Se da una descri,.cion·inat.,.·mfltica g.:ner-ai del ••todo ••,.l•lí.;.. · , . . . 

do. Lati de•o•traciones H exc.1.uwen "'º" estar fuera de los· "'"º"ª'"' 
sitos d• esta tesis Csi •• dHH'un Htudio••• detallado del te­

•• consultar la biblio•r•fi• dada). 

1. 2> PROORAHA <No111bre> 

·.:·'··,,. 
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1,2,1> OBJETIVO; 

Se establece el tiPO de probl&lllR oue resuelve el Prosr81118t 

1.2.2) DESCRIPCIONI 

Se da un bosoueJo sen•ral de las car~cteristicas del Prosra­

mar tales como entradar salidar variables oue Pueden ••Pliar la 

di111ension dtÍl Pro•ra111ar etc, 

1,2,J> ALGORITHO EN PSEUDOCODIGOI 

Esta parte contiene una descriPcion de .todas las subrutinas 

del Prosra•a (incluwendo •l Prosra•a Principal), Las subrutinas 

estan .numeradas sesun el orden en oue se les lla•a w la Profundi­

dad en oue se •ncuentran. Cada descriPcion de subrutina inclµwel 

1.2.J.1> ObJetivo. Se describe en ter•inos •enerales lo oue hace 

la subrutina. 

1.2.J.2> VARIABLES. Se da una tabla con todas las varia~les us~­

das •n la subrutina. Para cada variabl• se describe! 

1~2.J,2,1> Uso. En el Prosra111a PrinciPalr L~s iniciales si•uien~ 

tes denotanl E a Variable de entradar S m Variable de Salidar 

'-' = Constant• o Variable. •lobal. En las subrutinas las inicia­

les sisuientes denotan! E • Variable-Para111etro de entrad•• S • 

Variable-Para•etro de salidar '-' • Constant•r L a Variable lo­

cal. 

1.2.J.2.2> TiPO• Se retire a si una variable es de tipo r••lr en­

terar de caracter9sr arre•lo o constante. 
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1+2+3+2+3) Funcion. Enuncia el papel aue desemPena la variable en 

la subrutina. 

1.2.3.3) Pseudocodisot 

ToMando en cuanta las tecnicas ~ caract•risticas de le Pro-

secuencia del P'ro!lra11a Pero con la diferencia de au• ••ta ••crito. 

en un l•n•uaJe ••• inforaal. Es Por tanto una buena duia P'ara en­

tender •l P'rodraMa. Conti•ne las siduientes caracteristicast 

1> El Pro•ra11a Principal w las subrutinas ••Piezan con BEOIN 

w terainan con END. 

2> El P'S•udocodi!lo •• secuencial• •n al•unos casos se eMP'l•• 

la •is•• P'alabra reHrY•d• d• PASCAL P'ara hacer indic:ac:ionH co­

aol IF - THEN - ELSE• WHILEr FORr REPEATj •te:. 

3) En in•trucc:ione• c:oao las •enc:ion•d•• anterioraente se 

••n•r• 3 ••P•c:ios • la d•rec:ha .todo el blom~e aue afec:t•n• w las 

si•uient•• inst.ruc:cion•• van con •1 lllar••n dtt la in•t.~uc:c:ion an­

teriorr P'Or eJeaP'lot 

WHILE'EPSILON > 0.06 DO 
Escribe EPSILON. 
IF·RENGLON > COLUHNA THEN 

lnt.e~c••bi• el r•n•lon. 
EPBILON <--- EPSILON.- 0.1. 
A <--- A + Bt 

B <--- A I c. 
FOR 1 • 1 TO 100 DO 

A <--- A - B. 
CONT <--- CONT + 1< 
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5) Tod~s las instrucciones terminan con un punto (',') w em-

Piez•n con una letra ma~uscula. En caso de aue en una lin~a del 

pseudoccdilllo se emPiece con una letra minuscul•r entonces dicha 

linea es contin•Jacion de la instruccion anterior• 

6) La llamada a l•• subrutina•. se realiza mediante la Pala-

bra ' CALL '• 

1,3) LISTADO DEL PROGRAHA 

lmpresion del pro!lra111a en Pascalr se tt><cluwen subrutinas e•­

Pleadas en capitules •nteriores. 

t.4> EJEMPLO 

S• Presenta un ~robl••• Praético. El Prolllra•a al ser eJecu~ 

tado dHP'li•lll• el ti .. o de: infor•~c:ion reauerida• H i•Portante 

mencionar aue el Prolllra•ar a~ ser eJecutador ••llluir• Pidiendo da­

tos hasta aue na se l• de fin de archivo \en la 81800 el 1'.in de 

archivo .es 1 1END' >., 

1 , ~U COHPARACION DE HE,TODOS 

En ••ta 11ec:cionr 111•• ~ue·una co•Paracion lo aue se da son 

ahlunos co•entario• llleneral•• de lo• ••todo• inL•luido• w de. allllu­

no• aue aparecen en la Literatura •a• interesitnte• w·eficient••• 

El nu•ero aue se le da a la• Partes ·aue c:onstituwen el capi­

tuló no •Parece· necesaria111ente en eilosr (aaui se dan co•o !iuia>, 



I> GRAFICAS, 

.-
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1 , 1> GRAFI CAS, 

1,1.1> INTRODUCCION 

Casi en todas las ramas de la ciencia ~ la insenieria son 

mu~ frecuentes los casos en los aue es necesario darse una idea 

del co .. portamiento de una funcionr w Para estor nada meJor aue 

visualizarla sraficamente. En esta seccion se describira un Pro­

•rama. aue senerara una o mas •rafica• a Partir de un conJunto de 

Puntos •uestrales. 

1.1. 2) PROGRAHA GRAFICAS 

OBJETIVOS 

Crear •raficas • P.artir de conJuntos de Puntos. 

DESCRIPCIONt 

Este pro•r••• ·recibir• co•o datos de entrad• el nu•9ro de 

PUntcis a ..-ilficar• . el nu .. ero de Braf'icas de~HdO W lo• P.Untas 

.. uestral•• • •r•f'icar. Co1110 .••lid•• P.roduci ra una •rafic• en la 

cual el eJe de las ordenadas "ª"ª todas las funcionH a •r•fic:iar 

es · transversal • la hoJa w el eJe de las abscisas tis una colti•n• 

hacia abaJo de la. hoJa, dep.endiendo la lon•itud da este eJe de la 

cantidad de P.untos existente. 



ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO: 

PROGRAMA PRINCIPAL 

VARIAEILES uso TIPO 
CAMPO Const, 

HAXORD Const. 

NUHABS E Entera 

NUHFUNC E Entera 

ARREGLO E Arrellllo 
d.t reales 

Ir J Enteras . 

Pseudocodi.!lol 

BEGIN 
Lee NUMABS !:1 NUHFUNC. 
Lee ARREGLOCirjJ, 

FUNCION 
Nu111ero ma>iin10 de Puntos a 
sraficar. 

l:? 

Numero maximo de funciones a 
.!lreficar, 
Núm•ro de Puntos a sraficar Por 
le subrutina GRAFICA. 
Numero de funciones a .!lraficar 
Por la subrutina GRAFICA. 
Hetriz aue contiene las abscisas 
!:I valor'es de las funciones a 
sraficar. 
Contadores. 

CALL GRAFICA <ARREGLOr NUMABSr NUHFUNC>, 
END,• 

"'•, 



SUBRUTINAS: 

1) GRAFICA <ARREGLO• NUKABSr NUHFUNC), 

OBJETIVO: Graficar los Puntos contenidos en ARREGLO. 

VARIABLES 
NUHABS 

NUHFIJNC 

ARREGLO 

BLANCO 
GUION 
PUNTO 
ASTERISCO 
CARACTER 

RENGLON 

ORDHAX 
ORDH,IN 
ORDENADA 

IAUX 

LT, LI< 
L 

PASO 

LTEH 

POSORD 

AUXILIAR1 

uso 
E 

E 

E 

L 

L 

L 
L 
L 

L 

L 
L 

L 

L 

L 

L 

ESPACIAHIENTO L 

H 

I.Jrl< 

L 

L 

TIPO 
Entera 

Entera 

Arreslo 
de re·ales 

Const. 
Const. 
Consto 
Consto 
Arre•lo de 
carect.eres 
Arre•lo de 
Carect.eres 
R•al 
R••l 
Arr••lo de 
R•eles 
Arre•lo de 
Carect•r•• 
Er1t•ro 
Arre•lo de 
ent.•ros 
R••l 

Ar1'•!1lo de 
entero• 
ArH•lo.d• 
ent.•ros 
Entero 

Ent.•ro 

Ent.•ro 

Ent•ros 

FUNCION 
Nu•ero de Puntos a sraficar Por 
la subrutina GRAFICA. 
Nu~ero de funciones a sraticar 
por le tiUbrutina GRAFICA. 
Hatriz oue contiene las abscisas 
w valores de las funciones a 
lllr•fic•r• 
RePr•s•nta un ' ' 
RePresenta un'-', 
Representa un'•'• 
Representa un'*'• 
Nunuiro• e111Pleados Para las funciones 
(del 1 el 6). 
Vector ou• conti•ne las 101 Posicio­
nes de cade ren•lon. 
Gua1'da le ordened• de 111awor valor. 
0U•1'd• le o1'd•n•d• de •enor v•lor. 
Cot•• 'd• l•• ord•n•d••• 

Indica superposicion d• funcion••· 

Contadores. 
Indica le posicion d• une de las 
D1'denedes dentro d• le •r•fic•• 

·Jndic• le ••P•r•cion .•nt.re les 
abaci•••• 
Identifica los c•recter•s de les 
ord•n•d•s suP•rPu•st••• 
Po•icion ••ociad• •l velar d• une 
ord•nada. 
Indice·cuant.es funciones se su-
PerPonen. 
Gu•rda •l espaci•,.i•nto entre. las 
•b•c.i•••• 
Cantid•d d• colu•nas de la ••triz 
ARREGLO. 
Contedores. 



Pseudocodisot 
BEGIN 
Busca el valor ~axino w minimo de las ordenadas+ 
S•lecciona ••P•cia•i•nto entre las abscisas+ 

14 

Obtiene e i•Pri~e los valore• de las ordenadas de referencia, 
WHILE existan Puntos Para •raf icar DO 

Iniciali%a el vector RENGLON. 
Nor•aliza el valor de las ordenadas. 
Asi~na un nu•ero <del 1 al 101) s la Posicion de la ordenada, 
Busca ordenadas superpuestas. 
Indica en la variable IAUX las ordenadas superpuestas exis­
tentes. 
Imprime RENOLON+ 

END. 

··., 



,.1 

1.1,3) LISTADO DEL PROGRAHA• 

PROGRAH GRAFICACION<INPUT,OUTPUT>J 
CONST 

CAHF'O = 1011 
MAXORD= 6' 

TYPE 
HATRIZQARRAYC1 •• CAHP0,1.~HAXORDJ OF REALJ 

·vAR 
ARREGLO · 1 HATRIZ• 
NUHABS• 
NUHFUNC• 
z, 
J l INTEGERf 

15 

PROCEDURE GRAFICACARREOLO IHATRIZ• NUHABSrNUHFUNCl.INTEGER>' 
CONST . 

BLANCO .. I 'f 
GUION= 1

-
1

; 

PUNTO='•'' 
ASTERISCO • '*'f 

VAR 
CARACTER 
RENOLON 
ORDHAX•· 
ORDNIN 
ORDENADA 
IAUX 
Li", 
LK 
L 
PASO 

· LTEH• 

PACKED ARRAYC1 •• HAXORDJ QF CHARf 
PACKED ARRAYC1 • .CAHPOJ DF'. CHARf. 

REALf 
ARRAYC1 •• 11J .DF REALf 
ARRAYC1tt7l.OF CHARf· 

1 INTEOERf 
S ARRAYC1•,7l OF INTEOERf' 
1 REALf 

· 1 ARRAYC1 .. 7J OF INTEGERf ·. PDSORD · 
AUXllJAR1• 
ESPACIAHIENTDr 
Hr 
Ir 
Jr 
K 1 INTEOERf 

8EOIN <DEL PROCEDURE ORAFICA>. 
CARACTERC1 J I •' 1 ' f . 
CARACTERC2J1•'2't 
CARACTERC3Jl•'3'f 
CARACTERC4Jlc'4'f 
CARACTERCIU S •' :5' f 
CMACTEIU6ll•'61 f 
NUHFUNC 1~ NUHFUNC + 1• 
IF NUHAIS>20 THEN 

. IF NUHABS>60 THEN. 
ESPACIAHIENTOl•O 

ELSE 
ESPACIAHIENTDl•1 

ELSE 
ESPACIAHJENTDl•2f 

ORDHAXl•ARREOLOC1r2Jf 



ORDHINl=ARREGL0[1,2JI 
FOR 1:~1 TO NUHABS DO 

FOR Jla2 TO NUHFUNC DO 
IIEGIN 
IF <ORDHAX<ARREGLO[I,JJ) THEN 

ORDHAXl=ARREGLOCI1JJI 
IF <ORDHIN>ARREGLO[IrJJ> THEN 

ORDHINl=ARREGLO[I1JJI 
ENMFOR:>I 

<END FQR} 
r'F ( ORI1HAX=ORDHIN > THEN 

ORDHAXl=ORDHAX + 101 
PASOl=<<ORDHAX-ORDHIN)/10)1 
ORDENADAC1ll 111DRDHINf 
ORDENADAC11ll•ORDHAXf 
FOR 11=2 TO 10 DO 

ORDENADA[IJl•ORDENADACI-1J+PAS0f 
FOR Il=1 TO CAHPO DO 

RENGlONrIJl=GUIONI 
FOR Il=O TO 10 DO 

BEGIN 
AUXILIAR11=C10*I>+11 
RENGLON[AUXILIAR1J l•ASTERISCOf. 
END<FOR>f 

WRITELN; 
WRITELNI 
WRITELN; 
WRITEC I I 14>1 
FOR Ilz1 TO 11 DO 

WRITEC' '10RDENADACIJl91J)f 
WRITELNf 
WRITE ( I I 11 1 ); 
FOR Il=1 TO CAHPO DO 

WRITECRENOLONCIJ>I 
WRITELNf 
FOR II •1 TO NUHABS DO 

BEGIN 
FOR Jl•1 TO 1 DO 

IAUXCJll=BLANCDf 
FOR Jl=2 TO 100 no· 

RENGLONCJJl=BLANCOI 
FOR Jl•1 TO 10 DO 

BEGIN 
AUXILIAR11=<10*J>+11 
RENGLONCAUXILIAR1Jl•PUNTOf 
END<FOR>I 

RENGLONC1ll=ABTERJSCDf 
RENOLONCCAHPOll•ASTERISCDI 
IF <ESPACJAHIENTO<>O> THEN 

FOR Kl•1 TO ESPACJAHIENTO DO 
BEOIN 
WRJTE<' '111H 
FOR Hla1 TO CAHPO DO 

WRJTECRENGLONCHl>I 
WRJTELNI 
END<FOR>I 



1.'1 

<END IF> 
FOR Jl=2 TO NUHFUNC DO 

BE GIN 
LCJJlnTRUNC<<ARREGLOCirJJ-ORDMIN>*100/CORDHAX-ORDHIN>+1,5)r 
POBORDCJJl=Of 
END-CFOR>f 

LI< l =O f 
LTl=11 
FOR Jl•2 TO NUHFUNC DO 

IF <POSORDCJJ<>J> THEN 
BEGIN 
RENOLONCLCJlll=CARACTERCJ-1J; 
POSORDCJJl .. Jf 
FOR 1<1•2 TO NUHFUNC DO 

BEOIN 
IF <POSORDCKl<>t<> THEN 

IF (LCJl•LCKJ> THEN 
BE GIN 
Ll<l=LK+H 
LTEHCLKll .. K; 
POBORDCKll•Kt 
END<IFH 

<END IF> 
END<FOR>• 

IF <LK<>O)ºTHEN 
8EOIN . 
IAUXCLT+1ll•CARACTERCJ-1Jf 
FOR K1•1 TO LK DO 

IAUXCLT+K+lll•CARACTERCLTEHCKJ~tl• 
LTl•LT+Ll<+2• 
IAUXCLTl:•OUIONf 
Ll<S•Of 
END<IF>• 

END<IF>f 
<END FOR> 
WRITE<' ·'rARREOLOCir1ll913r' '>f 

.. FOR Jl•1 TO CAHPO DO. 
· WRITE<RENGLONCJl >'. 

FOR Jl=1 TO ? DO 
WRITE<IAUXCJl>' 

WRITELN• 
END<FOR>• 

FOR 11•2 TO 100 DO 
RENOLONCill•OUION• 

FOR 11•1 TO 10 DO 
BEOIN 
AUXILIAR11•<10•l>+1• 
·RENGLONCAUXILJÁR1ll•ASTERIBCO• 
END<FOR>• 

WRITEC' '111>• . 
FOR 11•1 TO CAMPO. DO 

WRITE<RENOLONCJl>• 
WRITELN• 
END<DRAFICA>f 

< PROBRÁHA PRINCIPAL > 
BEOIN <PROGRAHA PRINCIPA~> . 



'.; .... 

l ~· ,, 

WRITELNC'NUl't, DE PUNTOS HUESTRALES 7, NUH DE GRAFICAS ?'); 
· READLN; READ ( NUl'tAIIS 'NUHFUNC) ; 

WRITEl.NC 'PUNTOS HUESTRALES ? CUNO 'POR RENGLON> '>; 
FOR Il=1 TO NUHAIIS DO 

BEOIN. 
READLN• 
FOR Jl=l TO NUHFUNC + 1 DO 

READ<ARREGLOCI,JJ); 
END<FOR>; 

.GRAFICACARREGLQ,NUHABS,NUHFUNC)' 
END, <~ROGRAHA PRINCIPAL> 

1,1,4) EJEMPLO 

Obtener la srafica Para las funciones S•n(x)· w (1/x>Sen<x) · 

en el int•rvalo <0,10> ".to111ando incre1r1entos d•· 0.2, L• eJecueion 

del r:rosra1111J GRAFICAS P8NI los Puntos sien.radas .Por dich•• fun­

ciones en iti interval~ d•do auedar.i• co1110 H •uestra •n las Po••i-

n•s sisuient••• 

·-.,' 

'. 

·' ' 



tkJH, DE pUNTOS MUESTRALES ?r NUH DE ORAFICAS ? 
so 2 

PUNTOS HUESTRALEB ? CUNO PllARENOLON> 
0.200 0.1990.9f3 
0~400 o.Ja9 0,974 
0.600 o.S65 0,941 
o.aoo·o.111 0.197 
1.0oo 0,141 0.141 
10200 Oef32 Oe777 
1e400 o.fes 0;704 
lo600 1,000 0.625 
lelOO 0,974 Oo541 
2.1000 0.909 Oo4SS 
2.200 o.aoa o.367 
2.400 o.675 0.211 
2o600.0,Sl6 0.198 
2.800.0,335 0.120 
3,000 0.141 0.047 
J.200 -o.ose -0.019 

,3,400 -0.256 -0.075 
3.600 -0.443 -0.123 
3;eoo .,.0.612 -0 •. 161 
4+ooo -o.757 -0.119 
4,200 -0.872 -0.201 
4,400 ..:0,952 -0;216 
4.600 -0.994 .,.0.216 
4,aoo -o.996 -0.201 
s.ooo -0.959 -0.192 
s.200 -o.&83 -0.110 
5,400 -0.773 -0.143 
5.600 .-0.631 -O,UJ 
s.aoo -o.465 -o.oso 
6.ooo -0.279 -0.047 
6e200 -0,083 -.Ot013 
6.400 0.117 0.011 
6.600 0.312 0.047 
6.800 0,494 0.073 
7,000 0.657 0.094 
7,200 0,794 0.110 
7,400 o .• &99 0.121 
7.600 0,968 0.127 
1.aoo 0,999 0.120 
e.ooo 0.919 0.124 
a.200 0,941 o.11s 
9,400 o.áss 0.102 
a,·,oo o, 734 o.oas 
1.aoo o.ses 0.066 
9.000 Oo412 Oo046 
9,200 0.223 0.024· 
9,400 Oo025·0o003 
90600 -0.174 -0.011 

• 
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1,2) HISTOGRAMAS 

1,2.1> INTRODUCCION 

En estadistíc•• al ouerer analizarse .•Jn conJunto de datosr 

es util distribuirlos en sruPos ordenados ll•••dos clases o cate-

sorias w d•ter•inar el nu111ero de ocurrencias d• los datos en cada 

el•••• siendo ••to l• frecuencia d• el•••• 

•i tados Por dos · Yalorear. cu1:10 valor int•r111edio PU9d• ••r usado 

P'ara reP'rel!lentar. •todo 111 intervalo. A ••t• valor se le conoce 

co•o P'Unto •edio de interv.alo de cla••• Una ord•nacion d• datos 

de esta ••nera es una distribucion d• frecuencia. 

. . . 
·Un _9JHP.lo de esto seria el t•ner el rii.,1•ero de alturas Hdi-

das en al•una Poblacion+ Se.· podrian orderillir estas al turas •n cla ... 

••• d• Por •J•• ... lo 1.so-1,60. •·• 1.60-1.10 ••, i1eo-1.90 •••.etc .• 

v ••dir cuanta• ••dides auedan co•Pr•ndidas '•n cada intervalo• es 

decir• s.u frecu•ncia. De ••ta for•a• se obt•ndrian ran•o• de al­

tura rePr•••ntados. Por un P'Unto ••dio de. int•rvalo de el••• <en 

caso serian 1.S!Sr 1.6l5r 1+75• •te,) Con Una COl'l'e9POl"ldiente 

' frecu!fnciar .· o sear lil nu•ero de individuos· cuwa altura estuvo en 

••e int•rvalo, 

La diatribucion de frecuencia •• •Plica en 111ucholl o.tros. ca­

so• tal•• co1110 •l coeficiente intelectual en una ,.oblacion• 111. 

calidad de un Producto •n una linea de Produccionr et.e. 

Un histo•rli•• •• una rePresentacion srafica de la dist,rib1..1· 

e ion de frecuencia en un conJunto de datos'· .Él obJeto d• ur1 hiw· 
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tosrama es facilitar la visualizacion de la distribuc:ion de fre-

cuenc:ia. 

Por c:onvenc:ion• en el eJe X se representan los intervalos de 

clase w sobre el eJe Y •• representan las frecuencias de clase. 

Es factible dividir las fr•cuencias ta111bien en intervalos • 

. Sobre cada intervalo de clase se constr~w• un rectansulo cu­

wa base representa el ta•ano del intervalo w cuwa altura rePre­

senta la frecuencia. 

1,2,2) PROGRAMA HISTOGRAMA 

.OBJETIVO: 

Crear a de Pares 

clase/frecuencia. 

DESCRIPCIONl 

El. pro•ri1111a aue Preser1ta111os li c:onUnuac:ion t~•n• co1110 iltnt.ril­

da el nu11ero de Pares a introducir•• w -PÍ:111~ttrior.111•nte lo• Pa_r•s 

clase/fr•cuenc;:ia en: si. El Prosra11a supon.• aue los valores del 

Punto · 111edio de- intervalo d• clase ·se dan en ordlÍn w aue ede1riasr 

. representan intervalos de clase isual••• 

El Pro1ra11a Per•i te la critacion de tantos h:l.sto1ra111as co110 

•• auiera. 

El for111ato d• la.•rafica ••el si•uienteS c•d• histo•r••• es 

en111arc:edo . con ·.una linea de eillr'!o• '+' v •• ••Parado d9 los otro• 

Por "'°' espacio. Considerando la linea de i•Presionr horizontal~ 

•ente •• representan las frecuencias <•J• V> v vertical•ent• las 



clases <•Je X>, Verticah1ente 1:1 del lado izauierdo• •• colocan 

nu111eros au• r•Pr•••ntan cada Punto •edio d• int•ryalo d• cl•se. 1:1 

horizontal••nt• Y arriba •• ••crib•n los valores correspondientes 

a cada divi'sion (o intervalo) d• las frecu•nci••• L'as frecuencirJs 

w Por tanto; •U• •tiauet•• corresPondient•s se •rafican en rel~~ 

cu•ncia ocupa toda la •rafica. Cada frecu•ncie'es rePre••ntad• 

.,.or tr•• lin•a• d• a•t•riscos de un ta•ano au• la HPr•••nta w 

todas , ••t•n · ••Parada• Por una lin•• Punteada aue •arcli, ade•H•• 

los intervalos de frecuencia. 

' ' 

lo• de freC:uenc:ia w el ••Pacio·,.arli Hcribir·el valor d•l ,.unto 

••dio de intervalo dtt cla•~ ,.u.den ••r determinados a •u•t.o del 

usuario .. ediant• el •an•Jo.de las conatant•• del Pro•r••• TAHA­

ORAF, PRIHLINEA w DIVISIOtfEB• rHpiectivHente. 

La .eleccion d• ••tos valor•• esta li•it8da "'ºr el hecho de 

aue •l t .. ana de la •rafica no deb•.••r •avar ~el 'de la· linea 

~. i•Presion (LINEAIHPRES>r "'ºr aue las divi•ion•• de frecuencia 

corr•s,.ondan a un valor entero d• caracter.ts de 1•,.resion.w "'ºr 

aue las etiauetas no •obre,.asen •1 ••,.•cio asi•nacla. 'El •i~uiente 

dia•ra•a r ... res11nta •1 sentido d• cada constante en •1 Pro•ra•aS 

+ .+ 

L..-.v--J----------------------~ PRIHLINEA N DIVI8IONEB DE H CARACTERES 

TAHAORAF 

LINEAIHPREB 

. ·.~: 



Lac;; 111ismas l•odicione!'\ e><Pre1rndss wr1 forma matemati.ca sor1I 

i>TAHAGRAF· <'·' LINEAIHPRES 

2> 2 t PRIHLINEA + (INTERVALO * DIVISIONES> = TAHAGRAFr don-

de INTERVALO es un nu111ero entero. 

3>Valor H•ximo de Clase < 10 ** Tamano Permitido ~ Valor Ha­

xi1110 de Fr•cu•ncia < 10 ** T•••no Permitido. 

Por eJ•111,.lor con une UnH d•i111Presion <LINEAIHPRES> de eo, 
·u~l'ici corree.to hacér un hi~to!llr~ma de 68 carac.teres <TAHAGRA~) de 

6 divisiones <DIVISIONES), con un taHno de intervalo <INTERVALO> 

dr. 10 "' eon la Primer• linea. <PRIHLINEA> de 6. 

1111un• falt• d•l cu111Plbie•t.o d• ••t•s condicion•• sera .avi­

sad~ "'ºr el _,.ro!llra~a. 

ALGORITMO EN PSEUDOCDDIGDI 

PROGRAHA HISTOGRAHA 

VARIABLES 
LIMITE 
I 
N 

USO TIPO FUNCION 
- Constante Ta••no del •rrelllo 
- Entiu~o Cont•dor 
E 'Entero Nu••ro de ,.ar•s d• datos 

.. :-' 

.CLASE EIS' Arre~lo ·. V•lorH de Punto ••dio de 
de RHles intervalo de clHe' 

FRECUENCIA . · E/S Arre!illo Valo.rH de frecuenc:is 
de Reales. 

PHudocodilfol 

BEGIN 
Pide datos 
Lee N 
WHILE not eof·DO 

.. FOR ! 1 • 1 T.O. N . . . . 
'·. 

Le• CLABECIJ v FRECUENCIACIJ 
CALL HISTOORAHA. <N• CLASE1 FRECUENCIA'> 
lee N . 

END .,,· 



,,,-~ 
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SUBRUTINAS 

1> HISTOGRAHA <Nr Xr NX> 

ObJativo: Crear la si'afica de un·histosra111a a Partir de los 
valo~es aue 1• son dados. 

VARIABLES uso TIPO FUNCION 
N E Ent•ro Numero de Par•• d• valores 
X E Arr•tHO Valores d• Punto 111edio de 

de R•al•s intervalo d•. clase 
NX E · Arr•lllo Valores d.e fr•cuencia 

DIVISIONES 
de R••l•• 

L ·Const•nt• NUIHro d• int•rvlllo• d• fr•cuencia 
PRIMLINEA L Const•nte Ta111ano de ni••r•. ,Parh. d11 ·la linH 
TAHAGRAF L constante T•111ano d•· la !!llr•fic• 
LINEAIHPRES L · constant• T•111•no lin•• de illll"resion .. 
INTERVALO E/S.Entero THano. d• interv.•los d• f.r•c•Jench 
NXHAX E/B Rit•l H•xi1110 valor de frecuencias · · 

IEGIN 
CALL HAXI"O CNXr NXHAXr N> . 
CALL ETIQUETAS (NX• NXHAXr INTERVALO> 
CALL CREAFGRAFICA <Xr NXr Nr NXHAX) 
Saltar un renlllon 
asillna a NXHAX • 
END ,,.,-,. 

1.2> ETIQUETAS. CNHAXr INTERVA>. 

ObJ•t.'ivot. Coloc:ar ·los Y•l,ore• cor~ •• ~o~di•M.H • lo• 
intervillo• d•. fr•cueni::t• •n l• l"•rt.• ... u,.•rior de 1• 
•r•tic• Hllún h• divisiones marcad••· 

VARIABLES 
ARRE 

NHAX 
I 
INTERVA · 

ESC 

PASO 

·CORRECTOR 

USO TIPO . FUNCIDN 
E Arrelllo Ouard~ c•rac:teres d• lin•• dit .••ltd• 

Caract•n• 
E · Real HaHi1110 valor d• frecuencia 

. E . Entero 

L RHl 

L. Real 

L Booleano 
' ' 

Guarda valor d.tl 'int.rvalo 
(•ri CeHCterH) .. 
T•••no ~•1 int•rv•lo d• fr•cuencia 
<en ··nu111•ro> · · 
ou•rda valor•• SUCHiYo• d• 1 .. , 
etiGU•tH 
Indic•dor d• correccion ~· for111sto· 

• < .. ) 



Pseudor.odisol 

BEGIN 
Inicializ• varibles 
C•lcula PASO 
Calcula INTERVA 
IF divisínn incorrecta THEN 

Handar 111eni;aJe 
JF etiauetas no caben en el espacio asi~nado THEN 

Handar 111ensaJ• 
CORRECTOR <--- false 

DibuJa 111arco superior 
Escribe t.i tulot1 
Escribe etiaueta O 
FOR J l= 1 TO DIVISIONES DO 

Escribe etiaueta de intervalo de frecuencia w un punto divisor 

Saltar un ren~lon 
END 

1.3) CREAGRAFICA (X, NXr Nr NHAX> 

DbJetivol Delinear la drafica del histasra111ar traduciendo 
nu111ericos de los d•tas a sus·eauivalentes !fraficos. 

VARIABLES 
X 

NX 
N 
NHAX 

I, J, 1( 

LSAL 

CORRECTOR 

USO TIPO 
E Arrelllla 

de Reales 
E Arre!flo 
E Entero 
E Real 

L 
L 

L 

Enteros 
Arrellllo de 
Caracteres 

Booleano 

FUNCIDN 
Valor•• de Punto ••dio de 
interval~ de clase 
Vali:Ú·•• de frecuencia 
Nu111ero d• Pares de valores 
HaHi1110 valor de frecuencia 

a rePr•••ntar una frecuencia 
Contador•• · 
Linea de salida aue suarda 
uri nu••ro de asteriscos 
correspondiente a la frecuencia 
Indicador de correccion de for111ato 



Pseudocodi!iol 

BEGIN 
Inicieliz• CORRECTOR 
Coloca marco derecho e izouierdo en LBAL 
FOR I I= 1 TO N DO 

END 

Calcula NXBALI 
CALL LINEAPUNTO <LSAL> 
CALL LINEABLANCO <LBAL> 
E·scrib• .. untos ••Paradores 
Coloce NXSALI asteriscos en LSAL 
Escrib• LSAL 
Escribe velor correspondiente a Punto 

11edio d• int•rvelo d• claH CXCIJ) sobre PRIHLINEA 
IF XCIJ no cebe en PRIHLINEA THEN 

CORRECTOR <--- felse 
Escribe LBAL w une vez mas 
CALL LINEABLANCO CLSAL> 
CALL LINEAPUNTO CLSAL> 
IF CORRECTOR = false THEN 

Mandar ••nsaJe 

1 • J • 1> U NEABLANCO C LSAL II > 

ObJetivo: Coloca blancos •n LSALI 

1.J.2> LINEAPUNTO CLBALII> 

ObJativol Coloca .. untos en LSALI H!ilun las divisionits w 
el intervalo·dado. 

·,. 
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1,2,3) LISTADO DEL PROGRAMA 

PROGRAM HISTOORAHA C INPUT'. OUTPUT >f 
CONST 

.. LIMITE ., 20J 
TYPE 

ARREO= ARRAY Ct •• LIMITEl OF REALf 
VAR 

I• N 1 INTEGERf 
CLASE• FRECUENCIA 1 ARREGf 

PROCEDURE HI~TOGRAHA CN INTEGERJ X 1 ARREOt NX 
CONST · . . 

·.DIVISIONES • 5t 
TAMAGRAF • • 62f 
LINEAIMPRES = 132J 

VAR . 
· INTERVALO 1 INTEOERf 

NXHAX . : REAL f 

ARRE.OH 

<BUSCA EL VALOR HAXIHO DEL ARREGLO> 
PROCEDURE HAXIHO CARRE 1 ARREOf VAR HAX 1 REAU N ' INT~GERH 

·. VAR .. 
·. J 1 INTEGERI. 

BEGIN. . 
J I= U 
HAX I• ARRECJJf 

. FOR J 1 • 1 TO N DO · 

IF ARRECJJ > HAX··tHEN 
HAX. l• ARRECJU . 

END <FOR}J · .. 
· END <PROCEOUREn 

<ESCRIBE ETIQUETAS. EN LA LINEA DE SALIDA> . 
PROCEDURE ETIQUETAS . CNHAX 1 REALf VAR INTERVA 1 INTEOER> f VAR . . . . . .· 

. J 1 INTEGERf 
ESC•. PASO. 1 REALt . 
CORRECTOR 1 BDOLEANf 

l.lEGIN ' 
ESC I• Of . . 
CORRECTOR . : • TRUEt . . 
PASO I• NHAX/DIVISIONESf 

. " 

INTERVA :• RDUND CCTAHAGRAF - PRIHÜNEA - 2> / DIVISIONES>f 
IF 2 + PRIHLINEA. + DIVISIONES * INTERVA <> TAHAGRAF THEN 

WRl'TELN. e 'DIVISION INCORRECTA DE LINEA DE SA~IDA 1 > f 
IF CROUND UOO * NHAX» I 100 '>• 

ROUND .CÉXP C CINTERVA' - S> * LN < 10>)) THEN 
IEGIN · .. . ·, 
WRl1'E C'TAHANO DE INTERVALOS NO ES SUFICIENTE. ')J 



WRITELN <'PARA ESCRIBIRSE EN EL ESPACIO DE ETIQUETAS'); 
CORRECTOR I= FALSE; 
END <JF>t 

FDR J 1• 1 TO TAHAORAF DO 
WRITE <'+')I 

WRITE· ('' 1 LINEAIHPRES - TAHAORAF> 1 
.WRITELN <'PTO, HEDIO DE INT, DE CLASE/FRECUENCIA -->'>I 
WRITE <'+'>; . 
WRITE <ESC 1 PRIHLINEA - 1 1 2>1 
WRITE <'•'>f 
FOR J I• 1 TO DIVISIONES DO 

BEOIN 
.ESC I• ESC + PASOJ 
WRJTE CESC 1 INTERVA - 1 1 2H 
WRITE < ' • ' >f 
END <FOR>f , · 

WRITE < '+' > ; . .. . . 
~:l~~R~~~~~RL!N~=~=:R~=E~.TAHAORAF>t 

WRITELNf 
END (PROCEDURE>f 

<ORAFICA LOB DATOS> . . . 
PROCEDURE CREAORAFICA OC 1 ARREGf NX 1 ARREOf N .1 INTEBERJ 

NHAX ·.t REALf INTERVA .1 INTEOER>f 
TYPE · . . 
. . SALI • ARRAY U• 1TAMAORAF:J OF CHARJ 

.· VAR 
Ir· J, Kr NXBALJDA 
LBAL· 
CORRECTOR 

a INTEGERJ 
: BALif 
: IOOLEANf · 

<LLENA LA LINEA DE BAt.;IDA CON BLANCOS> .. 
. PR(JCEDl,IRE l.JNEABLANCO CVAR, LBALU I SALUf 

IEGIN . 
FOR J t• 2 TO TAHAORAF· - 1 DD', 

.. LSALllCJ:J ·1= ' '.f 
END.<PROCEDURE>f 

<COLOCA PUNTOS PARA DIVIDIR INTERVALOS> 
PROCEDURE LINEAPUNTO e VAR LSAL n .. t BALI )f 

. BEBJN 

BEPIN 

FOR .. J I• PRIHLINEA + 1 TO. TAHAGRAF -· 1 DO.: 
IEGIN . 
LSALCJ:J.1• '•'f 
J I• J + INTERVA - 1; 
END <FOR>f 

END <PROCEDURE>f 

·CORRECTOR-!• TRUEP 
i.:SALC1J I•. '+' f 
LSALCTAHAGRAFJ t• '+'f 
FOR .1 I= 1 TO N DO 

BEGIN 
NXBALJDA I• ROUND CCNXCIJ I _NHAX> * CTAHAGRAF,,,. 

'::. 

.. ·' 



PRIHLINEA - 2)) + PRIHLINEA + 11 
LINEABLANCO (LSAL)f 
LINEAPUNTD (LSAL>J 
FDR K I= 1 TO TAHAGRAF DO 

WRITE <LSALCKJ)I 
WRITE C'' : LINEAIHP~ES - TAHAGRAF>I 
FDR J I= f'RIHLINEA + 1 TO NXSALIDA DO 

LSALCJJ I= '*'; 
FOR.K 1= 1 TO TAHAGRAF DO 

WRITE <LSALCKJ>I 
WRITE <'' 1 LINEAIHPRES - TAHAGRAF>f 

.WRITE < '+'H 
WRITE 'CXCIJ 1 PRIHLINEA - 2 1 1)1 
WRITE<, I)' 

IF <RDUND <10 * XCIJ)) / 10 >= 
ROUND <EXP <<PRIHLINEA ~ 5) * LN (10))) THEN 
CORREC.TOR 1 = FALSE 1 

,FOR t< :,,; PRIHLINEA + 1 TO TAHAGRAF DO . 
WRITE <LSALCKJ>I 

WRITE <'' : LINEAIHPRES- TAHAGRAF>f 
FOR K I= 1. TO TAHAORAF DO 

WRITE <LSALCKJll 
~RITE. :C 1 ' . : LINEAIHPRES - TAHAGRAF) 1 
END <FClR>I 

LINEABLANCO <LSAL)J 
LINEAPUNTO CLSAL)f 
FOR K; I • 1 TO TAHAORAF DO 

WRITE <LSALCKJ)I 
WRÍTE. «"' : LINEAIHPRES - TAHAGRAF> I 
FOR J.:= 1 TO TAHAGRAF DO 

WRITE < ~+' > f 
WRITE <'' J LINEAIHPRES - TAHAORAF>; 

. IF CORRECTOR = FALSE THEN . 
BEGIN' . . . . . 
WRITE <'FRECUENCIAS DEHABIADO GRANDES PARA ·'>f 
WRITELN <'ESCRIBIRSE. CORREGIR PRIHLINEA'>J · 

' END <IF>I ' ' . . ' 
END <P~OCEDURE>f 

BE GIN 
HAXIHO <NXr NXHAXr NH 
ETIQUETAS <NXHAXr INTERVALO>f 
CREAGRAFICA <X• NXr Nr NlCHAXr INTERVALO>; 
WRlTELNJ . . , . 
END <PROCEDURE PRINCIPAL>f 

< PROGRAMA PRINCIPAL > 

BEGJN 
WRITELN <'NUMERO DE DATOS?'>J 
RElllD <N>f 
WHILE NOT EOF DO· 

.BEGJN 
WRITF. <"PARES? DE VALORES <CADA PUNTO MEDIO '>J .. 

30 

.,'' 

WRITE <'DE INTERVALO DE CLASE CON S.U CORRESPONDIENTE 'H 
WRITELN <'CANTIDAD DE·SUCESOS)')J . 
FOR I I • 1 TO N .DO 



READLN <CLASECIJ, FRECUENCIACI1>F 
HISTOGRAMA (N, CLASE, FRECUENCIA>• 
WRITELN <'NUMERO DE.DATOS?'>• 
READ 00 f 
END. -CWHILE> 

END. 

1.2.4> EJEMPLO 

ciertos •rbolits •n r•lac:ion • 1•• .•1 ti tudas • las au• •• · enc:u•n­

tr•n en una deter•in•d• are•• Si c:u•nt• con l• •i•ui•nte t•bla.de 

distribuc:iorl de frec:uenc:i•• obt•ner h •rafic:• de un histona1u1 • 

P•rtfr ·de los datos. 

R•n•osde Altur• No'de nbolH ·<ltn c:ierh •r••> 
2090-2100 6 

. 21.00-2200 3 

2200-2300 21' 

2300-.2400 .57. . . 

2 .. qo-2500 101 

. 25~0'.'."2600 166 

2600.:..2700 179 

2700-2800 . 139 

2800-2900 122 

2900-3000 71 

3000-3100 29 

.3100-3200 2 



CORRIDA 

NUHERO DE DATOS? 
11 

32 

PARES DE VALORES'i' <CADA PUNTO HEDIO DE INTERVALO f)E CLASE CON 
CORRESPONDIENTE CANTIDAD DE SUCESOS> 

2050 6 
2150 3 
2250 21 
2350 57 
2450 101 
2::150 166 
2650 179 
2750 139 
2850 122 
2950 n 
3050 29 
3150 2 



. ' 
... ~·· 

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
PTO. HEDIO DE INT. DE CLASE/FRECUENCIA --) 
+ o.oo. 35.eo. 71.60. 107,40, 143.20, 179,00.+ 
+ ' .+ 
+ *** .+ 
+ 2050.0 *** .+ 
+ *** .+ + .+ 
+ ** .+ 
+ 2150.0 ** .+ 
+ ** .+ 
+ • .+ 
+ ******* .+ 
+ 2250.0 ******* .+ 
+ . ******* .. . + 
+ • • .+ 
t ***************** • . . + 
+ 2350.0 ***************** .+ 
+ ***************** .+ + • • • • + 
+ ***************************** • .+ 
t 2450.0 ***************************** • .+ 
t ***************************** • .+ + • • • • • .+ 
+ *********************************************** .+ 
+ 2sso.o *********************************************** .+ 
+ *********************************************** .+ + • • • • • .+ 
+ ***************************************************• 
+ 2650.0 ***************************************************+ 
+ ***************************************************+ + • . • • • • .+ 
+ ****************************************· .+ 
t 2650.0 ****************************************· .+ 
+ ****************************************· .+ + • • . • • .+ 
+ *********************************** .+ 
t 2950.0 *********************************** .+ 
t *********************************** .+ + • • • ..+ 
+ ********************* .+ 
+ 2950. o ********************* • . + 
+ ********************* .+ 
t ·• .+ 
+ ********* • .+ 
+ 3050.0 ********* • . • .+ 
+ ********* • . + + .+ 
+ ** .+ + 3150.0 ** . . .+ 
+ ** .+ + • • • • • .+ 
++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++ 
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1~ .. ·.· 
2,1) INTRODUCCION 

La teorie d• rHtric•• ti•n• su orhl•n •n los trabaJos de 

tres matematicos in~l•••st Hamiltonr Silv•rst•r w Cawlew• ~ubli-

e ad os al rededor de 1850, Desde entonces ha sido •Jr1a de las ramas 

de la 1Hte111atica de mat'I fecunda ill"licacion en los mas diversos 

campos de la ciencia• t¡11n indispensable Para ouienes trabaJan en 

disciPlinas tales c.01110 la fisic., la in••ni•rb, la estadist.:i.car 

la economia• la ad111inistracionr l• l"sicolo•iar la sociolo•ia• 

etc. 

A Pesar de todo• aun how exi•t• un •ruPo nu111•roso de Profe­

sionales r10 familiarizado con esta nrateria. A continuacion Pr•"." 

senta111os los concel"tos basicosr antes d• su 111an•Jo en la co1111"uta• 

doral 

ca111Poo I<• distribuido en • r•n•lon•• w n colu111nast s.:i d•nota•o• a 

una matriz con la l•tr~ Ar entone•• la 111at~:iz A ti•~• la for111at 

Se dice aue esta•• una 111atriz d• 111 Porno bi&nr.dio 111><n• 

Los elementos d• la matriz• como •• m•nciono P•rt•n•cen a un ca111-

PO K <realesr co111PleJos• funciones en el ••Pecio d•l tiemPoor 
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&te.>. 

Al ••r una 111atriz un arreslo ordenado de elementos. esto 

Permite aue 11 aplicar cierta metodolo9ia a dicho arre•lo •• ob-

tan9an una s~rie de resultados aue respondan a los interro~antes 

"ºr los aue •• ori•ino el arreálof antre alsunos de lo• Procesos 

en los au• •• utilizan arrealos ••triciales se tienel J•rarauiza-

cion d• actividades• almacena111iento de datos• inventarios• repre-

sentacion de sistemas dina111icos• sist•111as de ecuaciones• etc. 

Debido 1 la distribucion ,.articular aue Pr•sentan los ele-

mantos de una 111atriz• &stas se clasifican en distintos arupos en-

tre los aue se tienenl 

A = [~ 
. 3 

~ ~~J. 
1 -7 

b>Hatriz Nula. Es amuelh 11atriz de eualauier ord9n en la 

aue ag =O Para.todo i ~ J ~ 1 ••• N, o sea, en la aue t~dos sus 

ele111entos son nulos. Se ·rePresenta e~n la letra o. EJe~~lot 

O = B • [º O º] o o o 

c>Hatriz Identidad. Es una 11atriz cuadrada •n la cual los 

•leHnt.os d• la dia•onal ,.rineijií.al <Huella au• va d•l eNt.r••o 

su,.•rior· izauierdo al •Ktr••o inf•rior der9eho) son unitarios w 

triz H 

nulo•• es d•eir• eí.) • o, i<>JJ cLj = 1, i • J, Esta ••­

denota eon In dond• 'n' •• el ord•n d• la aatriz, EJ••-



I . 
4 [

1 o o] • o· 1 o o 
o o 1 o 
o o o 1 

3'7 

d>Hetriz Diellonal. Es una inatriz cuadrada c:uwos eht••nto111 

son ceror con exce,.cion d• los aue tor•an la diallonal Principal• 

es decirr ~ij • O si i<>J. EJ••Plol 

ún tiPo ••Pec:lal d• Htriz di .. onal ·~ aau•lla •n l•'•u• to­

dos los. •l•••ntos DiJ d• la ,d:lallonel ,.rindPel son illuel~s •: Este . 

. ti .. o d• Htriz se denoain• 'aetriz escalar~ ~J .. ,.l_ol 

E. [U !] 
Partir· d• una aatriz A interca11biendo rendones "'ºr á~lullinHr •• 

t t. . 
ªJt • S• denote "'ºr A • EJHPloJ 

A • 
• 12 
• 22 

-t ¡· 11 .• 21i · 
A • • e . 

,12 22. • • • 
13 23 

t>Hetriz Si••trica. Es acau91le Htriz cuadrada au• •• i!1uaJ, 
t 

• su tr.ns,.ueste o A • Ar H d•cirr •tj • ªji. Pare todo irJ • 1 

••• N. EJ••PlOI 



A • [-i -~ ~ l 
7 e 6j [ 

2 -3 
A't. = -3 4 

7 e 

38 

:J 
Con el conJunto de matrices se define un al•ebra con las 

operaciones si•uientes: Su11ar multiPlicacion Por un escal•r ele­

••nto de K w l• multiPlicaccion matrici•l• 

El Producto de un esc•l•r Por una aatriz se define asi: Sea 

x en K w A una '11atriz cu•lauier entonces KA = (><•Ll ) = c¡_j • Para 

todo i w J, EJe11Plol 

)( = 3 

• = [: : J 

. ~: ::] 
·C), 

Para usos practicos no es n•c•••ria i11Pla11ent•r una subruti­

na Para ••t• fin. Observacionl LH ••tricH •ucn .'~on ea11Ponentes 

en un .ca11po Kr for11•n un· espacio vectori•l·sobre K. 

,. 

·.1. 

··:· 



2,2) SUMA DE MATRICES 

2.2,1> INTRODUCCION 

Se define la adicion de matrices solo cuando tienen el mis•o 

orden. Se d•fine la matriz e ~ A + 8 co•o aauelle matriz cuwa 

componente en el ren•lon 1 11 w la colu11na •J• esl 

c "' a + b 
iJ iJ iJ 

La resta de ~•trices es eauivalente a multiplicar escalar-

•ente una matriz Por -1 w su11arla •otra• ••·decirl 

A - B • A + <-B> 

2,2,2> PROORAHA SUHAT 

OBJETIVOI 

Obhn•r i., su•• ••.tricial dti· uno o vario• Pares d• ••trie•• 

de la •i••• di••nsion. 

DESCRIPCION 

El Prosr••• efectua h su•• de do• ••trie••· A .., 8 d• orden 

H>eN los datos aue s• b daran son los valores d• H w Nr •.de•H• 

los co•ficientes de las ••trie•• a •u•ar, 8• r•co•i•nda dar .los 

comp.:>nent.-es .de· las ••trices rendlon "ºr rendlon .Para evitar 

•auivocacion••• 

... j 

·, •. 
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ALGORITMO EN ~SEUDOCODIGO 

PROGRAMA PRINCIPAL 

USO TIPO FUNCION VARIABLE 
REN Conr.tant.e Numero maximo de renslones Para 

la matriz us~da en al Prosrama 
<es niodificable). 

COL 

e 

N• M 

Pse•.idocodiso: 

BEGIN 

Constante 

E Arreslo 
de reales 

E Arreslo 
de reales 

E. Entero 

Numero ma:dmo de columnas Para 
la matriz usada en el Prosrama 
<es modificable), 
Matrices usadas para ha;er.la 
oPeracion matricial. 
Matriz aue contiene la suma de 
las matrices A w B. 
Son las dimensiones de las ma­
trices a sum~r. 

Escribir letr~ro de entrada 
leer M w N 
WHILE no sea fin de archivo DO 

CALL LEEHAT (ArHrN> 

ENI1, 

CALL LEEHAT (BrHrN) 
CALL SUHAT <ArBrCrHrN> 
Escribir letrero de salida. 
Escribe letrero Para Pedir m•s datos. 

SUBRUTINAS 

ObJetivo: Est• s•Jbrutina lee una matriz de orden HxN• [1 ea el .. :, 

nombre de la matriz. 

ObJetivol Esta subrutina escr·ibe una matriz de orden HnNr estos 

~alores le entran como Parametros asi com~ la matriz a escribir. 

3) SUMAT <ArBrCrHrN) 

ObJet.ivot Efectuar la suma matrir.ial de dos matrir.es del 111is1110 
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orden1 las matrices sumando son A ~ B1 la matriz C es la matriz 

suma. 

VAR:CABLE uso TIPO 
.A E . Arre~Jlo 

de reales 
B .E Arresllo 

de reales 
e s Arreálo. 

de reales 
M1 N E Entero 

Pse•Jdocodi !:lo i 

BEGIN 
FOR I := 1 TO H DO 

FOR J f= 1 TO N DO 

FUNCION 
Matriz sumando de orden M><N• 

Matriz sumando de orden HxN. 

Matriz au• contiene la suma de 
las matrices A w 9, 
Parametros QUe indican las di111en-
sienes de las matrices a sumar, 

CtI1JJ 1= ACI1JJ + BCI1Jj 
END+ 



2.2.J) LISTADO DEL PROGRAMA 

PROGRAH SUHAT <lNPUTrOUTPUT>; 
CONST 

REN "' 12; 
COL = 10J 

TYPE . . 
HATRIZ = ARRAY[1,,RENr1ooCOLJ OF REAL; 

VAR 
Ar Br C 1 HATRIZ; 
Nr H 1 1 .. RENf 

PROCEDURE LEEHAT <VAR D t HATRIZf Hr N 1 INTEGER)f 
VAR 

Ir J 1 INTEGERI 
BEGIN 
FOR 11= 1 TO H DO 

FOR JI= 1 TO N DO 
READ<DCirJJ)I 

WRITELN 
END<*LEEHAT*) 1 · 

PROCEDURE ESCHAT <D HATRIZf Hr N 1 INTEGER>; 
VAR 

Ir J : INTEGERf 
BEGIN 
WRJTELNI 
FOR I I= 1 TO H DO 

BEGIN 
.WRITE C ' [' > I 
FOR J I= 1 TO N DO 

, WRITE <DCirJJ 12 4)f 
WRITELN C'J')I 
END 

END<* ESCHAT *>; 

PROCEDURE SUHAT (Ar 8 HATRIZf VAR C 1 MATRIZ; 

VAR 
Ir J 1 INTEGERJ 

BEGIN 
FOR I I• 1 TO H DO 

FOR J I= 1 TO N DO 
CCirJJ I• AClrJJ + BCirJJ 

END<* SUHAT *>f 

H• N ·1 INTEGER>t 

< PROGRAMA PRI~CIPAL > 

BEGIN 
WRITELN <'DAR LAS DIMENSIONES DE LAS•HATRICEB ')f 

· READ <HrNl 1 . 
WHILE NOT EOF DO 

BEGIN , 
WRITELN ('DAR 1c.onF-DNEtiTESI DE LA MATRIZ A'H 
LEEMAT <ArHrN> ~ 
WRITELN ('DAR COMPON~HTE:3 DE LA MATRIZ B' >} 
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END 
END. 

LEEHAT CB1M1N>; 
SUMAT <A1BrC1M1Nl1 
WRITELN <' LA HATRIZ SUMA ESJ')f 
ESCHAT <C1H1N>• 
WRITELN; 

¡p 
,.;J 

WRITELN (' DAR LAS DIMENSIONES DE LAS MATRICES '>• 
READ <H•N>I 

2,2,0 EJEHPLQ 

Una emPr••• fabrica loa Producto• A• B• Cr ou• se procesan 

en los tall•r•• T1r T2r T3• ~ T4. Si las •xist•nciaa al Principio 

de· semana sont 
A 8 C 

Tl 200· 380 215 
T2 !500 250 215 
T3 600 225 150 
T4 660 380 220 

A B C 
T1 60 10 57 
T2 95 ··65 60 
T3 90 100 110 
T4 7!5 80 SS 

. D•t•r•ine la Producc:ion total cau• t•ndra •1 inv•ntario 1111!1•­

n•l si •• ••b• CIU9 la ••Pr••• no hiza ritPartos •n l• ••••n•• 

La soluc:ion a este Proble••• introduc:i•ndo dir•c:t•••nt• lo• 

DAR DIHENSIONES DE LAS MATRICES 
4· 3 

DAR COHPOlfEHTES DE LA HATRIZ A 
200 380 275 
500 2!50 215 
600 225 150 
660 380 220 

DAR COMPONEHiES DE LA HATRIZ B 
60 70 57 ' 
·95 65 60 



r,•o 100 110 
75 80 55 

L~ HATRIZ SUHA ES: 

260.0000 
595,0000 
690.0000 
735.0000 

450.0000 
315.0000 
325.0000 
460.0000 

332.0000 
275.0000 
260.0000 
275.0000 
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2,3) HULTIPLICACION DE MATRICES 

2,J,1) INTRDDUCCION 

Para efectuar el Producto •atricial entre dos matrice11 dadali 

al nu•ero de colu•na• de B. Esta condicion s• conoce co•o confor-

•idad Para •UltiPlicaeion d• ••trie••• es decirl si A •• d• ord•n 

HMN ~ B •• de orden NxSr se d•fine el Producto AB co•o la ••triz C 

de orden HMS cuwa •entrada (i,j)' •• idual al 

Cab• ••ncionar Gue el Producto ••tricial •• distributivo r••­

Pecto • 1• su••• •• asociativo 1:1 no •• con•utativor •• decir cu11-

Pl• can 1 .. PrDPi•dad••l dadas 1•• ••trices A• B•_C eontor•ables. 

a> ACB + C) • AB + AC 

e> A<IC> • <Alt>C 
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2.3,2) PROGRAMA MULTMAT 

OBJETIVO! 

I111~lementar el Producto matricial de matrices conformables en 

la comPutadora1 para varias PareJas de matrices conformables. 

DESCRIPCION 

El Prosrama multiplica cualauier Par de matrices conformables 

hasta de orden 12x101 en caso aue se auieran multiplicar matrices 

de ma~or orden. modificar las constantes del Prosrama REN ~ COL 

sesun se reauiera. Si se auiere multiPlicar dos matrices de orden 

LxM ~ MxN1 el Prosrama P&dira dimensiones de las matrices a multi-

Plicar; se deben dar tres valores! L1 H ~ N en este orden, Se re-

comienda dar los •c•n.~:.,n.ent.esl de las 11atrices Por remllon"s' Para 

111eJor claridad. 

ALGORITMO EN PSEUDOCODIGOI 

PROGRAMA PRINCIPAL 

VARIABLE uso TIPO FUNCION 
REN Coristante Nu111ero maxi110 de ren•lones Para 

la 111atriz usada en •1 Prosra11a 
<es 111odificable>. 

COL Cor1!itante Num•ro 11axi110 de columnas Para 
la 11atriz usada'en el Pro!!lrama 
(es 11odificablel. 

A E Arre•lo Matriz Pre111ultiPlicad~ra de ord-
•n LKH. 

B E Arre•lo Matriz Post111ultiPlicadora de ord-
en M1-.N, 

e s Arre!!llo Matriz Producto de· orden l.xN, 
LrHrN E Entero Son las di111ensiones de las matrices 

a 111ultiPlicar. 



Pseudocodisol 

BEGIN 
Leer dimensione• de las matricesr Lr H w N. 
WHILE no sea fin de archivo DO 

CALL LEEHAT (ArlrH) 
CALL LEEHAT <BrHrN) 
CALL HULTHAT <ArBrCrLrHrN> 
Escribe l•trero de salida 
CALL ESCHAT <CrLrN) 
Leer di•ensione& Para otras ••trices. 

END, 

SUBRUTINAS 

1) LEEHAT <DrHrN) 

<L•• un8111atriz de orden HxN·, ver sec. 2.2.2),. 

2> EBCHÁT (D1PD2rPrLrHrN> 

3) HULTHAT<D1rD2rPrlrHrN) 

VARIABLE .uso TIPO FUNCIDH 

47. 

D1 E Arr••lo Hatriz ,.rHulti,.lfoadon dit ord-
de re•l•• 

D2 E Arre•lo 
de reales 

p s Arre•lo 
de r••le• 

AUX L Real 

BEGIN· 
FOR I t.,¡ 1 TO L DO 

. FOR J t• 1 TO N DO 
AUX <--- O 
FOR K tm 1 TO H DO 

en LKH. 
H•triz f>o•t1tultiPlic•dora de ord• 
en H>iN. 
H•triz ,.roducto de orden LKN. 

Variable auKiliar. ~•r.• 
el Praduc:to ••trieii•l• 

efectuar 

AUX <--- AUX + D1CirKJ * D2CK,JJ 
PCirJJ <.,.-- AUX 

END; 



2.3.3l LISTADO DEL PROGRAMA 

PROGRAM MULTHAT <INPUTrOUTPUT); 
CONST 

REN = 12; 
COL = 10; 

TYPE 
MATRIZ~ ARRAYC1 •• REN.1 •• coLJ OF REAL; 

VAR 
Ar Br C HATRIZf 
Nr H rl 1 1 .. RENI 

PROCEDURE HULTHAT <D1r D2 : HATRIZI VAR P 1 HATRIZI 

'· 
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Lr H, N 1 INTEGER>f 
VAR 

Ir J•K : INTEGERI 
AUX : REAU 

BE GIN 
FOR I l= 1 TO L DO 

FOR J l= 1 TO N DO 
BE GIN 
AUX := o.Of 
FOR K f= 1 TO H DO 

AUX I= AUX + DlCirKJ * D2CKrJJf 
PCirJJ I• AUXI 
END 

END<* MULTHAT *>; 

{ PROGRAMA PRINCIPAL 

BEGIN 

> 

WRITELN <'DAR DIHENSIONES DE LAS HATRICES'>f 
READ <LrHrN>; 
WHILE NOT EOF DO 

END. 

BEGIN 
WRITELN ('DAR C(l"1POrlEHTe~> DE LA HATRIZ A'); 
LEEHAT < ArlrH> 1 
WRITELN <'DAR •:.0•1i::eitiEHTES DE LA HATRIZ 8'); 

.. LEEHAT <BrMrN> f 

END 

KUL THAT °<A• BrC •LrMrN>f 
WRITELN ( ' LA MATRIZ PRODUCTO ES 1 ' ) ; . 
ESCHAT (C,L1N>I 
WRITELN <' DAME LAS DIMENSIONES DE LAS HATRICES ') f 
READ <LrHrN) 1 

2.J,4> EJEHPLO 



'. ·., ' 
', ·, 
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Un asricultor Produce 3 Productbsr mai%r triso 1:1 cebadar con 

tr•s factol'•• d• Produccionf ti•rra• n1ano de obra 1:1 1:1ulita de bu•­

w•s• Li1•· unidadH (1"cir •••ana> llu• r•muiere. d• cada factor de l"ro­

', diJccion l"ara t•n•r una bu•n• cosecha •onl 

r- ~ 
~\ 

•aiz 
·.tri•o 
cebada 

Tierra 
20 
10 
~ 

111ano d• obra 
20 
12 
e 

\!untas 
18 
13 

9 

S:i. los costos unitarios d• cada fact.o'r d• ,.roduccion sonl 

. .ti•rra 300 
Hno d11.' obra 3 soo 

· iiuntlis 1 · . 000 . 
' ,•·_, 

· De~•rainar •'1 c:osto total d• cada l"roduc:to debido ·al 

factor de l"l'OdUC:Cián GUll reauierllt 

La soludon a ••t•l"robl••a' intl'oduc:iendo los datos dir11c:ta11111nt• 

··a .la c:o11,.utadora eal 

"· 

· .. DAR .LAS DIMENSIONES DE LA .. HATRICEB. 
' . ::-,:'.": . . . ' . •3 • 3" ; 1·:..-. . . .. . 

.. : ,DA.R COMPO~EHJES DE·. LA MATfUZ A 
,· .'.; 20 '·.: ·20·. ·11' : .; . 

to < 12 ·13 
s: .. · . 8 . ' 

.. DAR COMPONENTES. DE LA MATRIZ 1 

·, . ·. 
',", ., . 

300 . 
3!500 
1000 

LA MATRIZ PRODUCTO ES 

'"'ººº .: 0000 ' 5800(). 0000 ' 
38!500.0000 .. · .. ·.'; 

"·'· 
' .:.• 

··', ·•', 
• ,1.._l 
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2,4) INVERSION DE HAT~.ICES 

2.411) INTRODUCCJON 

Sea. A 1.ma IHtriz éuadrada de orden N· Se diC• aue A •• inver­

tible o no sin!lular si exi te una matriz El cuadrada de· orden N tal 

auel 

AB = BA = In 
, ..... 

Tal n~atriz.8 •!!ta d•t•r.inad•. d• forma uniÍ:•·w H c:OflOC•;co1110. 

la inversa de A• 11 se denot11I 

-1 
A 

•· · '":'1 A.'. 
A:·. • • ....;.;._._ 

IA4. · 
,··,. 

~onde A "esh.~lia•, H l•,.HÜiz adJunta de .A~ IAI eilcel de­

'termfr;~nt.I de i. 111eh1:& Al De 1• d•finicion dadá ~nteri~r~•!:l~• .. 
infiere o~e Par•: oue eidsta le Ú1ver.•a s"' rea~iere aue' IAIC:~o se'• . 

. , .;·· 

cero. es decir. un• IÍlatri~ A. se Úli•.Í. no sinsLla~ si ,~. no ... r.e-

ro. 

-. .. . 

Sin . Hbar•o .P•P• 1• obt•n.c:.io.n i.n~Hrica .de• la "'at.ri~: inverH• 

no es ·~~nvenie~t~ i111,.1it-.nt•r. úf1:al•orÜ1110 F<ara·uni c:oa ... ~f.~dora 
disital ·~,.ltc:•nd~··;.;~ú~~hÍl•ntit ·~·:·~~finidon ·da~lir. w~. ~; s.i;:;•_ 
auiere 'una. •ran cenÍidad de O,.erac:iorÍH V c:ontlec:uentlP~enttt Ü•lllPO o ' .. ·., ,.' . " ' .. , ' ' ' . . ·,·. -' . 

··-· 
Pera obtene'r:. la invers~: d11 un• 111.ittriz dtt 10n10 se rlimuierli~ 111as de .,· . ' ·-. ·· .. , .. :. . ,'" ., ' .. 

340 ndllonH de OP•ritCtD~tt!I éon •1 ~·t.odo di recto, 

:,._ .. 

-, ~ . >-1· •• 



';::''J' '" .. ,::::?'''>"}'?\ ;o:u:.:> .. :;,;:'.\·<; ... ' 
~ 1; 

•ticient.ell. · coao •l. ••todo de 

do del arr•slo 

<Anr In> 

(donde An •• la ••tri:i: a la au•. •• butu:a ·la .inver••• In·•• la 111•­
t.riz identidad Ctan't.o An ec:iMo In son dr; o~d•n .n> • V a,.Ueando al~ 

·,. ' ' ·(. ·' ,' ·, > • 

de éeror •• decir;r r•••,.lazando Ri· "º'" eRi · 

·.'.:,:. 

·. · B• 11••• al a1'l'e.lat " - ' ... · 

·,·: .· 

'. '~i ·. · CJnrAn>·. 

. : ,.: .' .... 
:,· 

''._:)¡ ·.'' 

~ ... 

i' ·: 

·' ' 

Slf. transfor .. la ••~1'iz o~iliind en Ul'I•. •atriz i·~nt.idad. In ~; 
a •u ~ez .•• ta :ultl~• .;. tnn•f~P~~:.ri 'l• ~~i .. 'i.z' .inv,•PÍI•~ : . 

. _:,·._,. ·':.• · ... ['_ /;. 

·,. 
·'.· 

El\ iilitoclo ·· ,.li1't.a d• .111 aujiioeicton d• .a&:Ítt A •• IJna. ••1.r'iz no 
1, ...... . 

e•·o· .d. no' serió .el •ilt.odo lo .. ~u·fj~ 'd•Í•a\•f'•' d~cti~· ' 
,·~' 

<Jit1.1acio1;r· .. ~"••i!nt• c:uindo t'od09·,¡j,~ •1•114Ín.t.o' ·d·· un .. rlltnllJCln de 

·i. •ai.;1z":,..a d.•. sú• 11at.1'ictia 't.ranaforllÍ•d~•r a,an ".'u1ó<6. . ... 
. ::,:> 

C.ctn ·,:Ítl ·.fin .dé.: •ÍnliliJ!a1' loa errOl'H' .d91'9dond~a•' 1~· eJiMiné-
··'. 

ciCln de 10• .tieHntoti. ti•· •fllctÍJ• ,;1vot.H~dci · ilot>re ios:·111•wClr•• •l•.:.. · 
lit Htriz A o •n sus ilt•t..ricH obtitn:l.dH • 

' ' ' 

.. ·;::· ·. 

·.:;·~,··,-:.': >' .. ~.:·:,,,_,\,/1~',;'~:'.·t:, · .. 
,I',· 
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.: .. · ·-,·'.'; ;, 

52 

~artir de ~ata ultima P~r tr1nsformacionl se tiene cuidado de no 

••Plear co•o:Pivotes •le••ntos de.renslones aue ~a han ~ido utili-

08JETJVOt 

l•PlH•ntar h irW•U:f.On d• 1111triees en la CO•PiJtadon POr ,al' 
';; 

111il!todo d• GAUSS-JORDAN• Para una o variH, ltatric~•,no sin•ul~r9•> 
' ' ·~ . 

.. . . 

DESCRIF'CION 

' 
. La' itnt,J.da da itst.e .. ro•r .. a .. la dh1entiion de 1~ lil!triz a 

;if!v•rtir ad c::o•o lo•. e~~fic:i•nt•s d•. 1~ 111is••. L •• c::o~•tant.• de':" 

1Íoditic::ad1s HÍlun •• rHui•r•• B• r•cól.iénd• " · 

~· la ·matriz ftor r•n•l°'n••· 

··ALGORITMO EN PSEUDDCODIGDI 

PROGRAMA: f>IUNCIPAL . ,, '". 

VARIABLE USO 
EPS 

N1 

A. f' 

". HC r 
DET -

. TIPO FUNCION 
Constante. Criterio Pera d•t•r11inar si •l 

d•terláinante 'd• 'la Htrb con-
. sideY.ada H nulo; ' 

ConstanteOrd•n aa>ei•o P09ibl• ·~ara ~H 
, · ••tricé• UHdas en •l ftro•ra•a 

, e <••· •odific:Ítblt1t> •. 
Ar.r9•1o Matriz a la au• •• 1• buscara. 

dt1t riíiil••,la :inversa. 
Ent•ro Or'd•n dtt h Htriz A· 
R•lil: ·Par ... tro.au• indica ilt ei d•-
. t•r•inant9 d9 .. la • 11atriz •• nulo 

···'; 



Pseudocodisol 

BE GIN 
Leer el orden de la matriz. 
WHILE no se• fin de archivo DO 

CALL LEEHAT <A•HC,HC> 
INVHAT <A•HC,EPS•DET> 
IF determinante de la matriz es 
••wor oue EPS THEN 

Escribe la matriz inversa 
ELSE · 

Escribe letrero 
Leer orden P•ra otra Hatriz .• 

END. 

SUBRUTINAS 

1) LEEHAT<D•H•N> 

3) INVHAT <A•N,EPSrDET) 

VARIABLE 
A 

N 
EPS 

DET 

e 
LCrLR 

RA HAX 

TEHP 

uso 
E/S 

E 
E 

s 
L 

L 

L 

L 

L 

TIPO 
Arre•lo 
de reales 
Entero 
Rital 

RHl 

Arre•lo 
d• real•• 
V•ctor 
entero· 

Vector 

FUNCION 
Matriz • la oue. •• bu•c•r• la 
inver~•• · 
Orden de l• •atriz A. 
Criterio Para deterÍllinar si el 
determinante de A •• nulo. 
Para•etro aue indica si •l de­
t•r•inant• •• c•ro. 
Hatriz id•ntidad ••Pleada para 
obt•n•r la •atriz inversa. 
indicadores 'd• ren•lon w co­
lu•na au• ••utilizan. 
contador•• au• indican cual•• 
r•n•lon•• w cual•• colu•nH 
fueron e•Pl•ados co•o pivot••• 
Hawor el•••nto d• la Matriz A 
o d• tius.transfor•acion•• ••Pl•­
ado co•o ele•ento ~ivote. 
Variable d• lo.cal izacion tHPor.al. 



Pseudocodhlo: 

BEGIN 
Iriici•liz• •n cero los contadores HVCCIJ 
w HVRCIJ Par• toda I, 
Se obti•ne la aatriz identidad en C 
K <--- 1 
DET <--- 1 
WHILE <K <;,, M) AHD <DET > EPS> DO 

RAHAX <--- o.o 
LC <---O 
LR <---o 
Encuentra, el ••vor Pivot• ACirJJ De los 
no considerados v lo deposit• •n RAHAXr deJa 
Posicion en LR w LC Par• I w J resPectiva•ent•• 
DET <--~ valor absoluto de RAHAX 
IF DET •awor EPS THEH 

H•c• Per•ut•cion•• de r•n•lones Para aue el Pivote 
auede en la di••on•l• 
Mor111aliza •1 Pivote (divid• entre RAHAX iodo 
el r•n•lon dond• ••t• el Pivote• en Av C), 
H•c• c•ros arriba w •baJo del Pivote. 
Asi•na LC a HVRCLCJ w HVCCLCJ Para no Usar ese Pivote POSierior•ente, 

Inc::r•••nta K en uno. 
Deposita los v•lorH de i:: en A. 

EHD. 



2.4,3) LISTADO DEL PROGRAMA 

PROGRAH INVHAT <INPUT,OUTPUT>I 
CONST 

Ef'S "" o.OOOOOOU 
Nl " 151 

TYPE 

VAR 
MATRIZ= ARRAYC1 •• N1r1 •• N1J OF REALf 

HC 1 1. oNU 
DET 1 REAC"J 
A t HATRIZf 

PROCEDURE INVHAT <VAR A t HATRIZI N t INTEGERf EPS REALf 
VAR DET REAL >t 

TYPE 
VECTOR • ARRAYC1 .. N1J OF. INTEOERf 
HAT = ARRAYC1,.N1,1.+N1J OF REALf 

VAR 
·e 

z, J, K 
LCr LR 
HVR• HVC 
RAHAXr TEHP 

BEOIN 

HATf 
INTEOERf 
INTEOERf 
VECTORf 
REALf 

< ACTUALIZACION DE VALORES PARA INICIAR PROCESO > 
FOR I :· 1·ro N DO 

BEOIN . . 
HVRCIJ I• OJ 
HVCCIJ I• Of 
ENDf 

< OBTENCION DE LA MATRIZ IDENTIDAD > 
FOR 1 I• 1 TO N DO 

FOR J f• 1 TO N DO 
IF 1. lo J THEN CCI,JJ Jm 1.0 
ELSE 
ccr,JJ t• 0.01 

< OBTENCION DE LA MATRIZ INVERSA >· 
I< ,. 1f 
DET f= 1f 
WHILE <<K <8 N> AND (DET > EPS>> DO 
BEOIN 

RAHAX l• OoOf 
. LC fiil Of 

LR t• Of 
FOR I I• 1 TO N. DO 

':'.' 

IF HVRCil. <> 1 THEN 
BEIUN 
FOR J Í• 1 TO N DO 

IF HVCCJl <> J THEN 
IF AiSCRAHAlO < ABS<ACZ.Jl) 'rHEN 
. 8EOIN. . 

RAHAX t• ACI,JJf 
LR t= U . 
LC t= JI 

.' {•,' 

··~ 



ENDI 
END.f 

DET I= ABSCRAHAX>; 
IF DET > EPS THEN 

BEGIN 
IF LR <> LC THEN 
FOR I := 1 TO N DO 

BEOIN 
TEHP := ACLRrlJt 
ACLRrIJ := ACLCrIJI 
ACLCrll 
TEHP 
CCLRrll 
CCLCrIJ 
ENDI 

: .. TEHPf 
I• CCLRrIJI 
lm CCLCrIJI 
t= TEHPI 

FOR I l• 1 TO N DO 
BEGIN 
ACLCril I• ACLCrJJ / RAHAXf 
CCLCrIJ != CCLCrIJ / RAHAXI 
END• 

.FOR I I= 1 TO N DO 
IF 1 <> LC THEN 
BEGIN 
TEHP I= ACirLCJI 
FOR J I= 1 TO N DO 

BEGIN 
ACirJJ I= ACirJJ - TEHP * ACLCrJl• 
CCirJl := CCirJJ - TEHP * CCLCrJlf 
END 

ENDt 
HVRCLCJ I= LCI 
HVCCLCJ I= LCf 

ENDI 
K I= K + 1f 
END<* DEL WHJLE *>f 
FOR I I= 1 TO N DO 

FOR J l= 1 TO N DO 
ACirJJ I= CCirJlf 

END<*** DE INVHAT ***>J 

< PROGRAMA PRINCIPAL } 

BEBIN 
WRITELN <'DAR EL ORDEN DE LA HATRIZ')f 
READ <HCH . 
WHILE NOT EOF DO 

EtEBIN 
WRITELN ('DAR COMPOHEHTES DE LA MATRIZ A') J 

· LEEHAT <ArHCrHC>I 
INVHAT <ArHCrEPSrDET>f 
IF DET > EPS THEN 

IEGIN 
WRITELN <'LA MATRIZ INVERSA ESl')f 

ESCHAT <ArHCrHC> 
END . 

ELSE 



END 
END, 

WRITELN <'NO EXISTE LA MATRIZ INVERSA')f 
WRITELN <'DAR EL ORDEN DE LA HATRIZ'>f 
READ <HC>J 

2,4,4) EJEMPLO 

Obtener la inver•a de la matrizS 

1 
1 
> 

1 
2 
2 

2 
3 
1 

57 

Introduc:iendo direc:ta111ente lo• dato• • la c:o111,.utadoral 

DAR EL ORDEN DE LA HATRIZ 
3 

DAR COMPONENTES 
'1 . f ·- DE LA MATRIZ A 

2 
1 2 3 
3. & 1 

LA HATRIZ INVERSA ESS 

. 1 •0000 
-2.0000 

1.0000 

-o.;soo 
1.2500 

-0.2500 

o.2soo 
.0.21509 

-0.2500 

,., 



III > SOLUCION DE SISTEHAB D.E. ECUACIONES. LINEALES 



')Sl 

3.1) I NTROI•UCC ION 

Un sistema de ecuaciones lineales de H ecuaciones con N in-

cosr1itas• tiene la.si•uiente rePresentacionl 

a )( + a )( + • • • + a )(' "" b 
11 1 12 2 in n .1 

a )( + il )( + • ... + a )( . .. b 
21 1 22 2 2n n 2 

(1) 

• ' )( + a >< + • • . + a )(' • b 
•1 1 .. 2 2 •n n 11 

Donde a w b <1=1•2•••••n•J•1•2••••••> ~on constant•• w 
iJ J 

Las >< son las inco•nitas del siste .. a. 
i 

A>< • b <2> 

A se c:onoe•· ca110 la 11atriz de co•tic:i.entes. del· sist••• 

b Vector d9 ter11inos inde~endlent••• 

Ahora vere11os condiciones baJo l•• cual•• (1) tien• s~luc:ion. 

Haw au• •!!lr•••r aue estos resultados no ·son construet.ivósl no nos ,. 

dicen co1110 obten•r la solucion• ><de <2>• esto lo ver9110• 9n l• 

•i•uiente seecion. 

Haw al duna ter.inolo•ia asociad• con el shte11a (1 > w la so­

lucion •atricial <2>• Sea A matriz de orden H><Nr si H > N el s1•­

tema se le llama sobredeterminado <haw mas ecuaciones aue inc:osni-

tas). si M < N el· sistema se llama indeterminado (haw mas ineosni-
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tas uue ocuaciones)J si b = Or el sistema se llama homoseneo. 

Un criterio clasico para deter111inar una solucion de <2> esta 

contenido en el teore111a: 

TEOREHA.- La ecuacion Ax ~ b tiene una solucion si w solo si 

Donde: 

Ranso <A,b> = Ranso <A> 

(Arb) Se le conoc• co1110 11atriz aumF..ntad,; del siste111a 

Ranso <A> es la cantidad de vectores lineal11ente 

independientes del conJunto de vectores 

columna (ren•lon> au• for•an la matriz A, 

Sin e•bar•o un sist••• de ecuaciones Puede tener una unica 

solucion o una infinidad de so~ucion••• •n el Pri11er caao •• 11••• 
sistema compatible dater•inado• Y •n el •••undo 1i1te•a co•patible 

indeter111inado, En el caso aue un 1i1te111a no ten•• solucion·se le 

lla111a siste111a incompatible, 

Ramio <A> • n <nu111ero de inco!initas> 

Un 1i1t••• co•Patibl• indet•r•inado •• caracteriza Porl 

Rani•o <A) < n 

Ur1 sist••• inco1111patibl• •• caracteriza Por: 

Ranso <A> < Ranso <A•b> 



r; ·!. 

3+2> HETODO DE GAUSS-JORDAN 

J,2,1) INTRODUCCION 

Dado el sist•ma de ecuacion•• Aw = b el metodo consiste en 

trabaJar con la matriz de coeficientes w el vector de terminos in­

dePer1diente1s. .as decir• con la matriz ampliada del. sist•111al 

(2) 

A dich• 111atriz •e le •Plican un• ••rie de tran•forllÍ•cion•• 

oue conduc•n a obt•ner otra m•triz ••Pli•da eouivalentel 

<InrC) (3) 

Donde C represent• la •olucion de cada una de la•· inéó9nita• 

del •i•te••• El ,.roc••o eauiv•l• a ,.re111u1u,.ucar ·i. ecuacion <2> 

Por l• inv•r•• de Ar•• decirr el ••todo de le 111atriz inversar solo 

oue .e•te ••todo consiste en una 91i•inacion •ist••at:Lca de valo-. 

res. La transfor1Hcion de la Ht.riz <2> en la l!•triz <3> •• efec­

tua basando•• en tres o,.araciion9s Qua.no •lteran el •i•t••• da 

acu•ciion••• sino aua ProPorcionan •i•tallias da ecuaciones .eouiva­

lantesr ellas sonl 

b) HultiPlicacion de un ren•lon Ri '"º" un ••c•l•r• C• dife­

rente da ceror •• decir ree111pl•zanda Ri Por c:Ri. 

e> Suma d• aaui111ultiPlos de un ranslon • otro· ran1donr es de­

cir• rae1111"1azando el renslon Ri Por Ri + c:RJ <i <> J), 

Para aplicar las operaciones anteriores se Procede en la si-
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•uiente formal 

(1) Seleccionar un renslon pivote·~ un ~lementa Pivote dentro 

de dicho renslon. 

<2> Normalizar el elemento Pivote• es decir• hacerlo unita-

rio. 

(3) Cancelar elementos: aue se enc:uentrer1 en la columna arriba 

w/o abaJo del elemento pivote, mediante la transfo~111acion c), 

<4> Resre•ar al paso <1> w asi sucesivament•• hasta aue la 

matriz de coeficientes orisinalr Ar Queda transformada en una ma-

triz identidad In. 

Debfdo ·a aue durant• •l Proceso se ... resentan •rrores Por r•­
-t-

dondeor la forma optima d• escoser los ele•entos ,.ivotes es selec-

cionar el mawor elemento aue auede en la matriz A o en sus trans-

formacionesr en la k-esi•a iteracion. Haw aué tener Presente aue 

los elementos. de un renslon· aue wa fue seleccionado co1110 linea ,.i'."' 

vote. ·no se r-1..1eden usar como P'ivotes, aun cuando el rtal:lcir ele111ento 

auede colocado en dicho ren•lon+ 

Al seleccionar los Pivotes en la forma antes 111encionadar el 

error se reduce al mini•o• l:I debido a aue. Puede auetlar ur:-a matriz 

no identidad al termino de las iteracion•sr es necesario efectuar 

un intercambio de lineas hasta obtener In. Cabe mencionar Que el 

,.r•sente 111etodo es un 111etodo directo de solucion aue no reauiere 

aue se ·determine con anterio~idad si el sistema es compatible w 

dete11111inado; el 1Htt!do dura_nte el Proceso proporciono dicha infor-

111acion, 

. + 
El ~on~epto d1 plvot~ .se ~nt1nd1r~ •~s cl1raMente •~ ¡ 1 si­

gui •m t . .; :•ecc i .;¡¡·,. 



6) 

Si el sistema es compatible ~ determinador el Procedimiento 

descrito se Puede llevar a cabo sin contr•tiempos hasta llesar a: 

<InrC) 

Si el sist•ma es compatible Pero indeterminado• l• matriz am-

Pliada adauirira una contisuracion como l• siáuiente: 

Í~o' : : : :]· 
l: o o\o 

Es deairr un renslon ••ra nulof en esta situ•cion s• obtienen 

l11s ecuaciones indePendient•• mue restan en al sist••• w •• aPlic:a 

la raet"odolo!li• correspondiente • si•.t•••• indet•rminados. 

Si el sistema es incoraP•tibler se Pr•s•nta also co•o: 

Donder si K <> O esto daria una cont'radiccion. 

J,2,2> PROGRAMA OAUSSJORDAN 

OEIJETIVOI · 

.Obtener l• ·~lucion del si•t••a de •c:uacion•• lin•al•s AH= b 

'"•ra ·vario• P•c.uetes da datosr es dec:i rr Para varia• 111atrices A v 

varios vectores d• tel'lllinos indePendient•!il b (usando el. raetodo •n-. 

tes descrito> • 

··~:· 



DESCRIPCION 

resolverr l• 111atriz de coeficientes del sistema ~ el vector de 

termines indePendientes. Las constantes definidas en el Pro~rama 

,.u•d•n ••r 111odific:adH si •• r•auienn resolver sisten.as de orden 

. ALGORITMO EN PSEUDOCODIGOI 

PROGRAHA PRINCIPAL 

VARIABLE 
EPS 

N1 

A 

8 

HC 
DET 

uso 

E 

E/S 

E 

PH~doc:odiaol 

BEGIN 

TIPO 
Conshnte 

Ccmstante 

ArrcHllo 
de r•al•• 

Arrullo 
de r•ales 

Ent9ro 
RHl 

FUNCION 
Crit•rio ~ara deter111inar si el 
d•t•rminante de la ••triz con­
siderad• •• nulo. 
Orden ••Ki•o .,.osibl• Para l•• 
••trie:•• used•• •n el ,.ro•r•111a <•• 111oditic:ebl•>• 
Hatriz d• c:ootic:ientes del sis-
t••• d• •c:uec:ion••• . 
V•c:tor d• t•r•inos· inde,.•ndi•n­
t•• dal sistoma da •cuac:ion••• 
durant• 81 PrOcHa· se transfcir­
•a en· la soluc:ion·• 
Orden da:i. iaatriz, 
Pna111et.rci aue indica si .al de .. 
ter111inant• de le 111atriz es nulo. 

Dar orden de la ••triz del sist.e111ar HC. 
REPEAT 

L••r la ••triz A• 
L••r •1 · vector dit .t•ninos ind•,.end, , B. 
CALL GAUSJOR (Ar8rHCrEPSrDET> 
IF DET > EPS THEN ' 

Escribe el vector soluc:ion. 
ELSE 

Esc:ib• 
Dar ord•n 

UNTIL fin de 
END,· 

SUBRUTINAS 

letrero de indic:ac:ion. 
d• la •at.rizr ;.ara otro siste111a .• 
archivo. 
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1> LEEMAT (DrH•N> 

<Lee una matriz de orden MxN• ver seccion 2.2.2>. 

2> ESCHAT <DrH•N> 

<Escribe una matriz de orden HxNr ver seccion 2.2.2>, 

J> LEEVECT<D•H> 

(Lee un vector de orden H' entran co110 ParH1et ros la 

••triza leer w el ord•n>. 

J.1) ESCVECT <DrH> 

<Escribe un v•ctor de orden'H). 

4) GAUSJOR <ArJ;NrEPSrDET> 

OBJETIVO: Obten•r la solucion del •iahH d• ecuaciones 

lineales Ax = Br •n 8 se obtien• la soluc:ion. 

VARIABLE UBD TIPO FUNCION 
A E Arre•lo Hatriz d• c·oaficient•s del si•"" 

de R•ales te•a d• •cuacion••• 
9· E/S Arre!lllo Vector de t•r•inos ind•,.•ndien-

de Reales t•s del sist.••a de ec:uaCion.••• 
durante el l"roc:e.so se transfor-

N E Entero 
•• en la solué:ion.v·-
Ord•n del •i•t•1H ·de; ecuaciones. 

EPS E Real Cri te.rio ,.ara deter111inar si •l 
d•ter111inante de la 111atriz A es 
nulo. 

DET E Real Para111etro aue indica •i el d•ter-
111inante d• h 111atriz ·es cero• 

LRrLC L. Entero · Indic:adorlis del ren•lon w cplu•-
na aue •e utilizan. 

HVRrHVC L Arre•lo Contildores 11ue indican au• ren1do 
w c:olumna·w• fueron usados. 

RAHAX L Real Hawor ele•ento de la 111atriz A au 
se e11Plea co1110 l"ivote. 

TEHP L Real Variable d• localizacion te•Poral 



Pseudocodisol 

BEGIN 
Inici•liza e~ cero los ~ontadores HUR[IJr 
HVCCIJ P•ra toda ~1·. 
K <--- 1. 
DET <--- 1. 
WHILE <K <= N> Y <DET > EPS) DO 

RAHAX <---o, 

END. 

LC <---o. 
LR <---o, 
Encu1rntra el n1aYor Pivote de los no considerados 
la Posicion <IrJ> las deJa en LR Y LC resPect. 
DET <--- valor absoluto de RAHAX. 
IF DET > EPS THEN 

Hacer Per•utaciones de ren~lones Para aue 
el Pivote auede en la diasonal. 
Nor•aliza el Pivote (divide entre RAHAX todo 
el renslon donde esta el Pivote• en A Y B>. 
Hacer ceros arriba w abaJo del Pivota. 
Asisna LC a HVRCLCJ y HVCCLCJ para ya no . 
usar este Pivote. 

Incre•enta K en uno. 



J,2,3) LISTADO DEL PROGRAHA 

PROGRAH GAUSSJORDAN <INPUTrOUTPUT>O 
CONST 

EPS = O.OOOOOOU 
N1 = 15f 

TYF'E 
MATRIZ =·ARRAYt1 •• N1r1.,N1J OF REAL; 
VECTOR = ARRAYt1 •• N1J OF REAL; 

VAR 
HC 
DET 
A 
B 

1 1 .. NU 
1 REALI 
: HATRIZI 
: VECTORI 

PROCEDURE LEEVECT <VAR D VECTORI H 1 INTEGER>I 
VAR 

I 1 INTEGERf 
BEGIN 
FOR I I= 1 TO H DO 

READ<DCIJ>I . 
WRITELN 
ENDI 

PROCEDURE ESCVECT <D 1 VECTOR; H INTEGERH 
VAR 

I 1 INTEGERJ 
BEGIN 
FOR II= 1 TO H DO 

WRITE<DCIJ 1 12 4)1 
WRITELN 
ENDJ 

.. 
PROCEDURE GAUSJOR <VAR A HATRIZJ VAR B 1 VECTORf N INTEGERf 

EPS 1 REALI VAR DET REAL)f 
TYPE. 

VECTOR= ARRAYC1 •• N1J OF INTEGERI 
VAR 

Ir Jr K 1 INTEGERf 
LCr LR .1 INTEGERI 
HVRr HVC 1 VECTORf 
RAHAXr TEHP 1 REALf 

BEGIN 
< ACTUALIZACION DE VALORES PARA INICIAR PROCESO. ) 
FOR I I= 1 TO N DO 

BE GIN 
HVRCIJ I= 01 
HVC[IJ I= 01 
ENDf 

<* SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES *> 
l<l=U 
DETl=1; 
WHILE C<I< <= N) AND CDET > EPS>> DO 
BEGIN 



RAMAX <: o.o; 
LC = 01 
LR 01 

FOR 11= 1 TO N DO 
BEGIN 
IF MVRtIJ <> l THEN 

FOR J := 1 TO N DO 

ENDf 

IF HVCCJJ <> J THEN 
IF ABS<RAHAX> < ABS<ACI,JJ) THEN 

BEGIN 
RAHAX :=. ACI,JJ; 

LR 1=I1 
LC t=J; 

END; 

DET t= ABS<RAHAX>I 
IF DET > EPS THEN 

BEGIN 
IF LR <>.LC THEN 

BEGIN 
FOR'I := 1 TON. DO 

BEGIN 
TEHP 
ACLR1IJ 
ACLC,IJ 
END; 

I= ACLR,IJf 
I= ACLC,IH 
I= TEHPI 

TEHP I= BCLRJI 
BCLRJ t= BCLCJ; 
8CLCJ := TEHf> 

.ENDI 
FOR I I= 1 TO N DO 

ACLC,IJ I= ACLC,IJ I RAHAXf 
BCLCJ I= BCLCJ I RAHAXf 

FOR I I= 1 TO N DO 
IF I <> LC THEN 

BEGIN 
TEHP I= ACI1LClf 
BCIJ I= BCIJ - TEHP * BCLCJ; 
FOR J I= 1 TO N .DO 

ACI~J] I• ACirJJ ~ TEHP * ACLC,JJ 
END; 

HVRCLCJ I= LCI 
HVCCLCJ I= LC; 

ENI1; 
K I= K + H 

END<* DEL WHILE *>f 
END<* DE GAUSJOR *>; 

< PROGRAMA PRINCIPAL > 

BECHN 
WRITELN (' ~Ak EL' ORDEN DE LA MATRIZ'>; 

lí8 



READ (MC) i 
REPEAT 

WRITELN ('DAR C:OMPONEIHES DE LA MATRIZ A') 1 
LEEHAT (ArMCrMC>I 
WRITELN ( I DAR ·::('lMPDNENl ES DEL VECTOR B I), 
LEF.VECT ( B, MC) ; 
GAUSJOR <ArBrMCrEPSrDET>i 
IF DET > EPS THEN 

BEGIN 

END 
ELSE 

WRITELN ('LA SOLUCION ESl')i 
ESCVECT <BrMC> 

WRITELN <'NO EXISTE LA SOLUCION'>; 
WRITELNi 
WRITELN <'DAR EL ORDEN DE .LA HATRIZ')i 
READ (HC> 1 

UNTIL EOFi 
END •. 

·3,2.4> EJEMPLO 

69 

E111Pleando las lewes deKirchhorf en el circuito mostrado en 

la fisura: 

FIGURA 

Se eshblece el ai!luiente conJunto de ecuaciones: 

I + I + I = A 
1 2 .3 1 

+I + I + I = A 
8 9 10 2 

-I + I - I = o 
1 4 6 
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-1 + I - I o 
3 5 9 

I + I I o 
6 7 10 

-R I + R I - R I = o 
7 7 8 B 10 10 

-R l + R I - R l o 
5 5 8 8 9 9 

R I - R I - R I o 
2 2 3 3 5 5 

-R I + R I - R I = o 
1 1 2 2 4 4 

-R I - R I + R I = o 
4 4 6 6 7 7 

Donde R1=1r R2=10r R3=35r R4=23r R5=100r R6= 25r 

R7=50r R8=75r R9=5r R10=50 Ohmso 

Resolver este sistema Para las corrientes de I a I , 
1 10 

Al correr el Pro~ramar Pide datos aue se introduceh directa-

mente: 

OoJ776 
0.1549 

DAR EL ORDEN DE LA HATRIZ 
10 

DAR 1: 0Nf= .:.t~CHTES DE LA HATRIZ A 
1 1 1 o o o o o 
o o o o o o o 1 

-1 o o 1 o -1 o o 
o o -1 ·o 1 o o o 
o o o o· o 1 1 o 

o o 
1 1 
o o 

-1 o 
o -1 

o o o o o o -so 75 o -,,50 
o o o o -100 o o 75 -5 
o 10 -35 o -100 o o o o 

-1 10 o -23 o o ·o o o 
o o o -23 o -25 50 o o 

DAR VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES 
,1 2 o o o o o o o o 

LA SOLUCION DEL SISTEHA 
1.2622 -0.6399 
0:3223 o,s329 

ES! 
0.5324 

0,9900 

o 
o 
o 
o 

0.3502 
0.4771 



3,3) METODO DE GAUSS-SEIDEL 

3,3,1) INTRODUCCION 

El metodo de Gauss-Seidel es un metodo de tiPo iterativo aue 

sirve Para la solucion de sistemas del tiPol 

Ax = b ( 1) 

cuando los v•lores nu••ricos de los elementos de la diasonal Prin-

ciPal son mawores GUe los de•as de su correspondiente renslon. Pa-

ra asesurar la converdancia se raouiere Guel 

a> Los elementos no nulos da la •atriz de coeficientes CA> se 

b) 

1• 1 
ii 

n 

> '·· ' L.. iJ 
J•l 

J <> i 

Cabe mencionar aue el criterio de conver••ncia depende del 

tiPo de metrica GUe se aste usando (en este caso estamos usando la 

distancia euclidian•>• 

Para aplicar el ••todo se Procede a desP.eJar una inco•nit• 

del arre!tlol 

ª X + • X + • . • + a )( = b 
11 1 12 2 1n n 1 

a X + • )( + • • • + a )( .. b 
21 1 22 2 2n n 2 

(2) 
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a x + ~ x + • .• • ·~ a ~t = b 
nl n2 nn n n 

De cad• renslonr sin perder •eneralidad podemos despeJar la in-

cosnits Xi de la 'i-e~ima• ecuacionr o seal 

1 
H = (b - a ~( - a X - . . . - a X ) 

1 a 1 12 2 13 3 1n n 
11 

1 
X = (b - a H - a >I - • . • - a H ) 

2 a 2 21 1 23 3 2n n 
22 

(3) 

1 
N ,. - (b - a H -ax- ••.• -a x) 
n a r1 n1 1 n2 2 nn-1 n-1 

nn 

~ se establecen las sisuientea ecuaciones iterativas: 

<K+1> i K K K 
H = (b - a w - a H - • • . - a X ) 

1 a 1 12 2 13 3 ln n 
11 

<K+1> 1 (Kt1) K K 
:~ (b - a X - a >< - . . . - a >I 

2 a 2 21 1 23 3 2n .n 
22 

(4) 

<K+1) 1 (1(+1) (K+1) (K+1) 
= - (b -a H -ax ... - it X ) 

a n nl ~1 n2 2 nn-1. n-1 
nr1 

J)ondel 

( 1<+1) 
X 

i 
Indica el valor de la 'i-esima' incosnita en 

la iteracion 'k+1', 

arrancar el metodo se establece una solucion inicial : 



X 
o 

o o 
= (N PN ' 

1 2 
... , ¡;. 

l< ) 
n 

Dichos valores se sustituwen en el lado derecho de la 

ecuacion (4) Para obtener la si•uiente solucion aproximada: 

• /~ z.. I • 1 • / ;;~'11", 

~¡ asi ¡-,,,..,ta: 
lr41 

PE·~;![¡ ~ m~·: !:.{, ._ 

RESJD 

ITf.::I".( . ''. t 
l 

,.~ 
'¡ 

Para Poder emplear este met.odo es necesario verificar con· ante-

rioridad aue el sistema sea compatible w determinado; ademas aue 

cumPla con las co~~iciones de conver~enci•• 

Al~unos sistemas a Primera vista ~o cumplen los ·reauisistos del 

metodo• w sin embarso Pueden cu•Plirlos mediante un simple inter-

cambio en la Posicior1 de las ecuaciones• un aP1'DPiado ca111bio de. 

variable o definiendo otra distancía. 

3,3,2) PROGRAMA GAUBSEIDEL 

OBJETIVO: 

Resolver el sistema A>< = b, via aPro>eh1aciones sucesivas 

(usando el metodo antes descrito>• P•ra varios paauetes de datos. 

DESCRIPCION 

La entrada a este Pro~rama es el orden de la matriz del sis­

\ema r maximo numero d¿ iteracionesr coeficientes de la matrizr 
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vector de termines índePend1entesr vector inicial para arrancar 

el aetodo. Las constantes definidas en el prosrama pueden modifi-

cerse en caso de auerer r•solver sistemas de orden ma~or aue 15 ~ 

otro srado de Precision. 

ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO: 

PROGRAHA PRINCIPAL 

VARIABLE 
EPS 

Nl 

HC 
A 

B 
XANT 

X POST 

RES ID 

USO TIPO 
Constant• 

Constant• 

E Entero 
E Arret1lo 

d• Real•• 
E Arre•lo 

E/S Arreslo 
de Reales 
Arre•lo 

de Reales 
E Entero 

Real 

Pseudocodi•o: 

BEGIN 

FUNCION 
Criterio para deter•inar si wa 
conv•rsio el aetodo. 
Ord11n ••>eiao Posible Para las 
••tric11s us•d•• en el Prosra•• <•• aodific•bl•>• 
Orden de la ••triz del siste•a• 
Hatrjz de coeficientes del sis­
stH•~ 
Vector d• ter•inos indePendient••• 
v.ec:tor eón el, v•lor .inicial de 
l•• incosnitas del sisteaa. 
V•ctor con el valor de las incos­
ni t•s en nu•v• it•r•cion. 
Haxiao nu••ro d• iter•ciones • 
ef•ctu•r• 
Variable au• contiene'e1 •awor 
•l••ento d• l•• difer•ncias: 
•\["' - H•I Pera todoa •1• en la 

i i 
ulti•• it•r•cion, ~...,. 

L•er orden d• l• •atriz w ••xi•o 
nu•ero de iteracionesr HC w " r•sPect. 
REPEAT 

.Leer l• ••triz A 
Leer •l vector d• ter•inos indeP•ndientes, 
Leer v•ctor iniciel <solucion inicial>. 
CALL OAUSBEJDEL CArBrXANT'"'ttC'EPS•RESID), 
IF REIID < EPS THEN 

Escrib• Y•ctor solucion d•l sistema, 
Leer orden Y ••xi•o nu••ro de it•r•ciones 
para otra ••triz, si se aui•re. 

UNTIL fin de archivo. 
EHD. 



SUBRUTINAS 

1) LEEHAT <DtHtN> 

(Lee un• •atriz de orden HxNr ver sec. 2.2.2), 

2) ESCHAT <D•H•N> 

<Escribe una ~atriz de orden HxNr ver sec 2.2.2>, 

J) LEEVECT CDrH> 

<Lee un vector de orden Hr ver sec, J,2,2>. 

4) GAUSSEIDEL <A•BrXANTrHrHCrEPS,RESID> 

ObJetivoS Obtener l• solucion del siste•• Ax • br la solucion 

se d• en el vector XANT. 

VARIAllLE uso TIPO FUNCION 
A E Arre•lo H•triz de ca.fie:lent.•s del 

de Reales •i•t•••· 
8 E Ar1'e•lo Vector de t•r•inos independien-

t••· 
XANT E/S An••lo Valor inicial. de l•• incQ•nitas 

•i•t•••• final .. nte ••te vector 
contiene h solucion dttl si•t•••· 

X POST L ArH•lo Vector con el valar de las inca•-
de Reales nit•• en l• •i•uient• i\e1'acion. 

" E Entero Haxiao nuaHo de it•raclone• a 
efectuar. 

HC E Entero Orden de h aatriz considef'•d•.•. 
EPS E Re•l Criterio de conver•encia. 
RESID· E/8 Real V•riable aue contiene la difef'•ncia 

aawor en valor absolúto de cada una 
inco•nit••• en la iteracion •1-esiaa 
w la ai•uiente, 

SUHA L Real Variable usada coao •u••dor. 
OK L Booleana Variabl• aue indica •i •• cua~lan la 

condiciones de conver••ncia. 

,\'-\ 
t';}-: 

ji~¡ 



IEGIN 
Ch9C•r candicion d• eonver•enei• colocando 
•n 1• v•ri•bl• OK Y•rdad•ro o faho s&!lun 
el Ca•O• 
IF OK • FALIE THIN 

Escrib• ••n••J• 
ELSE 

END. 

A•i•n• lo• v•lores del vector XANT 
•1 v•ctor XPOBT· 
RESID <---1. 
I< <---1. 
WHILE K.<• H w RESID >• EPS DO 

RESID.<--- o.o. 
FOR I I• 1 TO N DO 

Obti•ne l• •Proxi••cion •i•uient• 
d•l •l•••nt.o •1• del v•ct.or solucion 
w lo d•Posita •n XPOSTCil• 
IF. valor •bsoluto d• <XPOSTCIJ - XANTCIJ> 
•• ••wor au• RESID THEN 

RESID <--• v.ior absoluto de XPOSTr ti 
XANTCIJ <--~ XPOSTCIJ. 

Incre111•nta K •n uno. 
IF RESID >• EPS THEN 

Escribe ••n••J• d• no conv•rtl•nci•• · 

76 



3.3.J) LISTADO DEL PROGRAHA 

PRDORAH OAUBSEIDEL CINPUT•OUTPUT>• 
CONST 

EPS "" OoOOOOOOU 
N1 • UU 

TYPE 

VAR 

HATRIZ • ARRAYC1.,N1,1 •• N1l OF REALf 
HATRIZ1 • ARRAYC1,,N1J OF REAL.f 

He, H·I 1 •• NU 
RESJD 1 REALI 
A 1 HATRIZf 
B•XANT 1 tMTRIZU 

7'7 

PROCEDUltE GAUSEIDEL CVM A : MTRIZf VM 8• .XANT 1 HATRIZ11 

TYPE 
H• N l.INTEOERf EPI. 1 .REM-tVMt RE-ID 

VECTOR • ARRAYU .. NU OF REAL't 
VAR 

J, J• K 
SUl'.tA 
XPOST 
01< 

IEOIN 

INTEGERf 
1 REALf 
t VECTDRf 
1 IOOLEAN; 

<• CHECAR CONDICIDN DE CONVERGENCIA •> 
1 I• U 
OIC I• TRmt 
UHILE CCI <• N> AND DK> DO 

BElllN 
IUHA I• OoOf 
FDlt J I• 1 TO N DO 

IF 1 <> J THEN 
IUHA :• BUHA + ABBCACi,Jl>t 

IF CAISCAChll> - BUHA> < O THEN 
. OK I• Fll\L.8Et 

1 I• I + 1 
ENDC•DEL UHJLE •>t· 

IF OK • FALSE THEN. 
IEBIN 

.. '<•· 

REAL>t .:. 

URITELN C • EL 
REl!D l•U 

END 

SISTEMA NO CUMPLE CDNDICION DE CONvEROENCIA')f 

ELSE 
BllllN 
FOR 1 I• 1 TO N DO 

XP.OITCIJ I• XANTCIJI 
RESID '. I• U 
K l•·U 
UHILE CCK <• H> AND CRESID >• EPS>> DO 

IEOIN 
RESID I• O,Of 
FOR I I• 1 TO N DO 

IIEGIN 
SUHA I= O.Of 



FOR J l= 1 TO N DO 
iF J <> I THEN . 

SUMA l= SUHA + ACirJJ * XPOSTCJJf 
XPOSTCIJ :~ <BCIJ - SUMA>IACirIJf 
IF ABS<XPOSTCIJ - XANTCIJ> > RESID THEN 

RESID I= ABS(XPOSTCIJ); 
XANTCIJ l= XPOSTi:iJ;· 
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ENDf 
<* SE COMPLETA UNA PASADA SE PUEDEN IMPRIMIR DATOS*> 
K I= K + U 

END<* DEL WHILE *>; 
IF RESID >= EPS THEN 

WRITELN ('EL PROCESO NO CONVIRGIO EN'rMr' ITERACIONES') 
END; 

WRITELN 
ENC•<* DE GAUSSEIDEL *H 

<******************** PROGRAMA PRINCIPAL *****************> 

BEGIN 
WRITELN <'DAR ORDEN DE LA HATRIZ Y HAXIHO NO, DE ITERACIONES'); 
READ (HCrM); 
REPEAT 

WRITELN< 'DAR COll::OC>tlEHTE2 DE LA MATRIZ A' H 
LEEHAT <ArHCrMC>f 
WRITELN('DAR EL VECTOR DE TERHINOS INDEPENDIENTES')f 
LEEVECT < BrHC > f 
WRITELN<'DAR SOLUCION INICIAL'>f 
LEEVECT <XANTrHC>; 
GAUSEUEL . <Ar Br XANT rHrHC rEPS rRESID>f 
IF RESID < EPS THEN 

BE GIN 
WRITELN <'LA SOLUCION DEL SISTEHA ESI ')f 
ESCVECT <XANTrHC>f 

ENDf 
WRITELNf 
WRITELN ('DAR ORDEN DE LA HATRIZ Y HÁXIHO NO• DE ITERACIONES') f 
READ <HCrH>; · 

UNTIL. EOFf 
ENDo 

3,3,4) EJEHPLO 

Una Persona •• encuentra .. erdida en un laberinto cuadrado de 

corredores <ver fisura), En ~ada interseccion esco!!le una direc~ 

cion al azar w si•ue ha•ta la si!!luiente interseccion dor1d• e•co!!le 

d• nuevo al azar 1:1 asi •l..lcesiva111ente, Cual es la Probabilidad aue · · ,-. 

una Persona aue Parta de la interseccion i emerJa eventualmente 



Por el lado sur? 

~ ~ !I 

4 !I ' 
' • ' 

FIGURA 

Sea Pl l• probabilidad ou• una persona aue sale de la int•rsec-

cion 1 •••rJa •n el lado sur. Sean p2,, •• ,p9 definidas d• •anera 

· shtila.1 ... Suponiendo aue en cada· interseccion a oue lledue la per-

·sana hav tanta Posibilidad aue escoJa una direccion co~o otra v 

habiendo.ile!iado a una Hlida ha ter•inado su cHin•taf la teoria 

de la Probabilid•d ofrece las •i•uientes 9 ecuaciones Para las . 

Pkl 

Pidet 

Pl m 1/4(0 + O +.P2 +P4> 

P2 = 1/4(0 + Pl +P3 + P5) 

P3 • 1/4(0 + P2 + O + P6> 

P4 • 1/4(P1 t O + P5 + P7> 

P9 • 1/4CP6 t PB t O + i.> 

P5 • 1/4<P2 t P4 + P6 t.PB> 

P6 • 1/4CP3 + P5 + O tP9) 

P7 • 1/4<P4 + O t PB + 1) 

P8 = 1/4CP5 + P7 + P9 + 1) 

Al correr este Pro~raMar se le dan lo siduientes datos ou• 

DAR ORDEN DE LA HATRIZ Y HAXIHO NO, DE ITERACIONES . . 
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DAR . Qf'l,··.:·irnrES DE LA MATRIZ 
-4 1 o 1· o o o o o 

1 -4 1 ·º 1 o o o o 
o 1 -4 o o 1 o o o 
1 o o -4 1 o 1 o o 
o 1 o 1 -4 1 o 1 o 
o o 1 o i -4 o o 1 
9 o o 1 o o -4 1 o 
o o o o 1 o 1 -4 1 
o o o o o 1 o 1 -4 

DAR VECTOR DE TERHINOS INDEPENDIENTES 
o o o o o o -1 -1 -1 

DAR SOLUCION INICIAL 
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0.5 o.5 0.5 o.5 o.s o~5 o.5 o.s o.s . 
LA SOLUCION DEL SISTEMA ES: 
0.0114 0,0992 0.0114 o.1e1s 0.2500 
o.1e15 o.4286 o.5262 o.42e6 



8J. 
3.4> HETODO DE FACTORIZACION TRIANGULAR 

3.~.1> INTRODUCCION 

En ••t• ••ccion consid•r•r••o• la solucion del •i•t••• de 

ecuaciones lineal•• AKsbr Por ••dio de 1• eli•inacion Gaussiana 

con Pivoteo P•rcialr considerando l•• v•ntaJas d• trabaJar con 1• 

rePresentaciQn ••trici•l• Se •cl•r•n dos aspectos d• l• •li•in•­

cion Gaus•i•n• aue son 1• busaued• de los Pivotes w 1• interpre­

tacion del los efectos d• error•• de redondeo. 

Por .. dio de un eJ .. Plor ilustrare.as el .. todo • ir••o• de­

finiendo alllUno• t..r•ina• ,.roPio• "'ª'ª l• eli•inacion. B•• el si­

.· llluiente •i•t.n• de ecuaclon••• en not.adon ••trici•l • d• orden 31 

10 -7 o M 7 
1 

-3 2 6 M • 4 
2 

5 -1 5 M 6 
3 

El Pri••r "'ªªº consiste · en uaar l• Pri••r• ecuacion Par• 

el:l.•inal" .. >et de les ot.ras ecuaciDnHf esto H lo•re su•ando 0t3 

veces l• ,.riura ec.uacion • l• selllunda. ecuacion w auaando -o.5 

veces l• ,.ri .. r• ecU11Cion • l• tercer• ecuacion. L•• cantid•d•• 

0.3 w -O.IS .... les llHa •ult.t .. UcadDHS• Eatoa •uliiPlicedores 

son la eic,.rHion deci••l dtt. ·-C-3/10> " -(5/10> resPectiv•••nte. 

D••Pues d• ••t• ,. .. a •l •i•t••• auedal 

10 -7 o IC 7 
1 

o -0.1 6 M ::. 6.1 
2 

o 2.5 5 K 2.s 
3 
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El sesundo Paso consistira en eliminar la x~ de la tercera 

ecuacion haciendo uso de la ~••unda ecuacion. Sin embarso, el co­

eficiente. de ><a,•n la sellunda ocuacion e1 un nu111ero 111u~ Peounor 

-0,1, Por tal niotivor _la& dos ulti•as ecuaciones ser•n int•rc••-

biadas. Esto no es n•c••ario en este •Jeniplo poroue no haw erro-

res de r•dond•o• Pero •• crucial en llenera!. 

[ 10 _, o X 7 
1 

o 2.5 5 )C . = 2.5 
2 

-o -0.1 6 )C 6.1 
3 

Ahorar la'sellund• •cuacion PUed• usarse ~•r• ~li•in•r ·>Ca. d• 

l• tercera •cuacion. Esto •• lollra •u•ando 0,04 vece• l• •••unda 

ecuacion a la t•rc•r• ecuacionl. 

10 -7 o )( 7 
1 

o 2.5 5 )( :: 2.5 
2 

o o 6. )( ,2 
J 

L• ultiH •cuacion •• •horal 

R••olvi•ndol >ta• 1• ••t• v•lor •• susti~uw• •n 1• •••unda ec:u•­
cion 

2t5 M + (5)(1) • 2t5 
2 

v no• d• M • -1, 
2 

Final••nte lo• ..,alor•• d• ><a, w, >«, •• sus ti tuwen en· _18 ,.riaen. ecua­

Cion I 10 ~+ <•7><-1) = 7r esto da x1 = o. La sól•Jcion se puede 



checar facilmente usando el sistema ori~inal; 

la •li•inacion "hacia ad•lante• w la •ustitucion "hacia atra•'• 

La •li•inacion "h•cia ad•lant•" consiste d• Cn-1> Pasos. En 

el k-••iao PaSOt aultiPD• d• la k-asiaa •cuacion son sustraido• 

dtt las ecuacian.• r••tant•• '"ª'ª •liainar l• .lc.-••iaa variabl•• Si 

el co•ficientede l• ~·· "P•11uen~•, ••·intercaabi~n la• ecuacio­

n•• ant•• de hac•r ••to. E• d•cirr d••l"U•• d• h•c•r •l ulUao 

c89bio ••ncionacku Para •l i•inar l• 1c...:e•i•• variab'l• d• ,.1•• •cU•':"' 

cion•• re•tan\e•• •• ~roc•d• a•il CJ-••i•• ecuaclon> - c,.1-._> ·* 
<k-••i•a •cuaclon>. <J•lc.+1•••••n>. 

La •ust.itucion "hacia atras• con•iste •n r••Dlv•r la ulti•• 

ecuaclon '"ª'ª >\t' PD•t•riorallf'lt• •• r••ú•lv• 1"ara ~· d• la P•­

nult.l•• ecuación• v Hi suc••iva••l"lt• hHt.a cau• >e1 H. calculada · 

·c1e la Pri .. r• acuacion. · 

El al•orit.ao CDÍllPl•to PU•da Ser· •MPr•••do •n notaclon aa'tri-

cial. Para nuestro •J••Plo tan••o•I 

[' o :] B•• · L.• 013 1 

' -o.s ., 
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l'º 
-7 .¡ .. : l entone•• L1 A • o -0.1 Li b 

o 2.5 2.5 

{: 
o 

:] L~ {: 
o 

:] Sea p2. o 1 

1 .04 

10 -7 : l t,•. t,• +:1 entonces .• L1 ~ Li A = o 2.5 

o o 6.2 , 6.2 

El Punto Princi,.al esta •n los cambio• ou• han.h•cho las 

. transfor111aciones L1 • P,, w L1 ' •l Producto U • L¡,.P. 4 A H una 111a­

triz trian~ular sup•rior. Hto ••• todos los el•••nto• dif•r•nt•• 

de cero estan· •n &l lado suPuio'r dlirecho de 111? .•atri:z, .Con tal 

111atrizr el siste111a de •cuacion•• 

U>e • C 

Es facih1ernte r••uelto usando sustitucion "hacia atras'. 

Una r•lacion ·•i•ilar es valida •n ••n•r•l• Sea PK , 

·Ck=tr ... rn-1>r .auella 111atriz id•ntid•d• h 11odi.,icada Por •l in-

tu•ron int•rca111biado• en •l k-••i•o "••o de'la elt111inacion. S•a 

L1e aauella 1utriz id•ntidad 111odificada Por i. insersion d• ·los 

111ultiplicador•• usados en el k-••i•o Pasor abaJo de la dia~onal 

•n la k-.e•i•• columna. Cada rHtriz ~ •• una matriz d• P'erm•Jtacion 



. ·-: ; . ·.~· \, 

~ cada L es una simPle matriz trisnsular inferior, Sean L w U los 

Productos! 

L • L . P ,,, L P L P 
n-1 n-1 2 2 1 1 

U = LA 

puede resolverse mas fecil111ente. w la soluc:lon •• le. 111i••• au• 

P•r• el siste•• Ax=b. L• •atriz L no neceseria•ente •• una ••triz 

trian11ular inferior• pero es el Producto de Per.utec:lones de sil1-

Pleti 111atricers trianlluleres i.nferiores, Consecuente1Hnte la re!•-
"' . cion A = L U •• ll•mada al11un•• veces tactorizacion trian11ul•r d• 

.A• 

Es i•Portante enfetizer aue no se he introducido nada nuevot 

18 tactoriz•cion t.rhnllular •• le •i•,.1• eU•inacion Oeussian• 

·~neiu1d• en notaci:lon Htric:ial. Los •l•Hntci• .:d• 1• di••on•l d• .• 
. ' 

U H le• ll•H Pivot••f •1 k"".Hi•a .. :t.vot• •• el c'oeficiienh de 1• 
' . ' ' . 

Ji • .:.esiH vl.rhbl• en la k-esiH ecuacionr en el k-•si.a ... 110 de la 

eU•:t.n.tcion~ En •1 eJHPla· ex,.uesto los Pivot.ts son 10, 2,5 w 

El co•,.uto d• lo• •ulti,.lic•dores v 1• sustituc:ion 'h•ci• 

•t.rH' reauieren de divhion•.• Por los ,.:t.vot.Ho Corisecuent•••nt• 
' ' 

el al!llaribo no ,.u•d• ll•vene • c•bo si cuelcauier• de las ,.iva-

t•• •• cero, .Int.ui tiv•111•nte ••ta nos die:• cau• ••ria un• ••la id•• 

coli,.littar ·.el. coaputar si ahltino de los .. 1votH •• cerclino • cero 

(la caUH de Hta dificultad H el USO de •ult.iP~icadorH a4w 

•r•ndH>, 

\'. 

" 
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Se ve en ~eneral aue si los multiPlicadores son todos meno­

res o iSu•l&s a unor en mesnitudr entoncefi ai computo de la solu­

cion ,.ued• ••r •,.ro)(i11111do en ci•rto 11•ntido. Ur1a 111an•N1 de rescil­

ver lo ant•rior •• u•ar ,.ivotao Parcial oue con•i•t• •n lo •i­
suientet en el k-••i•o "ª•º d• la eliminacion "hacia •delante•, 

•• :toma c:o•o l"ivote al •avor •l•••nto <en valor abtioluto>• en la 

parta consid•rada de la k-e•i•• colu111n•• El ren9lon cont•ni•ndo 

e•t~ Pivota •• int•rc••biada can el k-••i•o ren•lonr trawendo el 

ele111ento ,.ivot• a la ,.osicion <krk>. El •i••o interc••bio ,.u•d• 

hacer•• con los •l•••ntos del lado derecho del siste••• es decirr 

b· Las incomnita• en el vector d• inco•nit••• M• no son reordena­

d•• ,.oroue 1•• colu•nas d• A no son int•rca•biad••• 

3.4.2> PROQRAHA FACTORIZACION 

OBJETIVOS 

Resolvu el sbt••a de •cuaeion•• A>e•br "ara uno o varia• 

111at rices A ,. v•ctorH·, b• l"or •1 ••todo d• eÜttiflacion Bau••i•n• 

con l"ivoteo "arci•l• 

DESCRIPCION 

Este Pro•r••• resuelve c~alouier sisteaa d• ecuacion•• d .. 1• 

tor•• A)(=-br h••t• d• orden us. En caso de reauerir r••olver sh-. 

t•••• de ••wor otd•n• •oditicar l• constanteHidel ,.ro•ra••• La 

intor111mcion aue •• le d•be dar •1 "ro•naa ••t orden de· la ••t.riz 

d•l •iste••• componentes d• la ttatriz w co•ticientes d•l vector 

d• ter•inos ind•~•ndi•nt••• 



eliminacion 'hacia adelante• w sustitucion "hacia atr~•· ~ue son 

TRIANGULARIZA w RESUELVE. TRIANGULARIZA Puede usarse Para cal-

El deter•inante de la aatriz A puede obtener••• desPues de 

salir de la subrutina TRIANOULARIZA aai: en el ulti•o co•Ponente 

de PIVr TRIANGULARIZA re•r•s• el valor de +1 si un nuaero par de 

tercaabio• se efectuaron, El valor del deter•inante se obtiene 

•ultiPlicando los. el•••nto• d• la dh•onal d• la •atriz d• uU­

dar At aultiPlicada Por PIVCNlo En •l caso oue TRIANGULARIZA de-

la tora• de obtener el deterainant• •• d•b• •raci•• • la• ProPi•­

dades S la su•• d• un aulti,.1.o· de ·un ren•lori • otror no ca•b:l.a el 

valor del d•traln•nteJ •1 intercaabio d• dos lin•H < renttlon o 

coluana) c••bia el •i•no del detratnant•• •l det•r•inant• d• un• 

aatriz tr:l.an•ular es i•ual ill ,.roducto da los •leHnto• d•·la 

La subrutina RESUELVE UH loa resultado•'de TRIANOULARIZA 

Para obtennr 1• solueion del •t•t••• tr•i•n•ular • obtener. E•t• 

subrutina · tou•d• H•olver v•rtos abt.e••• con la ·•h•• ••tr:iz; .A• 

obtentde de TRIANGULARIZA w varios vector•• inde~endientesr b •. 

ALOORITHO. EN PSIUDOCODIGOt 

PROBRAHA PR~NCIPAL 

VARIABLE 
N1 

USO TIPO FUNCION 
Con•t•nt• Vniable ou• indioue el orcl•n IH"' 

:d111e1 de lo• tthte•••' ou• re•uelve _,., 
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A 
HC 

E Arr·e11lo 
E Entero 

el pro9rama <es modificable). 
Hatriz del sistema da ecuacionesr 
Orden del sistema a resolverse. 

de reales al final •• tr•n•toraa en una·••­
triz tri•n•ular •UPerior. 

E/S Arr .. lo 
de real•• 

Vector de termino• ind•P•ndient•• 
del •i•t•••r final•ent• conti,n• 
la aolucion del siat•••• 

PIV Arrelllo 
d• reales 

Vector conteniendo 1• infor•acion 
d•l Pivoteo. 

PaeudocodilloS 

BEOIN 
Der el orden de l• •atriz A• "e' 
REPEAT 

CALL LEEHA.T (ArHCrHC> • 
Lee el vector d• t•r•inos ind•P•ndientes, 
CALL TRIANOULARIZA <ArPIVrHC), 
IF PIVCHCJ <> O THEN 
. RESUELVE CArPIVrHVCrB>• 

Escrib• la solucion d•l sist•••• 
ELSE . 

Escrib• 111tr•ro d• indic•cion. 
Dar orden d• h ••triz A• He, 

UNTIL fin d• •rchivo. 
END, 

SUBRUTINAS 

1 > LEEHAT. <llrHrN>' 

<L•.• un• Htriz dlt orditn 'HxNr v•r sec:, 2.2.2>, 

.: ~2) LEEVECT.CDrH) 

<L•• un v11ctor d• ord•n "' v•r sec. •· 2,2.2> 

3) ESCVECT CDrH> 

<E•c:rib• un v11ctor d• ord•n H>, 

.4) TRIANOULAIUZA <A,PIVrN> 

·.; ,. 

" ·~ 

ÓbJeUvof transfor .. la ••triz A en una .atriz ·trian•uiar suP•rior'• 
· .ctec:i rr •f•c:tu• la •li•inecion OauHiana é:ian Pivoho ,.ltrc:hl deJendo 
'lit infor•lic:ion d• los· •ultiPlic1dores en la Parte trian•ular 
:!.riterior. -~ 

VARIABLE· 
A 

USO TIPO . FUNCION 
E/S Arre•lo H•triz d•l sisteiria de ecuacicnesr 

. de reales . final•ente se tran11'tor111a en unil illa-



PIV s 

N E 

Arre11lo 
de re•l•• 

Entero 

89 
triz trianá•.Jlar liUP&riorr con 1.nfor-· 
macion en su Parte inferior de los 
11ul tiPlic•dores, 
Vector conteniendo l• infor•acion 
del Pivoteo Pere k•1,,.,,n-1. En 
PIVCNJ •• tendr• ceror si el siste­
e• •in•ul•r o c-1>•<nu•ero d• inter­
c••bio• efectu•do•>• 
Orden de l• ••triz A. 

IrJrKrH .L Entero Variebles u•ades co•o iter•dore•• 
Verieble de locelizecion teMPor11. T L RHl 

P••udocodi•oS 

BEOIN 
PIVCNJ <--- 1. 
FOR K S• 1 TO H DO 

IF K <> H DO 
Busc• el •le•ento ••war de la calu•na 
K• en le k-e•i•• iteracionf su pa•icion 
l• d•J• •n "' · 
PIVCKJ <---·"· 
IF H <> K THEN 

Hltbra interc••bia de renlllan••• Por tanto 
PIU[Nl <-~- -PIUCNJ, 

s. int•rc••bi• el ••war ele••nto d• 1• 
coluana K • la PDSicion CKrK> il. nuevo "ivote~. 
IF •l PiYot. dif•r•nt• d• c•ro TIEN ' ' . 

Divide 1• K-e•i•• colu•n•• •Partir·del kt1-••1•o 
ren•lon entr• (-1).PiYOt•• Obteniendo los 
aulti .. Ucaclor••• 
FOR J S• Ktl TO H DO 

; ELSE 

· B• hac• la Perauteeion·nec•••ri• P•r• 
la colU.na J-Hi•• • · 
;IF , A[KrJ~ <>'. O THEN 

FDR A~I !~1 K~!~IºA~I ~~l +. iluiü,.licadorÚ.~.tO•ACKrJJ~ : 
PIVCNJ <"".-- o, A es sinllula!'1 · 

IF ·K • H· THEN 
IF ACi<rKl • O THEN PIVCNJ (--- o, 

END, 

5> RESUELVE <A•PIUrNrB> 

ObJ9tivol Usar lo• r .. ultados de trianllulariz• "ª"ª ob~-~.,. ·1. 
solucion del •i•t••• AK•b· 

UARIAILE 
A 

PIV 

N 
B 

USO TIPO 
E Arre•lo 

dlt reel•s 

E Are•lo 
de re•le!!I 

E Entltro 
E/S · Arre!llo 

. . FUHCION. 
Hetriz conteni•ndo l• infor••­
cion et. la •li•inacion oaus•i•n• 
·v los •ulti,.lieadores. 
·vector au• contiene l• infor••-
cion d•f Pivot•o·, . · · 
Di•IÍnsion del •iílt.1111 • rHolveru. 
Vector de ter11inos ind•Pendient•s 

-... 
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de. real1H del sistema, fir1al111ente se trans­
for•a en la aolucion del •i•~o. 

L Entero Variables usadas c:o•o iter•dor••• 
L R••l V•ri•bles d• loc•liz•cio te•Por•l• 

8EOIN 
If N <> 1 THEN 

·FOR K I• 1 TO N-1 DO 
Hac• l• K-••i•• ~•r•utacion neéesaria 
del vector B. 
FOR I I• K+1 TO N DO 

BCIJ <--- BCIJ + •ultiPlic:•dor<I•K>•BCKJ, 
FOR K8 l• N-1 DOWNTO 1 DO 

K <--- KB + 1, 
Obti•n• .la incodnit• k-••i•• en BCKJ. . 
si ... u tuv• •1 Y•lor d• BtKJ •n lH ni••rH . 
ecu•c:ion••• •• d•cir• d• l•·Pri••r• • 1• k-1•K8. 

BC1l <--- 8C1l I AC1r1J, . 
ELSE 

·8C1l <--- 8C1l i AC1rll. 
END. 

· .. :·.· 



J.4,3) LISTADO DEL PROGRAMA 

PROORAH FACTORIZACION CJNPUT•OUTPUT>I 
CONST 

Nl •UH 
TYPE 

VAR 

HATRIZ • ARRAYClooN1rltoN1l OF REALI .. 
HATRIZl e ARRAYC1 .. N1l OF REALt. ·. 
HATRIZ2 • ARRAYCl10Nll OF INTEOERI 

HC 1 lo oNU 
A l MTRIU 
B · 1 MTRIZlf 
PIV l MTRJZ2f 
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PROCEDURE TRIANOUl..ARJZA CVAR A i HATRIZJ VAR PIV t HATRIZ21 
. N l lt4TEOER > ~ 

VAR 
l•J•K•M 1 INTEOERI 
T 1 REALt 

IEOIN 
PIVtNJ I• U 
FOR K I• 1 . TO N DO 

KGIN 
IF K O N THEN 

IEllN 

ENDt 

N I• Kt 
FOR 1 I• K + 1 TO N DO 

IF AaSCAthKJ> > AIBCAC":•KJ> l'HEN 
" l• 11. 

PIVtKJ S•:Nt 
lF H <> K THEN . 
. PIVtNJ 1• -PIVCNJf, 

T I• 'ACM•Klf 
ACH•kl l~'ACK•K]j 
ACKtKJ I• TI 
IF T '<>O.O .THEN· 

IEOIM .· .. 
FOR 1 S~ K + 1 TON.DO 
. AEhKJ I• -ACJ.ICJ / Tf 

FOR J I• IC + 1 TO N DO . 

END 
ELSE 

aEOIN . 
T I• ACN•Jlt 
A[N•JJ l.; AtK•Jlf 
A[K,Jl lit TI· . . 
IF T <> 010 THEH . 

FOR 1 I• K + 1 TO N DO 
.. A[J,JJ I~ AtlrJJ + Atl•KJ ' Tf 

ENDf . 

PIVCNJ l•Ot 

IF .1( • N THEN 
IF ACK•Kl • o.o THEN 
. PIVCNJ t• Of 

. ' 
':'l 
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END<*FOR K *>I 
END<* DE TRIANGULARIZA*>• 

PROCEDURE RESUELVE <A 1 HATRIZf PIV 1 MATRIZ2J N 1 INTEGERI 
VAR B 1 MATRIZ1>1 

VAR 
KBrlrK1H INTEGERf 

T : REALI 
BEGIN 

IF N <> 1 THEN 
BE GIN 

FOR K fe 1 TO N - 1 DO 
BEGIN 

H I= PIVCKJf 
T. fa: BCHH 
BCHJ 1111 BCKJ' 
BCKJ I= Tt 
FOR I :a K + 1 TO·N DO 

BCIJ I• BCIJ + ACirKJ * T; 
END• · 

FOR KB I• N - 1 DOWNTO 1 DO 
BEGIN 

K l• KB + 11 
BCKJ I= BCKJ / ACKrKlf 
T I• - BCKJf 
FOR I I • 1 TO KB DO . 

BCIJ lm BCIJ + ACI•Kl * Tf 
ENDf· 

BClJ I= BC1J I Atlrll' 
END 

ELSE 
·BC1J I• ac1j I AC1•1lf 

END<* DE RESUELVE *>f 

< PROGRAHA PRINCIPAL>· 

BEGIN 
WRITELN <' DAR EL ORDEN DE LA HATRIZ' H 
READ <HC>f 
REF'EAT 

WRITELN ('DAR COMPONENTES DE LA HATRIZ A') f 
LEEHAT <A•HCrHC>f . 
WRITELN <'DAR 1;011Pr.1t1EIHES DEL VECJOR B!H 
LEEVECT Cl•HCH 
TRIANGULMtlZA CA,PIV•HC>f 
IF .PI.VCHCJ <> O THEN 

BEGJN 
.RESUELVE (ArPIVrHCrB)f 
WRITELN.<'· LA SOLUCION DEL BISTEHA ESl')f 
ESCVECT CBrHC>f 
END' 

ELSE . 
• WRJTELN (' EL SJSTEHA NO TIENE . SOLUClON '> P 

WRIJELN; . 
. . ·WRITELN <'DAR EL ORDEN DE LA' H~TRIZ'>f 

.. ·· ·· .. ·READ CHCH 

. UNTIL· EOFf 
END •. 

-;-,. 

:··._ 
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3o5l COMPARACION DE METODOS 

En este c•Pitulo se han considerado basicamente 2 tecnicas 

Para la solucion de un siste•a de •cuecion•• lineal•• •i•ultane-

as; est•• tecnicas son la iterativa w la de eli•in•ciono Una Pre-

sunta •uw natural •• i Cu•l •s el meJorf, La r••Pue11ta a esta Pre-· 

•> Los ••todos de •li•inscion Gaussi•n•r co110 el •etodo de 

Gauus-Jord•n w •l ••todo de tactorizaciort trhnlllularr ti•nen la 

ventaJa de ••r finito•• •• d•cirr 'reauierer1 un nu.aero finito de 

ol"er•c:ion•• l"ara un •i•t••• d•do+· .Teoric .. •nt• 1• •li•inacion 

O•u•siana trabaJa con c:ual1.1uier conJunto no sinlllular de ·•cu•cio-· 

n••• 

La desventaJ• de ••t• ttl"o de ••todos •• ou• ecu11ulan erro-

r•s d• ndondeor causando posibl•• error•• en la solucionf •un11ue . . . . . . 

esto •• c:on. el l"iYoteor H dificil ••ni,.~lar. shtHH 

D• los do• ••todos d• •li•inac:ion incluidos en ••t• c:al"itu­

lor •1 llietodo d•. factoriz•cion trhnlluhr thn• ventaJH l"or la 

for•• t•n efici•nt• de al11acenarr •n l• •i••• 11atriz inicial d•l 

si~t•••• 1• infor••cion d• .los.11ulti1"licador•• w •1 result•do de 

l• •li•in•cion Cen· su l"•rte trianlllular infel'ior 1i1 SUl"erior r•s-

. l"•r:Uv•••nt•> Esto .ulti•o l"er•it• obt•n•r facil••nt• el d•t•r•i-

b> Los Htodo• iterativos tienen la dHvent•Ja d• H
0

r lent~li 
w con. l"Oc•• l"Dsibilid•d•s d• converfierr es decirr corlver!len bu.Jn 



ciertas aondiciones como •1 metodo de Gauus-Seidel. Reauieren una 

sran cantidad de oPeracionesr sin embar~o cuando la iteracion 

funciona efi Preferible. El trabaJo reQuerido es ProPorcional a 

n~ Por iteracion n-s Para eli111inacior1 >, El error Por redondeo 

es menorr lo oue a menudo Justifica el esfuerzo adicional de la 

comPutador•• 

En matrices disPersas o poco densasr es decir• aue tienen 

una alta ProPorcion de ceros• es Posible reducir el numero de 

oPeraciones• verificando coeficientes ~ no efectuando 111ultiPlica­• 
cienes Por cero. 

Siste••• demasiado Sr•nde• no solo no Pueden resolverse con 

Precision por eliminacion sino aue ni siauiera caben dentro del 

almacenamiento de alta velocidad de la computadora. Si los coefi-

cientes son ~enerados Por la co111Putadora se evita l• dificultad 

con iteracionr •enerando cada &cuacion cor1for11111 se necesita. Hu-

chos Proble•a• donde aparecen ecuaciones diferenciales Parciales 

son resueltos Por metodos iterativos. 



IV> SOLUCION DE ECUACIONES., 
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4,1) INTRODUCCION. 

Gran Par·~e de los cursos de matea•tices en las escuelas 111e-

dias w superiores se dedican al estudio de l•s ecuaciones• •i•ndo 

la razon de esto la i•Portancia aue tienen Para la aPlicacion 

,.ractica de l•s 111ate111atic11s, estando entre sus .Princ::'iP•l•• aPli-

caciones la solucion de Proble•as físicos w ~•o•etricos. 

Much•• de las ecuaciones utilizadas Para representar fenoae-

nos fisicos ti11nen soluciones analitic••• co1110 es el caso de la 

ecuacion cuadratica• la ecuacion cubic• w aun la de cuarto •rado• 

sin eabar•o• auchos Proble111as de física, in•enieria• econo111ia, 

etc. pueden conducir a ecuaciones Para las cuales no existe for-

111ula analitic:a ,.ara resolv•rla•• •out es conveniente recordar aue 

no existe solucion Para una ecuacion si sus raices no ,.ueden ex-

,.resarse en t•r•inos de 1•• •a•nitudes de la •is•• P'Or 111edio de 

OP•r•ciones ar'it•etic:as o trascendente10. Es Precis•••nte este ti-

po de ecuaciones las aue •• resuelven Por 111edio de ••todos. apro­

><i•ativos. 

E>eisten varios ••todos Para resolver ecuaciones 111ediante 

aproxiaaciones• en este c•Pitulo se trataran· dos de· ellosl El ae-

todo ·de Néwton-RaPhson w el ••to~o de Lin.:.Bai.r~~ow Para ecuacio­

nes polino•i•l•s• ade111as los •etodoaS biseccion w ••c•nte. 
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4.2> ~ETOBO DE BIBECCION Y HETODO OE LA SECANTE 

41211) INTRODUCCION 

El •etodo de biseccion tiene la caracteristica de ser •••uro 

Pero 111uw lento. Este. •etodo tiene por obJeto reducir el intervalo 

de la tuncion dad•• hasta un taaano deseado. Para conse•uir esto 

el 111etodo se basa.en el si•no de la funcionen los Puntos de •v•-

luacion. El ••todo consiste en lo si•uiente: 

Dada la tuncion t definida en el intervalo CarbJ con un uni-

co~t•n•• al cero• ><'• . de la funcion t. Se toaa un Punto z en 

ce,bl w •• evalua 1• funcion en Z• es decir• t<z>r de acuerdo al 

•i•no de fCz> obtene•o• aue el intervalo Carz) o Czrb> contiene 

al cero de la funcion. Una foraa c:oriveniente de esc:o•er el Punto 

z es oue •e• •1 Punto 11edio del inte.rvalo consid•redor es de.ci r z 

= Ca+b)/2r para alli t•ner la Hducciori ••xi•• del intervalo• En 

••rieritl dedos • w b con >e' en. Ca"• bK J entonc:••.l 

1) Se to•• .. + b 
k k 

z .. 
k 2 

2>. Si f(a )f(z ) <o entonces 
k k 

a = • 
k+1 k 

b = z 
k+1 k 

3> Si f Ca )~Cz ) > O entonces 
k k 



lil .. z 
kt1 k 

b .. b 
kt1 k 

HETODO DE LA SECANTE 

98 

' \ 
El ••todo d• h. Hc:ent• tittM h carec:t•rilltice d• ••r un 

••todo bas~ent• rePido Pero no •i••~r• conv•r••• El ••todo con­

•i•t• en lo •i•ui•nt•I Dad• le tuncion· t con un unic:o c•rot'H'• 

en •l · int•rvalo Ca•bl se ~rocede esil dados lo• Puntos H0r H1 w 

Kt. el Punto de int•rs•cc.ion de le ••cante 11ue Pase·"º'· <H.•f<He>) 

w <x1 rf<Ht>> con •le.Je •x•t x••• •l Punto d• int9rs•ccion d• 1• 

••ciente au• pasa Por .Cx1 rfCH4» w <w.,rfCHa>>·con el •J• •)(•, 
etc., en ••n•r•l ••• w1111•1 Punto d• int•rs9ccion d• la ••cante 

au• P•H Por Cx,; rf'hc )) w CH rfhc .. » con el •J• •x•, U•r ti•ura 1 .... . .... K. .. 

{i>). 

' 
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H•w aue noter aue Per• e.Jec:utar un• nueva i t.erac:iorr con este 

metodo• nec:esit•~o• de las 2 ulti••s aPro>ei•ac:iones obtenidas sin 

importar el si•no de la func:ion en esto• Puntos. Co•o c:onsec:uen­

.c:ia de lo anterior este metodo no si••Pre c:onver•e •>e'• Pero 

cuando c:onver•• su c:onverdenc:ia as 111uw raPida. 

La 111aner• de obetener el Punto >e\t
1
es .. •uw senc:illaf haw oue 

recordar aue la ec:uacion de la rectar conoc:iendo un Punto C>e0 rw0 > 

w su Pendienter•• e•I .w· • w0 + C>e - >ee>•• d• esta· •anera la •c:ua­

c:ion d• la Hc:ente ilue PH• por ·1os Puntos hc""''fC>eic-t >) ·w Üc"'rf(>elCl) 

'" esl 

fh< ) .. fC>e ) 

k k-1 
w.• fC>e > + (>e - >e ) 

k k M. - )( 

k k-:-1 

iMualando • cero w heciendo )( . )( 

kt1 

(>e - M )f(M ) 
k k-1 k 

)( ' .. )( 

k+l k fCH ) - tc>e ) 

k k-1 

Debido a la sencillez de la pro•r•••cian de ••tos dos ••to­

dos no •• '""º'"ª••ronr Pero .teoric:a•ente •on 1:1tÜes va ctu• c:o•bi­

nando e9to• dos se obti•n•n.••todos o al•orit•o• •••eficientes 

conocido• i::oao a1•ol'it•a• hibridosr en l• LUel'8ture aPar.ecen •l 

al•aritao d• Dekker w •1 •l•oritao d• Brent. 
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4.3> Hetodo de Newton-RaPhson. 

4.~.1> Jnt.roduccion 

Este ••todo ProPorciona la solucion a una ecuacion de la 

tar1aal 

t<x> • O 

La interPr•tacian ~•o••trica de este metodo se ilustra en la 

fi~UNI 1. 

Pri•ero 'se encuentre la derivada d• l• funcian t<x> en el 

punto x "' xtc. Si•ndo ••t.• h temiente e la curva en el Punto ><1e,•. 

Pode111os encontrar la inteneccion de esta con el eJe·x <si la 

tan~ente no es horizontal) Para encontrar una r1ueva aProni111acion 

de la raizl' x Dicha aproximacion esta dada Por 
N1 



P•ro dado 11u• 

•• decir 

•nt.anc:•s· 

.. 

x "' x - Ax 
k+1 k k 

t<x > 
k 

T•n 1 • f'(>< ) a~ 
k 4>< 

t<x > 
k 

4H =­
,k 'f'(>e) 

k 

k 
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f(>e ) 
k 

>e •>e-4>e•x--
k+1 k l k f'(>e ) 

k 

Est• .. t.odo 9010 nos P•r•it.• 11neontrar l•s raic•s r••l•• de 

la tundanf ,..,. •. UHnt.izar , la canv•r•ttneie del Ht.ada r•11u•riiacu• 

de l•• ai11Ui...t.its .... t.rteeian•sl 

1> au. f'(N) no ••a c:•ro a 11UV ,.Muen•• wa au.im.•s• casa 

4Hlc t.oaaria valaNs aw •randtts " Pued•. dar lu .. r • valores d• · ><~ 

fu•r• et. la zona d9 int•r••• 

2> El valaP inidal.debm••t.•r c.,.~a d9 la raiz au• ••bu•­

de na .. ,. ~•i• h reta ,.endi•nt• • 1• curva PU.de intersee-



¡. ,· 

·y 
~. 

'. ~ 

i,. 

,, 1.• \ .<-l·. 
·:. 

Det·iv1Jc:ion r~e la formula de Newton l'•or Serie de Ta!rllorl 

Por 1• for111ula de Tawlorl 

t<x> = t<x ) + <>< - >< )f' (>< ) + 1/2(>< - >< )f" (H) + t • • 

n-1 n-1 n-1 n-1 

reteniendo la ,.art• lineal w •i eon•idera111os aue' r •• una 

f(r) m f(>C . ) f (r - X )f'(x ) 
n-1 n-1 n-1 

'._, 

o • f(>< ) + ()( - >< )f'(>c > 
n-1 n. n-1 n-1 

o seal 

· .. fhc > 
n-1 

r N_ )(. 11 )( 

n ·. n-1 ·.,,he ) 
· · n-1 

Ahora eonsidere111os •l Probl,••a un ,.oeo 111as !llitf'.ler.al de 

resolver el sistlfilal 

f(>erw) •. O 

•<úw> • o 
(1) ' 

A,.lia~Ho. el Htodo ·•de Newton "'ªra ,rHolv9r .. t. ·~•t.aa 
:.· "·1 • \·. 

, (el"I 1tener•l h •l'todolo
0

!11ia }~. "'IJ•de · e)(t.~nde1• para r.HIJlVer shte-
;. ' 

;1"1 . ',:· 



Aproximando f 1:1 g Por las Partes linealas de su serie de 

Tawlor F>ara la vecindad de <x.,.t r!il"-t ) tenemos! 

t<xr1:1) N f(x rw >+<x-x )f <x ,,,, >+<w-w )fd <x ,,,, > 
n-1 n-1 n-1 1C n-1 n-1 n-1 v n-1 n-1 · 

s<xr1:1) N ~<x rl:I >+<x-x >•K<x rl:I >+<w-w )S <x rw ) 
n-1 r1-l n-1 n-1 n-1 n-1 ~ n-1 n-1 

(donde t , t , • , • •on l•s deriv•d•• Parci•l••>• 
X Y X W 

su,.oninendo aue existen l•• derivad•• con•id•r•das. 

Denot.•ndo (>crw> .. un• 11oluc:ion •>c•ct•r a111bo11 l•dos de <2> se 

anulan. Definindo• >e • ><"· w w • w" c:ollio lo• nu111eros aue •ni.Jl'an· 

1011 •i••br.011 del l•do d•recho t.•n•111os: 

t (x •V )h + t ()( rW )k • -f (>c rW . ) 
·>e n-1 n-1 n-1 w n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 

(3) 
• (>< . •W )h + • (>e '"' >k 

>e n-1 n-1 n-1 . w n-1 n-1 n-1 

donde h "' k re,.resent•n l•• for111ul•• rec:ursiv••I 

)( 11 )( + h ,., n-1 n-1 
(4) 

" :. " + k 
n n-1 . n-1 

En c:•d• iterac:ion •• d•b• reaolv•r •l sist••• (3) c:uw• •olucian 
. . 

H (h"'rkc,.>f w 1•' nuevil •~ra>eiHcion del •.ist•H Hra <x¡.'"'c;>+ E:l 

áetodo se d•ti•n• cu•ndo', tanto h co1110 k son sufic:ienternente pe-

auenos. 
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4 .~, 2 :O PROGRAMA NEWTON, 

Ol'tJETIVO: 

Encont.ral' la soluc:ion de ecuaciones del tiPo f(H) "' o. 

DESCR I PC lQfl·, 

Dado oue Para este pro!lrama se reouieren en forma e~Plicita 

tanto la tuncion como su derivadar es convenhmte declarar las 

funciones F ~ DERIVADAF aue calculen f ~ t' re•~•ct.ivaaenté, Asir 

si se desea ca111biar la funcionr solo ser¡¡ nec•sario alterar las 

lir1eas de,l Pro!lra11a fuente ,en dc:inde se encuentren F ~ DERIVADAF • 
. . •· 

Asi 11ds111or se considera una variable EPSILDN aurr: def·ine el crite-
rio de conver~tmcia. 

··.:.·,. 

·~ 

"' 

-. ' ~ ~ 



\,·"?'····· .. · 

ALGORITMO EN PSEUDOCODIGOI 

PROGRAMA PRINCIPAL <NEWTON> 

OBJETIVO! Calc:ul11r i. raiz de una tunéior1 dada. 

VARIABLES 
CONT 
X NUEVA 
NUHITER 
EPSILON 
XANTIGUA 

PS.EUDOCODIGO l 

USO TIPO 
S Enhro 

Real 
E/S Entero 
E/S Real 
E/S RHl 

FUNCION 
Contador d• iteraciones 
Nueva aProxi•aeion de la rai~ 
Nu•ero d• it•raeiones 
Criterio d• eonverseneia 
Antisua aproximaeion de la raiz 

DEGIN . 
L•• Nu•• de it•raeionH• el"ttilon w Pri••r• aPro>ch1ac:ion. 
il1,.rilÍi• lo• valor•• leidos. \.: •. 
lF numero·d• iteraciones >O THEN 

WHILE tunc:ton.valuad• en.•Pro>c. itnti•ua >= EPSILON flO 
Cilleule nu•va anoxi·•acion de la raiz, 
apro>ci•aeion ant.i•u• <--- aProxi•ecion nueva. 
iner•••nt• contador de iteracian••• 

bPriH. raiz obtenida W funciOl"Í Yaliada en dich.a riliz• 
· IF contador 11e•o al nuHra H>eh10 (NUHlTER> THEN 

•anda •n•J•• 
.ELSE 

. Marida un ••n~~~~ de. error.; 
END, · 

, .. 

-~-· ., 

' .. :.,-, .. · 

. ' ,· 

' ~ : 



LISTADO DEL PROGRAHAl 

PROORAH NEWTON CINPUTr DUTPUT)t 
VAR . 

NUHITERr CONT 1 INTEGERf 
EPSILDNr XANTIOUAr XNUEVA 1 REAL; 

. < FUNCION CUYAS RAICES SE DESEAN ENCONTRAR > 
FUNCTIDN F CVAR X .1 REAL> 1 REALI 

BE GIN 
F l= COS<X>~2 * X * X * XI 
END; 

<DERIVADA DE LA FUNCIONF > 
FUNCTION DERIVADAF CVAR X 1 REAL) 1 REALf 

BE GIN 
DERIVADAF· I• - SIN<X> - 6 * X * XI. 
ENiH 

< PROGRAHA PRINCIPAL > 
BEGIN 
XNUEVA I= Of 
CDNT I= 01 
WRITELN < 'NUH. DE ITERACIONES?r EPSIL.ON?r X INICIAL?' H 
READLNf 
READ CNUHITERr EPSILONr XANTIGUA)f 
WRITELNIWRITELNI 
WRITELN <' ': 10r 'APRDXIHACION INICIAL DE LA RAIZ • '' XANTIGUA 14) f 
WRITELN <' '110r 'NUH. HAXIHO DE ITERACIONES = '' NUHITER); 
WRITELN <' 'HOr 'EPSILDN • '' EPSILDNH 
IF. <NUHITER > O> THEN 

BE GIN 
WHILE <<ABS CF CXANTIOUA>>> >• EPSJLDN> 

AND (CDNl < NUHITER> DO 
BEGIN . 
< CALCULA' NUEVA APROX, DE LA RAIZ > . ·· ·. 
XNUEVA. I• · XANTlGUA-F<XANTIOUA>IDERIVADAF<XANTIGUA> f 
XANTIGUA .. I• ·XNUEVAI . . . . . 
CONT I• CDNT + 1f 

. ·ENDI 
.· .WRITELNIWRITELNf 

WRITELN C' 'UOr 'X • ', XANTIGUAH 
WRITELNC' '110r 'F ()()a 'r F <XMITIGUA»f 
WRITELN (' '110r 'NUH. DE ITERACIONES EFE~TUADAS'~ 'r CQNTl4)f 
IF NUHnER mi CONT THEN 

BEGIN·. 
WRiTELNf~ITELNf · . . . 
WRITELNC' '110r '*** NO BE ALCANZ.O .LA PRECISJON DESEADA ***'·> f 
WRITELNC' '19r '*** CON EL Nutt, .11E ITERACIONES INDICADO ***' > f 

.END . 
END 

ELSE 
WRITELN <' *****DATOS ERRONEOS *****')f 

END, 



EJEHPLOI 

su .. on•••o• que •• auiere conocer l• raiz de la ecuacionl 

3 
f<X> • CDSCX>-_? )~ 

10'? 

o ••a la funcion •estrada en el listado del P'ro•r••a• L• •x•cti-

tud reauerid• es de 0.0000001 w se ProPon• un ••xi•o de SO itera-

ciones. 

· ••t•ndo COSCX> entre -1 w 1, el ter•ino cubico debe estar ta•bien 

en ese orden Para hacer cero la funcion. De esta forma •• P'roPane 

el valór 1 P'•ra la •P'roxi•acion inicial w nueatro• datos d• en­

trada auedarian de la si•ulente for•al 

NUHITER • SO 

EPSILON • 0.0000001 

XANTIGUA "' 1 

"ºr lo tanto la eJecucion de ••te P'ro•ra•• auedaria de l• ai­

!luiente ••neral 

APROXIHACIDN INICIAL DE LA RAIZ • 1 
NUH, MAXIHD DE ITERACIONES a SO 
EPSILDN • 1.0E-7 

)( .• o. 72140603364 
F <X> • ~3.677996S7399E-9 
NUH, DE ITERACIONES EFECTUADAS = 4 

'' ' .. 
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4,1> HETODO DE LIN-BAIRSTDW PARA POLINOHIOS 

4.1.1> INTRODUCCION 

Un polino•io es una funcion con•truida como combinacion li­

neal de potencias de >e <•u•• d• potencias de x multiPlicad•• Por 

un escalar). Por ellor un Polino•io ACx> se escribe co•o 

N 
A(>e) m a >e + a >e 

N N-1 

N-1 
+ ••• + a x + a 

1 o 
(1) 

En este eJe•Plo N •s el ••wor exponente 1:1 denote el !ir•do del PO-

linomio• A los ter•inos • •• l•• conoce co•o co•ficient•• del 

Polino111io. 

El ••todo de Lin-lairstaw Par• encontrar las ralees.de un 

Polino•io •• baa• en la PosibUid•d de •KPr•H.rlo• se•un un tifo-..... co•o Producto .de· factor•• cuadr•t.ico• 

2 2 2 
. ACx> a <x + p M +a ) ••• ex+ p )( +. >C)(>C + p K + G )(p K + G) 

1. 1 k-1 k-1 .... .... k.' k 1 

Si auere•oa conocer loa nu•eroa en donde el Polino•io v•le 

cero <ACH>•O> beata con •ncantr•r l•• raicea Creal•a o i•••ina­

rhs> de cada factor c:uadr•tico CrHolYiendo <x~+ ·PM ·1- a • 0)). 

Si dividiMO• un l"Olino•io entre otro cuadratico •• obti•ne 

co1110 residuo un factor lineal (polino•io de srado uno).. En otr•11 

Palabr••• si A<x> es un Polino111io c•Jalouiera 1:1 >ea.+ "' >e + a un .po-



1:): 

linomio cu•dr•ticor al dividir •l Primffro sobre el &~•undo nu ~b-

tiene co110 cocient• un Polin!)111io B<>c> w un residuo R>< ·~ e. ~r. 

si111bolos 

2 
A<x> = B<x><x + PK + a) + Rx + S 

L 
Cuando R w S se hacen Or entonce• x + P>< + a es 1>arte de lt11t 

t•ctor•• buscados. Par t•nto• •! nec•••rio buscar los valores P w 

11 dond• R w 1 sean cera. Si en la ecuácion <2> 111ult.iPlicHoa del 

lado derecha el Polinoaia obtenido Por B<x> e i•ual•Mos con los 

coefciente• ·de. Ahc> se l"Uede .obten•r una e>ePresian de la• funcio­

nes R<Pr11> w S<P•a> oue no se d•ran en tora• e><l"licita. 

E>eistiendo est•s tuncionti•• se Puttde usar una e>et.ension del 

•etada de Newton-.RaPhson ,.ara ·!h~ funciol')H de dos v11rhble11 

R<P•ll> w·l(P••>• Deaarroll•ndo una serie·de Ta1Jlar Pllra ha fun-
... ;¡ .• 

cionH R w s, : io~•ndo la P~r.t.e Íineal <i.. e. eli•inaodo t.rlninos . 

. éttt ••wor orden> e i•ualandolas • cero .. obtienen lli• ecu•c~onH 

o ... R • R<Pr11> + 

" ªª as o :a 8 .. S<P•CI) + - ,,. +.- A11 

a.. ªª 
Conoci·endo R<P•llh B<P•a> " los valorea de lH derivadH l"•rc:i•-

1•• 
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v eli•inando loe ter•inos de ••Wor orden se obtiene un sista~a de 

dos ecuacione15 lin••l•• con l•• inco•nitas llP 1:1 A11+ 

Los valor•• R 1:1 S •• encuentran con un •l•orit•o sencillo 

basado en la diviaion de polino•ios. Bi escribi•a• •l Polino•io 

B<x> resultante de la division entra x&+ P>< + 11 co•o 

N-2 N-3 
B(H) ~ b X t b K + ••• 

N-2 N-3 

b b <-a> + b <-P> + a 
N··2 N N-1 N. 

b = b = o 
N N-1 

+ b X + b 
1 o 

· Ade11tasr los valores de R·.w S correaPonden a ·los da 

b ~ b • resPactiva••nt•• si•uiando el •i••o al•orit•o• 
-1 -2 

Las derivad•• ·parcial•• 0Rla11 w aB/ia· se obtienen de dividir 
t. 

Bh<> sobre >< + P><, + 11 dado aue si de~iv.m~• el Polino111io orillinal 

A<>c> con respecto a 11 •• obti•n•• de la acuacion (2)1 

aA<x> a•<>c> 2 ~R ~s o • = Bhc> + <x + Pl< + Q) +- + ·a .. ªº a. ~Q 

de .donde 

~ 8(1<) 2 ~R ªª B<x> ., - <·x + P)( t Q) -

&a ~o ªª 

.. 

'• 
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z Esto l')D as 111as 11u• una division de IHx) sobrliJ x i Pi< + 1A (~Wl 

'dB<x> 1311 c:o•o c:oci•nt• w -aR1aa w -~1aa c:o1110 rHiduos ""ºr lo a•Je 

•s aut:kiante al"liear al 1Hill11110 •l•oritiao • IHw> v x"'+ F>~: + 

o. 'dRloP w~;aa .... u.den obtener de la •h•• for.ar dividiendo 

xlH1<> sobre x'J.+ l"X + o d•do oue si deriva110• A<H> con 1•1n1Peeto a 

,. tene111os 

o • 
a l(>c) 

• 1<8(1() + ---ª .. 
d• dond• 

~ 1(8 < w > 2 a R ~ S 
'>18(><) • - (W + P>C + Q) - - - 2.-

0.. · a·.. ~ .. 

D• esta· tora• •• c:o•ia:.eta •1 siat••a d• •c:uae:lon•• ~ •• ob- .·. · 
' 

tien•n 4,. 1:1 Ao. ·E•to• yalor•s son •u•adt.1s a los P w o iniciales w 

•1 l"rOC:HO ,tlfit reinicia h•sta mue ÁP .., A11 •••n tan PeQ~leno• C:OlflO 

el criterio d• c:onv•r••no:la lo.reauiera. 

1>Divis:lon d• A<x> •ntre x'-+ l"X + 11 l"ar• P'roduoir Rr S w 

2)Divitaion de B<w> •ntr• K'¿ + P>< + o l"ara l"rodueiraR/oQ 

,,, é)Sldll• 

J)Division de ><B(>e) entre >l"L + P>< + a Para P1·oduc:i r aRI d~·, 

w '()S/~11. 

.¡', 
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l de 5 l·sterr1a de ecuaciones para obtener AP 1:1 Ao,' 4)RHC1 ucion 

6>RePetir el Procedi111iento 1-5 con los nuevos valores P' ~ 

r.I' hasta oue 4P 1:1 Ao se•n lo suficiente111ante peouenos • 

7>Alcar1zado el cf'iterio de conversencia resolver Polinolliio 

c•Jadratico• encontrar raice• w repetir el Procediniiento 1-6 to-
' .... . 

mando el Polino111io reducido IHx> como A(>e) • 

4.4,2> PROGRAHA RAICES 
•;: .. 
,.' 

OBJETIVO! 

Obtener las r•ice• d9 .Polino•io• dados. 

DESCRIPCIONI . · 

aa1Ji los N coeficientes oue lo forman. En la salida 5e escribe el 

Polinomio con sus coeficiente• en orden decreciente de •rada :.w a 

continuacion los · vectores de las raicas con su Parte real 'v su 

'"ª~t• i111a!Íin~rh. 

El Pro1111ra111a esta estructuHdo· de tal 11anera ilue ll••a a una 

subrutina Para encontrar las raices .del Polino111io dado. En ella 
' . ' 

se aPrDl<i111an los Pares r.t• valores P ,,, o <a Partir· de. v•lores, ini-

ciales dados .en el Pro!lraila .> hasta oue· el !ilrado .slil reduce a dos o 

a 1Jno. Esta .subrutina a su vez utiliza a ot1.'as d'os 1 La Primera 

encuentra las raices de la ecuacion H:I.+ PX + a con los valores 
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dados ~ la sesunda hace la division entre un polinomio ~ el ter-

111ino cuadratico x~+ PM + o. 

Tanto el criterio de conver•encia como el nu111ero maxi1110 de 

iteracion•s son d•d•• •.n el ProsN1111a a traves d• cons·tantes. Estu 

ultimo se reouien dado oue hall casos excepcion•les en oue eJ lfle• 

V•lores •lt•rnativos 1o1 •n iJltimo·c:•scir da l"osibiUdad de. aue al 

usuario d• .. ar si 111iH10 los ·valores. 

. . . 
ALGORITHO EN PBEUDOCOD:iBOS 

' ·,• 

PROGRAMA RAJCES 

.. USO TIPO FUNCION . , VARJA8.LEB 
: LJHJTE 

ITERHAX 
Const.nt.9 

.,. Const•nta 
T•,.•no dlfl a1'r••lo "'ªra cCletic:lentits · 
Nu111ero. 111axi1110 de i terac·iones 

AA E. Arr .. lo 
da RHlH 

·s. Arr .. 10 

Guardii c~efii::ientH del POlinoiitio 

SOLUCIDN 

H 
de'Real•• 

E Entero· 

Gu•rd• 11olucionH .· r••ies ~ c.olli,.laJas 

Grado d91 ·Polino•io 
J 

8EGJN 
LH H 

.L· Entero· 

WHJLE NOT •of DO 
FOR I S• 1 TO H DO. 

Contador 

Lee ·coeficiente del ,.olino111io 
CALL RAJCES CAAr. Hr BpLUC.J~N> . . 
'Escribe .. olino111io en orden decreciente Cd9 •rado> 
FOR . J S • 1 · TO N DO . ' . 

Escribe rliiz con ,..rte r••.1 ·. w ,.•rte co111,a1eJa 
Lea· H . . 

END 

SUBRUTINAS 

1) RAICES CA• Nr V> 

ObJetivol Dado un polinondor encuentra sus raices réaies · · 
w cómP leJas ~ · 

VARIABLES uso TIPO FUNCION 

, .. 

···, ·" 
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A 

N 
V 

EPS 

. ITERHAX 
. POCERO < 1. , 4 > 

J 
Nl 
T 
B 

. llDES 

BANDERA 

DISCRIHIN 

ITER 
pp, ªª 
PCERQ, QC~RO 
DELTAP 
DEL TAO 
DRDP• DRDQ 

DSI1Pr DSDQ 

Pseudocodi!llol 

BEGIN 
Inicializa J 
Nl <--:.. N. 

E 

E 
s 

L 

L 
L 

L 
L 
L 
L 

L 

L 

L 

L 
L 

L 
L 
L 
L 

L 

Arreslo 
de Reales 
Entero 
Arre•lo 
de Reales 
Constante 

Constante 
Constant1H 

Entero 
Entero 
Entero 
Arre!llo 
de Reales 
Arre!llo 
de Reales 
Entéro 

Real 

Entero 
Real 

Reales 
Real 
Real 

· Re•les 

Reales 

Coeficientes del polinomio 

Grado del polinomio 
N vectores de raic:es con 
Parte real !:I parte imasinaria 
Criterio de conver!llenc:ia Para 
DELTAP !:I DELTAQ 
Numero maximo de iteraciones 
V•lores alternativos para PCERO !:I 

OC ERO 
Cont•dor de coeficientes O 
Guarda copia de N 
Contador 
Guarda coeficientes de B<x>r 
resultados de division A(H) 
Resultados de division 
B<x> !:I de xB<x> 
Harca 11ue opciones de PCERO !:I QCERO 
se utiliz•ron 
Discri•inante del sist••• de 
ecuaciones. 
Marcador. de nuitero de iteraciones. 
Guardan a,.;ro>eimac:iones.de p !:I 11 en 

2 
H + P>C f Q. , 

Valores iniciales de P !:I a 
Valor a au111enhl" a PP ·< AP) 

Valor • •u•n•hl" a QQ <lia> 
DerivadH ,.arc:iales da· R sobl"e P 
v sobre a 
Derivadas parciales de S sobre ,. 
w .sobre .11 

·WHILE c:oefic:ientes de A<x> • O AND J <> N1 DO 
Raic:es reales·v c:o•PleJas <---O . 
N <--- N - 1 
J <--- J + 1 

Recoloca los coeficientes-de A<x> 
WHILE N >2 DO 

. PP <--- POCER01 
· QQ <--- POCER02 

Inicializa DELTAPr DELTAQ • ITER 
BANDERA <--- 1 
REPEAT . . 

PP <--- PP + DELTAP 
OQ <-~- QO + DELTAO <ano><iH PP y QQ) 
IF nu111ero 111axi1110.de itel"aciones se alcanza THEN 

CABE BANDERA OF. <111arca QUI! OPciones de PCERO !:I QCERO 

11 Inicial izar 
21 Inicializar 
JI· Inicializar 

1:1a se utilizaron> 
PP.1:1 OQ con PQCER01'1:1 POCER02 respect, 
PP 1:1 00 cor1 PQCER02 1:1 POCEROl resPect, 
PP .1:1 QQ con POCER03 ambas .. 



41 Inicializar PP ~ 00 con POCER04 ambas 
51 Leer nuevos valores iniciales Para PP ~ OO. 

CALL DIVISION <A, Br Nr PPr QQ) 
R <--- BC-1l (Toma ter•ino lineal del residuo de la division) 
S <--- BC-2l <Toma ter•ino independiente del residuo> 
CALL DIVISION (Br BDESr N - 2r PP~ QQ) 
DRDO <--- -DDESC-ll 
DSDQ <--- -BDESC~2l (To~a residuo de division de B<x>> 
FOR J I= N - 2 DOWNTO O DO 

BCJ + 1J <--- BCJJ 
BCOJ I= O <Hu•ve los coeficientes de B<x> para hacer 

· la division con xB<x>> 
CALL DIVISION <Br BDESr N - lr f'Pr QQ) 
DRDO <--- -BDESC-ll 
DSDP <--- -8DESC-2l <To•• r••iduo de division de xB<x>> 
Resuelve sistema de dos ecuaciones al c:alcuiar el 

discri111inante DISCRIHIN v,d9 aaui DELTAP y DELTAQ 
ITER <--- ITER + 1 <Actualiza· contador de iteraciones> 
UNTIL !DELTAPI < EPS AND !DEL.TAO! < EPS (se c:u111Pla criterio de 

de conver•enc:ia) 
CALL CUADRATICO <tr PPr QQr RCNrOlr RCN-lrOJr RCNrllr RCN-lr1J> 

.<Manda encontrar r•ic:e1 de ter•ino c:uadratico> 
FOR ·J .I= N - 1 DOWNTD 1 DO 

ACJ - 1l I= BCJl (Convierte a B<x> en un nuevo A<x>> 
N <~-- N - 2 <BaJa el •rado del Polino•io) 

IF N = 2 <Polino•io 'restante c:uadratico> THEN · 
CALL CUADR~TICD <AC2lrAC1lrACOJrRC2r0lrRC1rOlrRC2r1JrRC1r1l) 

ELSE 

END 

IF N. = 1 <Polino•io rHhn'te lineal> THEN 
Resuelve ec:uacion lin•al. 

· 1.1> CUADRATICD CAMr Bll8r CC:Cr RAIZ1Rr. RAIZ2Rr RAIZ1Ir RAXZ2I> 

ObJ•tivol Encontrar las raices de una ecua~ion cuadratica. 

VARIABLES uso -TIPO FUNCION 
AAAr 888r E· Reales. Valores arbrc de la ec:uacion 
ccc 2 

ax + bx + e "' O 
RAIZlRr s Real•• Partes ·rHles d• las raic:•• 
RAIZ2R 
RAIZ1Ir s Real•• Part•s ina•inarias de las raic:es 
RAIZ2I 
DISCRIH L Real Discri111inant• d• .la •cuac:ion 

PselJdoccidi!iol 

BEGIN · 
DISCRIH.<--- (888 888) - 4 AAA CCC 
IF DISCRIH )m O THE~ 

Pa~te ima~inaria es O 
IF DISCRIH <= O. THEN 

Parta real e$ - BBB I C2 AAA>. 
IF DISC~IH > O THEN 

1/2 
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"· ·,. 

PartQ real es <- BBB +1- DISCRIM 
IF DISCRIH < O THEN 

1/2 

I <2 * AAA> 

Parte i•••inaria es +1- <DISCRIH ) I <2 * AAA) 
END 

1.2) DIVISION <APr BP• Lr Pr Q) 

ObJetivo: Dividir un 1>01.ino•io entre otro cuadr1tico. 

VARIABLES uso 
AP E 

TIPO 
Arreslo 
de R.ales 

FUNCION 
Polino•io a ser dividido 
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BP s Arrelllo Polino111io-cocierite QUI! incluwe 
de RHllils residuo . , . . .· 

Grado del POlino111io (a ser dividido) 
Valores P w a del Polino•io 

L 
p, a.· 

" .. 
~ 

Pseudocodisol 

BEGIN 
p <--- -P 

.E 
E. 

L 

Entero 

Entero 

·2 ... 

K + ~H +.~•.dividir 
Conhdor 

Ó <...:---a <Cabio de si•no a·p.., Q l"•H.Hwcir eficien~ia> 
BPCLJ° <--- O 
BPCL ~ 1J <--- O · . · 
BPC-1J <-,;.;.-O <Define valores·l"anaue.cu11,.lan.el aisoribo) 
FOR K :.= L - 2 DO (Al•odbo de di.Ybion>WNTO -2 DO ·,. ' ' . 

BPCl<J <--- BPCI< ·+ :2J*O + 8PCK+1l*P + 'APCI< + 2J END. . . . ' 
,·.1:' 

• !1 ! 

'·'.( . r'' 

" \. ,..,:i .. ' 

.··:,; :..·. 

,:,_ 
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4.~.3) LISTADO DEL PROGRAMA 

PROORAH POLINOHlO <INPUTr OUTPUT>f 
CONST 

LIHITE • 100f 
TYPE 

VAR 

COEF • ARRAYC-2 •• LIHITEJ OF REALf 
RAIZ • ARRAYC1 •• LIHITEr o,.1J OF REALf · 

AA 
SOLUCION 
Ir H 

COEFf 
RAlZf 
INTEOERf 

PROCEDURE RAICES <A 1 COEFf N 
CONBT 

EPS • o.OQ00000001f 
ITERHAX "' 3000 J; . 
PQCER01 • -2f . 
PQCER02 = 2; 
PQCER03 • 5f 
PQCER04 = -Sf 

VAR · 
. Jr N1, T INTEOEIÜ .·. 

Ir BDES COEFf · .. 
BANDERA INTEOERJ 
DISCRIHIN REALf 
ITER REALf 

: PCERO r QCERO REAL f . · 
.. pp, QQ : 1 REALf 
· DELTAPr DEL TAO 1 REALf · 
·R, S : REALf. . 
DRDPr DRDQ : REALf 

. DSDP, DBDQ : REALf .. 

. UNC~ENTRA RAICES DE UN POLINOHiO DE . ORADO DOS> 
PRDCEDURE CUADRATICO <AAAr 888; CCC 1 REALf VAR 

. RAIZ1R• RAIZ2Rr RAIZ1I.• RAIZ2I. 
VAR . . 
... DISCRIH 1 REALf 
IEllN: 
DISCRIH .1~ <118 * 888) ~ <4 t A~A * CCC>f 

'IF DISCRIH >=O THEN 
. IEOIN 

RAIZ11 I• Of 
RAIZ2I I• Of 
END <IFH 

IF DISCRIH<• O THEN BEOIN. . . 
. RAIZ1R I= -:888 I <2 * .AM) f 

RAIZ2R I= RAIZ1R• 
END <IFH . 

IF DISCRIH > O,THEN 
.. BEGIN 

RAIZ1R ¡.;. (("'."BBB> + SQRT <DISCRIH)) / (2 *· AAA>J 
RAIZ2R I• <<-BBB> - ~QRT <DISCRIH>> I (2. * AAA>f 

REALH 



END <IFH 
IF DISCRIM < O THEN 

BEOIN 
RAIZ11 l• CSORT C-DISCRIH>> I 2 * AAAI 
RAIZ2l l• - RAIZ1If 
END <IFH 

END <PROCEDURE>f 

<DIVIDE UN POLINOMIO ENTRE OTRO CUADRATICO> 
PROCEDURE DIVISION CAP l COEFI VAR BP l COEFI 

VAR 
K : INTEGERf 

BEGIN 
P := -PI 
Q :· -Qf 
BPCLJ I• Of 
BPCL - 1J t= 01 
BPC-1J I= Of 

L : INTEGERI p, O : REAL)f 

FOR K t= L - 2 DOWNTO -2 DO 
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BPCKJ t• BPCK + 2J *O +·BPCK + 1J * P + APCK + 2Jf 
END <PROCEDUREH 

BE GIN 
J I= o; 
N1 :• NI 
WHILE <ACJJ = O> AND <J<>N1) DO 

BEOIN 
VCNr OJ I• 01 
VCNr 1J I= 01 
N I• N - U 
J I= J + U 
END <WHILE>f 

FOR T I= O TO N1 - J DO 
ACTJ I• ACJ + TJf 

WHILE N > 2 DO 
BE GIN 
PP I• POCER01f 
00 I• PQCER02f 
DELTAP l= Of 
DELTAQ l• 01 
ITER l= 01 
BANDERA t• 11 
REPElff 

IEOIN 
pp· I• PP + DELTAPI 
QQ I• 00 + DELTAQI , 
IF ITER > ITERHAX THEN 

IEOIN 
JTER lm Of 
CASE BANDERA OF 

. 11 BEGIN 
PP : .:. PQCER01 I 

V QQ : = PQCER02' 
BANDERA l= 21 
END UH 

21 9EGIN 



PP : = PClCER02 J 
QCl : "" POCER01 I 
BANDERA I= 3t 
END <2>f 

JI BEGIN 
PP I = PQCERDJ f 
QQ I'" PQCERDJt 
BANDERA I• 41 
END <J>I 

41 BEGIN 
PP I• PQCERD4f 
QQ l .. PQCERD4f 
BANDERA I= 51 
END <4>f 

. 51 BEOIN 
WRITE <'NU"ERO HAXI"O DE ITERACIONES'>t 
WRITE < ' • PROPONGA DOS VALORES '·> • 
WRITELN, <'PARA PP Y QQ' > f 
READLN <PP• QQ) f . 
END <SH 
END <CASEH 

END <IF>f 
DIVISION· <Ar~' N• pp, QQ)f 

·R S= IC-1lf 
S *"' BC-2lf 
DIVISION <I• BDESr N - 2• pp, QQ)f 
DltDQ I• -IDESC-1Jf 

'DIDQ I• -BDEIC-2lf 
FOR J lm N - 2 DOWNTO O DO 
. ICJ + 11 I• BCJlf 
ICOl I• Of 
DIUIBlON Clr IDEBr N - 1• pp, QO)f 
DillDP I• -IDEIC-1lf 
DIDP I• -IDESC-2lt 
DIBCRI"IN I• DRDP * DSDQ - DRDQ *·DBDPf 
DEL TAP I • C S t DRDO - R t DSDQ > . I DIBCRI"IN f 
DELTAQ I= CR * DSDP - S t DRDP> I DISCRIHINt 
ITER I• ITER.+ lf 
END <REPEAT>f 
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UHTJL CAllCDELTAP> < EPS> AND CAIS<DELTAQ> < EPSU 
CIMDRATICO Ch pp, QQ, VCNrO], VCN-lr(>J, UCN•llr UCH-hUH 
FDlt i 1 • N - 1 DOWNTO 1 DO ... 
'. ACJ ~ 1] 1• ICJ]f 
N 'I• N - 21 

· END <WHILE> f 
IF N •.2THEN 

CIMDRATICO CAC2lrAC1lrACOl•VC2•0lrUC1r0lrVC2r1lrVC1•1l) nn · · 
IF N • 1 THEN. 

8EOIN 
. VC1•0l I= -ACOJ/AC1Jf 

VCh1J I= 01 
END <IFH 

.EHD'<PROCEDURE>t 

< PRDGRAHA. PRINCIPAL > 



BEGIN 
WRITELN <'ORADO DEL POLINOHIO?'>J 
READ (HH 
WHJLE NO'f EOF DO 

IEGIN 

·.,,. ,,:·.· .. 

WRITE <' (Qr·H .. :.'-'ENTES EN ORDEN DECRECIENTE? ') 1 
WRITELN ('(INCLUYENDO CEROS>')f 
FOR I l= H DOWNTO O DO 

READ <AAtIJH 
RAICES <AAr Hr GOLUCION>f 
WRITELN ('El POLINOHIO:')J 
WRITELN ('GRADO COEFICJENTE')I 
FOR I l• H DOWNTD O DO 

WRITELN <Ir AACIJ)I 
WRITELN <'TIENE LAS RAJCESi' >f .· . 
WRITELN <'PARTE REAL PARTE JHAGINARIA 1 >f 
FOR I t= 1. TO H DO . . . · 

WRITELN <SOLUCIONCirOJr SOLUCIONCh1J>f 
WRITELN <'GRADO DEL POLINOHI01'>~ 
REAI1 < 11 >; 
END 1'.WHILE} 

EN[1, 

4,4,4) EJEHPLO 

120 

Dos E.~c•lerHr une d• 20 w otr• de 30 111.•tr~· •sten 8,!"D~llidH 

contra la "'ªred d~ un c•ll•Jo.n ... un H 11uestn en el: dib~Jo •. Si 

el Punto en aue H cruzan h• •sc•l•r•s •sta situ•do • a· ••troii 

cual es •l a~6ho d•l call•Jon? 

1 
J , __ ,,, ____ _ 

2. . 2 
)( = 400 - ~ 

Las consideracior1es anteriores nos· llévan a la ecuacior1 · .. · 

.:·,,· 



.. 3 2 
11 - 16w + !500w - eooow + 32000 a c.> . 

. CORRIDA 

ORADO DEL PDLINOHIO? 
4 
COMPONENTES EN ORDEN DECRECIENTE 
1·-16 soo ~iooo 32000 
EL POLINOHIOt 
ORADO COEFICIENTE 

4 1 
3 -16 
2 !500 
1 -8000 
o 32000 

TIENE LAS RAICESI 

<INCLUYENDO CEROS> 

PARTE REAL PARTE IMAGINARIA 
..,o.e292114s118 -21.422aso19s9 
.-018282114!5118 2114228!5019!59 
!5.944!5923916· o 

111111830!5108 o 
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El 1"rob1... tiene .. un• dos soluciones re.•les posibl•• au• sonr · · 

a .. ro>CiHndo !519446 w l117Í181. 

" ' 
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.4, 5 > COHENTARIOS DE LOS ME TODOS 

A lo l•r•o d• est• c•,.itulo •• han visto varias teénica1 Pa-

ra r••olv•r •l probl••• t<x>•O, 1• Presunt• natur•l •• cu•l •• 

•eJor? Para re•Ponder a ••ta.,.resunta dir••o• aue' •n ••n•ralr 

exist•n dos tecnicas par• resolv•r al Probl•••• dichas t•cnicas 

son: los 111etodos se!i1uro1 1:1 los •etodos raPidos. Dentro de los nie­

todos sesuros estan: el ••todo de biseccion v el 111etodo d• la re­

$1• falsa (basic•••nt• consisten en ir reduci•ndo el interv•lo 

donde se encutmtr• l• raiz.>, Dentro de los ••todos ra,.idos ••tan: 

el •etodo de newton v el aetodo de la secant• <consisten •n hacer. 

· aproxi•acion•• a la r•iz "'ºr ••dio interPolaciones d• ,.olino•iosr · 

•n este caso 1 ineales), 

Los aetodos aas efid•ntes. tntanri de ,$er •••uros v r•Pi­

dos' ·esto •• .10111rara collbinando adecuadHentedic:ha• tec:nic••• 

Por esta .rHon los ••todos ol.ier •n 1• P'r.•ctic•r tienen •H utili­

dad son lo•. ••todos hibrido•r aue .•on •l resultado de collibinar 

do• o •H t.ecnic••• 

El aetodo de Newton v ei· '••todo de. la ••cante PUed9n · usaHe 

indistintH•nte1 en •1 CHO raro de saber oue ha'tl c:onver•11nr:i•• 

El aetodo dtt .1• secante tiene dert• ventaJa c:on res,;eeto al de 

n•wton va aue no H reo1Jiere d•t.erlÍtin•r lÍll d•rivadaJ lo• dos ••­

t.odosr si c:onlier•en1 tienen 1Jna •ce,.hble. n .. idez d• conv•r••n-

cia. 

. .=· ,· 

.. ,, .. ,, 
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5.1) INTRODUCCION 

El analhis de alsurícís shteiaas fisicos dan luur a un con­

junto de ecu•ciones lineales al!lebr•icasr las cuales Pueder1 ser 

resueltas unic•aente ·cuando. el valor de un P•ra111etro dentro de 

las ecuacione11 es ·conocido. Es.te para.aetro se le llam• valor ca­

racteristicor \,! la .sol•Jcion a•ociada con cada valor c•racteristi­

co es lla111ado SU Vector car•ctedstiCO ilSOC::iildD• 

Estos vectores c•r•cteristicos · describen canti•uraciones 

criticas e;> aodos del •isteH• Proble111as relacionados .con valores 

caracteristicoi. ocurren en el anal isi• de '11asas vibr.atori•s • ci r­

cui to~. electricos~ 'resiat&ncia de ••t•ri•lesretc. 

La' fon1a seneral del noble11a d• valores ~~rac\e~isticos en · 

n.otacion 111atricil!l esf 

X<> O ( 1) 

·,: . " ' ' . . 

A "'.Bson 111abiC:H cuadradas de orden H. Es nec•sario 
., ' ' ' 

determinar al•uno o todos .. los n esc:alaresr ~· los cuales satisfa­

cen esta relacionr w .los vecto'r•s ceract•risticosr Xr ••ocbdos a: 

cad•. valor caracteristico. Si .éo~sid•raillos aue nuHtros. siste111as 

involucran. HtricH Si111etricas 11 no, Sin!tuine• POdHOS h~c:•r lo 

d•uhmtef Pre.Ulti .. uci••o• Hbos. hdos d9 la. acuac:ion <p '"ºr .la 

inversa de'. Br es decirl 

-1 . ..;"( ' 
(1 AX "' )ce ..• ex' o; HX =:. ~ <2> 

-1 
Donde. H = BA 

.. En li! 'solucion for111•l' del l"roblemcir la ecuac:ion (1): 'es es-

, •,; 



'¡ 

crita en la form~ 

(A - ilB>X = O 

. ·. .. . 

l r¡f; ,_ ; 

(3) 

Para au• X •><ista •l determinante de (A - aB> deben se ser 

ceror dando una ecuacion Polino•ial d•·•rado Nen A 1'1a111ada ecua­

cion caracteristica. Cada una de las raiées d•l Polino•io carac-

teris.tico IA - .tBI = Or es un valor caracteristicof sustitu1:1endo 

cada raiz •n la ecuacion (3) w resolvitr.ndo e•t• sht•111ar encon­

tra•o• el corH•!".ondi•nte vector ca.,..C:titristico, ·En· ••t• tnbaJo 

nas li'111i tarHios ·al. caso en aue B ·• I en 1• 1tcMaciorÍ ( 1 >, 

:.··· 

:\•,,_ 

···-! 

. " ' . ~ 

'.> 

. . . . . 
·. ,·· ··-

·, · ... 



5,2) METDDO DE JACOBI 

s,2,1> INTRODUCCION 

El ••todo de Jacobi •• un Proce•o nu••rico de tipo it•r•tiYo 

aue Per•it• obtener el ••wor o •1 ••nor V•lor caracteri•tico de 

un• ••triz dad•• ·con •u corres,.ondiente,vector c•racteri•tico. 

Por definicion •• ti•n• aue IM' valor caract.erbtico cu•Ple 

· ,· con l• r•l•c'ionl. 

(1) 

El ~ctodo consiste en dar un vector inicial ~o. etectuandti 

el producto AMo obtcne~os el vector c1 , el cual se tactoriz• 

de l• siguiente forma1 c1 = ~)(1 ,, donde ').1 es la coor'denitda 

111ayor de c1 , por cje11plo s.i' c1 • (3,5,6), 'fac:torizamos c1 asi 

c1 ~ 6C3/6,5/6, 1 ), 1 1 correspondica l~ p~imer~iaproximacio~ ~el 

valor caracteristico, el vector M1 es la ryuelia •.~roximacion del 

vc~tor c~racteristico. El procedimiento general· ~s~et •igui~nier 

AX • .C • a X 
1. 1 1 

AX.•C ··ax 
1··, 2 2 2 

AX '• C. • l X 
2' 3 3 3 

. ,,, )( 

n 
•e •A. x 

n+l n+t' n+l 

El iletodo se ·detiene cuandol . 

.,. 
1 1 < ·ePsilcm 

n 
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Be d••u••tre ou• el iaetoda sie11pre con11erse al Yector carac­

t•ristico correspondi•nt• el •ewar valar caracteristic:a. En •lsu-

nos Probl•••s• el 111ewor valar ceracteristrico es ••• i•Portent•• 

•i•ntras oue en otros (proble111as de vibracion> el menor valor ca-

r•cteristico es el 1111s interesante• Podemos obtener oti:o• valores 

carecteristicos u•ando ••t• ••todo. 

Se puede obtener el ••nor valor caracteristico usando el ••­

todo de Jacobi de le si•uient• •anerel 

Si se ne•ultiPlice Hbos lado• de la ecuecic:in. U> l"'Or le in­

versa de A w dividiendo POrA d11I 

,:1 -1 -1 
A AX •A )( 

.~ 

1 -1 
)( . A X (3) ,' 

.a. 
-1 1 

A X = )( 
1' 

. ' ~ .. . . . 

Esta · ecuecion. tendra el HWOr v•lor ceracterhtieo ( 1iJ.),· el 

cual corres~onde el 111enor valor carecteristico de A• 

DesPu•• de det•r•iner •l ••vor <o raenor> valor cerecterhti:.. 

CO• .. POSiblÍt obtener velar•• cer'•cteristicos ,int•r••dio•• ··-
. ' ' 

,.l••ndo l• orto•on•li.ded de lo• vectores car11cterh~icos c:on r'••-

P•cto 8 le •etriz 1 de.le ecuac:ion (1),·seccion Stlf PÍlre etatO Se 

r•auiere au• tanto A co111a 8 •••n si••tricas. 

5,2,2> PROBRAHA JACOBI 

OBJET.IVOI 

' .. 
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Obten•r el ••wor valor caracteristico ~ura una o 11arias ma­

tric•• cuadrad••• l"or •1 ••todo de Jac:obf. 

• ALOORITMO EN PSEUDOCODIGO 

PROGRAMA PRINCIPAL 

VARIABLE 
EPS 

uso TIPO FUNCION 
Constante Criterio d•'conver••ncia. 

N1 

HC. 
.AttAX 

E 

Const.nte Orden .. >«i•o iiosibl• ~n• l•• 
••trie:•• used•• "" el ~ro•r••• 
Ces 111odific:•ble>. 

Eniero Orden de 1• ••triz A• 

MAXITER E 
E 

R'Hl Variable •ue t•ndH el ••wo.r ve­
lorcarac:t.eri•ttco. 

Entero Ha>CilllD nueero .de i.t.erac:ianeá. 
Ar.H•l~ . Hát.l'b • 1• - •• bulle• •1 •• ;.. 

wr v~lor c:eraet.•l'i•t.i~o· · 
A 

.B 

DECIDE 

E/8, ArH•lo . Vet.or: inicial ~•I'• arrenc:er el 
Mtodo• final .. nt.it c:ow'rit•Ponde· 
81 v'itc~r. earee.t.eristlC:ó w•eado. 

Yal'i•ble. de decision ~•l'a la.sub­
ru~in• JACOll Cdec:ide · 111 el 111itt.odo 
ha.c:~ver•iclo>. · 

Pe.UdocodillOl 

··JEGIN 
Escribe letrero de .nt.r.adli• 
.L.éit o•den de . h •et.•la " ••M•. no. de' iter8etone.••. 
REPEAT . .· 

Leer 1• •at•lz A 
Leer el vec:\oréerec:\eHst.ico inicial. 
CALL JACOll .HhltHCtAttll>CtDECIDE.rNÁ>ClTER,EPB>, 
lf DECIDE <•.EPI .THEN . . . . 

E9Cribe el ••wor valor .c:arac:t.9rht.ico, 
E•c:Pibe el vector e•••ct.eri•t.ica. 

ELBE ... 
lf AH#IX • O.O THEN .. 

E•c:rib• lat.;ero de indicac:ion, 
. ELSE · .. . · · .. , .. 

Escrlbtt lÍttNl'o d.t no c:onverunc:b, . . 
LH orden de 1• •atl'IZ" HM1·n0. da iteHc:lOnÍt•• 

·. , .UNT.IL fin de archivo.. . . . . 
END • 

. sUl~Ul'.INAI 

'·l> LEEHAT <D•MrN) 

<Lee una ••triz d• ordan;.H.i(N• v•r sec 2,2,2), ·. 

'', : " 

: .. __ ,-_·. 
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2) LEEVECT <DrHrN) 

<L•• un vector de orden Hr ver ••e• 3.2 .• 2>. 

· 3> ESCUECT <D•HrN> ' 

<Escrib• un vector d• ord•n Hr v•r ••e• 1.2.2>. 

4) JACDBJ CArXrNrA~XrDECIDErHrEPB> 

Ob·Jetivol Obt.•n•r •1 ••wor valor cerec::teristico de l• ••triz 

A por el .. t.oda de Jecobi• ••t• v•lor ••·d•••n AHAX. 

UARJAILE uso TIPO ,., .. E Ar1'e•lo 

X E/S Ar1'Mlo 

N E Ent.ero 
MtAX 8 Re•l 

DIC.JDE • Reel 

" E Ent.ero 
EPI E ••1 
e L . ,.,. .... 10 . . 

'VllLCAR .. L Re•l 

., .PHudoc::odi.al 

"iaoIN 
1<:<--- 1 
WLCML<--- o.o. 
REPIAT:; . 

,. 

FUNCJON . 
Mat.1'iz • la cautt ~· bu•c• el . H­"º" Yelol' cal'•cterlstico • 

. V•ct.or· inicial··P•I'• •rl'l'ancar el 
Mt\odo,finalMnt• cont.len•.itl 

· wtet.or'. Cal'ilct.ltdst.ico. c:Orr• ... an.:. 
'dient.• •i •liWD~ Y•l· CÍIHct.. 
01'den del ~· ilet.l'iZ. Ae ·, 
Val'i•bl• ilua . can\iena el ••><i•o .· ·, 

. valo1'. cel'act.i l'i•t..ieo. . . · 
'U•l'iilbl• uilad•.C090 Cl'lt•rio ele. 
C~Y•l'llanei,ai' P•H . Hbel' .•i •1 ··-
~do hif;, CqnW"'iclo·e . . · 

. . MaKi•.' ...... M:~Cllt it.ltPllOl~ff• 
·· C•U.-.l'iQ ele ;canv•r••nc:i•• 
·, Wctol' llUlt cant.tene · •1 ~raduct._. . u en éllde i.t.itl'n&on•. . -
·ua~iilbl• ilUltean\iane• en ced• 
i t.erec&c,,n; ·el .. valén' ~1 del 
valol' c•l'iictM•bt.ioo bü.eaclito 

Cillcul• •1 Pl'Odl,IC\O e <'.'"--· AX . . . ' 
AMlC <--- .. Mi•o·valo• d•l v.Ct.ol'·C. 
IF .MtAx <>·•~o THIN · . 

. divlciÍt. al· vttCWP C · tint.l'a MÁX• w lo .,._i t.e 
. .n el: Y9otof' >C; 

. · DIC:IDE <--~ v•l•I' ebaoluto da CMAX..;UALCM> • 
IF. DECIDI > IP8 .· TtCN 

' UALCAR <-.;- · i\HAX 
.K <--~.K + 1· . 

UHTIL. <K > H) .o <AHAX =O.O> o ·cJ:IECJDE <• EPB>,. 
END•. . 

'•:'· 



5,2,J> LISTADO DEL PROGRAHA 

PROGRAM JACOBICINPUTrOUTPUT>f 
CONST 

EPS = o,0000001f 
Nl • lSt 

TYPE 
MATRIZ • ARRAYC1 .. N1'1 .. Nll OF REALP 
VECTOR • ARRAYC1,,N1l OF REALf 

VAR 
HC 1 1 •• N1J 
AHAX 1 REALf 
HAXITER . 1 INTEOERf 
DECIDE 1 REALf 
A 1 HATRIZf 
B l VECTORf 
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PROCEDURE JACOH <VAR A 1 MATRIZf VÁR X 1 VECTORf N Í INTEOEIO 
· VAR AHAX 1 REALJ VAR DECIDE l REALP H S INTEOERf· EPS l'.:REALH 

TYPE ' 
. VECTOR! • ARRAVC1 .. N1l OF REALJ 
. VAR 

I '· Jr K 
e 
VAL CAR 

1 INTEGERJ 
l VECTOR1f 

, 1 REALf 
BEGIN 

1( l• u 
VALCAR, S• O,Of 
REPEAT 

FOR 1 l•·1 TON DO 
, IEBIN , 

CCll I• o,OJ 
FOR J t= 1 TO N DO 

.... · CCIJ I• CCIJ + AClrJJ * XCJlf 
,ENDf . 

. AHAX l• CC1lt 
FOR Il• 2 TO N DO 

IF AISCAMA>O « ABSCCCIJ) THEN 
AMAX I• cent 

IF AHAX <> o,o THEN 
FOR l 1•1 TO N DO 

. XCIJ I• CCIJ / AtVIXJ 
DECIDE I• AIS CAMAX - UM.CAR>f 
IF,DECIDE > EPS THEN 

. UALCAR l• AHAXf 
K l• I< + U 

UNTIL ((1( > H> OR <AHAX • o.o> OR <DECIDE '<= EPS))f 
ENDC*DE JACOll*>t 

.. < · PROORAHA PRINCIPAL > 
BEGIN . 

WRITEL.N <.'DAR ORDEN DE LA HATRIZ Y HAX NO, DE ITERACIONES'>I 
READ ·CHCrHAXITERH ' 

· REPEAT. 
WRITELN ('DAR LOS COMPONENTES DE LA MATRIZ'> 1 

.. 1: 



LEEHAT (ArHCrHC>I 
WRITELN <'DAR EL VECTOR INICIAL DE ARRANQUE '>P 
LEEVECT <BrHC>P 
JACOBl <A•B•HC,AHAX•DECIDE•HAXITER•EPS>• 
IF DECIDE <• EPS THEN 

BEOIN 
WRITELN< 'EL HAXIHO VALOR CARACT, ES: '•AHAX> P 
WRITELN<'SU VECTOR CARACTERISTICO ESl')f 
ESCVECT<B•HC>f 
END 

ELBE 
IF AHAX • o.o THEN 
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WRITELN ('SELECCIONAR OTRO VECTOR INICIAL <AHAX•O.O>'> 
ELBE. 

IEGIN 
WRITELN <~NO CONVERGE EN'•HAXITER•' ITERACIONES')I 
WRJTELN <'LA ULTIHA,APROX. FUE'•AHAX>f 
ENDf 

· WRITEL.Nf .· . 
WRITELNC'DAR ORDEN DE LA HATRlZ Y HAX• NO; DE ITERACIONES')I 
READ CHC•HAXITER> f . 

UNTIL EOFf 
END. . 

5,2,4> EJEHPLO 

El silluient.• •h.tÍIH •l"•'l'•c:• •n vll'l'iH .s·ituec:ionH d•· Fbi­

ca• co.lo e'n ,1. Vibrec:ion de Un tlishH et• 3· HHll con•~tlides l"Or 

resortes. 

(2 - l.>X - X .. o 
1 2 - )( +. (2 - ,1))( -X • o 

1 2 3 
-x + C2 - .1>X • o 

2 3 

Halla'I' su ••><i•o valor c•Hc:t.e'l'ist.ic:o w su c:orr••l"ondiente 

vector c:erec:t•'l'i•t.ic:o asoc:iedo• Al correr •1 Pro•r•••• l"id• los 

•i•ui•nt•s.dat.ost 

DAR.ORDEN DE LA HATRIZ Y HAX• NO. DE ITERACIONES 
3 15 , 

DAR· ~DMPOHEHtES DE LA MATRIZ 
2 -1 o 

-1 2 -1 
o -1 2 



DAR'VECTOR INICIAL PANA FURMAR EL SISl~HA 
1 1 1 

SU 11AXIl'IO VALOR CARACTERISTICO ES: J,41421357309 

SU VECTOR CARACTERISTlCO ASOCIADO ES: 
-0.7071 1.0000 -0.7071 

"·i~.··· 

':·'" 

:·, .. ·' 

! ' 

' 

"· 

···.·; 

~ 1 ., • 

',','. 

'•) 
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5.3) METODO DE KRYLOV 

5,3,1) INTRODUCCION 

Este metodo obtiene los coeficientes del Polinomio caracte-

ristico de le matriz A en forma nu~erica w Posterior•ente, dichos 

valores, se •limentan • la subrutina RAICES, descrita en el caPi-

tulo anterior P&r• obtener los valores c•racteristicos. Este me-

todo se b•sa en el sisuiente teor•~•1 

TEOREMA <Ce!:lle!:l-HaMilton),-

si P<l> • O ......0 P<A> = O 

Donde PCl> •• el Polino~io ~af•cteristico de la matriz A 

a continu•cion se describe el ••todo: 

n n-1 
P<l.> = b l + b \. + • • • + b } + b = o (2) 

n n.,.1 1 o 

Nor111alizando el coeficiente aue de 1rl llr•do del Polino•ioi 

n n-1 
PN<,1> =l + c 1 + • . • + e = o· (3) 

n-1 o 

donde: 

b 
n-i 

C. (4) 
n-i b 

n 

APlicando el teorema de Ca!:lle<,1-Hamilton El la ecuac1on ( ~~ > se 

'~ .. ; ,.,, 
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Obtiene! 

n n-1 
PN<A> = A + c A + , , • + c A + e I = O (5) 

N-1 1 O 

se.PostmultiPlica PN<A> por un vector arbitrario Y.=1: O 

n n-1 
PN<A>Y = A Y. + e A Y + , , , + c AY + e Y = O (.6) 

N-1 1 O 

la ecuacion <6> representa .un sistema de ecuaciones cor1 

incci!inihs c ·, e ' e ' , • 
o 1 2 

•• e , las cualei '~Presentan 
n-1 

coeficientes de la ecuacion caracteristica (3), Dichos valores se 

sustit.UWen en (3) !:1 se obtienen las .rdctit1 del P01ino111io QU9 re­

Presentan los v•lores c•r•ct•risticos. 

Para eJe11J>lifica.r un poco ·~ .111etodor. co:"lsidtires.e oue se re­

auier.e obtener los valores caractttrist:iC?.ºs de la si•uiente .1na­

trizl 

A = [ 7 31 
' 2 4 

Se da ade11as como vector arbitrario• .Pera arrancar el 111eto-

dor al ·vector Y,= .<1•2>r de esta inanera PN<A> auedai 

2 

PN<A>Y • [: :J·[:J + c1 r::ir~ ·0 .l:J·[:J 
·[':j • º1 [13]+ e [1] =[º]·· 10 ó 2 ' o ··. 



Esto no~ da el sistema! { 

13 

ªi + co 
10 e + 2 e 

1 o 
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"' -121 

"' -6 

La solucion de ·este sistema es <-11r22> w representan los 

coeficientes de l• •cuacion cer•oteriatic• <3>• ~n aste ca•o re­

sulta el Polino•iot 

2 
A. - 11 A + 22 

5.3.2>·PROGRAHA KRYLDV 

OBJETIVD.1 
¡ .• 

Obtener los valores cancierhticos da'un• o v•ri•• rilatrices 

·cuadr•d•• Por el a9todo de Krwlov. 

\ ·,'' 

~ ".' . ' 

"¡ 

· . . . 
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ALOORITHO IN PIEUDOCODIOOI 

~ROORAHA PRINCIPAL· 

VARIABLE 
EPS 

USO TIPO FUNCION 
- Constent• Cr:Lt•rio d• conv•r•enc:L•r,.•r• 

l• subrut.:Ln• GAUBJOR. 
N1 

DET 

A 

D 

11. 

RR 

BEOIN 

Constent.• Ord•n.••Mi•o .d•. lH Htr:Lc•• w 
v•et.or•s usado• en •l .. ra•ra•a 

E RHl 

RHl 

- · Arr .. lo · 
'de RHlH 

E Arr••lo 
'dit rHl•• 

CH •od:Lficebl•h 
Orden d• l• ••triz •n cuestion 
v veriebl• d• it•racion •nt•r•• 
Veriebl• .. •r• la subrutina 
OAUBJORr .. ere v•r si •l det.er•i­
nente d9 le •atrb es nulo. 
Hat.r:Lz e l•·•u• ••le busc•n 
los v•lorH c•ract•ri•t.ieos. 
Hebiz. dti coefieient.H del. sis,;, 
t.He de ecueciOnH .. bnt.•edo1 · 
V•ctor. ·arb:Ltr•rio ,..,. for••r el 
•ht.••• ... ecuac:Lonesr •• t.ran• ... 
tor•il. en el v•ctor.d.tc:aefic:ientH 
d•l •i•t..t.. ne. •oludón>. 

Arr••lo Vector en •l au• H d•rr los,c:oefi-
de r••l•• c:i•ntes del ,.01ino1do c::•r•c::teris -

tic:or "ª"ª l• •ubrutin• RAICEBr aue 
se obtuvieron en 1. 
H•triz ·de o.rden HCM2 en le au• H 
d•n los \l•lorH caract,r~s\icos.•n-
c:ont.rado••. i:•d• Nn•lon n·· un• 'reb · 
ditl ... 01. ·c•r•c:t.. · · 

· LH1' •1 ord•n de i. ••tr:Lzr He, 
· REPEAT 

END. 

L••r le •atriz A. 
LHr •l veetor in:Lciah d• errenaue. 
CALL BISTEHAKRYLDV <A•l•DrHC>. 
CALL OAUllJDRDAN CDrl•MCrEPBrDET>. 
IF DET > EPB THEN . · ·. . . . 

· Pon .. os ltn •1 arrlt•lo AA los colttic::i•ntH 
d•l· .. ouno•io cerac:t..1-ht.ico: · · 
CALL RAICEB CAAioHc,RR), .. 
S•.escdb•n lo•.Y•lOHS caraet.erhticos 
•nc::ont.redo•• Part.• Hel w"'art• i•••inerie. 

ELSE . 
Eseri'tiir l•t.r•ro d• indicecion. 

Dar orden de la •atrizr ...... otros datas. 

SUBRUTINAS 

''•1.' 

:/'; 
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2> LEEVECT CD•H> 

<Lee un vector de orden "' ver •ec:. 3.2.2), 

3) OAUSJOR <A•l•N•EPS•DET> 

<Resuelve el •i•t••• A"•B• l• •oluc:ion l• d•J• en a, 
ver ••c:c:ion 3•2•2>• 

4) RAICEB CAA•N•RR> 

<Obtiene lH r•ice• de un "ªH!"O•io de •r•do N• lo• 

c:aefic:ient.H H ·d•n en AA• ver HC:.• 4.:Z~2>• 

S) BIBTEHAKRYLOV CA•B•D•N> 

OIJETIVOl P•ntHr el sist.H• de ec:u•c:ianH PNCA>Y• .... ,. 

VMIAILE . . · FliNCION 
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A . . USO . TJPO . 
.E Arrellló' 

d•; .... 1 •• 
E/B Al'l'e•la 

...... 1 •• 

H•t.riz •.le aue •• l• busc:•n lo• 
v•lal'e• ·c:•l'•ctel'i•ticoa. · 

8 

D 

N 
co 

8 Arrelllo 
d• .... 1es 

E Entitl'o . 
; L Al'l'elllo 

vector in:Lcb1 ........ : iirHnc:•" el 
••t.ado• tineliHtnt.." ... t .. •n•to .... 
•n 1• .Olucion del•iilt.H•• 
H•t.l'la del'sbtelilt aueaued• .. 1.n­
te•dO• 
Ol'den de 1• ••tl'iz A, 
U.Ct.ol' t••,.DH1 del ~l'oduct.o Ale 

BEOIN .. 
. FOR 1 I• N DOWNTO 1 oo· 

··Col oc:• el vec:'t.or 1 itn le c:olu•n• 1 11 

de 1• ••triz D. . . 
etectu• itl .. roduc:t.o CD <--- Al. 
l.<--- co Cv•lDrH d• CD ..... n • B>· 

Hu1u .. uc:e •l vector B "º' C-1>. E;ND• . . . 

·.•" 
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5~3.3) LISTADO DEL PROGRAMA 

PROGRAM KRVLOV <INPUTrOUTPUT); 
CONST 

EPS = 0.00000011 
N1 = 151 

TVPE 
HATRIZ 
VECTOR 
COEF 
RAIZ 

VAR 
HC 
DET 
ArD 
B 
AA 
RR 
I 

= ARRAV[l,,N1,1,,N1J OF REALI 
= ARRAVC1 •• N1J OF REALI 
= ARRAVC-2 •• NlJ OF REAL; 
= ARRAVC1,,N1r0.~1J OF REALI 

1. .NH 
REALf 
MATRIZ; 
VECTOR 
COEFf 
RAIZI 
o •• NH 

PROCEDURE SISTEMAKRYLOV <A Í HATRIZI VAR B 1 .VEcTOR ; 

J.J8 

. . VAR [1 1 MATRIZ; N' 1 . INTEGER H 
.TVPE 

VECTOR 
VAR 

' co 
I~JrK 

9EGIN . 

ARRAYC1, .N1J OF REAU . 

VECTORi 
INTEGERf 

FOR I I= N DOWNTO 1 DO 
9EGIN 

FOR J I'= 1 TON DO· 
DCJrIJ I= BCJJf 

FOR K li:i: 1 TO N DO. 
BEGIN. . 

COCK] I= o,Of 
FOR J I= 1 TO N DO 

COCKJ 1= COCKJ + 
ENill 

FOR J I= 1 TO N DO 
Il[JJ I= i;:otJJf 

ENltf 
FOR I := 1 TO N DO 

BCIJ I= - BCIH 
END<*'.DE SISTEHAKRYLDV *>f 

AC:KrJJ * BC:JJ; 

< PROGRAMA PRINCIPAL > 
BE GIN 
. WRITELN <' DAR EL O.RDEN DE LA HATRIZ' > 1 

READ <HC>f 
REPEAT 

· WRITELN <'DAR COMPOtlENTES DE LA MATRIZ A'); 
. LEEHAT <A;HCrHCH 

WRITELN ('~AR COHPON~HTES DEL VECTOR B'>.i 
LEEVECT <B, HC) f 
SlSTEHAKRYLOV (ArBrDrHC>i 

o 

::,.· 

" 



GAUSJOR (DrBrMCrEPSrDET)I 
IF DET > EPS THEN 

BE GIN 
FOR I I= O TO HC - 1 DO 

AACIJ I= BCMC - IJI 
AACMCJ I= 11 
RAICES <AArHCrRR>f 
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WRITELN ('LOS VALORES CARACTERISTICOS SON '>I . 
WRITELN ('PARTE REAL PARTE IHAGINARIA'>i 

END 
ELSE 

FOR I := 1 TO HC DO 
WRITELN <RRCirOlrRRClr1J)I 

WRITELN ('NO HAY SOLUCIONr SELECCIONAR OTRO VECTOR INICIAL')i 
WRITELNI 
WRITELN ('DAR EL ORDEN DE LA HATRIZ')f 
READ CHCH 

UNTIL EOFJ 
END. 

S.J.4) EJEMPLO 

Obtener los valores c:arac:terhtic:os del siste••l 

(1 - .l,))( + )( + X + 
1 2 3 

X,. o 
4 

)(. + (2 - A.>X + ·. JX + 4X = O 
1 2 .3 

X 3)( + (6 - ¡\,))( + 10X 
1 2 3 

)( 4X + 10X. + (20 - 4'JM 
1 2 3 

Al c:or·rer el Pro•ra1111a ,.ide los datos! 

DAR ORDEN DE LA HATRIZ 
4 

DAR COMPOHEl;TES DE LA HATRIZ 
1 1 1 1 
1 . 2 3 4 
1 J 6 10 
1 ~ 10 20 

DAR VECTOR INICIAL DE ARRANQUE 
1 1 1 

LOS VALORES CARACTERISTICOS SONI 

PARTE REAL 
o.453834494227 

26 • JO't703267.1 
0.0380135419109 
2.20344616508 

F'ARTE IMAGINARIA 
o 
o 
o 
o 

4 

4. 
• o 

4 
a O 



5,4) COMENTARIOS 

En este c:a~itulo se abordo el Problema AK= ~w. Se dieron dos 

tecnicas de soluc:ion como son el metodo de potencias de Jac:obi 

<oue solo encuentra el ••~or velor c:aracteristico ~ su vector ca-

racteristico asociado) ~ el 11etodo de Kr~lov (oue obtien• todos 

los valores caracteristicos>. A•b•s tecnicas Podran usarse de 

acuerdo a las caracteristicas del problema a resolver. 

Sin e•b•r•or es i•Portente ••ncionar oue eKisten tecnic••• 

como los metodos de Jac:obi• Para resolver este ti,.o de Proble••• 

es decir Ax= .lI>eJ la '••nera de resolver el Proble•a es heciendo 

uso 1Je transtor111ciones de coordenadas• representadas ~or 111atri-

TI. 1, • • r.,.J transtor11ando, la 111atriz orillinal • una for111a 

La 111atriz U :i. Tf Tt. • • •, T1111 tendl'a tinal•ente los vect'ol'e•., c:a­

ra~teristicos en cada. una de sus colu•n.as. 

En la literatura aparecen otros 111etodos aue ~odrian ser •as 

eficientes, to1undo en cuenta las': caracteristicas de ·i. 11atriz 

invol•Jcradar o bien metodos oue l'Huelven ei proble11a •as lleneral 
. . 

AK= ~B>e; Todos ellos son estudhdos erl.,materiH ccitito Aliiebl'a li-

neal nu11erica. 



CAPITULO' VU INTERf'OLACION 

'•:1' 
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6+1) INTRODUCCION 

En muchos Procesos Estadisticos !:l eHPerimentos de tipo cien­

tifico • los resultados obtenidos son una serie de valores mues­

tralesr para ciertas condiciones dadas Cuna salida Para cada en-

trada) A Partir de dichos valores muestralesr frecuentemente es 

necesario obtener la(s) respuesta(s) debida<•> a alsuna<s> 

entrada<s> (variable independiente> diferente(s) de los valores 

de la muestrar en esa situacion se habla de interPolacionr si la 

entrada dada se encuentra dentro del ranso de los valores mues-

tralas. 

Suponsamos aue tenemos un conJunto de abscisas x~ ' K~ 

, , , , rH"!:I sus co·rresPondiente,s ordenadas 1:11 r !:12.' • • • ~1:1"dond11I 

El Problema de interPola~ion unidimensio~al es construir una 

funcicu1 F tal aue F<:-:L> = 1:1¡Para toda 'i'r tal oue F<x> asu11a va­

lores razonables para toda X entre los Puntos de datos. El crite-

ri.o de. razonable es 11u1:1 variado de. problema a Probl11111a 1:1 nunca 

Puede ser entendido satisfactoriamente. 

Si las ordenar.la10 {1;1) vienen de una funciori matematica 1:1 tia­

mm un error de redondeo tlinimo,' entonces Podemos es .. °erar aue 

tensa' •Jna· solucion satisfactoria Para un H dado. El lec.tor estara 

familiarizado con la interPolacion lineal en una tabla d~ lo~a-

ritm6G, ~or poner un eJem~lo. 
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Si los Puntos <>~1:1.:.> vienen de muchas observaciones experi­

mentales 1:1 Precisasr pueden ser considerados libres de error 1:1 

pÚeden ser interpolados con una funcion lisa o contin•Ja. Si Por 

otro lador provienen de e>cperimentos relativamente crudos no PO-

demos Justificar o forzar una funcion de interpolacion Para los 

datos eHactemente. 

Los propositos de interPolacion son.muchas pero se usan fre­

cuentemente co•o un criterio Para obtener valores· F<x> Para x. aue 

no estan en la tabla de. datos «x¡,rwt )), Allllunas veces se uc.uie­

re obtener F' he> w F'.' <x> en .Puntos interlflediosr o talfll'/i•n auerer 

.eval•Jar la inte!llral de F sobre un interval.o de <>e~ rx") ~· 

El conJUnto de datos Puede ser inter.Polado Por un nu•ero in­

finito de funciones diferentH 1:1 debeÍllos tener allllun crite~io Pa-

r• esco!ler alllluna de ellas. El criterio·nqr•al esta en.ter•ino• 

de · simPlicidad w suev.idad a· continuidad de la curvar es decirr F 

sera anslitica w lil valor 'de IF'' <x> 1 estar• en un intuvalo tan . . . . . ' ' ' 

peaueno co1110 sea posible• o F sera .un ~olino~ió. de arado •ini1111)r. 

etc. 

Funcione• de interPolilcion son c:onstruidads Por c:o•binacio­

nes lineales de funcione• •le•enhles co1110: co11binacipnea linea­

. les de fUnciones tr.isono111lttricas <cosk~rsenk1<h co111biria~ionH li­

neales 'de <><~>, etc. 

En este capitulo vere111os la interPolacion Polino111ial de La,..· 
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6,2> HETODO DE LAGRANGE 

6,2,1> INTRDDUCCIDN 

El Pt'oble111a d• int•rPolacion Polinomial ... IJed• Plant•ars•, 

inicilaHnte, COftlO el d• •ncontrtr los n+1 coeficientes de IJn PO­

lino111io de sr•do ni 

n 
n ¿./ P<X> 111 a + •• )C + • .. • .• >C • (1) 

o 1 n . i 
i•O 

D• tal ••n•r•. 11uit •1 eonJunto de datos «>e '"' » i•Or,. ~ rn 
i i 

S•a !Í•ti•fecho Por· •1 Polino•iof Hto. nos ll•v• a Phnte•r 

un shteia• de n+1 ecuacionits con n+l inccl!!lnitHr 9s dllcirl 
' ; ' . 

·n 
. ' J 

Yi··· L·li 
.J•O 

. . 

. ' 
(2) 

~. \ 

noble111a d• int•.~l"ol•cion con n+1 abscisH dhtintHo Sin Hb•r•o 

simi.Jiendo •ste: ea111ino f'U•de llevun~s a Pl•!'lt.9n Un shteH bH­

tant• ~ificil d•. rHolver' 91) ·un "ca.Puto nor•al. 

Un c•aino ••ti.•f•etoria" ~n• eoaPutn •1. Polino•io cau• in,­

terPoi• loa Puntos '<<Xi•Vi)) H usar los l"Dlino111ios b•sicos de 

La•r•n•• asociado• con ·' conJunto <Xi>. 

Dichoi Pblino•ios <L.<X>> <J=O•~·~•n> de srado n tienen la · · 

si · i "' J 
Hoi>iedad 

" en otro caso 
'J 
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Es facil ver aue el Polinomio de arado nt 

cx-x ) ( x-x ) • • • <X-X ) cx-x ) • • • cx-x ) 
o 1 J-1 J+1 n 

L <X> = 
J <X .-X ><X -X> • • • <)( -x ><X -X ) . • .ex -x 

J o J 1.1 J J-1 J J+1 J 

Satisfac• ••t•• candic:ion••• •d•••s L CX ) • O Para alduna 
J i 

•1• dif•r•nt• d• •J•·. 

Carr•s .. ondi•nt•• f•ctoH• •n •l deno111inador nor111•lizan el 

r•sult•do L (X > • 1 
. J.· J 

El Polino•ia L <X>Y toH lo• v•larits.Y· ... H c•d• X 
J J J J 

· w H c•ró •n los ftÚntos X < i difer•nt•. d• J) 
i 

A•i 1• intul"olai:ion ,.olino•i•l de •ndo nr 1• c:u•l. c:~n•t•. 

de n+1 ,.untos «X ,y » ••h d•d• ,.Órl 

': ', 

"· . 

Y<X> • LL' ()()Y 
.. ·. J .. J 
J•O 

i i 

<4> 

.• ,1· 

) 

n 

Es claro caue· •1 nu••ro d• º"'•r•cion•• <w c:on••c:u•nt•••nt• 

tielllPO d• •Jeeucion) •• ~roftOt'cion•l • meno .ES i• .. ort•nte •nfan• 

tizitr· · caue haw .. úna w solo un ftoÍif'lolÍlio d.é •redo n· o Mnor cau• in~ 

t•rPo~a n+1.d•to•• 

Haw •uchH dif•~•ntes foHul•• d• int.r .. ohc:ion ftalinalÍli•i 

•n 1• . Utenture "•n ohH bu•~• d .... óhno•i.o d~do "'º"· tl~t.~. 
ª"'ro>Ci111acion os el. mino QUe el: encontredci en l• s~lucion 'd•.1. · 

shtema de ecuaciones Plant.Hdo < 1 > ~ . 



146 

6,2,2) PROGRAMA LAGRANGE 

OBJETIVO: 

Obtener v•lores Y par• X oue no estan en la tabla de datos 

<<XirYi>>• 111edi•nte interpol•cion Polino11ial de L•sran••• P•r• 

varios paouetes de datos. 

ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO 

PROGRAMA PRINCIPAL 

VARIABLE 
X 

USO TIPO .. FUNCION . . . 
E Arreslo Vector conteniendo las v•rhbles 

indeper1dientes de los Puntos 11ues"' 

y 

vx 

N 

·" 

tr•les. . · . · 
E Arreslo Vector conteniendo las varhbles 

dependientes de los Puntos. ·11ues~ 
tral••• 

E Arre•lo V9ctor de vniablH indePendientes 
de lail aue •• obtien• "'ºr .interr>o­
lacion sus c:orresPondientes v•ri•­
bles d•P•ndi•ntes. 

E Entero Cantidad de Puntos lllUHtrales. 
E Entero Nu••ro de Puntos a interPolar. 

Pseudoc::odi•ot 

BEGIN 
Es.cribir letrero de entr•d• 
Leer· no, de 111uestras w no. da Puntos a interPolar 
WHILE no sea fin de archivo DO 

Leer vector de•bschas a int•rPol•r 

END, 

Leer las·11uestras. en Par•J•s· Cabsc::barord•nada) 
CALL LAGRANGE <XrYrHrNrVXrFVX> . 
Escriba letreros de salida 
Escribe los datos encontrados 

Pide ••• datos · 

SUBRUTINAS 

1> LEEVECT (D,M) 

(Lee 1Jn vector dE! order1 Hr ver sec_; 2, 2, 2), 
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2) ESCVECT <:1rM> 

(Escribe un vector de orden Mr ver sec. 3,2,2>. 

3> LAGRANGE <XrYrHrNrVXrFX> 

ObJetivoi Int•rPolar un conJunto de dato• dados en vx, 
VARIABLE uso TIPO FUNCION 
X E Arr••lo Vector con't•ni•ndo las variables 

ind•P•ndi•nt•• d• lo• puntos •u••-
trel••• 

y E Arre•lo V•ctor· conteniendo las variable• 
daPandient••·de los Puntos •U••-
tr•l••• 

H E Ent•ra Nu••ro da Puntas a int•rPolar. 
N E Entera Nu•aro da punto• •u•strales, 
vx E/S Arra!llo Vactor'd• variablH indaPandi•ntas 

da 1.H aua •• obti•n• Por int•rpo-
lacion sus corrasPondianta• varia-
bl•• d•~•ndianta. · 

FX s 'Arre!llo V•ctor en •1 ou• obtienen las varia-
, '··blÍt• intarPoladll•• . 

RNUH L Real '"Vlirhble aua cantian• el valor del 
nu•erador da la eKP• d• La!lranse, 

DENOH L RHl Variable au11 contian• •l valar del 
deno•inador da l• eKP• de L••r•n•e• 

Pseudocodho t 

BEGIN 
FOR K t• 1 TO H DÓ 

FV>CCKJ <--- o.o 

END, 

FOR I t• 1 TO N DO 
RNUH <--- 1.0 
DENOH <--- 1,0 
FOR J ts 1.TO N.DO 

IF J <> I THEN 
RNUH <--- RNUH * <VXCKJ - XCJJ> 
DENOH <-~- DENOH •.<XCIJ - XCJJ> 

FVXCKJ <·-•- FVXCKJ i: YCIJ * RNUH /'DENOH 
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6.2,Jl LISTADO DEL PROGRAMA 

PROGRAH LAGRANGE <INPUT10UTPUT>; 
CONST 

HAXIHO = 301 
TYF'E 

. VECTOR m ARRAY[1,.HAXIHOJ OF REALI 
VAR 

x. y,vx. FVX ; VECTORI 
Tr M• N: 1;,HAXIHOI 

VI : REAL; 

PROCEDURE LAGRANGE (X1 Y 1 VECTORI Hr N 1 INTEGERf 

VAR 
RNUH1 DENOH : REAL; , 

1, ,J, K INTEGERI 
BEGIN 

FOR K I= 1 TO H DO 
ItEGIN 

FVXCKJ := O.Of 
FOR I lm 1 TO N DO 

VAR VX, FVX : VECTOR l ; . 
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'BEGIN ' 

ENDf 
WRITELN 

RNUH := 1.0; 
DENOH 111 1,0; 
FOR J I= 1 TO N DO 

IF J <> I THEN 
BEGIN 

RNUH I• RNUH * <VXCKJ ~ XCJJ)f 
DENOH 1= DENOH * <XCIJ - XCJJ}f 

' ENDJ . 
:FYXCKl I= FVXCKJ+ YCIJ * RNUH I DENOHf 

E~f . 

END ( * DE LAGRANGE *> f 

< PROGRAMA PRINCIPAL. ) 

BEGIN . 
' WRITELN< 'DAR NO. DE MUESTRAS Y NO, DE ABSC, A INTERPOLAR') f 

READCN1H>f 
WHILE NOT EOF DO 

BEGIN 
WRITELN C 'DAR ABSCISAS DE PUNTOS A INTERPOLAR' )f 
LEEVECT <VX1H)f . , 
WRITELN <'DAR LAS HUESTRAS EN PAREJAS <ABSCI10RDEN>' )_f 

· FOR I 1 • 1 TO N 00 
' READ ()(Cll• ve IJ). 

LAORANGE <X1Y1H1N1VX1FVX>f 
. WRITELN <' '. 1 1!5r 1LA INTERPOLACION DE LOS PUNTOS QUEDA!') 1 

WRITE ( I I uo. 'VALOR DE LA ABSCISA'); . 
' WRITELN ( I ' :2C 1 I VALOR DE ORDENADA'' ) ; 
FOR I • 1 = · 1 TO H DO . . . 

BEGIN 

·,. 
. ·.• 

"•' 



END. 

WRITE C' '!10rVXCIJ!1215ll 
WRITELN (' 'l25rFVXCIJ11215); 
ENDI 

WRITELNf 
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WRITELN<'DAR NO, DE MUESTRAS Y NO, DE ABSC, A INTERPOLAR'); 
READ <N•H> f 

END• 

6.2.4) EJEHPLO 

APlicar· la formula de la~ran•e para interpolar los puntos 1.10, 

1, ~¡o, 1.10, ai-at'ti r de los si~uien:t.es valo~eliÍ: de la' funcion de 

X 
1( 

y 
" 

2 
-x /2 

.E 
Y<X> • ---
~ 

1.00 1.20 1.40 
. 

1160 
' 

0 •. 2420 0.1942 0.149? 0.1109 

1.eo 2.00 . 

0.0120 O .• OS4 

Al·eJecutar el l"ro•rama se introducen loe'datosl 

DAR NO •. DE HUESTRAS '( NO, DE PTOS. A INTERPOLAR 
. 6 ·J 

DAR ABCISAS DE PUNTOS A INTERPOLAR 
1.10 1.so 1.10· 

tlAR LAS HUESTRAS EN PAREJAS <ABSCISA,ORDENADA> .· 
· 1.00 0.2420 

1.20 0.1942 
1.40 0.1497 
1.60 0.1109 
1.ao 0.120 
2.00 O.OS4 

. LA INTERPÓLACION DE LOS PUNTOS QUEDAI 

VALOR.DE .LA ABSCISA 
. 1.10000 

1.soooo 
. 1. 70000 

VALOR DE ORDENADA 
0•21911 ' 
0.13017 
o',09119 

' } 

. ' ' ~ 



6.3) COMENTARIOS 

E~i•ten varias formulas Para al Proble•a da la interPolacion 

Polino•ialr astas puedan clasificarH •n dos stru .. osl aauellas QUe 

se aP~ican a Puntas istual~ante espaciados v for•ulas para puntos 

arbitraria•ente espaciado•• Las for•ula• •a• oo•unas son las del 

se•undo struPo oue son la intarpolaoion da diferencias divididas 

da Newton w la intarPolaoion da Lastran••• · 

LH tor111ulas del .. ri••r •ru .. o •• han desarrollado .. ar. sia­

Plifioar la intarPolaoion itn tablas da funcionas con •r•uaant'os 

i•Üai•enta . HPltc:iadosr todas ,.u•d•n Hr darivadH Por al•unás 

· tor•ulas del niaar. •ru .. o. 

En la literatura ª"'araoan a.tras HauaaH da interPolaoion 

acauivalantesá Pasar .. ouno•ios·da H•undo• .t•roaro o •awor orden 

"ºr · tr•••· o'uatro o •as .. untos. oonsaoutivos .. w. utilizar el ... ouno-

•io .. ara · valuar Y. an oualauier vitiorr "' cÓ~..rend:ido entre ;lalÍ . . ; 

Púntos. 

. ·' ' . 

La for•ula: da intar,.olaoion d• SU rlin• its. un aJH,.la dli · 1os 

••noionadof consista an lo si•ui•nt.al dados. ·t. ras· .. untas· da una 

curva CM¡-1'"\.,.>r. CM~rw¡,> w hci.,;"l•t> tal aue té~- ";.. • >el - ",., • 
h esc:ribi•o• ú •.he - >cc,> I M la faraula 

2. 
!1+, - Y.:. 1 IJ . 

S "' Yl, + U - + - (y. · - 2y: + Y,·., ) 2 2 ,., ... .. 

indica al valor interpolado .d• Y aua c:orres,.onda a >o .datar­

ainado ... Hendo una .acuacion c:uadraticll .. ar lH iras ordenad ... 

Sin Hbar•o• a>chhn tac:nicas
1

'1111uv etic:iitntH <intar ... oian los· . 

datos con ~•wor aMaot.itud> · llaaados SPLIN~ la idaa da esta5 



~l 

tccnicaa es aue dados un conJunto de puntos muestrales <nodos> 

<<xL •Wt)> (i a1,,,n)r se aproxima une funcion SCx> tal aue SCH¡) 

= w~· vn c•d• 1ubint•rv•lo [XL-\' xLJ z I ' donde S<x> es un ~oli­

no•io, 

,·. 

·,.. 



VJI> APROXIHACION POLINDHIAL. 

:, 
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?.1> lNTRODUCCION 

El Probl••• da la aproxi••c::ion polino•i•l c::onsi•t• en la rePr•~ 

sentacion de un conJunto de Puntos Por medio de un Polino•ior 

aunoue, • diferancia d• la interPolac::ion1 dicho PD1ino11iio no tie­

ne oue coincidir nece•aria111ente con l• funcion representada Por 

los. P•Jnto•• sino aue este se aJusta con una ciert• de.•Yiacion • 

dichos Puntos. Esto hace da la aproxi111acion polino•i•l un ••todo 

partic::ular••nt• util Pira tratar Punto• exP•ri111•nt•l••• wa aue 

estos tienen intrin••C•••nte un cierto error w no •• n•c•••rio 

aue el Polino•io Pa•• exac::ta••nt• por lo• punto•. en cuestione 

En ••te c::aPitulo •• tratara el 111etodo d• aProxi111acion Por 

minimos cuadrado•• 
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7.2> HlNlHDI CUADRADOS 

1.2.1> INTRODUCCION 

E•t• ••todo consist• •n aproKi••r un Polino•io a un conJunto 

de Puntos <><e ,,,,
0

), , , , (K .. •Wt4) de tal forma CJU• la 11u111a de los 

cuadrado• d• la dif•rencia < o d•aviacion ) entre •l POlino•io 

••leccionado• P(K)r evaluado en cierta absci••• w la ord•nada co­

rrespondient• a dicha abscisa ••a •ini•o (f'is• 1)r es d•cirl 

N 

¿(P(Kk) 

.k=O 

.t 

Fiáur• 1. 

Una vez ••1:01Udo •l lirado d•l Polino•io P(K) ·aue 1HJor sa 

aJuste a los PUntos•KP•ri••nt•l••• el Probl••• ••reduce a •n­

contrar loa co•fici•nt•• •d•cuados "o' a1 , •• ,, ·~del polino•io 

Para lo• cual•• H c1.11ilPl.e la condicion anterior. Lla111eue ~· la• 

d•aviacion•• P<~> - w w defina•• F co1110 la.SU•• de los cuadrados 

';:: 
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d• dichH desvi•cion••• •• d•cir: 

N N 

¿ 2 ¿(P(\) l. 
F • d • - w ) 

k k 
k=O k•O 

E><Pr•s•ndo F co1110 funcion d• los co•fici•nt•• d•l Polino•io PCx> 

v aplicando el criterio d• 111ini•o• cu•drados obt•n••o•S 

N 

F (ªO'ª 1 '· · • • • ' 8 n > • L <•o + •1 >< k. + • 2 >< k + • • • + ª n" k - w k ~ = •ini•o 
k=O 

Y siendo F una tuncion d• n+1 v•rhbl••• el P'l'oblHa de •ncontra·r 

·~ valor 111ini•o •• reduc• • en~ntrar, los "valor•• d• · F P•ra los .. 

cuales las n+1 derivad•• P•l"Ci•lH d• l • tunc:ion c:on :; r••P•C:to: • 
. " 

ceda uno d• los coeticiitnt•• •••n si111ult•o•••nt• e•"º C ,Hto ncni.' 

•.•rlÍntizitr• aue •ncontrarHO• su v•lor •tni•o Parc1uit, unÍI func:ion -

.lllJ& es la SUlllB de los cu•dr•dos d• Varia• Yari•blH na ti•n• llia~ 

><i•o• sol••ente 111ini1110 > o s9es 

• º' • º' ... , .. o 

,,,··, 



Sub•tituwendo la e>e,.r•sion poara F en l•• parciales tene111ot11 auel 

N aF 
2:2<a

0 

n 
+ a >C + ••• + • >C - 1:1 ) = o 

ªª 1 k n k k 
o k=O 

N 
OF" n --= I2>< <a + a >< + ••• + a X - 1:1 ) .. o 

ªª k o 1 k n k k 
1 k=O 

N aF 
¿2x

2
<a 

n 
+ . )( + ••• + 8 X 1:1 ) .. o 

ai.1 k o 1 k n k k 
2 k=O 

N aF 
¿2x"<• 

n 
+ a X + ••• +·ax 1:1 ) "" o 

ªª . k o 1 k n k k 
n k=O 



Eliminando el factor 2 de este sistema de ecuaciones w reordenan-

do terminas obtenemos el sistema eauivalentel 

t. (t./).J "' 

n (" ) L ¿/+1 a = 

J=O k=O J 

O bien de forma mas compacta# 

n ( N ) ~· ~Ki+J a 
L., L., k J 
J=O 11,=0 

.. 

O lo aue es lo mismot 

N 
~. i-1 

= ~X W 
k k 

k=O 

N 

¿\ 
k=O 

N 

¿x w 
k k 

k•O 

i = 1,2, •• ~rnrn+l 

En bame a esta. ulti~a exPresion se Puede desarrollar el al•orit•o 

(1) 



P'•ra det•nlin•r los coeficientes ª• r a
1 

r • • •' ªti del 1-.olinomio \,la 

oue al desarroll•rla obt•n•mos un sistema de ecuaciones lineales 

Con las i .. it , , , , • .. , Por eJ•tnPlor al desarro-nco.n •s 8a ' a., r ªt.' 
llar la e><Pr•sion ( 1) Para n=2 obten1u1os el sisuier1te sistema! 

( ±· ) ·. ( ±· ). (±·: ).2 
N 

+ + "' L\ k 1 
l<.=O k=O I k=O k=O 

( ±· )· ( ix )·, ( ±-: )·, 
N 

+ + ¿>t 1:1 

"' o 
k k 

k=O k=O k=O l<.=o 

( ±x:) ·. + ( ±·:) ·, ( ix) ·2 
N 

+ = Lx21:1 
k k 

k=O k=O k=O k=O 

El cualr una Y•z conocidos los ter•inos entr' Parentesisr Puede 

resolverse .Por el metcidlJ' de GaliH-Jordan .<CaPitulo J) ,,;ara a r a · o 1 .. 

7,2.2> PROGRAMA MINIHOS CUADRADOS• 

OBJETIVOl 

Determinarr utilizando el criterio de minimos cuadradosr los 

coeficientes de un Polinomio de srado n oue aProxime a un conJun-

to de Puntos , 

DESCRIPCIONI 

Este Prosrama utilizara 4 subrutinasr la Primera de ellas, 

la subrutina PLANTEASISTEHAr calculara los coeficientes del sis-
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tema de ecuaciones lineales senerado Por la ecuacion <1> asi co•o 

los termines independientes de dicho sistema. La sesunda sera la 

subrutina GAUSJOR (desarrollada en el capitulo 3) aue resolver• 

el ~•iste111a de ecuaciones Planteado Por la subrutina PLANTEASISTE-

HA lil senerara los coeficientes a0 • a1 • ••• , ª" del Polino111io. 

Ademas· se hara uso de las subrutinas LEEVECT Y ESCVECT <Capitulo 

2) con el fin de facilitar la lectura de los datos w la escritura 

de los resultados. 

El obJeto de la subrutina Planteasist•ma es calcu~ar los 

ele.mentes de la matriz asociada a.l sistema de ecuaciones senerado 

Por los datos• •si co1110 el vector de tar~inos indePendiente~. Pa­

ra esto se consideran las variables HATRIZN w VECTORN <aue son• 

respectivamente, arreslos de 2 w de una dimension> como Para•e-

tros en la subrutina w son los aue finalmente se daran co1110 en~ 

trada a la S•Jbrutina GAUSJOR para resolver el -sistema formado Por 

HATRIZN ~,VECTORN. 

Para calcular los valores de HATRIZN Y VECTORN la.subrutina 
o 

utiliza La formula (1 > dada en la introduccion de la silluien'te 

manera: 

para calcular los elementos de HATRIZNI 

HATRIZN<I,J> 

N 
'"'xi+J-2 
¿ k . 
k=O 

N 

¿ i-1 J-1 
= >C X 

k k 
k=O 

donde i = 1, 2• ,,,, n+1 ' J = 1, 2• ,,,, n+1 

:. w para los elementos de VECTORNI 

(2) 



i" 

;<'. 

¡1' .. -: 
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N 

VECTORN<I> = ¿ i-1 
X !.I 

,,.;.J k k 
i • lr 2r ,,,, n+1 

k='O 

Para facilit1r los calculas de los elementos de HATRIZN se 

consideraron las v.riables au><iliares PROril 1.i PROD2 Que son defi-

nidas COlllOI 

i-1 
PROD1 = x 

k 

j-1 
PROD2 "' x 

k 

tlSÍr cada elemento. de la •atriz $8 senera de la Si!J+ formal 

HATRIZN<IrJ) = HATRIZN<IrJ) t (PROD1)<PROD2> 

'i.-t 
, PROD1 = H 

IC 
k = Or lr 2r , 

'1·' 

Puesio aue la •atriz ~s si~etricar solo se ~1lculan los ele­

~errtos del trian•ulo inferior w. la diasonal de la matriz para 

. lueso ser transferidos al trian•ulo suPerior. 

·Se hacen llamadas a las subrutinas·GAUSJOR <Capitulo 3) 1 

LEEV.ECT !Ca,.itulo 2) w ESCVECT (CaPitulo 2), 

·, 
' .. 
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ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO: 

PROGRAMA HINIHOSCUADRADOS 

VARIABLES uso TIPO FUNCION 
Ef'S Const. Criteri6 Para dRterminar si el 

determinante de la matriz es cero 
HAXORDEN Const. Haximo orden del Polinomio 
HAXPUNTOS Const. Numero 1.aximo de datos 
DET Real Determinante d~ la matriz 
HATRIZN Arreslo Elementos de la matriz asociada 

de·Reales al siste•• de •cuaciones 
ORADO E Entero Grado del PolinoMio 
NUHPUNTOS E Entero Num•ro d• Puntos 
X E Arr••lo Abscisas de los Puntos 

de Re•les 
y E Ar resal o Ordenadas de los ,.unto a 

de Re•les 
~VECTORN s Arre•lo Coeficient•s del ,.olinomio P(><) 

de Reales 

Pseudocodislo: 

BEGIN 
Lee srado del Polinomio 1:1 numero de1>untos. 
WHILE not eof DO ' 

Lee Xr Y+ . . 
CALL PLANTEASISTEHA <HATRIZNrVECTORNrXrYrNUHPUNTOS,GRADO), 
CALL GAUSJOR < HATR I ZN r VECTORN, GRADO+ 1r EPS, DE.T> • 
IF DET > EPS THEN 

Escribe los coeficientes del polinomio. 
ELSE 

manda mensaJe. 
·Lee srado del ,.olinomio Y numero de Puntos. 

END. 

SUBRUTINAS! 

1> LEEVECT (DrH> 

Ob.letivo: Leer •Jn vector de orden H • 

(Ver ca1>itulo 2> 

2) ESCVECT CDrH> 

ObJetivol Escribe un.v~ctor de orde~ H. 

<Ver t:aPitulo,2) 

',''· 



16? 

3> GAUSJOR <A•B•N•EPSrDET> 

ObJetivo: Obt•ner la solucion un siste•a de ecuaciones. 

<Ver capitulo 3) 

4> PLANTEASISTEHA<HATRIZN,VECTORNrXrY•NUHf'UNTOSrGRADO) 

ObJetivol Calcular los el•••ntos de la •atriz asociada •l siste111 
de ecm1ciones ••n•r•do Por el criterio de 111irtimos· cu•drados • 

VARJAill.ES 
X 

y 

NUHPUNTOS 
GRADO 
HATRIZN 

VEC'f ORN 

I 
J 
K. 
PRODl, 
PROD2 

Pseudocodisol 

PEGIN 

uso 
E 

E 

E 
E 
s 
s 

L 
L 
L 
L 
L 

TIPO 
Arr••lo 
d• RHlli• 
Arr•!lllo 
de R••la• 
Entero 
Eritero 
Arra•lo 

de RH19s 
Arrulo 

da Reales 
Entero 
Entero 
Entero 
Real 
Real 

FUNCION 
Abscisas da los puntos 

Numero da Puntos 
Grado del Polino111io 
ElHentos de l• '111•tri'z asociada 

•l sistH• d• •c:u•c:ian•• 
T•r•inos ind•P•ndiantes d•l 

siste•a da •cuacion•s 
Indicador de r•n•lones de la 111atriz 
Indicador de colu111nas d• la matriz 
Contador d• Puntos 
Guarda resultados Parci•les 

Inicializar HATRIZN .w VECTORN en. cero•.• 
FOR.K = 1. TO NUHPUNTOS. DO 

FOR I = 1 TO GRADO+ 1 DD. 
. . FOR J .. 1 TO I DO. . ·. 

Calcula. el. el .. ento i..;j d• la lhatriz, .. 
. Calcula el i-asi•o ter1llino independiente, 

Tran1>fier• los el•llientoti del trhnlilulo inferior de la matriz (Wil 
calcOlados) al trian!llulo superior. · · · 
END~ 

,·. 



7.2.3) LISTADO DEL PROGRAHAI 

PROGRAH HINIHOSCUADRADOS<INPUTr OUTPUT>P 
CONST 

EPS = 010000001' 
HA X ORDEN "'. 6 f 
HAXPUNTOS "" 20f 

TYf'E 

VAR 

MATRIZ= ARRAYC1 •• HAXORDENr 111HAXORDENJ OF ~EALJ 
VECTOR= ARRAYC1 •• HAXORDENJ OF REALf 
COORDENADAS= ARRAYC1 •• HAXPUNTOSJ OF REAU 

DET 1 REALf 
GRADOr NUHPUNTOS S INTEGERJ 
HATRIZN S HATRIZJ 
VECTORN : VECTORf 
Xr Y : COORDENADASf 

J.li3 

PROCEDURE PLANTEASISTEHA<VAR HATRIZN 1 HATRIZf VAR VECTORN VECTORf 
Xr Y : COORDENADASf 
NUHPUNTOSrGRADO: INTEGER>f 

VAR 
Ir Jr K INTEGERf 
PROD1r PROD2 REAL f 

llEGIN 
< INICIALIZACION DE LA HATRIZN > 
FOR II= 1 TO GRADO + 1 DO 

BEGIN . 
VECTORNCIJ I= Of 
FOR .Jl=1 TO I DO 

. HATRIZNCirJJ lm Of 
ENDf 

FOR KS=1 TO NUHPUNTOS DO 
BEGIN 
PRODl 1 = 1,0f 
FOR I S= 1 TO ORADO + 1 DO 

BEGIN 
PROD2 I• 1,0f 
FOR J I= 1 TO I DO 

BEGIN 

{' ·' 

HATRIZNClrJJ I• MATRIZNCirJJ + PROD1.* P~OD2f 
PROD2 S• PROD2 * XCKJP 
ENDf 

VECTORNCIJ I= VECTORNCIJ + PROD1 * YCKJf 
PROD1 I= PROD1 * XCKJf 
ENDS 

ENDf . 
<TRANSFIERE LOS ELEHENTOS DEL TRIANGULO INFERI°OR AL·TRIANGULO SUP. :)> 
FOR l I= 1 TO ORADO + 1 DO . 

. FOR JI= 1 TO l DO 
HATRIZNCJrIJ I• HATRIZNCirJJJ 

PROGRAHA PRINCIPAL 
ENM 
< 
BEGIN 
WRITELN< 'GRADO DEL POLINOHIO. ?r NUH. DE. PÜNTos· ?') f 
READLN<GRADOr NUHPUNTOS> f ' · 
REPEAT 

> 



WRITELN('DAR LAS ABSCISAS DE LOS PUNTOS'>; 
LEEVECT<X• NUHPUNTOS>J 
WR I TELN ( 'I•AR LAS ORDENAMS DE LOS PUNTOS' > 1 
LEEVECT(Y, NUHPUNTOS>f 
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PLANTEAS UiTEHA < HATRIZN, VECTORN, X• Y, NUHPUNTOS • GRADO H 
GAUSJOR <HATRIZNr VECTORN• GRADO t 1• EPS, DET>I 
IF DET > EPS THEN 

EIEGIN 
WRITELN(' COEFICIENTES DEL POLINOHIO <EN ORDEN CRECIENTE)!'); 
WRlTELNf 
ESCVECT <VECTORN• GRADO t 1)1 
END 

ELSE 
WRITELN<'EL SISTEHA PLANTEADO NO TIENE SOLUCION'>f 

WRITELN<'GRADO DEL POLINOHIO 1• NUH. DE PUNTOS ?')f 
REA[ILN<GRADD• NUHPUNTOS>; 

UNTIL EOF; 
EN[I, 

7 t1 , 4 l EJEHf'LO 1 

Los valores Para el voltaJe ~ la intensidad de la corriente 

en 'Jn circ•Jito si•Ple de corriente alterna con un capacitor de 

.47. microfaradios son los si•uientesl 

V <Volts) 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 
110 
120 

I <Hicroa~Perios) 
1 . 
J 
5 
7 
9 

11.2 
13.5 
15.2. 
17 
19 
21.5 .· 
23.5 

Sabiendo oue •n un circuito de este tiPo la relacion Tension 

~ Inte~sid•d esta dada Porl 

I = (1/R)V 
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Entonces el inverso de la capacitancia se obtiene calculando la 

Pendiente del Polino•io de •rado 1 aJustado • los Puntos dados, 

Para encontrar dicho ~olino•ior se eJecuta el Prosr••• HINIHOS-

GRADO DEL POLINDHID?r NUH, DE PUNTOS? 
1 
12 

DAR LAS ABSCISAS DE LOS PUNTOS 
10 20 30 40 so 60 10 eo 90 100 110 120 

DAR LAS ORDENADAS DE LOS PUNTOS 
1 3 5 7 9 11,2 13.S 15,2 17 19 21,5 23,S 

COEFICIENTES DEL POLINOHIO <EN ORDEN CRECIENTE>I 

-1.0894 0.2039 
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7.3) COMENTARIOS 

En l• seccion •nterior •• de1cribio la tecnic• de los •ini­

•o• cu•dr•dos ,.•r• el c••o de .,.roHi••cion ,.olinoai•l• De ••t• 

tecnic• reaulto un ai•t••• de ecu•cion•• ll•••do •n la liter•tur• 

ecuacion nor••l• D•••fortun•d•••nte el ••todo tiene d•ficienci••• 

es decirr resolver el siat••• o ecuacion nor••lr debido • aue el 

sit••• r•ault• ••r incondicion1dor sobre todo cu•ndo el •r•do <•> 
del Polino•io reauerido ••• auw •rinde. Dtr• desvent•J• •• cu•ndo 

el valor de • es c••bi•dor ae d•b•n c•lcul•r un conJunto de nue-

voa coeficiente•• 

L• ecu•cion nor••l pued• r••olverse Por cualaui•r• d• l•• 

aubrutin•• viat•• en eate c•Pitular ,.ero•• corre·•l ri•••o de 

introducir •r•Y•• error•• d• r•dandear •d••••• d•das las carecte-

ristic•• de l• ecu•cion nora•l ,.odri• resolver•• "'ºr ••todo• ••• 

eficient••• •• decir aue reauieren ••nor nuaero de o .. eracion••• 

Los error•• redondeo _introducidosr u••ndo eli•in•cion 

Oeuslian1r tienen su Ol'iÍll•n en l• foY'••eion de las aua•s d• l• 

ecu•ción nor••l v en l• •li•inacion ,.ro,.h•entef esto •• debe.• 

aue al tr•b•J•r•e con c•ntid•d•• auw •l'•ndes h•w Perdid• de di•i­

to•• debido •1 •l••c•n••i•nto finito de la ••~uin•• 

L•• dificult•d•• ••ncioned•• •rrib• ,.ueden •Y•dirse h•ciendo 

uso de los ,.olinoaio• orto•onal•• <•• habla un Poco de ellos en 

el c•,.itu1o iH>• Usando estos ,.olino•io• ••tienen aolucion••••s 

"'"eci1a1 w •1•un•• veces•• ,.•raite la •plucion "'ºr O•u••~leid•l• 

Un eJeaplo de estos ,.olinoaios son 101 Polino•ios d• Chebwchev 

definidos ••U T" <>e> = cosnlh cor1 >1 • cose. Esto• ,.olino•ios 

.,.roHi••n lo• d•tos a •M,.resianes de la for••I 



Dond• c•d• Tj •• un Polino•io d• Chebwch•Y d• ord•n J, Nu••­

tro Probl••• in••diato •• d•riv•r un• •HPr•sion P•r• c•d• uno d• 

los co•fici•nt•• c:,¡<J•O••••••••>• E•to no se h•r• •aui w• au• •• 

r•auier• t•ner conoci•i•nto d• ci•rt•• proPi•d•d•• d• los PDlino­

•ios orto•on•l••• P•ro c•be ••ncion•r au• ••t• t•cnic• evit• r•­

solvar un siste•• d• •cu•cion••• wa au• 1• ••triz resultant• es 

di••onal. L• conv•r••nci• es ••• r•Pid• au• 1• serie de T•wlor w 

b> 1• ••ti••cion d•l error •• ••• •ProHi••d•• 

E•t• econo•i• h•ce au• l•• •ProHi••cion•• en ••ri•• d• 

Chebwch•Y •• use •n •uch•• co•Putadora• P•r• ev•luar funcion••• 

. \~ . 
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VIII> INT~BRACION NUHERÍCA 

. ·. 
'. ,t 
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8.1> REGLA DEL TRAPECIO Y REGLAS DE SIHPSON 

e,1,1> INTRODUCCION 

fisura 1 

' Si .bien •ucha• funcione• se Pueden int•arar al obt•n•r su 

Pri111itivar es decir una funcion F(>e) au• al derivarla ·no• 'd• f(>e) 

CF'<x> • f(>e))r •>ei•t•n otras tal•• au• car•c•n d9 ••ta~ o•••• 

su i·nt••ral no ti•n• una •MPr•sion •MPlici ta •. Po,. otro lado haw 

funcion•• cuwa Prhiitiv• w/o la fon• d• obt•n•rla son tan co•­

Plicadas aue •• ""•.f•ribl• aplicar otro ••todo ,.ara int••rarla. 

EJ••Plo• d•l ,.ri••r t·i,.o d• func:ion•• son 

2 
s•n >< 

f(>e). •• 

4 3 5 3 :2. 
12K -11>< + 134 -)( + 19><'- 12K + 4 

f(>C) = f( )() .. 
7 6 .. 3 12 8 7 4 

)( + B>e - 13>C + J>< - 6 >C - 7>< + 5>e i: 12>< 
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Pare ••to• casos se utilizan ••todos de inte•racion numerica aua 

lo•ran •cercerse al valor de la inte•ral con un arado de eKacti-

•• trataran ••todos del ,.ri••r ti"º' Es chro caue entre •••· .divi­

sione• •• ten••n ••• cercano ••r• el v•lor del area •"roKi••d• al 

valor de la inte•ral •n un• divi•ion w entone••• l• •u•• ~· ••t•• 

peauenas are••• •• acercara •a• al valo.¡. de la int••r•l en todo 

· E• • "•rt.ir de .. ouno•io1 oue h• areas d.• l•• divh1ionH de 

los intervalo• •e •"roKi••ran col.o •e vera 111as adehnte, A conti-

nuacion •• ,.r•••ntan de •anera ored•n•da tor•a• de obtener ••t• 
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Esta es le ••• sencilla w • la vez l• •eno• eKact.a de las 

r••l•• •Ki•t•nt••• aunaue l"uede dar una buena id•• acerca de 1• 

int••r•cion nu•eric• ••tudiad•• Sul"on•••o• au• dividi•o• •l· in­

tervalo Ca.bJ en N l"•rtes i•ual••• Si h e1 •1 ta•ano d• cada l"ar-

t.•• •nt.onces h ••t• dade Porl 

b - .• 
h • 

N 

Los N Punto• K au• ••Paren cada l"art.• ••ran entone•• 

K • • o 
K • • + h 

1 

>< .. a + 2h 
2 

>< = e + <N-l)h 
N-1 

>< • b 
N 

Si auer••o• ••b•r un valor aProKi••do d• le int••~•l·•n •1•una de 

1•• Pert.e•• di•a•o• •ntre loa puntoa Kt w K\tt • Pod••o• construir 

un trapecio cuwa •r•• H l"U•dil calcular facil•ltnte w •• Paree• i. 
la de la func:ion si los l"Unt.o• e•hn lo '1ufic:ient•Hnte cercanOat 

<Ver U•ure :n • 
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El are• A del trapecio an al intervalo Cx¿rx~1J es (areas del 

rect•n•ulo •a• la del trian•ulo>: 

A = t<x )h + CfCx ) + f(M )J(h/2) = (1/2> h Cf<x > + f<x )J 
i i i+l i i+1 

su~•ndo tod•• 1•• •r••• A da todas las Partes (del intervalo 

CarbJ) obtene•o• el v•lor aProxi••do a la inte•r•l (al dos·apare­

ce puesto aue se su.an los valores f<x¿> P•r• dos divisiones con­

ti•u••> 

A + 
1 

h 

... 
N 

+ AN~1+ AN ·~. Aim 
i•1 

= - Cf<a> + 2fCx > + 2fhc > + 
2 l 2 

••• + 2f<x 
N-1 

(1) 

+ f(b) 

Otra ••nara de tratar el Proble•a en aue se lles• • la •i••• 

solucion •• consider•r 1• funcion lina•l t1 (K) a ax + b aue pasa 

Por los Puntos (x.rf(w:>> v he. rfhc. )) <ver fi!llur• 3), L• inta-
L - ~t ~t 

!fr•l de est• funcion ••r• una buen• •Proxi•acion a' la funcion 

en ase intervalo (d•do por [K.rx. J), Al i!llual aue antesr 
. " L+1 

cercano a la inte•r•l• Una de 1•• tor••• de obtener tal funcion 

Ll••••o• Ai •1 •r•• b•Jo la curva en el intervalo Cx.rM, J = 
'- u1 
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f" f" t 
A .. f(>C)d>C N <ax + b)d>C .. 

i 
>C. )(. 

l. l. 

2 2 
a<><t + h) ax. 

"' __J;.+ b<><t+ h) - b><t 
2 2 

Esta l"Uede ••r escrito ca•a 

(a><t+ b) + (a(Kt+ h) + b) 
= h e a 

2 

Pero sabiendo Gue lo• valor•• de la funcion f(K) w ~ (K) en 

f()( ) • f ()( ) .. ax.+ b 
i 1 i c. 

f()( ) = , ()( ) • f (>( + h> • •<>< + h) + b 
i+l 1 i+l 1 i i 

•• deduce entone•• oue ••to •• Puede convertir •n 

1 
A • h CfCx > + fC>< >J 

2 i i+l 

Par tanto he•o• lle•ado analiticaiaente a la deduccion ••o•et.rica 

anterior. Evidente11enter la a,.roxi11acion de h inteilral estar• da.-

da en i•ual far•• GU• en la ecuacion (1), 
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rancia del ••todo enterior eaui •• trata de aproximar una Paraba-

la aue 

fi!:iura 

•• aJust.• • 1• funcion en una divit;ion [><• •><• J • ·De la 
l. L~1 

4 •• puede d•ducir aue el a•t.odo es preferible aue la re-

!lla del traP•cior dado aue 1e acere• aeJor • la inte!:iral de la 

funcion. 

1 
,,(~) 

-...;..---¡-.. h•') 
1 

i 

1--~'---'-~~b.._~-'-~~~~--,~ 
ti•ura 3 " 

..-...;he) 

.____.~~...._-•"--"h'-''--~~~"'-~-x 
'""f'illura 4 " 

La r••l• d• Si•P•On da Precisaaent.• 1•.int••r•l d• la fun­

cion cuadratica au•Pasa Por t.r•• Puntos, Si•ui9ndo •1 eJeaplo de 

la resla del trap•cior dividi•o• •l int.•rvalo.Car~l •n N Part•• 

de tres ·Puntos <h • (b - •> I 2N> • To•Hos la Parte CM• -hrM. +hl .. .. 
del intervalo w tratHo• de obt.en•r la inte!lral .d• h funcion 

s. . 
cuadratic:a ft. (><), • ilM + b>C +··e .llU. PIS8 .POr. los trH Puntos Mt"".h' 

><¡: \.1 ><t +tt. Esta ar•• Hr• un• aP'ro1«i••cion • 1• int••r•l en esa 

Parte del intervalo. Su•ando estas areH obtendre•os un valor 

aproxi•ado de la int••r•l· 

De acuerdo • lo anterior. si C>et-h•><thl H el. intervalo a. in.t•­

!lrarser el •rea A~ baJo 1• curva de la.funcion f(>C) estar• •P'ro~ 

ximada Port 
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1 
= - h [f(>C - h) t 4f(X ) t f(>e t h)] 

3 i i i 

El area total as Puasl 

I f<x>d• • A + 
1 

••• 

N 

+ A + A a ~ 
N-1 N L_.i 

i=1 

A = 
i 

h 
• --- [f(a) + 4f(K) + 2f(K) + 4f(K) t 2f(K ) t ••• 

3 l 2 3 4 

• f,f• + 2f(K ) t 4f(K ) t 2f(K ) f 4fhc ) . t f(b)" 
N-4 N-3 N-2 N-1 

su•ado valor•• da la funcion f (K) en punto• K aue P•rtenecen • 

do•.diYi•ion•• <conti•u••> •1 •i••o ti••PD• 

inte•ral•• de rect••• funcione• lineales o de Pri••~ •radar dado• 

dos Punto• de un• P•rticion v funcione• cuadratic•• o de •e•undo 

•rador dado• tres Punto• de una Particion. Pode•o• ahora •ener•­

lizar lo aua se ha hecho •1 afir••r aue de t•u•l for•• •e POdr• 

aJustar una funcion ·cuadratic•r una funcion cubic• o en •eneral 

una funcion de •r•do Nr dados·tresr cuatro o N+1 Punto•• re•P•c-

tiv••ente en un• Particion. A continuacion Pr••ent••o• una tabla 

d• Polinomio• •Justados, •valuado• •n el intervalo 
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tenidas. En !lenaralr e11ta11 •• .. u•den obtener aplicando el metodo • • 

analitico uaado Para 1011 do• anteriores wa tratadas. 

flrado Polino•io 

1 (h/2) [f(>< ) + f~x )l 
1 2 

2 (h/3) [f(>< ) + 4f<x > + f(>< )] 
1 2 3 

3 (Jh/8) tt<>c > + Jf()( ) + 3f(>C ) + f(>e )] 
1 2 3 4 

4 ( 2h/4l5) C7f<x > + 32fhc ) + 12f(>< ) t 32f(K ) t 7f(>< )J 
1 2 3 4 5 

5 <5h/288) t19fhc > t7l5f(K ) +l50f (>< ) t50f(X ) +7t!f(>e ) +19f ( >t ) J 
1 2 3 4 5 6 

Esta se conoce co•o la re•l• de Si•,.•an (3/8), Dado oue lo rePr•-

sentado arriba es aProxi•aeion d• la int••r•l unie•••nte Para una 

í=>arte del intervalo, la re•l• de int••racion Para todo el intar-

valo Para un Polinoaio de •rada tr•• e9t 

A + 
1 

Jh 

••• 

N 

+A +AN•~ 
N-1 L., 

i=i 

A = 
i 

• ~ Cf<a> + 3f<>< > + Jf(K > + 2f(x > + 
8 1 2 3 

Jt<x > + Jf(x > + 2f<x ) + ••• 
4 5 6 

• • • + Jf(>< ) + Jfhc > + 2f(>< ) + 3f<>c > o} f(b) 
N-4 N-3 N-2 N-1 

(2) 

. ,!.; 
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8.2.2) PROGRAMA INTEGRAL 

OBJETIVOS 

Obtener las intallrales de una funcion en int•rvalos d•dos. 

DESCRIPCIONS 

El Pro•r••• au• •• ti•n• c•lcula l• inte•r•l usando 1• r••l• 

d• aProMi•acion d• un Palino•io d• t•rcer •r•do, El •l•orit•o del 

Prallra•• •• ••ncillo w PUed• ••r f•cil••nte d•ducido d• l• •cu•­

cion <2> ••crit• •rrib•• El Pro•r••• tien• co•o •ntr•d• •l int•r­

valo • inte•r•r•• dado au• l• funcion ••t• d•clar•d• int•rn•••nt• 

eo•o subrutina Cd• tiPo funcion>. El Pro•r••• const• d• una su­

brutin• Principal aue c•lcul• l• int••r•l w aue ti•n• coao Para-

•etros los li•it•s d• inte•r•cion w ad•••• l• funcion • int••rar­

••• Haw au• hacer notar aaui aue •l Pro•ra111a •Provecha la v•nt•J• 

de Pascal au• Posibilita P•••r una funcian co•o Paraa•tro. 

El allllorit•o •U•enh el nu••ro d• P•rticion•• w calcula la· 

int••ral para cada P•rticion h••t• au• •l •rror •n las inte•r•le• 

c•lculado co•o error relativo Cto•• el valor absoluto de la dife­

rencia entre la inte1fral c•lculad• •nterior111ente w la •ctu•l • di­

vidida entre la selllund•> es lo suficiente~ente Peauen9• se•un un 

P•rametro •arcado declarada Por el usu•rio. 

El •l•orit•o es eficiente puesto aue •Provech• l• su•• de 

valore• de la funcion obtenidos en l• division anterior. Se9un la 

ecuacion C2) haw aue su•ar. valores d• la funcion •n ciertos Pun­

tos w •ultiPlicarlos por do•• su••r otros valor•• w •ultiPllc•r­

los. Por tr•• w final•enter su••r los v•lores de la funcion ev•lu~ 

d• en a 1:1 en bt El •ldorit110 obti•n• 1• nuev• divisian to••ndo lli 
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anterior w fraccionandola en tres. De esta Manera solo es necesa­

ria •valuar los ,.unto• inter•edios <dado aue los e1<tre111os fueron 

ALODRITHO EN PSEUDDCODIOOI 

PROGRAHA INTEORAClOM 

VARIABLES 
AA 
BB 
AREAP 

BEOIH 
Lee AA w H 

USO TIPO 
E Real 
E Real 
S Real 

FUNCIOH 
Li•ite inferior d• inte•r•cion 
Li•ite su,.•rior de inte•r•cion 
Inte•ral de la funcion en CAArBBJ 

WHILE MDT fin d• archivo DO · 
CÁLL INTEGRAL <AAr 88r A~EAPr FUNCIDN> 
Escribe v•lor d• 1• inte•r•l 
Lee AA Y 88 

END ' 

SUBRUTINAS 

1>FUNCTION FUNCION (X) 

ObJetivo: :clilcu·ia· .i valor dtt l• tuncion en el ,.unto H• 

E•h func:Úin es la oue •1 usuario dHH inttu•rilr v' •• · 
aadificablé ,.or ·91 usuario. 

2>INTEORAL <Ar Br AREA> 

ObJetivol Calcuh la inte•ral dados el intervalo Carbl 
\1 la .tuncion f(K). · 

VARIABLES uso TIPO FUHClON 
Ar 8 E Reales Liaites del intervalo <C•rbl) 
AREA s RHl Valor d• la int••ral 
FUN · E Función Funolon • inte•r•r 
ERROR L Constante Criterio error relativa en l• 
ITERHAX L Constante Nuaera ••Ki•a de it9racion•• 
I L Entero Contador 

int••ral 

N L Entero Nu••ro d• divisiones d•l int•rvalo 
SUHA L. RHl Suaa total d• lH evaluacionH de l• 

funcian en las ,.untos de 1• .. articion 
<Hulti,.licado1 Par 2 a 3 •••un el ,.unto> 

SUl1A1 L Real Suaa d• las evaluacian•• de la funcion 

SUHA2 L ·R••l 
de los . ,.unt,os nuevos 
Suaa de las evaluaciones de h tune ion, 
e~ la •,.•~tieion anterior 
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PUN'rO (1,,2) 
INTERVALO 
DIVISION 

L Real 
L Real 
L Real 

X's en una division a ser evaluadas 
Ta••no del intervalo tarbl 
Ta•ano de·l• n-e•i•a Parte en aue •e 
dividio ~l intervalo Ch> 

AREAO L Real Guarda el are• evaluada con la Particion 
anterio1• 

BE GIN 
N <--- 1 
INTERVALO <--- B - A 
SUHA <--- FUN CA) + FUN CB) <Inicializa SUHA a•i Puesto GUe ••to• 

valores •eran sie•Pre Parte de la particion> 
Inicializa AREA w SUHA2 
REPEAT 

N <--- 3 * N <Incre•enta divi•ion de Partic:ion en el valor opti•o> 
DIVIBION <--- INTERVALO I N 
SUHA1. <--- O 
AREAO <--- AREA 
FOR I <--- 1 TO N DO 

Calcula valor del Pri•er Punto CPUNT01) en la divisian 1 
lnc:r••enta I 
Calcula .valor del H•unda Punta CPUNTD2> 
Inct'e•enta I 
Evaluli'la tunc:ion •n a•bas puntos w la a•r••a a BUHA1 

SUHA <--- SUHA + <3 * 8UHA1) -.SUHA2 . 
. <Al restar BUHA2 w su•ar SUHA <anterior) esta eGuiv•le a 
•U••r dos veces las funciones evalu'ada• en lo• Puntos li•ite 
de las divisiones> 
AREA <--- C3/8) * PARTICION * SUHA 
SUHA2 <--- BUHA1 
UNTIL CEl error relativo es •enor GUe el d9seado) OR 

CSe · lle•o al nu•ero ••Ki•o de.· iteraciones>. 
· IF •• alc:•nzo el •aMi•o de iteraciones aTHEN. 

Escribir •ensaJe· · 
END 
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PROGRAH lNTEGRACION CINPUTr OUTPUT)f 
VAR 

/ AA• 91, AREAP 1 REALJ 

FUNCTION FUNCION ex 1 REAL> 1 REALf 
CONST . 

~1 • 6.6~10543E-10f 
K2 = -4.4375127E-7f 

VAR 
)()( : REALf 

BEGIN 
XX I• X * )(f 
FUNCION I• K1 $ XX $ EXP CK2 t XX)f 
END <FUNCTION>f 

PROCEDURE INTEGRAL CAr 8 1 REALf VAR AREA t REALf 
FUNCTION FUN <X 1 REAL> 1 REAL>.f 

'CONST 

VAR 

ERROR • 1E-9f 
JTERAHAX • SOOOOOOf 

Ir N 
SUHA 
SUHA1r 8UHA2 
PUNTO 1 r PUNT02 · 
lNTERVALOr DIVISION 

· AREAO 
IEGIN 
N : .. U 
INTERVALO I• 8 - Af 

: lNTEOERf 
1 REALf 
1 REALt 

REALf 
REALf 
REALt 

SUHA I• FUN CA> + FUN (B)f 
AREA S• Of 
SUHA2 I• Of 
REPEAT 

IEGIN 
N t• 3 t Nt 
DlVlllON I• INTERVALO I Nf 
SUHA1 I• Ot · 
AREAO I• MEAt 
FOR·l I• O TON - 1 DO 

BEOIN . 
1 :• 1 + u 
PUNT01 I• A + CI I N> $ lNTERVALOf 
1 I• ·1 + lt 
PUNT02 I• A + Cl I N> * INTERYALOf 
9UHA1 I• IUHA1 + FUN <PUNTOH + FUN CPUNT02>f 
END <FOR>t .. 

SUMA I• SUMA + 3 * 9UHA1 - SUHA21 
AREA.1• (3 I B> * DlVISION * .8UHAI 
SUHA2 :·· 8UHA1t . 
END <REPEAT> f . 

UNTIL CAIB C <ARIA - AREAO> I AREA) < ERROR>· 
OR e N >. ITERAHAX >t 

IF N > ITERAHAX THEN 
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WRITELN ('NUHERO HAXIHO DE ITERACIONEB'>J 
END <PROCEDURE>f 

<·PROORAHA PRINCIPAL> 

BEOIN 
WRITELN <'LIHITES DEL INTERVALO? <DE MENOR A HAYOR>'>f 
READ <Mr 88>1 
WHILE NOT EOF DO 

BEOIN 
INTEGRAL CAAr BBr AREAPr FUNCION> f 
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WRITELN <'EL VALOR DE LA INTEORAL ES '• AREAP>f 
WRITELN <'LIHITEB DEL INTERVALO? <DE HENOR A HAYOR>'>f 
READ <AA•. 88> f 
END <WHILE>f 

END. 

8 • 2 • 4 >. EJEHPLO 

La for•ula d• distribucion d• v91ocidad•• d• I•• •ol•cula• 

d• un •••·d• HaHw•11 w Boltz••nn da l• fr•ccion d• •o1ecu1•• cuw• 

r•,.id•z ••· encu•ntra •ntre v w v + dv. L• for•ula ••t.• dada ,.orl 

2 
• C3/2) 2 C<-•12kT>v J 

fCv> •'4 PI t l v • 
2PlkT · 

dond• k •• la con•t•nt• d• 8o1tz••nnr • l• •••a d• la aolecula w 

T l• t••,.•r•tura •n ••c•l• absolut•• Par• obt•n•r la fr•ccion d• 

•ol•c:ula• au• •• encu•ntran •ntr• dos v•loci•d•d•• •• n•c•••rio 

inta•r•r 1• funcion con Hta• Yelocid•d•• c:o•o u.u •• ~ El flro­

bl••• '•ti.•ncont.".•r l• fraccion da •ol•culHcuvas v•locidadH .. 

•ncu•,ntran .•ntr• o w 1000, .. t.roslH•undor 1000.w 2000 •lti v 2000 

c•ro · ·•r•do• c•nt.i•rado,•> • Esta foraula ll•v• • otra .. ar• .. la c~•·l 
no e>ehh . ,Oriai,Uva. Por ello ;a,.lic:Hos •1 ,.ro•rH~ d•· int.aln~ 

cion nu119l'ica• Reduc:i11os la for•ul• bas.indonos 'en los' silÍuhntos 
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valoresl 

PI - Pi • 3.141592654 

-23 
k - Const•nte de Boltz••nn = 1,381 K 10 Joules/srados 

-27 
m - H••• d• la •ol•cul• = 3.346 K 10 kilo~ramos 

ouedando entone•• 

-7 2 
-10 2 [(-~,437512~· M 10 )y ] 

· f(v) m (6,715430 K 10 ) V • 

CORRIDA 

LIHITES DEL INTERVALO? <DE HENDR A MAYOR> 
o 1000 
EL VALOR DE LA INTEGRAL ES 0.171557364167 
LIHITES DEL INTERVALO? <DE HENOR A MAYOR> 
1000 2000 
EL VALOR DE LA INTEGRAL ES 0.514108987794 
LIHITES DEL INTERVALO? <DE HENOR A MAYOR) 
2000 10000 . 
EL VALOR DE LA INTEGRAL ES 0.314333664588 

In~erv•lo de velocidad. <•I•> 

o- 1000 

Porcent•Je <X> 

17.16 

1000 - 2000 

2000 - .10000 31.43 
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B.3> COMPARACION DE METODOS 

En este capitulo se consideraron basica11ente las foraul•s de 

la reála del trapecio ~ las formulas de Si11Pson aue son c••o• 

particulares de las formulas de Newton-Cotes. Estos ••todo• tie-

nen la caraeteristica de aue el analista tiene la libertad de se-

leccionar la masnitud del intervalor de hecho, siempre se h•n ••-

cosido intervalos iáuale•• la tecnic• •• Pasar Polino•ios de al-

áun orden • travez de drupos de ordenadas. 

Existen• sin embardo• metodos aue opti•izan el error de 

trunc111iento dando la libertad de seleccionar la H•nitud de los 

intervalos de intesracion v haciendo uso de los Polino•ias orto-

Sonales. Dichos metodos se les conoce co110 cuadratura Oau••.i•na. 

Todas las for•ulas de intesracion desarrollad•• en secciones 

Precedentes son de la for•al 

donde los nt1 valor•• wl son lo• pesos aue se les da a los 

n+1 valores ~uncionale• f<x,>. 

Se pueden desarrollar diferentes for•ulas de cuadratura 

Gaussiana haciendo uso de las nol"ied•des de los PoUno•ias orto~ 

sonales' coao los Polinomios de L•••ndrer La•uerr•• Chebvchevr 

Hermi te. El desarrollo dtt dichas for111ula• es c:OIDl"lic.o• .. ero de 

una manera sencilla consisten en lo si•uientel se c:a•bia el in­

tervalo de intedracion por un cambio de variable •PrOl"iado, Por 

eJemPlo 
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donde los w son los pesos f co~ nt1 Puntos se obtiene una t . 
formula exacta Para un palino•io de lirado 2nt1. Los u¿ resultan, 

en este·casor las raic•s del Polino•io de Le•endre de •rado n. 

Resu•i~ndo, la cuadretura aaus•iana da mawor Pr•cision aue 

las reálas d• Si•P•on Para el •i•llO nu•ero de ord•nad•• a eKPen-

sas de una co•Pleta falte de control en la locelizacion de los 

Puntos. Co•o . una ulti•a obs•rYacion dire•os au• la cuadratura 

Por la r••la de Si•son Para obtener la •is•a Prel::ision. 

Final••nter co•o un br•vi~rio cultural• dir••o• au• son los 

POlino~ios orto•onales. 

dos funciones •~<x> Y •.<x> a919ccionadas d• una faailia d• 

funciones g~ <x> se dice aue san orto•onal•• can resPecto a una 

runeion de P9so ·~(X) •n •1 int•rYalo ca.bl. 

en ·•ener•l c. de,.er.d• de n, Si ••tas relaciones. aue•d•n par• 

toda .n entone•• <~CK>> constituve un conJunta de funciones orto­

sonal••• 

Si el conJunto <•.,<H.» son ,.olino•ias ortosanale•• ·se Pueden 

encontrar foraul•• de cuadratura OaÚsaian~ Para obtener inte!lr•-



!ICl BaLUCION DE,.ECUACIONES DIFEftENCIALEI' ORDINMlAB·· 
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9,l) INTRODUCCION 

ecuaciones diferenciales en for111a natur•l en areas Humanistices 

como Cientificasr entre all!luncs '.de los Problemas en aue aparecen 

las ec::uac::ionH difareneiales estanl la. deteecion d• falsificacio-

nas de urter·dia•nostico de la dhb•t••• di•e•lnacian de la seno-

rrea anelisis de l"Dblacionr sist•m•• dinamicosr ·etc. 

Una ecuac::icn diferencial es un• relacion entre una func::ian 

del ti••l"o w sus derivad••• Las·ac::uacion•• 

3 2' 
dw 2 dv _,,, d,,, 

i) = 3w ••n<t+w> ,,, U> -·· + t + 
3 2 

dt dt. dt 

Sonr. ••b••· .eJe11plos de ecuacionH difereneial••• El orden 

de .un~ ec::uac::ion diterenc::ial •• •l orden de la. der.ivade ••• alta 

de la ft,Jnc::ion .... ca u e aparece •n la ec::u.acion, .Eritc;mc'H (i) •• una . 

ecuacion '.difeHncial de l"ri11er orcten w CU.) H. Un.•. IÍcuac:iion .di fe"." 

renc::ial de ter.car of.deri •. Por solu".ion de une ~.c!J•C:ion diferencial 

entendere•o• una funcian continua w<t.> t.•l a~e, JUnto con sus de- . 

rivadlls; ••ti•f•c•n le rehcion. Por eJe11Plo le func::ionl 

w<t> • 2 sen t - 1/3cos 2t. 

E• una solucion de l• ecu1c::ion diferencial de •••undo orden 

2· 
d W, 

2· 
dt 

+ W • CDS 2t 

.La for111 11111 ••meral de una ecu•eian diferencial ordinaria 



de orden. n esl 

n ri-1 
w • <tr 1:1 • 1:1 ' '''' w ) 

Donde! n 

n 
d 1:1 

Í:I =­
n 

dt 
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Una •c:U•c:ion di ferenc:ial del tiPa anterior puede s•r l:lnea.l 

o r10 lineal. Una ecu•c:ion di ferenc:ial ordin•ria es linHl si l"Ulf'"'. 

d11 aer expre1Hda corno c:o111binac:ion lineal de la varhblÍt· d_ePitr'I;.. 

diente w de todas sus derivad••• la no lineal es aauell• aue no 

c:u~Ple esta c:ondicion. 

Para aue la soluc:ion de una. ecuacion diferencial e>eista w 

sea unica, se reouieren especificar tahtas c:ondiciane• inicial•• 

o valores en la frontera eolio el arden de la ecu•cion diferen­

c:bl. LH condiciones de •~htenc:ia w i.Jn:t.c:ided •• ·•>ePritsan en el 

teoremal 

TEOREMA.-

R l t 
o 

<= t (111 t + ., 
o ª" - \1 1 <• b o 

calc:ula111os H • ••K lf(trw)lr 
<trw) •n R 

•lfa = •in <arb/H), 

Entoncesr· al Problema con valor inicial 

w' • f <tr1:1> 

Tiene •Jna solucion unica w<t> en el intervalo 

'!Í 
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t <= t <= t + alfa 
o o 

Existe una ~ran variedad de ecuaciones diferenciales aue no 

Pueden ser resueltas an•litica11enter de ahí la necesidad de con-

tar con 111etodos de tiPo.nuiaerico oue ofrezcan un camino alterna-

tivo de solucion. 

El problema clasico del valor inicial es hallar una funcion 

.f(H) aue satisfada a ia ecuacion diferencial de Pri1111er orden ~· = 

'
1 ·"f«t.~> Y tome •1 valor inicial Y(x0 > =w 0 ·• Se ha di sanado una am-

P.lia variedad de ••todos para la solucion aProxi1.ada de este Pro­

ble111a clasiCO• la •avor Part• d• los cuales han sido !leneraliza­

dos Para tutár tá•bien Probl .. iii de orden SUP•ric:Írt (dado. QlJe 

c•Jalcruier ecuacion dif•r•ncial de ord•n n se Puede descomponer en 

1Jíl sistema de n ec1Jacion11s di ferenciiJlllS de Primer orden), 

En este.capitulo abordare•os la solucion de ec•Jaciones ·dife-· 

:ren~iales de .· Prh1•r ar.den con valor inicial usando .los metodos l 

Euierr Euler 11•Jorado <aaui se hace una irrtrodUccion a los ••to-

dos' r:-redicior-corrector>, '} 

... 
.... 

¡.;·,. 

·. ,_,.,.· 



9+2> METODO DE EULER Y EULER MEJORADO 

9,2.1> INTRODUCCION 

En esta seccion abordaremos el metodo de Euler 1:1.Euler 111eJo-

radar dando una introducc:ion a metodos mas senerales co1110 lo son 

loa metodos Predictor-Correctorr para el Problema con valor ini-

cial: 

w' = f(trv) ' 1:1( t ) .. l:I ( 1') 

o o 

Una co•Putadora obvia•ente no Puede aProxi111ar una funcion 

sobre un intervalo c:o•,.leto t 0 <• t <• t 0 +• w• aue reaueriri• 

una aran cantidad de informacion. A lo 111as Pu9de calcular valor•• 

aPro>ei111ados w1 ' 1:1'2.r • .. ' ""' de 1:1<t> en un nu11ero finito de puntos 

:t.,.• t2.' •• •' t
11 

• Sin embar•o esto es suficiente para nuestro Pro-

POsito PUesto GUe POde•Os usar los numeras~ P W~P•••I Wn Para 

obtener una aProxi111ac:tan sobre el intervalo t 0<• t. <z t 0+ ••Una 

forma en aue se podri• hacer esto se muestra en· la ti•ura 1 l 

Es dec:irr uniendo los Puntos (t, rw.) w (t. '"• >por una 
J J .1+1 J-t-1 

recta• de esta manera Y<t> " w<t>. 
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Para ai .. Plitic•r el trabaJo Pediremos aue t1 , •• ,, t~ emten 

i~ualmente esPaci•dos. Ahora bi•n• lo unico aue conocemos acerca 

de 1:1<t> es aue satisface una ecu•cion diferencial 1:1 aue su valor 

en t~t0 es 1:1 0 • usando esta infor•acion Para calcular un valor 

aPro><imado !.1
1 

de 1:1 < t 1 ), donde t
1 

= t.+h lueso usaremos este valor 

aPro><imado de 1:1
1

Para calcular un valor aproximado de w~ de 1:1(t~), 

donde t,at1 +h, 1:1 aai sucesivamente. Para lograr esto nos basamos 

•n el teorema de Tawlor aue Permite calcular el valor de 1:1(t) en 

tk+h a Partir del conocimiento de 1:1<t> en t= ti<., El teorema es­

·tablece aue: 

2 2 
dw(t ) h d y(t ) 

k k 
'.:l(t + h) .. w<t, > +. h + + •••• (2) 

k k dt 21 2 
dt 

Por tanto si conoce•os el valor de ,w-<t> ·~ t=ttc. pode•os cal­

cular el valor de w(t) •n t.•tic. +h. Ahon 'W(t) H solucion del 

Problema con valor inicial ( 1), •en· consec~encia su PT'i••r• deri­

vada en t=tic. sent 

t<t rw(t )) 
'ic.. k 

(3) 

Por otro lado aplicando sucesivamente la resla de la c~dena 

~ara la diferenciacion Parcial Podemos evaluar: 

2 
d w<t > 

k 
--~~¡:--- = [

at.• ar]' 
- +r- <t .·1:1<t >> at. B1.1 k . _k 

"'r, + ff Jet r!:l(t )) Lt .., k 1i. 
(4) 
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Y todas las demas derivadas de orden superior de 1z1<t> ~n 

t=t!C. 

De esta manera podemos reescribir la ecuacion <2> 

,,, Ct > 
l'>fl 

2 

::: f(t ) + hfCt r'.d(t ) ) + _:. [ f 
k k k 21 t 

+ ff l ( t , lzl ( t )) 
~ k k 

+ ••• 
(5) 

La exPresion mas simple de w<tl(-t'I> se obti•n• eliminando de 

la serie (5) todos los terminosr excepto los do• Primero•• esto 

da el sisuie~te metodo numerico: 

w = ,,, + hf(t ,..., ) y = w + hf(t .~ ) 
1 o o o 2 1 1 1 

1:1 en •en•rall 

w = w + hf(t ,..., ) 1:1 = w<t > (6) 
k+1 k. k k o o 

La ecuacion (6) es conocida como ei metodo de Euler. El ••-

todo es el ••• •i•Ple 1:1 Por suPu•sta •• •l 111•nos Preciso <•l 
~ 

errar oue Produce es del 'orden h > • Sin e1111bar·110 •U int•r•• •• • 

niv,el introductorio Para ••todos ••• eo111Plieados. 
y, 

EULER MODIFICADO 

El Htodo de Euler fu• obtenido eort.ndo ia ••Ü• d• tavlor 

<:5>. desPUe• del sesundo t•r•ino. El ea111ino ••• obvio PaH i. ob-'. 

teneic:m d1t ••Jores ••todos m.111ericósr •• la r•t•neion de ••• .t•r:­

•inos •n la eeu•eion <S>f no ob•tant• esto ti•n• l• ••ria d••v•n-· 

taJa de obli!larnos a caleul•r lH derivadas Parcial•• de tct·rv)r 

w esto Puede ser bastante dificil si la tuncion f<trw> es 111uv 

camPlicada. Por nta razori se han d•ducido ••todos nuli•rieos. aue 

'ºº oblisan a calcular las derivadas de t<tr1:1), 
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Un.a aPro><i••cion a este l"roble111a consiste en intesrmr mmbos 

lados de la ac•Jacion diferencial w'=1'<t.1:1> ent're t w t +h ·para 
le I<.. 

obtenert 

J
t ' 

lt.+1 

= w(t ) + f(tr1:1(t))dt 
k t 

k 

w<t > 
k+1 

Esto reduce el l"roble•a de encontrar un valor apro>eimado de 

w<t > al l"roble111a de al"ro>ei••r •l area baJo la curva f(t,w<t>> 
tc+1 

entre t.,)' t • 
' ... k'-t1 

Una burda apro>ei•acion a esta ar.a H hf<t"'•w<t
1
/> aue es el 

area 'del rectan9'ulo •n la -1'i•ura 2(!1.). 

t 
/·; 

,.. __ ..;. __ ¡ 
' 1 

1 . .,.. 

_t... 
(b),. ' 

Que_ •• Por SUl"uesto el ••todo de Euler. Una Mucho. MeJor 

.,. aP'ro><iiaacion ÍI ••t• ar•• •• 

h 

2 [
fCt, •W(t )) + f(t . •W(t ))-J 

k ' k k+1 lt.+1 ' 
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Esto da ori~en al metodo numerico 

h 
1:1 t: 1:1 + (f(t '"' ) + f(t '"' )) (7) 

Y..+1 k 2 k k kt1 kt1 

Sin embarso no podemos usar este metodo Para detertiiinar "'11.••ª 
Partí r de 1:1..,1 Puesto áue 1:111. .. tambien aparece del lado derecho de 

<7>, Una forma mu1:1 intelisente de ••lver esta dificultad es reem-

Plazar 1:1 1111en la Parte derecti.• de· <7> por 1:11e. + hf<t"'rw._) dada Por 

el metodo de Eul•rr esto da ori~en al ••todo nu111eric:ol 

h 
1:1 ":' 1:1 + f(t '"' ) + f(t '"' + hf(t '"' )) ) (8) 

kt1 "' 2 k k k+1· k - k k 

y = l:l(t ) 

o o 

La ec:uac ion <e> se conoce co1110 111etodo . de Eul.•r 111eJorado, Etil-· 

te •etodo nos da la •is111a exac:ti tud aue el metodo de la Hrie de 

ta1:1lor con 3 ter111inos sin tener aue c:alc:Ülar las derivadas Par-

La PillreJal 

t -... + hf<t rw<t. ) ) 
kt:l k k k 

(9) 
h 

hf'.(t 11:1 )) ) 
1:1 = 1:1 + f(t .•1:1 ) t f(t •1:1 + 
'kt1 k 2 k ¡., k+1 kt1 k 

"' 
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Pertenece a los 111etodo5 del tipo Predictor-corr~~· ~· aue 
• 
consisten en el uso de un• for•ula Para hacer una Priaera Predic-

cion del si9uiente valor ~K' se9uida d• la •Plicacion de una for-

111ula corrector• 111as eproxiaada ou• Proporciona •ntonc•• ••Jora-

n1ientos sucesivos. En le PareJa 111encion•d• anterior•ente la tor-

n1ula de Euler •s la Predictora w el d& Euler •eJor•d• es el co-

rrector, El Predictor estill1• Pri111ero w 11.u' este ••ti••tivo condu-

ce a un valor ,,,._., lue•o • uno w •• ~corr••ido, Se pueden hac•r co­

rrecciones ••Plias d• w:i,.1w w'"' sucesiv••ente hasta aue se obten•• 

L1n resultado satisfactorio eapleando l• PareJ11 (9>• ••decir has-

ta aue 

OBJETJYOI 

corr, J 
w 
k+1 

JYJrr. J-1 
w 

k+l 
< EPS 

Obtener la soluc:lon de la ecuacion dife1•encial de Pri•er or­

den de tiPo w' • fCt•v> • vCtO>•wO Por el ••todo de Euler w Euler 

111eJorado, P•r• un• o varias funciones f(t) con sus respectivas 

condiciones inici•l••• 

ALOORITttO EN PGEUDOCODIOO 

PROORA"A PRINCIPAL · 



VARIABLE uso TIPO FUNCION 
LIHITE Constante Dimension ••xi•e Par• los 

vectores usada en el Pro-
sr••• <•• •odificabl•>• 

Ef'S Const•nte Criterio d• conver•encia 
P•r• •1 ••todo d• Euler ••-
Jorado. 

x. y E/S Arr••lo Vector d• •bsci••• w v•ctor 
solucion por Eul•r• inicio!-
••nte tienen lo• v•lor•• 
inici•l•• en XC1l• YClJ r••P• 

z 8 Arre•lo V•ctor aue contiene l• solu-
cion Por Euler ••Jorado• 

NU11PUNTOS 8 Entero Nu•ero d• punto• en aue •• 
subdivide el interv•lo de in-
t••racion. 

INTERVALO E RHl EsPaci••iento entr• lo• Puntos 
•u••tr•les. 

I Entero V•ri•ble us•da co•o i ter.•dor, 

Pseudocodi•oS ' 
BEGIN 
Dar valores inici•l•s <XO•YO), 
REPEAT 

Dar cantid•d de Puntos w ••P•cieminto. 
CALL EULElt cx.Y.NUHPUNTOS.INTERVALD•ECDIFER). 
Eacribir letrero.d• salid•• 
Eacibir el vector d• abac:h•• con i. aolucion 
Por Euler w Euler ••Jor•do. 
Dar otraa valar•• inici•l••• 

UNTIL fin de archivo. 
F.ND. 

SUBRUTINAS 

1> FUNCTION ECDIFER CT•Y> 
<Esta func:ion u·ene la Parte derech• d•· l• ecu•cion di-

ferenci•l au• se deaea ev•luar, ••t• l• introduce el 

USU•rio). 

2> EULER <X•Y•Z•NUHPUNTOS,INTERVllLO•DERIV> 

19, 

ObJetivoZ obtiene 1• soluc:iOI' nu•eric• de la ec:uacion dif'e­

r•ncial con valor inicial w' • f(t,w> w<tO>•wO Por los a9to-

dos de Euler Y Euler HJorado C Predictor-corr•ctor >. 

VARIABLE 
)( 

USO TIPO 
E Arr .. lo 

FUNCION 
Vector cor1hniendo l•• 11bsciii•• 



De Reales 

y, z E/S ArrÓSlo 
De Reales 

NUHPUNíOS E Entero 

INTERVALO E Real 

ECBIFER E Funcion 

l.1 I L Entero 
V1 TEHD L Real 

f'seudocodisol 

llE:GIN 
l( r:J < ··- Yr I J , 
FÓF~ I : " 2 TO NUHf'UNTOS [10 
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consideradaa. En XC1J entra lJ 
condicion inicial xo, 
V•ctores aue contienen la solu 
cion inicial !JO, 
respectiva•entel en 1J[1J entra la 
condicion inicial ~o. 
Cantidad de puntos en aue se sub­
divide el intervalo de intesracion. 
Espacia•iento entre los Puntos 
muestrales. 
Funcion aue corresponde a la Parta 
derecha de la ecuacion diferencial 
Variables usadas Para iteracion, 
Variables te•Porales Para la eva­
luac1on del •~todo de Euler meJorado, 

Xll1 <--- XrI-lJ + INTERVALO, 
Calcula Y[IJ Por •etodo de Euler, 
Calcula z[IJ por Euler ·•odificado, 
Hace las co~recciones Par~ •eJorar Z[IJ 
hasta a•Je dos correcciones sucesivas 
sean menor aue EPS. 

EN[I, 

·, '/' 

',' 



9,2,3) LISTADO DEL PROGRAMA .. 
PROGRAH EULER CINPUTrOUTPUT>P 
CONST 

LIMITE "" 100;, 
EPS '" 0,001; 

TYPE 
MATRIZ= ARRAYC1 •• LIHtTE•1,,6J OF REALf 
VECTOR = ARRAYC1 •• LIHITEJ OF REALJ 

VAR 
Xr y, Z 
A 
Ir NUHPUNTOS 
INTERVALO 

VECTORf 
HATRIZ. 
INTEGER• 
REALf 

FUNCTION ECDIFER (TrY 1 REAL) 1 REALf 
BEGIN 

ECDIFER :=·-o,005 *Y - 0,005 * <100 * (T - 4))f 
ENDf 

J.97 

PROCEDURE EULER <VAR ><• Yr Z 1 VECTORf NUHPUNTOB 1 INTEOERt 
INTERVALO 1 REAU FUNCTION DERIV <TrY 1 REAL> .1 REAL> J 

VAR . · 
Lr I INTEOER• 
VrTEHD REALI 

BEOIN 
ZC1l I• YC1lf 
FOR I I• 2 TO NUHPUNTOB DO 

BE O IN 
XCil I• XCI - 1l + 'INTERVALO• 
VCil I• YCI. - 1l + INTERVALO .. t DERIV <XCl-1lrYCI-1lH 
V := ZCI - ll + INTERVALO* DERIV <XCI-1lrZCl-1l>• 
TEHD I• DERIV <XCl-1JrZCl-1l)f 
ZCil 'I= ZCI - 1l + «,TEHD + DERIV <XCIJrV» .• INTERVALO> / 2.0t ... , 
L l•Of 
REPEAT 

V I= ZCilf 
ZCil '"" ZCI - 1] + '«TEHD + DERIV (X[IJrV» * INTERVALO) / 2.of 
L · lm L + 1f 

UNTIL <ABS<ABB<V> ABSCZ[IJ>> <• EPS> OR (l = SO)f 
END < tFORt> f 

END < * EULER * >I 

< PROORAHA PRINCIPAL > 

=~~~~Ltf <'DAR VALORES INICIALES <XOrYO> '>f 
READ <XC1ltYC1l>• 
REPEAT . . 

WRITELN <'DAR CANTIDAD DE. PUNTOS Y ESPACIAMIENTO' n 
READ <NUHPUNTOSr INTERVALO> f . 
EULER OC' Y• Z r NUHPUNTOS, INTERVALO, ECDIFER) J 
WRITE <' 'SSr')(. EULER'" 
WRITELN (' '110t'EULER HEJDRADO')f 

. FOR I 1 = 1 TO NUHPUNTOS DO 
BEGIN 



. ': 

WRITE <XCIJ 1 10 1 5r' 'rYCIJ 1 10 1 5)f 
WRITELN <' 'IBrZCIJ 1 10 1 5)f 
ENDI 

WRITELN ('DAR VALORES INICIALES <XOrYOl'); 
READ <XC1JrYC1J)f 

UHTIL EOFf 
EHD. 

9,2.4> EJEHPLO 
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Sea Y l• t••P•r•tur• •n •l íie•Po t de un cuerpo su•ersido 

siorrl 

G(t> • - 100(t - 4>, 

La temperatura ••tisfac• la , •cuacion diferencial 

dY/dt. + kY • kB~th 

Donde k es un• constante ,.ro,.orcion~l••nt• illlual a o.oos 

· , \:1 la condicion inicial •• 

t = º' 
Obtener· la r•lac:ion Y-t. "'ºr •l ••todo de Euler P•r• 

el interv•lo co.2.s> 

La soluc:ion de ••te ,.robl•••• int..roduciendo los datos al 



DAR VALORES INICIALES CXOrYO> 
o 1000 

DAR CANTIDAD DE PUNTOS. Y ESPACIAHIENTO 

• 

100 0.025 

X 
0.00000 
o.02soo 
0.05000 
0.07500 
o .10000 
0.12500 
0.15000 
o.17soo 
0.20000 
0.22500 
0.25000 
0127500 
0130000 

. 
2110000 
2.12500 
2~15000 
2.17500 
2.20000 
2122500 
2125000 
2.27500 
2130000 
2.32500 
2135000 
2.37500 
2140000 
2.421500 
2145000. 

. 21 47500 

EULER 
1000100000 
999.92500 
999194970 
999.77409 
999.69919 
999.62197 
999,54545 
999.4696'l 
999.39151 
999.31409 
999.23636 
999~15933 
999.08000 

• 
992.64691 
992.54659 
992.44595 
992.34502 
992124379 
992114225 
99210'4042 
991193929 
991.83596 
991.73313 
991.63011 
991152679 
991.42315 
991131922 
991.21499 
991.11047 

EULER MEJORADO 
1000.00000 

999.92485 
999,9493~ 
999.77364 
999.69759 
999162121 
999,54455 
999.46759 
999.39030 
999131273 
999.23495 
999115667 
999.07919 

1 

992163431 
992.53383 
9921'43305 
992133197 
992.23059 
992112991 
992.02693 
991.92'466 
991.92208 
991.71920 
991161602 . 
9'1•51255 
991140877 
991•30469 
991120032 
991109564 

199 
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9,3) HETODO DE RUNGE-KUTTA, 

9,3,1) INTRDDUCCION 

Este ••todo •• uno de los ••• frecuente•ente us•dos. debido a 

aue introduce sran facilid•d ·en la Pro•ramacion. 

Lai;; tres propiedades aue caracterizan a este 111etodo son las 

sisuientes: 

1> Pan obhner ·el ,.unto 1:1.,..1aolo •• utiliz• l• infor•acion 

su•inistrada "ºr el ,.unto anterior <x.,•w.>. 

2) El ••todo uHdo ,.u•d• Hr de v•rios orden••• Al .. •etodo 

usado se le 11••• d• ·orden ,., donde ,. es el •redo del .ter•ino de 

la serie de. Tewlor •lc:•nzado· "ºr el "l•todo, 

· s•Js. derivad••• •unaue .1• tunc:ion t •• valua P•r• ••• de un ,.unto 

en cad•. it•r•c:ion. 

De la .•••unda Pro~iedad •• cancluwe aue •1 ••todo de Euler 

•• en reelid•d un ••todo de Run•e-Kutt• de orden 1. Le for•ul• 

,..ril este .••todo aue ve •• ha encontrado en la secc:ion 9.2 ••I 

.donde k = 
1 ,,, ' "' 

ti 

,,, . "'1:1 + k 6t 
n+1 · n 1 

. solt,Jcion .,.roxi•arJa w11+1 de,.ende de 1:1
91 

w de la "•ndiente k 1 en el 

Punto <ttt•w,,>. De l• 111is111a for1Hr se Puede ver auiten el metodo 

de Euler •odific:ador aue se Puede considerar ca1110 1Jn metodo de 

. ',·· 

,'i, .. 
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R•Jnse-Kutta de se!jundo orden r la solucion 1;1
11

+-1 dePendlit de w" !:I de 

las Pendientes k 1 w "'a.. donde k 1 es una Pendiente en un punto dis-

t{nto de et.,, wn>· 

El metodo au• tratare111os aaui es el de cuarto ordenr en el 

cual la sol1.Jc:ion w~. 1 dePendera de tres Pendientesr k '2. r k 3 1:1 k.o\ r 

ademas de k 1 r w Por •UPue•to de w., • Este 111etodo ·•• el 111as usado 

Para la solrJcion de ecuaeiones diferenci•l•• eon valores inicia-

les w •• conocido en la literatura •i•Pl•••nt• co•o º••todo de 

,Run'••-Kutta• sin hacer ninsiuna referencia al orden. 

El ••tQdO de Run•e-Kutta se basa en la for111ulal 

w • w . + a K + a K' + ••• + a K (1) 
i+l i 1 1 2 2 n n 

cont 

K • f(t •W >At 
1 i i 

K ... f(t + .. At•W + Q K >4t 
2 i 1 i . 11 1 

K "!' t<t + P Atrw f .Q K + CI K >At 
,3 i 2 i 21 1 22 2 

. ' 
1( • t<t. 

n i 
+ .. At.•W 

n-1 i 
+ Q K + Q -K ,+ ••• f 

~-1•1 ~.. n-1•2 2' 

'+ G . K >4t 
n-1rn-1 n-1 

·· Y· toHndo n•4 •n lH ec:uaC:ionH anteriof'H H o~tiltne .iit fof'•ula 

de Run•e-Kut.h de orden 4, es decirt 
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w .. ,,, + a K + • K + a K (2) 

i+1 i 1 1 2 2 n n 

conl 

K " t<t ,,,, >At 
1 i i 

K ª f(t + P 4t•W + a 1( ) .At 
2· i 1 .i 11 1 

K .. f (t + p d.t "'' + a K + a K >At 
3 i 2 i 21 1 22 2 

K .. f(t + P At,1:1 + a 1( + fJ K + a K >A.t 
4 i 3 i 31 1 ~2 2 33 3 

Los valorea de las constantes a• P 1:1 a se obtienen de isua-

lar la ecuacian <1> con los ter•ina• hasta de. orden 4 del desa-

rrollo 

es'I 

,,, 
. i+1 

Por serie de Tawlor de la variable w1 • Dicho d•••rrollo 
i.+1 

2 3 4 
,,,, '<4t> + w'''C4t.> + lil' ''' C4t > 

i i i 
= 1:1, + w'C4t> • (J) 

i .i 21 31. 41 

Co1110· Podra notar•••· •n la ecuacion <2> no •Parece nin•una de 

las derivadas de la funcion f, unica111ente es necesario evaluar 

dkha funci.on ·en cuatro puntos distintos Para obtener K1 • K z. • 

:K& .~ K4 • RHolviendo el shteH de ecuacianH for11ado al ~!füalar 

las ecuaciones <2> w (3)' •• obtiene un sist••• de 11 ecuac.ion•• 

·con 13 inco•nit•• <•• decir 1•• 13 constantes buscada•> Por lo 

au9 se tendran aue ••i•nar valores arbitrarios a do• de estas .fo-

.. ca•nitas Pera COnYe,ti.r el sisteH anterior en un sisteH d& 11 

. ~cuaciones con 11 inco•nitH• de,.end~ando de los valores aue se 
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le asisnen a esas incosnitas se Pueden obtener tres variantes del 

metodo de Run!le-Kutta de cuarto orden. El al•o~it~o aue se dasa-

rrollara en esta secc::ion esta basado en el metodo de Run•e-t<utta 

usarrdo coeficientes de Run!le• aue consiste en a11isnar • l•• in­

cosni tas ª3 w ·~el valor de 1/3 w resolviendo al •i•ta•• de 11 

ec•Jaciones con 11 inco1mit.as asi formado, obteniendo los sht•Jien-

tes valores Para las 11 constantes restant••• 

a .. 116 
1 

a • 1/6 
4 

,.. • 1/2 
1. 

p = 1/2 
2 

p .. 1 
3 

· .... 
a • 1/2 

11 

,a • o 
21 

a • o 
31 

ti "' o 
22 

a . () 
32 

.. • 1 
33 

Bust.itúwendo estos valorH en l•· ecuac:ion <2> sli abt.i9ne l• 

forllluia de Run•e-Kuth con eoeticientes.de Rundel 

, ~· 
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At <4> ,,, .. w +- ( 1( + 21< + 2K + K ) 
i+1 i 6 1 2 3 4 

' 
conl 

K1 "' f(t ,,,, ) 
i i 

At K1 
K = f(t + _, \1 + -> 

2 i 2 i 2 
At K2. 

K .. f'(t +-· w + -> 
3 i 2 i 2 

K = t<t. + At• w + I(!) 
4 i i 

Los vdores Ki , 1<1 , I(?. w K~ H int•r,.r11t•n s•ometric:amente , 

co1110 las Pendientes d• t en v•r,io• P'UntO•• El valor K1 •• la Pen­

diente en el punto <tt•Wt;>f 1<2. w K11 son dos ... •ndhnt••' consider•­

das en el punto ••dio entre t~ w t,.1 P'•ro can distintH ordena­

das cada un•f final••nt•• K~ •• l• P'endiente •n el ,.unto tt+1= 

tt + &t 1:1 cu,,,. ord•n•da es "t + l<')'t· 

, 9.,3.2> PROGRAHA RUNGE-l<UTTA. 

OJ'JJETIVOI 

Resolver una ecuacion di fer•ncial d• ,.ril1er orden del ti Po 

1.1\ = f(trw>. 

DESCR I f'C ION 1 

Este • Prostra•a tiene co•o el'ltrad• el nuiaero de P•Jntos en aue 

se Gubdivide •1 intervalo• •1 H~aci .. iento entre las abscisa• 1:1 

los valores iniciales (tanto de, la variable indePendierrte como de 



la dependiente>. Co~o ~alida, dara la solucion de la ecuacion di-

ferencial Cen el intervalo indicado) en forma srafica ~ t•bular, 

Se utilizaran 2 l!lubrutinas, una de ollas, la tsubr~ttiM 

RUNKUTr calculara los valores de la solucion de la ecuac:ion dife-

rencial en el intervalo indicador la otra es la •ubrutina ORAFICA 

aue Pondra en forma srafica los resultados (esta subrutina w• ha 

sido desarrollada en el caPitulo X>. 

las aue •uardan las abscisas w las.ordenad•• de la soluc:ion, res­

Pectivairrente, Si el numero de P'Untos en aue .se 'subdivide el in-

tervalo es mawor aue 101r se dabera au.11rentar en el P'ro•ra111a. el 

Valor de la constarrte HAXPUNTOS, 

ALGORITHO EN PSEUDOCODIGOl 

PROGRAMA PRINCIPAL• 
., 

VARIABLES uso TIPO FUNCICJN 
MAXORD Const. Maxi1110 nu11rero de.funcianH •· 

•r•fic:ar. 
CAMPO Const. M•><i•o nt.ieero de P'Untoa • •ril-

ficer. 
NUHPUNTOS E Entera Nu11ruo de ,..untos 41in aue sti sub-

divida al intarv•lo. 
NUHFUNC Entera ·Nu11raro de funciona•• •r•ficer 

·"º" la subt'utina ORAFICA Can H-
ta P'ro•r••• vela 1>. 

NUHAEIS Entat'a Nu11raro de P'Untos 11 •rilticar "ºr ·. 
·la subrutine GRAFICA. 

INC E Real Inc:re11rento CEsP•cia11riento entra 
las absc:hea > • 

X 9 Arr••lo Vector aua •uerd• las abscisas.de 
de Reales los P'Untos aolucion. 

y s Arr••lo · Vector aue •uard• las ot'denadH.de 
da Reales los puntos aóluc:ion. 

A Arre•lo Matriz P'ara sraficar. 
de Reales 



Puudocodi•ol 

BEBJN 
L•• NUHPUNTOS• INCr XC1Jr YC1J, 
CALL RUNKUT <Xr Yr NUHPUNTOSr INCr ECDIF>• 
ImPri•• •s,.ecia•ient.a w valor•• irliciales. 
lmPri•e l• solucion •n tor.•• de tabla. 
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Se Uena l• ••triz l"aH •raficar A con la solucion de la 
ecuacion dif•r9'1C:ial obt•nid• Por ·RUNKUT. 
NUHFUNC <--- 1. 
NUHABS <--- NUtwUNTOS. 
CALl. GRAFICA <Ar NUHABSr NUHFUNC>. 

END, 

SUBRUTINAS! 

1> F_UNCTION ECDIF CTrY> 

<Contie~e la Parte d•r•ch• dlt l• •cuacion dif•r•n~i•l>. 

2) GRAFICA (Ar NUHABSr NUHFUHC> 

O~JETIVOl Grafic•r los l"Untos cont.nidos •n el arre•lo ltt. 

<Ver caF>itulo 1> 

3) .RUNKUT <X, y, NUHPUNTOSr INCr. ECDIF> 
' . . 

OBJETIVO! Obti•n• h solucion n~iitric• de la ecu•cion 

VARIABLES 
X 

Y. 

NUHPUNTDS 

INC 
F 

diferencie! w'•f<trv> co~ valor inicial w<t0 > • w
0

· 

Por el ••todo d•.Run••~Kutta • 

uso TIPO· . FUNCION 
E Arr .. lo V•ct.or conteniendo las absciflH 

d• R•lll•s consid•r•d•s; 
. En XCU "•ntra la condicion 
·i~icial ~. : 

E/S Arr••lo V•ctar· aul conti•ri• h solucionr 
dlt R•al•• •n YC1J •ntra l• condicion 

E Ent•r• 
inicial '"•' · 
fl!uilttro d• ,.untos •n aue se sub-
divida •1 •_intervalo c:onsid•r•da 

E R•al Es~ac:ia•i•nt.o •ntr• l•• abaci•••· 
E Func:ion Funcion au• c:orr••,.ande a 1• ,.art• 

- RHlH d•rec:ha'dlt h ecuacion diferllnc:ilil, 
K1rK2rKJrK'4 L RHl Pa.ra111•tros usados Por el 111etÓdo. · 
TirYI L R•lll-· Varilib,les t.e1111"oral••• 
I G Entna cantador. · 



Pse1Jdocodiao: 

BE GIN 
FOR I = 2 TO NUHPUNTOS DO 

XCIJ <--- XtI-iJ + INC. 
Calcula Y[IJ por el metodo de Run~e-Kutta. 

END. 
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9,3,3) LISTADO DEL PROGRAHA. 

PROGRAH RUNGEKUTTA4 <INPUTr OUTPUT>J 
CONST 

HAXORD • 61 
CAHPO • 1011 

TYPE 
VECTORES • ARRAY C1eeCAHPOl OF REALI 
HATRICES • ARRAY C1,,CAHPOr.1,,6l OF REALI 

VAR 
NUHPUNTOSr 1 
NUHFUNC 
NUHABB 
INC 
x. y 
A 

INTEGERI 
INTEOERf 
INTEOERf 
REALf 
VECTORESf 
HATRICESf 

FUNCTION' ECDIF <Tr Y 1 REAL> 1 REAU 
· IEGIN 

ECDIF I• 10 * EXP<-2 * T> - 10 * Yt 
ENDf 
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PROCEDURE RUNKUT (VAR Xr Y 1 VECTORESf NUHPUlfTOSr 1 INTEIJERf 

{ 

INCr. I REALf . 
FUNCTION F < T r Y · 1 REAL> : REAL H 

VAR 
K1r K2r K3r K4r Tir YI 1 ~EALf 

IEOIN 
FOR. I 1~ 2 TO NUHPUNTOS DO 

· BEGIN 
XCIJ.:I• XCI-1J + INCI 
TI l.= XCI-1lf ' 
YI I• YCI-1l f 
K1 'i• F (Tir YI>f 
TI I• XCI-1l + INC/2f. 
VI t= Ytl-1l + tIMC ~ K1)/2f 
1<2 I= F <TI• VI>f . 
YI. l= YCI-1J + <INC * K2>12f 
~3 I• F <Tir Yl>f 
TI != XCI-1l + INCJ 
YI l= YCI-1l + (JNC * K3>P 
K4 I= F (Tlr Yl>I 
YCIJ I• YCI-1J + CINC* <K~ + (2 * K2~ + (2 * K3) + K4>> I. 
ENDP 

END < RUNKÚT H 

PROORAHA PRINCIPAL. 

. IEOIN . 
WRITELN ('NUH, DE PUNTOS?r ESPACIAHIENTO?r XO ?r YÓ ?')f 
RÉADCNUHPUNTOSr INCr. XC1Jr YC1l>J 
RUNkUT <Xr · Yr NUHPUNTOSr INCr ECDIF) f 
WRITELN ('EBPACIAHIENTO = 'r .INC>f 
WRITELNf 
WRITELN ('XO :a 'rXC1ll814r' 'l6r 'YO='• YC1ll814)f 



WRITELNI WRITELNI 
WRITELN (' '13• 'X', ' 'l16r 'Y')I 
WRITELNI 
FOR I := 1 TO NUMPUNTOS DO 

WRITEL~ <Xtil161J, ' '10r YCIJl1016>P 
WRITELNI 
<SE LLENA EL ARREGLO A PARA GRAFICAR> 
FOR I I= 1 TO NUHPUNTOS DO 

BEGIN 
AtI•1J I= XtIH 
AtI•2l I= YCIJP 
END; 

NUMFUNC I= 11 
NUMABS I= NUMPUNTOSf 
GRAFICA <Ar NUHABS• NUHFUNC>f 
END· 

9,J,4'> EJEHPLOI 

La ecuacion _oue caracteriza el voltaJe del ca~acitor del 

circuito elec:trico 11ostredo •n la tí•ura •• :. 

d Ve -2t 
-• 10• 

t. .... o 

C:1F 



NUHPUNTOB • 50 

INC = 

)(C1l 

no 

En la si•ui•nte .. adin• •• •uestra c::o•o au•daria .la eJec1.JC::ion 

del. Pro•r••• RUNGEl<UTTA4 ,.ara Hte Probl•••• 



RUN 
+RUNNING 4400 
NLJH, DE PUNTOS?, ESPACIAMIENTO?, XO ?• YO T ., 
50 0.02 o.o 0.2 
ESPACIAMIENTO = 0,02 

XO 

X 

o.ooo 
0.020 
0.040 
0.060 
o.oso 
0.100 
0.120 
0.140 
0.160 
o.1eo 
0.200 
0~220 
0.240 
0.260 
o.2eo 
Oe300 
0.320 
0,340 
o.360 
o.3eo 
·0.400 
0.420 
.0.440 
·o,460 
0.400 
0,500 
0.520 
0•540 
o.560 
0,500 
0.600 
.0.620 
0.640 
0.660 
Oe680 
0.700 
0.720 
0,740 
0.160 
0,790 
.0~800 
o •. e20 
o .• e4o 
0.860 
o.seo 
0,900 
0. 1120 
0,94() 
Oo960 

.tl .Qfil.t4 

0.0000 YO = 012000 

y 

0.200000 
-0.314272 
-1.043067 
-0.770835 

o.196442 
0,493535 

-0.256287 
-0.874377 
-0.389468 . 

o.509705 
o.50·1274 

-0•368045 
-0.784951 
-0.102326 
0•671373 
o.388814 

-0.517651 
-0.683057 
o.146472 
0.7JJ796 
0.203553 

-o,646835 
-0.541149 

o.364622 
o.'715967 

-0.011722 
-0.727496 
-0.358476 

0,543575 
o.628538 

-0.230256 
-0.746321 
-0.146484 

o.671319 
o.482696 

-0.429687 
-0.699386 

0;.077607 
0,737973 
00292770 

-0.591093 
-0.590087 

0,294;333 
0,737907 
0,076275 

-0.699603 
-0.427943 

o.484469 
01671329 
.e.o~ 
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9.4> METODO DE HILNE 

~.4.1) lNTRODUCCJON 

t.or 

di! 

El ••todo de Hiln• Pert.•n•c• •_lo• ••todos del ti .. o Predic­

córrector " t.i•n• 111 ventaJ.a d• ••r ... NIPido aut el ••todo 

Run .. -Ku\t.•• El ••todo const.tfen lo d•uieot.el 8• subdivide 

ceda subintervalo et. inte•racion en cinco Puntas i•u•l•ente ••"'•­

ciados 11 •• •"'ro><i•• l• curva C•nfica de l• ecuadon dif•rene:l.•1) 

••dhnt• una "'•••bol• de. Hlundo ·~•do 11ue ,es• ~or t.r•• d.• HOS 

Punto~, El er9•.en cad• subin\ervalo H ... ro>eiili• "'ºr el are•'.~•-

. bejó d• la .,..,.•bo18f til are• t.otel H i•ual •· 1• •UH. dt ha are­

H d• cada subint.ervelo•v•r fi•ura 1, 

~ ~'l\) = V<t,~) ..----

-ih 

(1) 

(2) 

2 
•, 

" · , 11 •• . d9 l• fo rae •é~>; = at. + bt +.\.e, (J) 

'\,, 

, ·., 



de esta for•ar sustituwendo le ecu•cion (3) en (2)1 

2 · .. f" <•~ + bt ·+ c>dt 

i-3 

t • 2h 
i+l 

t. • -2h 
i-3. 

A,' ª .. 
16 3 

ah + 4ch' 
3 

~un~~~ w' •w' ' w' 
i;..2. 1-1 i 

d•.lo ou• ábt•n••oal 

w• 2w' + W.' 
i, i-1 i-2 •• • 

2, 
2h 

e • w' 
i-1 

sustituw•ndo (7) en (6)1 

4 
A • - - v' 

i. 3 i-1 

V • V + A 
. i+l 1-J i· 

',_·1 

+ 2v' 
i-2 

·:·. 
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(4) 

(6) 

(7) 

(8) 

(.9) 

. ~· . 



214 
4 

w • w + h < 2w' - w' + 2w' > < 1 O> 
i+1 i-3 3 i-2 i-1 i 

L• •cu•cion <10> d• l• Pri••r• .,.roxi••cion d• 1• solucion 

"ºr ••t.odo d• Hilne. El v•lor obt.•nido H •eJor• ••11l•endo un 

.. rocedi•ient.a •i•ihr •l ••t.odo d• Euler HJoradof en est.e ceso 

se ••,.le• l• for•ule de Si•P•on 1/3 ,.•r• •fect.uer l• correccion 

utilizando' los 11unto• t¡.t' t¡, , t,,. f el 11roce•o se r,e,.ite "'•r• 

c•de "th•st.a aue do• correcciones •uc••ive• de le verieble depen­

diente H•n .,.roHi••dH•nt• i•u•lest lo• ,. .. o• • •e•uir ,.e,. ced• 

1> Pred. 
... 

i+l 

2) 11red1 ... , 
i+1 

J) corr.1 
... 

4 
• 11 +. h ( 2w I - ,,, I + 2w I )' . 

i-3 3 i i-1 i-2 

.. red • = f(t ' ... ) 

it1 i+l 

h Predt· ..... +- ( ..,, + 4..,·, + ... ' ) 

;.' l' 

~ ,'· . 

i+l' i-1 3 i-1 i i+1 ·':'i .... ·. 

4) corr.1 corr.1 
11' • f(t .... ) 

i+1 i+l i+1 

5) 1e•uir con (3) .., (4) he•h au• 

corr.J corr.<J-i> ... , - w' 1 < EPS 
i+1 1+1 

El error Producido ... o·r el 111etodo es del ord•n:de 
s· 

h ' hluel 

QIJe el Producido por el ••todo de Run•e-Kuttar Pero bon le vent•~ 

Je 'de ••r ••• ,.,;.ido. Su d•sventaJe, co•o lie ve •n el .... o Ú>r 

es aue ,.er• errar.car reau:Ler• aue •• conozcan lo• velores 1:1•' ,,,, 
1 
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• 1Jí_ ' w~ , Estos valoras se Pueden obtener 1Hdi•nt• •H,.•n•ion en 

•aries de Tawlor o ••Pleando el aetodo de Runllle-Kutta PAr• •rr•n-

c•rf ••to ulti•o •• lo aue •• hace en ••t• ,.rolllr•••• 

9,3.2> PRDORAHA HlLNE 

OBJETIVOS 

Obtener la solucion de la ecuacion diferencial w' • tCtrw>• w0 • 

wCt 0 > • "ºr el ••todo d• Hilne• ,..,. una o varia• funcione•• fr 

definidas en la FUNCTION ECDIFER. 

DESCRIPCIDN 

L• solucion aue da ••t• .. rolllra•• es •nr • lo •••~ .100 ,P'-in..; 

tos, En é:ii'so de auerer una solucian en un ••wor nu•9ro de .. unio• 

111odificar l• can•tante LlHITEf si .. ·auiere otro lllNída .d• conver-

lllencia 111odi fic•r la ~onstante EPS, L• ecuac:ion di ferenchl .... r•~ 

solverH H dedera definir el la FUNCTION ECDIFER. L• infor••cíiof' 
· .. ··';, ,' 

aue reaUiere el ,.rolllra•• es: condiciones inicialltsr c•nt:i.dad dtt 

,.untos· •n lo• au•·•• aui•r• la solucion w el ••P•ciá•i•nta entre 

ellosf esto• datos se· •li111ent•n • l• subrutin• HILNEB aue dara l• 

solucion "ºr el 111etodo d• Hilne. 

ALGORITMO EN PSEUDOCODIOOl 

PROORAHA PRINCIPAL 
VARIABLE USO TIPO 
LIMITE Constante 

EPS 
X 

HILNE 

RHl 
E Arre•lo 

de re•le• 
B Arrellllo 

de l'HlH 

FUNCION 
Di••n•ion ••xi•• ,.ara lo• vecto~ 
res u••dos en el ~rolllr••• <•• •o 
dificable), ·. · 
criterio de conberlllencia. 
Vector de •b•cii•H• en XC1J •e d• . 
i. condicion in:l"c:iitl ex.>. 
Vector solucion de l• ecu•cion di­
ferencial• en HILNEC1 l . •• dli .1• · 
condicion inicial < w~ >. 
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i. rNUKPUNTOS · • Entero 

INTERVALO R••l 

Iter•dor v nu••ro d• punto& •n oue 
se subdi11id• el interv• I'o de inte­
llrac:ion.. . 
EsPaci••ianto entre lo• puntos 
•UHtrltlH• 

P'••udoc:odillol 

.8EGIN· 
'iJar Y•lore• lnic:ialH ()Cor Yo>• 
REPEAT , 

D•r cantidad d• punto• v ••~•ci••iento. 
CALL MILNEI UC.MlLNErNUHPUNTOSr INTERVALOrECDIFER> • 
Escribir el vector dÍt absciaH c:im su corr••,.on-

. diante aolucion de la ec. diferencidr l"Or:HILNE. 
Dar. villorH ·inicial•• PaH otro int.ervdo o nob,· 

UNTIL fin de •rchivo. · 
END, . 

.• ·sUBRUHNAS 

1) FUNCTION,ECDIFER CTrY> 

<Aiaui ••.da l•. ecu•ciori diftfrenoia1 • .rHo1v•r> • · 
.. 

!?)HILNES Cx•MILNErNUMPUNTOlrlNTERVALOrDERIV> 

' ObJittivol Obf.ien• i. solucion de 1• ecuaciori diferenciel 
. w; .,. f<trw>r wCto> • °"º' de 18 funi:ion DERJV,: ea d•ciÍ"• 

.- · .. . liaui f • DERIU_ • .,: . ·' 

VARIABLE 
)C 

tt.lLNE 

NU"PUNTOS 

INTERVALO 
DERIV 

lrJ 

. USO .. TIPO ··•• . · .·· FUNCIDN . .. ·•. · ·. 
.. E Arre•1o · Vectol' d• abacisiltr• •n XUJ •• 

de rHl•• d .. 18 éó"dh:i,on inici•.1 cxa>. 
B Arre•l.o .. V•ctor •olución de la ecu•clon 

d• realH ·. di.teritnci•l ~ . . . . . , _ . 
E . Entero Nuaero d• l"untoa en. •u• se .lub- . 

div.ide el intervalo d• irit.Ítllr.C:ion. 
E' -RHl , E•Paét .. i•ntó •ntre loa• ... unt.'oa. 

. E FUNCTION FunC!ion •n l• au• •• defin• 1• . 
.'Parte .d•recha. de'la •cuacion dU. 

L Entero .!la'i'illbles uHdH C:o110 it•ri~·· 

.1Eá.IN .. ~ 
· Obt.i•n• lo• 4 Prl••ro• ~unt.oa 'in'ichl•• 

Por. •l · .. t.odo d• Run••-Kut:ta • 
. ·· FOR I. sii. 5 TO .NUMPUNTOS DO .. 

,. xcn <.:;.._ ')(CI•U' + INTERVALO. . 
Obt.i'•nit' l•. •oluci"n .. ,.d:i.ct.o~a .P•U . ,;. , 
liIU~tU1 .. . .. ,· .· . -. , .>':' 
AP.UH la PareJ• ,,,.redictou•corr•ct.or•, lllÍ•t.• 
llUe 2 ·'•PrD>CiHC ion•s •Uctta i vas son ... rio,.a, 

'.·_;,1 

'' ·" 

'_, . 



.,¡· 

oue EPSr en a lo 111•• 10 itaraciones. 
En HILNECIJ 11ueda finalmente la •olucion 
Para XCIJ, 

ENO, 

'•,!-

.·\ 
·.1.. 

)· 

; ~ ' 

·, 

21'1 ,, 

':"'' 

·,,• 

, ... :. 



9.4.J) LISTADO DEL PROGRAHA 

PROGRAM MILNE <INPUT,OUTPUT)I 
CONST 

LIMITE • 100f . 
EPS • 0.001 t 

TYPE 
MATRIZ• ARRAYCl •• LIMITE•l116l OF REALI 
VECTOR • ARRAYCl .. LIMITEJ OF REALf 

VAR 
X• HILNE l VECTORf 
A l HATRIZt 
I• NUHPUNTOS l INTEOERf 
INTERVALO . l REAU 

FUNCTION ECDIFER <T•Y l REAL> l REALf 
KDIN 

ECDIFER I• 
ENDP 

na 

. ' .·. 
P{tOCEDURE MILNE& CVARX• HILNE l VECTORf-NUHPUNTOS 1 INTEGERI 

. . . INTERVALO 1 REt\Lf FUNCTJON DEF~l\I. Ch Y. S REAL> 1 REAL>f . 
VAR 

¡,J 
PRUE• e, D 
Kl• .K2• KJ, K4 
G11 02• GJ 
PRE• DIF, CDRR 

IEOIN .. 
FOR 1 la 2 TO 4 DO 

BEGIN 

1 INTEOERf 
l REALf 
& REALf 
1 REALt 
1 VECTORf 

>CCIJ :• XCJ-1J + INTERUALDI 
Kl :· DERJY ·ocu-1] rHILNEr:J-1])' . 
C I• XCl-Ü + O,S * JNTERVllLDf: .. 

~2 ;: :~~~~e~~!~> t 0•5 * INTERVALO·~ 1<11 

D I• MILNEC.l-1l + o.s * JNTERl,IALO * K2f. · 
KJ l• DIRJU. <C•D.>f 

. C .:• XCl;;.ll + .INTERVALOt 

. D l• MILNECl71J + JNTERVALQ. * K3f 
K4 l• DERJU <C•D>I 
HILNECll la MILNEU-1J + <INTERVALO * CK1 + 2o0 * K2 + 

. · 2,0 *KJ + K4>> I 6101 
. END<t FOR .*H . 

FOR l : • 5 TO. NUMPUNTOS DO 
BEGIN . . • . · 
xcn I• xu..:n ·+ INTERVALOf 
01 I• DERIV <Xtl-1l•Mll.NECl~1J)I 
02 l• DERl\I <l<Cl-2JrMILNEtl-2lH 
03 l• DERIV <Xtl-JJ,MILNEtl-JJ)f 
PREOl I• HILNECl-41 + (4,0 *.INTERVALO * (2,0 * 01 ·- 02 + 

. 210 * GJ>> I J,Of 
C• I• >CCIH' 
D J• P.REtllf . 
DIFtll I• DIRIV ClCCll•PRECIJ) 1 
CORRCll 1• HILNECl-21 ·+ CINTERVALO * (02 + 4.0 •01 + 



J I• Of 
REPEAT 

PRUE I• CORRCilf 
DIFCil I• DERIV (CrCORRCil>f 

219 
DIFCIJ» I J,Of 

CORRCil I• HILNECI-2l + <INTERVALO * (02 + 4.0 * 01 t 
. DIFCIJ>.; I J,Of 

J I• J + U 
UNTIL <AIB<ABB<PRUE> - ABS<CORRCIJ>> <• EPS> OR (J • 10)f 
HILNECil I• CORRCilf 
END<• FOR *U 

END <* HILNH > f 

< PROORAHA PRINCIPAL > 
IEOIN 
WRITELN <'DAR VALORES INICIALES <XOrYO>'>f 
READ <XC1l•HILNEC1J)f 
REPEAT . 

WRITELN <'DAR CANTIDAD DE PUNTOS Y ESPACIAHIENTO'>f 
REllD <NUHPUNTOSr ·INTERVALO> L . . . . ., . 
HILNEB.<X•HILNE•NUHPUNTOl•INTERVAL01ECDIFER>f 
WRl.TELN ( I I Uh 'X HILNE',, 

• FOR 1 I • 1 TO NUMPUNTOI DO 
. WRITELN <XCU 1 10 1 fh I '•HILNECIJ 1 10 S)f 

WRITELN <"DAR VALORES INICIALES cxo.vo>,,. 
READ CXC1l•MILNEC1l>f . 

UNTIL. EOFf 
END .• 

~, .'. 
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9,5) COHPARACION DE HETODOS 

A lo l•r•o d• este c•Pitulo •• vi•ron basic•111ente 2 tipos de 

t•cnic:as Para resolver l• ecu•cion diferenci•l.con v•lor inicial 

11 1 
• f(tr·Wh w<to> = wol dichas tecn·icas son los 111etodos. de un 

,.asor co•o los ••todos'· de Run•e-Kutta w los ••todos de Pasos .•ul­

ti,.l••• co•o lo• ••todos Predictor corrector. A continuacion r•-

•> H•todos d• Run•a-Kutta. 

Arrancan por si solo• va ciu• no ut.Uizaf'.\ infor•acion da 

~untos Pr•vi•••nt,. calculados. 

··. 
Debido · • lo ant•rior Hetui•r•n varias e.valuacion•• de h 

funcii:ln. f(t~w)r V 'HtO COnSUH tie•PO• 

cias a au• •rr•ncan Por •i solo•• 

.. 
B>" H•t.odo• CI• PHdic:tor ciorrec:tor. Su• carirc:hrist:ic•• son 

c:o•Ple••rit•rtirs • l•• d•· lo• ••todo• d• Run••-Kutta • 
. · •. ¡. 

No arr•nc•n ,.or si solo•· va au• utiliz•n infor••cion de· · · · 

·,.untos ;.¡.9vio•, 

'·,_. . .. -· su.titu~en.'·1~ irifor••cion. refeftnt• -~- PUntO• ,.,¡,viOSf .... -

)_~.··~'as valu.lc:;iolllÍs r•f>•Udas de .f<t•~> w ,.e,,.. t•nt.o son ... efi-
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En l• prac:tic:• lo .au• •• deb• h•c:•r •• c:o•bin•r edec:u•d•••n­

te astan dos tec:nicasr P•ra Producir al•orit•os ••• •fic:ientesr 

d•do au• son c:o•Pl•••ntarias. 

r .. ,,. 

" . 

..... 

'.·· 

.', .. ; 
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