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La solucion de una inmensa cantidad de rroblemas o los cuse-
les nros enfrentamos er la vida cotidiana encuentra resruesta en
1a arlicacion de los metodos numericos. BaJo este ranorams se ha-
ce imrrescindible hacer lledar 3 los estudiantes los conocimiern-
tos sobre esta discirlina., E1 material aaui rresentado busca
constituir un arovo de consulta rara estudiantes de licenciatura
(Matematicas» Indenieriar etc)r aue por rrimera vez se enfrentan

al estudio de los metodos numericos.

Se elidio Pascal como lensualde en los rrodramas aue se rre-
sentan debid6 a las ventalas del lenduade w a la rarida difusion
aue hs exeperimentado en los ultimos anos» tanto en los Estados
Unidos como en Europar rradominantemente en el area educativa,
Tal es el caso aue en 1a Facultad de Ciencias se da este lenduade
en cursos como Computacion I u se rrefiere en Estructura de da-

tos.

Un sentir muy rersonal es aue se debe dgr un panorams sene-
rsl de los metodos numericos» expuestos de una maners sencills u
cléréy rara aue esto motive 3 un estudio v anslisis mas profundo
de los mismos. Es ror ello aque este material ruede ser una intro-
duccion eractica w a 1a vez didactica a un curso de analisis nu-

merico.

La estructura aue se le hs dado a este trabador rpretende se-
duir una meta furdanental! Que el lector arrends y se interose-,
mediante la lectura v practicas del waterial incluido en este tra-
baJos en 1los metodos numericos ¥ aue esto le rermita resolver
problébbs €n,los oue se reauiera la aprlicacion de este material o

biens oaue lo motive a un estudio mas rprofundo de los metodos i~



mericos u en esrecial al area de las matematicas derominada Ana-

lisis Numerico.

Este trabado es arto rara cualauier estudiante de licencia-
tura cbn conocimientos de Matematicas» Calculo w Aldebra Supe-~

riory asi como con conacimiento del lenduade FPascal.

Se ha tratado de seguiry en lo rosibles los lineamientos dg
la Programacion Estructuradas la cual constituwe una de las tec-
nicas wmas modernas rara rrodramar ¥ aue conduce a la realizscion
de programas altamente modularess sencillos de depurar w actuali-
zary asi como de facil comprrension rara rersonas no involucradas
en su realizscion. De esta manerar cada tems es tratad6 como un
modulo independienter rero aue ruede ser usado como rarte de otro

aue lo reauiera.

Quiera dar une disculra al lectorr wa aue como habra obser-
vado este documento adol@ee,dd acentbs ¥ de la letrs '"efie*y esto
se debe # aue se edito en el editor de textos TIA (tirodrafo au-
tomatizado) en 1a» ﬁurrouéhs,n7800 4 las imPrésoras no tienen la

facilidad del retorno de carro.

Cabe mencionar aque 1s mavoria de los rrodramas aue se inclu-
wen estan contenidos en un manual editado en el Prosrama Univer-
sitario de Computor cuwo nonbre es "manual de metodos numericos
con Pascel®y realizado ror el autor en colsboracion de oirss dos

PETSONBS

Quiero asradecer al Ind. Jorse Gil Mendieta, director dene:-
ral  del Prodrama Universitario de Computor por las facilidades

prrestadas rara la realizscion de este trabador al Dr. Marvial



Portilla Robertson la orientacionv colahoracion y entusiasmo
trindados. Finalmente debo mencionar 3 dos comraneros becarios de
Prosrama Universiturio de Comeuto aue calaboraron conmigo en la
mavor rarte de este trabador ellos son Jaime Beserrosbang 4 Alber-
to Villsrreal? asi como tambien adradezco el aroyo de 13 srta,
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INTRODUCCION

Las comeutedoras electronicas de alta velocidad han traido
un eamhio‘rovolucionario en la solucion de mroblemas cientificos
w de timo indenieril, Este canbio libero al hombre de muchas ta-
reas de calculos tediosos» w3 sldo muy importanter hicieron Pasi~
ble 1la solucion de rroblemas cientificos e ingenieriles de sran

compledidad,

La masworia de iréblonos de lndenieris, Fisicar Quimicar
‘eic.. reauieren de  calculos nuniricos rare suvsolucionv‘copa on
1a sustitucion de Plrélctros en el di:oho de uhl ecunciony 10 e;-
~timacion de ei colto de canbio en una rlanta de oraracion o el

-; anal1sis est.distico de dotos do cantrol de calidad.

Es i-rortnnto hlcor-not.r nbn la conputudora os unic-nonzi
',_uno herranxenta nar. el Prof.sionistl! esta no 1o puede rnnrll-
"gap.- Es el auion debo foruulor 1. lolueion corr.cta a sy rrobln—'

may 'reunir todos los datos ouo n.ecsito. ver los rnsultadon v

. analizar sy valnr. En sumay necesita saber cono us.r 1a commute-

dorar el intrunento aue realizara los calculos aritmeticos.

Los spasos  en la solucion de un Pﬁoblqmn ror la conruindoru

son}

1) Formulacion del modelo natematicos es decirr convertir el
sistema fisico a un modelo matematico ideslizado vy de acuerdo

coﬁ este uodoibv formular las ecusciones matematicas.

2) Boloecionor un rroeodiniento numerico adccundo rars unl 

‘ colputadorn diuit.l.



3$'Dibudar con detalle un diadrama de fludo (una rerresentad
cion grafico de la secuencia d§ areraciones:r tales.como lecturas,
calculose comearacionesr etos) o bien un PsbudbeodidOv aue tam-
bien nos da la secuencie aue ruede terer un aldoritmor rero no es

araficd W ysa las tecnicas de la rrogramacion estructurada.

4) De acuerdo pl diasramas de fluJdo (o smssudocodiso) escribip
un prosrama ern un lengusde rrorio {(en nuestro caso en lensuale de

" alto nivel Pascal),

5) EJdecutar el programar es decirr introducirlo » la maauins

4 correrlo.

) Analizar resulisdos, e el




INTRODULC LON

tas comfrutadoras electronices de alta velocidad han traido
ur cambio revolucionario en la solucion de rroblemas cientificos
4 de tiro indenieril, Este cambiog libéro al hombre de muchas ta-
ress de calculos tediososr w aldo muy imeportanter hicieron rosi-
ple la solucion de problemas cientificos e insenieriles de sran

compledidad.

La mavoria de rroblemas de Indenieriar Fisicar OQuimicar
etc.r reauieren de calculos numericos para sy solucionr como en
la sustitucion de rarametros en el diseno de una ecuaciony la es-
timacion de el costo de cambio en una plants de oreracion o el

analinis estadistico de datos de control de calidad,

Es amPortante hacer notar aue la comrutadora es unicamente
una herramients rara el profesionistai estas no lo ruade rempla-
zar. €Es el auien debe formuler la solucion cdrrecta » su proble-.
. War  reunir todus los datos aue necesites ver los resultados w
snalizar su valor. En sunl-‘neéesita saber como usar la cosputa-

dorar el intrusento aue realizera las calculos sritmeticos.

Los ras0s en la solucion de un rroblema ror la comrutadors

son!

1) Fornulacton del modelo matematicor es dicirrlconv.rtir el
sistema fTisico 2 un modelo matematico idealizado wr de acuerdo

con este modelor formular las scuaciones matematicas.

" 2) Beleccionar un erocedimiento numerico sdecuado rars una

comprutadora disital.



2
3) Nibudar con detalle un diadrama de fludo (una rerresentas-

cion drafica de la secuencia de oreracionesr tales como lecturas,
celculosy comeraracionesr etc.) o bien un pseudocodigor aue tam—

bien nos da la secuencia aue ruede tener un aldoritmor rero no es

drafico v usa las tecnicas de la prodramacion estructurada.

4) De acuerdo al dissdsrame de fludo (o rseudocodigo) escribir
un programe en un lenguslde rprorio (en nuestro caso en lenguade de

alto nivel Pascal).

5) EJecutar el prodramsr es decirs introducirlo a 1a maauins

¥ correrlao.

4) Analizer reigltndos.



PROGRAMACION ESTRUCTURADA

La rrosramacion estructurada es una rama de la comeutacion
aue consta de un condunto de tecnicas rara desarrollar prosramas

aue tensan las carscteristicas sisu!entest»
~Confiables.
~Faciles de srobar w corresir,
~Faciles de comrrender.

: -Suseefiiblos &6 ser modi Picados u‘actUaiizados.
-Efieiaﬁtos‘en cdontd a.neﬁoria- tiemro ¥ usO,

" Tomando en cuents los runtos antoriords; PATA QUe un’ﬁrolfa-
ma séa«clorov‘ontondiblov eorto: v Para oue Pueda ser conprondido
noJorado 0 nodiricadov debe mantener las silutcntes norna- csno-

cificas:

" 1) Secuencis. Al lior’ ord.nadanthto'un nrdlrlali nuestra. -
'ltoncion no se dtsrorla al tntont.r atrarlr 1» lolicl dnl nisno

' (tratar evitar ls sentencia OOTD).

2) Estructurado. El»nrolri-a se escribe er modulos tnpiolndo
solo las unidades lolicalt IF-THEN~ELSE» WHILE (en Pascal modemos
sgredar FOR w REPEAT)."

3) Corto. Loi'nodulol no deben gobro#lsar biorto numero de

reqiszros}

.2 2?rqllon;adb. Debido :apaue en la roglidad los'p}oif&uas

'pypultlh ser muv srandes, es iirortlntc‘podor‘dtvidirIOi'on blao~. =




aues (en Pescal funciones w subrutinas),

5) Estilo. Entre mas formal se hase el rrosramsr mas ftacil

gera de entender.
4) Claridad.,
7) Sansrado. Mediante este se rodran marcar las estructuras.

8) Documentacion. Mediante rofcbﬁnciqp qdicionp;os al mrro-

drama este se lograra CDIPI‘.I_\d!l‘ .QJOI‘. -

9) Universal. El _prosrama debers poder ser entendido eor

cualauiera.

VENTAJAS DEL PASCAL

Todas las coractortitical loncionldas onturiornontn puodon‘

.. sar 110v¢das 8 cabo: sltlsflctorilmonte nor ‘un PFO!FII. on Palcaln

Csin cnbarlo tiene. aldunls d.lV.ﬂ%lJllr sobro todo nn la caronetov
'de .doble procision aue ruede ser rcauoridl rara cicrto tiro do'
rroblenss nuqortcos! ror lo donas consideroaon aue las vonthos :

aue tiene sobre Qtros lqnluaJon‘eOlp el Fortron es lobrollltontq.




ESTRUCTURA GENERAL

En este trabalJo no se hacé un analisis exntenso de cada meto-
do sino basicamente contiene una introduccion didactica 8 eada
metodor un prodrama imelementado del mismo con un rerresentacion

formal (pseudocodigo)s un listado dgl prodrama Y aldun eJemrlo

ilustrativo de su aplicacion con la corrida del rrodgrama.

Este trabajo rretende introducir 3 cualauier rersona intere-
'sada‘ en 155 notados numericos al'arrondizada ¥ @ la rractics di-
irecta de los mismos. Se escosieron uns serio de Problcnls v ncto-
' d05' aue consxdaranos de mawor 1mrortancia ¥ aue r.suolvon uni
gfan ‘variedad de rroblemas: es decirr tienen ciorta flexibilidld,
:qéa;ndiondo del tiro de rroblema a tratar} ;lnun loctot iptqro'a-'

‘do 'en el tb-o rddiia shondar sobre Cldl metodor ionrarIO’o 1n¥

rlonenter eulluuicr otro nas oficxento to.ondo -n euonta carlcto- R

.fristicas cono:
-;a) ﬁbnor‘titnpo de CPU (itﬁipt:pndo nunoroﬂdi;pﬁoﬁ;e}éﬁpl)y
b) Medor asrovechamiento divln‘noib$io;

;9> Dbtcncion de los ‘rnsultadd:n ©On. . un® mawor oxlctitud‘

 (noJoran1onto del error de trunclnionto 3 rodondcn).

'.Pdra~ este  fin existe en io litoratura una biﬁfiolfafia’nh§3  R

,luplio sobro cstos tenas aue son trltados on la ra.o do 1|| nlto?

'n.ttcas dono-inada 'Anllisis Nunortco”

Todns ’los‘ﬁonai estan d-iarroilados L noduloss tratindo de

ser indorondiont!s entre sir sin oaharlo esto no auita | ) wosi~

blidad de usar dotorninodo bloaue o subrutina ‘de modulol .ntepio-



res al considerado,

Cada caritulo consta de uno a tres metodos del tema tratado
¥ se ilustren con un edemrlo aue da una ides del tiro de rroble-

mas aue rueden ser resueltos con el metodo en cuestion. Los pro-

dramas %@ han imPlementado en 1a comrutadora B7800 u estan dise-
nados de tal maners auer sl edecutarlos o'copﬁorlos- se sers el
tiro de informacion (datos) aue reauirent el rprosrama en cuestion
‘ desrliess un letrero rara redir el tiro de &.to reauerido, Ademas
la informacion se Puede r.alinentar- es decirs se Pueden re;élver_
‘ivario; rroblonas del mismo tiro. Innldiltaunnto desrues d! oJecu- ‘

-‘tnrse un Problcnl se riden dntos ravTa otro.

L Los Prosranal ‘s® dil.n;ron raro trlchario o ternina!r sin -
iibirso ol loetor puodo -odificorlos a su critorion en |1 easof

ouo uuiora una s.lida dtsttntl.

Cada tona‘ ll dosarrollo con un forlato oltandor con 01 ftn ‘,:‘

"ifdc darlo e!aridld 'y facil ontcndinlonto .l lcctor. El fornuto so-‘

”Vﬁnoral os:
j}'t) nerbﬁoVrnATano.<Noabre?d.1'h.couo>;,
Y rﬁtnbnuccxou

So da una doseripcion natematics generai dol notodo curlna—*

‘f}“do. Las d.-nltrocionon e oxeluvon rOT entar fu-ro de los proro--

sitos de asta tesis (si se desea un estudio lls dotollldo del to-

L ma coniultnr 1la» bibliolrafio dndn).

“1.2)3PRQGRAHAj<Noner> -




1.2.,1) OBJETIVOS

Se estsblece el tiro de rroblema aue reéuelve el Prodrama.
1.2,2) DESCRIPCION!

Se da un Sosauer general de las c:rﬁcteristicas del rrogra-
bmav tales como entradar salidar variables aue rueden amrliar la

dimension del rrogramar etc.
1.2;3) ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO!

Esta rarte éontiene una descripbion.de.todas las subrutinas
del rrodrams (incluwendo @1 erosramd princiral), Las subrutinas
' estan‘numéradal sesun el orden en aue se les 1lama u la Frofundi-

dad en aue se encuentran. Cads descriscion de subrutina. incluve!

1.243.1) ObJetivo. Se describe en terminos senerales lo aue hace

la.subrutina.

1,2,3.2) - VARIABLES., Se da una tabla con todss las veriables u:bf’

des en 1a subrutina. Para cads variable se describe

‘

i§2.3.2.1) Uso. En el prodrama princiral, Lps inicisles sisuvien-
tes denotan! E = Variable de entradss 8 =« Variable de Salidar
= gé Constante o Variable slobal. En las subrutinas las inicia-
les .sisuientes‘.denotan$ E = Yariable-parametro de ontradlv.S =
_ Variable-paramnetro de lalidav ‘<’ = Constantes L = Variable lo-

éal .

1,243.2,2) Tiro, Se refire 2 si una varisble es de tiro reals en- -

teror de caracteres» arreslo o constante.



8
1+2,3:243) Funcion. Enuncia el rarel aue desemrena la variable en

13 subrutins.,
1.2.3.3) Pseudocodisiot

Tomando en cuanta las tecnicas v caracteristices de la pro-
dramacion estructuraéa es un‘aldoritﬁo oue sisue Paso » raso la
secuencia del errodrama rero con la diferencia de aue esta escrito
en unllenluaJe mas informal. Es por tanto una buena suis rara en-

tender el rrosrame. Contiene las sisuientes cnraétqristtcast

1) E1 prosrama princirel w las subrutinas emeiezan con BEGIN .

% terminan één'END.

2) E1 Psoﬁdocodiso es secuencial) en alsunos casos se sarles
1a misms rolabro,rolorvnd.'dn PASCAL rara hacer 1ndicocion§i éo—

mot IF - THEN - ELSE) WHILE» FOR» REPEAT/ etc.

3’, En instrucciones como las sencionadas antofiornonto se

sansras 3 ospacios a la derecha todo ol blonuo ‘aue af.ctonu v la:

vliluiontcs inltruecionol van con el llPl.h de la 1nstruceton an-

ttriorv por edenrlol

UHILE'EPSILDN > 0,06 DO

Escribe EPSILON.,

IF . RENGLON > COLUMNA THEN
‘Intercambia el ronllon.
EPSILON <~~- EPSILON - 0.1,

A<= A4+ B,

B ===/ C,

FORAI = 1 70 100 Do

- - A -

CONT <-—- CONT + 14

4) Se usa el simbolo ' <--- ' para hacer asignaciones.



9

%) Todas las instrucéiones terminan‘eon un punto (") w em-
riezan con una letra masuscula. En caso de nue'en ung lingn del
pseudocodido se emeiece con una letra minuscular entonces dicha

linea es continuacion de la instruccion anteriov.

6) La llamadas a las Buﬁrutinas.se realiza mediante la rala-

bra * CALL *.
1.3) Lisfano ntL‘PRoaRana

‘ Imrresion del Prosramn en. Pasc;lr se excluyen subrutinas em-~
sleadas en capitulos lnturiores.

104}'EUEHPL0_

- Se rresenta un rroblonn Practico. El rrolrana al ser ancu—‘
tado desrliosa el tiro du 1nforuucion reuuuridal [ 1 1-rortante '

“mencionar aue el Prolranav ll lor oJccutadov sesguira Pidiendo da— .

. tdq‘ hasta aue no se le de fin d! lrchivo son 1 87800 ol fin de

"archivo -1 'TEND').

1 5) COHPARAC!DN DE: NETODOS

En esta  seccions ‘mas quoaunl_eolpbracioﬁ 10 aue se da son
aléunoi comentarios iqnnralci de #ngnetddds incluidos w de alsu-

hps‘uuo'aparocen'en‘ll Litoib@uri'qag interesantes ¥ eficientes.

El numero aue e le db'a las rlrics'nuoxconstitduen el caei~:

tuldrho'npérece:ngpcsariaméntnvon ellosy (aoui se dan como: guia).




I) GRAFICAS, .
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1,1) GRAFICAS.,
1,1.1) INTRODUCCION

Casi en todas las ramas de la ciencia v 18 indenieria son
muy frécuantes log caesos en los aue es ﬁecesario darge una idea
del comrortamiento de una funcionr v rara estbv nads medor aue
visﬁalizorla draticamente. En esta seccion se describira un éro~'

grama. GuUe HdeneTara une o mas sraficas » rartir de un conJdunto de

runtos muestrales.

1.1.2) PROGRAMA GRAFICAS

¢

OBJETIVO?
Crear sraficas & rartir de canuntqi‘dq';unto;Q
DESCRIPCION!

Elip> Frosrans “recibira 'eond difos de’intrida'il ﬁﬁubro de
Puntﬁi ] lrhficai- el numcrn de sraf!cas d.l.ldﬂ ¥ 10: runtos‘
.lDUIltPll.l ] lraficar. Cono salida- rrodueira unl lrafica on 1s
cunl 01 aJe dc lll ordenadas rarl todns la; funcionos L) graficar
es transversal a 1a hoJa w el oJo de las abscisas s una eolunnl '

hacia aano de 1a hoJao dor.ndiundo 1a lonsitud de olto oJu do la

cnntid.d de runtoi cxistintt.



ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO!

PROGRAMA PRINCIPAL
VARIABLES . USOD

CANFO -
MAXORD -
NUMABS E
NUMFUNC E
ARREGLO E
g -
Pseudocodiso:
BEGIN

TIFO

Const.

Const.
Entera
Entera

Arreglo
de reales

Enteras .

Lee NUMRBS o NUHFUNC.

~ L.ee ARREGLOLI,J].

12

FUNCION
Numero maximo de runtos a

graficar. .
Numero maximo de funciones a

srafticar.

Numero de epuntos a dgraficar por
la subrutina GRAFICA.

Numero de funciones a sraficar
ror 13 subrutina GRAFICA.

Mstriz aue contiene las abscisas
y valores de las funciones a
sraficar,

Contadores.,

EzhL GRAFICA (ARREGLO» NUHABSv NUHFUNC).



SUBRUTINAS?

1) GRAFICA (ARREGLO»s NUKABS, NUMFUNC),

OBJETIVOS

VARIABLES
NUMABS

NUHFUNC
ARREGLOD

BLANCO

GUION
PUNTO-

ASTERISCO
CARACTER

. RENGL.ON

- ORDMAX
ORDMIN

DRDENADA‘

IAUX

LT LK

Lo
PASO
LTEM
POSORD

AUXILIARL

ESFACIAMIENTO

H
IsdrK

uso
E

E

Ll o R St ol Y ol ol B o o o B o BT

TIPO
Entera

Ehtera

Arredlo
de reales

Const.,

Const.
Const,

Const.,
Arreslo de
carscteres
Avresilo de
Caracteres
Real

Real
Arreslo de
Reales

- Arresilo de

Cavacteres
Entero

Arreslo de

. enteros

Resl

Arredlo de
enteros

Arreslo de

enteros
Entero .

Entero

Entoro

Enteros

Grafticar ios runtos contenidos en ARREGLO.

FUNCION
Numero de puntos a draficar eor

la subrutine GRAFICA.

Numero de funciones » graficar
por ls subrutina GRAFICA.

Matriz aue contiene las abscisas

4 valores de las funciones a
draficar.

Rerresenta un * /.,

Rerresenta un -,

Rerresents un ./,

Representa un ‘X’

Numéros emeleados rara las funciones
(del 1 =l &),

Vector aue contiene las 101 rosicio-
nes de cada renslon.

Guarda l» ordensda de mawor valor.
Guardas ls ordenads de menor volor.
Cotas de las ordonadas.

Indica luperposieiqn de fuqcioneé.

Contadares.
Indica 1a rosicion de una de las

' ovdenadas dentro de la srafica.
‘Indica la seraracion ontre 1ss

sbscisas,
Identifica los clracterol de las
ordenadas surerpuestas.

Posicion asociade al valor de una

ordenada.
Indice cuantas funciones ‘e su-

rPeTPONREN,

. Guarda el esraciauionto entre las

abscisas.,

Cantidad de colu-nas de la matriz

ARREGLO.
Contadores.
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Pseudocodido?
BEGIN '
Busca el valor menimo & minimo de las ordenadas.
Seleccions esraciamiento entre las abscisas.
Obtiene @ imerrime los valores de las ordenadas de referencia.
WHILE existan runtos para sraficar DO
Inicializa el vector RENGLON.
Normalizs el valor de las ordenadas.
Asigna un numero (del 1 al 101) & la Posicion de la ordenada.
Busca ordenadas surerruestas.
Indics en 1a varisble IAUX las ordenadas surerruestas oxis-
. tentes,
Imerime RENGLON.
END.
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1,1.3) LISTADD DEL PROGRAMA} |

FROGRAM GRAFICACIDN(INPUT!DUTPUT)3

CONST
CAHPO = 1014

MAXORD= &4

~ TYFE
© . MATRIZ=ARRAYL1.,CAMPO,1..MAXORD] OF REAL}
VAR : '

. ARREGLO -3 MATRIZ)
NUMABS » :

NUMFUNC

Iy
J $ INTEGER$

PROCEDURE GRAFICA(ARREGLD SHATRIZO NUHABB:NUHFUNCSINTEGER)'
ONS . :
BLANCO = /)

" GUION = ‘-~ ’3
PUNTD = “,')
: ASTERISCO LIRS 3 _
VAR .
’ CARQCTER 3 PACKED ARRﬁYEl..NAXORDJ QF . CHARP
'RENGLON 3 PACKED ARRAYEI..CAHPOJ OF. CHARS.
-~ ORDMAX» -
ORDMIN 3 RE L)
ORDENADA 1 ORRﬁYtionlll OF REﬂLl
CTAUX: 3 ﬁRRAYEloo?J OF CHARS .
LTy ) . :
LK. '3 INTEGER) R S
F $tﬂRRﬁYC1o¢7J OF INTEGER!' :
- PASO - }'REAL' o N
LTEMy . - : S
- ..POSORD - ‘3‘ﬁRRﬁYC1.o7J OF - INTEBER‘
AUXILIARL)
EBPACIQNIENTO.
Hy
b )
Jr
K t INTEGER) . ,
BEGIN {DEL. PROCEDURE GRAFICh} B
CARACTERL1]:=’1/):
- CARACTERL2):='2'). -
CARACTERC3J3=/3‘)
CARACTERLA1:='4')
CﬁRﬁCTERESJ‘-'S'
CARACTERLAIE='6’)

NUMFUNC $= NUMFUNC + 14
IF NUMABS>20 THEN

IF NUMABS>40 THEN
EBPAQ!AMIENTOS-O

ELSE v
ESPACIAHIENTO!'!
‘ELBE

ESPADIQHIENTOS‘?'
ORDMAXS-ARREOLOIIvZJ!



ORDMIN:=ARREGLOL1/,2]3
FOR Ii=1 TO NUMABS DO
FOR J&=2 TO NUMFUNC DO
REGIN

IF (ORDMAX<ARREGLOLCI,Jl) THEN
ORDMAX ¢ =ARREGLOLI»J14

IF (ORDMIN>ARREGL.OLI,J]) THEN

ORDMIN:=ARREGLOLI,JI1}
ENDLFORY

<END FORY

IF (ORDMAX=ORDMIN) THEN
ORDMAX ! =ORDMAX + 104

PASO$ =( (ORDMAX-ORDMIN) /10))

ORDENADAL 11 =<ORDMIN

ORDENADAL 111 t mDRDMAX S

FOR Ii=2 TO 10 DO

ORDENADAL 111 =ORDENADALI~13+PASO}

FOR Ii=1 TO CAMPO DO
RENGLONLCT2¢=GUION?

FOR I:=0 TO 10 DO
BEGIN
AUXILIAR13=(10%I)+1)
RENGLONEAUXILIAR13$=ASTERISCOS,
ENDCFOR} )

WRITELN}

WRITELN/
WRITELN;

WRITE(’ "t4))
FOR Ii=1 TO 11 DO
WRITE(’ ‘yORDENADALI]I?:3))
HRITELNi
WRITE(’ “311)%
FOR I:=1 TO CAMPO DO
URITE(RENBLONCIJ)’

WRITELN
FOR 18-1 TO NUMABS DO
BEGIN
FOR Ji=1 TO 7 DO
IAUXLJI¢=BLANCO}
FOR Ji=2 TO 100 DO
"RENGLONCJ] ¢ =BLANCO}
FOR Ji=1 TO 10 DO
BEGIN
AUXILIARIS=(10%J)+14
"RENGLONCAUXILIAR11=PUNTO
END{FOR}$

RENGLONL11$=ASTERXSCO)
RENGLONLCAMFO) : =ASTERISCO/

IF (ESPACIAMIENTO<>0) THEN

FOR Ki=1 TO ESPACIAMIENTO DD
' BEGIN
WRITEC( ‘311)}

FOR Hi=1 TO CAMPO DO

WRITE (RENGLONLH1))
WRITELN}
END{FOR}#

e




T

{END IF)}
FOR Ji=2 TO NUMFUNC DO
BEGIN

LEJIi=TRUNCC CARREGLOLT v JI~ORDMIN) %100/ (ORDMAX~ORDMINI+1+5) 5
POSORDLJI =0}
END{FORY} ¢

LK$=0})

LTi=114

FOR Ji=2 TO NUMFUNC DO
IF (POSORDLJI<>J) THEN

EBEGIN
RENGLONCLEJI1t=CARACTERLJ~113
POSORDL I =p .
FOR Ki=2 TO NUMFUNC DO

BEGIN

IF (POSORDLCKI<>K) THEN
IF (LCJI=LLK]) THEN
BEGIN

LKt=LK+1)
LTEMCLK] =K é
POSORDCKI$ =K}
; ENDCIF})
_{END _IF}
END{FOR)>}
IF (LK<>0)" THEN

BEGIN -
TAUXELT+11¢mCARACTERE =123
FOR K3=1 TO LK DD : .
IAUXELT+K+IJS-CARACTERELTEHtKJ—IJD
LTSl THLK$2) :
IﬁUXtLTJ’-BUIONf
LK$=0)
END<IF>)
ENDCIFY )
LEND FOR)
 WRITE(’ ’sARREGLOCI,131933,° /)
. FOR Ji=1 TO CAMPO DO '
* WRITE(RENGLONECJI) )
FOR Ji=1 TO 7 DO
WRITECIAUXLCJI)Y S
WRITELNY
END{FOR}
FOR It=2 TO 100 DO
RENGLONC 13 =GUTON
FOR It=1 TO 10 D
BEGIN
AUXILIAR1$=C1081)+1)
R:NeLoNtnuxxLxﬁn1J:-Asrsnxscoo
END{FOR}} -
WRITE(’ ‘311))
FOR Ii=i TO CAMPO. BO
WRITE(RENGLONCIY)
WRITELN)
ENDCORAFICA)
€ PROGRAMA PRINCIPAL 3
BEGIN {PROGRAMA PRINCIP&L}
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“RITELN( NUM, DE PUNTOS- MUESTRALES 7» NUM DE GRQFICAS 7 )9
- READLN#READ (NUMARS y NUMFUNC ) §
WRITELN( /PUNTOS MUESTRALES 7 (UND 'POR RENGLON) )}
FOR Il=1 TO NUH“BS no '
BEGIN.
READLNS

FOR Jt=1 TO NUMFUNC + 1 DO ‘
READ(ARREBLOCY»J1) ¢ . L
ENDLFORY} ‘
.GRhFICA(ARREBLO:NUM&BS!NUHFUNC)'
END, {FROGRAMA PRINCIFAL)

. 1,1,4) EJEMPLO

v dbtener‘ 1a sfafiéa rara lég fuhpidneqréﬁnkx)'si(i)x)éen(x)'

. en el intervalo (0010) u. toﬁahdc ihcfbnentos do“0;2; La: edecucion .
- del TFrodrama GRAFICAB rara. los Puntos sannradas poT dichns fun~

ciones en al intervala dado auodarlo como se nuestra en lll Plli-‘

nas s:suientns.




NUM. DE PUNTOS MUEBTRALES T» NUM DE GRAFICAS 7

PS:TO% MUESTRALES 7 (UND POARENOLON)
0,200 0.199 0,993
0,400 0.389 0.974
0.400 0,545 0.941
0.800 0,717 0.897
1.000 0,841 0.841
1,200 0,932 0,777
1,400 0,985 0,704
1,600.1.000 0.425
1.800 0,974 0.541
2,000 0,909 0.455
2,200 0,608 0.367
24400 0,675 0,281 g .
20600100516 0.198 - ' 7,
2,800 0,335 0.120 .
3.000 0.141 0.047

34200 ~0,058 -0.018
31400 -0:256 -0,073
34600 ~0.443 -0.123
3.800 ~0.612 -0.161
4:.000 -0.737 -0.189
4,200 -0.872 -0.208
4,400 -0.952 -0.216

4,600 -0.,994 -0.216
4,800 -0.994 -0.208
- 5,000 -0,959 -0.192
5,200 ~0.883 ~0.170
5,400 ~0,773 -0.143

. 5,400 -0.4631 ~0.113
5.800. ~0.,465 -0.080
46.000 ~0.279 -0.047
64200 -0.083 -0.,013
6.400. 0,117 0.018
6.400 0,312 0,047
6,800 0,494 0,073 -
2.000 0,857 0,094
7,200 0.794 0.110
7.400 0,899 0.121
7.600 0,948 0,127
7.800 0,999 0.128
8,000 0,989 0.124
8.200 0.941 0.115
‘8,400 0.655 0,102

8.600 0,734 0.085 .

8.800 0.385 0.044"

9.000 0,432 0,044

9,200 0,223 0.024 -

?.400 0.025 0.003

9.600 -0.174 -0.018
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1.2) HISTOGRAMAS
© 1,2.1) INTRODUCCION

En estodisticar al auerer analizerse un condunto de datos»
es util distribuirlos en gruros ordenados llamados clases d,cate~
dorias v determinar el numero de ocurrencias de los datos en cada

clnsov7sijndo esto 1a froeuancia~de clase.

‘,Env esta f&ru.r 108 datodiauqdan agrurados eniintorvdios li-
B nitadoﬁ- poP dot"valprtsu cuso valor lnt;}m.dio Puod; noﬁ usado
rafé 'rerrpsehtarv iktddovel intervalo. A este valor se le conbcé“'
‘ éqno. »unto medic de intervslo de clase. Una ordenacion de datos

de esta manera es una distribucion de frecuencia.

cun‘ﬁJomhlo di'pgto Iiéiltﬂlit.nér el nuﬁero'd- diig;asf-edi-
"dil en’ alsuna Foblqéﬂono chkodriin or&oﬁjr Qstns lltur&s'nn cla- -
‘ses de ROr eJearlo 1,30-1,60 mes 1.60-1.70 mes 1:80-1.90 mer etc,
¥ medir cuonfu;-iidia;i_aundan comrrendidas en cada intorvold- és
docir- su frecuencia. De esta foﬁnav serbtonBrlan Tangos de al-
turs rerresentsdos fbr un mrunto no&io de intervalo de nlése (en
oste cbiq’lorian 1,550 1.65) 1.75-_otc{) fon una corﬁoiﬁéhqionto :
frcéujhciav, 0 sear fi numsero de individuqs-cqua altura ii(uvq'en

ese- intervalo.

La distribucion de frecuencia se arlica en muchos otros ca-
'ao:i tales . como i; coeficiente intelectual en una roblacions la

" calidad de un producto en una linea de rroduccions ete,

Un hiltoﬁrinn s una rerresentacion drafica de la distribu

cion de fr.cuinein-in'qﬁ conduntd de dlt0l5 gl bbJoto dirun hiw-
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todrama es facilitasr la visualizacion de la distribucion de fre~

Couencia.

For convencionr en el ede X se rePrauentan los intervoalos de
clase w sobre el ede Y‘se rerresantan las frecuencias de clase.

Es factible dividir las frecuenciass tasmbien en intervalos,

Sobre cada intervalo de clase se cdnstruuo un rectandulo cu-
w8 bage resresenta el tamano del intervalo v cuws altura repre—'

“senta la frecuencia.

1+2.2) PROGRAMA HISTOGRAMA

OBJETIVO!
- Cresr histosramas » partir dn“_Pahésjj numericos
clase/frecuencia. S

. DESCRIPCION! '
El. Prolrnna oue Prnsontanos » continuacion tibno comg .ntr.-
dl"ll nunero de rares a 1ntroduc1r|¢ " postoriornonte los rares
clase/frecuencia en si, E1 prodrama surone oue los valorol'del

punto medio de intervalo de clase se dan en orden w aue ademas

.rePresantln’intervqlol de clase 159'1.;.

él, rrograms rersite la crescion de tantos histosramas como

se auiera.

El formato de l». lrnficn s ol |tlu10nt03 Cads htlto!roll 0-:‘
"nnnnrcado con. unn linol de silnon '+’ v s l-plrldo de los otros
poOr - un ospoelo. Considornnda la linon de i.PFOIiOnr horizont.l-

sente se rerresentan las frocuoncias (ele Y) v vopticolnonto las

'
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clases (eJe X)+ Varticalmente y del lado izauierdor se colocan
pumérus aue rorraiohtnn'co¢alpunto medio de intervalo de clase w
“horizontalmente u arribs sé_nlcfibnn los valores éorrespondignteé
a cada diviiion (o intervalo) de las frecuencias., Las frecuencins
¥ rPor tantor sus etiauetas corresrondientes se srafican en rela~
"cion al mawvor valor de estis‘da tal forna aue ol.uonn- una.fre-
 cusncia ocurs toda la grafica. Cadj‘frecuoncia'ns reafeiontad- ’
‘jfor tros. 11n.ns de asteriscos de un tpnnno‘auo 1s rnproqﬁntl'w
“thdasgtoptbn 'icrarldaq”‘ror'udbllihol>rﬁntéadl hue‘n;icif.ainalr

ids intérvdlol de frecuencia,

El tauano de la srlficnn el nuuoro dn divisxonos de 1ntnrva~

los dn fr-culncio v ol osrlcio rars nlcribir 01 valor del nunto“'

medio do ‘1ntorvalo dc elas. puadon ser determinados 2 lusto dolr‘
'usuarto mediante. olvpanyqo_do lalAqonqtontqp del rrosrams TAHA*

© GRAF» PRIMLINEA u‘nxvxs:ouss. rilﬁoéQIanonte. S K

La clocclon de ostos valoros ests llnitndo nor nl hocho do

‘nuo el tnoano de 10 srofica ne dobn lor mavor nuo .l ‘de 18’ linoa

'de i-rr.sion (LINEAIHPREB)r roOT ale las divisione. do frocuencil P

corrospondln_ 8 un valor entero de carl:tqus de ;lprqlionnu ror
aue las etiauetas no |obiifllon el osricio‘a;ilnado."il siquiinto

_dissrama rerresenta el sentido de cads constante en el rrosrams!

-+ - . . e 0 - . . . ot

L JL - - |
PRIMLINEA N DIVISIONES DE M CARACTERES
| 3

e
LINEAIMPRES
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Las mismas codiclones exrresadas en forma matematica sor!
1)TAHABRAF ® LINEAIHPRES

&

2) 2 + PRIMLINEA + (INTERVALD * DIVISIONES) = TAMAGRAFys don-

de INTERVALD es dn‘nunero entero.

J)Ualor Maximo de Clase + 10 %% Tamano Pnrmitido 4w VUalor Ma~

S ximo de Frocuoncia 10 % Tau.no Permitido,
" Par- adewrlos con uns lines de- imeresion (LINEAINPRES) de 80,

 '9éﬁia boﬁrecto hacéi'un hiétosréma de ba'caracteres (TAHAGRAF) de

’1 6 divisxonas (DIVISIONES): con un tannno de intervalo (INTERU&LO)‘

71’de 10 u con 1a rrinera Lines (PRIHLINEA) ‘de &,

Alsunn faltl del cumrlimiemto do --tas condieionol sera ovi- -

sada ror el Prosrama.,

‘ALGORITHO EN PSEUDOCODIGD!

 PROGRANA HISTOGRAMA

" VARIABLES ~ USO  TIPO ' ~ FUNCION

- LIMITE .= Constaente Tln.no dll ‘arredlo:
I = Entero ' Contador.
N . € ' Enteto Numero de rares de dato-

CLABE - E/S Arredlo . Valores de punto medio de
oo e de 'Resles intervalo de clase "
FRECUENCIA - /8. Arredlo . Valores de frecuencis

: ' 'de Reales . R

'Pioudocodihotz,

BEGIN -

Pide datos a ‘ .

Lee N : L o
. UHILE not’ eof: 1o ;“,. "l
©CFOR 13wl TOON )
L Lee CLASEEIJ w FRECUENCIACIJ e .

fALL H!STDGRAHA (Np CLASE FRECUENCIA)

: ee . . B
- END. T SR RN O SUEIR R
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BUBRUTINAS
'1)¢HISTOBRAHQ (N» Xr NX)

Obdetivo. Crear - la dratica de un- histosrama a partir de los
valores aue lo son. dados.

"X

) VARIABLES uso . TIPD . FUNCION
N £ Entero Numero de rares de valores
E Arreslo  Valores de punto medio de
de Reales intervalo de clase
NX E ' Arreslo Valores de frecuencia

: " de Resles , : , _ .
DIVISIONES L Constante Numero de intervalos de frecuencis

- PRIMLINEA L Constante Tamano de srimers rarte de'la lines .

C TAMAGRAF . Lj*ConItanto' Temano de la srafica ‘ -

" LINEAIMPRES L Constasnte Tamano lines de imepresion R
‘INTERVALD ~ E/S Entero Tamano de intervalos de frocueneia.
NXNAX E/S R.al ) Manimo valor da frocuoncial f
‘Pseudocodilo:
rBEBIN

CALL MAXIND (NX» NXMAX» N) S P T TP
“CALL ETIQUETAB (NXs . NXMAX» INTERVALO) ' , R
"CALL CREAFBRAFICA (X» NX» Ny NXHAX)
‘Baltar un renslon.

asigna .8 NXMAX."

END' :

1.2 ETIGUETAS (NHAX: INTERU“)

‘anotivot Colucar 1los . v.lorel corrolrondtonto- » los’
intervalos de frecuencia en la rarte: sur.rior de 1a
lrlfica sodun las. div!siones marendo:. g

UAR!ABLEB uso TIPD wl FUNC!ON ’ C
ARRE . E Arrollo : Buarda cnractores do lines de lnlida‘,
) i Clrlctoros
NMAX E ”Roul Haxino volor de froeuoneia
INTERUA _E . Entero _Buarda valor dnl intorvalo
B . (en-caracteres) -
ESC L R.ll " Tamano del 1ntorv-lo de froeuqncia
. o - (on fumero) ’
- PASD. -L“vRoll R Gunrdo valores sucolivol de lll
: L' etiaustaes :

-j;ORRECTOR Dqéloago -Indieldor de’ éorroceion de fornatu




Pseudocodidgo!l

BEGIN
Inicializa varibles :
Calculas PASO : .
Calcula INTERVA ' g ‘
IF division incorrecta THEN
Mandar mensade
IF etiauetas no caben en el espacio asidnado THEN
Mandar mensaJe
CORRECTOR <--- false
Dibule marco superior
Escribe titulos
- Escribe etiauets O
- FOR J ¢{= 1 TO DIVISIONES DO
Escrioe etiaueta de intervalo de frecuancia ¥ un punto divisnr

Saltar un rendlon
. END
1.3) CREAGRAFICA (X» NXr N» NMAX)

ObJetivol Delinear la grafica del histodramar traduciendo
numericos de los datos » sus ‘eauivalentes draficos.

UARIABLES uso TIFO FUNCION
X E Arreslo Valores de runto medio de
de Reales intervalo de clase
NX E Arredlo  Valores de frecuencia
N E Entero Numero de rares de valores
E. Real Maximo valor de frecuencia

NNAX

3 rerresentar una frceuoneia
Enteros Contadores
Arreslo de Lines de salida aue duarda
Caracteres un numero de asteriscos
: corresrondiente a la frecuencia
CORRECTOR =~ L PFooleano Indicador de correccion de formato

I» Uy K
LSAL

-r
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Feeudocodido!

BEGIN
Inicislizas CORRECTOR
Coloca marco derecho e izouierdo en LSAL
FOR I $= 1 YO N DD
Calecula NXBALI
CALL LINEAPUNTO (LSAL)
CALL LINEABLANCO (LSAL)
Escribe muntos seraradores
Coloca NXSALI asteriscos en LSAL
Escribe LSAL
Escribe valor corresrondiente » punto
medio de intervalo de clase (X[LI1) sobre PRIHLINEA

IF XCIJ no cabe en PRIMLINEA THEN
CORRECTOR <-—-~ false

Escribe LBAL w una vez mas

CALL LINEABLANCO (LS8AL)

CALL LINEAPUNTO (LBAL)

IF CORRECTOR = false THEN
Mandar mensaJde

END '

. 1,3.1) LINEABLANCO (LSALII)
ObJetivo! Coloce blancos en LSALI

1,3.2) LINEAPUNTO (LSALII)

r'ObJetivo: ‘Coloca runtos en LSALI |¢sun las divisionnl L'}
_®1 intervalo ‘dado,
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1.2.3)~LISTADO DEL FPROGRAMA

PROGRAH H!STDBRANA (INPUTv DUTPUTY§ - .

CONST :
O LIMITE = 208
TYPE T ‘ .y
ARRED = ARRAY'EI..LIHITEJ OF REAL}
VAR .
Iv N : ! INTEGER}

CLASE! FRECUENC!A ! ARREG}

PROCEDURE Htsrosnana (N INTEOERO X3 annseo Nx : ARREG)}
CONST *. - , S

" DIVISIONES = 51

TAMAGRAF:~ - = 623
LINEATHPRES = 1324

VAR -

" INTERVALD ¢ INTEGER)
NXMAX ' REALY

“.{nuscn EL anon MAXIMD DEL ARREGLOY - .

PROCEDURE HAXIMD {ARRE 1 ARREG) VAR MAX 1 REAL’ N e xnrzosn)a

SO VAR 4

NN xutsnzas

BEGIN .

CJ =1
S MAX = ARRECJIS . -

C“FOR J t= 1 TO N'DD -

IF. ARRECJ] > MAX:THEN: .
MAX 3 ARRECJD4 - .

"‘ﬁ * END <FOR}$ i
END (PROCEDURE}-

(ESCRIBE sTxnusrns EN LA LINEA ns SALIDA}
: Pnogenunc ET!DUETAS (NHAX 3 REhLD VAR xNTERua H INTEBER)O
e AR
“ Joooe “INTEGERS
L ssc. PASO . $ REALS .
‘ conazcron $ soanano
" BEBIN- ‘
L ESCtw 04 .4
‘CORRECTOR - ts. Tnuzo o ‘
'PABD $= NMAX/DIVISIONES) :
© . 'INTERVA $= ROUND ((TAMAGRAF. - PR!NL!NEA - 2) / nzvxsxouzs)'
IR 24 PRIHL!NEA + DIVISIONES X INTERVA < TAMAGRAF ‘THEN - -
"©WRITELN.(’DIVISION INCORRECTA DE Lxuea IE SALIDA')D
. IF CROUND (1008 NMAX)) / 100 >= " . -
- :gg#: csxr ((INTERUQ - sa % LN (10))) THEN
unxrs (‘TAHAND DE INTERVALOS NO €S SUFICIENTE 1y
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+

URITELN (‘PARA ESCRIBIRSE EN EL ESPACIO DE ETIGUETGS Y
CORRECTOR #= FALSE}

. END <IF})

FOR J $= 1 TO TAMAGRAF DO
WRITE (/45

WRITE. (/¢ 1 LINEAIMPRES. - TAMAGRAF))

MRITELN (/PTO. MEDIO DE INT. DE CLASE/FRECUENCIA i

WRITE (‘473

WRITE (ESC : PRIMLINEA - 1 8 2))

WRITE (“0%30

FOR J i='1 TO DIVISIONES DO
BEGIN -
_EBC = ESC + PASO)
WRITE (ESC § INTERVA - 1 3 2))
WRITE C’0’08

. "END- {FORY$

WRITE (473

WRITE (“ i LINEAIMPRES - ranaenar)'

IF CORRECTOR = FALSE THEN. -

. WRITELNS

END (paocsnuns>t

{annrxca Los DATOBY s “ :
PROCEDURE CREAGRAFICA (X { ARREG) NX P aansno N 1 INTEBERI#.
Nnnx I REALO 'INTERVA ¢ xnvauzn)o e

~1vr:
u SALI - anaav :1..Tanannaru or cunn'

I Jv Kv NXSALIDA L INTEBER’
LSAL . ¢ 8ALIY
CORRECTOR . 8 IDOLEAN!

o {LLENQ Lﬁ LINEA DE BALIDﬁ CDN BLANCOB}
. PROCEDURE . LINEABLANCO - -(VAR, LBALII $ BALIDY
“7 BEGIN - | .
- FOR J = 2 7O TAMAGRAF - 1 DD,
LBALII[JJ §= ¢ /)
: END {PROOEDURE}O

{COLOCA PUNTOS PARA . DIVIDIR INTERUALOB)
PROCEDURE LINEAPUNTO (VAR LBALIX.'S SALI)S
_BEGIN
FOR J &= PRIHLINEA +1 70 rannekar -1 no
DEOIN :
LSALLJY t= *,7p
J t= J 4 INTERVA - 1; Cl st
END <FOR>S . , R
'END {PROCEDURE) P I P e

o azp:n »

CORRECTOR : 3= TRUED
LBALL1D $m 74/}
'LSALLTAMAGRAFD $= 747}
FOR I 1= 1 T0 N DO , ,
" UBEBIN ‘ ‘ S
NXSALIDA 1= nounn (<nx:1: / un»x) 'y (TAHQBRAF‘-:-;, -

U uAR
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PRIMLINEA - 2)) + FRIMLINEA + 13
LINEABLANCO (LSAL)#
LINEAPUNTO (LSAL)#
FOR-K = 1 TO TAMAGRAF DO
WRITE (LSALLKDF .
CWRITE (‘" ! LINEAIMPRES -~ TAMAGRAF)
FOR J 1= PRIMLINEA + 1 TO NXSALIDA DO
LSALLJD $= ‘%‘j
FOR K t= 1 TO TAMAGRAF DO
. WRLTE (LSALLKI)#
WRITE (/ 3 LINEAIMPRES - TAHAGRAF)#
JWRITE (‘+/)3%
WRITE (X[I] ¢ PRIHLINEA -2 3 1)
CWRITECY ‘)6
IF (ROUND (10 % X[CI1)) / 10 >=
ROUND (EXF ((PRIMLINEA - 5) % LN (10))) THEN
. CGRRECTDR t= FALSE}
¢ FOR K- PRIMLINEA + 170 TAHAGRAF DD
: URITF CLSALEKY) S .
T CWRITE - (*’ ¢ LINEAIMPRES - ThHhGRAF)i
FOR K $= 1 TO . TAMABRAF DD
- WRITE (LSALLK1)}
S WRITE (7't LINEAIMPRES - TAMAGRAF):
'END <FOR>$
LINEABLANCO (LSAL)$
LINEAPUNTO (LSAL)S . =
" FOR K:$= 1 TO TAMAGRAF DO
WRITE (LSALLK1)} ’ '
WRITE (" ! LINEAIMPRES - TAHABRQF)i
FOR J. TD TAHAGRQF DD o
: URITE (‘+7)% : )
- WRITE: (/7 .¢- LINEAIHPRES - TAMAGRAF)§
,IF. CORRECTOR = FALSE THEN Lo - o
BEGIN -~ :
WRITE (’FRECUENCIAS DEHASIADO GRANDEB PARA . ').
WRITELN- (fESCR!BIRSE. CORREO!R PRIMLINEA’)} -
. - CEND {IF¥i :
END {PROCEDURE}}

~ BEGIN , : ’ .

HAXINO (NXy NXMAX» NYI .

ETIQUETAS (NXMAXs INTERVALO)YS
~CREAGRAFICA (Ku NX: Nr  NXHAX» INTERVALO)v
" WRITELNS i

END {PROCEDURE PRINCIPAL}D

', € PRDGRhHh PRINCIFAL }

BEGIN
WRITELN (’NUHERO DE DATDB?')l

. READ (N)}

- WHILE NOT EOF DO A o

. 'BEGIN. : e
WRITE ( PARES?. DE VALORES. (CADA FUNTO MEDID /)9 -
WRITE ¢<‘DE INTERVALOD DE CLASE CON 8u CORRESFDNDIENTE 'y
WRITELN (/CANTIDAD DE BUCES0S)‘)}

FOR I t='1 TO N DO



KA S

READLN (CLABECIY» FRECUENCIACIT)}
HISTOOGRAMA (Nr CLASE: FRECUENCIQ)!
WRITELN (’/NUMERD DE DATOS?')‘

READ (N)}
END {WHILE)}
END.

1,2,4) EJEMPLO

Un bioloso desea obtener una imssen de 1a sbundancia de
ciertos irbolé; en relacion » las altitudes » las aue :o'cncuon—k
tran en uné‘detaruinoda afea. 81 cﬁontl ébn‘ln Qiluidnt. tlbla'dc_
dlstribucion de . frocu-nciav obtcner la srafica do un histolrama -

r.rtir de’ los datos.

Rlnﬂbﬂ“d. Altho. . Nofﬁb bfbolqs‘(in%cinrtuV.}ioir
©2000-2100 e s
© 2m00-2200 . 3
| ;‘g?dé-éébo O ﬂ;”géi“*
2002400 s
Sincin e et
'uzsoo-zaoo"“, o 1es
" 2600-2700 o anm
: 27oo-2ooo S 139
2800-2900 - 122
‘:'2ooo~3ooo o ;\17‘ 71
3000-3100 R 29

,3100-3200 . . 2
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CORRIDA

NUNERO DE DATOS?

11

PARES DE VALORES? (CADA PUNTO MEDID DE INTERVALD DE CLASE CON
CORRESFONNTIENTE CANTIDAD DE SUCESOS)

2050 6
2150 3
2250 21
2350 57
2450 101
2550 166
2650 179
2750 139
2850 122
950 71
3050 29

3150 2
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FHHE R R R bR bbb

PTO. MEDIO DE INT. DE CLASE/FRECUENCIA —-%
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Hokk
ok -
2150.0 *x
XX
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© 2250, 0 kokkkkkR
< KRRk

. .
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KRR ARIAR R XK KK KK
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2+1) INTRODUCCION

La teoria de matrices tiene su orisen en los trabaJos de
tres matematicos indleses! Hemilton, Silverster w Canes- publi-
cados alrededor de 1850, Desde entonces ha sido una de las ramas
de 13 matematica de més fecunds arlicacion en los mas diversos
camros de 13 ciencias fpn indisrensable rara auienes trébidan an
discipl§nll tales como la fisicar la in!onioriii‘la estadisticar
la  economiar» 1la adngnistracionv s P;icqioliay 1» sociolosiar

etc.

A Pesar de todos aun how éxisio'un;lrupo numeroso de Pr6f9~
sionales no faniliarizodo con esta materia. A cantinuécion Fre-
sentamos los concertos basicos antes de su nanido en 1s comruta~-

doral

Una. matriz es . un arreslo de elemantos rertenecientes a un’
campo Kr» distribuido en m renslones v n columnas’ si denotamos a

“una matriz con Jl‘iotra Av entonces iovnlthiz h;tiqﬁiili'foryat

’_O' a XX —1
11 12 in
) 8 A ves B
: 21 22 2n
Aa ¢ . . [
) . .
. . 0
a 3 eoe B
ml 2 mn
- ' o~

‘donde 5 es el elemento del i-~esximo rcnnlon,ﬁyde lakJeosina‘cq~

lumna.,

Se¢ dice oaue esta e@s una natriz de m ror no biens de.mxr.
Loz elementos de la matrizr como se menciono rertenecen a un cam—

ro K (realess comrledosr funciones en oi espacio del tiemros
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etci).

‘Al ser una matriz un arredlo ordernado de elementosr esto
rarmite aue al aplicar cierta metodolodia a dicho arreslo se ob-
tendan una serie de resultadas aue resrondan a los interrodgantes
ror los aue se orisino el arredlol entre aldunos de los procesos
en los ouw se utilizan arreslos noiriciales se tiene! Jerarauiza-
cion de éctividades: almacenamiento de datos» inventarios» rerre~

sentacion de sistemas dinamicoss sisicnas de ecuaciones» etc.

Debido a» 1a distribucion particular aue presentan los ele-
‘mentos de una matriz, estas se clasifican en distintos druros en-

tre los aue se tienen!

a)Matriz Cuadrada, Es sauella matriz en la cusl el nuiiro de

rendlones es isual al numero de columnas. EJnnPlot

1 2 -4
A=i8 012
3 1 -7

b)Matriz  Nula. Es souella matriz de cualouier orden en la
aue 8= 0 Para todo i wJ=1 .., Nr oo sea;'én la- aue todos sus

elementos son nulos. Se rerresenta con 1a letra 0, EJemelo!

000
0=05=/
. 000
~ c)Hatriz Identidad. Es una matriz cuadrade en ls cual los
#lementos de 1a diasonal eprinciesl (aouells oue va del extremo
surerior . izauierde al extremo infcrior'dorscho) son unitarios v

'ol rolto nulosv es decirs cS = QO i< °U = 1y i = J. Esta ma-

iriz  se donotn con In dondo n’ L1 el orden de la n-triz. EJ!n-



37

rlol

1000
I . =0'100
4 0010
0001

d)Mntriz ‘Diasional. Es una matriz cuadrada cuuds eleuuntos
son cerar con excemrcion de los aue foruan la diagonal prinoipalv

as deciry dU =0 si iU, Edelplot

. Un tiro uspoci.l de uotrtz dtalonnl os aounll. on 1. ouo to-;

dos los olonuntou DiJ de 1. dialonol rrincipol son ilualos . Estd.f .

.tino do lotriz ln denoninl notriz Qlclloro EJonrlot -

.)HCQPIZ‘ Tronsruustl. Es unu .ntriz de nua. uuof.

[-¥-N. ]
‘omo
. X-N-]

': wnrttr de una nltriz A tntnrcanbtundo ronllanlt ror colunnas- us

-
decir 'Q" 8;; « 8e denota ror A . EJ-nplot

il
' a a » ‘ s 8 | .
A= 11 12 13 + i1 21
8 a » A =a a'}
21 22 23] - 12 22|
o ‘ s m
13 23

f)ﬂltriz Simetrica. Ej aauella matriz cusdrads aus es isual
: t
a su tranuruolta ‘0 A = A es doeirr .% = 8 rars todo 1vJ = 1

Leee No EJQIP103

obtiono a
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2 -3 71 . 2-3 7

A=|{~-3 4 8 A =|~3 4 8
’ 7 8 6

Con el condunto de matrices se define un alsdebra con las

oreraciones sisuientes! Sumar multirlicacion ror un escalar ele-

mento de K w la multirlicaccion matricial.’

E1 mroducto de un escalar ror una matriz se define asi! Seas

X en K ¥ A una matriz cualauier entonces KA = (xaos) = c'j' 1)

todo 1 w J. EJemrlo!l

3x2 3x4 6 12]
KA = ) ‘s .
3k6 388 | |18 24

- Para usos Praeticos no es n-colorio inplonontar una lubruti-

_ﬁa Para' este fin. Observacion! Lll natricos txn con eonroncntclf,

' cn un .campPo K- fornan un espacio v-ctorial sobre K.;




- 2,2) BUMA DE MATRICES

2.2,1) INTRODUCCION

Se define la adicion de matrices solo cusnhdo tienen el mismo
orden, Se define 1a matriz C = A + B como aauella matriz cuua

comronente en el renslon "i* w la columna *J" es!

c =3 +b
iJ iJ iJ

La rests de matiices es eavivalente a wultipiicar escalar-

- mente uns matriz ror -1 ¥ Eumsrla » otra, s deciri

A-~B = A+ (<B)

2.2.2)‘P§oqnnnh SUMAT -
*anETIUQ}‘ ;
V‘OQtnﬁ.r. 1a suas notricial do Jno o vorios plreﬁ d; n.t}icosk
. do 1a misms dimension.:
/% b:séklpcxou

El rrosrana ofectua la suma’ de dos n;tricoi A v B do ordon

MxN los ‘datos oue se le. daran son los Qllorul de H 1Y Nr ldllll
flos co-flciontes de las nstric-s a sumar, 8. rcconinndl dar los
componen*ns,_de- las nmatrices renalon ror rendlon rara nvitar :

eauivocaciones.
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ALGORITHMO EN FSEULOCODIGD

PROGRAMA PRINCIPAL

VARIABLE uso TIRO FUNCION
. REN . - Corstante Numero mawimo de renglones rara
1a matriz usada en el FProdrama
. ) : (es modificable).
coL . - Constante Numero maximo de columnas rara
' i V 1a matriz usada en el rProdrama
{es modificable).

Ar B .~ E Arreslo Matrices usadas para hacer la
de reales operacion matricial,

c E Arredlo Matriz que contiene la suma de
de reales las matrices A u B,

- N M £ Entero Son las dimensiones de lag ma-
' = © trices a sumar.

Pseudocodido?
REGIN
Escribir letrero. de entrada
leer M w N
WHILE no sea fin. de archivo DD
CALL LEEMAT (ArMsN)
- CALL LEEMAT (ByM/N)
CALL SUMAT (ArBrCrMsN)
. Escribir letrero de salida.

‘ Escribe letrero rara redir mes. datos R
EN['. i . o L - N

- BUBRUTINAS
1) LEEMAT (DrMeN)

ObJjetivo! Esta subrutina  lee, une matriz de orden ﬁuN: I es el

nombire de la matriz,
 2) ESCMAT (DrMaN).

.ObJetivof Esta subrutina escribe una matriz de orden MxN» eﬁtgs

valores le entran comn rarametros asi como 1a matriz a escribir,
- 3) BUMAT (AsBsCrMyN).

g ObJetivol Efectuar 1la suma matricial de dos matrices del mismo
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ordenr las matrices sumando son A 9 By la matriz C es la matriz

SLma

VARIARLE uso TIPO FUNCION
LA E CArredlo Matriz sumando de ordern MxN.
de reales
- B .E Arresdlo Matriz sumando de orden MxN.
de reales ' : .
[ s Arredlo. Matriz aue contiene la suma de
de resles las matrices A w B,
My N E Entero FParametros aue indican las dimen-
siones de-las matrices a sumar,
Feeudocodido$
BEGIN

FOR I =1 TO M DO
FOR J = 1 TG N DO L
. CLIrJI $= ALI»J1 + BLINJD
END,

N .



2.2.3) LYSTADD DEL PROGRAMA

PROGRAH SUMAT (XNPUTvDUTPUT)S
CONST
REN = 124
coL = 104
TYPE . _—
MATRIZ = ARRAYL1.,,RENs1,,COLI OF REAL}
VAR :
Ar By C ! MATRIZj
Ny M $ 1..RENS

PROCEDURE LEEMAT (VAR D ! MATRIZS M» N ! INTEGER)S
VAR .
I» J ! INTEGER?
BEGIN
FOR It{= 1 TO M DO

FOR Ji= 1 TO N DO
READCDLI» JJ)3
WRITELN
END(XLEEMATX) §

PROCEDURE ESCMAT (D ¢ MATRIZ} M» N ! INTEGER??
VAR ’
Ir J ¥ INTEGER?
BEGIN
WRITELN:
FOR I $= 1 TO M DD
BEGIN
MRITE (/L1
FOR J i= 1 TO N DO o
. WRITE (DLCI»J1 4 12 % 4))
“WRITELN ('3°)} ’

END
END(X ESCMAT %3

PROCELURE SUMAT {As B ! MATRIZS VAR C : MATRIZj
: " My NI INTEBER) S

VAR ; ~

Ir J ! INTEGERS

BEGIN '

FOR I =1 TO M DO

FOR J t= 1 TO N DO
CCI+J3 t= ALIYJD + BEI»J2
ENDCK SUMAT %))

1 PRQBRRKA PRINCIPAL >

BEGIN

"WRITELN (’DAR LAS DIMENSIONES DE LAS: MATRICES 7))

- READ (MsN)$

WHILE -NOT EOQF b0

BEGIN ‘

WRITELN ('DAR‘LD NEHTE3} DE LA MATRIZ A*Y
LEEMAT (AvHsINY3
WRITELN (’DAR CONFONENTE3 DE LA MATRIZ B‘)



LEEMAT (BsMeN) b

SUMAT C(A»B»CrHeN) 3

WRITELHN (' LA MATRIZ SUMA ES!’)}#
ESCHAT (CrMsN)$

WRITELN?

WRITELN ¢/ DAR LAS DIMENSIONES DE LAS HATRICES X

READ (MsN)}

LW

END
END,

2,2.,4) EJEMPLQ

Una emrress fabrica loé productos Ar By Oy que se rrocesan

en los talleres Tir T2y

de semana son!

T3» 4 T4, Si las existenciass al errincirio

c

A B
71 2000 380 275
72 500 250 215
T3 400 225 150
T4 660 380 220

% durante 1a semana haw la sinuiohtc‘rrodueciént

_ A B c
T1 40 70 57
T2 95 465 60 -
T3 90 100 110
T4 75 80

EL]

fDqtdrmine 1» produccion iotal aue tnndra él 1hvnntarib sema-

nal si se ssbe aue la earresa no hizo rir.ntolkon 12 semans.

La solucion a este rroblemar introduciendo directamente los

datos 3 la computadors es!

DAR DIMENSIONES DE LAS MATRICES

4 3
'DAR COMPOMENTES DE LA HATRIZ "
200 380 275
500 250 215
400 225 1350
460 380 220
DAR COMPONENTES DE LA mmuz B
0 70 . 57
95 65 60



44

90 100 110
75 80 55

LA MATRIZ SUMA ES!

260.,0000 4%50,0000 332,0000
595,0000 315.0000 275,0000
690.,0000 325.0000 260.0000
735.,0000 440.0000 275.,0000
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2.3) MULTIFLICACION OE MATRICES

2+3+1) INTROBUCCION

Para efectuar el producto matricial entre dos matrices dadas
A ¥ Br se debe cumplir aue el numero de rendlones de A seas isual
al numpero de columnas de B. Esta éondieion se conoce como confor-
midad prars multirlicacion de nairiclsv es decir! si A es de 6rden
MxN 4 B es de aorden Nx8» se define el rroducto aﬁ como 1a matriz C

de orden HxS8 cuva rentrada (i,j2' es isgual a!

e = :E: a b
iJd ik kJ
k=!
iumipseerM JmlyoeeerS

Cabe mencionar aue @l eroducto matricial es distributivo res-
Fecto s la iu-lv es asocistivo ¥ no ob‘eonnbtativbb as decir cum- -

: g;c con ldq rroriedades! dadas las -htriccllhi Br C conformables.
a)‘a_(n+c)-an‘+ac' |
b) SI x rertenece » K entonces A(XB) = x(AB) -

o) d(ic) = (ABMC

d) AB diferente de BPA en l.nor;l.
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2,3,2) FROGRAHA MULTHAT
DRJETIVO!

Implementar el producto matricial de matrices conformables en

1a comrutadorar rara varias raredas de matrices conformables.
NESCRIPCION

El rrodrama multipiica cuslauier rar de matrices conformables
hasta de orden 12x10y en caso aue se auieran multirlicar matrices
de magor orqenv mod;ficar las constantes. del Pros;aha REN v COL
‘sedun se reauiera. Si se auiere multirlicar dos metrices de ordeﬁ
LuxM 9 MxN» el prodrama redira dimgns}bnes de las motrices a multi-
Flicari se deben dar tres valores! Lvr M u N én este orden. Se re-
comienda dar los::cmbbdentesfde.las matrices ror rendlonesy rars

meJdor claridad,

 ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO!
-,

FROGRAMA PRINCIPAL

VARIABRLE uso TIPO FUNCION
REN - . Constante Numero maximo de rensglones rara
la matriz usada en el rrodroma
_ ' (es modificable).
coL - - Constante Numero maximo de columhas rara
la matriz usada en el programa
(es modificable).

A E Arredlo Matriz rremultirlicadora de ord-

; » en LxM,
:] E Arreslo Matriz rostmultirlicadora de ord-
: " en  MxN,

. C 8 Arreslo Matriz rroducto de orden LxN.
LsMeN E

Entero Son las dimensiones de las matrices
a multiwlicar. .
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Pseudocodidon!

BEGIN
Leer dimensiones de las matricesr Ly M w N,
WHILE fo sea fin de archive DO S

CALL LEEMAT (AsLoM)

CALL LEEMAT (BsMsN)

CALL MULTMAT CA»BsCrLyMsN)

Escribe letrero de calids

CALL ESCMAT (CrL»N)

Leer dimensiones rara otras matrices.

END, :

SUBRUTINAS
1) LEEMAT (DiHeN) ~ o 5”'ink“1]' S
(Leo una matriz de orden HNNr ver sec, 2.2.2)." IS

2) Escyhrj<nl.n2.p.L.M.N)

(Esétiﬁn una matriz de orden MxN» VQP‘IQEo”Z;éoQ)d o
3) HULTMAT(D1sD2sPsLsMsN)

_ObJetivol Multirlicer dos mn&ricenbconforhiblbso -

VARTABLE - .Us0 TIPO ‘ FUNCION R
P TE  Arreslo Matriz rresultirlicadors de ord«-
i e de resles  en LxM.

D2 E Arresilo Matriz Postnultirlieldorl de ord~
de reales en MxN, :

P : S Arreslo MNetriz rroducto do ord-n LNN.

i - de reales

AUX L Real " Varisble auxiliar rETS ofectuar

01 Producto ultrieiol‘ ‘
Pseudocodiso! ' ‘
BEGIN "

FOR I 3= 1 TO L DO .
""FOR J 1= 1 TO N DO
AUX <=~ 0
‘FOR K t= 1 TO M DO
. AUX <=== AUX + DICI K3 X D2£K1JJ
PCIrJ] <~--- AUX
END )
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2.3.3) LISTADO DEL FROGRAMA

PROGRAM MULTMAT (INPUT;OUTPUT)?

CONSY

REN = 12}

CoL = 10}
TYFE

MATRIZ = ARKAYL1..REN:1..COL] OF REAL?
VAR

Ay Br C § MATRIZ#
Ne B oL 8 1..REND

PROCEDURE MULTMAT (D1, D2 ¢ MATRIZ# VAR P & HRTRIZ?
L» My N ¢ INTEGER)}

VAR
I» J'K ¢ INTEGER}
AUX ! REAL}?
"BEGIN

FOR I ¢=1 TO L DD
FOR J =1 TO N DO
BEGIN
‘AUX 3= 0.08
FOR K ¢= 1 TO M DD .
AUX 3= AUX + DILIyK]1 % D2IK»J3$
FLI»J] = AUXI
END
ENB(* MULTMAT %)3

{ ' . FROGRAMA PRINCIPAL > 7

BEGIN
"WRITELN (‘DAR DIHENSIONES [E LAS NﬁTRICES’)l
READ (LoMsN)$ :
UHILE NOT EOF no
BREGIN ..~ ’
WRITELN (’DAR CGHPUNENT"‘ DE LA MATRIZ A’)i
LEEMAT (AsLsM)}
WRITELN (‘DAR ZGWﬁﬁn;HTES DE Lﬁ HATRIZ R )}
~ LEEMAT (ByMoN) )
NULTMAT (AsB+CoLoMeNI$ - .
WRITELN (’ LA MATRIZ PRODUCTO ES:/ )i’
ESCHAT (CrLaN)?
WRITELN ('’ DAME LAS DIHENSIONES DE LAS MATRICES ’)l
. READ (LsMoN)$ ‘
END
END.

2,3.4) EJENPLO
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Un agricultor produce 3 rroductosr maizs trido w cebadar con
. tres factores de nroducciont tierras mano de obra w wuntas de bue-
V’uos. Las unidades (ror semana) aue reauiere de cada factor de ero-

* duceion rars tener una buena. cosecha sont -

kvm!ff : - : . -
: **\\ S o Tierrs mano de obra wuntas
o maiz 20 20 18
wtrigo 10 12 i
elbldl 5 - e . 9

Si los costol unitariol de cada fuctor d. rroduceion sont

ticrra 300
nlno de’ obra .3 500 S
uunta. ) 1 000 .

'-anotorlinnr ol costo tot.l do cnda rroducto dobido al

"factor de. produceion ‘aue rouuiuro.

La solueton a oltc Problon.- introduciondo los dntos diroctanonto

la co-rutadorn el3 _ B

| 'nnn LA n:nsnsrouss nE'LA'n»rnrcss
SO 3 F
AR coMPONENTEs DE LA nara:z n
- S0 At
a2 3

_ Loogeel e '

- DAR conpongures DE LA n«rnxz B
S 3000
W 3500
= 1000

LA HATRIZ PRODUCTD ES

9400010000
- 5800040000 -
3850040000
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2,4) INVERSION DE MATRICES

2,4.1) INTROBUCCION

Sea A una nati{zﬁéuadradéfdé 6}den N. Se dice aue A es inver-

tible - o no singular ‘si exite una matriz B cuadrada de orden N tal

aue!

nondo A 'ostrella ' os l

'terminanto de lo n.trlz Ai

1nf1ere aue rara’ oue exista ln 1nvor¢¢ se reauiere nue Ihlfno seaj

no es convnniento

 digital - crlicand

340 millonel’de ortraciones con el Qotodo directo.
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, VPara rcsnlvur el Probleua axisten notodus conplet.nonte sis-:~_"'
ftﬁ;;ticos X rnlltiv.nnntu R inclcntcu " -como ’\.1 notodo dcﬂi'
MBAUSS-JDRDAN modificedo el cual consistq n lo liluicntot partien-ﬂiie'
-do del arrtdlo o

;m’._xm

fHondo An s 1a -otriz L X 1- nun se busca’ 1. inver:a- In o- 1s ma-

triz 1dontidld (tlnto hn cono In son de ordnn n)- u nplienndu ll-:‘,ﬁ

'luna do lls |tluicntcs trnntfor-.elunoc s dicho orro!lo }j,
‘;jf.5=1ﬁt¢:éiapio;ue1 roniibthi‘Por‘élykJ

b) nultipltcocinn d- un ronslon Ri tor un llclllr c dtfcronto

de corov .l docirv rucnrlazcndo Ri ror eRt

" 'c")

suna dn lcutnultitlos do un rcnllon'o otro- cs .ici‘

-npllzando ol ronllon Rl PDP Ri + cRJ (Jdi)-

nion do los ?l-nontos li ofoctu:“rjvntonndo -cbro las nluoros -1.~\"

n.

) --ntos ;auo nu.d 1: m.triz A o -n su; notric-l nbtonidus ', N
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rartir  de esta ultima por transformacioni se. tiene cuidado de no.
voarlear épmo;rivoteé;olbpbntqs de rendlones uué‘ua_han Sidé ut;li—

- zados édqo-Pivotdl.

2,4.2) PROGRAMA INUMAT  °

OBJETIVO!

Inrlunontlr la invorlion do matrices en la conﬂutadora por 91'

‘pﬁ'fmetodo do GhUBS JORD&N; para una o varias notrico Jno sinlula os.::;f;"“

ff@}ng§CRxPc16N

= L€‘ nntﬂEda do oste prulranl i la dlnension de la natriz av

:f:ainvortir lsi como lol co.ficiontos do la niina. Lrllcon:tant. 7d--fvu

‘5:f ntdal Pu.dnn ‘iqn} lndifinldll sclun se rooutor

'.fdar los Cﬁmponentes do ln matrtz rur ronllonn q:}

'vALebﬁriﬁo35~;k9é0nb¢6n1bo£"

Hrnnanana PRINBIPAL

T VARIABLE USO TIPO . s FUNCIDN L
: e Const.nto Critcrio rara deterainar sl el
S determinente de 1» natriz eon- -
siderada es nulo. '

"Ny Con;tohto Orden maximo nosiblo rorl los,f LA
o = L ,».otrieo- usadss en el rrograma
Nl Rt ' " Ces.modificeble), o
A e Arrcllo Matriz a 12 oue ‘se: 1 busc' a

S D45 de resles. 1a inversa. - R
CMe g “EntaroOrden de le mstriz .
- DET o Parssstro aue indics #i el do— e

Real: :
s : tor.in.nto d. 1: natriz bs nulo '
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Pseudocodiaonl

BEGIN
Leer el orden de la matriz.
WHILE no sea fin de archivo DO
CALL LEEMAT <(AsMCyME)
INVMAT (AsMCyEPS»DET)
IF determinante de 12 matriz es
mavor aue EPS THEN
Escribe la matriz inversa
ELSE -
Escribe letrero
Leer orden rara otra Matriz,.
END.

SUBRUTINAS
1) LEEMAT(D/M:N)

(Lee una matriz de orden MxN: ver sec, 2.2,2)

2) ESCMAT (DyMsN)

(Escribe una matriz de orden MxNs ver sec. 2.2.2)

3) INVMAT (AsNsEPSsDET)

ObJjetivo! Obtener la inversa de una matriz. no singular. -

VARIABLE uso TIPD. - FUNCION. '
A . E/S Arrestlo Matriz a le ave se buscar.wla
. de reales inversa. o
N E Entero Orden de 1a matriz A,
EPS E Real Criterio pars determiner si el
deterninante de A es nulo,
DET 8 Real Parasetro aue indics si el de-
. terminante es cero.
e L Arreslo Matriz identidad emrleads para
: de reales obtener la wmatriz inversa. -
" LCsLR L Vector  indicadores de renstlon w co~
: entero lumna aue se utilizZan.
MVR'MV " C L Vector contadores aue indican cuales
rensdlones w cuales columnas
fueron emrleados como mrivotes.
RA MAX L Mauor elemento de 1a matriz A

o de sus transformaciones esrle-
: ado como elemento mivote, .
TEMP‘ L Real Variable de localizacion teamporsl.
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Fseudocodido!

BEGIN

Inicimliza en cero los contadores MVCLCID

¥ MVRLI) rara toda I.

Se obtiene la matriz identidad en C

K €= 1 »

DET Lm—m |

WHILE (K <= N) AND (DET > EPFS) DO

RAMAX === 0,0

Lc {===0

LR m==0

Encuentra el wmavor rivote ALYI»J) De los

no considerados w lo derosits en RAMAX, dela

rosicion en LR w LC wrara I w J respectivamente.

DET <{--~ valor absoluto de RAMAX

IF DET mawor EPS THEN. :
Hace rermutaciones de renglones para aue 1l rivote
auede en la diasonal. . ' ‘
Normalizo el mivote (divide entre RAMAX todo -
@] renslon donde esta el pivoter en A uw C),
Hace ceros arribe w abado del rivote.
Asigna LC a MVRILC] w MVCCLCD rara
no. usar ese rivote rosteriormente.

Increments K en uno. - g

Derosita los valores de C en A,

' M




2.4.3) LISTADBD DEL PROGRAMA

PROGRAM INVMAT (INPUT»OUTPUT)

. CONST

EFS = 0.,0000001%

N1 = 15#
TYFE

MATRIZ = ARRAYL1..,N1r1..N1] OF REAL}
VAR

MC ! 1..N1B

DEY § REALYS

A { MATRIZ}

PROCEDURE INVMAT (VAR A ! MATRIZS N § INTEGERS EPS ! REAL}
VAR DET ¢ REAL))
TYPE
VECTOR = ARRAYL1..N11 OF INTEGER)
MAT = ARRAYL1,+N1r1..N11 OF REALS

VAR
C ! MATH
Ie Jv K ¢ INTEGER?
LCr LR $ INTEGER?

NVR» MUC ¢ VECTOR)
RAMAX: TEMP ! REAL)
BEGIN
< ACTUALIZACION DE VALORES PARA INICIAR PROCESO >
FOR I i= 1 70 N DO
BEGIN =
MVRCID t= 0P
NVCCI1 t= OF
ENDY - -
< OBTENCION DE LA MATRIZ IDENTIDAD >
FOR I 1= 1 TONDD -
FOR J t= 1 YO N DO
IF I =J THEN CLIvJ) 1= 1,0
ELSE -
. CCL1rJd t= 0,00
: OBTENCION DE LA MATRIZ Invsnsn >
t= 1)
DET i= 1)
WHILE ((K <= N) AND (DET > EPS)) Do
BEGIN .
"RANAX 1= 0,09
LE . ta Of
LR =00
_FOR I t=. 1 TO N DO
IF MURLIY <> I THEN
BEGIN
FOR J $= 1 TO N DO
IF MUCLJD <> J THEN o
" IF ABB(RAMAX) < ABS(AEI-JJ) THEN
BEGIN.
RAMAX 3w ACT,J2)
LR $= 1)
LC = Js




END#

ENDj{

DEY (= ABS(RAMAX) §

IF DET > EPS THEN

BEGIN

IF LR <> LC THEN

FOR I &=,
BEGIN
TEMF i=
ACLR» I
ACLC,I3
TENP
CLLR»1D
cric,I12
END}

FOR I i= 1
BEGIN
ACLC» I3

. CCLE.ID
END

FOR I =1
IF I <>
BEGIN
TEMP (=

BEGIN

10

N IO

ACLR» 113

1=
=
i=m
=
i=

T0

LC

ACLCY I
TEMPY
CLLR» 139
CCLC»129
TENPS

N DO

ACLC+ I3 / RAMAXS
CLLCYII 7 RAMAXD

N DO
THEN

ALILCDS
FOR J i= 1 TO N DO

ALIrJI &= AEI;JJ - TEMP % ACLC,J35
CLI»J3 t= CLYIyJ1 - TEMP X CCLC,J23

END
END$

.. MVRLLC] = LC}
MUCLLCD t= LC#

END#

K=K

END(R DEL WHILE %

4]

FOR I t= 1 TO N DO
FOR . J i= 1 T0 N DO
ALI»J] ¢= CLI»J2%
END(*!! DE INUMAT ®%k) 3

BEGIN

€ PROGRAMA  PRINCIPAL )

WRITELN (‘DAR EL ORDEN DE LA MATRIZ')}

READ (MC))
WHILE NOT EOF
HEGIN

1)

WRITELN (‘DAR COMFOMEHTES DE LA MATRIZ A’)3
"LEEMAT (AsMCoNC)H
INVMAT (A/MCrEPSIDET)

“..IF DET > EPS THEN

BEGIN

WRITELN (‘LA HQTRIZ INVERSA ES!’)O
ESCMAT (ArMCrMC)

END
ELSE

56




WRITELN (“NO EXISTE LA MATRIZ INVERSA‘)}
WRITELN (’DAR EL ORDEN DE LA MATRIZ’)}
_ READ (MC)?# '
END
END.,

2+444) EJEMPLO

Obtener 1a inversa de 1a matriz!

i 1 2
1 2 3
>3 2 1

Introduciendo directamente ios«dptnl a la.eonrutadbr.!v E
DAR EL ORDEN DE LA MATRIZ =
3 e
DAR COMPOHENTES DE LA MATRIZ A

1 1 2
X 2 3
a2 1
LA MATRIZ INVERSA ES!
71,0000 -0,7%00 0.2500
-2,0000 1,2500 042500

~1.,0000 ~0.2500 «0,2500




© . III) SOLUCION DE BISTEMAS DE ECUQCION‘EB‘LI»N‘EGLEB '
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3+1) INTRODUCCION
Un sisteme d@ ecuaciones linesles de M scuaciongs con N in-
vcoanitaso tiene la sisulente rerresentacion?
a X +8 X +4+ 4 4ta x =b
111 122 inn 1

a X +a8 X + .+ 00t a3 %.20b
21 1 22 2 ! 2n n 2

* * L] L » (l)
3 % 48 ¥ ++ 4+ 0e4+a x' =mb
ml 1 n2 2 P LG [
Donde @ 9 b (i=1.2r..;van-;aZQ...-n) son conitahtos,u

idg J

Lai % son las incosnitas del sistema.
i -

Matricialmente sste sistess se rorroldntp'cn 1s formal

Ax e b 2)

A se conocﬁ"cono‘la matriz dq>coef!ciont§n‘dil'sistin.~.'
b vdctop_ddytirniﬁos inderendientes.. L

N Oeetor de incoin;tas.

‘Ahora veremos condiciones bado lps cuples (1) tiono spluélon.
Hav aue agraser aue estOl‘rosultodbs'nn‘son constructivos) no nos
dicen cqiq- obtener 1a solucions x de (2)y jsto lo veremos en 1a

sisuiente seccion.

Haw wlguns iorninolosin asociada con al'gist-aa (1) v la so-
lucion .matrici@l (2), Sea A matriz de order: MxNr si § >N el sis~
tema se le llame sobredeterminado thay mas écu?eionea ave incogni-

tas) si M <N e2l-gistems se llama indeterminédo (hay mas incodgni-~
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tas oue ecuaciones)? si b = 0y gl sistemo se llama homosienan.

Un coriterio clasico rara deterninar una solucion de (2) este

contenido en el teoremal’
TEOREMA.~ La ecuacion Ax = b tiene una solucion si w solo si
Rando (Arb) = Rando (A)

Donde:
(Arb) Se le conoce como matriz sumentads del sistema
Rando (A)-es la cantidad de vectores linealmente
inderendientes del conJunto de vectores

columna (rendlon) aue forman la_matfiz A

Sin embarso un sistema de ecusciones wuidevtenor uns unica
solucion o und infinidad de lolucionnlv en el wrlner caso se 1lama
sistema compatible d-t-r.inndo; Y en el sesundo liltenl conrltibll

' indetermirado, En el caso aue un li't.hl no tensa solucion's- le

l1lama sistema 1ncompatibie.
Un sistems comratible determinedo se caractdfiza,ror:
Rango (A) = n (numero de incodnitas)

Un sistens eoaratiblo indeterminado se cnrlctoriza port

Ranso (A) < n

Unh sistema ineonwatibio se caracteriza ror!

Ran!ob(h) < Rando (Avb)r
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3,2) METODO DE GAUSS-JORDAN

3.2.1) INTRODUCCION

Dado el sisiema de ecuaciones AXx = b el metodo consiste en
trabadar con 18 matriz de coeficientes w el vector de terminos in-

derendientesy e@s decirr con la matriz amrliada del sistemal
(Avb) ‘ (2)

A dichs matriz se le arlican uns serie de transformaciones

aue éonduccn a3 obtener otra matriz amrliada eupivalentet
(InsC) _ (3)

Donde C rcprosenil ls solucioh de cada una de las. incosnitas
.del sistems, E1 sroceso eauivale a P;QDQIQ{PI$CCP'18 ecuacion (2)
ror 1a inverss de Ares deciry el aetodo de 1 mniriz inversar solo
aue este hitodo consiste en uns eliminacion sistemastica qo:valo-;..b
roi. La trlnsfornacidn dévla satriz (2) en 1z matriz (D li efec-
tus besandose en tres oreraciones aus. no lltﬁran el pii@onq de
chaéioﬁosr sino ndo‘Prbrorcioﬁan listnhin de ecuaciones guuin-

lentes: ellas son?
@) Intercambio del renstlon Ri hqr el RJ,

h) Multirlicacion de un rohilon Ri rOor un escalary cr dife~

rente de ceror es decir reénpllzandp Ri eor cRi.

c) Bums de sauimultirlos de un rensglon a otro rendlonsy es de-

ciry reemplazando el ranglon Ri ror Ri + cRJ (1 < 0D,

Para 8rlicar las oreraciones snteriores se rrocede er la si-
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gulente formal

(1) Seleccianar un renglon Pivote'a-un'élemgnto‘Fivute dentro

de dicho renglor.

(2) Normalizar el elemento rivoter es decirr hacerlo upita- .

rio,

(3) Cancelar elementos aue se encuentren en 13 columna arriba

8/0 sbado del elemento pivoter mediasnte la transformacion o).

. (4) Resdresar al paso (1) v asi sucesivamenter hasta aue 1a
matriz de coeficientes originals As queda transformada en una ma-

triz identidad In.

Debfdo 'a aue durante el eproceso se;bresentaﬁ‘orrorea PdF'PI;L
dondeor la farma oétinl de escoder los ele-éntqs Pivoto; es selec—
‘cionar éi mavor elemento que auede en la matriz A o én BUS tréns—‘
formascionesr en la k-esima i(erqcion. Hau'n&e tenérypresente_due
los élementos.de un rendlon aue ya fue s?leccionado_cémo 11ng§ pi~

vote -no. se rueden usar como rivotesr aun cuando el mavor elemento

auede colocado en dicho renslon:

Al séleceionar los rivotes en la forha an{és mencionadar el
gr%oﬁ'_se reduce a1 minimor u d§b1d6”| Qué.wuedd'auedar una matriz
no identidad al termino de las iteraciones, es necesario efectuar
un “intercambio de lineas hasta obtener In. Cabe menciorar aue el
prnsenﬁo netodo. es un motodo directo de solucion aue no Eenuiere
aue se -determine con anterioridad si el sistemd es compaiible ¥
determinador el metodo dursnte el proceso Propérciona dicha 1nfor~‘ o
macion;“ . ' | |

o
-+ El congapto d2 piveots se entandsry mas claramante €5 la si-

guiente sececion,
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81 el sistems es compatible w determinador el rprocedimienteo

deserito se rpuede llevar 2 cabo sin contretiemros hasta llesar ai
(In:C)

51 el sistems es compatible rero indeterminador la matriz an-~

rliada adauirira una configuracion como la sisuidnta:

102
012
1000:

Es deciry un rendlon sera nuloj en esta situscion sn‘ohtinﬁehb
las escusciones inderendientes aue restan en el sistems w se ablico

la metodolosis corresrondiente @ sistenas indntorminados.
81 el sistems es inconsstibles se rresents algo comos

T2

I
0232

i

K

000
Dandes si K <> O esto daria una éoniradiqeiqnf
3.2.2) PROGRAMA GAUSSJORDAN
OBJETIVO!.

__Obtener la solucion del sistema de ecuaciones linesles Ax = b~
. pars ‘varios racuetes de datosy es decirs raras vafia, matrices A w
varios vectores de termiﬁOS‘indopendientos'b‘(usindo el metodo an—-. -

tes descrito).



DESCRIPCION

Este rrosrama ride

resolverr 18 matriz de

. terminos inderendientes.
rueden ser modificadas si

mavor aue 15 ¥ con otro 4r

64

como entrada la dimension del sistema &
coeficientes del sistema ¥ el vector de
Las constantes definidas en el rrodrama

se reauieren resolver sistemas de orden

ado de erecision. .

" ALGORITMD EN PSEUDOCODIGO !

PROGRAMA PRINCIPAL

VARIAELE uso TIPO
EPS - - Conltante
Ni ~ . Constante
A E Arredlo
de reales
B E/S Arresdlo
: de reales
Mo E  Entero
DET -~  Real
Pseudocodisio}
BEGIN

Dar orden de la matriz
REPEAT
‘Leer la matriz A, .

"FUNCION
Criterio: rara determinar si el
determinante de la matriz con-
siderads es nulo,
Orden maximo rosible rara las
matrices usades en el rrosirans
(es modificable).
Matriz de coeficientes del sis~
tema de ecuaciones.
Vector de terminos inderendien-~
tes del sistoma de ecuaciones
durante el rroceso sé transfor-
ma on- 1la soluciony o
Orden dela matriz,

_ Parsmetro aue indica si el de-

terninante de la matriz es nulo.

del sistemar MC,

Leer el vector de terminos 1nd-rend.' B.‘
CALL GAUSJOR (A-DoMCvEPS-DET)

IF DET > EPS THEN

Escribe el vector solucion.'

" ELSE .

Escibe letrero de ind!clcion. .
-Dar orden de 1a matrizy erars otro sistcml._

UNTIL fin de archivo.
END. .

sbnnurruhs
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1) LEEMAT (DsMsN)

(Lee una matriz de orden MxNr ver secclon 2,2.2).

2) ESCMAT (DeMrN)

(Eqeribe una matriz de orden MxNr ver seccion 2.2.2),

3) LEEVECT(D:M)
(Lée un‘vector de orden My entran como rarametros la

matriz @ leer ¥ el orden).

3+1) EBCVECT (DvM)

(Escribe un vector de orden M).

4) GAUSJOR (AvBiNoEPSvnET)
‘OBJETIUOS Obtener la soldcion del sistema de ecuaciones

lineaiel Ax = By en B se obtiene la solucioh.

VARIABLE  USO TIPO oo FUNCION -
] . E. Arreslo Mastriz de coeficientes del sis=
de Reales tema de ecusciones.
B ' E/S Arreslo  Vector de terminos inderendien-
' : de Reales tes del sistems de ecumcionas,
' durante el rroceso se trnnsfor-

R me en 18 solucion, —

Entero Orden del sistema de ecuaciones,

N E
EFS - E Renl Criterio rara determinar si el
: determinsnte de 1s matriz A es
. nulos
DET E Real - Parametro aue indica si el deter-
) ] minante de la matriz es cero.
LRyLC L~ Entero ' Indicadordés del renslon w colum-
: : ne aue se utilizen.
MVURYMVC L Arresdlo Contadores aue indicen aue ronalo
’ : W columna ‘wa fueron usados.
RAMAX L Real ' Mavor elemento de la matriz A au
. s amrles como rivote.
TEMP L Real Variable de localizacion temroral



FPseudocodiso!

BEGIN

Inicieliza en cero los contadores MURCI]y

MVUCLIJ para toda *I*.

K Le=- 1,

DET <-~-"1. ’

WHILE (K <= N) w (DET > EPS) DO’
RAMAX <~--0,
LC <“‘""°0
LR {===0,

END,

Encuentra el mavor rivote de los no considerados
la rosicion (IrJ) las deda en LR 9y LC resrect.
DET £~~~ valor absoluto de RAHAX.
IF BET > EPS THEN
Hacer rerputaciones de rendlones rara aue
el pivote auede en la diadonal.
Normaliza el rivote (divide entre Rnnax todo
el rendlon donde esta el pivoter en A u B).
. Hacer ceros arriba w sbaJdo del rivote,
Asidna LC a MVRLLC] v MVCCLCY rarva ya no
usar este mivote. :

" Incrementa K en uno.

f6



3.,2.3) LISTAND DEL PROGRAMA

PROGRAM GAUSSJORDAN (INFUT»OUTPUT)S

CONSBT
EPS = 0,00000014%
Ni = 15

TYPE

MATRIZ = ARRAYL1..N1r1,.N13 OF REALS$
VECTOR = ARRAYL1.+N11 OF REAL}
VAR
MC $t 1.oNLS
LET ¢ REALS
A $. MATRIZS
)2 ! VECTOR?#

FROCEDURE LEEVECT (VAR D ! VECTORS M § INTEGER)S

VAR o
O INTEBERO

BEGIN '

FOR I =1 TD M DO
READCDLIN)$

MRITELN o .

END#$ : , oo

PROCEDURE ~ ESCVECT (D ! VECTOR: M ¢ INTEGER)#

I { INTEGER$
BEGIN v v
FOR I$= 1 70 M DO
WRITE(DLI] ¢ 12 % 4)
WRITELN ‘
END}

PROCEIURE BAUSJOR (VAR A | MATRIZ# VAR B § VECTOR}. N | INTEGERS
EFS 1 REALS UAR DET 1 REAL)S.

TYPE.

UhRVECTDR = ﬁRRAYCi.oNiJ OF INTEOERl
I» vy K ¢ INTEGERO
LCy LR .3 INTEGER#

MUR» MVC ¢ VECTOR}$
. RAMAXy TEMP ! REAL'
BEBGIN
{ ACTUALIZACION DE VALORES PARA INICIhR PRDCESO }
FOR' I $= 1 TO N DO
BEGIN
MURLIT t= 0}
MUCLI] ¢= 0O
END?

(k SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUQCIONES x)
Ki=1}

DET3=13 .

WHILE . ¢((K <= N) AND (DET > EPS)) DO
BEGIN ‘
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RAMAX
LC H
LR H
. FOR It= 1 TO N DO
BEGIN
IF MVURLCIY <> 1 THEN
FOR J ¢= L TO N IO
IF MVCLJ] <> J THEN
IF ABS(RAMAX) < ABS(ALT,»J1) THEN
BEGIN
RAMAX = ALI,J1}
LR =13
LC t=Jdi
END$
END}

DET t= ABS(RAMAX)}
IF DET > EPS THEN

'BEGIN
IF LR <7 LC THEN
REGIN
FOR'I $= 1 TO N.DO
BEGIN. - _
TEMP t= ACLR, 118

ACLRyI] $= ACLC,ID$
ACLCYIY = TEMF}
~ ENDj
TEMF i= BLLRI}
RCLR] ¢= BLLCI)
BELCY ¢= TENP
CEND -
FOR. T -4=.1 TO N DO
ACLC,IJ != A[LC,1] ./ RAHAX‘
"HLLGY {= BLLCI / RAMAXS

FOR T t=1 TO N 1D
IF I <> LC THEN
" BEGIN
TEMP t= ACIHLCY)
BLID t= BLI] - TEMP % BLLCI}
FOR J i= 1 TO N DO L
ACI+J] t= ALIrJY -~ TEMP % ACLCyJ]

END} : o

MVRILC] = LC»
MYCLLC] != LCH
- ENIi§
K = K + 1}
ENDCK DEL WHILE %)
END(X DE GAUSJOR %) i

£ PROBR#HAVPRINCIPAL >

-BEGIN .
WRITELN (’ DAR EL ORUEN NE LA MATRIZ’)}
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READ (MC)3
REPEAT
WRITELN (’/DAR cOMPONEHTES DE LA MATRIZ A‘)9
LEEMAT (A/MC/MC)#
WRITELN (’DAR =oMPUNENTES DEL VECTOR B‘)B
LEEVECT (ByMC)#
GAUSJOR (ArE MC/EPSsDET)}
IF DET > EFS THEN
BEGIN
WRITELN (‘LA SOLUCION ESt1/)}
ESCVECT (BsMC)
END
ELSE
. WRITELN (’ND EXISTE LA SOLUCION‘)i
WRITELN}
WRITELN (’DAR EL ORDEN DE .LA HATRIZ')é
READ (MC)$
UNTIL  EOF}#
END. -

-3.,2.4) EJEMPLO

Emrleando las leves de Kirchhort en ol-éircyito'mostrado an

la figural

A1=1°m?‘,Afz°W

[
FIGURA *

Se establece el sisuiente conJdunto de ecuaciones}

I + -1 + I =4

12 3
4T+ I 41 =4
8 . 9 . 10 .2
-1 4+ 1 -1 =0

1 4 &
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-1 4+ 1 -1 =0
3 S ?
I+ I - I =20
é 7 10
-RI +RI ~ I =0
77 88 10 10
~-RI +RI ~R I =0
59 88 ? 9
RI -RI ~-R I =0
22 33 5 S
-RI +RI -R I = 0
11 22 4 4
~-RYI -KI +R I =0

'

Donde Ri=1y R2=10r R3I=35s R4=23» RS=100r Ré= 25,
R7=50s RB=75s R?=5s R10=50 Ohms,

Resolver este sistema rara las corrientes de I a3 1 .
) i 10

Al correr el eprodramar rpide datos que se introducen directa-

merte? .
DAR EL ORDEN DE LA MATRIZ
10

DAR cComFSHENTES  DE LA MATRIZ A

i
4

1 1 1 0o 0 0 0 o o0 o
0 o 0 0 0 0 o0 1 1 i
-1 o 0 1 0 -t o 0 0 o
0 o -1 ‘0 i 0 0 0 -1 0
0 o 0 o0 0 1 -1 06 0 -1
0 o o0 o 0 0-5 75 0 =50
(o] 0o 0 0-100 0 0 75 -5 O
0 10 -35 0-100 0 o0 0 0 O
-1 10 0«23 O . 0 'O O o 0
0 ¢ 0-23 0-25 50 0 O O

DBAR VECTOR DE TERMINOS INDEFENHIENTES
4 2 0 00 0 0 0 0 o

. LA SOLUCION DEL SISTEMA ESt . o
043774 1,2622 ~0.6399 0,5324 0.3502
0.1548 0.3223 - 0,5329 0,9900 0.4771



71
3.3) METODO DE GAUSS-SEIDEL

3+3.1) INTRODUCCION

El metodo de Gsuss~Seidel es un metodo de tiro iterativo aue

sirve para la solucion de sistemas del tiro!
Ax = b (1)

cuando los valores numericos de los elementos de la diadonal rrin-~
ciral son mavores aque los demas de su correspondiente rendlon. Pa—‘

ra asedurar la converdencia se reauiere aue!

@) Los elementos no nulos de la matriz de coeficientes (A) se

acumulen en 13 diasonal eprinciral,.

)

n . ‘
1a | > Z"' | J<» i 4=192r6404r n
e o B
Jatl : ;

Cabe mencionar aue el criterio de conversencis derende del
tiro de metrics aue se este usando (en qstelcaﬁo estamos usanda la

distancia euclidiana).

Fara arlicar el metodo se rrocede a desredar una incosnite
del arresdlo!
2% + 8 X + 440048 x =b
11 1 12 2 . inn 1
a X +a8 X + ¢4 4+ %+a3 x =mh
",

21 1 22 2 2n n 2

]



8 % t @ K P oe e b3 M omD
nl n2 nnon r

De cada rendlonr sin rerder seneralidad rodemos despeJdar la in-

codnita Xi de la “"i-esima” ecuacior) o seal

11

8 )
]
] I L
j5* ]
8]
[
-
- =
r3
o
!
[ 4
3
3

. - . N . (3

-

- — (b -8 ¥ =~ B K "=+ 4+~ 8 ® )
n @ ] nl 1l n2 2 an—1 p~1
nn

(K+1) i K K . k
M = —— (b ~ 3 K =@ X =4 ¢+ =83 K)
i -] 1 12 2 13 3 An n

(K+1) 1

“ =

. . . B . -
K+ (KD K+
X

1
W ‘=—(b—a’(-a i B I
a

% )
n nl g1 n2 2 nn=1.n-1

Poride!

X Indice el valor de la ’i-esima® incodnits en
la‘iteracion ‘htlt,

fara arrancar 21 metodo se establece una solucionm inicial ¢



Dichos valores se sustituwen en el lado derecho de la

ecuacion (4) pars obtener la sisuiente solucion arrosximadal

} ! s “ "
?44 = A N EREREN sea vESLID = max |‘L "
7 2 7, - 2
ge. Vo= o % 5 R = K <y d

lyego 2 LENTE cen? RESID LERS OAL s, )
ka1 X,

v a3si haszta: FESID = mze b, - | EFE
i «

Fara ‘puder enrlear este metodo es. necesario verificar con ante-
rioridad aue el sistema sea compatible w determinado’ ademas aue

cunrla con las condiciones de converdgencia..

Aldunos sistemas a primera vista no cumelen los reauisistos del
metodor w sin embardo rueden cumplirlos mediante un ‘simFle inter-
cambio en 1a rosicion de las ecuacioness un seroriado cambio. de

variable o definiendo otra distarcia.

3+3.2) PROGRAMA GAUSSEIDEL

OBJETIVO!

Resolver el asistema hx = by via arroximaciones sucesivas

(usando el metodo antes descrito)s para varios paquetes de datdé._
DESCRIFCION

Lo entrads a este prodrams es el cr¢6n de la matriz del sis~

temar maximo nrumero  de iteracioress coeficientes de ls matrizs

1



T4
vector de termines inderendientess vector inicial para srrancsr
@l metodo. Las constontes definides en el prodrama pueden moditi-
cerse en caso de auerer resolver sistemas de orden ma3vor aue 15

otro grado de erecision.

ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO:

FROGRAMA PRINCIFAL

VARIABLE uso TIPO o FUNCION
EPS - Constante Criterio rara determinar si va
conversio el metodo.

N1 -~ Constante Orden maximo mosible para las
' . matrices usadas en el rrodramsa
(es modificable).,

MC £ Enterc Orden de la matriz del sistemsa.
A E - Arredlo Matriz de coeficientes del sis-
de Reales stema.
B € Arresglo . Vector de terminos inderendientes.
XANT E/S  Arredlo Vector con el valor.inicial de
‘de Reales las incosnitas del sistema.
XPOST - Arreslo Yector con el valor de las incog-
de Reales nitas en nuevs iteracion.
M E Entero Maximo numero de iteraciones »
) ) ] efectuar,
RESID - Real Variable aue contiene el mawor
eleaento de las diferenciss?
N — 4%) para todoa "i® en la
i i
ultina iteracion, k",
Pseudocodigo:
BEGIN

Leer orden de lo natriz v meximo

numero de 1t.rlcion.ln HC uw B rosrect.

REFEAT
.Leer 1a matriz A )
Leer el vector de terminos inderendientes,
Leer vector inicial (solucion inicial).
CALL GAUSSEIDEL (huBoXANTvﬂpnc-EPBvRESID).
"IF RESID < EP8 THEN

Escribe vector solucion del sistema,

Leer orden v maximo numero de iteraciones
para otra matrizsy si sé auiere..

UNTIL rin de archivo.

END.




SUBRUTINAS

1) LEEMAT (DyMsN)

{(Lee una matriz de orden MxN» ver sec. 2.2.2),

2) ESCMAT (DiM>N)

(Escribe una matriz de orden MxNy ver sec 2.2.2),

3) LEEVECT (IvM)

(Lee un vector de orden Mr ver sec. 3.2.2),

4) GAUSSEIDEL (A»BsXANTsHsMC/EPSsRESID) _
ObJetivo! Obtener 12 solucion del sistema Ax = be la solucion
se d» en el vector XANT,

VARIABLE  USD  TIPO FUNCION

A E Arreslo HMatriz de coeficientes del
de Reales sisteaa.
B ; E Arreglo Vector de terminos 1ndepnnd1en—
R T Y :
XANT E/S Arresla Valor inicisl de las ineq!nitas

sisteass finalaente este vector
contiene 12 solucion del sistema.

XPOSTY l. Arrestlo Vector con ¢l vslor de las incos-
» de Resles nitss en ls sisuiente iteracion,
M . E Entero Haximo numero de iteracliones »
" efectuar,
MC E Entero Orden de 1a wsatriz considcrada.
EPS . E Resl Criterio de conversencia.
RESID - E/8 Real Varisbhle aue contiene la diferencia
: asuwor an valor sbsoluto de cada uns
incosnitasy en la iteracion “i-esims
w 1a sisuiente.
SUMA. L  Resl Vsriable usada como sumador,
- OK - L Booleana Variable aue indica si se¢ cumrlen la»

condiciones de conversancia.
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Fseudonodigo?

BEGIN .
Checar condicion de conversencia colocando
en 1a variable 0K verdadero o falso sedun
el caso.

IF OK = FALSE THEN
Escribe mensaJje
ELSE
Asisna los valores del vector XANT
al vector XPOST.
RESID <---1,
K LD 1Y
WHILE K. <=M w RESID >» EPS 1]
RESID <=-- 0.0,
FOR I ¢t= 1 YO N DD
Obtiene 1a arroximacion sisuviente
del elemsnto *I° del vector solucion
w 1o derosits en XPOSTLIJ. .
IF valor absoluto de (XPOSTrIJ - XﬁNTtIJ)
«s mavor aue RESID THEN
- 'RESID <=== valar absoluto de XPDSTrt1
“XANTCI] <--- XPOSTLIJ.
"7 Incrementa K en uno.
IF RESID >= EPS THEN
) éNﬁ . Escribe mensaJe de no convorloncia.




3.3,3) LISTADO DEL PROGRAMA

PROGRAM GAUSSEIDEL (INPUT»QUTPUT)S
CONST
EPS = 0,0000001)
N1 = 1S
TYPE v
MATRIZ = ARRAYL1..Nir1,.N13 OF REAL}
MATRIZi = ARRAYL1..N1] OF REAL)
VAR
MCe M-1 1.,N1D
RESID § REAL}
A -3 MATRIZ}
BsXANT 3 MATRIZ1)

PROCEDURE BAUSEIBEL (VAR A ¢ HATR!Z' VAR By XANT L] NGTRIZIl o '
- Mo N 3 INTEGER} EPS ! REAL'VAR RES!D 8 RE“L)O

TYPE
UARvECTOR - hRRAYEl..N!J UF REAL)

Iv Jv X $ INTEGERO

SUMA - "t REALS

XPOST { VECTORS

oK - t. IOOLEQN;
BEGIN T
(8 CHECAR CONDICION DE CONUERBEHC!A l)
I t= 1)
OK t= TRUE)

© WHILE (I .<= N) AND OK) DO
' BEGIN:
SUMA 1= 0,00 '

FOR J t=1 TON DD
IF 1.<> J THEN
" SU tw BUMA + ABB(ACI»J2))
xr (ABS(ACI»I1) - SUMA) < O THEN
0K = FALSE}
IinI¢1
ENDCRDEL WHILE %) -
1F 0K = FALBE THEN. ,
BEGIN 7 . R L
WRITELN (/ EL  SISTEMA NO CUNPLE CONDICION DE CONVERGENCIA’ )
" RESID :s=1# . : S :
END
ELSE
BEGIN .
FORI $=1 TO N DO
_XPOSTLII 3= XANTCIY)
RESID " t= 1}
K im-1) o SR
WHILE ((K <= M) AND (RESID >= EPS)) DO R
BEGIN T TR
RESID = 0,03
FOR I i= 1 TON DO
BEBIN
SUMA t= 0,08




FOR J ¢= 1 TO N DO
IF J <> 1 THEN
SUMA != SUMA + ACI»J] % XPOSTLJIJ
XPOSTLIJ i= (BLIZ -~ SUMA)/ALI»I1i
IF ABS(XPOSTEIJ ~ XANTLIY) > RESID THEN
RESID = ABS(XPOSTLId)i
XANTLYD $= XPOSTLIDS

END} oo
(% SE COMPLETA UNA PASADA SE PUEDEN IMPRIMIR DATOSK)
K t=K + 1} ’
ENDOK DEL  WHILE %)§ .
IF REBID »>= EFS THEN
WRITELN (’EL FROCESD NO CONVIRGIO EN’sMr’ ITERACIONES®)
.. ENDj -
WRITELN
END(X DE GAUSSEILEL X)3

(*#*#****#*#**##**##t PROGRAHA PRINCIPAL  00KI0OKIKRRKNOKRK )

BEGIN
URITELN ¢’DAR ORDEN DE LA MATRIZ Y MAXIMO NO. DE ITERACIONES')B
READ (MC»M)}
REPEAT
WRITELN(’DAR CONFGHENTES DE LA MATRIZ A’)
LEEMAT (AsMCIMC)#
_ URITELN(’/DAR EL VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES')B
LEEVECT (BsMC) 4
WRITELN(/DAR SOLUCION INICIAL’))
LEEVECT (XANT/MC)$
GAUSEIDEL (n.n.xanr.n.nc.eps.assrn)t
IF RESID < EPS THEN -
“BEBIN
WRITELN (‘LA SOLUCION DEL SISTEMA ESS /)3
[ESCUECT (XANTIMC) #~
END)
~ WRITELN} ‘ :
WRITELN (‘DAR ORDEN DE LA MATRIZ Y naxrno ND: DE ITERachNEs')s
READ (MCoM) 5 -
UNTIL EOF} -
END.,

3+3.4) EJENFPLO

Ura persona se encuontra:Pnraida'eﬁ unllaberinto cﬁadrado de
eorrednres {ver ffdura). En bnda interseccion escoge una direc-
cion sl azar ¥ sisue hasts la sxsuiente interseccion donde escoSQ
de nueva al azar v ali sqcosivanente. Cual es la Probabilidad Gue.~'

una rersona aue Parta de la interseccion i emerJa eventualmenta.



ror el lado sur?

1 5

1% 5 (3

1 ] 3
FIGURA

 La'§dlucion @ oitc’rrbbiena s dé‘la'siﬁuiopt§ manerat surdﬁl.nos
: aue;hag iﬁlctanente 9 intersecciones interioress como se nueptrn.
Sea P1 1» rfobahilidad Gue una rersoha aus sale de la intersec-
cion 1 smerJs en el lado sur. Sean P2v..;v§9 definidas de manera
‘siﬁilar..Sunoniendo aue en cada interseccion a aue lledue la rer~
sona  hew tants rosibilidad aue escoja una direccion cgnﬁlbtra ]
hobi@ndo‘ilnsa&o‘a uha‘lnlid.'ha'icrninado iu'dnnin.tti'lo teori- 

de 1a rrobsbilidsd ofrece las liluientesf9'épuacione§ Fara las

PL = 1/4(0 + 0 + P2 +P4) PS = 1/4(P2 + FA + P6 + PB)

P2 = 1/4(0 + F1 +P3 + P5) P& = 1/4(P3 + P5 + 0 +P9)

P3 = 1/4(0 + P2 + 0 + P&) ."P7 = 1/ACPA + 0 + PB + 1)
PA= 1/APL + O F PS4 P7)  PB = 1/A(PS 4 P7 4 P9 4 1)

P9 = 1/4(P6 + PB + 0 4 1) |

Al correr  este rrodramss se le dan lo siduientes détog aue

Pidit;,

DAR ORDEN DE LA MATRIZ Y MAXIMD NO. DE XTERACIONES
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9 90

CDAR ORTINSNTES  DE LA MATRIZ
-4 10 £ 0 0 00 O
1-4 1,01 0 0 0 0
0 1-4 0 0 1 0.0 0
1'00-41 010 0
010 1-4 1 01 0
0 01 0 i-40 0 1
0 00010 0-4 1 0.
0 00 01 0 1-4 1
0-0 0 0 0 1 0 1-4

-

DAR VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES
o0 0 0 0 0 -1 -1 -1

DAR SOLUCION INICIAL
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0,5 0.5 0.5 0.5.

LA SOLUCION DEL SISTEHA ES?
0.0714 0.0982 0.,0714 0.1875 0.2500
0.1875 0.4286 0.5262 " 04206
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3+4) METODO DE FACTORXZACION TRIANGULAR

J¢4.1) INTRODUCCION

En westa seccion consideraremos la iolueion del sistemss de
ecuaciones lineales .Au=bv Por medio de la sliminacion Gaussiana
con »ivoteo rarcisly considerando las ventaJas de trabaJar con 1a
rnrro;ontaeion satricial. Se aclirln dos sspectos de 1a elimina-
cion Gaussians aus son il bu-ndodn de los mivotes v 1a interpre-

tacion del los efectos de errores de redondeo.

Por medio de un eJearlor ilustraresos el setodo @ iremas de-
finiendo alsunos torilnos rrorios rara 1a eliminscion. Ses el ii-

- suiente sistens de ecuscioness en notacion qotrtciniv de orden 3!

o 1r 1
10 -7 © x| |7
: 1
-3 2 & x =| 4
R 2 )
S -1 S5|ix é
‘ : 3| -

. El réi-ofi'ﬁalo conii:ty‘-un usar la:prtlorafjcqlctbh raTe
elininar “xg de las otrap'oc@iclonosl pité se losra lu.?qu‘o;l
veces 1a 4Prin|rn ecuscion » 1a !oluhdlAdculeionAg sunando -0.5
veces 1s rrimera ecuacion » 1a tercers ecuacion: Las ebnf!dtdys
0.3 w -0.5. se les llsea multirlicadores. Estos .ulttﬁlténdoipg
ton 1a exeresion decissl de -(~3/10) w ~(5/10) reseactivasente.
ﬁ-sruos‘do este Paso el sistems auedat .

{10 270 | 7
0 -0.16) xl =16.1
lo 258 x: 2,5
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Ei sesdundo raso cunsistira en elimipar 12 X, de la tercers
ecuacion haciendo uso de la sedunda ecuacion., Sin enbardor el co-
eficiente de Xg&n 1la sesunda ecuacion es un numero nu; rEAUNDY
-0.1., Por tal motivos las dos ultimas ecuaciones seran intercas-
biadaes, Esto no es necesario en este ejemrlo roraue no haw erro-

res de redondior rero es crucial en deneral.

10 -7 0 X 7
. 1 . . c
0 2.5 5 Hoj=] 2.5
2 , .
0 -0.1 6 ] 6.1
3 ‘

s

Ahoras la\sq!undu ecuacion ruede usarse Para oliiinlr.x‘ de
18 tercera ecuacion. Esto se losra sulandp ngé‘vecqs la sesunda

 §cuaeioh 2 1a tercera ecusciont
10 -7 © X 7
R
0. 2.55 {{x [z)2.%
10 o &.4x | B2
S 3t

- La ultima ecuscion es uhdra:

6:2 w = 4,2
3

Resolviendo! »g= 1r este valor se sustituve en 1a sesunds ecus-
cion C . [ - L .

2,5 x + (5)(1) = 2,5
2 »

wnos ds x = -1,
‘ 2

o ?1na1nonto los valores de X ¥ Xy 80 sustituubh:enilo srimers. acus-

eiant 10, %+ (=7)(-1) = 7, estd da x, = Ou La sélucion se ruede



B3
checar facilmente usando el sistema oridinall
10 =7 oo 7
-3 611-1I= 1 4
s|l1] l& .

L

[+

En seneralr )8 elininacion Gaussiana involucre dos 9:iidosv

1a elisinacion *hacia adelante’ w la sustitucion “hacia atras®.

La eliminacion *hscis asdelante* eoqqisto de (n~1) rasos. En
el Kk-esino rasor multiros de 12 k-ssime ocu.cién son sustraidos
de las scusciohss restantes rars o;iiinar 18 k-esina variable., 8i
el cosficiente de 1a » es ‘ronunné‘r |¢'1ntnrénlbiqn las ecuscio-
nes  antes dc’Ahlcnr esto. Es docifv despues de hacer #1 ultimo
cesbio -oheion-do; Para ilin;nur 1s k-esins variable d.tlll ccu0r“
.}ciénns' roct.ﬁt.q-Alo rrocede .Iil,(J';’i.? ‘cuactdn) f."‘/ﬂu"‘

(k-asina ieuacioh). (J-k+1v.1.pn)o

Ls lu-titucion *hacis atras® conniste on ro.olvor 1a ultina

'5oculeion nnra N'v ro-toriornnnto e rosuolvo Plrl x.a do l1a pe-
Qnultlnpu ocuac;onp ) npi sucotgv-nqnto hnsto‘qup X, oq.enlcqlada.

- de li rrinera ecuscion.

El slsoritmo co-rloto ru-do ser -xrronndo ‘an notacion matri-

cinl. Para nuestra eJenrlo tonololt
1 0 0
~ sea Laloa 1o
) 0.5 © 1}
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10 -7 0 7
entonces Lya=| 0 -0.1 & Lo =[601
0 2.5 s 2.5
1 0 0 |t o o
Ses B, 0 0 1 Lo 1 0
o 1 0 0 .04 1
10 -7 0 SN

entopces | LB L A=|0 2.5 5 LyfpLgb =] 2.5

0. 0 642{» |62

— -

El runto N‘incipal esta en los cambioi auo han hoeho ln

transf‘ormacion“ L ’ F"l "] Ll.' el praduycto U = Li.L‘A @s una lna-'
triz triansular SUF@TiOTY. nto as) todas los elencntoi difurontos
: ~de cero es'.an en el lado surerior derecho de la natriz. Ccm t.al ‘

matnzv el sistena de .cuacionn
. Ux - C"
E‘s facilmernte’ resuslto. " usando sUsutuerﬂidn "hacia at.rin‘
Tomndo £ = P L’ br el suteml Ux 2 C tiene 1a misma solucion ‘

_aue el sistcnn oril;nll Ax-b.

Unas | ulncion uuilar ‘o8 vnlida on loncul. Sea - P
k= 1;....n-1). aouella watriz identidads I» modificada por el in-‘
hrcnbio de ronllone: de la mism® manera aue los r.nllon.l de A
funon inurcnbudos en el k-esimo pno de la elininaeion. Su
;L‘.“ aounllg ou!.riz idontidad modificada ror la mnqrsion-dflos
‘»mt‘xltihlicbd_o‘r" ‘un‘do’s. en el k-esimo masor aba_Jé‘de la diasonal

~an 18 k-.glil‘u ,Eolumnao Cada matriz B es una matriz de rernutacion



g
¢ cadas L es una simple matriz triansuler inferior. Sean L ¥ U los
rroductos!

L-L,P oo LPLP
n=1 n~1 2211

U = LA

Entonces U es una mltriz trisngular sureriory ol sistonu Ux=Lb
ruede roso;voruc mas facilmenter w la |olucion (1] 1- nisna que
Para el sistems Ax=b. Ls matriz L no noee:nrianento o8 una matriz
tr;ahlbllr inferiors pero as el rroducto de nirnutnei&nos de sin-
rles méiricens iriansulores inferiares, Conspcﬁantomonic 1a rela-
cion 4 = fl}os 1lamads aiﬂun.s vocoi‘flctorizlpién>frilnlulur db‘

:g. 

Es 1nrortante enfatizar aue ho Qo he intrdducido hid.fnuovo’

.gla factorizccion trianlular o la linnl! oliuinacion B.usiiln..

~exrresada - en notacion’ natricial. Lol annontos de 18 dlolonal dna7"'m‘

'"«g;u Io los lln-n ptvotun! 01 k-olino Pivoto o: el cooficicnto de 1.?,

"'¥k-osiua v.riablo Qn 1a k-esimn ocuncionv an el k-aoino PIID de 1.

nliniqucion.»»En el QJouplo expuesto los pivotos son 10 2.5 v
8020 i

‘ El comruto dc los nultirlieldoros "R 10 sustitucion 'hncil

otras' ronuioron do divinionos rorT lou ptvotos. connccuontoucnto L

el llsoritno no nuod- llovorso a cabo si cualauiora dn los nivo-

f:t.l o8 cero, Intuitivanonte nsto ‘nas dieo oue ||ria unl nala idol

eourlotar el conrutov ll alsuno de los pivotol s eorcono » corq ‘lx

ﬂ}a causa de nltl dificultad es 01 ulo do uultirlicndoroi muw -

 qfqn§ol)o
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Se wve en densrel aue gi los mulitirlicsdores son todos meno-
res 0 idusles & unar en mesnitudr entonces el computo de.la s0lu~
cion puede ser aproximedo en cierto sentido, Una maners de regol-
ver lo anterior es ussr pivotec rarcisl oue consiste en lo ei-
guiente! en el k-esimo paso de la eliminacion “"hacia adelsnte®s
&8 toma como pivote 2l mavor elemento (en valor absoluto)s en 1a
parte considersda de la k-esima colusna. E1 rensdlon conteniendo
este rivote es interceabiada con el k-esimo renslony tf.ucndp el
elemento pivote s 12 rosicion (krk), E1l mismo intercambio muede
hacerse con los elementos del lado derecho del sistemar es‘docirv
bs Las incosnitas en el vector de incasnitasr x» no son reordena-

das roraue las colusnas de A nb san intercambiades.,

3.4.,2) PROGRAMA FACTORIZACION
OBUETIVDS |

‘ ‘ Resolv.b el siltnua de oeuncionos nu-bv Paru uno o varinl
aatrices A voctoros- bv rov cl --todo de -lininacion Glussiann

con rivoteo Plrciul.‘
DESCRIPCION

Este rrosrama resuslve cualouier sistems de. ecuaciones de la
torms Axsbs hests de ordon‘lsu En caso de requerir PQIOIVll‘lil~:
tesas de navar»ordon;’nbdiftcor 1s conltontiiudul rrosvana. La
informacion aue se le dabe dar al srosrana es! ordon de la notrlz
del sistemsr’ componentes de le Q-triz v coeficientes del vector

de terainos inderendientes.

Este programa tiene dos subrutinas, rroriass de las etarast

-
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eliminacion *hacia adelante® w sustitucion *hacia atrag* aue son
TRIANBULARIZA u RESUELVE. TRIANGULARIZA puede ussrse Fary cal-
cular €l valor de un determinanter ademas de la informacion de la
eliminacion Gerussisns aueda slmacensda wn la misma matrixs Ar del

sistema.

El determinante de 1a matriz A puede obtenerser desrues de
galir de la subrutins TRIANGULARIZA asit en al ultimo eongoncnte
de PIVs» TRIANGULARIZA resresa el valor de +1 si un numaro par de
intercasbios fueron hechass resress ~1.si un puAeTo imrar de in-
tnrcanbiol se efectusron, El vslor del detcfniﬁnntq se obtiene
qultiplicandb 168, elemantos de ls dlalonnl de 1a metriz de ssli-
dar A» multielicada sor PIQENJg En el caso nOf TRihNGULﬁR!ZA de-
_tecte una matriz sinsulary PIVCNﬂ sers 0. Haw oue hscer notar aue
la forms de obtener el deterainante se debe srasciass » lII‘PfOPiD~
‘dedes! 1s sums de un qultivlp-dq‘un renslon 8 otros no casbis el
valor dal dstrainasntel el lntnrcnnﬁ!q de dos\lin-ln (bcniloﬁ o
eéldnn.} canbis sl sisno del detrainantes el dgt-r-inantc de una
metriz trisnsular es  isusl @l sroducto dn,io;snlunontos'do'li

‘@dipionllo :

La lubrutinn RESUELVE uss los rnlultadol d' TRIANGULﬁRlZﬁ
- mora obtonor 1s solucion dol stntnnn troinnlulor # abtaner, Eltu
'subrutinl pucdo rololv-r vorio; etltonal con 1a: ninal n!tri:v LU

. obtcntdn de TRIANGULARIZA v varios v.ctprus inderandientesr bt
VGLGDRITHOfENVPSEundconlooz

QPROGRAHQ PRINCIPAL

VARIABLE  USO  TIPO FUNCION
N1 - Constanto Variable oue indious el orden ma~
Aimo de’ lOI sistenauv ouw resuelve
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el prodrama (es modificable).
A : E Arrveslo Matriz del sistema de ecuscionesr
MG £ Entero Orden del sistema @ resolverse.

de resles al ftinal se transformna en una-ma-

‘ triz trisnsular surerior.
‘B E/8 Arreslo Vector de terminos inderendiantes
de resles del sistemar finalmente contiene

' ‘19 solucion del sistema.
PIV - Arredlo Vector conteniendo la informacion

de reales del rivoteo.

,Pseudocodido%

BEGIN ©
Dar el orden de la matriz Ar MC,
REPEAT
CALL LEEMAT (AvMCsMC).
Lee ¢l vactor de terminos inderendientes,
CALL TRIANGULARIZA (AnPIUpHC).
IF PIVLMEY <> O THEN
RESUELVE (AvPlV.HUCvB)..
Escribe ls solucion del lilt.llo.
ELSE .
i Escribe letrero de indicacion,.;
‘Dar orden de 1Ia matriz A» MC.
: UNTIL fin de archivo.

- sunkurxnas

"f‘x) LEEHAT (n.n.u)

(Loo “una nltriz do ordon HxNv ver. s-c. 2.2.2). LU4 ?,_J

'V}Q§z> LEEVECT (n-n)'

(Lee un voctor d. orden Np ver sec, 2.2 2)

3 Escvect (n.n)‘

gEicribo un vector de qrdon’")-

}54) rRxANGULantza (A,PIV:N)

_TOantivoz transforma la matriz ﬁ en una natriz trtannulnr lurnriorr”
decirr efectus la eliminacion Gaussianas éon mivoteo sarcial deJando
le 1nfornogion de lows" aultiwlicadoros on 1a parte triunnular :

“ﬁiinforioro ) . :
VARIABLE-  USO TIPo T " FUNCION
AT E/8 Arreslo Matriz del ‘sistema de scuacione.r

.de reales finalmente se transforma en una na- -
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triz triengular sureriorr con infor-
macion en su parte inferior de los

. multirlicadores.,
PIV S Arreslo  Vector conteniendo la informacion
de reales del rivoteo rars ksls...en=-1.  En
: PIVIN] se tendra ceror si el siste-
o8 sindular o (-1)X(numera de inter-—
canbjos efectuados).

N E Entero Orden de la msatriz A,

IrJrKoM "L . Entero Variables usadas como iteradores.
T L' Real Variasble de localizacion temeoral.
ﬁlpuducodllol

BEGIN

" PIVEN] <~--- 1§,
FOR K $t= 1 TO N DO
IF XK <> N DO B
Busca el elemento msvor de la columns
Kr en_.la k~esiaa 1t|rncton' su ro-ieion
. 1a dedJa en M.
PIVEKY <=—~'M,
IF M <> K. THEN ‘ :
Hsbra intercambio de rensloness ror tanto -
PIVEN] <=--- =-PIVIN]. ‘ : 5
Se interceabis el asvor eslesento de la
colusna K a la rosicion (KeK)v nuevo rivote.
IF @l rivote difarente de cero THEN -
‘Divide 1a K-esima coluansy apartir del kfl-nlino
rendlon entre (-I)!Pivotov obtoniondo lo'
sultirlicadores.
FOR J i= K+1 TO N DO
" Be- hace 1a. rornutlclon noco-arta OTS
=¥ columna J-esime. :
S1F AEKPJ] <> 0 THEN _ ‘ _ ; -
'f‘ FOR Ii=K#1.TONDD - :
i ALTed] <—-— AtI-JJ +. nult!rlie.dar(!-K)lAtK'Jlo;ﬁ

71ELSE
S PIUtNJ <-—- Or A ll sinlulor.w
IF K = N' THEN
IF ACKsK3 = D THEN PtUtNJ <--- o.
END.

5 RESUELVE (AvPIUvaB)

xObJotlvot Usar los rcsultldos do tr!lnlulariza ravs nbtonor 18

' -:olue!on del sistems Au-b.

‘ VARIﬁlLE "~ uso TIPO o FUNCION
A ‘E - Arredlo ‘Hotriz conteniendo l» informa-'
. de reales cion de la eliminacion BGaussiana -
‘v los multirlicadores.

PIV ©E - Areslo ‘'Yector aue contiene 18 1nforll-‘
Lo "de reales cion del pivoteo. -
N : € Entero  Dimension del sistema a resalverse.

B E/8  Arredlo Veptor de terminos inderendientes
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. de.rallel del sistemay finalmente se trans-
forma en la solucion del mismo.

KBoIsK L Entero Variables usedas como iteradores.
Mo T L Real Variables de localizacio temporsl,
Pseudocodign!?

BEGIN

IF N <> 1 THEN
FOR K t= 1 TO N-1 DO
Hace la K-esima rermutacion necnsaria
del vector B,
FOR I = K+1 TO N DO
BC1] <----BLI] + lultirlicador(lvk)!B[KJ.
"FOR KB t= N~1 DOWNTO 1 DO .
K <--- KB + 1.
‘Obtiene 1la incosnite K-o'ila en BLK].
. Sustituve el valor de BLK) en las rriserss N
ecuacionesr es decirs de 1la rrisera a 1a K-l-KD..‘
BL1) ==~ BtlJ / AL1r1].
>ELSE R
‘BL1Y <-~- Dtl] / ﬁtlrlJ.
'E"Do o
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3.4.3) LISTADD DEL PROGRAMA ‘

PROGRAM FACTORIZACION (INPUT»OUTPUT)
CONST
©UNL w158
TYPE
MATRIZ = ARRAYC1..N1r1..N11 OF REALS.
WATRIZ1 = ARRAYL1..N11 OF REALS. - e R
MATRIZ2 = ARRAYC1..N1] OF INTEGERS Ce e f
VAR o :
HC 8 1..N1)
A I MATRIZ)
B ! MATRIZ1S
PIV ¢ MATRIZ2)

PROCEI'I(RE TRIANOULMIZQ (VAR A { MATRIZS VAR PIV 3 HATRIZ20 :
LN 3 INTEBER)’
UGR :

IrJeKoM ! INTEGER?

T t REAL) -
- BEQIN

PIVEN] i= 1)

IFKON THEN
BEGIN -
N 1=K
FOR I t= K +i TONDO
IF Al?(hglvll) > anscacu-x:» THEN

‘PIVEK] S, W)
IFNOKTHEN -
rrucu: t= -PIVINI.
T 3w ALMeKDD.
‘_AtN-KJ te’ ALKIKI
“AEKsK] $m TP «
IF T <> 0,0 THEN-
. BEGIN
FOR I t= K + 1°T0 N.DO
" AL19K t= ~ACIsKI 7 T).
FOR J 1= K + 1 TO N'DO
BEOIN
T tm ACHeJIS
ANy JT 1= ACK»STD
ALKeJY tE TR )
U IF T <> 0,0 THEN A
FOR I t= K 4 1 ToNDo. :
AL, U3 1= ACTJ) + AtloKJ RN

. ENDS
END -
© ELBE .
SRR PIUtNJ ‘a0
ENDY
TF K = N HEN
© 2 IF ALKYKT = 0.0 THEN
. PIVEN] $= O)
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ENDOKFOR K %) §
END(X DE TRIANGULARYZAX)}

PROCEDURE RESUELVE (A ! MATRIZ# PIV ¢ MATRIZ2$ N ! INTEGERJ .~
VAR B ! MATRIZ1)}
VAR ' '
KBrIvKsM $ INTEGER)
T + 3 REAL}
BEGIN
IF N <> 1 THEN .
" BEGIN °
FORK 1= 1 TON - 1 Do
BEGIN
M i= PIVIK]?}
T - i= BLMIY
BCM) = BLK1#
- BLK] 3= T#
FOR I $= K + 1 TON DO '
: BLI1 3- BLIJ + ALIsKI ¥ T§
ENDl PR
FUR KB t{a N~ 1 DONNTO 1 Do
- BEGIN
K {= KB + 1
BEK] t= BLK]. / ACK;KJ'
©oo 4= - BEKDY ,
. FOR I1t=1 TOKB DO .
BLIY &= BL1] + AEIIKJ i T
- 'END}-
O BrL1d &= BL1) / AE!viJI
ENIT
ELSE. - -
S ~ ©BC1). $= BL1J / AEI:IJ'
L END(! ‘DE RESUELVE l)i

iR S PROGRAHﬁ PR!NCIPAL )

‘ asoxn , SR .'
"WRITELN (' DAR EL DRDEN nE LA HATRIZ')I
'READ (MC)$ o
REFEnT 2
WRITELN ¢’ DAR CUHPONENTES DE LA HhTRlz A )t.
-LEEHAT CAYMCIMC) S 3
" WRITELN (’DAR OMPHNENTES DEL UECTOR B! )3
LEEVECT - (BsMC)Y
TRIANOULAR!ZA (AyPIVIMC) )
D IF PIV[HCJ <> 0 THEN .
: BEOIN
4RESUELVE (AvPIVvHCrB)O : :
WRITELN:(’ LA BDLUCION DEL BISTEHA ES:‘)I
. ESCVECT (BuHC)D
. END "
'ELSE : ‘ S
o UR!TELN (’ EL SISTEHh NO TIENE SOLUC;pN ')! o
© WRITELND = .. )
S "WRITELN € /DAR- EL ORDEN DE LA narnxz 1Y)
:‘-.wnaan (MCH? -
UNTIL EOF!

suo
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3+5) COMPARACION DE METODOS

En este caritulo se han considerado basicamente 2 tecnicas
rara la solucion de un si-ten5 de ecusciones linéalos simultane-
ass estas tecnicas son la'itohativa ¥ 18 de eliminascion: Una rre-
dunta muy natursl es! Cual es el meJor?. La rospuesta a8 esta Pre-

dgunta la resumiremos asil

a) Los metodos de eliminacion Oaucjianar como @l metodo de
Gauus—Jordan w ol'noyodo de factorizacion triansular, tionen la
ventada de ser finltosv s dnéirv'raouiqroh un numero finito de
':oreracinnos rara’  un . sisteas dndo. T.oricanontc 1a olininacion '
Glussiana trab-Jl con cuolnulor conJunto no slnlular de ‘ecuscio-

Cnese

La dosvontanﬁdo este tirdbdo metodos es aue léhiulnn oiro4”
res do rodondoor enuslndo Puiibl.l .PPOP.I en 1» solucion’ lunnuo
esto se _ninilizl con el nivotoOv o5 dificil nlnirular lilt.lll'

' nuu 1rando|. o

B sb- los doc’ﬁjtodoi dg olihin;cionktncluid;o on qiiu‘cipitu-}
;zif”él' iotodb'd;”f;ctoiiz.cion'trilnsullr ttono'vbntldatlpor'll
forma tan efictont- de olnlconar- on la nisma matriz inicisl del

’Iiﬁt.lgp la 1n'ornaclon de los. uultiplieadorol v 01 rooultndo de

10,.§11iinacion (on sy Parto trilndullr inferior v surorior res-

; vaCijinnntd) Etto ultino rernite obtonor facilmente 01 deterai-

nante  de una »-atr#z' ldon-q se pueden Tesolver varios sistemass’
~ . aue tensan ls miseas matriz de configioﬁtos.4
b) Los uetodgq iterstivos tieren la dosvohtuda:do'-;r:lnniod

‘W .con pocas ro'ibilidpdds de converders es decity conversen ba.Jo
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ziertas condiciones como el metodo de Gauus-Seidel. Reauieren una
dran cantidad de oreracionesr sin émbarsp cuapdo la }tafacion
funciona es Preferible. E1 trabado reauerido es rrororcional a
n* por iteracion ( n® rara eliminacion ). El error ror redondeo
@s menory lo aue a menudo Justifica el esfuerzo adiéional de la

computadoras.

En matrices dispersas o poco densasr €s decirr que tienen
una alta erororcion de cerosr es rosible reducir el numero de
oreracioress verificando coeficientes ¥ no ffeetuando multirlica-

ciones por cero.

Sistemas demasiado grandes no solo no rueden resolverse con
: }recision ror eliminacion sino aué ni siauigra caben déntro del
" almacenamiento de alta velocidad de la cdmﬁutadora. 8i los coefi-
cientes son sgenerados ror la computadora se evita 1a dificultad
con iteracionr senerando cada ecuacion conforme se nocesitl.:ﬂu-

chos problemas donde aparecen ecuaciones diferenciales parciales

" son resueltos por metodoe iterativos.



IV) SOLUCION DE ECUACIONES,
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4+1) INTRODUCCION,

6ran rarte de los cursos de matematices en las escuelas me-
dias 4 superiores se dedican al estudio de las ecuacioness liundo
1a razon Qe esto 18 imrortancia aue tienenvpara la aPlléacion
practica de las wmatematicesy estando entre sus princirsles arli-

caciones 18 solucion de rroblemas fisicos y deometricos.

Muchas de las ecuacionqp utilizadas Paravreprlsentlr fenome~-
- nos  Tisicos tienen soluciones anolitlcas-'¢6no es el caso de la
ecuacion cusdraticar la ecuscion cubica & aﬁn 1o de cusrto Arador
sin embargas muchos rroblemas dc'fisicap inseninriao'econonia'
uic. rueden conducir o ecuaciones rars las cuales no- ouiste for~

null analitica rara resolverlas: laui es conventente recordar aue
no existe solucion rara una ecuacion si sus rasices no ruédon‘ex-
rresarse en termsinos de lls -osnitudos do ls nisnl ror uedio de
oreraciones orit-.ttcas o trllcondontos. Es Prociaanentn este ti-
PO de ecuaciones las aue Be resuclven rFOP ned!o dc nutodos amrro-

ximativos,

@,

Existen varios wmetodos rara resolver ecuaciones mediante
. arroximacioness en elte'cppitulo se trataran dos de ellos? E1 me-
todo -de Newton-Rarhson s el metodo de Ltn4801r$§ou<Plr0 ecuacio-

nes rolinomisless oqnjas los -gtodoss‘biuoécion ¥ secante,
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4. RETODRYD DE BISECCION Y METODO DE LA SECANTE '

4.2,1) INTRODUCCION

El metodo de biseccion tiene la caractcristici de ser sesuro
_ pero muw leénto. Este metodo tiene por obJeto reducir el intervalo
inicial Larbl donde se tiene 1la sesuridad aue de oue esta ?1 cero
qc 18 funcion dadar hasta un tamano deseado. Para consesuir cito
‘el metodo se basa.en el si!no de la funcion en los puntos de dQl-

luacion, El n.todo conslstc en lo sisuiente!

Dada 1a funcion ¢ q.flnida on.ol intervalo Larbl con un uni-
véb cero X’y en dicho intervalor se oncuiﬁgrn un subintervalo aue
“’coqtnnla al corovi k’; .dq la funcionif. Ge toma un runto z en
Carb] v se evalus la funcion en z» es decirs f(2)s de acuerdo al
signo de f(z) obtenemos aue el intirvalo (812) 0 (2+b) contiene
‘al cero dé 1a funcion{ Una forno eohvonioht- do‘oscolor el pUhto :
z es auo ses el Punto nedio del 1ntorvolo considnrudop s dncir z
o (a+b)/2v rara asi tnner 1a reduecion laxi-a dol intcrvolo. En

serieral ‘dedos a w b con X’ en. to ’ b ] ontoncnst

1) Be toms a2 4D

2) 8i f(a )f(z ) < 0O entonces
k K

3) 8t f(aklf(zk) > 0 entonces
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Figira 1
"METODO DE LA SECANTE

El §6t0¢§ - de 1a.secante tt‘cn:‘h coué'torisucn de ‘ser un
. qe@odb bastante rarido rero nob‘lin;ru_gohvii'"loo“ El ntod'o‘fg’n‘n- :
'il’su' en 1o luui‘onj.tpt.. Dada ll‘fwﬁion' 4 t;.'on unv"umeo: cirb;:.'u?p
“en @1 intervale Carbd s'o‘\p,rocolh_ asit. dados los PuUNtos x, vlu‘u
Ky el punf‘.o‘d‘o interseccion de la secante aue rasa ror (u.‘uf(i«.))
vA (x,'vf’(n,)) con el ede "X*$ 'x’“ el runto de 1nﬁruccion‘_dorh
secante aue rase por Ang vf(n‘)').v (x’_uf(u")')-'gon oi oJo Xy
-~ atcer on -"uhqul ua Ny ®1 'Punto;do’ interseccion de la secante

" ‘aue sasa mov (x“'_.pf(x‘.')_)‘ v (n“vf(n“)) ‘_eon o1 ede 'Ax". Ver figurs {

(OF
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Haw aue notar aue rate eJecutar une nueva iteracion con este
metodor pecesitamos de las 2 ultines arroximaciones obtenidas sin
imrortar el signo de la funcion en estos runtos. Como consecuen—
.cia de lo anterior este metodo no siempre converse a Xy Fero

‘cuando converse su conversencis es muw rarida.

La manera de obetenar el runto m“‘osﬂnuu‘scncillai haw aue

‘recordar oue 18 ecuscion de ls rectar conociendo un munto (xovuo)‘

“ :lu rendienternr e8! w = vt (x - x').. d.iista-ilnora la ecua~ -
‘eior do la secante aue rass por los puntos (X 4vf(u X" (% rf(u‘»

' oesd.

P ) -~ )
. ) S )
o PUX )+ (X ~x) .
K ‘ kK. X=X
: k k=1

- isuslando ‘& cero v_hiclondp Xoma
. » T ke
[IRYTYRREPR VIR ¥ TTVIR
‘ K u-: R
Tkl K e ) = Px )
‘ Tk k~1

. ;qutdo' s 1a sencillez de 1s rrosramscion de estos dos iétoé o
dos ‘no lo'rrolraunrdﬁi rofn tcorte-;onto .5& ufllis‘ui hdovéonbi-
nando ngtos do' se obtiln.n ontodos ] ollorttnot nas lfieiontnl
' conoetdo' eono oliorlt.ol h!bridosv en la Lttoroturq lroroeon ol

.'alloritno de’ nokkor v el ll:orttno de Brnnt.
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4,3) Metodo de Newton-Rarhson.
4.3.1) Introduccion -

Fste wmetodo mrorparciona 1la soiucion a una ecuacion de 1a
forma!

$ix) = 0

La intersretacion deomstrica de este metodo se ilustra en 1a

- pidura 1.

™

tant = Flx)

Fidura 1

; Priuerd se ‘ercuentra la derivada de la funcion f(x) en el
punto. - ® x;. Siendo esta la» tansonfo a 1a curva en el Punto Mgy -
' Podemos encontrar ;a intersgccion de esta con-el eJe 'H fsi 13
tandente no es horizontal) Para encontrar una nueva aproximacion .

de la,raizz‘ﬁa?ieha aproximacion esta dads ror
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X aKH O~ AR
k+1 k- k
reroc dado aue
: : fix )
. Kk
Tan 0 = £7(x ) =
' K ax
- k
es decir .
ix )
k
AX =
ko TPx )
k
entonces - )
. Pix )
: , -k
Y o MY = AN = — e
k¥t .k ® Kk P/¢(x )

[

FElto -todo solo nos porliin'dneohtrar las raices rnalol de

lo funcinnb rorl llrantzzar ln convorl!nelu del lotodn roauori-os

de. la: silui-ntns r.-triecidnoss.

1) ﬂuo P7(x) no sea ccro o suv Poouonov va aue lh oso caso

Ax. tonaril valor-l auw lrlndos u ruod- dar lugar 8 valoros de’ xh -

fuera de la zons do interes.

S 2) B volor inicial dobo estar cerca de 1s rliz aue se bus-f
car de no ser alio 1a roetn rondionto s la curve pundo 1ntorsn¢-'

taf al oJc‘x—gorel de otra reiz oue ro ses le de intpros;'
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Derivacion de lo formula de Newton ror Serie de Tawlor!

-~

- Por la formula de Tawlor!

R0 = e ) 4 (=% Pk )+ 1/200= % PTG+ e
: n-1 -1 n~1 T Lt ! :

reteniendo la rarte lineal w si consideramos aue’ v os‘unn_
raizy es decire f(r) = 0 tenemos!

POr) = fix’ ) H(r =k P )
SRR ; ? S BN o} SERNER | od

“definiendo ﬁncqiocnndqli on lusar de las r restantes! -

0= flx )4 (o =xn IPlx )

n=1 n =1 n~1
o seal : -
i 'n—l'
[ VIR NSV - ‘,-_—'-_-
n n-1  SE Y )

Ahor. considorenol 01 nroblona un Poco mas :oneral do -
rosnlver el sistcnlt ‘ k
CPOow) =0

. M(tiw) = O R

Sv

1 Arltnuonos ol netodo da Ncuton para resolvor istnlsiltnnu

”f: (on sonernl ll notodololia‘sn ruods utandev para rosolvnr siste— o

R mas | de mmuor orden). '
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Aproximando T W g por las partes lineales de su serie de

Tawlor rars la vecindad de ("nél'sn-() tenemos!

Plxru) ~ f(n 'y Y+ {x~-% T (x 'y Y (u~y bA S (x ru b
n-1 n~1 n—-1 -1 n-1 n-1 ¥ n~-1

(20
glxry) ¥ ol{n 'y Y {x-x )sx(x T Yh(u~w . dd (X " )
n~1 r~1 n—1 -1 n~1 n~1 n~-1 n-i

(donde T rf oy s son las derivadas rarciales).
X ¥ X 9

Subpnin.pdo aus existen las dbriVadls cbnsidorldas.

. Donotando (HIH)'uUhleOIQCiOH exacter ambos IIQOSde4(2)Al9 
inulan‘ ‘Definindos x = My ¥ =y cbiq 1os numeros aue anulan: -

‘lop-uieqbr01 del lado derecho tensmos!

P (x vy Yh + F (x 1" 13 s ~P{x W ) i ]
‘X -n~1 n-1 n-1 . W n-1 n~1 n-1 -1 n~1 Sl
T B ‘ S S (3

g {x  »¥  Ih + o (x Yk =~ e ) S
% n-1 n1 n=-4 .. Y n~L n-1 mn~1  n-1 n-1

doride h w k reeresentan las formulas recursivasi

<4)

En codi -1tirlcion se dobo“rilolv.r el sistniu (3) cuua'lolucton
es “y?’ v 1 nueva arrouin-cion del sistomo sers (X-'HL)o El
"notodo so dnttonu euando tanto h como k son suficientemente re-

auenos.
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4.3.2) PROGRAMA Nzuwn.v
°9J57i°°’.
Encentrar }a Qolucian derecuacfones del tipo‘f(w),é 0.
. DESCRIPCION.
Dade oaue rara este prodrama se renuieren Qn—forma'ékplidita

tanto  la funeinn como ‘54 derivadar as. convoniente declavar las ‘

_funciones Fu DERIVABQF que calculen f ] f’ res-nctivanento. Aﬁiv

ff 8i se des-a cambiar 1a funcxonr -olo sera necosario alterar las .

lineas dal PrnSraua fuonto en donde se encuentren F ] DERIV&B#F.;'“'d

'vi“Asi mismor se considcro una- variabln EPSILDN aue: d-fino el crita-~y:“

ﬁ3riu de conversencia. ‘ - RIS ‘@{% }“‘df,ﬁ‘




ALBORITMD EN PSEUDOCODIGO}

PROGRAMA PRINCIPAL (NEWTON) -

OBJETIVO! Calcular la raiz de una funcion dada.

VARIABLES uso “TIPO : FUNCION
8 Entero Contaedor de iteraciones
XNUEVA - Real Nueva aproximacion de la raiz
NUMITER £/8 Entero Numero de iterasciones
. EPSILON E/S Resl Criterio de converdgencia
XANTIGUA E/S Real ‘Antigua arroximacion de la raiz
'PSEUDOCODIGOE
BEGIN

s “ Lee Num, de. iteraciones, ersilon v Pria-ra lnroxinacion..
i imerime los valores leidos. - , _
=7 7 IF numero’ de iteraciones > O THEN

Gl UH!LE funcion - valuada en- amrrox.’ antisua >= EPSILQN HO
B . " Calculm nueva arroximacion de 1a raiz.

arroximacion antisua <{~~- arproximacion nueva. -
‘increnents contador de iteraciones., :

Inerime. roiz obtenida w funcion valunde en dicha. raiz.

- IF contador 110!0 al nunnro nlxino (NUHITER) THEN 2
R manda n.ncadn' - -
‘ELSE ’

o Handa un nonsoJe de error.
END. ‘ .
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LISTADD DEL PROGRAMA:

PROGRAM NEWTON (INPUT» OUTPUT))
VAR
NUMITER, CONT { INTEGER?
. EPSILON» XANTIGUAs XNUEVA ! REAL$ '
< FUNCION CUYAS RAICES SE DESEAN ENCONTRAR )
FUN%E%?: F (VAR X ! REAL) ! REAL}

= COS(XN)-2 % X ¥ X % X}
END3
{ DERIVADA DE LA FUNCION F )
FUNCTIDN DERIUADAF (VAR X !

REAL) ! REALJ

) DERIUADAF .--- SIN(X) -~ & % X & Xi.
END;
{ . PROGRAMA PRINCIPQL )
BEGIN

XNUEVA 1= 0%
© CONT 3= 0%
WRITELN ¢ 'NUM.
REATILN3 ‘
READ (NUMITERv EPSILONy XANTIBU&)‘

WRITELNJWRITELN} ‘ '
* APROXIMACION. IN!CIAL DE LA RAIZ = ‘v XANT!GU&SQ)!

DE ITERACIONES?, EPSILONT»> X INICIRL?’)) 

MWRITELN ¢¢ /:10v

WRITELN ¢’ 'rior

WRITELN ¢’ 7110y
IF (NUMITER > 0)

‘NUM. MAXIMO DE ITERACIONES = ‘» NUMITER)S
‘EFSILON = %y EPSILON)' R ‘
THEN :

BEGIN ' L
WHILE ((ABS (F.(XANTIGUA))) >= EPSILON)
' __AND (CONT < NUMITER) DO He

BEGIN.
< CRLCULA NUEVA APROX. DE LA RRIZ b 2

XNUEVA !t XANT!GU&-F(XANTIDUB)/DERIVADAF(XANTIGUA)'
XANTIGUA 3= XNUEUAD ’
. CONT ¢= CONT. +

'ENDS
. WRITELNIMRITELNS :
. WRITELN €/ ‘310» ‘X = ‘s XANTIGUA)S
WRITELN ¢’ “3210s ‘F (X) = ‘y» F (XANTIGUA))} S
~ MRITELN (’ ‘110s ‘NUMs DE rt:nacxoues EFECTUADAS = iy conr:q);
IF NUMITER = CONT - rnsn
BEGIN - . ‘ , S
unm-:t.muanst.m '
WRITELNC’ /1100888 NO SE . 'ALCANZO LA PRECISION DESEADA ltt')l

WRITELNC' - ’89v'lll CON EL NUH. DE ITERACIDNEB INDICADD ll!’)l
END - . -
END ' '

ELSE . R
END“RITELN ¢’ t#ttt DATOB ERRONEOS ttllt’)l
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EJEMPLOS

Suronsiamos aue se quiere conocnrvla raiz de la ecuaciont

f(X) = CO8(X)~2Y

o sea 1a funcion mostrada en el listado del rrosrsma. La exacti-

tud recuerida es de 0.0000001 v se rprorone® un maximo de 50 jiters-

ciones.

Para dar una primera arroximacion de la rﬁt; rodenos observar oﬁe
“d;tando COS(X) entre -1 w 1 el t?rnino cubicoAd-bd ostar taubion
en ese ordin Prara haciv cero la funcion. De esta forma se rronone.
el wvalor 1 rara ls aproxinacion inicial v nuo:tron datos du en~
_trade uﬁpdnriln_du 1a sisuiente format

'NUMITER = 350

EPSILON = 0,0000001

XANTIGUA = 1 |

»O lo tanto 10 QJ-cucion d. octo rrodrnnu auodlria do 18 -i-'

suiento saneral’

A#RoxxndctON INICIAL DE.LA RAIZ = 1
NUM. MAXIMO DE ITERACIONES. = 50
EPSILON = - 1,0E-7 . .

X m 0.72140603364 :
F (X) = =3,67799657399E-9

" 'NUM. DE ITERACIONES EFECTUADAS = 4
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4,4) METODD DE LIN-BAIRSTOW PARA POLINOMIOS

4.4.1) INTRODUCCION

Un polinomio es una funcion construida como combinacion 1li-
neal de rotenciass de % (suma de Potnncias de x multirlicadas rdr

‘ un escalar). Por ellor un rolinomio A(x) se escribe como

, N N-1 o
AKXy =2 ax  + o x + e a3t a ) 1)
: N N1 T 0 o -

- En este eJu-Plo N es .1 mawor cxponontn o dunotl ‘el !rldo dol Po—,
‘linomio. A los terminos a se les conoce como- co.ficientnl dtl

Polinopio.

El. -ltudn dc Lin-Bairstow rara nncontrar las raices do un
» Polinonio so bass en 1a rosibilidld do ONPP.SIPID' sesun un too- _vv
rena di!‘ allcbrlr co-o rroducto de- flctnrcs~ cuadrlttcos

(rolinonios do lrado dos)v ‘c sesy @n:ls for-o ' 4
- 2 2 2

AR) At et adiesdntr Xta XNixt+exita )(p ® +»a )
, 1. 1 k-1 k-1 L L

. si duifcios eoﬁocbr los numeros en donde cl-rdlinonio'éllb.
_cere  (Ax)=0) bn-ta con oncontrlr las raices (roalol o inonina—”

riai) de eadn factor euadrltico (rosolviendo (x + Pu tam= 0)).

Si  dividinos up'rolinonio entre otro culdratico se obtiene .
‘ﬁ._ébpo .residuo un factor lineal (polinomio de grado uno). En otras

‘palabrass si AGK) os‘qn-Pplinomio cuslouiers 4 3%+ p X+ a un;éo—



linomio cusdraticar @1 dividir el rrimero asobre el sedundo we ob-
tiene como cociente un rolinomio B(x) w un residuo Ru & 8. En

simbolos

2
Ali) = BUx)(x + P + a) + R + 8 ‘ (e

‘Cuando R ¥ S se hacen O entonces x‘+ px + o es parte de los
- factores buscasdos, Por tantos cg‘nocbsnrio buscar los valores r Q
a donde R w 8 sesn cero. 8i en la aecuacion (2) mulii#liclnos del
1.&6 dorocho el pollnulio obtcnidn roT B(x) @ isuslamos con los
coofciontni dl A(x) se ruede obtener una onrrcnion de lll funcio-

nes R(Prﬂ, w S(Pra) aue no se daran en for.a exrllcita.

'Existiendo estas funci&hé.' qo_hucae usesr uns exvension del
setodo ‘doi ﬁ-uton;kaphsoﬁ rars 41:: ?uncioﬁos de dos Qariables
R(m‘o) W 8(:--.). Dnarrollmdo una ‘serie de Taulor rara lag fun-
‘cionol R v Sv tonando la rlrt- flnoal (i. e, eli-inlndo tcrminos;

 ridq,pauor ordnn)_o 1lualgndolnl». cero se obtienen las eeuae;onos‘_’

R R
0 = R = Rirva) + E-—-Ar-bé—-hn
a- oo
v , .
o . 8 8 -
0 =8 = Simra) 4 9 &r +. 9 lo:

:COnoctonqb R(psa)y B(rra) v low valores de las doﬁl&gdal rarcia-
les’ ‘ : ' | | v e
"8R8 QR 38
vy ol ] ] g
or O Qo Ja
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u #liminando log terminos de mavor orden se obtiene un l}sthma de

éﬁj ecusciones linesles con las incodnitas Or 4 Aa.

Los valores R % § se encuentran con un algoritmo sencillo
" basado en 1la division de rolinomios: Si escribimos el molinomio

B(x) resultante de la diviaion entre Rl+ px + a CcOmO

»

N-2 N-3
B{(x) = b X +b x + oot bx+bd
N-2 N-3 . 1 0

cada b se obtiene de 1la formula

b, = b (-a) +b (=r) + & =
N2 N N1 N

Esto sera valido pars todas las b’s si definimos

- Ademas: los valores de R'w' 8 éorrosrondbn_avios daﬂlfi‘“']

b V'Q b » roﬁpqctivinohieu liquiondo el nlind lllofitno.

Las d.rtvndo: rnrciolol aR/an v 33/00 se obtienen de dtvidir
B(x) sobre x + PX; +. a dndo aue si dnriv-mo: el rolinonio orininal

Mh(x) con rosrocto a_n se obtiensr de la ecuacion (2)3

daco ap'(ba'«‘) 2 3R - B8

B em— = BK) + - (X + PR+ oa) 4 -—- + ———m—
da . Bda a..
de ddhdc~
B2 9R. 39

B(X) = = (i + PY 4 [P Y-S Al

2a 2



Esto no &s mas aue una division de R(x) sobre xz+ PA + 0 con
QB(x) /30 como cociente w -gR/Fa ¥ ~38/3a como residuos ror 10 aque
es suficiente arlicar @l mismo alsoritmo & BR{x) v ug+ Ryt
a. QR/Qr uaB/aa se rueden obtener de vla misms formar dividiendo
xB(x) . sobre x*+ mx + a dado aue ni derivamos A(K) con resrecto s
P tenemos
DAy JBOO 2 gn Q_s_sq

07 = m (B(X) t mp——— (X + Px t a) t —-*— +

or or . or

" 'de donde

‘ XBOO 2 R 8
‘»«nm--a o + x4 a) -é--—a-—-

or e 8"

De este fornl ue coup¢¢ta el sistems de ecuaeionol ' na ob-ﬁV“ o

tienen ar 4 Aa. Eltbn valores son sumadus 8 lon Py Q inicialel ("} )
‘el . mroceso 8@ roinicia haltn nua tr v do sean tan PGGUQHDI comq'

el eritorio do convorlnnein lo recuiera.

- Una voz nncontrndol se tome. nl Polinonto B(X) 4 se procodo
de la misma fornn hnita llolar a un nolinouio euudr-tico o a uno

lineal, El1 metado ruede ser resumido en los sisuientas Plso;z
1)Division de A(x) entre §z+ *% + a pars rrbducirfhr 8w -
B(x),
2)Division de B(x) entre x>+ ex + o rara Producirakﬁau‘

"] aS/aﬂo

S)Division de xB(x)j entre. N; + px + a rara nroducirak/aw |
v 38/, o 3
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MResolucion de sistema de ecusciones FarTa pbtener QP Y Aq.

5)Sumas ¢/ = p + &p w a’ = a + Aa. -

&) Repetir el procedimiento 1-5 con los nuevos valoves »7 u

d"hasta aue Ar 4 Ao sean lo suficientomente FEALENOS

7)Alcanzado el criterio de convorsencia resolver. Pollnonio

. cuadrativo; oncontrar raices ¥ repetir el Procedimiento 1-é° to-

 _mandb‘e1 Polinonin rcduéida B(x).coﬁp_ﬁ(x). '¥4 ‘J

- 4,4,2) PROBRAMA RAICES

 OBJETIVO!

Obtener las raices di,ﬁq}ipdu%ps]dados.‘”

~ ‘nsscnlmcmm_; "

El Proirana tiene co-o cntrldo ol lrado N del polinonio v dcf
auui los N coeficientes aue lo forman. En 1a salida re escribo el
‘rolinomio con sus eocfzciontes en orden deeroeionta de srodo u »
“,contxnuacion los voctaros de las rlicas con su rlrti r.al u lu

irorte 1maainnrio.

o ﬁi Pronrona esta cstructurado de’ tal manera auo llona » una

sdbhutina Fora encontrar l.l raicos del Pol1nomio dado. En elln 7
 50 arrouiman los rares de vnloros P Y.a (a Partxr d. v.lornu 1n1-
-;cillas dadol en el Prograna) hasta uue @l drado se rnduce a dos o
fg‘ unn¢ Esta. subrutina a su vez utiliaa a otras dono La Pr1mera

lencuentra‘ las  reices ‘de ls ecuacion gl+ FY +‘u'con los valores
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dados w la sedgunds hace 18 division entre un golinomio w el ter; :

mino cuadraetico TRV as

Tento el criterio de conversencia como 61 numqrq maximo de
iterad;onns‘son dadls'oﬁ el prodrams a traves de cbngtenies. Esiu
“ultino se requio$a dado aue hay casos excercionsles en oue @) me-
todo no converio. Pars esto el Froqr-ﬁa-ﬁrovoe de cuatro PIP;I de.
- vslores _slternativos v en ultimo casor da iosibil;dad_de,nﬁé el

usuario de éor si nisno5105'valq}es.
‘ﬂjaLeothno zn‘razubdcohioos}
‘ Paoonnna Rnxczs : 1A R
‘;vanxesLss “uso  TIPO . . - FUNCION

CLIMITE. .= Constante Tamano del atreslo rars coeficiontns»
.ITERHAX“ . = 'Constante . Numero maximo de iteraciones & " -7 -
AR "E Arreslo ‘Guardn cooficiontos dnl rolinomto
Lo s de Resles R
C8OLUCION 8§ . Arresilo. - Guardn iolucionos roales " conrlcdas‘ g

el 7. de'Reales . R G
M E - Entere Grlda dcl Folinonio o
B R _\Lf Entero " Conta ar

: P:cudocodilo:

«;BEBIN
Lee M

UHILE NOT oof DO
"FOR I = 1 TO'M DO. .
. Les coeficiente del solinomio.
' CALL RAICES (AAs MWy BOLUCION)
Emeribe rolinonio cn ordnn docrocionto (de lr.do) .
FOR I t= 1.70 N-DO - S
Escribo rliz con Flrto ronl v parti connchn
o Loo M . .
' snn

'"SUBRuTINnS'

4‘.1> RAICES (n- Ne u>

ﬁ‘ObJetivoz Dado ur Polinumio; encuuntra sus raices reales
x cdmnleJas. R .

“'UhRIﬁBLEB ©uso f:bb{t = -l;, ’ frUchoN ,,.j-»




-4

A E Arresilo Coeficientes del rolinomic
de Reales '
N E Entero Grado del polinomio
v S Arreslo N vectores de raices con
L de Reales parte real u rarte imadinaria
"EPS L Constante Criterio de converdgencia rara
: DELTAP 4 DELTAQ
CITERMAX L Constante Numero maximo de iteraciones
POCERO(1..4) L Constantes Valores alternat:vos rara PCERO v
QCERD
J L  Entero Contador de coeficientes 0
. N L Entero Guarda coria de N
T L Entero Contador
B L Arreslo Buarda coeficientes de E{x)y
de Reales resultados de division A(x)
"BRES L. Arredlo Resultados de division
. : de Reales  B(x) u de xB(x) .
. ""BANDERA L Entero Marca aue orciones de PCERO Y] DCERD
e - se utilizeron - .
DISCRIMIN L ,Renl' : Discriminante del listona de
o . S ®cuaciones . o
w7 ITER L “Entero Marcador. de numero: dc itersciones,
- PPy OO L  Real Guardan arroximacionos de P ¥ a en
R : S X+ exta. -
FCERD» QCERO L. - Reales = Valores inicisles de ¢ w a
“. DELTAF L Real Valor & aumentar a PP (Ar)
DELTA@ . . L Real Valor & sumnetar a Q@ (Aa)
~.DRDFy DRDG L - Reales - . Derivadas rarciales de- R sobre »
‘ oA ¥ sobre a;
. DSDOPy DSDR L. . Resles - Derivadas Parciales de S sabrc "
" R - S0 v sobre.a i
“}‘,Pseudocodx!o.‘
“‘n'BEGIN '
S Indieializa J
CONL Re-= N

. ~WHILE cueficientol de A(x) = 0 AND J <> N1 DD
: Raices resles v conPlOJas mue O,
N €=~=-'N =~ 1
JL=-—J ¢+ 1
.:+ Recoloca los cooficxont.s dn A(x)
_'WHILE N > 2 DO
PP <~=- PACERO1:
. Q@ <=-- POCERO2
ool Inicializa DELTAP, DELTAD . ITER
. BANDERA L=mm 4
" REPEAT
. PP {~=~- PP + DELTAP
Qg <--- Q0 + DELTAQ (amroxima. PP ] aa)y -
IF numero maximo. de iteraciones se alcanza THEN.

CASE BANDERA OF (marca aue orciones de FPCERO y dCERO;[*;,:f:.J

- C -ua se utilizaron) '

T RIS 1t Inicializar PP.y QQ con FRCEROL' v POCERDZ2  respect.
RSO : 2! Inicializar PP y QQ con PACERD2 w PRCERD1. resrect,
BEDRESE -3V Indicializar PP u QG con FOCERO3 ambas :




4! Ipnicializar PPy QG con FQCERO4 ambas
. 5! Leer nuevos valores iniciales rara PP v QQ
CALL DIVISION (Av Br Ne PPy QQ) '
" R £{~--"BL~13 (Toma termino lineal del residuo de 13 dxvision)
-8 <=~- BL-2] (Toma termino inderendiente del residuo) =
CALL DIVISION (B» BDES» N - 2y PPy OQ)
DROQ <~~~ ~BDESC-11
DSDQ <--- ~BDESC~2] (Toma. residuo de division de B(x)}
FOR J ¢t= N - 2 DOWNTO O DO
‘BLJ + 13 £-=~ BLJ]
"BLOd i= O (Mueve los coeficientes de B(x) rarsa hacer
la divigion con xK(x))
CALL DIVISION (By BDES» N - 1» FP» QM) ]
DRIQR <-—-- ~BDESC~1)
DSDP <--- -BDESC~-2] (Toma rosiduo de diviiion de xB(x))
Resuelve sistema de dos ecusciones al calcular el
discriminante DISCRIMIN w de aaui DELTAP u DELTAQ
ITER === ITER + 1 (Actusliza contador de iteraciones) .
UNTIL IDELTAP! < EPS AND |DELTAG! < EPS (!e cumnla crxtev;o de
~ de conversencis) :
CALL CUADRATICO (1, PPy QQ» RtNrOJv RECN- 1-03- REN:IJ; RtN~1r1])
“(Manda encontrar raices de t'ruino cundratico)
FOR J:3= N ~ 1 DOWNTO i DO
ACJ - 137 t= BEJD. (Convierte » B(x) an un nueva A(x))
N <==="N =2 .(BaJa el srado del erolinomio)
IF N.= 2 (Polinomioc restante cuadratico) THEN: )
CALL CUADRATICD (At2J-ht1]rhtOJvR[ZvOJ-R[lvOJrRE ulJvRElrlJ)
ELSE :
IF N = 1 (Polinomio. restante lin-al) THEN
: Resualve ocuaciun linnal
END = .

1,1) CUADRATICO (AAAy BBy CCCy RAIZIRe RAIZ2Rs RAIZ1Iy RAIZ2D)

~ ObJetivo! Encontrar las riiceg de una eeunéion cuadratica.

VARIABLES . = USD TIPOD FUNCION
AAAr BBBy E ° Reales . . Ualoros arbre do la ecuacion
ccc - : R ‘

' . ) ax + bx +cmn o . .
RAIZ1R:» .8 Reales Partes resles de las raices
RAIZ2R N ’ :

~RAIZ11, S  Rueales - Partos 1na!inarias de lal raices
‘RAIZ21 o ,
DISCRIM L *  Reasl _Discriminante de la ecuacion -
- Pgeudocodido!
BEGIN

DIBCRIM. €~ (BBB BBB) - 4 ﬂAA CCC i
IF DISCRIM >= 0 THEN.
Farte imasinar:a es O

. IF DISCRIM <= 0. THEN

Farte real es - BEB / (2 AAAY "
IF DISCRIH >0 THEN

 ‘1/2
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Farte real os ¢~ BBB t/- DISCRIM ) / (2 % AAA)
IF DIbCRIM < O THEN ‘

END

1.2) DIVISION (AFs BPy L Py

' 1/2
Parte imesinaria es +/- (DISCRIH Y/ FZ ¥ AAA)

Q)

DbJetivo#?DiQidir un rolinomio entre otro cuadratico.

VARIABLES
AF

BP

I M
P Q-

o

uso
E

S
.E.
E:

S i

- TIFO
Arredlo

de Reales

Arreslo

‘de Reales

Entero

Ertero

K Pleudoéodidot( ' S

BEGIN
P lmme P

FUNCION
Polinomio a ser dividido

Polinomio-cociente aue incluue
residuo

Grado del rolinomio (a sor dividido)
Ualores P Y o del pol1nonio

"2

RN ) q a dividir'

Contador

a {<== ~Q (Cambio de sisno ] P ] G PIPI uluor eficioncxa) .

BPLLY <~=~ 0

TBRPLL - 11 {=~- 0

FOK
CEND

BPL-11 <—--‘0 (Define valores rara aue. cu-wlan el alsoritmo)
=L - 2D0. (Allorit-o de division)UNTO -2 D0 Vo
BP[KJ Cmmm BP(K + 23!0 + BPtK+1]tP + RP[K + 23




[
et
~3

4,4,3) LISTADD DEL PRODRAHA

PROGRAM POLINOM1O (INPUT» OUTPUT) S
CONST

LIMITE = 1004

E. ‘ R
COEF. = ARRAYL-2..LIMITE} OF REAL)
RAIZ = ARRAYCi..LIHITEr 0,+11 OF REAL}:

VAR
AR ! COEF$
SOLUCION ¢ RAIZ)
I H o 1 INTEGERS

PROCEDURE RAICES (A ! COEF) N & lNTEBER' VAR v :.R§1;>:.

CONST
EPS = o.ooooooooo1'
ITERMAX = 3000 -
. PGCEROY = =2
_ PQCERO2 = 2} :
. PGCERO3 = 5§ :
FOCEROA = ~S) L
vaR: IR
Jy N1y T 3 INTEGERS.
- By BDES : COEF) - .
- BANDERA $ INTEGERS
DISCRININ ! REAL}
CITER .1 REALS
. PCEROs OCERO- ' REALY .. .
PPy, GO CLREALE
. DELTAPs DELTAG $ REALY .
" Re'S $OREALY T
" DRDFy DRD@' - ¥ REALH: - .
' DEDP, DSDD. ! REAL) .

(ENCUENTRA RAICES DE UN: POL!NBHIO'DE GRADO DDS}
PRDCEDURE 'CUADRATICO (AAA» BBBy CCC ! REAL}J VAR

RAIZIR! RAIZ2Ry RhlZlIv RAIZ2I $ - REAL) ¢

nxscn:n $ 'REAL) .
BEGIN - ‘
" DISCRIM t= (BBB ¥ BEB) - (4 . Anh : CCC)!
© 'IF DISCRIM >= 0 THEN .
. BEBIN
RAIZAI §= 00
. RAIZ2L = OF
W END CIF}S
- " 1F DYSCRIM <= O THEN
. BEOIN
. RAIZAR 1= -BBB / (2 % AAA)!
© RAIZZR = RAIZIR}
S END <IF>#
_ IF DISCRIN > 0,THEN.
_BEGIN
“RAIZIR 15 ((=BBB)'+ SGRT (DISCRIH}) 7 (2 %, ARA)S
[ RAIZ2R 1= ({-BEB) - SORT (BISCRINY) / 2% aaa)'

'Qk,v
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END CIF)3§
IF DIBCRIM < 0 THEN
BEGIN
RAIZ11 i= (BART (-DISCRIM)) / 2 X AAA}
RAIZ21 1= - RAIZ11}
END {IF>?
END {PROCEDURE}}

{DIVIDE UN POLINOMIO ENTRE OTRO CUADRATICOY
PROCEDURE DIVISION (AP ¢ COEFJ VAR BP i COEF)
L ¢ INTEGER) P, Q : REAL)/
VAR
K ¢ INTEGER}
BEGIN
P i= ~P}
Q t= -0
BPLL] = 0}
BPEL -.13 i= 03
BPL-11 = 0) .
FOR K $= L - 2 DOWNTO -2 DO
BPLK] = BPLK 4 21 % O + BPLK + 11 % P 4 APLK + 22
END <PROCEDURE})

BEGIN

J 1= 03
N1 t= Nj ‘ ‘
WHILE (ACJI = 0) AND (J<ON1) DO
BEGIN.
VLN, 01 1= 0}
VENy 1] t= O}
C N = N - 19
Jot= g 4 1

'END <WHILE>$
FOR T $= 0 T0 N1 - J DO
VALY tm ALY + TY
WHILE N > 2 DO
BEGIN
FP i= POCERO1}
aa = PACERO2)
DELTAP 1= O}
'DELTAQ $= 0)
1TER i= Of
BANDERA t= 1}
REPEAT - - ‘
| BEGIN - v
PP t= PP 4 DELTAPS
G0 1= 00 + DELTAQ)
IF ITER > ITERHAX TNEN
BEGIN
ITER = 00
. CASE BANDERA OF
11 BEGIN
© PP = PGCERO1 ) e D e e
Q0 = POCEROZ2S . . SR
BANDERA 1= 23 ) I
. END €1)+
21 BEGIN



PP t= PGCERD2}
GO 3= PQCEROL}
BANDERA $= 3)
END €2};
31 BEGIN
PP ¢= PQCERO3}
0Q = PQCERO3}
BANDERA = 4}
END {3}
4! BEGIN
PP $= PQCERO4}
0G t= PQCERO4}
BANDERA $= 5
. END €43
- 8% BEGIN '
WRITE (‘NUMERO MAXIMO 'DE: ITERACIONES’)! :
WRITE (‘. PROPONGA DOS VALORES ‘)) R
WRITELN, (‘PARA PP Y QQ‘))
READLN (PPs» OQQ) ) - :
END €5)>4
END - {CASE)>#
END IF>y :
- DIVISIUN: (Ar Er» N» PPy ﬂﬂ).‘
'R 4= BE-118 '
.8 §m BL-225
DIVISION (Bs BDESs N - 29 PP! Oﬂ)l
DRDQ t= -BDESC~11}
' p@DdA ‘$= - -BDESL-2))
FOR J t= N -~ 2 DOWNTO O PO

- BEJ + 13 = BLJMH
BLO): 4= 04
DIVISION (B» BDES» N - 1» PPy 0Q))

- 'DRDP 1= ~BDESC-1)} :

-DBDP 3= -BDESC-23} '

' DISCRIMIN $= DROP % DSDQ - DRDO %.DSDP} -
DELTAP i= (8 % DRDO - R % DSDQ) / DISCRININ)
DELTAQ t= (R % DSDP - 8 % DRDP) / DIBCRIH!N'
ITER t= ITER .+ 1)

. 'END {REPEAT))

. UNTIL' (ABSCDELTAP) < EPS) AND (ABS(DELTAQ) < EPS))
CU‘DRQTIBO (1» PP» QQ» VLNsOJ» VEN-!vOJv VECNe12y V[N-lvl])’
FOR J t= N - 1 DOWNTO 1 DO

ACJ. - 11 = BCJY
N = N - 2}
-END <MHILEY)
IF N =2 THEN '
, CUOBRAT!CO (hl!)vhtl]vh(O]vVE?vOJ-Vt!vOJOVC2|1Jv0t1013)
ELSE - , :
IF N = 1 THEN,
BEOIN -
.'U[iyO] $= ~ACO0J/ALLYY
- UC1v1d t= 0)
END {IF)}} R g
.END {PROCEDURE}] - Y St

€ PROGRAMA PRINCIPAL >
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BEGIN
WRITELN (’BRQDO DEL. POLINOMIOD?’)}
READ (M)}
WHILE NOT EQF DO
BEGIN
WRITE (‘ ;onmk~ENTES EN ORDEN DECRECIENTE? ‘)i
URITELN ¢’ {INCLUYENDO. CEROS) %) 3
FOR I = M DOWNTO O DO
READ (AALI1):
RAICES (AAr M» SOLUCIOND S
WRITELN (/EL POLINOMIOD? /)3
WRITELN: ¢ “GRADO v CDEFICIENTE')!
FOR ‘= M DOWNTOD O DD
WRITELN (I, AALII)G .
WRITELN (“TIENE LAS RAICES: ‘)¢ ‘ o "
WRITELN C(’PARTE REAL -~ PRRTE INﬁGINRRIﬁ )4 e
FOR I $= 1 TOMDD . | S
WRITELN (SOLUCIONCI»OJ» SOLUCIONE]'!J)’ S
. WRITELN (“GRADO DEL . PULINOHIU?')! E TR
S READ (M)} : S S e e
END <WHILE> R e
ENDI.

Dos‘ escaleras- una de 20 v otrl do 30 motros -stnn arosadasf

'{“,5 cortra la pared de un colleJon snlun hd muestra en el dzbuJoo 81

' ‘:él punto‘ en uue se cruzan las oscalcras osta situldo a 8 -otros“

cual es 91 ancho del calloJon?

20 e S0 D

" Las consideraciones anteriores ros llevar a 1s ecuscian '
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¥ - 16w + 500w - 8000w + 32000 = 0

' CORRIDA

ORhDO DEL PDLINOHIO?

CDHPDNENTEb EN ORDEN DECRECIENTE (INCLUYENDD CEROS)
1" -16 500 -8000 32000
EL POLINOMIO!

6RADD COEF ICIENTE
_ 4 S
3 -16
2 500
1 -8000
0 . 32000 o
- _TIENE LAS RAICES! S
PARTE REAL . PARTE Inasrnakra s

. =0.82821145118 -21,4228501959
- -0,82821145118 21,4220501959
. 5,9445923916° 0
i1,7116308108 - 0

3 rroblull tiene ruesy dos noluclon.s rcllon nostblus nuo SOH!TT{ f_'

farroxinlndo 5 9446 v 11 7118. )
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4¢3) COMENTARIOS DE LOS HETOROS

A lo largo de este caritulo se han visto varias tecnicas ra-

ra resclver el rroblems £(x)=0y la rresunta natural es cusl es

seJor? ”Fara resronder a esta rresunta dircmés ausr en seneraly
existen dos tecnicas para resolver el rroblemar dichas tecnicas
soni los metodos sesuros u los metodos rbpidos; Dentro de los me-
todos seguroé estanf el metodo d| bis¢cai6n % el metodo de 1a re-
gla falsa (basicamente consisten en ir reduciendo el intérvblo

dande se encuentr: lu raxz). Dentro de los notodos rarldos estani

~e1 metodn de newton w el nctodo de l1a. s.eantc (consiston an hacer, o

'lProxznacionus n la raiz ror -adio interpolaczones de Polinoniolu‘

. an este,qaso linealei). ‘
Lbs metodos nas nficidntcs tratarlh dcf;br id:ufosvh‘rowi~‘
Qdos- i-to se lolrara conbinando adocuadancntc dichas ticnicls.‘

Por esta razon los nltodos auun en 10 rracttcnv tienen -ns utili~ -

‘ﬂdad ~sonlos. ‘setodos hibrzdoso ‘aue san ol resultado dn coubihar  ':;ﬁ

' do; ® mas teenicas.

’fiEl »etodo de Ncuton v el nutodo do la ‘secante rucdon ustrse e

”indistintanontev ‘un cl caso raro do snbcr aue hlv convor!ancia.

.in notodo dc 1la secante ticnc ciorta vcntada econ: rnsr.eto al dQ’,,

: ncuton ¥a auc no e ronui-rt detcrninar 1- d.rivadai los dos me~

'todoso si convcrlenr tx-nen una ccoptabln rapidez de convornun-f'

el
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5.0 INTRODUCCIDN

» T El analiuis de alsunos sistemas. fisicos dan luglr a-un ‘con-
~‘Jun£o de ecuaciones lineales alsebraicaap las cuales pueden ser
rqguéltaé unicanlntc >cuan40, el valor de un Pavanetro dentro de
las ecuaciones es conocido, Este parapetro'sa le llama valor ca-
- ractéristieor y 1a solucion qsﬁciaaa con cada Qplnr caracteristi-

 co.es llamado su Oéctorlcarlctéﬁistico asociado.'

v Estos vectorns caracteristicos delcribon confiluracionesﬂ
cfiticaé‘v lodos dol listonl. Problcnas relacionados con valorns
'_caracteristicos ocurrcn on ol analisis dc mlsas vibratorias: cir-u‘

"cuitos electricosv resistencia de .atorillosvntc.

La’ forma sencral del problena do valoros earac;eristicos en-;_{;(‘:

notacion natricial os:
-Ax" é';\ax" Xj'<>1'o TS

JAaﬁi A u B son natricos culdrld.s de ordpn N. Es nncosurio‘"

'.dctorminar alsuno o todo: las n oseal-ros-‘ar los cuales satisfa~~,

cen . esta relacionv u los vectoros earlct-risticOSy x. lsocildos aﬁf

cada valor caraeteri:tico. 31 considoronos auu nuustros si;tonas.

1nvolucrnn natricos sinntricls v no linsullres podenos hacor lo '

1iluiontet PPenUltiPliCllol llbﬂl lados do la ocuucion (1) ror li 

fh-lnvorla de Br es’ dncirt '

“, _1 . ../ : “i , v. ey
B AX w),e ex oY WX mAX L)

‘ _‘," . ’» -1 71 x:“’bi-fﬁ,3~‘ Sy
Nonde: H ‘= B‘A AR P

77‘Q_En"lq»'$QIUQioﬁ formal del rroblems: la ecuacion (1) &8s es-




crita en la forma
(A - ABX =0 Lo )

Para aue X exista el determinante déi(h - aB) dobif; se ser
ceror dando una ecuacion Polinoﬁihl dn-srl&o,N en ],llaﬁada Rous~
cion caracteristica, Cads uns de las raices del eolinomio carﬁé—_
teri;tico 4 - AB| = 0y es uﬁ"valor coract?ristico"sustituuehdo
'.cadn raiz on 13 ecuacion (3) v resolvigndd este sistnmér ohcon- o
trlnos ‘el corrosrondicnte voctor coract-risttco. En elt. traanol,

- nos limitarnnns al ‘caso en ouc B'=1I en la uculcion (1).
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5.2) METODO DE JACOBI

%.2,1) INTRODUCCION

El wmetodo de Jacobi es un Prociso nuiurico de t;ro iterativo
aue rernite » obtener el mewor o ‘clv:vnnor valor carscteristico de

uns matriz dader ‘con su cor'resro'nd,hntq} vgdt.or caracteristico,

' Por dofidtcton .s@ tiene ous yn velor carscteristico cunrle

r,'cd.nl‘- 1a ,rolué"ions.‘ '

lgx =Axr X, diferente d- cero ‘ (1)

El hctodb consxdte &n dar un vector inicial no, ePectuaqdo

e] producto AXo obtencnos el vector c‘, el ’cual ze actor:za
'dc. la sxgu:ente formai Cy = Q‘X ,. donde 11 es la coordenada
. mayor de 01, por ¢Jenplo si C‘ = (3 5 6), factorxzamos C . asi
C fu'6(3)6 5/6,1), 1‘ corresponde a la pr:mera aprax;macion del:‘
valor“caracterlstxco, el vector LR 13 ll nueva aproxxmac:on del
“fvectar caracter:«txco El procedxm:ento general es el ~aguxente~
AxX = n‘- z X
‘ 1.1 1
AX = C =2 X
12 22 _
ACmELmAX @
24 3 33 o SRR

. ¢ ‘s .
Coon o okl el ondl

£l ‘metodo se detiene cuandol.

12 -2 1 < 'ersilan
ntl: n.oo i
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Se d;lucltfa cue @l metodo siempre converse al vecturvcaréc—
"toristtco corrnlrondionto sl mavor valor caracteristico. En aldu~
nos erroblemasy el mawor valor clracteristrieo es mas inrortnnto.
mientras aue en otros (rroblemas de vibracion) el menor valor ca~
rlcteriltico es ol mas intiroslnte! rodenos obtonor otros valore*

;elrlctoriiticos usando este metodo,

Se ruede obtener el menor valor ceracteristico usandd ol me-

: tédo de Jacobi de 1» sisuiente -anoflt

Si se rrenultiplic. anbos lados de 1a ecuacion (1) ror 1- 1n-

versa de A "] dividiendo ror 2 dal .

-1 -1 e
A A=A X
A . L

. o x . A x . | "i-""’_'“_ h - .‘ (3) .

B Esta. eeuacion t.ndra .1 navor valor curactoristico (1A1)v olfjj

cual corro;rondu al menor vnlor e.ractoristieo do A.

Dosnuos do dotorninar el -auor (o nonor) volor carletorlsti-

cor os POIibIQ obton.r vnlornl corlctoristieos intornodtol- cu—

rlnondo Y ] ortolonalidad dn los vcctorol caractorilticol con ros-j

pocto ’ lu notriz B do lo oeuaeion (1)1 seccion S.1 Pnrn octo |¢

ronuioro ouo t.nto A cn-o B sean silotrica:.

$.2,2) PROBRAMA JACOBT

© OBUETIVOI
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Obtener el mawor valor ceracteristico rars una o yarias ma-‘ 

trices cusdradas: ror el metodo de Jacobi.

. ALGBORITMO EN PSEUDOCODIGO

. PROGRAMA PRINCIPAL

VARIABLE  UBD - TIPO a FUNCION
"EPS . -  Constente Criterio de ‘converdencia.
- Con;tlnto Orden: saxino rosible rars las

N1
R ‘matrices. usadas en el prolrnnn
B ' ) -~ (es modificable). R

MC: E Entero Orden de 18 matriz A,

AMAX - . ‘Resl Vsriable ous tendra el lnuor va-
SR : -, lor’'caracteristico. .
“ MAXITER - €. .Entero MNaximo nusero de itersciones.

o TR E ~ Arreslioc -Meétriz & 1a sue se busce el ms-

o o wor valor caracteristicos
- B "E/8: . Arreslo . Vector inicial mara avrancar el
SRy , g " saetedor finalmente corresrondse -
e e T 8l vector carscteristico buscsdo,
-.DECIDE . ‘= - " Real = Variable de decision rars 13 sub-'
. T . rutine JACOPI  (decide ni ol .-todo
ho eonvurltdo). :

.PIOUdocodliol

Esertbo lutrorc de ontrndo.rﬁ‘ DL R L
‘Lee: grden de ll : notrt: o, -ouq nn. do itorneinnct. A
REPEA? L S e
‘Leer la lltriz A e : v .
" Leer el vector earaetort.@tco inlciol.~ Ry
"CALL JACODI (AoioHCvAHAX-DECIDE-NAX!TER-EPB). ‘
‘IF DECIDE <= EPS THEN. - ‘
- Escribe - @l mavor v.lor earoetnristieo. -
L Escribe ol vector. elrlctoristtco.
" ELSE |
IF anax n. 0.0 THEN "
‘ Eucriba lntrora do !ndicucion.‘

CELSE © T
. :::rtbo :otro:o do no convorlcncio. R
‘,~, e® or de- 1s astriz v -nn. no. d L

“UNTIL Pin de lrehtvo. S . itor-cionff Wi

’v':sunﬁutxuhs" T e R R L e

I) LEEHRT (Dl"!“)

: (Leo una -ntniz do orden Hqu ver 1Y 20&02)0" ;




2) LEEVECT (DrMsN)

(Lee un vector de orden Hr ver sec. 3.2:2),

©3) ESCVECT (DyMsN) "

~ (Escribe un vector de orden My ver sec, 3.2.2).

4) JACOBI (ArsXsNrAMAXsDECIDEsM/EPS)
Obuetivo! Obtener ol«-lﬁor vnlor‘earlctcristico~do 1a matriz
A ror el setodo de Jecobis este valor se da’en AHAX. ‘;i

UﬁR!AlLE - uso T!Po FUNcION ,
A B hrroulo;';nutriz s 1» oue se busca el ma-
Sl X S o 'verivelor enraetortstieo. o .
X <. E/8 Arveslo. Vector inicisl wars srrrancar el
L T : : " ‘matodoyfinslmente conttono ( })
~vector carscteristico. corresean-
‘diente al mavor val, elroet. ‘

N . " E  Entero Orden  del l» antriz Ao’ " .
L A 8  Resl. Varisble aue . contiene o1 maximo "7
AL - velor carsctiristico, -
‘DECIDE ‘S Rasl - ‘Varishle usads como crttorio de.
R e oo w0 conversencis rars saber . si ol ae—
3 o U epde ha, eqnworqtdo.‘ '
Moo E - Entero . Maxino mmetro:de ltcrlclonns.
EPS B Res) ‘gcvitorio de conversencis,
" Lo Arreslo - Yector aus contiene @l rroducte
S T T A e cade: iterscion. - ‘
CSUMCAR 0 L -Real . - Vsrisble eue contienss en codu B
B O IR S Ydteracions -@livelor. sctusl del - .
tvalor clroet.rtutteo huoeado.g L
. Ploudocodtnot’
ItGIN o,
B I |
VALCAR <=-= o.o.;;
REP!AT . PR
‘Calculs el productc B <--~ AX
) -\»Aﬂhx K== maning vnlor dol voctor c,
L X AR €>0.0 THEN :
S divide el vector c antrn anax- 2 lo dorosito :
~en e vector A
~KDEc!DE === yaler. nbloluto do (QHAX-UALCAR).
’ IF n:cxnt > EP8 THEN
; “VALCAR === AHAX
K g K E 1 ,;“: R = ,
UNTIL (K> H) : (AHAXN= 0.0 ‘o “(DECIDE <= EP8),

; ENDc
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5.2,3) LISTADD DEL PROGRAMA

PROGRAM JACOB!(INPUT:OUTPUT)D

CONST
EPS = 0,0000001}
NL = 159
TYPE S :
Y MATRIZ = ARRAYL1..Nir1..N11 OF REAL}
VECTOR = ARRAYL1,,N1) OF REAL}
VAR .
MC 1 1..M14
AMAX $ REALY
MAXITER ~ § INTEGER}
DECIDE ¢ REAL)
A . 1 MATRIZ)
R '+ VECTOR).

i PRDCEDURE JACOD! (VAR Al HATRlZi UAR X 4 VECTOR' N IE INTEOER' ‘
' VAR AMAX. 3 REALY UhR DECIDE ‘¢ REﬁLf H $ INTEGER’ EPS 8 REAL)I

TYPE =
S UECTORI - ARRAYEI..NIJ OF REAL S
" VAR

Ir Jr K3 INTEGERS'
- € ¢ .t VECTOR1Y
VALCAR '8 REAL)
BEGIN
K t= 1)
VALEAR 1= O, or
REPEAT .
FOR Tia1 70N vo
" BEGIN
CLID &= 0400 - o 5
FOR J.t= 1 T0 N DO : R
CL1 3= CLI3 4 ACTHJD t x:JJt RN
o UENDY -
" AMAX tw CL130
FOR Is= 2 T0 N DO
IF ABS(AMAX) < ABS(CLI1) THEN
©T AMAX ta CLII :
IF AMAX <> 0,0 THEN
" FOR I t=i TO N DO
© 7 XC12 t= CEII /7 AMAXD
DECIDE 3= ABS (AMAX - VALCAR)S -
IF DECIDE > EPS  THEN
: “UALCAR t= AMAXS v
y Kie K+ 20 '
~ UNTIL (K > M) OR (AHAX = 0.0) oR (nzczne <= EPB))D
'END(XDE JACDBI!)!_

€ PROGRANA [PnjncxPaL >

BEGIN : ,
" WRITELN. (‘DAR ORDEN DE LA uara:z Y HAX No. E. zvsaaczonzs'>.,.,
CREAD (HC/MAXITER)) | :

- REPEAT ..
URITELN ('DAR 'LOS COMPONENTES DE LQ MhTRIZ’)’
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LEEMAT (A7MCIMC)
WRITELN (‘DAR EL VECTOR INICIAL DE ARRANGUE /)
LEEVECT (BsMC)$ - ,
JACOBI . (AvByMCyANAXyDECIDE yMAXITEREPS) §
IF DECIDE <= EPS THEN
" BEGIN
WRITELN(EL MAXIHD VALDR CARACT: ES! »AMAX)}
WRITELN(’8U VECTOR CARACTERISTICO ES!’))
ESCVECT(BsMC) Y
END
ELSE
IF AMAX = 0,0 THEN :
WRITELN (‘SELECCIONAR OTRO VECTOR INICIAL <nnax-o.0)')
ELSE -
BEGIN N
WRITELN (’NO couvsass EN’sMAXITERy’ ITERACIONES’)$
:ngELN (‘LA ULTINA APROX. FUE’ yAMAX) ¥
- WRITELN). ‘
WRITELNC‘DAR oansu DE LA HﬁTRIZ Y nnx. NO. DE ITERACIONES’)i
.. READ (Mconﬁxlrsn)o
. UNTIL EOFY
END. '

5.2,4) ;J:npto

El siluicnto Ilntnnl lr.rocn on varils situncionni do Fip1~
el como en 10 vlbrlcion dl un lilt!ll d! 3 lllll connetndos porjf
rosortes. ’
2 ~X- X =0
- X +.(2 -2X i -X =0
1 -2 -
X + (2 -2)X =0
2 ¥

Hellar .y -oxiuo valor enrneterintico L) su corrnsrondiento
{voetor caraetorlstico alociado. Al correr 01 Prolrlllo pido low

siluiontqs,dqtost

DAR ORDEN DE- LA HATRIZ Y MAX. NO. DE ITERACIONES . .- -

3 1§
DAR "COMPONENTES DE LA HATRIZ
2.1 0 .
-1 2 -y

e -1 2




DAR "VECTOR LNICIAL FAKA FURMAR EL S1SIEMA
1 11

SU MAXIMO VALOR CARACTERISTICO ES: - 3,4142135730¢9

8U VECTOR CARACTERISTICO ASOCIALOD ES3
~0,7071 1,0000 -0,7071
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%.3) METOLO DE KRYLOV

S5.3.1) INTRODUCCION

Este metodo ohtiene los coeficiéntes del polinomio caracte-
ristico de la matriz A en forma numerica w rosteriormenter dichos
valoresy se alimentan @ la subrutina RAICES, descrits en el cari-
tulo anterior pars obtener los valores caracteristicos, Este me-

todo se bqsa en ol'sisuiento teorens’

TEOREMA (Cavlew-Hamilton).~
81 P() = 0 wmad P(A) =0 t\p

Donde P()) es el polinomio rapacteristico de 1a matriz A
a continuscion se describe el metodo!

sea P()) de la sisuiente foras!

n o n-1 . R
PO =b) +b X +.+.+..4+4b)l+b =0 2)
n n-1 1 0

Normalizando el coeficiente aue ds el sirado del noiinoniot

n-1

) n
PNGL) = +e¢ L. +.+.¢0te =0 (3)
n—-1 i 0 : )
donde?
b
n-1 _
¢, = 4y
n-i b .
A

Arlicando el teorema de Cavlew-Hamilton a.1a ecuacion (3) se
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Obtiene!

n n-1 8
PN(A) = A + ¢ A + 4o v ottt =0 (5
: N-1 : 1 0 o

" se postmultierlica PN(A) por un vector arbitrario Y .7 0

n n-1‘ . ‘
PNCA)Y = A Y + ¢ A Y+ 40604+ cAY+0Y=0 (6)
‘ N-1 1 0 ‘
la ecuacion (4) rerresenta un sistems de ecuaciones con

A incdsnitas  cCy ey °,' e er e r‘las:cublnSVropreéentnn
o ' S0 12 . n-1 ‘ )

.coef:c:entes de 1a ecuacion caracteriltxca (3). Dicho: vblores se o
"5ustituven en (3) Y se. obtxonen las raices ‘del Polinomio aue - re-

-NPresantan los vnloves clr.ctnrist;col.

Para eJenplificar un Poco el netodo- considorese aue ' se re-.'”

‘”rnuxere‘ obtener los valores caractoristicos dc la siluiante ma-'

73
A= :
o2

Se da adeuas como vector arbitrarior Para arrancar el meto-

a _tl‘iZo

";do- a] vector Y.= (172)s de esta manera‘PN(ﬁ) auedat

. [73
PNCA)Y =

—
—
—
N

| SR 1

-+

0 .
- N
—

N ~
FO.
[ S
N e

+
. n

o
——
N
—

i ]
—

L= 2R
[ N




" 13%
I3 e + ¢ m =121

1 0

Esto nos ds el sistemas!
' 10 + 2 = -6
-1 0

La solucion de ‘aste sistema es (-11,22) v rerresentan 1ns
‘coeficicntes do la ‘ecquacion earqctoriltica (3)y eh aste caso re-
sulta el rolinomiod

20
A~ 1A+ 22

llcugis""iéﬂﬁfiﬂnv10l‘V§10P9!,CQféctdhisgiéoubbulbnﬂos.:b':-

| 5.3.2) PROGRAMA KRYLOY

‘oaJsixvoz_
Obtnner los valores caracteristicos da una o varils matricel

-'cuadradns LLLE el aotodo du Krulov.’
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ALBORITMD EN PSEUDOCODIGO!

/ROGRAMA PRINCIPAL

VARIABLE uso TIPO i FUNCION
. EPS Lo CDnstnnto critorio ‘de conversenciarrare
. : 1s subrutine BAUSJOR.

Nl - Constante Orden maxino de las metrices v

“vectores usados en el -rosraaa
(es modificable).

MCy 1 ) E Real . "Orden de 18 matriz en cuostton
s ‘ v variable de iterscion entera.
. DET "= - Real . Variable erars 1a subrutins

GAUSJORs »ara ver si el determi-.
nante de 1» matriz es nulo.

A . '-E_ Arrestlo © Matriz » 13 aue . se le buscan
: ' R ‘1o vaslores carscteristicos..

I T -~ _Arresilo  Matriz de coeficientes del sis-

B ‘de Reales tens de ecuaciones rlanteado. .
"B o E 'Arreslo .- Vector srbitrario rars former el
: ‘de resles . sistema de ecuscioness se trans-
T farma en el vector. de eooficinntos
del sistess (1la solucion).-

Arreglo . Vector en’ ‘#l.oue se dan los coefi~-
‘de reales  cientes del rolinomio: caracteris -~

: ticor mrars 1a subrutine Rh!CESp aue

A

SR ' -"-o@ obtuvieron en B¢
“RR 8 Arreslo’ Matriz de ordan MCx2 en ll ‘aue se
. e dan los’ valores ‘caracteristicos en- -
contradoss. cada: nonllnn ll unn rnizj_}
_*dol rols curoct. : i : :

' :Plnﬁdoéodilot

BEGIN ‘
Loor el ordon de 1a nutri:v nc.
REPEhT
Leer la natriz ()
" Lesr @) vector 1n£e1llr de arranoue.
- CALL ‘SISTEMAKXRYLOV (AsBsDsMC)s -~ -
- CALL GAUSBSJORDAN (DvlvﬂchPBvDET).‘
_ IF DET > EPS THEN - : ‘
‘ Ponemos en el arreslo AA- los coofici.ntel
del: rolinomio carscteristico.
CALL RAICES (AAMCIRR).
Se. escriben los valores caraetortsticos
g cncontrndo:o Partn roal ") rartl 1nasinaril.
-~ ELSE
o Escribir letrera do 1nd1cocion. L
. )ﬁNb Dar ordnn de la natrizv rara otron datos.

SUBRUTINAS
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"71) LEEMAT(DsMyN)

(Les una nntrii de orden MxN» ver sec, 2202,

© 2) LEEVECT (DsM)

(Les un veetor'do orden Mr ver sec. 3.2.2),

3) GAUSJOR (ArByNsEPSIDET)
l “(Resuslve el |1|£opa Ax=B: la solucion lo»doJljoh By

v.r ooccion'3;2¢2).

,?4>;narc£s (hh.NvRR) o
 "(0bti¢n0 las roieol de un Polinﬂplo d- lrado N- lo:

'cooficiqntni se.dsn en AAY vor_soq.-d.:.:).

‘ 5) BISTEHAKRYLOU (a.n-n.N) R
QDJETIVOS Pontoor ol .istnnn de ocuacionnl PN(G)Y: Plrl‘
nbtnnor 100 coof!ciontns dp 1s ec. clruct.v auui Y-B.

‘ 'vnaxanmz uso . TIPO . - - FUNGION
bl :

E Arro!lo Matriz .18 aus se le buscan los .

e de reales valores ceracteristicos. -
B E/S  Arreslo Vector inicisl rars arrsncer el

de resles sstodor Pinslmente se’ tronsforno,"‘;'

~an 1» solucion del sistess.

“725:' T 8 Arrollo ~ Mateiz del’ ltst-nu nuo auodn rl-n-'
S de reales ' tesdo. .
"N . E Entervo: Orden de l» natriz A v
o L hrrollo Vector to-rorll dol rroducto [} PO
 P||udocod1lo3 :
w ’EGIN

FOR 1 te N DOHNTO 1 D0’
‘Coloce el vector B en la colunno 'I'
de 1a matriz D,
" afactus el sroducto CO <--- AB. Lo
- === CO (valores de CO pasasn ». B). .
Hultiplica el voctor B ror (=1), - .
END.. o .
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5.3.3) LISTADO DEL PROGRAMA

: PRDGRAH KRYLOV (INPUT»OUTFPUT)

CONST
EPS = 0,0000001}%
S UCNL. = 154 L
TYPE - : : o
- MATRIZ = ARRAYL1..Nis1,.N11 OF REAL}
VECTOR = ARRAYL1..N1] OF REAL}
COEF = ARRAYL-2.,.N1] OF REAL/
~RAIZ = ARRAYL1:+N1,0,,1] OF REAL?/
VAR . :
o "C s 1.uN1S
DET ¢ REALS .
ArD ¢ MATRIZS
B - ¢ VECTOR +
~“AA ¢t COEF3$
. RE_ 't RAIZj
I 0..N15

. PROCEDURE SISTEHAKRYLOV (A3 MATRIZ) VAR B } VECTOR b
SRR VAR D 1 MATRIZ) NI INTEGER)S
TTYPE :

_ VECTOR = ARRhYEl..NiJ OF RERL;
VAR :
g0 .t VECTORS - - : L -
IsJoK § INTEGERS . R R
BEGIN - T Do
FOR I i= N DOWNTO 1 DO

- . BEBGIN T i LA (e SR
Lo o FOR Ji= 170 N DO Co T e e e
S  DLJr13 4= BLJDS
_— © . - FORK = 1'TO'N no
"BEGIN-
COEKI t= 0,04 . .
FOR J 3= 1 T0 N’ DO : '
COLKY = COLKI + A[KvJJ * BcJJ.
. END$
- FOR J 8= 1 TO N Ny
o RLJ] t= COCJDH
S ENDS ‘ =
FOR I i= 1 TO N DD
© - BLIY $= - BLIMS
END(t .DE SISTEHAKRYLDU x)

< PRDBRAHA PRINCIPAL }

BEGIN . :
. WRITELN (’ DAR EL ORDEN ns LA HATRIZ')f
% READ (MC)} .
REPEAT : e
" WRITELN (‘DAR COMROHENTES DE LA MATRIZ A%
LEENAT (AZHCIMC) o BTN
CMRITELN ¢‘DAR ronpongHTEs  DEL VECTOR BY))
LEEVECT. (EyHC) B
—-SISTEHAKRYLOU (A'B-n-nc>.
) L .
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GAUSJOR (DiyByMCyEPS»DET)
IF DET > EF8. THEN
EEGIN
FOR. I =0 TO MC - 1 [0
‘ "AACI = BLMC - 114
AALMCT = 1}
RAICES (AAYMCyRR) 3
WRITELN (‘/LOS VALORES CRRACTERISTICDS SON ‘)8
WRITELN (/ PARTE REAL PARTE ' IMAGINARIA’ )}
FOR I $= 1 TO MC DO
WRITELN (RRCI»O0JsRRLI»11)}

' END
ELSE
uﬁx#EE;ELN (’ND HAY SOLUCIONys SELECCIONAR DTRD VECTOR INICIQL')ﬁ
WRITELN. (‘DAR EL GRDEN DE LA HﬁTRIZ')'
READ (MC) 4 )

‘ UNTIL EOF#

5.3.4) EJENPLO

Obtgqir‘Ios valores Eiréeferisticds’del sistéga! ‘

(4 - A)x + X+ X + . Xx=0
-1 _ S a
b 2 Y DR R 3x 4 x a0
1 2 3
X +(6-11)X + 1ox -0
X 2 .
XA+ 1m;+(w-Mx = 0
1 S e

o

f~vAi correr el Prosraun nide‘lqs_datos:

DAR ORDEN' DE LA MATRIZ

DAR CUNPONENTEQ DE LA HATRIZ o
b 11
12 3 4
.1 3 610
‘4 10 20
DAR UECTORllNIEIﬂL DE ARRANGUE

LOB  VALORES. CARRCTERISTICOS SON3

PARTE REAL ,‘ ’ Paars‘:nacxnanxn

A o 4530834494227 -
24,3047032471
10,0380135419109
2,20344616508

o CO O




140

5.4) COMENTARIOS

En este caritulo se abordo el mroblema Ax= dx. BSe dieroh dos
tecnicas  de solucion como son el metodo de rotenclas de Jécobi
(nue solu oncuentra el mavor valor caracteristico v sy vector ca-
racteristico asociado) ¥ el metodo de Krulov (nue obtiene todos

los valores caracteristicos). Ambas tlecnicas rodran usarse de

acuerdo.a las caracteristicas Bel rroblema a resolver,

.‘Sin enbarsior es importante mencionar aue énisten tnéhicasv
como los metodas de Jacobiv rara resolver esta tiro de Problcnav

eéj decxr‘ Ax= AIx la 'manera de resolver el ﬁrobleul es haciundo-

uso de transfornacionos do coordenadns; rorresontad.s por natvi-. e

|
‘ d1asonali natrxcialnentl Qsto sorza:

‘ ées,'T . T reeoTa 3 transfornando 1a uatri. orilinal 'y una forma

SOV Y g . R G e
T T eos T 6 T'&.... T = By dqndo B es aotriz;diasonal. ,
S moma Bk B \ m S 1_~7 Lo o

9 2
racteristieos on cada una dc sus coluunas.

*La matbiz‘u = T 1 ...‘nn tnndro finaluont. los vectorns ca-"

En '1a literéturavawéheceh7otros metodos aue‘wodrian-ﬁer‘ulsA"
eficientesy’ toaando en cuentas lasﬁcaracteriétiEéi dn‘la-n.triz
invdlucréda) o bien metodos aue rosunlvon el problcna nas lonnral

Ax= ABK. Todos ellos ‘son ostudiados en. materias cono hllebra 11~

neal numer;ca.
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64+1) INTRODUCCION

En muchos procesos Estadisticos o emparimenfos de tiro clen~
tificos los resultados obtenidos son una serie de valores mues-
trales,» rara ciertas condiciores dadas (una salida rara cada en-
trada) A partir de dichos valores muestralesy frecuentemente es
necesario obtener la(s) respuesta(s) debida(s) a aldunals)
entrada(s) (variable independinnte) diferente(s) de los valores
de -1a muestrar en ‘eS8 situacxon se habla de . interﬁolaciony si la
ehtrads dads se encuentra dgntro del rando. de los valores mues-’

traias.

Surondamos oue  tenemos un  condunto  de 'éhscisaé _N‘vu‘m* j
Yeeeny sus cdrfesfondientéﬁiordéngdés!%1 uiy...fyndqhddz
[ & - ‘
8) s 3“‘
§)Vy;‘3i}ﬂﬁiugj_
.. Es dgcirr ténnmds al coﬁJuniq} {ﬂﬁtvgi(kt)>)ifiné‘1;2{y;.in R

| El Problema de interﬁolacion unidimens1unal es construir una
funcxun F tal aue F(n‘) = a&para toda "i'y tal aue F(x) asumarva-
lores razonables rara toda X entre los runtos de datos. El crite-
fio de ra-onable es muu variado de rrablema a Problcma o runca

'puede ser’ entendido satisfactoriamente.

‘ Si_llsiordgnldas (u)‘vienqn‘d§‘una funcipnfmaiohagica Y tie~
nen un error  de. fedpndéb.ninimd;,entunces rodemos psrérﬁb aue
tengéfunifsolucion satiéfabtaria Para un % dado. Eljidétor estévé '
familia§izado éon la interpolacion lineal en una’ tabla e 1093—“

ritmosv rOT noner un eJemplo."
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81 los Puntosv(%:ui) vienen de muchas obgervaciones exeepri-~
’mentﬁles ¥ Precisasr rueden ser cunsiddr@dos‘libres de error
rueden ser 1nterwolados‘cpn una funcion iisa o continua. 8i ror
otro“lédOv Prbviengﬁ de ex;erimentos relativamente crydons no Po-
demos Justificar o forzar. una fuﬁciun de interpolacion rara los

datos exactamente.

" Los rrorositos de intererolacion son muchos rero se usan fre-
- cuentemente cond un criterio rara obtener valbfos'F(x) Fara x aue
" no estan en 1a tabla do datos {(N-IVO)}o Allunas veces se renuie—
re obten!r F'(x) o F"(x) en runtos intermedios: o tambinn auerer“

iovaluar la intesral de F sobre un 1ntorvalo de (x‘vx ).

€1 condunto de datos Puede ser intornolado POT uUn nunero 1n—“

B finito de funeioncs difcrentos o debomos tcner aldun cr:terio Rt Sl

fra"esooser alluna do ellas. El critcrio nornal oata en. terninosl k

d simwlicidad v suovidad o continuidad de la curvav es dec1rv F :

*lera analitiua v ol valor de lF"(x)l estlva en uri intervala tan

Peaueno eono sna po;iblev oF sera. un Polinouio do srado ninzmo,:fj‘

‘ete "

Funcioncl de interpolacion son construidods pov eonbinacto~ 
nes lineales de - funeionol eleuentnlos conot conbinoeipnos linea—
les . de funciones trisonomotrieas {coskxusenku}v eombinaoionns 11-;

'n-lles 'de {x‘}r .tco

En.,oitc:capitulb,vqrcnos l1a interrolacion roiinonial'de‘Liéj f

: ‘vg l‘an!ﬂ ’
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442) METODO DE LAGRANGE

6:2.1) INTRODUCCION.

El rroblems de intorpolacion Polinomial ruede rlantoarsor
inicilanente; como el dQ lncontrar los n+1 coeficxentes da un po-f"

linonio de drado n}

n

' R o n. i N
CPX) m At axt AN -iju»~ (1)
i A SR TR R o A8 S
1m0 .

.. De taIAfnnﬁoin,aui -i'CQnJunto'dn'ditoé LUx 1y )>»1=o...;'n o
L R ' R BT o

Sca satigfocho ror el polinonioi usto nos lleva @ rlontear'
\1v;‘un 5istonl de n+! ocuacianul con n+l ineasnit-so ' doeirt
u:ﬁ'

o T R S
Y im ;E;o,x’. R T LT TH0T ) IR 3 SRR

‘ So dlnunltrl oue cxiltc un unico Polinonio Pn rara cualauiorl:
‘,;vrroblena de intnrrolacion con n+l lblcilﬂl dxstintas. Bin enbardo -
siSUiendo cste caaino ru-do llcvnrnon a pllptnlr un ststoau bls-‘

tanto difieil do rosolvor on: un eolnuto nornll.,

Un canino sattifaetorio rorl conrutlr -1 Polxnonio uuo 1n—

A‘torrola los runtos {(Xiin)) o u;ar los’ rolinonios basicos do'-

Lalrlnuo asociados con ef. conJunto {Xi}. f'

niéhbsipolino.ias,(L]<x>} tq=o.y.,.n> de srado n tienen la

e R f1el ey
U proriedad L (X ) = S e P - B
ST g O en ‘otro caso Lol
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Es facil ver aue el rolinomio de drado ni
(X=X (X=X D4 v o (X=X X=X 30 0 o (X=X}
o . .1 J=1 o JdeL n
L (X) =

J (X =X 20X =X ) o s o (X =X HX =X Ve s oAX =X}
: NI R T A TN B BN T 2 aom

Satisfﬁéc estas condicionnnu ademss L (X) = 0 pare alduna
Joid :
*i* diferente de 'J'

Corresrondientes factoros en el denoninador normnlizan el

rcsultndo LX) = 1
, o _
"El ﬁulihonio L (X)Y toma los valores Y- ﬁéro'-cldi X
T Jod : , J J
'f*uiéQ cbfd’on'loi'iﬁntd-: X ‘(1;diféronti,di 4
.08 ol e 4 e e
Asi 1. 1ntornolacion roIinoniaI do lrado nv 1. eual conlto

Lode Puntos ((X rY 1> esta dado Port

Y(X) - ZL (X)Y

J-O

Es elaro nuo ol numero do ororaeionos (u‘eonibcdcntoiiht;fv

tienro dn oJocucion) ‘- rroporeional . nxn. E® inrortontc nnfnn— .

: tiz-r auo hav uno v solo un polinonio do lrldo no .onor nuo 1n~; 

"torroll n+l dltos.

Hnu -uehnl dlf.rcntou fornulls de 1ntorrolacion polinqnlnli'

en lu ,lttoratur- mara otras basos' ul rolinoaio dodo ror clt¢ 7, ﬁ

‘_aproxiuacion es el mismo aue el encontrado on. 1- solucion dol_'*ﬂ'

sistema e ecuaciones Planteado (1).th, B
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. 642,2) PROGRAHMA LAGRANGE
OBJETIVO!

Obtener valores Y Paras X aue no estan en la tablé de datos
L{Xi9Yi)2>r mediante intersrolacion rolinomial de Llsranley PaTa

vérioq raauetes de datos.
+

ALGORITHO EN PSEUDOCODIGO

PROGRAMA PRINCIPAL | ,
VARIABLE = USO  TIFO . FUNCION

X E Arredlo . Vector canteniondn las variables
- " indererdientes de los runtos mu-s~,.'
o : L otrales. ‘
Yo E Arredlo - Vactor eontoniendo las vari.bles
; o derendisntes de los ‘PUntos: nu¢s~'

- “trales. .
X © E Arreslo Vector de variablus inderendientes

de las aue se obtiene ror interro-
lacion sus corrcsnondicntos voriu—
. R o bles derendientes.

"N X E - Entero Cantided de muntos .muostr.les.

. -E. . Entero Nunoro do runtos a intorpolar.

Pseudocodigot

" BEGIN

Eseribir letrero de -entrads
Leer no, de muestras v no. de runtos a intermrolar .
WHILE no se» Tin de archivo DO
Leer vector de abscisas . » 1nt¢rrolar
Leer las muestras en rarelas (lbleisovordonndl)
CALL LAGRANGE (XquH-N;UX-FUX) ' .
Escribe letreros de salidea

Escribe los datos eneontrados
o Fide mas datos

END,

JsunRUTINAs

D LEEUECT (D,H)

(Lee un vector de ovdsn Hr ver sec.. 2.é.2).



| 2) ESCVECT (yM)

Ly

(Escribe un vector de orden My ver sec, 3.2.2).

3) LABRANGE (XyYrMyNrUXeFX)

OhJetivo! Interrolar un conJunto de datos dados en VX,

VARIABLE uso TIPO

X E Arredlo
Y ‘ E Arreglo
M E Entero
N ] € Entero
S U .. E/8 Arredlo
FX 8  ‘Arredlo
RNUM L Real
DENOM L Resl
Pseudocodigo?l
BEGIN

FOR K ¢= 1. TO M DO

FUXCK] <--- 0.0

FOR I t= 1. 7O.N DO
RNUM <--- 1.0

. DENOM <=-- 1,0 ~

FUNCION
Vector conteniendo las varviables
inderendientes de los puntos mues-
treles,
Vector conteniendo las variables
derendientes: do los runtos muws-

 trales.
Numero de runtos a 1ntorrolar‘

Numero de Pruntos auestirales.
Vector de variables inderendientes
de las . aue se obtiens ror interpo-~
lacion sus corrn-rondiont-l varia-
bles derendiente.

“Umctor .en el aue obtienen las varia~
. bles interroladas. :
“i.ariable aue contiene el valor del

nusevador de 1s exr. de Ladrange.
Variasble aue contiene el valor del
denominador de la exr, de Lasgransge,

FOR J i= 1.TO N.DO-

IF J.<> I THEN

. RNUM <—-- RNUM % (UXCKI - XCJD)
DENOM <--- DENOM % (XCI7 - XEJ1)

" END,

| FUXCKJ <==~ FUXCK] + YCI1 & RNUM /-DENOM =
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4,2,3) LISTADD DEL FROGRAMA

PROGRAM LAGRANGE (INPUTyOQUTFUT)
CONST
. MAXIND = 303

TYFE )
‘VEGTOR = ARRAYL1..MAXIMO] OF REALF -
VAR : : ‘
Xy YoUXy FUX ¢ VECTORs
Te My N 2 1. MAXIMOS
VI : REAL}

FROCEDURE LAGRANGE (Xs Y ! VECTORS My N ¢ INTEGER$ - .
VAR UX» FUX UECTDR);_
VAR
RNUM» DENOM : REALj
Iy 4y K- H INTEGER?
BEGIN
FOR K ¢= 1 TO. M DO
HEGIN .
FUXEK] . $= 0.0)°
FOR I $="1 TO N DO
"BEGIN .
RNUM i= 1.04 .
o : 'DENOM t= 1,04 o
o . ‘ FOR J i= 1 TO N-DO
; o . ‘ IF J. <> I THEN
BEGIN :
RNUM 3= RNUM l (UXLKD - XEJJ)O
, END?ENDH 3= DENDH X (XEIJ - XEJJ)S
e FVXEKJ = FUXEKJ+ YEIJ # RNUH / DENDHG
END’

END!Z
“WRITELN.. )
END(X- DE LABRANBE x4

T S PROGRAMA PRINCIPAL' - o

BEGIN - ‘
URITELN(‘DAR NO. DE HUESTRAB Y ND. DE ABSC- A INTERPOLAR'H .
READ(N)M)$ - ~

WHILE NOT EOF DO ‘ ‘

BEGIN. . - '
~UR!TELN L DAR ABSCISAB DE PUNTOS A INTERPDLAR’)#
LEEVECT (UXsM) )
“WRITELN (“DAR LAS HUESTR&S EN PAREJAS (hBSCIvDRDEN)')’
“FOR" 1 °t= 1°TO N DO
© L READ(XCIDYEIDND : v
- 'LAGRANGE: (Xer MyN UXPFUX) § ' R
L WRITELN ¢’/ 1 15y/LA° INTERPOLACION DE LOS PUNTOS GUEDﬁt o

. - WRITE ¢ '8109'VhL0R DE LA  ABSCISA’ )} S

I MRITELN ¢/ 220y VALOR DE ORDENADQ’)v
FOR.I:=.1 TO M DO

~ 'BEGIN.
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WRITE ¢/ *:10yUXCI141245)5
WRITELN ¢/ 7$25,FUXCI131215)7
END# .

WRITELNS _

WRITELN(’/DAR NO. DE MUESTRAS Y NO. DE ABSC., A INTERFOLAR')}

READ (NsM) )~ b

END}
END.

6.2.4) EJENPLOD

Arlicar: la formula.du~1a9raﬁle rara-interrolar los #untqs 1410,
1,50» " 1470y arartir - de los siguientes v&iorééide_ié'fthion de

error normalsl.

2
o X /2
e
Y(X) = ==
X | 1,00 1,20 1,40 1,60 1,80 2,00

Y. |0.2420 0.1942 0.1497-0.1109 .0,0720 0,054

‘Ai-edeéutur el rrosvamé se introducen los datos!

. DﬁR NOD, . DE MUESTRAS Y NO. DE PTOSo A INTERPOLAR

DAR ABCISAS DE PUNTDS A INTERPOL#R
e 1.10 1.5 - 1.70:
DhR LAS. HUEBTRGB ‘EN PARE.JAS (ABSCISthRDENhnA)
1,00 0.2420 :
1.20 0.1942
1,490 0.1109
1.80 0,720
2.00 0 054

L“ INTERPULACION DE LDS PUNTDS OUEDA‘

‘,; ,1vAyoR DE LA ABBCISA . R UALOR: P URuENAnA .

71410000 o 082191
1,50000 [, 0+13017

TU1.20000 s 0.09119
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643) COMENTARIOS ‘

Existen varias formulas Fara 91 probleau de 1a 1ntorpolacion
polinouinly estas nundnn clasificario &n dos gruros ! lauellal aue
59, aplicnn @ Puntuﬂ'isualnnnto esraciados u fornulanlpara runtos
érbitrarianénte espaciadon. Las foraulas mas comunes son'inl.dni -
segundo sruro aue son la 1ntorpolacion de diforoncias divididns

do Neuton w 1l intorrollelon de Lalranne."

Lli fornulas dul prlnor srupo se. hen- dollrrollldo Plrl lin-119, L

riificar la 1nt|rrolncion on t-bla- de funeionol con arlunnnto:'
ilunlnonto olr.ciodonv‘ todos ruodon lor dorivadat ror Illunllr

'fqrpqln; dol_rrinon‘lrgpor

Enl 1a lttorotura onnrocnn otros esauo-nl de 1ntorrolncion

cnuivnlnnt.! » pssar Pblihﬂl!bl do tolundOo t.rcorn o nlunr ordon

‘ror trusr euntrn o mas runtos consocutivos o utilt:or 01 ralino-\v

nio rlro volu.r f ) cualouior valor- My conrrcndidof ntrn los'fficff'

puntos... :

g La fornula do 1nt|rpolleton do stirltnl llun oJonrln d! losJ‘ﬂ‘

neneionudoi ‘consiste - on _lo siluiqntot dadon tros wuntos do una

gurvo (qun“)v "‘l.""i.) v (x‘“w‘. ) tal ouo n&- x":- "l.“ _ "M-f,

h -saribiuu: um (X~ “L’ v h' la fornulc L :
: : | _ _ " - 1 o

.'B.' ——-————-——-‘—-L — (- \ o .’: B

St T *2,*&.. RS

1nd1ca el volor intorﬁoludo dc Y aue cowrnsrondo a n- d!torv o

ntnadn rasando unas ocuacion euadratica ror 1-; tros ordcnadas.

"TSin~anbfq0v exi-tpn tcéhioas?nuy eficiénti- (1nti?ibilnblds'

'dniéi: con 'unyqr 'gué:titud)t-iiau-doi SPLIﬂE:I lo'idph.do estas
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tecnicss es aue dados un condunto de runtos muestrales (nodos)

LO e d> (4 =1v0in)r se arroxim@ una funcion S0x) tal aue B(xg)

T Wer @0 cndi subihtchala [xb4' xll = I » donde S(x) es un roli-

nomio,




. vID) ApnoimapwnFouno‘:jm.. ,
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7.1) INTRODUCCION

El prablema de la arroximacion rpolinomisl consiste en la rerre-
sentacion de un conJunto de puntos ror medio de un rolinomior
aunaue, a diferencia de la intereolacions dicho polinomio'nq tie-
ne aue coincidir necesariamente con la funcio; rorroscntn&a rov
los. runtoss sino au§ este se ajusta con una cierts desviacion a
dichos wmuntos. Esto ﬁlcn de la arroximacion pollnoﬁial un metodo
marticularmente util pdra tratar puntos okrofiqintalulu wa aue

estos  tienst intrinsecamente un cierto error ¥ No es necesario

aue el rolinomio rase ox.étannn£¢ ror las Puntop ¢n cuestion,

En ‘este caritulo se tratars ‘el metodo dc»arrdxini:lqn,ror

'vminimos cuadradaos,
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7+2) MINIMOS CUADRADOS

7+42+1) INTRODUCCION

Este astodo consiste en aprokiiir un polinomio @ un conJunto
de Puntos (xg rug)s see (x 0y ) de tal formo aue 1@ suma de los

cusdrados de 1a diferencia ¢ o desviacion ) entre el rolinomio
seleccionador F(X)» evaluado en éicrta abscisar v la ordenada co-

rresrondiente @ dichs abscisa sea minimo (fid. 1) es Accirz

N , ,
L S
:E:(F(x Y - w ) = ginimo
, K Tk
k=0 -

.? '
. o v I
(‘d;'.) A l:‘l“bﬂs)‘
P4 ~‘@1|‘|) .
- %
Fidurs 1.

B Unajvvéz escosido el srado del Polinaniq;Pﬁx)‘nuo naﬁor se
aduste a los runﬁos'nxrnriﬁontolis- el rroblems se reduce a en-
contrer -los coeficientes adecuados a,, 8y .;.; ah‘dnx rolinomio
wépn los cusles se cumrle la condicion anterior. Llamese dea las

dpnvi.éionns‘P(uk) - ¥ v definase F cono la suma de los cuadrados
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de dichas desviacionesr es decir!

F = :E: :E:(P(x ) - u )

k=0

Exprresando F como funcion de los coeficientes del rolinomio P(x)

¢ arlicando el criterio de minimos cusdrados obtenemos!

N

_ : — - E , R N
F(a ra » ¢oera ) = (2 +ax - +8x + oo +ax ~-w)=mnipimo
o1 ' n- 0 .tk 2k ‘ nk Kk ‘ ‘

Y'siendb F una«funéion de nti variabless el groblomavdo-encontréﬁ
sy valor minimo se reduce l..npontfarrlof“vqlor.s,do‘Fﬁpira los,.

‘ :uéléa las  ntl derivades parcisles de la funcion con“rpurcetozlffb
bcada uno de los coeficientes sesn simultenesmente coro ( Qlto nnlf’
’larnnt!z.ra oue oncontrnronos su valor ntnino poroun unl funeton¥f_
aye  as la suma de lol cusdrados de vnrils ‘variables no tiene .l- ‘

wimor solamente minimo ) o seast

OF oF oF

w0y m—— = OF  seer -~ =0
: 9'6 ) s

1. . n
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8Substituvendo 1a exrresion rara F en las parciales tenemos que!

N L4
aF n
= ZZ(& +tax 0t ax -—w)=20
ga 0 1k nk Kk
0 k=0 .
N
aF n
= 2% (a3 + X + s tan —u)=0
g8 k 0 1 k n k k
1 k=0
N
oF 2 . n
pe—— = 22)(‘8 + ax + v taR ~uw)=0
da : k 0 1 .k nk k
2 k=0 o
L]
L]
N L
JaF n ‘ . n
= Zz’x(a +tax + vt an ~yd)=0
Qe k0 Lk ook k

0o k=0




157
Eliminando el Pactor 2 de este sistema de ecuaciones w reordenan-

do terminos obtenemos el sistems eauivalente!

n N N
J
> =y
J k
J=0 k=0 k=0
n N N
J+1
> e S
J Kk k
J=0  \ k=0 k=0
[
*
n N N
J+2 2
> S
J k ok
J=20  \ k=0 k=0

0 bien de forma mas compactal

n N N

, . ~ i+J , i ' R
Z, Zx a = Zx w ‘A ®mO0rdreevrn
v -k o : k k A .
J=0 \ k=0 k=0 C R A

0 lo que es lo mismo?

Tt [N N

< dJ-2 : i1 : v S
Z : E K a = E P R B 12 1e2reavrnentl | (1)
k J-1 kK ko C

J=t \k=0. ./ - K=0

En buge a esta ultime expresion se ruede desarrollar el alsoritmo
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rara determiner los coeficientes ag» By ooy By del rolinomio wa

aue 2l desarrollarla obtenemos un sistema de ecuaciones lirneasles

con las incosnitas 8g % '-at' veey 'ﬂ . Por edemploy al desavro-

1lar 13 expresion (1) para n=2 obtenemos el siduiente sistenal

N N N N
2 .
2 e (3 )0 (350 ]s -
0 k, k. 2 k
k=0 k=0 / kwo © k=0
N N N N
. 2 . 3
" a + :E:u a + " a = :E:ﬁvs
b, 0 k 1 K 2 — Kk
k=0 k=0 k=0

f\/j 2z
~~
N
1]

(=]

-+
l\;]
}‘.N
<]

-

-
b4
x b
&

»n
n
[\,{]
- IR % §
&
o

k=0 /= k=0 / k=0

<
-
[=]

El cusls una vez conocidbg};os terminos entre rarentesisr ruede

tesolyerse‘gpor el métgdbfdg Gauls—Jordaﬁ'(PaFitqlﬁ 3)‘é§ra aér'§1ﬁ}
qul; ‘ v e , ..
7.2.2) PROGRAMA MINIHOS cognkanos; =
OBJETIVO!

Determinary utilizando el criterio dé minimos cuadradosr los
. coeficientes de un polinomio de dgrado n aue arroxime a un conJun-

to de Puntos .
DESCRIPCIDNS

' Este erograma utilizara 4 subrutinasy 1o primera de ellas

12 subrutina PLANTEASISTEMAs calculara los coeficientes del sis~
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tema de ecuaciores lineales denerado ror la ecuscion (1) ssi coma
los terminos inderendientes de dicheo sistema. La sedunda sera la
subruting OBAUSJOR (desarrollada en el caritulo 3) aue resolvers
el sistema de ecuaciones rlanteado ror la subrutiné PLANTEASISTE-

1
Ademas’ se hara uso de lss subrutinas LEEVECT Y ES8CVECT (Caritulo

MA v generara los coeficientes ag? B, veer an del polinomioa,

2) con el ftin de facilitar la lectura de los datos w la escriturs

de los resultados.

El obJeto de la subrutins Planteasistdma es calcular Ibs
glqmentos de la matriz asociada al”sistéma de ecuaciones denerado
- pOT los détos; asi como'él vector de terminos inderendientes. Pa-
ra esto se consideran 1ae.vaviab1es'nATR1zN w VECTORN (aue sons
resrectivamenter arredlos de 2 w de una dimension) como Patame-
“tros . en 1as subrutina 4 son los aue finalmente se daran como en*.
tradg 3 la'subrutina GAUSJOR rava resolver el sistema fdrmado FOP

MATRIZN u. VECTORN.

' Para caleular los valores de MATRIZN u VECTORN 1a subruting
. o ¥ S
Cutiliza La . formula (1) dada en la introduccion de la sisuiente

marerat

rara calocular los elementos de MATRIZN!?

v N N
¢ 14d-2 i1 J-1
MATRIZN(IsJ) = :E:x = :E:r % (2)
ko ook
k=0 k=0

odonde i o= 1y 2y eesr mbl vod = 1925 veer ntd

’xff‘sjpara los elementos de VECTORN?
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N

i-1
VECTORNCD) = :;“x “ im 1y 20 eeer bl
: — Tk k

k<0

Para  Pacilitar los calculos de los elementos de MATRIZN se
consideraron las variables auxiliares PROIN w PROD2 aue son defi-

nidas como!
PROD1 = x
k

» PROD2 = x
. k.
Asis cadé?éiahénto.dé 1 matriz se genera de la sig, formas

MATRIZN(I»J) = HATRIZN(IQJ) + (PROD1) (PROD2)

sooeon

N ¥ I A
<PRODL = ) b PROD2 = % ' k= 0r 11 2 .

PUesio aue 1a matriz es simetricas solo se caleulan los ele~
~.$eﬁtns' del triaﬁsulo. inferior u la diadonal de la matri& Fara

’v‘QlueSQ ser transferidos al triansulo superlor.

i - 8a hacen llamadll a las subrutinas GAUSJOR (Papitulo 3)
 gLEEUECT (Caritulo 2) v ESCUECT (Caritulo 2),
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ALGORITMO EN PSEUDOCODIGO?

FPROGRAMA MINIMOSCUADRADOS

X

VARIARLES uso TIPO ~ FUNCION
EFS - Congt, Criterio rara determinar si el
determirante de 1a matriz es cero
MAXORDEN - Const. Maximo orden del rolinomio
MAXPUNTOS - Const, Numero maximo de datos
RET - Real Determinante de 1a matriz
MATRIZN -~ . Arredlo Elementos de la matriz asociada
de Reales al sistema de ecusciones.
.- BRADO E Entero Grado del rolinomio
. NUMPUNTQOS E Entero Numero de runtos
E Arrestlo Abscisas de los runtos
de Resles o
Y E Arreslo Ordenadas de los runtos
‘ - de Reales o
CVECTORN S Arreslo Coeficientes del rolinomio F(x)
’ de Reales - ‘
Pseudocodigo!
BEGIN

Lee drado del polinomio ¥ numero de Puntos.
UHILE not eof DO
Lee X» Y,
caLL PLANTEASISTEMA (HATRIZN!UECTORN!XerNUHPUNTDSrGRADD).
CALL GAUSJOR (MATRIZN.UECTDRN:GROD0+1vEPSvDET). ‘ .
IF DET > EFS THEN: L
“Escribe los coeficientos del Polinomio.
ELSE
mands mensaJe, .-
. "Lee drado del polinomio w numero de Puntos.
END.,

SUBRUTINAS!

1) LEEVECT (D»M)
ObJdetivo! Leer un vector dé orden M,

(Ver caritulo 2)

2) ESCVUECT (DsH)

ObJetivo! Escribe un vactor de orden M.

(Ver caritulo 2)
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3) GAUSJOR (A»ByNYEPS,DET)

ObJetivo! Obtener la solucion un sistema de ecuaciones.

(Ver caritulo 3)

4) PLANTEASISTEMA(MATRIZN,VECTORNy XY NUMFUNTOS, GRADO)

Obdetivo! Calcular los elementos de la matriz asociada al sistem-

de ecuaciones senerado ror el criterio de mirimos cuadrados.

VARIALRLES use TIFO FUNCION
X . E Arreslo Abscisas de los runtos
de Reales
Y E Arreslo Ordenades de los puntos
de Reales '
NUMFUNTOS E Entero Numera de runtos
GRADO E Entero Grado del rolinomio :
"MATRYIZN S . Arreglo . Elementos de 1a matriz asociada
‘ : de Reales al sistems de ecusciones
- VECTORN ...8§.... Arreslo - Terainos inderendientes del .
S ) de Reales sistema de ecusciones
2 S kL. Entero - Indicador de renslones de la matriz’
g L  Entero Indicador de columnas de 1la matriz
K. . L 'Entero Contador de runtos
FROD L Real Guards resultados rarciales
FROD2 L Real . . LI
Fseudocodigos
. BEGIN

S Imicializar MATRIZN u UECTORN en. ceros..
-, FOR K = 1 TO NUMPUNTOS DO’ Co
- FOR I =1 TO GRADD + 1 DD
" UFOR J =.1. T0 I DO ’
Calcula el elenento i=J de 1a matriz.‘
. Calcula el i-esimo termino inderendiente.
V,Transf1er| losw elenentos del triangulo inferxor de la matrik (wa
.calculados) al trianuulo superior. .
END,
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7.2.3) LISTADO DEL PROGRAMA!

PROGRAM MININOSCUADRADOS(INPUT,» QUTPUT))
CONST

EFS = 0,0000001
MAXORDEN = 4}

MAXFUNTOS = 20}

FE . '
MATRIZ = ARRAYC1..MAXORDEN, 1..MAXORDEN] OF REAL) -

. VECTOR = ARRAYL1..MAXORDEN] OF REAL$ '
CDORDENADAS = ARRAYL1..MAXPUNTOS] OF REAL.

VaRr
DET ! REAL}
GRADOs NUNPUNTOS 3 INTEGER) -
MATRIZN $ MATRIZY
VECTDRN ¢ VECTOR$

$ COORIENADAS}
PROCEDURE PLﬁNTEhBIBTEHA(UAR MATRIZN ¢ HhTRIZl UAR VECTORN UECTDR'
- Xy ¥ § COORDENADASS - :

V‘R NUMPUNTOS» GRADD ¢ INTEGER)S

Ir Jr K ! INTEGER#$
' FRODM» PRODZ ! REAL)
BEGIN -

{ INICIALIZACION DE LA MATRIZN }

FOR Ii= 1 TO GRADO + 1 DD
BEGIN

VECTORNC1] .= o. , : _

FOR Ji=1 TO . B e R R
oK ATRIZNET s 1 t= 08 - R U I Lt

END) o L ; )

FOR Ki=1 70 NUHPUNTDS O

PRDDI 1= 1,0 o o
“FOR I =1 T0 GRADD + 1 1o
BEGIN

FROD2 t= 1,08
FDR J 8; 1710 I DO

HATRIZN[I-JJ = HATRIZNEI-JJ + PROD1. l PROD2’
253?2 t= PROD2 t XCK1p

VECTORNLIJ {= UECTORNEIJ + PROD1 # YUK
Esggl = PROD1 x XLK1) _ A

ENDS

{ TRANSFIERE LOS ELEHENTDB DEL TRIANGULO INFERIDR AL TRIANBULO SUP..}
FOR I $=1-TO GRADO + & DO

FOR J = 1 TO I'DO -
MATRIZNLJ» 1] = MATRIZN(I;JJ'

< - . PROGRnHﬁ PRINCIPAL ,; ‘,~“ R

BEGIN o
URITELN(’GRADO DEL POLINOHID T» NUM. DE. PUNTDS ?’)9
READLN(GRADIO, NUMPUNTOS) )

REPEAT
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WRXTELN( ‘DAR LAS ARSCISAS DE LOS FUNTOS)$
LEEVECT (X» NUMPUNTOS)
WRITELN(‘DAR LAS ORDENADAS DE LDS PUNTOS’)}
LEEVECT(Y, NUMPUNTOS))
PLANTEASISTEMA (MATRIZNs, VECTORN» Xv Yo NUMPUNTOS- BRADD) §
GAUSJOR (MATRIZN, VECTORN» GRADD + 1s EPSy DET)
IF DET » EPS THEN
BEGIN
"WRITELN(’ COEFICIENTES DEL POLINOMIO (EN ORDEN CRECIENTE)!’)}
WRITELN#
EggUECT (VECTORN» GRADD + 1)¢

ELSE _
WRITELN(’EL SISTEMA PLANTEADO NO TIENE SOLUCION')$
WRITELN( “GRADO DEL POLINOMIO 7» NUM. DE PUNTOS 77)}

READLN(GRADO» NUMPUNTOS) 3
UnEIL EOQF3

-

7.1,4) EJEMFLOS

Los valores rara el voltaJé 4 la_intensidad de la corriente
ern un circuito simple de corrionte alterna caon un caPacitor de

+47 microfaradios son los sisuientes! :

V (Uolts) .1 (Microamrerios)
10 1 i -
20 3
. 30 5
40 7
50 : . 9 . ) o
60 ; 1.2 .
70 1345 L
80 ‘ 15,2
- 90 17
100 ' : 19
110 21.5 .
120 . T 23.5

Sabiendo aue en un civcuito de este tirg 13 relacion Tension

- Intensidad esta dada ror!

I'= (1/RV
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Entonces el inverso de la caracitancia se obtiene calculando la
rendiente del rolinomio de drado 1 adustado a los puntos dados.
Para encontrar dicho rolinomior se eJdecuta el rrosrams MINIMDS-
CUADRADOS de la gsiduiente formal

GRADD DEL POLINOMIOT» NUM. DE PUNTOS?

1
12

DAR LAS ABSCISAS DE LOS PUNTOS ' .
10 20 30 40 50 &40 70 80 90 100 110 120 _ -

DAR LﬁS DRDENQDAS DE LOS PUNTOS
57 9 11.2 13.5 15.2 17 19 21,5 23.5

COEFICIENTES DEL POLINOMIO CEN ORDEN CRECIENTE):
~1,0894 042038
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7+3) COMENTARIOS

En 1» seccion |ntor16r se describio la tecnica de los mini-
sos cusdrados sara el caso de aproximacion rolinomial, De ests
tecnics resulto un sistema de ecuaciones llamedo en la literatura

_‘eeuacion normal. Dosafortunod‘annto el n!tqdo tinno deficiencias/
es decirr resolver el I‘It.‘l o ecuacion normal, dabido » oue el
sitens results ser incondicionador sobre todo cuando el srado (m)
del rolinomio reauerido ses muv srande. Otra desventals es cuando
el valor de m es cambisdos se deben calcular un condunto de nue-

vos coeficientes.

La ecuscion norasl ‘ruodo resolverse ror euqlnutof. de las
subrutines vistas ;n este cprttuloi.roro iq corre el riesso de
introducir sraves errores de redondeor sdemass dadas las caracte-
risticas de la ocunc;on norasl radris resclverse ror metodos mas
‘efiéientoiv es decir uuovfonuiorlnvyinor numero de . oreraciones.-
Los  errores de redondeo ,tntfﬁddcidosv' ussndo eliminscion
Gohs:iaﬁio tiénon su”'ériinnnon‘lo forllcion'dc las susss de la
ccuaqidn. normal ¥ en ll'iliitnic;bn-;roiianento' ogto se debe a
“aue 3l trabaJarse con eqhtid-doi'iuQ grandes hav rerdida de disi-

_tosy debido al slmacenamiento tinito de la llauini.

= Las difiohltpdusTlincionldnl‘arribl rueden avadirse haciendo
"Aypb_ de 1los rolinomios oitolcnnlos;(sc habla un roco de ellos en
ﬁol caritulo ix). u'andobcutol rol§no-io- se tienen :oluciannt'nll
rrecisas w alsunas veces se rernite 1a splucion ror G.Qli‘ﬂcidll.
Un  eJemrlo - de estoi rolinonios son los polinomios de Chebwchev
‘dgfinido: ssit T

n

) = cosn®y cor.n = coss Estos rolinomios
arroximan los datos a exrresiones de la forma! |



167

Ym(x) = CbTa (}() + C'T:' (%) + e +Cme(>()

‘Donde cads Tj es un rolinomio de Chebwchev de orden J. Nues-
“tro  eroblema inmediato es derivar una exrresion rara cada uno de
las coeficientes q;(J-O-.....vn). Esto no se hara saul wa aue se
reauiere tener conocimiento de ciertas rroriedades de los rolino-
mios ortosonales» rero cabe mencionar aue esta tecnics evita re-
.solvar un sistems de scuscionesr we aue 1» matriz resultante es

dissonal. La converdencis es mas rsrids aue la serie de Tavlor ¥
a) se reduce el tiemro de plnuino.
b) 1 estimacion del error es mas IP?DNilldlov

"'Esta economis hace aue las arroximaciones en series de

Choﬁhchov se use en muchas cosrutsdoras mars evlluar‘func;onol.




\VIII) INTEGRACION NUMERICA
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8+1) REGLA DEL TRAPECIO Y REGLAS DE SIMPBON

8+1.1) INTRODUCCION

Rocordonou aue la intesral de una funcion f(x) r.rrguontn el
area limitads ror 1 srafics de una funcionr el oJé de las X‘'s w

los limites de intesracion Larbl (ver figura 1),

a b
figura 1

r 8l ,biqn muchas funciones se pueden 1ntodraé al obﬁnnnr su
rrimitivar es decir una funcion F(x) nui al &erivarlg'nos‘deyf(u)‘
) (?'(x) = f(x))v.iuiqt.n o(ra; tales qui carecen de estar o sear
su  intesrsl no tiene una exrresion exelicita. Por otrb‘;ido'has
‘fuhcioﬁcs cuws 'rriqitlva w/o 18 fofﬂo de obtenerls i@n_t@n coi-
plicadas aue es rreferible arlicar otro metodo Plrl‘tntolrarll.

EJearlos del primer tiro de funclonel son

2
: =¥ . 3 sen X
Pix) =~ @ TGO = /1 + % Pix) =
‘v del sesundo tirq'las funciones racionasles
5 . 3 .2

4 3
12 ~1ix + 134 ‘ ‘
i) = ‘ PIN) =

-% 4 49K - 12k + 4

7 6 -4 -3 ‘ 12 8 7 4
Con 4 B - 13+ 3In- 6 - X = 7 4+ S5t 12k
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Pars estos casos se utilizan metodos de intedracion numerica aue
losran acercarse al valor de la intedral con un srado de exacti-

tud tan grande como se auieras.

Los metodos de intesracion numerica se basan en dividir el
intervalo a intesrarse en un conJuﬁto de rartes reouenasr calcu-
lar el area de cada uhl‘ror un metodo arroximativo v sumar todas
estas aresas. En seneral haw dos tiros de metodos! Aouellos en aue
el intervalo se dlvidid. en rartes isuales ¥ nbuoilos on aue el
tan-no de las pirto: e arbitrario v dorondl de la funciono Aaui
se trataran metodos del prinor tiro., Es cllro aue ontrc nas’ divi-
siones se tensan nas cercanoc sers ol valor del ares arroxinada al
valor de 12 intclral on uns division v ontoncnlv la |unl de cstal
Feauenas areas; _se acercara mas .l,volqr de 1a intesral en @ado

el 1nteryalq. Esto se rerresents en la filur9;2.

J

‘fiidra 2

Es a rartir de rolinonios aue las nroas de las divtsiones de

los intorvalos |c arroximaran CORG se vera mas adolantc. A conti-

nuscion se rresentan de nlnorp oredensda formas. de cbtpher?oltl
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arroximacion,
1) Resla'trarecial.

Esta es 1la ass sencilla v a ls vez la menos exacts de les
reslas existentess aunaue ruede dar una buena ides scercs de ls
integracion numerica estudiada. Suronsanos aue dividimos: el in-

tervalo Carb] en N rartes isuales, 8i h es el tanlno d¢ cayo Par-~ -

tes entonces h esta dads ror!

Los N runtos x aue seraran cads rerte seran cnfbnéil .
X =3
H =a+t+h

H.=® +_2h'»

X = a4t (NDh

x = b

i quéronbi saber un‘valor orroktngdo>do 1s intesral en alluﬁﬁ de
lls“rartigu_d!llnol'oﬁtro los puntos x¢ ¥ ”iﬁﬂ s modesos éohgtpuir'
ﬁﬁ trarecio cuva ares se ruede calcular facilqéntd ¥ si‘alrdqo »
1a de 1@ .funcion si los:ruhfos estan lo suficientenente cercanos,

(Ver figura 3).
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El area A del trarecio en el intervalo CKiINL”J es (areas del

rectansulo mas 1» del triansulo)?

A = fix dh + CPOx ) + f(x YIChs2) = (1/2) h [ ) + fixn )]
i i i+l i i1

Sumando todas las asress A de todas las rartes (del intervalo
Carbl) obtensmos el valor sproximado a la intesral (el dos arare-

ce ruesto aue se suman los valores f(x:) rara dos divisiones con-

tisuas)
‘ a ' N
POxddx » A+ oo + A+ A = E A=
1 N-1 N -

v . i=1

o om o [P(R) + 20 % ) + 200K ) F 400 + 20(N
2 ‘ 1 2 _ :

-1

) + £(b)

(1)

Otfl saners de tratar el rrobleas en aue s® lleda » 1a mismd
solucion es contidorar la funcion linesl f1(x) = ax + b aue rasa
ror los euntos {xi-kai)) v (ue"vf(xb')),(vor fidura 3), La» intﬁ-
dral de esta funcion sers una buena arroximacion a la funcion -
() en  ese ;nteivalo (dedo por Ixi'“bﬂ”’ Al igual aue antesy

_sumsndo todas las intesrales de cada rarte» obtendremos un valor
cercano a 1la intesral. Una de las formas de obtener tal funcion

lineal es l» sisuiente!

Llanumos A; al area balo la curva en el intervalo Extvx. 1=
¥7)

t"l'”i* hl., Entonces
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th _ xéh
A =} POx)dx “] (ax + bldx =
i
X‘-. Ke
2 2
a(xt+ h) LN
= - + bixi+ h) - bxg
2 2 ‘

Esto ruede ser escrito como

G+ b) + (alugd W) + D)
= b o 2 —)

.rero sabiendo aue los valores do'l. funcion f(x)lu_ﬂ (x) en
los Puntos x; v net b coincidenr o ses

i )ms P (%) = '"L+ b
i 1 i ;

B TSR BT S TR N A T o ) a4t ) 4l R
i+l 1 i# S | P

se deduec entonces aue esto se puudo convertir en

, 1
A .= — h Cfix ) 4+ P(x )]
‘ 2 i i+

Por tanto honos llesado analiticamante » la» doduce!on suo-otricn
lantnrior Evidentemnenter 1. arroximacion de la 1nt|-rol ost.ra dl-

da en isual forms oue en 1a ecuacion (1),
_2) Rexla de Bimrson (1/3)

Estas e85 una de las mas usadas reslas de intplrlcldn. 6 aifo-
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rencia del metodo snterior saui se trata de arroximar una rarabo-
12 oue se aduste » la funcion en una divielon [“1'“£MJ"DE 1a
figura 4 se ruede deducir aue el aetodo es preferible aue la re-

dla del +trvarecior dado aue se acerca meJor # 13 intedral de la

tuncion, v

|

1

|

! [}

| .

i ' '

- J ' h ' ] : ~v X
‘tigura 3 ° fuura 4

. Le resla dn sinrlon da rrneiillonto la intolral do 1. fun—
cion cuadratica nun rass ror trcs puntOt. Slluiondo el ejemrlo de
la redla del traprecios dividlnol el 1ntlrvlln‘[a-p] en N rartes
de tres puntos (h = (b - a)/ 2N)..fonauds la Partc'tu.-hvx;+hl-
del intérvalo " trataaol de obtcnor 15 intosral de 1» funcion
‘cdadratica’ f (%) = ax + bx +.¢ aue rase rov los tr.n runtos Ky —he
kt‘ o "1*"' Ests ares sera unl orroululcion s 1a intnlrll nn ess

rarte del intorv.lo. Sumando ostas arass obtondrnnos un valor,

arronimado de 1 intesral,

' De acuerdo a lo anterior, li tx-—hrx&hl es ¢l intervalo a. into—
drarser el aves a~ bado 1. curva de la funcion 00 estarn arro- N

wimada Port

$h O fuph (i+h
, 2
A =1 flxddw ~ fz(x)dx stlan +'bx 4 o) =
i o i : .
xfh_ xfh “fh‘

(Resolviendo la intedral v asrurando terminos) .
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i

2 o= b [P -~ ) + AP{ ) + F(x + h)]
3 i i i

El area totel es rues!

a ’ N )
fOOAR Y A+ e + A +Am Z A=
1 N-1 N i
b _ i=1

o :
e LP(R) + APOK ) 4 2000 ) 4 APCK ) 4 20(K )+ oo,
3 1 2 3 CA ‘

eer h 200k ) 4 APIX )+ 20(x ) ¥ AP(x ) 4 (b)Y
. N-4 - N=3 N-2 - N=-1. :

Notese aue saui nuevamente el dos se ha asresado puesto aue se Ha
sumado volorés de 1a funcion f(x) en runtos x aue rertenecen »

dqs‘ﬁivisionni (contisuss) al mismo tiemro,
3) Caso deneral,

l Hlltl,ylﬁorlo hcuos"arroxt-adb ﬁ i. intedral de la funcion
~intesrales de roctas-'funcionos-linollos o de Frticerrldbu dedos
,dbs rPuntos QQ unlkrlrticion § funciones cusdraticas 0 de sesundo
- srador dados tres runto§ de una rarticion. Pod‘lps‘ohor. senera-
lizgf lo oue se ha hecho al afirmar oue de iddul forma se rodra
'aJuétar una’ funcion cuadraticas uns funclonvcubtcﬁ o en deneral
una. funcion de srado N» dados tres: cuntfo o N+1 runtose resrec-
-tivenente en una rlrttcion;'h contiﬁuoeion rresentamos una tabls
’ ‘cqﬁ l;q,rcilns aue sproximan la’ intesrsl de una funcion con’ inte~
sraiéﬁ de Polinomios aJusiodo', evalusdos en el intervalo

‘t"4'*N43' dados los N+1 puntos necesarios. Se reriten las wa ob~
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tenides. En Snnnralgsystas s¢ rueden abtener arlicando el metodo

anslitico usado rars los dos snteriores ws tratadas,

Grado Polinamio
1 (th72) Lftx ) + P(x 2]
1 2
2 (h/73) TP(x ) + Al ) + £(x )]
, 1 2 3

3 (3n/8) CHix ) + 3PCx ) + 3fix ) + Fix )]
‘ 1 2 3 4

4  (2h/A5) E7¢(x ) + 32¢ix ) + 12f(x3) + 32f(u4) +.7f(x5)1
1 2 -

5 (5h/288) C19f(x > +725%(x ) +56f(x3) +50f(x4) +75f(M5) +19f(n6)3

De estas rt!ial escosimos 1» de grado tres mata Prasramarla.
ﬁ“'Esta se conoce como 1a resla de Siaeson (3/8), Dado‘duq 1o rerre-
sentado arriba es arroximscion de la intesrsl unicamente rara uns
parte del intervalos 13 resla dt:intinrneion Para ﬁﬁdo #1 inter-

 valo rars Un rolinomio de srado Lres es!

.  } : N

PHOD ¥ A+ e b A 4 A =‘:E:‘ A=
o 1 N-1 N i
b - i=1
3h , ‘ .
n o CfCR) + IPCk ) b 3P ) 4 204n ) 4

. 8 ‘ 1 2 3

B Y A BPH Y 2000 ) 4 e
; A . 6

coe #3P0OC )4 B ) 4 2000 ) 4 B ) + Pib)
S N-4 N3 N2 N-1 ,

(2)
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8+2.2) PROGRAMA INTEGRAL

OBRJETIVO!
Cbtener las intedrales de una funcion en intervalos dados.
DESCRIPCIONS

El prosirama aue se tiene calculs la intesrsl usando 13 resla
‘do.aproxiaaeion de un molinomio de tercer srado. El‘lliorituo'dii
prodrans es sencillo v ruede ser facilmente deducido de la ecus-
cion (2) escrita lrrib;. El errosrams tiene como entrada el 1nt‘r-
valo a intesrarse dado aue la funcion ests declarada 1ntornaunn£-
‘como  subrutine (de timo funcion), E1 rrosrame consta de una su-
“brutina erincirsl QQQ calcula ls intesral w aue tiene como para-
metros los limites de intesracion w sdesas 12 funcion a intesrar-
se. Haw uu‘ hacer notar aaui aue el rrosrams arrovechs la ventada

de Pascal aue posibilits rdpnr una,fpnciun cqno’r.rauotro.

El aldaritno sumenta el numero de plrticionos v calcula 1&'
intesral rara cldo rlrticion hasts aue el error en las 1ntelr.1.s
calculado como error relativo (toms el valor absoluto de l1» dife-
. rencia entre la intesral calculadas anteriormente w la actualy di-
vidida entre la sedunda) es lo suficientemente Penuonqv,se!uﬁ_qn

raranetro marcado declarads ror el usuario.

El alsoritmo e ofieionpo ruesto ng arrovechs la sums de
valores de 1a funcion obtenidos en 1a division antorior;>8.ldn i;l
ecuscion (2) haw aue sumar valores de 1s funcion en ciertos Pun4 
tos w multirlicarlos ror doss sumar otros voloros - uultiwltcor~'
los ror tres w finalmenter sumar los valoros de 1s funclon ovalu--

da en a u en b, E; llsoritno obtiene 13 nuevs division tomando 1s
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anterior w fraccionandola en tres. De ¢sta manera solo es necesa-

rio evaluar los puntos intermedios (dado oue los extremos fueraon

evaluasdos anteriormsente). .
ALBDRITMO EN PSEUDOCODIGO:

PROGRAMA INTEGRACION

VARIABLES  USO  TIPD FUNCION -

AhA E Real Linite inferior de intedracion

BB E Real Limite surerior de intesracion
AREAP 8 Real Intesral de la funcion en CAA,BRI]
Psdudbcodi:ox‘

PEBIN S

Lee AA w BB

WHILE NOT fin dn lrchivo Do -
CALL INTEGRAL (AAr BBr AREAP, FUNCION)
Escribe valor de la intesrsl’
Lee AA Y BB

END ’

BUBRUT INAS

, 1)FUNCTION FUNCION (X)

ObJotivo. Calcula el valor do ln funcion en 01 Punto x.l
- Ests funcion es 1a aus el usuario deses’ intesrar v os
uodificable ror @1 ususrio. .

2)INTEBRAL (Ar By AREA)

ObJetival COIcula la intesral dados el intervalo Carbl
¥ la func;on Pix),

VARIABLES uso. - TIFD FUNCION

Ay B -+ 'E  Reales Limites del intervalo ((arbl)

AREA . 8 Resl Valar de la intesral

FUN . E Funclon Funcion s intesrar :
_ERROR L Constante Criterio error relativo en la intesral
ITERMAX L Constente Numero maximo de iteraciones

) S ‘. Entero Contador

N L Entero ‘Numero de divisiones del intervale

SuMA L Real . Bums total de las evalusciones de la

: funcion en los puntos de la earticion

: {(Multirlicados ror 2 o 3 sesun #1 runto)
8suMAl L Real - 8uma de las evaluaciones de la funcion
o - o de los: runtos nuevos.

suMAZ L  Reasl Suma de las evalusciones de la funcion

en la arsrticion anterior
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PUNTO (1..2) L Real X's en una division & ser evaluadas

INTERVALO L. Real Tamano del intervalo Larbl

DIVISION L Real Tamaro de-1a r-esima parte en aue se
dividio el intervalo (h)

AREAO L Resl Guarda el area evaluasdes con la particion
anterior

Pseudocodisdo!

BEGIN

"N -}

INTERVALO <{~-- B ~
SUMA <--~ FUN (A) + FUN (B) (Inicializa SUMA asi ruesto aue estos
. valores sersn siempre rarte de la particion)
Inicializa AREA w SUMA2 .
REPEAT
N <=== 3 x N (Increments division de earticion en el valor optino)
DIVISION <--—~ INTERVALD / N
SUMAL <~== 0
AREAO <~~~ AREA
FOR I <~--~ 1 TO N DO
Calcula valor del hri-or runto (PUNTO1) en 10 divislon I
Increnents I )
Calculas valor del sesundo runto (PUNTDZ)
Increasnts I
Evalua'ls funcion en ambos runtos w lo asresse » BUth
SUMA <--- 8UMA + (3 % BUMAL1) - SUMA2
,(Al restar SUMA2 w sumar SUMA (anterior) o-to .ouivalo 8
sumar dos veces las funciones ovnluadol en los runtos liaite
de las divisiones)
AREA <~-= (3/8) ¥ PARTICION % SUHh
8UMA2 <-~- 8UMA1 '
UNTIL (El error relativo es menor aue 01 'deseado) OR
L (Se llesio sl numero maximo de: iteraciones).
. IF se slcanzo el waximo de 1terlcioncs aTHEN
END Escribir mensaJe’
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8+2.3) LISTADO DEL PROGRAHA

PROGRAM INTEGRACION (INPUT» OUTPUT)

VAR
AAy» BDy. AREAP | REALS

FUNCTION FUNCION (X ! REAL) t REAL)

CONST
Kl = 6.6710543€-10'
K2 = ~4,4375127E-7}

VAR
XX ¢ REAL}#
BEGIN
XX 3= X % X§
FUNCION t= K1 & XX % EXP (K2 % XX))
END {FUNCTION)>¢ v

' PROCED“RE INTEGRGL (Ar B ¢ REAL} VAR AREA : REAL)
, FUNGT!ON FUN (X3 REAL) $ REAL) Y
'CONST

ERROR ™ = 1E-2l_
ITERAMAX = 35000000

VAR o
In N .. $ INTEGERS
SUMA ; ¢ REAL)
SUMAL, BUMA2 t REALS
PUNTO1, PUNTO2 - : REALS
INTERVALOs DIVISION ! REALS

" AREAO t REAL)

BEGIN

N = 14

 INTERUALO 1= B - AV
(SUMA ix FUN (A) + FUN (B))
“AREA t=. 00 .
SUMA2 1= O
REPEAT
fnaoxu .
N t= 3 5 Ny
DIVISION t= INTERVALO / Nb
SUMAL tw O _
AREAO = AREA} .
FOR'I i= 0 TON - 1 DO
BEGIN
1 i=1 4 1) '
__PUNTOL 1= A 4 (I R !NTERUALO'
BRI
'PUNTO2 $= A + (I /7 M) & INTERVALOY | .
BUMA1 3= SUMA1 + FUN (PUNTD1) + FUN (PUNTDZ)' 3
END <FOR>) -
SUMA 1= SUMA + 3 % SUNAL - SUMA2)
AREA 1= (3 / 8) 8 DIVISION % SUNAI
SUMAZ t= SUMALS ,
END {REPEATH) .
UNTIL (ABS ((AREA - AREAO) / AREA) < ERROR)
’ OR (N-> ITERAMAX)) .
: IF N > ITERAMAX THEN
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WRITELN (‘NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES‘)}$
END (PROCEDURE}'

{ PROGRAMA PRINCIPAL )}

BEGIN
WRITELN (‘LIMITES DEL INTERVALO? (DE MENOR A MAYOR)‘)$
 READ (AAs BR)}
WHILE NOT EOF DO
BEGIN
INTEGRAL (AA, BBy AREAPy FUNCION))
WRITELN (/EL VALOR DE LA INTEGRAL ES ’, AREAP)} '
WRITELN (/LIMITES DEL INTERVALOT (DE MENOR A MAYOR)‘)}

READ (AA» BB)}
END {WHILE)>}

8.2,4) EJENPLO

La foruull de distribucion do volocidodos de lll noloculns

‘d- un l-s do Maxwell v Boltznonn do 18’ froceion de’ -olceulas cuun .

raridez se lncuontrl entre v u v + dv, Lo foraula ests dada ror!
[ ] (372). 2 L[(-m/2kT)v I .

f(v) - 4 PI L b R ‘v e
2PIkT

"‘ﬁoﬁdn‘ k e 1» constante de Boltzninnv » 1a nasa de la noliéulo'u
T 1s tilporaturo on escela obsolutn. Para obtener las fraceton de
noloculul aue - se oncucntron ontro dos volociododos es nocoslrio‘
intonror la funcion. con ootas voloeidados cono llnltol. El »ro-
‘blonn (1 ‘encontrar la froeeion de' noloeulll cuves voloetdodls se
oncuontron ,entre 0 v 1000 -.trOIIlolundOo 1ooo =" 2ooo n/s v 2000

'A v 1ooo -/u do las hidrosteno @ 273 lrldol Kolvin (nproulnldaalnti

o coro lrndos eontllradon). Esta forlulu llovo » otrl para 1. cuol

no oxiltt Pr!nttlvo. Por ello lPllel.Ol el rrolrano de’ intolrl~

cion nuncr;ea. deucinos 1» for.u;u»bn-undonpl en los’ silutnntos
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valores!

Pl - Pi = 3.141592454
' ' -23 .
k - Constante de Boltzmann = 1,381 x 10 Joules/drados

m ~ Masa de la wmolecula = 3,346 x 10 kilosramos

avedando entonces

. -7 2
- =10 2 [{~4,4375127 % 10 v 1]
TPy) = (4,715430 x 10 ) v e ‘ .

CORRIDA

' LIHITES DEL 1NTERUhL0? (DE MENOR A HAYDR)
0 1000 :

‘EL_VALOR DE LA INTEBRAL ES: 0.171557364167
LIMITES DEL INTERVALOT (DE MENOR A MAYOR)
1000 2000 ‘

EL VALOR DE LA INTEGR&L ES 0.514108987794
LIMITES DEL‘INTERVALO? (DE MENOR h HAYOR)
2000 10000 .

EL VALOR DE LA INTEGR&L ES 0. 314333664588

Por tanto las nolnculns estan distribuidls arroxinadamentes sesun:

Intervalo de velocidad;(n/s) ‘ Porcentade (X)
0 - 1000 : 17,16
1000 - 2000 51.14

2000 ~, 10000 o - 31,43
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8.3) COMPARACION DE METODOS

En este caritulo se consideraron basicamente las formulas de
1s redls del trarecio w las formulas de SimPson aue son casos
rarticulares de las formulas de Newton-Cotes, Estos metodos tie-
nen.la caracteristica de aue el spalista tiene ls libertad de se-
leccionar 18 madgnitud del intervalor de hechoy iiemnri se han ns—'
codida  intervalos idualesr ‘13 tecnics es pasar polinomios de al-

dun orden a travez de srupos de ordenadas.

Existens sin embarsor nmetodos aue ortini;an‘el error de
truncamiento dando 1a libertad de seleccionar la mninitud de lcs
Antervqlosb de intedracion ¥ haciendo uso de los rol}nonibs orto-

donales. Dichos metodos se les conoce como cuadratura Gaussiana,

Todas las formulas de inteiraciqn desarrollades en secciones

rrecedentes son de la fornit
n

R jb {@dx ~ ch_f&c)'

tuo
donde. los n+l valores %; son los res03 aue se les da » los

ntl valores Tuncionales Tixg)e

Se pueden desarrollar diferentes formulas de cuadraturs
Geussiana haciendo uso de las rropiedades de los rolinomios orto-
»spnales' como - los polinomios de Ledendrer LaquoriquChqbgdﬁovr
Hermite. El1 desarrollo de dichas formules es conrit;ojp- rero de
una manera sencills consisten en lo siguiente! si clipla el in~

tervalo de intedracion por un cambio de variable aproriadOp L1

S‘b 'f-mc\x - j: ¢@b’o}u = }_“:‘ wy ¢@-L)

Q (wo

eJemplov
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donde los W, son 10s resos # con n+l Ppuntos se obtiere una
formula exacta Para un rolinomio de grado 2ntl. Los u; resultany

en este casor las raices del polinomio de Ledendre de srado n.

Resunigndo; 13 cuadraturs Gaussiana de mavor rrecision aue
185 reslas de Simpson Para el mismso numero de ordenadas a exren-
€35 de uni comrleta falte de control en 19 locolizlcion de los
Puntos, Como . una ultima observacion diremos aue 1s cusdratura
Gaussina reauiere aproximadamente la mitad del trabalo reaverido

ror la redla de Simson rPara obtener 1a misma erecision,

Finalmenter como un brovipfto culturaly dirondl,éuo son los

‘rolinomios ortosonales,

dos funciohos's (%) ud (x) -ilicclonadls de uns familia de
funclonds s; (%) .se dico aue son ortolonllos con ro:roeto a una

| funcion de Peso u(x) en el 1ntnrvalo [cobJ.
, bv |
I W(t)a (')3“(*)4“ . nem
I m«staoo] " dx ='°463‘#-o

' éh -denural c dorohd-‘dc n. 8i ostas relaciones iﬁcndcn rara
todc h antonces {q‘(x)} eonstttuu. un_ conJdunto de funcioncs orto-

sonolel.

81 nl conJunto {l (n)} son rolinonios ortosunalcs- ‘'se pueden

_oncontrnr tormules de ‘cusdratura Oouiniana rara obtoncr intesra-

les comot S %‘ 4(!)41'-?. ;h\_'f(l) ( Ch@\"c‘y'\ev)
| l.' Uy P et (g, et




“IX) SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS .
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'9,1) INTRODUCCION

Hey una dran variedsd de aslicaciones en aue sFarecen las
eéuaciones diferenciales en forma natural en areas Humanisticas
comp - Cientificass entre lluunoéﬂde los problemas en aue épanecen
las ecusciones diferencisles estan! la deteccion de falsificacio-
res de urter dissnostico de la disbetesr diseminacion de la dono-

rrea‘anlltsjs de roblacionr sistcmis dinamicosr etc,

Un; ecuacion . diferencial es una iolaciph entre una funcion

del_ti;nro v sus derivadal. La‘:qeudcionnl

3 2

o dw o2 o dw -y T d o9
i) = 3y sen(tiy) w i) = 3 g b ma—
R -3 2

e o Cdv

ZSOnf anb.i- aJohPIOI de ocuiéionns difironciniis. El ovden -

: dn una ocuacion difcroncial o ¢1 orden de 1a d.rivnda nal oltu;"

dc 1a funeion ¥. aue aparuce an la ncuncion, EntonCQQ (i) o una.i

>ocuac£bn difnronci.l‘dl Priner ordcn "’ (i;!_ol,unp;o:ulcion'diqu

' rronéibl de tercnr*bfdeh. Por |dluclon de uhl uch.eion diferencial

’.entnnderonOl una funcian ¢ont1nu. wit) tal aury Junto' con sus de~ -

rivadas- satisfnccn ls rellcion. For annPlo 1a funcion:
ey = 2'-an t - 1/3~cos 2t‘
Es una solucion de la ecuscion diferencisl de sesundo 6rdén

L2t
Cod o ‘ -
— 4 9 = gos 2t -
T2 R o
Codb

,Lp»!fdrnd’ghls seﬁeralfdevdna eéulcion'diferenciblkotdinériaAa
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de orden. n es!

n n-1
Y m{ty Wy Y reeer )

Donde! n

Uns ecuscion difereancisl del tiro anterior ﬁqodo qqf,linua}’
"0 no lineal. Una ecuacion difernncidl ordinaria es ;innil si pue-
de ser exepresads como combinacion lineal de ia viripbib*dﬁrinF 
diente w de todss sus dnrivadaévvlp’no linesl es inuillivouo no

cumerle ests condicion.

~

Para aue 1la solucion de una ecuscion difﬁroﬁcill exists ¥

sea Qnicav»qe reauieren eseecificar tantas condiciones iniciales

o valores en la fronters como el orden de la ncdléioh difnrdq? Vo

ciasl. Las condiciones de -ﬁistoncin ¥ unicided sjlokrriuﬂﬁ‘in‘biw'

‘ teoremal
TEOREMA.~

Sean f v Bf/Qu continuss en el rectansulo

R1t <=t <stt+ar du-ul<=b

0 0 . 0
caloulamos M = max I1t(tew) 1y
. (trw) en R
¥ fidemos

alfa = min (arb/M),
Entontesr el problema con valor inicial

s E Plbew) oy (b ) moy
e X 0 °

Tiene una solucion unica Q(t)»in el intervalo
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t <=t <=¢t + alfa

Existe una gran variedad de ecusciones diferenciales aue no
pueden ser resueltas analiticamenter de shi la necesidad de con-

tar con metodos de tiro .numerico aue ofrezcan un camino altérna-

" tivo de solucion.

El problems clasico del valor inicial es hallar'unp funcion

'-f(x)“aue satisfisa alia ecuyacion diferencial de nriﬁor orden y’ =
LJFﬁ(t.u) 4 tome al vaior‘inieial dixg) =g + Se ha disenado una am-
klia‘variedad de metodos para la solucion aPro#inada de este pro~
’ blema clssicor la mawor rarte de los cusles han sido seneraliza-

dos wara traﬂbf “tambien problesas de orden surerior, (daddnaue

-

"frfcualauier ecuaeion difurencial ‘de orden n se ruede descomponer en

W 515tema de n ecuacionol diferencioles de Primer orden).

]

'En esie capitulo abordaf&aos 1a solucibh de ecuaciones'dife4

':Arenclales de Prinor orden con valor inicial usandn ‘los metodos:

: \NEulety Euler neJorado (aoui se hlce una introduccion a los noto-

. dos ‘Pkr\‘edictor-correctqr): Runde-Kutta, 4 witodo de Milwe .’
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?.2) METODO DE EULER Y EULER ME.JORADO

9.2+41) INTRODUCCION

En esta seccion abordaremos el metodo de Euler v Euler medo~
rador dando una introduccion a metodos mas sgnsrélqs como lo son
los metodos Predictor-Correctorr rpara el rroblems con valor ind-
clall

Cu s W) 0 (L) = ow (1)
: 0 0

Una computadora obviamente no ruede arroximar una funcion
sobre un intervalo comrleto ty <= t <= t, +a- wa aue reauerirvia
',una aran cantidad de informacion. A lo mas Pundo calcular valorns
‘BPPOdiMldQs ,”1’ Yyreeer ¥ de #(t) ern un numero finito de puntos
tmv.tzr...r t" + 8in enbgrlo esto es suficiente wara nuolgro Pﬁo—
,“ppgito pugsto aue rodenos usar los numeros g‘p ”z""' Y, Fara

bbtener Una aProximacion lobre ‘el intervalo t <m b <= t,t &, Una

forma en aue se podrin haver esto se muestrs en 1a Pisura 13
‘Wr 4 . 5

2 Y%

L T
Figuras 1

"

Es decirr uniendo los runtos (t vu-) o (tj‘1 u ) PoiAuni'

rcctav de 9sta manera Y(t) ¥ wlt),
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Para aimplificar el trabado rediremos aue t4v...v t” asten
idualmente esraciados. Ahora biens lo unico aue conocemos acercs
de 4(t) es aue satisface una ecuacion diferencial u aue su valer

ern t=t, es u, » wusando esta informacion rara calcular un valor

[
arroximado a1de u(t,)p donde t4= t‘+h1ueﬂo‘usaremos esﬁe valor
arroximado de v, rara calcular un valor arroximado de v, de w(t,)r
donde ’t2=t1+hv 4 asi sucesivamente. Fara lodrar @sto nos basanos
en el teorems de Tewlor aue rermite calcular el Qalor de w(t) en

tk +h a8 rartir del cpnocimiento de w(t) en t= tK + E1 teorema es~

-tablece auet

2 2
du(t ) h du(t)
-k K .
LRI Y - £2)

b —

Wit +h) = Wt +h :
K K ‘gt 21 2
C dt

Por tanto si conocemos el valor &i\vlt) eﬁ»t=t*lpodémos‘cal-

. eular el ,vhlor 3dé w(t) en t-tK?Hh Ahbra‘u}t) os sblucibn def

‘ pvdblema con vnlor lnicial (l)v en consecunncia sy Prinern deri- -

'_vada en t=t seral

RR ' (3
ko

Por otro lado arlicando sucesivamenta la redls de la cndcna.‘

rara la difsrnne!leion Pnrcial sodemos evaluart

.

d wit ) ¥ ot

—memgmmm w | —— e G utt )
k. k

dav 3t v

w[f 4 PP (b yult ) Lo (4)
t Y N ‘ Lo :

~
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Y todas las demas derivadas de orden surerior de u(t) en
t=tKo
De esta manera rodemps reescribir 1la ecuacion (2}
-2
h ‘
u(t Y =Pt )+ hf(t sult D)+ ~— | F b PP (b ult D) e
ht1 k k. k 21 t wf k. k
: ()
La exrresion nas simrle de u(trﬂ) se obtiene eliminando de
la serie (3) todos los terminoss excerto los dos rrimerosy esto
de el siguiente metodo numerico!l

W=y +hfltew ) v w=w 4 hP(L V)
1 o 0 0 2 1 - 11

¥ en gseneral!

w =u + hf<t »u ) g = Wt ) {6)
k+l Kk k Kk 0 o o a
La ecuacion (4) es conoeidn como el metodo do Euloro El nc-
: todo €s el mas sisple w Por suru.sto en e1 menos Prociso (.1
: . . , ']
error aue rroduce es del ‘orden h ), Sin enbaruo sy tntorcl o a

nivel introductorio rara metodos mas coarlicados.
N ,

EULER HODIFICADO

El metodo de Euler fue obtenido cort.ndo 1a lcrlo de tlvlor
(51 doapues dcl sesundo termina. E1 camino nac obvio Plrl la ob—
tencion de noJores astodos numericosr os‘lo retencion de mas ter-—
ninos en la ccuacion (5)) no obstantn esto ttono 1 seris dclvon-;
taJa de oinsarnos > c.lcullr las dorivadns Parcialol d. f(tvv)v‘
‘; y"ésto ruede ser bastantg difticil si 1a funcion f(tvu) es'muw
" comrlicads. Por esta razon sa han deducido petodoé nusericos aue

‘no oblisan a caloular las derivadas de PCtywd,
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Una arvoximacion a este problems consiste en intedrar ambos
lados de la ecuscion diferencill w'at(tiy) entre tk Y tK +h 'rara
obtener}
t
k+1
1% ) = uwlt ) + fltru(t))dt
k+1 k t
k
Esto reduce el rroblema de encontrar un valor arroximado de
_u(tk‘) a1 rroblema de arroximar el ares bado 1a curve f{t,u(t))

entre t_ Wt .
K 44

Una burda'apfokinacion a esta area os‘hf(tnfu(tnf) aue es el

aréé*del rectangulo -hzla~filufl 2(a),

b - e — =
o= o = =

L J

(a) : Fisurs 2
Gue es por suruesto el metodo de Euler. Una mucho. medor
jrroﬁinncion a esta srea es |
h o -
— L pu(t D) + (L sttt ) | '
2 k& kL ki1 |
aué r9bro||ntb’il‘breavdei trnpczolde T.de' 1a fiaura,éQb).
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Esto da oriden #) metodo numerico

T T

ket k. 2 ko ok k41 k4t .
Sin embardo no podemos usar este metodo para deterfiinar Yy.a
Pdftir de uur Fuesto aue yeytambien ararece del lado derecho de
(7}, Una forma muy intelidente de salvar este dificultad es reem-
rlazar Ygyen 13 parte derechas de (7) por ux + hf(igvu;) dada ror

.el metaodo de Eulofi‘olto das oriden al metodo numericotl

., | N , »
Yo o=y 4 e P(L oy )+ P(L ru. 4 ht(t sy N 8)
ki1 3 2 K k k+i. k koK
9 = d(t )
0 (4]

Ls ecuacion (8) sélconoée_cqnp netodo. de ngcf noJor;dd..Ea:
te ne;ddo'nnsv&a ia‘nisnéneﬁéctitud‘nue,oﬁ metodo‘db 1s serig-de
Igluior con 3 terminos sin tener oue célcﬁ};f Ias‘dorivadas‘?ur—
ciales,

La PireJaz

y = w 4+ he(t sudt ))
: kil k k- k
. L I Y AT T S TR AR AL

e kit R 2 Kok kb Rk kT
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: Pertenece a los metodos del tiro rredictor-corruu: o aue
'zonsisten en @l uso de una foinula P33 hater uni rrimera rredic-
cion del sisuiente valor uyr seduida de la arlicacion de una for-
mula correctors mas brroximads oﬁi pPraororciona entonces sedora-~
mientos sucesivos. En 1s rarela mencionads anteriormente la for-
mula de Euler es la predic(oro w €1 de Euler meJorada es el co-
rrector, El rredictor estime rrimero w.;‘; este ostin|t1§o;condu~
vée.a un valor wi,,, lueso a uno ¥ corresido. Se ruoﬁon hacer co-
rrecciones sapliss de. wi,w ¥au SUCESivamente hasta hdc se obtensas
uﬁ‘resultado satisfactorio emrleando la rareda (9)» es docir has~
ta aue ‘
corr, J cgpff. J=1

o - d

| < EPS
k1 k+1 .

9.2.2) PROGRAMA EULER
OBJETIVOS

Obtener 1 solucion de 1la ecuacion diferencial de rriser or-
dén de tiro w’' = f(truw) » w(t0)=u0 por el metodo de Euler v Eulof
medorador mars una o variss funciones f(t) con sus resrectivas

condiciones iniciales,

ALGORITNO EN POEUBOCODXGO

PRODRAMA PRINCIPAL -
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VARIABLE uso TIFO FUNCION

LIMITE - Conastante Dimension maxima rars los
vectores useda en el pro~
drams (es modificable),

EF8 - Constente Criterio de converdgencis
: rara el metodo de Euler me-
Jorado.
X» Y E/8 Arreslo Vector de sbscisss v vector

solucion por Eulers inicial-
mnente tienen los valores -
iniciales en XC11y YL1] resp.

z '8 Arreslo Vector oue contiene ls solu-
cion ror Euler medorado.
NUMPUNTOS 8 Entero Numero de runtos en aue se
’ ) subdivide el intervelo de in-
‘ . tegracion,
INTERVALO E Resl Esraciamiento entre los puntos
: : nuestrales.,
1 ~  Entero Variable usads como iterpdor.
Pseudocodiso?l: ~
BEGIN
Dar vslores inicisles (X0rYO0),
REPEAY

Dar cantidad de runtos . esrociaminto.

CALL EULER (x-Y-NUHPUNTOS»INTERUALO-ECDIFER).

Escribir letrero de salidse.

Escibir el vector de abscisas con la solucion

por Euler ¥ Euler noJorldo. . .

Dar otros valores !nlcillos.
UNTIL fin de archive, , o
END. ) S : . '

SUBRUTINAS

1) FUNCTION ECDIFER (T»Y)
(Ests funcion tiene la rarte derechs de- 1a ecuscion di-
ferencial aue se dolouluvoluarv esta 1a introduce el

usuario).

2) EULER (X»Y»ZrNUNPUNTOS» INTERVALO» DERIV) ’

ObJetivo! obtiene 1s soluciop numerice de 1s wcuscion dife-
ronc;al con valor ;hiclll W' = f(tyw) w(tOI=uw0 ror los meto-
dos de Edlor Y Euler meJorado (rrodictor-curroctor), k

VARIABLE  USD  TIPO FUNCION
% E Arreslo Vector corteniendo las ab-cisns



Yy Z E/S

NUMFUNTOS E

INTERVALO E
ECLIFER E
Ly I L
Vy TEMI L

.

P;eudocodisut

BEGIN

2T &= YLID,
FOR I != 2 TO NMUMFUNTOS LO

I'e Reales
Arredlo

De Reales
Entero
Real
Funcion

Entero
Real

196

consideradas, En X011 entra Lo
condicion inicial X0,

Vectores aue contienen la solu -~ -
cion inicial w0,

respectivamente; en w1l entra Lla
condicion inicial w0.

GCantidad de runtos en Que se sub-
divide el intervalo de intedracion,
Esraciamiento entre los runtos
muestrales.

Funcion que corresronde a la rarte
derecha de la ecuacion diferencial
Variables usadas rara iteracion,
Variables temrorales rara la eva-
luacion del metodo de Euler medorado.

XLIY ==~ XLI-13 + INTERVALO, C
Calcula YLIJ ror metodo de Euler, T :
Calecula =CI] ror Euler-modificado. : '
Hace las correcciones paras medorar ZLID -

hasta aue dos
sean menor aue EFS.

END,

correcciones sucesivas
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P2 ) $IBTADO DEL PROBRAMA

FROGRAM EULER (INPUT,OUTRFUT)}

CONST
LIMITE = 1004,
EFS = 000135
TYFE

MATRIZ = ARRAYC1..LIHETE+1..41 OF REAL}
VECTOR = ARRAYL1..LIMITEJ OF REALS

VAR
Xr Yy Z ¢ VECTOR)
A ¢ MATRIZ)
I» NUMFUNTOS $ INTEGER?
INTERVALOD -3 REAL}
FUNCTION ECDIFER (TrY § REAL) ! REAL}
BEGIN . o o S
ECDIFER !='-0,005 % Y - 0,005 *.(100 x AT = 4))!
END#

PROCEDURE EULER (VAR Xo» Yy 2 ¢ vscront NUNPUNTOB 1 INTEGER) o
v INTERVALO ¢ REAL). FUNCTION DERIV (T»Y REAL) 4 REALIF
Ly I ¢ 'INTEGERS
. _VsTEMD ¢ REAL}
BEGIN
ZC11 $= YC11$
"FOR I = 2 TO NUHPUNTDB o
BEGIN ‘ ,
_XCIT = XCI ~ 13 4 INTERVALO} - .
YCI) 1= YOI - 12 + INTERVALO % DERIV (XCI~13,YCI-11) -
V 3= ZLI - 13 + INTERVALD % DERIV (XLI- 12,200-104
TEMD $= DERIV (XCI~11,2CI-11)) - :
ZCI3 $=201 - 1 4 ((TEND + DERIV- (XtIJvV)) x INTERUQLO) 7 2.00
L $=0) .
REPEAT
V $= ZCI3
ZLI3 8= ZLI - 13 + (CTEMD + DERIV (XLI1sV)) % INTERVALD) / 2,00
Lt= L +14
UNTIL (ABS(ABS(V) ~ ABS(ZLI1)) <= EFS) OR (L = 50))
: END (XFORK) )
©END(X EULER %)}

{ PROGRAMA PRINCIPAL . 3

" BEGIN

_WRITELN (‘DAR VALORES INICIALES (X0rY0)’)}
READ (X[119YL13)) |
. REPEAT ~ *

WRITELN (‘DAR CANTIDAD DE PUNTOS Y sapac:an:snro "
READ. (NUMPUNTOSs . INTERVALD) ) .
EULER (x.v.z.uunpuuros.xnrsnano.scn:rsn)o
WRITE (1 /350’ EULER‘)}

.. WRITELN (’ ‘310sEULER MEJORADO’)}
CFOR_I i= 1 TO NUMPUNTOS DO
" BEGIN
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WRITE (XCI2 ¢ 10 ¢ 5y’ fyYL11 $ 10t B
WRITELN ¢/ ‘$B8,2C13 ¢ 10 ¢ 5
END}
WRITELN (’/DAR UALOREB INICIALES (X0rYO)’)$
READ (XC131.YC12)H
UNTIL EOF)
END.

9.2.4) EJEMFLO

Sea Y la tempraratura ih el tiemro t de un cuerro sumersido
ern un medio donde 1a tesreraturs se describe sediante la exsre-

‘isiqnz

6L = —‘LOO(t - 4)

.::Lé'teméaratura ﬁsotisfac¢ 1§‘-icu5ci6h diferenqial
| ¢Y/d£.+ uv‘; ueg§>.

nonde k es una constante- rroporcionaluonto isual a 0.005.

7‘59 la condxcion inicial es

t =00 Y =100 srados F.

»0ptenéé‘fa‘vp|1apion Y{t;ror qi -otqdq de Euler para

91. 1nt¢rv6io {0+2,%)

La solucion de. este problemss introduciendo los detos. al

.‘correrse @l Frosrama es



DAR VALORES INICIALES (X0rYO)

~ 24 47500

991.11047

EULER MEJORADO
1000,00000

999.92465
99,8493
999.773564
99969758
999.62121
999 54455
999.46758
99939030
999.31273
999 .23485
999.15447
999.07681%

+

+

992.463431
992.53383
992,43305
992,33197
992,23059
992,12691

992.026%93

991.,924466

?91.82208
991.71920 -
991.61602 " -

991,81255

'991,40877
' 991,30469

0 1000
DAR CANTIDAD DE PUNTOS Y ESPACIAMIENT
100 0.025
X EULER
0,00000 1000,00000
0.02500 999 . 92500
0,05000 ?99.84970
0.,07500 999.77409
0,10000 999.469818
T 0412500 999.62197
© 0415000 999454545
0.17500 999.446864
0.20000 999,39151
0,22500 999.31409
025000 P99.23636
0.27500 999.156833
0.30000 999.08000
[ 0
. L
- 2,10000 PR 64691
- 2.12500 992.546%8
2.1%000 99244595
2,17500 992.34502
2,20000  992,24378
2.22500 992,14225
2+ 25000 792,04042
2.27500 991,93829
2, 30000 ?91,835686
- 2.32500 . 991.73313
2,35000 991.63011
.. 2,37500  991.52478
2440000 991.4231%
2,42500 991.,31922
2,45000° 991.214%59

991,20032

- 991.09564

194
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9+3) METODO DE RUNGE~KUTTA.

9¢3.1) INTRODUCCION

Este metodo es uno de los mas frecuentemente usados debido a

. aue introduce sran facilidaed en la rrosramacion.

Las tres eroriedades aue caracterizen 8 este metodo son las
siguientes!

1) Para obtnhow~¢l punto vy, solo se utilizo in infornaciun

:‘”suninistrada pror el punto snterior (x vu ),

_ 2y EL .otodo ulado ruod- lor dl varios ordnnns. Al notodo‘
usado se le 1lana de: ordtn rs donde » es cl lrado del tornina de

‘flaiserie de.Iovlor alcanzodo ror el qgtodo.

:$) Sbld‘rnauiuro 1a evaluacion de. lb‘funcion f(xvs) W no de

“vsu5 ‘derivadasy aunnun la, funcion t se vnlua FaTa nas do un punto

en clda 1torncion.

»De la lnlunda proniodad se concluwe aue Il metodo de Euler

Ces  en reslided  un -otodo de. Runse-Kutta do orden 1. La formula '
rnri‘este potodo>uun Ha ue ha oncontrado en la ‘seccion 9.2 est

W = u + kAt
n+1’ n 1

~donde k, = ﬁ; = F At Q ) Asi» en @l metodo de Euler la

- solucion srroximada w,  derende de u_ w de la rendiente k‘ on ol

‘wgnto (t”.g"). De la nisma former se Puede ver aud en el metodo'

de  Euler modificador auw se puede considerar como un matodn de
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3

" Runde-Kutta de sesundo ordeny la solucion u”;4depende de v u de

las pendientes LY kz donde kz es una rendiente en hn runto disj

tinto de (bt s u ).

'El metodo oue trataremos asoui es.el de cuarto ordens en el
cual la solucion u dePendnra de tres rendientesy k ’ kz W k« y

+ Este metodo-cs el mas umado

sdcmas dn k, y 4 POP suruesto de Y,

‘rara la solucion de ecuaciancs diferencialas con valores inicia-
les . ¥ &8 canacido o la litlratura linplanlnto como "metodo do

;Runso—Kutta' sin hacer ningunn referancis al orden.
" "E1 matodo de Runse-Kutta se basa en la formulat
W wmy e K +aK t e taK (1
i+1 i 11 2 2 nn o
" con! - . ‘ ‘
N R ORTRI
PR U PR
K = ft +p Atew 40 KB
2 T v
K m ¥t +patrw +0 K +o KAt
R T | re i 211 22 2
) "0

..‘

K R be Btew o Kta Kt b
N i n-l_ i n-1 1 1. n-1,2 2 ‘1;'._ﬂ. -

4ok At
n=irn-1 n-1

n?*Y“fténqndo‘nyd on'lpliicuaéioncl.6nt9rinre| dé apﬁi;héxiigfbfduib ?:

‘ db‘Ruhii-Kutiq de orden 4» es decir!
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‘o =y +8K +a8aK + @K (2)
it1 i 11 22 nn
coni

K = £(t ru 2t

1 i i

K = ¢t +Pr Atry +a KAt

2 i1 i 111

K =f(t +patrw +ta K +a K)IA
3 i 2 i 211 22 2

K = ¢t +prp Atry +a K +a K +a Kbt

4 i 3 i i 32 2 33‘3"

Los V§loros do las coﬁstlntos'nv P ¥ a se obtienen de isua-

lavh la Qeuacion (1) con los terminos haita de orvden. 4 del desa-'
:rrollo POT lorio do Tlulor do la vurilblo ”L 4 Dicho doslrrollo

as?

2z 3 4
- W CAL) o+ wlTI A+ pll (AL
. N . . . i . i + i B .
VRN WAL B e e i (3
TR S TP YIE T T Y

Como';odra‘not.r;ev,on 1a ecuscion (2) no ararece ninsuna de
las derivadns de la fuhcion fs unicanente es necesario evaluar
dicha funcion ,on cuatro runtos distintos rara obtener K1.- Kg ;
K 9 K4 . Rololvlondo el sistens de .cuacinnos formado’ a1 isualar
lns ecuncionol (2) w (3)r ne obtiene un sistema de 11 ocuacioncl
cgp_ 13- 1ncolnttls’ (es decir las 13 cqqst.ntol buscadas) ror lo
‘*.agéyse tondrln-nuc -silnlr>9b16ro- afbitrarios a dos de estas {n—
' Tcolhités rara /éanvortir el sist-na anterior en un sistema. de 11

oculcionos con 11 incoinitolv dorendiendo de los valores aue se



203
le asignen 8 €586 incognitas se rueden obtener tres variasntes del

metodo de Runde-Kutta de cuartg orden, E1 alsoritmo aue se desa-

rrollara en esta Beccioh esta basédo en ei netodo de Runse-Kutta
uwsande coeficientes de Runger aue consiste en asisnar a las in-

codnitas a

s ¥ @, el valor de 1/3 u resolviendo @l sistema de 11

ecusciones con 1l incodgnitas asi formadoyr obteniendo los siguien-

tes valores rara las 11 constantes res&ahtos.
a = 1/6

La wmi/4

» = 1/2

p = 1(2

o m1/2 . .

L SQ;{}tUQondoj estos Qaloril-on'ld-acuqcionf(2) siﬁdbtl@nefll
‘ fforﬁula de Runse-Kutta con cbefielontes,de Runge!
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. At :
W By F——— (K + 2 + 2K +K) (Y
i+1 i é 1 2 3 4
cbh!
K, = f{t »u )
1 i 4
At Ly
K = f(t 4 ==y v + =—)
2 i 2 i 2
At K,
K = P{t 4 o=y ¥ + —=)
3 i 2 i 2
K = ¢t + 4ty v + Ky
4 il

‘ ‘Los valores K; ’ Ki v Ky Kq @ .'h'ot.n"l-rm.nr’a‘:elm‘:mcn.v-ic:a_m'-enf.\c‘aM=
éﬁgo las Pendientes‘dc ? en var}oi runtos. E}'valqr K‘”Ql la‘Pon- '
: éiénte en el Punto‘(fszc)' K, % Ky son dol:iondiunﬁbsfconsidera-“

das fen el punto nodio oﬁtro'tt-u t‘§1 rero con distintas ordens-
da;ltqada ‘unat f;palacnt!v Kq os ln‘fendigntf'an el Pyhto tt;g’

"ty + 8t v cuss ordensda es v + K At

'9,3,2) PROBRAMA RUNBE-KUTTA.
OBJETIVO!

Resolver una ecuacion difcrcncial~do'rpinor orden &el_tiﬁd,'

R AP
DESCRIPCIONS
Este ' esrodrama tiene como entrads el numero de runtos en 6ue

se §u6divide el intervalor ilfolpaciéuiento entre laé'hbseisas o

N losxvdlores iniciales (tanto de la varlable’indcaundiénte como de -
R . . «"' . °
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1a derentdiente)s Como sslida» ders lp solucion de la ecuacion di-

ferenciasl (en el intervalo indicado) en forma grafica w tebular,

S8e wutilizearan 2 subrutinasr una de ellasy la subrutina

RUNKUY, calculars los valores de la solucion de la ecuacion dite-
rencial en el intervalo indicador 13 otra es 1a subrutine GRAFICA

"aue rondra en forms drafica los rosultados (estas subrutine we he

sido desarrollada en el caritulo I).

Se declaran en el »fo!rana 2 hfrollasv X u'Y de numeros res-
,105 aue suardan las sbscisss v 1.! ord-n.dal de 1a |o1ucionv re|~‘
pectivamente. 81 el numero de Puntos en aue se subdivido cl in-
tervalo' es  mawor aue 101, se dohura aunentar an ol rrolrlma ol'

-'VBIOP de 1a eonstante MAXPUNTOS.
QLGDRITMQ EN PSEUDOCODIGOS

© PROGRAMA PRINCIPAL. e |
"UARIABLES  USD  TIPO " FUNCION.

MAXORD ~ Const. Maximo numero de. funciono: a
- R : draticar. ‘ ‘
. CANPO - Const. Maximo nuanro de runto: . lrn-
R » : ficar,
NUMPUNTOS E Entera’ Numero de runto: nn aue lo -ubu
. ‘ divide el intervalo,
NUMFUNC - Enteras ‘Numero de funciones » Irlficur .

-por la subrutina GRAFICA (en UL
t® mrosrass vale 1),

NUMAES - Entera Numero de runtos a lraficar rOT -
- . ‘ C - 1s subrutins GRAFICA. '
_ INC ‘E - Real . Incremanto C(Esraciamiento Qntra
' . ] ~las abscisas),
X 8 Arreslo Vector aue suards las lblcilll dn
: de Reales los puntos solucion.
Y 8

Arreslo | Vactor aue suards las ordon-das de
. de Resles los runtos solucion.
A .~ Arreslo  Metriz ears msraficar,

. de Reales =
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Pseudocodisios

BEGIN
' Lee NUHPUNTOS- INCs XE1]d» YL11,
CALL RUNKUT (Xs Y» NUHPUNTOSv INC» ECDIF).
‘Imrrime esraciamiento v valores iniciales.
Imrrime 1a solucion en forma de tabla.

Se llena 1a matriz pars sraficar A con la solucion de la:
ecuscion diferencial obtenida ror - RUNKUT

NUMFUNC <~-- 1., :

NUMABS <--~ NUMPUNTOS.

CALL GRAFICA (A, NUHABS; NUHFUNC)e
END,

SUBRUTINﬁst

'1) FUNCTIDN ECDIF (TlY)

(Contiene la rarte dorochl dc ) ocuacion dif'rﬁncinl).A

;‘2) GRAFICA (Av NUHABB- NUHFUNC)

: OBJETIUO. Graficlr los nuntos contcnidol on el arrello A.

(Uer capitulo 1)

‘d3) RUNKUT (Xv Yv NUHPUNTOS! INCv ECDIF)

OBJETIVO! Obtinno la solucion nunoricn de la ccuacion

diferencial v’-f(tvv) con valor inicial u(t ) = u, '
- por el n.todo de . Runlo-Kutt..

VARIABLES uso TIPO ‘ FUNCION
© X E Arreslo . Vsctor contoniendo las lblcisli
. de R.llll consideradas:
 En:XC1] entra 1a condicion -
o : .7 inicial X e
R A ' E/S - Arreslo ~ Vector aus contiere 1a solucioan
.de Reales en YL1] entra 1a condicion

TR iniciel 'w,,
NUMPUNTOS

“INC
F

E Entera Numero de’suntos en aue se sub-
S " . divide 1 intervalo considerade

E -Real Essacianiento entre las abscisas.

E Funcion Funcion aus corressonde a-la marte
: _de Reales -derechas de 1a ecuacion diferencisl.
K11K29K3vK4 L " Resl . P-rlnutrol usadas por el: netodo."
TIeYI o L Real: © Varishles tenroralcs. '

. G

B & : ‘Entora Contldor.



Pseudocodido!

BEGIN
FOR I = 2 TO NUMPUNTOS DO

XLI) <=~~ XCI-11 + INC.
Calcula YLIJ por el metodo de Runde~Kutta.

"END,

2017
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?.3.3) LISTADO DEL PROGRAMA.

PRDGRAH RUNGEKUTTA4 (INPUTv QUTPUT) #

CONST
MAXORD = &}
CAMPO = 101}
TYPE

VECTORES = ARRAY C1.,CAMPO] OF REALJ
MATRICES = ARRAY C1..CAMPO, 1.,.61 OF REAL?}

VAR
* NUMPUNTOS» I $ INTEGER}
NUMFUNC ¢ INTEGERS
NUMABS ¢ INTEGERS
INC ¢ REAL)
Xs ¥ $ VECTORES?#
A L HATR!CES!

FUNCTION ECDIF (T- Y 4 REAL) ! REALI

- BEGIN
ECDIF = 10 t EXP(-2 # T) - 10 XY
END}

PROCEDURE RUNKUT (VAR Xl Y ! VECTORES' NU"PUNTOB' 3 !NTEBER’
. : INCy» § REAL} " RN
. BN FUNCTION F (T» Y 3 REAL) ! REAL)S -
UAR‘ ‘
Kir K2y K3» K4r TIy YIr i REﬁL.
‘BEGIN
FOR I j= 2 TO NUHPUNTOS DD
~ BEGIN VT e T e o
: X[I] 8- XtI 11 + INCO . e TR T
‘71 -1 N ' L i Lo
Ylljl YCI =114
Ki 1= F (TI, YI)
CTY i= XLI-10 4 ING/Z'
YY 8= YEI-1 4 (INC wK1)/28
K2 3= F (TI» .Y1)$
Y1 i= YLI-1] + (INC » K2)/20
K3 t= F (TI» YI)}
TI 3? XCI-11 + INC}
YI = YCI-1] + (INC X% K3)'
K4 {= F (TI» YI)$

Zﬁsa 4= Y{I- 13 + (INC t (K1. + (2 X K2) + (2. % K3) 4+ K4)) /

END € RUNKUT 34
. - PROGRAMA PRINCIPAL 3

. BEB
URITELN (’NUM, DE PUNTOS?, ESPAC!AHIENTOT; X0 T» YO ?')0
READ(NUHPUNTOSv INC» XC1d» YC12)S

RUNKUT.. (Xy-Ys NUMPUNTOS, !NCv ECDIF) )
URITELN ('ESPAGI&HIENTO = ‘9 JINCYY

_MRITELNY . - o
WRITELN (‘X0 = /sXC131834 / ‘16y “YO.= *y YL131B14)0
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WRITELN? WRITELN}
WRITELN ¢/ ‘33 X’y 7 “316y 'Y’)i
WRITELN}

FOR 1 $= 1 TO NUMPUNTOS DO

WRITELN (XCIAt633y ¢ 38y YLINI1016)3
WRITELN?#

{8E LLENA EL. ARREGLO A FARA GRAFICARY
FOR I t= 1 TO NUMPUNTOS DO -
BEGIN

ACIy1] 3= XLIJ#
ALI»21 3= YLIDS
END;

NUMFUNC 3= 1j

NUMABS $= NUMPUNT
GRAFICA (A NUHRBS! NUHFUNC)’

END.

9.3.4) EJEMPLOY

'La ecuacion oaue caracterizs el voltalJe' del clneitov del

‘ecircuito electrico mostrado -n la filura es!

!
\

d uc Co-26
o = 10@ . - 10Vc
at , R S
R= 0.4 .0
5. ANy
t=0 ' .
+ N ‘
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Los detos de entrada rara este rroblema serian!

NUMPUNTOS = 50

INC = 0.02

XC11 = 0.0

En la sisuionto nasina se auestra cono auodaril la eJeeucion

udel Prolrlua RUNGEKUTTﬁd para esto Problena.



RUN

#RUNNING 4400

LAY R,

B Adaddds

NUM. DE FUNTOBTs ESPACIAMIENTOTy X0 Ty YO 7T

0.2000

7
50 0,02 0,0 0,2
ESPACIAMIENTO = 0.0
X0 = 0,0000 YO =
X Y
0+000 0.200000
0.020 ~0:,314272
0,040 -1.,043047
0,060 ~0,770835
0,080 0.,196442
0,100 0.,493535
0,120 ~0.,254287
0.140 -0.874377
0,160 . =0,389468
0,180 0.50970%
0.200 0.,507274
00220 -0,36804%
0,240 -0,784951
0260 -0.,102324
0,280 0.,671373
- 0,300 0.3868814
0,320 -0+9176%51
0.340 -0,6483057
0,360 0.146472
0,380 0,733796
-0.400 0.,203553
0,420 - -0 646835
- 01440 ~0.541149
‘0,460 0.364622
0.480 0,715967
0,500 -0,011722
0,520 ~0:727496
0¢540 -0.358476
0,560 0.543575
0,%560 0,6268538
0,400 ~0,230256
0,620 " ~0.,746321
04640 -0,146484
0,640 0.,671319
0.680 0.482696
0,700 -0 ,429487
0,720 -0,499386
0.740 0,077607
0,740 . ..0¢737873
w0780 0:292770
0,800 L3 =0,391093
0,820 " ~0,890087
0,840 ‘0.294333
0,860 0.,737807 -
0,880 0,076275 .
0,900 -0, 699603
0,920 ~0,427943
0,740 0:,4684469
“0+940 0,471329
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9+4) METODO DE MILNE

¥+4,1) INTRODUCCION

El wmetodo de nilno rertensce a los netodos del tiro pr!dic-

tor corroetor v tlonc lu venta.Js dl ser mas rarido aue ol notodo

de Runse-Kutts, E1 metodo eonot: f-n 10 :iluionto3 ge lubdivtdo
codn subintorvalo de integracion en cinco puntos isualasnte esra-
cildos v se aproxima la curva(.rafic. de la chaeton difcrnnctal)‘
‘ -odlantc uns parabola de. sesundo srado nuo Plll ro? tron de ouolv
: nuntos. El nron on cado subtntorvnlo se nrroxino ror el oroo do-%

‘ abnuo de s parobﬂlai el .roa totol o 1IUll » la |uao,d| lupulro—

. qsvdo_cada sublntorvolov'vor flqurnwl.

@

e es. dole forms aee) = at + bt 4o :‘ o e ()
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de ests formar sustituwendo la ecuacion (3) en (2)!

t
141 :
2 ‘ o o
A = (at + bt '+ c)dt (4)
1-3 | |
‘haciendo el sisuients cambic en los limites de intesraciant
t  =2n
RLM
ot = =2h
4-3
3

o AR V) : R T ey
obtenemost A; & —— sh #4ch 0 (8)

'h;rigqvaluar }v“bo ¢ reédimos nuowlj‘ehfv§ (3)fFasq7por los

‘auniéi\ﬁ'. »w’ v w’ ) de lo aue cbtensmos!
| =2 1-1 i S

wo- 2w e o c
- P e = e

. 2h
. _é .y’ . . R R o
' i-1 ' GOl

,sustiﬁdsindo (7) en (8)1

o -4 L B R TR
A - -— b 29 _ ,‘H" + 2'{ : T R ST 1Y
-4 3 1 i-1 =2 - RPRR -

~ de la sratice go'ohsorylfcuit X

M a-3 0 4 ey
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- 4 .
] "y + -~ h(2w’ -9’ + 2w’) (10)

i+1 i-3 3 i-2 1-1 i

La escuscion (10) ds la mrimers arroxinaeion'dollu solucion
‘mOr metodo de Milne. El valor obtpﬁtdc se seJjora esrleando un
mrocedimiento similer o1 metodo de Euler seloradol en este caso
io earles 1s forauls &o ét.p-on 1/3 pars efectuar la correccion
utilizando’' los euntos t&‘o t{ v th‘l el‘rrqcoso se rerite mrara
cada v, hasta aue dos corroccionls sucesivas de la variibl. deren~
'dionto sean -proxtnldlnonto isualess los masos 3 soluir raras codnﬂ-

‘W se _resumer on los muntost

1) ﬁreq.- : A . e
LA =y b= h(2w - w 2w )
141 S i-3 3 i i~1 1-2°
2) - preds . .mred,
g v’ =2 Pt ey ) . ‘ a ‘ o
'3 corrit’ h T eredi
oMo e b — T N L
T U T R T = SR TS IR
) correl . corret
v’ R AT )
it it i+l

. 5) sesuir con (3) v (4) hasta aue.
corrid  corre(d-1) :
| w’ - W : | < EPS .
i+l i+1
El error ‘producido roT 01 metodo es del ord.n de h ' ilunllr
aue el nroducido POP 01 uotodo de Run!o-Kutta. rero bon 1. venta-
Jp de’ mer mas ranido. Su d.lvontada' como Se ve en el ralo (1)-

es aue Para urronclr roauinrc auo f® conozcan los valor-s Yy ? v;
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voug ui + Estos valores se rueden obtener msdiante exransion en -
series de Tauwlor o empleando vl metodo de Runse-Kutta rAvrs arran-

cari esto ultiso es lo aue se hace en este rrosrams.

9+3.2) PROGRAMA MILNE
0BJETIVO!

Obtener 1s solucion de 1a ecuascion difor-nciq; u' -'fﬂﬁru)v,v°-b
witg)r ror el metodo de Hilno; PATS UND O varinl‘functohblvlfi'
detinides en la FUNCTION ECDIFER. ‘
'DESCRIPCION

La solucion aue da este Prosreas es ens a lovlpsi,196<-uﬁf ;
tos, Eﬁ'ébipfdc auerer una |olh¢i¢n‘on un mavor n&qfﬁo de nyﬁ@bi{
modificar la cohitanto‘LlHITEO_qi*lo*uqioro-dtro ir;dqfdo eonviff
aoﬁcii nbdificnr‘li constanid Eée. Le ecuascion. dif;Fdnéillad'ro- 
solvorlo ‘se dedera definir el la FUNCTION ECDIFER. La 1nforulcionv 
aue rouuior- el Prosrana es! condiclonnl inicialolv clntidld doT
pﬁntos on los nuo se auiere la snlucxon v 01 olraeilntonto ontro 

' ellusl ostos datos se olinontln s la subrutino HILNEB aue dara llJ

solucion por el notodo de Hilna.
ALGORITHO EN PSEUDOCODIGO!

PROGRAMA PRINCIPAL

VARIABLE = USO TIPO . FUNCION S
LIMITE = ~ Constante Dimension aaxina mava low. voeto—
T . . res usados en el Prolrana (os mo.
dificable), . ‘ ,

EPS - Rill criterio de conburloncia. T ’
X : E Arresdlo Vector de abscises; en X[11 se dl

"7 7 'de resles 1la condicion inftial (X ).
MILNE .~ 8 Arreslo Vector solucion de ls ecuacion di-~

de resles ferencials» en MILNEC1). se da la
condicion 1nieial (u Yo .
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5 rNUMPUNTOS ® = En@nro It-rador ¥ numero de Funtos en aue
' se subdivide el intervalo de inte-

. ‘ dracion.,

INTERVALOD - Real Elrlctantonto sentre . los puntos

‘ : musstrales. »
Peseudocodisol’ o
"BEGIN:

‘Dar valores iniciales (XorYad s

REPEAT

Dar esntidad de runtos v osﬁacinntonto.
CALL MWILNES (X-HILNEvNUﬂPUNTOSvlNTERUALOoECbIFER).
_Escribir el wvector de sbscisss. con su corresron-
- diente nolucion de la ec. diferencialy ror: MILNE,
O Dar, valoros iniciales raras otrn 1nt-rvnlu o rrob.
UNTIL fin do archive.
END. L

: 1TSU§kut;n9s =

O ,1) FUNCT!ON ECDIFER (TvY) :

(naui se. dl ll ccuacion dtf' -nctll roiﬁler}{fQ"f~:w-

'fz; nanes (XleLNEvNUHPUNTDBvINTERVALD-DERIV) ;1

‘J]ObJottvo: Obtiene 12 solucion de 12 chlcion dif.roneinl o
Jwf = ey wlto) = uo- d| la. functon DER!U- () doctrv
oyl f = DERIV.: PR _

» UAR!hBLE uso TIPO o e runcxon

e ¥ : U E vhrroilo voetor de abscisasy:en X[ll se
Lowmit o T de resles - da la condicion dnicial (Xo)e
}hnILNEAi:; 2.8 Arvedlo’  Vactor solucion de.ls ocu.clon
oo T de reales - diferencials
NUMPUNTOS € Entero . . Numero de euntos en: aue se’ ‘sub-
o . .. divide ®l intervalo de intesrscion.
- INTERVALO:  E' .Resl. ~ Espacissiento entre los: puntos.
. DER!V‘ E FUNCTION Funcion en la aue: se defing e~
e B X .. /marte derecha de’la’ uculetan g1,
IvJ o L Entero . Vortablos usadns cono 1tor¢.
Ploudocodilol
IEGIN o

 ‘Obtiene los. 4 -rtnoro: runtos niciqlo: K
ror e} ‘mstodo de- Rundo-Kutto.
FUR 1'ts 8 TO NUMPUNTOS DD '
,;Xt!J <—-- XEI-1) 4 INTERVALO. :
Obtiens la- |oluclon Prodtezorl Plrl
T MILNECEY: 4
. Aplice 1a saveds: rrcdictora-corr.ctor hests -
-ou. 2: lﬂroxtu.cionoc sucnsivni son nqnoros




oue EPSr en @ lo mas 10 iteraciones.
En MILNECI] aueda finalmuntc la solucion
rara XCIJ,

END,
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7.4.3) LISTADO DEL PROGRAMA

PROGRAM MILNE (INPUT,OUTPUT))

CONST
LIMITE = 100}
EPS . = 0.001)
TYFE

MATRIZ = ARRAYC1..LIMITEs1,.61 OF REAL}
VECTOR = ARRAYC1..LIMITE) OF REAL)

VAR ;
Xr - MILNE { VECTOR}
A - 3 MATRIZ}
I» NUMPUNTOS ! INTEGERS
INTERVALO ! REALS

FUNCTION ECDIFER (Tey ¢ REAL) $ REAL}

BECI
: EGDIFER 1=
CENDS

PROCEDURE MILNES (VOR X» - MILNE VECTOR' NUHPUNTDB 8 INTEGERD -~
- INTERVQLO ! REALY FUNCT!ON DERIU (T'Y 1 REAL) 1 REhL)O

vk

 FNR 3 INTEGER)
PRUE» Cs. D~ REALD
Kis K20 K3s K4 1 REAL)
"61s 62903 ° ! REALS
PRE» DIFy conn ! VECTOR) .
~ BEGIN R
_FOR I t=27T0 . po:
i BEGIN

XELD im X[!-i] + INTERVALO) - O
K1 $= DERIV (XCI-13/MILNECI~11)$
©C t=m XCI=13. 4 0,5'¢ INTERVALOY: . Lo
D. i« MILNECI-1] + 0.9 " INTERVALO s K1)
K2 t= DERIV (CoD)} . o
s D tm MILNEC1-1] + 0.5. % INTERUALO " K29
‘K3 i= DERIV. (CyD)Y
€ = XCI-1] + INTERVALOS
. 7.D ta MILNELI-1] # INTERUALD K3
- . K4 . i= DERIV (C:D)) :
- MILNECI) 3= MILNECI-11 + (INTERVALO % (K1 + 2,0 % K2 +
- .O IKI * Ka)) ./ 600 :
. END(® FOR t)l :

FOR 1 i=9%T0 NUNPUNTOB DO
BEGIN
'X[!] i= XCI-13'% INTERVALO'
61 ° = DERIV (XCI-13,MILNECI~11))
62 . t= DERIV (XCI-21,MILNECI-21)5
83 {= DERIV (XCI-3IyMILNELX-32))
PRECIJ i= 'MWILNECI-A] + (4,0 * INTERVALO * (2.0 s 01 - 82 +
2,0 * 03)) / 3.00
C “tw XCIDS
D J= PRECIDN . . ‘
DIFC1] te DERIV (XCIJlPREtIJ)I g i B
‘CDRRI!J LR H!LNEEI-QJ + (INTERVALO % (02 + 4,0 %01 + S



»

219
DIFCLI1)) / 3,04
J i= 0
_REPEAT
PRUE = CORRLIIS
DIFLI1 $= DERIV (C,CORRCID)?Y
CORRLCIJ 3= MILNECX-21 + (INTERVALO x (62 + 4,0 l a1 +
_DIFLIN)) /7 3,06
J = J + 1) :
UNTIL (ABS(ABS(PRUE) - ABS(CORRLIY)) <= EPB) OR (J = 100 °
‘MILNELI] t= CORRLCI]S
END(® FOR %)9
END(X MILNER)}

< PROGRAMA PRINCIPAL‘ b J

- BEQIN

WRITELN (’DAR VALORES INICIALES (XO-YO)’)!
READ (th]leLNECIJ)l s
REPEAT
"WRITELN (’DAR CANTIDAD DE PUNTOS & EBP&CIAHIENTD')!
READ (NUMPUNTOS» INTERVALO)) .
. MILNES. (XvHILNEvNUHPUNTOBr!NTERVQLO.ECDIFER)'

WRITELN (4 2389’'X - - HILNE‘)'
*FOR I i= 1 TO NUMPUNTOS DO

WRITELN (XCX] 2-10- % 8’ vH!LNEt!J ! 10 2 5)0
WRITELN (‘DAR VALORES INICIALES (XO.VO)'). :
READ (XCIJvHILNECIJ)' ’ e

UNTIL ' EOF$ -
‘END,
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9.5) COMPARACION DE METODOS

A lo larso de este caritulo se vieron basicamente 2 tiros de
{echicas ears rololvir 1s ecuacion dlfarenciul'conAVllor inicial
w = f(tru)-' ¥i(to) = uoi dichas tecnices son los metodos de un
vPlIOD como los notodos de Runse-Kutta los lotodos de rasos nul—

"tir1-|- como los metodos PredicQOr ﬂorroetor. A enntinuucion re~

Csumimos sus darlctoristieal.
) Hetodos de Runlo-Kuttnt

. Arrlncan por si solos ua uuo no: utilizln 1nfornacion dok

‘Puntos Provianonto calculados.'

T Debtdo' » lo antortor rcauioron varias nvnluccionos do la

B funeion f(tvv)v v anto consuse. tio-rao

S - Porntton cl-biar facilnontn 01 tl-ano dol lntoerlo IPI-"‘”

S

- ‘Tcias ) ouo lrrlncnn por li |olo|.‘ ';;

- coineidon con ll sorln do Tavlor h.ltl lo' t.rninos 'o or-  _;

: vttnn ol trnbaJo de ovoluor lll dorivndns.: -

—\NQ]phqroréionpnjuh;estinitiﬁo;pnra iirdfﬁar.'

. ‘B)” Hotodol dn prodlctor carroctoro SUI corlctorlstican son‘

: ‘gonnipnoﬁ orill 3 las dn low notodos dn Runlo-Kutta.

_:=ﬂb‘ arrinc.ni ror 8i lblbq1§’ aue utiiiiln 1ﬁfqru¢¢£qn>dlgv

"'fpuntos<h+6vigs,’

'Su-ti"iucn‘ln 1nforuacion- rof.vento - runtos proviosv n.-' Q

: las valuuqionoi roﬁotidas do f(tou) v por_tonto son aas nfi?
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cientes. o

ey
+

- Prororcionan une buena estimscion del error.

o

En 1s practics lo aua se debe hacer es combinar lducuuddﬁcn~ w,

te  astao dos?tecnicasv rara producir alsdoritmos mas eficientes,

dado aue won comwlementarias,




BIBLIGGRAFIA

- KUO S, SBHAN» “"Computer Arrlications of Numerical Methpds'.

Reldins Mass.! Addison Wesley Co.v 1972,

b CﬁRNAHﬁN\E.y LUTHER Ho» WILKES Jor 'ﬁgrlied Nuyericql Methods®.

New York! John Wilew and Sons Inc.s 1969,

- HAHHING RICN“RD- "Nunoricél Hnthods for Sciontist and

Ensineors ' Neu York: Mo, Grau Hill Book Co. 1962,

‘tg‘m JOSE hRHﬁNDO TORRES F.- 'Prolrohoteca rara‘la iolucioh‘de Fro-
 %b1QIll de lns-nlcrla nnc.nlea olnctrleo acdianto el emrleo dn
_conrutadora dtaitll'. tnsis rrofcs!onolv Facultnd de In!onioria.

- #oksyrns»égbhb:.:.. hiLconfnxcuagL n,;‘HOLER c;avs B, ‘Computer

‘Hethods for HMethematicel Comrutstions®.

- h D.' He CﬁACKENi‘H.S. DDRN: 'H&tddbs nuneficos“y rr&lrbnacion

‘:Fortran con arlic-ciones on Inllonoril M Ciuncias'. Editorial L1—,

' 'g’nusa. Honico !980.

- N. YA VILENKIN- 'Hetodo de orroxinaciones sucosivas . Lecciones

POPUIBPES de nntl.aticacu editorlnl NIR—Hoscu 1978.
- SERDE LANG, *Alsebra Linoal‘.‘ L .

- ﬁhRfiN'ﬁﬁdUNj_'Ecgié!oﬁiifleérencialos'.V
"Bolucion 7-qbl- ecu-cioncs difercnciller nediante 'bdmputadore

i disital'. Tlst; Profoslon;l- Faeultad do CxenC1as.

- nunaak;n};épi:asL- Péstpqistica-, scnadm.  AR

‘i~ FRANCIS SCHEIDs *Analisis Numerico®. Schauh , .



=~ HRUCE W. ARPENs KENNETH N. ABTILL, “Numerical aldorithms! ori~

gins and arrlications.

~ 'BCHNEIDER» WEINGART PERLMANs *An introduction to rrograﬁmihﬁ

and Pfoblen solving with Pascal®,

- JEAN  PAUL - TREMBPLAY,  RICHARD  33 BUNT» LYLE M. OFSETHr

*Structured Pidéol‘.




	Portada
	Contenido
	Introducción
	I. Graficas
	II. Algebra Matricial
	III. Solución de Sistemas de Ecuaciones Lineales
	IV. Solución de Ecuaciones
	V. Vectores y Valores Característicos
	VI. Interpolación
	VII. Aproximación Polimomial
	VIII. Integración Numérica
	IX. Solución de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
	X. Bibliografía



