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Cap( tul o· I 

Conjuntos Convexos 

El objetivo de este capítulo es presentar un resumen de 
la Teoría de Oonve:i:tdad de lfl:' Este resumen constste en dar -
las principales defintctones y resultados que se uttltzarán­

postertormente. Aunque no se aplicarán directamente, se in -
e.luyen los Teoremas de Radon, Helly y Carathéodory por su 
gran importancia dentro de esta Teoría • 

.Dt remos que un conjunto { :e j~ J=O C IR" es af{nmen te ~ 
pendiente st el conjunto~ xJ - xdJ:/:i es linealmente indepeñ 
diente. Esto oeométricamente si¡¡niftca que cualesqutera k+l­

puntos de fxj~ no están en· un hiperplano de dimensión k-1, -
para J ,'- k ~r-1. 

' . . 7' .oWI " Es factl uer que el conjunto \ :e j) j=O e "' es a/inmen te -
independiente st y sólo si cada vez que se tenga que 

~t.= o fof; J 

.con tJelR, implique que para cada,.JEiO, ••• ,rl, €j=O. JJe 
aqu{ se ti ene que el conjunto \.:r j~ j=O es af{nmen te depen 

diente st e.:rtsten €0 ,~ •• ,tr' no todos cero, tales que 
,. 
~ej XJ = 0 y 
J=,0 

Se dtce que una combinación lineal 

'í' ",1:' 

1 



.. 

de elementos de m" es una combinación af(n st 

r 
·Ee: = i. 

J=O.J 

St además pedimos qv.e para carla j~ \O, ••• ,rj.·~/'º entonces­
tal combtnactón se llama convexa. Con es to en mente pod.emos­
deci r que un conjunto AC IR." es un subespacio af(n de IR" 
si conttene a cualquier combtnactón af{n de sus elementos, -
y que KC ~" es un conjunto convexo st toda combtnactón con -

vexa de elementos de K está en K. Observemos que los subespa 
. . . -

ctos afines son los k-htperplanos transladados, 0$k.fn. J.os .-

conjuntos convexos son muy variados y no es posible caracte­

rizarlos como a los subespactos afines. 

Una deftn i ción equt val en te de conjunto convexo es la 

st9uiente: Un conjunto K es convexo si para cada x0 ,x1i:K y -

e E 1 ( :=[O,lJ), 

Es·ta definición es más geométrica pues nos dice que un con -

Junto es convexo st dados dos puntos cualesquiera de él, el­

segmento que los une est4 totalmente contenido en el conjun­

to. Notemos que esto tmpltca que todo conjunto convexo es 
arco con e.ro. 

Como ejemplos de conjuntos convexos tenemos a fP.", 

los subespactos afines, a los subespactos lineales y al con­

Jun to uac(o. Un ejemplo menos trtvtal de conjunto convexo es 
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la n-bola cerrada 

donde G es un número real positivo. Por supuesto, tamb t én 

tenemos que Ja n-bola abterta 

es un conjunto convexo. 

Dado un subconjunto X de ll'ft podemos pensar en el subespf!. 

cto af(n "más pequeño" qu.e lo conten9a~ es claro que siempre 
' . 

existe, y se le llama el casco af(n de X, y se le' denota co-

3 

mo af/X. St L es un subespacio afín de ~" y contiene a un 

conju.n to X r¡u.e cumple con que a.f/ X=L en tone es. dt remos que 1-

genera af(nmente a L. A.demás, si resulta que X es máximo 

a.f(nmente independiente entonces. se dice que X es una E.!!!!_·-. 

af(n de L. Como s:e sabe que toda base a,f(n tt ene el mismo n.!f 

mero de puntos, st X es una base afín d!e L con k+l puntos e!!. 

tonces d.iremos que la dimensión a/{n de I. es k. Conventmos -

·en que la dtmenstón del conjunto vacío sea -1. La dtmenstón­

de un con.junto convexo K es, por defintctón, la dimensión a­

f{n de af,f K. 

Una pro pi edad interesan te e,. tnmedi a ta de 1 as J'amil tas -

de conjuo.tos convexos es que su intersecctón también es·un -

conjunto convexo. IJebtdo a esto podemos dej'tntr el casco 

conrJe.:ro de un conjunto X e: 1R.-co mo 1 a tn tersecc tón de todos -

los conJun tos conue.:ros de •" que con tengan a X. In tut tt vame!!_ 



te el casco convexo de X es el "más pequeño" conjZLn to con 

vexo que conttene a X. El casco convexo de X será denotado -

como convX. 

Es fácil ver que el conjunto de todas las combtnaciones 

convexas de subconjuntos ftnttos de un subconjunto X de IR~­

es un conjunto convexo y es, por lo tanto, el casco convexo­

de X. Y de aqu( es tnmedtato que st X,Yc m~son conjuntos 

conve.xos entonces 

con v·( X 'fl Y )=U j ex+( 1-8) y / xt.X, y 1.Y, e eif. 

Supon9amos que X=~xJ.~ t=l es un subconjunto ftnt to de ~ 
" f , fR 11

, con r'ltn+2. Como rR es un espacto de dtmension n, cual -
q~t er subconjunto máxtm.o af{nmen te tndependt en te ti ene n+l -
J.?Un.t'os. Como r~n+2, X es af{nmeri te dependten te, de donde po­

demo.s encontrar números reales eo····•Cr' no· todos cero ta -
les que 

X.= 0 
J 

y 

Stn pérdida de oeneraltdad podemos suponer que ea•· .. ,Sk">O -

y gue Sk+l' ... ,tr'º' para alguna k con l ~ k < r. Sean 

u 

k r 

t= Le· -- Es. 
J=l J j=k~lJ 

z = 
k 

"L e. Lle ·J 

J=l 

r 

ZJ = - E ~SJ 
J=k+l. 



JJe agu{ que x es una combtnactón convexa de ~x1 , ••• ,:i:k ~ y­

(1.e ~ xk+i•···•xr ~. Por lo tanto hemos encontrado una partt­
ctón de X en dos conjuntos x1 u x2 tal es que 

A este resultado se le conoce como el Teorema de Radon. 

Ahora suponoamos que tenemos una·/amtlta ftntta de 

r(;e,n+l)con;Juntos conv~zos de tR", lKJ~J=l' tal que la tn -
tersecctón de cualqut er sub/amtl i a de. n+l conjuntos es no v_g_ 

c(a. )Jos traremos, por tnducción sobre r, gue la in ter-secctón 

de toda la /amtlta es no rJác(a. St r=n+l, por htpótests se -
ttene el resultado. Constderémoslo váltdo para todas las sub 

famtltas de r-1 conjuntos convexos. Esto tmpltca que po.ra ca 

da JE.~l, • • .,,.,, existe xj tal que 

Como r ~ n+2, aplicando el Teorema de Radon al conjunto 

X= ~x1 , ••• ,.rr>• podemos encontrar x1 ,xa'::x tales que x1 ,x2 
forman una partictón de X y convXinconvx2¡~. Sin pérdtda -
de generaltdad podemos suponer que x1=tx1 , ••• ,xkS y que 

X 2= \ xk+l' •• ., .rr\. Sea x(con vx1 (\con vX 2 • Como :r 1 , • •• ,:rk~ 

e K k+l' ... ,x1 , ••• ,:rkc.Kr y cada K j es convexo, resulta que 

r 
.reconvx1c. ('\ KJ 

J:::k+l 

.Análogamente tenemos que 

k 
x"con vX 2 c.("\ J[J • 

J=l 
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r 
Por lo tanto, :r•§diKj" As( que hemos probado que si tenemos-
r(;,;,n+l) subconjuntos convo:r.os de "'"tales que la tntersec 
ctón de cada n+l de ellos es no vac{a en ton ces todos los r -

conjuntos tienen intersección no vac(a. Este Teorema se debe 
a Relly. 

Anteriormente vimos que el casco convexo de un conjunto 
X es taba formado por él conjunto de las combinaciones con 
ve."Cas de subconjuntos finitos de X, afirmamos que para foro -

6 

marlo basta tomar combinaciones convexas con a Jo más n+l 
puntos. Para probar esto sea x.:convX con 

-. 
,. 

X - L 
J=l 

T. rj 
J 

r 

y L - 1 

J=l 

y supon9amos que r'a.n+2 11 que z no puede ser ezpresa·da como -
una combinación conueza con menos de r puntos de x.· Como ,.~ ... 
~n+2, e:rtste una .relación a/(n no triuial 

r r 

)" "J :r J = o con L "J - o 
~ . . J=l 

Cónstderemos a todas las "i'º ( al menos e:rts te una ) y 

eltJamos el sub(ndice, digamos k, para el cual ]¿. toma el -
'7j 

m{nimo valor post tt110. Entonces 

Pero ·es ta es una combt·nactón con vera con menos de r el emen -
tos de X, lo cual contradice nuestra supostctón • .Por.:lo tan­
to, r 'n+l. qara théodo r11 fue el prtmero en probar es te resul 
ta do. ,, 



'.''. ·:,•-

Es tmportante señalar que los Teoremas de Radon. Helly­

y fJarathéodOr'!J son equivalentes. Este hecho no es inmediato, 

1J una demostración puede ser encontrada en t 4 J. 

·.Denotaremos como (O a la /unción distancta de ni". Supon­

gamos '}ue tenemos un subconjunto convexo y compacto K de rR". 

Oomo fil es una función con ttnua. tenemos que e:rts te :rEK tal -

que (0(0,:r)=(J(O,K). Como K es convexo. afirmamos que la :r: es­
úntca. Pues si e.xisttera :r'eK,t:r~ tal que ~(o • .x•)=f(O.K) en­
t.onces. :r"=~:r+~r'e.K ser{a tal que (0(0,:r") <. (iJ(O,:r) y f"(O,:r")<­

< p{O,:.c'), lo cual ser(a un contradicción. Por Jo tanto, st-

KC ríl."es convexo y compacto ·entonces e.xtste un Único punto de 

K más cercano al o .,.toen. 

Sean X ¡¡ Y subconjuntos no vac(os de IR", deftntmos su­

suma como 

X+ Y :=\:r+y / :r E.X y Y'" Y~, 

y si o1.e IR. en tone es definimos el prod11,cto de at por X como 

c(X := \ 11( :r l .X EX f •. 

.Deb.tdo a las p.,.optedades de espacio vectorial de fR"se -

ttene que algunas de las propiedades que se satisfacen son: 

X+Y=Y+X 
(X+Y)+Z=X+(Y+2) 

X+\Of =X 

7 
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lX=X 

(ce ~) X=tA (~X) 

Observemos que si X tiene mds 4e un punto, -X:=(-l}X y 

xEX entonces X-Já:t ex-X, de donde se tiene ·r¡ue con estas op!!_ 

raciones el conjunto potencia deJP. .. no es un espacio vecto 

rial. 

Es tnmedtato veri/tcar que si X y 1 son subconjuntos 

convexos de ~"JI et.e. IR en ton ces tan to X+Y como d.X son sub con -

juntos convexos de ,,:. 

Utiltaando las de/tniciones de suma de conjuntos y del­

.Producto de un número real por un conjunto, podemos dar una­

tercera dejtn t ctón de conjunto con ve.ro: Un subconjunto K de­
IR" es convexo si para toda d..E.J, · 

( 1-«)K+tiKcK. 

Observemos que 

Y1J X)=Yi (O)+X. 

Sean Xº y i el tn terto r JI 1 a cerradura de X1 res pee ti va 
/. Jº o ' o o ( Jº . -mente. Como 1«X =oX y X + Y c. X+Y se ti ene que st X es-

conve.ro entonces Xº es convexo. Como 1~1"\VL (X), st X es con­
f>o 

vexo entonces X es convexo. 



Ahora estudiaremos alounas propiedades de "soporte" de­
conjuntos convexos y compactos. Recordemos que u.n htperplano 

H puede ser escrito como 

donde a es un vector no cero orto[Jonal a H y 1' es un número -
real. 

El conjunto de puntos que está sobre o a un lado de un­

htperplano en m." es llamado un semiespacio cerrado; el con -
junto de puntos que estdn estrictamente en un lado de un hi­

perplano es llamado un semtespacto abterto. Si 

en tone es los semt espacios ce.,.rados determinados por !! son 

y 

Si reemplaaam.os las de,stuualdades en R+ y en H- por dest9uaJ_ 

dades estrtctas. obtenemos los correspondtentes semtespacios 

abtertos. 

Sea K un conjunto compacto de ~" • dt remos que H es un­

htperplano soporte de K st H ¡¡ K ttenen tn tersecctón no va -
c(a y K está contenido en uno de los semtespacios cerrados -

'determtnados por H. El semt espacio cerrado de termtnado po.,. H 

9 



. .. 

JO 

que conttene a K se llama un semtespacio soporte. 

Observemos que si K es un conjunto compacto de 11\.n lJ a -

es un vector no nulo, entonces 

y 

H1=~x .. f{n / <.x,al'= sup\,y,a> f ~ 
yEK 

R2=\x e IR"/ <.x,a'>= {nf\~y,a"> ~ ~ 
ye.K 

son htperplanos soportes de K ortogonales a a. De aqu{ que -

en toda dirección existen dos htperplanos soportes prtogona-

1 es a es ta dirección • 

.Dado un conjunto convexo y compacto de "-", K, diftn imos 

como 

donde p' es el punto, en K, más cercano a p. NcAfullen y 

Shephard [ 9J prueban que s t K es un conjunto con ve.xo y com -
pactó de ftt" en ton ces 
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de d.~nde se st[Jue que 'fx es continua. Denotemos como 

R('fK(p),p) al rayo que empte;:a en "lx(p) y contiene a p. Es -

claro que si qf.R('ff((p),p) en~onces 'fK(q)='fK(p). Ahora sea 

p E fR"\K y consideremos el htperplano, H, ortooonal a 

R(fK(p),p) y que pasa por ~K(p), aftrmamos que K está conte­

ntdo en el semiespacio cerrado determinado por H que no con­

tiene a p. Pues de otro modo podr{amos encontrar una xeK del 

mtsmo lado de H que p, el htperplano ortogonal a JIK(p)-x y 

que pasa por x tntersecar{a a R('fK(p),p) en un punto q,. 

'IK(q)='fx(p), y como el t~tán¡¡ulo con, vérttces x, q, 'fx(q) 

serta rectángulo en x, obtendr{amos que · 

/q-x/</q- ~(q)/' 

lo cual es una con tradt cctón. As { que probam.o's que e] h. iper­

pl ano o rto9onal a R(\IK(p) ,p) y que pasa por \J/K(p) es un ht -

perplano soporte d.e K en. 'IK(p). 

Un ao rol arto tmpo rtan te del hecho mos.trado en· el parra- -. 

/o anterior es que st K es un conjunto conve:ro;y compacto de 

IR" y pe m~,K. en ton~es ex is te un htperpl ano que los se para, e§_ 

to es, K y p están. en dts ttn tos semt espactos. Y de aqú( es -

tnmedtato que un conjunto convexo y compacto es la tntersec-. 

ctón de sus semtespactos soporte; ya que, en caso con trarto­

pod.r(amos encontrar un punto en la tntersecctón de los semt­

espactos soporte que. no estar( a en el conjunto, pero de aqu( 

se tendr{a que e:rtsttr(a un htperplano que los separarla,, de 

donde el punto no estar{a ·en la tntersecctÓn .de los semteSpf:. 

ctos soporte, esta contradicción muestra lo afirmado. 



·'·,•'/ .... ,,, 

·lB·· 

Supon9a1lLos que K1 y K2 son dos conjuntos con 1Jexos, com­

pactos y ajenos de fR 11
• Sean x

1
EK

1 
y x2 EK2 tales que x1 es el 

punto de x
1 

mds cercano a K
2 

y :r2 es el punto de K2 más cer­

cano a Kr Por la construcción hecha antes podemos encontrar 

hiperplanos soporte a K1 en x1 y a K2 en x2 , respectivamen -

te, de tal manera.que sean ortogonales al vector x2-x1 • As{-

que el hiperplano ortogonal a x 2-x1 que pasa por ~x1 +~x2 se­
para a K

1 
de x2 • Por lo tanto, dados dos conjun·tos convexos, 

compactos y ajenos de 1Rt1, existe un h iperpl ano que Jos sepa-

ra. · 

Sean K un conjunto convexo y compacto de ~-y ~-l una­

(n._l )-es/era que con tenga a K. Tomemos :i:fiJK (la /ron tera de­

K). Para cada mEfJJ·, la n-bola abierta con centro en x y ra -

dio ~ con ti en e un punto pm E. rRª' K, y como 'IK( x)=x., tenemos 

que 

Supongamos que R{'fK(~m) ,pm) in terseca a s:;-1 en Ym• as( que­

'f K(pm)==YK(ym) •. Haciendo tender m
1

a -infinito' obtenemos unais.!!:. 

cestón de puntos \ym\maiN en ~- y una sucesión correspon -

diente de puntos \'tx(ym)fm€1N tal que.\ 'PK(ym)J t'iende a·x.­

Sin pérdida de oeneraltdad podemos suponer que \ym ~ tiende a 

Y'~-l. Oomo fK es continua, tenemos que 'IK(y)=x •. Por lo t·a!!. 
. .Jl.-1 

to., dada xEiJK, existe yt,::,·
0 

tal que 'fx(JJ)=x. 

Ten ten do en cu en ta -lo anterior, ya es /áctl ver que. s t­
K es un subconjunto convexo y compacto de ~~ y x~ax entonces 

exts te un htperplano soporte de K en x. De hecho se puede· 

proba.,. qu.e es to ca rae tert 11a a los conJun tos convexos y com -

pactos. 

. ¡.}~: 

. ,~. 
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Capítulo II 

Rtpe"l"espacios de E:!!_ Con ttnuo 

Du"f"ante este capítulo (X,¡o) denotará un espacio métrtco 
compacto y conexo,, es dect r X será un continuo. Los h ipere.r::­
pacios de un continuo X son: el espacio de los subconjuntos­
compac tos no vacíos de X,, denotado como 2X, y el espac to de­
los subcon tinuos no vac{os de X, denotad.o como C( X). Es cla-

. X X 
ro r¡ue O(X)C2. 2 es un espacio métrico con la métrica de-

. -
Hausdo.rff. Es to es 

1 
ffA,B).·=(nf~E../ ACYeJB) y BC.Yl(A)}. 

Los htperespacios se empenaron a estudiar a principtos­
de este siolo, con Hausdor// !J Yietorts. En 1942, Kelley pu­

.bltcó un artículo llamado Hyperspaces of a Oonttnuum (él], el 
cual es importante pues reúne bastante del material que est!:_ 

. ba disperso y apl t ca nuevas tecn t cas en el es tudto de Jos 
htperespacios. En los Últimos años se han obtentdo resulta -
dos impresionantes como, por ejemplo[ 3 J.· 

y 

2X es homeomor/o al cubo de Htlbert st y sólo ·si -
X es locaJmen te cone.xo. 

C(X) es homeomorfo al cubo de llilbert st y sólo st 
X es localmente conexo y no tiene arcos libres. 

Nuestras pretenctones no son tan ambiciosas, el propós! 
to de este cap(tulo es mostrar que: 
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aX y C(X} son compactos. 

Tanto aX como C(X) son arcocone.xos. 

St X es localmente conexo entonces aX y C(X) son -

contra{bles en s( mismos. 

aX contiene a un subconjunto homeomorfo al cubo de 

Htlbert. 

Los cuales forman parte del. camino para probar los resulta -

dos anteriores, y serán Útiles para los siouientes cap(tu.los. 

Veamos que aX es compacto. Sea lAn~n~IN una sucesión de 

elementos de ax, definimos 

y 

1 (minf A.n :=t.xrc.x/ Toda vecindad de .x in terse ca a cas t to­

das 1 as An ~. 

l(msupAn:=).xEX/ Toda vecindad de z interseca a una inf! 

n t dad de 1 as .An ~ • 

Es claro que 1 {mtnfAnCJ(msupAn JI. que tan to 1 {mtnfAn como 

l (msup.A.n son cerrados de X. 

St l(mtnfAn=l{msupAn=A entonces diremos que i.An ~ conver 

1l!!. a A.. No es dtf(ctl probar que \An~ converoe a A st y sólo 
1 

st f (An•A) tiende a cero,¡ 

-. ' .~· ' 
'_ .. ,.' 
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Sean ~An~neiNuna sucesión de elementos de aX y e~O. Co­

mo X es compacto, podemos encontrar un subcC?njunto finito F­

de X que cumpla con que V~(F} contenoa.a una infinidad de 

las A.n y que F tenoa el mÍnimo número de elementos posible.­

Por lo tan to, para todo subconjunto propio G de F, sólo un -

número finito de las An está contenido en Yt.(G). Sean 
¡ 

con G un subconjunto propto de F, y 

Jo:=fne.IN/ AnCYJ. (F)\, 
1.. 

observemos que J 0 es tnftntto y que JG es fintto. Sea J:= 

:=Jo' V JG. Por deftnictón, para toda neJ, A c. V!,(F), ade -
~I~ n ~ 

más se tiene que para caaa neJ v para cada x1.F, A.nfl VE.(x):/:r/J, 
. 1 ~ '2 

lo que implica que FCYf(.An)' de donde f {F, AnJ ~ t· Por lo 

tanto tenemos que si n,m•J entonces f
1 

{.An,A.m) ~E. • .As(, he -

mos probado que toda sucesión en aX contiene una subsucestón 

de Cauchy. Ahora verer1ios que aX es completo, es to es, mos tr.E!, 

remos que toda suces tón de Cauchy es corweroen te. Supon9amos 

que ~A \n,~• es una sucesión de Cauchy de aX. Sean A~ n u~ . 
=l(mtnf.An' x&.l(msupAn y E. >O. Como iAn~ es de Cauchy e:rt8'-te-

Ne.IN tal que si n,m '1,N entonces f,{An,.Am) <. t• Como :rQ. -

€l(msupAn' existe klN tal que .4kfl Vl(.rJlc;6 .~!Je lo anterior 

se ttene que si n1H entonces A.kC.'IJ:(.An). !Jada y€Y¡(:r)nAk' pa 
2 ( L 

ra cada nlN, e:rts te an&..4n tal que f (y, ªn) l..-;¡_ , de aqzd que s t 

nJ,N entonces f(x,an) ~6· Por lo tanto st n~N entonces 

Al'IYE. {:r):/: f:fJ, pero esto tmpltca que :rEl{minf..An• Por lo tanto, 

l(mtnf.An=l{msupAn. As{ que 21 es completo. 

Lo que hemos probado es que toda suces tón en 2X ti en e -

una subsucestón converoente, y esto tmplica que aX es compa~ 
to. { Véase .Dteudonné [ 5J ) 



''"··''': \ 
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Para ver que C(X) es compacto demostraremos que .es ce -

rrado en 2X. Sea. AE:.C(X). Como A es compacto, falta ver que -

A es conexo. Supongamos que A no es conexa, esto quiere de -

cir que A=Aj.JA.2 , donde A.1 ,A2 forman una separación de A. Co­

ma A1 fl.A 2=s6 !J A1 ,A2 son compactos podemos encontrar una f?O 

tal que VI: (A1 JrH~ (A 2 )=</>. Es claro que VE (A)=VE. (A1 )UVt: (.4 2 ).­

Como AE.C( X), para Ja E'º que tenemos, e.xts te Be.O( X) tal que-
1 . . 

f (A,B)l...l, pero esto .implica que BcVE(A)= V,_(A1 )vT/1 (~2 ), de 

donde B=(Bnvr.JA1 ))U(Bnv,·(A2 )), pero BnVi.fA1 ), Bt\rf, (A2 ) for -

man una separactón de B, de donde. B no es conezo. Esta con -

tradtcción prueba que A.•G(X) y, por lo tanto, que G(X) es 

compacto. 

Para probar que tan to 2X como C( X) san arco conexos la -

primero que haremos es definir lo que en tendemos por un seo­
mento ( en el sentido de Kelley [ BJ), y para esto necesita­

mos definir una functón continua:. cuya ez.tstencta fue proba­

de por Wht tney y se le llama función !!:.! IYht tney, 

que ttene las siguientes propiedades: 

Para toda r1:X1 )A (1 x f)=O y 

)'( X)=l. 
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Daremos una cons trucctón de una función de IYhi tney deb!:.. 

da a .A.leJandro Illanes [7 ]. Esta construcctón es importante 

pues en el caso de que X sea localmente conexo resulta que -

la funcidn obtenida es mrinótona y abierta, contestando algu­

nas de las preguntas plgnteadas por Uadler (JJ]. Sea X un 
continuo. Para cada n._IN, definimos 

como 

/ilo es difícil ver que wn es una función continua. As{. pode­

. mos definir la siguiente función 

· .. ,-.. _ ,·· 

como 

Veamos que w está b ten deftn ida. Suponoamos que ! e. 11t es tal 

que X='l1. .r :1:0 ), para al o~ma :1:01.x. Es t'!i t mpl t ca que w1 (A)~ E.·, -

pues ACVt (:x0 J. En general, como AC }d v·E. (z0 J, tenemos que 

wnfA)~é.. Por lo tanto, w está bien definida y es continua.­

Como para cada ne.IN, wn (~x tJ=O, tenemos que w{{x~)=O. Es 

'· : 
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claro que si AUJ en tone es wn ( A)~wn ( B). As( que para probar -
que si AiB entonces w(A}<w(B), basta mostrar que existe una -
me.IN tal que wm(.A.).t.wm(B). Sean AftB, hEB\A y t >O tal que 

V t (b )nA= ~· Sea 

m:=mín~nelN / extsten :r1 , ••• ,:rnE.X tales que .AC. 

e p v1 (x j) J· 
J:.1 ~ . 

111 . 

Afirmamos que wm(A)<wm(B). Como A es compacto y Ac.lJVl(.7: .) 
~ ~, J 

podemos encontrar una $ < .!.. tal que AC vv~ (:rJ.), de ci6nde 
2. Jal · • 

wm(A)4'·t • Por otro lado si wm(B)<~ entonces existan 
' "' .b1 , ••• ,bm(X tales que BC.:lJV¡ (b .), con bt..Y¡ (bm). Como 

,,., l. . J . . ,. 
VE (b)f)A= <fJ entonces v1 (bm)i'IJ.=t', de donde .4 está cubterto 

, '1. ' ( ) con a lo 1nas m-1 bol as. E's ta contradice ton prueba que 10 B ~ m . 
~ !: y que, por Jo tanto w(A)<.w(B). Po.,. Último de/tnimós 

2. 

como 

J'f.4):- l w(A). 
w(X) . 

Por todo lo hecho en es te párrajo es claro que JA es una. tun­
ctón de R'ht tney. 

Dados .J.0 ,A1&.2x, un segmento ( st es que e:rtste J de .A0-

a .J.1. es una /unctón con ttnua 

flft.):=J..t) que cumple con las stoutent'!s condtctones: 
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Observemos que no es dtfíctl convencerse de que dados -
.A. 0 ,.A.1e2x,. una condtctón necesarta y suficiente para que exi! 

ta un segme~to de A0 a A1 es que .A. 0cA1 y que toda componente 

conexa de A 1 tn terse que a .A.0• 

' ,' Un corolario importante de esta ol>servacton es que dada 

A.eax, siempre existe un seomento de A a X. · 

Además, del hecho de que cualquier s.ubarco de un se¡¡me'.!:.. 

to es, con una reparametri11actón adecuada, un seomento, se ~ 
. . ' ,• 

siuue. que cualgui er segmento que "empiece" en w1 continuo es 

tá totalmente formado po,r continuos. Po"r Jo primero basta • 
ver que donde "termina" el seomen to es conexo. Pero si no lo 

fuera A. 0 estaría en una c.omponente .de .A.1 y existiría otra 
componen te de A 1 que no in ters eca ría a .A.0 , lo que con tradt ce 

Já observactón an tertor. 

Con todo es to en.mente es claro que 2X y C( X) son arco­

conexos. 

Para comeni11ar nuestro camino para la demostración de 
que si X es localmente conexo entonces 2X y O(X) son contra( 

bles en s ( mismos, mencionaremos una carac ter(s ti ca de los -
continuos, pero para eso necesitamos el stoutente subespacio 
de 2X: 

. ' 

··,l 
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el cual estd claramente contenido en O(X). 

I.a caracter{stica de la que habíamos hablado es la equi:_ 

valencia de las siguientes condiciones: 

, i• es contra {ble en aX ,· 

aX es contra (ble en s { mismo; JI 

C(X) es contra(ble en s{ mismo. 

( Recordemos que un espacio Z es cont.,.a(b1e e,n un espacio Y­

st ZCY y e:rtste una función continlla 

F:Z:rI-) Y 

tal que 

F(a.O)=a y F(R.l)=k 

para to da HEZ) 

Suponoamos que xil es cont.,.a{ble en ax, esto 'tmpltca que 

extste una función conttnua 

tal que para toda :rr&:X, 

F(J:r~,O)=txt y F(~x\,l)=K 

con K62X. Consideremos la si{}uiente función continua 
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¡:x~x"' 

definida como 

f (:r)={.r f. 

As{ podemos definir la función 

como 

G(r, t)=fi(J:rl 1 J(r, t) 

es claro que G es continua y con esto pode1nos deftnir la st­

gui en te /unctón continua 

como 

F ( .4, t) =U.\ G (a, t) / a '-A f • 

Es fácil ver que 

F(A,O)=A y .que F(A,l)=K, 

para .toda Af:.2x, de donde aX. es contra(ble en s( mtsmo. 

Ahora supongamos que 2X es contra{ble en s{ mtsmo, as{­

que existe una función conttnua 

L •, 

,, 
'·::. 
. ' 

;, 
",' 

· .. 
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que satisface que para toda A.~2x, 

"" "' F(A,O)=A y que F(A,l)=K 

con Ke21• Como 2X es arcocone.:ro, sin pérdida de generaltdad­

podemos suponer que K=X. C9n esto podemos deftntr . 

como 

F(.4,t)=c.JjF(A,t') I O~t'$t ~. 

N 
Como A es un continuo y hemos considerado F(A,t') para toda-

O~t·~t, tenemos que F(A.,t) es conexo y, por lo tanto que F -
es td bt en de/tntda. Además, .no és dtf{ctl mostrar que F es -
conttnua y que 

F(A,O)=A y que F(A.l)=X, 

por lo tanto, O(X) es contra{ble en s{ mismo. 

St C(X) es contra{ble en s{ mtsmo entonces, como 
x*cc(X), se ttene qu~ xires contra{ble en 2x.· 

J.a stguiente propifidad es técnica pero nos será. de oran 

uttlidad, ya que st X la sattsface entonces xic es contra(ble 

en 2xy, por lo que acabamos de probar, 2X y 0(1) son contra­

{bles en s( mtsmos. 
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J,a propiedad dice que para cad.a e >O, e:.cts·te S =~(E}'?O -

tal qlle si a,be.X, ffa,b) L. S 1J si ar..4t..C(X) entonces existe 

Bt::G'(X) tal que b~B y f 1 (A,B) <E:. 

Existen continuos que no la satisfacen como por ejemplo: 

'l 1 X=U H:r:,y)t:. ~/ :.e=- , 0.5:y~l~ U ,,,,., n 

u ~(X' y) c. ~t./ O~:r:~l ' y=O ~ \) 
1-Vi r x, v J e. ~/ :.c=O , O~y~B ~·. 
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1 
Veamos que X no satisface la propiedad. Sean O < E L.. ¡, 

a=(O,J), A=~(O,y) / l~y~a}. SeanS>O, nE:lN tal queti.,'t;, 

b=(·# 1 l). Claramente no existe BE-C(X} tal que bf:B y ('1 1(A.,B)l..E. •. 

Para probar que si X satisface la propiedad entonces xi' 
es contra {ble en aX necesitamos definir una functdn continua 

y para esto, lo que hay que hacer es decir qui le pasa al 

pun to 1 x j en el "t t empo t 11
, es to es : 

Es fáctl ver que F está bien definida. Debido a la propiedad 

y· a· la·can·tinutdad de )'t st fixj,t) está cerca de nut.t') -
ll :rr;..AéC(X) con)"(A)=t, podemos encontrarJ.'E:.C(X) con yf.A' i·-

/fU ')=t' tal <¡ue. A' es té cerca de A, de donde se sigue la 
continuidad de la F. Y, por lo tanto, if(es contra(ble en aX. 

Debido a lo que hemos hech~ para mostrar que si X es lo 
X . -

calmente conexo entonces 2 y C(X) son contra(bles en s{ mi! 
.. mos basta mostrar que s t X es localmente conexo en tone es X -

satisface la propt edad. Pero Hocktno y Yo uno ( 6 'l prueban 

qne st X es lo calmen te conexo entonces para cada E )0, exis­

te ¡.=S(~ )>O tal que si a,bEX,fO(a,b)<S entonces existe un -

arco ll de a a b tal que dtámM<E.. De donde X satisface la 

propiedad si X es localmente conexo. 

Para conclutr es te cap{tulo mostraremos que para cual -
J1.i'f..;'r continuo X se tiene que 2X conttene un subconjunto ho­

!ft(:Om.or"/'() al cubo de Htlbert. 

; ,, 
... · 



· De/tn tmos el cubo de Htlb ert como 

ao 
Q:= íl In ; 

n=l 

E5 

donde para cada nE. tN , In es una copta de J. Q ti ene la mé -

trt ca producto 

Tomemos una sucesión disjunta ( J.neO(X)) de conttnuo.<;>­

no de gen erados que ti en da al punto ~a~ ( a;An, para. cada ni f,J). 

Como cada A es un continuo no de9en erado en ton ces cad.a aAn-n 
(caX) contiene un arco no degenerado Bn. Definimos 

como 

aD 

tflrn5 l=n\Ji ·~n (:en) 

donde~ n :In--)2'n es la función determinada por el n-ésimo 

arco, Bn. Como fAn\? i~ y, para cada ne. IN, ¡n ( :rn) cAn,, ten e­

mos que \~n(rn)~¡?\a'I., por· lo tanto~·~ (:e)~ es un compac-
X , 1 C11t,1:: X n n 

to de 2 , de donde ~ «; n (:en )E.2 • Por Jo tan to j está bt en -

dejtntda. Como .Anli..4
111
= ~ st n#m, para cada n(IN ~ (:e )CA. _ 

· ' ~n n n 
Y cada • n es un encaJtJ; tenemos que j es tnyec tt va. Por lo -
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tan to J' es h tyec tt va sobre su ~ maoen. Como Q es compacto 1J -

2X es de Rausdo rff, basta probar que f es con ttnua para gue­

s ea un encaje. Sea { .xn~ e. Q, veamos que f es con ttnua en \ .xn t. 
Sea E:';;> O, queremos encontrar S~ O tal que 

Como i.4n ~ -?\a~, tomando f , e.xis te NE. IN tal que s t n~N en -

tonces r'l'.An.' ~a IJ 4. t . Esto tmpltca que si 1 xn~i:Q y n,m?,N -
en ton ces 

de donde, st n,m'J.N en ton ces 

Como para cada ne. IN, ~n es con ttnua, e.xis te ~ n"º tal <]zte 

Sea~ =m(n\ S 1 ~ ••• , ¡uf. De aqu( que 

para ne .~l, ••• ,A'~. De aqu( es fácil ver que, en esas condtcio 

nes, 

De esta manera hemos terminado con lo que nos hab{amos­

propues to. Un es tudt o más de tal'l ado sobre con ttn uos se puede 

encontrar en Kell ey t 8) u en Nadl er ( 111 • 

. ' . ,·,,·, ... · ...... ,. 
-, ,: 

. ,. '· .'···· _ .. 1 ·' •• 
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Cap(tu.lo JII 

Haces, Fibractones JI.. !l.. 2!!:E2_ de. Hilbert 

El propósito de este capítulo es el de dar al9unas defi 

niciones y mencionar algunos resultados que necesitaremos 

pos tertormen te. 

Empe11aremos revisando las nociones de Haz F'ibrado local 

mente Trivial y de F'ibración de Hurewicz. 

Una función continua 

es un Haz Ftbrado localmente Trivial con fibra X si para ca­

da yE.Y, existen una vecindad V d'e y en Y y un homeomorftsmo 

h :f-l (V )--+X:r: V 

tales que el diagrama 

'· 
es con mu ta ti vo ( #). 

(#} En el p_resente trabajo consideraremos que el grupo es -
true tural del haz ftb rado es el grupo de homeo mo rfiST(lOS de -
la fibra en s{ misma • 

. . · 
'. :· ~ ~" • • ..! ,; ••• ' 

.• 'i: ... :. 



Si 

f:E--?Y 

es un has ftbrado localmente trivial, diremos que Y es la 

~y que E es el espacio total. 

Es claro que st 

Il:X.xlf~l'I 

28 

es' la función proyección entonces n es un haz /tbrado local-' 

mente trivial • .De hecho es trivial, esto es¡ st 

es un haz /tbrado localmente trt'vtal y para yE:Y podemos_ to·­

mar V=Y, en tone es se dt ce que / es un !!!:.!!. Fi br'ado Tri vi al •. 

Sean X un espacio topoló9t co y 

h:x~x 

un homeomorftsmo. (Jonstderemos en X.xl la relación de equiva­

lencia,,...,, que identifica a (.x,O) con (h(x) 1 l). Sea 

Eh:=X.xI/- • Observe1,10s que s1 es homeomorfo a 1/:::: 1 donde··~ 
es 1 a rel actón de egut val enct a que t den ttft ca al cero con el 

un o. JJ e/ i n t mo s 
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como 

f h( [(.x, t}]) := [t]. 

Es el a ro que el dt agrama 

es.conmutattvo. y, de aqu( que, Jh es conttnua. Afirmamos que 

jh es un haa /tbrado localmente trtvtal. Claramente se cum -
ple la condtctón de trtvtaltdad local para cualquier Hfs1....._\[0]f. 
Mostraremos que también se cumple para [OJ. Sean O< l < j y 

V:= 03 ([0,E) U (1-.t,l]) 

Notemos que 

De/tntmos 

g:J-,/ (V). ~xxv 

como 

(x, [tJ) si te.[O, E) 

(h-l (z), [tJ) st tf (1-l ,l] 

:.:'. :-../·•., :;': •'" 
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Es claro que o es un homeomorftsmo y hace que el trtán-

gulo 

sea con mu ta tt vo. 

De hecho se p~ede demostrar que todo haa.ftbrad~ local­
mente trivial con base s1 se construve de la manera descrtta 

en el párrafo anterior. 

Como ejemplos de haces /ibrados localmente trt vt al es 

con fibra I y base s1 tenemos los· tnductdos por los homeomor 

ftsmos 

h,11 :J )J 

deftntdos como 

1
1

(x)::::x V h ( r) : :::1-x. 

Con el prtmero se obttene el anillo Ixs1, y con el se¡¡undo -
obtenemos la Banda de Mlíbius. 
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Sea Y un espacto topolóotco. St 

son homeomorj'tsmos, dtremos que h0 es tsotóptco a h1 st 
eztste una j'unctón conttnua 

R:YzI >Y 

tal que 

y st ·. 

está de/tn tda como 

en tone es para cada tEI, ht es un homeomo r/tsmo. 

Sea 

. h:X -.X 

,,,. 

31 



un homeomorftsmo de X tsotóptco a la functón tdentidad. Esto 

implica que exts te una /un ctón continua 

R:XxI ).X 

tal que 

H(x,O)=h(x) y H(x,l)=x 

· y para cada te.I, ht es un homeomorftsmo. JJeftntmos 

como 

.of[(x,t)]):=(R(x,t), [t]J. 

Debido a que 

9([(x,O)])=(H(x,O),[O])=(h(x},[O]) 

y a que. 

{J( [{h(x),l)])=(H(h(x),l),[l])=(h(:r),[lJ). 

. •. 
'•'' 

tenemos que g está bten definida. Además es fácil ver que g­

es un homeomo rfismo que hace que el trt ángulo 
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sea conmutattvo. Por lo tanto hemos probado que st todo ho -

meomorfismo de X es tsotóptco a la ,functón tdenttdad enton -

ces todo haR con base s1 y fibra X es trivtal. 

En forma parecida a lo hecho en el Último párrafo se 

puede demostrar que st todo homeomor,ftsrno de X en s{ mtsmo -

es isotópico a la ,función identidad entoJ7,ces todo haz fibra-
, 

do localmente trivial y base un ANR es trivial. 

Sean Xy y espacios topolóot cos 

IlylX.rY >Y 

la función 
. , 

proyecci on. St FI es un espact.o , t . me rico, 

,f: rtxI >Y 

y 

F : 17.r 1 O f _ ___.,> X.r Y 

son funciones con ttnuas tal es que el dia9rama 
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sea conmutativo, entonces la función 

G: 11xI --4XxY 

definida como 

G(w,t):=( IIx F(w,O),f(w,t)) 

es tal que hace al dt aorama 

conmutativo. Esto nos sirve de motivación. para la di/inición 

de Ji't b ración de Hurewi en. 

St 

h: E >-Y 

es una /unctón que sattsface la stoutente propiedad: "Para -
·todo espacio métrtco r y toda pareja de /unctones conttnuas 

! : JYxI >Y 

y 

tales que el dtaorama 



JYx~O}-'F'--...::.,.) E 

t l ~ l h 

17xI--:¡=--4)Y 

es conmutativo, exts te una función con tintta 

G:lfxl E 

tal que ·el dta9rama 

es conmutattvo". A h la llamaremos una Ftbractón de HurewtcH. 

Es importan te hacer notar. que se puede demostrar que 

todo ha11 fibrado localmente trivial es una ft.bractón de 

Hurewt ca. 

El.~ de Rilbert será representado como el producto .: 
numerable 

ao. 
n·- n I y•-n=l n 
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donde In es el tn tervalo cerrado [-1, l]. los puntos del cubo 

de Htlhert son sucesiones ~qnf n~IN, con qnein. Usaremos la -
métrtca deftntda como 

la cual es la que le da al cubo la topolo9ta producto. Recor 

demos que J2 es el espacto de Htl b ert Jo rmado por todas 1 as: 

sucesiones de números réale.s cuadrado sumables. 

Debtdo a que en IR"fl cualquier conjunto convexo y compac­

to es homeomor/o a un m-cubo, no as de extraña.,.se que Keller 

haya demostrado que si X es un subconjunto convexo, compacto 

y de dimensión infinita de. J,2 entonces X es homeomorfo al cu 

bo de lfilbel"t~ 

Del Teorema de Keller se sigue que el cubo de Hilbel"t -

es homeomol"fo a su cono, de la siguiente mane.,.a. Definimos 

Es claro que Q'c J,2 y que es homeomorfa al cubo de Htlbert.­

Sea 

r:=~(l-t)a+tx / a:=p,o, ••• ~, :rE.Q' y tEJj. 

Es Íáctl ver que r es el cono de Q ', y se puede probar que r 
es un subconjunto convexo, compacto y.de dtmensión tnftntta­

de J,2• Por lo tanto, por el Teol"ema de Keller, res homeomor 

/a al cubo de Htlbert. 
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Un hecho desconcertante, pero bten conoctclo, es el de -

que el cubo de Rtlbert es homogéneo, esto es., dados x,y en -

el cubo de Htlbert, existe un homeomorfismo 

tal que 

f(x)=y. 

En realidad, el cubo de Hilbert es fuertem.en te homoqén eo, en 

el sentido de que existe una familia de subconjuntos cerra -
dos del cubo de Hil~ert, que incluye a los puntos, cuyos el! 

m.entos son llamados conjuntos Z, y que cumplen con que dados 

A y B subconjuntos Z del cubo de Hilbert y un homeomor/ismo 

I :J }B, 

existe un homeomo rfi smo 

h:Q ) Q 

tal que 

.A. este resultado también se le conoce como el Teorema de 

!-desanudamtento .!!!. ~· 

La ,famtlta de subconjuntos cerrados del cubo de Rilbert 

a la que nos :re/er(amos en el teorema anterior es la stgute!1_ 

te: Un subconjunto cerrado, A, del cubo de l!tl b ert es un, 

·. ,·' 
• ·:,:. ". ';~1 
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conjunto Z si dada E>O, e.r:tste una función continua 

tal gue para cada xeQ, 

Jlo· es dtf{ ctl probar, . por eJ emplo, que Jos puntos del -
cubo de Hilbert son subconjuntos z, o que cualquier compacto 

con ten tdo en el pseudo interior del cu.ha de Htl b ert, 

o en 1 a pseudo/ron tera del mismo, 

PB(Q) :=Q\PI(Q}, 

1 ' 

son conjuntos z. 

Observemos que el Teorema de Z-desanudami en to en Q tm -
pltca que si A y B son .subconjuntos Z del cubo de Hilbert ta 
1 es que son homeomo r/os en tone es · Q'A. es homeomo rfo a Q,B. 

Chapman demostró algo mucho más fuerte, no requiere que A y­
B sean homeomor/os stno que tenoan la misma "forma" ( shape ). 

En particular st tienen la misma "forma" entonces ttenen el­

mtsmo ttpo de homotop{a. Lo que Chapman mostró fue que st A-

y B son subconJun tos Z del cubo de Htlbert en ton ces Q'1 es -
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homeomorfo a Q'B st y sólo si sh(.A)=sh(B). A este resultado­

se le conoce como el Teorema .de Complementación de Chapman.­

De es te hecho se sigue que s t X es un subconjunto Z del cubo 

de Htlbert el cual es homeomorfo a éste entonces Q'1 es ho -

méomo rfo a Q '\0\. 

Como el cubo de Htlbert es homogéneo y es homeomorfo a­

su cono, tenemos que Q.x[O,l) es homeomorfo a Q'\ot. 

Supongamos que X es la unión de dos subespactos x1 ,x2 -

tal~s que tanto x1 ,x2 como su intersección son homeomorfos ...: 

al cubo de Htlbert y que tal intersecctón es un subconjunto­

Z de ambos subespacios, es to tmpl i ca que exts ten homeomo rfi! 

mos 

Observemos que h1 (x1 (\X2 ) no necesariamente es t9ual Q Q.rp~. 

Pero, como ambos son subconjuntos Z de Qx(0,1] y -

h-h-1 / ( (\ } es un homeomorftsmo entre ellos, tenemos :rl h1 x1 X2 
que, por el Teorema de Z-desanudamtento en Q, e.xtste un ho -

meomo rftsmo 

,"' 
'".'\ ,., 
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tal que 

De donde 

es un homeomorfismo que cumple con que 'h1 (x1nx2 )=Qx/1J • 

. ' 

Tambtén el claro que h2 (x1 nx2 J no necesariamente es i­

gual a Q.rll~ • Como ambos son subconjuntos Z de Qx [1,2] y 
- -1 h1 hf} /h (X nx) es un homeomor/tsmo entre ellos, por el 

2 1 2 
Teorema de z.;.desanudami en to en Q, existe un homeomorfismo 

J2 :Qx[l ,2J-~>Qx[l ,2]. 

tal gue 

.A.sí que 

es un homeomor/tsmo que satisface que h2 (X1 f\x2 J=h1 (xÍnx2 J. 
Po.,. lo tan to podemos de/in ir el homeomo r/tsmo 

h: X ---.Q.r [ó, 2] 

~ " ' ; . 

' • 1 ' : ~ 
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como 

Por lo tanto hemos demostrado que si X es la unión de -

dos subespacio's x1 ,x2 tales que tanto x1 ,x2 como sri. interseE_ 

ción son homeomor/os al cubo de Rtlbert y que tal tntersec -

ctón es un subconjunto Z de ambos subespactos entonces X es­

homeomo r/o al cubo de Rtlbert. Randel 1nejoró este resultado­

probando que; St X es la untón de. dos subespactos x1 ,x2 ta -
les que x

1
,x2 :as{ como su·tntersecctón son h.omeomor/os al 

cubo de Hilbert y, además, la tn tersección es u.n subconjunto 

Z de al uuno de los sub es pactos en tone es X es homeomo rfo al -

cubo de !fil b ert. 

Sea 

h :Q ') Q 

un homeomor/ismo. Es claro que Q:rfO,lj es un subconjunto Z -

de QrI. De/tntmos 

como· 

J :Qr \0,.1 ~ ~Qr \O,l~ 

l

(h(:r},O) 
/(:r,s):= 

(r,l) 

· st s=O 

s t s=l • 
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(Jomo h y lQ son homeomorfismos, fes un homeomorftsmo. Ahora, 

por el Teorema de Z-desanudamtento en Q, existe un homeomor­

fismo 

H:QxJ--)QxI 

tal que 

H(x,O}=(h(x),O) y H(x,l)=(x,1). 

De hecho se puede probar que esta función H puede ser escogi 

da de tal manera que para toda t ,¡, 

H(Qx i t j}=QxJ t~, 

de donde H tendr{a la forma 

H(x,t)=(i(x,t),t)~ 

Y, as{ que, ff ser{a ima tsotop{a entre h y lQ. Por lo tanto, 

tenemos que en el cubo de Htlbert todo homeomorfismo es tso­

tóptco, a la función identidad. r por lo ya dicho anteriorme!!:. 

te, todo haz ftbrado localmente trivial con fibra el cítbo -

de Htlbert es trtvtal. Chapman y Ferry generaltRan este re -

sul tado mas trando que st 

/:E · >Y 

es una ftbractón de Hurewica, con Y un ENR ( retracto de al­

gún ab t erto de IR" ) , tal que para cad(). ye Y, ¡-l (y) es homeo -

mor/a al cubo de !!tl b ert en tone es exts te un homeomo r/tsmo 

h:8 .,YxQ 

.. -.,, 
.. · 

.. -.:, 
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tal que el tri ángulo 

E h >YxQ 

'A<Jn 
y 

es conmutativo. Esto quiere decir <]ue fes la función proyeE_ 

ción de un producto. 

Dada una /unción continua 

/:E _ >Y, 

una sección de f es otra función continua 

s:Y >E 

tal que 

fs=l Y" 

Esto nos permt te mencionar una versión "parametrizada" de la 

homooenetdad del· cubo de l/tlbert debida a /Yono, y es .Ja st -

9uiente: Si la función proyec~tón 

tiene dos secciones 

s1 ,s2 :B~BxQ 

,,·,, 

·. :. : 

.. 
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en ton ces exts te un homeomo .,.¡tsmo 

h:BxQ~BxQ 

tal que 

.una Q-variedad \es un espacio métrico separable tal 
que todo punto z-.\ ttene una vecindad compacta homeomo.,.fa al 

cubo de Hi 1 bert. Se sabe que es ta condt ctón es equt val en te a 

que todo punto xe '\ tenoa una vecindad abt e.,.ta homeomorfa a -

Qx [0,1) ,- o a que tenga una vecindad abierta homeomorfa a al­

gdn subconjunto abte.,.t~ del cubo de fftlbe~t. 

Como ejemplos de Q-vartedades podemos mencionar a los -
subconjuntos abiertos del cubo de Hilbert y a Af xQ, donde ;f 
es una n-varte~ad. De hecho, si K es un poliedro entonces 

Chapman y !!.!!J. ·demostraron que K:rQ es una Q-vartedad y, ade­

más, que toda 9-var·tedad es homeomor/a a un poliedro multi -

plicado por el cubo de Htlbert. Por lo tanto, los Únicos -
ejemplos de Q-vartedades son los poliedros multiplicados por 
el . cubo de Ril b ert. 

Sur9e la preoun ta: 

¿ Cuándo dos Q-vart edades son homeomo rfas ? 

J. H. O. Wht tehead, tratan do de en tender 1 a 'l'eo r{ a de Romo to 

p{a, de una manera más geométrtca. formuló lo que ahora se -

conoce como la Teoría de J/omotop{a Simple. Vaoamente, dos es 

. ~ : ' 

'i" ' . ; ~·. . , . ; ' ~ . . .. ·~· 
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pactos tienen el mismo ttpo de homoto[da stmple st podemos -

tr de uno al otro por rnetiio de expansiones !J contracctqnes -

elemental es [ 1 J. Sin emba r90, s t el 9rupo /undamen tal es 

libre o libre abeliano, entonces Ja homotop(a es equivalente 

a la homotop(a simple. Con esto ya podemos contestar a la 

pre[}unta anterior diciendo que KxQ es homeomorfa a L:cQ si y­

sólo si K y L tienen el mismo tipo de homotop{a simple. De -

aqu{ que si ~es una Q-vartedad compacta y contra{ble enton­

ce ~es homeomorfa al cubo de Htlbert. 

Otro resultado que va en esta dirección es el que dice­

que s t '»&,y \ son dos Q-vari edades con el mismo tipo de ho mo­

top{a en tone es \x [O, 1) es homeomo rfa a 't.x [O,l). De donde se­

ti en e que QxtR"':c [O ,1) es homeomo rfo a Qx [o ,1). 

Para terminar mencionaremos que st X y Y son dos polie­
dros en tone es X.xQ:r [O ,1) es homeomo rfo a YxQ.x [O ,1) s t y sólo­

s t. X y Y ttenen el mismo ttpo de homotop{a. 

¡' 
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Capítulo IV 

!J1L.erespacios de Conjuntos Convexos 

Sea X un subconjunto de ~~. flefintmos 

con la métrica heredada como subespacio de 2X. A cc(X) se le 

llama el cc-Riperespacto de X. 

Recordemos que 

es el aro que XJ¡..c ce (X) y que xir es homeomo rfo a X •. Veamos 

que x* es cerrado en ce (X). Es fácil ver gue si xe:X. y BCX e~ 
tonces para toda bcB,f.(x,b).~ f1(~xS,B). Sean B~x* !I E. "10. Co­

mo B€Xl\i; existe ix\ex•tal que ¡o"(Jx},BJ~t.Tomemos b1 ,b2EB -

en ton ces 

De aqu{ que b1=b2 y, por lo tanto, B=\b~EX""! Esto prueba que 

X~ es cerrado y que st ce( X) es compacto entonces X es com -

pacto. .Mostremos que el tn ve,.~o es c t erto. Supongamos que X­

es compac.to, como C(X) es compacto, basta demostrar que cc(X) 

es cerrado en C(X). Sea Bf:cc(X). Esto tmpltca que existe una 
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sucest ón L4m t mt.IN de elementos de ce (X) tal que ( Am'~ rB. Sean 

b 0,b1~B y t~I, queremos ver que b=(l-t)b0+tb1 es un elemento 

de B.· Es fácil convencerse de que podemos encontrar sucesio­

nes de puntos de Jos Am que converjan a b0 y a b1• Stn pérd! 

da de oeneralidad podemos suponer que \ªom ~ (?bo y que -

~ªlm~ pb1 , con ªom'ªlmf:Am. Como Ja métrica es compattble 
con las operaciones de espacio vectorial, tenemos que 

Por lo tanto be:B, y de aqu( que cc(X) es cerrado en O(X). 

Sea Y=lvmtm,IN un subconjunto 

Para cada mEJN, de/tntmos 

'tm :ce ( If) ~ [-1,l] 

como 

Jt-1 . . denso de ~· _ con n~2. 

es el a ro que "m es con ttnua. l'on es tas /une ion es podemos de,..; 

/tnt~ 

'f:cc( Jf') --.i, Q 

como 
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Debido a que cada lfm es continua, lf es continua. Veamos que­

f es inyectiva. Sean .A,B~cc(Jf) tales que A/B. Sin pérdtda -

de generalidad podemos suponer que existe bEB\A. De aqu( que 

extste un htperplano que separa a b de A. pero como Y es den 
-1 -

so en s11' , podemos suponer que ese hiperplano es ortogonal-

ª yk, para alguna ykEY, pero esto qutere decir que ~k(A):/: -
:/: 'lk( B), de donde \f( A):/: 'f( B). Por lo tan to, dado que ce ( ¡f) 
es compacto y Q es de Hausdor/f, tp es un homeomorftsmo sobre 

su tmagen, t. e. ti es un encaje. 

Aftrmamos que la tmaoen de ~ es un subconjunto compacto, 

conve:co y de di mens tón tn/tn ita del cubo de Htlbert. De 1 a -

compacidad de ce( ¡f) se sioue la compa~tdad de la imagen de­

'-'· Sean mE.1N1 tf..I lJ A,BE.cc(Jf), probaremos que 

'f m ( ( 1- t ) A+ t B) = ( 1- t) tpm (A)+ t 'Pm ( B) • 

Como para toda a ~A y para toda b ~B, 

tenemos que 

f, ((1-t)A+tBJ<(J.-t) ~ (A)+t'P.m(B). m . m 

Para mostrar la otra des toual dad observemos que como .4 y B -

son compactos, ezts ten a0 E.A y b 0 EB tal es que 

y 

de donde obtenemos que 
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{ 1-t) IPm {.A )+t «tm { B)=( 1-t }(xm, a0 )+t(xm, b o>< 
< sup ifl-t)(x ,a)+t(xm,b)~= 

(1-t)a+tbE m 
'(1-t)A+tB 

='tm { ( 1-t)A+tB). 

Por lo tanto 

A.s{ que la tmagen de 'f' es convexa., Para probar que su dtmen­
stón es tn/tnita, basta mostrar que la dimenstón de cc(i'J -
es tn,ftntta. Ya que n~2,, tenemos que i' conttene una 2-celda 
convexa D. Sea k~2. Existe en D un ~k-ágono convexo P2k con­
lados s 1 , ... ,s2k' donde la numeración ha sido escogida de -

tal manera que stf'\.s/l~st y sólo st /t-J/(1, t,Jcp, ••• ,2k1. 
Sea ~k la k-celda de/tntda como 

De/tntmos 

como 

.k 
~k:= Il· s m=l 2m-l • 

Es claro que h es un encaJe de Ak en cc{i' ) • .A.s( que cc(r! )­
contiene una k-celda, Por lo tanto, debido a que la kl2 ¡ue-: 
arbttrarta, la dimensión de cc{.é') es tn/tntta. Ya que la t-



ma9en de ~ es un subconjunto convexo, compacto y de dtmen 

sión infinita dei2 , por el Teorema de Keller, la imaoen de­

'P es un cubo .de Htl b ert. Por lo tan to hemos probado qu.e s t -
nl-2 entonces cc(If) es homeomorfo al cubo de Htlbert. Obser­

vemos que st K es un subconjunto convexo, compacto cllya dt -

mensión es, por lo menos,, dos entonces esencialmente la mts­

ma demostración strve para probar que cc(K) es homeomorfo al 

cubo de H.tlbert. 

Supon9amos que F es un subconJun to d.e ce (IR"}, di remos -

que F es una familta convexa st para cada A,BeF y para cada­
tEI, se ttene que 

Suponoamos que F es una /am'tlia compacta, convexa y de­
dtmenstón tnftntta de cc(mn). aomo Fes compacta en cc(~~),­

no es dtf( cil mostrar que U A es un compacto de IR~. Llame­

mos 

K:= U A, 
AEF 

AeF 

K claramente es convexo. y, además Fccc(K). Por la Última 

observación, cc(K) se_puede encajar en L2 , de donde podemos­

encajar a F en J2• Oomo F es convexa, compacta y de dtmen 

stón tnftnt ta, por el Teorema de Keller, F es homeomor/a a-l­

cubo de Hilbert. 
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Se.a n~2. Sabemos que ce ( If) es homeomor/o al cubo de -
Htlbert. aonstderemos 'el coñJun to 

afirmamos que E e$ un conjunto Z del cubo de Hilbert, pues da 

da o<E..-:.1, la función 

de/tn ida como 

'\(A):=( 1-E).4 

" satisface la deSÍf)lfGldad ~(A, ~(A))(.E.. Además,::; es contra 

{ble en s{ mtsmo ya que la función 

~:::;xI __ ..., ::; 

definida .como 

es una con tracción. 

Sea 
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un homeomorftsmo. Debtdo a que ::: es un conjunto Z del cubo -

de Htlb ert y ~ es un homeomo rftsmo, gr E) es un conjunto Z -
del cubo de Htlbert. Ya que el cubo de Htlbert es homo9éneo, 

si pEQ en tone es iP} es un conjunto Z de Q • 

.Dado que ~(E) y i O\ tt en en el mtsmo tipo de horno top( a, 

por el Teorema de Complementactón de Chapman, tenemos que 

Q'~(::.:) es homeomor/o a Q'\ot. Y de aqu.f se tiene que, como­

cc(Jf )'Z= cc(Jf ), cc(!f) es homeomor/o a Q'\\OS, que a su 

ve.11 es homeomor/o a Q.r[O,l), puesto que el cono de Q es ho -

meomo rfo a Q. 

/J./:= má.rtfa/~. 
a•.A 

C'on · es to podemos deftn t r la junctón 

como 

H:cc ( fR~)--~~cc ( if) 

'I( A.) := l J., 
l+/.A/ 

claramente 'H es con ttnua, y su inversa 

1-l :cc(if )--..-..~cc(JR") 
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r-l{A):- L A. 
1-/A/ 
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Por lo tanto, cc{jjt) es homeomor/o a cc(fP."). De donde cc{fP..~) 
es homeomor/o a Q'-~OS, el cual es hom.eomor/o a Q.r[0,1). 

Como sabemos ce{ i2) es homeomor/o al cubo de Htlbert. -
Lo. preoun ta. que surge es: 

¿ Cuáles subconJuntos del plano tienen su cc~htperespa­

cto homeomorfo al cubo de Rtlbert ? {1t). 

Nadl er, Qu.tnn y Stavrakas r 12J con tes tan parct almen te -
es ta pre!Jun ta ·mostrando que s t X. es u.n sub continuo de IRi tal 

que cc(X) es homeomor/o al cubo de Htlbert entonces X es una 

a-celda. 

lino podr{ a sospechar que es te resultado es et erto para­

IR", con n'>2, pero no, y un ejemplo para n=3 es el st.uutente: 

Sea 

3 !) 

X:=.B UBE 

.· donde 

1'a ::: \( .r 1/11 O) E: fi¡ .r
2 +y~< 4 ~. 

. . 

.. ~ . 
. "·~ .' 
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Debtdo a ~ue las dtmenstones de e3 y de~ son dtstintas, se 

tt en e que 

y 

donde 

~. 3 2 2 ' Bj • = { (X 1 y, 0) C · fR / X +y ~ J le 

Es tmportan te observar que en general no es cierto que­

si Y=A UB entonces cc(Y)=cc(A) Ucc(B). 

Sea E.>O, definimos 

como 

\(.A):=Y.:(A)n B3 • .. 
Debtdo a que \sattsface la stgutente destgualdad 

(0
1
(A, '\(A))<E., tenemos que "I, es c~nttnua IJ que cc(.iJ.} es un -

conjunto Z de cc(B3). De esta manera llegamos a que cc(X) es 
. , . 

la unton de dos espacios homeomorfos al cubo de Rtlbert, cu-

ya intersección es un cor.iJunto Z de uno de ellos y, además, -
es homeomorfa al cubo de Htlbert, as( que, po~ el Teorema de 

Randel, cc(X) es homeomorjo al cubo de Rtlbert. 

..; 
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'l Por otro lado, no toda 2-celda de fR ttene su cc-htper-
espacio homeomorfo al cubo de Htlbert, por ejemplo: 

Sea X 1 a 2-cel da de IR."L del dibujo 

a 
di------------~~--------~--------i'*-------------~.e 

los tres punto$ a, b, c, de no c~nve.xtdad local están en el­
arco convexo r que va de d a e. Es el aro que si E.> O es suft­
ct en temen te pequeña, cualquier subconjunto convexo y compac­
to de X que esté en la E-vecindad de r en cc(X) es un subar­
co de f, t.e. la E-vecindad de r en cc(X) está contenida en­
cc( r ), pero la dimensión de cc(f) e.salo más dos. Por lo­
tanto cc(X) no es homeomor/o al cubo de Rilbert. 

Sea X un poliedro contenido en ,,,~que además sea una 
2-celda. Llamemos LN(X) al conjunto de puntos de. X en los 
cu~les no es localmente convexo. As(, LN(X) es un subconjun­
to de los vértices de x. Sea 9 un arco convexo con tenido en­
X que tenoa a un punto v de IJl(X). Consideremos la recta de-
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+ termtnada por e y sea e el semtplano para el cual eztsta 
una vectndad U de v en ~~tal que U\Xc. e+. En es te caso dt re­
mos que V determtna al lado 0+ de 0, 

Un arco convexo e de X. se llama singular st .conttene en 
su tnterior a tres puntos u, v, w de J.N(X) tales que el lado 
de e de terminado por el punto de en medto, v, sea el o.pues to 
al determtnado por u y w. 

1 

Después de estas de/tntctones ya podemos dectr que otra 
res pues ta parct al a la pre9un ta (ti:?) fue dada por Curtts, 

Qutnrt y Schort ( 2 J, y es la stoutente: 

St X es un poltedro contenido en IR.., y que es una 2-cel­
da entonces .cc(X) es homeomor.fo al cubo de Htlbert st y sólo 

st X no contiene arcos ~tn~ulares~ 

Sea 

~:cc(IR") )fR" 

la selecctón conttnua la cual astgna a cada subconjunto con­
vexo, compacto y no vac(o, A., de nt" el Único punto de A más­
cercano al origen. 

Notemos que las /tbras de°' son homeomor.fas a 
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de hecho no. es dtf{cil ver que « es un han ftbrado localmen­

te trivtal con ftbra J. Además, st lle IRwi,\o~ es un abierto­

Y ~también denota a la restricctón a c.c(U), entonces se 

prueba que 1 as fibras de Q. son ho meomo rfas al cubo d.e 

Htlbert menos un punto, y en este caso0< es una fibración de 

Hurewt cz. 

Sea 

St U es un subconjunto abierto de IR"\ tO~ y k>O, sea · 

Le daremos a hp. la topolo9(a que tiene como base a los sub -

conjuntos abiertos de cc(IR"'' ~op y a los subconjuntos de la 
forma (U, k). 

Sea 

la función conttnua deftnida como 

'fl (A) :=ol.(A) 

"'J(v):=v s t V ti IR'\ \O~. 

Observemos que si .rc.IR",\O~ entonces lfl-l(~) es la compacttf!:.. 

cactón unipuntual de~-1 (:1:), de hecho~ se construyó para -

compactt/tcar cada fibra de o.. 
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Sea U .un subconjunto abierto de IR"'JO~ y sea 

-1 / 11,:='I' (U) ,.., 

donde A ,..,ij st y sólo st o.(A}=v y A#U. Sea 

la función cociente y sea 

la función con ttnua con la propiedad de que· °\\iil='t', 

De hecho las fibras de 'f son las c·ompacti/tcaciones unipun -
tuales de las de ot restrtngi<la a cc(U} y, 'por lo tanto, las­
/tbras de ifi son hom.eomo rfas al cubo de Htlbert • 

.luts Non tejano prueba en r JO] que 't' es una Jtbractón -
de Hurewtca con libra. el cubo de Rtlbert. JJe donde, por el -
Teorema de Ohapman-Ferry, se tiene que \fi es un haa trtvtal.­
A.sl que exts te un homeomo r/tsmo 
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tal que 

es una proyección • .A.demás, ya qu.e la función 

deftn ida como 

'}.(v) := V 

.es con ttnua, por un Teo re.ma de Plonp C J .i podemos suponer que 

~(v,O)=iJ. Por otro lado, t'b'"t(U) es homeomorfo a cc(U) y, 

por lo tanto 

04.:cc(U) >U 1 

es un ha11 trtvtal con /tbra qx gJ,1). En consecuencta,, cc(TJ)­

es ho meo mor/o a U:.cQx [O,, 1) • 

St U= IR" tenemos que cc(U) es homeomor/o a Qx[O,l),, el­

cual es homeomor/o a !R"zOz[0,1) • 
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Por lo tan to hemos demostrado 'que st U es un subconjun­
to abterto de rR" entonces cc(U} es homeomorfo a U:i:Qx[O,l). 

Un Corolario tmportan te de es te hecho es que st U y Y -
son subconjuntos abtertos de IR"' entonces cc(U) es homeomorfo 

a cc(V} st y sólo st U y V ttenen el mtsmo ttpo de homoto 
p{a. En parttcular U es contra{ble st y sólo st cc(U) es ho­

meomorfo a Qz[O,l). 

Es tmportante hacer notar que la mt.sma técntca puede ; -
ser empleada para mostrar que s t X. es un subconjunto compac­

to de e~ en ton ces ce (IR" )'ce (X) es homeomo rfo a Q \X+, donde -
x+ es la untón disjunta de X con un punto. 

Para terminar mene tonaremos un Oorolarto del resultado­

an.tertor y del Teorema de compl emen tactón de Ohapman que dt­
ce que st X y Y son subconjuntos compactos de nt"'entonces 
ce(~ )\ce (X) es homeomor/o a cc(tll.'")'cc (T) st 'sólo st sh (X)=­
=shfY). 
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Cap(tulo V 

Problemas 

El objetivo del pres en te cap{tulo es el de presentar al 
' -

ounas de las interro!Jantes que sur9en de 111.anera natural en -
el estudio de los hiperespacios de conjuntos convexos. 

Lo primero que necesitaremos son al9unas deftntciones.­

Sea X un ~ubconJunto de un espacio vectorial real topol6gico 

V. Para cada :c,y,x, deftn t mos 

!'U:=i(l-t)x+ty / t'If,,. 

esto es. rg es el arco convexo con extremos z y. y. Para cada 

xeX, sea 
:.·, .... ..,.,. .... · 

Oon es to podemos de/in ir el NÚcl eo de X, denotado como kerX, 

como 

kerX:= Q S(.x) • . x't 
Diremos que un conJunto X es Estrellado st su nucleo es no -
vac{o. Duran te todo es. te cap( tul o, los conJun tos estrellados 
que constderaremos serán compactos. 

Recordemos que un arco ac es la tmaoen de .un· encaje, ""' 
de 1 en X. Un arco at se dice que es Libre.si .'f,,J(O,l)) es un 
abierto en X. 
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Dados un n-s tmpl ejo (n >;J.) <:r, y un vértt ce v0 de tr 11 a­

maremos cr(v0 ) al (n-1)-stmplejo que se obttene al guttar el­

vértice v0 a O'º 

Sea X un poliedro y v0 un vértiee de X, definimos 

Análogamente se define LK(v1 J, .donde v1 es una artsta del p~ 

1 t edro. 

Sea R un es pacto de Banach tal que 2 'dtmH"- oo • Nadl er -
probó que st X es un subconjunto estrello.do de R tal que su­

nucl eo tt ene rtn terio r no vac{o en tone es. ce {X) es homeomo rfo­

al cubo de Htlbert. Esto nos su9tere la preounta: 

¿ St X es un.subconjunto estrellado de un es­

pacio de Banach H (dtmH~2) tal que kerX ttene interior­

no vac{o en toné es ce {X) es homeomo r/o al cubo de 

Rilbert ? 

Observemos que el espacio X del ejemplo de la página 53 es -

tal· que ce {X) es homeomorro al cubo de Htlbert¡ pero kerX 

ti ene tn terto r vac{o pues dtmkerX=2. J!edt tan do un poco en e!. 

te. espacto ·y tomando en cuenta que el cc-htperespacio de un­

a reo con ve.ro es de dtmenstón /tn t~a podemos preg.un tarnos: 

.¿ St X es un subconjunto estrellado de un es­

pacio de Banach tal que la dimkerX'1,2 entonces ce (X) es­

l&omeomor/o al cubo de Htlbert ? 
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¿ St X es un subconjunto estrellado y sin ar­

cos libres de un espacio de Banach bidimensional tal 
que kerX ti en e más de un punto en ton ces ce (X) es homeo­

mo r.fo al cubo de Hilbert ? 

También, tomando en cu en ta que el cc-h iperespac io de un 

punto como el de un arco convexo es de dimensión finita, se­

nos ocurre la preoun ta: 

y 

¿ St X es un pol t edro tal que: 

( l) para todo vértice ~O' LK(v0 ) es conexo­

Y tt en e más de un J?Un to; . 

· (2) para cada arista v
1

, LK(v1 ) es conexo;­

entonces ce( X) es homeomor/o al cubo de Rtlbert ? 

Reco rdem.os qúe Curtts, Quinn· y Schori pro.baron que st X 

es un poliedro en el plano que es una a-celda stn arcos stn­

oulares entonces cc(X) es homeomo.,./o al cubo de Hilbert. 

Observemos que no es dt/{ctl ver que una n-celda (n~B)­

todo conjunto convexo compacto, dtsttnto de un arco conve.ro, 

tiene una vectndad de dtmenstón tn/tntta en el.ec-htperespa­

cto de la n-celda. Pensando en es to y en el . eJemplo de la p!f. 
gtna 55 se nos ocurre de.fin t r que, dado un subconjunto X de­

IR"" , un a reo con ve.ro J de X es un ~ [.!2. s t ti en.e una ve -
ctndad de dimensión /tntta en cc(X). Y que el arco eonve.ro J 

. . 
de X es un a reo re/eo s t e.rts te una t ">0 tal que la r.-vectn .. · -
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dad ·de J en cc(X) está contentda en cc(J). Es claro que todo 
·' 

arco stngular es un arco re/eo .!! que· todo arco .refeo es un -
arco feo, pero: 

¿ Si X es un pol t edro en el plano que además-
es una 2-celdaJJcX es un arco convexo entonces son egu,! 
valentes las áftrmactones: 

..... (l) J es un arco stngular • 
(2) J es un arco refeo. 
( 3) J es un arco .feo ? 

.. Pensando en el resultado de rJurtts, Qutnn .y Schort ten e 
·" 

mos, · por un lado 1 as pre o un· tas: 

¿ st X es una 8-celda plana stn arcos feos o­

refeos entonces ce( X) es homeomor/o al cubo. de Htlbert, ? 

Y en ·general: 

¿ st XC rRn es una n-celda stn arcos. /eos o 

refeos entonces ce( X) es· homeomorfo al cubo de Htlhert ? 

' 
Por el otro lado, recordando que st UC. IRft (n'1r2) es un -

ab t erto en tone es ce (U) es homeomo rfo a UxQ:c (O, 1), se tt ene: . 

¿ st I es un pol t edro en el plano s tn a reos -
/eos o re/eos en ton ces ce (X) es horneomo r/o a Q:cX ? 

.¡ 
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Ahora constderemos un subconjunto abterto U de un espa­

cio de Banach H de dtmenstón tnftntta. Es una consecuencia -

inmediata de un Teorema de Torúcnyk, detectada por Jlouyen To 

Hhu, que ce (U) es homeomo rfo a Uxcc { H). Obs e.,.vemos g lle el 

caso en el que ·n es de dtmenstón ftnt ta se. probó en el capí­

tulo IY, pues cc(/R"') es homeomorfo a Qx[O,l). En base a esto 

nos preoun tamos: 

¿ St U es un subconjunto abterto del cubo de­

Hilbert o de la pseudofrontera del mtsmo entonces cc(U) 

es homeomorfo a.QxU o a Uxcc(PB(Q)), respect~vamente? 

Sea 

J~:=~~xn~~.j2 / existeN•IN tal que si n>,N en­
tonces xn=O f. 

Debtdo a que Luts. Jlon tejano demostró que cctl~J es homeomor 

Jo a la pseudofrontera del cubo de Htlbert, tenemos la si 

guiente pregunta: .., 

¿ St U es un subconjunto ab t.erto: de .. l~ en ton-

e es cc{U) es homeomorfo a UxPE{(J) ? · 

. Sea 1 un subconjunto de un. espac'to vectortal. Deftnt 

mos 

.I(.Y) := ~ !'77CY~. 
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Por Úl tt mo nos su roe 1 a pre{}un ta: 

¿ St U es un subconjunto abierto de un espa -
cio de Banach H, entonces I(U} es homeomorfo a UxI(H) ? 

De esta manera ter~inamos el presente trabajo deseando­

que sirva de mottvación para el lector para adentrarse en el 

fascinan te mundo de los Htperespactos. 
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