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Capftulo I

Conjuntos Convexos

El objetivo de este capftulo es presentar un resumen de
la Teoria de Convexidad de R} Este resumen consiste en dar -
las principales definiciones y resultados que se utilizardn-
posteriormente. Aungue no se aplicardn directamente, se in -
cluyen los Teoremas de Radon, Helly y Carathéodory por su -
gran importancia dentro de esta Teoria.

Diremos gue un congjunto { z ﬁr_o C R" es affnmente inde
‘Qendient st el conrjunto | a: - xi;J# es linealmente indepen' ‘
diente. Lsto geométricamente sigmfica que cualesquiera k+1-
puntos de jx.q no estdn en un hiperplano de dimension k-1, -
para 1¢kgr=-1.

' Es fdcil ver que el conJunto ij) —0 o l?\ es afznmen te - “
'independiente st y sdlo si cada vez que se tenga que :

Z%E";zjzo y 265"’
J= J=

con GJER s implique que pard cada je{O,...,rf, €J—0' De -~
aquf{ se tiene que el conjunto Q.r A3 j=0 €S g[{nmente depen -
diente si existen 60"“'€r-’ no todos cero, tales que

r r

;;)EJ 3, =0 y‘ J;ej =0,

Se dice gue una combinacidn lineal

& | :,c}_wJ




de elementos de R" es una combinacidn afin si

r
Zé} =1,
J=0,

Si ademds pedimos que para cada je 10,...,71,‘5)&0 entonces-
tal combinacidn se llama conveza. Con esto en mente podemos-—
decir que un congjunto Ac R’ es un subespacio afin de R" -
st contiene a cualquier combinacion afin de sus elementos, -
y que KCcR" es un conjunto convexo si toda combinacidn con -
vexa de elementos de K estd en K. Observemos que los subespa
cios ¢fines son los k-hiperplanos transladados, O$ksn, los -
conjuntos convexros son muy variados y no es posible caracte-

rizarlos como a los subespacios afines.

Una dqfihici&n equivalente de conjunto convexo es la -
stguiente: Un conjunto K es convexo st para cada xo,xleX y -

€€I (.--[.0 1]):
(1'-}9‘).:0 +Ex, €k

Esta definicidn es mds geométrica pues nos dice que un con -
Jjunto es convexo si dados dos puntos cualesquiera'de‘él; el-
segﬁento que Jos une estd totalmente contenido en el conjun-
to. Notemos que .esto tminca gue todo conjunto convexo es -
arcoconezo. '

Como ejemplos de conjuntos convexros tenemos alfz -

los subespacios afines, a los Subespacios lineales y al con-

Junto vacifo. Un ejemplo menos trivial de conjunto convexo es




la n-bola cerrada
'Vd(a):=5xeﬂ2"/ [/ x -a /46

donde 6 es un nimero real positivo. Por supuesto, también -
tenemos que la n-bola ablerta :

Vela):={z eR'/ [ x - a' /<6 |

~es un conjunto convezxo.

Dado un subconjunto X de IR podemos pensar en el subespa
cto afi’n Pnds pequeno” que lo contenga, es cJaro que siempre
existe, y se le llama el casco afin de X, y se 1€ denota co-
‘mo affX. Si L es un subespacio afin de R y contiene a un -
VconJunto X que cumple con que afj’)(=L entonces. diremos que X-
genera afmmente a L. Ademds, st resul ta que X. es mdzrimo -

afi'nmente independiente entonces se dice que X es una base - y

,alﬁt’n de L. Como se sabe que toda base afin tiene el mismo nu
mero de puntos, St X es una base afin de L con k+l puntos en
tonces diremos que la dimensign afi’n de I es k. Convenimos -
‘en que la dimensidn del conjunto vacio sea ~1. la dimension-

m ,
de un conJunto convexo. K es, por definicion, la dimensidn a-
ftn de af.f](. '

Und'_‘:prOpiedad interesante eﬁ.t'nmé’dtata‘de las farriili’ds -
de conjuptos convexos es qué su interseccidn también es-un -
conjunto convexo. Debido a esto podemos dejinir el casco - -
convero de un conjunto Xc IR como la. interseccion de todos -
los conjuntos convexos de W* que contengan a X. Intui tivamen




te el casco convero de X es el "mds pequefio” conjunto con -
vexo que contiene a X. El casco convexo de X serd denotado -

como convlt.

Es fdcil ver que el con.]‘unto'de todaes las combinaciones
convexas de subconjuntos finitos de un subconjunto X de R" -
es un conjunto convexo Yy es, por lo tanto, el casco convexo-
de X. Y de aquf es inmediato que si X,YC R"son conjuntos -
convexos entonces ’ ’

conv(X ¥ Y)-?Ufé‘x+(1—€)y‘/ xeX, ye¥, € -veI‘}.

: Supongamos que X—{x }7 -1 es un subconjunto finito de -
m", con r}n+2 Como R" es un ‘espacio de dimension n, cual -
qdier subconjunto mdrimo affnmente independiente tiene n+l -
puntbs. Como ryn+2, X es afinmente depéndiente, de donde po-
demos encontrar numeros reales 60.....5 s RO todos cero ta -

D80 2‘5}:

J=1 , - J=1

les cue

Sin perdida de generalidad podemos suponer que 60,...,6 70 -
Yy gque €k+1""'€ $0, para alguna k con 1 £k <r. Sean
r ' o




De aquf que x es una combinacidn convexa de W ZyseeeaZ, Yy Y-

de 5xk+1,...,xr, « Por lo tanto hemos encontrado una parti-

cion de X en dos conjuntos X, y X, tales que
convk,N convX ,# g .

A este resul tado se le conoce como el Teorema de Radon.

Adhora supongamos que tenemos una familia finita de -
r(2zn+l) conjuntos convexos de B" , § X ’J-J’ tal que la in -
terseccidn de cualquier subfami]za de. n+1 con juntos es no vg
cfa. Kostraremos, por induccidn sobre r, ocue la inter‘seccion
de tode la familia es no vdecfa. Si r=n+l, por hipotesis se -
tiene el resultado. Considerémoslo vdlido para todas las sub
~ SJanmillias de r-1 congjuntos éonve;xos. Esto implica que para ca
da. j'ev.)"l,‘. «esrf, existe ’xJ. tya.l que o

$j¢K1no.on JJ j+1(\...n](

Como r=ent+2, aplicando el Teorema de Radon al conjun to
X= ;.rl,...,xr), podemos encontrar X ,XCX tales que X oKy -
! forman una partzcton de X y coanlr\convxg-#ﬂ Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que Xl-{zl,...,xks Y que
X2— \xkﬂ,...,x ‘ Sea xcconvxlf\convxg. Como ZysecesZye
"Kk+1""""'1"”"rk‘]{,r y cada KJ es convexo, resulta que

r

xecoanJCv N I(J.
J=k+1

~ Andlogamente tenemos que

xecon vxg c.jf\ Ifj




Por lo tanto, zGSZij. Ast gque hemos probado gue si tenemos-

r{>n+l1) subconjuntos convexos de R" tales que la intersec -
cion de cada n+l de ellos es no vacfa entonces todos los r -
conjuntos tienen interseccidn no vacia. Este Teorema se debe

a 5@112.

- 4dnteriormente vimos qQue el casco convexo de un conjunto
X estaba formado por el congjunto de las combinaciones con -
vexas de subconjuntos finitos de X, afirmamos que para for -
- marlo basta tomar combinaciones converas con a lo mds n+l -
puntos. Para prodbar esto Sea reconvX con

:E: T x : :E: 'T

J=1 =

' fy supongamos que r»n+2 Y que r no puede ser expresada como

"~ una combinacidn convera con menos de r puntos de X, Como r>-[ ~-

”]f>n+e. extste una relacion afin no trivial

;dj J.fO con Zo

J=1

- Consideremos a todas las 920 ( al menos existe una )y - v
'eJijamos el subindice, digamos k, para el cual %&  tonma el -
mfnimo velor positivo. Entonces ! B |

r

T,
';~"ZT.7 J = Z Ty =9 %)a,
- J= J=1 -

| Pero'esta‘es una combinacidon convezra con menos de r elemen -

- tos de X, lo cual contradice nuestra supo&tcidn. ibr'10’tan;
to, ren+l. Qarathéodorq jue el prtmero en probar eute resul

. tado. '




Es importante sefialer gue los Teoremas de Radon, Helly-
y Carathéodory son equivalentes. Este hecho no es inmediato,
y una demostracion puede ser encontrada en ¢ 4 1.

" Denotaremos como © a la funcidn distancia de R". Supon—
gamos que tenemos un subconjunto convexo y compacto XK de R".
Como (@ es una funcion continua, tenemos que existe xek tal -
que P(0,x)=p(0,k). Como X es convexo, efirmamos gque la x es-
. Unica. Pues si existiera x’eX (x| tal que ((0,x’)= p{O K) en-
tonces z”—éx+éx'eK seria tal que ((0,x") <@(0,2) y P(O, z” )¢~
<P,z ), 1o cual serfa un contradiccidn. Por lo tanto, si-
~KcC R'es convexo y compacto ‘entonces existe un unico pun.to de

X nds cercano al origen.

Sean Xyvy subconJuntos no vacfos de m  ¢efinimqs;su-

~suma como S ’ I ’
| X+ye=\z+ty [ xeX y yer{,

y si &€ R entonces definimos el producto de a pof»X‘comd;;

TQX:# lax /.xelf,‘

.

_ Debtdo a las proptedades de espacio vectorial de m"se -
ttene que algunas de 1las propiedades que ‘se satisfacen son.

v X+Y=Y+X
(X+Y)+2=x+( y+z)
.l’+i0 f =X




1x=X
(4 p)x=a(pX)

Observemos que si X tiene mds de un punto, =Xi=(=1)¥ y -
x€X entonces X—}a’c?c:X-X, de donde se tiene'que con estas vpe
raciones el conjunto potencia de R"no es un especio vecto -
rial, '

Es inmediato verificar que si Xy Y son subconjuntos -
convexos de R"y a4« R entonces tanto X+Y como &) son subcon -
Jjuntos convezos de IV, ’ o

Utilizando las definiciones de sumae de conjuntos y del=-
producto de un nimero real por un conjunto, podemos dar ura-—
tercera definicion de conjunto convexo : Un subconjunto K de-
R" es convexo si para toda €I, | R

( 1= a)K+akck.
Observemos que
Ve '(X)=V¢ (Q)+X.
Sean X° y X el interior y l1a cerradura de X, respe“c‘ti‘v_g :

mgnt'e. Como (xx)°=ay® y X°+ r° é.(X+Y)° _sé tiene que st X es-
convexo entonces X°® es convexo., Como )'{'=‘f;\°V¢ (X), st X es con-

vexo entonces X es convexo.




Ahora estudiaremos algunas propiedades de "soporte” de-
conjuntos convexos y compactos. Recordemos que un hiperplano
F puede ser escrito como

A={zemr [/ <x,a0=p
1
donde a es un vector no cero ortogonal a K ypes un ninmero -
real.

E1 cohjunto de puntos que estd sobrefo a un lado de un-
hiperplano en R es llamado un semiespacio cerrado; el con -

Junto de puntos que estdn estrictamente en un lado de un hi-
pehplano es llamado un semiespaéio abierto, Si

H={zeR" [/ (x,0>= P
entonces los semiespacios cerrados detefminqdos.por H son

F'=jze R*/ ¢z,0a5 %

H=jzenr/ <z.a‘> ST,

Si reemplazamos las destgualdades en Al y.en ¥ por desigual
dades -estrictas, obtenemos los corresnondientes semieSpac;os
abiertos.

TSea K un conjunto compacto de ®" , diremos que H es un-
hiperplano soporte de X st H y K tienen interseccidn no va -

cfa y X estd contenido en uno de los. semtespaczos cerrados -
‘determinados por H. E1 semiespacto cerrado determtnado por H




J0.

que contiene a K se llama un semiespacio soporte.

Observemos Que si K es un conjunto compacto de ﬂ\ ¥y a -

es un vector no nulo, entonces

Hy=hz« R"/ <z,ar= supity,a???
yex

11'2-51:2 R/ (x,a>= znf“y,a) by
yex .

son hiperplanos soportes de K ortogOnales a' a. De aq‘u'i’ que =

en todae direccion existen dos hiperplanos soportes ortogona-
les a esta direccwn. g

-Dado un conjunto convezo Yy compacto‘ de a, X, difinimos

Wy R"—> g
como -
®(p)=p*
donde p’ es el punto, en X, }ma's cercano a De ”cJ{uileﬁ Y -

Shephard [ 91 prueban que si K es un conJunto convexo y com =
pacto de R" entonces

/9(2)-.(p)// a=p /,
| )




11

de donde se sigue que ?X es continua. Denotemos como -
R(QX(p),p) al reyo gue empieza en ?X(p) Yy contiene a p. Es -
claro gque si qeR(WK(p).p) entonces Wk(q} e(p). 4hora sea -
pe R\g y consideremos el hiperplamo, 4, ortogonal a -
R(WX(p),p) Yy ¢ue pasa por 4}(p), afirmamos que K estd conte-
nido en el semiespacio cerrado determinado por ¥ que no con-
tiene a p. Pues de otro modo podriamos encontrar una xéX del
mismo lado de H que p, el hiperplano ortogonal a QK(p)-x y -
que pasa por z intersecaria a-R(YK(p),p) en un punto q,. -
Wy (9)=¥(p), y como el tridngulo con vértices x, [ ‘PX(Q) -
seria rectangu]o en z, obtendriamos que : : '

Ja-z/</a=Y(a) /s

lo cual es una contradiccidn. 4st que PfObamok*que'e7vhiper-“lfx
. plano ortogonal a H(WX(H).p) y que pasa por wk(p) es un. ht -
. peerano soporte de K en (p} , PR SN

‘Un Cbrolario importante del hecho mostrado en el pdrra-fa
jo anterior es que si K es un conjunto convexo y compacto de
m“ Yy pem.\X entonces existe un hiperplano que los separa, es
to es, K y p estdn. en distintos semiespacios.‘f de aquf es -
inmediato que un ‘con junto convexo y compacto es la intersec—
cion de sus semtespacios soporte. ya que, en caso contrarzo-
podr{amos encontrar un punto en la interseccidn de los semi-

especios soporte que no estaria en el conjunto, pero de aqyt, 2
se tendrfa que existirfa un niperplano que los separarfa, de '

‘donde el punto no estarfa en la interseccidn de los semiespg
clos soporte, esta‘contradiccidn nuestra lo afirmado.




Supongamos que K} Yy Ké'son dos conjuntos convexos, com-

, " , 0]

pactos y ajenos de R, Sean xleﬁb y xgcké tales que T, es el
punto de Ki mds cercano a Ké y x5 €8 el punto de Ké mds cer-
cano a X,. Por la construccidn hecha antes podemos encontrar

hiperplanos soporte a Kj en T, y a Ké en To, respectivanen -
te, de tal manera.gue sean ortogonales al vector Lo=Z e Asi-

que el hiperplano ortogonal a Zo=%; que pasa por éx1+éx2 Se-
pare a K, de Ko. Por lo tanto, dedos dos conjuntos convexos,
compactos y ajenos de R", existe un hiperplano Que los sepa-

ra.

Sean K un conjunto convexo Yy compacto de ﬂ!“ Y 5’;"1_ una-
(n-l) -esfera que contenga a K. Tomemos xe€dk (la Jrontera de-
K). Para cada meéewN, la n-bola abierta con centro en x 78 ra -
dio % contiene un punto p_ eR*\NK, y como Yy (z)=z, tenemos -

que

/x-?}((p)/ / z-p, /<;,

Supongamos que R(¥,(p ),p ) interseca a Sz'l en 'y, , asi que-
vX(pm)=?K(ym)' Uaczendo tenaer ma znjinzto'obtenemos una; su
ceStdn de puntos \ymﬁ_m‘nJ en Sn =1 y una. sucesion correspon -
diente de puntos i?K(Jm)}nan tal que. $'P(ym)$ tiende a' z.-

Sin perdtda de generalidad podemos suponer que iy 5 tiende [/}
yGSn 1. Como ? es conttnua, tenemos que W (y)=a. Fbr Jo tan

to, dada xeaK, exzste yeSn tal que Qk(y)—x.

Teniendo en cuenta lo anterior, ya es fdecil ver que.si-
K es un subconjunto convexo y compacto de _" y zeak entonces
existe un hiperplano sopofte de K en x. De hecho se pdedé' -
prober que esto caracteriza a Jos conjuntos convexos y com -

pac tos.
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Capfitulo IT

Hiperespacios de un Continuo

Durante este capftulo (X,FU denotard un espacio métrico
compacto y conexo, es decir X serd un continuo. los hiperes-
pacios de un continuo X son: el espacio de los subconjuntos-
compactos no vacios de X, denotado como 2X, y el espacio de-
los subcontinuos no vacios de X, denotado como C(X). Es cla-
ro que elx)c 2f, 2¥ es un espacio métrico con la métrica de-

ausdqqﬁﬁ. Esto es

.ffu,a) s=tnf A€/ ACVy(B) y BCV,(4)]

Ios hiperespacios se empezaron a eStudiarya‘pEincipios-
de este siglo, con Hausdorff y Vietoris. En 1942;fkélleyhpu-
‘blicd un artfculo l1lamado Hyperspaces of a an%tndum €81, el
cuaJ es importante pues reune bastante. del matertal que esta
ba disperso y aplica nuevas técnicas en el estudio de ]Jos -
htpereSpacios. In los ultimos afos se han obtenido resulta -
dos impresionantes como, por ejemplol'a 3 |
2X es homeomonfo al cubo de Hilbert si y solo st -
X es localmente conexo.

C(X) es homeomorfo al cubo de ¥i1bert sty solo st
X es localmente conexo y no tiene arcos Jibres._

‘Nuestras pretenciones no son tan ambiciosas, aJ pro;ost
to de este capftulo es mostrar que: :




X

2" y c(x) son compactos.

Tan to 2X como C(X) son arcoconexos.

St X es localmente conexo entonces 2* y C(X) son -
contraibles en si mismos.,

ZX contiene a un subcongjunto homeomorfo al cubo de

Hilbert.

Los cuales'forman parte del camino para probar los resulta -
dos anteriores, y serdn utiles para los siguientes capftulos.

Veamos que 2X es compacto. Sea ‘Anﬁnew una sucesion de .
elementos de 2X, definimos

lfﬁiann:={zéX/ Toda vecinded de z interseca a casi to-
das les 4, }.

J{msupA }xeX/ Toda vecindad de x interseca e¢ una infi
nidad de las Ans .

Es claro que J{minfxé:lfmsupdn y que tanto J{minjun como -
1{nsup4, son cerrados de X.

St J{mian —J{msupA =4 entonces diremos que {4, § conver
ge ¢ A. No es dif{ctJ probar que }An) converge a 4 st y solo
si /’(An.A) tiende a cero.
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Sean {4 4 una sucesidn de elementos de 2%

ninem y €20. Co-
mo X es compacto, podemos encontrar un subconjunto finito F-
de X que cumpla con que Vg (F) contenga a una infinidad de -
las An Yy que F tenga el m?nimo numero de elementos posible.-
For lo tanto, para todo subconjunto propio G de F, sdlo un -

nimero finito de las 4, estd contenido en V&(G). Sean
. z
Jgi=jneN/ 4,C Vi(G)}-
con G un subconjunto propio de F', Yy
Joi={ne N/ 4,C Ve (F)Y,
2

observemos que Jo es infinito y que J, es finito. Sea Ji= -
-Jo\ J Joo Por definicion, para toda néeJ, 4 C.Ve(F’), ade -
nds se $iene que para cada neJ y para cada :rzF, 4, *n V% (z)¢ P,
lo que implica que FCV, (.4 ), de donde r (F', n’) 4« . Por lo
tanto tenemos que st n, mEJ entonces Fq(An,Am) < E. Asz’, he =
mos probado que toda sucesion en 2% contiene una subsucesidn
de Cauchy. Ahora veremos que 2X es comp.léto, esto es, mostra
reios que toda sucesion de Cauchy es convergente. Supongamos
que {4,{, N €5 una sucesicn de Cauchy de 2%, sean 4= -
-li’mtan » zelimsupA, y € >0. Como H | es de Cauchy existe=-
- NeN ta] que si n m?,” entonces (° (An,A )< . Como rze -
€1fmsupA existe k3N tal que 4, N V%(x)# ¢ .‘ De lo anterior
se tiene que si n3N entonces AkClQ (A ). Dada yEVs (x)flAk. ra
ra cada n}N, eriste a €4  tal que /b(y,a )'“9.' de aqu{ que si
n,N entonces p(.t,an) $<&. Por lo tanto si nyN entonces -
4,N7g (x)# @, pero esto implica que zeliminfA,. Por lo tanto,
Jz’miann=li'msupAn. Asi{ que 2% es conmpleto.

Io que hemos probado es que toda sucesidn en 2}{ tiene -
una subsucesion convergente, y esto implica que ZX es compac
to. ( Véase Dieudonné [ 5] )

4




Para ver que C(X) es compacto demostraremos que es ce -
rrado en 2X. Sea A€C(X). Como 4 es compacto, falta ver que -
4 es conexo. Supongamos que A no es conexo, esto quiere de -
cir que .4=.41U.42, donde AJ,Ag Jorman una separacio'n de 4. Co-
mo Alm2=¢ Y ‘41"42 son compactos podemos encontrar una €70
tal que Vg (AJNWE (.4 )J=@. Es claro que V (4)=Vg (A UV (42) -
Como AeC(X), para Ja £ 20 que tenemos, e.riste Bt'.c(}x) tal que=-
P'(4,8) L&, pero esto implica que BcVg(4)= V,_(AJ)UV‘(A ), de
donde B=(B(\Wg (4,))U(B0V; (42)), pero BaVy (4;), BN\ (45) for -
man una separacio’n de B, de donde. B no es conexo., Esta con -
tradiccion prueba que AeC(X) y, por lo tanto, que C(X) es -

compacto.

Para probar que tanto EX como C(X) son arcoconexos lo -
primero que haremos es definir lo que en tenciémos por un seg-
men to ( en el sentido de Kelley [ 81)s ¥ para esto necesita-
mos definir una funcion contznua, cuya existencia fue proba-
de por Fhitney y se le llama funcion de Fhi tne_g,{

M:2X— 1

que tiene las sig'uientes propibedades.-
Si A,Bﬁzx y AgB entpnces/l(.d)<ﬂ(3),v,".f.

Para toda xéx,/(lx})=o ) y‘

M(x)=1,




Daremos una construccion de una funcion de Whitney debi
da a Alejandro Illanes [7? 1. Esta construccidn es importante
pues en el caso de gue X sea localmente conexo resulta gue -
la funcidn obtenida es mondtona y abierta, contestando algu—
nas de las preguntas planteadas por Nadler [11). Sea X un -
continuo., Para cada neiN, definimos

52 1 500,
cono

w, (A)"'znf"E)O / existen .rl,...,'c ax tales que v-‘

"ll/o es diffcil ver que w, es una Juncidn con tznua. Asi’ pode-.
-mos definir la siguiente funcion :

w:2*—» D,

- ecomo

Veamos que w estd bien deftnidd. Supongamos que E'e R és ‘ta"l
que X=Vg (.1:0), para alguna z,EX. E’sto impltca que w (4)$E, -
- pues ACV (zo). En general, como ACU e (xo), tenemos que -
w,(4)KE . Por lo tanto, w estd bien defintda y es continua.-
: Como para cada n€m , wﬂ({x))-—o tenemos que w({z})=0. Bs -




. (e

claro que si A(CB entonces wn(A)iswn(B). As? que para probar
que st A48 entonces w(4)<w(5), basta mostrar que existe una
memN tal que wm(A)zwm(.B). Sean A$B, beB\M y € 20 tal que
Ve (b)ni= . Sea

me=minhnem / existen xl,...,x €eX tales que AC -
NECY

. Afirmemos gue w, (A)(w (R). Como 4 es compacto y ACJUV;.('CJ)
podemos encontrar una 34—- tal que AC UVS (:cJ), de dénde
w, (4)45— . Por otro Jado si w, (B)<—£- entonces -existen’

.bz,...,b ¢ X tales que BCUV;(IJ ), con tis(b ) C'omo -
Ve (b)nd= ¢ entonces l{;(b )nA- , de donde 4 estd. cubierto
con a lo mds m=-1 bola$. Lsta contradiccion prueba que w, (b)?.

e y que, por lo tanto w(A)(w(B) For ¥ltimo defimmos

1]
//52 —. I
/I(A) ;= w(A)

Por todo lo hecho en este parrafo es c.laro que/J es una fun-,
cion d,e Fhitney. ’

Dados 10,4162){, un segmento ( si es que ea:tste ) de ‘40
a ‘41 es una funcidn continua

gr—> 2% .'

(;(t):-—-dt) gue cumple con las _st_quientésvvc»:_on:‘dtcvtor‘z‘es.'
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St 05t £t’€1 entonces AtcAt, s Y

M )=(1=t)u(d )+ tp(4,).

Observemos que no es dificil convencerse de que dados =
AO,AJE2X; una condicion necesaria y suficiente bara que exis
ta un segmento de AO a AJ es que AOCAJ Y que toda componente
conexa de AJ interseque a 4.

Un corolario importante de esta observacion ‘es que dada
AEEX, siempre existe un segmento de 4 a X.'

Adends, del hecho de que cualquier subarco de un segmeg
to es, con una reparametrigdcidn adecuada, un segmento, se =
siyue gue cualquier segmento que “empiece” en un,ébntinuo-eg
td totalmente formado por continuos. Por 1o primero basta =
ver que donde "termina” el segmento es conexo. Pero si no lo
Juera Ao estaria en una componente de AJ 17 existirfa otra -
componente de AJ gque no intersecaria a Ao, Jo gue contradice

la observacion anterior.

X

Corn todo esto en mente es claro que e y C(X) son arco-

con 8.2‘08 .

Para comenszar nuestro camino para la demostracion de -
" que si X es localmente conexo entonces X y C(X) son confra£
bles en s{ mismos, mencionaremos una caracterfstice de los -
cont;nuos, péro'para eso necestitamos el siguiente subespacio
de 2 :

Rt IL VR




el cual estd claramente contenido en C(X).

La caracteristica de la que habiamos hablado es la equl
valencia de las siguientes condiciones:

: X* es contratble en '2){;
24X es contraible en si mismo; Yy

C(X) es contraible en st mismo;

- Hecordemos gque un espacio Z es contrafble en un espaczo Y-‘ :
st ZCY y existe una funczon continua '

F:Z:I——»Y
:tdl que
F(2,0)=z5 y F(é,1)=k‘
para toda s€Z)
, ‘Supongamos que X* es contrazble en 21,"’esto tmplica éue o
existe una funcion continua '
Fax¥er — 2t
tal que para (oda reX,
Flizq,0)=tay y Plrxt,1)=k

con KG'X

. Consideremos la siguiente funcidn continua




a1

f:X-—*X*

definida como

4s{ podemos définir la funcion

izt

.como

Gz, t)=F(rz1p)(z,t)

es claro que G es continua y con esto podemos;deftnir;la”s;;j 
guiente funcidn continua RN ST

pifar— 25 . SR ’$j ? 7v :’?£ 'f

‘como
F(4,t)=0} _G(a.t) '/'a“Af- |
Es fdcil ver que |
F(A,O)=; y;que'F(A,J)=K,

para toda 4e2%, de donde 2% . os contraible en s{ mismo.

Ahora supongamos que 2X es contrafble en s{ mismo, asi-

que existe una Juncidn continua A




Feokpr—a2o¥

que satisface que para toda 4621,

P(4,0)=4 y que F(4,1)=K

X X

con Ke2”, Como 2
podemos suponer que K=X, Con esto podemos definir

es arcoconexo, sin pérdida de generalidad-

F:C(X)xI —>C(X)
como
F(4,t)= U;r(a t’) / 0stesth .

Como A4 es un continuo y hemos considerado ;(A,t'). para toda-
0¢t’gt, tenemos que F(4,t) es conexo y, por Jo'tanto que F -

estd bien definida. Ademds, no és dificil mostrar que Fes -
continua Yy que '

F(A,O)=;4 y que F(4,1)=X,
por lo tanto, C(X) es contrat’ble en s{ miémo.

St C(x) es contrafble en sf mismo entonces, como -
X*C.C'(X), se tiene que x®es contratble en 2X.

Ia siguiente proplgdad es técnica pero nos serd de gran
uttlided, ya que st X la sattsface entonces X* es contrafble
Ped Yy c(r) son contra-

en ny, por lo que acabamos de probar,
{bles en sf mismos.




Ia propiedad dice que para cada & >0, existe § =8§(€)?0 -
tal que si c¢,bel, {-‘»(a,b)( S y si aedeC(X) entonces existe -
2eC(X) tal que beB y P1(4,B) <&,

Existen continuos que no la satisfacen como por ejemplo:

r=Uh(z,y)e R x=;z-l- » 0¢y41Y0
nemN _
Uz, y)e g/ 0zl , y=0 9V
C(zsu)e®) z=0 , o0tys2h .

A
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Veamos que X no satisface la propiedad. Sean 0 € € £ ‘i‘,
a=(0,1), 4= (0,y) / 1¢y¢2}. Sean § >0, ne [N tal que + <8,
b=(#,1). Claramente no existe BeC(X) tal que beB y ﬁ’(A,B)(E..

Para probar que si X satisfacella propieded entonces }x"'k
es contratble en ZX'necesitamos definir una funcion continua

pex¥er — 2t

Yy para esto, lo que hay que hacer es decir qué le pasa al =~
punto | x§ en el "tiempo t”, esto es:

Fyzy,t)=\)4eC(X) | za4 y M(4)=t} .

Es fdcil ver que F estd bien definida. Debido a la propiedad
y e le econtinuidad de M st (Jx{,t) estd cerca de (jy},t’) -
'y zed€C(X) con M(4)=t, podemos encontrar A’eC(X) con ye4’ y-
“M(4?)=t* tal cue A* esté cerca de 4, de donde se sigue la -

continuidaed de la P, Y, por lo tanto, X*‘es contrafvle en 27,

Debido a Jo. que hemos hecho, para mostrar que si X es lo

calmente conexo emtonces & y C(X) son contrafbles en sf mis
‘mos basta mostrar gque si X es localmente conerxo entonces X -
satisface la propiedad. Pero Hocking y Young [6 3 pruedan -
cue si X es localmente conexo entonces para cada & 0, exis-
te $.=8(€)>0 tal que si a,be€X, P(a,b)<§ entonces existe. un -
arco ¥ de a a b tal que didmH< €., De donde X satisface la =~
proptedad st X es localmente conezo.

‘Para concluir este capftulo mostraremos gue para cual -
Jutor continuo X se tiene Que 2" contiene un subconjunto ‘ho-

meoror, o al cubo de Hilbert.




b

" Definimos el cubo de Hilbert como’

donde para cada n€ N, I es ura copia de I. Q tiene la né -

trica producto
dlz, {,4y,4) = Lz -y /
nt?19n o n n .
n= o

Tomemos una sucesion disgjunta ( 4 eC(X) ) de continuos-
no degenerados que tienda al punto ja$ ( aﬂ ’ para cada 1 )
Como cada An es un continuo no degenerado entonces cada 2‘4n-
(C'2‘¥) contiene un arco no degenerado B, . Definimos

rie=2t
cono

e
Fzs )=\ 8 (z )

donde§n'I 240 es 1a SFuncidn determinada por el n-ésimo -
arco, B,. Como 4 \-p{df y, para cada nem, gn(.z- Jed,, tene-
mos que y§ (z, )f %al, por lo tanto { E (z,)% es un compac-
to de 2%, de donde _12 (z,)e2¥. ror 7o tanto f estd bien -
definida. Como A, f'\A @ st n#n, para cada nem E (x )q -

y cada ¥n es un encaJe, tenemos que f es tnyecttva. Por Io -




tanto f es bilyectiva sobre su imagen. Como @ es compacto Yy -
2X es de Hausdorff, basta probar que Jf es continua para Que-
sea un encaje. Sea | xnﬁ € ¢, veamos que f es continua en \xni.

Sea €5 0, queremos encontrar §» O tal que
I

st d(s.zn‘p.iyns)l.s .entonées {”(f(i xnﬁ),ﬂyn‘))) L&,

Como 44, 4 <7>}af, tomando %, existe ¥eIN tal que si nzV en -
tonces p! An‘,1ai) 4% . Esto implica que si {xnteQ y n,maN -
entonces

)

A NEWRTIVES S MEWRLII RS

de donde, si n,m#V entonces
W REWR WERYEY P
Como.'para cada ne N, ‘sn es conti‘nua, e:;:iste 5n>Q~ btaJ gz;e. -
si _;'ﬁ/xn'yn/‘sn entonces ﬁ1(;n(¢n), En(yn))'.4£ .'
SeaS=mfn\ 51;..., Sﬂ,f. De aquf que
st dlhz,4,4y,))<d entonces Fq(En(xn), E;z(yn))-cﬁ ,

para ne V,...,8% De aquf es fdcil ver gue, en esas condicio

nes,
1 , £
izt sy, §))¢E.
De esta manera heumos terminado con lo que nos habiamos-

propuesto. Un estudto mds detallado sobre continuos se puede
encontrar en Kelley U 8) y en Nadler {{ 11].




Capftulo 11T

Haces, Fibraciones y ﬁi Cubo gg_ﬁilbert

E1 propdsito de este capftulo es el de dar algunas defi
niciones y mencionar algunos resul] tados que necesitaremos -
posteriormente,

Empezaremos revisando las nociones de Haz szrado Jocal
~mente Trivial y de Fibracidn de HUrewicz.
Una funcidn continua
JeE—Y

‘es un Haz Fibrado localmente Trivial con fibra X si para ca-"
da yeY, existen una vecindad V de y en Y y un homeomohftsmokf_

hef™l (v)—s xzv

tales que el diagrama

Flv)—Lsyer

es conmutativo (#).

'

(#) En el presente trabajo consideraremos que el grupo: e& -~

tructural del haz fibrado es el grupo de homeomonfismos de =
la fibra en s{ misma. .




Si
JE—>Y

es un hag fibrado localmente trivial, diremos Que Y es la -
base y que EF es el espacio total.

Es claro gque si
Xz i—>sw

es la Suncion proyeccion ‘entonces: H es un haz fibrado Joca]-'
mente trzvial. De hecho es trivial, es'to es, si

f..'E—.——)Y

~es un hazx Jibrado localmente trivia] Y para er podemos to~-»
‘mar V=Y, entonces se dice gque f es un Haz Fibrado Ivivzal '

Sean X un espacio topoldgico y
heX—X

un homeomonftsmo. Consideremos en XxI la relactdﬁ‘de equiva-
~lencia, ~, que identzfica a (z,0) con (h(x),1). Sea =~ = . =
Eh.—XwI/~ . Observeios que Sl es homeomorfo a I/~ , donde ®
es la relacidn de equivalenciae que identifica el cero con el
uno. Definimos

fh:Eh———>S1

28
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conmo

Tpl [z, t)]) :=1t].

Es claro gue el diagrama

I
XoeI——

HJJ, Y4 1“3
'th7;-—>SJ

es conmutativo y, de aquf que, J) es continua. Afirmamos que
Sj es un haz fibrado localmente trivial. Cleremente se cum -
ple la condicion de trivialidad local para cualquier aeSl\WOﬁ.
Hostraremos que también se cumple para [0]. Sean 0 <£'<4é y

¥i= y([0,€) U (1-£,11)
Notemos que
f‘,;J(V)=.§ [(x,2)] e 5, / te [o,€) U'(J-e',u 3 -.
Definimos | -
.q-'.r;;l_( V) ——>XzV
como ‘

)

(z, [t]) st tef0,€)
o(l(z,t)]):=

(nL(z), 1) st t€(1-€,1]




Es claro que g es un homeomorfismo y hace que el tridn-

gulo
77 r) s xzv

/4 |n
In

sea connutativo.

De hecho se puede demostrar que. todo haz fibraao Jocal- |
mente trivial con base Sl se construye de la manera descrita‘
en el pdrrafo anterior. '

~ Como ejemplos de haces fibrados Jocalmente triviales -
~con fibra I y base Sl tenemos los inducidos por los homeomor
‘Jismos

h,lI:I’————?I
definidos como

JI(x);=w‘ 'y hiz):= -x;

Con el primero se obtiene el anillo I.ch'z y con el segundo
obtenemos la Banda de Mébius. .
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Sea Y un espacio topologico. Si
ho,hl:Y;————*Y

- son homeomonfismos, diremos que ho es sotoetco a h si -
existe una funcion continua ‘

B:YzI —3Y S RN
tal que

B(y,0)=hy(y)s Bly,2)=hy(y)

ht ’Y——>1”'
estd definida como
hy(y)e=A(y,t)

entonces para cada te€r, ht es un homeohohftsMo.‘

Sea

hiX—s)




un homeomorfismo de X isotdpico a la funcion identidad. Esto

implica que existe una Juncidn continua
HiXxlw——>X

tal que
#(z,0)=h(z) y Hiz,2)==

"y pare cada tel, ht‘es un homeomonfismo,iDefinimQ§4
g ...'Eh—‘-—a-XxSJ

comé - . ‘--VA-

o( Uz ) Ds=(h(x, t), (t])e

| p_eb?do ”d_bquke‘
g([(x.OJJ)sfyfx;o).[oJ)=(n(x);IOJJ
y a que. |
g( [(h(x)Ql)J)=(ll(h(x),1),[ll}ékh(;r),flf) |

tenemos que g estd bien definida. Ademds es facil ver que g- '
es .un homeomonfzsmo que hace que el tridngulo '

E’h—-—-)Xle

%
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sea conmutativo, Por lo tanto hemos probaedo gque si todo ho
meomorfismo de X es isotdpico a la funcion identidad enton
ces todo has con base SJ y fibra X es trivial.

En forma parecida a lo hecho en el ultimo pdrrafo se

puede demostrar que si todo homeomorfismo de X en si mismo
es isotdpico a la funcion identidad entonces todo haz fibra-
do localmente trivial y base un ANR es triviel.
Sean X y Y espacios topoldgicos
My Xay—>71

la funcion proyeccion. Si K es un espacio métrico,

Sl ——Y

Pl |0f —>XzxY

son_ funciones continuas tales que el diagrama

Kz \0y —F stzy

il ' 4 o,
F/a:I—7—>Y




sea conmutativo, entonces la funcion
GeWxl ——XxY
definida como
Glw, t):=( My F(w,0),f(w,t))
és tal que hace al diagrama

vzbof—F = xzy

WbI———jf—é.Y

'conmutativo. Esto nos sirve de motivaczon para 1a dzfzntcion
’de Pibracion de Hurewicsz.
Si

hiE ——Y

es una funcidn que satisface la siguiente prdpiedad: "para -
‘todo espacio métrtco ¥ y toda pareja de funciones continuas

S izl ——sY

FiRzy0)——>F

iales'que el diagrama




e

pryo\-£—

1.1 Y4 l h

el '—7—4 Y

es conmutativo, existe una funcion continua
GeHx]——>F
tal que ‘el diagrama ‘ :;;:~

wz|o}EL—s &

vd)

.'Y-‘L'I——-?—Q.Y

es conmutativo®. A h la llamaremos una Fibracidh‘gglﬂurewiéx.f-

Es importante hacer notar que se puede demostrar qQue =
todo haz fibrado localmente trivial es una fiprdc;dn de .. =

Hurewlce.

I3

E1 Cubo de Hilbert serd representadO‘comoﬁel‘pfoductov#_

numerable

g

Q:=1,r1
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donde In es el intervalo cerrado [-1,1]. Ios puntos del cubo
de Hilbert son sucesiones )¢ nem * con g €I . Usaremos la -
métrica definida como

nf

o0

p”qn}’ }rnf ):=Z

n=1

/qn"rn/:

Ny [~
-3

la cual es la que le da al cubo la topologia producto, Recor
demos que lg es el espacio de Hilbert formado por todas las-
sucesiones de niumeros reeles cuadrado sumables.

Debido a que en lw’cudlquier conjuntovconvexo Yy compac-
to es homeomorfo a un m-cubd, no es de extranarse que Keller
hayae demostrado que si X es un subébnjunto convexo, compacto
y de dimension infinita de,ﬂg entonces X es homeomorfo al 63
bo de Hilbert. ’

Del Teorena de Xeller se sigue que el cubo de Hilbert -
es homeomonfo a su cono, de la siguiente manera, quinimos

1
o= anie [2 / q.Z_O y _'Z—<q 2n' si n22f.

Es claro que Q’c;[g Yy que es homeqmonfa al cubo de Hilbert.-
- Sea | '

ri={(1-t)at+tz [ a:={1,0,...), xeQ’ y telf.

Eh'}dcil ver que I es el cono de Q’, y se puede probar quer
es un subconjunto converxo, compacto y de dimension infintta-
de 12 Por lo tanto, por el Teorema de Keller, r es homeomor
fa al cubo de Hilbert, '
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Un hecho desconcertante, pero bien conocido, es el de -,
que el cubo de Hilbert es homogéneo, esto es, dados x,y en -
el cubo de Hilbert, existe un homeomorfismo

JiQ—Q
tal que

Slx)=y.
En realidad, el cubo de Hilbert es fuertementé homogéneo, en
- el sentido de que existe una familia de subconjuntos cerra -
dos del cubo de Hilbert, que incluye a los puntos, cuyos ele
mentos son llamedos conjuntos 2, y que cumplen con que dados
4 y B subconjuntos Z del cubo de Hilbert y un homeomorfismo

Fia——
eriste un homeomonfismo

hiQ ———1>Q l
tal que7 

'Q/Aﬁf.

4 este resultado también se le conoce como el Teorema de -
Z-desanudamiento en Q. ' ’ o

La familia de subconjuntos cerrados del cubo de Hilbert
~a la que nos referiamos en el teorema anterior es la stguien
~te: Un subconjunto cerrado, 4, del cubo de Hilbert es un, -




conjunto Z si dada €>0, existe una Juncion continua
g:Q —>Q~4
tal Que para cada xe@,

(Olz,g(x))<E .

No es diffcil probar, por ejemplo, qQue Jos puntos del -
cubo de Hilbert son subconjuntos Z, o que cualquier compacto
“contenido en el pseudointerior del cubo de Hilbert,

ﬁ' )
o en la pseudofrontera del mismo, v
 PB(Q):=@\PI(Q),

P !
son conjuntos Z.

Observemos que e] Teorena de'z%des&nudamiento,en ¢ im -
pblica que si 4 y B son subconjuntos Z del cubo de Hilbert tg
les gue son homeomorfos entonces QN4 es homeomorfo a Q\B, =~
Chapman demostrd algo mucho mds fuerte, no requiere que 4 y-
B sean homeomorfos sino gque tengan la misma "forma” ( shape ).
En particular sl tienen 1a misma ®forma” entonces tienen el-
mismo tipo de homotopfa. Io que Chapman mostrd fue que si A-
y B son subconjuntos Z del cubo de HAilbert entonces'Q\A es -




homeomorfo a Q\B si y sdlo si sh(d)=sh(B). A este resultado-
se le conoce como el Teorema de Complementecion de Chapman.-
De este hecho se sigue que si X es un subconjunto Z del cubo
de Hilbert el cual es homeomorfo a éste entonces Q\X es ho -
meomoryfo a @\|04.

Como el cubo de Hilbert es homogéneo y es homeomorfo a-
su cono, tenemos que Qx[0,1) es homeomorfo a @\\0}.

Supongamos que X es la unidn de dos subespacios X ,Xg -
tales que tanto X ,X2 como su interseccion son homeomorfos -
al cubo de Hilbert y que tal interseccidn es un subconjuntd-
Z de ambos subespacios, es to implica que existen homeomorfis

mos
hys 1——->Qxfo,1],‘

hgiXy—> ez(2,2],

hgik, (\Xg—-—> Qx{ls .

Observemos que hJ(XJ (\Xg) no necesariameﬁte es vvigual a Qx{l{.
Pero, como ambos son subconjuntos Z de Qz[0,1] y -
h /s es un homeomorfismo entre ellos, tenemos =
1y (x,01,) . ,

oue, por el Teorema de Z-desanudamiento en Q, existe un ho -
meomo ryismo '

fJ:Q:i 0, 1——¢z10,1]
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tal que
2w (027 T ey Ax )
1'"1 2 1 "1 P24

De donde

hyisfyhyiX;—> @z [0,1]

es un homeomorfismo que cumple con que Eb(Xjf\Xé)=QxIJ}.
' También el claro que h2(X f\Xé) no necesarzamente es i-

gual a Qz{l}. Como embos son subconjuntos Z de Qz[1,2] vy -
— -]
hjhz /hgijr‘xg)'es un homeomorfismo entre ellos, por el -

Teorema de Z-desanudaniento en ¢, eriste un homeomoryismo
Toitzll, Bl —>e=(1,2]

ta1 que |
Toln 1,0 1,0 1" /hZ(XJ(\vXZP

-Asf que

n ‘.’=f2h2:x —4—>Qx 2,2]

es un homeomonfismo que satisface que h, (X Nx )-hJ(X f\X ).
Por lo tanto podemos definir el homeomonfismo

h:x —Qz[0,2]




41

como
E}(x) si x€X
hix)e={_
hg(x) si xeXg .

Por lo tanto hemos demostrado que si X es la union de -
dos subespacios X ,12 tales que tanto J,X como su intersec
cion son homeomorfos al cubo de Hilbert y gque tal intersec -
clon es un subconjunto 2 de ambos subespacios entonces X es-
homeomorfo al cubo de Hilbert. Handel mejord este resul tado-
probando que:'Si X es la union de dos subespacios i},Xé ta -
les que XJ,X .as{ como su interseccion son homeomonfos al -
cubo de Hilbert y, ademds, la interseccidn es un subcon junto
2 de alguno de los subespacios entonces X es homeomorfo aJ -
cubo de Hilbert.

Seq:
R Q-

. un homeomonfismo. Es claro que Qx}O 1§ es un subconJunto 2 -
de QxI. Definimos :

7:0x}0,11 —>Qz 40,1
~como -

‘ (h(z),0) st s=0
- Jlx,8) =

(z,1) st s=1 .,
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Como h Yy JQ son homeomorjfismos, Jf es un homeomorfismo. Ahora,
por el Teorema de Z-desanudamiento en , existe un homeomor-
Jismo

H:Qxl ——Qxl
tal que
A(x,0)=(h(z),0) y H(x,1)=(xz,1).

De hecho se puede probar gue esta funcion K puede ser escogi
da de tal manera gue para toda tel, 3

H(Qx Jt§)=Qx) ¢},
de donde H tegdrfa la forma
' H(.‘L‘, t)=(f?(x’ t.)o t)-

Y, asi que, H serfa una isotopfa entre h y 190 Por lo tanto,
tenemos que en el cubo de Hilbert todo homeomorfismo es iso-
tdpicq a la funcion identidad. Y por lo ya dicho -anteriormen
te, todo haz fibrado localmente trivial con fibra el cubo -
de Hilbert es trivial. Chapman y Ferry generalizan este re -
sultado mostrando que si |

S E——=Y

es una Sibracidn de Hurewicz, con Y un ENR ( retracto de al-
gun abierto de R" ), tal que para cadaer,.f'l(y) es homeo -
morfa al cubo de Hilbert entonces existe un homeomorfismo

hi:E ——3YxQ




tal que el tridngulo

E—lyx0

f//JH
Y
es conmutativo. Esto quiere decir cue f es la funcion proyec

cidn de un producto.

Dada una fuﬁcidn continua
f.'E—.——)Y,‘
una seccidn de f es otra funcidn continua
S:Yé———QE"
tal que

fs=1y.

Esto nos permite mencionar una version "parametrizada” de la
homogeneidad del cubo de Hilbert debidae a fong, y es-la st -
guiente: Si la funcidn proyeccidn :

HB:BxQ-———iB

tiene dos secciones

sl,sg:B————aﬁmQ
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entonces existe un homeomorfismno
h ¢ Bx@Q —> BxQ
tal que

hs,=sg Yy HEh=HB.

;Una @-variedad M,es un espacio métrico separeble tal =~
que todo punto zt%,ttene una vecindad compacta homeomorfa al
cubo de Hilbert. Se sabe gque esta condicion es equivalente a
que todo punto xeM, tenga una uecvindad adbierta homeomorfa a -

| Qr[0,1); o a que tenga una vecindad abierta homeomorfa a al-
gin subconjunto abierto del cubo de Hilbert.

QOmo ejemplos de Q-variedad.es podemos mencionar a los -
subcorijunto_s abtértos dellbcubo de Hilbert y a h’"zQ,' donde K"
es una n-variedad. De hecho, si K es un poliedro entonces - i
C'hapm‘an y Hest demostraron gue KxQ es una Q-varieded y, ade-
nds, que toda Q-variedad es homeomorfa a un poliedro multi -
plicado por el cubo de Hilbert. FPor lo tanto, los Unicos -
ejemplos de @Q-variedades son los poliedi'os mul tiincadds por .
el cubo de Hilbert. ) '

Surge la preguntay: ‘
¢ Cudndo dos Q-variedades son homeomorfas ?

J. H. C. Hhitehead, tratando de entender la Teorfa de Homoto
pta, de una manera mds geométrica, formuld lo que ahora se -

conoce como la Teoria de Homotopia Simple. Vagamente, dos es
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pactos tienen el mismo tipo de homotobi’a simple si podemos -
ir de uno al otro por medio de expansiones y contracciQnes -
elementales [ 1 ]J. Sin embargo, si el grupo fundamental es -
libre o libre abeliano, entonces la homotopia es eg¢uivalente
a la homotopia simple. Con esto ya podemos contestar a la -
pregunta anterior diciendo que Kx@ es homeomorfa a Lx{ si y-
sdlo si K y L tienen el mismo tipo de homotopfa simple. De -
aqui que si %es una Q-variedad compacta y contraible enton-
ce Mes homeomorsa al cubp de Hilbert.

Otro resultado que va en esta direccion es el que dice-
gque si My ‘h, son dos Q-variedades con el mismo tipo de homo-
topfa entonces Yz[0,1) es homeomorfa a h2[0,1). De donde se-
tiene que QrM’z[0,1) es homeomorfo a Qx [0,1).

_ Para terminar mencionaremos que si X y Y son dos polie-
dros entonces XzQxl[0,1) es homeomorfo a YzQz[0,1) si y sdlo-
st XYy Y titenen el mismo tipo de homo topia.
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Capftulo IV

Hiperespacios de Conjuntos Convexos

Sea X un subconjunto de R". DNefinimos
cc(X):=Me.2X / 4 es convexo},

con la métrica heredada como subespacio de 2X. 4 ce(X) se le

llama el cc-Hineregpacio'de X.

Recordemos que

Mz / ozex
es claro que X*c: ce(X) y que X* es homeomorfo a X. Veamos -
que X™ es cerrado en cc(X). Bs fdcil ver que si zeX y BCX en
tonces para toda b<B,p(x,b) f”(';:c‘;,B). Sean Bcf*y.e?O. Co-
mo BGY*; existe {x{€x™ tal que ,o"(;x},B)‘{. Tomemos bl,bgeB -
entonces ' ‘ ‘

P(bgsbg) 4pla,by)eplz,by)s2 ((1ah, B)ee.

De aquf que bf-—ba Ys por lo tanto, B=\b$e)(*. Esto prueba que

X* es cerrado y que si cc(X) es compacto entonces X es com -
pacto. Kostremos guec el inverso es cierto. Supongamos que X- _
‘es compacto, como C(X) es compacto, basta demostrar que cc(X) -
es cerrado en C(X). Sea Becc(X). Esto implica que ezxiste una
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sucesion Mm)mm de elementos de cc(X) tal que (Am'gr—,iﬂ. Sean
bo,blsBy tel, queremos ver que b=(1-t)bo+tb1 es un elemento
de B, Es fdcil) convencerse de que podemos encontrar sucesio-
nes de puntos de Jos A, que converjan a b, y a by. Sin pérdi
da de generalidad podemos suponer que {aomt, ’Fvbo Yy que -
yagn s F—-)bl, con ag,. ,a, €4 . Como Ja métrica es compatib»]e -
con las operaciones de espacio vectorial, tenemos que

\(1-t)a, *+ta, & _F-m(l-t}ponbl:b.
Por lo tanto béB, y de aqui qgue cc(X) es cerrado en C(X).v,
Sea Y-—lymimwun subconjunto denso de ', con n32,
Para cada memN, definimos '
g, :cc(8') —s [-1,1]
como
$ (4):=sup 4§ {=x ,a)'s
m ae 4 t <o ’

es claro que ¢, es continua. Con estas funciones podemos de=
finir ' ' '

Yice(Bt) —> @

como

04) = N8, (40, o




Debido a que cada Q es continua, Yes continua. Veamos Qque-
¢ es inyectiva. Sean 4,Becc(H') tales que A#B. Sin pérdida -
de generalidad podemos suponer que existe b€ BNA. De aqui que
existe un hiperpleno que separa a b de 4. Pero como Y es den
so en & 1, podemos suponer que ese hiperplano es ortogonal-
a y,, para alguna ykeY, pero esto quiere decir que Wk(A)¢ -
# ?k(B), de donde W(4)#¥(B). Por lo tanto, dado que cc(H') -
es compacto y Q es de Hausdorff, Y es un homeomorfismo sobre
su imagen, i.e. @ es un encaje.

V Afirmamos que 1& imagen de ¥ es un subconjunto compacto,
convexo y de dimension infinita del cubo de Hilbert. De la =
compacidad de cc(En) se sigue la compacidad de la imagen de-
Y. Sean mepN, t€I y 4, Becc(Bn), probaremos que

¥, ((1-t)4+tB)=(1-1)Y (4)+t{ (B).
Como para toda aed y para toda beB,
(1-t Xz, ,0>+ K, ,b) £ (1=t)sup j(.r,'n,a» +tsn.p$<xm,b)} ,
ae4 beB
tenemo& que

9 ((1-t)a+tB)S(1-t) vm(A‘)+t 9 (5).

Para mostrar la otra destgualdad observemos Que como A Y B -
son compactos, eristen aoeA y b eB tales que

\Pm(l)=<zm,a0> 7] \Pm(.B)=<$m’bo> ’

de donde obtenemos que




TH

(1-t) @ (4)+tQ, (B)=(1-t )z ,a5>*+tx b p>E

su (1-t)lx_,ad+t D=
\(l-t)§+tbe{ (e D F
€(1-t)A+tB

=Vm((1-t).4+t8).
Por lo tanto
§,((1-t)4+tB)=(1-t)% (4)+t¢ (B).

4st que ia imagen de Y es convexa. Para probar queVSu dimen-
sion es infinite, basta mostrar que la dimensidn de cc(H') -
es infinita. Ya que n?»2, tenemos que B contiene una 2=celda
convera D. Sea k2. Existe en D un Z2k-dgono convero Poy con-
Jados,SJ,...,Sgk, éonde la numeracion ha sido escogida de =
tal manera que Sin.Sj-;é¢si y sdlo si /i—J/(J,k t,d€{d,00.,2kf,
Sea A, la k-celda definida como L

K
4%*<ply Spper *
quinimos 
' h:b, —>cc(8')
como

h(xl,. .o ,xk):=conv‘xl..:..,xk}.

Es claro que h es un encaje de a, en ce(d'). 4st que cc(B')-
contiene una k-celda. Por lo tanto, dedido a gque la k32 fue-
arbitraria, la dimensidn de cc(H') es infinita. Ya que la i-




magen de § es un subconjunto convezo, compacto y de dimen -~
sion infinita de 12, por el Teorema de Xeller, la imagen de-
¢ es un cubo de Hilbert. For lo tanto hemos probado que si -
n»2 entonces cc(H') es homeomorfo al cubo de Hilbert. Obser-
vemos que st K es un subconjunto convexo, compacto cuya di -
mension es, por lo menos, dos entonces esencialmente la mis-
ma demos tracion sirve para probar que cc(K) es homeomorfo al
cubo de Hilbert.

Supongamos que F es un subconjunto de cc(ﬂfv,'diremos -
gue F es una familia convexa si para cada 4,B€Fr y para ceda~
tel, se tiene que ' ' '

- (1~t)A+tBeF,

' Supongamos que F'es:una familia compdcta,denvexa y de-
dimension infinita de cc(R"). Como F es compacta en cc(R"),-
no es diffcil mostrar que (U 4 es un compacto de R", Llame-

mos 4eF

k:=\J 1,

deF

K claramente es convexzo y, ademds Fccc(K). Por la dltima . -
observacidon, cc(K) se puede encajar en [2, de donde podemos—
encajar a F en lg. Como F es convexa, compacta y de dimen =~
sidn infinita, por el Teorema de Keller, F es homeomorfa al-
cubo de Hilbert. '




Sea n32. Sabemos que cc(H') es homeomorfo al cubo de -
Hilbert. Consideremos ‘el congjunto

Zi=\ece(8') | ans"4g 1,

afirmamos que = e$& un con.]unto Z del cubo de Hilbert, pues da
da 0¢%€<1, la funcidn

Wice(H')——sce(F')\E
definida como
‘fe(A)’.'=(1-£)A

setisface la desigualdad (-’(.4 %(.4))(8 Ademas, = es cbn-trg.
{ble en sz’ mismo ya que la funcidn

§=x] — =
defiriida como

G4, t) =T, (4)NF"

es una contraccion.

Sea

;:cé('B")%—-»Q
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un homeomorfismo. Debildo a que = es un conjunto 2 del cubo -
de Hilbert y k es un homeomorfismo, §(E) es un conjunto 2 -~
del cubo de Hilbert. Ya que el cubo de Hilbert es homogéneo,
st peQ entonces {p} es un conjunto Z de Q.

Dado que 5(5) y {0V tienen el mismo tipo de homotopfa,
por el Teorema de Complementacion de Chapman, tenemos que -
Q\E( E) es homeomorfo a QMO}{. Y de aquf se tiene que, como-
ce(B)NE= cc(H), cc(F) es homeomorfo a Q\{0}, que a su -
vez es homeomorfo a Qx[O,‘J}, buesto que el cono de ¢ es ho -
meomorfo a Q.

Dada decc(R") definimos
/4/ := mdz|/a/).

aed

Uo'n:‘ esto podemos definir la funcion

¥co( g) ——sce(F)
como
¥(4):= —2— 4,
1+/4/

claramente ¥ es continua, y su inversa .

X-J:cc(ﬁn) —e—-gcc(m")




estd definido como

Y Lg) it 4,
1-/4/

Por lo tanto, ce(F) es homeomorfo a cc(R"). De donde cc(R")
es homeomorfo a Q\{09%, el cual es homeomorfo a Qz[0,1).

Como sabemos cc(Bz) es homeomorfo al cubo de Hilbert, -
~ Ia pregunta que surge es: '

¢ Cudles subconjuntos del plano titenen su cc-hiperespa-

cio homeomorfo al cubo de Hilbert ? ().

Nadler, Quinn y Stavrakas r 12] contestan parcialmente -_
‘esta pregunta mostrando gue si X es un subcontinuo de m tal
que cc(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert entonces X es una

Uno podrfa sospechar que este resultado es cierto péra-
R, con n>2, pero no, y un ejemplo para n=3 es el s{guiente:

}Sea
g /]
L=5U

- donde

Bﬁ::}(m,y,o) € W:’/ x2+y2$ 45,’




Debido a que las dimensiones de B3 y de Bﬁ son distintas, se
tiene que

cc(X)=cc(83)L)cc(B§)

| cc(BS)Occ(lé)=cc(Ef),.
donde
Bf-'=4(x,y.0)em3/ ry% 14,
/ E‘s importante observar que en general no es cierto que=
st Y= AUB entonces cc(Y)=cc(4)VVcc(B). '
Sea € >0, definimos
"z:cc(B‘?)-—'-—)cc(B‘?)‘\.cc(Bf)
.como

Y4):=% (1) B,

sl

Debido a que %,sattsface la siguiente desl gualdad -
r (A,'Q(A))(G. tenemos que M, es continua y que cc(Be) es un =
conjunto Z de cc(B”). De esta manera llegamos a que ce(X) es
1a unidn de dos espacios homeomorfos al cubo de Hilbert, cu-
ya interseccion es un conjunto Z de uno de ellos y,ademds, -
es homéomonfa al cubo de Hilbert, asf que, pof el Teorema de
KHandel, cc(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert.




Por otro lado, no toda 2-celda de R® tiene su cc-hiper-
espacio homeomorfo al cubo de Hilbert, por ejemplo:

Sea ¥ la 2-celda de R*del dibugjo

los. tres puntos a, b, c, de no cbnve:cidad.]ocal estdn en el-
‘arco convexo T que va de d a e. Es claro que si €>0 es sufi-
clentemente pequefria, cualquier subcon,junto' convero y compac-
to de X que esté en la E-vecindad de T en cc(X) es un subar-
co de T, i.e. la E~vecindad de I en cc(X) estd contenida en-
~cc(T), pero la dimensidn de cc(T ) es a lo mds dos. FPor lo-
tanto cc(X) no es homeomorfo al cubo de Hilbert. '

Sea X un poliedro contenido en M* que ademds sea una -
2-celda. Ilamemos LN(X) al conjunto de puntos de. X en los =
cuales no es localmente convexo., Ast, IN(X) es un subcon jun~
to de Jos vértices de X. Sea © un arco convexo contenido en-
X que tenga a un punto v de IN(X). Consideremos la recta de-
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terminada por © y sea e+ el semiplano para el cual exista -
una vecindad U de v en ®*tal que v\rce’ Bn este caso dire-
mos que v determina al lado 9 de O,

Un arco convexo 6 de X se llama singular si contiene en
su interior a tres puntos u, v, w de IN(X) tales que el lado
de © determinado por el punto de en medio, v, sea el opuesto
al determinado por u y w. |

Después de éstas deftn_i'ciones ya podemos decir que bt‘ra
respuesta parcial a la pregunte (@) fue dada por Curtis, -
Quinn y Schort [ 2], y es la siguiente:

St X es un poliedro contenido en r* Y que es una 2-ée1—
~da entonces cc(X) es homeomorfo al cubo de Iitlbert st J sdlo
-3 X no contiene arcos . singulares.

Sea
ascc(RY) —> R"
la seleccion continua la cual asigna a cade subconjunto con-

vexo, compacto y no vacfo, A, de R" el uUnico punto de 4 mds-
cercaro al origen. |

Notemos que las fibras de « son homeomorfas a

o :=\decc(R") / oqcf(x].."..,xn)a R/ z% 04§




de hecho no es diffcil ver que « es un hag fibrado localmen—
te trivial con fibra d. ddemds, si Uc R"\L0} es un abierto-
y & también denota a la restriccion a cc(U), entonces se =
prueba que las fidbras de a4 son homeomorfas al cubo de -
Hilbert menos un punto, y en este casow es una fibracion de

Hurewicz.

Sea
h(,.;=cc(lk"\§05)u‘{i5 / ve R"\jo}h,
St U es un subéonjunto ébierto de R"\{0} y kSO,‘ ‘sea“
(U, k) :=}Ascc(m“§ YO§) /w(4)eU yi\dia'mA?kGU{E" / ‘bcAUY},
Le daremos a m, la topolog.{:a que tiene como base a .Z‘os_su‘b -

conjuntos abiertos de cé{m'f\ioﬂ y a los subconjuntos de la
forma (U,k). ' '

Sea
m:m—}nf\io&
la funcié’n con‘tinua definida como
W(4):=d(4) st Aecc(R"~10§)

W(b):i= v si ve R\10§.

Observemos que si re R™Y0% entonces \y"lfx) es la compactifi.
" cacidn unipuntual de ok"z(x), de hecho m, se construyc para -
compactificar cada fibra de «. ‘
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Sea U.un subconjunto abi'erto de R'™}]04 y sea
ne=yL(0)/~
donde 4~V si y sdlo st d(4)=v y A¢U. Sea
0 g —y
~la funcz’o"n cocientev y sea
Vi ——a
la funcio’h continua con la propiedad de que'.?nﬁY. '

v~2(r) —L p,

De hecho las fibras de ¥ son las c'ompactifiéaciones'unipun -
tuales de las de « restringida a cc(U) y, por lo tanto, las-
Sibras de ¥ son homeomorfas al cubo de Hilbert.

, Iuls Montejano prueba en [ 10 que ¥ es una Sibracton -
de Hurewics con fibra el cubo de Hilbert. De donde, por el -
~ Teorema de Chapman-Ferry, se tiene gque y es un hasg trivial.-
4s? que existe un homeomorfismo L




BlUzQ —— 1,

tal que
('Pp:lf:c? —U
es uﬁa proyeccio’m Ademds, ya que la funci‘b’n
LiV—— 1,
- definida como
| ’l(v) r=

.es conttnua, por un Teorema de Wong Cc23 podemos suponer que
(v O)-v. Por otro lado, h,\’Z(U) es homeomorfo a cc(U) Yy, -
' por .Zo ‘tanto .

v é(-:cc(U) —_—,

es un haz trtvial con fibra Qx E),J). E‘n consecuencia, cc(U)—
es komeomorfo a UzQx[0,1). o

St U= R" tenemos que cc(U) es homeomorj‘o a Qx [O 1), el-
cual es homeomorfo a leQx[O 1)




Por lo tanto hemos demostrado que si U es un subconjun-
to abierto de m" entonces cc(U) es homeomorfo a UxQz(0,1).

Un Corolario importante de este hecho es que si Uy V -
son subconjuntos abiertos de R" entonces cc(U) es homeomorfo
a cc(V) si y sdlo si Uy V tienen el mismo tipo de homoto -
pla. En particular U es contraible si y sdlo si cc(U) es ho-
meomorfo a Qx[0,1).

Es importante hacer notar que la mtsma tecnica puede e
‘ser empleada para mostrar que sl X es un subconjunto compac- |
to de ®" entonces cc(R")\cc(X) es homeomorj’o a Q\X , donde -
xt “es la union disjunta de X con un punto.

Para terminar menctonaremos un Corolario de] resultado- A

'anterior y ‘del Teorema de complementacidn ‘de Chapman gque di-
ce que si I 'y Y son subcon.juntos compactos de m"entonces -
cc(R")Nce(X) es homeomorj’o a cc(m")\cc(r) sl 'sdlo si sh(X)=-
—sh(Y)
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Capitulo V S

Pfob]emas

El objetivo del presente capftulo es el de presentar al
guras de 1as interrogantes que surgen de manera natural en -
el estudio de los hiperespacios de conjuntos convexos,

.

Io primero que necesitaremos son algunas definiciones.-
Sea X un subconJunto de un espacio vectorzal real topologtco
Vo Para cada x,yeX, deftntmos

ry :=| (J-t)x+ty ,/ teIf,

esto es, TP es el arco convero COn extremos Ty y. Para cada
zeX, sea ' » -

Ste)i=byex |/ mpar}

Con esto podemos definir el Nicleo de X, dendtadd‘comofkefX,"

como
h'erx”:-f= xrﬁ) S(z).

Dtremos que un conjunto X es Ebtrellado sl su nucleo €s no =
vacfo. Durante todo este capftulo, los conJuntos estrellados
que consideraremos serdn compactos,

Recordembs que un arco ® es la imagen de'un‘encajé,‘ﬁ*,
de I en X. Un arco o se dice que es lLibre. si 1.0, 1)) es un
abterto en X. ’




Dados un n-simplejo (n3l) <, y un vértice vy de @ lla-
maremos ¢(vo) al (n-1)-simplejo que se obtiene al quitar el-
vértice vy @ T

¢

Sea X un poliedro y v, un vértiee de X, definimos

- LK(vy) 2= v e T(vo)-

Analogamente se dqfine LK(v ),_donde v, es una arista del po
Jiedro. ‘

l
|
- Sea H un espacio de Banach tal que 2<dim}{<eo . It’adler -
‘ 'orobo que st X es un subconjunto estrellado de H tal que su-
’i‘nucleo tlene dnterzor no vacfo entonces. cc(X) es homeomonfo- ‘
'va1 cubo de Hilbert. Esto nos sugiere la pregunta.

é St X es un‘subconjuhto estrellado de un es-
pacio de Banach K (dimH22) tal que kerX tilene interior-
no vacfo entonces cc(X). es homeomonfo al cubo de -
Hilbert ? '

Observemos que el espacio X del ejemplo de la pagzna 53 es -
tal que cc(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert, pero kerX =
ttene interior vac{o pues dimkerX=2, Heditando un poco en es
'te,equéib'y tomando en cuenta que el cc-hiperespacio de un-
arco convexo es de dimensidn ftni;d podemos preguntarnos: '

<l St X es un subconjunto estrellado de un es-
pacto de Banach tal que la dimkerX»2 entonces cc(X) es-
Homeomonfo aJ cubo de Hilbert ?




¢ St X es un subconjunto estrellado y sin ar-
cos libres de un espacio de Banach bidimensional tel =
que kerX tiene mds de un punto entonces cc(X) es homeo-
morfo al cubo de Hilbert ?

También, tomando en cuenta que el cc-hiperespacio de un
punto como el de un arco convexo es de dimension finita, se-

nos ocurre la pregunta:

¢ St X es un poliedro taJ que:
(1) para todo vértice vo, LK(vo) es conexo-—
o y tiene nds de un punto,,
v |
(2) para cada arista v,, LK(v ) es conexo;-
entonces cc(X) es homeomorfo al cubo de Hi]bert ?

‘ Recordemos qﬁe Curtis, Quinn{vachori probaron que si r
es un po]iedro,en’el plano que es una 2—celda-sin arcos sin-
gulares entonces ce(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Observemos que no es diffcil ver que unahn-celda (n22)-
todo conjunto convexo compacto, diéttﬂto de un drco.convezo,
tiene una vecindad de dimensidn infinite en el cc-hiperespa-
cio de la n-celda. Pensando en esto y en el ejemplo de la pd
: bina 55 se nos ocurre definir que, dado un subconjunto X de-

®®, un arco convezo J de X es un arco feo si tiene una ve -
cindad de dimensiéh finita en ce(X)e Y que e1'arcp convexo J
~de X es un arco refeo si existe una €30 tal gque la L-vecin: =
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dad de J en cc(){) estd contenida en cc({J). Bs claro que todo
arco singu]ar es un arco refeo v que: todo arco refeo es un =-
arco feo, pero:

¢ St X es un poliedro en el plano que ademds-
es una 2-celde,JCX es un arco convezro entonces Son equil
valentes las afirmactiones: ‘
- (1) J es un arco singular.
(2) J es un arco refeo.
(3) J es un arco feo ?

L Pensando en el resul tado de C'urtts, Quinn y Schori tene
‘ :,.mos, por- un .Zado las preguntas. o ’

¢St X es una 2-ce1da plana sin arcos feos o-
refeos entonces ce(x) es homeomorfa a.Z cubo. de Eilbert ?

LY en 'gén’erdl: '
Z 8 ¥cC lR"es und n-celda sin arcos feos 0o =
refeos entonces cc(X) es’ homeomorfo al cubo de !!ilbert ? 1
Por el otro lado, rec-ordando'qu,e si ve rR" (n¥2) es un -

abierto entonces cc(U) es homeomorfo a UzQz[0,1), se tiene: .

< St X es un poltedro en el plano stn arcos -
feos (o] refeos entonces cc(Xx) es homeomor-fo a Qx,r ?

<




Ahora consideremos un subconjunto abierto U de un espa-
cio de Banach ¥ de dimension infinita. Es una consecuencia -
inmediata de un Teorema de Toriucayk, detectada por Nguyen To
Nhu, que cc(U) es homeomorfo a Uxcc(H). Observemos Que el -
caso en el que'H es de dimension finita se probo en el capi-
tulo IV, pues cc(R™) es homeomorfo a Qx[0,1). En base a esto
nos preguntamos:

¢ St U es un subcon junto abierto del cubo de-
Hilbert o de la pseudofrontera del mismo entonces cc(U)
es homeomorfo a QxU o a Uxcc(PB(Q)), respectivamente ?

Sea N | N o

{ﬁxn? [2 / existe Nﬁﬂﬂ tal que si n»ﬂ en-
tonces z, =0t .

Debido a que Luis Montejano demostro que cc( [f) es homeomor
fo a la pseudofrontera del cubo de Htlbert, tenemos la st =

L4

guiente pregunta: -

Z Si U es un subconjunto abterto de lf enton=
ces cc(U) es homeomonfo a UmPB(Q) ?

 Seq.y un subconjunto de un.espddid ve¢torta1, Defint =

" ‘mos

I(Y):=] xpers.




Por iUltimo nos surge la pregunta:

g St U es un subcongjunto abierto de un espa -
cio de Banach H, entonces I(U) es homeomorfo a UxI(H) ?

De esta manera terminamos el presente trabajo deseando-
que sirva de motivacion para el lector para adentrarse en el
Jascinante mundo de los Hiperespacios.
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