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' Prólogo 

.En este t'C.Q.bajo 1 se obi:ie.nert ·\o~ te.ore:m.o.s de ~Y"ee.') 
..St.oke$ y ~Cl.ufl~, -le.n\e..V\c:!o e.orno objet:ivos ~'th'\.t.ly>o..les, p'tt­
Yne:ro, .. "rY\oStro.v- el f\"Clc:er.o lnto\t"1vo 0.. i:ro.ve'& Je.l t!.ua.l Se. - . 
o.,\t!.O..Y\?.O.. ~O.. re• mUl<l.n.\Ó't\ de d\c.nOS tCote.W\Q.~ "j I Se3unclo, 
ha.ltav e.I ~í9Ylít'"<!.t\.do ~a'~ic.o. ~ ~e..ométrico el.e. \os 'tn.lsmos. 

A 1y~i.~o e C":ito~ teorema.~ ~ur3ieron t\\ Te.<l.li2.-ci:r \nve$-
, _-t:i30..C!.ione$ eV\. ~tec.t:T\c.\do..d ~ 'C'Y\.O..~Y\ei:\$M.o 1 ~,u{ son mott- _ 
.~~:-.-va.dos tior ·\os fenC::-M.e.nos 9ue. ~e pye!.e\'1.t:~n C't\. los f \uí dos, 

pó e5 ~~-los. son mds. obseTva.b\es ~ por ·bivi.to, me.ne>& q,bstro.c­
-t:ot. c¡ue lo~ de.\ -e\ e.<!.t\"oh1.a.3V\ei:ismo. 

-· .. , _. ~. __ IV\\~\o e.e>\'\ ~\ e~'todlo 'Je. \o.~ Voyt,c.idQ.des 1 yo.. que 
t\9 o..da. a.. e.~tG.S 5vr~e.--· ca.l -~""ce.pt6· de v~:ta..<L\C)na.l <-'\"'«!! lo e-'º" 
5e'Y\eTo.\íza.do C4. C!..uo.\9v<e,. ~'rf'\fO ·ve<?.t.o~ta.l, ."-~o..yec.eYO: e.V\ l.0$ 
te.o'fe~a.s de Gre.en ~ de Stokes. 

5e~u\da.W1.ente / !>e ~'foc:eóe <l.. de~o..vv-olta.'( la.. \n­
-Ce.~"to.'l. d.~ un. C?..o..VVI..\'º c:\e. ve.lc:oc(do..de.s ~obte. OY\.o.. t!.u'rvo.:.. <?..e..­
Yv-o..c!o..., lQ.. 'lue. moSc{vo.Óo.. ~º" e.\ movtml en to t.\'.y C?.\>\a.v-- ele -
un l.'9uído / e~ L\Q.m.o..do... 1 <!.lR<!.O\./\.t.\ÓN". . 

- ..... ~. , " .. · -:. -- · ·Sb\ e> - des poés J~ e~to1 . ~~ de.so. tYo Lla.V\ lo~ i:~re.-:. 
'VnO..'!» I . rf i'tY\eYo el de GtY~en 'I \uc!Jc:> e\ de Stolc:es. .. 

• 



Se. c.ovv~iV\.Úo... 1 dQ.n.do ~t ~i~n\tÚ!.q,d.o de \o.. inte9va..l-~ 
de. supevt-1't..le ~ f 1'nCl.\meni:e :>e. ~)(pone e..\ teo,em.Q. dca Ga.u$~ 

· , ~\endo ~'Y\. -e~te ó\tiwt.C> eY\. e\ C\ue. O..f>o..1ec.e e\ C!.onc:e~to de t<\. 
d h1e,..~e.V\C?..\ci. el~ uYl. t!.o..n'lfo Ve<!i:odo1 •. 

:Debo o..clv e y t \ '(' ~ue el.u Y' O.V\ te to d <l \a. e.1e ro~ i c?.lo'~' 
·S\e.W\~ve. ~e. ha.ce Yefe.ven!.lQ. a.. f \ojos es-ta..c.iona.dos, es ele -
c.\ r / o... °'C\\J ellos <!.o~ o cta.VV\.po de. ve toc..i do.. des e.!> htclepenciien te 
de\ tie""'-rº· 

La. \~teV1.~\ón. ~\ e~ttd b\-r e\tQ. tés\s / e!. de. C\ue -
lve~o d12 ~er puesto.. ~ ~ns\ clero..e.\Ón de o..lu\"'t\V\.os 'J pyore­
~oveco de. C.~\ a.ulo 1 t oma..ndo ~Y\. e..uen.t~ ~us abseY'Ve>.C!.io\1.eS y ... 
Su<Jen~.V\ cúa.s r se.a. ~u\:,\\ c.o..do.. C!..o\'V\.() .. Ma..i:e r l a..l de. o..roJe o.\ cut 
5o de. C.ó..\c.u\o lV. . . 

A~"o..de.z.c.o o.. los ~"ºter.ove~, Fro..ne\5C!o Struek. -
f>º' \o.._ tllH?C!.<!.\Ón e!~ e$-\:e -Cro..bo.jo / y SCl.vtt\a..~c t_¿pet d.~ _ 
Mec!ra..Y\.o 1 ~u\\\erwio G·óM.e.'Z.., Emil\o.Je5Ú,s 'F\oy~s , J~.ffe\"'­
~on ktn9 fº'< \o.. 'f e.vi:.\ÓY\ de\ borvo..doY' • 

• ·~ '< ' 
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ANTE C..E:DE.NTE S 

t 
LOS. VOR.TICC:S 

T'='do~ heYnos \11Sto al.9onC\ vez, cómo .se rnoeve e.l -
a.3uC\. <:.V<l.ndo se vo..c.\a. uvi .. depóst·to P'r uvi ~uje"fll ~echo eh so 
ba.se, lj dec.Lni.os 9ue se formo.. uvt -te.m.oh VI.O. 

Aho-rQ. bt~Yl, et\ mcV\mtento d~ ~~o..c\Óvt de\ flo{do, ~ue se 
~foduc..e en e\ c.e.V\.-l-ro de\ re.mo\\no , ~e.. \e llC\mCl. VÓ't't\ce, r!Gi· J • 

.I"'\.. Mov' ml eYl to C\ Y"C.CJ·lc~:r 
de\ ~u~: 

, 
VORTlCE 

FIC::. J. 

Ot'Y'o C:.~o eV'l. ciu~ se. r"t'eSeYl~ un vor-t:íc.e' ·es CO<lY'\dO d iso\ve - . 
\"Y\O~ -e\ o..zúc.a.v- en nue!.t~ tQ.Z~ de Cc.\.fé . "f1<?,. ~ 

.RE!.c.~\..~ue'IV\.oS pues, que lo~ vóvt-Lc.es ~e produce.Y\. eY\. \o.. vec.\Y\..­

. da.el <le olgó"' fUV\.~ • AV>(, !>e. pYesev\'b:\.Y'c{V\ e\'\ lo. V~C.tV\ci.~ct de\ OYot­

. f i'.c..io o en \o. vec..tvtdo.cl de\ t'ºvt+o ~V\. C\ºe. ho.g().VY\O& c.e.V\.tro ol d.r­
Se.\ve"' ·e.\ <U!Úcc~:r • 

l...C>s vÓ~-\:'l'c.es a.po.fe.c:.e.n eV\ fo•m°'-, di~o..-MoS r.t.C\i:oro..\, Cluo.vt.Ao el 
f lo( clo 5e mu e\Je e.V\, ~' mQ. deso'td.e.no.da.. o i:ur~o\e...,.to.. ~VY\.O se. d(ee 

e't\ F(bko .• 
__ .... ,.A cOvt:\:·t\'1.un..ción, se ·~:°-·C.f);f:V"o.n <i.~vnos vÓr-bc~ 9ue. ~e. fo't' .. 

h'\~V\ e.V\ u\'\°' CcY'C"\e.Y\\-e. de a..~ua. '1 '-V\. \o.s <!.oY'tie..Vl\-es d~ n.\'fe.. en torno 
.o.1 <U.o.. de. uvt. o..v\ó"tl • 

,!, ., 
'· :. ·,·" 
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FIG. 3 O...- Formncil>n de do51 
VÓ'f'tlce.o;. 

FaG. 3b.- Loe:. Temolinoi 
Cl.l.lMe\'\tCl.V\ de ta.mo..V\o 

.. 

l. 

F IG.4<L.- Gc\'\uc:uüón de un 9Ya.W\ vÓ,tice en 
-t.oo\a c:i un macfeto Cle a.to. de. Cl.ViÓn 

F1G. 4b ... AL dtjd.1" d·e move1$e el modelo, 
se. tie.ne. 'l pre.!te.W\t~ fenómeno 

:., ...... . .. :1 .: ... / .... , .... 

.. 
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"FJG. 5 

\/ec.toV" R., de m ~V\ \a. uYli do..J de. tlernpo, nos .fijo."mos -e.n ln. ve­
\zscic!o.cl -YY\.e-clio.. ~ue. se"rá. .Ae ~ ~V\tonce~ -· -~ velodclwl iY\stun-tt\.- -_ 
\1.e:C1. es de~-f: o. ~to. c.o..á~dci.cl., se \e ~noc.e c.omo \o.. wict9\'\iwd.' 

. de lc:s.. velo el c:\o..cl o.n_q\.)\o.v- '1 se °'-c.ost-ovn.bY'Cl "t"E:r't'e-Scntu<r\~ Ce>t:L 

l<L \ e:t::ro.. c...J (0W\.e90.T. . 

Pe>r o-bra.. ~po..t t·e, lo.. _"<Y'\O.CJV\\ to d de \~ ve.loe.id o..d. t°:vi.~CV\ ~\<l.l f;\'\ 

e\ 'Mov1m1 e\'\ to c.t"rc.ulo.r, C2;"& \a-, di'é.ta.V\UO.. Al Ye:c:.oYV'\.clo.. ~ la.. 
untdo..cl de. -f:t~meo I E::~TO e~ A~t , ro~ \o 9ue lo. 'Velotldo.cl ~!}-
-sevic\o.\ lV\~to..V\to..neo._ J --l:\te::V\C' roT ma.5nl-\:·Ud d~t • _ 
· ...... · ~AhoY'o.., ~o.. 9ue:'.. e:\ á.nguh~ .A9 ~V\ 'md.\a.nes_ 5e: def\Y\e por 

Ae = M. deV\.de Al es\~ \.o~\tod. del a.Y'c.o ~ R es e.\ -ra.clio J 

.L R A'\, - .R. Ae t:>ov lo 90 e k VV\0.9"' 1 tu el Je \o.. ve \o -
~ ,;ú:YlQ 9.ºe . - - , 1 " • • 
e,da.ó tQ.V\<3~n<?.\o..\ .,,.. puede "fee&<!..tL O\ T~e c.on'\.O s L9ue.: 

"r-~=R.~ ='Rw. 
·u - d-t dt 

L d'e \a. tl'3uv-o.. 5 ,· se tiene 1ue R.=- "C Se.n-t' 
! "-'~·''J~' rutº( <tºe. "\J'" = Wl""S4tn't . '\,• 

- "· ,.-.. ·· > ·'i' • l' : '. '. ' •• - -~ -

3 

.. :,~:. 



-· 
· 1 ~ esto. nt~vt.l tu~ Set po.re:c.C'é' o.. \a. de tm. pYod.oct:o c.ru.x, de ve<!. -
tore:.s ! • t>oe-~ si e.u fue:-s~ un ve<?. tor, tE::Yld r\ o.mes ciuc: 

11 tr 11 : ll W X r ~ 
f!rº C..O'O'\o c..onoc.e:mo~ ·la.:.dit""~C?.<l.iÓn d.e.) vea.ter -ir. ~ del Ve<!. -

to'<" Y", poci 4i!:~os o..s{9 Y\o..1"le 'UYl.O.. dlre<!C!.laY\ a. UJ de ful· mo.ner<l.. 

y po1' \o.. Ye:9\a. de \~ ma.no clere:C?.he\, ~e obtie-ne. que \a. c:ltre~ 
e\óV\ 9oe ~ le clebe. o..~\9V\o.Y o. C..U, es de o.a.oerc:lo Q. \~ f 1•9

ura. 
' ha.cit\. Q.'rYt ba. en \a. d.ire-ct?..lÓV\ ~e.l ei e % • · ' , v 

r---
1 

1 

1; 

·; 

/ 
/ 

~--- -

---, 
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l. 
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' - ______ __,.,, 
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- - -)," 

/ 

/ 

,, - - -l 

:J ~ho~o. 5r, -t~Y1.tc> ~n YttCl<3vt\tod c.omo en du·e;ct!.ión : 
~ _.,. -"'lr=W'<r -

'E~to es, e.n un 'mo'Jtm\ e.nto t!.\r~0\or, \o. ve\oc.\~o.c\ if es '1300.l Q..\ 
. f.11.':>d.\)~-t:o <tC.l-U1.

11 de \o.. "1e\.eciclod <lvt~\l\O.Y" W ~ e.\ Ve.ci:or de ros'u~ .. íÓ~ r de.\ fU'fl-\:-0 · C.O\'\'Si de't"CX<.\o. 

Te.n30..f.e fYete\"\te ~ue n~o.. se \'Y\.ueve. '-n el ~en-t:ic:lo ~Y\ ~ue. -
. $e~o.l~ e\ vee.toY" w ~a.. -°tue. ~ ~evtHd() hCl. sedo dete1W\\V\o.d~ roY los 
vea..~,.e~ \r ~ ~ 1 e.sto ~n el Ó\'\\c..o fi.Vl de ex.{'res<l.v- C\. ti e~ for­
m.Q. vea.t0..-¡a.\ 

1 
f.o'Y"\.o ·el f."~d.ucto C?.tU'l. de °"luellos • 

EL CAMPO OG Ve\..Ot!..IVAO.ES 

4 

5i o.. c.Q.da.. t>onto de\ li~otd.o e.n m.ov'cm.ien!-o, le a.s¡9nClmos so 
veC?.~~r velodcla.a , ~l e.uo.\ :serc{ tlln9-ente ~n c°'da. punto C\ \o.S tro.~e= 
tc"f\O..$,. "(esreC!...tivo.sJ pa..ro. ~1 e..a.s6 de <..>'r\. movlmi.eni:t> <!..\veu\~r se. 
tevt.drtt.\. lQ. ft9ura.. ~~u;evtte: ·' 

.. .. ). 
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'F iG. 7 · ·e\. co.m.po d~ ve\eciJa.de'3 de. 
U'(\ 't\'\OV\~\\ent-o C!.\'(t.U\Q..y. 

' . 
j . · fQ.'fO.. r=>ode"t v~fe'1\r"noS ~ Q.~~n ~unTo ~ G.. ~u 'Jelocic.lCld,. f>(l'Vec.e, . 
c..onve"t'\\e.\'\~& u\.J\c.o.v e\ f\ano Je. mov1~\eY\to ~e\ fluido, e.V\ un &tst~ ::: 

.W\G. ,ele e.cov~e"t\a.dn.~ XY ~ de. 'n'\oine.'l<l ,ue '°' d¡'f~(?eA;Y\ de.\ Vet.t"or m < • 
... " c.c>\n<l.\dCl,. Clo't\. r\o. d.\ f~te\c,;yt de' eje l· -~ .. Y\ el Stst~m°' XY z como se.' . 

. vnuest'f"A. en \4. .f.1'9ur°' 8. 
1 

·,¡ 

' 

"FiG. 8 ... · 

..... 
U) 

.. · 
Ahoni. !>( f>od~YY'\CJ ~b\ay de \a. velocJ.cb.cl. -:¡(X, '1) e.\'\ e\ ru'\'\to . -

()( 1 y) .f°"r<l. ~ol<\uier .fonto Oc,y) Óe\ f-lu~tlo. A este conjun-h de. 
velocitldcte& VO<,IJ) o..~~~1\o.dcis ~ c:.a.tlo. ~nt-o (?;,Y),, \e \\o.ma.revno~ -
eo.Ynro Je. ve.loc..id.a.d.e~. 

Vea.mo~ de>s run-h>& de.\ fluld.o, M.O~ C..E!.~'V\OS evrtv·e ,., , deno~ 
1::-E-m.oslos ~mo Po:= (>co, Y~) y ~::.(x, y) , ~¡ OCUt'fe 9ue e\ 'Ve«!. to y v~ 
\ocid..o.~ v t-ie~e. una. Va.f1~0..ltló!l mu~ Le~~~'ñCl de. u~ funto Gf otro / • .•· 
as.to es, ~i los Ve<!:to.1~s V(P.) 1 V(Q) ~~ mu~ \'0.1el!.~dos _ta.nto . · 
eV\. Mo..~nitud ecmo en d.\ret?.t!lón; ~ s\ es+o :!>uc:ede. .,'fO.tCl. ttoo.\~uie~ ·. 
_f_\.)~~ f. / ge die.e ,~e ~\ &."M.~- de veloc.tdacles es º'1 C'.!.o.vnt'o ve~~¡ . 
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~ P~ra. fY~C:.\&o."C" &!~to.. ideo..., d\remos 9ue e\ <!.n'n'\po vec-U,y\a.\ VCx,~) 
e~ c:.cntin.uo s\ : 

V E.>o, ~~>o· +o.\ C\ue ~\ lfQ.-PoB<ó e.nt0Ytee5; 

ftV(Q) -V(fo)i< f."» · ~ e:~-to ~Cl.YQ. toJo ·r:>unto f.,.:. Cxo, Y.) en e\ domtn\o 
~ '. 

. de\ e.GMfO V. , 
"E:vi lo. Soces-wo a.\ ~eferiu1os a.. un e.o.'M.~ V~!i'oYt4\, \o C!on3ide-1 

:/ 

· Y a. Y e mo ~ <!.6 V\~·""·º o º · .. 
1 • •.:..,. 

• 
EL C.AMPO D~ VE\..OC10At>~S J)E:l. MOVl.M\ENTO 

C. IR..CUt...hR. EN . UN PL.Al\\O •. 

. ?aY'Cl e\ "N\0\1\'n'\\en~o ·e.lY~u\ClJ. eY\ U'(\ ~\o.\-fo, Se bene que lQ.: · 
'le.\ec.\"10..~ ~V\~u\o.:r W e.st~ en \a. cli·u~ee.io'Y\ de.\ eje :Z, por \o 9"e. 

__ : w =(o, o, w) • E\ .\Jeetov ele ~·1c.i(V\ r cJe \ós ponus (x, Y) .. de\ 
'-· - ; ~\o.Vló .. ''\>oe:J·e do.vse eomo u~ -- ve~+or de IR.3 ~Y\ · ~f°YH~mte i · 

..\9"a.\ CL <!.evo, e..s. decu'' r; (><, J, O)• 

"'t:.vt~VlCeS C!.O.\<W\o.'V\d6 ;; : W X r .' 

- -· - ·¡·t J l 
- 0 :::: _f w\J +J""w .. .. X·=. 1-w:u_, wx) · '\T :: W X Y"' =. 0 U) .l ( g 

. X Y O 
• . . ·, .. 

i 

: - . ~e. olrlie-vte 9ue e.\ Ca.~ 'c\e veloC?.ic:lades ra..y-(t un. f \ulcl.o ~n 
i rnov\"M.i ~Y\~ ti 'f'~l4v ~n. ""' fla.vto, e.ta : 

~(x, Y) = (-w~ , wx:) = w(-'J~ x:) . 

Obse1vese C\ve. \o.. 'Ve\o<:.lc:l.a.J. V +te.\'\.e \a.. dtv~C?C!.to'n de.\ veetDr 
. (-y, ~) e.\ C!..u~ es OT'-\:09~noJ cd ve~~r (x, .>'), Cl5Í V~,~) es 

t"6.Vlqt?M.te a.. \a.s i'Y<l~ ectoY-iO.S Y (-'f, x.) 

X .1 

···'-· 
;.~ 

l 
,...,,.,~,''e' 

.·. .... . ·~ 

,, 
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: 5abe\'Ylos 'JO.., 9ve e\ c.a.m~ de \leloc..lc\a.óes VCx,y) pa.,..a. el mo-
: ;V\'MÍC~:to ~'trc.ulo.v en. un .. plo..no,estn. dac!o e.orno:. 

' ~ 

.. : "V(;<,. Y) = (vx, Vf) = (-wy,, wx) . 
: Ef>t-o ~e poecie ~preGo.v en IR.3 ecn t!omronevi-Ce 1 =-O, es. 
: deei \" : 

(v", Vy, o) ... 

A he V'G.. e.a.\ cw \ ~ n-to ~ 
't j t 

V x \J, doY\de V .;., ( .:2_ .:a. d ) 
-'4x' ay'~ 

-V 'J4. V ;: .9.. l.. i 
?JJt' ay ai =(o, 
Vx Vy O 

QYJ _ ~ = o(w:9 _ dfw~) ::: 2.W 
e>x. 'i?Jy o-x. . ay . 

...... ,.. 
V xV ;::. 2u>k. 

¡ C.O'<Y\o en es-te c.á.\~\o esitJ_n. lVV\p\,~o..clo..s \n.~. de'f'i\/~dt\S {'Clr-
:c.\o..\es ·,¡ · ·c:a..n.~,da..c! V'><\f Vlo~ '·de~e1mtna.. ut'l eom.po-r~m\e't'\'co 
¡ \c:>c.o.\ ~V\. C!.0-do... ~u~+o cle.\ f lo{ el o-~. · 
. ~M~ 

• ? 

Asi ele lo.· t,gvo.lda.d. y/< V= ~w 1 -= 2~. "e ji e Y> e 9u~ &l i.i1/:~ : 
e~ dect r ~i. e.~tste rt. "1'o'C"-t-cc.e.s , eV\.TO"fl..Ct!S V x V-'f O y se tend~ · 

:l.>vt e.fet!.to cle '(oto..c.i.Ón. ey'\ \Cl. )l'e.ci.'V\do..d d.e. c.c:tdo.. ~urt4o • 
. 1 5\ e.V'r\.bO..v:c:JO fue.ele OCOT'Y ,.,. :¡ve. V X? F o ·y no ex1s+i"' 

7'\JóY.'tl &cbi:'Aes ;·~ ... C!.omo es~ e.\ C?.A.So ~ e.o."1'º -Yepvesentn.~ e~ l°'; .. 
: ~~~~.,.n. H. · 

.~_; 
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"Fl' <;(. ~ 1 . CAMPO '&I\> E-~ (\>lJ'E· 

vx\J:f o . 

". 

rt'G· 12. ·- ASPAS PA~ 
Af\11\.\,l?h~ Sl EXlSTEN O 

No · ~TAfAONeS. 

· 'En. ~!1-· C!.6.YY1.fº. ~;_\fe..\oCidddes os{, Uvtd.S aspas, F;e:r~tz, 9oe se · 
~'V te ro vi j'-'vt~ C.Ort el f lu~d.c,, ~í.r~.,(~Y\., de\>ad.o o.. ~oe lG.S ve.\otid~­
de& "~,.(o.vi 'bobre e\ eje X, f>YoalueieYld.o on. ef~<!.+o t!e U:>rsió'n ~bre. 
\as a.spa.-5, el cual La.s hcu:.e -rott:t~, 1=;a-. 15-. · 

. °F''G. 13 . - ~PA~ ~ fV;:.fJOO 

..:J)e ~o.\<\vier t'rta..'r'leYll., \o. n-to.3 n.i e~cl VxV ":.G!';S-b:i. "(ek~ ~n 
yot-o..~V\e' • fov \o ~lle si .se ae>Y10Ce·~·. e\ CA'O\.po c:.le. velo e.ido.de~ V0<,~) . 
uno foe.de. Lo..ber s\ \.ta.~ o no roto..~ones . o me.joY' d\cko, si esta.~ 
se. \'tocl.uc.en. o no en e\. l(ctu\do; so\o ~Yl t!A\wlo.r V>e'1. u.,, ; 
bue.\'\. nom. bve fO.'fO.. estit CQt\t1dncl. l\ue. \"\.os. T~c.ve~e. lct 1cl<\eió'n ~n· 
\o.t. Yota.C!..io"'-e.S / ~' el el~ 'rota.ctl<3ncil de\ C!a.mpó V", 9ue ctbtevie1.re.-' : 
'nlOS ~MO Y-Ot V, es dec.t1' .e ... .... 

1'o t V" = V x. '\/". . 

~.V'\..~Y\Ces , \.oeo,\~e n.te, .. ü:t ,::. trot y.' ~Si'D Sí9,nitlCA ~ue. Sl 
1 

e.\e.Wlen.+o ~e. tlu{d..e de Y'Cl~l() meneT' ~ue. E. P<l:ro. ibdo E.>o, j 

f'l'OY\+o Se. ~C>\1.Cje..\cs.Y"Q. l' oJ · V't"~S~o ~··e,.~r.o. __ J..es.a.fc:UeQ.\e.r~ .~\ Y'est-o¡ 



LA ClH.C.UL~C.\ÓN. DE. UM ChMPO VE:c.TOR.\hL 

.DE V.E:LOC.ID~nt::S 

Con-01de1emas por C!oV\.VeY\ievt ÚG.., un f luíd6 c..on movimiento 
e...1rc.u la.r ~ t>upon~o.mos ~\Je de. a.l9ona. formo.. podemo5 tmzctr sobre 
-él ono. e..o(VO.. cerva.~o.. 9ue. per mo.<1ex.<?A. f(io.., C!.OMo se muestYct en k 
fig. 14. 

"fl<.:t • \4 .. 

ES1:o.mos ln.feresa.cb.s e'V\ <tonoc.e.r e\ f \vjo ta.n9ent.to..\ ciel C.O.mpo 
vec:tona.l Y.ex,~) ·· t\. \o \o."".9º de. ln. cwrvtt·. _ 

'En l<1. f\3uvo.. 1/t, ~e a.~Yeci~ 9oe los Vec.toYes velotida.d.
4 

le!>s 
~ua.\e!. ~n.. ta.n3entes a. \a.s \{neo.s de. <!otvt'.ente en e.a.da. pun+o.1 e\'t 
~evtem\ Y\o S~Y\ -ta.n9e.\'\+es. Cl \a. <!..urvo. que 5e ho.. tro.zo..do / e.st-o Se 

(!)hSeN·d mejo~ -eV'.': l~ f\g~V'Cl. \'5 ·e"\'\. \a. 9~e ~e ho. h.eC?.ho ~bs+ro.e, .;..· 
c.\Óvt de los \1V1eo..,s de CoY'fien+e. 

9 

; 

:.: 
:'. ~, 

·,.¡· 



'!:·-.··.";'º', 

Lo. C.UTVC1. a.nte r lor, Se tra.i!Ó el'\ +orno 
t-C>, o..hot'a. ve"-wto~ un~ Q.uYVCS... c.e.fro.da.. 9oe no 
fje¡. t". 

C\.\ centro del rrlO\/ÍMie.Y~l 
e.ne\erro. cd cen+ro . 

·ii: .· C:.AMPo VEC'l'Dld~L.. ~oecte­
t.\. C!..""1 V A. • 

JO 

_p~ pode.., cl~Te.tn'\.tV\.O.Y ~\ ·flujti i-a.V'l.~eVtcio..\ de.\ <!Awtpo vect 
tovtol \{' s.o\,te• l..)Y\.Q. CWJ\10.. c.e."f'íO.~ (!o~~9U~Y'<l ' Y\.e~S.\~MOS SC!l-

: be:r <!>Jo..\ cs. \a. C!DV\.-\"wi.buclón ~e.\" ve<?..toY .V-O<o,~.),-e.Vl ~<k,- ·ponto . -
6<o, 'lo) ~e.· \o.. W1'1a.1 O.. ct\c..ho f\ujO • · 

: CoY\ e\ rlY\ de e'r\.t?.cvd:Yo.1' . lo.. ~mroneV\\-e de V ~o. Yo) ~oe lnflu-
:ye. ev\. -er "flujo ·SQ\>n? la. wvV'a., ·C!..ons\de.1emos e\ VKov,rn.ieV\+o eri: un 
i,rto.no o..lM.qoe. ,lo... ~nclur.í¿n- !!leYc( vÓ..\\d<t i'a.~a. e\ MCNtmiel':l+o eV\ -

·e\ er.po.uo tft3. . . . 
.'S:'tl. la_.' f\9""'a. 17, · se Y}l\.lJe.sh'o.. '-'n ~nn 9"'e. .e~ su rncvimCen·~ 

1:0 , d e5c!.:d be \JY\Q <!..\>Y'VO.. • 

," ··.'·1" 

X. 
Fic:i. 17 

.. ·--·-··· .... __ -· - -· ------~ ~-·-··~- ·-. -· .. ···-·-·---· 



Lo.. velo c.\ do.d rn. e día. e$tQ. defl· nida. en ~(s,· ca. a.oMo: 

~ = J)ESf"LA"Z.A.Mt el\rro . 
TlEMPO 

~· é.\ t\esp\a-z.o.cvdento de lo. t>.01-ic.ló'n A Q. lo.. f0!>1'c..'on B e$t~ dru:l0 . 

f'º" \el aíf e1 eY\ '-lt'l. ::r'-r de \o~ ve~ves de f>OSición respec+lvos, T~ 
pve~e't\+o.do.. en l~ frg\)YO.. 17 ror Ar ~ve Siendo OnQ. Cla.'t'\t1'dCld ve~ 
tov io..\, Y\os determ ¡ r\Cl. o . .det)UlS de l4. ma.9ni+o<l, e 1 5e't'l+fdo del des-. 
rto.20.MteV\h> ¡ entonce~ la. ve(o~dnd Wt.ecl.\o.. -l;ceV\e lCl. .exprrst'óY\: 

~ Ar 
'\fM. = -At 

. 1 

·· · dcV\.d~ la. C!4V\-ttd.Q.d es,G.Q.\e1y A.-t: -e.~ el i;Cempo Tecroevtdo p;1 el pori+o· ·! 
· F""- tvo.slQ.c!a.1se ele. A Q. B, ~> deuV' ~t:: t~~ . J)e.l he<!hc d~ - : 
9ue. SÍeY'ltpYe. At ~s Po'ítlvo, Se C!.OYl«k.\""fe. ~ue. \Q. ve\oe..:dacl \'Y\ecl,'Q. 
tCeV\.e el -M.lS'Mo ~evt·Hd.o 90~ e.' ele{ clesplo.."Zdwdert+o Ar C!()'Mo se 
\ \u~t1 el. eV\. \Q. f rgu V'Q. J8. 

A\.torl\. bie.Yl., \o ~oe. no~ tn+eresa. C!.ónocer es. ~mo e,_ la. velo et· 
·d.o.,ó· med.tCl. \;"'· C:Uo.vtc\0--el \ n+e.rvci.\:o A-t: .. se o..proxím(l ~ cero. 

);..a. vtue.v~ ~e.locic!cul \!- C\º~ "<e$1.>\-t°'- d.e. este. ~roceso / ser<(. lo. 
ve\ocida.cl lvts+o..n+o..rte.o._ en e\ f>unto A ele. cuwevc:lo a. nues.tr~ ~i'guT'Q. 
Je 'fe{eren~\<i.. •, As\: A • ~ , , Af 

~ - ~&VYl. ""' = \Jm. -v - A.t"-.o At: .... o At 

·Mos-tro.YeWloS 5eo\"t\et-r\c.a.me.nte., ~ue. ~sto. veloc.td.a.ci V e& -bs.n~eY\-
-1:-e. "- \o.. c.or\1a.· en e\ fun+o A • . 

·A\ ha.c.ers.e At ~ ve.-z. 'mM p~9ueño, ~t fU~to 8 Se a.pro>ci­, ma.. ·a.~d'o: ve?. Wi.cíS -<A.\ po\i.+'o A; -tevue.Y\c\.os~ lcu posici~nes suce.s\-
; \/o..s 'Pl, e'~ .,. . ete.. 

JI 



,, ,. . '' '• ~.. '.' . ~. ' 

--cowio se a.~vec.i11. CV\ ln. f1'9uro.. 1q, La. f>o&lc..L°o\-i de\ vee-mr vM,9tJe. ~.-
W\o ~o. \limo& •b'evie l~ c:lire~cdo'Y\ ckl de.splo.2.!lmíe.n-l-o' vo.. cto..V't1.b10.n~ 
do a. W\edido.. qve e\ poY\to B se o..ce.rc.o.. o.. A ho.s-t~ l\e~o.Y Cl ~r to.\'\-
aeV'lte o.. \o.. C?.uYVCl. UJO.V\dO ~e i:"oMo.. e.\ llmL.i:e Llm ~:t • 
J At ... o A: 

. . 

])e, a.9uí. C!on~loi n'\o~ \'ºe~, ~oe lo. cz.o.Yvo.. Ye<!Dtv\do... ~ov uvt pon-· 
to en movHvUeV\.to, e!. ~eY\.e:ro.~o.. ~ebido a. "eloc.id.o.des ~ue. r.on _ 
ta.ngen+e.s o.. \o.. <!A.IV\lc.\ et\ <?.o..d.11. uno de sos f'OYltos. 

... \/o\ vi eV'\ d.o·· o.. Ytll~Sty? \?Y~ 1.o\emo.., tevteYVl.os q\Je. lo.s ve.\0 e,{ el~ 
· c\.e=:. ~oe ~'fltfL bu~e.'Yl o..\ flujo o.. lo la.r90 ele lo.. <eLJyvo.., ~oY\ ve.loc.iclo...-
de~ -fG..~e.Yl.tes. a. ello... e.n e.o.da... pon~o. -

R~Te.so..'nd.o o.. \Cl <!.L>est1'ÓY\ de.l tlo~do, 4bo..be.vrto.S c¡ue e.l ~Y>1.­
, re de 'le\od t1o..des <l.$l'sno.... o.. ~- ~'f\:\-o de\ fluíclo \a. veloclciCld en 
: ese ~uY\-ro, fO.YO.. e'f\.covti:rQ.-<' e.\ ~lu~o i:t\.n~e.ncla.\ so'ore lo. eU~VQ. 
· Y\os ftjo. ~~ UV\t c.o.:me.nte e.~ \a., 'Ve\ocido..Cle·s o.st'3no..da.s fO' e.\ ' -
c.o.-m~o o.. los ~on. tos ele\ ~lo( do eol n.a.i.den+es c.on los pon+os de l<l. e.or­
vo.. • veloc..tdo.ties ~ue. <?..o-mo s2 'nA nto~tvo.d..t> e.n lo..s. ft·gurcl's 'S"'' 

· no / ~o't\. to.."'-~entes ~ \n. t!..UYV<l, F,Y \o que es.tos ve\octtia.des vto 
. S>c!>V\. cllyee:tG.Y"ne.vite \Cl.s 9.º'- no~ l""~eT'es.~n, &tYl.o la.s <!on-tp:>neni:es 

-ta.n~e.1".tu:o..\e.s o.. lo.. <!JJY\fO.., l'le.. \o.s veloc.t cl.o..cies d.o..cla.s por e\ ~m~o1 
c:..omo ~e \lustro.. en. to. ~~~UYCl. %'0 • 

, 

... 
• 1 • ... . --

'~ C?..OmfO"l\e't'\te t~'(\(jenti.o.) 
I •• l. I 

1.. y--... ~e\oci ~o..~ 'VC;4., ~) ~!>l3vio.U. \'Of' ~ 
r_,.,1y C.O..\'"t\.fº a..\ r UV\t-o ex, y) 
~ 

i 
! 

· 1 



Se nos pre~et'lt-a.n o.t:tuí dos Q.oe.s-tt'oYles Q. r~~olver, lQ. prime-ro.. 
es cét'flo Yia.llo.r po.vo.. ovt ~u'f\to (><,Y)_ t.uo.\qu\era.. ~e la. e.unto., \Q. C!.ornpq_ 
Y\e.'t'\te -b>.n9enda.\ de la. veloe\d.Q.i VCx, Y). Lo. ~e~ondo.. e..oestló'vt -
c.onstste .e"'- <tÓmo ea..lC!.olo.r lo.. m4~Yliroci tntcS..\ ele lcu C!'o\1'lf0'1E'rt+es: 
-b-o.vt'jeYl ~o.le~ o.. lo la.r30 de todQ. lo. Qo•V'O.. j 

. l.a. fYtmero.. se Yesuelve Y~<U>1d~V\do ~ opera.Q.l'.Óvi ve~+or\a.I . : 
_<?.CW'\oc:...~c:la.. <?..oY\"\O produe. to ese.a.(Q. r C!) orod.octto v 

00
..,......__11 u e . 1 

te ~ . \el d -. - 1 í uTI;I . J 1 speQ.l0.1meri-
,gua. ,,., o... b = 11 a.1111 b}I eos e po.ro. dc:.s Vec>.-l:ores a'.' ~ b . 

. fo- 'mondo o.n os1.9olo e <!..O'n'ló se moe&trtt e.V\ lo.. -ff~ora... 2.i • 
.... o. 

. 'f1'Gr· if 

..... Eh e.st-o.. ft·guyo. t.e Q.preel.a. ~ue U~l/<!.e~Q es ln.<!omponente.dt­
Yi9\d.o.., de\ vec.+or Q: en. \o.. cU\'ee..e.lÓn de.l vector b 'j en~nte_s 
lteill~bl~~e =llbll n~~ ~e es fb~ Vf.C.~ clic.h.Q. ~\'YL~neY\t-e. Del,~ 

·: MC>S i;en.ey ~"fe~e.'tl.+e que lo 9.ue .. se. tib+rene ~& 0\'\4. eo..n+td.o.d. ese~ 
_lA,'('. . . " / 

No' in+e1eso.. conoce~ C..Ua.Yl_.to es_ una. '\/e? lQ. ~mpon~nte. del 
ve.e.:iov- ~ e'f\. lo .. cUveet!lon del ve.c..tor b ~' f'O" \o ~ue ~e ·d.ebe. to­
mo.v- a. l/~ll=.J. ~o.. que. a.9u{ e~ /lbll 9uie.~ nos tnt\t'co.. el número de 
ve.ces aue se ·heYle \o. ~m.tionente 1e..!enc:la... . 

1 -""' • 
Es decir st b es on Vel!.-rnr unli:o."t"to, e.n+onc.e.s: 

Q• b = (IO:!l !!-OS> e ~ 
~.b-te n.1entto a..~{ \G. C!..o'M.~ne n.-t-e ~e. 'Ck. en la. cU r~C!.<UÓn de b • 

: \• ' \o· a."'-\-e.d 0 r °'- nuestro "roblema., lo t;KpYeSCl.-. Ac c.c..o..ne10 • " 1 · 
: t' ..!!-.. ~\aoien.te..: Qoe...re.Y\"l.0$ <!.onoc.er lG. ~'tYl(>Onente 
'yytoS -E.V\ O.. 1 vYY't1.a. J l l l 1 
. ~r~ ) \ -'t,,.e.e.<!ló'n de a. -k.naen.te. ~ o.. <!.Of\l'O.. en e pu~ de. VV', y eV\ a. a. • J , .... 

,t0 (x, 'J). Po..ro.. \ 0 wo..\ ,· tro..z.o..m.os VV\ ve.e.to,.. únltd.T\o T ~obre 

: t.a. re.e.to... to..ncH~Y\. te. ~ \a.. <!.l>rv<l e.n (x, y), "FiG • .2. 2,, Lue90 e.feS: 
' J -...--. '\ -4 d. . tu~vuio e\ froduc+o, f>OV\t-o V•T ~ Ve.<?..+o'f V(K,~l e.\ Ca.mpo 
: ~ e\ ve.~.:t-or U't\.tt-a.Yl o +a.n.9enc..ta.\ T, -be__!\chemo~ ~mo Y-esul­
: tci.Cio, lo. ·C!.0\-rt~'dvt\é'tl.re ""+d.,,,~e.f\c.ía.l d.e. VCK,y~. --ert e\ pun+o· O<, y) 

;_de \o. ~v\/o.., 'lued.o..nd.o a.s( ~~suelto el t>toblemo... 

13 



. .,~ 
·:'"''•'' > 

• 
f>~ro.. re.solver lo. se9uY\da. ~uestíÓn, mo..y,"e.mos ~o\,,.e la. eurve,, 

:bs pu!ltos Po,· P., .. 'ip"' ta.\es 9ue lo. d.ivído.V\ f!:n .N a.v-c.os C.¡ i::oc!os . 
:éJ·.é;.· ·130G.l lon3i~vd ·At¡ ; ·evt~·este ~o en 9ve. lo.. C!.urV'c.\ es cerrQ.dCl, se.'. 

. toma. 'Po = ~ . Ft'e:.. 2.3 • · 

Po:PN 

. A&( c.onfor'\"'l\e N o..um.en t:-(\. 1 k longl tu d At¡ de C!O.da. c.\rco (!.¡ 

se "'a..ce fe.C\ueño.. ~ 'jG. c¡v:. e\ C.O.rn.po d~ velectclQ.des es C?ontinc.ao 
\o.. (!.f>M"°Y\e.Y\t~ tun'3eY\~tl.\. Y·T es a..py-ox.imo.d~m.ente Co'flsta.n+e' 
ro.ro. le!. ~un-tos ~\'t. e\ O..rcto Ct" Ha.c.tencl.o ks St>\'Y\D..S ! 

N-1 _.. - . 

. ·, SN = L V(x¡, ~,). T (X¡, ~¡) Al¡ 
'=-• 

. · d.~'l'\cl e. (~¡.y l) es. algó\I\ puY\tc sobfe. el Clve.c:> Ct • 

AL to""'ª" e.\ \[ m.i-te. cie est~ somo.S» c.uo.nclo N -+CC y scempre. 
9u e. . los a.'f e.o~ et 'eo.~ de tgoa.l ~n~l ~d -pa.r<L ~q, .N,. obtenemos ~ . 
t \'\.tegrc.\l ele. la. 1o\'leAOV\ -e.se.Ala:r V(rc,yJ.T(Jc,~, o.. \o \a.rgo c:le lt\. WYV(l; es 
de.cl.r : 

. . }/..~SN =f 1:vi.T~1Jril 1-f dl 
e e 

Jlf. 



r····· 

¡ ob+e!f./':!dº c.on e~ta. \"f1.fec;JYO..l / e{ tota..l de la.s eompoYlentes tCln9en:c.\a_~ 
:les v. T ~ lo la.Y"9o de i'ocla. \a. Q.U~\fO.. e. 'E~e 'fe5ul+o..~o es vá.lido 
, fO..t o.. C!JJ o.l~uie Y a.orvo.., no nec.eso.r\ o.mente C!CTV'O.do,,. 

: ?o.r~ mo..~or c.la:rida.d, <!u~V\do 1>e tv-o. to.. de ona. w1 v~ c.eryo.do..,: 
Se · ~c.os~m.bvo.. "fefYe'!.entn.v- esto.. lvt+e<3Yo..l ert l~ fotml). s\goiente: . ! 

fv.rr11 
e 

: dorzc/e. el c.uc.olo itt~,·~tt ~oe. ~e esta. l'f\tegra.Y\dD sobre OY\~ curvo.. e.e_ 
'rro..<io.. ~ \~ f\ea.hG. e.rt é.\ / lV\cl.\co.. el se~tltio C2.'t\ que s.e. re<?.Oue lQ. 
eor"'· · . 

• . UV\G. .;_f.f er.lón ~~S · corte.is~ ,,e o~tiene. ~\ ..... en ta.~ sumo.tor\ClS, 
lo. Q.o.Yl.tccit\.d. ve<?:tovia.l T Att se Y'efresento.. po-r Al~ que. eS» on ve<?.-
1:0~ C.OY\ mo..~nitud Alt ~ e:n e\ ~en·H~o ~e\ ve<?.tor unito.!lo T, pues 
o.s, / ()..\ -tomo..y e.\ 11 m.He vto~ qoe.d.a.'rO.. d t e.n lugo.'Y' d.e. Tclt ¡ slm -
hou c.o.me,,,te.: 

tH .N-l -. 

~ V_,,.," u) -T "'l· = ~ V0<1,"1)• A'lt _L..., L'll;, ;i\ • Q C. ~ 1 .. 

t~o i~o 

IS 



Así, s.e pvede ~o./~ulQr lQ ~trcu?a.elo'n. pcu·~ el campo V(x,y) y la. 
<!UtVO. C, 'e/e lo.. f1'9u'f<l 2..1../. 9ue <!.OtresponclerÍo.. aprox1'mo.cJa.men­
-te _ a.1 11'1ovimlen+o en un f't'o i-ran9uilo. 

___.,. __..... --+ __... __.,. 
~ ---.. 

~ ___. ___. ____.., 
,_..... --+ ___.,.. 
--+ __. __,. __. 
--+ --+ __. ----

'F\t¡. 2.Lf . ... 

l)ESC.R\PC(ÓN DE CURVA~. 

En +odo e\ c:lesa.i:'r'O\\o S~uid.o po..rci.. obtener' \<l. expres.ión de. . 
lo.. C!.itco\o.c..lo~ se ha.. S'-'puesto.<loe. los ~on'h:is ele lo. <!.c.Jrva. Son.ee>rto­
C?..íc:!o5, f'eYo ~Ú\'\ no sa.'bemos tto't>tb espe<!.l~íca.rlos ~o.Ya. d.i~rene.ia.r 
Lo!. de los que. no per+enec~n a. \a.. <!.urvo.. '1 . m\ e-rt+rCls \'\.O se ha9~ -e~+o / '1.o podtemo~ (!AtC?..U \o. V' \n. C!.heola.c.<Ón del e!.a.mpo r;. 
·o UnG. ,fo•mo.. d.e. -lde1l.+frrc:o.;-. ~f>tos ~untos, es Q. i:ro.vés ele. 

. una. f-unc.iein et q_ue. +engo. <?.omo VQ.lores ~~\os pontos i.e. lo. <!.orva.. 
Como ~ C?.orva. e.~+O. en e.\ t>lG.no, _Ca.da. pun-l-o el~ e\lo. ~s uri 

punto e"' lR.1 , fº'f lo 9ue sus puntos _son de l<l. forma.. (/f.
1
'j) ,, ya.. 

. ~u.e. e~-to.s f°~+os de be'rl ~ev \os. va.lo.te.:!. d@ \Q. 1ó\'\et'o~ CS", enionces 
es.-\-o. clebeyo.. -te.ne.Y ·dos C?.oM.f~\'\en.+es e.Yl CSus va.\ores e~ d.eclr 

, t.. , • t ' . ~eYO. UV\.G. TOV\(!.lOV\ vec.toY~a. • 

. ¿ C!.uó.\ debe\"fÍ ~e.r e.\ d.om.~n(o ti~ ftl\ fun~\Ón ? . f'o.ra. ~Q.r 
Yes ~u e~~ o.. . e~:-0 1 ~eQ.~o!), <\"e e~ lo ~ue,. ~o.t~ ·d.;c;h~ ~n~c{n; 
tot'l'\Cl port.+os ~Q ·a.l9un clom.l\"\lO ~ los V'Q. forVY\Q;rtd.o en Ir(.! ~eSCY't­
b\e"f\~O a.s( ~o.. eurvo.. ¡ evt+onces e~ ·Yla.to,.ro.l -tbmo.r <!.cm.o d.ominlo 
UV\. 5e..9"0'\.eY'\tO t4e 'fet? . .'rO.. t~t 1:>1 <t\ <!.OO..\ a'° le C!lmbía. S~ lort~(l-Ud y 
\o <!..ut'1Cl., . ~º"' lo Cjue cr= es ono.. ~Y\clÓYl 'Jee-toYio..l <'..ort d.OmtY\io 
t,o, 1 \>1 e't'\ R, $\W\~ol~c:o.meY\.te: 

.... z 
{t: r.G.. b] --+ JR: 

S \eV\JD i: \o. va.'rla.b\e 9ue e.oue; sobre !<l., b] / se 1:-ie.ne. ~ue 
~(t) =e Oj(t), G¡(t)) -1 t!.o"':° ~o.. uno d~ ~$Tos va.lores ve~tov'o..'e~ .... 
de.be. d.e.~rV'V\\no.vnos o.l9u't'l punto (x, y) de lCl. C.U't'"V'O.., ~to..blec.e.mos 

--. la. t3uo..\ci~cl . . (r.<-i->1 02,Ct)).::: (x, 'Y) . . .... 
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es dec.ir 

dov'lCle. 

6i(t)::. :X. j ~(t):. y 
0.: ro., b)~lR., ~ r t~. 61--.IR. 

A..,__ 1' "Co..ro. \os cuvt+o~ de ltt. c.urvt:\. / <S'j nos díce c.Ómo vav-\an. 
., ' 1 ~ 

\ns o..bsC!..\~a.5 ?<:.. en funt.\ÓY\ de t ~ ()'.2. \'\os determina. \o.s orde-. 
Yla..do.~ eY\ ruvtc.\o'.,., de t . 

Coa.ndo c::,ce tra.ta. d~ UY\.a. ~urva.. c.erYo.~a., ~ ma..nclo. los pon-
tos t =-o.. ·~ t = b · a.\ 'M.\f)m.o \'ovt+o ~~re. \o. <?.UYV<1., o se~~ . 

~ -l)(~) = 0-(h) 

. \..a. dese~; p'-iÓ'1 de uno. C!.orvo... 'V'lle. d.~a.'V\fe lo.. fonliÓn 't- Se 
\\u~-tra:rc( o.. trQ.vés de un e.Jemp\o C?on una. C!.urvo.. e.erra.u~: 

UV\o.. fonY\.~ .de des~rtb\r a. l~ e\(p~C! C!.e.n'tt'G.da. en e\ OY"(-': 
9e.n. ~ ~e't'tl\.-eje Yvta.~oY" ~ ~ semi-eje menor Z es \ººt lo.. fon-
c\ÓY\ 6": [o, 2'«"] -..1~ cie.fl n\do.. <!O~o: · 

• 

6-'(-t-). = (3<!.os t, 2. 5ent} 

o btenieY\dose la.. ~\~"\ente +a.bo\o.e..io'n: 

t ~'[o, 1'<1] . (>e, y) en \a. e.\t(>Se. 

. t :. 0 - - - - - - - - - - (3 I 0) 
~ . ) t :. t<(~ - - - - - - - (O, :Z. 

t = Yr - - - - -. - - - - (-3, o) 
t = ~'Cr - - - - - - - <-o, -2.) 

t =-in- - - - - - - - C s, e) 
obse:rvese qoQ. ~O{ tro.-ttlY'Se. ~e UYl.B.. <!.UY'V'G. C:.ermdO.. ! ..... 

· ~(o)~ (3, o)= cr"(2.fl) 

y 
{o, i) 

( .. 3, o) 
X 

(o, :.2) 

J7 

... 



. 
i' 
1 

Ób,e.TVO.V't'\O~ ~\Je C:..U~~clo \~ VO.V'l
10.bl_e t 0.V0.\'\%.0, ele 0 " ~fr, lo.s \10..\0~ 

Ye.~ ~(t) f'l.Tte.n. de. oe(o) = (3, o) Y. ClVOY\Z~vt en te\ .sentido C.Ottt't"11.rlo 
Q.\ mov1m1-e.nto de la.~ MClV\ectll~~ del "l"eloj , e~ta.r\de \o.. <!..OY'Vll. orlento..­
do.. como Se muest'fo.. ert lo.. ri(l . .2.5. 

Y (o,~) 

(.-3, o) (3, o) 

(0,-2) 

r\Ci(. 2.C'o •• ~ li ps.e crient~dQ.. f~lt1va.merii:e 

~t'l St.V\enl / C?,\)Q.tC\Ul!_'r' C.UfYO.. ton lct OY'iento.e.iÓn de. lo.. fi9uro.. 1fo 
et. de a.ir d esf!.Y 1 t:o.. Fy, ~lt) en e\ ~evitl do c:.ontr~vlo o. \a.~ ~net.\ -

" tlá.s del ·ye\oj , clive.mos ~ue. fíe ne cyr ~Vl t:~a.lén f>OS\t-1vo.. -- ~ se. 1'e.pYe&ert­
'to..Y~ <!OMO e+. 

O-f:v-o. formo.. ele. d.esc.,-1b1Y' o.. e'tG. e.\ip:.e, es \'V\ed\o.nte. \o.. ~n -
· c.\ó'V\ ~ 4:-ae:t'\lev\Clo e.\ mt~m6 d.om_tnio [o, .2.tr] pe."° c:let\viiclo.. C.OMo 

~(-t) = (.3eo~(2a--t), ·~a,c:,t'Vl(1rt"'-t)), C..C\'\ e'Ot-C\. fundó'n &e o\,i:iet'.\.~:. ia. 
to.bu la.c.\ÓV\ : . . · -t G"(t) 

o - - - - - - - - - (3 J o) 

~ - - - - - - :. - (o, -2.) 
f\ - _ - _____ (-3, o) 

347.r- - - - - - _(o, .i) 

2.tl - - - - - - _(.3, o) 

A~u( o.l G.VC1Y\tQ.Y t de. o o.. ur, 'º' vo.\ofes ~(t) f'O..Yten de. (~,o) 
"'j Ci.V~nio.n en e\ ~eni:-ido de \o.~ m~V\e.e\\\o.s de\ re.\oj,, C\ucc:IAndo d~,-
cdta.. \o. e.Hp&e. <!.omo se ebseTVQ. en lo.. ft'9· 2."I. . 

U"lo. ~uvvG. t!.Uo..\~ui e't'o.
1 

ovicV\tQ.d.o.. <!..Omo ~ f•'C). '2,_1 1 Se. d.t'c.e 
· 9uc. t-teV\e. oyieY\1n.tú~n vie.90.tiVQ. 'J &e. ind.i:c..a. pov c..-, 
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-CS"(t) 

~ 
[0 1 2rr) 

(-3, o) 

Y (o, 2.) 

(o, -2) 

(!,o) 

'F=\C:,. 17 · · EL\~~& 

OT\e.vit'ClAG. Yle90..~\ VO.'tY\,nte
1 

Lo.. tuY\c·,tn a:-(t) de.be c.umpl'1V\ C\eY'b5 "fe.quiS\tos con tal de. 
, que ~IY\/Cl 6.. '(\.Ve.~tY-o f LV\, ~ue es e.o.\c..u\ClY (4 e.\rco\o.eio'n. 

Q.om.o ne e.es 1to.mos \05 vet.toyes -t:~Y\CjeY\ t.e.s e\1. co..do.. ~o"lt:o de. 
lo. c..or vo.. l>O.'t"Q. ~ocler obteY\e\'" \cu Cowipon~~:i:es el~\ co.m.p6 , ~e pecia­
'f'Ó.. ciue. l<l ftivt<tlÓY\ a- Se4. d.tfeTtY\t.i'.o.\,\e en (~, b) pe.Y'O ~uem.c(s ·se. 
.':1e9\.)ie.ve 9ue. \os ve.etov~~ "b:i.vt~e.rttf!S no C!.O.mb1'~n brus~o..n-\ente e.n 
~bV\.~o~ e.e tC.o.'V'\oS, ~ve.ti -oi Esto ce.une, t-a.m. hiitt \o.. ~'Wl~o\1e>1te. -
_-i:o..~en t.lo.l de.\ C!..O..\'\'\pc. C!..O.."Mlo1·a. .... O: e.rt formn. bY-us~ y no serci:. vá.li­
da.. \o.. ~urosic.t'én de 9"~ e.n ~o.do.. A\¡ -t:-Q.\ C!.omPone~te. ~s o.~ ro)(ima.do..­
'n\e"Ytte c.o'n~to.nte. 1'o'f \o c¡oe. ~ i:ierte que ~e:r mcú que de.,tvQ.b\e_, 
~o cle.vtvo.~~ ~e.be. «be-r <?o\1.tinu~; · .-ce.~t-o ~~ Q.b\'~vi~ d.Ce.í e,rtcio aoe. _ 
~ c.\ t ' l et' ~e.o.. de o.se e; • · .· ~ 

. Un e.je_mf\6 Je. <!..un/o.. ttlle. ~um.ple \o..s C!o\'\d.\cioYie~, s·e d~ en 
\o.. -t-¡ S uro.. 2.8. 

A 
- ... 

O" 11 
t.\ _,, 

t. t, .. 
, ' 1 , .. 

Q. b 
-~ ~ "g: (ta) = ct(ta) . ·. 

_., X. 

"Fac:r. 2S 
c..o~o se obsenlQ. ~'I'\. \cr.. f1'~unl, e\'\. esi:(). do..se. de ~urv~ se. -f:i'e."n.e 

un lV\<!.oY\.Ve\'\.\e.V\te, \°' ovieV\.-t-<U!.\Óvt no ~sta. blen d.cftn.id~, pues 14. 
pQ.r~e. .A esto.. ov,e.vl"t°'do_. t=>ºs'-t:-"':a.mente. ~ lQ. 8, ttt!<3o.tavo..vn.e.vt.b!. •. 

E'f> · e\Q.vo c¡ve. este. pY-ob\em~ ~~ p1eserito.. debiclo °" 9_ue l~ 

_ .. 

.; 



2.0 

<!orvo.. !.e e.orta. a. ~\ mism<\ eV\. ~\ pon to Jv\.., o en form.~ mO:s 
pte.c:.•so.. debido a. 9\Je e)(csten dos puvt-t:-os cl\feve't'\tes t~y "t2. 
en e\ :1ivtterioY" de\ l't'\tervoJo '[o.., b] 9ue bo..jo \o.. fon~lÓ'<l () r!e:tev-_ 

YV\.lV\.C>.n o..\ "MiS~o ponto t-1\. de la. c.u1v~. l> .!' ~oí ~ue pa.Yo.. evi -
t<1.v esto. a.mbi9üedQ.c!, ye9uev-iremos que G"' s~o.. uvi~ ~uno e.r:..,e.\ 
\V\.tevvo..lo $t.m\-~b1erto tQ., l:>). Note&e. ~ue \o.. 'Yl'/ec-t\vcdo..cl de 6"" · 
~e.,á: ~Y\ e.l \Vltervtl.\'t) Semi o.b\evto ~ no e)'l [~, b] / ~a. ~ue oJ. tr~ 
tQ.YSe de UY\Q. C!..UTV<l. c.e.yya.c:lo..' ~(O\.)= <3=-(b). 

Un<\ e.urvo. c.erY'o..da. ~ue. vto se C?ort:o... o.. s\ \'l'\l·~m.o.., es de -
'"'V' de.scv it-o.. fºv UYl~ fon<t1o'Vt ~(t) uvto-uno ~Yl to., b) / \<\ 1 t<im~ 

""temes (!..UYVO. c.e.rra.cio.. ~1m.p\e.1 E.jl!Y'V\f>los de e.s~s sort. toda.s. \ds 
<!.""v-vo..~ cervo..cio..s que.· :se h4~ -fv--a.za.do evt este. tya.\,o..ja °'- f!X -

eefc.i~vt ele \o.. f1'9oro.. 1~ que. el OV1o.. e.urva. cerYdc:ia. no s~m.p\e. : 

Ahov-~ :,& {'oclewi.o~ tdentift'ta.r a. \os pu~t-os ~ lQ. c.urvo., pues 
est-os 9ueda.n. c\eterrn,no..dot. fOY lo.. fuY'\c.lon vectoraa.\ ~(t) de. 
c.\ G.Se e.,t Í'<l.'/ee.tivQ. ·en fo., b) ~ bievt ert to., b1 , Se'3 Úvt ~ue se -
tr~te. de OVlt\. Q..urvQ. c.evr-a.da. o no • 

5 i no~ f •Ja.mos ev:.. o.l3ú.., vo..\oY' ~(to) donde t'ei 6 [o., b] ') lu~ 
3° -evo.lv o.mos e\ ~mpo V en ~{t.), esto es, c.a.\c.u\amo~ V(~(to))~ 
en:ronc.es c:.omo _(}(t~ ::. (X.o, Yo) po.y-<1. a.\3~V\ P.un+o (Xo~ 'io) pe.rt-e.tte­
C.\ ente C\. \o. c.urvo.. J \o que ho..l\o..wtos es 1 a. veloc.lclo.d o..soc.lQ..-
dQ. po'( . e\ C.O..VY\f>O \\,\ {'U\'\TO (Ko, 'I·) • . 

. E.vi 9eY\e rct\ oJ h~c;e'f\ \o. c..omposidÓn V(~Ct:l) 1 obtene -
~o!> .e.\ veC?.t"oV' veloc..ida.d °'-si9n~do poy- e\ ~mpo o.. <?.o...do.. t'tJn.to 
()('f) de lo.. ~U(\/(\• ... 

"Por otr~ t>G.v-t'e / t!.oM.o <t' es. de c.\o..se C} e,><l$te l«. de-
"'rl V~da.. i'C~)-:; (~'(t)1 <tJ,'lt)) p~r~ toclo t E:(Q., .. b) 1 vea.mos -
c.6vno e~- 9eon'\¿-·b•Cc..o.rñ~nt-e ,ecr;,-t.~. ve~t-or ~~t) ~Vl respee_ 
to a. \Q. -C,UY'1'0. (J'(t) • 

':Jo... que c.o.dl\ f>un-rn el.e. \6.. ·<!.o Y vo. e.coto.. do.i o por 

~(t) = (l)\(t), 6"2(t)) ~odeVY\oS ~V\S\d.e.Y'O..'\" O.. <?-G..Ól\. G-(t) e.cm.o e\ 
'IC:.~~y de f>e>S.(C\bV\ de.\ pun-t-o (\5'i{t) / Gi(t)J e.le \G,. <!.0'1V°'"' en 

..bo..se Cl ec:,-te ~e tfeY\e. \o.. +~·~uro.. ..Z<t. 



p 

F\~ . .2.9 

Rem.eJovi.~V\d.o-· lQ. deft'V\iC::t¿V\ a.vto.\{bc~ de lt-~t) con \n. fr- j 

<jure\, Q.q, es,cdh\mos \<>. i9o~ld"d: • 
~ ' - _... °5-'ct) :: L'm. .<J(t l- <t(t) - tlm Pct 

·e-.t t'--t -~ t'~t t'-t 
e 

Conforme. t' -S.e ~rroXuYlO... e\. -f:., -e\ runto (Q Se a.proxcmG.. 
o.. P ~ -e't"t ~ lf m.,te P&. tomo.. \Q. di.re~ción de lG. ~n9ente, 
Ft'~. 30 t':t 

tr'(t) 

f:l~.30 

A ,. .... , l \ _\ \ 
~ 'Ó\ ()"" Ct) e&t~ -e.n ~ c::tt r\'!.c(!..t6V\ ae o. t~vt9ceV'\te ~ lo.. C!.CJr~ 

en ~(t-). . . _ 
~· . Po..r-o.. de:\·e.vmlna.t e\ ~en-\-Cdo de. G'(t) 1 a\,ser\temos ~lJe. 

P-:.. ~Ct) ~ ~-= ~(t') <!..ovt t <..-t:' ec:, ~clr f> e$ UYltJ.. fºSlc.to'n 
oc..upG.dQ. o..n:tes ~ve ~' a..~( e\ \fe.c.tor P~ Seña.\~ en e\ ~ent-1'clo 
en.<que <r-Ct) O..\l'o.vtl.ct-. des(!.Yi~ie'Y\do \a. C!urvo. ~ ~stoSi\'\l,m-: 
po'<'tG.Y' que.' ta.V\ <:.eY-C?.C\ este <Q de P por 10 que. evt e.\ lrMl-
te ~ señn.\°' e't\ e.\ s~n.t\do eyt 9oe. ~e des~r¡be ~ cur~-= 

t.'-t .. .. ., ···--· .. 



b 1 ~1 ' ...... . SQ. ieY'\QO 9ue. G" (t) es ta.vt9e'r'l-\:e. <l. o. CL>\"V~ en ~(t) / f>ode_ 
. mos toma.Y' e\ veC?.to'<' -t:un9e.nte ovt1tosío T c.om.o zt'c-t-) e.\ cuo.l 
fº.., lo o.n-i:eY\rJ~ señG..lo.. en e\ ~entido en 9ue. ese. U~'Ctlll 
dci?sav\be. \a.. ~uYvo... 

'E.n tortees la.. C?..c~foV\ente to.nge\'\C.tnl 
...... -a. \ ....... d V{C!"(-tl) evt <!..a.Cjo.. t>Ln1.to 0-(t) e lo.. c.urvo.J 
~ -, 
V(crct)) • <> rt1 

11 ~'tt)JI 

de\ vo.\or de\ ea.mpo 
e~to..ro:' da.el~ f>or ~ · 

X. 

: . . 5olo ries ~lt-l\ ho.Ho.V' lo. expres\Ón C.Otr~r.pondiente <\ d. t es 
; dec:..tv- · ~uere..vnos s0:-l:>eY' a.. 9ué es. \5uo..\ dt C!.ua:n.do· \o.. <!.orv~ . 

e-o-to... cio..do.. pov lG.. fonitio'n . et (-t) • 
· Pa:ro.. ~~to 1 d.tvLdo.mos e.l inte1vo..\t> [o,, b1 po'f lo~ pon-tos 
ci:ta <..ti<· •• <tn= b / e~ta. p~<-C-tc.iÓn \\'\.duc.e 5obre. lo.. e.orv«, 

U'l\Cl. dlVlSlbY\ e.vt. vt o.re.o~ C..i. mectlo..n+e los puntos : . 
_... ~ -'e ' (J(to) I <J(ta) I • • • ' cr' tl\) e 

-... ' 



Tra:zo.ndc se9me'fltos de Ye<?.to.. d.e ~(tt) a. ~("tt+t) (:o,,.: .. Y\ 
~~ o'btrene.. UY\o. poli9ono.\ fCJ de. n lacJos. 
. ~ch'l o ln. loY\~Ltu d de e.o.do. s~9me"1to e~ ~ ~(tii-t) _ (t-(tt)}) l~ 

. lon5ltud l (f>) de. la.. poligono.l et. tQ. ~umo. cie es-to.s, \on91 tvde~ • . H_. • 

l (P) = ¿ ll cr(t,+1)-ct(tt)f[ 
l:o · 

'* Ahoro.., po'f e.l -teorema. J~\ vo.\or medio, se tiene ~ue : 
~(t~+ 1) - ~(tl) = ~lto) (t¡+I -tt) po.ro. o..\9on C\. "l:o f: (tt, tl+Í) pov- \o 

n ~(t¡1'1)- ~(tt) ll = ll cr(to) l({t, .. , -tt) 
sust-tto~~\'\do el\ ((f.') 'j 

. N•I l (f>) = _¿: !tf~to)fi (ti+' ~tt) 
- ¡=-o . . 

'E~c= \ ntu\tlvo.MeY\te <!.lo.v-o·¡ ~ue. c.onfo~ me e\ nÜm.e~ de lo.dos 
de \o.. f'O\c:9ona.\ O..ome.V\te, so lon~ltocl l(P) es-to.re( mcCs ~róxt'm~ 
°'- lo.. lovt~d:ud l((:). ele \~ C?Ot"O.· . 

/ 
Como e\ nÚYY\erG ci~ \o.dos o..um.~nt~ cuo.V\do e\ num.~Y'o \"\ de. 

f~~~~S c\e lá..~·~'cu~iCtÓY\ ··~uMe.\'\t~). '\'\~C.e.l.l~0.'0'\0$ ,\)e_ "r\.-+a:) f'e-
1. '(o d.e ~a.\ fo''n'la.. ~ue.. 1:-odQ.'9. \~s d.i~-f:-c:\n(!.l4..S e~tre. los ~nt"os -
. suc.e!\\l'OS tt, tt+a ·b e.vi.d.a..n o.. o, -rue.s ~ocino.. ser que.. n .. co 
'~ UVlO. de d.\cno..s, d..Cs'\'t>.nei4..S fe,~ne.c.\erl.\ ftj(\. ¡ 6..St ~n los rol(-

. ; so'(l05 Se tenc\Y\Q. Un. la.do, Cont.OYl ~ tbdos1 <!.on m.o.5nc.tuc:1 <!.onS­
'. t~1\.te 1 lo qu~ lYY\.ped.tr\Cl <:\.\C!..4..V\.'l.O..Y' h \on9\tod de \°" a.ur"~. 
. fh.r°' e.~pe.~lfic..c:\r \o dV\te.r\or, en e..a.d°" ~a.r-ttc.\Ón f Ylo~ f t-
jn.mo~ en \a. Y1\.~tm~ dl&to..'f\Ü~ ~u~ ~e. obte't'\90.., ett dec:.\1' en 

' . n'tO..X { ltt+1-tcl,, i.=O'" •• n} _ ~ f>ed.¡m.o~ que \4.. ~uce~ión d~ est-ClS 

: d i~ta.Vlc.in.s mMlm~ i:;¡enc.\n. o.. e.e.y-o. 

i M~ lti+l -. tt \ } -+ O • 6,t o ~e o..lne vlo.. .!t.:.leYI el.o e¡~ e. l<>. -
, t:.o , 
: vtormo.. lP\ tle '\o.. P°'~-tíc.toY\1 ti:e.nde\. ~O. 

A~\ / o..l tom.o;r e.\ Umtte ~e. \o..s \ovi.~\toc!es ((P) C..u4..nclo 
l PI~ o ~~ c,\,Hene \o. \ort~ttud lC~) de \a.. C!.u-rv°'jlll 
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- .. --·-·-

((f:) = ltni f §¿!'(t.)// (t¡.,-'l:l) = lím l(~~ r;~'{t);~;- * 
n ... oo &:.o /P/-t.o J ' 

fer lo 9ur. expyeso.Y1clo la. Lon 91-tucl. 
Q. 

cJ e a.,_ Ce> l C.t> m" fu n ~io>? 
de t , · t-e>1emos : t . 

2tt) ~J lifu¡//du. 
4. 

y ele a.9vt': cll = l~t> = //crttJ//clt 
/CJe9o Sus't1tuyendo -e.n la fórmula... ele la. c.ire.vla.cilYL, 1t1s ex.-

· rresioYleS obtenlda.cs.: ·· b .·· 

1 j" """'• f : fv<._,,. rc,,,,, c1z = -v:r~{t»• ~(tU 11~·ctil at = vr.r(tl)· itfoJt 
. .,. n~~-1:> e A.. - tt 

J./emos ha.lla.tlo un4 formo. f!Xpl/c1tc( para. &lt.ola.Y' la c.4revlo.e1'o1
ri 

en tmQ. · ecJ rva. ~erra.clci. Stmple • Para. mcstr4>-" Ja. qpft'eaelo'n de esta.. 
fó1 .,.,.w/a.., clClr~Mos urz eje.mplo • 

. Ca.lwlerrios la. eirculo.e.ióri. _pe/ e.a.mpo cJ,, veloc.iclo.cles a.. lo . •. 
: lo.r~o ele .vrJa elc·fse ub1:c.o.clo.. eri un flu.'clo c.ori movt'rnierzta.-clreu-
l4r vnlforme en e/ pla.Yio, Í-/a,. 33. 

¡ .... -. u 



'E. l C.O.mpo de ve loei do.des del 'rnovi m lento c.irculo.T' un 1 fo ,,.;.e., 
esto. do.do Pº" Ycx,y)::: (-wy, w:ic) <:en w Consto.rtte, ~ <!ons

1
'de-

1emos que lo. elipse e~ lo. 'JO. C!.onoddo. o seo., lo. descrita. por 
. ll\. funci6n: . 

Cftt) = (:; eost, 2..S~Y\t) eo\'\ tE: ro, 2-ttJ, lo. C.octl 

e11tn. ot 1 er\"ta.da. f'oS 1t1v ""'ente, E 1\ +onceo. la.. C!i re.u lo.cio'\'\ SeY'a'.: 
b 2.rr . j Y. rli 1V-(~tiJ· lr~t) dt =jvf3e..t:, .is .. t). (-35cnt, %e .. -t) dt = 

Q. o 
.2 rr 

= j<-tws .. ,+, 3wt!ost) •(-3Scnt, 2.eo~t) dt = 
. o 2~ 

2 
,. 2,,. 

11 

{,, zr 
=f'-w(5•n~t+Cósf..t)dt =f'wclt = 'Jrít ='wtl= 
o () o 

= ~ w (~Y<-o) = Jt., trw . 

As/., po.ra. est-~ el1'pse, la.. cireula<!ibn del <!.o.rnpo es ele 
/2U- veces lt! ma.9niruá _Je la. ve/ocú:la.d artjular w. 
1..A CiRtULACtÓl\f J:N C.UR.Vh5 CoN ESQUINAS 

-

. 51 ~n \u90..Y1- de ono..C!.orve\. S,uQ.ve, &\n esqoin<ls, ~e.tiene unct 
- C<>tvo. fovmo.d11. por uno. lrneo. 9uebro.do. / por ejemplo U\'\ cuo.drodo• 

¿ e,; rn• poch e m.os ~l e_u l11 \" la. e1 re.o lo.e;ó n en este ti ¡Oo de curvo./~ 
"F f G 3'-I. 

"Fi G· 3"1. 
--. ' 1' 

. ~ .. , .. : '1 ' ·.~ 



. _,;:_. . ·. ··• '·"'···· 

J>e \~~ f19u..,..a.s a.nteTiores / lloeóe. observa.rse ~oe el Úm'c:.o pro­
b\emo. ~o.ro. t-Lo.blciY- de. lo.. <!.trcv\G.<!.\Ó" se pTe~ent.-o.. en la.!. es9ulna..5 
o p1 e.os j pue ~ o..~n "ue ~n d.\c.li.o& runtos, e.\ CA.M.po t){ esto. defi­
V\\do, VLo e.Xt$t'e \o. -l"O..Vl.~en-te e:\. \Q. <!.orvo. 'I poY' \ 0 -t:o.vtl:o vto se.. . 
-t 1eY\e c.oYYqoortente to..n~enc.to.\. de\ C.O.\'Y\f>O. . 

E\ hee.ho m1 &mo de 9v ~ -e..n \o.s es~ut V\O.S. nb !le -t-en90. co\ll 
portevz":e -4:0..n~efteía.l d.el ca~po 'V(x.,y), noesi d~ UV\O. tdeo. po.ro. _ 
ha.\lo.-y- lo.. c.trc.u\a.c\évt sobre lo.. Curvo.., pue!s es't(). se podro_'ttono­
c:.e.1", co.\c.u\o..V\tio e\ tlulo ta."'~eY1ua..l de\ c.o.mro sob~e. c.o.tlo. f>O..Y'­

t~ de \°" c.orvo. eY\ cu'ios ~o'f'\tos s{ e~-to. def tYli d (l \o.. to.n~eY\ te. 
\ ue90. somo.Y\<lo es-tos fluj~ J es c\a.yo 9ue oloten.dycmos lo.. e.treJ 
l~(!..t:Óvt ~olor€ todo.. \o. c.orv~. -

. Lo.. descyifc..íc'n de uno.. C?.IJ'fVO.. o..,( 1 Se ho.c.e. po..rte. pCDr 

, po.,.--\:e e' clec.\.r, m~ d.lo..v\"te.· uvi~ func.ícs'V\ qu~ seo.. de. d<lse. c.• e.n 
c~d~ p~rt~- . 

CoV\ (C\ ftY\ tie l \\)~tra. 1' es-to, veo.mo~ e.\ p roc.edi.miento 
P~"'o.. c.o..\eula.v \o.. cüvwln..Q..lÓY\ e.n \JY\ c.uo..dro..óo, _ 

1-a. func.t ~Yl ~Ct) que. '('l.oS de~c.v i bo.. <t \~ wrw.. es-tel-r~ 
C.oyY\. ú~~to.. poY' c..oo.:tro fuY\~lt)'fle.~, e.o.do... OVlO.. desc..Y'~b\e.Y\dt) un \~ 
_, ~ \ c..uo..élyo..ci6 • ~e..o.n ce, 13 1 "t ~ r'l, ec:,~o.~ c..uo.tro fonc.i.c'(\es 

, a.o e ' 1 \ 
. toda.es. ele c.\o.se C: • 
' t As( ~(-t) :lo., h] _.IR: deftnicl~ c.omo ~ 

-Oc:: (t) ... 
~ (b (t.) 
(J(t) -

°1'lt) -vi (t) 

• 
~\, 

~t 

s~ 

~\ 

O.'t4 b, 
b.~t ~ bt 

b,. 't -6 ba 
b~ ~·t '!: b 

C.o't'l.S\dero.ncio 9oe c.o..do.. · t~do ~e desc·dhe. E?'fl. el SeV\ttd.o po-
'5\·Hvo 'f que pov- lo to.nto / e.l 0.J~d.,o.clo 9ued.o. ·des.c.v\t-o en e.\ 

'i&eV'\:Hd.o pos\i:hro, -e'V\.tOY\C.es lo.. C!..trc.~\a.<!l6Y\., ~obTe. ~I, es~ 
. I ~ ~ . i V. Ji- ·=f Y. d t ~¡Vrrt(tJ). d. 'et> clt + f~(¡<t1). %'twlt + 

~ a, h3 h, b 

+ f .Y'( :¡Ct:J) • -:¡. kJ dt + f Wif.cti). ~'et> clt 

b~ bJ 

•"::fi\~<) 

2.6'~ 
... ··. 



\ NT E fl 'PR. E\ A C.l Ó N O E L/\ c:i R.c.U L/\<?.I ÓN 

E:tJ C.h.SCl~ ESfE.C\ ~LE 5. 

Ch.SO .L_ e;,¡ v.T -:f. o po.ro.. todos \~ puY\1:os d~ \a.. C:.u'f'VQ., 

Como e\ c.o..mpo de ve.loe.\ do.de~ "'1 es c.ont' noo 1 e\ hecho 
de que v •T ~e.<:\ d\fe.t ew~e de ceY"o po..ro.. ~odos los p0ntos de \C\ 
e.ot\10..I lMpl\CA qye V.=f V\.O C.O.m.b

0

\G. de Signo °'-lo lQ.f"90 de 
t~ Q.c\'VO..i e~ de.c\Y' que O S¡entp1e es foSl'élVO o ~\eVY\.t>Ye es 

nes°'t\vo. 
Ahoro. de lt\. \900.\clo.cl V•T = n vlll=f~ eo~ e = ll vu e.os e cott 

o ~e~Cij"'~ se _-HeYle. ~ue v.T>O sblo s,¡ e.osa> o y esto 
DC..U'f'f'C ~olo ~\ 0 ~ Q <o/~ • . 

Por lo 9ue v.T es. PoS•tlva c.uo.ndo e.l clVl9olo 9uc form 
tr'lC\. el vec:t-or V(1<,--J) ~el Ca.VYipo CoYL \<\ to..ng ertte un1ta.ri<\. TOc, ~) 
es \9vo..\ o vno..'jor 9ue 0° y Menor 9oe qoº c.omo 'be muestra. eVl 
lo.. .f-,'goro.. 35. 

~\<":t. 35 

.JI/' CoJV'o.. de&C'f\to.. en 
e.\ coevit\do pos\thro 

27; 

E:vi e"bh>.. ft9urG.. S4'. <>i.pre.e.:\O.. q,ue. lo.. eovnrone.ni;e de. VCx,'J) - : 
to..V\<jt?V\te a.. \a._ eu'(v~, 9ued.C\. evt e.\ lo..do ~\'\ qoe Se.Yla.l~ e\ \fe<!.- · 

tor t-o.n9e't'\.te TCx,y), ~ est-o \'O..Y'G. todo& \os t>uY\.~S ele \~ eurv°'-• 

ror lo ~u e e5 c.\~ ro 9u e en es te e.o..~ : 

{Y. Ji> o 
e"' 

I \ L _...a. -f;" · '1:vi tovMO. o.no..090.. ~e~otré,evie. que Y·T e~ V\e90.: "'º 
e.u Q. nd.o e\ o: Y'\ C;\ oto lf" e ~, m<t "(t<, "') c.on T (x, 1) a: & vn.o..yo r '\o e q o• 



"C./\- eo t'\f4. de!>cr l. ta.. ~V\ 
el SeY\i::1do pos&t\vo. 

28 .·· 

C::..oYYla ·se.· ctib~evvo.. en \o.. fl<avY"o.. 1 \o.. c.om~evte11te de V(~, y) to..n '- ... : 
<JeY\~e Q. J.o.. C\Jrvo..1 e"&to.. ~n e.\ \o..cio evt que ~e.Vio.la. el vec.+or un.C. 
-t-o..~C.o -T (x,'J) opo es;-o o.. T(x,~), e.s-f:o e.vt tocios lo& fUvt-tos Je \¡ 
C.UYVO..' fOY lo -t-a..nto ~ 

¡-~.cJt <o 
le+ 

,,. :!>vporzt'enJo ?Oe e.)1. Q.rrtbO.S $/fUO.CÍOYleSi Se tte>1.e U)t{l -

lle.vrva. ma.ten'o.l 1' y ~ue -:sobre. ellQ. se. monto.. Utt(L pequeña. esfe-
1' tta.. móvil1 és-to... se rnoverfo.... Yec.otvien.clo /4 curva. et'l el seri­
-t.'td.o erz. que e~ c:lescr1ta. o en "::>en.tido <:!.c>'ltr.Q.rlo 1 seg[rrz, 9ue 
lo. <!.trc.ul4.eióri se.o.. pos1~ivo.. o ne!Jo.tlva... -Yef.peetiva.merJte. 

"T'. J... .j.- ' t t ., 'l I 1cV\.3a.cs.e. 1=>ve~E?rt~e. ~ue es.·L~ \Yl erp1e.. O..ClOr\. &o e> es va.-
\ \do.. ba..jo \°" concltcl6Y\ d.e C\ue v.=r =f:. o en t-odo.. \(\ curvo... 

~A SO 2 . _ ~¡ V.f:. O po..ro.. .-\;ocios, los rovitos de \o. -
C..UYVO... • 

-.. """ \...o. l9uo.Jdo..d. v.'T- o ~\9nif~c:..o.. 9ue V~ T 50Y\ OY'to-

30Y\o..\ec:,, F~G 37, ?0'f lo c..00..\ \~ C..Om~oY\e.V\-\-e de. VÓ<t''I) ta.n-
3eV\.te o.. lo... Q..urVG..' es V\\J l~ Y e&-t"o f'O..ro.. 1-od.o~ \ocs- f>Uvt-t-OS 

de. \o.. W 't \/'(\ ' e. V'\.-\:-OY\C.e«$ ~ 

fv.11r: o 
. e• .. ·. 

_., 



"""'- Esfe."t\ta. en 
-repo!1o 

""- e.o rvo.. descoto. en e\ 
S~V\.ti clo ~ot»lt ivo. 

E\"\. e~t~s C!..OY\d.~c..\0V1.~S, lo.. esferi t-a. ubico.da. en\°' C?.untQ., 
· pev Yrto..Vl.e.ce ra. en 'fe poso. 

La. ro..zó~ de 91.1e ~\o eY\. e~-tos e.a.sos es peQ..\o..\e~ poda.mos 
d.o..v- uno. \vt+evpreto..~lo'vi d~ \a.. ''~\fc~l~dón'~ se debe ~ ~ue és­
t<1. nos fYºfº" c.tovi.o. o't'la. ''1.for mo.et on 9lobo.l de. l<l.s &Mf>OYlevi­
t-e5 de\ C!.a.WLfo ~obre t-ocio.. la. C:.orva_ ~ V'\O Yl.OS. d.íce c:..ómo es 
v.T eY\ e.a.da. t>unto, es decir 9u~ ~<5\o \'\O~ do.. UV\ 'Y'e.~ulta.do 
\'leto. 

Z9 

•'' 

'·.:: 



EL TEOR.EM/l DE GREEN 

RELAC:.tOt\/ E.IUTR'E LA C.tflC.ULhC.lCN '::J lh5 VO~Tlf.IDA..DES 
EN El 'PLANO 

J) a d.._· una w r va. <!.ual ~u i el'll , dete r rn ivio.re mas lo. relcH.i óri " 

eYlfre I<> cu"reulao_ióri W<lndo la eurvo. ~e deseri be en un sentido, 
y lo.. ~i r<?:.u f o.ctión C!..uo.ndo ~e des<?.ri be. en Sen~i do <?on:tra.rio. 

, 5 e~ C. !o.. <?.m·vo. de lo.. f i3urq, 38 

5 

A 

... T rQ ,_ <1.d a.• e. n o n f lo o' el o "-U~ o c:O.l'Vlpo de. V e loe.¡ d<lc:l es es V (ir, Y) • 
. , . . · • ,. C...n.,, id e T em.os • . pr1 "'e'" vnente lo, <?.o rva. de:. o. n ta. l!o ri 1 a... - " ·· 

~.,-\ento.Q.iÓvt de A ~ 8 / 'Fig. 39 ~ • 

8 

V(x,y) 

V(x,y) 

A 

Fi e;¡. 3.q ~). 

" ... . .. ~ '., 

.. ' : . ' ,,:' ' ',. ~ 

30 



1 

1 

' 

~~-------.......... 
. p., sevnos cdio ""- a. la. .f 13 ur ._ 3 q b) ., en esto. se observo. ~u e en 

~ el mi•vno ¡>u>'lto M. 1 el veo.to,, -!a.n9ente l"e11 ti""" se.,tido "<>ntrc>rio 
Q. TAs ~ ye> 9ue el veotoY' Vcx, ~) del O.O.mpo ~• el "'i•mo h1depen -
cl

1
.,.,.¡,.,,,,e,,te J.,_I Ml'ltido ele lo Curve¡_ J se tiene 9ue el va.lo,.. ele 9 

' este> €." e 1 ¡,, +.:. r V o.\ o ('?,¡, I 'ir] 4'<>r \o ta. n to V~ TBA '< o • 
P. 

l ----- -'-- l or otra. pa.rte, es e o.ro 9ue Y·Ta.. y V
0
1j.

8 
tienen o. rnis-

'\Yl.o.. 't'no..9vutoci, por lo Q.uCll : 

evi el ptin to M. 

- - . 
O de o-!:ra. for rno. 1 yo. '1ºe j><>ro. <!.uo.\qui er .!'Un to se ii en e que · 

Te11:::,•TA5 en-lonces par \a.s pvopiedo.c!es del producto punto, 
~..... ~ ~ ~'""' v. TeA = V.(-TAs) =-v. T.Aa 

po.~ -tocio• fo s pcmios de lo. eo r ¡; Cl , De ª9º { 'lue lo. y e lo. eió'n ele. 1 <IS e tv C?..u \a.t.i.one..s es : · 

es-to es : 

f .. ~ _(,-d .. 
Y. J l :::: J ¡r. l 

8A AB 

C' ~'.'<! t U 1 m 05 pu et., 1º e la. t!.t te u l.,, e(,{\'\ Co. \.._,la.da, en vn s.! l'l ti do 
-t "'-ne la. >n l •Y>! e> M.o.,<i n \tu cl 1ºe lo. et re.u \M lo' ri <!<>.l to \a.d<1, en sc.nt( el 

0 
c:!:>p~e~to, pe.Yo '-ól1. ~igno C!.on"f:-ra.do. 

31 



vc7','1) 
,' 

, 
; , 

FJG.40. 

? rte'l•11d~ Pº• lti•o.m"'lt& y 'tro.t.o.Jo." en '"' f lu( do """ 'c!.o.mpo ele . 
ve.loe.• da.d ... s \r(<, Y)• :'>1 lq surerf1"cie ~. e\'\cerro.da. l'or ~ se f'llr~ "11 

d 
0 

s Col'\ u l'lo. lr 11 e.et, un i e vtolo los puntos A y 8 ; Como se a.p ru.i a. er¡ 
la. fi9uro. 'U,. "'e obto .. ,...,., dos l'luevo.s curvo.s Ce.rro.dcts ~ 1 y 

8 

e, 

Flc;. 41 

~.t 1 Ceo.do. un 11. oro en.~ <>do. f'ºM ~' va"" •n te ~ te.,; "'"'do """"'º po.rte. 
co'm.~'\'l a. l"- lí ne~ AB pev-o desc .... it-Cl. en OYl. set'lt1' d6 po....-o.. iC\ C!.ur­
vo.. ~. y e'1 ~e.vittdo ContvQ:do po..ra. \C\ C!orv~ ~z. 

Veo..'ml!>s c.óm.c se obi;e.nd.-( t\ lQ. <!.lre.olo..a\¿vt de e.a.A~ on.o.. de 

.;¡ •; •• 

~CJl' vo.s • 

J:>e h; .lo a. 1 o.s es qui na.s eVL los· '!''"' ~o.s A y 8, la.s e.o rvo.s ~ ~ y 
~e de~c..,ibirdt'\ ~or f><\.rtes os.(, to.. C!.1rcult\.C?.\Ón en Co.dt\ c.

0
,.. .. 

<:.e.na.da., ser.( lo. Sumo. de. la.s e.1v~ula. .. iones CY1. la.s pa.r~es, 
· fa.Y"<\ \~ C!.oTv~ ~.. ~e. ·b ene 9uc: 

i V.Jt =j¡t;Jf 1_v.r1t 
~ ~ A8 . 

.J ra.rQ. lt\ C.UV-\f~ ~ t ; 

.. , .~- ' '' ' ~ .. 

;~ 

,, 
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=j.c1tf_v..1t{v.c1ij~-Jt = 
• C1 A6 C2 A6 

==f.r1r+¡;;.Jr 
e, Cz 

Pe'f'6 -e, y c2. fe.\" 'l"Vl.O.V\ o.. \o.. e..orvo. . 'CX-\:.e'Y'ioY"', re~ _lo to.Vl-to \o~ 
dos S.\JY'Yla.\"'\Jo5 de lo.. de,cC!.lnQ. C.Ons·btu~en ~ C!..\rc.ul~~íón 

\ 5obTe \o. <!.oY-\1'°' ex:tev\or ! 

\.lemo~ .,bt<>nido "-S(, ~ue lo. som" J,. l .. ., e.i•wlo.o.ianes ~re \"3 
c..orvo.~ c:..eno.da.s ~. y ~2. es 1'9uaJ o.. \o. e.\t"<!.o\o..\!.~a'n :!>obre. lo.. <!.urv~ 
c:erro.c:!a. -e.x:'4:e:y\or ~. 

5¡ en ve.?. de.. f>o.d;\.f't ~ So e.o.,,_ uno. solQ¡ ,·\[ne~, \~ divid.¡ _ ···~ 
M.o"S con vo.y\<15, 'F-i3. '42., f?.yttonc.es Se fonYJo"'- Va.ricu <?.urvo..s c:.e.­
Tr~d o.s J -toda.,_ o• leV\to.do.s pos'1tivo.mente y en. lCls <!.oa.le.s, la.s ,...~-

'.,_.:' 

' ;. 
if 



,_ch.o.~ ra.h'la.S Se <?.a.nce lo.ro.'\'\ 9ue.d~V\c\cnos untli.me.nte lo.. t!.ir~lo...-­
c.IÓvt ~obte. \o.. C?..u,-va. e.xtedor ~. 

~n gf!.ne.ro.l ~\ se. ·be.nen e. I IF"Z., •• •) ~k e..urvo..~ c:e f'T"O.~o..s 
c.on-=.tru\c:lo..s. C!.omo O..Yl.tes, e.n-t:-oV\c.es: 

le 

Í V.dl = '? lv.c1t 
~· . t:¡ J~l 

34 

Ahora bien, c.omo \a.s VoY"i'\ ci da.des Son fe\'\ómenos loCQ.\e5 e.n 
c..a..do. pu\'\to, fCl.ro.. \,Cl.\lnY" la. Te\o.c.i.Ó"l e.nt:Te. e~to..s 'l \Q. ~freu\o..,­
c.\ÓV'\. eV\ l_o.. e...urvQ. ~> &ca debe c-fe<?.tua.r un. tToceso de l{mite . 
<!..OO.Yldo e\ .vtÓmey-o de. e..unro..~ ~¿. tievtde. O.. \nfinito 'I el <Úe°': d.e. 
lo. Te9\ón 6.co-ta..ÓC\ ~oY' todo..s ~. Q.o..do. O\"\o.. t ti'eV\de. o.. e.e To• 

i'or C..OVY1.odido.d J~vtd.o.YY\os \o.. Supe'l"fi'cie. So a.cota.da. por ~' c.on 
"V\.uaho..s \[nea.~ 'vtoriiont-a. \~ ~ ve.:d:-ic.o...\es +o..\e~ 9uc todo..s CZ:.ean ~uer­
d<l.S" de. ~, ~n'ii:b u~ ende de est"<l 'rflQ.Yl.ero.. u\'\. 9ro..V\ \"l.Ú\'V\eY'CI , N , de. 

fe.9ueY\o.s 'Ye.e?. ta.n 9olito&. 

~¡ t-ra.io.mo!i. un.a. C?..urvo.. q"e eneierve. a. Todos ') 'bolo ~ los 
.. 1~c.-tcrY\9olos e..om~let-o.s, eV1. 3e:ne'f'd( dtch~ ~rV'Q. ~re( un<l ~o\iscina.l 

~ ~ue depevu1e Jet nÓme.ro N, .esto ~e tlu.5tr~ en lo. f1'guro.. '13 • 

. : • .. ~· ... ,. . .. 
. .. , 



Es t Vl-!:u1t1va..menie dQ.ro 9ue. l?.~da. vez ~ue: e.f \1..Ú01ero N de "te<? tin-
3 u 1 os , t!<lnstr o id os """- Coe r da. s ~ ¡g, Q. ornen te , lo. O<>r va. '.í'>., se. o.p 'DI<¡ -
MQ. c_o.Jo. vel. m~s e.. la. Curvo. (: y '!>i~Ulendo un. de•o.rrotlo ctYlálo~o Q.l 
ott \e za.I o pa.ra. dei:er MÍl'\Q.'I" \o. 101191 h d de I" l!.o rvQ., se ti ene "Iº" en 
el l(mH:e·, <.oo.ru!o N ~eo 1 I" cu.va. f<l. Coi.,c!de eon /:. · 

f'or lo <:xpueato o.ntes / S<>bemos <¡ue lo. ~elo.<.IÓ., eni:re f <\ <?-ircu­
la....ión Sobre. ~ ~ l11s c1rcula.c.icmes en lo~ Ye~to..,3ulitos . Ot, 5e expre­
.s~ c.on l<\ i' 3 uo.\do.d : 

N 

,{¡;, Jl == ?tv. Jl l' t:f ' 
JÑ Dl 

" N~s. 1 ntere>Q. <!.ovl•te r oómo_ e... lo. e; r0<> lc10i6 "I Íaf Jf t.oa. ndo los 
re..c:t lllt~ulos Ot :!>Ort mu~ pe'lº"""''S , e" cleci.r e.u o.nd: debido ;,. t.. Oon- . 
t i rw 1 Ja. d. de.\ e.a. mpo , 1 o.s ve loe( J,.cl<!!S ""•ci<ulo.s \"' v V O<, y) o.a.m bt'Cl 

11 mu~ .~e.o e\1. lo~ la.dos de t?Ad.Q. r'-C!.hinsolH:o. 

1-1 "".J"-M• s e\ a. \'lÓ. \is t's . e.n ~no C!.uo. \9 u 1 era. de ellos , F1<.. '14 , 

T 
------ L3 

AY 

1 Lit Li 

E ------· • 
L1 1 

• 
1 
1 

Ax .. ~ 

. ........ 
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¡.¡ ~ ci end o 011 O. r 1 i Mero.. "f 1O><1 YYI<> ei o' YL , C!.o\'I S j de ra MOS ~U e .J "4m po e S Co~ -
t-o.vt te en los l<tdos del Y""-tcÍ 1130 t., esto Se i lu•tra. en (., .f 13ura. 4<t, er¡ 

l" ~ue •e ctpveeio. ~ue. la. V~o<i d.o.d C\So<io.do. o. los lo.dos del ret!Mn9ulo -
e$t-o. da.do. \'ºt el Vector V(x.~) =(V:<, Vy) y que 111.1 C!o"1po~e11tes 1:o.11~e!l, 
c.io.les "'º" V.:CE), ~(F~ -~(e¡) y -Yy(H) donde E, F, c., H "°" puntos -
<1.<.>o.les9uter<1. e" los lo.dos L1, L2 , Li. y l..t¡ 'l'este•tivamente. 

A,,.¡ 1 o. ci r cu lo.ci .'"' e" e.l l <1.do L1 e~ V:c(e) AX, "" el l o..do L 2. 

es. Vy (F) AY / en el l "do L 31 - Vx:Cc.) Ax. y en e( lo.do L1
1 

-Vy (H) AY, En­
-!:011ce s lo.. ,,_¡ve.o l"c¡,;.., ~prox 1 mo.do. >.ohre el ne~,¡ .,

3
..,lo es: 

f v. df ~ V;c(E).dX f-'l&(F)4Y- ~(C.JLIX-1'.Y{ll)AY::: 
ª :::: [ \f.x.(E)-~C<>il A:r: + [ Vy(F)-Yy(HJ] AY 

La C.oa.\ c..on e~h\, a.pro><t\'r\o..ciÓ\"\ / ·e~ cero. 

1- O. Y<t~Ó'\ Je tener Uvt 1e Su\to.do 56lc. a.prox IW\a.Jo , SE! debe C1. que 
e,, n.,, i de ro.. mos el ~ ""~º """"o <?on sto. n te ~,,_ <!o.do. lC>.do def 'f ee tá'. n S" -

lo· Uvto.. vnej •r ~l''º"S. mntio'.., 1>oede ~c:e~se t.i pecÚmos ':!'-'"- eJ 
e,..""'~º de v e.\od do.des VO<.y), Sea. d ¡fe• eneia.ble ~ c¡ue sus d:e rlva..­
d "''S 'Sea. n eonti vwa.s / y o.. c¡ue a.s. Í l'ºd e mos t-oWl<I r en Cuen t.._ la. VQ. -
y i a.ció" que so f re vt 1 ~ l!ome?n evt +es t-a.11~ en C!i oJes a. "4uso- el.e !a. P<t 
9ue.V\.a.. VQ.yio.ctio'n de.\ Vet!.toy v. 

To.... o. nclo los f><>Y\+os EO y G, de mo.n •ru. ·1 u2 hn9<ln la. >n fsma. 
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Cl.bs eioo.., e~ e.l a..Y'O c¡ue : Vx. (G) ::: V..: (.E +AY) P"to. ot .f tja.. 

Por otra. f><>Y-l:e, yo. que el "-"'"'~º -es <li{ero.ne(o.ble 
/ 

podemos "-a.I- · · 
c.ulo.r 1<1.. t'Cl~Ól't do. va.n'a.•Un d., V"' Co'I\. Yespeeto· o. Y por meclio de: 

ltna. Yx(c+AY)-\li:(E_l = ~ 

y C.OWlo 

_.9V~ e.s 

ª!'J. f ro i;Jc.ic.to 

~Y~o AY ay 

lo.s Je,;¡ ""'J o.s So\'\ · «> nti nua..s, pode"'º g o.ons i dera.,.. i¡ue 
C.Oh~t-a.nte e.Y\. Íl":J J lu~o lo. Vo.rio.c.lón total de. v't ~en( el 
.2.Vz_ A') entoY\c.e~ : 
Q~ I 

.· . •t V 1 ~ 1 

. . ' . . . . . . . 



.··~ 

Ario.\090.men+e., tomo.ndo les -put\~os F y H <on la. vntsvna. ordeno. -
d.,. , o.l o.nn \, zo.,.. lo. va. riuióri de Vy l'>obre el eje )C , se loa! In que : 

oVy Vy (F} ~ Vy (J-1) + ~AX 

Vy (F) -Yy (H) ~ ~~ AX 

~ mo\~1p\,c.o.'l'\do por Ay: 

. [VyCF)-Vy(H)]Ay~ ~~A:x::Ay 
E.Y\. lo. ~Yimero. o...~rox iwio.ciÓYi tentG.mos 9ue: 

f V. cJT ~ [V:c:CeJ-Y.:CG)) llx + [ Vj(l=)-Vj(H))Ay 
a 

f e'"° o.ho t <l , s u s t.1 iu ~ e nd o. la.$ e>< pre& i ~'l~ s de.
0 

lo. ele reo.ha. po ~ !<>s tn ej o ~ 
'"Y~S o..prox1ma.c\ones Qbte.n,d.dS, e~c.11btmos, 

j Y.el[~ - ~;~A:rl!y + ~~4x'1y = {i~ - ~jAxay 
a 

ótro vez. e/ 7esolto.rl~ ~ o./''º"'""'.lo por ho.bet supue:;io ')Ue 
. \a.s y 4.2 o ne S de VO. Y i <lC!.¡ OY¡ dV~~ 'J (W%.lC e YO.vi "°l'lStnn'/;eg en 
lo:;. 1 rt +e r vo. I os '1 Y y A :X: -re., I'""" ti vos • En tone es \.._ Q ir cu lo.clo'n :so • 
bre la. Corvo. j"N !i>erd: t>él. "'f'º"'""a.clo.men+e l .. SuM.Cl. de. es.-tos N vo.\ores, e, seo. ~ -

[ V.Jf ~? ~(~- ~)4X¿A~ 
~ ' J . 
JÑ . 

. f'o.ro. t-odos los t, j t .. les. ~ue el Tt.1>to.n3u\ito Otj esto. l!órrtplet:a,.-
m ente deri ~-ro ele. lo. pc.l\3o~~l. · 

l..o. do\, le '!>u mo. tci10. Se d.e be o. , "~ lo~ hui.ices l, j í•e vw­
'm.e ro. vt o.. \os l ... dos d., los v .. ,, .. ~ .... n3ulos J Corren íru!epertol.lenl:e Yrlen­-te. 

'E,; ta. ''"tTº>< i"" o. ti ó" '$<!YO: ca. do. Vez ....,. ejo r "° n. fo r rn e. )J <l.U -
'\"l\<on-le 't o.m.\,q~ Axt y llYj se '1.o.~o.n P"'lueña., J f>•r lo 'fue en el 
lt mit e l!.ua.n do N -. <o y AX¡ --. O / .ó~ --. O •e i t'ene / Q ljua.JrJQJ: 

, .. ,1--rJ''"' _ ltm ~ ~ (2Jt ~-~).dX·A" V• l - ~ .. o ~ ~ a~ au ' "J 
~~ ... º c.:::1 J ' 

.... ·~ . . ··: . . . .. ' 

. . . 
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"?ero en el U m1'ie / de-te tmi na.db po,.. \o..s -Cv~s Cond.¡ C?.iones, t~ 
C!urVO.. ~ €~ la. <!..UYVO.. ~ "n'\.Íf>mA, foY lo 9ue '-'1'1 el lo..cio 1'l.qo\erdo de 
\.o. i.guo.\do..d., ~ea.~mente S:.e tiene lo.. C!.lrcu1~t!..iÓn sobve /;. '1 en el \~­
clo det e<?.ho uno.. '1r2:t~9y o..\ do\,\e • A'S( <!ortQ.\l)í mo~ 9ue: 

cloncle ~ 'Ye.p1es.e.vita.. la. un.to'\'\ ele ~o ton lo. C!.CJ'l'Vt\ J:. 
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LC4. e..xi~teY'le..lct ele. la. c.loble ln-te9'ro.\ e'i>-t=o.. ctse.9o'ro..d<l. por \o.. Co'l, 

t~VLuidClt! de 'OVJ1Jx y de_ ~~!l • E~-t.tl. \nie9~0.\ 9"C!.dG. eo..\cv\Cld~ 50 • 

· bTe. \a_ UV\.\an S de \o.. Svr1.Yfíe.ie. ~ f<i_ C! . .tJfVO.' yo.. 9ue. e.n ef l{M1'i:e 

'Se. a.ba.f@.Q. h.o:~t4.. lo.. _:utvo.. /;, ¡ ~or e-;.ta. Ycu.Óvi vie.ces1to.M.O~ ttº'­
~ l C.0.\'Ylf>O Vect:oy-iQ.\ V~,y) ~11?..a. Je. C?..\o..s~ e! e."'- la. UY\.lO,.'(\ ~-• C.C\'V1.o 

· \Q. fY-O\'Ji e.da.d e_J e.~ sc\o ro:ro.. <!.oajuntos a.bie.vtos ~ S <!.S Ce.yvo..­
do 1 \'ediye'n'loS ~u~ V(x,y) $1!.0. de. <?.lo..se CJ en un <!.o~u't't~o o.bie.vtc 

~ ~ue <!.0Yl.ten3Cl O.. <?5 • 

lo.. i 900.\d.D-A okteni.dC1 jUvtt-o t!.o~ sus hlpóte~is, e~ conoc.i­
do.. .c...omo e.\ TecreM.<l de Green. ·A e..eY\.Hnua.c.iÓv\ \o enune..t~­
mos -e~ fé,Y'N\.G. eonc1eY\so.da..: 

TE:o~cMh os Gite 'EN : - Se.o.n ~ uvi.a. ~urv~ c.e.rr-o..dtl. stmp\e 

. en lR.'2. 'J V(x,~) = (Vx(x,v), Vy(x,y~ un <!Am~o ve~torio.I de <?.\~se c...' e.n 
un ~njunto C\.~\e.-rto ~ que '-OnHe'fle ~ lu. vrdón tS ele IG. C!.urv°' C!Ort 

·~o iV'l.~evio'f, en+oV\c.es: 

· fv.Ji = (ri(ª-!1!-~)dxdu J J~ \ ax ay . J · . 

~ ~ . 

'',_ 



entonce"' í '{,Jf - Í(vz:, V,)•(rl:x.,d9) -Jv~dx + Vydy 
: ~' ~ 

~ue 

(o, 

A~í ~e tiene. 9 ue : 

-Esta. 'Ye\o.c.\o'n puede -expresa.ne -t:a.mbién Ve<?.to1"ío.\mente., yq, 
f>0..1"0.. \o..~ \IOf~ic..\do.des f!V\. OVl rlo..no, d 'rOt'1.e.\ono.l -e~ e\ Ve~tor 

0 , av1 _ av~) y c:Je o..~u(: 
ax ay 

(-rot V). k =(o, o, ~-~)·(o, o, J) = ~¡ -~ 
for otro. ~o:d:e / ~L)~tltuy e:n.d.o : i V. Jl !'º' /14 e.xp, .. iriYI "4º1va. le.rtte i V.Te/ l hq l!o..-

mos la. i 9 "'o.1do.d en. to \"mO. vec.to-rín\ ~ 

1;:~ en ec:.tct foy'O'\.Q, en. \o.. ~ue Se. mo.n.\ t\' est-4. mc(.s l!.\a.ra.men­
te. Lct Ye..\o..~ión evt~ve. \o.. <ti.tw\o.~to'n Sobre \a. C.orva. ~ y lo~ Y"O­

-b:~eiono..\es eYl e\ in:te.Y-ioV" So ; ~ve~ a.h.orn. ~o.be.mos., h°'bl~nd.o ln­
tu\tivo.'O'le."f\te, 9ue.. \o.. c..trc.u\a.e..\Ón en UY\Cl. W~V<\ es t9uo..\ "" l<\, 
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'" 5um.~' de \os. Y-ot-o..<!..\ono.\es en. \o.. ~u1¡>eTf1'de ~eota.do. ~ov- 1o. .. 
C-urvo.... . 

t'V\. e\ <!..o.!>o E.'(l. C\ºe \o!i roto..eiona.\es 'Se debc:t.n ~ vortíc..lclo.des ·. 
~V\. e\ f\o·{c:lo, ~e tieYle ~ue \°" ·tirwlct~\ÓY\ e.vt \o.. wrv~ ~ es 
\3un.\ a. \o.. ''~um.~' c\e los Y-otó..tiona.les de todas \o..s VoY'tCc.\ dC\des 

.Q.n \a. supeyf<c.te So. Te't\Cen.do o..~( ln. re\a.c..\Ón entre ta. _ 
c.\v~uto..l!.\~n ~ \~5 vo,--tieido..des. 



R e\o.c\.OY\Cldo c:.on e.\ Y"oto..eiono..l, un .flujo ~e c.onoc.e. c.omo · ro­
to..C?..ioYLo..l ~¡ Y-ot V(x, ~) *o po..'t"e. o.\ meno~ un f>(JV\to ()(', ~) de.\ r\u(­
do, y $¡ "rot V(x,y) =O pa.r~ todo5 \os pun~os, ~e. d.lce 9ue. el f-\u. 
jo e~ l ~ rotCl C?..'t ona.l. 

C.oV\ e.I fi~ ele. ha.e.e.Y" ver \ Cl ím¡Dorta.ne\~ de lo.s h ipót.e -
~i!i, -e.stutlie.mos e.! flu1'do c..u~o c.o.mpo de. ve.loe.ido.des es: 

V(x, Y) = ( :'j 2 ' 'LX ,) 
X +~ X +~ 

e~-te c.cwnpo ~rreroronde. o.\ cle.l \"r'lov1"1Y\\ento de. \lV\ \í 9u,·do ~ue 5e 
e.~c..a.po. ~º"" un O'r\ f íc:.\o heQ.ho 1u'\ \o. bG.se.t 'Fi9. 45. 

FlGt. '+5 

C:.ovno se obs~rva ~Y\ lo.. fú3u~ 1 \os vec.tores ve\oeic:b.d. O..oVYLen- · 
-t'o..V\. o.1 o.ce'fC.o;r~e <:\.\ c.ent-,.,o, p\Jec¡ e\ e.a..mpo ele ve.\oc.idQ.de5 e~ in­
V e'f'50 ~\ '<'~d ¡o, 

e.o.. \C?...O\a.'V\d.o é.\ Y'oi:'Q.~cin.~\ pn.~~ (x, y) =f:. (0
1 

o) 
t j k 

- a a a 'fotV= - - -
ax ~~ a~ 

-=L.~,o 
y..'l.+jt x'+~a. 

Lueao: ~ t e.Y\'toV'\ces 
.J -rot v. "-=O 

f f1ot:V. k. J:cJ~ =o 
' . ~ . 
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~oc:h·Í o. ct.reevs e 9oe. lQ a..i~colnt!.iÓn ~obre C?.OG..\ 9oíe~ C?A>rvo. C.eYra.ilq lp 
et:. e.evo,, es d.!i!.c.ir- 9ue.: 

f.v.cJf =o 
t. 

~¡V\ e."N\ba:r50 I ra.'fo. e\ C::.\Yl?.Ulo orl\t<l.rlo de.'E>CYd::o tior \o. ft,nc.iC:n 
cr-ce):::(~e, sQ.Y\a) c..on ee: to, 2tr], ~e tieVle. 9ve ~·~ c..iY'c.ulQ.c;.íon 
de\ C!..a.W\f>O V da..cio e.!!. : · 

'iv.Jt =f;(~(e)'•<T'ce)cle = r?-s ..... ~ ' ~: l''-s ... ~ tolti'de 
'1 j \Cce."e+~l"-e C.021 e+ t e J' 1J 

' o · -·o · 
2fr . ,_,,.. , -' f 5•~&+ <!.v.,"-e) d& =Jle = 2.tr Í 

o o 

(1,0) X 

¿Por <\u~ e>hb.>v\V'\'\O~ 2.G" y Y\O O~ 
f>o..Y'B... "fec;.~on~e"' o.. es.to.. ~,.e9u'\'\tc:\. / 'Ve..G..'O'\.OS Cbl e\ ~"Mfº ~e. 

: '\' e.\oci.d G..des e.V\. t!..\J e-otío'n J <!..OVV\.y\e o no, <?..on \o.s \.\.t \'Ótesis de.l te.o. 
Ye.me.. • 

'F:\ c.o."'I'<> e,; Ve"·~> =- (";¡Y .. , " .. ~~·) 
'E.n e.\ teoreM.O.. ~e p\ de que. e.\ <!.O..ml>o ~e.o.. Óe c.\o..~e e! eY\ e.\ i\'\-

tevlov- ~ ~obTe \o. <?..urvQ. (:.. f>eV"C e.V\ e.\ ~o\'\.to (o1 o) ~ue. e~'i;-o., en, 

1'. • '' ~ ~· " 
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~ el \ n. te. .... ~ol"' • el.e. 1 C?.t'l"'C.U lo 1 e.\ e.o. rnpo V rio e.s de c.la.:!.e e'' pue~ en ·dé -
'<!.ho ~uYlto ~ni. s\9uiera. e~i:~ definldo! > po~ \o 9oe .e.~te C.0..YY"Lfº vzo 
Q.umr\e. ~Yl. lo..$ \.t( p~tes\s,. ~ e.YLtonce~ VI.O ~ue.de Qflic.(\rLe l!.\ te.ov-e.­
YYlO... Abí \o.. e!.\ r C?.\J\o..C?.(ÓV\ 

f/·Ji 
. f ¡ ci e. ..[[ rot V. k r:l:ic J'J 110 tiene 11. por~ue ~er 19onle.s • 

~ 

'"---·--
. '. T •o.e e m.o• <>.\i.o,..o.. VM. cor va. w ~l,ui era. ~ ¡ eV\ torno &. I 

0
,..1

9 
en , ~ 

CbV\c:.\dev e~oc¡ \t\ 't eg\óV\ .R, entre lo. C!..or\/a. ~' 'j e\ C!.lrwlo unll-a\"io {: 
.\nc..\u~evi.do +a.mbtévt. e~to.s c.urvo..-s. 'PI~· 4+. 

C-oVI. el f 1 \'\ de ªf li'c.ci.r el Te.ore.'l'Y'lo. d., Grreen <l IQ. .:re,Lón .ft ~ 
·, iv\'l· .... od.ui. ~W\oS un ~o"t"t-e. -f:l'a.rtsve.rt,o.\ de \a. <torva. ~a q, \o.. ~unto. ~ 

/ ''f ,•c;¡ 48. 

;·.-,·:: :· .. "' .: 
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As: \P. <?..1.1rvo. 9ue. e.nc.ie..rT"Q. o. lo. "l"e.~io'\'\ $om.bYec.dQ., es uno.. ~úrvo,. 
c:.e.nQ.dQ. ~hnple 'I ~¡ \~ C?..urvo.. e.>eter\or !>e dese.TI be e..n 5erd::ido f'OS\­
t \vr>, \o.. <tuvva.. i.vitetio'"° 9uec10.. dese.rito.. en s~nttclo V\.e.90..tivo 'Ole. -
tcd fonY\!l. que. eY\ e\ tr mi~e wo..ndo e\ ~~mento AS se a.f>TO>dma,. Q.1 s.e9· 

'VY\e."(\ to A'B' E ~-\:o~ c.ol V\C.\ de. V\. ~ue.tl e.ne.lo solo \Jt'l ~e.a;,mevito I d.1'9 a.VY\.OS -

Aé, '\'eU>YY'i do CV\ O..W\'oos ~entidos 1 F1'G· ~C'f. 

o.. la. 

.:') .:. ' ...... ',; 
' - ~ ' ;., .. 



pero e"' este CQ.&o: (( 

JJ,:rot v. k dx.clg =O 
!t, 

1 

•• f 1 dec.lr. _ - .... ... ·· 

v-.dl = v.-dl = 2.tr 
~,+ ~+ 

TeneVV1.0$ poe&, 9ue l<1. c.1.,.~o\Cl~ión ele.\ """"'f'"' 
~ ( -Y ;x ) v- ' ----- xt.+ '::12 x"+~ 

'Sobre c..uo..l~ul e'r' c..&J'r'VQ. 9ue. evtcleryo.. Q.l orísen.
1 

es :;..fr. 

~or otro. po.1te. 1 ~¡ · oC e.,, º"'O. l!.u•V'<>. "-"'r'Cl.dA. euo.\9u!ere1., 
q·oe. d~a. f uer<1.. a.\ or;'3en, en-t<>nces <>..pl1c.a.Yldo el T...,rem.,_ de _ 
~o-een: · -f v.idl =j[rot'i?. ~ clxd!J =o 

ce ~c6. 

¿ ~or 9ue' ocuTYe i::odo esto? 

:Pa.rCl \vtvesti,9a.Y-lo, Exffet.ern.o.s .. \05 ron tos (><,y) de. un~ 
~~"('V'O. c..eyyo..óa.. euo..\qoiero.. 1 QY\ c..aov-de.na.da.s f>o\o..ves; e.st-

0 
es: 

(X, ':J) =(ee.o,,e, ~SG.n6J donde e -e~ el cCn9ulo c¡ue for­
MCl. e\ 'ro.dio veo.to'(' f C..OV\. e.{ ~e.m.ieje poslttvo X; 'L.u~o e..a.\c..u_ 
lo..nJo -\a. <lh ~u\a.c..(~n; 

f v.dl =.lv~dx.+Vydy -1 '2.-Y dx:.+ ,_x" d~ = l X.. +Y" X -*t ~ 
~ . ~ . ~ 

-1 · -e"'""ª (-e~• ... e) de +f. e.os e (e·ecse) de 
- e'(s~J-+e11~e) · . f1(eo~&+S¡¿Je) 
~ . 

=1.C e-¿s¡,_Js + e~::~e) =JcJe 
~ ~ 

, · ' Nos ckmos eu'.,nta. "Iº" l11. l!.Wt>ola.~i.;n de ,est .. "<l.mpo de. 
· \'e. loe. i <l. a.d"-s 'l>eb.-.. C!uo.\ q u 1e'" <>urva. e.e" o.el o.., J S"lo depende de.\. _pn.Ta.me.tro 9f._ . 
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., 

• \.F;: 
_. ,, 
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Áhcra. bien, si la. WTVO. -e"l.c.ierro... Q.l ori9evi, e\ ro..d1'0 vector 
€ de~<?Y-i be UV\. a.'n~o\C> de~de 60 ha.s.to.. 90+.:l.ft por \o 9oe.: 

jJ.e == zrr 
¡;, 

Po.ro. e.\ c.o..~o eV'I. que. \o. .w.v-vo. 
1

'nO eV'\.eAe.1"1"'~ a.\ 6-rf9en 1 c:A>'M.o 

~e. o.pfe~lQ. -e"I\. lo. fL13u-rO. 5',~ 1 e\ Q.vigulo e VO.'rlO.. c\estle \JY\ p-..imer 
Vt\lo"f Go ha.!itO. e\ YV\i&mO V?;\.o'f"' ftno.\ 9o J 'JO. que e.l ,..Q.d.\o Vector r 

.''. 

~e.'3'f'eSQ. o. lC\ vn\S'O'\~ ros\c:..l~n Sl"\ hClbe~ 9LY'O..do e\'\. torno ~\ pe,, lo, 
de modo 'lue.. ! 

'., .;. '; '; . . ~. ' ·.' .. ·. ', 

'. ' 
.... _.' 1 



APLICACION •• 

Una. a.pl1co.a.iÓ't1 \nte-re~a.V\·ce. de.I Te.o..-e.\"Y\a. de. Gireen. e~ lo. ~i­
Sº \ente: 

5~ ~ e, unQ. ~urvo. c::...cvvo.J.o.. 9ue Q.C!..ot<l. ~ ono.. "c"e.9\ón ~ e.n 

la 9ue es o..pl 1 c.t\ble e\ te.o.,-e.m.o..' e.'1 i=on~es et n.re.~ de ~ eS>to., -
del.do.. ~or : 

P~.,..! f>ro ba.v e~toJ <&e -l:oni.Q. ovi CA.m\Oo ve~.:t"oy-la..l def ivti 
~o eomo V= (-"j, ::e) --es decir V~:: -Y ~ Vy ::.X, eYlt~nces: . 

i xclg- ljdx ..:.[-'jcJx:+xciy =[vxd:1;; +Vycl~ =jJ(~~ -~)cl:crly 
e . )~ . ~ ~ 

=J!C~-~)ctdJ ~JJ}~~ +~Jdxd9 = 

= 2,ffc!x.d'l =~A(~) 
;s 

lo lntere!.o..'('lt-e Ae Psta. f~v'N'l.ol~, es ~ve. \'\.os dQ. \C\ me-
d\do.. de:?\ O:Ye.a.. de.~ e.n. f\JV\et'ó~ de '-''V\. .,.ec.oT'V'i.do e.V\. et bor. 
de ~ j cpoe'b Se. \.\a.\\°' 1 c.o..\c..u\o..n.tlo \o.. ctl't'c.ola.c.lC:Y\. de.\ C!.e.Mpo V -
.so.by e .\~ C?..Ut\l'o.. frontera ~ • 

~- - ~ « . •' ••. ··~ .• 

:· 1: '' . .. ··. << ·" ' '.:,_· ... _ ... . ·:. 

'·.;· 



~L TEOREMA DE STOKES 

En e~~e c.o.pi'i:u\o lnvei;.t-l~o..Ye"Mo~ \o. exten~io'Y\ del Teore-· 
mo. de Gre.e\'\ C?.uo.V\.Oo el c..o.vn.~o de ve\oc.itio.des V e.~to.. de.fini'do 
SobTe UY\.o..· supe,. fl'c.í e e.n R 3 ·· ~Yfl.o ·puede. sev el e.a.so de. un go.5 
f\u~eV\do 0.. tl'a.VéS el.e lo.. 5u~eYfic:.\e. O bteVlJ de OYl lí9uido OeS­
\é'2.~V'\doSe sob1 e UY'\O.. lctmiYLO.. WYVectdQ,,' ~IGS. 52.. y 53 •. 

,: IG. S2, ·- G o.~ f lu~e'fl.Cio Q. 

· -tYo..vis de. lo.. -
surerti c.ie.. 

"F\G. s~.: L(quld.o des\\z.Qrt­
d.o!ie. !:.obye \~ ie.ope,.-f lC.i e• 

47 

Que"te'f'Y\OS. COY'\.oc.e-1· \a. 'te\Cl.dcÍ't'l. e.Vl.·b·e. la. C.\Yc.o\f?.t!.i.Ón eV\. <boyvto 

o.. \~- ~uv vo.. "a~o " \o" te nÓrtl.e"'-6~ so ble \o.. Supe"ftL'c.te. ~-\:o.d4. ~o• 

Po..,.o.. e~to e~ \ VY'l ?ºYt~nte. vio-to.. V' ~ue. \o..T. ~u ~e...-f\cle~ -Son ba.~i­
c.o...meV\.-\:e el.e. des -ti Pº,s, uvto..s C\Ue puecleY\ ~e¡ re~t>o..c:lo..~ <!.omo lo. 3't'~. 
f i:c.o.. de. oV\~ fuV\~lOV\ f: fJ--. R.. C!.b~ l> e:.~ / e.je"fV\~los de es-t:o..5 _ 
se. "'C"Y\.ue.-::.tv-o..n eVL \o..s . f L9uro.!> S\50\entes • 

z z 

y 

Flté. SS 

·. -~ 



0-l:"ro -C 1'po de Supeyf(c:.ie~, Son la.!. <{ºe no Son 9rdf1'c.C1.S de. fun.­
C.\óV\€'b <!..ovt vo..\oves Ye.a.les, 'f1'c;, S<ó. 

y 

C.o'n'\.c Se. obs.12.yV~ 'C"t'\. lo.. t\3uro.' e.-z,-{:Q. ~U)'eY-fic.ie. l"\O fue.ele "ó~r 
~YcC.fíco.. de u'.""o.. fvY\c.tón :Z=f.Cx,::1), pue.s el f>un+o Cx.,y.) va..~ 
4=Y-e'$ ~u'l'\t-os ,. di·fe._eY\tes (Xo 1 "101 2,)) (?c., Ye, Zz) ~ (Xo, Y., 25) en. \o.. $u­

pe.y t 1 c\e. • "foT 'r~'Z.OV\e.S 'Se?~ejo..nteS I Y\O f>oette. ~~y- s..-c.{-tt'CO.. de UnG, 
f UYl.c:?..lÓn ~ ;: 3(X11) · vd de. VV\Q. TVY\.~\ÓV\ X.: h.(':f 1 2.) • 

Por c..o"N\.o d(d~d 1 ho..vemo~ el a..V\.O..\i~\s !:>obre. l<ts Soperfl'eies 
. 9\}e.. ~{ cson 3roCrcca.s de. Q.\gon<l. fun.c.l'.óvi., h1:ten-\:o.ndo un desn.vro­

t lo e..nó..\o'Jo ~l ,. eo.li:z.o.do en e\ ~lo.. no. 

Covno en ~ e.-t. C!.onfu~o ha.'ola.-w- de.\ ·~entido en qve Se. mue­
ven \o..~ 'mO..Y\eC..~ \\a..s del 'Te.\oj ~ l<t OYieY\'\:a.c..\Ón de. lo. WYV:O.. é)S,. no ~ 
ruede. e'$i;o.:r 

0

bo..so..d.o.. en d.(c..~o Yv\.O'I\ M'le.vt'\-;o • . • • 

UYl.o.. 1de.a. \'a.-ro. «DTtev\'ta.T' t~l l!.urv~, es ut&ln.o..1" e\ het!.h.o 
ele. 9012. lci. suve.v ric.\e o..a.oi:°'do.. es 3TÓ.fl'C.C\ de. Uvto.. fuvtCLtón, c:UcaQ.­
YY\CS ~ = fcx:,';t) ~ 1ef~·rirse. G. la. o,..ievt-ta..c.\ÓY\ de lo.. <?..U'rVO.. que 
~<!.Oto.. o..\ doYVtl ni o ,ll • 

A~( \o.. c.oYV<\ fv-o't\\:eY'o.. de. So, 'a5. pue.cle. oyienta.TLe. C\.l 
O'ri e.vtto..r \o.. <WY'V'O. Oí>o 9ue O..C.OtQ. ~ $Jo ~ dí Te.mO!» 9ue o:io e.5~0. 
dest!'f'\i:Q. e"t'\ e\ ~en.Hdo po~ltt\l'o O 'rle<jo..:l-¡vo, se.9Ü't'l. 9oe aj)0 et>té 
o-rient()..do.. po~\ttvo.. o Yl.eao.ttva.\'Y\.ent.e. 

'""· -· · .. ~ ... .,.. ··rntol'tivO:.~e.m·e., po't\e.mos dec\r ~ve lct C?..o,.v.~:;a:;,0 e!.to.. - . 

O'fl e Y\ ta.el~ po~\ t:ivo.vnente, Sa ~\ Co..wtlY\G.'t' Sobre e\l~ <!.on 1~ ~\,e¡q,. 
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· en el '!.el'l.tic!o clel eje Z, lo.. .S<>f>e.,..f1'ci e rto.s 9 uecla. :!>iet'<lpre a lo.. 1 
t~c:ruiercl~ C.o\"Y\o se. o.¡:>t-e~<o. eñ \~ fisuro.. 57. 

'F ic.,. 57 .• R. e.e.e.,..,.¡ e vi.do t ~ c:..u r'VCL 'd 5o 
e.y¡, 5er'\:t ido po!IÍ-f:ivo. 

·Ten\e.\'\.do \Q.: ~UY'VQ. OT''itno\:-<l.dtl. ~So 
/ 

~¡ se t'rCl2CS.. \JVlct l{neG,. 
So b T e. . l,. ~u l' e T f { c.1' e. o.cot-,.d 11. l'º"' O S. un 1 e..,_ iio lo<. I' o n.to !; A y B 
de. \a.· <t.üvv~, ·'Fíc:!.~SB t !>e. obtend'r"ó..Vl. dos nue.vtl.-s Cc.>rv~Cb c:errq,­
d~~ / S\evt.d.o lo.. :\.í~eo.. AS ~'01.~vt ~ <l.~btl.S, por lo c:¡ue ~ev-{ des.-
c.Yito. e.n a.mbos ~ent\dos. · ' 

y 

. . ; . . . 
'. ": ;· __ -;',·'(:.:·; ;.~·::;: ~- :·:.: · •.. ', . .:_-.<,i1~·,;~:i~· .• ~:.~ .• {h ;',;·. / .' ·1~·!'" 

·. ''·, .. 
:.• '• ,•;' ;, ( :', .·<'.' ,. 

'~ ; 



Nuevo..V'Y\aV\.tQ po..ro.. h.o.\\o.'t' {o. -re\Cl0:.\Ón entve. \o. c\ycul<\.­
c.itivt e~ \a. a.u-rvG. 'áSo 'J \o..~ votn.c.i.oV\.eS e~ l~ superf\c:.\e tSo, 
<;:onStyul'H:'l'V\.oS \.\Y\O.. -red '<>o..~to.Vl.te fiVl.a.., ele to.\ foYmo. que l~ 
peciueV\.~ ~ufeyftc.te Qo.oi:o.do.. fov- C;~do.. <!.u'f'V~, ~oed.o.. o..~vo>c\ -
m.a:r:;e. ~G1' un p\a.vi.\to CfUe en ge.V\ey-o.\, e& un pa.To.\e\ogY'Cl.mo. l)es­
~tJe~ de ha.\\~~ lo.. e'l(e.,e~\ÓV\ po.:ro.. lo.. C.\fcu\<1.c.\ÓV\ en e.cotos pe9ue~s 
~a,:ro..\~\o~yt\..VY\O~, to':'"o..vemo.'S el l( VY\i te ~o.vic\o el \"\.Ú"M.ev-() de ello'!> 
t\enc!e o.. cO 'f e\ °"'e.(\. c.\e C?.o.Ó~ \J'no tí ende o. O. 

· tv\ edto.V\\e \o.. a.pvoxímo..~\t>'n c.on lo& ~o.Ta.lelogv~W\o~, ob-
teV\e.mo~ uno.. Su~e.Y~Ccie ~ol\~dr\co.. O..<!.Ota.do... ~ov UY\O.. ~o\1'9ono.l -
en f<...3 C?...e>n.lcentenclo o.. -tod.os los pe'\oe.ños po.yo..\elc~va.m.as C!.om.pte.­
to~ ; , "f ,· Gt. G,O • De m.o.. ne ro.. que. J wo..n-Co 'n1:c(s f ¡ Vl.Q. t;e.~ l~ -red ' 
-m~ ~-r6xí. -ma. es-\:o..r<{ \°'- ~ofeYf1"ci e. po\léó.Y'l~..a.. <l. \o.. supevf ieJe 
So ~ \a. ~o\~'3bV\n.\, o.. \a.. ~ rvo.. as.. . 

,, . ' 1·;: 

!, .,; 



PoH9ona.l 

Con to..I dca fo.ci.h to.r lt\.s C?.oso..s, c.cn~trui rnos lct "red ,c.omo 
L "- i ma.')J "n e. n So e!~ '-'\'\ e1. Y e. d l!ons t ru i el o, e. n e\ dc.m. l n io c>O n. e.u er. 
do..s de c.!)0 po.ill.\e\~~ o.. los e.jes .x. e Y, '"Fic:r. (é,1. 

A hora. ve o.""'ºº c.cimo que d" r" dei e""' no.do el ~a. ro.le 103 vo. m o .. 
· c¡ue. a.p••1ei..,,o.v-<( a.. 1<1. ""'P•rf1·c.1e e.-. e\ puv>.to (xi, ~, f<xi, Y¡l) • 
: C:.o'n. e.\ f ¡ Yl d._ '''"'" tru i,.. pe 'l ue>io> \>"Vil le.lo.'.!""""º& -l:d n 9" '1.• 
1: e \ e\'\ e.a. .lo. punto ~ '\u ._ ~· r lo to. n to, :'>e v-c( Yl lo• 9ue mejo" se. 
, "-~·~·"';.,...,.._ . .,.+o.· supe_ rfic.ie · e.n. º""' "~ etnclo.d del \"'"to, "'"¡ 91 y°' -
, "'º~ 'l"" '"' fun<.io'n f seCL d.t~"•"-•U.ia.ble ....._un. C!.OYljuYlh o,b ierto ., 

r:~::::.¡1::,:~:~:~:~~;:~~'~.;k:~~.u;1iJt·i:s:'.fülS.¡:c,:1~"'u,; ''"';~,;~~~Af§ 

i. 



PQ.'f'a.vnet1iz.a.ndo \<l. s.uperf1'c:.\e me.d.\a.vd:e lo.. fun~\on: 
cfi: $ _,, R

3 
definido. <!cm• e!> (K, Y)= ( x, Y, f (x,yJ) 

1 
1-'"'9" fij<ln­

d o X. '"' >et :; " obt-1 ene U\'lo. f un c.i .;.,_ 3 : IR, _,, lR.3 . de.f ¡ "'i do. o.. t ro.­v é..~ de. cp f'O't" : 

3 (~) ::: cp(x¡, ~) = c~L 
1 

T;i, f(x¡, tj)) 

Cu~o.. ima.9e.n e~ uno.. ~u.,vo.. 1ue po..oe.4.. por e\ f'úvtto (x:., ~j, f(><¡,'J;)) 
"F-1'<'.:f, ,2,, ==~ 

FlG. ,2, 
An~lo~a.W\e.v\'t:.e / si se +ijQ. ~ eV\ '\\j 

1 
se tiene le\ func.ión 

h.: R.~~ de ttni do.. po'(' \o.. ;sua..\óC\c::t n(x.):: q, (x., ljj) es dec.¡r 

\\(x) = (X, '!lj, f (X.,~;)) tenienclo o-l:ro. C.ONo.. e..""""· \'\"'"º po.m-

Le\o al .XZ • d'l dh. ( ·' 
~o-I:. vec.to"re5 d~ (~3) ~ dx. X." 1 ISieY-o'.:vt to..n~e.ntes o.. \o.~ 

c.uv.vo..~ ye'=>pet?.t\\ro..~ eV\. e.\ f~.m:to ci>Cxt, ~;) Siendo: 

·-·. . d ~ (u) atj> fw u) (ax. o~ of ,. u~ -(o 
1 

af ( u)~ 
d!j •j : ¡¡~ \.•l,>¡ : ~ I 3i' 3~ cX<, 'l'l- J I a!j K;,,¡~ 

~(.x.t) = ~'x1 ';\•) =(~, !l o~ (x. ll ,\ (' o a~,, ~) dx. . ax·" , J ' ax ax.' ax. i.,-Jj/r= .• ~\..' ax',l(¡,~¡9 . 

52 



He..,,,o-:. ho.llo.do dos ve.~tore~ to..\'\9entes a. \o.. Super.f~c.ie 
eV\ e.\ punto cp(xi, ~j) : 

y 

lo:i c.uo..le~ no~ de-be'C"m.i.no..n e\ "\o..vto ~o..n9evt:te Q. le\ Super-
f \t:..ie. en. dicho punto• . 

6b~e1 v e::.e. C\ºe esto~ v ee.toye~ ~n ~n~-to.Vl.i=es l'O..r~ l!.o..d.o., 
p....,n-bo ~\VL lmpor-t:M'' <\"l -t:o..YL fino.. sea.. \Q. "te.el.. 

E\'\. . \o.. .f.;~u'r6. 'bC~u\ente / ~e \lu~tYo..'r\. -e.<s.tós Vec..toyes -y 
e.\ -·\=>O. Y'<l \e. \o~..,. G..Y'Y\.O '\u .e c:le ter \"'l\.t no..V\. • 

z 
Po.'Y"o..lelo~p·a.W\O 

y 

J----'----___;_-•Y 

rt<=.. '3 o..) .. FlG. 'ª b). 

N ece:.,\to.:mos C\."'-oro.., c..onocer. el tQ.Vño..ñe. de la~ la.dos del 
po...,o..\elo3'f"o..'m.o, po..~o.. e&to no~ f&jc..W\as e'n. \o. -rec-t:o..,t:~V\~e0 -. 
te O.. 9(~), de-t.evvY\.tna.cio.. \'OY' -e\ VeC?.toY' T~ ~obre e\ plo.Ylo 
~z tv-o...~\o.da.clo ·o.\ f>unto X. =Xt, "Ftc:., '4· 
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-----.--Y 

.X. 
f=\G. fu'+ 

·---- -·-· · L4 ec.uo.c.\ÓV\. ·de \o.. 'reCl.i::<l. _"ta.n9-e.Y1.te / puede da.rse. ~Y\. l<l. S·or­
MO.. 2:. ~o T rrt (~-~.) 7 doV'\de \o.. \'eV'l.dieY\te e.~ m= ;f_~t,&J;) ~ UY\, 

pvvtto c.ón.Óc:..,( do e~ (x~, ":ij, rCxt, ~j)) cpc-r to C\':'e. \ ~ ~c.o~c.\én da lt\ :.: 
"('e. c..-t o. e.s. : 

Z: f (1<" 'lj) + ~~ (K .. '1¡){:1-'fj) 

t: vito~c.e~ e\ va,\oT Je. z e-n. e.\ ~UV\to ~J-= Yj + ~'J e~: 

. ~ ::: fo.,, 'l¡) + ~ 0<·.~~ A'l 

Te~e.'N"\c& ~o. \os pontof> (x.;., 1-i¡, f()(t, ~j)) ~ 

(x.tJ 1ciJ+A~, f(xt,~j)-+: ~~ A'J) q1..1c. ~oYl. \o~ .ex-t.vemo~ da\ lt\.clo del -. 

pa..f'o..\e.\o~"t'O.VYl.O C:V\ \n.. d..i.-reC?..cd6n. de. T~ ; et~( \a. YYlo..Bni.b.>d de.\ ~~ 
t:lc 

1 
~e.V'o..' ,·3ua.l o.. lo.. 'rr'\.~""i.toÓ de.l VeC!.to't' : 

(X¡, \li tA 'l, f (Xt, ~¡) + * C.1, i¡) A ';I )- (X•, \!¡ 1 -f (~,, 'l¡ ~ = (O, A 'f, ~(·~•¡)A~ 

. ::: (o, J, ~Cx•,'líl) A'! ::: T~ A'l 

t::.V1. fo1~0. .!.t'n'\.\\Q..,.., tl.\ o..na.\\?.a.r \a. .,.~~tA.. ta:n~e.nte Q. hc:c) 
de.te.T"'O'\.~na.c:l~ ~oY. Tx, ~o'ore e\ ~\a.no XZ 'tY'O..t>-\~c&~d.& o..\ fu·n:to 
'::J-= ~j , ,_e 'no.\l~ "ue. \o. "m.~~ 't'\l'tu 4 el.e.\ \Q.óo $.e.ore( \301.'l..\ t\. \a. -

.. . : ~; '· ... 
¡ •• 1 • .' '··· , . ·,··.· :-r= 



mo.~nl-t-uü de.\ vec:tor Tx.AX. 
Conoc.íe~clo ~o.., \o"Q \o..tios. dCl..\ pQ.y-o..\e.\o~Y'O..'n'\.C)' proc.edo..MoS 

o.. c.o.:\eo\~'f" \o.. C!.~r~o\o.~tó'vt Je\ C..O..VY\.~o V('IC~ld,t) =(V"(i(11t,1), Vy(7<,Y,l)
1 

Vz{x,y,z)) 
~obT e e\, pa.'f'o.. \o eua.l c:onsídera."temo:. 9ue e.~to.. C..oTV'<>.. ~uedo... de5cr(tó,, 

-V 

FlG. C05. 

-~Y\ el. 5e.'f'L~ido .pos\-t-i vo, "F !~ ~S._ 
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's:>e· ~a..uev-do ~la.. figuY"o. 1 Lo... (!.ompone.nte Je V eY\ \~ c:hrect.-
c.iÓ't\. de.\ \o..de,, i ~ lJvHco~a y ~me e.I c.a.VV\fº ~~ C?.ontü\.vo, tiecie:­
Yno~ ~'->~'n f!Y' '\"e e'i.-to.. <tC>VY\f'O"nen'4;e no C?..o.m.bl.o.. ~ \ó lG..r~o c:le dicho ~~­
do) roY \o 9ue l<l (ti)'l?.olo.,~{Óyt ~'f\. ~"':.te \o..cl.o ~ere( e\ ~T'OtlUCtO de, 
le;. C!.()W\.fCYleY\t:.e fºY la. loY'l.~i~ud. Je\ l~do, e.s deC!..t Y'~ 

lvll e.o~ a l\=?x:A:X.R ::: (uvn Uf~U Cese) A-X. = (v/f~)AX . . 

C.o'mo e."bt-<1. e¡. \°'- c..~vcu\o..c..tÓY\ en e\ \Q.do i, lo.. Ye.~,-ese.n-
to., e.'(Yl.o~ ~oY' V•Tx: (S)" AX. • 

l).e \~uo.\ "YY\.O..'Yl.e:t"~ ~~ C>btíeV'\e.n lo..~ C..lrc.u\~t.\onec;. &.\'\. 10$ -

lG.tto~ (2), (3) ~ (4) i&teY\do ti~-t:o.s: V•Ty('-)A'J, -V·T:ic.(~)AX., 
. -v.T. (Jt)A~ 1esfec.tiva.me.n-te. As( eon e'bi:o..f» C::..O\'\~lclce.V"o..c~o­
'V\-e~: \et ct.ir~u\a.e.i.6vt E.Y\. e\ fo.:ro.\e k3vd'O'l.O es: 

i V. Ji :;:; V. f .. (f) AX + V. Ty (.2) AY - ~ f.:c1; .dX-V. Ty(4)AY ::::: 

0 :::.[v:f.tcs)-V·T;c;C~)]Ax + [\i.T.¡ca.)-V.T~(~&)]l1~ .... 



HastC\ c.9u(, 5ólo ~emo~ ped.ido que ~ ec.\mpo V seo.. e.on.­
t l Y\UO • CS 1° a.horo.. ~e f' i de. 9ve :!>~O. d.if e.ren~io.ble ~ 9ue SO~ de~&­
Vo.d.o..5 $e.a.Y\ <?..on.t¡V\ua.S , es-to ~, c¡ue ~e.el de C!.\o..&e C.1 , se. f>º -
d'('c( YLQ.\\o.."' UYlO. mejo'<' o,:\>"rOX\\'Y\O..C.iÓVl., loues o..ioí -es ~o5ible. to­
mo.v en <tueY'l'l:t\ \o.. Va.Y\o.ttiÓV\ de.. V•Tx. de~de.. e.\ \Cl.!o i ho.~to.. el 
lo..do 3 ~ \o.. VO.Y"Ío.Q.\Ó'n d~ V.'l; d.e"bde. e.l \.o.~o 2. ho..'5to. e\ lQ.d.04. 
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T eY1.30.VY\.o'\ pre~e't"l.te. ~u e \o~ \1€.<?. to't'eS Tx: 'j Ty ~on Qons.t~ 
-tes fa.Y-o.. c..o..da, ~uV\to (x.¿,, 'ci;) ~ que. \~ Vo.Yto.~.\Ón tle \o~ la.dos de.L . 
pa.-y-o..\e.\03Ta.VY\o o..\ ho..c.e.r- 'má.S. ftvtCl la. rec1, ~e debe o. la.. Vo.y(o.c¡ón 
dic. AY y de Ax. • .!)e. c:.1.9uí / q;>e. ~on ést-o.s mo.9vi.\-tucie.~ lo.'5 qve. de­
te. .. m'1 YtC.ln \(l. vo..'fto.ct.tén cica v.~ ~ v.fy. c..,, bo..~~ a. e~to, es­
e"("\ 'ci mof:i : 

·V.TxC3) "W v.T. (j) + oV:fx co A~ 
--- """ X d Lc1 

doV\de. u-tdtz.o..Vlclo e\ .he<?.h~ de ou~ la.s de.Tivo.do.~ s.on <!.oVl.tinucis, he-
' 1 ' ..... -mo~ Su'\'ues.to C\ue \o.. 'rel.'2.Ón de vo.dCl~iÓV\ o.e. V·T~ es \Cl. 'm\S.mCl o.. \0 

\o.Y"30 de. AY, por le °iue. e .. \JYl<l. a.rvbX\W\o.e.\ÓV\. 

- - j -v.T. (a) IV - av.fx(l) A~ ' Y!Tx.C) x. . l'V----- ~~ . . . ---- . 

'J mo\-t:tp\;C!..o.V\aC> por- AX. 0.Mbos MleM'oros: ....... _ 
[V~ T.: CI) - V. Tx. (3)] Ax. ~ - o~;"" /ix. A"'i 

f~"r"O. Q.a.\e.u\o.v- dV·Tx. ne.c..e~\'tO.n".O~ de~O..Y"rol\o..~ ~Tx,: 
a~ 

-- v. Tx., = (vx., V)' Vz). ( i, o, ~~ (x,, 'Jj)) :::: v'r. + Vi.~~ (xt, ~;) 
O b \en, ~o.'b¡ 1t\'ldo que.. % ~ t(x, ~) : 

" - oz v.Tx.=V~+vz~ 

c:lon.de c..Q.do.. C?..oY'Y\ftineY'l.t~ de.\ CA.'M.~o de. ve.\oc..\dG\de..5 es fun.t?..tón de. 
(><,Y, z.) ~ ~ es funtit>Y\. de. (><, "I) •'Entonces: 

av.'rx. _ -ª-(v +Vi ~ ~ __ ó\/x + ~.ª-! + oV:r. 32 + avz ª1 ~ + 4i-z _ 
0~ -- C>~ "- z aX.J - ~ '3z a~ a~ ax. a1 ªM ax. ··· º'Aºx. 
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A~l 't"Y\Í~VY\o 1 -te'(\eVY\o5 ~uc : 

(v.f)Ci) -V.~C~>) AY~ a~; AX~"! 
~- az 

dol"\de v. T'1 ::::: V1 + Yx 0~ 

-"'1 cd de"riV~~ se. obtiene.: 

[V .T.. (i)-V.,; (4)1 A'Y ~ [ª"i_ + ~ ·~ +:. ~· aZ -+ ª1z·,~. -~. ·+ 02z -~ 1 AXA'J 
Y . · Y '.t · ':" _dx. d~- ax:c él~~a~: a~~ a~.~14 :\ axa~J.. 

N'o-te~e :1ue pC\r-O: ho..ce:r e"!:>to.. O...fYox\mo..~\tn 1 ~~ nec.e&o.Y'i~ pe­
c:HY' que Z = -tex.~) $e~ do~ 'lec.es d.i·feren~\~b\e. 1 Si n6 ~ ~ 
~i~ . . auax 
0 "' Yl.o tienen 5eY1.t1do. d 

axe~ 
_ ~o. ~dmera.. O.f'YCximo.e.\o"r\ 9oe 1:en{nmo~ pa.Y'~ lo.. C!írcwlo.c.\ó'.Y'¡ 

po.ra..le.\03...-0..YY\.o ero...: · - e'f\ e\ i v.c1t ~ [V.T"(J~ -V.'f"(3BA:x: + [V.T,c2l -V·fy(4~AY 

Pey-o ct.l ~ucc.-C'i'h.1\t' los 5um.o.ndos de la. deyeC?.'na.. r,or l~s l'Yl~jo- . 
. -res e>,.f 'rC'I< \ m o. <?.to V\ e.> C\ue he 'M.ot. ~Y\(!.OYL tro..do .> ~e ho.. \\a. l.Cl. ... e.x pre~·, ón: 

i ..... Jl "-' -[~ + ~ oZ + ~ g + 'aV.z ª-! 2;. + cfz] Ax.AY+ 
V• "-' a~ ... az ~ ~~ ax. az a~ ax a~ax. 

.Q 1 

+ [?Ny + ?Ny ~z + ~-ª! + éWz az ~ + ~]~X.AY= 
ax. az. ~:ic. ax. º~ . olt ax. a~ ex.o~ 

~ r{_ ~.a& + 2YJ. o~\ + (_ ~ ~ + qYJ ~\ + (ªVi -~) + o,,_1. - o"% l !l~A'/ = 
. - \ a~ dX. a1 ax.) \. ai º~ a.x:. a~"J ax.. aes o.x.a~. a~ ªx.J 

;= [(ª-Y.A_ ~\(-W _¡. (~ _ Q'l.z)C .. ª1!) + (ºVv -º~ + ik - Ü lAx.A'J: 
: ª'á ai j ai.J -oz ()x \ a~ ax. a'J·) ax.a~ a~ax._i 
. ... .. - . .. ·--



--[(avz _ ~ -av~ avz 
- a~ az ' a¡ - ax' 

:)¡ ~e Pone una. restri••IÓn más. o. ~ =fCx,9)
1 

exi9iende> .~ue 
lo.• se~.,..., da.; del i v o.da. s ~ea.n eont in o o. s ¡ e~ dec"" ''lo e f se.~ d., -
e la.s1< e:\. evitovi,oes lo.s f>a.H.la.l•s Cru-i.o.da.s Sol'\ lguo.les y -por Lo -
-to.V"Lto () ~ - -ª--!. :: O ~u~d.o.ndono~ lo ~i9uiente : 

é'xa~ a~a~ 1 

-··-fv.rli ~ [( 0Vz_~, ~~-~, ~-~)·(-~, -~, t~AXAY 
a~ cz az a.:c a:x: a~ ax. ay ~· ~D 

... lu"jD1 <!o.lo.o!a.ndo e\ pYoclo•fo eroz de Tx :Í ~, eviC<>rtt<-o.· 
'yy\.o ~ -'1º e ~ 

. • 'k L1 J 
txfy -- J o az - (-~· -~· 1)-- -ox 

o i aZ 
~ 

~\ eu.o.I es un ve~t<>'f" "1.onna.\ O.\ fa.v•\e\03«""º determina.do par ;:~=r,. 

V eo..vno~ o.hor~·, <?..uCl.\ e.s la. e)(rre~\ó'V\ d.el rotQ.<!..\ona.l C!VQ.\1.­
do -e.\ ctO..'<l'l.po V esto.. deftt\1'.do y toMo.. va.lo~e~ ~V\. Rª. 

• t. • J . k ! 

Yot v = vx·v = ÍX. 
Vx. 

• 
l 'E~te e~ jv~tCl.me.nt:«e.. e.\ tév 'm\\1.~ ~ue. apo.vec.e evt. l~ 

e\V""C!.\J\~~có'V\ ~o'ove e\ fO..'f'a.\e.\o'3Y'a.mo ! 
... .- . , . .. 5 u s t 1.t<i IJ - \'\do , f'll e~~ e"' .lo.. . 6Jt-.( "1.1\. o..p •o>< l m o.t. <ó 'I , c.bte­

\'\ e m o t> to.. ror moto..~(Ó\'\ ~'3º' t:n"1:e. : 

. :: ,-\' •' 
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. ·;~~ 



•'. :·, .. ,, ···.'",. 

Jv,Jt ~ rot v. (fx_ X Ty).óX.A~ 
o 

-. Lue~o lo.. c.\re.ulo..e.i~n ~obn. \o.. ~o\i~orio.\ C\ue C\<!.ota. a. Lo.. su- · 
pe.,.~ic.\c ~oliéchie.Cl. ~s o..rroxtrrta.da.W\.ente.: 

-jv.ar ~ ¡: ~ rot ii(r:, V¡.fr .... ,l) • (~, x~)AX¡AYJ 
~ ' J . . 

· po.or-o. _:todos. los t,j ta.\~s.9ue .. d pQ.ro.\e\oC)Ycnno O¡j e~tct Com~leta.-
m e'tl~e dev-1:b-C> de lQ. roli30Yl.o.t fi, • . . 

l: n. bG.~e. o.. e~~G. e>c:~ve.t»\d'n, ~e. o~tlene. LCl. \gua.\dG.d Q.l to­
mo. r e\ U m¡ i::e <!..oa.nclo e\ vtÚvnero N de. po..vG.\~ losV'Cl'n\C>~ JeY\.-i:.ro de. 
lo. po\t~ona.l tievtde. .o... ClO ~ O.'tV\bo~ AXL ~ A~j t'ienc:le.V'\. ~Ce.y-o' -, --
n, !al : 

..... C..ovY\c. en el llm\i:e. 1 lo...e.uY'VG..~. e$10. C!.UY'V"~ O:le \'Y\lSM~ 

'\.\" 

~ \~ ~uf~Yt\c..ie. ~<l.o-t:Cl.dt\ ttot~c.\de. C!..on ~º C\"~ e~ \a. \\'>1.o.9~n de\ 
~o'M.\'n.\o J)o; eV\ e\ \a.do 1z9uieTdc. de la. i·9ualdo..d., 'i>e tiene l~ 
lvt"\:-e~~ci.\ e.. lo lo..Y30_ J.~ º~º ~ e.\ \o..c:lo detea.~0 e~ lo.. doble ivtte- , 
~-ro..\. '$obt e ~ ~ est6 e~: 

- -- [.v. Jl =Jl-rot v •('Ce x f,) dx d' 
a¡. '/J 

L4Zl iYl.teg"r~l de la. cierea.h~, ,.e. eonoc.e C!.omo \'Ylte'3ro.l 
de su·p~1fic.\e. 'E~tQ. C\oedo.. <!o.lttulo.da. ~o\>ye. el dC>'mLY\lC) I' de -
te\ fvV\<t.\Ón r, -yo.. 9ue. \o.., vo..-r ta.'o,es ~º'r\ \o~ \()..dos Axt y A'Y;_ de 
lot> "re.C?.to.Yt3u\ltos ~n. ¿fo. 'Peno.. ~nve'f~\rl~ eY\. UV\O. \nt~-ro.\ So'oYe. 
lA. iv{>~1ttcle ~o1 o\,seTve.mo& ~ue~ . 

11 ... x 1', U Ax A 'J =(rtur,u ¡s .. 1"9 AxA1 = ~To: AXI l!T, A'I ~ 1sen.e:1 



'º· 
et> e:\ o..',-e.o_ AA de~ po.. '('~ \Q. lo~p"Q.MO de. \~dos T:it A:C 'i T;A1 eom.o 
~e. o.pn~ct.\a. en\~ ft~u,.o.. si~uicnte.: 

-, 
" 

___ f>n.~onc~'- d Ve.1!.tov- (ii~T,)Ax.A'í e:i Y\ormG.l o.l pa.Y1a.\e.\o~r~­
rno ~ <?.on mo.9nít:ud i<3uo.\ o..\ ~re.~ de\ mí:,m.o' fºV' lo 9.ue podemos t 
e<¿¡C!vi \,l~ ~ 

( -) ' ~ . ' . . ___ Tx. xT~ _4.XA'l =- Yl/¿._~---·-· _______ __ 

C.O'CY't.0 : -n= 

. _ -·---·: E..l lG.do __ ho.c.t~_ .. e\ ~ve_s~Vi,~\n.. e:>tc ve.atov-1 . es l\Q.ma.clo exte""'." 
't Í o\" o p o $ \ t \ V o c:4 e · \ O.. 's. u p ~ "t'" t Ú~.\ e • 

A.\ ~U!.titu\Y' e'n lo..s Suwio.toY"l'Cl.l Q. (T~ xt,)AX.A~ fº"' so 
i~ua..\. nAA '} to'l'Y\o-.v e\ \.~Ynl-i:.e., ~e tie.Y'\e qu~·: 



A et!>t-~ lJua.ld'lrl JuY1.to <?.ovt tocJa.!, lQ.s C!ovtdic1'ones 9ue.· lt\ -
'.no.e.en ro$lb\e, ~e l«e. C!.o\'\oc;.e <?.omo e\ Te.o,.etmG, de Stoke$, el -
'c..uo..l 'Ye\a..tio\'\a.. -e.n R 3, uno.. \nte3Y"o.t C.or'V\\lneo.. (<!.\rc.u\o..CL\Óñ) 

~ovt ont\. lhte.~Y"o.\ d.e ~ure.Y'f\e.ie.. 

,. 

Po..v-a.. d.a.v \o.. ~"t'e~tnta..c.ítiV\ f<H'IY\a.L, v-e.a.mos O.Vl'tes) ~ue 
lQ. Su~eyf,·c...íe cS 9ue.do.. o.,.ie\'\to.do.. m~ci.l'.o.V\te \a. dcf\\'\\c.\o'\'\ de. l~ 
'.-,~,oy mo.l u '(l. t to..~ l 6.. ñ 1 t'u e.~ l \ o.vnO..,'\do\ e poc¡,, l tí v~ o.l \o.do en 9ue 
: é'c:.t~ ~~ña..l~, e\ lCl.do \VttedaV' o ,\'\e~o.ttvo eo:.to.vO: lV\.dl~o,,do _ 
fº'f el ~evttídc, ele -n. 

PodeVY\o' \\u~t'f"t\.Y' <jYo..flco..ment:e ~'i>to, Y'e<?.o~clo.nclo 
t~ ¡qua..ldo..c\ : 

~ X=¡; :: (- ~ , -. ~' J) ,. 

-n 

. o-'C. 09 

.. áz • é)Z k -L--J-+ ax. a~ 

"' 

.. 

--~º-~ _ v o.\or~!._ *- .~ i~ _va." l O.'(\ fC4Y-_o.. t?Ado.. ~unto de. \-Q. ~uper..:. 
-f \cde' r~("O o..\~o CZ..0..'('o.Ct'C.t~"tt'<!.o,42.'b 9,Ue. ':.\em~'(t, \o. <!..t\\"r\,,O'rl~V\-
te.. -e..n K e-:. fºf>\~\vo.. 1 e~ de<?.l~ · 9ue. '"b\e.VY\p.!c <l.~\JV\.to... ho.t.i.~ ~ 
t~ po.vte. ~ure.Yioy del \'lo.ne XY. Lue<3c - n i::ienc e..om~oneV\. ... 
te. e~ 1c. / Yl.e~o.tlVO.. ~ ~{c'\'Y\pre-·c:tpunt~ ho.~\o.. k po.ftC. hi.fe.­
'rL(:)Y' d~\ rlo..no X.Y, t=ic':1. fe7. 

.1.tt..do e)(te'ti ""' o ros\t:\vo 

X 



Al tY-o.~lo.do..v- e"'otO'!> Vec:?.tore.~ o.l punto c.ovre~fond.ien:ee. 
en lt\ 4búpeyfic.\·e., ~e c..on~i~ue identif(c.C\y- los lt\do~ E-xte'tior e. 
iY\.te·f"i O'('• 

_ fo"<"IYl.O\o..TY\.o~ o..horo.. e\ t-eoteni.o..: 

TEOR..EM.A l)E STOKES (Pa.Y'ct Grd.ficCls) ·-. 5eo.. So unQ. -
Supeyf\c..ie or{ento.dQ. def.inido.. poy IJ\1Q. fuvu.\Ón .. Z = fC><,'j) de.. ~ . 

C\Cl~e C:. E.\'\ UV\. C?.onj~nto o..bterto C.0\1.ten\e.ndo Cl [Q. un\6n -

J!J = li>. u OJ). y ~e.... V º"' C!.Q. ""'Po V e .. to,.¡ o. l d.. <!.\ ... s.. e 1 c:l e f 1 vi i­
do en t~ unión ~ = :,ºu oS. , entone.es : 

·- ... _ ········-· ., 

t.t: 
'F1G. 68 

. ' ': . ~. ,' ;·.· ~:' .. .' ' '' . - ·.' . . ' 

•.... : ·'· . :.s.·: ·•·'"'··~¡-·'., ... ,,;1;0. ·\<~!';.¡¡~,:;;;,·:!¿,/\( .. : ·:. \· .. ;(,::;,i;L.:·,~;c·,;_•· '"""·'··"''····· 

<!>Cu, U') 

·-' 

GZ 

' '., -. 



C.o'(\ ec:.to, teYt.emo!> \o. fo'fm~"t·~'-io'V\. '3eY\~~a.l de.\. t~o--­
"{"emo... C..OY"Yto $l~ue: 

TEOREMA DE 5TOL'\ES ·-- Seo.;· S üno.. supertic.ie ~ 
~v-i eV\ to.do.., flO.Y"C\.vY\ e:tdzo.c:l a. por un~ f UV\CiÓY\ <j>: 1) __,,,. R~ o~o a. 
~no ~ de. c\o..~e. C.~ e.n o..l<Jú"'- c.onJ0vtto CL.bier-t:o (!.ontevtiendo a.. 
rf)0 U 1Jo, ~ __ se~ ___ V_ ~-YI. co.mpc ve<?.tov-io.l de c\o.~e.. -~~ ... __ ge.Ji'!'.:'-_¡~~ . -

- en. UVl. C\.b i e.rto C'..O't'\. te ni ende o.. l(\ UYt lóvt. s = So u aso' entori.ces 

_ .. ·.1 v.ar =j[-rotV.ndA 
as. S 

63 

~l te.ove'<l1.o. vio~ die.e. qoe. 1 lo.. .c.\yc.u\o..c.íóV\ del C.ClWl.po de. _ 
ve\ocido..tles, o.. lo lo.~~º d.~ tn.. fv-oV\te.ro.. de. uvtt\ ~upev-fi~te, es 
t~uo.l o.. lo. mo..~Vl.ti:uó -Coto.l d.e. ks C!.9nt.~one.ntes "lioY"vna.\es de. ' 
lo~ 'f"Oto..C!.i.ovtó..les So'ore. tod.o.. t~ ~upe-rfLc.íe.: -~. 

---· CI 

_____ En o..\~uno'i> ... -te.)(tcs, 'Jie.ne ~l teoyem.a. ~prc~~do e.n <!.omponen­
te.C¡;; 'pa.ro... ·· obtene.Y' t:°'\. fo.-mu\~ci.\óV\, ve.a.mo~ \o ':ai<ju\ente: 

~ 0.. b e. '<Y\.O ~ 

"$e. <?..uVV"tp\e f.'\Ue..: 

~ -
que. ~0."<l un e\e.vn.e.nto ele O.V'C.C> dl e.~ e\ p\o..no '· 

dl = ( dx., <i~) 

~es_ c.\a.yo t:V\.iioYlc.e.s,. flU~ lo.. ~.\'."e~}ÓV\ _Q.orr~\~ovtdiente. 
fO..t'o... l.Jvt e.\emento ele. O.Y'<!.O ,dl e.\'\ R 5eY'a. : 

dl::: (dx., d'3, dz) 
_ Po't' 6tro... ~Y'te., llo..mo.vu\o oc, (fl ~ t' o. \Ds <Í.Yl.9olcis ~ue 

fo~m.o.. e.\ ve<!tor ii <!.oV\. \os ejes X, Y ~ Z -re~rett'ivCl.meY\i:e.. FIG.6'l. 

·
1

"' ''A~,< ... \·a.~»C?.oVYt.poV\ev'\.'\:es de ñ SobJe. ~a_c:\a, ~je SOY\.! 

11 vt ll Ces oC , b ñ t(.os ~ ~ ~ 1ñ'11 Cos '6' ; e f> de~\"'! 
•·'-' 

. ., . '. 



···-·· ·· Ye =(11ti11 co-:.~·,·· u~·u¿s~, ··uñu~,'t) 

~~o.. que !lnll=i se -\:ievie ~~e. Y\.-(c.os«., C.Os(:>, C.Ost) don.de. -

z 

X 

' ' 
' -'-,.n 

F\G. G9 

- o(,,
1 
~ ~ _'t .. _'\J'(lrÍo.n_ ~o..'f'a. ~a.~o. ~pu~to (X, ~,·:l) de _\a. SupeYft'c.le. 

j'v\¡d.\e.'V\.~o \65 c{n.«3ulos CoV\. "Yec:.~et?to Q. los .sem.i~je.J po~i~i­
vo-:,, lo<i <?.o~eVl.oS ~oE.Óa.YL e><r.rEsa.des ~º"" \c;..s .l<juo..\d~des: 

~ r. n . t = lt ñ: u l\ t ll C.o' ol = <!o~ oC 

n.3 = <;fs@ 

~ R.1<. =Ces o 
. __ Lu~~o_: tL.dA = (rt.td.A, ~.jdA, n·KdA). Ahora. bien, -
n es e\ vec..toy T""Xi'V' ~ c:IA ec¡, e\ cÚe.C\. de. UVl. 'e\eme'Y'\:to de. -

l\T~ xT.,.\I 
~\Jre.rfic.ie , ..e.s de.U.y dA = l\T"'x. T"'ll duchr • Pó.,.. lo -tn."1-to : 

ti. t dA = 'f .. )( ;,..:~ • t ll'i'.Ji' U"R d u. d 11" = (T ... X 'f,,.). t d u du-
11 Tu. X V" 

n .j dA = (fu. x =f.,.)· j dtLdo-

~ - n·'kdA =(fu. ><Tu-)•k du.dir 

. ·~ 

. >. ·,,· 



~ acp _ (ºx aY az) 
Tu. = at¡ - . ou.' aü ' au 

- . 

u =r - ~ - e~ ll, :q;_) o 1
v- - a\r" - av- ' o\1' o\1" 

-·, ..... , ., 

- ...... · ea.\e.~la.mo~ T"" .><Tu- ; 

'T"' xT.,. = 

E \"\.ton.ce s : 

..... ,c. d (... - ) .e- d · d (ª"J az -ay oz) d d n. \. A= T'4 xTU" • L u. v- ::: ~ a\r - ~a¡¡ u. ~ "··-:-

-n·J "°" dA - (~ax - ~~) du.du-• - au. ao- au- au. _ 

-n· kdA .- (.filS ~ -- .. ~ ~·) du. dv-- -·---·-- au. a~ o\1" au. 

-----C o vt_ .. e\ J~ VI . de Te.\o, C!.i Ovta. r "-"'-f:o.s . ex pre Si <>n es <!.o 11. d :><. J • d 'A 
, ~ dz , ~ ~¡en do : 

· d - ~du + ~d\I" - x. - au. ª"" . 
du - 21dll + ~ du--;; - oU. aV' 

..'.'z - ~du + ~du-o - au. u\1"' 

_lo.:<> d ¡fe 1 e" ._· .. des -l:ota.l es de. X (u, iñ 
1 
'j (u.., U') , Z (u., U') Tes pe~ ti va.­

mente, ~u\?ovtd,.emos*'\ue. e..'l(t~te Una. c:!ipé.Y'l:lC?..\ó'n e.n:tV'e -e.Ho..s, ~\n.t,­
bol 1 z.,.d._ por u na.. •~uña..• A , to.1 'lº e \.,,s C!oM.povtevt tes en t, j ~ 
'k de ñdA ~<>.. obte.Y\.ido..s1 ~"-"-vt t,,,, «esulto.dos <!or<e5fovtdien­
te~ a.. d':iAdzJ dzAdx. ~ d.x.Ad~; e-A de<?..\r: 

~.tdA-(ºY ~ - ~~)du.du-::: duAdz 
•1o - au. aU"" au- a~ J 

·· fi.J~. dA--~(.n ·~ ~ M ~) du.dV"- dZi/\dx. · - au. au- au- au.. -



• ·,4; 

it K dA -(ºx ~ -.~ 01) du dv- = d.x./\ dü • - av.. éHr oV' au. ~ 

..... -])·e~-~, ~-~, ~-ºa~\•(J~Aáz, dz11dx
1 

dxllay) - a9 o:z az ax .. ~.x: y) . . 
~ . . 

-= ((¡(-ª-Yt- ª1N'duAdz + (ªV:t - ~)dz/\CÍX + (fil'l- ~\d:tAdtJ .. J )" \. a~ __ az.J J az ax ox ay 7 ;¡ 

~ . -

Obtenie.Yld.o lt\ e..xpte~\·¿V\ en C?.om~neYlte!>, del Teorem~ de. 
~-to ke.s: 

·1~ dx + Vudu + Vzclz _ ( 0,(~-~)du1adz +1ª13-~\JzAa'x +(~-OJ5.\dx1tdu ~ • , J J~\ oy oz/ , ~ ¡¡z a:J<./ · a.t ay7 . , 
. as. ;s - · ¡ 
. ! 

--º--
Si G l\l i Y:: icA. oo De L. Ro Th e..i o Nh i.. : 

U-r¡ \1-z..ó..Vldc. \o... foTVY\.~ 'le.Q.toT~·d.l de\ TeoYC"M.G-.. de. St-oke-5
1 

po -
'demos 'n.a.\\o..r Mo.te.'N'to.t:¡ e.a.mente e\ ~\~n\~tc.o..d.o c:k\ 'TOtC\.C!.\o\'\Q.l. 
' 

~ºYL'!.Íde.t e.n'\.o~ ~ue "d~. e~ uvt.~ C!.u1'va. ~eHa.da.. C?:.t'('ctolo.r C!.ort 

C!.entro eV\. f' ~ l!..on 'YO.dto <? 1 ~"f\. lo.. !:>1Jperf1'C.C:e ~ ~ dQ. un. f lu~c:l~ 
e..u'lo ~vY\.~O de ve\.oc.tdo..cle~ e~ V()<.';Sl!). 

A'noYt\, 1 <:!..o'm.o la.o¡, dcc:v\vo..do..s ~o.vdo..14!.s de. V ~e\'\. ~ntlnua.~, 
- e! 1 c..•· -_pue.~ V -re~ e <!.\o.."-e. , Se tiene c¡ue rot V e.s '-''r\. liA™-po ve.~i:e.,... 

·do..\.., ta.Mbién Clónt-inoo, por lo <?..ua.\ ~vede o..pll~o.r:se el Teo­
"fevno_ del vcdor Y>iecl.io pa.ro. lnte.~y-ides1 dbteniend6 LQ. í3uo..l-

rot V. ñ dA = -rot V(a)· n(<l)A($) i 

' ! 

dQ,.d: ÍJ~ - -4 

··-·- "···--· ...... -..... ~----·•-.-· .. ---.. ~·"--- . ~--·---·-·--· ......... ' ._. ............ ,. ...... . ....... ·-·····--· ·- .. . .. .. l 

,··, 



donde Q. e~ a.l9ún fu'Vl.-to e.VL lo.. ~U\H~.vf~·c.te S O..C..oi:a.dQ.. fº~ 
A(S) es e\ O:vco.. di;:. l~ mi ~VYtO... · 

'Pe.-o f v.cJf firotV. n dA, -enhnce~: 
d5o lJ 

e~: . . . .. 
. rv.Jt 

.rot V(P). ñ(P) -:: .l/m. J~~. 
€""º A(~) 

lo.. \<jua.ldo.~ ~e.-s die.e. 'fue el 'tO~a.~Íe.\'\a.Le~ ~YL funto P del f \q(­
do 1 e.~ e\ \.íni.U:e ~e -\o.. ~~fc.olo..~io'n 1 de\ C!.O..'m..t'° V, ~cv- Onld.a..cl de 
o."r e.o.. WO..Yl.do ~~ta... t ie.V\de ~, c.ev-o j fº r lo 9uc. eVt el punto P se 
tie."t'l.e. \>Y\. efeC!..to de: Vbto..<t\on loe.o..l. 'Flc:,. 70. 
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-->-~ 
y 

r-------Y. 
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CONSECU€NC/AS Del Tt.DflEfV/11 DE .5TókE.5: 

Primero do;vemo~ a.l~uno.. "1ome't'1.c.\C1:t:or~ -paro.. ks "rC9iones de. -
:O.<!..ue.,do o.. \<.is feY\.6'~e..,,.o~ ~ue. e.Y\. <?...o..do.. uvto.. Se f>Ye,ev\'to..Y\,. 

C.on";;inuo.Y\do e..en lo-. fluldos, d.e.not:a.mo!> poV'Jit e\ esfO..~t> <!.ont­

'ple. to o<.upo.do p•v e.\ flul do "°" eo."'Pº de veloci d.a.du V(><,~ i); e\ e~\'<\--
:e: it> lt \,,e .i .. vor-t¡ ctdo.d.,.s e·,. >'La. ~ el ..... t., P•t ~V '\V• •• e.l "•f"'-• 
1 e¡., 0 c.upo.d o ~o r lo.o VoT He.id <tile s • t: ~ de.e.¡ v- rot ii ( P) : O .,. ¡ p •}ti. 
tj 'fót V(Pl *º !>¡ p €:~V. 

i. Y'te.ductble!!i. 

só\.ido o va.c.\o 

c\ve.uitc Te.ducible. 

.!>, T eYYLo\ ·~"~--º~- _ ctl.lr ~~~~,._r-a.Üa.. --~..:.~lreu_r~_C> _ ~ E l'li.- e.. Te cluttt ble. 
'l.¡ l' u ., de "<>ni ro- ev se h"' • t-o.. ""- fu \'l to o¡.\" So.li r de t.. • ~ iDvt fila., J ~ue 
..,, Íne Auo.i ble ~¡ en \._ "°"'tro.u.¡¿I'\, lo. O.uf vo. /;! se lnteneo.o. """ 
P..v - 0 bte.n CUi"t\. O\'\. ~lído o C..OVL U\"\. ~"Sfa..<t\r> V<l(?..<o. 

Uvto.. 'Ye~,·Ó'V\ ftl'L._ po..Yo. la. (!.ua.l t-od.o ~tvQ.vÍt:o ~e: Í'(\.. es -
-r-e.d..uC!..i:ble.. 1 ~e d_,·c.e 9ue. e:~ Sít'Yl.ple.meYtte C!oY\4!.)(~. 

~i \o.. ve\oc..l'.dQ.d V de.\ flvt'da, puede -e.xp'reSQ.:rse eu>mo 
e.\ <j'C"'O..d.:evd:.e de. UY\.O.. f-uYt.C!..\c{V\. e~<!.o..l<l.v \{J'(><,Y, i) es d~c~y- :>t -

V =: (V", Vy, Va) ::. ( ~~' ~~ 1 ii) = "'iT'I") "'e <!.te~ c¡uee.\ flujo """ 
pote vi. "-''O.\ ) ~ lo.. r¡-v vi.<?-! Ó n .,.,. <!D..\ a. 'r lf' es \la. \'V\ o...l.._ Ve\ <>c.\ tla.d po~ 
ten<Lt~\.. 

. Vt i \1-.0.V\do .. \ Teo~-m.o. Óe St-okes' ~ro bt\ve"'"º' 9ue eYL l~ 
1e~/..,;'.v¡. il.L, ·el flojo ... \'•tenc.io..L o "'eo.. 'I"" «xi't.te '¡Y tcU '(ve. 
V= Vlf. . 

e. o"'"\ de"'""º• das fo n to• , º"'º f !jo O· ~ v110 cu b ¡ t ni r ¡
0 

p 
' I' Q ' \ . i.. \ d e11, 

. u "'" .,. eg 1 o n "'1. -:; '"" f e Y>te "'' « """''-'' a.. , "''"" e """ l"º "' ~ "'•• 'J• e e\ 
C!.o.. Y>'\~ o 'V_ e"' d . ., <!.\o..s e ... '-

1 
• . U, "l ~ Vl. clo O ~ P · ..., 11. dos e.o r 

11 
",. ,¡¡ :s _ 

ti vtt o..!., <La. d.o. u Yl.O. e"- ;{1., F 1 <;,. 72, 
1 

lo. u viió,,. d.,_ \.._.,_ dos e.ur- · 

, .'.'/':"' .. ()/'. P_'j. ()_~_P . lo•~": _\~ C!::U!~"--:~v.r~<1a.. O 5., . C)A P,~Q_C>!!~r:t:, 
·'· ,.,::,,. 

68, 
" ·, 



, .... -· - . . .. - -·--···--·-·-···.. . - -· _________________ .,_,.. - . . ................ -- ............. ---· __, 
'':""'to.do.. po~d:\vo.'rf'\c.nte, \o.. wo..\ o..a.oto.. o,. uvto.. Ye.~i6r\ ~ ~\m~\e:meri.~ 

o 

F\Gt. 72.. 

i 

\ 
1 

1 
1 

1 
1 

¡?e.Yo Po'( e\ teovevno.. de Stoke¡,: 

. f V. di -j{·ot V. ri dA i 

a:;. ~ 

jv.di =Jv.df 
OAP D8P 

I As1: 

C-e~o ____ \G.s <?..urvo..s ~V\ o.rb1tro.r1'a.S' lo. tnte<Jro..l _:,~lt._ depe.nde -
:Je\ funto P ( ~ tie\ fUV\to·---\!-t~e.· ·OY· ~ · ~ de. \os ~m.tV"toS' s~uidóS. 
. ~o.. e!.t-o..'o\ec.1'.do e~to / ~ i: ~ e::, C!..U o.\C\u,e..y eu,,,- vo.. ~tm.f\e -
<!>t\e..V'Ltc.a..d.a..r uvd.e.Y\.~O UY\ f"V\to t~jo O <!.t>vt un. funto o.,y\o\twa:do 
;?:::(x.~,i), ~Y\.-t:-onces. o..\ dert\'\l'f' \ei,. fun~\~V\ eti~o..lo..Y' lpl>c,'1,i) ~-

. ""ª: \\'<x.~;z) = Jv. dl 
~ 

'~e. -tiene. 9ve. .'P Y\O cle.yentie de. p;: •. 
\ . ~ov- ~m,od\do..d 1 to'O'\G~oi e.l fuV\.~o tl~O '-oYY\O (o,o,o) 4j 5t-
,.9.~l.!~~2:.u~.!.'~-~-~·t .. "~~:t't'\,~.-~"!: .. ~-!-~~.'?.~ ... f.~.!~~ .. _l_C?,~.~~ •. ~~~-- e.j_~~ .. ~"-~~ •. ,.,_. 1 

1 .:·., ,· 



1 

z 

/ 
(- _ ~ (x,y,z) 

1 
j 
j 

~=-+-i~-:1---~- . 
~i 1 / 
. 1 .. 

- - - --~/'. 
FIG. '73 

! C.Q."M-Í!J,_~-~~~:1:-~ _q~--~,.e~_"°'_L~-!'!_~--~'' i:.t. ~ C:&, .. o..sC: 

'f'(x, ~. z) f V. df =jv.Ji 1i/.Jf +jV.Jt 
~ ~. ~ ~ 

dC>Y\de ~1, ~z. ~ ~3 -e~to.:n dese.nt~~ ,.E!.~~~tiv~mente. Fº" lo..s p~TO..nie.­
: tYt"l..O..~lt)V\e.~: 

t ~ (o, t, o) C..on ·t E: .[o, 1.f] 

t ~ (.0 1 ~' t.) 

t _..,.-(t, y, z) 

't ~ to, z] . 

t 6 I.o, xJ 
f>ov lo 9ue : 

jv. r1t _;¡ ;<~<tl). it'ct> el t 1 ;(o. t, oH o, 1. oJ dt: = 
~ í o o 

'• ., . •. 

)y . y . 

=j [ Yx (o,t,o) , ~ (o,t, o), v. (o, t; o)]• (o, !, O) dt.1Vy (o, t, o)dt 

o ~º 
A r\1do !Jdm.~rd:e .se. ohtíe't\e. que.: 

% 

jv.clf Jv.(o, Y, t) dt 
Jo2. o 

'· 
i 

,•., '\ .. · 

70 
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' 
' 

---------·-------.---~-~-----4·--·---·--------·---·~--.... -·~·--···- -·····-"' ---··· --~----. 
lueao : ;; Y Z X 

'f' (x, ~. z) =f Vy(o, t, o) dt +jv. (o, Y, t) dt {v.: (t, ~. z) dt 

o o o 

1 
1 
¡ 
1 Po.....,o. ~a.llo.r º"' ~ o'V' ~e:3 ul'rr'lo::. lo~ <!.a.rn.\no~ 

e'(\ lo.!¡ t''jUt'O.S 7~ 'j 75. '31¡i oZ 
\'r\o~tr-a.dos l 

1 
.; 
l 

--- -- - -,,, 
/ / 1 

/ / 1 • 
/ /:3 /. 1 

,,_____.,.¡_-~ "'' ~. i.) 1 

1 / 
~i 1 / 

______ y / 

1 
1 

.:X 

··z 

/ - - - - -1 
/ / 

/ / 1 
. /---- .5"'!'i,Z) / ( 

1 ~, 1 
1 

1 ~· 
1 

I 

/ 
I 

/ 

1 
! 

! 
¡ 
i 

- ¡ 
1 
! 

Y· 

. ª~ . 'FlG.7"1.- C.~mino po.ro. \ia.Uo.r 0~ . .. 
. a 

.tJG. _75.. Co,YY\tV\o pa.r<l. ho.HC\r a'i .. 
<!D'ot:e.niendo fdnte10 1 ~ve.: 

:it z y 

ljJ (x, ~. 2) =J~(t, o, o) Jt + (x, o, t) dt fy(x, t, z) clt. 

o o o 

: y dE. a.90(: 

a W<x,IJ,t) ~ , r (x tJ z) 
º~ - "Y , -.i, 

.. f.tno..lm~nt.c,. o.\ ~e5~.l-r: e.\ ~ltt~t> <!.a.YY\.t'Y\.~: . 
. X y % 

\i' (x, q, 2) =f V" (t, o, o) dt 1V, (x,.1:, o~ dt 1 V. ( x, !/, +:) clt 
o ' o o 

í 
' 

' 1 ..... ---·-" ... " ............. ---.-------. ··---- ' 

' ,, .·. :. ~. _, .... '· 



de do\"\ de : 

A I ' !.1. pues. 

..... .._..... 

V(<. 11,1) = (v,..(x.~,zJ, Vy(x,uJ, Vz(x, ,,z~ = (ª~~~l), 

Pcv- t~Y\-to, eY'\ lo.. Ye9\C:n 
4:.e C..oYl.~xo.. 1 ~e tiene un flujc:i 
~Y\tortc.e~ e><í"":>te lo.. v~loc.(do..O 

d~d 'V (x, ':f, :Z) -t-o..\ que. V= V'lf • 

...... ..._ .. ,,, 

;.,· 

.'R.L libve de vovt:Cc.td~de!!i ~ ~'ni~leme~ 
poten.c.to..l • E.~to e~, ~\ "f'ot V= O 

fº-Cenc.~4.L o potenc.~a..\ c1Q Ve loc.t-

74 
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EL TEOREMA DE GAUSS 

LA INTEl?zR~L DE SUPER.F\C\E. 

En -e.\ c.a.~\.t:ulo o..nte·doV", -sev:to..\.~mcs 'jO., qve ~ . 

Jí'rot \i.ñ dA 
~ 

es uno. \rtte<3ya,\. de 5upe.,fie.i.e, pue~ lo.. <!om.p~neV\~e normoJ., de.l 'T'ot-o.­

C.l OV\a.l 1 Y-ot v. ñ 5e. Wl'\:e9yo.. ~obfe. todQ. \.o. Supe.,t\C!.\C S. 
'En geV\e..'l"o..l / c:.i S e.":> UVlo. ~u t>e,.fic.\ e. ~IJQ."e. O'f\e.nto.do. ~ V e.~ 

un <!.o.m~o Ve.C!.tor\o.l clef~V\tcio.. en S' llo..mc.uem~5 h1.te.c.;JYO..\.e!I de. Supe.Y'­
; f i cJe. o.. O..~\Jello.s e.Y\ ll\~ ~ue s~ htte~re. ~oh-re. \a. sup~'tfíc.ie. ~, t~ -
;c.oVV\.pone.wt:te no1mo.l de.l ~o..vn.t>o V, c:i\mbol\c..o..~ente.: 

doV\.de lo. Vl.OYTYiO.l n ClfUYl.t.O.. --~ ex-\:ev-[oy- de s .. _ ... 
; Dt~o.. tº~ "('(\Q. ele ex tHe~a.'t' ec:ito.. <nt-:e~vo..L, ec::i ~on re\o..t?.í6n <\ -

> t~ ~O.YO..Y'l\.e. tfi.'Z. o..c.ió~ ~e. l<L !:>u~~Y fic.íe.; ~\ €.ndo cp: ~ __. R!
9 

~e: R1 · 

tt\c..ho.. ro..Yo..met1¡-z.o.C!.iÓn, I e.Yt.tonc.es: - -rt - Tu. xT"" "j dA == llf~xTu-11 du.dv-- rr\l x =r"" 11 

, 
0.S\ : 

\/ eo..mos c¡\-io"ro..1 e.\ 5,·~n\ r\co.do ~e.clm~t1teo ~ ff s1'c:.o de. -
e. sto.. \ vi. te';\ ora. l • 

C.owto $e ~'bse,. va. en k f 1'c:\u ro. 7fo , v. n AA e.~ e.\ vo\~;... 
\'Y\~n tle. un. \'Cl"iClle.\e.p(t>edc de bo..t¡,e. AA ~ o.l-bJY'a. v.it, por ,\o ttve. 

"·· 

73 



u. 

f lG. 7G 

-.---·--~- -·--~·~---···••••O.N-----·--· ....... -.... >• 

. yio~.da. e\ .,¡o\u'MeYl. tot.o..l de. todo~ lo~ ft\To..lele.plpec:lo.s ·~va.\"\.clo el.nó­
·VV\.evo c!e. e\los. -bi·e.Y\._ue o.. co. ~ c..o.«l.o.. b~s~ AA 't:leVl.de. o.. c.eY"o. · . 

Po.:ro.. l~ \nt:e'<'p'Ye.t~<!.(Ón. f (~ic..o.., c.ons.\d.e~en\O~ 9ue. V es e\ -
C!.a.W\.po de V'O?.loc.id.o..de5 Oe º°"' r\v{do ~ ten~o..mo~ p'fe,.ente. 9ue. 
lo.. n~v mo.l Yl ~e~o..la.. o..\. e>d:e<rtor de ·a, e.'V\tonc.e.s lo. i~te';\YO.l de 
~u~ev-flc..\e.. Y\o~ do..~\ '\(o\u•o•u!Vl. ne.t6 d.e. fhll'd~ que e<\.~ct--de.\. 
\ ""-te.v \()'(' cü ~'i<i::cv \or . de ~ j -teV\\ eV\Óo~e vvt f\uj ~ \\.G.ct.io.. e\ exte­
"t L<:>'f 1 ~t Lo.. lnte.'3vo..L e~ fº$ \i:tva..J ~ ho..c.l.c.. el lnte.do~ st LCl in­
tecy~·o.t e~ Yl.e~o..t\vo... 

E~te ~\~V'l.\f\c.o.do fC ~\<;-e, no~ su9''-:!e un Ylo'¡l-'ove ~Q.\"Q. est~ 
,;ni:e.~'N\.l , 11 \~ noMbr~"<~mos e\ Flujc, ele. V ~ i:'fa.ves de ~. 

... '., 

'Pa.v-o.. la.~ sope"Yf\c.\e't> c.evv-o..da.s S, limtta.V\do o.. UV\o.. 're<j\"V\ 
~ e'f't tR.

3
, e.s \ntu\t\vo.YYLertte <!Lo.ro / ~ua.l e~ e\ Q.x-l:evto"' 'j c.uo..\. 

~"b e.\ ivttedo'(' • 'Po'r lo ~ue e:.~ \Q. Su pe:v f~\ e. li m\tG.. U't\. Vb\u Me V\ de. 
9 o..~, C..\J~ o <!.o..V\-\po éle ve\oc.i óo..«les e~ V (t<,y, z) , lo.. \n-l:e~v-o..l de, -
'l!>\J~\!v1\cíe vio-. d.o.. -e\ vo\omeV\ de ¡,o..s ti¡ue !;e. -e.sea.pe.. <\.. trtl.vés de 
S «vt l"' uvd do.el ele. tt e.W\.po • 

o 

- ....• 
'' .·" 

74, 
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EL TEOREMA. DE. GAUSS: 

.P~vQ. obtenev- e.\ Teo.-e.m.o. dq: Gio.us~, f ije.moV\.O~ eV1. OY\a. Te.~·ión 
G en IR.~ o..c.o~o.do.. ~º~ UV\G ~upe.Y'f !c.\e C.e.'YrO.dC\. S, FIG. '77. \...oe.~o, -

FIG. 77 

. -p~rto..mo~ lo. Ye.<.flC:V\ G en dos -re~\ones G1 ~ &2.--~~ uno. ~oper.f1'C.\ e. sa.b 
C:.oVY\o ~e h-\ue~tv-a.. CV\. lo. f i9tH·~ 78 • 

c5a.b 

FlG. 78 

···-~~{ __\.~ Ye.~i~vi. G1 ~ve.do.. '\.~mtto.dCl e.en l<\. ~upe.rf \e.¡e. c.eyrqd~ c51 
C:..O't"-&tit:'v\da.. por ~a. ~ SQ.b, y la.. 'T~i~n Ga, C\ued.o.. lim\tQ.da.. por lo.. -
~vve.tfíc.\e. c~l~o..da.. c.5.i, <!..on~t\\:uido.. por cSb ~ c5q,a,, 

C.o"fVl.ó ~e l!>bSevva. en Lo.. tL'c;¡ura., e.n. ~o..do.. f'U\'\.to de. Sa.a ~e. 
tle't'l.en dos no'<m.o..le.s j to.. Y\o-tmo..l extedo'I' a.. k ~u~'-.'ffl'c.íe. ~.l iden 
ti f-íc..o.dG. por ii.12. ~ Lo.. vi.orm.a..l ~x~e.~ ior- o.. Si ~imholi %.o..clo.. po-r rb.s -
de. 'M.o.nero.. <\ue. ñu= - ñ1,_ • E r'\.tenc.ec:, 5e trene lo.. !l\~ui ente. .! 
..., e. l~d Ó'fl. ': 

7 J L J i . ._, 

...... 
,-,: 



. --· 
Co.lc.u\e.mob a.l-tov-o..

1 
el f lvjo ~oe so..l~ ele. .51. ~ 

J Í v. n dA = J [v. ñ clA +Jf v. n,. rlA 
~. Sa.. ;sa.b 

~ e\.. flujo Q. tvo.vé.$ de. s~ : ' 

f f v. ñ dA = j í~· n rlA 1¡v. ñ., riA 
~.t ~b ' '5a.IJ 

. Jf ._ndA-+f t·ij ~~~~1 [~n JA 1[:~.d~ +JtndA +f [~~2~~A-= 

-=If v. n. dA 1f v.n,.c1A 1Jt· nc1Aj¡v.n,;,dA= 
J Ís~ ~~,, · ~¡ .s&,, 

_ 'Es dec\'<'1 e\ f\~jt> o.. i:nwe'& de. lo.~ dofli ~upuf~e.\e~ C.e11'a.d~ S1 y 
· c52. , e~ igvo.\ o..\ f \.ujo C\. t ... ~vtfs d.e \o. Su\'-e."f'c.\e. ce.v,-o.do.. S ortst-

•· 

n()..'l : 

. ·- -~n ~f!.V\e1"o..l, ::it lo.. 'fe<3\6n ~ !>e '1~vte e.n k: te<3\anes.., 

G,, G~, ••• Git ' o..e.oto..do.Cf» \?ºr lat., Su\"'evfCde._s sj, ba., & •• sk Yes­
f>eC!:\:\vQ,YYl.EY\.te, lo'$ f\ujos o.. t,-~'\les ele lo..s. ~upe.1fic.\es C?.oni.uY\.e& 

o. do~ 'fe9\0Yle~, ~e. <!!..O.ne.e. \o.y¿n1 ~ued.~V\d.o lo.. \9u<>..\dcul. : 



··-k __ .. ·~-····--·--
¡ 

_ doVl.dE. e.o.do.. bt e~ una. superficie c.e.1ra.do.. •.. __________ ----· _ 

. . PCJ..'t'o.. .. "1.Q.llo.v lo.. 'rE\Q.ttlcf.., e,c t:,teY'lte. ent•e e\ f\ujo (\, t..-o.vés -
el.e. \a. ~ul>e rfi c . .\e. S ~ ~\ t-\u30 '4!.V\. \.a. ve.cin.do..d ele. C.Cl.do.. puY\to e\'\ e.\ 
\n.i:eY~bV" de. \o.. "'fe..~tó'Y\. lim\to.do.. Po"' S, d\v\ d¡H!VY\.O~ lo.. re<j\o'~ G -
.QY\. f>C!.queñtf.S "te.~{oY'l.es, -t:oc!o..s O.C!ot<l.do..s ~o'r c.ubos.; q_ueclo..ndo en. 
e\. tnter\bV' \.JV\. vtv\"Yl.e""o N cie <!At\>os C.Omflet:c~ liVY\.Lt<\.doS. t>oT UV\<l. 

.5upe1'fic.íe c5N• . 

\..ue90 ele. en.(?.on:\:T<l.~ lt\ cx:rt~sión. po.Y"a. e\ flujo o.. trcwés 
. J.e ~el.da. c.uho, . tomo..m.o~ el llmlt:.c. c.uo.nd.o N -.a:> ~ el vo\umen -
·ele c.o..clo.. ~bito .\:ien.de. <l c;ero j ob-tenieV\.tto et'!,( lo.. te\~t!.to'\'1 .. bos-
, ca..d.o.. • 
· _ ---·--··----~-~V1-~.t.ru~c.~s ... lo~ .. euboi1 dlv·1die.vt~C> \o. ve'3lÓ"1. Ge.en .~u~ 
pevtides plo..Y\~5 po..va.\e lG..S O.. los plt1.YLOS CoC>yde.no..dos' XY t YZ ~ 
ZX; ele YñQ.V\era. ~ue. <?.<\.do.. '-"\,º C\ueda. v\:,1'c.o.do e.amo ~e o..prec.io.. 
e.n l<l. ft''3uv-a. S1'<Juien.te ~ 

X. 

f )í:J, 79 

77 

-s·&e~d~ 6< j -~; i) I \"el.~ c.~;td~nd:~-<l~~.de\"" ·v:ev~he m~. C!e~­
C..C\,V\O °'\ o ... r~en ~ Ax, A'), 6.2 lcu. loV\~ttude.s de \l!>s la.das e~ 

, Lo..~ ,Q.iu~.al!..tone!i" d.ce. l<!>s- ~je~ X, Y, 'Z, vesfec:ttvo..m.e'W\.te, \.t.Q..\t~­
vnc~ e.\ f\ojo ele.\ ~VY\.f>b V o.. -\:r~ve~· dé e~te c:..obo. 



! ,. 

Ób$e't veV't'\o11 -~"'~· la.~._Yt.01 m.o..le5 UV\.i to.ri<l~---·~'>'ltel'.'L.~.!~~ o.. lo..$ e.a.Yo.~ 
C.1 1 <!~, ••• e, 'J Son b Ve.etoY"ef) : 

Y\., = (ó, -1, o) I 

·ñ3 =(o, o, -t) 

ns= (-1, o, o) 

i\2. =(o, 1, o)= -ñ, 

it1 = (o, o, 1) = -i\3 

il., = (t, o, o)= -ñ5 

. T~wno..ndo en. c.uent~J ~ue e.\ co.mpo V{;l.,'j,l) = ('lx, Vy, v,,) -
: e.~ <tontinuo 'j ""Q e.\ C!.\Jbo es f'e.C\ve;\o, poc:le.me>S ha.e~\"' UV\O.. -

: O..\?\'OXim.o.C!.\~n J ~uf>on\eV'\.d·o ~oe e\ e..o..mpc e$ ~\'\S.t<l.nte t!.V\. toda.$ la.f> 
C.O..Y<l.S ~ A-&( los flo)o:i ~ tro.ves d.4!. C!.o..dCl. <!Avo.., ~ey-Ó.'1, \.os p't'oductos 
de!. lo.. c:t.oWLt»V\ente no\'ma.l de.l c.a.m.po ~ov e\ c{'re.a.. dCi!. lo.. C!.Cl.YCl. eo -
"Tre.c:,\?ond.ie.VL-t:e., e~to e.s: 

--~-v-n,, AX.AZ. = Vy('J.)~XAZ 
'"V•ñ"!JAxAY = -VzC3)Ax.AY 
... y. ñ.4 ax A.'/ = Vt ( JJ,) /:::a'X.. AY·--

· V• ñ5 AY llZ--: -V:ic:l5)AY ~i--­
·V• ñ.6-AY AZ = Vx (e,) A'i AZ·--- -- · 

78: 

- dm"'-de el 'f\.Ú-mero .e.ntve po..1~ntesís / ind.ie..o.. lo. C!AYO..· de. 'l"'e. ~~ tvo..t~ 
. \..u 4ego, •\ t \~jo· G."t Y'Cl.'Vé~ c:le.\ C!.ubo es. ·~~"º>e iW\Q.da.me.Y\t. .._' 
l~ '!>vom.~. de e,_to~ :!le.\s ~rodueto~1 ~lle. ':JO. T~~~'t'upo.des en ca.vo.s 

.... ,•, 



79: . . . 

r····--·-· - --................................. _____ -· --· ·-........ . 

. -ro..,.o..\ela..s, toma.n lQ. ..fo,.,,.,,o.,:,.!)i9uiente: 

. j' (¡¡,¡¡ dA ~ [vx(,)-""(S~ AYAZ + [vyC•l-V,(1)1AxAZ+ lV,(4)-Y,(~~AXAY ...• 

~ . . 

Corrto ·~upu!>0lm()S 9ue e\ va.lov de.\ C.O.mpo e.Y-Q. e\ m.i5vrt.o en todo.S 
'to..s (!.Q.yo.~, e~-to,. 0..pYoX.\Y\1.0..t!.to'n Y\O~ d.a. Uyt -f-\ujo C.e'f"Oe . 

Al i~u~t ~oe. e.vt \os te.ou!.Y\'\.Q.S O.\'\.terlotes ~l se pide. ciue e\. 
C.Cl..MfO ~e.Cl. de <?\a.se e!, pod~n'to~ tcimo.y e.n C!.vento. la. VO..Y ¡~t..\ó'n de.l -

C!.o..m.~o el~ OVlO.. (t~'f'O.. o.. lG. opuesta., \.o~..-o..t'\do uno.. mejoY' ~pYo><'iMa..­
C!. ión • Pi d o..mo~ ~o e~ 1 c¡ue V ~e.~ C.1, CLon. ~ t!.uo.\.. -t:~vte.WlOs ttue. : 

• 1 

\ 
V.y (2) ~ V:11 (t) + EY.!. 6.'J 

'J -ay 

Yz (4) ~ Vz(3) + ~~z A.Z 

E'rtto 'f\<:.es : 

V"(<o) - V.11:(5) ~ ºa'; Ax. -

1-.. Yl'l.uh.i p\íc.o.vido pe,. AY AZ 

lV~C")-Vxts)1AY6Z ~ 00~ AXA'JAZ -

lVy(2.)-Vy(J)lAX.AZ ~ ~:;·AxA167. 

lVx(4) ·-Vz(3)] A~6.'Y ~ ~": AXA1 AZ 

Noteti.e. ~oe estas 'St~uen St'e.ttdo ~ó\o a..pv0Kin.to..1t.\one~, yo.. -
que. C\fro\/eC!.'1.0...'l\.dD <:\.Ue. lo.~ ~o..~e.fo..les son C!.on-titnu<l.~, e~'tO..\')\l)S sopo­
Que. la.s Y'<l "2.on.~s d~ Vo..n'o.C!..~ÓV\ ~ aVt \\ ~ ~oVl <!.ovu,-\:.o..nte~ C\. \.a 
l ·. ·· aK ' ay " a% 
lo.Y~.º de. Ax, AY ~ A'Z '"'\"E!~¡>eei:.tvG.men:te. • 

. , ..... 
'., .. , 

~ 1:iL;; ·. ' ; ..... 



5o!.ti tu\je.~do eV\. el f-luj o de\ C.v be>, e.si:o..s \'r\ejores o..p.,.o -
·X l ~Q.Cl.tOV\e S : 

"'-. av'C. AX.ll~AZ + aVy /lX.A'JbZ + ~ AX/l'16.Z -"'"" ax ay oz -

- (ºVx.. + "aVy + oV'Z.) Ax.AYAZ - ox. ª~ o:z · 

80. 
;,;.~~ 

. ff°' ñdA 'V(~_+~+ ~)~x_ AYAZ · . ~ ax ay . az . 
,.._ . ". ·. " .. 

·-·--- · EnUinces e\ f \ujl!>- °" tra.ve's de l"-, 5c.Jrer.ff~íe .. ~N ~ve. •nc.~e -
-Yva.. ·o.. lo~ N c.ubos, e~. o..pro)('\MQ.do...nient4!. lo.. ~umo.. d~ e~t-os N v(l.\o­
tf?~ : 

·' ,·, .j( ( ;¡.ndA ~ ¡, ~ L ( ~ + wr+ ~).1x.AY;AZk ' ' ' ~. 

. 1~ ~ . J k . . 
~ . . . 

: ra.'t'Q. ~odo& Los. l~j, k. . tG.le~ ~uc el C!.uhtto @tjk e.s-t~ _ <!ovnpleto..W\en­
-t:e Jentro de \'\.. ~up-eYf\'c.\e tJN • 
- · .. La. i9uo.\da..~ se-t!..Ovt~iqoe o.l tcyvio.r el Umite ~uo.vido N~«> 

· ~ lo.s loYL3d:udes ~X.tJ A~j, A'i.k. ·ti~nden o.. ce-ro. 

. -

JiV.ñdA - lím \ '\"' ~(~ + 2Yl+ ~)f),:r.·tx•/.AZ 
- N-+co L L L ax oY oz " J k 

Alet .. O L . j I<. 
. SM A1¡ ... o,' AZ1c;-.O . 

'PElY-6 en e\ UvYtH:e., lo.. ~ope.1fic..ie. SN <?.oin.C?.\oe. C!on l-. -superfi­
c.ie. S y ~\ l~do deyEC?.ho e.~ \<l. lvtt~.,.a\, of:.yip\e. ~obte. Lo.. 1e.g\6n. -
G O.C!.oi:<l.d~ r>or S. As(: 

Jfsv.ndA = JJ~(f: +fj+ft)dx·d9dz 

, . 



', ·'. ''·"J' 

i - Jonde lo. e.K,,.te1'°lC:n: -· 

( oVx. + fil'.t + oVz) dx dy dz. ax. ay oz 
.. es __ ~\ flujo loc~l _en <?.o..do.. punto dQI \nt~dor de lo.. ve<;\ iC:n. 6, es .. -
dec\'('

1 
e,, lo.. ~n.t\do..d de f\u{do ttue ''chvev-~e'' Je c.o.clo.. e.\en'\en4:.o 

de vo\ume"'- d~: dx.d~d.z. fQ.v-o. tene'f' pre..~e.nt:e este. ~i~nific<l.­
d e- , no 'tY'\. b 'ro., e. m.o' °'- \.o.. e.o.ni:: i d o.. el : 

. t~ chve,-9e.ncie.. de\ ~mt'º V y lo.. ~b.,ev1dre~os eoMo. div.v, pcar lo 

. '\ve. : 
·-- · ----~di V -V·-= ~ + ~ + ~t'z -· ·-~--- · · · -----·-- ,.-... · .... - -· - .ox . ay az - -···- - · · · · - - -

-- ___ E st'a. ·:t9vo..ld.o..d y 'Sv~ hipótesi~, _ ~e.·- <!.onoce. ·-~em~- ~\ T~ye_ 
m.°'- el~ Ga.us~ ei ele. \o. d\ ve"~ent.i<\.'• Aho,.O.: lo e.\'\..unC?.i:a..yern_o,s foyn'lo._1. 
Wte.ttte: 

... TEOREM~ DE GAUSS ·- Seo.. G ~no.. Tegión en_ R~, o.co-
. tQ.dCl.. por uno.. -~u_pe.Y'~t<!\e. _S ce.na.de\. ovíe.n:to.\>le. ~ -~ea. .:V.. ~n c.ctvn 

_p_o __ _ve~!:ºrco..t .. ~e c\a.,e e•, c::&e.f'n'dº Sob•e G u S, ~ntonc:.e~ : __ 

_ · · ·:. . ·--···· :.E..l. t€oY emo., Te. ta. ~ionC1. unQ. \vt t~qni.l Je Superf \e.le _con. u 
V\'1..~ \VLte.'!v<\l de vo\ume:n.1 ~ noc¡, dice (\Ve. e( f \ujo c:lel C!D..Mt?o V a. 
tTo.vés de. "no.. '5upe1 f ic.\ e. <!.ev!.<l.dO.. S / e~ \g u~l q,_ t~ m.~~p·1\ tod 
tot~l .de \o..~ c::l íveY'<;j~nc.ia.S de. V en todo e.\ vo\u M en -V- o.tto -
tQ.do por c5 • 

:i 

81 •··· 



f . 
1 

d. e vio..d.o..s 
Re C.ordo.lt\do ~ue \o.. no, n'l.o..\ uni'to..Y'lQ. ñ i:ievi~ C.omo t!.OOT-

'4.. lo:. C!.o!eVl.o~ d\, et.tti~es, o se~ : .'.¡ · 

..... ~-- ~-·-----. 

n = (e.os ce., C:os ~' Cos l) 
: e~evi bimo~ \~s l~uo..\do..de~ ~i9u1'entes: 

; poneY\~es: . { · 

.Jt~~4<+Vy~~+V%Col~)dA=ffJfrt+~+f)dxJyclz 

Si~NffiCAOO DE LA DÍVEFl<!iENC.lA.: 

...... -- .. A-po.~-tiY' del-"Teo,emo. de Ga.oss, podem.o~ obtel'\e~ ·e\ $t<]• · 
Yl~f\c.culo rr~c:\sa:i ,'4e. t(\, divey«Je.n<!.ia. de. v. 

ToM.en\.~~ ~ l<l. ~e~\&"n Ge ~'M.o l~ Q.C!.ot-o..c:k, -~Y. l°' supeTf\-· · 
C.ie e~réT¡c.o.. c:Se \!.oY\. <!.e.n.tro ~vi. P ':j r~d.\o {'t <!ontcn.te"tdo un 9~~ <!.U'JO tl.O..h'\f'O de. ve.\o<t\c:lo..des V(x,y,a) e.~ Je <?..\Clse e• e.Y\. \o.. U\"\iÓn· 

Ge U :;f • Lve~o, - por el teoTem.a, ele.\ vo.loi mecllo ya.yo. 1ntegre1.- ; . 
le.e:, : . 

: .. i .: .. - : lf • · fíV.ñclA 1J[divlicl~ 
' ~f . ~. . 

pa.:r~ o.. l«j u'n pun t~ Q. en ¿;f' • 
'J yo.. que! 

•' ' 

' '• . ', . ' :. . ': ·,; ~- -. ·. 

''/ 
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'' .. . ·-··· .... ··--!···---

j - -e\"\to\"\.Ce s 
' .i; 

! 

• i 

1 

divY(P)::: lLm 1 J~ (y.it dA·. 
(!-+O \f'"(6p) J~ . , 

. '. . ~, .·· 

) ___ ··- ..... AsL._el. ~iCJY\' f~c.Q.clo _ p.rec.\·~o ele l~ d,ivey'lenct'l~., . .e$.~~- e.l l(~·,~ 
·:te el~\ ~lujo ~ov unid.a.el ele vo\uMe~ t.v~'Vl.do e~te t\e.-,,cl~ et c...ero. 

' fciY°". VVI. t luÍ'db ~V\ UV\O... v e~icS\'\ G ~vtc.en~·a.d~ po.,. :s, : c.uy"" 
'd.i vev~eY\C!.lG. eYI. todo pun-t:o de. G e$ ceyo, div V= o I ~e.. tt'evae 

~ue.·. JI- lII ' ·. _ \i.ñd. A= Jiv v_cl"'\f" =·o 
c5 . " ~ ' 

-~ ~ec.\y 1 . ~u~ e\ flojo -~ ~Y~ve's de ~ .. e~_eeY:o- .. ~ f:>º"C'. lo·t~nto e\ vol!l 
meV\ -\!'- de f lutd.c no <!.Clm.bics. <!.on ~l tlem.pc>, e.~t:c:> e~, no ~e ex­
ra..nde. Y\\ ~e <!.omp1tTY\4t.. Lo l!:.Uo.\ 5u«3ieve '\.Cs V\O\'Vllofe$. de flufdo 

. \\1.C!.o\'Ytpf_e~lb\e J'~G.. e..\ e.o..~o e.\'\. 9ue dlvV:O y f\uído C.ompresi-
. b\e ~uo..ndo d,v V '4= O• · 

Ut'lt\. ob 1ervo.c.í~n wiu~ \mpt>\'to.nte y C\º~ Pº" to.n:t'o CZ>~. ele.­
be ten«ty pre~ente.' e.~ _9ue. s\emp•e \Q. Super~<de ~ c:¡ue. o..aoi'Q. 
~ lt\ Ye<j\6n G, Vl.O e~ U\'\.ct-. "5up~YfCc.\e \'Y\.o.te.Tlo.l ~\no 1.Q. T'onte­
Y'°'- \mo..~\no.~\o.. dt. \o.. 1e.'3\ÓW'\ ~~e. no~ \vt"tere~~ O..V\n.l\t.Q.y j t>ue~ s\ 
to..~ ~ufe'1 ~' c.le.s. fu e'en. mo..t e Y\.Clles, \1.o pod., t a.W\.OS ho. \,\o.Y' dtil -
-tloj(), ~ tYo..vés <i~ •\lCls.. , 

.. ,· 

: ,. 
¡';:. 



·-·'.~.~,::---. ¡.· . -.: : ¡~J.-. 

,, 
",· 

E.L TE.OR.EMA DE LA DiVER.&E.NCiA··-EN EL- PLA.NO~ 
'' ' ¡, ~ 

Re.c.orJevY\oS 9oe 10..ro.. estct'o\ec.er e\ Teovem<\ de Gtreen, do..-' 
do uvt ~o.Y'r'\.po VeC!\:'otío..l VCx,y} y UY\O.. c.urvo.. een·o..do.. C, detefm\.nQ.n 
do o.. lo. Ye~iÓYl. S del ,J:lo.Y\o, Se G..Ylo.l\'20.v-ovt \a.s e.om.po\'\evii:es tClvt­
~e:.\'\.<?.\Q.\es de.\ c:!.o.m.po V o.. \o la.Y~o de i: ~ de e<ldQ. ctoo..d.ro.d.\to en 
La. v e<3 \c.'V\. c5. 

Aqu{ ve1eMo~ qui 1ela.t.\ón Qpa.ve.c.e ~\ <!.ons\deramo\ yo. YlO 

~o.'b <?..o'<YtfoV'l.e.Y1.tei; to..vt~e\'\e.lo..\es ~l\'\O lo..s t.o\'lt\.poYten\:es norma.les de 
v. 

--º---

SIGNI~ ICADO _DIO .1 y.;tcJl --. ___ ·--~:·----~-----:·--- ··:· . 
' ' ,. .. " 

.. e.on ~\. fcn. de. ha.lto.v pr¡mero.mtnt~ e.\ ,_'llt':JV\.(~ii?.~clo .. ~e. l~ 1-
1 

\n te~va.l ele. \n,~ CoW\.poY\e n te~ Yl.or \'Y\ o.les de.\ C!L\m.po «!.VL tor Vl:º o.. l~ ~Uf· 
Va C:, -l:ya.ce.mo~ eV\. un ~uvtto V<, Y) C!.uo..\ C\uiey-~ sobre l: 

1 
uno.. Y\.o'f"-

mo...\. uni.to..Yl~ ~-~ño..\o..nd.o ho.<?.i.o.. e.\ ~><ter\~y- de. c5o 
1 

'f \c¡. 81. . 
vcx,1) 

'F\G.81 

C..oW\.O ~e o.p1e.~\a. e.n \Cl f [~UY<l. 1 ~\e.V\.clo VCx,~) 4tl v~\of' de.l 
<!..Q.'M;~o e.vt e.\ punto (-x, 'J) , lCl. <?.o..vttl cln.d V• ñ lll .Q.~ e\ c(,.e~ de. 
\)Y'\. rre.Cltd.vt.sultto de Q.V\.C.~O 11\. ~ lon~ltud. v.ñ _ De ~ul' 9ue. k. 
\ttte'3"a.l . 

J:-n.dt 
nofi d~ .. e..\ c(re.o.. .. 't:o_-t:Clt . ~~ .. _todos e~te>~ te~tO.:n.<jY.l~. Sobre .J~ cur­
vo.. ~ \!..uo.V\.Óo :At -\:\ende. o.. e.e.ro. 



. 1 

' I 
~\ f:IY\ 

que. 

A\.io~~. pa.ro. hQ.\lo.v ll:l t'elQ.C?.ión bus~C\da., d \ "¡ clo.m.os la..;-~·".': :\ 
[> 0 C..Ot\. \(neo..11 hoYil.o\'l.t~les ~ vevtica.\as ~\'\.\a. YV\\Sm.Cl. fovm.Cl. -. 

E.Y\ e.l T-e.oveM.Cl. d~ Gte.e.n. 1 "'F-lG. 82., que do.~do N e.uo.dY"a.cl itos -

(: N 

~- _,; -----,. 
<.""""' . 

"""' ,, , 11 
I - 1/ 
1 -~ 

, ..... 
~ ·"""' 

'"\ ,, 

"' 1...-..._ ...... --
FlG. 82 . . . 

.'.:_C.oh'.l.pleto!I . co~i:evüdos dert.tY'O_c1~ .\.o.. pol¡9ona.L,,. • 

__ .. ., . 5upo~i endo que. el <!a.ntpo V6'., Y) .:.es c.on~"tn.V\.te e.n 'toaos los ~ 
lQ.do:, de. urt e.uo.ch-a.dCt'o '· ~o..\c.~\emo' e.\ flujo ~ 'l-t-o.ve's-- de. él. 

y 

T -
ay 'Y\¡ 

-n,. 

\?'(X,el) 

V.i\, 

-AX ~ 

f1G. 83 

" 

.... 
"J\¡ ,: ..... 

~u endo AX- ~ AY l<'.\.~ \onq \-\:udes de \o~ la.do~ del CVCl.- .. 

~ \o ld.v-go de \o~ ejes X e Y, ~ 

ñ .. =(-!,o)' Yti= (l, o)= -nt '\ 
ñ 3 :. (o, -i), Yi4 = (o, l) = -n3 

\0,5 norrtiCl\es. e.xte:t'loves o.. los LClc!os, te.Y\.e.M.Os ctue \os f\ujos son.~ 



(v.ñ,)AY =(VI(.~ Vy)•(-l, o)A'J =·-Vx(t)~~ 
tv. vt,.) A'/ = VJt.l2.) A'J 

W • Yl3)~X. = -\fy(3) ~X 
(v. f\4) AX:: Vy (4) AX:. 

lue.~o e\ fluje ~Y\ e\ euo..d."ro..do 1 e5 O..pfo>et~dcut\ent-e.: 

¡v.n dL ~ [VitC~l-V,.c1>].e.y + [vy ('1)-Vy l3~ AX 

a -e\ d.UG.\ E~ C.~ YO. f'C>~ __ no.loer_ ~upuesto. ~V~ .el C!.O.trlpe. "-~~ __ epn.s't:Cl\'1.i:.t!. ert 
e.\ CUO..dy4,do • 

Uno.. veJ.. __ mcÍs, si_~V- e .. _.de _C?.\o..~e.._ ~~ . c,;,e ... :t: 1.cnen \o.s .t'el~a\ones .... 

t V.:(~) -Vt: O)JA~ ~ ~';Ax~'>' 

l Vy (~) -Vy ~3)) A:x ~ oV1 A'XAY 
1~ .. 

"f · · ~u s ti 6\:-u '} en~o ~Y\. -e\ f \u jo ele.\ ct.uo.,d,.o..c!o . 

fv Yi c:J L rv -~ AX.AY + ~ AX.ó.'J ::. ( ~ + 2Yt) AX.AY • "' -a~ · ay ax. ay 
. . a . . . 

Entonces. 1 e.\. flujo o...\., \a."Sº el.e. \4 pol~9«>noJ. 3'., ser&(. 
e..r.,.oxi.-n• .. ~do..me.nt:e. \o. ~ºW\.~ ele t_{ cto..'t\t¡d.~cle.s dt est-tls. 

1V.ñdl ~·~/;: ( ~"; + ~}MtA~ 
~ l J . 

Y- en e\ ll WYll't e. C.v4.nd o N -. 00 y AX.l-+ O / A 'Jj ~ O / "bC!. t t e.n~ l'l 
\~uo..\do.c\. : 

lv· rt d t = l•"' ' '(~ + ~) Axt A'J· Ax¡ .. o LL ax a;r . . J 
P., A~; .. o i. · j . 
H 

: .. , .... ·~, . ., ... _ ...... _, __ ,_.. .. _____ ., ........... ~·· ·~ .. : ·. 
' ' . ~ 



-.~. - . 

. donde. . l~ e>< P'esi C:n ---·· --- · -· ·- · · ·· 

. (~V;-+ ~~r)dx:d~ .·j· 

-e.e:.. eL f\ojo .. loc.o..l _en e.n.do.. pu.-ito de \°' reg\6.-i ~' poi Jo_ 9ue t<l..m~íe'YL 
: le. l\ O.Vl'l.O..Y"oeM.oS \o.. dí.,,ey9en'-\~ de. V, n.~(: · 

1 _ _ __ • C.o\'\. e"!>to hemo:. f1bt .. n\clo e.\ T~vem.o.. de lo.. ~1vev<3~nefo .. -~"' e\ p)a.~ 
\Y\o / ~ue. fowmv\o.M.o~ Q.. €..ovt:t:inon.t!.\Ón ~ 

l TE.OREftth. OE LA O'VERC:.ENtll~ E:N E.L PL~NO • - . ~el\ C Urto.. C.Uv-Vo.. 
l . . - ' ' 

. ¡e e no.do.. -~ue Q.<!.o'ta. Q. lo. 'fECJÍÓV\ So del p\a.no y \1()(, y) UY\ \!.o.m.po vee­
! tot \o.l de <?.\o..~e. e•, def ¡ n.tdo en \.o. vn¡Ótt S: :)0 U(! ; entonCet>: 

' •·'' 

Es.t_e. 1e.~ul-t:.Cldo -t:o.mh¡t{VI. púe.de obte.neYSe. .por. unQ. o.p\íc.~c.\¿n _ >i 

d {tee.to. de.\ Te.o,.emo.. c:1e <bree\'\.' cewio en e.\ CALt\JLO VEtTO~lAL. ele. 
M"n,de.n, pQ.~. 356. 

' ...... 
' ¡'• .'', ..... _ ;'., ·.:_,-,· ,·. 

'·i. ,, . . ,-,, ' .. ,,::· 
:·,''' .. ' 

' 

' 



.,.· 

1 

Conclusiones. .! 
·,}, 

1 
l 

1 

' 
1 

- C On'\O Se. ho.. visto I lo!!> tre~ teoTe.MCl.S obt.eY'l.l deo~, tte- :O: . 

'Y'\•Vl. U't\.O.. (!.~Y'O..Clt:ev-Ítat&a.a. CltH'Y\.OV\,, etttQ. es, 9ue. C!AdQ. UY\O de. - : 
e\\o~ no~ 'te\G.~toY\.O.. \o... \nte.~Ya.l !»obve. U\'\o., 'fe~i~n clel esp~c.\o 
( rt" ~ ~) c..o'W'\. lo.. '"'~e~~a..L so\,ut \~ f "º""ter~ ele. d·,·c.\.a.o.. 'Y'esió\'\~ 
E~ te~.\ C!.Q.YO..t.tef'{ltÍC.O.¡ lo.. V"O..Z.ÓV\ c:le ,ue. e~t-es. te.oYe'M.Q.~ Se. -

l=>ve .. e\'\teYl ~.n.Ju\'\t~mente. • 

. -· -· .. - lo.. \~e.tu~a.· de es-le .m°'t~r.la.l., yto!. t"'fo.reJovi~~e.\Q.Y'l~- · 
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