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~ Préloge

~En este trabajo, se obtienen los teoremas de Green
Stokes y Gavuss, teniende come objetives prineipales, pri-
mero, wmoestrar el precese intoitive a troves del eval se -
aleanza la %mmo\cw,i'o'n. de dichos teoremas Y, sequndoy
“hallar el signifrcade §isico y geometrico de los mismos,

Auvnque estey teoremas surgiersw af realizar inves-
’_‘tisqqiones en e\ectric.ido.cl \’ m&sne{:\'sg“o’ Qqu" sori. moti-
“yades pber los fencmenes que se presentan ew los -Y-lun'clos,

pues estos son mds observables y por tants, menes abstrac-
tos que les del electromagnetismeo. |

Inicio eon el estudio de las vorticidades, ya que

‘ .""\ix‘a‘m’dof « estas surge- =l eoncepte de votaciewal que Luege,

Senero.\(zmc\o a G.uo.\quier e—am?o ‘Vee_tor(o.l., QFdec_e(o: en los
4eovremas de Qreen y de Stokes. :

. sesu\'dqmente, se foceée qa Aeso,yvou_gg !_Q tn—
-teawol’ de un eampo de veloctdades =ocbre uvna turvae, . ce-
chxdo.,, la que mokivada ber el mevimiente elvevlar. de -
bn l.(c‘o\'do, es qu'.a&& ?eirevracidn’,

worEe s Sele - despoes glg esto, se desayve le LDS '-tep,re.-“
‘h‘lo.ﬁl ,Pvimeyo el .&e. GTQQ“ \I ‘\UCSO E‘ de StOkQS- .

PRI



Se continda, dande <l significade de la '\n’cegvm\.-
de suvperficie y finadmente se expone el teorema de Gauss
siendo en este Oltime en el que qpqvece el eovicepto de la
d'\ver%enc,{c. de vn Campo veectorial ..

Debo advevtir que durante +oda la e-lcposiet'o'n,
‘Siempre se hace veferentia a {lojos estacionarios, es de -
ey, o Q(‘_lue_\los euye Qawmpo de velocidades es independiente -
del tiempo.

Lo iviteneidn ol eseribir esta 'te'sfs’ es de que -
.LU&%O de ser vesta o Qon.si&er&tién de Qluw\v\.os v FYOQE“
sovres de C’.&\eu\o, +eomande @n cuenta. Sus OBsevchc.iones y -

suae‘ene.‘ms,.. sea po\:\icqém eomQ._MO:!:en‘aL de apoys al cur
20 de Cf-_é.\(!.u\o V. ' -

A%\-o,c\ezc.o‘ a los profesores, Francisco Struek, -

L4

por \a diveceion de este trabajo, y Santiaqo ldper de -
Medrano, Guillermoe Gémez, Emilio  Jesus Floves Y Jeffer-
KoY K’\nﬂ Per N Yevisfén de‘ bowo.clo‘m

Efrain Judrez Gonzalez

-~ Ciudad Universitaria, D.F, agosto de 1985



Contenido

& -

— PROLOGO

— ANTECEDENTES S |

" Los Vértices : |
EL Campa de Ve‘mcm\u:lzs 4
EL Campo da Velocidades del Movimienta Civevlar 6
Relacidn entre las Vovticldades y la Magritud VxV -7

— LA CiRCULACION DE UN CAMPO VECTORIAL DE VELOCTDADES 9
La Civeulacidn en Cwvas con Esquinas | 25
Intzvpvztauon de la Civeulacidn en Casos Espe.c.\u.les A
EL TEOREMA DE GREEN . - 30
Presentacion Formal del Teovemia de Green 28
Impartancic de las Hipdtesis | 40
APL\c.ac.Lon B 46
— EL TEQREMA DE STOKES ' B 47
‘tL Teovema de Stokes para Grakicas | v 62
EL Teovema de StoKes pava Superficies qurmtvimdus 63
“Intevpretacién Fisica 63
Significada del Rotactonal 66
Conseeneneias del Teorema de Stokes 68
— EL TEOREMA DE GAUSS 73
La I.ntegrnl. de Superficie 73
-Presentacion “Formal del Teorema-de Gauss | 8t~

Significado de la D\vergcncm. 82




EL Teovema de la Divergencia en el Plone
Significado de fv.mn |
Preaentacidn Form ol del Teorema de la Dwergcndn.
en el Plano

_. CONCLUSIONES

__ BIBLIOGRAFIA

84
84

87

89




ANTECEDENTES

LOS VORTICES

Todos "lemos vVisto o\gunq vez, Cowo S mueve el -
agua. cvando se vaeia on.deposito por uw agujeve hecho €n S0
base, lj declynos C’ue s€e f-orma ov 'rewmo\'uno. |

Ahora bten, al movimiento de votocicn del floido, que se
Pr‘oc\.ut‘.e en el centye del remolino . s le llama VO'Y-L-\'ce, Fia.{.

“ Movimients circulay
del agua, .

VORTICE

Fic. 4.

Otre caso ev1 que se ‘presenia on Vortice, ‘es cuande disolve =
mos el azicar en nwestva taza de cofé . Fig.2

'VOIR.TlC &

FIG. 2

Recq\.(‘uamos pues, que los vovtices e Pm&ucen en la veeciwn, -
‘dad de algbm ponts. As(, se presenitardn en la vecindad del oyi-
ficio o en la veelndad del puvito en que Hqso‘mos‘ centro al di-
sclver el azdear,
' Los vortices apo.ve_cen en '?O'Mtk, disamos notura), evavnde el

.F-[U(AQ se mueve en forma desordenada o turbulento, como se dice
en Flgica . ’

- A Continuacién, se moestran cx\sunos vertices que se. For-

Man en una corriente de agua Y N los eorrientes de aire en torms
al ala de un ovidwn .



i)

FIc.3a .. Formacién de dos Fic. 3b.. Los vemolings
vortices aumentan de tamavia

A n,\l.*«"ol't"- ’:\1{1“*

Fig.4a.. Genevqmon de un gran Vortice en
torma a un madelo de alo, de avidn

"' ‘“P »'-N‘J i hre o
e ""4.'*, T
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PR

AL A7
;ft "N‘;;?— ;r"\.:.\," ‘)f_:

FlG 4b.- AL dejar de moverse el modelo,
s5e t;ene el presente «Fenomeno




. C:;a entender un poco mds a los vortices, tendremos que
ecovday q\sunas coestiones velativas al movimiento cireulan

Sise tiene o ’ .
P e no, pa:mu\o. n\rL que ?u‘o. en torno a Ln ponto
. . Y querewos conecer e angulo que. deseribe el rodie

*Yn

FiG. 5

Vector R.de m en la unidad de ,‘Etempo, nes -'Pijﬂmos en la ve-
1scidad mediaq, que sevd A6 y entonces  la velocidad instanta-
nea es d%e a esta C-av‘tahdai, se le concce como la magnitud
de la. velocidad on olar Y se acostumbra represcn‘mv\a. Covl
le letra @ (omescﬁg- '

Por otva Po.v.t‘e,' la. ynagni tud de \a Ve\ociéud ‘tomgcnc.ial en
el movimiento ctreolar, “es  la distanela Al vecorrida en la

vnidad de tiempo, &sto €3 Al/A‘!: ) por le clué la. wvelocidad tan
"32\40_\'@\ instontanea, ) tiene por masni-\:ud d%t' :
TAhova, yo QUel- el ansu\b AQ en me\io.f\es, se c\e{lme por
Ao él'. devde Al es \a \cms\toa del arco Y R es e To,&ioj
. Al =R2Q, pov lo que la magmtud de \a velo -

: :d::;e::“slu:ﬁto;\ 4 fuec\e Yeeseribirse como sigue:
| dL - rde - Rw.

| V=3~ " de

‘icfe la, .&:cs\,rm 5 - se tiene que R = Y Sen?

TUYTde aqel que A= WrSend

- .

-

e



¥ esto moguitud se parece a la de on produets eruz de ved -
'tores! . ‘Poes st W fuese on veetor, tEn&r\‘nmos QUC: .

1] =& =7

Piro oMo conotemos -_lq;.cl(rcee.io’r\ de‘ vector ﬁﬁ "j ﬁde,| veo — :
tOr ¥, pedemos asignarle ‘una direceionh a w de £ab wmanera

qUC: ’&t = a XF
y por \q Teg\a Ae \Q mano dere:e.‘qq, se obtiene que \cx d.treg_l

cidn que e le debe asignar a w, es de acverde a lq figora,
6, nacia arviba, en \a direceidn del eje Z. "

I
|
(
[ -y A R — iy
7/
| /
I e
P 2 h
Am— =¥ — - e
rd
,
A -
A" | . FIG 6
‘”"""“."*f?" .
: ) ‘ B o A ' s
Y ahora s , Tante en magmtud como en direceion
- i,
T=wxY ' i

Esto es, en uon movimiento areolar, la velecidod T es tqual o
,?mdvvto cruz’ de \a velocidad angular @ y © vector de posieidn
r del pontto .considevado. '

'Tengo.se FveSen‘te ve ﬂO\Aq Se mueve €n a\ Sen{:'\do en 'que, -
sewaly ol veetor @& ya que v sentids ha side determinade por los

veatores U 4 © esto con el dnics Fin de expresar o T en -For..
T oma Veetoria\, eomo el \oradueto erur de m;ue"os.

EL CAMPO D& VELOLIDADES

| S o cada ponto del Wquide en Mavimiento, le asignamds s
veetor velocidad, el eual serd tangente @n cada ponte a \as trayee
torias fespee:h’\'ms) \ocura <] case de on Mmovimienty eiveslay Se )

tendyria, la -f'c’sum sl‘svieni-e:




Tia. 7. EL campe de velscidades de
un Mmovimiento eirevlay,

: ' o Pcuo. : po&ex Yeﬂ?evirnos a d\a\;n p\m'bd Yy & v ve\ocicla&, P“e"e;:
cenwveniente ubicav el {?\ano de movimiente del {-\‘Ol'c'o, en un siste
'ma .de ccordenadas XY , de mameva que la divectisn del veetor @
~ .« comnetda eon la direecion del eje 7 en el sistema XYZ como se
muestra en l& figura 8. | o ~
| SR ol
w

Fias. ' 't

Ahora of, podewes hablar de la velocidad Vixy) enel pomto -
(x.¥) para ealquier ponte G y) del fluids. A este confunts de
velocidades V(x,y) asiqnadas a cado. ponte x,9), le lamarewos -
Camro de \)e\ociclo.des. , . C

Veamos des puntos del fluido, vy certanos entre sv, deno~
temoslas ecomo fo= (%, ¥%) y Q=(x,y), si occove que el veetoy ve
locidad V tievnie una vo.vfo.e.lo':_\‘ muy pPequenq de oun ponto ol otys ,
esto es, si los veetores V(R) Y V(@) %en muy P“’e@d% tonto
enn wagnitud cemo en direceidn y si esto 5ucede"§=&m Q_po.\quietw"“g
porto By | se dice que el Campe de veloddades es un campo veo-




i

T
. :

. imovimients eirevlay en un Plo.vm, es !

1

‘?\cno.‘wede 'dmse ‘Como un - veetor de
igoa\ o ctevo, es C‘ec'm F:(X, y,O)-

(=Y, x) e cud es ‘ortqgonn) al veetor Ox, y), asi Vix, y) es

“torial Contivive,

e
Para precisar esta idea, diremos que el compe vectorial Vox,y)
€s continuo si '

¥ €>0, 3 >0 *tal que s [le-Rl<§ entonces: |
HV(Q)‘—V‘(&ﬂ( e 'y esto para todo punte fo=(x,,y,) en el dominio. :'
‘del eompo V. - o

»i

EY\ \o. Sucesivo Q\, Yc-fe"yivno,s a un _Q.o.w\w Ve!‘t‘ﬂ\‘to\, \o conside-!
‘Yavemos Cevitivivo. - : oo

* S s
EL CAMPO D& VELOCIDADES DeL MOVIM\ENTO
. CIRCULAR EN UN PLAMO..

_ V ?m-q el mowmienjl:o ‘e.nrc,u\av €n un P‘dho,‘ se .:‘t'c‘fene. que |_q-;‘
Nelocidad angular O esta en \g diveeeivn del ejeZ, por lo que

D =(,0, w), E\ veetor de posicién T de \bs‘pu‘nhs (xy) de)

R3 @An"QMPonem{-e z -

Entonces Gu\o.u\anéc , '\-3:': W x r

4
L

A L .

- A ea B - Pox = )
V=Wx¥=/0 o w|=T-(wy+jwX=(-wy, wx)
X ¥ o o
Se qL-E\ene que <} Campo 'de Veloe._iulac)es f’“’r&AGn ‘P\U(dc eon

Yoy 2wy, wx) = wly, x) |

Obsenrese que la. velocidad V' tHene \a oltve.ee_io"n del vector;_,;

'tcm%emte a las -%rm‘ector'ias - by =¥, )

//Cf; %) |




RELACION ENTRE LAS VORTICADADES Y LA MasmiTup WXV, -

: Sabemos ya, que el campo de velocidades V(x,y) para el mo-
Vimiento eireulay en un. plane esta dade como: . .

T
3

; Esto se
. ‘deeir:
: | (V’(l V)’, O) .
 Ahena calavlemos VxV,
S o
o O N
owihaal-
T I N mlT ‘
| E_;pero QY) M a(wx>_a(-9>y) - 2w

ox @y  °ox . By

1
H
: L R A
por tanto VXV = 2wk
f:cic»\es ,“"\d @ﬁ*‘d“‘i .
\ocol en ca

da porto del luf

-{;()‘/ y) = (Vx, ‘V;.) - (—--w)” wx) .
puede exPy’e:éo.v en R eon componente Z2=0, €5 .

2,2
ay' 22

o My =(2_x-‘.@yic)i
ox - 9y

aov\ae" VI :.- (éa)-‘,

' ax 2y )

Cowp en este calevls estan vmplicadas las derivadas par-
P VxV wos ‘determina un comportamiento |
AOJ : ’ i

i oy omtrnees - . St —— . cor————— ey

1610 .. Cewacion enme W ¥ YxV

L EN CADA PUNTD,

j Ast _.ée' la ’igun\da& VXV=2wT( - 2'(;3,\ e _;\"lene C,UC- s\ &?iéo
es a\eqir s existen Nortices , entovnices Vx\/'% 0 y Se- “'Eﬂéré
‘ %UV\. e’i—ec:-l-o de fota&io’n en \a vecindad de"Cada puﬂ*o. | ,'
s embargo poede ocorriv que VK'\F#O y "o existip
vyt didad eg S""Qewmo €S el “QaSo eamtpo ‘Yeresenmdo ew Sqf :'-f"f‘
l-Ptgo'er “.



I -y e
VAV FO0 EE WO ROTAGIONES,
e Em Lm QAMPO,_.ﬁg\;Ve“oddades sy, uvas ospas , Fig:t2, que se
- wnovieravt jonts Con el {lulds, S'Lmy\’o,n, debido o que las veloeida-~
des var{avi sebre -e\_ejex, Froalvcienéo un e{-eu-o‘ de torsion sebre -
log aspas, el cval las hece votar, Fig. 13, A f

oo

G- 13 .- ASPAS GARANDO

- De Q»o.\qoier meners \a masnibud VUxV -esta ‘fe\‘letbﬂﬂdé-gon.
votociones . v lo gue Si se conocesel campo de velocidades Viy)
Uno poede saber Si hay o no roteciones o mejor dicho, si estas”
se prodoecen © no ©=n el lt’quido;' Sole ton Q.a\eular‘Vx\T'. Un .
poew nembre para estx cantidad que nos recverde lq relacisn eon:
lag votoeiones , es el de votacionad de\ camps V¥, que abreviare~ '
™mMoS Como Yot V, es decirs |

YotV = VxV | ;
; Evgonces , localmente, ('B:'. L yot V’, este Siﬂ,n(&lu. que si |
“on elemente de {uide de vadic mener que € para tode E>0,
~de pronto Se Congelara y ol misme 'Lf!‘%".'i‘f’.?...,.A‘?‘mee'o_igr,q e resto



del floldo, este elements sélids votar(a, eon la velocidad angolar

2

LA CLRCULACIAN. DE WN CAMPO VECTORIAL
DE VELOCIDADES

Consideremas per convenientia,, on fluids con movimiento
civeolar Y Soupongamos que de alsuna forma podenes trozay scbre
€l una eosrva cervada que permanezea {ijo., Como se muestra en lq

th ‘4',

TG \4 .

} Estames tnteresadss en Qonocer el £lojo tangeneial del cawm po
. veetovial Vixy) o o \arao de. la wrva.

En la figuva %, se aprecia, que los veetores velocidad, log
" evales son tangentes a las \(neas de corviente en cada pPunto, en
_ Senem\ no son tangentes a la esrva que se ha trazado, esto se

observa MY en la fguva 15 en \a gue se |, hecho ab -
Q'\O'Y\_ de lO».S \fﬂeo\g de QO‘STI.E\"L"'E.. Ci ) a 0 Q sme ‘

Tla. 15




La curva anterior, Se trazo en torme al centro del movimien
']t;o, ahora veamos uvna eurva cervada que no encierva o centro.
i lo. .

| e g ' - CAMPO VECTORIAL SOBRE
; Ta. l6 B W eorva..

| Po:r& Fode‘. determinay <\ "Y’\-P:)" %"-‘“33”‘&@\ de! canmpe vee
'toviol ¥ sobier una @rva ceyrada e,uo}qu)‘_gva. , Necesitaomos  Sa-

s

::be'r Quol es \a. C‘Lon-k'v_'tbucio'r\ cle\f \;eg-\-o\} '-V-G*.,y.),-en cn.dq ‘\Oon'\'o
(%o, ¥o) de la towva, G dicho -?\Ujok. : _
,' con el Lin de encontvar da Com\oonen{'e de VCx,,»y,) que in-f\u-
Eye e ‘€l -{;koj(s ‘Sobre la eoyva, -e.fnsséeremos el movimiento en uvn
;P\o.no awmque la eondusidn- -serg.. valida, pava el. movimiento en ~
‘el espaeio R, ' o , .
En la fiqura 17, se wmuestra un ponts cue en Sv movimien-
to, describe vna Qurve,. ,

x :

Fia. 17

i . En esto. curva se muestran dos posiclones del ponio, P
mf'--pos't'cs‘o'n A que-es oc.-.«.lpadq en el tiempo 'E;,,__ éﬁdﬂsﬂ}mre‘ vector de |
; FOS\‘UO’V\ :(‘.: \' tOg posicio’n b medm en e‘ +l'emP° t’) d.qd_a’ Po'- d .~‘

i



La ve\oci&ad media esta dc-ﬁnida en -?t'sl'ccg como!
’U;« . DESPLAZAMIENTS |

TIEMPO

y. el desp\azamiem‘-_f' de la posicidh A a la posicion B esta dade

pov la cl(—feveneia. '~ de los vectores de posicicn respectivos

o Te
presentada en la figura 17 por Ar que Siendo Lna cantidad :,ec;
torial, wos determina odemas de la magnitud, e| sentido de| des-

plazamients :  entonces la veloecidad wmedia tiene la expiesion :

VU = —=
"7 At

i

- donde la Cantidad escalay At es el tiemps requerido por el.pon'!;O"
‘pava. trasladarse de A a B, e decir Atz=t-t. Del hecho de —

ve Siempre At es positive, se econclye que la veloeidad wmedin
tleve el mismo sentido que el del desplazamiento AT como se
Vostra en \a -Ftsum 18,

¥4

¢ Ay
A~

Ta 18

LY

- Ahora  bren, lo que nos tnteresa. conocer es edmo es lo veloe)
' dad vaedla Vi cuondo-el intervalo At se aproxima, o ceye, -
La vnveva velocidad T que Yesulta de este proceso
velocidad instantanea. en el punte A de aeverdo a nuesfr:x
de re{eremic\', Asi:

serd la
-@t‘gum
~ Vi T =l AT

— im = uum —
V= gta0 ' a0 AL
. ‘Mostraremos geometricamente, que esto velocidad V' e *angen-
te a la curva en el punto A,

: ‘Al hacerse At eada. vez mds pequerno, el ponto B se aproxi-
'vna coda vez wnds gl punto A; teniendose las posicienes sucesi-
' vas B 8 ... ete.



S | T e
- Como Se aprecia en la %gum 19, La posicicn dg\ veetor Vm,q »
desplazamientoy va tambian-

a vimos %trevie la direceion del

wo bi
do @ wedida que el punto B se acerca o A hasta llegar a ser tan-
do se toma el limite Llim %.

Jente o \a. curvva &uawn kim

g 1)"'4' .-‘-‘:':

7 Fia. 4

1 De aqof aoheluimos pues, 'qdé la evyva veeorvida pov un pon-
to en movimiento, es Yeverada debide a velocidades que son -
tangentes a la eurva en cada uno de sus puntes, »

| Volviendo™ & vvestvo problema, tevnemos que las veloeidy
‘des que tontribuyen al flujo a lo large de la evrua, son velocidq
des -‘c,-'an%en*es a ella en eada puw\:o. -

, Reafu,and_o o.\a. evestion del Q\U{AO, sal:emo.s c,ue el cayn—

'po de veleidades asigna. a cada ponto del fido \a velscidad en
‘ese ponto, pava encontrar el flujo tangencidl scbre la eurva,

‘vies fijomos unicamente en las Velocidades asignadag por el -

campo O los pontos del flu(do ecincidentes con los puntos de la evr-
\!Q_/' \IQ\OC?\&O-AQS que_ como Se ha mostrads en lag churo.s 18 y l6

' yio son tongentes o \o. eurva, por \o gue ?stas velocidades vio
con Qlvectamente \as que nos lnteresan, sine las eomponentes

‘tan e“ua_\e_s a \,& QUYVQ., de, ‘O.S VQ\OCLC\&AQS dnéqs POY e\ Qam?ol

coms se ilustra en lo figura 20.

/ v
! ‘/}:\‘/\. componente '!:o.nggmf.o.]
\\ \ " ;ﬁ/\. velocidad Vix,y) asignada, por e

(>4 Campo ol punto oY)

i
H
i

!
't
'

1



13

-~ Se nos Presentan Qqu( dos Cuoestiones a resolver, lq~pn‘me‘rq |

es como hallay pova on pento (x, ¥)_twalquiera de la evrva, \g eompo,
nente ’cnngene:{o.\ de la velocidad Vix,y), La Segunda cuestidn -
Consiste 'eln témo ealevlar la wiagnitud total de las componentes:
--L-o.naenuo es a lo larso de toda la Quyva . ‘
: ‘o primero se vesvelve veeordando la OperaQCo’n veetorial :
Lonocida tomo produtto esealar o produets ¢

. -d U“t—o” . ' \ _
te Aq \gua\c\.afl Qeb =lla] |Ib)] cos @ para df_; Vec{ge:SPg\eml_Een
Fevmande un cmgulo

© como se moestra. en la. ora, 21,
it
Q.

S
AN

P& 21

 En esta frgova se apreeia Que l&)Ces @ es la componente. di-
vigida, del veetor @ en \a direcein del vectsp b y entonceg —
N&NIbIeos® =|BIlIR]Cs® es )T veces dicha Lompenente, Debe

™mMes teney pvesev&e que lo ctue se obtiene es vng canﬁd'cd esca
lav. o - ‘

Nes intevesa. conocer cuanto es

¥
Lna vez lq tomponente de|
- \ N \ < €
veetor O en la diveeccion del vector bY

- ' N ) Peor lo que Se debe to-
moy a "bl{:j yo. que 0qut es vl C‘Ul'e.n nos tndica el némero de

veces que ‘se’ tieve la Compoviente veferida, | K
Es decir St b es un veetor unitario, entonces :

a. b ="an Cos © N N
K obteniends  Gsf \o. e,chonefl'f‘e fie_ 0~ en la dirc.o.e.io'n de b,

A \iccun.&o \o anterior C\. Nuvestro Prob\emo.,, 'lo éxpresq-

s en \o _emma_ sx‘sm‘eni‘&! veremoS CovocCer ln. Componen’re
,:;o-\'?G‘ Y en \a direcetdn e la. '\nngeni'e a la eurva en el pon,
te (xY)s Pora \o eval, trozamos un veetor unitario T sebre
La reeta tongente a la cwrva en iy}, Fia. 22, Luego efec
tuavde el produete puvito V-T del veector Vix,y) del campo
! F . \ P —i P
y el veetor unitario ‘t*cmgenuol T, ‘Ee_\_’\tlremos Como resu|-
tade, la Compsniente ’“t-'dhge_nm‘d\ de V(x y).en

el punto (x,y)
e la covva, quedando as{ vesvelto e preblema
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Para resdver la segonda euestion Yndvquemos sobre lo ewrve,
los u{n{-o's f, f,...h tales que la dividan en N arcos ¢; todes
‘e ‘igod Longii-v'd “Al; ; ‘evg-este caso en que la curva es cerrada, se'
tema. R=R. w23, | 5

f
AL&

Po= PN

Asi conforme N avmenta, la longitud Al de eada areo o;
se \ace pequenia y ya quiE\ campo de velocidades eg continue

\a. Compenente ,'mngenﬁ&\ V.T es G.P'roximadumen’rc Censtante

para les pontos en el areo Ci, Haclendo lag Sumasg
S Nt N |
-~ SN = Z v(xi: y‘) ‘T(x‘l 31) A‘.;
. ‘ =0 )
- donde (xi,¥i) es alginm punte sobre el aveo Ci,

Al tomavr el Umite de estos sumas c,uqndo N-—s00 y siempre
ve los areos Ci sean de t‘god \ongtt&d Para eada N, obtenemos In_ .
tm—egro.l. de la funeién escalar Vay. TGy a lo largo de la eviva; es

:dedr: ,
Lim S, '—"ﬁcy).?a,» dl r:/ T dl
N0 ) i
| C ¢
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‘Obteniendo con esta integral , ef total de las componentes ‘!:dnsen'c.\'q—!
E}‘es VeT o lo lmrsg de toda lo eorva €, Este vresvltode eg valide
pava Quo.\quiev* Corva, Yo necesariamente cervada.

fara moyor claridad, evando se trata de una ewiva cervada,’

‘Se '-&wstumbvq Tepresentar estq inteqral en lo forma siquiente . !

| f‘{".i’dl

[o}

que se esta in+egr¢m&o Sobre una curve, ce_

- donde el airevlo ndiea
indica el sentido en que se recorre la

rrada y la flecha encel,
TCOTVO. L : ’ . |
. Uwna ex?vesb'n mo:s concisa, se obtiene s‘\_‘en las sumatorias

lo. canttdad veetovial ?Alt, se representa por Al; que es un vec-
1tor con mmgni-&ud‘ﬂ.: y en el sentido del veetor unitarie "F, pues

os{, ol tomar el Umite vios quedara dU en lugar de Tdl ; Sim-~

bolicomente ¢ -t Nt :
Z V{K:,\j;)o:ibﬁlz - Z V(Kt,‘h)o AI,’,

l=0 - =0 _

Por \.Q tanto ! ' v '
| RPN Y f" oAl = 7odl
-h = —— ,’ S Yo . - m V(“‘IT«‘ L] ‘ i - L

fv.-rcn B llzl-:noo,*z-:; vc"b?c) TAL N‘-bo iz0 - f :

“Tenemos entonces, la nueva expresion:

7( Pdl

- :
““““ ral, que eonto sabemos es el flyjo tan-

A!ﬂ valor de esta inteq o
geneial del campe de velocidades Viy) sobre la evrva cerrada
yC Se ,e da e, nOMB'e Ole #C{RCULAC(ON " de/ QamPo Vectﬂf{&t
, .
r\?‘(x.y) sobre ta curva, c. ’
ve rsé":OBHe.ne 1:\ Q_wcu\no_ion , €8 ola-

! \ a en
. Por la ‘F"'m q el campe de \relgdéqdes,' la expre —

‘Yo que ewalquiera que sea & >0
sin o 7.dil es lo cirevlacion de Vixy) sobre la curva cerrada C,

o ETE e, ne imgorts, ebm se mweva ol Side, siempre
iPUeA-Q. \'\(\“Q'(Se \a ‘(V\.‘kegm\-/ a \,0 h o de la Qurva, de \QS componer\
“tes 't-n.n%enuo.\es del Canps de veloeidades de A,_ighb movimiento, B
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Asi, 59 puede ecalevlar la errevlacion para el campo Viay) y la
corva C de la figora 24. que Correspenderia aproximadamen-

’ 4+
te.al movimiento en un 7o -&-ranquezo.

—h — —

e — —

—_— — —p —_
FG. 24 -

" DESCRIPC{ON DE CURVAS,

En todo el desarrelle sesuiclb, para ,p’o-!-ener\ \a expresion de

Lo circolacion, se ha Supuesto.que los puntos de lg eurve son cone-
eidoS, perc adn no sabemos esms esp’edf—imrlos bara diferenciar
los de los que e pertenecen a & eurva, mientvas vo s )
esto, Vo podremos caleslay la eirevlacion’ del Campo v.

‘ Una ’%ov,mo. de {dentificar estos puntos, es a troves de
ona funcien @ que tenga Come valeres o los puntss de la corva,

| Cowme !\0. eurva esto en el plans, cada punto de elly eson
ponite en (R, por le que sus puntes sen de la forma. (x,y) ¥ ya
Que estes pontos deben ser los valores de |o -Qg_n@oh.@) errémces
- €sto debera tever ‘des Compenentes e Sus valores, es decir
~serd uwna fowneidn vectorial,

2 eudl deberd ser el deminie de +al foneidn ?. fara dar
vespvestn. a esto, Veamos que es lo que hace dichg Loneish *
toma puntes de algin dominio y los va “formande’ en R? deseri-
biendo as{ la evrva’; entonces es 'mu-u_‘ml tomar como dominie
un Segmento de vecta B—\-L b] al cwal 0‘, le cambiq Su 16"3&-0& y
\o avtva, pov lo que & es una foncion veetorial con dominie
o, b] en R, Simbolicamente : |

5': I.Qn b] — R‘Z
Siendo t la variable que corre scbre Ta, b] , se tiene que
6%*):(0}'&), Og(t) y eowme cada, uno de estos valores veetoriales

e Hqsq

debe determinavnos algin punts (xy) de la curva, establecemos

e tgualdad (G, Gu) =(x, V)




7.
" es deciy 6—|Ct)= x j C2)=Y
donde G: [o, bl~—R 6z Lo bl — IR,

As{, para los pontos de la corva, G nos dice edmo varian

los abseisas o en funeisn de £ y Gp nos determina las orde-
nadas en foneion de t.

Cuando se trata de uwna Curva, cerméc\, 5’ momdqv\os pon;
tos t=a 'y t=b- al mismo punte sobre \la. eurve, o seq:
- -
0= 6(b)

\a clescvipe.ic’n de oo eurva mediante lo gunuo'n Iy Se
| Len .
Hustrard o través de vn ejemplo eon una aurva cerrada :

Una -Fomm. de deseribir a la elipse Centrada en e} or(~

gen con semi-eje Wayer 3 y Semieje menor 2 es por la fon-
cion §: [o, 2¢] — definida. aomo:

| -6‘"({').=(3:€os t,» ZSen't)w
© btreniendose la siquiente Yabolacion :

telo, 20] | (x,vy) en la elipse
+=0 _.-;—_—— - - == (.3,0)
u’t:Yf' ————— — = ~~(3,0)
'tz%'(T-—-— — — -~ - (0, -2)
t=2r--— - - — — (3,0

observese que por tratarse de una eurva cerrado.:
wh
6(0)= (3, 0) = T (2™

Ys
t(o. 2)

(’3' O)

. * Vfg'(so o)

(o' ;-2) , -




s

Observamos que C.u;m.éo \a Vth'OB‘:é‘ <+ QV;Jmi;Wder © a2Mm, los VO.\WO-;

b b . .
res G@) eparten de G(0) = (3, 0) Yy avanzan en el Sentids contrario
al movirmiento de las manecillag del Teloj , estands la eurva orienta-
do. Como Se muestra en la Fig.28.

y#(om;)
2,0 \(a. 0
. \_/ ;

F1G. 26.. Elipse orientada posntwn'menté J

| En general, evalquier eorva ton lo orientacish de la §igura 26 -
‘es deeiy desevita pov: 6(t) en el sentido contravio a las Mmaneei -

" llas del velej, diremos que tiene ovientacidn positiva-y se represen-
tavd. eome CF,
| Otva forma de deseribir a esta elipse, es mediante la fun -
elen § teniende el misme dominio [0, 2] pero definida como
Ty = (3 Cos (2r-+) 5 "2 Sen (z@-.t)) , con esta foneidn se cbtiede {a
tabulacidn: o B - A

t 35 -
O -~~—""----- (3, 0) —‘
% """"" (O/ = )
W """""""" (—3' O)
%YI" ——————— (o, 2')
2c-—--- - “"(3’0)

Aqu( ol avanzar t de o o 28, les valores E"(t) parten de (3,0)
y avenzan en el sentide de las monecillas del reloj, quedando des -
crito la elipse come se observa en la fiq. 27.

: Una CQoyvo, o_uo.\quiefq, ovientado ecome la 'f'l‘g. 27, se dice
que tiene oyientatién viegativa, \ Se indica pey L7,
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/—_\ Y“o,z) i
B2l (.3,0)//'-\\(3,@

FiG. 27 .- Elipse |
| (0, -2) orientada ﬂego.'c'\vnmentef

| La funcidn &@) debe cumplin ciertes vequisites con tal de
.9que sirva o nvestro fin, que es ealevlar la eivevlacioh . “ |
‘ Come necesitomos los vectores toangentes en cada ponto de
la curva pora poder obtener las Compenentes del camps , Se pedi-
ro. que la funcicn § sea diferenciable en (a, b) peve ademds se
Adequieve que los vectores tangentes vio eambien bruseamente en
pontos certanocs, pues ol es’co’c:curve_, tambien la cnmyonenTe’—
“+angeneial del camps cambiard en forma bruseq y no serd, vali-
da. \a. Suposicicn de que en eada AL +a) componente. es aproximada-

mente constante, Por lo que & tiene que ser was que derivable,

so derivada: debe Ser eontinua ;.esto ®e abrevia diciends que -

B seo de clase €' o _
" Un e_jg_m‘olg de eurva que e.umple \o.s detu‘ohes, Se da en

la. Figura 28.

Fia. 28
Cowmo Se observa, en la -?-t‘aum, en esto. close de eurva Se tiene

un inconveniente, la orientacidn No esta bien definida, pues lag
parte A esta ofientada Ppositivamente y la B, negatwamente, .

Es clayo que este problema se presenta debids a que la,
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S ' ‘ P
T eurve. se corta G Si misma en el ponto M., o en forma. wmas |
veecisa, debide o que existen des puntos cl\'{e\ren*es"tn_‘y €2
en el interior del intervale To, b] que bajo \a foncicn T deter.
minon ol mismo ponto M de la curva. De oqul que para evi-
tar esta ambigtedad, vequeriremos que 0" seo. VM0 a UNO e.r\_‘e,\
inteyvalo semi-abierto Ta., b) . Netese que la im/ect‘wiclawl de 6
sevd en el intervals Semiablevto y noen [a, b], yo que al tra
tavse de vna aurva cervada, §Co~)=§'(b). '
Una eurve. cevvoda que vo se corta. o s{ misma, es de-
eir deserita por una foneish G-(x) ono-uns en To, b), la. Hama,
Nemos QuUIVQA cevrado. symp\e., efjcmplos de estas son todas las
corvas cerradas que. se han trazade en este tvabaje a ex-
: cepe{o’n de la ﬂet‘aura 28 que €s ovia eurva cerrada no Simple, |

AhoYQ 5( poéemos léen'h'ft'tur Q \os Punt‘os de lq curva PUQS
estos avedan determinados v la -f-unc.to'n veatorial §'('::) de
clase €' inyectiva ‘en [a, b) ¢ bien en Ta,bl, seqin que se -

. trate de vna eurva cevrada o No ., |

S\‘. nos 'FIJCUYIOS e.v_x‘o.\sén ya\ovs B“(t,) dende te€fa, b] y lue,
go evalvames el campo Ven Oh), esto es, calevlamos Vi(Ftes)
entonces como G (t) =X, Yo) para c\lsév\ ponto (% Ys) perfene)-
ciente a la curva, 1o que hallames™ es la velocidad asecia-
da por el campe al powrs (X, ¥) . ~ |
. P
 En general al hacew la composicién V(G®)), ebtene —
- mos e\ veetor velocidad asignado por el campo o eada punto
0(¢) de la euvva. |
Por. otra parte , Como ® es de clase ¢!, existe la de-
~ivada @)= (& (#), 6L @) para tode te(a, b), veamos -
cdmo es. geometricamente este veetor %y con respec,

+o a la tuyrve 6°®). |

ve cada, ?un-\-c de la ecorva esta dade por
Fwy=(Ga@), Gun) podewmes considerar G coda G (t) tomo &
yeetny de Posiciéh del punte (Gi®), Gad) de \o cuyva, en
bose a estec se tiene \o. Figora 29,

Ya. q
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Fia. 29

Releionando- la definiciew avolitico de ‘3‘2{-) con la {'-f-
qura 29, escribimos la igualdad: ' PR
(S =~-l,"m. Ot - 0ct) = lim PQ_
't—bt t'_t = t"‘t t"'t .
~ Conforme t'se aprexima. e t, el punte Q se qpfoximo;
o Pyen e limite PO toma la diveccidn de lo tangente,
Flg. 30 -t

_\Asf G:'Ct) esta en la direccidn de la tangente a la curvg
en §®). S | g o
| Para. detevminar =l sentide de G (), abservemes que
P= '6:('-0:) y Q= 6':(1:') comr t<t’ es dectr P es una posicten
oc,upcxc\q ontes que X, as( e\ vector PQ sefiala en e| Se\:\ﬁdo
.e“- '-'c\ve —&C‘t) ovanze, des.gvib\endo \C\ Cuorva \’ “e's-to Sin g’m-.-
povrtar clue.' tan Cerca este R de P por lo que ew el Umi-

‘te f‘é- seriala en el sentide en que se deseribe la curvas
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Sabiendo que @’(t) es tangente q la corva, en Bt‘(t), pode_
-mos towar el veetor tangente uvvutavio T como T@) el cual
or lo anteripg sefale. en e sentide en que se & ||
deseribe la. covva,, o
R Entonces lo. eomponente tangencial del valor de) eampo
V(§et) en _Eqéo. ponto G (t) de lo curva, estard dada por:

"\7(6’&3) ° —_glfil- S &)
" G.[*)l, Yy # JE®

TG 3t

Bt

l Selo nes Julra hallar lo expresisn Cotvespondiente a dl, es

‘ édec.tr‘ veyemmoys 5qber Qo clue" es ‘\'Suo,\ dL Quande \Q eurva,

' esta dada por lo fLoneion T,

| » Para esto, dividames el intervale [n, b] por les puntos |
=t <ti<...<tn=b , esta particién indoce scbre la eurvg -
~una divisien en N orees Ci mediante los pontos:

CCts, ), cvay OCtn).

. Cn P :
o b s gw L




Trazw\c\oSe meﬁ&s de Teétq Wc'lel St o e
3¢ obtiene una Psolt'ganq\  de n lados ) a C¢tiv) (=0,...n

Como la tongttud de coda seqmento es ﬂét(-t' - ;
R ' s -otd), 1
,LO“S‘t"d l(P) de la poligenal es 12 suma de estas‘T‘\)onSltUC?Bs’ :Q |
S N~

S e | - ]
|

|
Z(P) = ) N&¢t) - Cten| : | i
izo |

. Ahora, por el tecrema del valor mediofse tiene que:
G ) - Ot = et (L ~t:) para alguna 4o e (11, tisr) por lo

FOE T 8ty -S| = [T (tin - 2)
] SoStitu\,enAo en 2(@) N
i . CNe)
i (P =2, fF] (tin = &)
- i=o S
B E5 inturtivamente clavo; que econforme el ndmers de lades

‘o la \bhs\tué z_(c) de la curva,
" Como el nimers de lodes aumenta cvande el ndmevo v de
gpdh"-i?gs de la Particidn Qumenta ) mecesitamos que N -+ pe-
‘Yo de +al {orma que todas las distoncias entre los puntos -
"sucesivos ti, tin tiendan a O, pues podria Ser Gue Moo
y vna de dichos distaneias permaneciera fija, asi en los poli-
" gonios se tendvia un lado,comun a todss, con magnited eons-
Eante, lo que impedir{a aleanzar lo longitod de’la eurva.,
o Para es[ae’o_({:{cnr lo anterior, en cado particien P nos fi-
‘ james en la vndxima distencia que se obtenga , es decir en
; m""‘{ltiﬂ"tclf 1=0,..np Y pedimos que \a. 59_cesio’n de estas

"distancias moximas tienda o Cceve, |
e abrevia diciendo que la -

{M'Ot.x l'tiﬂ"tt‘} —>» (0 . Este 5
‘ i= ,

3 Ylorm:.~ |P| de \a Fo.v-tt‘cton, tlenda a O. v

- Ast, ol tomar el Umite de las longrtudes UP) evando
1P|+ 0 se obtiene o \ongl-t-ué l(c) de \a evrve,,

Simbolicamente 3

derivable en el intervalo abjerts (#1 ti). .

sc!e la po\_igonq\. domente, sv Lbﬂgvtwl L(@) estord "‘,&5 oréxima |

% e teorema es aplicable, ya que T es continud e cada segmente Eidiyy




e B
| [(e) =n(:'m 2, 16 o))l (tin =t2) '—jﬁ;’m L) =fllo‘='mll de
: +00 (=¢o Y

a
i For Io gue expresando le longl'bud de arco Z Como f'unefah
‘de t, tenemos '

$ -
(tt) = [ I byl du '
aQ
y de ayw’: dl = Z’(i’) = /[O-t'(t)lldf:

) ' . ’ . 4 5
Juego Sustitoyendo en la férmola de la cirevlacion, los ex -

Pres’aon es obtenidas ! . . b .
f Vew.Tepdl = [ V(G _?:&) I6%w] dt = V(Ge)s O b de
Lo I&wl |

& : a '

Hemos hallado una forma explicita para ealevlar la eirevlacicn
_enuna eurva eerrada stmple. Fara mostrar la aplicaeion de esta
fdrmola., daremos un ejemplo, .
: C_alwlemos /o. ez'rculael‘o'q cle/ campo 0’9 Ve[oc.ic’a.n’es a lo e
l Zargo de vna elc’pse vbicada, en un £lurdo con movimients cirev-
'lar unifbrme en el pldno, Fig. 33, _ | :

C
I

L ir‘f’d’m.unu demostraeidn v ' b
L a na \ riguresa, ,éev la, $évemola de longitud d -1
mienda el - AnAUsis MaTe Vol.2 de -H“‘_‘-’"v-oﬂ-ﬁ}fsq‘k,'g :m:; :2 ";:;i ) P

MATIe0
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| EL C_Qmp; hde QE\o;ééc;Jes de
esta dado por V(M)'):(—

- tewmos C”UQ la e\\'pse es |
o foncidn .

| movimients elreolay un
WYy, wx) cen W Constante, y
% Ya Conocida o sea,

("G'O’n:le.,
Cons/de -
la descv?’cq por

GG) = (3 ost, 2Sent) con telo, 207, Ia cval
€3t orientada pesitivamente, Entonces la cirevlacion sera:

b 2r
: fi;.. dz :':/V'[O-“(é))o 5"&; C’L‘ "—"/F(Bcost, Zsz‘)o (—35&71'!‘, 2Cosi‘) Clt =

Qa o

2o :
=\/(-2w$mt, aw&st).(-,aSmt', ZCost) a'z‘: =
9 4

i 20 r z

‘ . o
r
- -—:/éw(.Smtt-é C'osif)dé 2/60)(['& = é%t =6wf/:

0 . (/]
= éw(z‘??‘—o) = 27w,

A

As/, para esta elipse, lo cirevlacién del Campo es de
127~ veeces /a 'majm'tdd de la velocidad anju/ar @.

LA CIRCULACIEN EN CurvAS CoN ESQUINAS.

S en \“9”‘ de una .eurva, Suave , sin esquinas, se tiene unq
eorva formada por una lineq quebrada por.ejempls un (wqdmdo;
7 Cdvme pedremos calevlar la ureslacidy; en este tipo de curvas?
Fiag 34. |




De las {iguras anteriores, puede observarse que el Unico pro-‘
blema para hablar de la eireviacion Se bresento en las esquinas
© picos; pues adn que en dichos puntes, el campo si esto defi.
nido, o existe latangente o la evrve N por lo tante no se
tiene componente '!:o,ngenc.ia\ del campo. |

El heehe mismo de que, en \as esqumas' ne se -{-engo. Com
ponente tangencial del campo V(xy), nos da vva idea Ppara -
hallay la cirevlaeidn sobre la Curva s pues esta se pedra’ctong -
cer, calelande el $luje tnngenu’al de| campo sobre cada par-
te de la corva en cuyos pontos s{ estq de{—‘tm‘do. la tnngente.,
luego, sumande  estes flujes, es clave que obtendiemos la cirey
lacicn sobre toda lo curvaes )
) " La descripeidn de vna cuyva as(, se hace parte por
_'po.ﬂ:e es decir, mediante una fuoncien que sea de clase clen

cada porte. :
Cow el fin de tlustrar €sto, veamos el procedimiento

para caleolar \a civeolaeldn en vn cvadradeo,
ol O d ib \ 1
La ?unuon G t) que vies desctriba & \a eurva estava

or cwatro funcienes, coda una deseribiende un la,

Comypuesto _
do Se,\ gmgma.,; sean €, @, T 9 N estos evakro funciones

 *todas de clase C, | o
As{ T@®) :"'[A, b]-—-*lf(g &e{-midq. como
o) st a<tgh,

By st bist ¢ by

Pty St bg$t$b3

My st bastsb

G) =

: Considerando que cada lado se deseribe en el sentido po-
sitive y que pev lo tante, el euadrade quedo. descrito en el
i - » [y K] 4

sentido positive, ewtonces lo. cirevlacidwn. scbre €l, esy

/ b, bz
j( #.db- -=f v.dl = / Vike) e X'ty dt + f F(B)s ptodt +
c 'S
6 a b

bs b
+ f F(Fe) o Pl de + [ V). T ds

bz bs
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INTERPRETACION DE LA CiRCULACION
EN CASOS ESPECIALES.

caso d.. Si '\71_’% 0 para todes los puntos de la corva,

Como el compo de veloadades V es continvo, el heeho .
de que VT sea diferente de cero pora Yodes los puntos de la
corva, implica que VT Mo cambia de signo a lo large de
lo corva, ©s decin que © siempre es positive o siempre es

r\eso.-'two . |
Avova de lo tgoaldad VT =|V||T] Cos © = || 7] €os 6 con
0%<0&T, se tiene que VT >0 sélo si Cose>0 Y esto
ocurre Sblo 81 0<@<¥y . : .
For lo que V.‘i"‘ es positive cuande el &ngulo que {:ovm |
ma el veetor V(xy) <_:le| campe cown \o, 't'angente unitaria, '_I"'(x.y)
es igual o mayer que 0°y menspr que 90° como se muestra en

la {'-t‘soro. 35,

Corvo clescntn. en
e] sentide positiva

rla. 35

[
. Evi esto. figura Se apreeia que la Componente de Vioy) - .
tangente a la_cuvrva, queda, en el lado en que sedalo, e\ vee-~
tor tangente 'T'Cx.y), y esto pora todos los pontos de la curvoe

por lo que es clavo que en este caso:

| f\?.d'i >0
C+

o En forma O.na\osa se obtiene que v.T €s vnegativo
_ N .
~ cuando el anqulo que forma V(xy) con T(xy) es wayor que 90
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< eurva deserita ew
el sentide positive.
Fla. 36. © posit

" Como Se’ observa en lo figura, lo com\aonen‘l:e’»‘ de .\-F(x,y) tan - -
gente q_\:x curva, esta en el lado en q

torie =T(xy) opuesto a T&y),
corva, poy lo tawmto: '

j(?.d'z‘<o
A

que seVialg el vector ung
esto en todos los pontos de g

. §’>oppm'endo ?be en antbas $itvaciones, Se tiene uxa, —
“eurva material" y que sobre ella se monta, una pequeria esfe-
Yita mo’w‘l, és-z':a se mdver{/a, recorviende la eurva ‘en el sen-
tido en que es deserita © en sentido contrario, segin que
la eirevlaeidn sea positiva o negativa 7espeetivamente.

Tcnsase presente que esta interpretocicn s6le es va-
\ida. bajo \a condicién de que VT £ 0 en toda la corva.

£ASQ 2._ Si V-'?:: O para +odos los pon-tos de \q —-
COYVvo, .

La lguo.ldu& v.:!: =0 ngnif-((.a. Clue. .\-/\\’ :iison ovyto-
donales, Fig 37, por lo cval \a Componente de Vix,y) tan -

Sey\te o \o Curva s e3s Y\.U‘.Q y esto FO&T‘CK todos \_os PDY‘!.'E'OS
“de \o. ewrva, entonces: |

S » j(v.drzo

‘ ‘c'f



oY)

w Esferita en
+reposo
3y

' Rl » ecorvo deserita en e

sentido ?osttivo .

En estas condicio

; , wes, lQ evSeril'C\ Ubimdq en \Q O_U"Vq’ -
fpevmo.necef‘q e Yeposo. '

La rozén de que blo en estos cascs especiales podamos
dar vna nterpretocidn de la 'Q(rculucio’n“l se debe g que és-
ta. nos proporciovia una informacion glebal de las Componen-
'f_‘eide‘ caipo zobre toda \« corva Yy vio vwos dice cdmo es

VT en coda Pon-to’ es decir ({uc 56\0 nos da. un resultado
neto .,
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EL TEOREMA DE GREEN

ReLAcIoN ENTRE LA CIRCULACION Y LAS VorTIciDADES
EN EL PLANDO

B

e 39 b).

En \q ve 8in E'Tcliel '
qUe en ef P“ntl M el Enﬂbloq dad, hewmos SLpuesty

°r el veeton V Jol

,CQYY,LPO \{__.el;.y.ec't-ov tan ente : T e P 4 " e‘
A8 ‘es tal que

Cual v'?AB €S positive. 1 ©elo, 7

de generql;
6, formade
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Fasemos ahora a la
el mismo ponto M, el vee
—dy

QA Tas y ya que el veetor V'
dientewmente de| sentids de

la Corva, se tiene
estaq en el intervalp ("7/'2,,.

€ que el valoy de 6
Y('] POT ‘O 'thfO VOTBA< 0.

]

For otra Parte , es ol

- e
are que V.7, y ViTag tienen la wmig.
a ™mMagnitod, por lo eual

L]
-

V. :A =-v’?AB en el Ponto M.

Oie otra Fovmq, ya

_- que para QUQ\quE'r Punte se tie
| T8A=':“TA8 a.s Propfedqdes de

me que -
| predueto Punto

entoncesg por |

V- :FBA_ = ?. ("':‘:AB) = - Vo:ﬁ‘

Parq todes log puntos de la.‘eor&q. De aqof que la velau'o’w- de |qg
cne.u\auones es ¢ _ f S

Jrd= s =g, 0 < [rrdt=frar
o B 48 a8 . Py

€sto es ,




?rlent“& Positivamente y btro.qucL“ en on florde Con'campo de .
Ve.loc.\do.dgs Viigy) . S la. Superficie §, Encerrada por & se parte en
dos Con Unq l,(ne_q_) vniendo "os Puntcs A y B; cCome Se QF""-"Q en
lcx *F('suru. 41). se obhenen dos Nuevasg Curvasg Cerradqs ¢‘ y

. 8

Cs

Fig. 44

éz ) cada YNna orientadq posttivamente Y teniends Come parte
‘cemon a la linea AB pero deseritq en ‘vn sentide Para la con
va &4 ¥ en Sentido contvarie para la aurvae €2,
. Veamss eSmo se cbtendr{q la ewreolaaion de Cada, Una de
\as eurvag, -

Debide a lasg €squinas en los pontes Ay g, lag turvas &, y

’ . .

€2 se deseribirdn por pPartes asi, 14 eirevlacicy en Cada coy.
va cevrada, serd la Suma, de lag Civevlaciones en las Partes,

" Para 1o eorva & se tiene que :

j{wz‘:/wi‘wfmz‘
(4 c, .

)] A8

J fzara lq Cuorva ¢z : Ceir
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Sabemeos ya que: /V‘,J?: -/V.Jr
8A A8

Entences svwiande las ewreslaciones de las eorvas cerradas ¢

j(,-;,a/z‘,tff}.d? .—./r;.az‘-.«. ?.-JL/\-;.JZ‘,,- Fdl =
C

1 () r . A8 C2 , BA‘
=’/:‘.c/l*+ ".o/f-f:/".a/?- vF.dl =
. C' A8 Cz A8
:fd. c/Z.'l- Fa’i
e, C,

Feve C1 y Co farman a la turva . exterior, por lo tanto los
dos svmandoes de la devecha tonstituyen la c.\reulqm'o'n

iSobTe \a corvae, eKteviarl

-/.:Jf,_/l,dz‘ =_7/‘.dz“
(3 c, 3
f?.df+f{r‘.d?:f".d2‘
£ ek

Hemos obtenide o.sf, que l.o. Suma, Jz las cir‘culo.o_(ones Scbre

Courvay ceyradas {2, y 82 es !‘suoj o \a Cireolaetsy, sebye la. cur
cerrada. exterior &.

Es dech"!

los
va

Si en vez de . qu\k'\,p a ée conl Lna Sela -af\{neq' \q dtvidi-
Mos cen varias, Fig.42  entonces se forman varias Qurvas ce-
Tradas, tedas ovientudas,pos‘ati\/qmente Y en las e.ur;(e's, ‘lq; ra-

e ,',',
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vros comunes se deseriben en ambos sentidos, por lo que al sumar
las cireslociones sobre todas \as evrvas &:, las cirevlaciones en di-

N

Flg. 42

‘ | ) w o | L o |
.- chas ramas Se cancelaran quednn ones uvnitamente la cirevlo -
cidvi scbre la @orva exterior £,

En Se.nzm]. s\ se tienen @:, 52, cas, Qk turvas Cerro.acxs
Censtruidas Come dntes, entonces:

k
t ‘ t=4 73

Ahora Lten, como \Qs Vorf{cidacjes Sen 'g:E\no’menos locq\es en
tada punto, para hallar la velatidn entre estas y ‘Q‘Q(\.w\q\_
cicn en l_o. curva @, se debe c-fee_{:uqr un proceso de WUmite S
coendo el ndmevs de curvas §; tiende a ln{:inito ¥ el drea de
la region @cotada por todas Y. coda uyna, tiende a cero,

Por comodidad dividamoes la superficie ©o acetada por &, con
woechas \ineas horizontaleg y verticales tales que todas Sean Cuer—

das-de £, Constivyendo de esta Wanera vw grawn ndmere ,N, de
?equeﬁos Tectanso\t‘tos.

Si traramoes una corve que ewncierve a todos y solo a los
Teetdngulos eompletos, en gemeral dicha euvrva serd una poligenal

2 que clepemﬁe del ndmero N, esto se tlustra en lo .F,'SQ,.& 43
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. ‘D/\_‘ Poli'soﬂﬂ.l «r?‘

/-

FiG. 43

Es ntuitivamente clars que cada vez que el nomere N de Yee tqn-
gules, eonstroides com Coerdas de 2, avmente, la auryqg Py se aproxi -
ma cods vez wmds a la cura £ y

Siguiends vn desaypol|o cmt'x\oso al
‘Utl\czaclo_ Para determinary |a \onsut-ud de la eorva, se tiene que en
el limite , coands N —eo ) la euorva R eoinarde con 8, |

Po\- lo expuesto antes, Sabemeos clue la Yelqc_io'n entre ’q Circy- L
lacion Sebre ﬁ, y las eirevlaciones en log '(eetcmsu\i'tos _Di) se expre-
S5 ton la l'suo.l&qcl: .

N

Nos interesa, Coviecer ©Bmo es la QircuquIJn f Vedl evande 1o5
3

rectdreqalos 0 sen MUY pequefies | ey decir cyong st debide a la eop- .
-y .

tinoidad del campe , las velocidades Gsoc{adag pov Vix,y) Cambign
MUY poco en log lades de eada Tc&'l‘anso(i{:o.

- Hdammos el &n&\ist‘s'en ove Qualqm‘ero. de e“os, Fig. 44

i -Vx A
S 4‘9(‘5 Ls
IR
AY H F

{

.
foe = - -
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Haciendo na primerao. Aproximacion , Qons:’ciemmos que el Campo es cons -
tante en los lades def 'reQch'nSolo, esto se {lustrq en la -‘}"Sorq 44, eq

la que se Qpveeiq que la velocidad asociada a los lados de) Teetdngolo
esta dada bov el vector v

V(x,y) = (Vx, Vy) Yy que las Componentes tangen
clales son Vx (), Vy (F), ~Vz(e) Y =Yy(H) doende E,F, G, H Sen puntos -
Qualesquferq en los lades ki, L2, La y Lg Yespeetivamente,

Ast [q Cirevlacich en e lado Ly e Vx (€) Ax,
es Y (F)AY, en el lade La

-VeCa)Ax y en el lado Ly
tonces la cirevlacidn Aproximada sobre el 'fec’c&nsolo

f Vool ~ Vx(e)ax +L5,(F)4y—IQCG)Ax ~Vy(H)ay =

=le@-ww]ax + [v,@ vy

—

en el l&clo Lz

Y} —Vy (H)Ayo En"‘
ese

La coal con esta Aproximacich,,

La vaedn de tener on ve soltade

'unsideramos el Cambe Como eonstan
(O

‘es cevo,

=éle aproximade ; e debe Q que
te en cada lagd, del 1eo_~bcfn30-

Una. mejer a rorimacio’n

&o.m?o de velocidadeg VG

das Sean tontinuvasg, ya

puede "\o.cevse

), Sea diferemeiable
que asy pedemes tomar
Yiacicn que Sufren log Coms;n‘en-fes tangeneia
Quefia. Variacidn del veetor

Si pedimes que e
Y que sus deviva.—
en cuenta la vq -

les a Cavsa de lq pe.

Toviande los pontes €

y G de manera .qloe fengcm la mismgq
abseisa,,

es elave que : Vi () :'V,;CCE-!-AY) para X f-tjq,.
Poy otra Po.r'te, ya que el Lamps es d¢
colar la razdn de variaeidn de Vx con ves

Lim YE‘(E*'AY)-VSCCE = 9%
40 AY T3y

y Cowio ‘ous Jeét\rqdqs Son'c.ontinuo.s,
OVx es constante en Ay,

ProFucto x4y, entonces :

§ereneiqble, podemos eal- .
peets-o ¥ Por medio de:

pedemos conside ray

ve
\.Ueao la Variacion tatgl de Vx se

rd. e}
Ve @) 2 Ve (E) + g_y”s. AY

Je oqi'; Ve (8) =V (6) 7 %—g‘f& Ay
Y moltiplicamde, poy Ax

,v
- ro-neax s -Saxay
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Avia\69Qmen{-e, t-on—iﬂdndd los puﬂfﬁs FyH conla mtsvﬁa ordeng -
da, al analizay la variacion de Vy sobre el eje X, se hallo
aV,
VY (F) 2V (W) + —aTc’Ax
' Vs
Vy (F) =Yy (H) 2 —a—;c‘iAx

Luego s

Y wmoltiplieando por AY :
F)=Vy(W)]ay a; 2 axay
- [Vy( -y ~ %
En la Pyimem QProximado'n 'tem'nmos que s
| f Vel & [Ve®)-Ve@]ax + [ (- yy]ay

14

’Fero o;\r\orq, Sus{t%uyen&o las
Yes A proximaciones Q’O'Ee.r\'tdas

expvesiones de Ja
¢+ eseribimos ¢

= W 4. .-a_& v = -?_1./!_ 2!"‘7
fv.o/z X~ 5; Axay + 3 4x4y (ax 59
o | .

derecha por las mejo._

Ax4y

-~ Otra vez, e/ resultade es a
\as Yazones de vaviGaeien 2
les tnteyvalos AY y Ax Tesp

onmmado Pov

hql)er sUpuesto que
\%'j 4 av%x evown Constantes ey
ectives ., Entonce

| s la eirevlacidn s5.
ﬁv serd ol aproximadamente la. Sumaq de estos
N valeres , Sea, :

PR 55 (225 ey
¢ J

% !

'po.rq todos les {j tales que el 'fte‘tan3u\i‘co

nij esta, Comp]e.t-q-
Mente dentre de lg Pbliso‘ncxl.

La deble Sumatoria se debe

a
meran o los \mclos de

qve los indices Lj Jue viy-
s Covren fﬂiependienteMen;

los Yec,+cfn5ulos
te,

3 por lo que en e’
Se tlene [q {gualdad s

Ve
57)4::; 2
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Pero en el 'L:’n&;‘-&e, ‘de-t:e rminads por las tres Conclio_iones, la
Curvao. fi, es la eurva C misma., Por lo C‘ue en el lade 1zqu‘.era° Je
e isua\dq&, vealmente se tiene la cirevlacidn sobve & y en el la-
do derechs una ntegral doble . As{ coneloimos que:

| j(-:az‘ %(%_%@)axay
e s y

donde 05 'repvesent‘a zc\ um’o’n c/e <$o ton lq Curva 1:.'

La existencia de la doble integral esto. asegurada por la con
ftivwiclqd de 3VVax Y ée;.avfa’yf Esta ‘“-'533*“\ "l“eéa calewvlada so-
" bre la unich § de la s\:Pevf(u'e. Y la eurvay Ya que en el limite |
- 'se abarea hosts la .@:uvvo. @I per esta Yazen necesitamos que

el camps veetorial Viéuy) sea de elase ¢! en la unich S. Come
\a propiedod ¢! es solo para confuntos abiertos Yy & es Cerva-
de, pedivemos que Vex,y) sea de clase ¢! en un onjunte abierto

_ﬁ, que Contenga a d.

La igoo.\clu& obtenida junte eon sus \n.lpétesis, es Conoci—
da como el Tesrema de Green. ‘A eontinvacioy lo envneiq -
mosS em {—oqu QOY\AQY\SO.AQ,‘

] TeorEMA DE GREEN : = Sean § uwa eurva, cerrada S'L’mp\e,
cen IR? y v(x,\)) =(V,((x,y), Vy(x,y)) un campo veetorial de elase ¢! en
un tonjunte abierto Ay que contiene a la vnicnh § de la eurva con

'%u interioY, entonces

a7y aVe) oo
fV.Jl. ‘-ff(é?cz-'é“;)dxdy_
(1 S

pava escribir el inteqran do del lado lzquierdo tambien en agm onent
Yecorde mos que dl = Bk""('&)dtz stendo  §(t) = (Gi@), ‘°"z(£)3 la
que deseribe o la turva {8 Por lo
se tiene \o isuo.\dadi

es, ~
foncion
que; para cada ponte (x, Y ) en g :

(6, (t); 0.t) = (x, ‘H) )
L\’53°'~ - -y ) | ’ , : -
dl = Fde =(Giwdt, G?-(*’f’,"‘) = (dx, dy) L
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. entonces %V.J‘Z‘ :f(vz,W)-(dx, dy) :j(vxdx + Vrdy
¢ £ £

Asi se tiene que :

Frese iy =// 2 20) dedy
)

3

€atq yelqcfafn puede txpresarse tambien VeQ"l‘OTi&‘meﬂ.‘te/ g
que para los verticidades en vn \oluno, el rotacional es e vector

9Vy _ 9V de aqul':
' 0 — ..__3.: .
: (o, ' dx ay) J 4

= AVy _ 3Vx _ oW _ 3%
(rot ) o ke = (o, o, 5—%-5-;).(0, o, ,1)_ =S~ 5
for otra porte, sustituy endo *

f{; m por la expres’l'o’n equiva\entefv.'-f‘dl halla-
p | : €

 yes la fsv&ldqd en forma vectorial:

| f".?,}l, -_ﬂrotf;.k dxdy
& d |

s en estq -&ovmq en la que se moni §\‘esta. mds claramen-
te 'la velacion entre \a. tirevlation Sobre la. corva G y los o -
taclonales en el interior o ; pues ahovra cabewmes , hablando in-
tottivemente, que la eirevlaction ea una euvva es igual a Lo
“soma’ de los votacionales en la superficie acotadq por la -
COTVQLe ) - g
Ew el cose en que los votacionales ce deban o vorticidades
en el '.G\u‘(clo, se *tiene que la &hrevlaeidn en la corva & es
\'Suo.\ o la "eumo de los votscionales de todas las Vortied dades
am la supevfrcie See Teniendo os( la velaeidn entre Lq -
civeoloeicn 4 las vorticidades, :
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Relocionade con e votacional , un Llujo se conoce como- ro-
toaional i yvot Vv y) 70 para al menocs un ponto (x,y) de} {luf-

do, y i vot Yy =0 para todos los puntos, se dice que el Lly-
JO es jrrotacional.

Con el Lin de hacer ver lq importancia de las kipéte_
Sis, estudiemos el floide cvyo campo de velocidades es:

Vbhy)=: n:!;_ X )

, e
e

este campeo corre&goncle. al de! movimiento

de un \l'qu;‘do que se
escapa Pper un ori ‘

icie hecho en lo base, Ffs- 45,

Fl& 45

Como se abserva en la "Ft'%UY‘(\, log vectores veloeidad auwmen —

tan ol ocercarse al centro, pues el camps de veloeidades es in-
verso a\ vadio, .

Colevlande e rotacional para (x,y) -'# (o, o

t 3§ k |
V=3 3 3 |_ |
YotV = 3% 3 33 = (o, 0, O)
-y x ,
C4¥t Xyt

LUESO:

tot V. k=0 entonces:

ff-roi’i?. k dxdy=0




Yy Ya Que por o) Teorema:

fir‘-‘r‘dt =/fmv.i< dxdy
¢ s

’ . .
podrio ereevrse que la eiveslacidn sobre mm\qofev\ corve, cerradq &
es cevs, es decir que:

(-

Din ambargo, ara el ciresle unitarie descrito por la 'g'unc.io'n
W) =(Cos 6, sme)‘ conn 8 €fo, 20], se tievie goe la cirevlacioh
del campo V dade es: , RS

| 20 | |
‘ - ) —, - == — -52nO QOS -]
j( Ll =f.v(°.ce)>'c-‘(e)de -/(Cu?usu'te ? Cos"‘e+5efe)('sm9' tose)de
3 J . .

o)
2 ‘ 20
:[(Sczr{‘e-i-cosze)cle =fde =2r ¢
° 0 - ‘

| B

o, 2] S
(')°)’x

F1q. 46

éPor qué sbtuvivnos 26 y no 09 ' |
: _ ?mrm"(‘es?on&ev o. esta ?feguf\ta , Veawss %l e;»,\ Q;o.m?o de
‘nelocidades en cuestidn, cumple o no, eon Vos Wipdtesis del teo-
. XEeYNo, - !
-y X
xTaye? xiiy?

El Campoe €S VCx.y) ’_‘..(

En el tesremia Se pide que el campo sea de clase e ev el in-

| tevior Y sobre ’\cx eurva ﬁ", ,?em en el punto (o, o) que esta en

4
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S - ‘
el interior .Je\ eivevls, el campoV no es de clase e, buves en.di-
eho ponto )ni siquiera esta definido! , por lo que este camps Vio

comple eon las Wipotesis, Yy entonces wo puede aplicarse el teove-
ma . Ael lo cireoloceidn

f{,‘.dl‘ sebre .l airevle unitavio y la in{-eg\ml de Supey
f A

:.;,'o_ie. [[mtf/‘;&dnﬂdy no lienen porque ser fsuales.
-~ )

* Tracemoes ahora una Quyva wanuierc\ £, en torno al oy/
‘Censiderernes la 1egidh R, entre la curva @1y el eirenls
\ncluyendo tamblen estas curvas. Fig. 47 -

gen, y
Vnitayio £

Con el fin de aplicar el Teorema de Green a la Yegich R,

iMtroduzeawos un torte tramsversal de la eorva €, q la Corva 8
Tra 48. -
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As{ la ecyrva que encierva o Lo Tesio’n Sombree.do., es una €lrvg,
Cevrada s‘.mp\e VAR-Y lo evrva extevioyr se deseribe ey sentido posi-
tive, la eurva interior queda desecrita en sentido negativo de -
tal forma que en el limite wando el segmerilo A se aproxima al seqr
mento ATg¢ estos Coinciden Quedoméc solo un Segmento, d\‘sqvnos -
Z.‘é, veeorrido en ambos Sentidos, Fig. 49,

lLamande % o la evrva cerrada que en el limite encierrq
a la vegicn R, se. tiene que la eirevlacidn Sobre elly, es :

~](V‘szfidfff*"ﬁ*/“'ﬂ*f“ﬁ:
.y : ¢I+ Aé Ed BA
- = v.az‘,ufmh pull-[7.97 =
L e - Y
| :f“.d?-i-f%&f :v/"‘.df-f"-dt |
. 1+ € E‘.’ ‘;‘- .
Y por el teorema : f =) :f/rotfi.f(o’xcly
_ » : 'R ‘
| (o) SE‘\_'- f.‘.di'_:[-‘ J?szrotf.kdeg
L e T

¢+

1

-




Pero en este casoe !

férotﬁ.kadyzo v

fwz‘ -.:/7.4? Py
&t gt

s clec'n‘:

Tenemog pues, que la eiveslacidn del eawm

V= (*—-—-,_ Y T3

X"y T xtg2

Sobre cualquler eyrya, que encierva af
or otra pParte

FO

origen, es 2§
Si- € es ung Curva Qeyyq
l'ue. eja fuer& al origen , €ntances O-P\mc.qnclo e|

iyeen ! .
j(ﬂ.:fc/l -‘—‘_/froff/‘“.&dxdy =0
% S

é For q"’e/ ocurre tode es-'co‘.?

da Qu&\qufera,
Tesremq de .

Para Wvestiqarle,

exfrescms ‘os 'Pun‘tosﬁ X,
corve ¢evrada euu.\qoiero.

; @n ceovrdenadas po\cw

(x, Y) =<ee.ose, QSqne) donde © es el dn
. mMa el vadie veotoy P con el Sewmieje positivo X,

f(f‘.d? .—_j{\/xdxﬂ@dy -‘:][—fy—-dx+ X _dy =
(3 3 -

._.:/ ~€Sene (.esMe)de+J,§c°‘e — (@ tose)de
| ¢
2

‘<52ﬂ.7' +Cof 9) o f’“(cofe + 3&»«?’6)

= gjéﬁf‘le_ 3 S?‘E.ig.g = de
e? e*
. £

| I.Vos darnes eventa, que la erreolacidn de este camps de
Nelocidades sobye eualquier

_porametro ©7 eurva cervada, | Sélo dependé de)

Y) de ona,
€S esto es:
gule que ‘;-or..
Lueﬂo &a\cu.s-
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Ahora bien, si' la (wwo. énei-lér‘fo\ al on’sen, el rddfc vector
e deseribe un afngols desde 6, hasta 6,+20 por lo que :

jgale =27
L

€sto se '\\ust‘ra en (a -S:\‘%vvo. Sn‘guf:n‘te:

¥

TG, 50

Cora el caso en que lo twrva wo encierra al origen, como

: ' | ) ) :
<e aprecia en lo Figura 5i, el angule ® varia desde un primer
valoy 8o hosta el mismo v:c:;\or final Bo, ya que el vadis vector e

“reqresa a la wisma Posicion sin haben slru\o en Ytorne al polo,
de modoe G(ue,: ‘

) . .de":.O
&




APLICACION ¢

Una o.PlicacA'o'n imteresante del Teorema de Green es la si-
guliente:

St Q €5 vna TJUrvo C_e\fYo.clc. C.lue Gcota a una Tegién 5 &n
la. que es aplicable el tecrema, entonces el drea de § esta, —

dado. por:
A= —‘ifxoly—ydx
(-3

| Pq.r& Probcw esto, Se toma uwn campe veeterial de‘Ffﬂi
do como V:C—y’ I) -es decir Vg =-Y y V_'y:-_x, entonces:

fxdg-yc’x :j(-ydx+xd3 ::f’vxdsc +16'd3:i[[(—g%-%\ﬁ')dxdy |
A Ry ? ,
:jf oo L9 dedy =f,£ 2% 2 dedy =

= fodacdg = 2A(8)
)

Por lo +tanto

A(CS) - {.fxdy-gdx
s :

| Le Interesante de ~msta, -?cfvwwlq, es que vos da la me -
dida del dvea de & en fovnedn de on Tecorrid
de £ 5 poes se halla, colewlande \a ircolacion de
Sobre \a eurve {rontera .

o en el bey,
\ G.o.vhpo V -
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EL TEOREMA DE STOKES

En este capitule investigayemos la extensich del Teore-
ma de Green cuawndo el campe de velocidades V estq definido
Sobve vna Svperficie en R? como- puede sey el case de un gas
-Fluxjendo a traves de la suvperficie o bien, de un lfquiéo des
lizandose sobre una ldmina eurveada, Fias. 52y 53,

FiG.52 .. Gas floyendo a
traves de Yo —
superficie,

FiG. 853.. L(quido des\"(_mvh—
dose sqbve \a superfieies

Queremos coneocer la telacidn entre la cireslacidn e tovno
o \a- evrva 25, Y \ot fendmenes sobre la superficie acotada &,

Para este es tmpertante notar que las superficies son basi-
comente de dos tipos, uMas que pueden Ser pensadas Como la grd -
_ p 3

[ z .
flea de una -E'Unuon fF: DR con PR Q.JQMF\&S de estas .
ce muestran ewn las Fiquras siguientes ¢ }

Z ' Z A

- Fes4 . FlG 55,
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Otro tipo de supevficies, Son las que o son grdficas de fun-
Ciones esv valoves veales, Fia 56.

S e R
x / %)
‘FiG., 56.

, C.ovne se ebsgvvq en la ‘?l’gurm, esta super.g.'c,{e. no Fuade sey
3*0.{1&:0; de una funeich 2,=:F.Cx,y) , Pues el punte Cxe,¥o) Va. o
tres puntos .-af'feven-tes ("Myo/ 2.)) (%o1 Yo, zz) b) (%, Y, Zs) en la su-
perficie . Tor razones semejantes, no poede ser grefiea de una,
{-une_'\o'n Y= 3()(,2)- ni de una funcidn = h.(‘j' Z.) A _ |

POY‘ cC.oOYNo cltdqd, hQ.YEMDS elané‘\{sis SOB\'E lQ,S SUPQ;Y"Fl”C(eS
- que s{ Son grdficas de adgona funcidn, intentonds un desarro-

o ech'x\o%o “al veolizado en el plano.

Como en R? es e.on-?u&o hablay del sentido en que se mue-
ven las wmonecillas del 'Te.\o:“ la. orientacicn de la curva A8, o -
P\,eée estor bosada en diche movimiento. ' '

Une itdea para erientar tal turva, es utilizar el heehs
de que la supeyficie acotada es griafica ée oo foneldn, diga-
mos  z = fx,v) y referirse a la orvientacien de la curva que
actota ol dominio D.

As{ lo curva frevtera de 8o, 98, puede orientarse al
orienttay la eurva 98, que ocota a Do y diremos que 98o esta,
de§efitq en el sentido positivo © negativo, seqin que 38, este
‘ovienntoda pesitiva © negativamente,

P T e "I’htu\"tt"vdw‘eﬂt’e/ psdemos decin que la covva: 38 esto. -
ovientada positivamente, si al Caminay Schre ellq con la cabezq -

N .
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A

en el sentido del eje Z, lq¢ soperficie nos vedq siempre a 10«.“'
{zquierda como se apreciq ewn lq -_Figurq_ 59. .

F‘.C'l- 57 .. ﬂecavriehdo la curva 38,
en sentido Positivo-

Teviiendes la corva orientada 38,, Si se trazq unag ‘.(rleq_
Sobve la superfiere acotada per 98, uniends ‘ot pontos AyB
de lq- eOYva, ' Fia, 58, se cbtendrdn dos nuevas COYVAS Ceryro -
das sievido la \ivea AB comin a ambas, por lo que sevd des-

erita en ambes sentidos,
i T

I A

X . F\G. 58

Aho\m b]ey\’ 5qbemos (1ue e senerd\ g\ veetor %o.nge,wte
- Seqialq en el sevitido el que se desevibe Yna Weva; ast en L
Cada pynte de la l.’ﬁ'e_s, AB ;tendremos des vectores tingentes
Tag y Taa *tales que Taa=-Tpg de maverva que la relacidn :
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f 77 dl = = [T-Tae dlL

BA AB

e cievido valido, en el espac\'o tyidimensional.

| construir vna ted Con \ineas Que unant Puntos ~
la suma de estas '\n‘cegvc\\es

sevd nula, qUedo.nclonos s&lo

‘5\'9u
- De Qc‘u( que @
de B8, y que esten scbre 8o,

ev. todas las ramas Comones

la eircolacion sobre laa cuvvo. G964 Fia, 59«

¢ FI1G. 59

Nuevamente, para hallar (o velacion entye la civeola -
cievi en \a evrva '65, las votociones ewn la superficie Se 4
constrvivewos wno ted bastante £ina, de tal £oyma que la
peclueﬁm S\J\ang-ie_ie. acotoda Por C_cu!o. eurvae,, Poein. t\?vcxi—

wnayse per on P\o.mto que en genew.\, es un Po.ro.\e\ogmmo. Des-
pues de hallar lo. expresich para la eiveolacidn en estos pequevies
PQ‘TQ\Q\OSTO‘MQSI 'tor:to.vew\qs e.\ .L_a;'mitc Qbanao E( Y\.L;Wleré Ae e“gs
tiende'a @ y el dreq de cadg vno tiende o O,

l M edianie la &\:voximc\cto’n con los Pcu'o.\elcaw;o.’mos, ob-~
tennemos uvna Su‘aev»ﬂ:tc,(e, polie'c\.ric_c. ocotada por una. Po\;sonol -
en K2 centeniends a todos les pequefios paralelogrames eomple -
'tOS)”'F!‘G\. 6Oy De wmone va que’ cuontoe m({s 'F':“Q sé& ld TEd,
wmds préxima estord lo svperficie poliddriea a la superficie
Se y la ?0\(3b¥'\¢l\, o \la. ewyva 99ee |




Con tal de focilitayr lag eosas, Construimes la ¥ed como
La imogen em &, de una ved construida ev el dominie con cver
dos de @9, paralelas o los ejes X ey, Fia. Gl

é(:., yja f(*»%))

Ahoyq veawmes edmo queda.rc{ cle-éevminudo el {Sqral'elosvavn‘.ow'f”?
Ve apreximard a la superficie en of onte (X, ¥i, fox v
9 P P P 2 75 Ty, )
: , Coen el -?\‘n de Conistyruly pequevios qu\t\ojmmos
Ee% en cada punte J que por lo tanto, Serdw \ox que mejor se
Sbreximen-a Lo Svperficie en unq veeindad del punto, exigive - -
Moy que g foneicn £ sea diferenciable em oy Conjonte abierto
Gentenlende @ BH=' 9 vas, | I ) » o




quo.metvilondo la Superficie mediante la -Fcnc.\'oh‘,
(X’ y; f(xly))’ LUESO ;EJ'QV\_-
no ?une.‘«c;n 3 PR _*’JRS ,de{-im‘do, o tra-

Cb-'og'-——bRs ele{-iniclo. Come (t)(x,)’)::
do % en Xt se obtiene u
vds de ¢ por:

3(8) = PO, u) = (=i, y, foxg, uy)

Coya imasen €% ona Curva que pasd por el ponto (x;, Y

Tla 62. mE—

50 F i, u)

| Aht_x\.o%a.mewhe, si se fija Y en Y3, se tiene lg foncion
: "\:R‘*R.S &e{‘_(“(acx pev la iSUQ\Aq& h(x) = ¢(JC, 'jﬁ es decir
=) :(x, Y;, {:(x.,gj)) teniendo otra corva ev on planc para-

lelo ol x2Z,
E.os vectores 3—%—('@ y %—'%‘(:X.Q Seran 'l:a.naentes a los
Corvas vYespectivas en < punto @(X:,‘i;) Siendo ¢

89 a3, o\ _(ox 2y f )~ F,
’ "Jq“("_g)- -é?(x"‘sj) —-(3‘%‘) "a'gi 5‘%‘("»‘53))-—(0, 1, Sg-(’(t,ﬂ,‘))

2{-;c-.(::u) = %%(xi,‘s‘; =(%’%, oy, %%(m,':\j)):(lbo, %(x;,u,-» |
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Hewos hallade des vectores tangentes a la superficie
en el ponto C#(’Q, fij) :

Ty =(o, 1, %;i(m"ij)>= I+ Srenk
Y

— ' 'y a_; ‘
TI :(f‘l’ o, %&(Ki;‘iﬁ)z L + 'a-'i(xc,‘ﬂj)k

LoS cvales nes cle-bermino.n el

p\c.no Q:o.nsevr\:e. Qa lo. Super~
ficie en diche punto. |

Abservese que ested veetores Seon constavites para eada
~ ponte sin lmportar qué ton fina sea |a red.

En “q -@iauro. Slgquiente , se lustram estes Vectores y
el _Para\e\oa*amo que determinav «

Poralelogramo

Fla. 63 a).. | F1G. 63 b).

. N ecesitamos ahora t'.o_nocer,uel tamadfie de los Lo.éos del
_ ’

Pccro.\e\osfamm PQY‘Q esto nos “F“J'Q"""'s em\o. *rec-to\,'t'qngen-‘
te a 3('#39 determinada por =l veetor Ty

YZ tvasladade ‘ol punte X=2Xi, Fia. 64.

Seb re el P\cm.o




. (xe, 9, Fx,;))

-,
—

| ot
> Y
= /\‘ -

|
[
|
!
|
|
I
!
]
4

> Y

[ YIS S [y

xi
% ‘J}+A‘5

FlG. 64 _

mq Z= £a+\ﬂ(9—9.), donde la pencli:nte ey M = %%6«,53) y un

54

"La ecvecion de la rtecta .vtdxﬂge‘nte, Pueae darse en la s.or.

ponito conocide €9 (xi, Yss 'F(Kt, ':lj)) Peor lo que lo ecvaeidn de lq

Yecta €5 ¢

z=$09) + Joem(-Y)

Evntonces el valer de Z en el ponite Y= 3'31;15\] es®

2z = Fou) ¢ %%(xz.uh AY

Tenemes yo los puntos (K.i., “’51 Fou, Hl')) ‘5

(7(1., Y;+0Y, f(xz,g,-)-f —aj—A\J) que son los extremos del ‘ngo del -

3y
Po.vm\e\cc:‘w'omo' e lo direceidn
de, seva igual & la. ™agnitud del veetor ]

de '?3; asy \q mnanii‘u& del lg_ »

(e, 89, Fouu)+ %fgm,u;m‘s)— (x:, Y, $04)= (0, Ay, gﬁ-(xw,)A\}) |

. :(O, 1, %fg-(xt,‘jb) AY 2‘?)) AY

Ewn formae stmi\ar, al analizar la vecta tangente a h(:c) '

~determinada por T sobre el plane XZ trasladade al punte
y‘-’v"“j 9 se \'m\lm que la ‘\'W-G.Sv\l‘cud del lado sevrd, \'Sum\ a la =




55

- YY\O.%nH:ud del vector Ty AX.
Conociendos ya, los lades del paralelograms, procedamos

a celevlar la cireslacion del campo V(x,4,2) = (Ve (4,29, Vy (x0.2), Vy (xv,2))
Sobre &ly para lo cal consideraremos que ésta corva quedo. descrita,

| = | o -
k_—.‘"—‘“?lbx“ —-—-—%' e

FlG. 65.

en el sentido positivo, Fla 68, . . .

»'*L\)e.- acverdo a la 'Fig'urq, ch Compenente c}ev ewn \q dirce,-
cidn de\ \ade 4 < l]'\ﬂlcose y Come e—‘ C.a.m?o es continuo, ?ede‘.-
Moy Supemer que esta Lomponente no cambla a le \o.rso de diche \a-
do por \o que la ctrevlacidn en este lade serd el producto de.
‘ ‘-G. umvc“ente FQY la \.Ons'ﬁ:ud de\ I-de’ es CJEQ.H".

Tl cos © I Teax] = (IFNYT] Cos0) Ax = (¥ Tx) AX
Covne esta es la civevlacionn evn el lade i, la Yepresen-
taremeos por Voly 1) AX -

De igual ~manera, Se obt\'ene.n_}o»_g e\reu\meiones_“an los -
Lados (2), (3) y 4) siendo €stas : V'Ty(ﬂAY, -VOTZ(B)M,
__\7,?’(4)Ay vespectivamente. As{ con estas Considevacio-
nes, \a cireviaeidn en el ?o.rn\e\oswramo es

j( V.dl 2 Thnax + V7, 4y - VTx@ax - VT w0 4Y =
7 =[VEe -VEe]AX + [N e~V @Ay

que con kal dproximacion, serq cerod,
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Hasta aquf, sélo hemos pedids que e campo V sea eon-
tivivo . S¢ ahoro se Ptde que sea diferenciable y que sus devi-
vadas sean Continvas, esto €3, que cea de clase <!y se po-
drd hallar Ona mejoe aproximacicn g lpues as{ es posible to-
may en euventa la variaeicn de V-?x desde €| lade { hasta el
Lado 3 v la. Variacidn de '\?."f‘y desde el lado 2 hasta e quo4.

Teﬁsamos presente que los veetores ?,c y?, Son tonistan
tes paro cada punte (xi, Y;) Y que la variatidn de \os lados del
parvalelogramo al hacer mds {ina la red, se debe a la variaeidn
de AY y de Ax . Dde aquy, que_sen éstas masﬁ(:cude_s las que de-

terminan la vavioeion de ViTe Y V."fy. En base q esto, es-~
cribimos ¢

Vil @ VT, 0 +?—§€1E () AY

downde, utilizands el hechs de que loas derivadag son continvas, he-
Mos Supueste que la. vazédn de variation de VeTy es la misma a \o
\o.vso de Ay, por lo que et una aproximaeidn.

Lu'es (- T4

Vsrﬁc () ."V'?x(a) ~ = 8;:;;‘ (1) AY o
| y mu\-!:ip\;mnéo per AX dawmbes mlem&h:ms b

[VA0-Tho]ax s - %’B AT AY

para calevlav OVeTx pecesitamos .C‘eso.\"rOl\ox VT, :

oy
V-_T‘x - (Vx, V;, Vz) . (i, O, %El(xz,‘)j\) = Vx + Vz %—f;c(x;' \53)
O bien,'SQ\aien'éo que. Z:‘-'?(x,y) .
e 22
voTx = Vx. +Vz "é“x“

dende cada componente del campo de velocidades eg foneidn de
(x, Y, Z) y 2 es {-unu{\r\. de (x,¥). Entonces s

W _ 3 22) — x , ez BVadE, V22O, BZ
By~ eg\x*tVasx) =5y Y or oy * oyox oz ay ox t yox
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Por lo tanto:

VT () ~-V-ToG) Ax g =3V  Vx 3z Vi 9Z  2Vp 92 3Z . 9% |axA
[05.0-7Ta] [ag*'az a5 T oy ax " oz 09 ox * agax Y

Asl mismo, tenewmos 3ue .

[0 -V w] AY & 250 AxAy

dende '\7-'?, = Vj + Vz —g—z

-y al derivay ce obtiene:

VR @-VE W] AY ~ [2Yy ,3Vy 3% . V232 V232927, 92 | axa
| [va@ _VT,,(«)IAN_,, [3 x5z ox T 33@;353"'3;;8;;-3!5-?"3::39 AXAY

e Notese que para hocer esta vaoximmia’n} ©s iecesarie pe-
: . . ' 25
dir que z=4%xy) sea dos veces d(-Fe'fenQ_‘&b\e” s ne 9°% 9
\2 N
9°Z_ vic tienen Sentido. al«’ax
axa«j , |
' e primera Qf'roximucign que teniames para la eircu\qc(o’n

.en el Po.v‘a.le\cSro.mo era :

f ol [{z‘.‘-r;m - Vi(z)]Ax + [\T-ﬁ", @ V.7, (4)]4\?
'n . ' B

_ Pero al sustituiv los SQman&dS de la, deveehq Per las me.:,o-_v
- Yes aproximaciones que hemos enwntrade, se halla o expresisn;

I

T q 2 '
2V 3z 311?.2.)- 3Vx 23 a_vsa.;.) (aw..a"x) 2 _ 92 ) aox Y=
( * Yoz eyt *ox 3y +3x85 2yax Ax Ay

s

~ : . . . 2 2 |
Vg _ BVe\[_22) L (ove _ BV2\(_ 2%\ . (aVy _aVx\, % _2'Z —
( )( ) '*'( Bx)( 3 ) + (ax ,ag) T 3xdy~ 3yo ]AxA\J =



st

= (2% Bve_av aw._av_;‘c) ~92 3z a7 Pz
“[(33 92’ 32" 3x’ 3% Y ANET ag’_”"a;gg‘a'g?x Axay

| S se Pene una restriceidn wmds. o Z.:‘F(x,ﬂ), exigiends que
las sequndas devivadas sean Continuas; es deein que § seq de -

clase C% entonzces las parelales cruzadag son | uq\esy Por lo _

= =0, czuedomdonos lo Siquiente :

b dl ~ (_a_\_’g -y, Vk_3vy BV v of-3% . _2% )
fv Sld .az ? 92 gz ) 5—% --a-;f ( ax’ , aya ' AIA)V
~a !

e L_Uejo, ca)'w‘qnc)o ,el proéue{o_ Cruz cle ?x y =I'§ y &ncontra-

L j k N
F P o oz | . (_9z 3z .\
'[;x’l‘, =11 0 5% _,( 3 3y ‘)
o | 9z
| %Y |

_Me\ vC_f.UA\_, €5 un Veetév Ytor’md\ ti\ ?qv‘a\e\bsmmo 'Jeterrﬁ\no.do Por
Ty Ty | |
Veqmjs Q"\oro{, eval es lq expresicn, del Y‘otq&iov_\n\. Cvan-~
do el eampe V esta def&m’&o y toma valores en R3,

Lk

[ ]
| Este es justamente el t€vmine que Gpavece en lg
eireslacidn sobre el ?qra\e\ogrumo!

oo Sustituyendo pues, en la dleima, upvoxima&io’n, obte~
nemos \a formotaeien Siguiente ; '




j(v.df ~ vot Ve (T x 7)) 8% 29
7

. Luego la. eirevlacion sobre la po\isonq\ que aceta a laa su=-
Per@ic\‘e Poliédn’eq €s Q‘aroxhwno.&amente .

j( Vdl e 3 X rot Vvt e (T xTy)A%i4Y,
; L '

N

“pava todos  los i.,j 'ta.\es%qued-%l pqra\e\oavc\mo [7.:,' e‘sm.completa—
mente dentro de la ?oltsonol 2.

~ En base a esta expresidn, e obtiene la iqualdad al to- K

‘mar el Wmite evande e nimero N de pavalelogrames dentro de

le. poligonal tienmde a @ y ambos AX; y AY; tienden a ceroy -
ast | ,

| j{ Vedl = ’lv m Z Z rot Vix.y, f(xfsll)-(ﬁtxi},)sz;ij
R a

AX;+0 ¢t ] ,
N 4y;+0 . .
Come en el Umite., 1«.,_e.urvo;_f?“ es la curva, Ode misma
Y la superficie aeotada eoincide con &, que es la imagen de)
dominio Doy en el lado 1zquierds de la igualdad, se tiene la

l.\n.-t'eca'rcx\ a Lo \o.\'so_ de 9. y el \cxclo Aeteeho es la &ob]e inte- :
3'(6.\. sobre cf); este €59

o f", dl -_-_[/rot Ve (% xTy) dxdy
s 3s. e |

_ _ _'La infesra.l ole \o. c\ereeha.l, se Covnioce Comnd inte \“Ql
de su‘pgv-‘;{cie , Esta ciuedo., ‘aalevlada. sobre el deminie P de -
'lq,fune.‘\‘o'n £y ya que los variables son los lades Ax: y AY; de

los 'ree'tcmau\i'tos en o@). Para convertirla en unag intu%m.\ Sobre.
‘\A'sovev’}-tde éo, observemos que? : :

 [toxy Laxay =(RAn] sme) axay = | Teax]|T 5] | senc] B



ed

es e\ area AA del quq\e\osramo de lados Tanc Y ﬂAY como
se C\pveuo. en lo -?-xguro. susmente .

F\e. b6

. En-ton.ces el vector (T XT\AI_AY es normal al Po.m\e\osm- »

mo y eent magnitud iqual a\ drea del WUSMO, por lo que podemos /
eseyibir?

(FexT)axAYy =R AA

donde M es un vector normal \m.t'to,me. en cada vun‘co(x., Y, .f(w»

y cuyo sentide esta dade per T,cX"!;, pues n queclo, de{inido
c.ommo !

"ﬁ‘_ TxXT, ' -
i 7. x Tyl

. EL lade. \rmcm e\ que_ sefiola este vector, es llamado exte-
Yior o positivo de la SuPer§\c.\e.

Al sustituir ea las Somaterias a (’l’,‘x"\',)AxAﬁ por sv |
{gual RAA y tomar el limite se tiene que:

fv.df -i[]rot V.7 dA
a5, S

S es la unidn de 8o con Do o




; A esta Igualdcu:l fonte eon ‘todas las condiciones que’ Lo -
Thn.c.en Pcsib\e, se le Covioce como el Teorema de Stekes, el -
coal vYelaeiona en Ra, una intesra\ curvilinea (eirevlacidn)
Cont Lwio Wl‘te_%Yo.\ de superfieie.

| Pava dav la presentacion fovwmal, veamos antes, que
’\.Q soperficie S °|Ue-<;cL ovientada wmedionte lo definicion de g

6l

rormal unitaria ﬁ, pues lamandole bosttive al lade en que

- deta serala, el lade (nterior o negative estard indieado —
por el sentide de -TML.

Podemeos tlustrar graficamente esto, Yecovrdando -
.log ingldqd . ‘ .
i |

Yor ‘\o que [t

«_kos valores % y 8

ficle, pero O.\ae iavae\:tn'stfc.o,'es cli:a siempre la tamponen -
te ewn es Fositivq, es dec.iwque. 'Siemple apunta hada -
la parte Superior del blavie XY . lLueqe - tiene Lompo nen-
te ewn 1(, ‘egativa S{empre -aQpunta hocla, la parte Infe-

vyioy del ?\uno XY, TFila. 67.

]

v A_;..ﬁ' (,‘in %, f(ma 'h))

Lado exterier o ?osit\va

-y

T Lade intteviaor. 0. negativo

o4 _Hvo.rl'qn para ‘méq (‘wv\to,aé’ fa, Supey- |




Al trasladayr estos vectores qf
en lq supev-F;'m‘e, Se cansccaue idevnty
interior,

punto Covrespondiente
ficar los lados extevior &

i V'Fovmu\o‘mbs ahova el teorema. !

-~ . TEOREMA DE STOKES (Pava Grdficas) '~ Sea o
Svperficie orientadq definida por una Foneg
clase C? en un eonjinto abilerto contenliend
L =HUd9, y sea V on tampo vVeetorial d

do en la vnicn S =8,V 3, ) entoncesg:®

una -
on . Z=f(x,y) de
o ala unigy -~

e clase c! definj-

donde 380 es lo Trontera de &4 ovientads Positivamente,

_ . _.Observese que_al pediy
.. cho se F\'de que @(x‘q) = (x, y,
10 y) = y éz(x.q) =Y y

As{, mediante ovwm desavvolles Qn&\ogo, el teove-
ma se 3enevu\izm @ supev{:iues que Vo sen g Sf&fiﬁm de .
qlgunq &onu’o’n, Siempre que estas puedan deseribirge
ber uwia arametrizaeich de elage c%

) 4’53‘-'*&3 uno-a, -
Uno, dada pov C}JCU,'\J’):(}C(a,v}, y(u,u-), Z(u,\r)). Fia. 8. .

vt

ci'Je F sea de :‘clq%e;cg?i__‘de he &

f(x,g)) sea de elase 02, pues
& de por 5¢ lo son, :

T.Av
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Con esto, tenemos la formoulacion genernL del teo-
yYewmo., Como Si%oet

TEOREMA DE STOKES -‘_-'Seoi's”dna‘super«{f{cie -
ovientada , parametrizada per una fFuneidn CI>=¢9—->R3 uno a

uno y de clase C_i en ql<36n conjunte abierto conteniends o
B3

Doy y sea. V un campo vedtorial de clase ¢! definido -
- en un abiey+to Conteniendo o Lq onign & = éouas

A
- s, 8 .

con _ _Lq fron{:era. 29, orientada positivamente. * R

o, Entonces

cooee .. Interpretacion Fisicd s

El teorema vios dice que, la .c_ivéu\o.c.idn del campe de -
velocidades, o lo large de lo frontera de vna super{:icie, es

‘lguq\ a la muc‘svﬁtu& total de las Lomponentes viormales de
los yotationales cobre toda ta superficie. - |

-}

 Ean q\%unos_‘_fte-’(tOS, Viene e| teoyemq;»ixple'ﬁ’ﬁdo en. Componen-
- teS) paroobtener tal formolacidn, veawmss lo siguiente

Sabemos que para on elements de aveo dl en el plancy |
se comple que: R '
dl =(dx, d\‘j)

Es clavo engences, gue la. expresidn eorrespondiente . —
para yn elemento de aveco.d en, R° sevq

dl = (dx, dy; dz)

_ Pax otra pavte, Lamands o, @y ? a los c'msulos que
forma e vector W con los ejes X, Y y Z vespeetivamente, F1G.69

CrE o Al \'a's'componen'\:es_ de R sobyre eada eje Sow:
IRl cosec, IfilCosg, y Il Cos¥ 5 es decin:




R = (1l osic, WRlcosg, RNcort)
y yo que (M)=1 se tiene que _ﬁ:,CCosac, Cos @, Cos?) dende -~

| AL
AR
N I
\\ /s
N ' J
.S

~o

bd
FlG. 69

— 'oc, @ 'ﬂ _"0_ _'LT,O;T'\’O.Y\._,, ‘?cqu.qdq :pun.'to“ X, g,"z) de l“-»»SUPeY,‘Ffde, |

Midiendo los dngules con "5\"“":"‘ a los semiejes positi-
Vo35, \os O.osenosn G‘ue&an ex?,yesgdgs (:or 1&5 'iaum\&qd.;.?:

el = IRENW Cos ot = Cosat
A = Ces
% Aok =Ces?¥

Luege: RdA =(R-1dA, RFda, R-kdA). Ahora bien, -

Nl es el vectoyr TuxTv y dA es el drea. de un e\emen-\;o de -
“?uXTv“

Supev{-iéie s 28 deciy dA = n:ﬁ‘xﬁrﬂdudv e For lo tanto:

Bx Ty ot
l! T'u. X V'”

ﬁ-jdA = ('T‘ux'?w)-jdu.dtr
Y WkdA =T "rr:rS'T’\ dudw

. fadAa= 1% xT ) dude = (Fx ) T dudw

Pe\-_‘c'trc, porte, 5c,\l:&(ev1do C‘ue.‘.
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av ~\3v’ Jv' Jr
‘ealevlamos ?u {’F?u' )
| t ok
Entoncess
At dA = (R Tdudv = (222 - 585) dudv
R.JdA = (B2 - Z2)dudw
—A.kdA = (o= g-,{)du dv
____m_f__c.o_nh_d_,,e\;‘{-m de Tela, elonar estas expvesionés_‘v_con dx_, ,5d13
4 dz, Yy siendo: -

, _ X 29X dy
dx = Su 94 + v

3 g . oY 4
dg__-a—ddu+ il

y, _ 92 %
las- eli)(e‘env_'mles totales de .X(u,u%, Y (uw,v)
mente, supondremos que exlste Una eperacicn entre ellas, sim- .-
bolizade peoy una *eura ™ Ay tal que las Componentes en i,j

'k de MdA Vo obtenidas

) seawvt \es vesoltades Corves pondiey~
tes o Atj/\dz, dzAdx Yy 'dx/\d!js es deair:

y Z,(u, ) Tespeativa, ~

R dA _-_-(9_5’_17: - ﬂg&)dudv

© % Esta “operacidn existe y es el prodecto de dx por dy, perg en el dex”
. 3arolla se utilizan f-pgmqs,d_i&crgnc‘mlesk,;t-te,mo.; que.
l“w'“ﬁdef-ﬂ\‘"‘@ RGN o SRI GR SRR

no se meluye en
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Rkda=(2y ) dudv = dx A dy

Tenewos pues, las j'gucx\dc.cles 5“3uiente.s‘.

| fvxd“wdgMdz :][(vx, Vi, V) (dx, dy, dz) .ifﬁdfzf ﬁoﬂ?.iidA
35 35, 3 .:.

95

= [k v, 2w _av. v_ow). . o
i | S | o -

Y. Obteniends lq expresidn en componentes, del Teorewma de.
. Stokes: ' | o

| f Vedx +Vydy +\edz = ﬁgg-ggx)dgnm(%lg-g-g)dmdx + (2 .gzya;)d;,‘d,
: 350 é - .

-
P
i

SianirleAdo pel Roracional

Utilizande la -@ormm veetorial del Teoreme de Stole

| , S¢ P~
denos hallar motematieamente el siqnificade

Ae\' Totaeional .
Q.on_*.»icla!e.mos (‘UB 350 €% UG Qurva 'c.erra,da_

Centro en P y eon rodio Ql en la bs)per{—fu'e. e, P\?

cuyo rawmpo de velseidodes es V'fx.':hz).

__Ahorq, Lomo las devivadas pcuc_i.ule.s cle
Pues V es de clase G

vial, también wontin

reolar epn
de on floldo
/

e V <on Centinuas,
Se tiene que YotV es un eam 6 Verte

i R S S




-

donde @ e algén ponto en la superficie § acotada por 38, Y -
A(8) es el drea. de lg viswmoa. .

Pero j{ﬂ.dz‘ :ffrot\?.ﬁdA s €ntonces :
35 S

(]

f?-df = rot V(a). N(@) A(3)

35S, -
f V.dl

. Y2 A — 05
Y eqo . Yot V(@) N(Q) = '—‘A—(:s)—

N N | f v.dl
As _vot VR (P) = Uim vot V@)@ = lim 3%
3 €20 - teo ACs)

Esta es:

] . ! fv'.&f“
rot V(p)eii(p).= lim Jose _
1 g0 AS)

Lo igualdad nes dice gue cl rotational en un punto P del flof-
do, es el limite de la Cirevlacicn, del campe V, por unidad de
drea  evavdo Esta tiende o cero; por lo que en e punto P se
tiene ovn efeeto de votaeidn local . Elg. 8. |

- Z ?
Yot VM« A (F)
m r,,% |
P 7 ) 35.

e s
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CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE STOKES 2

. Primevo daremos q\3uno. Yzomevme\qtormu‘mm las Yegiovies de -
acverde o \gs ?evxémenos que ew Cada una Se presenton,

Continvando cen \es -{-lu(dos, deviotamaos por M el es

‘ paeie com —
‘pleto oewpade pov e fluide con campo de velocidades VCK,V, 3

cio libre de vor-‘:\'cido,de,s Pc.r ﬁ,L Y e\ resto por »ﬂv que es el e
iClo oc.upo.do por Las Vortieidades ,

Es deciy Y'o'tV(P)::O st Pely,
'y Tot\7(P3=f=0 st Pefty. , '

o

i

Cireuitos Lrredocibles

solido o vaelo

b

civeuito reducible

Fila. 71

. Direnoy ve una eurva Ceyradg e_trento Ce Ru es vedueible.
Si puede controevse hasta un Ponte sin saliv de I yegié’n ﬂu, ¥y que

@s  Irvedueible si en laq QoV\t\‘o.@.Q.io'n) la eorva € se Inteyseo_q Con
RV~ o bien eon uwm Solide © eon un Sspacie vaeio,

| Uvia, xeg(o?r\ ,@(L_po«a‘ lq t‘_UaL tode 'ino_uit-o Ee RL s -~
“t“ed.ue.il:\e., se dice qQue =S simp(amente Conexq .

i \O. ve\oc.idq.d V del -g'\vt'éo, puede eXpresavse Come
el gradiente de una, {Lv_am-icfvs“res“—a\u Yy, 2), es decir st -
o - (9 o - . . ‘
V = (Vx, Vy, ‘Vﬂ = B?L, g ! 32) -—~V\Y‘, se dice que <| ‘Flu-;o =
unelen, escolay Y es Hlamada Veloc_idmd po~

Fo-tenu"ﬁ.\. 3 ‘f) \a ‘{-
‘tcne.ltx\.
Utilizande <l Tegrewo de gtokesl
ﬂe%\'no’-ﬂtﬂl_,'--E\ {-\ujo ey ?g‘tenu‘q\, ° 3
-y
V szo .
Qonsldercmos tlos
vna veslc'w\ AL simplevnent
- & \ §
Cavipo V es de clase QF,

brebaremos Qe ev g

ea que C€Xiste 'q)‘ tal que

vntes, ung thc o}
€ Conexd 5 doywd
Unlende oy p
tivitas, eada una en A, Fie. 72, la o
Y22 OAP y ©BP forma \a cur

Y ¥no arbitrqyie P en
© Supomemey Que el
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mtmrmb e —

. .
,_..togdq post%wum:n’ce, \o. wo.\ Qe.otc. o, LYo Yecyon, S s\m?\emen-
=

P

A

F\G. 72

‘te _qeneXxa, evx’covxc%’

ff ..f.ar

i VAP PBO CAPBO

épexo por el tesrema de Stokes:

‘ o ~ . f f[rotv.ndA

‘:‘ - | 9Se

y Jyo. que 6 =35, VS, esto en ﬁ\., ’ro‘tV:O > pev lo tanto .

- fvdi‘.,.fvdf f[rotv.nJA =0

' AS‘.’ » - N - .
f\'/'-dl ::fv-dl .
OAP 08P S

: ___Cewno__ \o.s Coyvos Son Q\'brtmrlo.s’ 1q lntegroﬂ. bOl,s derAe -
de\ punto P (\5 del punto-fije 0) y' o de los camines seguides.

{ Vo estoblecido esto , 5i & es cvalquier ewrva simple  —
Ow\entmdm— uniendo un punto %-\Ao O eon un punte ow\o\tvo.no
P=(x4?), entonces al deftnir & funaidn eseo.\,o.v' Y &xy,2) co~

;‘(Y\O: q’(}(.‘-jl) f.al

Be tiene que ‘llJ "o t:le\;ende Ae .,

: l Pov umoc\ Aou:l i:omo'mos e-k ‘Dunto %-c‘\o Qoo Co,o, o) 4j Si~
gmev\dc . pnmev ‘Qn.mmo eon. tvo:z.os Fo.\'a\e\os Q\os e‘\zs hgg.tq;
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-llegu Q (K, Y, Z) 5 FlG. 73. C—omo se Q\ovee,\cx. en \a.. g-taura,, esytv_-.T

'1
!
i

)
‘1
i
|
!

‘Cawmine censta de tres pa.ﬁ.—es @, P2 y Es, Qst—"'.“_‘_

; | Yix Y 2) f\l dl f.c“ -i;/\f dl -l:/.dl
| 2

dcnde Gl, %2 lj EB es‘\'o.'l'\ aeSQHt&S TgScht\vqmente_ Por ‘.G.s PO.T(\WI.2,~

‘ ‘!:n?..o.ubne.s
t —> (0, %, 0) con ‘telfo 4]
| £ —> (o, ¥, t) telo, 2]’
- - £ —(t, ¥, 2) tele,

Fov 10 que . : |
? fv Jl fv(cm)) -8 de _-:/ (0. ¢, 0)- (o 1, o) dt =
: { 0 ,
; y |

j[/ (04,0 5y Vy(ort, 0, V(0% 0)] (o, L, 6)dt [Vy(at o)dt

| 4 ;
; Anqzogamenﬁe se obtiene que ?
é f\‘/‘.df =fv,<o, y, t) dt y fv‘.df :ﬁz(t, y, Z)dt ,'
| (23 % ‘ ‘”"“"3 | ) T




Mt et R 3 1 2 s+ 421 et rvam————

| lueso: y . x

Y(x,8,2) = | Vy(o, t,0dt +sz(O, Y, t)dt +fv,c(t, y, z)dt
6 ° |

0
de donde al derivar con Tespeeto a X se tiena que:

'a‘v(":‘hl) V x
——rn ) ,Z.
3% x (X, 4,2)

S . Pava hallar SV
en hs fiquras 74 y 75. 2y

i
5esuimos, los camines mostrades

‘3az

zy . g

FIG.74.- Camino para hallar %‘-;—- . .. Fl&.75.. Camine para. ho.\k\r _Ba_lg_ -

®b+,e_niendo primero, que ¢
2x F y

Wx, 4, %) = | G, o 0dt +fvz (x,0,t)dt -lf/y(x,t, z) dt
o : .

o ‘ 0

y cJe aclo\/:

oY) |

BETRR
-Findmente, ol seguir el bltimp Camines
' x y

WY(x,4,2) = |V (t, 0 0)dt 4:/\/, (x, t, 0)dt -J\/Jz (, Y, -b).clt
' o o ;

©

= Vy- (7‘,‘1 Z)




T de aéﬁde H aW( 4
! Xy,
5 *--.a—r!'l = Vz(z,u,g)

As(. pues :
" /) - V I"’l V 14y . ) 3 -— a “""l) a (o ) 3W(x. — )
V(x,y1) (  (x z),' y (%, 4.8), Va(x,y z)) (._‘léf_r, }g_ax;z , azu})_vq,

Per tanto, en la Yegien £t libve de vorticidades Y Simplemen
-te Conexa, %Se 'Eaene on {-luje petenctal » Esto €S, Si votV=0
entonces extste la VQlOClclc\d Potencial o pPotencial de veloci-

dad WY, 4. 2) +al que, 'V_.V\!f
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EL TEOREMA DE GAUSS

LA INTEGRAL DE SUPERFICIE.

En -e o_u?t'tu\.o antevior, . seﬁa\umosvlj-o. y que &

f,( vot V.7 dA
S

es uno \'wtesvak de supeyfieie, pues la Compenente normal del rota-
cronal, YotV.R se integro. sobre toda la superficic S.

En geveral, i O es uUna superficie suave orientada y Ves
un campe vectorial defivida en §, Wamaremos inteqrales de super-
$icie a aquellas en Las que se integre Sobre \a. svperficie §, 1a -
componente notmal del campe V, simbolicamente: »

- ff".ﬁd/\ -
), -

donde la vormal i apunta ol exterior de §._ . .

; Orfo. ovwna de exprg'snv esta (ntesyo,L, es con relacién Q -
Na pqvqmetrizqgién de la SU\;eyf’;q‘g; siendo ,¢2o®—+ﬁ.3, DeR
dicha ?uro,_mehizo.e.io'n) enttonces :

A TuxTe — 1% o o
n= u,fux?\r“ Y dA = "*&XT\:-“ dudw

’
asy 2

| | [vRdA = / [ V(@) T2 15 Tl dude =
S "Tu"Tlrn
Y o | } _
= f f P (Bx T dade
D

‘ e Veamos dhera, el s¢ i ficado qeometyie ‘eico d .
esta \nteqral ; ! gnif 9 etrico y fisice de

Como se ’Q\Ose\'vo. en la §igura 76, Vel AA es e\ vols -

men de vn pavalelepipedo de base AA w altoura V.ﬁ., por lo que

. .



A [
oS AU

FlG. 76

f -7t dA

¥

‘yios da el volumen total de todosg los qu\elepv'pedos evande el no-
'wevo de ellos 'bi"evn.-de 0. ©0. y cadea base AA tiende g cevo.

| Para Lo interpretacidn fisica, consideremos que.‘V es e\ -
cawmpe de velocidades de un flufde Y tenqamos presente que
la norwmal N sedalq ol exterior de"s, entonces la i\ntesrn}. de
so?evﬁicia Nos da el volomen nets de fleide que pasa del
lnterior al exteviov  .de S; teniendose un %\u")o Waeia e exte-

- mior, o la mte.gvch es ?os\ttvo\ﬂj haela el interior si la in-
te%voi es Yxescd:lvo..

f ~ la _,_"\.n_fc_e cﬂv,cx\.. .

Este ‘bi%ni{-\‘co.clo F(s(c,o, nes sugiere un nombve para esta
e d s . .
inteqral , y \a nombravemos e} Fluje de V o través de §

Parm las supey f-\'c_\'es cevradas é, {.’m[ta“d° a una "'eg{a'vx
6 en Ra, es intuvitivamente elaro, eual es el exteriow Y coal
€% el interior « Por lo que si lo supevficie Limita un velumen de
9as, tuyo ecawmpo de veloeidades es V(x,y,z), la \n-\:earql de -

duperficie vos dq el volumen de gas que se escapa & través de
é en la unidad de ‘E\‘ew\Po. Do

o

L -




EL TEOREMA DE GAUSS:

e

1o

_Powa. obtener E\ Teorermno de Gto.uss, {\'jemo\'\os en urig Y€ ion

9
& en lR.a acotaaa pov-uno superficie cerrada :S, Flec.T77. Lueso, -

FlG. 77

partamos la region & en dos vegiones §; j,,éz__ﬁo.n vna, superfieie Jgp
~ como se Mmuestra en la {:igurm 78.

Sab

FiG. T8 |

..~ _As{ lo veqién & queda limitada con la superfieie cerrada
Constituida por Sa Y qub, y la 'Teaién, éz quedc\, Lmitada por lo_ -
superficie cevrada Oy eonstituida por Sb y Sab.

Como 5@1 observa en lc\ chjura., en Cada punto de Sab se

tienen dos wormales ) la. novmal exterior a la superficie S iden

tificada por Miz y la vormal exterior o Sz simbolizada por My,

de monera que An=-A; « Entonces se tiene la siguiente -
v1elaelon

B A
Sab




: ‘76,.

" qulcu‘emoh o.‘/torg, el flujo que sale Ae'sgi

ﬁv.rfaA :f[o‘.n 4 +f[\7‘.n‘,sz ~
Si lS(L H ab . .

Y e\,__flujo a trovés de Sz b

ff\?‘.ﬁc{/\ :ff".ﬁ'd}\ t/[v i, dA
‘SZ b - dab ,

. Sumando estes flujes , se tieme que:

(ot o = [inins i s firn o [0

- :f[ 7.7 dA ﬂ 0. da t/f 7 ﬁdA-] f 7 dA =
. | " rSu.'v : Oab | 5]) | '50.5 ] ~
= [[osvonoffonon = fonon—

O Sb S N

- Es decir, @) flojo o traves de las dos superfieies cervadas Sy
Sy, e» isum\ o f\Ujo o traves de la supevficie cevrada § o,gaz_

nal : .
. ff{,“ ndA .!.-[[\7.,71' dA i[f".ﬁ.dA__,. e
S Sa S '

} En %QV\QTQ\, sl lo ie,g\'én é ‘se pédte. et k tégioﬁes .
&1, 62, eee 6y , ocotadas por las Superficies Sy, Sz, <00 Sk Yes-
pectivamente, los flujes a través de las supevficies Lomunes
a dos vegiones, se ecancelardm, quedande la igualdad ¢



(ki
t=1 :
A s S

.donde cada Sy es una superficie cevradaa .

Para_hallay la relacidn existente entre el flujo a traves -
de \a superficie § y el flujo en la vecindad de cada punte ewn el
intevisy de la vegicn Limitada por d, dividivemos la Yeg\'o'n. E -
en Pec\ueﬁqs Yegiones, todas acotadas por eubesy qugdando en
el interier un ndmero N de cubes completos limitados por una
super ficle S | o |

Lueﬁ° de enconkrar la e.xptt.ﬁt‘o’n para el -S'-luj,_., atmve’s ‘
“de cada tubo, tomamos el Umite cvande N—>»00 y el Volumen -
‘de. cada euvbito tiende a cevo; obteniendo as{ la 1elacishh bus-
‘cado.e :
o ...Censtruyamos \os_,.,cu\aos, dividiendo la \'esl'o'n & con  sU-
pevficies planas pavalelas o los plavios coordenades, XY, ¥Z y
ZX; de manera que tada tube queda ubicade como se aprecia
en la {-t‘guvo. Siquientet | o .

Fla. 79

T Siends (%,¥,1), a5 cosrdenddas del vévtice mds. cer-

cane o.\ orfﬁen 4 A’.K; Ay, AZ Las Lonaikudes de les lades ewn

 Lbas direcciones: de los ejes X, Y, Z respectivamente, halle- =
wos el fluv)s del tawmpe V o través de este cubo.




8

. Obseyvemos .__(]pc._,lnsmx'lov males Unitarias _exteriores ,CLICLSAQO.TQ.S
C.., CQ,’ ces CG s Son los vectores | | |

A, = (6, -1, ), T, = (0,4, 0) = =R,
fy=(0, o, -1) N,= (0, 0, 1)=-fi,

5 Tomando en coenta, que el campo Vo5 = (Ve, Vy, Vz) -
F-X N eont'\n.u'o Yy que e\ cevbo es peque'ﬁo, Poelemos hacer una -
‘oproximation, suponiendo que el Campo €5 eonstante en todas las
caras. As{ los flujos o traves de cada ctara, serdn los productes

,fl& l& Qomponente no¥moj. cle\. C.mm.Po porv e\ Q'rco. de la. cara CO-~
':'TYE.S\ocn&iev‘L'\:e, esto es ! '

Vi, axaz = (Vy, Wy, V2)* (0, -1, ) AXAZ = - Vy (1) AXAZ
Ve, AXAZ = V, (1) AX AL
Vel AXAY = -V, (3) Ax AY
Nefly AXAY = V2 (4) AXAY -
e fig AYAZ = -V (5)AYAZ--
VR AYAZ = Vi (6) AYAZ

dovnde el némevrs evitve pme’ntesis, indiea la cara. de que se tyator

| Luege, &l flujoratravés del eubo es aproximadamente,
Lq." Svma, de estos 3els Pr_o!\ue-‘tﬂsl ﬁ(’e Yo Tc.&3vupo\éos én Cavas

s




R

e o et o b v et v vt s e wmebm s s a g

~-Po.v-a\e\as, toman lq -‘Fc:mo,:.ﬁtgu.entc:

| f f 7.RdA 2 Vet -y )] 4YAZ + [y -Vl | axaz + [y -V o) axay
p | | | |

Covo Svpus'(mos C|ue el Vn\ov de\ Cnmeo exq e\ mismo ev toclo.s;
las caras, esta aprvoximaeidn nes da un flujo cevo.

AL isueﬂ que en \OS teorewmag onteriores sl se Pide que el
Campo sea de clase Q‘, podemos tomay en euenta la variaeidh de.\. -
Campo de ouva o.qrcg a la opuesta, \.ocavo.ndo una mejor qP"""”"“*"
Cion . Pi;lg.mos pues, que '-\7 sea (‘_‘, eon \.o eval tevnemss (193’.
_3_\_/__:;

axAx ...v_.'~;__,..,..,._A ,‘ -

e Vig(6) 25 Ve (S) +
V@) VW) + -%’-’AY

- V.
AL

Evitonces s
Ve -V (5) X %‘-’gmy '
7.__<mult‘\ph'co.nc§o per AYAZ
[Vato -] a¥az 2 2% Axayaz -
oxX
As{ miemo se obtiene que:

[Vyt2) - vy ()| Ax Az 22 e AxAYAZ.

[Vt —Ve ()] AxAY 2 2 axayAz

Notese que estas S(‘ﬂuen stendo Sdlo Q‘?voximo&tones, ya -
qu'e QFrOVQe\‘lawdo que las pmu‘o.les Sont Qonkinuas, estawmos supo —
que las razones Ae vayiatien, Q_Y}_, vy Y V2 son constontes a lo

) ox ' 9Y oz
lavgp de AX, Ay 4 AZ -respectivamente. - -




'~,ao

nh\
, Sustituyendo en el flujo del cubo, estas mejores apro -
‘Ximationes :

f[ T.RdA ~ e axayaz + NV Axayaz + Uz AXAYAZ =

~ X oy oz
® oV Wy avz
' . ("5-)% + 3}} )AX.AYAZ

sea : | R
f f 3V"+ aa‘)’{ + 3‘&) axayAz

. , Entnnces el f-lu‘)e mtro.ve.s de la, 5uper{-cme cSN que enese— o
N7 G los N cubos es QProxtmadmmente Lo suma de estos N valo-

Yes !
ffv ndA "’ZZ Z(a"* + av’+%‘2‘)An4y Azk

| Farq todos los . L,J, k tales que e evbito @gk esto. Qomp\emmen- -
te derntro de la supe'(f-u:\e éN, .

La iqualdad se consigue ol tomar el L\mute tuando N =00
: ')' \as lon3|tudes Axe, AS AZy, tienden O ceva,

J f PRdA = Lim 37 3 z(avwcwv av:)Ax oY, Az,

M0 b
A’J -.ob Azk-’o

Pere en el L\msﬁe la supes fiecie ON Coineide con la suFerg-:-
eie 5 e\ \.aéo deved'\o es \q_ Ln_"\.‘e%vd\‘ tnp\e 5obve LQ_ ‘teS\on, -
é qeotadm por O. Asf:

ffV-ndA fff ‘;1—%—;-1- )dxdgclz
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4 : -
'~ donde la expresidn:

V. oV 2V
X4 20, .a;)dxdydz.

ox oy

.es_el $lujo local en cada punto del interier de la vegicn &, es .-
decir, e la eantidad de {luido que ”cl'lvev‘ge“ de cada elemento
de volumen d"V‘ :_-:d_xdgélz. Pavo tevner Pre.se_n\:e este siﬂnif—u’ca-
de, vewbravemos a la cantidad:

Ve , 2Vy , Nz
ax"ay*az |

La dwerg‘%nci'o. de\:enmp’o_v y la abreviaremes e_omoudiv‘v, por lo .-

\QUe.:

i Ve L BVy D

' ’ ';A-W.--Re.'e'.”c-Y“bief,ldo la \'304\30&1 obtenida qntes:

‘ o "‘ff?-ﬁdA:f[fdiv\“rdv

S éi.f---~QE‘5'f°~,---‘-'T~"~ QRHQA y,'SQS }.h\'pétesis, Se-eonoce __.Ngg,m'd‘_ .e'\'._yré_é'é’ ’ .
mo. de Gauss ¢ de la el&vergenv.it‘\.:. Ahora lo enunciayemos fermal
mente: B o e nes. L

' 'TEOREMA DE GAUSS .. Sea é una ,Teﬂ‘l_évx’ en R._S, aco- .

. tada por una superfiaie S cevrada ovientable y,.SQG-_ﬁ_',,pn cam |

- _po._veetorial de clase ¢, definide sobre EUJ, entonces s

o e EL teovewa, velaciona una integral de superficie eon v
unae, \vttec.‘vql de Vo\umcn,, y nos dice que el -P\ujo. del campo .V- a
+raves de una super {icie eevio.d'q é, es \guq\, a la masnitud
total de las divergencias de V en todo el volumen {&"aco~

tado por S
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" PSS B S,

Recordando que \q novmm\. omtqmq 'n, ‘t\ene Como CoOY—
deviadas o los cosenos dnettorcs © sea !

= (cosct. Cos @, Qos“a‘\)

'esevibimos las \Sua\daées siquientes ¢

fﬁ\’x&uuvymmvzcnv)dA f(vx, V» Vz) (cou, Ca(s, mx)dA..

//-ndA ]ffwad'V- M%‘?.;#,.a‘éz dxd_ydz

: , | Obten\endo lq expveston del Teore,mo de unss en Gom- '
fPonen-‘:es‘

f(%fﬂﬁvy&srﬂvzm)d/* f/f%‘i‘ %Vy’+3¥)d""y"z ,f

siamiFicAoo DE LA DIVERGENCIA :

‘A-partir del- -Teorema, de- Gauss,
. na{:tccxdo precise de lq dwergenc_m, de V.

Podemos OthﬂeY‘ el s.g_'“ ‘

ToMemos a l(L reg\on é tomo l& QQO‘!:'&&Q',
‘cie esférica é Ten Centro en P y radio o,

Cuyo eampo de. velocidades Vi(x, Y.3) es de el
Gf’véf Luesc, Fof e\ tEo’rerﬂ. AG\ V(klot

tor la supergi~
G-on{:eruendo un go.s
ase C! ey, la union:

wedio Pava inteqra~ ;.

f ﬁ divVdy = dw'V(a) Volumen(&‘,)

Para qlsuv\. punte Q@ en Go.
Y Yo que:

C o e




r

| JfV.ﬁdA = divV@ %)

. S U PG O - [OINCEN . [PV .

d"v'V' A=lim_1 ((wnda -
ivVi( ‘ Q.Y::)'V-(E,P) X A

F o e .,'A,....‘As.t'_.;el~ sfﬁnif.\‘cadq_,_ preciso de la Ai:vexgené'th.,,.!.‘e.s‘ﬁ'.;_je\.: L(m’t-f
L te del ¥lujo pov Unidad de 'Vo\um:_n evawdo gst_e t\‘endp QG Cero.

- Por lo 'tr.\nt»’o:

_ “Para vn fluide en uLna S‘ecsio’n & encervada Pdr S, cuya
fd{véygengig_' en todo punto de & es cevo, a.'v"}.:o, se treve

AV [ [vda= fff dvvdr=0

&< decir, que el flujo a traves de § es cevoo § per lotante el voly
men {4 de {lide no cambia con el tiemps, esto €3, o s ex-
.‘Oo.née"ni Se eempvimz. Lga eval Suqieve los nembres  de g—lU(do
: \nco’mpvesib\e para el caso en que dlvV:o’ y «Flu{dg Compresi-
ble evonde divV £0-. . b

:  Una observacién wioy impovtante y que per tanto se de-
be tener presente, es que Siempre la Supev@mie S que dcota
a la veqidn §, o es una superficie material sine 1o fronte-
Yo, imaginaria de la veqion que nos interesa analizay; pues si
tas suvpevficies fuesen wateriales, no pedriames hablar del -
floje a traves de ellas. |




EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA'EN EL PLANO. =~

Recordemos que para establecer e| Teovema de Gireen, da- -
do un campe veetorial Vixy) y vna corva eervada & deteyminan
do o la vegién S del planc,y Se analizavon las eomponentes tai—
sﬂem.o,io.\es del Campe V' a \o \-0.730 de § Y de cada euadyadito en
la Veta\'e'\ﬁ. S. ' - -
| Aqu\' veremos que’ velaeidn apavece si eonsidevames ya v
\os eompevientes tdangenciales sino las eomponentes normales de

«V.

[»)

- .. SIGNIFICADO  DE. f v.-rndl
| Je

. Con el fin de hallay. pvrii'v\erdﬁ\en’t'e."é";:_.&'é\ri{f-fé&do

'intec3§aL de las componentes wor males del campo en torne a la c.ur-
Vo 2, tracemos ew un punte (x,y) eum\c\uierq ‘sobre £, una nor-
mal unitaria 9<efalando hacin el exterior de 6., Tig. 81,

V(x,v)

Avea = v.ﬁ Al

Fla.81

. Cowmo 3e aprecia ewn la Fiqura, Siendo V(xy) <! valor del
. QQV‘V\;PD ev. el PUY\.‘EO (x, ':’) ) la cawtidad V'oﬁA\, R el 'Q’TEQI de.
un Teatangulito de ancho Al y longqitud Vefi .. De oqui’ que PR

\nteqral
| f v.adl
E

vies da_el| drea total de todes estos veetangules. sobre lo cur—
va. & tvoendo AL tiende a cevo. » '




it

Ahora, para hallar la relacién buseada, dividames la 1-;-_..

I;

3\'&'\'\ Se eon Lineas Wovizontales vevticales en la misma fovma -
que ewn el Teovema de Green , Fic. B2y guedando N tvadraditos =

. b
/1 ‘x]
V,
\\-—; ,)
w
~ FlG. B2

;té@_f-fetés contenidos dentro_de la PGtigohd,Pu .

lades de om evadradito, Caleulemos el flujo gvtro.v.e's-- de ¢él.

Y
- T;ﬁ,,

- Jupeniendo que el eampo Vi, y) es constante Qﬁ.“t°d°5 los -

Fi1G. 83

 Siendo AX y AY las \ongitudes de los lados del eva-.
dvado « \o -\axso de los ejes X e Y, 'j : P

ﬁl ".'-‘.(-!, 0\), ﬁzz,(!) 0)="'
ﬁs = (0, '-i),‘ ﬁq.: (07 1):‘ -

las normales exterioves o los Lq&os, tenemos que los 'F\UJOS son s




(VeR)AY = (Ve, V) o (-1, O) AY =~V AY
(V-7 AY = Vi (2) AY |
(V-#i5) A% = -Vy(3) A%
(V.72 Ax = Vy (4) A%

Lvego el Qluji en el cvadrade, es ,qptoxtmadament—e.,:

/ Vertdl 22 [ Ve -Vay] AY + [Vy (4)-Vy (3)] A
vo

e\ e_uo.\ ey Cevo Po\' haber. supuesto 0(\:: e| mmPo V ey Qons'\:dnte. en
e\ cuadvade .
' Una ver mds, si_V_es_de elase ¢! ve. tlenen \o.s ‘rehc\ones

[v,;(z) -Vz(’)l Ay x aV" AM\Y

[y (4) = Vy (3)]Ax X 3‘;’ AxAY

y sustl‘bugendo en el flujo del tuadrqc\o
- - an 3V¥ — _a_\_lf _Qyz) W
fv.n dl & 5F sxay + yAxw = ( B + 5y _ijw_.

a

Entonces , el. Flu)o . \o \wrso de la Pohgeno.l ﬁ, , serd, —
aproxinm.adamente \a suma, de N cantidades de estas.

f\?'ﬁ Jdl ~ ZZ (BVz 3V1) AX; &Y,
R

y. en el Limite cvande N—+00 y A::ct-»o AY =0, % ttene. la
\%ua\dai , _

eve estq 1e\aeién es lo misma que‘ ; -

i /f M‘

e s e & 8 e e+




R e e w b we e e s e o ey

 donde e e —
5%+ y) 9% ds '

es.el flojo. local en eada punto de la reqidn &, por lo. que. tambien
'le lamavemes la divergencia de V, asi: ‘

vadl = [fdiv\'?dxdy R
£ s | i

§ .o
i _. Con esto hemos eobtenido el Teovema de lm.diver%meim en e\ pla-
Mo, que formolames o €Continvoeidn :

| TEOREMA DE LA DIVERGENCIA EN EL PLANO .- Sea & una evrva

-1

fce*ma@ que acota a la veqidn So del plane y Vix,y) un campo vee- e
‘tovial de clase C!| definido en lo unidn 8= § UL ; entoncess

i
i
i

L "v.aal—_-.[/dsuwxd,
1o £ JJs |

dovide 11 es la normal unitarie exterior 4 5. ‘
.. . Este vesvltado tombidn puede ‘,ob_tenerse. por vnta aplicacion
directa del Teorema de Greeny, como en el CALQULO VECTOR!IAL de
Marsden , pag. 356. ' o L




Conclusiones.

l

, = Cemo se ha visto, _los tres teoremasq‘obtenidos, tle~-
nen una caracteristica eomin, esta es, que cada une de -
elles nes relaciona la integral sebre una vegidn del espacio
v(R." ° R;s) eont la inte%r&\. sobve la fvontera de dicha 'fesio'n;
Es tal caracter(stica, la vazdn de que estos teovremas se -
- pvesenten eqnjunt&mente. L ' ,

1

T La \eetura de este moaterial , wes A?fopoyc;i,onq.“._c-hvi:M
~ dod scbre el contenido de los tres teoremas, per lo que <—
considero que el estudiante comprenderd la importaneis, de
ellos 'y por lo tants, estavd dispoests al tratamiento -
‘-?616\0.\' que deberd seguiv, durante el avrse de Calevlo 1Vy

»‘ o  este ,A-,t"ro.t&mievigo Jatoi t}v‘g," S

. = En el presente trabajo, se ha mostrado la primera -
etapa del procese que se sique en el quehacer matemati-
ce, pues es as(, pov la vla de la intuicidn. como se obtie-
ven. los vesultados que de Ser correctos, ew una sequnda,
etopa, se deben de poder demsstrar Yigurosamente '
tener 'de_feo_ho o {’-oiﬁmavﬁ pmt-e. del euerps de la matemd~ -
tica. Es esta segunda . etapa, la ‘Gnica que se expone -
- en los textos, c‘ugidan-'do eewlta la que Qqu(ge ho. desa-~
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