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Por lo que respecta al problema gque resuelve este trabajo
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ISTEMA DE NUMERACION

Cada capitulo estd dividido en secciones. Ds esta manera, la
' tercera del <capitulo 2  tiens el numeral 2.3. |
Eventualmente, las secciones de un capitulo se dividen en
subsecciones. Asi, la subseccion 2 do 1a seccion 1 del capitulo l
4 tiene el numeral ¢.1.2. R

toOI .Oll‘l Y lll ﬁqurn tim lu propia emmeracién ”;l'

' ,cnpttul. . Y asi tenemos que ql teorema 3.4 es el cuarto toorgu
del capitulo 3. Sistlarsente, 4.V es la quinta figura del

s doflnic:l.onol.‘ resultados’ unoru: :o ejemplos son

tario utn. se intorcubuu librnunto on 01 texto
e do muu.cc ) (2) por np‘nuco A (D). .

s por uccion-clpttulo. Ahi; nl'.' hlbhr do (3.3, 4) nos o



RESUMEN

El problenﬁ tratado en este trabajo, se ubica en un esquema de
Coordinacién Hidrotérgica a corto plazo, i.e. en un esquema para
la planeacién, hasta de una semana, de uso de recursos
hidrdulicos y térmicos en sistemas eléctricos de potencia. De
tal forma que cumpliendo con restricciones de operacién, el costo

de generacién sea minimo.

En este sentido, el problema a resolver se refiere a la
basqueda de una solucién hidraulica inicial, cuyo planteamiento
en térninos matemdticos, se localiza en la clase de problemas de
distribuciotn, a costo Iinino, de flujo en redes con costou
cuadréticos, En este contexto nuestro objetivo es, dentro de un
tiempo de ojocucion corto, encontrnr el notodo de lnlucibn que

nejor se njuste 4 nuestras restticcionaa.

Varias alternativas son estudiadas:

13 Solucién del problema general de programacion cuadratica,

21 ‘AproxinnciOn lineal a 1la funcién objetivo y uso . de
metodologias primales duales, y

NG



33 Técnicas heuristicas

Se escoge un método que contiene un heuristico muy r&pidé
(eficiente) que no siempre converge y, en caso de no convergencia

(gue son muy pocos) se procede a la utilizacién de wun algoritmo

"out of kilter“ especialmente modificado.

Finalmente, como resultado del andlisis surgen varios caninos

para investigacioéon futura.



CAPITULO 1
INTRODUCCION

Los objetﬁoe de este capitulo son:
1] Ofrecer al lector una - idea qeneul de]_.' pgoblrem- _de. v

Coordinncién Hidrotemica a Corto ‘Plazo & - y su

esquema. de aolucibn. -

- 23 Ubicar, en el contexto de CHT, el problema que resuelve é;’t&

tésis, dando un breve ‘comentario "sobre ‘su Planteanmiento.

B Eabozar el deurrollo que ae uigue en los cap:ltuldé

poateriores para 1a solucion de nuestro problela.

En ;lo’fq'ué sigue se denominard por CHT a este pi-qblema
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El lector que desee mayor informacién sobre CHT puede

remitirse (ver bibliografia) a LNi,19841 y CNIF,19851.
El capitulo 1 se compone de dos secciones:

En 1.1 se presenta a grandes razgos el problema CHT y el
modelo conceptual para su solucién. . De este ﬂlti-o, se describen
las funciones que lo componen y su relacioneu_‘entre si. En
particular, se ubicg el problema a resolver en esta tésis en el

contexto de CHT y se cdlenta su forlulchOn;

La seccién 1.2 1nd1cn a grandes rnzgoa el desarrollo y

. contenido del presente trabajo.
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1.1 COORDINACION HIDROTERMICA A CORTO PLAZO,
SU ENTORNO

I Y

En el marco de referencia de la operacién de sistemas
eléctyicos de potencia, el problema CHT conasiste en decidir
cusles unidades generadoras (tanto hidroeléctricas, como

ternoeleétricaa) deben proqranarae para entrar en operacion

durante c/u de los 1ntervaloa.. generalmente horarios, que .

iﬁtegran un horizonte de planeacién entre 24 y 168 horas. CHT
_ debe minimizar el costo de operacién que resulta del consumo de
combustible en las unidades termoeléctricas y satisfacer la

demanda pronosticada de energia eléctrica con un margen ‘adecuado

. 'de reserva generadora, respetando las restricciones fisicas y

'operativas de los elementos del sistema eléctrico de poéencin:'
 las " unidades genoradoras, la red de transnisién y el uisteln de‘

‘rios y vasos de Allncennliento hidrdulico.

Una adecuada planeacién operativa a corto plazo reporta dos

beneficios fundamentales: uno, permite detectar anticipadunente

‘problenas de operacién y plantenr las aolucionea convenienteu: Yy

dos, por el volumen anual de los recursos energéticos que se
manejan en el pais, cuyo costo en el mercado internacional es del
orden de los niles de millones de d61ares, pernite el ahorro pura x
. México de decenas de millones de dolarea en comparacién con el
costo que se obtendria de seguir una estrategia de operacibn

diferente a la recomendada. Ver £GZ,19811.

>
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Planteado en términos matemdticos, CHT constituye un problemgk:‘
de  programacion matemdtica con f. o, y restricciones no..
lineales. El gran numero de variables enteras y reales (aI‘menoQ ;:]1
1@800 de c/tipo para un sistema de 100 unidades éeneradorus), asi
como el gran numero de restricciones simples ' (cotas sobre las
variables) y generales (involucrando vdrias variables) hacen del
ptobléna‘un ejemplo tipico de optimacioh en siqtenas de gran

escala (ver [N1,19841).

Con el advenimiento de las computadoraa digitaiea y con los

avances régiitradoa en el campo de la ptqqranncion uateltﬁica hk,
se‘hnce evidente la necesidnd;de'désartollﬁr y uti}izat | ‘
| netodos y pioéragas de'compucadorﬂ pard rqqolvéﬁ CHT. De hecho;vf‘f‘i
un requerimiento existente bara la solucién de CﬂT‘en;el sistema - |
eléctrico nacional obliga a dar una buena solucibn;en tiénpos,

razo:ables de cémputo (60’ de procgsjliehto centra;);

Bajo esta circunstihcih. el Departamento dqﬁAﬂ‘l;sis de quei;
de la Division de Siltenas de Pdtencia,'kdel Institutd de
Inveatiqaciones Electricns (IIE), ha desarrollado un pnquece de .
programas = de conputadora parz la solucién de CHT en el sistena

eléctrico nacional Anx, El paquete se llama SPCP

- e 8 8 e O e S 1 e o O O e e O O B e O R o 6t 0 O S B

2r £Ca,19791, donde un exténso conentarib y biblioqrhfia gobre las

*tecnicas actuales y sus posibles tendencias en problenas de optinacion en:‘l

sistenas de potencia a gran eacnla es incluida.
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(distema de Planeacién a Corto Plazo: Coordinacion Hidrotérmica)
y ha sido instalado en la computadora VAX/11730 del IIE.

'Algunos beneficios en el uso de este paquete de programas son:

1. Menor costo de operacién.
2. Menor probabilidad de error en las decisiones.
3. Un sistema de informacién flexiﬁle
4. Un nmedio eficaz para evaluar el 1lpactb'»de distintas
estrdteqtaa o practicas operativas.
La fig. 1.I presenta la estructura jerdrquica del modelo
‘conceptual SPCP como un sistena'torlado por cuatro subsistemas;: -

-1 Dofinicibn de eacenlrio.

-1 Prepnracidn de la 1n£ornacion.

-] Cdlculo del plan de operacibn.,
-1 Reaultados ‘

;<ak Para el lector que carezca de informacién ébbre el sistema eléctrico
;nacionai se  recomienda ' ampliamente cOﬁSultar« EAG,19815, donde una
desctlpcién de ias caracterlsticaa ’mds ' relevantes ' del sistema,
jernrquizacibn de funciones en  su operacién y criterios operntivou es

prenentada.
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FIG. 1.1 MODELO CONCEPTUAL DE SPCP.

La tabla 1 muestra las funciones realizadas por cada
subsistema.
$ommmnen ———— +
| COORDINACION |
| HIDROTERKMICA |
| CHT |
oo +
|
. . ! . .
| ] | |
L o | R R | S I
|DEEINICION|]  |PREPARACION| |CALCULO DEL PLAN| | |
| DE DE LA | DE | . |RESULTADOS |
|ESCENARIO | - | INFORMACION| | OPERACION | | o
. ! , , |
| i | | | |
. i . | ) L I o »
|CONDICIONES| |PREPARA~ | |SINTONIZA-) |INICIACION| |ASIGNACION| | AJUSIE |
1 | ICION DE | |CION DE | { | DE || DE: |
|INICIALES | |DATQS DEL) |PARAMETROS| = | SEMANAL | | UNIDADES | |GENERACION|
N | ISISTEMA || 1 It I |



TABLA 1

EUNCIONES DEL SISTEMA 6PCP

fom e m s ————— - e 0 0 8 o e V8 02 o e +

+
| SUBSISTEMA | FUNC ION |
$ommm e o e e e +
| DEFINICION | DEFINICION Y CONSULTA DE DATOS MEDIANTE DESPLEGADOS|
| 0E e - -- -+
|  ESCENARIO | DEPINICION DE DATOS MEDIANIE COMANDOS
$um e e e o e e 1 0 e +
| PREPAKACION DE DATOS DEL SISTEMA
PREPARACION + -
DE LA - CONDICIONES INICIALES

INFORMACION

SINTONIZACION DE PARAMETROS

- — o —

INICIACION SEMANAL

ASIGNACION DE UNIDADES

I

|

I

|

+

I

|  CALCULO
| DEL PLAN DE
| OPERACION
:
I

I

I

|

l

- _— . —

AJUSTE AUTOMATICO DE GENERACION

REPORTE DE DE ETAPAS INTERMEDIAS

> — —

RESULTADOS RESULTADOS FINALES

- — G e o o — e m— A —  —— e —

RESULTADOS GRAEICOS

— e m—

o

Enfocamos ahora ﬁuestra atencidn al subsistema CALCULO DEL
PLAN DE OPERACION, el cual constituye la parte medular en la
solucion del problema CHT. De hecho, los otros tres subsistemas

son creados como una manera de dar soporte a éltn.

El subsistema CALCULO DEL PLAN DE OPERACION resuelve el
problema CHT para el ‘Escenario definido por. el subsistema
DEFINICION DEL ESCENARIO. Bdsicamente, el plan rgsultnnte

fncluye, para c/hora, el estatus de las unidades generadoras

1-7



(arranque o paroc) y el punto base de operacién de las unidades

1inea. '
Ak en b .

El esquema de solucién qlouo se compone de varios pasos ¥
permite la interaccion al final de c/uno de éstos para que el
usuario, con su experiencia, oriente el proceso de bisquada o se
entere de problemas en las condiciones operativas, antel de que
se consuma un mayor tiempo de ejecucitn. Estas etapas de

solucion qom‘
al Iniciacién Sesanal (I8).
bl Asignacion de unidades (AU),

1 Afuste automitico de cmuéte'a um‘.

A cmtlnuncldn, se presenta un bun cuonmio dc los nlonj-. .
lol nquun de solucion: L ‘

" Intciacion Semanal:’

Du cbjetivo n proporciulr lll lm. mlcul do o’ouctm ul ‘
f'uln- do plmm Mdrogoninloru, n ninl horario, em un
'juqo ds ejecucitn rasonablemente ‘corto. De hecho, el
problesa a resolver en nn tuu‘ surge duunf:o_ ol
desarrollo de bnu’ etapa. Unl mayor informacién scbre I8 y
1a' formulacién del problems a ro-olnr;_ se posponen
_momentaneamente. |



Asignacién de Unidades

': A partir de los resultados que se obtienen para p;l_nhtn
hidroeléctricas en IS, este paso obtisne una asignacién
econtmica a nivel horario de unidades hidro y
termoeléctricas, respetando liaites de operaciéon y de
reserva generadora. | '

Ajuste de Generacién

Este paso tiene por objeto vcrlficnr viohcionn a las
rutriccionn de rod de tunni.lion y en caso necesario
rodutrnauir la mucun de lu midndu asignadas para

eliminar violaciones.

1.1.1 INICIACION SEMANAL Y SU momo

BEn’ 10. P.l'l'lfOl mtoriorn se co-ntb que 01 objotivo do IB es |
,proporq!onlr un plan punumr de - operacién del sistems de
o plantas hidrogeneradoras, a nivo). horario, en un tioqno de
ojocuctbn razonablemente corto. De imu nds explicita: '

I3 tiene por objoto obtener una estimacién preliminer de la-
‘olnorqu' ) 4 volmcnu de nqun que sers posible turbinar por planta .
‘hidroeléctrica, pera que el usuario amalice el efecto do'
ditorontn nltorutim de uso de agua en los vasos; adcu-, n
importante decir, IS debera elaborar el plan con una buin.
nproullc“n y en un timo corto de ojocuc:lan (en pareicuur.
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satisfactorio programa de generacién de plantas hidro debiera

obtenerse en menos de 3’ de procesamiento central).

Como el lector puede observar, IS es s6lo una herramienta
preliminar en 1la solucién de CHT, ejecutable en un tiempo muy
corto (3' de procesamiento vs 60’ del problema completo) ¥y
susceptible. de cambios en 1las otras etapas .que componen el
aubaiatenn CALCULO DEL PLAN DE OPERACION{ No debiera, por tanto,
pretenderse.' dar una modelacién completa del sistema
hidrogenerador; mds bien, la idea es rélnjar la modelacioén

considerando s6lo las reatricciohes mds representativas.

La fig 1.II presenta el esquema funcional de IS.



| INICIACION |
i SENANAL ]
|
|
- + e + ——— +
I | i |
I | i |
pommm e +-- + 0+ I ot et
JLECTURA, PREPARACION| | I |sscnxrunn I ] ]
|Y. VALIDACION DE | [PLANIFICADOR| [ | ERRORES |
| DAt0S | | IRESULIADOS) | |
frmm et ——————— 4  $ummmcccacmend peccessmawn $rmmem—— +
}
{
, (. |
| DESACO- | |ASIGNACION] |SIMULACION|
|PLAMIENTO| | POR | | ]
| - | |INIERVALOS| |HIDRAULICA|

+
*

F!é;'l.ll RSQUENA FUNCIONAL DE IS

Un ‘comentario labro c/u de las tares nliqnadal a Is se olcribo-'

BT eonununciem

m. PREPARACION Y VALIDACION m:-mms

Su fmcton ol leer, preparar y uud.r 10. datos uquoridou

por Is para su ejecucidon. Estos

dntoa se cncucntun

‘ulinéon’ado- en los archivos del u-un'lo.

1=11



PLANIFICADOR

Constituye la parte medular de 18. 8u funcién es obtener un
" plan de operacién del sistesa hidrogenerador utilizando el
escenario leido en la tarea anterior. Los pasos usados y

una dreve descripciéon se muestra a continumscion:

DESACOPLAMIENTO

Su ocbjstivo es relajar la restriccion asociada al
balance hidraulico entre vasos (embalses) en cascada.
Micimlﬁntc. deteraina la produccion de energia por
planta hidro en el horizonte de planeacién a traves de
* un PPL que minimiza ‘oil costo de generacién terso. Un
comentario mds extenso se encuentra en LNIF,19853.

ASIGNACION POR INTERVALOS

Su objetivo es deterninar el plan de operacidn, a nivel
horario, en las plantas hldroggmudorn. Tal plan es
obfonldo al distribuir la energia de c/u de las plantas
hidro a trawés de los intervalos del horizonte de
plmué“n. usando un algoritmo de “"rasaje de picos".
El proceso para determinar el plan de operacidn es
definido como un PPC y constituye en sf el prodlesa a
vnlol,lvcr en este trabajo. La formulacién completa del
" problesa y algunos comentarios sobre dsta se pasponen
nonentineansnte. '
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SIMULACION HIDRAULICA

8u objetivo es obtener una estimacion sds realista d.l

introducen restricciones del asistema que no fueron
contempladas en el paso anterior. Un comentario nds

extenso se encuentra en cnn-*,nss':.

ESCRITURA DE RESULTADOS

RIS

plan de operacion construide. En particular, ‘se’

8u funcion es escribir en los archivos del ununr:lo. el plmv R

de opsracidn obtenido en la tarea PLANIFICADOR.

ERRORES

Detecta los errores en datos, inconsistencias ‘o .
infactibilidades del escenario y detiene la ejecucidn d‘o_bl'i'

problema.

1.1.2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION POR INTERVALOS.
PLANTEAMIENTO Y COMENTARZOS.

Dandtese por
P conjunto de plantas hidro; N
I conjunto de intervalos horarios en el ,ho;uqntq‘ dc
plansacion; ' '
P indice de la planta p}

3 indice del intervalo §;

1-13




e(p) energia disponible de la planta p en el horizonte de
planeacion;

G(1i) limite superior de generacién en el intervalo i;

H(1,p) generacién de la planta p en el intervalo i;

H(i,p) limite superior de generacién de la planta p en el
intervalo 1i;
H(1,p) limite inferior de generacién de 1la planta p en el

intervalo 1i.

El planteamiento matemdtico para el problema de aaignac'ibn' por.

“intervalos es:

Min 2 = z z I:H(:I.,p)]

'.c‘

Zuti,p) = a(p) vpep
' I
Zuu,p)_{éu) yier-
L |

OGHUL,pICH(L, P GH(1,p) ViEI ;VpEP

Algunos comentarios a c/u de las restricciones y la f. o. “del

probleu introducido se presentan a cont:lnuaciom

ZH(i,p) = e(p) VpEP,
?
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Esta familia de restricciones refleja fielmente la 1dea denﬂd 9
distribuir la energia de las plantas hidro a través del horizonte. .,
de planeacién, idea que constituye la esencia de 1la etapa“tbﬁé

ASIGNACION POR INTERVALOS.

R2: ZH(i,p) G1) vier
P

La familia de restricciones R2 forma parte de las restricciones
operativas de CHT e indica gque la qeneiacibn total por intervalo
debe ser menor o 1gunl que un limite especificado y dafinidb por
el wusuario. Esta restriccién incorpora 1a experiencia operativa
del usuario, pues se conoce que, restringiéndo la generacidn de
grupos especificos de plantas puedo controlnrsé el flujo de
potencia en énlnces ériticos'y/o reducirse el rieago de perder la
estabilidad del sistema de generacién ante determinadas

contingencias.
R3: 0 S H(1,p) C H(1,p) (H(1,p) VPEP, V1EI,

La familia de restricciones R3 forma parte de la familia de
restricciones operativas de CHT e indican que la generacién por
planta-intervalo debe acotarse entre limites especifiéoa. Los

limites de c/planta‘aon diferentes en los distintos intervalos.

Por Gltimo, la f. o. se forma como la suma al cuadrado de las
generaciones planta-intervalo en todas las plantas e intervalos
del horizonte de planeacion, retratando, de esta nanerd, la idea

de "rasaje de picos“ de la etapa de asignacién por intervalos.
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Resta por comentar algunos puntos correspondientes a la

dimensién del problema y los requerimientos asociados al tiempo

de ejecucion.

Usando un modelo reducido del sistema eléctrico nacional
(1P{=13) y si el horizonte de planeacién es de una semana
(}I{=168), el problema a resolver incluye mas de 2000 variables,
igual numero de restricciones simples y cerca de 200

restricciones generales.

Por otra pqrte, un requerimiento asociado a la solucién de
este problema es que ei tienpb de ejécucién no sobrepase mis de
90" de procesaniento central. De tal manera que todo IS no

sobrepase su requetinientd paximo de 3'.
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1.2 COMENTARIOS AL CONTENIDO DE ESTE TRABAJO.

Una vez plantecado el PPC asociado a la etapa de ASIGNACION POR
INTERVALOS, la idca de esta tesis consiste en analizar, discutir
y comparar difercntes alternativas que permitan la solucién
eficiente del problema, aprovechando de este estudio aquella que
mejor se ajuste a los requerimientos (tiempo de procesamiento no

mayor de 90") para su implantacién en cbmputadora.

Adicionalmente, es objetivo comentar los resultados .de la

implantacién, recalcando la posibilidad - de continuar la
investigacién en aquellos puntos de interés localizados durante
la solucién del problqma Yy gque permitan tener  una mejor.

perspectiva de é1 y su circungtancia.

En este marco de ideas, el trabajo comienza por analizar las
dificultades implicitas en el manejo de la f. 0. no lineal,
-estudiando como cualesquier PPC, (Q), puede ser convertido,en - un
cuasi PPL,'digamos (Q‘).‘de maydr diméhsién que el problema (o)vy
ser resuelto mediante una leve nodlfiéacion del algoritmo simplex
(ver 2.1). Desafortunadamen;e para nuestro problema particular,
la dimensién del nuevo problema haria que el tilempo necesario
para su solucién’ mediante algun paquete de programacidén lineal
vaya mis alla del tiempo requerido, haciendo practicamente

imposible su uso.
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Como contraparte, y en un afdn de aprovechar la estructura de
red de nuestro problema (ver 2.2.1), el trabajo desarrolla una -
transformacion que permite eliminar las cotas inferdiores soﬁte ‘
les arces {(ver 2.2.2), scgulda de una‘aprbxinacién lineal a la
f.o. (ver 2.2.3). De esta manera, al problema original le es
asociado uﬂ nuevo PPL perteneciente a la clase de problemas de
flujo a costo minimo o bien a la clase de problemas de tranaporte
capacitado. En este contexto, el estudio se orienti hacia el
desarrollo de metodologiau primales-duales que 'dérivén a la

solucién de este problenma.

' La primera de ellas és,el Algoritmo 'érimal-pua1;  AP-D, (ver
2.3) que constituye per se una herranienta (genérgl para la
sclucidn de PPL'a. El 1nteies por analizar este método radica en
que fue construido a partir de un algoritmo menos general ideado
para clertos ptoblemas de redes y proporciona la clave para
qenerar algoritmoa ;especlalizados- para nmuchos problemas

rélacionados Con graficas.

Referente al AP-D, el trabajo incluye la exposicién formal del
método (ver 2.3.1) y su especializacién tanto‘en los problemas de
flujo a costo minimo (ver 2.3.2) como en el prohiema del
transporte (ver 2.3.3). Ademds, es a partir del éxito obtenido
en la aplicacién del AP-D al problemg del trénsporfe que resulta

“de inﬁetes analizar y desarrollar ei problena de transporte
capacitado con funcién de costo convexa~y.11néa1 por pédazog bajo

la estrategia del AP-D (ver capitulo 3). :Alqunaéndéficienéias
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surgen tras haber incorporado dicha herramienta, de tal manera

que no hacen practico el uso de esta opcién (ver 3.3).

La segunda metodologia primal-dual es el algoritmo Out Of.
Kilter, AOOK, desarrollado por D. Fulkerson (ver capitulo 4),
que proporciona una herramienta general para la 8olucién de

problemas de flujo restringido a costo minimo.

Aqui, el trabajo desarrolla formalmente el estudio del AOOK
(ver 4.2,...,4.6), mostrando que las dificultades inherentes a la
-metodologia AP-D del capitulo 3 no hpnrecen en este caso.
Asimismo, la facilidad dqfcoﬁprenaion hace de esta alternativa
una buena opcién para resolver nuestro problema. Luego, el
frahajo ha 1np19nfgdo dicho método (ver 4.7) a través de un
programa estructurado, incluido en los apéndices, escrito en- el

" lenguaje Fortran-77 de la computadora VAX/11730 del IIE.

Por otra parte, y ' saliéndose  de ‘las ;gtodoloéias

, prinaleieanles, gi trahajo propone ‘en forma alternativa una
| basqueda heuriaﬁica (ver 2.5), ‘denoninada por HEURIST en el
ttabajo, para-vla .8olucién del problema de dﬁiqnacibn por
intervalos, la cual ha sidb desarrollada y probada en el mnismo
'sistena VAX/11730 denostrando su eficiencia para determinar la

-solucién,

" Finalmente (ver qapituid 5), el trabajo selecciona un método
que contiene 'un heuristico muy “rapido" que no siempre converge

¥y, en cdéo de no convergencia (que crcemos son muy pocos) se
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1

procede a la utilizacién de un AOOK especialmente modificado,
i.e. que explote algunas de las particularidades de nuestro
problema. Ademds, se deja ablerta la posibilidad de continuar la
investigacién de. fal manera que sea posible - "corregir" las

deficiencias de la aplicacion del AP-D en nuestro problema.




'CAPITULO 2
ALTERNATIVAS DE SOLUCION

Como su nombre lo indica, el presenté capitplo conliste’ en el
desarrollo de chrloq alcernitivos de accién o soluciones
tentntiﬁus que pnrezcap' prometedoras en | términos  de los
requerilientos anﬁciiﬂps; ala sdlucian_ﬂe nﬁeatrb problemsa. En
lo que sigue, dichos dur-&n o lplhclbhel' asumiran la forsa de
 desarrollos -nton‘ticqn que. puodén .ior' eltudiado: con
1natru_entbs'Aptopindosldél oficio; o bitn, conltruidoi a la

medida para ajustarse al problesa del mundo reil. Conforne se

presente c/opcién se  hardn evidentes sus respectivas '

deficiencias, luego sera necesario desechar algunas lolucion!lj

que inicialmente plreciln.pronétedorns.




11

21

Una perspectiva del capitulo se presenta a continuacioén:

"Un primer enftentahiento con el problema original indica que
éste pertenece a la clase de PPC's. ILa secéién 2.1 presenta
una metodologia que permite resolver el planteamiento general
de. este  problema mediante una especializacién del algoritmo

simplex de programacién lineal.

Dejando a un lado el desarrollo dé programacion cuadratica,

la seccién 2.2 explora la estructura de nuestro probléma.

..Como resultado, se asocia un problena de flujd en tedes a

 { costo ninino en donde se han eliminado las cotau inferiorea :

32

' sobre el flujo en loa arcos. Adicionalmente, se 1ncluye un

feqtudio que pernite realizar - una aproximacién lineal a

-cualesquiera f.' o.. convexa del problema &e flujo en redes.

"En particular, este nltino estudio se aplica ala veraidn de

,'redes de nuestro problenn.

EA’pg:tit.de*ldbyreaultadoa descritos en 21, la seccién 2.3

rgpre—enta unt'punto‘ dé transiciéon en el desarrollo que se

-viene realizando en este trabajo, pues se pasa de la

aplicacién de} algoritmos generales de proqramucibn lineal a
a;goritmba wAs esp&cializadoa;b&ra ciértos‘problenas de flujo

en redes, . todos elloaxdériyadda dqi Algoritmo Primal-Dual,

' AP-D. Tanto ‘el desarrollo del AP-D como aplicaciones para el

problema del transporte y el pioblema de flujo a costo ﬁinimb

v

 §qn presentados en esta seccién.
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También, se incluye un estudio sobre la transformacion de:*
Wagner, la cual brinda una equivalencia entre problemas dé7?*
transporte y problgmas de flﬁjo a costo minimo. Finalmente}?g
se deja abierto el camino para en los siguientes capitulosv;f
segulir explotando los deSarrollos primales-duales en la
construccién de algoritmos especializados para la solﬁcidn de

nueslru problena.

Por ultimo, el desarrollo expuegto en lg seccion 2.4, ofrece
un enfogue conceptuaimente diutinto a; de 'las SQCcionea'
antefiores’al proponei un hehriatico para resolver ‘nuegtro
problema: en caso de que el heutisticélno finglice con una
solucibh'fACtible, el de;airollo se complgﬁentnrd cbh~el uso
del algoritmo de Ford y Fulkerson‘para‘él problenq é& flujo
wAximo (AFF). | R '




2.1 PROGRAMACION CUADRATICA

Tal y como se indica en los parréfos‘antériores, el probleﬁa “
al gque nos enfrentamos se ubica en la clase de PPC’a. Luégo;f
‘resulta de interés conocer alguna metddolbgia que nos ayude a

resolverlo.

El PPC se refiere al problema de maximizar o mipiuizgr una f;}‘
o. cuadrdatica sujeta a 1restricciones de tipo lineal.-vaU
diferencia respecto 51 PPL, consiste en ‘§ue‘ el PPC tambien .
incluyg en 1& f. 0. términos (X(1)) le(j).X(k) (3dk). ~DeA
esta forma, se desea encontrar X(1), X(2),..., X(n) 3 |

mn n

n i : ; :
Max z c(i) X - Y z z “atd,k) X(H) Xtk
BEE T S 1=l kel -
B.c
; n ST B L .
. z Cali P K < b L Visl,....m
(PPC) ' R S SO
‘ i=1 ' .
X(j) _)_ o ) vj‘lpltc'n X

dondé.laa q(j, k) son'cbnatantes~dadaa'§ q(jik)rq(k}j).

Difgrenteavaléoritnos han sido‘desarEOIipdoqunra el PPC donde
la f. o, es ﬁnn funcién céncava.  En partiéuiat; se
deaﬂrrollqrg uno de aitoi meiodos; elvcualvaupone que la f. . 0.
na._eaﬁrictanentq céncava, y que sinpléicnﬁg necesita del método

sinplé:jcdh’una‘l;@era noditibééibn CH,19591, Para ello, Sg’hnfl'
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uso de las condiciones de Kuhn y Tucker (las personas con escaso SO

conocimiento de este tema pueden remipirse a [HL,1974]  para maié}

intormacion); Es cqnveniente indicar que el'cumplimientq\dqhi“

dichas condigionéa para un punto X, no garantiza que el punto sé#‘ ‘

oOptimo. ‘_Lés condiciones de Kuhn y Tucker sélo son condiciones

' necesarias peio ho‘suficientgsfpara la opﬁinalidad. Sin embargo,
_aqreqanén condiéiongs .adic{onalés de concavidad en la f.” o. Yy

’ §0nvexidéd enslas ré;tricciones, X es una solucién optima ‘siv y

sb6lo si 1## condiciones de Kuhn'y Tucker son satisfechas.

Primeramente, se formulan lns]édndiciohes_1de"xuhn y . Tucker
’pawa el.: PPC. UnaMfornA conﬁehiéhtg dé,exp?esailqu en éntefcaso

"Zuﬁfxmﬂ#hZ‘ﬂgﬁwmﬁi-1Qiscurjh"gnfAQnﬁi‘
‘~;.§:va(‘,i) X(§) + K(nbd) = bUi) "f“ | 17' RS W R )
o N f',,;f"f :k.j=l,2,,;;!ﬁ*n (2.1.3)
| R IR o R : _ , A ,‘j;x,‘z,';..',:ﬁ#- (2.1, :

KD WP L2 (2,105

.donéq IAQ‘V(n+1) sbhfdefqigun&‘fétma,_an&logaq~ a lasl;vaf;ablgs.'




duales de programacién lineal y donde Y(f) (j=1,2,...,n) y X(3) -:

(J=n+l,...,n+m) son variables de holgura.

' Dadd que la f.o. s8e supuso cébncava (de ‘hecho estrictamente
concava), y las restricciones  que componen el problema son
linealeu‘(de hecho convexas), se tiene que (X(1),...,X(n)) es
optima 81 y 80lo si existen valores de X(n+l),...,X(n+m),
Y(1),ee.,Y(n+m) ¥ (X}l),...,Y(n+m)) satisface las ‘condiciones de
Kuhn y . Tucker, El problei& se reduce entonces a encontrar una

solucidn factible a dichas condiciones.

kObiQtVQle‘quc a excepcién del érupo de restricciones (2.1.5),
las ,épndfcidnes de ;optin@lida& son restricciones lineales para
2(-+h)-ﬁqrith§§:  Adn n‘s,‘eate grupo de restricciones indica
.que "no se pariita a las dqs,vﬁridblea X(3) y Y(i) ser variables
h&sicqi»éu&ndo aé‘ consideren solucione: _basicas factibles no

a.;éh.:a;As,\'~

‘Ppr,lofﬁahtq, el problema se reduce a encontrar una solucién
1nicill_: h;sicn fnqtible - a. éulquiet 'PPL teniendo esas
reatiiccionés§fuujeto a las :oitricéién adicional dada por 1la

familia de restricciones cohtenidis en (2.1.5)..

Sivno.ﬁhy una solucién inicial basica factible que se deduzca
ttéiliéhﬁé,-«“ln técnica dé prograsacién  1ineal estandar
1n;fqducir1¢ yntinhlen artificialen que son fing;nente fqriudas a
dban&bnaf :IQL Sase. (rechrdese.' por ejenplo;5 la fase I del

'letodb de 1hj dos fases de programacién lineal).
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Supéngase que b(i) > 0 (i=1,...,m), las variables bAsicas

iniciales para el segundo grupo de ecuaciones serian X(n+i).,

i o

8in embargo, dado que la mayoria o todos los coeficientes C(j) ’j:
normalmente son positivos, no es obvio indicar qué variables o
bdasicas serdn las iniciales en la otra famil{a de restricciones, -
{2.1.1). Sean 2(1), 2(2),..., Z(n) las variables artificiales en
(2.1.1) » Z(j) 0 Vjul,..,n. Las ecuaciones seran (snlvo que el
coeficiente de Z(j) es -1, cuando C(J) < 0):

n R ) . ‘
z qCark) Xk + zau.j)'i(nm S 4 2 = O W§El,ees,n (201.6)

": La tecnica de la restricciéon- artificial ofrece ‘una solucién
h‘sica f;ctihle con la cual se 1n1cia el proceso para encontrcr
' ~la solucibn Optina 8in elbargo, una solucidn basica tnctible a
’este problema artificial, es factible para el problela real si y

-0610 si Z(j)-o vi.

Por_lo tanto:

ey




n
EE Z(j) debe decrementarse hasta cero para obtener la solucidn

j=1 deseada. Para llegar a este punto se necesita: ST

Comenzar con la solucibn basica factible 1inicial para el
problema artificial y aplicar una modificacién del método simplex

al siguiente problema:

Lon L R
" Win Z 205 | | - . i
S.C.
! | u : - . :
z qlj,k) X(kd +z a(i.j)x('nf“ ER{E) 4;2(j)‘;=C("j) S j=li','..‘-.:‘.’h' (2.1.8)
(% R & i S

n'v

jz' ald, DAY + X(nsi) = bCi) B fol,uee,m (2.1.9)
§=1 ' | |
X¢§120 _ : 51, 2p00npmtn - (2.1:10)
Y Lm0

20§)50 : R L2021
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La modificaci6n es que no se permita a Y(j) ser una variable
basica siempre que X(J) ya lo sea y viceversa (j=1,2;...,mfn)}i§

Esto asegura que X{(j)Y(]) = 0 V§.

Una vez que se 'obtiene la solucién éptima al problema
artificial: |

h A A A Co .
(X(1),...,X(n+m), Y(1),...,¥(n¢m), 2(1)=0,...,2(n)=0) (2.1.13)

ok & ‘ ﬁ ‘ ‘
(X(),...,X(n)) es la solucion Optinarpara'el'oriqinal (PPC).

- Es neéoslrio observar que blu; letodoloqia ‘desnrroliadn
tranatiere un original (PPC) con n. variableu y n+n rescricciones v
th restriccionen de no negatividad).l en ‘un ‘PPL de 3n 4o

,vnrieblqn y 4n +3m restriccionen (3n ¥ w restriccionea de no”‘

' pégatlvldnd).

| ’ Luego, el problema. ‘al que .seb'qnfrentnrt este trabajo
‘fnunentcrin dg dinennibn, ‘de til*r for-a gue relultnrin‘
practicunonte 1nposih1e solucionarlo aodilnte un pnquate de :‘
' ptogrnuncibn lineal:: on un tie-po de ojecucidn corto. Dggdonde,

la hasqueda de una lejor ulternntivn proaique.




2.2 ALGUNOS ASPECTOS IMPORTANTES DE NUESTRO PRORBLEMA

En general, cuando un equipo de trabajo se enfrenta a un nuevo ..
probiema trata de abstraer su esencia y determinar sl ese misﬁo‘
tipo de problema se ha estudiado previamente. Si los integrantes
del equipo encuentran uﬁo seme jante en su propio campo, puede
deterninafae si ciertos métodos usados anteriormenfe pueden
adaptarse al que ahora se estudia. De ese modo, los diversos
_ miembros, con sus antecedentea respectivos, pueden fapl;carv
métodos o crear huevos. Es en éite proceso de explbracibnvéue se

obtienen las ideas a las cuales se referird la presente seccién,

Asi, la aubaeéc16n~L2.2.1 qabcid al problema oriyingl la
eltructura' de red (de hechb} u§ asocian dos estructuras) y da la
: pauta para que. la subeeccién 2. 2 2 preaente un método general
para elininar las cotas 1nferiores sohre el tlujo en los arcos,
dicho lttodo se‘cplicl a laa redes naociadas a nueatro probleua.
Finnllente, la lubleccion 2.2 3 estudia una for-a de aproxi-acIOnf~

lineal a la f.o. cuadrdtica de- nuestro prohlenl
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2.2.1 APROVECHAMIENTO DE LA ESTRUCTURA DE RED -

‘Dido el problema
i | R T R
Min 2 = Z z CH(i,p)] ) ‘. o S }(2;2.,0) '
} 1 ' P ' . . L
s.C.

H(,p) =elp) VPEP - zmza

CH(,P) LG ViET T (20242

W [ e )

;07;\H(1,py;${uci;p) i?ﬁii;p) vi;“vbj'if L ﬂ' ;:(z.2.3)'

el pruer upccto 1ntouunto a8 quo .lnv":} fu:llin de
‘ A'reatriccionu (2. 2. 1). (2 2 2). ,‘2 2. 3) pueden 1ntorprouru en
_,w‘red cono h 1nd:lcndl on h f:l.g.. 2 1..). De hocho on un'v-

B nd. 01 probuu ‘se mturpntn como onccntur w l-g ﬂujo 4.
”' j.lo: 2 o(p) con colto linilo. lujoto I rcutrtcctonon lnbrc ll L'
e !l.ujo en - clueo (cou tnhuor y luporior) y a rutﬂceicnn do.', o

f,fconlorvhcien dc llujo an clnodo (tlujo o:torno).‘,

Do osta for-n, si t (1) (f (1)) reprolontnn el flujo totnl que

‘llll (nntra) dnl (11) nodo i a ttlval dc los arcol dc ln rcd, y‘

d(i) el el plrtlntro flujo ozh-rno dol nodo i. I. d-hc lltil!lcor
B K + . '» - : L ) K ." . ; i - L
. (1)’f:1;(i)x!;d(i) I _ 1 (2.2.8)
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(Se conviene desde ahora, y para efectos de 1las figuras#

incluidas en este trabajo, en que sl para una red N existéﬁf

vértices en los cuales no sé indica su flujo externo, este- Cenii O

: : . BT e SAG NG

cero). . SRR
: El ‘costo asociado. por  unidad de flujo que circula en

Cunlebquiera arco, asil como las restricciones de éste, se

encuentran. indicadas en la siguiente tabla:

'ARCO. - COTA INFERIOR ~ - COTA SUPERIOR cosTo
om0 e 0
CoMpdYss U@,y - Rduey RGN

(1,6) e e

Plra finalizar, observese que si e1 tlujo es de valor'Z e(p),

hfientonces lon arcos (s,p). Vp e P, se encuentran auturados.

';‘P ‘otra pnrte,' una nanera alternativa. y . de hecho
o equivalente. de visualizar el problena con una eatructura de red

,_E7ea la siguiente: -




’Supéngaae que |P|=n, entonces introduzca una planta artificialj‘
B=p(n+l) 3 la energia asociada a dicha planta sea % G(1)1-F elp), i
( r
8u costo por distribucioén sea cero y las cotas qaotladas a los

arcos (f,1), 1 € I, sean H(1,$)=0, H({,B) = 00 .

De esta forma, el conjunto P obtiene un nuevo elemento y ia
energia diatrihuida por ‘las plantas del nuevo conjunto P es igual

a la enerqie requerida por el conjunto de intervalos I.

‘ I.a red nociada & este nuevo planteuiento se visualiza en
,,2 I b). En dichn red, 01 problen se tuduce a cono oncontnr
» unl dtltrihuc:ldn do omrm n colto l!.nuo quo nqoto h lnorqu
de ln puntn y cu-pu lol ulitn do tunuuwn por mtorvno.
Molu dc utuncor pnu clu do 10- ucol (p,i), p e P ei@ I,
"tlnf.o :I.u cotu supor:l.oru (H(i,p)) como lu infouorn (H(i.p)).
. l-':lnnlunto. .01 .costo nocudo por distr:l.huir enerqh de la planta
P al 1ntervalo 1, (H(i,p)) se houda del costo 1nd1cndo en la £, _
.".;o. del problou mterior [H(i.p)], excepto pu'n p cuyo couto\i
: ,cono se indicm u coro. ' ‘ : ‘
En re’auun,*li‘ fue" de’ixpibu‘cidn*dél 'proi»leu ha ’rédituhda‘
- en dos modelos: equivalenten de flujo en redeu. La :llportnncia de
este paso udica en que desde el denrrollo del mtodo simplex
por . G. Dmtziq. on 1947, 10- nodeloa dc tlujo en redes han |1do‘ '
éxﬁﬁl‘tivuente uhudindol, dabido |1 hecho de que exuten'
nuleroua aplicaciones para—ellos. Molll de que dlchoa lodeloa
'exhibon una entructuu un bien elegnnta, que puede ner explotada

en ‘el deurrouo de llgoritml upeculindoa que produzcnn




soluciones wmAs eficientes, en tiempo y costo, que alqoritmoai‘ﬂf
generales. Aun mds, la geometria de una red puede ser f&cilmen£;$§m§*
expuesta en una figura bidimensional, aimﬁlificando Jla';«

comunic&cién en el desntrqllo del anAlisis del éroblema.




(cota inf. costo, cota sup.)
~[+}tujo externo-

(L‘u.p} (Hﬂ.p)f Hug) -

{o,0611))

o @) =
/

fmrozu) md ccoeuldo (] ln rumeclofn (2 al) (2 z 2). (2. 2 L

[]mm umno

m»,p) (Hu.m)z mw)

dcmm

»@ [-6( n]

(cotamt.. comp, cofosup)



2.2.2 ELIMINACION .DE COTAS INFERIORES -

Una vez construidos los.problemas de fiujo en redes asociados
a ldq fig’s. 2.I.a) y 2.I.Db), resulta de interés practicar uné
éinpiificacién en su estructura; de tal 'naherd, que se haga
nenos complejo (lAa fdcil) su nanejo y adicionalmente se obtenqa
‘un. ahorro de memoria durante la 1nplantac16n en conputadota del

nétodo de _solucién lpropildo. ‘ R o S co

En este sentido, egiﬂtil conoéer la poiibilidad, de' eipresur -
L cullgUier’ problelh de flujO"en redes' con" cotii 1nferiorea

diterental do cero en sus arcoa, como un proble-a con todas  punf‘

g cotas. inferiores igunlen ‘a cero, ver LJB, 1980]. En pnrticulnrf -

.elto purlite ‘borrar 1a cotn 1nferiot en los arcos de la lista de -

pnralotrOl trnl hacor la liguiente tranlforlncton pnrn clurcob;j:

“(1 j) con unc cotn inferior n(i j)lo.

* PROCESO PARA LA enxurunczou '
e COTAS xnrsnxonss

s B ‘Re-b;ace_n(i)j) por cero

. 2. Remplace bi1,1) por b'(1,3) = bii,f)-a(1,9) =
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3. -Remplace f(1,3) por £°(1,4) = £(i,])-a(i,])
4. Remplace d(i) por d4’'(1) = d(i) - a(i, )

5. Remplace d(Jj) por d’'(J) = d(J) + a(i, )

Esta‘tranaforlaciOn es tealizadg arco pof arco, para todos los
arcos cdn cotas inferiores distintas de cero.: ‘Cada nueva
transformacion usa los valores actualizados de los pardmetros que

resultaron del paso anterior.

: Ei?prodédiﬁiénto es ilustrado en la fig. 2.1I, donde el. -arco

(2;3)):c6h3 cota inferior 1gui1l§ les ttansforladora un arco con

,éotniinfetidr~1§ﬁa1 A;cero.'




(C3TA InE, ELLIT, COTA SUP)

{ ELUJ0 BXTEHNO‘] ’ £-11
’ . ' )
, /- 4 s
1 2 ' ? 2 ')
7 7 I
/ TN / TN
/ ] \ / | \
/ | \ / | A
£31/ (1,£,2)] \ [-33 £31/7¢0,2/,1)} Y £-33
: | ' ) ' | y
' ] i ’ 1] : : ' ¢ ] ’ ¢
S T I L S " r 1 ¢ l ¢ 4t
I'l I ’ ! I'I l I,I
N | \ |
\ | yJ \ | Y
\ | / \ | /
\ v / _ A NS /
N / Y /
\‘r't/ Nl'l/
[ N 3
’ ‘I I'l [l]

s

" UFI8, 2.11 ELININACION DE COTAS INEERIORES

“'ﬁhd‘vez que se conoce el procedimiento que cancela 'las “-cotas .

inferiores diferentes de cero, resulta de 1ht§rea"condcér‘e1

efecto que éste produce en los pardmetros de la redes asociadas a

huestrp problema, . Para ello, considé:éle‘ lnkbred:de la fié.k

‘ 2.1;3) donde se ha éqléchdo un flujo tal.y cono‘de indica en 1la

hiquiente tabla.
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- o s s - - o o a0 2

(p,1) H(i,p) _ Vi, Vp
(s,p) T H(i,p) vp

¢ H
(1,t) £ H(i,p) vi

P

Obsérvese que dicho lu‘jo'su'rge_ de colocar en c'/u de los arcos
(p.i1) p € P e i€ I, un flujo igual a su cota inferior y de
cbnocet que d(p) =d(i) = 0 Vi, Vp; esta Ultima ptopiedh’:i;
peraite recolectar todo el f lujo que nle de la planta p € P,
n.ber {H(i,p), y colocarlo como flujo que circula en el arco
(s,p). Un denrrollo mlogo se hace p.rl conocer el £ lujo que.

circula en la familia de nrcoa (:I. t).

A1 colocar elk' £ lujo. uﬂihdo en la tabla y realizar el
" procediuenco 1nd1cado, la red de la fig. 2.1.a) se convierte en =
' llc ud que luutu la siquiente fiquus | s

219




(cota inf, flujp , cota sup)
[fijo extemo]

" {0,0,Ali,p)-H(ip))

TS ) (o, FHUPLGUD)

BH(es |

o figura 211 Aspecto de lo red de b fig.21a)una vez hecha la eliminacion
: - de cofas ifenores. :



afi i,
En la red de la fig. 2.III, nuestro problema ha eliminado sus

Ful

oA

cotas inferiores. De hecho, ahora el problema se 1ntetpretd“donpf|@

Lo

encontrar un s-t flujo de valor % e{p) con costo minimo, sujeto A
restricciones sobre el flujo en c/arco (estas restricciones soélo
incluyen el respeto a 1la cota superior modificada) y a
restricclones de conservaciéon de flujo en c/nodo (donde se

considera el nuevo flujo externo).

Un aspecto interesante de esta tranpfornacién, resulta en eli
costo asociado por 1la distribucidn de las unidades de flhjd en‘
las tres familias de arcos ((s,p}, (p,1),(1,t)). Al igual que en v
el modelo de flujo en redes sugerido por la‘fig. 2.1.5),'§1
costo por unidad de flujo que circula én los arcos de la forma
(a.p) y (i,t) es cero. Un andlisis -extra‘se necesita para

conocer el nuevo costo en los arcos de la forma (p,i).‘ Veanos:

En el modelo sugerido por la fig. 2.1.a) el costo asociado
para un arco (p,1) cualesquiera es un funcién solamente del flujo

en dicho'urco y es independiente del flujo en otros arcos.
31 denotamos por:

H{i,p) 1las unidades de flujo que transitan en el arco (p,1i)

C(i,p) 1la funciédn de costo para el arco (p,1)

Cii,p): r ——) R |
2 ) (2.2.5)
C(i,p) (H(1,p)) = C H(i,p) 3 N
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Ahora bién, al realizar la transformacién indicada en esta

seccién y si denotamos por

H'(1i,p) las unidades de flujo que transitan en el arco (p,i) .
H'(1,p) cota inferior para el flujo en el arco (p,i)

FF(i,p) cota superior para el flujo en el arco (p,1)

Cl

(1,p) funcién de costo para el arco (p,1)
Se tiene:

H'(1,p) = H(1,p)-H(1,p)=0; H’(1,p)=H(1,p)-H(1,p) (2.2.6)

0 < H'(1,p) ¢ H'(1,p) _ (2.2.7)

(2.2.6) y (2.2.7) 1nd1§an para c/arco (p,i) un desplaianiento
de” H(i,p) unidades para paadr del modelo de la fig. 2.I.a) al
modelo indicado en esta seccién, fig. 2,III. Geomgtricanente,
el desplazamiento comentado y iu efecto se visualizén en la fig.
2.1V, en la cual se rgfiere la funcién de éosto por unidad de

flujo para ambos modelos.
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.y c'ip)
_ 4 _

Hip) (Hip))

o} Htip) ~ Fup)
. o Aip)

figur@ 2.1V ‘coﬂo asociado ol flujo que corcdlo on(p,i)
pora las redes indicadas en 2..a)y 2.1



Es claro, a partir de la grafica de 1la fig. 2.1V, que el
costo en el modelo de 1la presente seccién es una funcién
cuadrdatica que depende del flujo circulante y de la cota inferior

original del arco en particular. De hecho

C'(i,p): R - R I

: > (2.2.8)
C'{1,p) (W' (1,p))= C H'(i,p) + H(i,p) 2° |

Una visualizacién interesante de como se transforma el costo

en arcos de la familia (p,1), al pasar del modelo indicado en

2.1.a) al de esta seccién, se representa en la fig.‘ 2.V,
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C(M)

Promemencn weve

i

- ClH)

Pﬁ ”‘é -’-‘*3 E‘a

donde A; es un arco cuclesquera de lo familio (p, i)

H‘/', es la cota mfarior dol arco |

funcion de costo arco A4

.funcm de corto arco Ay

funcion de cosbo arco A.‘,

funcion de costo orco A,

- H

figura 2V Tranctormocton  d3 la funcion de costo para arcos con diforentes. cotas inforores



i

En resumen, las siguientes tablas presentan las cotas, tlujds
. AT MR TR
y costos por arco, asi cowo los flujos externos por nodo,’ ‘qu

sirven de parametros al modelo de la fig. 2.III.

| ARCO COTA INE ELUI0 - -  COTA SUPERIOR . ' €0ST0

Hs,p) 0 I uti,p elp) 0
! i

i L
1(p,i) 0 0 ' (i,p) C'ti,p

] . _ ‘ »
i, 0 I Wi, G6¢i) 0
' , L ‘ e

NODO ‘ FLUJD EXTERNO
s { elp)
P

'y - Lad,m
, i~

[
O )
B - -
R -
-

-

-

-

-
1
~1.
L )
-~
o
~
e e o o e e e W -

' han - . S v ——

-

. Por otra parte, una red equivalente puede ser construida para
l1a red de 1la fig. 2.11I al considerar un reacomodamiento de los
~flujos externos en los nodos del conjunto P e I. “Esto es, al

colocar un flujo externo de valor cero en cudleaquiqta nodos p &
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i, tal y como se encuentra la red de la figq. 2.1.a). De esta

forma, serdn necesarios cambios en la capacidad de los arcos de .

la red que llegan al nodo p € P, asi como camhios en la capacidad

de iol arcos que salen del nodo 1 € I.

Los cambios anteriormente referidos pueden ser observados en
la fiq. .2.VI.a).. En esta red, el problema se :ldentifica como el
de encontrar un s-t flujo de valor ( {e(p) -Z{H(i,pn de costo
ninimo, lujeto a restricciones de capncidud en los: arcos y de
conlervacmn de flujo en 1os nodos, tal y como lo 1nd1can los

pardmetros colocados en dicha red.

Aqui es uﬁﬁrtmc’( recalcar que el plmtu_.iento del problema
nocladd' al pro'bleu;de flujo en redes de la fig. Z.VI.A) es:

;,"

Minz: =] T owci,p v i, - (2.2.9)

$C» ‘ Do : A
o Lty e e - {ﬁu.p) “etp) W (242,100
{n'u,p) aei) - {uu.p) TR (2,211

0 < H’(i,p) M(i,p) - H(i,p) = H'(i,p) ¥i,vp - ‘(2;2.12)

Obsérvese que al igual de lva. subseccion 2.2.1, se  puede
introducir una planta crﬁlficinl P que reparta la diferehcia de
enerqia ;0(1) Ze(p) con un costo qutuito y capncidad 1nf1nita
en los arcos (p,i). i e I. De esta manera, un plmteauiento

equivalente -ergn"pbténido. Ver fig. 2.VI.b).
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{copacidad , oosto)
(fiujo extemol

()= HUDY, (Ui, p)eHI o153

(MHO.;).o) ()3 @ (64124151,
@4 Os - O

&o(p)-!!ﬂ(l,pq @ —r ' ‘ /ﬁuﬂlm)]

ﬁgura 2VicRed equivalente o lo ds la fig. 2.ituna vez realzados lc
-noditicaciones en el fiujo externo de bsnodsenp ¢ |

_ {capacrdad , costo)

' {flujo externo)
(RUip)HU,P) ; (HYP)+ H(l,pﬁ)

P

fr-aeef(F) = B () o]

 igura 2v1 b)Red od'uwolmdq la indicada en la fig.2v1a)



Se terminan los comentarios de esta subseccién indicando que aﬁ;
partir de este momento y para discusiones posteriores, se asumird
que todas las cotas inferiores asociadas a nuestro problema son::

cero, a menos que explicitamente se @19& lo contrario.

2.2.3 APROXIMACION DE LA FUNCION DE COSTO POR PEDAZOS DE LINEA

En .general, dado un problema de flujo en redes a costo minimo,
el costo ‘del flujo en un arco puede ser una funcién lineal,
convexa o céncava. Esta subseccién estﬁdin como algunos costos’
en los arcos correspondientes a funciones no lineales, pueden ser
representados por una aproxinaéién a traves de' segmentos de
‘1inea, donde 1lo0s costos resultantes pueden ser fdcilmente

modelados en una red lineal si la funcién de costo es convexa. .

Considere, por ejemplo, la fig. 2.VII que muestra una funcién
convexa y lineal por segmentos, representéndo el costo por
transportar flujo en un arco cualesquiera. En un modelo de redes
(ver fig. 2.VITII), este arco puede substituirse por un nimero de
arcos paralelos igual al numero de segmentos 1lineales que
componen su funcién de costo, dando a c¢/u de estos arcos el costo
asociado a cada segmento; estos costos serdn ascendentes, 1i.e.

m{<m{2)<{m(3)< ...
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Por lo tanto, cuando el flujo sea incrementado del nodo 1 al
nodo j, el flujo primero pasard a través del arco 1. Cuando este.
arco sea saturado, el flujo comenzard a pasar a través del arco
2. El arco 3 tiene flujo diferente de cero si y sélo si el arco
2 estd saturado. Debido a que el objetivo es minimizar el costo,
si dos o mids arcos son paralelos, aguél con el costo mds bajo se
usard primero. Si la funcién 1lineal por segmentos fuera una
aprdxinacién' para una funcién continua, la aproximacién pudiera
ser nejorada si se dividiera el intervalo de flujo factible en
mds segmentos y de aqui se definieran mas arcos. El costo de
esta simplificacion se refleija en una nultiied, i.e. una red que

contiene arcos paralelos.

(ml1)f1+n2(£2-£1)+m3(£3-£2)

“(al)fl .,

o e v v e s e e v s .

$eo e 0 s

'

|
+

|

I

|

} .
| (m1)f1+m2(£2-£1)
+

I

|

|

+

|

|

£l £2

b ]
w

FIG. 2.VII: FUNCION DE COSTO CONVEXA Y LINFAL POR
SEGMENTO0S PARA UN ARCO CUALESQUIERA -
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(COTA INF,COTA SUP, COSTO)
1 (0, f1, ml)

$evmmmmmc——————————————— .
I |
v
, 2 (0, £2-£1, m2) ,
rd, meememrenaa >3 ml ¢ m2 < m3
14 r
| 3 (o, £3-£2, n3) |
SRR b P A +

FIG. 2.VIII: MODELACION EN REDES PARA EL ARCO CON
LA FUNCION DE COSTO DE LA FIG. 2.VII. ‘
EL PROCESO CREA UNA MULTIRRED,

A continuacibn,rse desarrolla de una manera. mas formal la
dproxinacion de funciones de costo por pedazos de linei para’
nbdelb; de flujo en redes, 81lb1elen£e, se conviene para el
resto de esta subseccion que dada una Eed N con grAfica asociada
G-(V.A). teniendo |V] nodos y |A{=n arcos, se ha impuesto ‘un
‘ 6rdeﬁn-;ento scbre éstos, colocandolos en una correupondenciﬁ uno
a uﬁb con 1l,...,|V] ¥y 1,...,n, respectivamente, De esta  forma,
la variable de ﬁecisibn x(j) denota la cantidad de flujo a traves
del arco j, y el vector x=(x(1),x(2),...,x(n)) . representa el

‘vector de flujos. Adicionﬁlnente, b(4) es la capacidad del arco

5.

: . ‘
Sea H una funcién, H: R . f-—-) R ’

" - X
X=(x(1),x(2),s..,%x(n)) € R . Decimos que H es separable si
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n
H(X) =Z h(3)Lx(1)1
3=l

Si H es separable, se denomina a h(J), j=1,..,n, funcién

componante o simplemente co.pohento.

De los‘pArtafos ahteiio;es, una 1idea para la' aolucibn_ del
problema ‘consiate en aproxipar c/u de las funciones componentes
con una funcién continua y lineal por pedazbs; reaolviendp el
k problema derivado. Si 1las aproximaciones usadas satisfacen
ﬁiﬁrtas,cbndicidnes; este prbbleqa puedei.ser' resuelto como un:

problen}\de flujo en redes a costo minimo.

Luego, sea N una red con grafica asociada .G=(V,A).

Consideiese el problema de flujo a costo convexo ninilo,‘(PFCC):

" Min H(X)
s,
- (PFCC) A = r
0L(¢X<{D
donde H es una funcién convexa, A es la matriz de incidencia

nodop-atcos' para - la gréafica G=(V,A) y r ‘es un vector 3%

(Fl,r2,...,0m).(1,1,...,1) = 0.

'8in pérdida de genefalidad; se ‘han colocado cotas inferiores
Vumusaum,muwurmmvu&rucﬂuiMuhm;lmme

bagr,uindo en el siguienbe desarrollo, mientras 0 ¢ a ¢ b, - esto
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implicaria que la transformacién de-la subseccién anterior no ha

sido realizada.

Obsérvese también, por lo que respecta a huestro}problema,'qué'
las f.o.'s 2, 2'-(ver (2.2.0), (2.2.9)) son funciones separables.
Adn | mas, las funciones componentes Z(i,p)=tH(i,p)Jz.
2°(i,p)=CH’ (1,p)+H(1,p)J son funciones convﬁxas, luego Z, 2°
también lo son. -

APROXIMACION LINEAL POR PEDAZOS

Supongase que H es separable. ~Se  puede mostrar que cada’
funcién componente h(j) debe ser convexa, a partir de la-

convexidad de H.

’-‘Thlbiéﬂ supéngase qué‘K‘ieqmenhob de linea van: a ser ‘u§i§§¢,
" para aproximar la J-ésima componente de H, h(ji(x(j)i. huaéo; '
N ‘hAqaae una. parbicibn del intervalo [0 b(j)J en K segmentos,‘ c/u
" de longitud Vi1 ks1,.. K, 3 BUY) = Z‘Hj,k). Sea b(3, o)-o y
"denotese por b(j k) el extremo derecho para el k—Qaino seqnento, o
‘de tal fornu ‘que ' : ,
| k
EIERY ;ZV(j.l)‘ - L (2.2.13)
. , & o : R
v Ahora ﬁien, se puede7definir unalbartiéionjdei‘fiuio Sdhré  ei,
T;flaico 3, ;e(j), correapondiente a la particibn de to,h(j)],

;;simplemente definase v k 1,...,K
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Xjyk) = Max [0, min € X())=b(j,k=1), bCj,kd=bij,k=1) 3 1 (2.2,14)

t

81 el costo unitario C(3,k) es asignado al flujo x(j,k), la.
funcién . ' ' . v
A o ‘ ' SR .
h(j)[x(j)] = h(j)C0] + }:C(j,k) x(3, k) .~ (2.2.15)
o } v

proporciona una aprbximncidn 1inea1: por pedazos y continua ‘a

'vh(jititj)j, Dadp que ’h(j)[x(j)]ﬂdebe ser qonvexa; es deseable
. que su aproximadidn ﬁ(j)fxﬁj)l‘ mantenga - esta propiqdad
Repex()I en convexa si y solo siCI,L) £ CUE2) L ee £
‘:C(j,K)’-‘« : o o S : e . o

Suponiendo que'3k gégnenﬁds"iinealeg' se  usaron feﬁf la
‘ aproximatibn de h(f)[x(j)],- para c/aicb vekj5,‘ y que las

particiones y costos unitarios han sido aaignaddb; ‘El broblena

~ de optimizacion derivado se expresa a continuacion:

Min E: CiLk x40 - (2:2.16)
L ) o
3.€ | : o .
E:AX(k)sr - o (2;?.12)
Kk R el
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0 ¢ X(k) ¢ V(k) (2.2.18)
x(j,k-1) = b{j,k~-1), 8i x(j, k) > O (2.2.19)

Obsérvese que la constante ; h(§1C03 ha sido omitida de
(2.216) y que el efecto de la aproximacién ha sido reemplazar c/u
. de los arcos en G por K arcos., También, si C(j,lj LC3,2y ¢ ...
£ Cl3,K) V e(]J) € A es facil ver que la restriccion (2.2.19)
puede ser omitida. ’ A '

Suponiendo que una purtician de cnda £o h(j)] usando K
segmentos - ya ha .sido ,escoqida, reuta aun por deterninnr los
" costos unitarios C(j k). Un primer ‘nétodo parn obtenerlos es

usar una. silple aprouinncion por cucrdnl, esto ea:
C(j,k) = { h(j)tb(j;k)i - h(j)tb(j,k—l]‘)/ V(j.k) (2.2.20)

Se puede‘tnostrar que esta aproxinncibh . autondticanente'
producira 1- propiednd desendn (C(j 1) C(j 2) g ces 1 C(j | 43 1%
También nétcne que elte mnétodo. uaigna un conto sobrestilndo, 

g excepto en los puntoa b(j 0). b(j 1), veny b(j,K).

Otro -etodo que puede aer aplicado al determinar los ‘costos
unitarios eut& bauado ‘en la idea de ajulto por llnllOl cundradou.
Suponiendo de nueva cuenta que las parbiciones de tO.b(j)J ya han
sido hechas, . pueden deterninar ~los coatoa unitarioa
recurlivniente; Estetletodo ho garnntizn que C(l) 4 C(2) £ v
< C(K); ‘Dicha propiednd puede ser lograda ttas una’ cuidadosa

seleccibn delvrnﬂmero, de ueglentos y de - la posiciéon  de
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b(j,1),b(4,2),...,b(§,K) V el(j). El lector interesado en el

segundo método puede dirigirse a LKH,19801].

Naturalmente, si las funciones envueltas en cualesquiera de .

los métodos contienen porciones 1lineales, seria indicado usar
aproximaciones que estén de acuerdo con éstas. Ademds la
seleccion de cualgquiera de las doé técnicas variarA de acuerdo a

la circunstancia del problema original que se resuelve.

Reqresnndo al planteamiento de nuestro problema, es- necesario

decir que se .ha considerado el enfoque de aproximacién por

cuerdas para la detetninucién de los ,costos unitarios, pues .

ademds de ser un método conceptualmete sencillo, da la pauta para

el siguiente desarrollo:

‘Sea 7’ la funcién de costo nsoéiada al_prohiena'(Ver (2.2.9))
. k 7 ‘
y considérese Z'(1i,p) = [H (1,p) + H( p)] <una*'func16n

conponente arbitaria de 2’ cuya capacidad viene ‘dada por H (i.p).

Se desea aproximar linealnente y por medio de K segnentoa dicha

componente. (En lo que sique y para simplificar la notacién  se

nuprimen los subindicea i,p).
Supéngase:

11H € = °

21 H'(1),H'(2),...,H'(K), los puntos que denotan el
extremo final para el k-ésimo segmento, aon 3

W€ N VkE(l,....K} En particular, ‘
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H'(K) = H' y para completar se agrega H'(0) = 0.

Entonces, a través de la aproximacién lineal por segmentos de
cuerda, ver (2.2.20), el costo del k-ésimo arco usado en la

aproximacion es:

2 2
CH' (k) +H) - CH'(k-1) + H)

ClK) = —mmmmmmcmDooe M (2.2.21)
H' (k) - H(k-1) -
(H' (K}’ (k=1)4) (H (k) +H-H’ (k-1)-H) (2.2.22)
T ;l-;;t;-:—ﬁ::;:i;"-““-"“““,
(H' (k) + H' (k1) + 2H) (H’ (k)=H' (k-1)) (2.2.23)
N HG - Bl | B
= H'(k) + H'(k-1) + 2H = C (2.2.28)

quo gl‘lectdr\pueﬁe dSqervar,'el cQsto de;.k-esimo a;co‘uaado
‘es tnnhiennun'hﬂnero natura1;  Eﬁﬁa propiedad,5Que no es deﬁeral
wal realizdf cualqﬁiér aproxinacibn,- brinda  la poaibilidad de
tener purdletron enteros asociadoa ala red del problela. La

 ilpontanc1n de este reau;tadovsg verd en lq 1np1antac16n.

Unn‘vez redlizada la aproximaéion a c/uno de las ‘conbdhentes,‘
‘el efecto para la red de la fiq. 2 VI.a) se muestra en la fig.r
2.1X, donde los nuevos arcos diriqidoa del conjunto P hactia el |
conjunto' I _posqen, cotas superiores y costoa de acuerdo a la

aproximacién hecha.
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Observe el lector que la fig. 2.IX muestra una red con pna~

multigrafica asociada. Una multigrafica andloga se obtiene p&raftf-

la red 2.VI.Db) asociada-al problema, en particular para f sélo se
necesitaria. un arco por intervalo para representar el costo

asociado por enviar energia.

réor ﬂltiuo, en caso de no poder nahejai una red con
lultigrAficA, ‘una red coh‘ grafica asociada (a 10 mAs un arco
conectando cualquiér par de ﬁbdos) puede ser ohtenida tras. hacei '
la transformacién indicada en la fig. 2.X, donde I(k), ksl,...K

es 1a "k-ésima repeticién” del conjunto I.
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2.3 EL ALGORITMO PRIMAL-DUAL (AP-D) SR

Desde una perspectiva histérica, el AP-D h& g}do desarrollado
a. p@rtir de un algoritmo menos general que fue ideado para
ciertos problemas de redes y que proporciona 1la clave para
generar algoritmos especializados (simples y'eficientes) para
muchos problemas relacionados con éstas, v.gr. problemas del
transporte y problemas de flujo a costo minimo. Ademds, el AP-D
facilita una'nayor ihtuicién ¥y un mejor entendimiento de las
'tecnicaa de programacién lineal. En consecuencia, esta
letodologia merece y recibird nuestra atencion én las siguientes

. paginas.

Al desarrollar esta aeécion, serd necesario usar ideas bdsicas
‘de programaciéon lineal _para poder eatahlecer‘reaultados ﬁtilea:
gcercn‘de una variedad de problemas de redes. El1 lector que
carezca de estos fundamentos puede remitirse, entre otros, a
CBJ,1981] cap. 1 al 53 adicionalmente, y por lo que corresponde
al estudio de 1la metodologia AP-D, se recomienda al lector
interesado dirigirse a [PS,1982] cap. 5 al 7, [BJ,1981] cap.6 ¥
CFF,19621 cap. 3.

Para mayor comodidad, la exposicién del AP-D ha sido dividida.
Asi, 1la subseccién 2.3.1 introduce al estudio del AP-D, visto

_'como una herramienta general que permite resolver cualesquiera
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PPL. Algunos comentarios sobre su metodologia y uso también son

incluidos.

En 2.3.2, el AP-D se implanta a la clase de problemas de flujo
a éosto minimo. Como resultado, se obtiene la posibilidad de
atacar éste problema a través de Opticas distintas. En
particular, se comentan las desventajas que sucederian al usar
las técnicas desarrolladas en la red de la fig:. 2.X asdciad& a

nuestro problema.

A su vez, 2.3.3 estudia el problema del transporte' y su
solqcién a través del AP-D. ‘ De esta manera, se obtiene el
algoritnq alfabeta cuya ilplantacion transfiere el problema del
transporte a subproblemas de flujo miximo; algunos comentarios y
la presentacibn de algunos réaultadoa utiles al algoritmo

alfabeta son incluidos en esta subseccion y en 2.3.3.1.

Es conveniente indicar que las 1d§as desarrolladas en  esta

subseccién seffalan caminos para posibles 1nvestiqacionei futuras.

Por otra parte, la subseccién 2,3.4 presenta una herramienta
que prdporciona una équivnlencin . 4atil entre 1la clase de los
problesas de transporte y la clase de problemas de flujo a costo
minimo: 1la trannfornacibn‘de Wagner. Su uso, en combinacién con
el algoritmo alfabeta de la subseccion anterior, ofrece una

alternativa mds en la solucion de nuestro problema.
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-  Finalmente, la subseccién 2.3.5 deja abierto el camino a

seguir en el uso del AP-D para la solucién del problema.
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2.3.1 DESARROLLO DEL ALGORITMO PRIMAL~DUAL -

Considérese el aiquiente PPL, expresado en forma estdndar, al

cual denominaremos problema primal (P).

| Min Z2 = C'X
{P) ¢ s.c. 7
AX = b_).d - A matriz de mxn
X>o0

]

|

i

0 |

‘Asociado al problema primal(P) se encuentra el problema dual (D)

: Max W = ¥'D
m ¢ s.c.
Y'A¢C

Y’ s.r.s.

' De las condiciones de holgura col“plenerita‘r‘i‘a :,‘sahe-oax E o

81 ¥ en 'fact;'ible en (D) y X es factible en ("!"),, una condfi.qidh_‘ ;
'hecenria yfsuticiente para la optimalidad de ambas soluc’:vldnes'er‘:

aus tespeciivon problemas es:

y(i) (&(1X - B(1)) =0 V1@ (1,...,m) (2.3.1)
x(§) (e(3) - Y'A(§)) = 0 V §€E (1,...,n) (2.3.2)

donde a(i) es el i-ésimo renglén de la matriz A y

Al j‘) es 1a j-ésima columna de larnatriz A
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Obsérvese, que cualquier solucién (P)-factible . satisface
(2.3.1) por estar (P} en forma estandar. De esta manera, elbﬁ
problema de obtener laboptimalidad en (P} y (D) se reduce ‘a
satisfacer (2.3.2) para X, Y soluciones factibles en sus .

respectivos problemas.

Ahora bién, supdngase que se tiene Y, solucién (D)-factible.
Si se pudiera 'de alguna forma encontrar un X (P)-factible que

satisfaga
x(3) = 0, si c(§) - Y'A(J) > 0

entondes, la X hallada e Y serian soluciones 6ptimas asociadas a

(P) y (D).

El AP-D Surge de la idea de buncar;tal‘x; dada Y. La busqueda’
de tal X, se realiza'a través de la solucién de un PPL ﬁu;iliar
llamado el problema primal restringido (PR), determinado por 1la
soluC;on dual faéﬁible_v, dada. Si la bdasqueda de X no coh@uce a
la  optimalidad, se obteédra 1nfornac16n del dual de (PR),
denominado beR), - que 1nd1car@chIo mejorar la ¥ particulgr.con
la cual se comenz6. Iterando de esta manera, se tiene:

lJ Se converge a la optimalidad en un nﬂqero finitq de pﬁsos.
0 bien, | '

21 La solucién dual se hace no acotada.
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En resumen, el AP-D comienza con factibilidad dual, que sera-
mantenida durante todo el algoritmo, y procede a obtenéf”
factibilidad primal, manteniendo durante el proceso las

condiciones de holgura complementaria.

La fig. 2.XI ilustra la metodologia del AP-D.

o’
/ \\
/ ‘
/\
‘ /N
+ + 4 + emm——— + / BUSOUEDA \ si +-----+
| PRIMAL | === | BUAL | =~=> | (PR} | ~=-> \ EXIT05A7/ --->| &l
TR T T ! { v/ X
dum- + + + + + \ / R +
‘ _ / |
X My | \ P
S \" v
| | na '
| » - y v
| Lo v FIN
| + '
D AJUSTE 4| ¢~~~ | (DFR)

r |

4
*

> ——

> ——

- Eig. 2.X1. UNA PERSPECTIVA DEL AP-D

Ahhndando en la solucién dual factible, se tiene:

i

13 91 C)0, una solucién dual factible que puede servir como
inicio al AP-D es p.e. Y=0.
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2] En caso contrario, se puede construir una Y factible usando

una 1dea atribuida a Beale, entre otros. Véase rBJ,19813 -

pag. 259,

Entonces, supdngase que se tiene una solucioén dual factible Y.
Considérese el conjunto de restricciones del problema dual

Y'’A ¢C !
} > (2.3.3)
i.e. YA € et vVie(l,...,nd I

Luego, se . satisface una de las aiguiéntes condiciohqs
vief(l,...,n}

11 Y'A(§) < c(f) K < S (2.3.4)

21 Y'A(3) = el : B (2.3.4.p18)

pefinase el siguiente conjunto de 1ndicga.§ partir'deAla segunda

condicién
J=€3/YAJ =ctf ] ‘ ' (2.3.5)

De (2.3.1) y (2.3.2) se deduce que X,_aolupién '(P)-faqtible, es

o6ptima cuando
x() =0, vied | (2.3.6)

Esto dirige la bﬂéqueda hacia una X que éqtisféga:
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Za(i,j)x(j) = b(1) i=1,...,m

jea (2:.3.7)
x(§) 0 jeaga
x(])

s

0 JE€eyd

Este conjunto de igualdadeé usa solamente aquellas columnas de
A correapondiénte a 1igualdades en (D), las cuales a su vez
corresponden a los indices del conjunto J; es por'ello, que el

conjunto J se denomina el conjunto do-cblunhnl admisibles.

De esta manera, para la busqueda de tal X, se disefia un nuevo
PPL, 1lamado el problema primal restringido (PR), el cual se

epcribc a continuacidn:

. n
Hin E= E: x(i,a)
4=
s.c. ‘ \ - T
‘ Z ali,Nx(§) + x{i,a) =b(1). {1 “1l....m
“oar , . M
x(§) 2’0 " jed
‘ x(4) = 0 : vieyg
x(1,a) 20 151,...,0

Obiervenos lo-siguiente:

11 $e ha 1ntrpduc1do una variable .artificial x(i,a) por
‘ c/écuaciOn del problema qriqinnl (P); la cual brinda una

'-gdida" de las unidades que faltan a la restriCcion original
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por_satisfacer la 1gha1dad requerida.

21 £20

Luego, una vez resuelto (?R), p.e. usando- el Angritno
] .
simplex, se tiene aque la solucién éptima,{ , satisface{ > 0.

Distinguiremos dos casos:

’
§ =20, se ha encontrado una solucién a (2.3.7), de donde

también se ha encontrado una solucidn optima a (P).

‘ .
¢t > 0, en este caso se deberd considerar el problema 'dual de

(PR), (DPR), y efectuar nqdificacidnes_en'la'uolucioh Qual.dAda

inicialmente.

(DPR) se expresﬁ a continuacidn:

;‘Hhi =YD
s.c. B : _ﬂ,v'.;; :,::;,‘f_A
S YMy g0 jeq o »
(DPR) - y(1) €1 1=1,....m
' k y(ii s.r.s,
Denb6tese por Y a la solucién 6ptimazoﬁtenida en‘(DPR) qunndol(PR)

es resuelto.

. ' Nos encontramos en la siguiente posicion: o
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Se ha tratado de encontrar, por medio de (PR), un X factihlefhg“’

v

n e
usando unicamente columnas admisibles, pero como E > 0, hemos .,

fracasado. Lo que podemos rescatar de esta busqueda, es! el )
iy "‘\J’S 3

6ptimo de (PR) y el de su correspondiente dual en (DFR), 9: Se -

sugiere examinar una Y- "corregida", dada por una combinaciéon

lineal de nuestra 6rigina1 Yet.

* -
Y=Y+ 0Y (2.3.8)

Eh analogia con el alqoritno sinplex de proqramacién lineal,
se puede determinar como escoger 6 ¥ Y pernanezca factible en

(D) y dirija a un mejoramiento en la f. o.
Primeramente se examina ellcanbio en la f. o.

A L ' - .
Y b= (Y+6Y)'b=(Y’40Y’)b = Y'D + 6Y'D (2.3.9)

Dado que (PR) y (DPR) son un par prinal-dual de PPL‘s,. aqa'v_ f5

costos 6pt1-os son 1qunlea

0.« § =¥ o (2.3.10)

Por lo tanto, debemos tomar 6 ) 0 de tal manera que exista un

mejoramiento en la f. o. del problema (D).

Lo que resta, es considerar el efecto de sumar O? a Y,"aobré

la factibilidad en (D).
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81 se desea seguir manteniendo factibilidad en (D), se debe

tener:
A ' |
Y A ¢c |
- |
1.e. (Y+0¥)'A < |
b . } y (2.3.11)
i.e. (Y+67)AC]) < el vy ; S
1.e. Y'A(]+ 9§'A(j) Celf) vi i

Ohserveae que si Y A(§) € 0, como lo es Vi e J por ser Y
Optilo, no hay ptoblela en satisfacer 1a factibilidad Adn nas,
si Y'A(j) < 0V 3 e (1,...,n1, se puede 1nctenentar )
L 1ndef1n1danente en la ecuacién {(2.3.8), produciendb un costo
indefinidAIente grande en (2.3, 9). Asi,‘ﬁl problema (D) tiene un
' costo no acotado, esto implica que el problema oritjiml (P) es

infactible.

Luego, se ha demostrado el si_qﬁivehee teoremai

'rcorm 2.1 .
st tHoen (PR) y ¥, soluctén éptima de
(M), satisface ' L
AP SO viey
" Entonces, (P) es infactible.
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Por lo tanto, el problema de seguir siendo factible deberlf'h‘
interesar sélo cuando Y'A(4) ) 0 p.a. 3§ € J. i

En este caso, el criterio de factibilidad es: .

e
Y A(4) = Y'A(Y) + 0¥‘A() L c(}), J €7, YA > 0 (2 3. 12)

" En foma similar al algoritmo simplex, se puede mover 6 hasta
un clerto limite 'y no mAs; siendo wmAs preciso, se puede f

. presentar este resultado en el siguiente teorema:

81 £ 0 en (PR) y existe 1 @ 7 con ¥'A($) > 0.
El wiximo valor de 0 que mantiens la
.‘nctibuid@d de Y =¥ +of, on (D), 001

] c(j) - Y‘A(j) l

C0(1) = MWin ( mmimemmmmmmae (2309
e !‘A(:l) O '
FA(0 - :

Eh ptrttculnr. 01 nuevo conto en (D) es

SR A ,
CH=sY D i,Y‘M(l)Y‘b -.H'O-O(I)Y'b W (2.3.14)

. Cuando (PR) es resualto y se llega a una solucién nejoradn en
(D), se debe redefinir e1 conjunto J y repetir el procedimiento
haata que ya sea E =o ,y se alcanza el oPtimo en (P). o haata que‘

se nuestre que (P) es 1ntnct1ble, aeqan el teorema 2, 1.
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Finalmente, es interesante notar que si el wminimo en el

cdlculo de 6(1), ver ecuacion (2.3.13), ocurre para J=J, entonce

9 #se hace un nuevo miembro del conjunto J, ya que de (2.3.12)u1f“§H’
, , - : ¢

SHeE

A | ety - YC
Y MY = YA(T) ¥ ~-~rzmmem—onae > YALY) = c( (2,3.15)
i Y'AMD § ~ ‘
Yy por lo tanto, la variable 1(1) podta tomar valores pouitivou en

" 1a nueva iterncion de (PR). -
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- ESQUEMA DEL ALGORITMO PRIMAL-DUAL

’1? Sea Y factible en fD);~

23 8ea'd = € / Y'MH=c(y) I

Construye (PR) y resuélvelo.: L S

|2.11 81. Alto, se ha obtenido el éptimo de (P). =

. 72.23Mo. Vea3d

31 Sea ¥ 1a solucién éptima‘de (DPR) .

coyre T i

ST M Lo vieg R
. 3.13°84, Alto, ‘el problema (P) es.infactible, .

3.21 No. Ve a 41.

4 Redqfinél ¥, comos '
. . : - . .‘]‘

Y=Y +8(h) ¥ (Ver (2.3.130)

" Regresa {a’;‘zj LT




COMENTARIOS SOBRE EL AP-D:

‘'Es importante mencionar que en c/iteraqién del AP-D, se puedé
.comenzar (PR) a partir de la solucién éptima obtenida en la
iteracion anterior. Esto es debido} a qué niﬁquna vﬁriablé que
esteé eh/ J, ¥y que también se encuentre en la base éptima de (PR)
"al fin de una iteracién, puede dejar al conjunto J al inicio de
1a siguiente. Mds forndlnent;, se presenta el siguiente teorema.

,:(El lecEOr‘inteteuado en su prueba puede remitirse a [PS,19821).

Cada colulnl lnliliblo o ll bll. Optill de (PR)
parlnn.co ldliciblo 11 inicio d. la |iguionto
1torlc16n.

) Por otra parte, y relativo a ln convergencil finttn del
'alqoritlo, recuérdalo quc en cliterncldn se aﬁnde a (PR) una
" variable que mejora | el objetivo.’ ' ’

- Por lo tanto, en luieﬁcig de degeneracion en (PR), el objetivo
optimo, £° , dec:eébf3eqtr1ctllontg. Esto n;qhifica que el
conjunto‘o; gundiadq qh c/iteracioﬁ es dtntintb de todos aquellos
}fébnjuntoi generndon ‘eh‘itéracionea Antefiores.‘ Puesto que uélo
‘hay un nﬂlero finito de conjuntos de la for-a Q y ninguno de

-‘91103 se puede repotir, el nlqorit-o terninn en um nﬂlero finito

S de pnsol.
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En el caso de degeneracién en (PR), se puede garantizar
finitud usando una regla para evitar la repeticién de bases, como:

en el algoritmo simplex.

Por dltimo, una vez estudiado el AP-D, resulta conveniente
adentrarse mis en los movimientos que lleva a cabo el algoritmo.

Véase:

Al comenzar con el problema original (P), la metodologia del
AP-D 1lo transfiere a una solucion iterativa de (PR),bla cual no
. depende del vector C explicitamente, sino mds bién del conjunto

de columnas admisibles J.

A través del ciclo iterativo que se visu&lizq en la fig.
2.XI, se han eliminado las complicaciones del manejo de un vector
de costo. 'Algo sinilqr’resulta con el problema (D) y el vector

del lado derecho del respectivo problema.

Elta técnica de comenzar con un problema e iterativamente
resolvet subproblenan. al aplicar el APD es la baae para

construir glqoritlos eficientes para problemas de flujo en redes.

2.3,2 EL AP-D EN PROBLEMAS DE FLUJO A COSTO MINIMO -
‘Una vez hecho el comentario sobre la metodogia del AP-D, esta

Qubseccién aplicarda dicho‘AIQOritmo al problema de flujo a costo

minimo, para ello se cuenta con dos naneraé,de,realizarIOs,
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Opcion 1. Se puede considerar al problema original como el.
dual (Di y vreducir 1las complicaciones del vector del lado .
derecho, de tal forma que la solucién iterativa transfiera a -

subproblemas de flujo a costo minimo

Opcioén 2. En este caso, se puede considerar al problema
original "como el primal (P) y reducir las complicaciones del

vector de costos.

La red de la fig. 2.X servird completamente para el
desarrollo de anbos andlisis. .

Primeramente se desarrolla ia'opcian 1, la cual nnhtieng una
solucién factible al problema original (D) en todas las
1teiaciones y no trata explicitamente don‘ el primal (P) o su
restriccibn. Posteriormente se presenta la opcibn 2, en la cual
sera'nqéesAtio efectuar algunos cambios al problema original (P),
guégfnogl perritan iiegat a un algoritmo gue evite 51 prdblena

dual.

| Para unificar criterios, el problema a considerar fpuéde ser

definido como siguéx

Sea G = (V,A)kla qi&tié& asocind@ a una red N, donde aq.
distingue la presencia del nodo‘fgente s, nqdo pozo't'y»un flujd
_de valor v(0) » 0. Asimismo, V(1,3) € A, existe bli,§) , c(i,1)
- amhos pertenecientes a Iz‘que ;epresentan,‘respgctivgmente,
la éota spperior y el costo por unidad de flujo'qn el'arqp‘(i;j).

El problema de flujo a costo minimo es detersminar un s-t flujo

2-57




factible de valor v{0) que tenga costo minimo. Expresado como un*'

" (PPL) se tiene

Min C’'f
s.c.
Af=-v(0)d
f {( b para cada arco

f ) 0 para cada arco

‘ , A :-1, '51 1=
«Qde A es la matriz de'incidencia npdos-atcoa’y‘d(i)t(rl,‘fui‘iit

‘ :o, en caso’
| contrario

Se hace notar que el problema de flujo a costo minimo réquieré

de un flujo de valor fijo, v(0), que es el mAs barato entre todos -
los flpjds de esé rismo valor; a difeiencia,¢e1 proble-a-de*flujO“

maximofque a6lo requiere eanntiar ei unyot flujo entre d‘y t.

Obsérvese que la red de la fig. 2.X satisface el formato del

problenu de tlujb a costo minimo.
OPCION 1, ALGORITMO DE CICLOS

En primer lugar, se escribe el problema de flujo a costo

minimo como el dual de un pyoblema primal en forma canénica.



Max -C'f

s.C
Af € -v(0)d
(D)
f<h para cada arco
-f <0 para cada arco

Obsérvense los siguientes aspectos:

1) Se han remplazado las ecuaciones de conservacion de flujo en
desigualdades, ya que'un‘déficit en la ecuacién de balance de
algun nodo implica un exceso en la ecuacién de balance de
algun : otro nodo. Por 1o tanto; para cualquier fldjo
fgétible, el primer grupo de desigualdades se cumplira en
1gualdad. | | |

‘23 Para encontrar un flujo factible inicial de valor v(0) en (D)

* se puede hacer uso del AFF.

_ Bhora bién, el dual del primal restringido, (DPR), puede

deducirse por inspeccion, en este caso Se,tiene

Max - C'f
8.C.
Af = 0

£¢oO para arcos saturados
0 (== f.).d vara arcos vaclos

S
e

-1 para todos los arcos (ya que -C €.0)
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Notese que se ha remplazado Af¢0 por Af=0, con la misma
justificacion que en la observaciéon 13. Luego, se recohra la

ldea de conservacion de tlujo en c/nado.

Como se sabe, un flujo que satisface Af=0, recibe el nombre de
circulacién. - Entonces, obsérvese que la solucién optima a (DPR)

es una circulacién especial que debe cumplir:
11 No debe tener flujo positivo sobre un Qrco saturado
© 23 No debe cénet flujo negativd sobre un arco vacio
3] Ei flujo que recbfre cua;quigr arco no debe ser lgndr que -1
"'Dadas las condiciones anteriores, - resulta. de interés
incorporarlas en ‘una nueva red capacitada y con’costos. Para

ello se hace uso de 1a red incremental, cuya definicion se

‘pre'senta a continuhcion.

'Dado un fldjd factible f enla red N con. grafica asociada

G=(V,A), se define 1a red incremental, N’(f), como sigue:
1) N’ tendra el mismo conjunto de nodos que N

i1) v (1,j) € A > £(1,3)=v, b(1,]J)=b, c(i,])=c se colocan 2 arcos

en N’

1) Un arco (1,3) con capacidad b-v ) 0 y costo c
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2) Un arco (j,1) con capacidad v ) 0 y costo - ¢

En particular, se omiten todos aquellos

cero. Veéase la siguiente figura:

L : 'y
lj' . ljl

L ]
7
0t(d, jd=v  bli,jdsb 7 L ‘
: / eliyir=e . cliy j)=—c

>

bii, jrev .
: bid,j) = b-v

Cpliyjr=e

e o : v iy
'y

Fi3. 2.XI1° UN AKCO EN LA RED N Y 5US CORRESPONDIENTES
" ARCOS EN LA RED INCREMENTAL N’ |

'Sefsiguﬁ) de la detiniqibn anterior, que un camino '(ditiqidd)
de saten Nf(f) con. peso X, determina una cadena aumentante de
., satenN,yqueun 1ncrpnent6 de una unidad en el valor del
flujo £ de 5 a ¢t a lo largo de esta éadénn resulta en un
increnento en el costo total‘dél flujoen X pnidadéu. Asimismo,
una circulacién f en N'(f).de costo X, determina un huqvo‘a-t
flujo £+ en N del mismo valor, con un incremento de qoito de X

unidades,
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Ahora bién, el AP-D indica que el flujo f es 6ptimo si y sélo
si la solucién optima al (DPR) tiene costo cero, lo cual es
equivalente a que no haya circulaciones de costo negativo en
N'’(f). Pero, 1la red incremental N’'(f) tiene una circulacién de
costo negativo si y sélo sl tiene un circuito (camino cerrado) de.

costo negativo.

La condicién para la optimalidad en (DFR) - se ‘exhibe en el

siguiente teorerma.

~Un’ 8-t tlujo, f, en unl rld ‘N, es un flujo de =
colto ninimo li y s6lo si no oxilten circuiton

~en N'(f) con costo neqnttvo.

Eh edta opéibh, 01 AP-D puede ser ilplantadovtrasn'obtehé; qn'
: flujo f de vnlor v(0), v.gr. usando el AF?, y huacnrbpor
circuitos de costo negacivo en la red 1incremental asociada,_ p.
ej. lediante el algoritmo de Floyd y- ‘Warshall. (EL lector que

. desconozca dicho algoritmo puede remitirse a CPS,19821).

81 N’ no contiene ndq circuitos negativos, se fiﬁaliza‘con el
flujo 6ptino’f.en la red N. En caso contrario, heq‘, C’ el
circuito neghtivb en N'(f), la parte iterativa del AP-D procede a
réalizar los cambios pertinentes en la red N, hnafa'encontrar‘el,

'nhevo flujo £+f del mismo valor pero de nenbr costo. - E1 proceso
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para realizar los cambios es el siguiente: ~

Sea 8= min { b(1,j) # (i,j) € C 3 (2.3.16) )

Bl
8 representa el mAxind flujo permitido en el circuito c’
de N'. ‘

Con esta informacidn, un flujo de 8 unidades puede "viajar” a
través de N o l ; de donde un flujo f del mismo nimero de
unidades circula a‘tr;Vél»del ciclo = C en ﬁ: asociado a
éste. Se ha obtenido una circdlacibn f de coﬁto negativb. De
»dita forma, se detetﬁin& un nuevo flujo £+f en‘N del mismo ‘ﬁaiOt

‘pero con un decremento en costo.’

Es'en base al nuevo fiujo (f+f) gue se forla la nueva red

increnental Yy se repite el ptoceso hasta que no existan circuicoq_ o

neqativos en N‘ Por ultiwmo, resulta indicado. co-entar que unn’

' vez encontrudo el flujo de valor v(O), la opcion 1 lantiene '

R tqccibilidad hnsta enconttar la aoluciOn Optiln.

RESUMEN DEL, AP-D, opcrou 1
11 INICIO

Uaa el algoritmo de flujo mAximo de Ford y Fulkerson

para encontrar un flujo f de valor v(0).
Se encuentra-gi'flujéﬂde valor_v(O)'?
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1.1] 81. Ve a 2].

1.23 No. El problema es infactible. Fih.‘
2JYD15eﬂa la red incremental N’ asociada al flujo f.

" Existen circuitos negativos en N'(f) ?

2:13 St. Sea cr " aicho circuito.

Calcula @ (ver 2.3.16). Aumenta flujo sobre’ ~ C

Regrean'a 2]

2,23 No. El flujo f es éptimo. Fin.

OPCION 2.55ALGORITHO ACUHUDATIVO

Coﬁo_ae indica al inicio de esta subseccién, 'Ia '6pc16n 2
_cons;ste ‘en aplicaf el AP-D al problema de flujo a costo ninilp,
'consideran&p“egte problema como un primal (P). De esta forna,.sg
-fgduciria. el tt@bajo def,mhnejit el vector costo. Esto se
.cbﬁplicaf dado que, por ejemplo, se. debiepn tratar con.;el

correspondiente dual (D) para encontrar las columnas admisibles.
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Es por tanto conveniente colocar el problema original en-

términos ligeramente diferentes: primeramente, se introduce el

valor del flujo v como una variable explicita del problema. Mgnwi

segundo lugar, en vez de minimizar la funcién c’f, -se maximiza-

pv-c’'f, donde p puede pensarse como un parémetro ~que
consecutivamente asume valores 0,1,2,... . (El1 lector
interesado puede remitirse a [FF,19623, donde ée precsenta el
deaqrrollo‘ completo). De esta formﬁ, se obtiene una sucesién de
flujos de valor créciente, c/uno de costo minimo. El efecto
total de este deﬂatrbllo es obtener un alqoriflp que evite al

- dual (D).
" El fundamento de dicho algoritmo V1ene;dqdo por el siguiente

TEOREMA 2.5 | | |

Sea £(1) un flujo optimo de valor v ‘en un
problesa de flujo a costo minimc.

" Sea £(2) un flujo de valor 6 a lo urgo de
la s-t cadena aumentante, P, inducida por un

- 8-t camino de costo minimo, P', en N’ (f(1)).
Entonces, £(1) + £(2) es un flujo 6ptimo de
valor v + O.

. DEMOSTRACION:

- 2-65




Si £(1) + £(2) no es un flujo é6ptimo de valor v+8, entonces, del
teorema anterior, existe un circuito de costo negativo C~/ '

en la red incremental N'Cf(l) + £(2)].

Ahora, debido a que el flujo de valor v era dptimo, N‘(f(l)).'”
no contenia circuitos negativos. Luego, el circuito aparecié en

la red incremental cuando el flujo incrementéd de valor.

Obsérvese que el flujo £(1) + £(2) se diferencia £(1), sélo en
aquelloi arcos que forman la cadena. aunehtante P en N,

correspondiente al caninoiP‘ en N'(f(1)).
Sea A(P)={ (1,3) / (1,3) eP} - v(2.3.17)

Entonces,val construir la red incremental asociado al flujo

£(1) + £(2), N'Cf(1)+£(2)], se tiene que:
-] Para cadn‘ (1,3) . € A(P) sus arcos fasociados _en
N'CE(1) + £(23) son idénticos a los arcos asociados en N'(f(1)).
-1 Para cada - (1,J) € A(P) sus arcos  asociados en

N'CE£(1) + £(2)1 son diferentes a loa arcos asoclados en N'(f(l)).

Luego, C’ tiene un arco e=(i,j) de costo -c
correspondiente a un arco (j,i)'-dé'P{, como se muestra en la

siguiente figura:
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CAMIND P/

r r r rr
R e T A T L I
b S

r oy Sy ’y vy

0

\ - CIRCUITO G/ -

0~ )

EIG. 2.XXIT. VISUALIZACION DEL CAMINO P’ Y EL
CIRCUITO C/

Ahora bién, remplace el arco (§,1) en P’, bor C’ -(e) y

1l4mese P" a este nuevo danino de s a t. Néotese que:

-c + (costo del resto de C‘ )acostode C’ ¢ 0
- de donde * ‘ ' -

costo del resto de C‘ (¢ c.

Luego, en N‘(£(1)), P’ no es el camino de costo minimo de 5 a
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A partir de este teorema, se pueden ir acumulando 1los flujosf

optimos paso por paso tras agregar flujo a lo largo de s-,tl;;:;;,_

caminos de costo minimo en N’. El proceso de busqueda de s-t .

NI
g h

caminos mads cortos nos lleva a 2 casos:

Caso 11 Se encuentra un caamino de costo minimo P’ en N‘.
L\ieqo, una cadena aumentante P en N y se aumenta el

flujo a través de P hasta que:

) fl.lJ*El 11\_110 alcanza el valor v(0), en cuyo caso
: se finaliza.
6 .
1 2] Alquno do los arcos se utuu 6 se vncia, en

Cuyo caso se rop:lte e1 proceso de hﬂaquedn

Cuo 2] llo existe un camino entre syt y el problen no

eiono lolucion.

El 1nvut1gnr cninou de costo linilo de s.a t en H' lo;quﬂr:‘ule‘ S

A busclr “rutas u-t nids cortn. Luoqo, s puode hphntar y

. alqoru:lo que resuelva dicho problau. ulplelente obsérvese que,
nlqunos lrcos en N’ pueden tener costo neqativo yel nlqoritno
. {de. tutu -n cortu) debo enfrentar este problen. Un hecho
nqudahlc, es que nielpre se tiene, en cullquier etapa, un tlujo '
‘Optiuo' de algdn valor f < v(0), 1lueqgo, por el teorema de la
opecién 1, no iuy circuitqn_ de costo negat’ivo en N'. |
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Finalmente, se puede mencionar que ambos algoritmos pueden ser .
combinados para ‘resolver el mismo problema, en lo que sigue no!iQ

referiremos a dicha metologia como OPCION 1 + OPCION 2. La idea!

de este procedimiento es muy sencilla y consta de un paso inicial
y dos fases c/u de ellas correspondiendo respectivamente a las

opcionén lya2a.
Los detalles de 1a metodologia OPCION 1 + OPCION 2 se -
presentan a continuacién: ' :

" OPCION 1 + OPCION 2

;,1 INICIOl Sel £ = (f(1 j)) un flujo factible de valor v V(O).'

dde v(O) es el vnlor deseado.

' 2. FASE 1: Apliquese el procediniento de la opcién" 1, hint§k 

conutruir el flujo oéptimo de vnlor v.

. ;

S wawio)?

2.1 Si. Haz obtenido el fl@jq bptiloAbﬂe icoqtq o

' -1n1mo. ‘Fin.
2.2 No. Vea3d - .

o 3 FASE 2: Apiiqueae el procedimienté‘f de la opcién 2 en -

donde se resuelve un problena de ‘rutas mas cortas
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!jespecto a los costos en N’,

‘Existe la ruta mds corta.entre sy t ?

3.13 8i. Incremente él valor del flujo a 1lo.
largo de 1la cadena aumentante de N én
9 = min €§ ,v(0)-v 3}, dde § es el wmaximo
incremento peraitido en la cadena.

'Sea £’ el nuevo flujo de valor v+9.

v+ 0 ay(0) ?

"43.1;1:‘31,,21‘11ujg f' es éptimo. Fin.

»'"‘,3.1,2‘1 No. Rep:lto. 01 procedinunto con el ;
E nucvo t:l.ujo £ Ve a 3]. L

H 3;2];!0-. ‘Bl 'brobleu es infactible. No hay fiujo ; ‘
: de valor v(0). Fin. ' ‘
' Aht.u de finalizar 1a preaehte subseccion, es convdnibnte

B coaenur la aplicecion de cualquieu de lou procedinientos

bR qucritos en la red de la. fig. 2.X.




Es claro que si bién el problema queda resuelto tras la-'&'”
aplicaciéon de 1los procedimientos estudiados, la carga extra del@nxé

modelo 2.X convierte su aplicaciéon en una tarea poco atractiva. 7C

DRI
[

Veamos: , ) S

S1 K representa .el nimero de segmentos usados © en la
aproximacién 1lineal de las funciones componentes de dosto (K>1).
El proceso que lleva de la red con nultigrdfica‘aaocinda‘ 2.IX a
. la red' con grafica asociada 2.X, 1np11ca la aparicién en el
;‘problenl de flujo a costo minimo de ‘hasta K(IGB) nuevas variables

(una ~por cada arco construido) y (K-1)168 nuevas rostriccioneq;_
(unn por cada nodo del conjunto I(k). k-2,...,K). Luego. 19:
alqoritnos e-plendol en las diferontes dpcioheb' verdn‘
vincrelentadoa sus tielpos de ejecuciOn ‘en. perjuicio de los -
requoriaientoa de tiempo dados para la so;uciOn ‘del problela; a
'pattit ’de este udlento, resulta :alentédot 'prciéntar3 _una
letodologia que resunlva el prohlela en el lodolo prosentndo por - -
1¢ fiq. 2 Ix(' o ‘lu untloqo como . problena del ‘transporte
cupncitndo. Euto es, reuolver nuentro proble-n en  una.
nultiqrafica nejor que en su qr&tic& lsociada, nhorrlndo 1. carga
extra que representa la 1ntroducc16n de nuevos arcos y nodoa. El
,trahajo desarrollado en las siquientes paginna persique esta

idea.
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2.3.3 EL AP-D- Y EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE. ALGORITMO .
‘ ALFABETA. -

‘ HIRSHO R
Como un primer acercamiento a la solucién del problema deL'ﬂ‘Vf

NARFETI-]

transporte capacitado (ver fig. 2.V1.b) por medio del AP- D,
- resulta de interés 1la aplicacién de esta metodologia en el

problema del transporte.

El‘brobleun del transporte (PT), ei un caso eipecial de
: proble.as ‘de tlujo a costo -tnino y esta Iotivado por la

niguiente circunstancia:

ConsidOrene n oriqenea. donde el origen 1 tiene una otertn de
o(1l) unidaden de un cierto articulo. Adel&:, estdn locnlizldol
'_ destinos, donde el deatino j denanda a untdldes del nrticulo..
Supbnqase que o(i), d(j) b 0. Asociado con‘clnrco del origen 1:
al deatinq;j,‘§1,j), sq‘tlene ‘un Costo ‘unitario, c(i j), por
ttnnspdrfe; '“Ei problena consiste en deterninnr el ptogranc de
" envios factible de los origenes a los destinou ‘que l;nin;ce el"

‘ costo-totgl del transporte. En forma mis precisa:

Dados m, n € N .,
ofertas en los origenes o(1) € .- R’ (i=1,...,m),
demandas terminales d(j) € = R’

‘jll'..'v-,n)‘ y ’

- costos. unitarios ‘c(i,j) vi, Vvj.

‘¥ 72;72 fi-ﬁ'l1 o ‘,A;{ ;-,,’ .




Sea £(1,)) las unidades del bien que se transportan del origen’

i al destino J.

El modelo de programacién 1lineal para el problema del

transporte es:

Min 2 = Z ct1,9) £(4,9)
1.3
- 8.C.
‘  , n. B -
o z £04,9) = o) ts=l,....m  (_2.3 .‘19)” .
S 4ot . ’ - . .

EY : S ,
e z £(1,9) = a(§) 3=l,0..n (2.3.19)
T L | , | S
N2

n.

" donde Z o(4) -z algy S q2.3.20)

i=1 - 3=l

. Obsérvese  que (PT) se pudo haber ~ formulado con 1las
3 déslgunldn@el' ' Ll o '

| Z £01,9) o) . isl,..m  (2.3.21)
- 9l ) -
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m
2:'f(1,j) 2 a J=l,..iyn (2.3.22)
1'1 L

expresando el hecho que o(i) estd disponible como oferta y d(jf'

s una delaﬁda que debe aer’satisfechn.

Las igualdades (2.3.18),...,(2.3.20) pueden ser usadas sin
perdidn-_de generalidad, dado que siempre se puede intrdducir un

destino ficticio (n+l) con demanda y costo 19uiles a:

n n |
din+1) -Z o(1) -'Z a |

' =y g '5, (2.3.23)
Ce(dmil) 50 i=1,...,m :

Este dostino dxtra conaulitl‘el exce:o_de_ofertu (IJUI1dO 1n0

'"'negltivo) sin costo alquno. ﬂ6teae que su tdnfiohnliohtd”dépende

:{de 1. nuponicién cli,§) 1 () Vi, Vi, pues en caao contrnrio ‘su
1ntroduccion puede conducir a errores.

Co-o nuestrn, _considérese el siguiente ejelplo expresndo en

" forma de desigunldaden.
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Min -20(1,1) + (-4)£(2,1)
s8.C.
LD <3

£02,1) ¢ 2

f(1,1) + £(2,1) ) 4
£(4,9) 2 0

(P)

 Evaluando en los puntos ezcke-os (2'2)L 13,2) y 05,15 de la-
‘regién de soluciones tnctihles (ver fig._ 2.*iv;.se tienéi :
(2,2) ====) (-2)2 + (-4)2 = -12 S

(3,2) ====> (-2)3 + (-4)2 = -14

 (3,1) -—==) (=2)3 + (-4)1 = -10 _

‘luego, £« (3,2) es 1a solucitn optisa a (P).

£(2,1) A ‘
- .
4% 1
0
3 ‘lf \\\,' oy
: /
2+“"'**qft-
i §¥
14

|
_.---+---+---l--- ~--+-----> 101,1)
I 1 2 3 & 5

FiG._ .XIV: ILUSTRACION DEL ESPACIO DE SOLUCIONES
DEL PROBLEHA 113 RER

Ahora 1ntrodu2¢amus el destino artificial,

1 2-15




€3l C-41
v’ '2 |
1, "'“> ’ 1 ’

LA 4

FIG. 2.XV INTRODUCCION DEL DESTINO ARTIFICIAL.
“En este caso, el problema (P') se Q:presarln‘cojoiv

Min  -2£(1,1) + (-4)£(2,1)
s.c. ‘  S
Tt etan o a
. _ £2,1) + £(2,2)
T sty .
g s 122

PR S £, 2o S e
' kj ohndrveno cono io: vllores optimos de lal vnrlnblel f(l,ii;f

©£(2,1) en'el problenl (P) o

(P’)

*"H‘ ~ N W

1(1,1) = 3, f_(z,l) =2

no forlln.unn lclucibn en (P').

~ Por otra parte, 81 oti)=l vi e "tl,...,-) vy P
V) € (1,...,n),‘ e1 proble-a del ‘transporte se denonina probleln
de Asignllicnto. De hocho, cunndo el AP—D se Aplica a (PT),__se |
veqqp '“en pouicidn de 1nvert1r la historin pues. el "HOtOCO"
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Hingaro® de Kuhn para el problema de asignamiento fue els

precursor del algoritmo primal-dual" CP3,1982) pag. 144.

EL AP-D Y EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE:

Al aplicar el AP-D al problema del transporte, la idea serd
reducir las conpliclctdnas del vector costo en (PT) y emimr su
dunl. (D), explicitalmnte, lAs bién que eludirlo como se hizo en

la uubnccidn mterior. Priuc:nente se phntu el prohleu (D).

St asoc:luos vnriablea u(i), 33 al qrupo de restriccionu

(2.3. 18) 4 (2 3. 19) respoctivmnt:c, se tiene:

‘Max w = 29«1) (i) + zdm  TET I
: S 1.1 o §=1

a(1)¢3(j)1cu N,V
_aL!;J. HP o s o

lo se requiete luclu 1uqimc10n pau encontur una -i'qlucibh‘ )

f inlcul factible a (D). Por ejelploz

(1150, J'm . ain'tc\u.m @34

't;o, ai}quiantio!",",',es determinar el ‘conjuntq, de 1cquinu

“admisibles.
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'Sea IJ el conjunto de columnas admisibles, cuyos elementos son’ i

indices de variables descritos por pares (i,j) para los cuales 1la®
igualdad es alcanzada en (D).

f.e. 1T = € (1,9) /oL(1)+3(§) = c(4,7) 3 (2.3.25)

" Luego, el primal restringido (PR) est4 definido por:

n n nén

Min E}-z";u.a) +z x(m+j,a) = z x(i,a)
| =1 . el a1
. m.e. |
z £01,1) + x(1,a) = o(d)  4=l,...,m
o e ot rese
z £(1,) + x(nef,a) = 4(5) I=l,e..n
o |

| vt“,‘("i,;ll‘)l; 20 st (1, € 13

£(1,) =0 s (LD EW

2(1,0) 2 0 VL @ (1,....,m,m¢1,..., 40}
donde x(1,a) - (1-'1,....l'+‘.n)b representan ' las '.‘:’,variabiéq'
nrtiffcinlel, ' - T A ‘ ,,

_” ‘2_7a‘u 




Ahora bién, reescribiendo 1a f. o. £ se tiene:;

. s n : v _rl '
£ =z o(i) +z dei) - 2 z £(1,9) BN 5 B 26) it
. . . . : |.U:

S 1) | J=1 (i,j)€17
de donde

Min £ (==) Haxz‘f(i.j)

(1,617  is1 . 4=l

IREPRIL-) ¢ S R R
| | n n o R
‘ | o
£ 20 (> Zf(i.j) = 29‘“ -Z acj) =
C . ' T

De (2’3“27), se .deduce que el"proble-a (PR)'es OQQIVCIOhte'>11 
. de lnxiliznr flujo sobre 10s arcoa Idlilihlel.‘ Aﬂn lA-, 1;
_lolucion 6ptila se loqta cuando el tlujo aobre 10- nrcos
adliliblea ‘tiene  un valor 1gull a la suma de lll otertn- on los?

"origunel.

Por 1o tanto, se puede reescribir (PR) sin las variables
artificiales pero.. con desigualhndes en las restricciones. '

Denolinelbgqur (PR’) a éate'nuevo proble-a. Se tiene:
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Max z £(1,3)
(1,7)613

8.C»

' ji £(1,9) € ofi) 1i=1,...,m
(PR’)
] ;

z f(i;j) £aey j=1,...,n
i
| £fi,3) 2 0 1,3y e 1y
£(1,3) =0 (1,3) € 13

' (PR') es un probleu de nujo ‘miximo para la red N(1J) de la'
~“siguiente fiquu, en donde se ha creado un nodo auperorigen sy
“ un nodo nuper doltino ts _un arco de s a c/u de los m origenes

con cnpacidud o(i1); un arco de cl..u de los n destziﬁos a t con

upla‘cidu‘l: ag. Fimluntd,v se colocard un arco del origen 1 al
‘destino § i y s6lo sl (1,3) € IJ, dicho arco tendrd capacidad
intinita. E:l'tdi_o;ugu‘n q‘ue‘ £(i,9 pu:edo“- '-"  inyor qﬁy 'ccjsro‘
solamente cuando (1,9 € 13, o ' |
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(capacidad)

ae

ﬂgum 2.x:Red mocndo a un problema de flup moxnmo oqmvohm‘ |
] prommo pnmol mmngldo de un(P'r) los orcoo de

eapocadud mmm comspmdm ] mdleu oamubln on el dual



1]

El AP-D procederd de la siguiene forma:

Considera una solucién dual factible (o, 3, v.gr,

(2.3.24).

2]

4

5],

Determina IJ.
Construye la red asociada N(IJ).‘ Ver fig. 2.XVI.
En N(IJ) teiuelve un problema de .f lujo midximo.

Sea v el valor de dicho flujo.
o n |
‘Luego, v ¢ zou)
- 1e1
. n
vl ot 2
Lo

' ‘.4.2Jvllo.‘ Hemos obtenido el programa de envios que

mininiza el contd total del transporte. Fin.

Mejora la solucién dual factible (x, J), con la solucién
éptima del dual del primal restringido, (DPR), digamos
(%, ;,_ 8e regresa a 21. '
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En 1o que sigue, se abundard en la mecdnica de 5]. Luego, se

b,
Y

requiere conocimiento de algunos resultados sobre flujos mAximosfflm,

cortaduras minimas y el AFF. El lector que desconozca estOSJUJ:’
resultados puede dirigirse a L[FF,1962]1, (La,19761. También, se: i\ .
necesita alguna terminologia para discutir la aplicacion del AFF

en (PR'). Esta se presenta a continuacién:

Cuando se encuentre una cadena aumentante s-t después de la
aplicacion del AFF en la red N(IJ) asociada a (PR‘), se dird que
estamos en PENETRACION (en ingles, Breakthrouqh). En . caso
contrario, cuando se logre la optinalidad,en N(IJ), na‘dird‘éue

- estamos en MO PENETRACION (en inglés Nonhregkthr@hgh). o |

Ademis en no penetracién, sea

* o o R
I=(1/ origen 1 estd etiquetado } (2.3.23)

J = ( J/ destino j estd etiquetado } '(2.3.29) -
Se esta entonbcs, en condicionél de proponér una solucién th;il
al dual de (PR), (DPR). | |

- TEOREMA 2.6: En no penetracitn, una solucion optima al
problema (DPR) estd dada por: '
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*
- l, 81161
ol(1) =«

| A
-1, si1 e I

(2.3.30)
| *
1-1, s1 jeJ

P =<
X

il,ujca
Prueba: ‘A‘ partir de (PR), por inspeccién se escribe (DPR) -
n ‘ . n .
Mux:E:,o(iiotti) + E: a9
1§1 ‘ =1
‘s.c. '
(1) + JJ) ¢ O (1,j) €1
o (g BV SR
O ap e
&), I s.r.s. -

" (DPR)

Ahon,» bién, se puede mostrar éue: '

13 (%,3) es una solucién (DPR)-factible.

21. El costo de ( &(,3) es optimo en (DPR).

Los detalles se pueden encontrar en el apéndice 1.
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Como mencionamos anteriormente, si [ =0 en no penetracién, se

ha alcanzado una solucidn Optima a nuestro problema original con

un flujo de valor : Gk

£(1,9) J-z ou)'=z a§)
(2.3.31)
(1,9)e13 n j

LRt

Por otra parte, si § >0 se tienen 2 casos en AP-D

126(1) + () €0 V(i,) € 1T

) - . (2.3.32)
22a(4) + 3(§) >0 p.a. (1,0 € 1T , ~

El caso 11 implica que el problé-a original, (PT), no tiene
solucién, lo cual es imposible debido a que la fo:ihldgibn del
_ problema (PT) siempre tiene una solucién factible. Por lo tanto,

el anico caso posible es 2] y se procede a.cqléuiar e(l1).

A pnftit del teorema 2.2, siiplelente qbaervelgz

; ‘ , g
€, (L, NETT, o(1)1+3(1120) = €(1,§)/1€1,7€T }  (2.3.33)

de donde, -

- o -4

J : |

| etd, §) - (otD+HH Y |

0(1) = Min <' ‘ 2 '> " (2.3.34)
" Min :
1€1 | N
k|- 1
j&J  +- ) ‘ -+
A .k

7.a nueva solucién dual JI= (L, 3 ) obtenida es:
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| ]
* jor(i) + (1) i€
® (1) =< (2.3.35)
| *
|ot(1) - 8(1) 41¢ I
| A
~ | 3($) - (1) €T
I E PR (2.3.36)

| Tk
I M3 +08(l)y Jeyd

De‘ esta forma se completa la mecdnica ('le 5]. Observe que:

11' Como era de esperarse, ningan arco qué lleve flujo en la
tenimcién del algoritmo puede hacerse inadmisible en la
'siguiente iteracién, asi como ninguna columna ‘bisica puede

‘ ‘ébnvditiru inadmisible eﬁ el desarrollo general del AP-D.

21 El punto 11 permite -conhinunr el etiguetado del AFF a partir

del (i\;jo que fue 6ptiwo en la Ant‘e:;.:l.br no penetucmn; .
3) . Finalmente, se alcanza un flujo l‘lilo de valor ) ol 1)
'Es asi como 1la ‘aplicacién del AP-D en ‘el problema dql

t;ém_lporte, ha producido' un algoritmo n'petcnnndo,- llanémosle .

algoritmo alfabeta.

L
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1)
2)
3)

4)

5

ESQUFMA DEL ALGCRITMO ALFABETA

SeaAII=(aL,J) una solucién dual factible.
Determina I7.

Construye la reﬁiasociada N(IJ); v;r fiq. Z.XVI.
Resuelve el prqbiem’a de flujo"ml‘xi‘lo en N(IJ).

Sea v el valor del flujo optimo.

4.138i v = f o(1). Alto, se obtiene la solucién J

~ 6ptima de (PT).

4.218L v ¢ I o(i), ve a 5.
LSRRIy T o

Haz lo'aiguientes

L] &

.“5 1] Ehcuentra I ’ J . :
.21 Calcula 6(1). Ver ecuacion (2.3. 34).“_ g
5.33 Actualiza 0. Ver (2.3.35), (2.3.36).
‘5.47 Regresn a 21.

Es conveniente sefialar como - el algoritmo alfabeta ha

transferido al problema original,(PT), en subproblgias de flujo

- mdximo. De esta forma, el AFF se convierte en el eje principal

-oara la sniucibn de (PT). 'Lueqo, las conplicicidnes en el manejo

del vector de costo han sido plvida&hs mediante el uso del AP-D.
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Un par de resultados utiles sobre el algoritmo alfabeta se;
enuncian a continuacion, a - través de dos teoremas ‘cuyiéf"’;:x:

demostracion se delega al apéndice 1. . S

2.3.3.1 u.dunos RESULTADOS UTILES e ALGORITHO ALFABETA - “

Duunte e1 duarrollo aiquiente, debera suponerse que of 1),

d.(j), c(i, j) son enteros o equivalentelente uciomlec. -

"El pr:l-er teoren encuontu una cota sohre el m’ncro total de g
6peucionu de penetucibn y no pcnetucién requeridn parn S
‘ruolver un (P'.l') que depende de- h oferta {o deumu tonlu)
del tnaﬂo del probleu.

m _ntmero ll:uo d. opoue:l.onu do mtuc“n y ,no. ponotucton f i.'

quo mnu 01 clqoru:lo .umu puu obtmr 1. lolucion Optmf.]..‘
de (PT) .lllOl‘l.‘. '

o Z (1) + ( Z'ou)'- 1) (ain(m,n) + 1) (2.3.37)
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El segundo teorema nos l?rinda una manera de verificar el valo‘rt-z”"l

del flujo maximo en (FR'). - i

TEORBMA 2.8

En No penetracion dentro de (PR’)
) ofl) + a(j) = ‘ £(1,3) o o .€2.3.38)
1, 1,40 =]t
ier - ng - (1,3)e1y ' ‘

2.3.4'{ 'i'nmss'omzou na, WAGNER -

Relultu evldente que el prohleu del tunsporte u un cno'
espccul del probleu de t 'lujo a costo -inilo ( precunente de E
" valor zo(i) = {d(j)). s:llplnente:

11 ‘Se Aqreéa 'un hodp super origen s y un nbdo super deit;no t.

2] S8e nqregan’.arc'ol (s,i) con capacidad ofi) y costo gero.
Vi€ (l,...,m). ' '
' 3] Se agregan arcos . t3,t) con cabucidad ah y ‘costo - _ce!;o
Vi€ fl,....n}. ‘ ‘




Tev

" liLo realmente sorprendente es que el problema de flujo a

costo minimo es caso especial del problema del t;ansportolii &
Esto es, dado un caso de problema de flujo a costo' minimo'* se: -
puede construir un caso de problema de transporte que tenga ld v

_misma solucién.

De esta formsa, a partir del problema asociado a la gridfica de
- la fig. 2.X se puede disefiar unigaso del_pobleua'del‘tranuporte
que de la uoluéibn,de nuestro problema y resolverlo, por ejénplog

a través del nlqorit-o‘nlfahetn.
La hérralionta_que nochuxilié'eh este cambio de-proble-as ‘es
predisllente"ln trnn.foi.aQiOn de Haqngf;l Veanos: ‘
. Dado un ccso de problenl de flujo a couto -inino en una red N’

,gon‘ grdfica asocindn G-(V,A),‘ 86 debort construir un: caso del

prbbleln dol trlnsporte cde. ,ncuqrdo ;»a" 1a “E aiqu;gnte[

Y CAP!CIDRD INFINITA - :
ARCO (1j,1) CON.COSTO CERO -
\ & CAPACID&D INFINITA

OFERTA b(4,3) AL.ORIGEN 11

corrolpondencil"'
li.l)‘ D
FLUJO A COSTO HININO ;i Tnnusponmn‘ |
' .
ARCO (1,1) | ORIGEN 13
. A
NODO t I DESTIN 1
“coSTO c(1,3) | ‘ARCO (11,1) CoN CoBTO e(1, j)
RO - Bl :
-
o
|
l

~ CAPACIDAD b(i,§) -
Pd?l,'éapeciticaq\ﬂlas Qeaanﬁno,“pringtqiente 'nccesitagps la
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notacidén -

b(i,V) = z b1, vViev ' - (2.3.39)
§1(1,91€A

dde A es el conjuﬁfo de arcos en la red N del problema de flujo a
costo minimo. El segundo miesbro de 1a ecuacién (2.3.39)
representa la capacidad “exterior” total del nodo 1. De esta

forth, la dénandn en el destino 1 es

b(1,V) - vi0) 1=8 :
b(1,V) + w(0) 12t [ (23400
(i, v . 1¥ st S

la cqnatruccibn‘se muestra en la bgguientg fiqura:‘ffb._ 5:j~
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ELS

origenes sestinos

E(b(i,V) {£v{0) d 0))]
Cb(i, i)

. COS—‘-Q 0 >y'l'l
’ [J

v 1] - '
o ~0sig 0
C(f,J) EMb(),V) (£v0) ¢ 0))]
>, ~

F16. 2.XVII. EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CONSTRUIDO ~
A PARTIR D UN PROSLEWA.DE ELUJO A COSTD HININD

-' 515f§ro51dln dol trinqpbtte construido se plunten‘ . cOmo

'encontiA; un fiujo t(ij}k) 3
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: Minz 013, $)e(11,4)

[N

£(1§,9)+£(i4,1) = b(1,§) (2.3.41)

"(la oferta en el origen ij es usada completamente)

[ ‘b(1,V)-v(0), a8
. | , ,
}E(f(ij,i) + £034,1)) = ¢ Db(4,V)+v(0), 1t (2.3.42)
i
j - | B(1,V), 1 4 8,t

(la ‘dennda en el destino 1 es satisfecha) |

Cf(dd,k) 20 vi,i,k (2.3.43)

: ,Obsblervese en el planteamiento que la oferta total es igqual a ...

‘la demanda total.

‘Se presenta a continuacién el resultado d_ﬁeado:

El caso original del problema de flujo a costo minimo y el caso
comtm:ldo del prodblema del transporte son cquivnlgntpl ‘en el
sentido que un flujo factible en cun_luquiou de ellos

correipondo a un flujo factible en el otro coh el mismo costo.

Démoatraci@n:

\

1) Sea f(1,3) uha solucién factible al caso del problema de flujo

a costo minimo, Enton-cea,. -en el cué' del prbblnq d'el‘
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transporte, considérese

£(14,9) = £(1,9) 2 0 ‘ (2.3.44)
‘£(1§,1) = bli,§)-£(1i,9) > 0 ' (2.3.45)

El par de asignaciones anteriores satisface claramente

(2.3.41). Para (2.3.42) substituyamos

}E ( £(13,4) + £(1,4) ) = }E ( Eb(4,9)-£(4, T + LEC§,1)T )
-Zbud)+2(fuﬂhﬂLﬂ)
b | ]
y por. (2.3.39) B W
e . | b(i,V)-v(O). 1--
' .
= b(i.V)-4-§E (£44, 1)-1(1 j)) "< b(i,V)+v(0). 1-: ,
_ ‘ |
3 R | b(i.V).Aiin,t

luogo la uiqmctdn propuuu on (2.3. 44), (2 3. 45) foru una -
solucidn flctihle en el caso’ conltruido dcl (P'r). v

,2) Su't(ij,k) una solucion uctibl.e en ‘el caso del' (PT).
£(1j,k) es diterent:e de cero. aolnento cuando k=i ¢ k=§. En el

caso oriqiml del prohleu de flujo a costo -hu.-o, conudérese:
£04,9) = £019,9) L (z.a.cs)
De (2.3.41), 0 < £(1,9) < (L)

»
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Bajo esta asignacién, en el caso del problema de {lujo a costo

ninimo se tienes

viev
z £04,9) _-Z:ﬁj,i) ;2_ £015,9) +z £094,4)
3 R 1 . :
De (2.3.41)

,=2 B(L, ) -£(13,1) +z £031,1)
' 1
=Z b1, 9) —.z'( £019,0) + £038,4) )
Por (2.3.39) ,‘ o SR
o - BUL,V) - Z(v (019, 048058,4) )
Por (2.3.42) » C ‘
+ L o ] vy, i=s i
s G vor, s ¢
o, 1emt

‘;1uego, lnvasiqnuéion propuesta en (2.3.46} forma unn"soluciOn

factible al caso original del problema dq flujo a costo minimo.

'3) Es (f6c11 probar que Jos coatosvvde los flujos  que

‘corrésponden a las ecuaciones (2.3.44) y (2.3.47) son iguales én

sus respectivos problemas.
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Entonces el teorema gqueda demostrado.

Desde un punto de vista matemdtico, la importancia del

resultado anterior es evidente, pues:

11

23

Permite plantear cualquier problema de flujo a costo minimo
en  un equivalente problema de transporte. De aqui, dirige
nuestra atencion s6lo a problemas de flujo en graficas

bihartitas.

La dificultad existente en‘résolver un problema de flujo a
,éo;to minimo, ver subseccion 2.3.2 (encontrar circuitos de
costo negativo en la red 1nérementa1, étc.); queda reducida
‘ai planteéf el ptoblela del tranppotfe. De hecho con el
alQorifno ilfabeta, cuyo éje es una,rﬁtina de flujo maximo,
el  problema de flujo a cosﬁo rinimo se traduce en gncontrari
ca4enas aunéntantes de hn_suﬁernodo,s_al otro ‘supernogd t.
Supohiendo que a(i).’ifj)-o di,j) son enteros o racionales se
tiehe Eompleta certeza de quevel algoritno alfabeta dard ‘eﬁ
un numero finito de iteraciones (ver 2.3.37) la solucién

optima del problema del transporte y por (2.3}46) la solucién

-~ éoptima de nuestro probienu de flujo a costo minimo.
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Sin embargo, dado el problema que se desea resolver y 8sus’

requerimientos de tiempo asociados. Al aplicar la transformacién ... .

de Wagner en la red de la fig. 2.X, uno se enfrentaria a un’.

problema del transporte cuya carga computacional es todaviavmaswv~“

grande que la del probiema que lo genera. De tal manera, que ho

se justifica la aplicacién del resultado anterior.

Simplemente, considérese un problema de flujo a costo minimo
con G= (V,A) la grafica asociada a una red N y {Vian, |A|=nm.
Entonces, su correspondiente .probléua.‘del transporte, tendrd

asociada una grdfica bipartita G’ = (V(1), V(2), A’) donde

V| = |u,‘=‘u, IV(2)| = |V| =n, |A’| = 2]A| =2m
luego, existirdn m+n vértices y 2m arcos. Y:hna>,oferta demanda
en en los vérﬁices por un total de |

Z b(1,3) unidades
(4,1)€A .

5up0niéndo un  horizonte de planeacioén vde le8 inter;alou:
horarios f un numero de 13'p1anta$, el lectér éuede realizar los
'gdlculos y tener una idea de la magnitud que'adquiere el problema
al usar la red de la fig. 2.X seguida de la transformacidn de

Wagner.

Queda entonces descartado el uso de esta alternativa  en 1la

solucién de nuestro problema.
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- '2.3.5 OTRAS ALTERNATIVAS PRIMALES - DUALES -

A partir de 1los logros obtenidos en las subsecciones
precedglntes, resulta’ dle interés proseqguir el estudio de otras
metodologias primales - duales que permitan enfrentar nuestro

problema de una manera mds eficiente.

Bajo est‘n perspectiva, la v:ldea de 1los p‘rOxinqs dea_arrolloa
serd trabajar . éon la -ultigufica' asociada a nuestro problema,
v.gr. fig. 2. Ix, mas bién que su qunca, v.gr. fig. 2.X.
esta lilneu:, uun nhorudos el unejo de unn buena cantidad de

arcos -y nodos con su consabida econo-u en .tiempos de CPU 'y

E espacio en lelol"_h durante 1la ilplmuéim en 'édlpunddu de

dichos desarrollos. ' Los cnpit't_.ll"op 3y 4 vi;!ol presente ﬁimjo
renliim " esta "hbor, presentando cada uno de ellos una

letodoloqu dilttnta.

Mi, 01 cupitulo 3 eltudin, blndo en el éxito del AP-D en 01

.prohlm dol tnnlporto. la. llplnntacicm dcl AP-D en el prohleu_
: del tnmporte cnpncindo. El-utodo descru:o supone que _una
‘aproximacién lineal a la !uncion'dp costo ha sido realizada.’

A su vu el .cupu.ulo 4 nos 1ntroduce en el algoritmo: Out . of

: Kilter, AOOK, el cull n una herrnientn gcneral pln la. solucion '

| . de prohle-u de flujo rost.ri.nq:ldo a conto winimo. Al 1qun1 que

1; letodoloqh cxpuutn en el cnpitulo 3, el deurrono del

cupitulo 4 supono quc una Aproxinc:lon unnl a la func:l.én de

- costo M udo unliudn.
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2.4 SOLUCION POR UN METODO HEURISTICO

El objetivo de esta seccion no es proveer la receta qeneral o

Gt u

para’ la construccién de métodos heuristicos en nuestro problenn’
original, ver (2.2.0),...,(2.2.3). Mis bien, el objetivo es.
expresar algunas ideas baAsicas de porqu@ escoger unﬁ solucién
.heuristica,‘lencionar algunas particularidades propias en 1la
estructura del problema y como conhinarlgs'pnrn obtener una buena
solucion, discutir una ‘“medida apropiada” féuy ﬁbl pernita
calificar.la calidad del heuriot;co, y'conintlr 1os renuitadcs de

su I-plnntacIOn.

La literntura ptesenta varias definicionel sohre un. létodo
houristico.. 8ilver, Vidal y De Werra -encionnn en £sVH, 1980] una
definicién lugerida por Nicholson (CN1,19711) en 1. cunl se
define un ‘método heuriastico como un procediniento *... para
rilolvpr prob1iinl por un enfoque 1ntui£1vo‘ dn‘fql‘:cunl la
estructura del probioil' puede - ser ihtcrprotldi y'foiplogud;v

‘1ntoliq.ntllonto plrn obhonor una solucion ralonlblo' " En este

trabajo se adopta esta ‘definicion; adicionnlnente, se deberd
suponer que  para cualesquiera probleliq de optihdcion bajo
fconaideracién, sienpre existe un  modelo upropi;do y

lﬂtel&ticnﬁéntg bien definido. Esto es, 8se pueden- det@rninat

valores a -las variables de decisién a través de una qdluqidn o

propueuta y se puede determinar:
1) 81 1a solﬁcion-es o no factible.
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T

i1) El1 valor de la medida de efectividad de la solucién.

i.e.se tiene una representacion matemdtica de la f.o. y Asu‘sw '

restricciones.

El p;ocedh:lent:o serd ntn&tica-entq bien definido; 'un
embargo, no se garantizardA dar una solucion é6ptisa. La palabra
"i‘ntuitivo'_‘ en la definicién de arriba quiére decir que 1la

:lnt'.uic:loh' prdética del toudor de decisiones (conjunto de o

peuonn ‘que poseen el probleu), y/o 1. :lntuic:lbn uteuticn del
uuuau,debuu ptohnblelente guiar a : a la seleccién y elahoucion
del procedimiento. ' ’ ‘

Por qué usar un método heuristico en el problesa original ?. .

Existen varias razones para usar m método ho:'uruticd'," ‘_;‘g'

_nuestro brobléﬁ_. -'sm‘iipor‘t“uj el orden se lenclio‘l'w‘n:qim'u "

1] Aunqua un procedinlcnto de colucion mcto pucdc oxhtir, ul'
" ves lu co-punctomluntc prohtbitivo unrlo, v.gr. : verj

. ucc16n 2 1.

0

23 Loa netodol heuruucoo “por 41.5'“9"- conitrﬁidou ad-hoc. '
pueden Aler mAS- uncnlol de entcndet pnn -l toudor de.

' deciuonu‘. . En pnlabul de perlom co-nn, ,3_'11 . qontoy'

pro!oriru viv:lr con un problm que elloui no. puedon‘ :

reuolver, que aceptnr una: lolucion que no puedan entender.
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En este sentido, y para nuestro problema particular, seria ' v
de gran utilidad desarrollar alguna(s) forma{(s) de viaualizif' i -
‘el procedimiento heuristico, de tal manera que se fac:llitau‘l‘

PYaay
e

su comprensibn.

*

33 Para un problema bien definido que puede ser resuelto
optimamente, un método heuristico puede ser usado en una
primera .,:‘99 de aprendinje o "senu:lbinucicm (v.qt.

deurronahdo ‘una hﬁcidn mtuitiva sobre el conpbrtaiiento de
‘ ciertu varinbles ylo reuticcionel). dc tal uneu que en un
futuro pudiera llevar a un nuevo o nejor procediliento de

' aolucidn.

Observe el lector que al enu-enr eltu razones, no ' se tuta
’de delprecinr el esfuerzo por incentnr obt.ener de um punen vu
un nétodo exncto.f Esto ea, no se uboqa por el ~abandono de

f.lqotitlol euctos de opti-iucion dondc ‘su’ uuo (1nc1uyendo
.conu:ldenciones de hplantnciom sea apropiado. Aun nds, el vulo
7 dé‘ métodos heuristicos no es de ninguna. sanera sencillo,
: pr;nciplllehte al morento de deui}z"-c‘)nulos .y' evaluarlos  con

propiedad. .

| En la defipicion de método heuristico, se lenciom'm‘ las
‘palabras. "para résolver prohieus '(.hien def :lniddl
ut)ep&ticaménte)' por ... para obtener um solucién’ ruonnble .
En los siguientes parrafos se 1nterpreta el n:lqnif:lcado de la

;ipalabu rnzonable .
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Siquiendd el punto de vista sugerido en CSVW,1980], wun buenffﬁ

heuristico debiera poseer las siguientes cualidades: jﬁJp

1] Un esfuerzo computacional realista para obtener la solucién.
2] La solucién debiera ser cercana al obtino en el promedio.

3] La probabilidad de una solucién muy pobre (lejos del oOptimo)

debiera ser muy pequefia.

4] El létodo heuristico debiera ser tan sencillo como fuera
posible  para que el usuario lo entienda preferiblemente en

términos intu;tivos;

En genéinl, un factor de mucha significancia al decidir sobre
- la ilpottinéin relativa de 21 y 3], es el nimero de veces que el
‘pioblgln, sobre el cual el'heuriatico'§gt§ siendo eiplendo, serd
_resuelto. ”§i ‘1ncrqnen;a;,jia frecuencia Qe  19 ':01uc16n‘unB
cuperarii que mds peso fuéfﬁrdndo‘a‘ZJ'qué'a 3., Adicionﬂliunfe,
43 que es mucho ”llb‘ditiéil de cuantificar qud'lai'otran tres‘
cualidades, ha sido enorlénente o-itidﬁ en la literntur; aunqhe o

pudiera ser la razon mAs 1|portlntq‘dg éstas,

Una\discusiOn‘de pros y éontrnq,en lillédldi‘dg calidad de. un-
hourintico.l'prlhcipulpenté'fde 23 'y 31, se ﬁuede‘encontrar en
CSVW,19801. Aqui, sbio aeIenuleran pﬁ!ihles criterios, dando un
ligero cbnentdrio‘ sobre gquelIOs queyion de 1nter§§ en nuestro

. problema. 'f;f
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11 Comparacién con la solucién é4ptima.

23 Relajacion y acotahiento del problema.

Cuando la solucién éptima no puede ser encontrada
(frecuentemente el caso cuando un heuristico es usado),
un enfoque alternativo es ielajar el problema, de tal
manera que una solucién optima al problelavderivado
pueda ser evaluada (de hechoc no es necesario la

- solucién, Dbasta su valof o cuando menos una cota sobre
‘v entli proporcionando asi, unn‘cdta al -enos‘tan buena a
1@ sblucién 6ptima del prbblela. 'SQ'pudietQ checar

- entonces, qué tin cerca lé solucion heufiiticn estivwde
la ‘cota, pues obviamente el valor de la solucion éptina
del problema se halla entre‘el valor de la solucién
ﬂ‘heuriaticﬁ y la cota iis-a. La nanera'nts,cogﬁn de

 relajar un. problema es ignorando . una O mAs

»lreqtriccioﬁés.
” _'3) Métodos estadisticos para vélores‘extrenqs. ;.
- '4J-ot;as comparaciones.

4.1) Comparacién con un método enumerativo que

requifigse mucho mas esfuerzo computacioﬁai,_

| .4;2]L,Conpnr§cién<_con .el*'deAEhpeﬂd' délA tomador de
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decisiones.

4.3]

4.4

. 4.5)

Comparacién con otros métodos heuristicos.

Uno ciertamente puede comparar. 'nueiﬁro;
heuristico en contra de otros, doﬁde los otros
métodos de solucion heuristica han sido usados y/o
propuestos. . El1 peligro existente en este
criterio, es que los otros métodos heuristicos
puedan ser pnrticulnrnente‘ l‘lOl,:de tal manera
que aun - cuando el deselpeﬂo' de 'nuestro’
heurintico tuora juzgndo como el nejor, pudiera._

ain ser un létodo de solucién pobre.
Conpardcién‘con una regla de decisién aleatoria.

Comportamiento con el peor caso

'Buena cantidad de la literatura se inclina por
identificar el peor error posible_hajo el uso de

un heuristico partlcular. Puea, de hechb, siempre

. es recontortante conocer que ln actuacién de. un

heuristico nunca . serd . peor que un. deteruinado

vqlorp sin embargo, y.clto es muy ilportante pnra

'el problema al ‘Que nos 'enfrenﬁanos, esta

1nforlnc16n no es suticiente pnra escoqer entre

"bdiferentes procedinioneos heurilticos, ya  que, .
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cono se menciona anteriormente, un tomador de’%ﬁ
decisiones probab;emente estd mds interesado en éih
desempefio promedio para la estructura especial_apf'
iu problema. . De esta manera, un heuriéticdlql
particular pudiera tener un comportamiento muy
" pobre en el peor caso, causado - por énsoa
patolbqicos, y aYn con esto pudiera desempefiarse
excelentemente bajo otras condiciones. Por el
contiario, el andlisis del peor caso, como un
beneficio latergl, puede '1n41cnr bajo  que
condiciones e1  heuristico se “eqpobrece”,'y de

. aqui seffalar cuando no usarlb.

Por el momento, dejamos de lado los conentnriés relativos a la
medida de éalidad' de un heuristico (un nuevo enfrentamiehto se
posbéndr& hasta el capitulé .5) para presentar a .cbntinuqéion
algunas peculinridadgl de  nuestro problema original lver
(2,2.03;..5,(2.2.3)),réue pyedqnlser usadaﬁ en el desarrollo de
un heuiistico;' La 1d§h‘aqu1, es cambiar la naturaleza dei nodelo
en alguna manera que facilitella solucién y permita, v. ' qr..k
crear un procedimiento constructivo para la solucién de nuestro

piohlela.

Considérese, por ejemplo, nuestro problema original incluyendo

8610 ‘la familia de restricciones (2.2.1). Esto ea:
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Min z Z [H(i,p)] (2.2.0)
i

B.C.

(Pl)
H(i,p) = e(p) > 0 VPEP (2.2.1)

ol e |

Evidentemente, (Pl) es equivalente a teioi;rer {P] veces el

liqu:l.qntq problema: v

Sea P ep

Min 2 tHd,p)d

(P1') ' ’ o 3 i
: H(i,p) = e(p) > 0 S

w ~~J

Desde una perspectiva distinta, el érohie‘u'”?'«pr') puede
ponuuo en Como dotorn:lmr c/u do las lonqitudn do um urie dc
{I| cuadrados (representados, rnpectivumto, por hl varinblu‘
H(i,p)), cuya suma de perimetros es igual a una cte., de tnl _

nmri que la suma total de sus respectivas “areas sea wminima.

Vctsg fig. 2.XVIII.



0
o Y
L +
ASuiaiaininte + | !
. Aadatd 4 l I i ! snsue b fuintnd 4
o . [ i | | | [ z per = cte
I . r—— S + o + fumd
HIT, n) H(2,0) ury,n) HELT), 0)
’? ? 7 seeN . ?
0
)

FIG. 2.XVIII. VISUALIZACION DEL PROBLEMA (P1°)

El lector interesado podria dar la solucién optima a (Plf)
usando, por ejemplo, el método de los multiplicadores de
quranqe, Aqui pieaénta-os una form§b alté;nativu para la

solucién de (P1').
Consi@érese el hiperplano

EE H(i,p) = e(p) .

1 B
Un vector perpendicular y “sentado en ei ofigen".a lavfanilid de;
hiperplanos Z H(i,p)=k, k € R , viene dado por los
coeficientes asonciados a ¢ste, i.e. (1;1....,i5f ) ﬁueqo, pkra
dar la solucion oOptima -a ‘(Pl') bastaria encontrar un escalar

adecuado t € R ¥ t(l,1,...,1) = (t,t,...,t) ‘pertenezca al .
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hiperplano ZH(i,p)=e(p).
De donde

t+t+ ...+t = elp)
I1I| t = e(p) o
N t = elp) / |1f C (zaD
luego, la solucién éptima a (Pl') es .
N .

H(i,p) = e(p) 7 |1} (2.4.1.bis)
Mas atin, la solucidn éptima a (P1) viene dada por

& oo ‘ _
H(i,p) = elp)/ |I| Vp, Vi (2.4.2)"

Al interpretar esta solucién en términos de la fig. Z.XVIiI,
se observa que la Qolucion optima eatd ¢adn al construir todos
los cuadrados asociados a una -1sna p de '1a misma  4rea. En
terlinon de ‘nuestro problela oriqinal dircuos que la aolucion.

Optila a procedido mediante una ropnrticion en hlndn de 1la

enerqia de clu de las plantas.

Estudiemos ahora el problema original incluyendo ‘5610_ las
familias de restricciones (2.2.1) y (2.2.3). Ver fig. 2.XIX.
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Min z Z CH(i,p)]
i p

Blcb

2 H(i,p) = e(p) Vp €P
i

(P2)
H(1,p) ¢ H(1,p) ( H(i,p) VIETI, VpEP

Al igual que (Pl), el problema (P2) es equivalente a resolver

{P| veces el siguiente problera:
Sea p €eEP :

o2
Min z CH(i,p)]
i

Z_H(i,p) = e(p)

H(4,p) CHU,p) (RUL,p) VIET
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- A rerreey
o P
. Hmmmmmn +
R
Y P A |
| | elaeedls
TS o bmeend
H{l,p) H(2,p)
? ?
o ‘
o 4 i rerery

TrPETIRIRICYIRIYYIYTY -

éota squrior )

cota into;ioé

[

© PIG. 2.XIX. VISUALIZACION DEL PROBLENA (P2)

vrrrrreY
T enr =cve,

H(ITL,p)

?

Observe el lector q@q‘a diferencia de (P1'), é1<éroblelaf122')
ya puede ler 1nfact1b1e. De hecho, el criterio de infactib;lid@d

‘viene dado por:

I peEP?
j H(,p) > etp) .|
o1 , |
‘ ¥ !
6 - >
- I
2 H(1,p) < e(p) |
|
i |

Cozeme

(amz=) (P2) es infactible (2.4.3)



-,

Aup nds, la introduccidén de las cotas simples dificulta el uso.”ﬁj
de 1los multiplicédores de Lagrange. Luego, resulta de interdifgiuA.

desarrollar un método ad-hoc para el problema (P2') y por tahtpqu’ ‘

para (P2). Considérese el siguiente procedimiento:
PROCEDIMIENTO PARA LA SOLUCION DE (P2)

0] Sea p € P. Comienza la solucién de (P2').

: uz H(i,p) > e(p) 6 ZITI(i,p) ¢Celp) ?
1 1 '
1,11 §1. (P2) es infactible. Fin.
1.2) No. Ve a 21.

2] Satisfaz las cotas inferiores para todos los intervalos.

i.e. H(i,p) = Hi,p) Vi € I
Asigna en la variable FALTA el sobrante de energia.

" FALTA = e(p)'-z H(i,p)
i

FALTA = 07

‘ 2.1] Si. Haz obtenido 1& solucién 6ptima de (sz).
Ve a 5]

2.2]1 No. Ve a 31.

'31Sea D=1/ H(i,p) ( H(J,p) VI ETI).

(D representarde en las  iteraciones subsecuentes, el .
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conjunto de inlervalos en 1los que la planta p debe

distribuir la energia ) .

Ve a 41. AR

4] Da  una reparticiéon en banda de 1la energia sobrante,

"FALTA", sobre los intervalos pertenecientes al conjunto D,

hasta que se satisfaga una de las siguientes condiciones:

4.1 H(i,p) = H(i,p) p.a. 1 €D,

‘Envcuyo caso, el indice 1 debe abandonar D.
Actualiza FALTA.
Regresa a 41

4.2:2 H(1,p) = elp).

4.31

i

En cuyo caso, se ha obtenido el 6pt1no.de‘(P2')t

Ve a 51.

h 2
H(i,p) = H(1 , p) "1 €D.

1€D

A
En cuyo caso, i . ingresa a D.

Actualiza FALTA.

Regresa a 4]

51 Haz resuelto (P2') Vp EP?

5.13

5.2]

81. Haz obtenido el éptimo de (P2). Fin.

No. Regresa a 03 por una nueva planta p.
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Algunos comentarios sobre la mecdnica del procedimiento se

presentan a continuacién:

S8ea p € P la planta escogida en el paso 0] del ' procedimiento.
Micionalmente, supdngase que no se ha detectado infactibilidad
en 11. Se " iniciaria entonces, la fase constructiva del

procedimiento (pasos 21 , 33 y 41).

Al desarrollar la fase constructiva, pri,lera"nent‘:e ll; asigna en
los arcos (p,i) 1 € I un flujo idéntico a.su rcppectiva cota
minima. Seguidamente se repartiria, si ejistieta, el sobrante de
eriefg:la (FAﬁTA) de manera uniforme (Eepnrticién en banda) a
través del conjunto de intervalos D, hasta que alguﬁn de las
opciones 4.1]1. 4.21, 4.3] ' fuera satisfecha. 81 la condicién
dada fuese 4.21, el' andlisis para la planta p habria terminado;
en caso contrario, se debigra‘.cctuali;nr tlnto’FﬂLTA como. el

conjunto D, y una nueva 1gérdéién debera cumplirse.

De hecho, obsérvese que en c/iterccidn‘del ptocediniento, el
conjunto D 1hdicarl los 1n£ervnlos en los que el sobrante de
energia debe |dr repartido en banda.

' Unn'nnherajde visualizar la mecanica de los pasos 23, 31 y 43

se muestra en la fig. 2.XX.
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Puede el lector imaginarse un modelo fisico que de la solucidn

6ptima de los subproblemas (P2’'), luego de (P2) ?

Cémo construiria dicho modelo ?

O°O~
"0 o
| L EREEASERIEEESRER,
2 . ’
v » FALTA .

re )
" axszasssszsmss
nu” ’

fmmoone : o B UMITE INF

H(l,p) H(2,p) H(3,p) HO|T),p)

FIG. ‘2.X%X. UNA VEZ QUE BB HAN' SATISFECHO LAS
COTAS MINIMAS, LOS PASOS. 23, 31 Y 4] =
REPARTEN EL sonmm DE ENERGIA DE
UNA MANERA OPTIMA SEGUN (P2’)

Deiost:gte-oq a continuacibn; que el procediliento de"acru:_o
proporciona al finalizar una solucién '6btiu a (P2') y por tanto
a (P2). Esto es, dada p € P, supbngase que el problema (P2')
asociado es fuétible, se prbhar& a continuacién que la ﬁolucibn
dm por el procediliento despuu de reauzar loa pnos 23, 31 vy
4] es Optiu. ' o
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Sea p € P.

A A A '
Sea H(p) = (H(1,p),...,H(]1I|,p)) la- solucién obtenida 'i;hv

finalizar la aplicacion del procediniento antes descrito.. f?iﬂ

A

{1/ H4,p) = A4,p) )

Denotemos por : O

=
"

~ -
€ 3/ H(I,p) ¢ H(Y,p) ¢ HUY,p) 2

13
Q = T k / Hik,p)

H(k,p) )

Corolario 2.1

0, R, 0 forman una particién del conjunto de intervalos I.

Corolario 2;2
862160, R, k€Q.

~ L I LI
H(1,p) < H(3,p) < Hik,p)

Corolario 2.3

Sea 3, J’ (j#3’) dos intervalos ' cualesquiera elementos del

‘conjunto R. S8e tiene

LA L]
H(3,p) = H(3*,p)
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Teorema 2.10
Sea.p € P.
* A h A

H(p) = (H(1,p),H(2,p),... H({I|,p)) es wuna solucién Optima
al prohleln (P2°). '

Demostracion (por contradiccibn):

Supanaae que H(p) no fueta Optilo. Esto es, supdngase que
egiltiera H(p) = (H(l,p),H(Z,p),t...H(II!,p)), una solucién
' factible diferente de H(p) 3 ‘ o |

{I o ' 1I) .

| , 2 e 2
E: CHL,p)) ¢ §:cH(1,p)J VH.
gs1 ' 1=1 :

LS .
" Luego, existe al menos un par de 1nd1ces (!,1) a-bos del

conjunto de 1ntorvnlos 4

H(L,p) = H(t,p) +0(1), IO
A

H(Y,p) = HIT,P) - 6(T), o1 >0
donde TERUQ, $€0UR.
En particular (ver corolario 2.2 y 2.3)

* A .

Denotese por 8 = min ( O(!), (Y} )

.Podelos conltruir una nuevn aolucion factible H"(p), diferente
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de HZp), de la siguiente manera:

| Hi1,p), V1€I-C ¥, 93
I ‘
H'(p) = ¢ H(L,p) - 0, 81 1 = ¢
[
| H(9,p) + 06, 81 1 =9

2 2

‘ ----)(;;-; . ‘

Z CH (1,p) < z LH(1,p)3
11 |

. * . ,‘ . , .
"+ « H(p) es una solucién optima al problema (P2').

" Como se puede aérecinr, la solucién éptima al éroble.a fPZ)’hA ‘

sido 1localizada. éeguir;a‘a continuacion, 1a tarea de engontrnr1
;la‘aoiucioh'del problema completo (incluyendo 1la restriccion

(22,20, o | | |

~ Es en este ‘Epntexto, donde el heuristico cohatruido,
"PROCEDIHIENTO_HEURIST, empieza a funcionar como tal. Esto es, se
 £1ene hn.heurigﬁico para la solucién del problema oriqihnl, IQue
‘e*plotando las ideas demostradas‘en las paginds anteriores;'hhce
uso de reélaﬁ‘\ompiricgsv para la satiafaccién, de 1; tercera
f&@ilia de restricciones. El1 lector inteieaadolén una ﬁayor
discusion de la construccién y metodologia del heuristico puede-

‘dirigirse a CIRGP,19843.
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2)

Las caracteristicas de este procedimiento son:

HEURIST tetmiha en la mayoria de los casos (hasta ahbravtodosj'
los  probados); existen, sin embargo, casos tedricos
patolégicos en los cuales el procedimiento se’ detendria sin
llegn; a la solucién. De hecho, en los casos patolégicos, el
procedimiento terminaria sin agotar la energia’ de algun@(a)

planta(s), 1i.e.’

A peP 2 H(1,P) ¢ elp)

. n | B

Luego, la familia de éest:iccioneqf (2.2.1) no es
completamente sntiqfech;, y no  se ohtendiia una ;olhcibn

factible.

HEURIST arroja en la unyoria de los ‘casos noluciones "muy
buenas”, - incluso Optinas al problenn originll. De hecho, en
todos los caso prohcdon lc solucibn ha - sido Optiln. = Sin
enurgo,' eso no nos pernite asequrar ln opeinalidud del

llqorit-o. No se conocen taupoco concruejenplon.

- A partir de 11, es posible §ue HEURIST no hnya"bodido, encontrar

- una adluciénb factible.'_ En este caso, la soiuciOn pardial de1~

"~ heuristico puede ser usadn por el AFP para deterninar un . s-t

flujo -dxino en la red sugeridu por - la fig. 2 I.a) o 2.VI. n),v,':

de aqui una solucibn factible al problena originnl.
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De esta manera, la combinacién de HEURIST y el AFF se
constituye en una alternativa nas para la solucién de nuestra .

problera. Esquemidticamente, esta nueva opcién se muestra en 1’0",4{} :

siguiente figura. ‘

( INICIO )
)
|
. v
B +
| HEURIST - |
. + ------------
|
|
v
/
/ o R I R
! A #mmmmmomoocmooot
o \ ' no ALGORITMO. DE |
“'/ SOLUCION \ ~==== | FORDY |
\ FACTIBLE ?/ | - FULKERSON |
A\ /. o A
\ /- |
o\ / o
\ / {
\ 7 |
+ ) '
| ]
v |
- l
( FIN ) (emmommmcmmmeemene +

FIG. 2.XXI. DIAGRAMA DE FLUTO PARA LA
ALTERNATIVA - . HEURISTICO  MAS:
ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON
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Respecto a esta alternativa, es necesario comentar que al
hacer uso del AFF, el unico objetivo que se persique es construir
una solucién factible al problema original, de tal mgnéra que la
convergencia de eata alternativa quede complethmente validada.
Ahora bien, es precisamente este punto donde la sblucion que se
obtendria al problema original puede ser descompuesta
drasticamente, pues el AFF determinaria una - soluc}én a nuestro

problema sin importarle el pardmetro costo.

Unu forma de corregir este défecto, pudiera ser eliminando el
modulo cortpspondiente al XfF por un método diférehte qJeAincluya
_ al costo en su busqueda de una solucién al problema original.
Por e ldaento,‘ se deja de lado esta discusion hasta no haber
completado las técnignl de los. capitulos siguientes, ;Nuévanente

hablaremos de este tema en el capitulo 5.

Por lo qua respecta l;,eituerzo cbipu;qcional»deﬁuiroliado‘ppr~'
esta alternﬁtiva} se puede decir gqb.elte_ei lihigo;(fqbpécﬁq a
ul!l Alternlgivil»trahljhdai). excepto én"él lcnso ‘(QQQ éiééios
serd linilo) en que se requiera usar 01 AFF En este dltilo‘
calo, ulgunas providencias han sido tonndns, al usar una rutina
de flujo mAximo especializada en 1; est;ucturn de red,aaoc;ada al
proﬁlen:»oriqinal, en vez de un problesa general de flujo vaximo
vdlido para cualquier red. De :esta inhera.~ se‘vdiantnuye
cuantitntivuncnte el esfuerzo. conputacionnl nsociado ‘al. uso del

AFF. SE TIENE.
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13 Cualeszyuier arco que “sale" ("enltra") de s (a p) es de la

forma (s,p). AUn mads,

Vpe€P 3! (a,p) €A.

2] Cualesquier arco que "sale" (“entra”) de p (a i) es de 1la
forma (p,i) Aun mas,
VPEPyYyViIiel 3 (p,1) € A.

3] Cualesquier arco que sale ("entra®) de. 1 (a t) es de bla
forma (1,t). Aun mas,
vier 31 (1,t) €A

‘Seﬂnlaﬁo; bor ultimo, que la rutina especializada de Ford y
Fulkerson, construida durante el desarrollo de esta seccion,
ﬁugde‘get usada por .el algoritmo alf@heta dél ptoblelab’del
tranaporte,- pues, de hecho, los subproblemas de flujo niximo que

este debe resolver, mantienen una estructurn muy parecida con 1la

del probleua aqui resuelto.

2-1m
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CAPITULO 3

IMPLANTACION DEL ALGORITMO PRIMAL-DUAL EN
EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CAPACITADO
CON ARCOS PARALELOS

Siguiendo la idea indicada en la 'gubseccibn 2.3.5, el estudio
expuesto a continuacién surge con el 4nimo de resolver el
problema asociado a la red de la fig. 2.VI.b), el Cual se puede
ubicar én‘ la clase de problemas de transporte capacitado éon
funcién de costo convéxa. Dicho estudio supone  que una
aproximacién 1lineal a la funcion de costo ha sido realizada. De
esta manera, el problema se puede colocar en la clase de PPL's vy

es posible usar el AP-D para su solucién.

El capitulo se compone de la siguiente manera:

Fn 3.1 se hace ' breve repaso de c¢omo - nuestro problema
original, ver fig. 2.I.b), pasa a ser PPL una vez realizada la

aproximacion lineal a la funcién de costo. Ahora bien, debido a
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que el efecto de la aproximacién en la red otiqinnl ha consistidc

an la creacién de arcos paralelos con sus respectivos pauut.rm,

5

i

eei
BN

M

£

H

nos referiremos a este nuevo problema como prodblema:: a;-\‘..'

transporte capacitado con arcos paralelos. Un planteamiento mls
completo de eite, asi como algunas ideas que lo complementan,
v.gr. planteamiento de su problema dual, obtencién de las
comug':ionn de holgura complementaria, etc. son introducidas en
3.1.

Con las herramientas desarrolladas en 3.2, se esti a punto
para que el AP-D inicie su hplgnucian en el problema del
transporte capacitado con arcos paralelos. Tanto. el desarrollo

como el andlisis de diéhn implantacion son expuestos en 3.3

~ Finalmente y para clarificar ideas, la seccién 3.4 resuslve un

.ﬁroblm de transporte capacitado con jrcol paralelos mostrando

para c/iteraciéon el avance que proporcionan los .problmi primal
Y dual restringidos en la Dusquada de la solucién optisa del
problema primal.
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3.1 Construccién del prbblema de transporte
capacitado con funcién de costo convexa,
aproximada linealmente, a partir del o

problema original.

Durante el desarrollo del capitulo 2 se obéervo que el
problema original tiene su interpretacién en tern}nos de flujo en
redes. En forma general, se puede decir que la primera de éstas
se ubica én la clase de problemas de flujo a costo convexo ﬁinimo
(ver fig. 2.I1.a)) yila segunda . se localiza mas bien en la clase
de problemas de frahsporte_ gapacitado con funcion de costo
convexa (ver fig. 2.I.b)). Una vez hecha la eliminacién de las
cotas inferiores, el aspecto de ambas interpretaciocnes se.

visualiza en las qr&ficas 2,VI.a) y 2.V1.b) respectivamente.

Ahora bien, considéreie la red asociada a 1la fiqg. 2,VI.b).

Al realizar 1la aproximacién lineal a la funcién de costo de
nuestro problema (cfr. 2.2.3), el aspecto que guarda esta nueva

red se visualiza en la fig. 3.I.

Tal y como se obﬁerva .en la fig. 3.1, el efecto de 1la
aproximacié4n 1lineal ha consistido en la creacién de arcos
paralelos con sus réspectivon pardAnetros. En lo que ligu-; ¥y por.
convencién, denominaremos a esta clase de problema como problema
de transporte cnpncitndd con arcos paralelos. Su planteamiento y

desarrollo se formaliza en la siguiente seccién.




(Clho,8) , Vliph)) sl X

(ceate , copaeided)

ROREH

Powa 3.1 Nustrecien de los cambies en lored s.vi. b
~ une vezr reslizade ls eprenimecion ineel



3.2 Planteamiento del problema del transporte

capacitado con arcos paralelos.
Sea i=1,...,m; 3=1,...,n; k=1,...,K y denotemos por

(i,3,k) el k-ésimo arco que va de 1 a j,

f(i,j, k) el flujo que pasa por (i,j,k),

bii,4.k) la capacidad de (1,3,k),

c(i,j. k) el costo por unidad de flujo en (i,3,k),
o(i) la oferta en el origen i,

a(j) 1a demanda en el destino j.

El problema del transporte capacitado con arcos paralelos,
denotado por (F) en este capitulo, es un caso especial de

problemas de flujo a costo minimo y estd motivado por la

siguiente circunstancia:

Concidérese m oiigenes, donde el origeh i tiene una oferta de
o(i) unidades'de‘un cierto articulo. Ademis, estan localizados n
destinos, donde el destino j§ tiene una demanda de d(j) unidades.
Supbngase o(1i)>0 y d(j)>0. Adicionalmente, eﬁtre el origen 1 y
el destino ] existen k arcos o rutas c¢c/u de ellas con su
respectivo costo wunitario, c(i,j,k), ¥y capaéidad,.b(i,j,k). vEl
problema (P) consiste en determinar el programa de envios
factible de loi origenes a los destinos que minimize el costo

total del transporte.



Ahora bien, supéngase sin pérdida de generalidad que la red déw

la fig. 3.1 tiene las siguientes propiedades:

vi, Vi, vk 3 (4i,§,k) (3.2.1)
Vi, Vi 0g¢e(di, 3,10 . .Le(di,5,K) (3.2.2)
E o(i) =z acq) (3.2.3)
i h]

La suposicién anterior es plenamente justificable: pues en
caso de existir s6lo p arcos, p<K, Qel nodo 1 al nodo j (v.gr.
si i=p‘y j =1,...,n donde existe s6loun arco de P a J) una
manera artificial de colocar ptecisamente K arcos consiste en
crear los }estantea K~-p con su respectiva capacidad igual a cero.
Esto . ei, _ agréguese 1,3,p¥1),...,(1,3,K) 3
b(i,§,p+l)=...=b(i,),K)=0. Para completar, cualéuio; costo puede
ser asignado a estos nuevos arcos, en particular uno que
satisfaga (3.2.2), pues de hecho no se transportard flujo a
través de éstos. Des donde, en 10 que resta de este gapitulo y
para clarifidar la exposicion, supOngase que todas las redes

considerlQas satisfacen (3.2.1),...,%(3.2.3).

De manera mdAs precisa, el planteamiento de progiamacidn lineal

para el problema (P) es el siguiente:; .
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)

Min > eld,d,x) £(i,9,k) (3.2.4) i,
i, i,k )
e
B.C. ”““ ‘
L
Vi z £(1,5, D+ tE(i;3,K) = o(d) (3.2.5)
)}
(P) ,
v 3 Z £(4,3,1)+,..4£(4,3,K) = d(§) ) (3.2.6)
i

.V (i,3,k) O£, F,kISDCi, . k). ' (3.2.7)

Una manera de visualizar la red asociada al problema (P) se

muestra en la fig. 3.I1I.

Agregando variables de holgura x(i,j,k) a la familia de
restricciones (3.2.7) qbtenelos el problema (P) en forma

estandar, al cual denotaremos por (P’). Su planteamiento es:

Min Z ctd, 3,5 £(1,1,k) - (3.2.8)

L |
s.C.
Vi1 Z £01,9,1)4.. . +£(1,1,K) = o(1) C (3.2.9)
e 3 | | |

v Z £04,1,104...40(2,9,K) = d() (3.2.10)
o

v (i'j,k) £¢i,3,k)+x(i,j,k)=b(i,j, k) ; (3.2.11)

F.X2>0 ' (3.2.12)



-~ )b, bl k) LT

" (costo,copocidod)

Fgra 3.1 Acpscto general de los redes asocladas al problema
del fransporte capacitado con arcos poralelos.



3 o

ot

81 en (P') asociamos variables o¢(1), J(j), 7¥(i,j,k) a lés g

grupos de restricciones (3.2.9),...,(3.2.11) respectivamente, el o

problema dual, (D’), es el siguiente:

Max z oli) A(i)+ Zd(j)f"j)i-z bii,3,k) Y{i,j,k) (3.2.13)

i 3 i,3.k
B:Ca
, Vv (i,5,k) oL(4)+3(F)+Y(4,5,k) £ (i, f,k) (3.2.14)
(0 vV (i,3,k) %(i,j,k) £0 (3.2.15)
X, 3,7 s.r.s. (3.2.16)

Al igual que en 2.3.3, una aiignacibn sencilla en el dual que

proporciona una solucion (D’)-factible es:

Vi ol(i)=0 (3.2.17)

vV (i,j,k) Y(i,j,k) = 0O ' (3.2.18)

Vi 33 = min{c(i,], )} = minlc(l,},1)) (3.2.19)
ik i

Ahora ~bien, considérese un par de soluciones (F,X)
(P’)-factible y (A,B,I') (D’)-factible, estas soluciones son
optimas s1 y s6lo si1 satisfacen las condiciones de holgura

complementaria, i.e.

Vi o) Ea(1)-§ £01,3,0)4. . 414,3,K00 = 0 (3.2.20)
b

Vi 3 A= S, 3,004 4(1,3,K00 = 0 , (3.2.21)
4

Vi, 3,k) ¥(1,3,k) Ib(1,J,k)-(£(1,5,k)+x(1,],k))D = O (3.2.22)
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Vi, 5.k £{4,9,%) Celd,d,kI-{oL(i)+P(1)+7(d,5,k))D =0 ..
s (3.2.23)

Vi, 3,k x64,9,k) ¥4,k = 0 (3.2.24\3’?;::"3““ .
Ahora bien, por estar (P') en forma estdndar, el grupo’ de
condlciones (3.2.20),...,(3.2.22) se satisfacen inmediatamente.
Lueyo, el prcohlema de encontrar el éptimo de (P’) y (D’) se
reduce a encontrar un par de soluciones-priunl y dual factibles
que satisfagan (3.2.23) y (3.2.24). La Dbésqueda de tales
. soluciones se hara a través del AP-D cuyo desarrollo se incluye

en la préoxina secéian.




3.3 Andlisis y desarrollo del algoritmo
primal-dual en el problema del transporte

capacitado con arcos paralelos S

A partir del trabajo realizado en 1la seccién anterior
(planteamiento del problema, construcciétn del problama dual,
identificacién de una solucion dual factible y obtencion de las
condiciones de holgura conplénentariai se tienen los elementos
para iniciar la aplicacion del AP-D en el problema del transporte
capacitado con arcos paralelos. En este punto, es conveniente
indicar que las tareas de andlisis y desarrollo del algoritmo
usardn ideas y nomenclatura expuesta en la seccién 2.3, en

particular las subsecciones 2.3.1 y 2.3.3.

Para una mayor claridad en la exposicién se ha descompuesto la

seccién 3.3 en tres subsecciones:

En 3.3.1 se inicia el desarrollo’ del AP-D. Esto es;' se
determina el conjunto de columnas admisibles y se construye tanto
el problema primal restgingidc (P'R) como aﬁ dual (DP'R). Un
replanteaniento de '(P’R) nos transfiere al'prohlema'equivalente
(P"R), consistente en determinar el flujo de mayor costo aobré

los arcos flujos admisibles de (P’R).

' Debido al caracter del problema (P"R), 1la subseccién 3.3.2
presenta algunos resultados y ejemplos sobre problemas de flujo

en rades a costo maximo.



3 .
WA
o

Una vez conocidos los resultados de 3.3.2, la subseccién 3'%—'9*
Lo

concluye el andlisis de la implantacién del AP-D en el prohlem.(a
NETI

del transporte capacitado con arcos paralelos al comentar hlg’unﬁéb{'i‘
G

deficiencias en el uso de eata metodologia.



3.3.1 Desarrollo del algoritmo primal-dual

en el problema del transporte capacitado

con Arcos paralslos.

Dada una solucién (D’)-factible, v.gr. (3.2.17),...,(3.2.19),
lo primero es determinar el conjunto de columnas admisibles del
problems (P’'). Aqui es conveniente indicar que relacionadas a la
terna de indices 1ijk existen dos columnas asociadas en (P‘). A
saber una de flujo, £(i,j,k), ¥y la otra de holgura, x{(i,],k).
Serd por tanto atil identificar en forma distinta a la terna ijk

como columna de flujo 6 de holgura.

81 denotamos por (1i,j,k) a la terna de indices asociada a 1la

columna f(i,j,k) y por (1,j,k’) a la terna de indices asociadas a

la columna x(1,3,k) se tiene:

IT(L) = { (4,3,1)7(1)4D(J)+7(1,9,1) = c(i,],1) ) (3.3.1)
IJ(1’) = € (4,3,1') /7 Y(i,3,1) = 0} (3.3.2)

y similarmente para k=2,...,K

IT(k) = € (i,5,0)7 (L) 43 ()47 (1,5 ,k) = (i, i,k) 3 (3.3.3)

IN(k') = € (4,9,k')/ 7(d,9,k) =0 ) (3.-3-0_)
X
Sea 1JIK) = 9‘ IJ(k) (3.3.5)
x .
IJCK’') = .tJ‘ IX(k’) (3.3.6)
. 2 .



Luego, el conjunto de columnas admisibles, IJK, queda definido
b‘t»
como

IJK = IJCK] T 1J0K'2] (3.3.7)

Al - determinar las variables primales gque corresponden a
restricciones duales 1ligantes o activas ( de tal manera que la

holgura complementaria se satisfaga ), el lector debe observar:

1] 81 la colmnq (i,3,k) 6 IJ(k), (i;j.k') € IJ(k’‘), entonces
£(1,4,k)20, x(1,3,k)20, durante el proceso de basquada de una
solucion (P')-factible por el AP-D.

2] Por otra parte, si (1,9,k) € IJ(k), entonces f£(i,j k}=0 vy
si (1,3,k’) € I3(k’), entonces x(1,3j,k)=0,

3] Al formar el conjunto de columnas admisibles, IJLK) e
IJCK’1, proporcionan 1las columnas admisibles via flujo y via

holgura, respectivamente.

Una vez que se ha construido el conjunto IJK, lo siguiente es
dirigir nuestro proceso de btsqueda bacia el problesa primal
restringido, denotado por (P'R).

El planteamiento de (P’R) se expresa a continuacién:

.+ ﬁé




m+n
Min { = meamf z yii,§,kla) (3.3.80
i=1 1,1,k
8.0,
vi :g £01,9,004. . 4£(4,1,K) + x(ila) = o(1)  (3.3.9)
b |

L2 | 2: £0i,3,20+...4£(4,3,K) + x{mtila) = d(j) (3.3.10)
e 1

Vi, k) £(3,3,k)+x(d,3,k)+y(i,j,kla)=b(i,d,k) (3.3.12)

£41,3,k) 2 0, 81 (1,3,k) € IT0k) (3.3.12)
£¢i,1,k) = 0, si (i,5,%) @ LX(k) (3.3.12.bis)
x(1,3,k)20, 81 (1i,3,k’) € IJ(k’) (3.3.13)
x(1,3,%) = 0, si (i,3,%') € I3(k") (3.3.13.bis)
x(11a), yii,3,kla) 20 . (3.3.14)

Analizenos la estructura del problema (P'R):

Prilq:anentc, dado un arco (1,3,k), las 'colu-nu asociadas a
las variables x(i,3,k) e y(i,j,kla) gon linealmente dependientes.
Lueqo,' para  cualesquiera solucibn‘ h&sicg se debe cumplir
x(i,‘j;k).yti,j,kla)-o, esto es x(i,3,k) e y(i,j,kia) no pueden

asumir valores positivos en una misma solucién basica.

Por otra parte, dada la terna de indices ijk. Sea
(F,X,X|a,Y|a) una solucidén optima de (P’'R). -Existen 4
posibilidades a saber:
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3

13 s8i (i,j,k) € IJCKI e (i,j,k’') € IJCK'3, entonc_es..“ﬂ";

'

£(4,3,%)20, x(i,j,k)20. Luego £(i,3,k)+x(i,]j, k)=b(i,], k).

23 Ssi (i,j,0) € IJKI e (4i,i,k') € I1JIK'], entoncesi:
£(1,3,k)20, x(1i,9,k)=0. 81 f(i,3,k)<b(i,3,k), _entonces
y(i.i,kla) = b(d,j,k)-£(3i,9,%).

3 S8i (i,3,k) € IJCK] e (i,j,k’') € IJCK’'],  entonces
£¢i,4,k)=0, x(1,7,k)>0. Luego x(i,]j,k)=b(i,3,k). ‘

QJ 81 (i,j,k) € IJCK) e (i,j,k’) € IJLK'3], entonces
f(i,J,k)=x(i,3,k)=0. Luego y(i,j,kia)=b(4L,]j, k).

Asociando variables ci(i), 3, Yi,j,k) a los grupos de
restricciones - - (3.3.9),...,(3.3.11), el problema ~ dual

correspondiente a (P'R), dénotado por (DP’'R), es el siguiente:

n n
Max w = zo(i)ocunzdumjn Zb(i,:;.u)'rti,jJ;) (3.3.15)
i=1 a1 1,9,k o
B.C.,
A AIHN4T(H,9,k) €0, 81 (1,9,k) € IIEKI (3.3.16)
701,100 € 0, si (1,4,k') € 1JIK'3 (3.3.17)
PRI Vi (i) ¢1 o (3308
| Vi M1 | | (3.3.19)
V(4,400 T,k €1 (3.3.200

K ’ " Y 8.8, L o ’ (3.3.21)

3-14



3

Ahora bien, al igual que en 1la aplicacién del AP-D en 'éi

problema del transporte {(algoritmo alfabeta), resulta de intefeé
reescribir la £. o. de (P'R).

m+n
¢ - zx(ill) s z yUd,4,kln)
1=] 1ljlk
: Zom - Zt'(i,j,k) +Z acd) - Z £4i,3,%) +
SR IJCK3 j 13rK3
a . )
: z bii, 4,k - Zf(i,j,k) - z:(i,j,k)
R 13cK3 13K
: zpti) + Zd(j) + z bi(i,3.k)
| 1 3 i,3.k
=¢ (3.3.22)
= - (z 31,9,k + Zx(i,j,k) )
| 13CK3 IICK’3
De dqhde:
Min § ‘
(mmma) Max 3 Zf(i,j,k) + z 2(3,9,k) (3.3.23)

13£KX1 B £ 6 S |

¢m=mz) Max 3 Zf(i,j,k) +"z bi,3,k)-£14,9,k) (3.3.28)

13CK) 17CK' 3
(===2) Max 3 zzu,j,k) - Zf(i,j,k) 43.3.2%)
130K} 1JCK’3

81 denotamos por:
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A= {(i,j,k) € ITCKI/(i,§,k') € IJCK'D )
B= {(i,j,k) € IJCKI/(i,3,k’') € IJCK'D }
C= £(i,,k') € IJCK'1/(i,§,k) € IJCKI )
D= {(i,i,k’) € IJCK'I/(i,9,k) € IJCKI )
Es clan:» que:
A U B =1JIK) A rn B=29
c U D=IJK') C n D=0
(i,3,k) € A ¢=a==)> (i,j,k') € C

Luego,

| 3 [Zf(i,j,k)#-Zf(i,j,k) J
|

A B
Min { (==e) Max ¢
~ - zf(i,j.knz £(1,4,k) 3

} - C D

(=23) Max 22:(1,3,10 +3 Xt(i,j,k)
A B

Por otra parte, ¢ = 0

| 321’(1;1;!&) *Z:(i.j.k) s
|

| IJCK3 1JCK'3
(mam) ¢

| = Zo(i) + Zd(j) +z bti,3,k)

' v

! i J i,j,k

12 At‘(i'j,‘k) +3 ; £(i,J.k) =
] o
B

] A
¢z=m) (
| =Zou) + Zd(-j) +Zb(i,j,k)
‘ |

{ i bj E

3~16

(3.3.26)
(3.3‘27)
ol
(3.3.28) . 5000
. ELLE
(3.3.29)

(3.3.30)
(3.3.31)
(3.3.32)

(3.3.33)

(3.3.34)

(3.3.3%)

(3.3.36)



donde E = { (i,3j,k‘)/ (4,3,k’) € IJCK'] } (3.3.36.1)

. Como se puede apreciar de (3.3.34), el problema (P’‘R), min;f.u:i
es ahora aequivalente a sncontrar el flujo de mayor costo loSr;(‘
los arcos flujo admisibles en IJLK]. Al resolver este problema,
se puede rescribir (P'R) sin las variables artificiales y de
holgura, pero con desigualdades en las ) restricciones.
Denominemos poi (P"R) a este nuevo problema, su plantenuienﬁo se

express & continuacién.

Max 2 Ztu,j,m +3 z £04,4,0 (3.3.37)
A B

B.C. '

vi }: £04,3,1) +oo 404, 3,K%000) (3.3.38)
(P'R) , _ .
v jz £04,§,1) +...4004,1,K064CH (3.3.39)
V(4,90 £, 5,k) i, 3,0 ‘.(3.3;Aoi
£(4,4,0020, 81 (1,9,k) € LIEKZ (3.3.41)
£04,3,k) = 0, i (1,3,k) € TICKI (3.3.41.bis)

De manera similar a la subseccién 2.3.3, el problema (F'R)
encuentra una sencilla intorptetaéion en términos de flujo en

redes. Basta considerar una red en la cual se ha creado:

-3 Un nodo superorigen s y un nodo superdestino t.
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-3 Un arco de s a c/u de los origenes con capacidad

costo cero.

INSHTUTS
PIWESTIGACK
-1 Un arco de c/u de los destinos a t con capacidad d(j) yinis

costo cero.-

-1 Finalmente, se colocarda el arco (i,j,k) si y sbdblo =i
(1,3,x) € IJCK]). Tal arco tendrd capacidad b(i,3,k) y costo 2 &
3 dependiendo i (i,j,k') pertenece 6 no al conjunto IJIK'],
asegurando de esta manera que f(i,j,k) puede ser mayor que cero

cuando (i,j,k) € IJCK1.

Denotemos por 'N(IJEXKD) a la red construida segtn  las
qnteripren indicaciones ,'vef fig. 3.III. El problema (?"R) se
convierte ahora en el problema de encontrar el flujo de mayor
costo sobre los arcos flujo .admisibles de dicha red, 1i.e.
deterninar del conjunto de flujos factibles en N(1JLK]J) lqugl qﬁc

tenga mayor costo.

Una vez que se ha referido (P"R) a la red N(IJCK]), es
necesario hacer una pausa en el desatrqlio para conocer algunos
resultados sobre problemas de flujo a costo mAximo.  Asi pues  y
siguiendo 1la idea de 1la subseccion 2.3.2, se presentan a

continuacién algunos resultados y ejemplos de problemas de flujo

a costo mdximo.
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(costo, capacidad)

(00 0,0,0)) o
@ ©
{0,4t1))

¥

{0,001

2, Si tig,k) ¢ & [Kk']
donde - = »
3, Si 6K K]

LD. arcos

Figwa 5.1t Red N(W[K]) asociada al probloma (")
que no oparecen no pertenccen o 1 [K]. -



3.3.2 E1 problema de flujo a costo maximo,

algunos resultados y ejemplos.
T UE

ST RRCIESG

Sea G=(V,A) la grafica asociada a una red N, donde s®31326

distingue la presencia del nodo fuente s, nodo pozo t.

V({(i,j) €A 3 bii,§), c(i,j) ambos no negativos y que
representan la capacidad y el costo por unidad de flujo en (1i,9),

respectivanente.

Sea f un flujo factible de valor v20, Al igual que en la
subseccién 2.3.2, sea N'(f) la red incremental asociada a dicho

flujo. Un primer resultado (andlogo al teorema 2.4) es:

:Toor-n 3.1

Un s~-t flujo £ de valor v, es un flujo d._eoltb‘ s4xino 'lt‘ y~‘3
83610 i no sxisten circuitos en N’'(f) con costo positivo.

Demostracion:

===)) Suponga que existe C’' un circuito con costo positivo en
N (). Entoncgl, el flujo f puede ser iodificndo a través del
ciclo asociado C, en N, de tal forma que se construya un ‘nuevo

flujo £ de mayor costo que f,

¢s==) Suponga que f=( £(1,9) ) y f=( £(i,§) ) son dos flujos
ambos de valor v, donde f es mads costoso que £. Lafditerencil
entre esos dos flujos Yaf-f puede ser expresada como una suma de

ciclos flujo aumentantes con respecto a f, i.e. . como una suma dev
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circuitos en N'(f).

Debido a que el costo de f es mayor que el de f, al menos ‘unb.'1O DE
SET L LTITINES

[

de esos circuitos debe tener costo positivo. RET FEh T

Por otra parte, un resultado cuyo enunciado es andlogo al
teorema 2.5 es el siguiente (su demostracién no se incluye porque

es similar a la del teoreﬁa 2.5)

Sea f; un flujo de costo miximo de v unidades.

Bea £, un flujo de valor 8, a lo largo de la s-t cadena
aunentante P, asociada al s-t cniino de costo mAximo, P', en

(L),

Entonces £, +f, es un flujo de costo miximo de valor v+6.

De esta manera,y al igual que en la subseccién 2.3.2, 1los
resultados anteriores pueden ser 1mp1antadbs a traveés de divcrion

algoritmos que resuelvan el problema de flujo a costo nidximo.

Por -ejemplo, considérese la aplicacién del teorema 3.1 en 1la
red de la fig. 3.IV.a) donde se desea obtener un flujo de valor

dos de costo maximo.



Inicialmente, se construye un flujo f de valor 2, v.gr.

usando el AFF. Ver 3.IV.b). Como deseamos incremenentar éf“

: '§~,> ',»-,v
costo de dicho flujo, construimos la red incremental N‘'(f) en la ", ~

cual =se ba detectado el circuito de costo positivo 1, (1,2), 2,

(2,£), t, (t,li, 1. Ver fig. 3.IV.c). Entonces, se realizan
los canbios en el flujo inicial f, obteniendo un nuevo flujo £'.
El lector debiera obiervar que efectivamente el costo del flujo
f' &= payor que el costo del flujo f. Ver 3.1IV.d). Finalmente,
se construye la red incremental N'(f'). vgr 3.1V.e). Debido a

que no existen circuitos de costo politivo an dichl red y
hnciundo uso dcl tnorcm& 3.1 se d-ducn qua f' es un flujo de

~valor dos de costo mizimo.

Otra opcidn para 65tener un flujb devvalor dos de'costo,na:iqo
gn-"3 IV.a) es  la que propone el teorema 3.2. En esta
alt-rnneivn, una luccliOn de a -t cadenas aulentantea, fornada- a
pnrtir de l-t cnninon de co:to n&xilo en N', aeri-n conltruidnl

hastl quo el vnlor del flujo deaeado sea alcanzado.

Para ser nis praciuoi, obléivese que no eiiiten “circuitos de
costo positivo en la red de la fig.  3.IV.a). De esta manera,
fEEOXeaAeI flujo de costo mAximo de vq;or,‘cgro. Los cAlculos
necesarios para llegar a un flujo de valor doﬁ de costo ntximo.

soni
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, (copnchad, costo) ' ( tiu jo,conto, o;:pocl dad)

(25) @ (23) (1,2,6) (1,2,3)
(s) ll,”’/’ @ o)
(22) e 120) u,z,nz)\ /u,:,:o;
o) Red N . b} Flijo inicial de valor 2 (costo =30)

( copacidod , costo)

/I"}
A0
- ¢) RED incremental para el fhijo b)

" Se defecta el circuito de costo positivo e
' ‘ ( fiuje, copecided, costo)
TR Y | ' 10,2,3) o

4

|

. d) Namnﬂulodcvalor 2 (cos'o=52)

(1,2,12)

( copocidod, costo )

4 “0)

e) RED incremental paro o flu]o del d). No existen circuite dtcosb"

positivo.
Figro 3. wRod con costos asociados que Uumu la aplicocion dcl feorema 3.



1] Comienza con un flujo f, £ =0, a partir del cual

-construye N’(0) (de hecho N'(0) = N).
21 En N'(f) detecta el s-t camino de costo maximo, C'.t’h,M&AJ

3] Incrementa por 6 el flujo en la red N para aquellos
arcos que forman 1la s-t cadena aumentante asociada a C’.

Sea f' este nuevo flujo.
4] Es el flujo £’ 'de valor dos ?

4.1] 8i. Fin. f’ as un flujo de valor dos de costo

mdximo en la red N.

4.2 No. Haz f=f' y regresa a 21.

La fig, 3.V nmuestra los pasos necesarios para llegar a la
solucitn Optima en la red de la fig., 3.IV.a).

Continuando con los resultados sobre flujos a costo nlxi-o, el
aiguiente teorema se convierte en una especializncidn del tcorn-n
H3 1 para el caso especifico an que se requiere conlbruir un flujo .;}
de costo maximo de valor ¥, donde ¢ es el valor del tlujo ntxino.

Para e#llo, se hard uso del l;guiente lema cuya demostracién ‘as

inmediata a paktir del proceso de etiquetamiento del AFF.

Considérese una red N con grafica asociada G=(V.,A).
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¢ ‘\. )

v {i,j) 6 A 3Db(i,]), ¢(i,]) que representan respectivamenté:kf

la capacidad y el costo del arco (i,3j).

sea (5,T) 1la cortadura de capacidad ninima construida tras la
aplicacién de dichoc algoritmo.

Leoma 3.1

ViEs,i#ss, cricte una s-i cadena auzentante a través de

nodos da 3.

Estamos ahora en condiciones - de presentar el siguiente

teorema.

- em e e e e e e e e =

Teorexa 3.3

Suponga qﬁo un flujo dovéolto nAxiﬁo de valor ¢, donde ¢ es el

valor del flujo niximo, es deseado.

Sea ( S, T ) la cortadhra de capacidad minima obtenida tras la
aplicacion del algoritmo de Ford y Fulkorson, -

Un tlujo f de vnlor~gAgino es de costo miximo =i y solo =i
N'(f) no adnite circuitbl de costo poaitivo en 8 ni en T. ( E-
innecesario considorar circuitos con nodos en acdos conjuntos, 8

y'T ).
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Demontracién: A partir del teorema 3.1, mélo resta probar é.

no axiste un circuito da costo positivo en N’(f) con nodos de Sg? o
HUT0

T. E u'\n TISAUONE
ELL'CI’HKA‘.
' Suponéanoszque exista un circuito de costo - positivo, C’, en
N'(I) con  nodos dg SyT Seai€C' (3 G'Cf) +ries (jem.
- Luego, existe unn_i-j‘cadena aumentante en N. - Mis aun, existe
una 8-jJ cadennfnunentnnte.(Lell‘3;1). bo.don&é el nodo j>bu¢dd

. mer. ntiqvfctldo,‘» 1‘.|.' jes !--Stiln.
Por 1o tanto no existe un circuito de coito,pouitivo en N'(f) “‘f
con nodos de 5 y T.

‘ El’téorena 3.3 queda de esta manera demostrado.

Bl conveniento indicnr quc ‘el teore-. 3‘3 pundc ‘rgﬂff 
. qcnornlizado a cunlelquiern cortadura ( 8, T ) lioncrns ( 8. T )ﬁ
°9£f_ 'lll unn cortndurl de clpneidnd -1n1la. El lector puedo !Qliblrl.‘»

‘a’ cn;.19763, Cap III.

‘.Aiinisno, se debiera notar‘quevln‘ilpllncacion de los tcoicnng
3.1 y 3,2 a traves de un algoritmo sinilar al de la seccion
'2 3.2, brinda la dp6rtun1dAd‘de ti-iizar un nnlli-ii purniotiiéo
‘del problena de tlujo a costo mlxiuo como unn funcibn dcl vnloraV

del !lujo v.
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Sea v € [0,¥] el valor de un s-t flujo en N, y denotemos pﬁg
C(v) el costo méximo de un s-t flujo de valor v. De esta mané?a

[B

henos éonltruido una funcién C. CA
Ct L0, -===) R # - v =wmen > C(v)

Una gridfica de dicha funcion, obtenida de sucesivas cadenas

aumentantes se muestra en la fig. 3.VI.

Intuitivanente es de Qgpeur que- las .sucesivas N cad,ehn 3
_-mdnthﬁtql sean a 1o mas tan qoitobu como la previa asi que C
debiera ser una funcién concava. En verdad la concavidad de C es

A fAcilmante demostrada.

-~ C es uma funcién concava.

e .belojtricith: Sea £ ( f" )\'.\n" nuj'o glrcb_l't“ov_lliilo de valor v
v, dondojy-'v‘(v’. _ Entobn'c’nl,‘. NE f‘"(i-)‘ )£’ as un flujo
factible (el conjunto de lo:‘luc':lonu" de un PPI. es cbnvoxo) con
valor Av + (1-A)v' y #su costo es A C(v)+(1-\)C(v’), donde
osXQ. Lo ’

8e sigue que C(Ave(2- Mvi ) Actwi+(1-A)c(v’), y 1a funcién
C es concava. ' ‘ SR .
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?W) '

/ pandiente = C 3.

' pqulinfol c 2 .

| »C(d) - pondlomo . cr

L2

" Flgwa sw Grafica de la funclon C,
- costo maximo de un s-t flujo de valor .




Corolario 3.1

‘S8ea C; o1 costo de la i-ésima s-t cadena aumentante que l.(ﬂll
LS uv..'\"’.’f\

para detorainar el flujo de costo ltxilo de vnlor v, albe A

€1 2€ 2 +os 2C,

'3.3.3 Comentarios ldhra la ipliéacioh'ddl‘-
nlgoritto prinnl-dual en 01 problela
S dcl trnnnpurtn capacit-do con

- arcos pnralclos.

‘ Thl y couo se -enciona en la subseccion 3.3, 1, (P"R) es  un
problona donde se desea encontrlr el flujo do -lyor costo sohro
_ 108 arcos flujo ad-isibleu en IJIKJ.. Bsto es. (P"R)»no dclea un
: tlujo ‘de dntcrninldo vnlor de »chto -Axino, lino I‘l bt-n |1

!lujo de -ayor couto enere aquellos tlujon fnctiblol en 1. rod

' ~N(IJCKJ)-;

Lueqo, 8 noqotrbuv conocieramos para la red N(IJCKD) ‘il
qr‘ficif:d- la funcién C, seria Alpncillo‘dntnrninlr aquclfon

valores de v que'nnximizan dicha funcioén.

8i d-notlual pors

s v/ C(v)zC(x) VXELO9II - (3.3.42)
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34

Sea v € M, bastaria construir un flujo de valor v con cosgg -

C(v) para 1lo cual se haria uso de alguna de las aiguient{és"'{

ooty

opcioness GO e

1) Dlndc_: upn flujo de wvalor v, p.e. usando el AFF, vy
eliminando los circuitos positivos (teorema 3.1).

23 Construyendo, a partir de f =0, s-t cadenas’ aumentantes de
costo ' mAximo hnlti.'ohcontur el valor del flujo deseado (teorema
3.2) '

33 COiﬁinAndd l;l y‘ZJa ) Blto ;‘ci‘. dado un’.t:l,u_jo de va;lor v'_(_v.

: 3 13 . Sn ‘ cnl:lmn circuttou de colto pouuvo hun

o ’nlcmzlr un !lujo de costo mi-o de vnlor v,

ni 35 23 91 v “-‘- R Alto', se ha loluc:lonado nuestro

: f"‘problm En, caso conturio. ‘8o conltruﬂﬂ "' ““““'

.- nuuntnntu d- colto uxilo hnta oncontur o nlor deJ. —

l lujo dnudo. ‘

Ahou’hion. por nr uyoru o :lqunln -a vcero 10- costos
ndchddi*i 10l arcos en N(IJCKJ), una puqunta quc -urge de
manera n.tuul a8t | . - ,

amacw vve 0,91 7 e
| ° oquivahnunnu - PR o
venz . Ly e - ©(3.3.43.p18)
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En caso de ser afirmativa la respuesta, C seria una funriﬁn\\”v
A
concava no decreciente, y " como un primer paso para obtenor o%ff

optimo en (P'R) se podria usar un procediniento que naxilice :
flujo 'sobre 1los arcos admisibles en IJCKJ, v.gr. el AFF, ﬁ&:“>'.
'vez que se hubiera finalizado la aplicacién de este algoritmo, el
segundo paso  consisitiria in, verificar, o en ih"‘dcfncto
reconstruir (ver teorema 3. 1), el flujo que maxinize. el costo en

(P"R). En nltc punto llr1l~de grln utilidad el uso del teoreln f; =

" 3. 3 ll rc-trinqir 1- bnsquodl de los- circuiton de colto ponicivoq

sélo .a nodos en el conjunto 8. o a nodou lOlo’dll conjunto T.

' Pero'conaidtrnn.'q; liquinntq'ojclplog .

~Sea N la red de lq}fié.‘ 3.VIf,a)inCOnstr¢ynid la funcién‘ c

Para dichn red. Alqunouvconontlribg sobre la red N se éickipon_a -

cantinuacian:

_‘13“'515‘19;;.1 que-en el problema del transporte capacitado
“con arcos paralelos, los costos son liyorql‘o'i§Unlol que

. earo.

. 1) Los arcos que sllen del nodo l y lol arcos que

» lloqan nl nodn t tiencn costo cnro.‘
23 N no conitiene circuitos de costo positivo.

'IA»pa;tir de 27.es claro que C(0)=0. Se puede; usar ”hhora el
teorema .3.2 enk‘N‘(szO)-N. - Como 1nd1cd,1nifi§. -3, VII b). el
cnl;pp‘dc,colEO'nAgiIo es 5, (s8,2), 2;‘(2,5).‘ﬂ5, (S,t), (01
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‘locf.or dobiefa oburvar que el costo de dicho camino es 3)

Luego, el flu:lo se puede incrementar hasta en una unidld a trnvn"“
St l'rkt O
da la cndenl aulentante uochda. Sga f este nuevo flujo.' . Aar :

fig. 3.Vii.c). B8Be ticnch(v) = 3v, v 6 [£0,1].

Una vez conltru:l.do el nujo f de v;lor "1l y. por una nueva
aplicaciotn del teorema 3.2 en N'(f), el camino de costo uui-o es
s, (1,3), 3,43 5), 5,(5, 2), 2, (2,4), 4, (4,?.), t. Ver fig.

' '3 VII. d). ; (IOburve ol lector que 01 cnino de couto milo”' v
Hono colto -ll). Lucqo, 01 nujo se pudo 1ncrnentat hnu en‘

_una unidu A tuvol do ll cndem au-em:nnt.o nocudn ncmnndo‘

| ‘lm vnor as ZI, ver fiq., 3 VII..).v Do donde C(v)-3+( 1)(v-1).~’_

v & £1,21. Una qrdtica de 1a funcion C se localiza en 1a fiq.'
;ja.vxx,f). ' :

SQ u:lquo do ell:e ejelplo quo no. neceurinente el t’lujo dei“
uyor colto dnbc ur dn vnlor uxino en unn nd cuyos contos‘
L uocudoo son uyotn o 1guu.e| a ceto, ni h rupuun a ln“

':f‘puqunu plmtuda en (3. 3.43) es no.

5} Aqui se dcbion notn, quc ai bien 10- contos uobro 10- ucol
‘:do la’ rod de. 1; uq. 3. VII..) no son. 10- quo e 1nd1cm on 1. t’.

: 0. de (P"R), kun ejemplo que conudere una nd co:o 1. de nunt'.ro ‘
problm (q\n 1nc1uya lon costos 1nd1cndol en (3. 3 37)) pnedo ur '
.conltruida qenouuzmdo la idea del ejnplo anterior. De nn '-
‘ g foru, pnn ‘108 mbprohlmn (P"R), ol dourltnn nl vnlor del '
ﬂujo qun miun 01 colt.o on 1la red N(IJI:KJ) u convtertc en un"k

"probhu n cml se d-horl onfrenur 01 AP-D dunnt.e la lolucion

7”3-29,




( capacidad, costo )

(z,1)

a) Red N .

- b) Rodlncuin@nfol, N'(?) para 20, (l_.lb
el ccmino de costo mcximo es
'.";z,p zvo(ZOS’v '5r‘50"0 t,

@ o co.;.-n

(flujo, capacidad, costo)

: ' ",'l;,.O’

- (0,8,1)

c) Flujo de valor ) do com
moulmo-s s



: (capacidod, costo)
(2, S

®
o

(\

@ - (z.l)

d) Red incremental N'(f) para el flujo de ¢). El camino du costo maxlmo o
5,(8,3),3,13,5),5,(5,2) ,2,(2,4), 4,(40), 1.

@ 02,

(ﬂu}o. cmacidad.eoo!o_) '

N

4,0) - '

{41,0)

BN @ e

~ #)Aujo devdor 2 de costo maximo = 2

ew) ‘

. 1) Grofico de la funcion C pora la red del a)

Figuro 3.VIi . ojcﬁtpb.éo "‘u‘nc red para lo cdql la funcion’ c ‘ho umdcmmm
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del problema primal (P’). Una forma de salvar este obataculo {pe\@
i bad U‘
sirve de los resultados de la subseccion anterior relativos a lﬁjt.rr
' . ’ (TG DE
TOONES
1. ELTRICAS

conocimiento 'del corolario 3. 1 y la aplicncion del tnorun- 3.2

funcién C (C es una funcién concava y 1lineal por pedazos)

pues, su uso nos proporcionn un método pnrn cn:ontrnr la lolucion
' Optiya a (P"R). Por convcncibn y durlnto el plantenlionto del
presante método denotarenoa por N a 1- rod N(IJtKJ). b 4
. uinilarnento ai f cs un tlujo factiblc Qn N(IJEKJ) ln red

1ncrelontll alociadn a dicho flujo la denotatelol por N‘(I).

- EY letodo roferido. considera 1n1ciallcntc ln red N con el .’
,A‘tlujo £=0 (de hecho £2°0 conseituye el flujo dl conto niximo- dn
| vglor cero pues, N no qontienp circuitoa y:H{(Q)-N ) e ;ncrclentn ,"J
)} 'tlujo a trnvés‘dbqlns s~t cadehas hu-ontintes asotildns a ion"‘
'l-t caminos de colto leimo locnlizados cn N’ hasta que- el conto, ;5 
;‘ de_ dichn cadonn nu-encnnte sca cero o neqativo. De Innorn |A|¢”~A7

procisa. 01 procediliento serin:
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Procedimiento para la solucidn éptima de (P"R)
11 Comienza con el flujo £f=0.
21 Construye N'(f).
31 Existe un s-t camino en N’ (f) ?
3.13 si. Sea C' el s-t camino.ée goéto mdximo.

3.21 No. Alto. El flujo de mayor costo es de valor
miximo.

4] Sea.é‘ey costodeC'. c 07
4.11 84. Alto. £ optimiza (P"R).

4.2) No. Incrementa el flujoen N a travées de 1la

. cadena aumentante asociada a C’. Sea f este nuevo

flujo. Regresa a 21].
'El’procediiiento anterior garantiza que el flujo f obtenido al -
detenerse la aplicacion es el de mayor costo en la red N(IJLK]).

Luego, f optimiza (P"R)..

Restaria aun la ﬁ-rificnciqn de (3.3,35) & (3.3.36). S8i
dichas igualdades son satisfechas, equivalentenent? se tiene {20
Yy se hnhriq'obtenido la solucion éptima al problema (P‘). En
C;IO contrario {0 Y se deberd obtener la solucién éptima del
:problcna (DP'R) pari'asi poder cnnbinr la solucién al problema

(D’) en tal forma que se admita al menos una nueva variable en el
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problema (P‘). Esto se continuard hasta que la solucién primf

se haga factible, o bien la solucién dual se haga no acotada.
IOTITLD DF
1(‘7( J.(',\. ’
Ahora bien, después del analisia desarrollado en torno “lrh‘ﬁ)

problema del transporte capacitado con arcos paralelos y su
solucién mediante el AP-D, resulta de interés reflexionar an el
problcma (F) y el estado al que nos ha llevado la implahtacién de
la metodologia AP-D . A diferencia de los problemas Anteiiorea,
relativos a flujo en redes, en los que la aplicacion del AP-D noi
ha transferido a subproblemas cuyo qtado.de dificultad eﬁ ‘henor
que el dglv problema original, v.gr. el algoritmo alfabeta con
subproblemas de flujo maximo pura’el problema del trinsporte, el
' problema aqui expuésto nos ‘hn tranafergdo a subproblemas cuyo
planteamiento no ha cambiado sustancialmente del proble-a (P).

,V¢Aloln

Dado el probleua‘originnl (P) o equivalentemente (P'). anatro
objetin es encontrar él flujo de costo minimo qdo lnﬁi;flqn 
tanto las restricciones de ofertas y demandas en los nodos . éo!o’
‘las capacidades en los arcos. Luego, al aplicar la metodologia
AP-D en (P'),‘nuestra>idea es nAs bien evitar el manejo del

vector de costo, asociado a (P’), en los subproblemas derivados,

Pér.otta parte, al propbrcionar una solucién (D')—fncgiblo y
forna; el prohlena'(P‘R), los suhproblenaa equivalentes, (P'R),
conéisten eﬁ determinar el flujdnfactible de costo mdximo en la
red N(IJLK)).  De  esta forna, y a diferencia del problen. del

‘ transporte, en los suhproblenas (P"R) el partnctro costo alocindo
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al flujo en c/arco aparece. Luego, (P'R) ya no es un problema‘dé K
flujo maximo, como intuitivamente se esperaba. Se tiene nntonqil'f;]

un problema original (P) &6 (P’) para el cual se desea -vit‘fll;wa Y

. manejo del vector costo y la metodologia AP-D nos transfiers a
subproblenas (P'R) donde un nusvo victor de costo es usado.
Asi,la ventaja ofrecida inicialmente por el AP-D queda sin efecto

en este problema particular.

Es conveniente indicar que pese a existir en N(IJLK]) solo 2
valores para el pardmetro costo, las herramientné conocidh§ para
resolver 1la - clase de auhproblemas (P'R) no dianinuyen la
complejidad de las ya ofrecidas én el capitulo 2 para el problema
de flujo A_coito minimo. De tal sﬁerte que la idea éeﬁeta@orn
del presente capitulo, que se fincaba en el txitb obtnnido trn|
la 1np1ant¢cidn del AP-D en el problema d;l tfnn:portc,, no ha
redituado para el caso especifico del prohlcun dol tranasporte
capacitado con arcos paralelos. - Por tanto, la bﬁIQUIdl de una
iuetodologia dﬁe resuelva el problema con mejores herrnnientds,
serd un trabajo que proseguirsd ol‘vliquinntn | énpitulo al
introducirnos en la metodologia desarrollada por Ford y Fulkerson
que con el nombre de Algoritmo Out . of Kilter ,pgrnife» resolver

problemas de flujo con costo minimo en redes.
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3.4 Ejemplo de la implantacion del algoritmo
primal~dual en el problema del transporte

capacitado con arcos paralelos.

Se completa el capitulo 3 resolviendo, bajo 1la implantacion
del AP-D, el problema del transporte capacitade con arcos
paralelos mostrado en 1& red N de la fig. 3.VIII, Esto es, s=se
desea aencontrar el patrén de envios con costo minimo que
satisfaga tanto ofertas y demandas en los nodos, y que respete la

capacidades de los arcos.

Como el lector puede observar en la red N, la dimension dal
problema es m=n=3, K=2. Adicionalmente, las suposicicnes hechas

a la estructura de la red N en (3.2.1)5044,(3.2.3) son

satisfechas.

Para dar una mayor claridad a la exposicion, en c/iteracion
del AP-D se noatrart 1a solucion éptiea del problenn (P”R) en la
red R(IJEKJ), asi como la de; proh;ena (DP'R). “A- partir de lo
cual, -Q .fiIUAlillrl el nvaﬁce que guarda el problema del
trnnnporte capncitado de 1- red N en su bﬂsqunda de una solucién

Optill.
Convanciones:

En lo que roltl de estd meccién y siempre que se refiera a las
variables del problema dual, (D’), denotaremos por o, 3, Ttk) a

los siguiéntel'vgctoreés
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. {copocidod,conto) -
[ lowta o dm(o_

)

nqum svii - Ejemplo de problema del transporte’ capacitado con arcos pdmlol@ ;



o= ( 0&(1), 0((2),...' Alm) )’

3= (ML), H2)eeey Mn) );
ka 2 1,1044K

T(k) = (Y(1,1,k),e.., ¢, k), 00, Y(m,1,k),...,Y(m,n, k) )}
andlogamente para las variables del problema (DP'R)
= ( AlLl), Kl2),een, oA (m) );

F=ORL, M2),eee, 3) )
yvk - l’l.I’x

T(k) = (7(1,1,%) . 00y T(1,n,K) 0es, (0,1, 40 0s, Tem,n k) )
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Itaeracion 1

- Dada una solucién ‘inicial (D’)-factible, v.gr. la indicsasio:..
) FVESTESACOMN

por (3.2.17),..., (3.2.19) se tiene: ELEOTAL 5o
oL =(0,0,0) I )
3 =03,1,1) '> 'v (3.4.0)
"L = =7(2) :

Véase fig. 3.IX.b), donﬁe se ha colocado el.‘corresppndibnte
valor de ‘la variable dual juhto al elemento de la réd que lo
complementa, excepto ﬁgrn aquellas = variables 7(4,3,k) 4
7($.j,kf-0. -Esta convencion de coiocar 8610 el valor de aquellas -
vagiablol 1(1,j.k),i 0 serd usada en todas nquélla- graficas

usadas en esta’ seccion. °
Dé la anterior solucién (D’f-factiblo se tiene:

LY, (3,2,
=< (22,1, S

| €1,3,1),(2,3,1), :

13(2) = J

| (1,1,17),(2,1,1),43,1,1) |
131 = ¢ (1,2,19),(2,2,190,43,2,1') >
| (1,3,100,02,3,1),(3,3,1°) |
| 11,1,2°),(2,1,2'),(3,1,2') |

IJ(‘Z’) = (' (1,2,2'.)'(2,2,2’),(3,2,2') ,')
' D (1,3,2°1,42,3,2°1,(3,3,2") =
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Con la informacion precedente es sencillo construir la f @\

“ 3
Sl

N(IJLK]). Simplemente obsérvese que:

si (i,j,k) € IJLK] =====) (i,j,k’) € IJCK'].
y el conto'nsocindo a los arcos en N(IJLK]) es igual a 2. Se
puede entonces determinar la solucién éptima al problema (P"R)

asocia¢o, v.gr. usando las herramientas de la‘aepcion anterior.

Tanto la red N(IJLCK]) como 1la solucién oéptima se pueden
visualizar en la red de la fig 3.IX.a)

En fotna pnrglol; ala |olu:40n optima de (P'R), el lector
puede visualizar en la red N el ‘nvance que ha obtenido el
problama (é)_ch lﬁ busqueda por encontrar el patron de .aniOl
factible de costo winimo. ‘Ver fig. 3.IX.b), donde, por

’convencibn, los arcos trazados cotresponden a colulnna flujo
.,ndliqiblql de la red N(IJLK1) de la fig. 3. IX.a),

" Podemos cnlculnr f a partir de iqq' resultados - de la
‘lubl.ccibn 3.3. 1, en ese caso se tiene:
lZoﬂ)+2dH)f2Nijk)
|
I T s B E
¢« : , : _ (3.4.1)
. | -2 qu,j,u) - 32:(1.1,” o o

A : B

donde A = € (1,§,k) G‘IJfKJ / (1,1,k') € LICK’ )
B € (1,3.k € 13CKI / (4,9,k') @ IJCK'D )
E = C (1 j,k') / (4,3,k') @ IJIK'J b 4

‘ -‘_”'y pau c1 flujo 6pt1-o indicado en la uq. 3.1:(.-)
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¢ =30+ 30 - 2(11) = 38 (3.4.2)

‘Luego { Y0 ¥ es necesario conocer la solucion optima de $D§§§§4ﬁ%£d

( wver (3.3.15),...,(3.3.21) ) para asi poder cambiar la séi&égzxfgg;
al problema (D’) en tal forma que se admita al menos una nueva
.vatiable en el problema (P'). En este punto, el lector debiera
notar que aun no'cbnoce todos los valores de las variables que
‘optimizan la f. o. en el problema (P'R), sin embargo

deterninarlos es una tarea muy sencilla. Por ejemplo:

~1 De (3.3.9) me obtiene

Vi xtija)= ofi) - Z (£04,9,10 40 0 +E(3,3,K)).

| ]

Luego x(lja)=3, x(2Zja)=3, x(3ja)=13.

o | An&loqalnnta de (3.3.10) x(4}ja)=11, x(5{|a})=5, x(5|1)=3.
i ~3 Usando (3 3.11) se tienes

vVii,j, 1y e IJ(I). x(i j.1)=0, pues £(1,3,1)=b(4,3, 1).‘
Vv (i,§,x') 6 IJEK'T ¥ (i,j,k) ¢ I3(1),
x(i,3,%)=b(i,9,k). Luego y(;,j,kl.)to Vi, ¥j, vk.

- Para obtener la solucién -4ptima de (DP'R) recurriremos a las
condiciones de holgura complementaria en el par de problemas
duales (P'R) ¥ (DP'R). Simplemente obas#érvese que por ser (P'R)

un_ problema en forma estdndar las condiciones de holgura

complementaria se reducen a:
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Dado un par de soluciones A=(F,X,Xia,¥la) y #rs(&, §,7),

v i

factibles en (P'R) y (DP'R) respectivamente.

LGP
tona

A y Ak son optimas en sus respectivos problemas si y sélo si: ::

(LTI, 4,k0) . L04,5,k)=0 , si (i,3,k) € IJ(k) (3.4.3)

F(4,9,k).2(4,3,k) = 0, si (i,9,k') € IJF(k’) (3.4.4)
(X(i)-1).x(ila) s 0 = Vi ‘ " (3.4.5)
(5(41-1).x(m+jla) = 0 v (3.4.6)

(7(4,5,%)-1).y(i,5,kla) = 0 ¥ (4,1.k) (3.4.7)

Usando la solucién éptima de (P‘R) deducida anteriormente, se

tiene:

De (3.4.3)

(1) (R(+F(1I47(1,1,1)).8

(2) ( (1)+F(+T¢1,3,1)).2
(3) ((2)+F(2)+742,2,1)).1
(4 (R(2)+53)4F(2,3,1)).1

| ]
o o oo o

(5) ( R(3)+F(1)+T(3,1,1)).2
~ De (3.4.4)

(6) 7(1,2,1).8.= 0

(7) 7(2,1,1).3 = 0

(8 ¥3,2,1).3 % 0

(9) 7(3,3,1).21 =0

(10) 7(1,1,2).18 = ©
' (11) 7(1,2,2).1 = 0
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»

1

(12) 7(1,3,2).2

(13) 7(2,1,2).9
(14) 7(2,2,2).2

(15) 7(2,3,2).%

u
o o o o =]

(16) 7(3,1,2).9
(17) 713,2,2).10 = 0
(18) 7(3,3,2).6 = 0

. De (3.4.5)

(19) ( <(1)=1).3 = 0
(20) (&X(2)-1).3 = 0
(21) (&(3)-1).13 }- 0

‘De (3.4.6)

(22) (J(D-1).11 = 0
(23) (§(2)-1).8 = 0 -
(24) ((H-1).3 =0

Usando (19),...,(24) -

Ax (1,1,1) _ S . (3.4.8),
¥=(1,1,1) S L (3.4.9)

y de (10),...,(18)

=zo . 3.ea0)
finalmente
‘§(1) = ( -2,0,-2, 0,-2,-2, -2,0,0 )" (3.4.11)
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Claramente, la solucién dada por (3.4.8),...,(3.4.11)

(DP’'R)-factible y o6ptima, Ver fig. 3.IX.a). (El leqégi“f‘ﬁ“
interesado puede checar c/u de 1las restricciones del proﬁiéézégizg
(DP'R) asi conmo el coste de dicha soluciéon en la f. o. dnngmAb
mismo problema, que como es de esperar coincide cbn el dindicado

en (3.4.2)).

Una vez conocida 1la solucién optima del problema (DP'R),
comienza el andlisis para nejorar la solucién inicial
(D’ )~factible (ver pasos 3] y 4] del resumen del AP-D en 2.3.1).

Se 1lista entonces, aquellas columnas no admisibles:

| (2,1,1), |
= < azn, ©(3,2,1) )
| : : (3,3,1)}
| (1,1,2),(2,1,2),(3,1,2) |
12) = (1,2,2)42,2,2),3,2,2) >

' .
f (2,3,2),(2,3,2),(3,3,2) |

c c
IJ(1') = @ = 13(2°) |
(1,2,1) ¢ X(1)+3(2)47(1,2,1) = 14140 = 2 >
(2,1,1) ¢ X(2)+3(1)47(2,1,1) = 14140 = 2 )
S (3,2,1) % A(3)+3(2)47(3,2,1) = 14140 = 2 >
= X(3)43(3)47(3,3,1) = 14140 = 2 >

R

(3,3,1)

© o o © o

1,1,2) % K(1)+P(1)+7(1,1,2) = 14140 = 2 )

4

(3,3,2) % SU3)+3(3)47(3,3,2) = 14140 = 2 ) 0.
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Luego, el mdximo valor de 6, ver (2.3.13), estd dado por:

| 4-(0+3+0) i
ittt ’ |
T :
| 4-{0+1+0) 2-(0+1+0) | c
) mmmmm——e et | I3
| 2 2
|
= 2-(0+1+0)
! , 2 [

Oilin ‘- a & ’asa & & & 8 0 3 & s & s s = =
|
I 6- (0+3+0), 6-(0+3+0),. 5-(0+340) (
| memmmmmes memmees mesemees |
i 2 2 2 |
| !
| 5-(0+140), 2-(0+1+0), 6-(0+1+0) | c
| =————- A s | I32)

| 2 2 2
|
{ 2-(0+1+0), 2~ (0+1+0), 3-(0+1+40)

| 2 2 2

De donde, 0 = 1/2.  Asi, la nueva solucién (D') es 1

| X +1/2 z
'.= P+1/2)
‘o s 12 T
; 7(2) + 172 7(2)

Y=

donde:
b(. 3, 7(1), 7(2) son los indicados en (3.4. 0)'y

gg, J, (1). 1(2) son los 1nd1cados en (3 4.8),...(3.4 11)

‘resplctivnmnntc.
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51 denotamos nuevamente por ({(,3,7(1),7(2)) a la

(D’)-factible se tiene:

o= ( 1/2, 1/2, 1/2 ) (3.4.12)
3= (7/2, 312, 3/2 ) {3.4.13)
7(1) = ( -1,0,-1, 0,-1,-1, -1,0,0 )  {3.4.,14)

7(2) 0 : (3.4.15)

En este punto se comienza una nueva iteracién del AP-D.

Iteracion 2

Dada la  solucién (D')-factible  mostrada en
(3.4.12),,.1,(3.4.15).l Ver fig. 3.X.b). El nuevo conjunto de

colh-nna admisibles estd foraado por:

{ (1,1,1), (2,1,1), (3,1,1) |
I31) = ¢ . (2,2,1), (3,2,1) >
o : (1,3,1), (2,3,1), (3,3,1) |
' ‘ b
2 = " (2,2,2), '),
: (1,3,2), (2,3,2) :
I (2,1,10), | I
131 = < @z, (3,2,1) >
: (3,3,1') :
| (1,1,2'), (2,1,2°), (3,1,27) |
13(2°) = ¢ (1,2,2), (2,2,2'), (3,2,2') >

[ : |
i (1,3,2), (2,3,2'), (3,3,2) |
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Obsérvese que algunos arcos que pertenecen a IJCK] iﬁé

pertenecen a IJCK'], luego el costo asociado a estos arcos en’}a

ERY

red N(IJLK)) es igual a 3. ' R

Nuevanmente estamos en condiciones de construir la red N(IJCKI1)
para las columnas admisibles de la 2da. iteracién. Esta red
como la solucién 6ptima al problema (P"R) asociado se muestra en

la fig. 3.X.a). En esta tiquin es util comentar dos aspectos:

1] Todos los arcos pertenecientes al conjunto IJLK] de 1la

lera. iteracién han wmodificado su costo en esta nueva red

N(IJCK)). El cambio ha sido de dos a tres.

.23 El arco (2,3,1) que habia sido saturado en la lera.
iteracién ha quedado vacio en la actual red N(IJCK1). En

‘términos del problema (P‘R) se tiene:

(2,3,1) € 1JCK1, (2,3,1') @ LJEK'D y la restriccién
£(2,3,1) + x(2,3,1) + y(2,3,1|a) = b(2,3,1)
=xs=)  y(2,3,1|a) = b(2,3,1).

Al igual que en la iteracién 1, el lector puede v;aualizar en
forna paralela a 1la solucién optima de (P"R). el avance que ha
; obtenido el problema (P’) en ln.red N. Vér fig. 3.X.b) en dondé
los arcos trazados corresponden a columnas flujo adiisiblea'en la

red N(IJCK]) de la fig. 3.X.a).
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‘ =1 ) .
.(8,8,3) ' & V-2 - (Tjo, covenided, covt)

, (V-.v.t)

o quum (¥4 o) lhmroclon de la red n(u(moooclodo a la solucion (o) focﬁbh de lo 24o. nurcdcn
. Lo solucion opmno mto dol problomo (P"R) como do (OP'R) g0 hduym enio mls- '
mo ud . :



¢ ‘% ' (coposided, fiujo,onte.
‘ [°] oterte o amenda
’
\°\° ’001
ag% B!',‘

o @ w
f‘e ' ‘\
Rovth as"// |

OO

figuro . x. b) -estado de ia red " despues de la te. iteraciin del ars
: - adicionaimante se localizo fo eolucidn (U) tactible que Inicia
. esta iteracioh.



Usando (3.4.1):

<

I 30 + 30 + (5+2+41+1+2)

»

| =2(3+3+1+043+1) -3(5+2+1+0+2) e

60 + 11 -2(11) -3(10)
19 (3.4.16)

Luego, g >0 y es necesario conocer 1la solucién optima de

(DP'R) para asi poder modificar la solucién al problema (D’) en

tal forma que se admita al menos una nueva variable en el

problema (P’).

Siguiendo

(DP'R) es la

o =
3=
7M1

7(2)

{

la idea de la iteracidtn 1, 1la solucion 6ptima a
sigﬁiente:
1, -1, 1) ' (3.4.17)
1,1, -1) S (3.4.18)
( —é,o,o, 0,0,1, ~-2,-2,0 ) .’_ (3.4.19)
0 ' (3!4.20)

Ver fig. 3.X.a).

El lector interesado puede verificar vexhaustivanente

(DP’R)-factibilidad. Esto  es, checar las restricciones »

(3.3.16),...,(3.3.21) tomando el conjunto de columnas admisibles

descrito al

inicio de la iteracién. Por nuestra parte, sb6lo

vgtifica-os que el costoen la f. o. de 1l1la solucién dada es

" igual al indicado en (3.4.,16).
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3

W s (10-5+15) + (1846-6) + ( 5(-2)+1(1)+2(~2)+3(=2) )
=20+ 18+ (1 -20)
= 19 ' (3.4.21)

Prosiguiendo con los pasos 31 y 4) del AP-D, se lista a

continuacién el conjunto de columnas no admisibles.

e o (1,2,1) }
1 (1,1,2), (2,1,2), (3,1,2) |

1302} = ¢ (1,2,2), (3,2,2) )

: (3,3,2) : o

| (1,1,1), 3209
wan s (2,21, !y

‘: (1,3,1), (2,3,1) :

L o ‘

13(2’) = @

(1,2,1) ¢ X (1)+3(2)+7(1,2,1) = 14140 = 2.5 0

R

(1,1,2) * J()+§(1)47(1,1,2) = 14140 =25 0

R

(1,2,2) * (1)43(2)47(1,2,2) = 14140 = 2> 0

(2,1,2) 2 o {2)+3(1)47(2,1,2) = 14140 = 0

R

(3,1,2) * &(3)+3(1)+7(3,1,2) = 14140 = 2 > 0
(3,2,2) = A (3)43(2)47(3,2,2) = 14140 = 2 > 0

(3,3,2)% &(3+5(3)+47(3,3,2) = 1-140 = 0

(1,1,1*) « 7(1,1,1) = -2
(1,3,1°) = 7(1,3,1) = 0
(2,2,1') = 7(2,2,1) = 0

a1

(2,3,1°) = 7(2,3,1)
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(3,1,1') = 7(3,1,1) = -2

Luego, el miximo valor de @ viene dado por:

|
|
!
!

|
4-(1/2+3/240) | ‘e
------------- | 13(1)
L |
. e 3
Il L] [ L] . L] . [} . a . . l * . “ a a ' a l - .,‘;
| 6=(1/247/2+0) 5-(1/247/240) i
' . - - e L e e vt v o e | o
e
| B=(1/2+3/2+0) . 6-(1/2+3/240) , |’
| mmemm————— " emmemm—————— | ¢
IR 2 ’ 2 | 23(2)
-9 = nin | }
. i A
o |
I RE
t . a » £l L . . - L] [ ] . » . L] - 0 LY » . L] l “
! I
| o
| T
|- e
s | 13(1)
) |
i |
| 0-(-1) |
R ’ i
{ 1 }

~De donde, 8 = 1/2 y 1a nueva solucién (D’)-factible gs:_

| A+ 1/2 oL

% 1+1/2)

| T(3) + 1/2 T(L)
| 72 172 712)

Y=

- dondes’
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' P
Ls-¥% T, 7T2) son los vectores indicados .en - -

BN
[

(3.4.12),..,(3.4.15) y o, 3, 7(1), ¥(2) son los vectores
R IR AN O

indicados en (3.4.17),..,(3.4.20), respectivamente. ‘ui“iiﬁ’ .
e CLEC

Si sa denota por ( X, }, 7(1), 7(2) ) a 1la nuava &olucioén
dual‘l- tiene:
o= (1/2, 1/2, 1/2) + 1/2(1, -1, 1)
3= (7/2, 3/2, 3/2) + 1/2Q1, 1, -1)
(| (-1,0,-1, 0,-1,-1, -1,0,0)

7(1)
_ | +1/2 (-2,0,0, 0,0,1, -2,-2,0)

“Y(2) = 0+ 1/20

1.0 | |
o= (1,0,1) ',1-  (3.4,;2)"
e (4, 2,1) L o ‘(3.4.23$*

1) = (-2,0,-1, 0,-1,-1/2, =2,-1,0 ¥ - (3.4.28)

72 = 0 j .28

Bn este punto comienza un nueva iteracién del AP-D.

Iteracion 3

Dada la solucién  (D’)-factible . mostrada en
(3.4.22),..;.(3.4.25). Ver fig. 3.XI.b). El nuevo conjunto de

columnas adniiibles es:

| (b @z, (3,1,1) g
17(1) = ¢ (2,2,1), ‘3,2,1) )

| .. |
1 (1,3,1), - (3,3,1) |
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| (3,1,2) |
I3(2) = ¢ (2,2,2), l>
| €(1,3,2), |
| (2,1,1), |
IH1’) = ¢ (1,2,1"), b
i (3,3,1') |
I (1,1,2), (2,1,2'), (3,1,2') |
13(2°) = (' (1,2,2*), (2,2,2'), (3,2,2') O
: (1,3,2'), (2,3,2"), (3,3,2') |

Se est4 entonces en condicioqes de construir la red N(IJ[RJ).
Dicha red’ como la solucién 6pt1nnvn1 problema (?”R) udociado se
nuestran en la fig. 3.x1.a). Ehl esﬁi fiqur; es neceiario'
conéntar ‘que. el arco (2,3,1) ha dejado de existir, esto es

' (2,3,1) @ IJCK] y mas aun (2,3,1') € IJCK'].

A partir de la solucién 6éptima de (P'R), el lector puede
visualizar en la red N el aveace que ha tenido el probléna](P').
Ver fig. 3.XI.b), donde los arcos t:lzidbs corresponden a

columnas’ flujo admisibles de la red N(IJCK]) de la fig. 3.XI.a).

Usando (3.4.1)
g . <| 30 + JQ + (542+141+243)
| =2(3+2+249+1) -3(54+2+1+2+3)
= 30 + 30 + 14 - 34 - 39 '
=1 4 : 1 (3.4.26)
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Una pregunta interesante para el lector pudiera ser:

Por qué g' # 0 31 el flujo indicado en la fig.3.XI.b) ya forma . . .
una solucién (P)-factible ? N

Precisamente por ser todavia g 20, es necesario conocer la

solucién optima de (DP'R).

Résolviendo {DP'R}, v.gr. usando la idea de la_ iteracién 1,

la solucién 6ptima es:

e (-1, -1, -1) . (3.4.27)
3=(1,1,1) , | (3.4.28)
(1) = ( 0,0,0, 0,0,1, 0,0,0 ) (3.4.29)
Jz) = o : : (3.4.30)

Ver fig. 3.%I.a)

Al igual que en la iteraciém 2, el lactor interesado puede
verificar (DP'R)-factibilidad. Aqui sdlo =me verificard que el
costo an la £, o. de la iglucibn dada coincide con el 1indicado

en (3.4.26)
Wa (~10-5-15) + (18+646) + 1(1) = 1 (3.4.31)

- Al continuar con los pasos 31 y 4] del AP-D, se hace“nﬁcesafio'“
listar el conjunte de columnas no admisibles. En este casc se
tiene:

I ' )
c .
Iy = ¢ 0,2,1), ‘ ?
| [ (2,3,1) |
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| (1,1,2),(2,1,2),

c
I7(2) = ¢ (1,2,2), (3,2
| (2,3,2),(3,3
| (1,1,1’),
c
IF{1') = ¢ (2,2,1’),
| (1,3,1'), (2,3,1),
c
IJ(2') = 0

(1) + 3(2)

[}

(1,2,1)
(2,3,1) = &(2) + J (D)
(1) + J(1)

R

(1,1,2)

(3,3,2) = &(3) + §(3)

(1,1,1') % ¥(1,1,1) = 0

(2,3,1') # 7(2,3,1) = 1

(3,2,1) * 7(3,2,1) = 0

luego, el mAximo valor de © viene dado por:

|
|
$2) )
'2) |
(3,1,1) |
|

(3,2,1')

+ 7(1,2,1)
+ 742,3,1)
+7(1,1,2)

+ 7(3,3,2)

| 1-(0+1-1/2) 0-(-1/2) |
0 = min {( -—=~—m-v-e-- L S tutatabs >

1 |

~141+0
-14141
-1+140

=1+1+40

O *» 0 = o

>



De donde 1a nueva solucién (D’)-factible es:

| & +1/2 & : By

| - ) -
| 3+1/2 )

| 7¢1) + 1/2 7(1)

I -
| 7(2) + 3/2 7(2)

Y=

Donde oo, 3, 7(1), 7(2) ‘son los vectores indicados en k
(3.4.22),...,(3.4.2%) y &, 3, 7(1), 7(2) los vectores indicados .

en (3.4.27),...,(3.4.30), respectivamente.

Cono el lector»puedé notaf, los cocientes Qobte los que se
detersind el valor de 6 son los nlociadbl con las variables
£(2,3,1) y x(2,3,1). Luego, en 1la pr@xi-n iteracién ambas
variables reaparecersn en las columnas admisibles de la nueva
lolﬁcIOn dual. En particular, el arco (2,3,1) aparecersd ;n 1a

proxima red N(IJLK1) con un costo igual a 2.

8i se denota por ( o, }J, T(1), 7(2) ) a 1a nueva solucién

dual se tienes

“ = (1,0,1)+1/2¢-1, -1, -1)

S

P=(4,2,1)+1/2(1,1,1)

{¢(-2,0,-1, 0,-1,-172, -2,-1,0) +
¢ .

7(1) = .
| 1/2 ¢ 0,0,0, 0,0,1, 0,0,0)
¥(2) =0+ 120 '
i.e.
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o= (1/2, -llé, 1/2 ) (3.4.32)
}=(9/2, 872, 3/2) (3.4.33)
. 7¢1) = ( -2,0,-1, 0,-1,0, -2,-1,0) (3.4.34)
T(2) = 0 ‘ (3.4.35)

En este punto comienza una nueva iteracién del AP-D.

Iteracién 4

Dada 11  solucién (D’)-factible mostrada en
(3.4.32),...,(3.4.35). Ver fig. 3.XII.b). El nuevo conjunto de

columnas admisibles es: _ . i

| (1,1,1), (2,1,1), (3,1,1) |
I3(1) = < (2,2,2), (3,2,1) ')
: (1,3,1), (2,3,1), (3,3,1) :
| Bt N
13(2) = ¢ (2,2,2) g
| (1,3,2) :V
| (2,1,1), |
TI3(1Y) = ¢ (1,2,17) ' . >
: (2,3,1), (3,3,1') :

: (1,1,2'), (2n1'2')} (3,1,2°) |
|

132y = ¢ (1,2,2°), (2,2,2'), (3,2,2') )
1 ,3,2, (2,3,2°), (3,3,2°) |
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Como era de esperar, las ternas (2,3,1) y (2,3,1') nuevamenﬁt\;*e,. T
":.\lﬁ .‘.i?i’k P3N

forman parte del conjunto de columnas admisibles.

i

Estamos ahora en condiciones de construir la red N(I;I’IﬁKJ).' e
Tanto la red.como la solucion Optima al problema (P"R) asociado

se muestran en la fig. 3.XII.a).

Usando (3.4.1) para conocer el valor de g se tiene:

g | 30 + 30 + (542+142+3)

) (l =2(3+2+240+9+1) -3(5+2+1+2+3)
. 30 + 30 +13 -3¢ -39
=0

Por 1o tanto, el flujo en la red N(IJCK]) optimiza el problema

(P’), luego el problema (P). <Ver fig. 3.XII.b), en donde se han

trazado sélo aquellos arcos p‘ertenec:lentu‘ a la red N(IJIKD).
Evidentenente, aquellos arcos que no aparecen en 1n‘uvd' de la

fig. ‘3.XII.,b) _tiohen flujo igulll a cero en la solucién éptima de

(P) o (P').

De esta manera, el AP-D ha convergido a la _aoluc:lon optima del

problema 'plant_eado‘ en la red de la figq. 3.VIfI.



(tjo, capecidad,costo)

(11,3
12.2,2)

(n1,2)

-

ﬂwa 3 a1 a) Nustracion de la nd N(v ) asocioda @ la solucion(o) factible de la «1e 1teracion.
La solucion optima fanto del problema (P"t) como de (oP'R)ee incluyen enla
msma red. Observe el lector que la solucion (#'n) sahisface (3.3.36) DOOO s
_ ba obtenido la solucion optima de(¥)kisgo de(P) .



a)h (583) : _ ) L b B

(ospacided,fujo, cente)
[:1cterte 0 domends

B : / N
4 | | | v @
@ 0,2 S | ‘
figwu 3.x.) sokukn optima o problema del fransporte capacitado can arcos paralslos. , '
tamblen ¢ ha colocado la solucion optima a (o) T



~ CAPITULO 4
”ALGORITMO OUT OF KILTER"
El bbjetivo del presente capitulo es el estudio, desarrollo e

1up1antaqibn de un programa de computadora que persita resolver
el vprobliln general de fluﬁbl rcgttinqidon n"colto‘ iini-o
mediante el algoritmo ideado por Ford 'y Fulkerson lllundo
alqoritio Out'of Kilter (AOOR). Tanto los tiqnpos. tequétidos
para la solucitn de nuestro problema en diferentes'eacenarios,
como algunas ventajas que pueden ser tomadas de su propia

estructura son deacritos agqui mismo.
Ahora bien, por qué se escoge el AOOK ?

Existen algunas ventajas propias de este 'algoritmo para el
cdlculo de soluciones éptimas que le pernitéﬁ ser nds general que

los desarrollos anteriores en al menos 4 puntos:
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1] . Tanto cotas inferiores como cotas superiores son asumidas

para el flujo en c/arco.

2] El coeficiente de costo asociado a cualesquier arco es

arbitrario en signo.

31 El algoritmo usa la idea de circulacién mas bien que lq’de un
8~t flujo. De esta manera, se hace innecesaria la presencia
. de un nodo fuente s 0 de un nodo pozo t y todos los nodos l.(

pueden“considétar de traspaso.

4] E1 RAOOK puede se iniciado con cualesquiera circulacién
(factible @ no). Adicionalmente, éunlquier» conjunto de
. numeros puede ser asignado a las variables del problema dual

(potencia en c/uno de los nodos).

De hecho, 4] brinda la 1ibertad de comenzar con  cualesquiera
;1;:u1lc16n y“pqtencial, en vez de comenzar con nlgqnn solucion
patticular que satisfaga ciertas prdpicdad@a de optimalidad, como
ha sido el caso anterior. Tal véz sea esta la cunlidld practica

e

mids importante del AQOK.

Asimismo, en diferentes ocasiones uno esta interesado en ver
que canbios ocurrirdn en la solucién 6ptima cuando alguno de ios
datos dados se ha alterado. E1 AOOK ests hecho a la ledida para
tales 'ayaliuis. pues las ‘soluciones éptimas de los préblennl
originales primal y dual pueden ser usadas para comenzar el nuevo

problenma, decrementando en gran medida el tiempo de'cllculo.
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Aun mads, otra razén que valida la importancia prictica de este
algoritmo radica en el hecho de que una buena cantidad de la
literatura de programacion lineal estd destinada a su estudio 'y
una variedad de aplicaciones estidn en su dominio. Asi, por
ejemnplo, los problemas de transporte que involucran cilentos de
restricciones y miles de variables pueden Qer resueltos
eficientemente bajo esta netodoloéia, mimntras  que para
resolverlo como un PPL por el.nﬁtodn simplex o alguna de sus
variantes resulta una tarea ‘“casi inposible4, debido a las

dinsnsiones del problema.

Para ol lector interesado en una bibliografia mas, extensa
sobre el tplli se fecqnicn@ln los aiguientes libros: :83,19811
CAP. X CHe,19781; ([81,19663 w's"x'x‘v. XV) CFF,19623 CAP.
I1I. - Micionalmente, se recomienda tLi,197Sj CAP.IV, el cuﬂi'dqv
unhyprcsqntncibn espacialmente vitil del AOOK para prép&-iton de
en;éﬁan:n, al usar resultados de coloracion en gftticll qﬁn hacen |
menos aigobraico. y por lo tanto wenos tedioso, el prbcelo para

deterainar la solucién Optima.
El capitulo se desarrollo como sigue:

La seccion 4.i muestra un método general para la
transformacién de una red en una red circulatoria. Dicho método

es aplicado en la red>llocinda al problema original.



En 4.2, se presenta un teorema sobre factibilidad de
circulaciones que serd de gran utilidad en ei desarrollo formal’

del AOOK.

La seccidn 4.3 introduce el problema de circulacidn a costo

minimo. Se obtiene el problema dual y se establecen las
condiciones de optimalidad; la notacién y terminologfa propia

del algoritmo también es presentada en esta seccion.

Las siguientes tres secciones representan el nucleo en el
estudio del AOOK. Asi, d.Qvnueutrn la estrategia para determinar
la solucién éptima. Esto ei, se' analizan tanto la fase primal
como la fase dual del algoritmo. La siguiente seccién presenta
el algoritmo completo. Por altimo, la seccién 4.6 concluye el

andlisis al probar la validez y convergencia del AOOK.

A continuacién, la seccién 4.7 nos diriqc a la estructura del
problema original; se conehta tanto la transformacion nacesaria
en el problema para su solucién por npdiokdel algoritmo, como el
-itndo inicial que guardan los arcos al comienzo del método.
Resultados y comparaciones del éroqrann conatruido a travées de
diferentes escenarios de la red del sistema eléctrico nacional

son también pressntados en esta seccién.

- Micicnalmente, la seccitn 4.8 realiza en un plano tedrico la
adaptacion del AOOK a la clase de problemas de flujo restringido

a costo minimo con la propiedades extras de ser las cotas

inferiores iguales a cero y los costos por transporte mayores o



4

iguales a cero para cualesquier arco de la red (excepto el arco.
(t,s) construido de manera artificial para coopletar 1;\
circulacion); peculiaridades encontradas en muchos problemas '

practicos, v. gr. nuestro problema.

8i bien, los resultados de 1la adaptaciéon no han sido
implantados mediante un programa de computadora, fundamentalmente
por razones del tiempo estahlocido-petn el desarrollo de esta
tesis, la simplificacioén exhibida permite aumentar las ventajas
de este enfoque sobre cualesquier otro método exacto presentado
anteriormente. Adn  mas, el mecanismo introducido por 1la
modificacién del AOCK en la solucién de esta nueva clase de
problemas, es de hecho siﬁilar al proporciqnndo por el aléoritno
alfabeta en el problema del transporte y dard la pauta para que
en el siguiente capitulo se conjeturen las deficiencias de la
implantacién del AP-D en nuestro problema (rccutrdolobel.cnpitulo

3.



4.1 TRANSFORMACION DE UNA RED DE FLUJOS EN UNA RED
CIRCULATORIA ‘

A continuacién, se muestra un método general para transformar
una red con varios nodos fuente (nodos tales que su flujo externo
es positivo) y varios nodos pozo (nodos tales que su flujo

externo es negativo) en una red circulatoria.

Considérese, por ejemplo, la red de la figura siguiente, donde
sl, 82 son nodos fuente y tl, t2, t3 son nodos pozo. El resto de
los nodos son tales que su_flujO'externo es cero. Inplicitnninto

se supone que todo arco posee un'vcctot con pardmetros asociados.

[FLUJO EXTERNOI

rda(s1)3 ' ! .
! Bl' ===} 0 -==) 0 ==-=)> ‘ t1' Cd(t1)]
! ’ ') 1] ’
/
/

¢

/ : :
0 --=> ’ t2' [d(t2)]
e .
[ IRV
\ [ [

‘ . ' | .
racs2)y - ¢ ¢ ") ¢ t3' [a(t3)]
! §2! mm==) 0 ====) O ===) ¢ ¢
’, ’

Qo e o

'FIG. 4.I RED CON FUENTES Y DESTINOS MULTIFLES

Una forma de convertir la red anterior a ﬁhn red circbiltoria

es la siguiente:
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Primeramente se construye una red equivalente con un nodo. !

superfuente y un nodo superpozo. Esto se construye adicionando'T“”

un nodo artificial s unido a los nodos fuente originales ‘bo>
arcos (=, 8l) y (s, 82) con costo cero, capacidad minima cero }
capacidad maxima igual' a d(sl), d(s2) respectivamente,
- Andloganente, se construye un nodo pozo artificial t, unido a los
nodos pozo originales por los arco (tl, t), (t2, t), (t3, t) con
costo ‘ccro,'capacidad maxima infinita y capacidad minima igual a
~d(t1), -4(t2), “d(t3) respectivamente.

De esta forma, los nodos fuente y pozo originales canbian su
flujpl externo, positivo o negativo, a cero. El resto d§ arcos y
nodos permanece coh sus par‘nntros asociados tal y como en la red

original. Grificamenta se muestra en la siguiente figura.

(COTA INF., COTA SUP., CO5T0)
CELUJO EXTERNOD

‘v . ‘o (-d(t1),00,0)

: Y MEELOGR  BEC AN  BECTLV IR Y 8 +
0,d(s1),0) ,> * * > |
/ | /
/ | / . v
v | / ‘0 (-d(12),00,0) ‘e
Cd(s)] " s’ I I R ¥ L > 2t tdt)
¢ ‘ A @ + ¢
\ | R )
\ v I\ ‘! |
(0.4(‘2),0) AP A A R R e e DL LU r

' g0 wmd  ====> 0 ===> ' ¢ (=d(13),00,0)

r ?

donde 9(z) = d(sl) + d(s2) y dit) = d(1l) + d(t2) + d(t3)

FIG. 4.1 INTRODUCCION DE NODOS Y ARCOS ARTIEICIALES



ROt d
Finalmente, para convertir la red anterior (con un IOID nodo*‘ A
fuente y un =sélo nodo pozo), a una red circulleorin, balta conrvu‘
agragar un arco (t, s), que una el nodo lupnrpozo con 01, nodo

superfuente. Este arco tendria:

= Un costo cero o negativo, para obligar a 1la circulacién de
flujo.

- Capacidad minima ( maxima ) dada por -d(t) ( d(s) ), segtn la

notgcibn de la fig., 4.1I.

Anora bien, si la capacidad mxima es menor que la capacidad

ninima el problema original no tiene solucién factible.
Grlfiéa-nntc se tiene:

(COTA INF., COTA SUP., COSTO)
¢ R (-d(t1),00,0)

' g1% ==) 0 ===) 0 —====) ! $1f mm=mmeccmcca——-- +
(0,d(s1),0) ,> * '/ v B ‘ |
/ { / ’
/ | / v
L i / ' (-d(t2),00,0) '
e y | 0 ===) ’ £2’ =mmmmmmm—e-- > ot
’ [ [ ' A ’ . . . , I
| \ | I L
| \ v |\ ¢ ¢ (-d(t3),00,0) (I |
I(O,d(lZ),O) vy V) ! £ mececcemccmcecen- +
| ' 82! =) 0 ====) 0 === ‘! i
' ’ [ ' A»_ '
e e C UL L L LR E L P e mra e aa s~ ————— +

(-d(t), d(s), -c)
FIG. 4.III RED CIRCULATORIA ASOCIADA
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4.1.1 TRANSFORMACION DE LA RED ASOCIADA A NUESTRO
PROBLEMA EN UNA RED CIRCULATORIA

Considérese la red de la fig. 2.IX. Como el lector puede
apreciar, una vez aplicado el método desarrollado en 4.1, la red

circulatoria obtenida tiene el aspecto de la fig. 4.1IV.

En particular, 6hlorven que 1las capacidades superior e
inferior en oi arco (t, s) son iguales. De esta manera queda
fielmente rlbrqlcntndo que el flujo deseado en la fig. _2.Ix sea

de un determinado valor, a saber ] e’(p).
’ H . P
1



( cota int. cota sup. costo)

(0,6i), o)

:?T

figura 4.ivRed circulatoria aosociada @ nuestro pwbhmu

(xe'1p), 2e'(plio)
P P



4.2 RESULTADOS SOBRE CIRCULACION

En algunos problemas de flujo en redes es Gtil enfocar. el ,,o

problema de infactibilidad a través del estudio de circulacionel.i

Una circulacién es simplemente un flujo en una red en la cual
las condiciones de conservacién son satisfechas en todos los
nodos, i.e. no se puede distinguir la presencia de un nodo

fuente o0 nodo pozo como en otros problemas. (v. gr. flujb

maximo).

Un métoda para encontrar una circulacién factible en una rad
circulatoria con cotas superiores ( b(i,j) ) e 1ntorioto§
¢ ati,3) ) es al liqﬁiontot
1] Comience con la circulacién cero, i.e. £ = £(i,§) = 0.
2) Todas las cotas inferiores son satisfechas ?
2.13 8i. La circulacién es factible. Fin.

2.21 No. Ve a 31.

3] Considérese un arco (p.q) ¥ £(p,q) ¢ a(p,q). Constrayase ﬁha
| cadenn. de flujo aumentante de q a p, donde esta trnyoctorin
‘e!i del tipo convencional excepto  que se requiere
£(i,4) > ati,j) para todo arco dirigido hacia atras yO e

escogido de tal forma que 8 § £(i,j) - a(i,J).

Si dicha cadena puede ser construida, vaya a 41. .
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En caso contrario el problema es infactible. Fin.
4] Aumente el flujode q a p por 6. Ve a 2].

Finalmente una circulaciéon factible se obtiene, si la red
admite tal circulacién.

Pero suponga que en algun momento una cadena ' aumentante no

puodo ser encontrada. Mis formalmente:

Sea (t,s) con f(t,s) ¢ a(t,s) el arco para el cual 1la cadena
aumentante no puadc ser encontrada y denominemos por 8 el

conjunto de nodos que pueden ser alcanzados desde s por una

cadena aumentante, T su complemento.

Obdservese que s € Sy t €T, de donde 8 y T no puedin ser

conjunto vacios. ' Se tionen dos casos (ver fig. "4.V.) 2
1l v (vi.j) dirigido de 8 a '.l', £(i,j) = b(:l_.j)

23 V (4,§) dirigido de T a 8, £(1,9) € a(4,§)

412



- S veseensss T
., £0(i,4) = b(i,§) . v
. ’ r [iaaieinbettnd itttk tieg ). r ’ .
- [ . L) r .
e £(4,1) € a(d,§) . v e
- r ] o< ------- . ’ ’ .
. [ AN ] . . r .
'] r 7’ I f(t's) ( a(t") - r o .
[ v B e et L et ) - ’ t ’ .
. LA 4 . L4 P’ .

FIG. 4.V INFACTIBILIDAD DE‘CIRCULACION

Considéress la cortadura (S,T)

£(1,1) = z £(1,9) B | (4.2.1)
168, Jer 16T, je8 '
Pero obt.rvquc que; o ; ’ By .
Y ta - Zbu.n‘ e
i€8,i6T  163.9€T o . o
y ' | ,
| £01,9) ¢ ) atd, | | a2
1€, jes i€T, jE8

(la desigualdad es estricta por el mismo arco (t,s)).

De esta manera se ha construido hnn cortadura (3,T) pnrn'ln
cuals , s
Z b(1,9) ¢ z a(i, 1) | LU 42,0
1€3,J6T 16T, 38 \ SRR
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Hemos probado el siguiente teorema.

En una red con cotas inferiores y lupﬁftbrnl una -
circulacién factible existe si y sélo =i
a(i,9) & z b(4,1)
i€r, jes 168, jeT
para todas las cortaduras (8,T).

4-14



4

4.3 EL PROBLEMA DE CIRCULACION A COSTO MINIMO

El proﬁlema general que enfrentamos en esta secciodn, coql;pggu
en una red circulatoria en 1la cual los flujog pernitidﬁ;véﬁﬁg
c/arco estidn sujetos a cotas superiores e inferiores, y donde,
aQe:Al, se tiehe un costo asociado por unidad de flujo que pasn'
en_c/atco. El objetivo gue se persigue es . determinar el flujo

factible en la red que proporcione el costo ainimo.

De manera ois precisa, considere la red circulatoria N con

grafica asociada G = (V,A).
‘V(i,j) € A dnnotgnél por
'x(1,4) el flujo éue recorre ql‘u;co (1,9
a(i,j) el flujo'iinlno po§iic1dobon e) arco (1,ji
‘p(i,j) el tiujo maximo permitido en el arco (i,9)
c(i,j) costo por Lnid‘d de flujo\oﬁ el arco (i,3)
vSuponglloq 0 ¢ a(i,g) ¢ b(igj) 1»00

Se considera al(i,j), b{i,j), c(i,j) enteros

",.>';Bl problema de circulacién a costo minimo es:

4-1% .
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Min Z c(i,j) x(i,j)

(1,3)EA
B.C.
{PCCM) 2 x(i,j) - z !(j'i) = 0 ’ i 6 '
(1,3)€A (3,1)€A '
a(i,3) < x(1,3) < b(4,3) (1,3) e A

donde el vector de variables de decision X=(x(1,3)), se denomina

flujo de la red.

En este problema, se dice que un flujo que ut;hta?:i las
restricciones sobre 1los nodos, él una ciicuhciﬁn o im,‘nujo
circulatorio. Una circulacién que satisface todas las
restricciones del problema, “l' una cir.cuidci(m factible. Por
otra parte, una circulacién factible que es una solucién :bdsica
de las restricciones del problema de resdes, se dice que 05 ‘una
circulacién factible basica. Finalmente, una c:l.rcuiac:lén
factible, X=(x(1,]), se d:lce que es entera, si para c/arco (:l )]
el tlujo, esto es x(i,j), 8 cero o un nn-nro entero positivo.
Ll lilll terminologia se aplica para al cno de !lujol flct:lblu

- bAsicos enteros. -
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Es conveniente sefialar que una gran variedad de problc-iir
pricticos pusden formularse en términos de una circulacién i' ‘

costo minimo, v.gr. flujo wmAximo entre dos nodos, rutn,ﬁiilﬁ

corta, transporte, distribucién, etc. Es también necesario

puntualizar que si los flujos minimo y =miximo permitidos en

é/irco de la red son nimeros -snteros, aentonces los flujos
factibles bdsicos (y Optimos) son enteros. Esta propiedad de

garantizar que las scluciones Optimas sean enteras, no es una

propiedad general de los PPL‘'s. Como cpnnccunncin,‘ll frecuante
plantear problenqa lineales cuyas soluciones deben ser enteras,
en términos de redes. El lector interesado ' pusde consultar

CLa,19761, Cap. IV, Secc. 12.

Una vex hechos los comentarios anteriores, a continuacién se
obtiene la formulaciéon del prohl.-s'vdunl a (PCCM), que se
denotara por (DPCCH). | B

81 asociamos las variables u(1) con c/ecuacién de conservacién
de ‘flujo en nodos y ‘las variables v(i.j)) w(i,j) con las
restricciones ’ x(i,4) 2 ati,J) y . x(i,3) £ b(i,3)
(~-x(1i,3) X -5(1,1)). El problena dqal obtenido es el siguiente:.
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Max z a(i,j) v(di,j) = b(i,3) W(i.j.)
(i,J)€A

8.C.

uli) - u(jd) + v(i,j) - w(i,j) = e(i,F) (i,J)EA
(DPCCM) vii,§), wii,g§) 2 0
‘u(i) s.r.s. '

El problema dual tiene una estructura interesante. Vindpx

Supbnqnl- qun se sslecciona cunlquicr conjunto de las u(i). [ 1]

considera a trnvts dc todo 01 desarrollo que las u(i) son

enteros.
Definase 5(1;1), dencminado el costo relativo del arco (1,3)
c(1,3) = c(4,9 -‘u(i) + u(f) , (4.3.1)
!htoncﬁ 'la restriccién dugl p.'rn*c.l arco (i,j)EA ‘rosultl‘
v(i,j)-w(i.j)-c(i(ji-u(1$+u(j)iE(i,j)"‘ . (4.3;2)
y puade lqi lltilf;éhl por |
v(i,§) = Max 0, é(i,j)) o (8.3.3)
W(i.9) = Max €0, S,y | NTRNTE

Por lo tanto, dado cualquier conjunto de las u(i),'il_probldll
dual‘ siempre tiene una -solucién tnctiblu.v De hecho, las
selecciones anteriores de v(i,}), 9(1 j) proporcionnn los valores

VOptilol de vi(i,J§), w(i,j) pnrn un conjunto fijo do lll uld).
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q
LAS CONDICIONES DE HOLGURA COMPLEMENTARIA

En el problema de circulacién a costo minimo y su dual,/; Bse.} ¢
S

tiene que si X es un flujo circulatorio factible ¥ (U,V,H)‘ei‘ﬁn_ff'5

vector de variables duales factibles, engonces estas soluciones '

son oOptinas en sus respectivos problemas si y sélo si l‘

satisfacen las ecuaciones de holqura complementaria.

l.e. sean X, (U,V,H) vectores de variables primal y dual

factibles respectivamente.

X, (U,V,H) son 6ptimas sii X,(U,V,H) lltilflc.ﬁllll siguientes

- condiciones:

ViEev u’(i):Zx(i.j) -z:(j,i)l =0 (4.3.5)
(1,§)ern’  (3,1)EA '

V(4,1)6A v(i,1)Cx(i,5)-a(i,$)3 =0 s (4.3.6)

V(i,1EA wii,§)Eb(L, ) -x(i,§)3 =0 (4.3,

Vvii,j)ea x(i,j)tcfi,j)-u(i)+u(j)-v(1.j)+w(i.j)] =0 (4.3.8)°

Obsérvese que la familia de ecuaciones (4.3.5) se satisface
para toda circulacién factible por ia propiedad de conservacién

de flujo en la red. Asinismo, la faniiin. (4.3.8) se smatisface

para toda soluciéon dual factibla.
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Por lo tanto, se pusde decir que en el problema de circull:ibn'
a costo nminimc y su dual, un par de soluciones primal-dual
factibles son Optimas =i y s6lo si las ignilial de ecunciénli
(4.3.6) y (4.3.7) son satisfechas, donde v(i,Jj) y w(i,j) son
calculadas como indica (4.3.3) y (4.3.4).

Es sencillo verificar que estas condicionql de
conplciontlridld son equivalentes a que se cumpla una de las

condiciones siguiénteslpnrn todo arco (i,3)€A:

X(i,9) = aCi,§)y wli,§) = 0, vii,§) = cli,)-ulideulj) 3 0 (4.3.9)
Cxtd,§) = bli, 3y, vli,§) = 0, wid,j) ==(cli,P-uld)sutj)) > 0 (4,3.10) -

atiy§) € xtiyj) € bCL,§), vid,f)mudifhucti, -utideut)) = 0 (4,311

En resumen, se puede establecer que una circulacién factible
xi(x(i.j)), es oOptima si y =6lo si, existe un vector de
'potoncinles Us=(u(i)) tal que para todo arco ‘do, la red se

satisface nlc\mbl de los clﬁldol siguientes;

L+ E(4,1) > 0, x(1,3) = al1,9) ' (4.3.12)

B cti,)) =0 e a(i,3) & x(i,])  b(i,)) (4.3.13)
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K1 eti,) ¢ 0, =(i,§) = bii,§) : (4.3.14) ©

" El problema, entonces, radica en investigar que valores. de. i

ui(i) y de x(i,j) satisfacen las tres condiciones nnterioreu.’ : {ij-

Por otra parte, si el flujo circulatorio X y el vector de
potenciales U no son éptimos, se tiene que algunos de sus arcos

se encuentran en los estados siguientes:

Ll: c(i,§) > 0, =xt4,9) ¢ a(i,§) (4.3.15)
L2s c(i,3) > 0 , x(1,3) ) ali,§) , (4.3.16)

Bl: c(i,9)

0, x(i.ji ¢ atd, P . (4.3.17)
B2:1 c(i,j) = 0 , x(i,3) )‘b(i,j) (4.3.18)
K1i S(4,9) <0, x4,9) ¢ bld, N | 4.3.19)
X2i S04, € 0, (4,10 > bli,3) (4.3.20)

Por-definicioén, diremos que un arco (i,j), se eancuentra an
estado ccnfor-nbln, sl se haya en gl‘nltado L,‘B o R:‘_y en
estado no cen(or-lblo, si se haya en alguno de los estados L1,
L2,...,K2. | '
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Fara aclarar ideas, considérese la red de la fig. 4.Vi.a),
que representa una red en donde se desea obtener una circulacibn
de costo minimo. Puede entonces seleccionarse un conjunto
inicial de wu(i)’s, v.gr. u(i)=0 vi 8 V, y una circulacion,
v.gr. x(1,2) = x(1,3) = x(2,3) » 1, x(3,4) = x{4,1) = 2,

Se puede entonces verificar optimalidad.

La fig. 4.VI.b) da c(i,3), x(i,3), u(i) para la red de 1la
fig. 4¢.Vi.a). Clarsmente c(i,3) = c(i,J), por lo tanto:

c(1,2)=2, &(1,3)=8, o(2,3)=-3, c{3,4)=-1, c(4,1)=0

L

(0,2,2)/,) "2" (ali,3), bli,j), eti, i)}
I ‘ (0,5,'3) ‘
. l’
L '
‘ ' e R ' [ )
. A_\(loZ,S) | =) ' &'
Y v / L
| \ ¢ 1 (0,5,-1)
' l_-) 14 3 ’
| : ,

|
|
|
po—— -t

(0,3,0) ‘

FIG. 4.VI.a) EJEMPLO DE UNA RED CIRCULATORIA



€(1,2)s2 ,> * 2

x(1,2)=1 / ¢
/ | €(2,3) = -3
/ -1 %(2,3) =1
: : l
u(1)=0 1’ | _
N | C(3,4)=-1 ' ¢
A \E(1,3)=8 | = ' 4 ' ul4)=0
P\ v oo .
I \ » vy |
i '==) 4 3 x(3,4)%2 |
|x(1,3)e1 * ¢
I u(3)=0
- B e e e R +

x(4,1)=2 ©(4,1)=0

FIG. 4.V1.b) DATOS ASOCIADOS A LA RED CIRCULATORIA

Al checar optisalidad en las soluciones propunltil se . tiene,

por ejemplo, que:

13 €(1,2)%2 y x(1,2)=1)0=a(1,2), luego el arco (1,2) es no

conformable, de hecho se encuentra en el estado L2.

21 €(1,2)=5)0 y =x(1,3)=1=a(1,3), luego el arco (1,3) s

conformsable, de hecho se encuentra en el estado L.

Ahora bien, para hacer que el arco (1,2) sea conformable debe
disminuirse x(1,2) o disminuirse c(1,2) cambiando los ui(i). Esto
nl‘prucilamonbc lo que intenta hacer al AOOK. Durante .la fase
primal del algoritmo, se modificaran los x(i,j) en un intento de
hacer lo; arcos conformables; durante la fase dual, se cambiaran

los u(i) en un intento de alcanzar conformabilidad.
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En resumen, los estados conformables y no conformables para un

arco (i,j) se sintetizan en el siguiente cuadro.

c(i,§)¢0  ©(i,9)=0 c(i,4)>0

o =R e +

x(i,3) < a(i,3) | NC | NC | NC
v $rmmm———— RARANAAAARRKRRAIAAAAAAR
x(1,3) = afi,J) | NC ) c | c k
_ et L Remmmmme - ARAKRRARAARK
ali,j)<x(i,3)<bi(i,]) | NC A c * NC |
W ¥ ¥ S———— Aommommmm—e +
z(i,§) » bi(di,J) % c } c A NC |
ARAARRRARRAAARRRRRKANRR = = o = o = e e = = +
x(1,4) > b(i,9) | NC i NC | NC |
s - fmmm—mmm——— Fommmmn——— +

donde C significa ser ARCO CONFORMABLE
" N " w " NO " M

Obsérvese que nientras se cambia el flujo sobre el arco (1,3),
el arco se luov-‘ hacia arriba o hacia abajo iobrd una columna
especifica del cuadro anterior, dependiendo de que x(1,])
din-;nujn o aumante. En !or’l m‘lpgc, cohforyl se modifican los
u(i), 61 arco se mueve hacia atras o hacia adelante a lo largo de
un roﬁqlbn. Una descripcion grafica de los 'ut.ndou de un arco se
muestra in la fig. 4.VII, nétese que c/una de las celdas en el

arreglo anterior corresponde & una regidn en la figura.



eti,J) a +- C
| AN
| A (~+
| *

NC | A NC
| A c ~
i N /
| A -
| A /
NC | * v NC

--------- o= = = AEAAKAARRRARAR AR == mm e mmmmm e ean) x(1,§)
| a(i, A b(1,9) :
| A _
| NC A NC
] A
| A -+
| k7
| A +-C
| A

FIG. 4.VII LOS POSIBLES ESTADOS PARA UN ARCO

Ahora bien, para asegurar que el algoritmo converqer‘, serd
necesario una nedida de la “dintgncia“ a la optimalidad. 31 se
puede construir un algoritmo que. periédicamente, en un némero
finito de iteraciones, reduzca 1la distancia a la optimalidad,
entonces el plqaritno convargera finallente (realmente es
necesario un argusento mis lOlid& acerca de la reduccion de dicha
distancia, sin embargo, como se verd l‘l’ldlllnt-, la reduccién
se hari en nﬁngroa enteros, de tal forma que no exista problema

para la finitud).

Existen diferentes nedidas de distancia para el AOOK. En
particular, la fig. 4.VII1 presenta V(i,j)EA una medida de,
distancia que llamaremos el nimero de Kilter, K(i,3).
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K(i,j) se define como el minimo cambio de flujo requerido én

@l arco (i,j) para que sea conformable.

T, )40 (i, j)=0 T, )30

#1d) Catipd) | Ixti,d-bd, Y | 1l “.fo‘:HLL!’:&:!!HH:! 1
XCi,§) = ati,§) 1 Iutd,§0-bli, ) 4 0 | 0 *

+ 4 ARARKARKARRARRAARAA

ali, DOiE, b, J) | |xt1,§)-bli, )] 4 0 A (i, §)-ati, ) |
********;LL] 24444112 ,A‘ :

“x0i,§) = bl §) & 0 | 0 & |xti, 3 -ati, | |
ARARAARRARRAARARARARAKRARKAARAAARARA A== m = e e e +

®(dy§) > bliyg ) | Indd, §)-bld, 2 | I%ti, 3=bli, 301§ |x(i, )-addi, §)] |

FIG 4.VIII CUADRO PARA EL CﬁLCbLD DEL NUMERD DE KILIER

Una vez que hemos asignado el ntmero de Kilter como um nedida
~de la distancia, -surgen de nmanera natural los ‘.f'_liquioh‘tu

resultados:

11 K(4,3) 2 0 V(i,j)eA

23 K(£,j) = 0 ¢(==) (i,])6A se encuentra en estado conformable

3] KX(i,3) > 0 (aus) (i,j)Gﬁ se encusntra en estado no conformable

- En la fig. 4.IX se ilustran érlucumtc los numeros de

Kilter para un arco.
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cti,§)

*®
]
K(i,j)»
o= - =~ +
*x K(4i,§)
+=- - =0
* -
N o
-------- ARARARARRAARAR === wmmmmme) 2(1,5)

l(inj) :b(irj)

X(i,3)
0--=-

T ———— e —— ——

———————— 4

'FIG. 4.IX ILUSTRACION GRAFICA DEL NUMERO DE KILTER

Ob;érvel- que s8i E(i.j))O, cntoncell el arco (i, J3) as
conformable s6lo si el flujo es igual a a(i,d) y, pof lo tabto, -
el nﬁlo;o de xiltnr | x(i,j)~a(i,j) | indica que tnn»llcjddorcltl
el flujo actual x(i,j) del caso ideal a{i,j). De igual manera,
8i ¢(1,§)¢0, el numero de Kilter | x(i,i)-b(i,j) | da 1la
distancia de x(i,j) al flujo ideal X(i,J). Finalmente, si
€ii,j)=0, entonces el arco s conformable si y s6lo =i
afi,§)x(1,3)<b(i,9). En particular, si x(1,4)>b(1,3J), entonces
el arco se hace conformable si el flujo se disminuye en 1la
cantidad | x(i,j)-d(i,3) |, y 8i x(i,j)<a(i,j)}, entonces el arco
se hace conformable si el flujo e increnenta en

| x(i,§)-a{i,j) |, ¥y de aqui se obtienen las componentes en la
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fig's. 4.VIII y 4.IX.

Un método para asegurar la convergencia finita del AOOK, y que
de hecho seri usado en las siguientes secciones, consiste en
prabar lo siguiente:

al El ntmero-de Kilter asociado a un arco nunca se incrementa.

bl En un numero finito de iteraciones, sl nimero de Kilter de un

arco es disminuido en un nimero entero.
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4.4 ESTRATEGIA DEL ALGORITMO OUT OF KILTER

El AOOK as parecido al AP-D, en el sentido de que empieza con

factibilidad dual pero no necesariamente con factibilidad prinalh%ﬂﬁ

@ itera entre problemas primales y duales hasta alcanzar

optimalidad.  8in embargo, difiere del AP-D, interpretado -

estrictamente, en que el AOOK no siempre pantiene holgura
complementaria. Por 1lo tanto, se puede ver como una

generalizacion del AP-D para problenas de flujo en redas.

Los pasos generales del AOOK son:

13 Considere una circulacién, no nocelnrialenpe factible, v.gr.
x(1,5)=0 V(41,35)6A, y una solucién dual fncgiblc, p.e.

u(i)=0, con vii,j) y w(i,j) definidos como en (4.3.3) ¥y
(4.3.4),

8e identifican los estados conformables y se calculan los

numeros de Kilter.

2] 8i la red tiene un arco no conformable, comienza la fase
primal del algoritmo, durante la cual se selecciona un arco
no conformable y se 1ntcntn. construir un nusvo flujo
circulatorio de tal forma quei el numero de Kiltpix”do

cualesquiera arco no aumente y que disminuya el numero - de

Kilter del arco seleccionado. En particular, los arcos

conforsables debardn permanecer tal cual.



3]

4]

4

Cuando se determina que no se puede construir una circulacién

mejor en la fase primal, el algoritmo pasa a su fase dual en h

la cual construye una nueva solucién dual de forma que no

aumente ningun ntmero de Kilter y se repite el paso 2].

Iterando entre 21 y 31, el algoritmo construird una solucion
optima, © bien, determina que no existe. una solucién

factible.

Un comentario mds extenso sobre la fase primal y dual del AOOK

se prassnta a continuacion:

FASE PRIMAL, CAMBIOS DE FLUJO

Coniidbrc:n,.por tjemplo, una red circulatoria con grafica

asociada Gs=(V,A). Suponga que 3 (1,§)€A # x(1,3) > bii,I) y

c(4,9) ¢ 0. i.e. (i,]) es un arco con su correlpondiqntc estado

K2. En Qlto‘cnio pusde obzervarse:

I

112

111

;(1;1)»lo puede disminuir tanto como Ix(i,i)-b(i,j)l unidades

- antes de que el arco sea conformadble.

81 x(1,]) se disminuye en mAs de |x(i,j)-b(i,J)| unidades,. el
aArco scbrepasari el estado de conforsabilidad.

x(1,3) no puedc aumentarse, pues en este caso su

corraspondiente X(i,j) se veria ;ncrn.nneldo.
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En forma andloga, un andlisis de los otros estados proporciona

los resultados que aparecen en la siguiente figura.

cli, j1<0 T, j)=0 e, 150

{ | | tommt |

®ipd) < aliyj) | 4==--t | Amme-t | < |

e e T— AAT [ ARAAAARARRARAA] ve [AARAR

®(1) ) (1')'; %4'| “ 1 I| {/ H
©ox(6, ) = ald,j -

| bomee] 0 Jemmke] [l [-AAMAAT Thikk

o - ALYl — & =

ali, i, P<bid, iy | | — | R RV .

i W I S Johmmn] S fomect

, A O A K B INON

K1y j) = bCi,j) 4 ~ | ™ A el

ARAAAT 0 ThhkkkkhRAARARA] — | kh-==-- | = |-+

I Ix1 0t N

w(hy§) > bli,§) | =70+ | t=-==t | At SO |

FIG. 4.X DIRECCIONES Y CANT IDADES JERNITIDAS EN EL CAMBIO -
" DE FLUJO DE LA EASE PRIMAL DEL AOOK :

Varias celdas del arreglo anterior merecen especial aéencidn.

Por ejemplo:

Considérese un arco (i{,j) en el estado B2, {.e. E(i,j);o,
x(1,1) > b(1,§). La celda correspondiente indica un cambio en el
flujo en tanto como lx(i;j) - a(i,3)| unidades. Puede observarse
~en la fig. 4.IX que realnehte 8610 necesitamos dn cambfo de
Ix(i,3) - b(i,7)| unidades, una cantidad menor para alcanzar el
estado conforpable; sin embargo, en la misma figura se observa

que se puede continuar _disninuyendp x(1i,j) hasta la cantidad
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indicada en la celda y el arco seguird siendo confornablé._
Frecuentemente es necesario realizar este cambio, de tal forma

que otros arcos puedan alcanzar su estado de conformabilidad.

Una vez que sq.ha determinado en cuanto podemos variar el

flujo de c/arco, resta atn el determinar que combinacién de
flujos se puede cambiar para mantener la circulacipn.’ Para ser
mds precisos, designenos por (s,t) un arco no conformable que ze
encusntra en alguno de los estados L2, B2 o K2. En este caso se
desea decrementar el flujo en (s,t). Para hacerlo debemos de
buscar un ciclo que cdntcnqa a (s,t), ver fig. 4.XI, de tal
manera que al dar al ciclo la orientncién tsa,... uno pueda, sin
incrementar el namero de Kilter de cualesquiera arco, incrementar
el flujo en c/arco del ciclo que este orientado en el sentido de
la flecha, v. gr. (s,a) j (c,d), y decrementar el flujo en
c/arco orientado en la direccion bpunltn, v. gr. (b,a), (é,h) y
(t,d). F&nlllontolnetia suficiente dar al casbio de flujo en
clnféo dei‘ ciclo, el _-1sio 6:10: absoluto de tal forma que se

‘nnncpnqu una circulncién cﬁ la red.
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FIG. 4.XI CICLO QUE CONTIENE AL ARCO NO CONFORMABLE (s,t)

Una manera mids formal de ver la combinacién necesaria para

mantener la circulacién, es la siguiente:

Si X o5 w1 vector de flujos circulatorios (actuales), entonces
las ecuaciones de conservacion de flujo en (PCCM) se pueden

escribir como AX = 0, donde A es la matriz de incidencia

nodo-arco.
Si A es un vector de cambios de flujo, entonces debe tenerse
A(X+A) = 0, 1.e. AA =0 (4.4.1)

Ahora bien, si AA=0, para un A¢# 0, entonces las columnas &e
A correspondientes a las componentes distintas de cero de A
deben ser linealmente dependientes. Puesto que A es una matriz
de incidencia nodo-arco, entonces c/columna de A tiene
exactamente un +1 y un -1, y ln'conponentes distintas de cero de
A deben corresponder a un ciclo o a un conjunto de ciclos. (El

lector 1nboruado puede consultar [KH,1980], cap. III). Por 1o
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tanto, los flujos deben cambiarse a lo largo de un ciclo o

conjunto de ciclos para mantener las ecuaciones de conservacién.,

La bUsqueda de tal ciclo puede Eer realizada por un
procedimiento de etiquetacién analogo al AFF. Luego, sea a un
arco no conformable, si a estd en algunos de los estado L1, Bl,
Kl para incrementar su flujo , o si a esta en algunos de los
estados L2, B2, K2 para decrementar su flujo, usese el siguiente

procedimiento:
PROCEDIHIENTO DE ETIQUETACION
Sea (s5,t) un arco no conforsable.

Dos nodos en la red jugardn un papel aespecial durante 'este
procedimiento,  se denominaran el origen 0 y el destino n, y se
asocian a las extremidades del arco (s,t) de acuerdo a la

siguiente correspondencia:

81 (s,t) estd en alguno de los estados L1, Bl, K1, tomese ¢t

como origen y s destino; si (s, t) esta sn alguno de los estados

L2, B2, K2, £Onese s como origén y t destino. Ver fig. 4.XII.
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-AUMENTE 0 DISMINUYA FLUJO EN EL ARCO (s,t)

al) Dar la etiqueta [0, 00] al origen

bl Considere un nodo i ya etiquetado, con la etiqueta
(thn, €0i)). Se etiquetara con (i,de)) c/nodo j que

satisfaga una de las siguientes condiciones:

Nt (i,9) € A, c(4,9) > 0, x4,9) ¢ a(i,) (4.4.2)
B (1,9) € A; c(i,3) £ 0, x(i, §) € b, § © (4.4.3)
v (3,1) eAA, cti,i) 2 0, x(3,i) > a(j, 1) | (4;4.45
p: (3,4) €A, E(j,i)v( 0, x(j;i)%3’b(j.i) (4.4.5)

donde
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| +i, 51 se da la condicién \, g
1 ¢ (4.4.6)
| -1, si se da la condicién p,p :

y «(j) siendo los valores minimos:

min Cxdi), atd,§)-x(i, 3>, sin €ectd), bli,jd=~x(i, ) (4.4.7)
min €o(d), x(§,8)-a0d,1), min € (1), X(§,4)-b(§,1)} (4.4.8)

en los casos )\, fs Vo p Taspectivasante.

Obsérvese que si el nodo § es etiquetado por (+i,0(§)),

significa que el arco (1_,1)‘ pusde aumentar su flujo; en caso

.co;'xtnrio, si J |ll|t:lqulndo por (-i,ot(-j)), significa que oll

arco (J,1) puede disminuir su flujo.

81 el destino puede ser etiquetado por este procedimiento,
considérese la sucesitn de nbdal to,...,iiv,j,.f.,nl en la cual
c/nodo estd presente en la etiqueta del liquiohto, ya sea con
signo + 6 con liqﬁn -; esta sucesién estd determinada de manera
onicn' comenzando desde n y dirigiéndose en "reserva” hasta llegar.
a 0. Es entonces posible cllbilr por A(n) el flujo en la cadena

de 0 a n. Para hacer easto, incremente o dacrﬁmto en o (n)
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s

unidades el flujo en (i,J) de acuerdo a si este arco estd

dirigido de 0 hacia n, o de n hacia 0.

Las condiciones N, fr vep ¥ la seleccion de las correlpondicntilf

/s garantizan que la desviacién de todos los arcos en la cad-n;
ciertamente sera no creciente. Ds bhecho, se pusde verificar que

el namero- de Kilter de c/arco no conformable en esta cldeha

decrenentars estrictamente.

81 el dantino no puede ser etiquetado por este procedimiento, no

us posible con loa valores actuales de u(i), 1 € V, encontrar una

_cadena en la cual uno pueda incrementar el flujo de 0 hacia n sin

incremsntar el nnlcrp de Kilter de algin arco. Uno se dirige

L]
entonces a la fase dual del AOOK.

FASE DUAL DE AOOK, CAMBIOS DE POTENCIAL

Cuando ya no es posible construir un ciclo que contenga al
arco no conformable en cuestion, digamos (p,q), se procede a la

-odificncibn de. costos relativos de fér-n que ninqﬁn'ynﬂncto de

Kilter sea aumentado y nos permita alguna de las siguientes

posibilidadesn:

I3 Dejar al arco (p,q) conformabla.

111 Proveer arcos que permitan en una nueva fAAe ptinai encontrar

un ciclo que contenga al arco no conforsable en cusstion,

4-37



4

IIIJ Deducir que el problema de circulacién a costo minimo es

infactible.

Ahora bisn, debido a que c(i,j) = c(i,)-uw(id+u(f), 1la
modificacién de costo ralativo sélo se puede realizar a través de

cambios en los u{i), i€V,

En un plano intuitivo, sea (p,q) unblrco no conformable pari
el cuﬁl no pudo ser etiquetado el veértice destino por el
procedimiento lde etiquetacién. 8in pérdida dg generalidad,
suponga que (p,q) estd en ilqﬁpo 4; los estados L1, Bl o K1, de
tal forma que q seria el nodo origen y p el nodo dcnfino.

8ea~i el conjunto dé npdos que pueden ser etiquetados desde el

nodo ¢ a través del procedimiento de etiquetacion
Sea I = V- - (4.4.9)

Obsérvese que qef b 4 pGI} una vez que l‘;hl pasado a la tlli ‘
dual, luego I # 0, I v 0. '

Se dessa canﬁinr'IOU uli), i€V, de tal forma que ﬁinwﬁn K(i,j)
sea aumentado y el conjunto i.vqyn creciendo periédiéa--utn, de
tal forsa que si (p,q) no puﬁo ser llevado al estado de
contorqlbilidnd bajo el cambio, otro nodo pilp n1fornlr parte de
i. Entonces, en un numero linito‘ de iteraciones p ballrig a
formar parte do-‘i y se crearia un ciclo. I-plibita;.ngn io ha
aupuelfd que el numero de slamsntos de i. ] f {, no disminuye.

Para nncguiar ‘que‘elto ocurra, se debe modificar los u(i), i€v,
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de forma que los arcos con ambos extremos en I sean retenidos. 1

Considere E(i,j) = e(i,j)-u(i)+u(j). Si las potenciales u(i),
u{j) son modificados en la misma cantidad, el nuevo coité,
relativo (¢’(i,j)) permanecers sin cambiar. Por lo tanto,
aseguramos que el nuevo conjunto i, i', contendrd al menos todos
los elemcntos (nodos) que contenia después de canbiar la variable
dual, =i se modifican todos los u(i), iei, en la milﬁn cantidad,
digamos 6.

Por otra pizt-; suptngase que los u(i), 1€I, no as cambian,
Entonces los Gnicos arcos afectados serdn los arcos dirigidos de
I hacia I, y'ios arcos dirigidos de I hacia I. Especificamente
si 6 ) 0 y modificamos los potenciales de acuerdo a

X | u4) +0,si i€l

u'(i’ = . (‘04510)
| u(d) » 814 €1 ' v
Entonces
| 5(4,3) , =i €I, jeI
- c(i,j) , =i 4i€I, jEI
e’ (i,3) < - (4.4.11)
} ct(i,3)-06, si i€I, j€I )
B -
} eti,3)+6, =i i€I, j€I

Se debe entonces determinar 6, de tal forma que:

13 No aumente el ntmero de‘xilter de ningdn arco.
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2] No canbie el estado conformable de los arcos ya conformables.

Primeramente se debe identificar los arcos que pueden estar en el
conjunto (E,I) y el conjunto (I,i). (La notacién (X,Y)

reprasanta el conjunto 8 = {(x,y)/x€X, y€Y}).

81 (i,j)E(i,I), se sigue del procedimiento de etiquetacién
(condiciones \ yup)ydel cbnjunto‘dé posibles estados L, B, K,
Ll,..+/K2 ques este arco estd en uno de 1los siguientes estados

(ver fig. 4.XIII.a):
c(i,9)0 , x(4,9) 2 ali,J) (4.4.12)
c(1,4)40 o xd,3) 2 bUd, 3 (4.4.13)

'Roéuardelo qué estos arcos eéndrtn dilﬁinuido su | costo
‘relativo. Luego, cambiaran su nltido‘du derecha a izquierda tal
y coio se indica en ;.. fig. 4k.x;n‘.§)‘; ddﬁdg denotamos - por
 P(1),...,P(B) - las polibiél culdni_iﬁ qu‘ puid-’litunrl- un_arco

que pnrtoncic.,nl cpnjunto (f,!),
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FIG. 4.XIII.c) VISUALIZACION DE LOS LIMITES DE LA FIGURA ANTERIOR

ﬁnnin;lo, por e jenplo, un‘nrco (:l‘.‘jb)'i‘ situado .,lnn la celda
P(6), i.e. E(i.j))o'y x(1,1)>b(4,1), vemos en la fig. 4.XIIl.c)
que sientras 0 se incrementa, X(i,j) potnndco constante y luego
~ disminuye; el arco (i,]) pasard a la celda P(7) e incremantando
atn mids Aplnnu _ablln celda‘v_P(B); su correspondiente disminucién
o K(L,) sers  de K1, 3eix(4,3)-al;)] en  B(E) a
K(i;))-lx(i,j)-b(i.j)l en P(7) o P(B()y. &ltonceu, para este arco
podemos incrementar 6 thnt_o como ﬁulrnol y su K(i,J) nunca se
inc:glcnﬁtl. _Para estos arcos po;!non establecer un limite

superior de @ en 00, tal y como indica 1a fig. 4.XIII.b).
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Para un arco Bituado en la celda P(3), conforme 6 s

incrementa K(i,j) disminuye (se vuelve cero),\yndespues pernlnu?u '

NI

constante. De nuevo el limite de variacién para 6 es 00.

8N

[EEAIN

No podemos deducir lo mismo para un arco (i,3) situado en 1la

celda P(2), pues en este caso al incrementar 0 su correspondiente
K(i,Jj) disminuye a cero para posteriormente volverse positivo.
Con el fin-dc eliminar el incremento en K(i,j) para el arco, se

impone un limite de |c(i,j)| sobre 6.

En forma aniloga se impone un limite de |c(i,j)| scbre 6 para

los arcos situados en la celda P(l).

En una manera similar, si (1,j)G(I,i) se tiene que este arco

estd en uno de los siguientes estados:
cti,§) 2 0 x(1,3) € a(d,3) (4.4.14)
e, <0 x(i,3) £ bii,P) (4.4.13)

- Esto da como resultado la informacion de la fig. 4.XIV. Al
igual que la gradfica anterior, se denota por P(l), P(2),...,P(8B)
las posibles celdas en que puede situarse un arco que pertcnciéh

al coﬁjunto (I,i).
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En 1o que respecta al enpeoruaien;o de los n&--rni de kilter,
las tig':.v 4.XII1 ¥y 4.X1IV 1ndican que s84lo es necesario calcular
0 basado en 1os arcos de I a I con x(i,§)<b(i,]) ¥y en los ' arcos
de I a i con x(i,j)>a(i,j). 8in embargo, si se definiera un
nétodo para calcular 6 basado Ynicamente en estas ‘condiciones,
surgirian dificultades al interpretar el significado del valor

8=00. Las cosas se simplifican qupdcnnnto si en lugar de
desiqualdpdes estricﬁas sobre el flujo (i.e. =x(1,§)<b(i.,]),
x(i,j)fu(i,j)), se adniten desigualdades débiles (...
x(i.j)ib(i,j). x(i,3)2a(i,3)). La razon para esto, que pareace
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ser contrario a la intuicién, serd clara cuando se establezca la

convergencia del algoritmo (seccién 4.6).

La discusién anterior relativa a los limites sobre 6 basado en
consideracionas sobre 108 numeros de kilter y en las propisdades

de convergencia {(atn no establecidas), conducen al siguiente

procedimiento formal para el cdlculo de 0.

Saa f el los cohjuntou de nodos etiquetados y no etiquetados,
respactivamente, vply fin del procedimiento de etiquetacion (esto
significa que estamos en el caso dl] del procedimiento).

Considsre los liquiontoi'conjuntop de arcos;

S1= (4,9 /1 €T, 561, &i,3)0, x(4,1)Sb1,§) I (4.4.16)
82 ( (4,9) /1 €1, §61, F4,¢0, x(4,9)2a(4,3) 3 (4.4.17)

y sean - ,
R 0(1) =min € c(i,9) 2 , (4.4.18)
81 ’
02) =win C-E(4,9) ) . (4.4.19)
82 R .
e =min{ 6(1), 8(2) 3  (4.4.20)

en donde 8(1)%00, si 8(1) = @, -
!htbncol, 0 .l"l|tr1ctlnen§¢ pouitiVo; de hecho es un iﬁtnio‘

poligivo 6 00.

+-46



Si 6 es infinito, nos detenemos. Se deberd mostrar que el
problema de circulacién a costo minimo es infactible (se
demostrard esto un poco mids adelante), asto termina la fase duni

del AQOOK y proporciona el fundamento del algoritmo completo.

En caso contrario, se obtiene un nuevo potencial ( u’(i) ),
tras sumar O al potencial ( u(i) ) de c¢/u de los nodos
etiqﬁetndou ({i1e I ), sin modificar el potencial de los nodou no

etiquetados ( 4 € I ). Los nuevos valores de &(1,3) son:

- N -
| €(1,3) - 0, si (i,5) @ (I,I)
- . ‘ S 2
e’ (i,3) <. c(i,j) + 6, sid (1,9) 8 (1I,I) (Q.Q.Zl)
] E(i}j), en caso contrario ‘
y existe al menos un .Arco (1,§) para @1 ‘cual‘va'(i.il-o y
Sd,9Iw0. o S o ’

Ahora pqdcnpl presentar el algoritmo completo.




4

- 4.5 EL ALGORITMO OUT OF KILTER

al

bl

Comienze con cualquier circulacién xﬁ(x(i,j)f y cualquier
vactor de potenciales U=(u(i)). (8i ninguno mejor puede
ser encontrado, coloque x(i,j) =0 WV(i,jJ) €A ¥y

u(i) = 0Vviev.

Para los valores actuales de la v:circullcibn' 'y del
potencial, cada arco (i,j) estd en uno de 1los nusve

estados L,B,K,L1,...,K21°

8i todos los arcos ‘IQ encuentran en estado conformable,-

alto. La circulacion es optima. -

" En caso contrario, al menos uno de los arcos se encuentra

cl

en git;ndd no conformable. ' Considere un arco arbitrario

(l,t) kcn ntndo no con!orl_nhlc. Vo' a cl.

Aplique el procedimiento de etiquetacion para al arco
(s,t) tomando t como origen y 8 como destino si, (s,t)

estd en uno de los estados L1, Bl o Kl o b:ldh, s COmO

‘origen y t como destino si (s,t) eju en uno de los

estados L2, B2 6 K2.

c.13 81 el destino puede lir etiquetado, incremente por o
el flujo en la _caddm de esta manera determinada

(efr. cl del procgdininnto de itiquitncibn) y en ui
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arco (s,t) ( de shaciat ¢ de t hacia s ),aﬂf,

siendo igual a:

pin {ol(s), ats,t)-u(s,t) },
min {ol{s), b(s,t)-x(s,t) },
oin {oC(t), x(s,t)-als,t) ),

min {o((t), x(s,t)-b(s,t) },

si {s,t)
si (s,t)
si (s,t)

si (s,t)

estd en el edo.
estd en el edo.
estd en el edo,

estd en el edo.

-
WA

RIS

I

3

Ll.
Bl 6 Kl.
L2 ¢ B2,

K2.

31 el arco (s,t) ‘59 encuentra en estaﬂo confotnable.

regrese a bl

. 81 el arco (s,t) - es atn no conforsable, borre todas

las etiquetas y regrese a cJ.

€.2] 8i el destino no pusde ser etiguetado,

sea I e I los

conjuntos de nodos etiquetados y no etiquetados,

respectivanente, y sea 0 definido por (4.4.20).

Si @ es finito, ve a d1.

8i 6 = 00, alto; el problema prioal

solucién: no existe circulacién fnctlbli.

al anina‘un:nuovo potencial por las rpllcionnl'
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wii) =ui), st i ex

uwiid) mufd) +0, si i 6 I;

91 (s,t) se encuentra en estado conformable. Regresa a bl.

En caso contrario, ragrese a cl.

La fig. 4.XV muestra el diagrama del AOOI(.

50
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4.6 VALIDEZ Y CONVERGENCIA DEL ALGORITMO OUT OF KILTER

Ss ha mostrado (cfr. 4.3) que una condicion suficiente para
que una circulacién sea éptima es que todm. los arcos sean
conformablea, 1.e. V (i,j) 6 A, k(i,j) = 03 lo cual jJustifica
el paso b) del nlgbr:ltno. Ahora se mostrard que si se obtiene
) . 00, entonces no existe una circulacién factible, lo cual

justificars el paso c.2] del algoritmo.

Supéngase que durante alguna lbliucion de la fase dual del
AOOK se llega al caso en el 'quo 6 = 00, Esto es:
. S1=S52=09 ‘ (4.6.1)

" 'En particular, de 81 se tiene:

A, Dersriel, €1, 54,0, x(1,1(1,1)  (4.6.2)
y ﬁciendo uso de las condiciones (4.4.12) y (4.4.13) e obtiene:
v (i,9) € (LD ’ ' ‘

"S(i,9) > 0, x(1,3) ) b(i,§) (4.6.;5

6 ; ,
e(i,3) € 0, x(1i,3) 2 b(i,]) ‘ (4.6.4)
' rnﬁniendo:
8i (1,3) € (I,I) entonces x(1,3) 2 b(1,§) (4.6.5)

" 4-%1



Similarnmente, ' s

ey i g ki

8i (i,§) € (I,E) entonces x(i,j)‘& a(i,j) (4.6.6) . 'O,

LA

B LN o

En particular, esas relaciones son satisfechas por el arco ﬁélnf
confor-abli' {(s,t), pues nos encontramos en el paso c,.2] del
algoritmo); mids pracisamente, dado que (s,t) es un arco no
conformable alguna de las desigualdades anteriores se cumple

nstriétnnentl. De hecha:

1] Si s es el nodo origen etiquetado en el procedimiento,

entonces x(s,t) > bis,t) (4.6.7)

2] 8i t em e1 nodo origen estiquetado en cll procldiliqnﬁo;
entonces x(s,t) ¢ a(s,t) (8.6.8) '

Du.oltr;rclol a conttnuncibn 212

Sea (s,t) un arco no con!otndble, tal que t es el nodb'.origen
- an el procedimiento d“dtiquetugibn. Lusgo, |
| (s,t) € (1,1 (4.6.9)
‘y usando (4.6,6) -

x(s,t) ¢ a(s,t) ' (4.6.10)

vSupanqnln ‘x(s,t) = a(s,t). Como (m,t) ll‘ un arco : no‘
conformable o
cim,t) ¢ 0 ' ~(4.6.11)
10 cual viola la suposicitn de que 82 = 9, ver (4.4.17)
- Por 1o‘;pnto.Axi-,t) < dk-,t) :  1 i '1a;.d,¢. -'-
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4
Ds una wanera lililni se puede demostrar 1J.

Sumando las desigualdades (4.6.5) y (4.6.6.) se obtiene

z x4,§) - qu,n > Zb(i,j) - z-u,j) (4.6.12)

(I,1) (1,1) (T,n (1,n)

Puesto que e]l flujo actual dado por Xs(x(i,3)) ‘o8 circulatorio
e I, T constituyen una particién de V, la ecuacién de

‘ conservacion se puede escridir comos -
vViev
Z:(i,j) + Z:(i,’j) -« Zx(j,i) + Zx(j,u ). =0 (4.5.13}
el ger T  ger : : |
' sumando estas Qcmcionel -obie 1e1
ini.j) -LZ x(i,1) - 1 Z‘z‘(j,u *Z}(j.i);)? q". ‘i(4.6_.10)' :
11 e 18I i€l St et

jer jer -jex. . jer..

Obsérvess que

2:(1,1) = qu,n y Zx(j,i) +z’:’:u‘,1)_,

€1 181 4eT  ie]
sef - jer jex - e

"1a scuacién (4.6.14) se reduce a

zzu'.;j) -z;(z,j) =0 O eas)
161 161 E . -

jer. . . ge1 .




Substituyendo en la desigualdad (4.6.12), se obtiene

0 Zh(i,j) - 26(1.1)

|
(I,1) (1,I) i o
i.e. ‘ : > (4.6.16)
a(i,3) > )b, N i

(1,I) (1,1

y usando el teorexma 4.1, se obtiene que no existe una circulacién

factible.
De esta manera, se justifica el pnlo.b.ZJ del vnllgoritvlb.'

Finalmente, se mostrara que dnputi de un nimero finito de
1t¢rncioriel se deberan hacer todos los arcos: confornm-l, 6 bien

obtener u‘nk'valor de 6 = 00.

Cada vez que el destino (s 6 e) es ouqucndo, puo c.1] del
. AOOK, el flujo en el arco (s,t) cambia en unn cnncim finita y

ntricmmto politivl K (esta’ cane:ldnd n entera si l.o- nujol: o

tn:l.cul.n x-(xu,j)) ‘son entercs, asi como. 10- valores do a(:l. e
bii,3)), ¥y consacusntemente ‘el nmcro de kiltcr de nt- lrco e
qlocncc. Para los demés arcos del ciclo, cl ntmero de kilter
disminuye si el Afcq; estaba en un estado no.gpnfomble‘ o bien,

pcriln.cn igual si era dn_ arco conformable.

Dl esta torn, u suficiente probar qun no se p\ndn tonnr una '
sucesion infinita dc pasos c. 2:l con fin:ltu &n clpuo y |1 arco

( l.t) pornneciendo en: utado no contoruhlo. )
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Cada ves que 6 es finita, los ©c(i,j) son modificados smegun
(4.4.21). Note que para todos los arcos con ambas nxtreu:ldld_el
en i, su c(i,§) no sufre modificacién (en particular, aquellos
arcos que fueron usados hacia adelante en el procedimiento de
‘stiquetacién para pasar del nodo origen al nodo destino). Mis
adn, dado que el fiujo no cambia, c/nodo que fue etiquetado en la
iteracion precedente todavia serd etiquetado en esta, i.e ITcI.

Luego,
1T € 1T ' ' © (4.6.17)

Supéngase que I‘'=I, i.e. 'ningun nuevo nodo ha sido
etiquetado. PFara todo arco de (i,I) s® ha disaminuido su Ev(i,j) y |
para todo arco de (I,I) se ha aumentado su costo nlntﬁro. Por
lo tmto, deiputl del cambio en la variable dual, los nuevos

conjuntos 81’ y 82’ satisfacen
S1'c 31 y s2'c 82 , . (4.6.18)

Mmul, por la ssleccién del valor (finito de @) y como
observamos al final de la seccién 4.4, se tiene &'(1,1) = 0 para
al menos un arco (1,]) de S1 o S2, para el cual previamente se
tenia ¢(i,j) ¢ 0. Luago 81’ U 82’ incluye al MENOS Un &rco menos
que el conjunto S1 U 82, i.e. al menos una de las inclusiones
mtbrioicl- as propia. Ahora bien, 81 y 852 pusden do‘criccr a lo
rASs un nﬁnro finito de vaces antes de que S1 U 82‘ =8y 0= 00,

~ean cuyo caso el algoritmo se detiene.
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si 111 IT| un nuevo nodo k entra al conjunto de nodbsh
etiquetados. Cada vez que esto ocurre, el conjunto I crece en ﬁi”

A
menos un nodo. Esto puede ocurrir a lo mds un ntmero finito de-

veces, antes de que el nodo destino pase a ser miembro de I y se

obtenga el ciclo que se buscaba.

Resumiendo existeon 3 casos posibles en cada iteracidn:

1) El arco (s,t) pasa del estado no conformahle al conforsable;

22 Bl arco (s,t) permansce no conformable paro el nunero de

‘nqdos etiquetados incrementa;

3] TEl arco (s,t) permanece no conformable y el conjunto‘do nodos
etiquetados permanece sin cambio, pero el ndmero HQ.IICOI an

los conjuntos que' son usados para definir 6 decrace.

De 1o anterior se sigue que después de un nimero vfinuo de
1t§uc10nu con @ finita, el AOOK se dirige y@u& ‘al caso donde
un arco ‘(-,t) se hace conformable, o a la posibilidad de
etiquetar el destino (s 6 t), o al caso 6 = (0.
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4.7 IMPLANTACION DEL ALGORITMO OUT OF KILTER EN NUESTRO
PROBLEMA

En las secciones precadentes, se ha hecho el desarrollo y
andlisis del AOOK, una tecnica cdriceptualnntc sencilla y
plenamente atractiva pn;a la solucién de cualesquier problema de
flujo rest‘ringido a4 costo minimo) ahora, en esta seccion, se
deja esa linea de trabajo, al pasar a 1la iﬁplmtnéion en
computadora del AOOX. i.e. a la construccion de un programa de
cosputadora uq_uo resuslva -ldimtn’ -@sta metodologia cunl_nquicr
problesa de flujo ieatrinq:ldo a costo nini_.lo.'~ Tanto los cambios
necesarios sn nuestro problema ﬁri su solucién mediante el
prograsa construido, conb 'lollululhqol de aste Gltimo, a trivtl
de diferentes escenarios del l:l.s'teﬁ‘ pltct_r:l_éo v,mcio‘nnl, m‘:mv

cosentados en esta ncc:lbn.

» Debido al c'lr“ct.lr ‘dol trabajo aqui upﬁnto; yln busca 'dn
una mayor comodidad, en 1o que sigue 'u‘rbl frecusnta el uso do
: t‘-rlinol.oqil ‘_propia del problema (vu" 1.1.2), - en lugar de

eenihologu' de uso gsneral en problmi de flujo en redes.
La seccién 4.7 se compone de tres subsecciones:

En 4.7.1 se comenta la transforsacion necesaria en los datos
'4‘1 problema original para su solucion -Qdimtp el Aoox.‘ La
subseccién 4.7.2 visualiza el estado inicial que _guardan los
. arcos de la red nociadﬁ a nuestro problema y, f:l.ml-onec, la

_ subseccién 4.7.3 pr"nuntn', los resultados que proporciona 1a
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o
implementacién dael AOOK a través de diferentes escenarios de la

red del sistena eléctrico nacional,
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4.7.1 MODIFICACION EN LOS DATOS DEL PROBLEMA ORIGINAL

Antes de la implantacion del AOOK para la solucién del
problema, serd necesario superar algunas deficiencias que se
presentan al manejar el conjunto de datos del problema original y
el conjunto de datos que reguiere el AOOK para su

instrumentacién. Veamos:

11 En el desarrollo del AOOK y ‘.lp.cilll.n.bl para vnlj.dar la
convorgenEIn de dicho algpr:ltpq, se -ha supuesto que el
planteamiento del problema de  circulacién a ,.cos£6~ minimo
:l.nclujn vectores de costo, cotas superiores e inferiores coh

entradas intern .

2} Por otn‘puto, el planteamiento original de flujo en redes
asociado a nuutrp problema, ver fig. 2.I.a) tisne datos

reales, i.e.

vper, vigr

e(p), H(1,p), H(4,p), G(i) 6 R

MAs atn, al eliminar las cotas infei'.toru (cfr. 2’»2.',2) i 4
realizar 1la npré:iucion lineal a .11 “funcion  de édlﬁo
(efr 2.2.3), los nusvos parhdtron asociados . tambien serian

nameros r‘ll as.
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Luago, en un afdn por evitar problemas de convergencia surqd

la necesidad de pasar los datos reales asociadados al problema

AR

original hacia datos de tipo entero.

Una primera idea consiste en efectuar un simple redondeo al
entero mas proximo. El principal ocbstdculo que surge al tratar
de aplicar dicha idea radica en el hecho de que las unidades
" usadas para expracar la energia de las plantas, los limites de
generacion por intervalo y las cotas asociadas a 19 ganeracion
por plnnta-intorv;lo se ‘expiclnn en Mw (millén de watt). Al
‘haéer una sinmple aproximacion al entero m4s proximo, se pueden
cometer errores de hasta +/- 0.5 Hﬁ, lo cual no es peilitible al

‘liltllﬂ.

Otro enfoque que puede ser usado para disminuir oi margen de -

error al pasar de nﬁlurul reales a enteros, as el siguiente:

/81 los datos del problema (e(p),G(1),H(1,p),A(1,p)), los
cuales constituycnv los pardmetros de 1a red niééindn, son
‘lultiplicndoi por una 'conltnntc 1’0 (por dccir algo,
1=10,100,1000,etc), y estos nuevos datos fueran redondeados al
entero mids proximo, el numero de cifras significativas que serian
usadas para cfccthnr el - redondeo ausentaria, permitiendo I;
sargen de error .dilnlnuir considerablemente. Para completar,
seria 3lu!iciiﬁtd } ‘aintoniiir” -dicho procedimiento, {i.e.
nncéntrlr un ndmero 1 tal quc_ofxq:cn un msargen de error que

puedd ser considerado cono deaprqcinhle en-el problema.
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Mis formalmente:

Sea (R) el problema asociado a la red de la tig.' 2.I:a)( 8in-

ptrdidn de qcnonl:ldad también pueds ur considerado el problou :
Vnoeudo a la red do la fig.  2.I1I.b) )

En (R) se duu encontrar un s-t tlujo de valor Ze(p) a cono‘

minimo. Dicho nujo esta lujoto a ultriccicmu do clpncidnd en

c/arcoy a r_ntr:lcc:lonn de conservacién d- flujo en c/nodo.
‘8_1 donotuéi pors

H(l,p) el flujo en el -rco (I'D)' P G P. S
Hipy v v e v " (pet), pE p ei@lr. L
H(d,E) " e e e u.f.), i@ x ,“ P

~

B Analiticamente se t:lnn_m
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Min 2 |:m1,p):|2 47
(pr1) | 1_
anc- : o .
‘ ZH(s,pl) < ZQ(p) nodo s (4..7.2)
x £ R |

o , -
H(s,p) - &H(i,p) =0 VpEP (4.7.3)

o ' ' -
v Zlﬂi,p) S“HUi,E) =0 ViETD (4.7.4)
- Z{uu,e, g - z.(b), nodo ¢ (4.7.%)
< L R
0y Hs,p) S op) L R TR XY

0 SHUR) CHUER S tep) b, Vi (4.7.7) .
0 g HY, t).{G(i) v (‘4.7‘,3)‘7

A pnrtir de (R) se puedo conleruir un nuevo problm do flujo .
.a ‘costo lxnino dcnouimdo (J.R), dond. 1)0. Dicho prohlm, lurqe
de la idea do lultipucu por um " cte. 1‘ “los .pll'mtIOI

nocudqu_ a lq red de la fig. -2, I.a).~»

Expresado mlieicncp‘t.‘o':ql vprohln'n (1R) ae At:i‘cﬁu

g 4-63




. Min Zcﬁ(i,pn

.lcl

{1R)

- A
- ZH(i,t) £ - 12-(#) nodo t

2

(p,1)

qu-,p» < 1ze(p>
)

P

i.

LA i A .
Eﬂ(i,p) ~H{i,£) =0 'Vi6TI

i . P
o A L
0 ¢ H(s,p) £ lu(p)

nodo s

A A :
H(s,p) - ZH(i,p)_ =0 VpeePr

vp

(4.7.9)

(4.7.10)

(4.7.11)

(4.7.12)

N

(4.7.13)

(4.7.14)

A o ,
0 ¢ 1H(i,p) € H(1,p) £ 1H(i,p) Vp, Vi (4.7.15)

A.
0 ¢ H(i,t) £ 1G(4)

vi

‘Ahorn:'biln, denotemos . por - SF(R), SP'(IR) :_l :h'rf,roqi'._bﬁ de

soluciones ‘factibles del problema (R) y del prdblqu (1R),

inpnct‘:lyncntc. Como es de espararse ambos probimq estdn

intimamente relacionados.

'H @ 8F(R) (===s) H = 1H € 8F(IR)

Dnbltric:ld_ﬂ { ==m) )

.g.h' H € ”f(m'. .luago ~ H ‘satisface (4.7.2),.}..'",(it;v7.‘ﬂ.),' -
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multiplicando por 1 > 0 las desigualdaes anteriores se tienae:

Zm(-,p); 12 e(p) (4.7.17)
P P

1H(s,p) - 1§:u(1,p) =0 VpEePr (4.7.18)

1

}E IH(E,p) - IH(4,6) =0 VEE8I  (4.7.19)

P ’ '
~21m1¢)5-1z-w) ‘ - (4.7.20)
& ) - ¢ o

0 ¢ 1H(m,p) £ le(p) Vo (4.7.21)

0§ 1H(4,p) € 1H(4,p) ¢ 1(4,p) Vp, Vi (4.7.22)
L0 ML) 16 v (4.7.23)
o A oA A - o
- Haclendo H = 1H; i.e. H(1,§) = 1H(1,)

A :
- HE SF(1R) ' l.c.d.4.

Similarmante se demuestra ( (===zz )
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Lama 4.2

Sea £48F(R) ~--=- > BF(IR) +
£(x) = 1x

f s una funcién biyectiva

H @8 una solucion éptima de (R) si y s6lo si
‘A* Al R v
H = 1H es una solucitn optima de (1R) -
Cblé;.l‘:r!ciéﬁ ( -ﬁé) »noo
Sea H una solucién éptima de (R), i.e. H € BF(R) ¥
ZIH(S.p)J < ZFH(i,p)J . S VHESFR) (4.7.24)
(ed) (ped) e

TR Y D
Construyase H - como:

H = lH AR S © ' (4.7.25)
. Del lema 4.1 H @ 8F(1R)  y multiplicando ;la.. desigualdad en
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(4.7.24)

2 A 2 2 2 R
Z :mi,p): 5, 1 CH(i,p)3 V HE SF(R) (4.7.26) "

(p.1) - (p,d)
i-.o
A2 2 . v
ani,p): < ZCIH(i,p)J S (4.7.27)
(p,i) (p.1) |
" luego,

Zrﬁu,pu 'S ZEH(i,p)Jz v HL,p € m(m (4.7, za)'l
) (p,u T
. gor 1o tanto S

‘'H a8 lolucim 6puu de. um l.c.d.4. =~

,Silihrnntc s demuestra ( (,---- )

‘ Unn vu dnostndo el tnorm 4 2, su rnulndo p\ud- nr'v
P I.Illdo pltl ll reltructurlcidn de lol ‘datos en nucltro problou.
snplenm:e. rntaru 1- "l:lntaniuc:ltm" de 1. En nt.o caso n
hn considerado suficiente escoger una 1 que agregque tres ciful
Va'l redondeo ofuctundo. - Espacificamente se  ha I’tp-;do .
.- (10) (168) - 1650, ~ donde 168 r.prnnnn 01 nﬁloto do'_

1ntervnlo- honuos del horizonto de pluneacién. : Alqunni"

i ventajas extrn se obtienen de esta 1 part:lcular, principnluente' S

‘ nl "uquur" dol problm (1R) al (R). _
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Env resumen, el procedimiento a efectuar para la conversién a

nineros enteros y obtener la solucién a nuestro problema es el

siguiente:

13 Sea (R) el problema original (ver fig. 2.I1.a)).
2] COnlgdira 1, mfic:lontnonto grande.
31 Construye (1R).

B ¥ | mictm redondecs al intcro‘ uis proxilb eti cotas :lhfcriorn 4
l luporzoru por nrco, asi como en el ﬂujo utlrno nnoc:lldo &

c/nodo. Un nu-vo problm (1 R) L obtionn.

5] Proceda a l1a lolucion del problema 11'R). .
5 l:l Apnquun 1- nu-inncion de las cotas intorioru' ‘
{ cfr,, 2 2 an obnrvuo qm ‘al usar dichl“-w
t.unlfomcion los: ‘nuavos . vcctorn ©de coul
luporioru pul 01 flujo cn lol arco- asi cm -1'

“ nueve- voctor dc nujon oxtomol nndrln mt.udnn

ont:nru .

’ ; 5.23 Apl:lqucu la lproxincidn nnn.‘l al problm’ S
. dertvado (efr. 2.2.3 ) si la longitud de c/u
. de l.o. lmmtol quc se proporcionln n mnu,;‘ »
los concol B capactd.dn de los -arcos crndosﬁf:

u-b“n nr‘n m’nurol -nuron. e

S
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5.3] Agregue el arco circuiltorio (t,s) con sun!wl

respectivos plrluctrol. El problema se encusntra’

e
3t

en el formato de circulacién a costo minimo, y los-

- ‘pardnetros usados son ﬁﬁloron on;nrol.

, v5.4J Apliqueso‘ el algoritmo Out of Kilter. Este paso
| llcva iilplicito el delnrtollo de -un proqtnnn
ﬁcn couputndora quo rnluclvn -l problnl: qcncrnl :
de circulnctbn a co.to minimo pot lcﬂio dol AOOK.
El relultado de dicho delarrollo .o encuentrn en el
nptndic- 2 dol pr-lnnto trahljo. Ahl‘l. locnli:n
la . subrutina PRIDUA cscritn en FbRTRAN 77 bljo la

k ticnicn de proqulacion cltruceurndn, ll1 como

conontnrtol udicionnlos para su utilizncibn ¢n 
cunlquier probleln do circulncién ‘a costo ,-1n1-o.7'
con flujol rlltrinqldol 4 coltol unitnriol pnr‘“

trlnlporto.-

" 61 Con la solucién éptima obtenids en 5.43, reconstruys 1la
" solucién en terminos del problema (R). ' .

4.7.2 ESTADO INICIAL DE LOS ARCOS DE LA RED
" AL APLICAR EL ALGORITHO OUT OF KILTER
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Asumiendo los pasos 11, 23,...,5.3] del procedimiento de lnl

subseccién anterior, la etapa siguiente para la solucién dnlxi‘ o

problema es el uso de la subrutina PRIDUA (ver apéndice 2) en una
red que tendris el aspecto de la fig. 4.\ Algunas

'observacibnes‘lon 1nteresant;$ en la red anterior:

1] Excepcion hccha del arco que compl.tl la circulacién,  (t,s),
el rcsto de 10I Arcos de 1la red tienen cotas infnriorcl

iqunleu n cero.

‘23 Cualesquiera arco de la red tiene un costo por transporte

mayor o igual a cero.

Ahora ‘bgeh,; es sencillo encontrar una - combinacién de
circuinéibn ybpbﬁincial ( x, U‘);>r||pcctivqnqntq, quoxpogpitgic
. ‘todol los arcos de la red distintos de (t,s) ser cbnf&f-nbids
'Cdﬂld. cl 1nicio dal AOOK.a Conlidtr-ln, por njalplo, x 0, U 0,
-de donde c(i 3) z 0. El eitado que guardariln los arcos de -11‘

red al 1n;cio del AOOK se comenta a continuncibnz

 ARCOS surmm-puwra

s Sca (l,p), p € P, un arco que vn dcl nodo s'a un nodo pllntl
‘ p; e(s,p) = cll,p) - u(l) +ulp) = 0-0+0 = o,_uy
) Hfs,p)'- O‘LYQ (p). »El ;rco es confornnﬁlc y Ee vnncuintfn

"1_§n'e§y5d6 B. Ver fig. 4.XVI.a). =~ ' ‘

© ARCOS ‘PLANTA-INTERVALO
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Sea (p,i), PEP a ie I, un arco cualesquiera que va

nodo p al nodo 1, E(p.i) = c(p,1) - u(p) + u(l)

del

cip,i) = 0 40 = c(p,i) > 0. Ademas H(i,p) = 0 < H'(i,p).

El ‘arco es ccmfornbio ¥y se encusntra en estado L & B.

' observacién extra: Es precisamente sn w1 costo asociado

arco que va de p h_a‘ch i, dond_o la aprox:lucipn lineal a

Una
al

la

ff_fum::l.én de costo es \roni'nda (cfrx. ,z,z'_3), De esta

mcrl, lplrm:crln v.riol nrcol ‘uniendo p e i con

respuctivoa ‘costos Yy clpncidndel. L

Siquinndo.,kh notléibﬁb IW.I’“‘ nh el cipiﬁulo '3,
‘:(p,i,k) el conto dol lt-nilo urco unundo p con i.

o Aptrd:ldn du qonnrnum lupﬁnqnlcl :

0s c(p,1 1) 1»...'.; 'g:(p,:;l().rh-w
o .S. c(p,i 1) _{,..., Sc(p. .K). v

; El nlpccto qu- vunrdnn 10. ntndol llocildm l clnrco.“u

vuuannn -n 1a uq 4. xv: b). ' :

" ARCOS 'xlmmm.o-supmozo |

SCI (i t), 1 € I, el arco que vn dcl nodo i ll nodo.'
E1,t) = c(i £) = u(d) +ue) e 0-0 + o = o

' _H(i,h) < G'(u., El arco as contonlhln y 8 nncunntn
 estado B. Ver fig. 4.XVI.c). .

_ARZO ‘(t,8)

sus

Bin

£,

{t,s) es el arco  que. completa la ' cfrculaciém.

R




- B(t,m) = c(t,s) - ult) + u(s) = 0-~0+0 = 0 y.

H(t,s) ¢ 20'(9) = a(t,s) = b(t,s). El arco no -

» . . . ..
. conformable y se encuentra an estado Bl. Ver fig.

P ?(s.p) :

4.XVI.4).
A )
A § p) Ia
Ao , o nndo confwnblo
A ' o v A
A nf.odo cm!ornbh : nhdo cnntornblo L _
o --M(AMM---—-—) His,p) ' -muum- ------- o mi,p) S ;
SRR I hip) o mu,p) » st
S 3 : S ]
A ’ &
A ]
K
& ‘a) ] b
A
celiyt) A
R
P
ko estate mhnailu
oAy
== OAARARARAAR === > Hid,t) ) Hitys)
[ (MY e 0)
L s
A
‘ B
“h.e) S d). h

**'F16. 4.XVIz ESTADO QUE GUARDAN LOS ARCOS DE LA
©777 ASOCTADA AL PROBLEWA, (WA VEZ MECHA .
7 LA ABTGNACTON X0, US0,




Obsérvese que hecha la asignacion X=0, U=0, todos los arco

son conformables excepto el arco que completa la circulacion, -

(t,l‘). _ Luego, el trgbajo m.la deberdé hacer .QI.AOOK,»y por ende la
subrutina FPRIDUA, l‘!‘l transformar el arco (t,s) de un estado ,é- -
no conformabilidad al estado de conformabilidad. Para . clld, s
dahqrﬁ incremantar tlujoq o modificar potenciales drc"“a‘cunrdo a8 .

1o indicado en_las secciones pracedentes.

..7. 3 RHULTANS DE ‘LA IHPLMITACIOI o ’ 7
DB M SUIRUTINA PRIDUA

Al uun -qul 1- lubl.iceibn anhrior’, nh : 1a “ 'li?'uuntn
exponic:lén u nm quc nos encontramos 11 inicio del. pulo 5. u
de:l procediliento :lnclu;ldo en 4.7.1. Y Bl ntc lauonto, la |
mbrnttm !'RIDUA, ncritl cn romm 77 y dourrolhdn en la .‘
co.puudou vax/nao dol IIE se ojccuta pua obuner la mluc:lbn
del pronm por medio del AOOK. .

Dtllrcntn numriol del liltm cltctrico nlcionll se han
usado - pau problr h eficiencil de PRIDUA. Alqunol conntarion
lobu nltol ae pucdon vcr en I:IRGP 19841. Los rnulndol .que. a

Lot

_continuncum e pnunnn 1nc‘1uycn por ncmrim

e




11 El ntmero de escenario asociado, E.
2] El ntmero de nodos asociados al problema, |Vi.
31 El ntmero de arcos alqcildol al problema, |A}. ‘
43 El nﬁlyo de ssgmentos usados an la aproximacion lineal, K. o
53 El ntmero de iteraciones en la fase pr.il.n,v_IP'.
. 63 ‘BI ntmero ’dc 1tl:crncion|p‘ en la fl.ll dugl, ID.
a3 ﬁnm de ejecucién de la subrutina mi_m_m"a..

81 Indicador de salida (6ptimo=0, infactiblesl)

Observe el lector ‘ques

vy = 1+ m + (I +1 o  (4.7.29)
e |e| *xmm TN} IR U (4..37.'3'0‘)-

!.nl roluludos n nntauun en ol uguimtn eundro.

tinpo dn lecucion no ineluyc lel tinpol dn nntrndn (hcf-un de
: l) ‘nt: de: ulidu (ucr:ltuu de rnultndou) »
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E VI Al K IP ID TIEMPO  SALIDA
‘ CPU
1 173 1684 3 33 2 (19.91)" 0
1 173 1180 2 336 2 (19.45)" 0
2 173 1684 3. 33 2 (19.9N" 0
z 173 1180 2 33 2 (19.3%)" 0
3 172 1179 3 33 1 (16.06)" O
3 172  es3  Z. 336 1 (18.80)" 0
e 1m 1179 . 3 1 1 (00.4%)" 0
& 172 8e3 . 2 1 1 (00.3)* 0
‘173 - 1684 3 - 504 2 (28.15)" O ,
A [ . . ' C e

173 w80 2 S04 2 (27.8:)" 0




4.8 ADAPTACION DEL ALGORITMO OUT OF KILTER AL CASO
ESPECIAL a(i,j)=0, c(i,3)20 V(i, i) € A-{(t,s)}

Considérese el problesma general de diatriducién de flujos a
costo minimo, (P_GD), en una red ccmv‘qrtﬂcn jlpcindn
GC = ( v’ A ',n

'm‘iitic‘llnyntu .

Min z e(4,1)x(1,4)
S (1,3)6A .-

8.C. . o o .
z x(4,3) - qu,’n‘,{ ad)  viie .rcv
.(E..G.m : Zx‘(ii,j} ",- Z:(jyi).‘ - o ‘ V:l. e '8 :v

'j,"X'x(_i.j) - zxu.u; d1) Vvie fcVv
atdd) £ x(4,3) € bld,3)
”"v.dondn e SR
’ CFeCiEV/a Y0 T (48
es el ‘ébﬂjmto de nodos fuente. s e

Lo BerievV/Aam =0y e
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es el conjunto de nodos de traspaso.

Faci@V/aud) <o) . (4.8.3).

es el conjunto de nados pozo.
Suponga que el (PGD) tiene las siguientes c.rll:til‘iltiCll

ali,3) = 0 V(1,9 € A-C(t,m)] TR WIE
L c(i.J)'z 0 VD eAtim) TR D

Una vez hecha h hipotuu (4.8, 5), se  sigue nocnurinmtr o

’ ‘que el tercer grupo de uatticc:lonu de (PGD), lquenn uocindu“

al’

cpnjunto dc‘nqdpl pozo,; Ion'l‘ltilfichll» q:on un signo iqull

pard ﬁ:‘tlujﬁ.bpﬁib; S

1]

21

3

'.l'nnlfonnol mcn la nd :ln:lc:lal a un a- ud circuhtoru,

para cnoz '

Muqun- un unico nodn s cr.m-ctndo a clnodo ieF pdr ' un

arco (3,1) con- cotn b(l. )-d(i), l(l.i)-O y costo c(s ,1)=0.
'Agrdqu_nn un Gnico nodo t 'coﬁcctu_lo .n c/nodo 1 € F por un
arco (i,t) con cotas b(i,t)=-d(1), a(i,t)=0 y costo c(1,t)=0,
Adic;mllnnﬁt .-I'qu'QWlll el arco (t,s) con. costo c(t,-)-o Yy

a(t,s)=b(t,s)= §-d(i)
Bt R
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.Como el lnctor puede apreciar en la nueva red circulatoria, el
arco (t,s) serd el nﬁico que admita una cota inferior dif.rangc
de cero sobre el flujo. Mas atn, clt,s)=0 (cualquier otro valor
‘de c(t,s) haria 1o mismo).

‘Luego, es sencillo adaptar vectores de flujo jpotnnchlu que
permitan tener a todos los. arcos diferentes de (tfu) en un estado
conformable al ‘colionzo' del algoritmo vy, consecuentemente,
pnrlnnncor nli en el resto del dcliriollo (dndo que el AOOK no
incrementa 1. desviacion dc 10- arcos de- 1la red). ' - Simplemente
tome ;1,5 =0 VILPEA ui) =0 Vie V. ver fig.

:1guionto:
N 3 ‘ : A
15 TS L AN R Nlﬂ) 1
TNRIEL I IS IO , lv " *
N R IR | ostado R
o >estado conformable - . . |ino- ok
S TN DEIRFLIE A - |contornbl|h T
o 4 o 2 ;
<= ARARRARAAAR=-===> (1, §) =~ = = ==gimememeceecgemeed xct.nr
S0 - f:b(i,j) -0} ‘ .M(:il) '
& kb(t,s)
K & _
R A S
Alrdcl (i.J) A‘((t,s)} . S . arco (t.l)

m. AXVI1 POSIBI.B BB!ODO INICIM. PARA LOS ARCDS )
DE LA RED CIRCULAIORM '
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Si se comienza con X=( x(i,3j) )=0, el arco (t,s) eatd«w*

inicialaente en el edo. Bl. De esta manera, el proccdini-nto dc fj-

etiquetacion del AOOK se aplicard tras tular ol nodo 8 como

oriqcn y al nodo t como destino. De hacho para la prilnrl

etiquotacian, la tnica condicién posible es y ’ dndo que x{(1i, j)-o
i

y e(i,3)0.

‘ P_ROCEDIHIMO DE E'I’IQUE‘AdION

Dado quc todos los nrcon diatintos de (t,s) lon confornbln v

(eltldo L, B, K con ali, j)-O), laa condiciones X, e v p se

‘reducen as
Bt ©(i,5)=0 (0<) x(1,3) ¢ b(i,3) . (4.8.6)

v Ee,90e0 4' 0 ¢ x4, j) (1;(1 9 - (4.6,7)

e

De donde, el pnso c.lJ del AOOK no oa ltl qun cncontrnr nl l‘tlbﬁ

‘;’tlu:o .lxi.n o la r-d inicial, dnndo los nreos (1,1) tal-- qu.“'

k e(i.j)io hln ltdo luptinldol. El !lujo de nnto- altilol arcos

eltl en cero o lnturldo (-ltldo L6 K).

CAMBIO DE POTENCIAL

Seln I. I los conjunto- de nodos . etiquetadol y no etiquotadol,'

respectivnnente, al fin del procedimiento de etiquetacion.
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Sea (i,j) $+16€I, 6 I. Por l1as mismas razones del parrafo

anterior, los resultados (4.4.12), (4.4.13) se reducen a:

c(i,3) > 0, x(4,3) = 0 : (4.8.8)
c(1,3) < 0, x(1,3) = b(4,]) ©(4.8.9)

Andlogamente, sl (1,j) € (I,i), las. nlaqionn' (4.4.14) Y
(4.4.15) se reducen a: '

T1,9) 20, x(4,9) =0 . T (4.8a0)
T4,9) €0, x(4,9) = (L,  (4.8a1)

Siguiendo un razonamiento similar al de la seccion 4.4 los

" conjuntos S1.y S2 y el escalar 9 se definen comos ‘
Ble¢ (4, /16T, 161, 81,3501 . (4.8.12)
82=((1,5) /161,361, &1,9¢0 3  (4:8.13)
0 smin ¢ min ( c(i,3) ), min ( -c(i,§) ) >~ (4.8.14)
UL 8 R 2 N
©=00, 84 B1'=82=90 - O (4.8.18)
Finalmente, la modificacién del AOOK pusde ser presentada en
térainos ""‘d'c la red inicial, una ves ucluidq al arco (t,s))

"ndoptmdo 01 leng\njo do flujos,‘ sds  Dbien que el de

B circuuciml.

m = ':."A‘»nnbxrxc'ucmq DEL ALGORITNO OUT OF KILTER

L B
O . St
e 4-B800




al Comience con un flujo xa(x(i.;:l))-o y un potomiial U=(u(:l'))-0"

- bl El conjunto de arcos de la red pusde ser particionado . nn,

subconjuntos: ' IRy

L=Ci,3)/ c(i,9) > 0 )
B=( (4, j) / &(4,5) =0 )
K= (4, 1) / c(i,j) <”o ]

&11@. el h!'!' en 1- red rutrinqidn (d-duc:ld- de 1- ud :
kvinicul tul untener mtcnlnt. los arcos do B). m:
‘cliteucibn, uno tmrl colo f:l.ujo :ln:lcnl en ‘]h red
reutrinqida loa nujos obtenidos cal f:ln del pno bJ de lak

‘iteracién. puccdnntc). _

.Ddtcﬁqa ‘al’ nlqoritld cuando el valor’ dol '-nujo en... ln ud'
iconpletn es 1qunl & ;-du). o cumdo yn no ul poniblc'

. :l.ncrnnnur 01 flujo en la red rnhr:lnqidu

b. 1] En el primer cno, el nujo ohnn:ldo en la red
co-plotn u Optilo. Mds . m.'m, 01 nltilo potnncul ul

" los vuloul ;
w(i,3) = max £ 0, u(d) - u(d) - cti, i I

co,mtituyon‘ una solucién dual éptima. -

' b.23 i.E:n él‘ ;déuhdo caso, ve a ed

ER e SR




¢} Sean f e I los conjuntos de nodos que estdn etiquetados y no
etiquetados, ;elpecuvnentc, al fin del paso b.2]), y sea ©
definido por (4.8.12),...,(4.8.15). -

c.1] 81 @ = 00, no existe flujo de valor }-ﬁ(i). El

~ problema no tiene solucién.
c.23 81 0 es finita, defina un nuevo potencial u(i) por
~ las relaciones: | P
wid) sutd) 1e1
uwid) suti) +o0seI

"y regresa a bl.




: CAPITULO 5
CONCLUSIONES CONJETURAS Y RECOHENDACIONES

La ide@v'dql presente;-capitu16 ‘§s ‘mostrar una serie“éét
; tesultgdoh;3  obtenidos . dﬁrante li»'dlahoracibn del prdlqntc
: trhbajo, expresados a nanera de concluaionel. cqnjétutas o 4

reconendaciones.

Prineranente, el cnpitulo cononta ‘l1a neleccion de . la. -

y,nlternativ& -Aa adecuada parn resolver nueltro problenl en"

ﬁ>f”ternin0ude.los rgque;inientps,de tieppo asociado. .SQ indicav el

’ ,pdrqué de ésta Y iosvréiﬁlfadOa obtenidos'trna su inplantlcibn.
’ Tlnbien se dan algunas reconendacionel a la opcibn propuesta que,
una vez 1nc1uidas, la hardn mis eficiente.

R Adeiab.sq’co-entan las “dgticienciiiﬂ"eh el ‘uso del AP-D
_du}antd‘vla solucién de‘nuéltro problema. Fihalnente, el trabajo
" da: referencias para que el lector interesado enfrente el problema

.‘desde perspectivas conceptualmente diacintas a las tratadas aqui.




SELECCION DE LA ALTERNATIVA ADECUADA

Despues dal trabajo realizado en los primeros cuatro

capitulos, nos encontramos en la siguiente posicion:

Se han estudiado diferentes alterngt;vnl, descartando nlqums"
(PPC, AP-D, etc.) e implantando otras V(HIWRISTICO + AFF y AOOK)“.

Es ahora el momento de utn.blecorv la alternativa que urtr. usada :
duunto la solucion de nuutro problou. Eltd es, encontur‘ la
njor alternativa posibln cn ton:lno- de 1los uquerilientol de

unpo nociadon a su so:luc:lén *,

Ahou bien, duunte 01 donrtolno del heurut.ico {ver 2.4).

. se connto que 01 procedimiento construido podra o no dotenimr

una uoluctdn 'corcm' a la Optln. ) 2 preciunnto an nto :
o ngundo cuo recutrir .1 Aﬂ-‘ Do lcucrdo a .los olonntol

' uﬁahdol pnu 1- ,"ndic:lﬁn do cnudad" ‘un’ procodtlicnto‘
houruuco (vor 2. ﬂ, cnms que al unr ‘@l AFF 1- "caud.d" dol’

| procodhiento dourroundo puodo npohucoru noubleunte, - pues

. s6lo se duu um lolucmn fncublo a nuutro prohleu s:ln

importar, ‘en nblolut.:o,' el costo asociado a c/arco. Asi la

i.---- : - - - -----

rRelnt:lvo a 10 mtorior. (SVH.ISBOJ uﬂnlu ‘que un deunmte topico de

f nt.iqacldn. lleno = de act.unndad. as; dado un probleu pnrticuhr y un

ue-po de- CPU pemu:tdo (o conplejidad).‘ encontrar .un ntodo de

ucibn quo do 1n njor lolucion poliblo dentro dc esas, condicionea.




solucién dada por este procedimiento pudiera estar completament '

desviada de 1a idea de ‘'rasaje de picos* del prohlm___@ei
. TS BF

asignacién por intervalos (ver 1.1).

Luego, si el heuristico construido en 2.4 pﬁdiéu evitar el
wodulo AFF, bhaciendo uso de un algoritmo que tome en
consideracion el costo, -por anplo a travées del AOOK
desarrollado en ei Clp.' 4 e implantado en iﬁ subrutina PRIWA
. lver 3lpend1c§ B), 01' procediiiem:o construido -cjoratin' su
calidad. B Pues evidente-eﬁtq la pblﬁcion proéorqiomda» por el
AOOK t_ofhjlria el “rasaje A‘de pléos"v al considerar oi costo en su
f#tnuhcién. : | ' ” '

El utodo'de solucion nuawbio se indica ‘én, 1‘ ilq\xicnte
figura ‘ o S




. INICIO ..

.. )-BOLUCION \ -
~\ FACTIBLE?/

g
8
| \'/

l.ll‘llll‘

rxc. 5 T mocmmxmo INDICADO PARA LA sot.uc:ol T
DE NUESTRO PROBLEMA

: Al 1gual que ol procediniento ya construido (ver 2. 4),‘ el .
‘netodo propunt.o en esto capitulo explota, en priner luqlr, la
bblqucda hnuristic. para la obtencién de una |olucion "corcann“
‘al Optino en un tiempo nuy corto.r Bin embarqo, en caao de no
' poder detorlinlr una aolucién tactiblc a nuestro ptobleun (por no

jhnb.r ;pq@idqw ropnrtlr “la cnurqin de ‘una plantn),‘ el UAOQK-




compleméntard el procedimiento. Usando por ejemplo, 1a solucién :

pnrcial del heuriutico. y continuando hasta encontrar la solucibnk-

0pt1ma al probleﬂa uproximado 1inealmente, o bien ~hasta

deterninar.que el prohlema‘otiqinal no tiene solucién factible.

La solucion ptopqesta en la fig. 5.1 ha sido programada en
forma estructurada a'travas“del'lenguaje Fortran-77 del sistema
:vmx111730 del IIE y ha dcnosttado su eficiencin paip flolﬁeionar

nueatro problela. :

Atin na-,lln 1ncdrpdri§10n qi,loiiresultados eihib!dds‘\on' la
: .'nccion 4.8 (esée‘éiﬂin’ciﬂt el AGOK) a la u:odologn'
~"pmpueuu. perliten seﬂalar al procediniento descrito colo ln’

z, opc1¢n ltl viablc parn ln solucion de nuestro problcna.

v Obscrvc 91 1ector que 1nc1uso el nbdulo corrclpondicntn al
,j{aoox pucdo nyudnrlo d-l -Odulo AFF (ya conntruido) purlr
v detcrninnr ln loluciOn n nueutro probloln. Do esea lnnern,_ la
v .-odificacion exhibida ae puede 1-plnntar lin hncer un trlﬁnjo '
}Textrnordinario. principlluente ll elnhorlr el cadiqo do ,lon .

"-progrnlal de conputndorn.

:, Ya. en este contexto, es atil conontar la Lfdoficiehéih“‘ delh
““AP#thie';“ el prohlela del trnnsporte gipncithdo,,con ;q?#oa

'.:parnlclon._;.




1

Intuitivapente. al desarrollar el AP-D -en la  estructura

puticulnr de nuestro problema, uno esperaba encontrar un"

algoritlo que:

11 Nos ayudard a resolver subproblemas donde el  vector costo

fuera despreciado y,

2) Que fuou de alqmu nnon similar al nlqorit-o nlfabetn del
problm del t.nmporto. o

I.uoqo, contorlc .. dourrono elu nltomuvn (ver 3.3), el -

ruultldo obnnldo !uo lorprondentc, pun se roincorporo ll

purmtro colto on 10. lubprobhul conltmidon (ptoblnn do

nujn l conto llxtlo), pordi.ondon couplotnmcc 01 nuctivo quol- ‘

lot:l.v:ba u unr utn ut.odoloqu.

Hlo sorprendontc rnuln lo uhtivo a 2]. w vn quo ‘ne

mndono 1. lpliclcun dol AP-D en nuntro problnn Puol cn
nto eno. 01 trmjo u diriqio al uso. do una utodoloqh ‘mis

qomul._ (AOOK), ' ¥y - cuyl nod:lﬂcacibn (vn 4 8)" lohtuno mn'
: utodoloqn coio 1. or:lqinclnnto ospondn-‘pln- el AP-DI.

l:h -mteu-, es de notarse como el uso do un procediniento -n

’qcneral y con m linple np.ciaunc:mn, hllll conduc:ldo a una

mtodoloqu conceptunlnente Ila "ligera” . ':, que la "dc una - -

enpocinllqntp - disefiada _pnn‘ npentr'o rprohldin.‘




Este hecho que intuitivamente era ineaperado, da la pauta que

permite presentar la siguiente conjetura:

¢ Podrs 1a especializacion del AP-D en nuestro problema bonoi un
paralelc con la alternativa desarrollada por la modificacion del
AOOK, o definitivamente el AP-D no tiene esperanias de tener una

buena actuacién en los problemas de transporte capacitado P A#

Historicamente, el AP-D para resolver el problema general de

programacion lineal fue por primera vez descrito en:

Dantztg , G. B., L. R. Ford, y D. R. Fulkerson, Y
P;!nl-hinl Algorithe for Linear Programs,”, Linear: mcqunui_
and Related Systems, pp. 171-161, ed H. N. Kubn y Ao .
Tucker. Princeton, N.J.: Princctm'Univeuity Press, 1956.

y o8 presentado como una qenennn_cién de:

Kubn, H. H., "The Hungarian Method for the assignement Problem,”
Naval Research Logistic Quarterly, 2, nos. 1y 2., pp. 83-97 , , .
1985, ‘

Ak DE ULTIMA HORA: Seria interesante para el lector hojear [Ha,1962) Clp_.f:“;“
11, 8ecc. 8, donde se presenta una modificacién del AP-D para resolver el%ﬁ‘:.i;'
prphlm de transporte capacitado, desarrollada por . Ford y l‘ulkcuonb on ‘
CFF,1957], y comparar el algoritmo alli desarrollado con ‘h'lbdutcaclétti
sugerida en 4.8 '




por otra parte, el primer trabajo sobre el AOOK se presenta en

£Fu,19613. BSurge entonces la siguiente pregunta:

é Inducirian las modificaciones hechas al AP-D en [FF,1957] el

desarrollo de una metodologia primal-dual mAs general para

resolver problemas de flujo a costo minimo (ACOK) 7P

1

Algunas concluaiones extras del trabajo de;qrrbllado sons

’Unn metodologia ﬁitn‘fesolver el problenn’dd' asignacién por
tintervaloa de la ctnpn de Inicilcibn Slllnll d-l probl--n de

'f‘CHT hn lido desnrrollndn e 1np11ntada en ln plquetarin BPCP L

oo

'*'-t-uaticu.

31

' (SLstama ”de Plnneacibn ‘i' corto plnzo: COordinncianf'

“Hiarotarnica) dol Depto. Andlisin de Rldcn. de 1. Diviaion '-"'

;81:tenas de potencis. del IIE. -

1

'La uotodoloqi; c-plouda se dolarrollo dc unn --zcln rn:on.blo‘ o

‘de’ nttodo: h-uri-ticon ‘con riqurosln tecnicns de proqra-ncion,

La disponibilidad de un proqruna da co-putndort quu peruito#”":f

‘resolver el problenn de circulacion a co-to ntnino.‘_‘«‘

La“ utilizncién racionnl de 105 elenontol tecnolaqicol dc ' i;'«

: dispone 1a aociadad actual (computndora). para la solucion d.;"w

'i-?fun probleun.

‘Por altino. es preciao conentar que otra forna de atncnr 01

ptohlenn,‘con tecnican conceptunluate diforentea a las utilizadan '




‘aqui, es la acﬁualizacibn de tabiaa de enttadd-ul:l"dé.‘ 'En este
contexto se menciona el trabajo deunrrollado por A. Bachen Y B,
Korte, ver CBK 1981], y: ‘CBK, 1978], quienes proponen un nlgoritno

convergente linellnonto, el cunl eltt balado en una nodificacian

-del letodo de Gausa-soidel. Uﬁah1 conpnrncian de -otodos‘uv'V

llt.etnntivon para 1; nctmlizacibn de tnhln do entrada y nlidn
se puede encontur en 01 trabujo denrrolhdo por D. Lebhnc y

Quoyunne ‘en CLQ 1980]. e

& oero ordon de 1den. es inuuunto comultar ol tubl:lo‘ - ;'.‘ _‘,f:

) denrronndo por D.

.Routo en tRo.lSBﬂ 2 quien conltruye un

algoritlo pan 1; -inilincibn. do ”‘nornl ohro pOIH:OPOI do A‘

‘thnnlportn.,




. APENDICE 1 .

'Eh el prnlontl apindicn se dan los detnllns ncclsariol para .
concluir la dc-oltrlcibn de . los tcurcnll ‘2.6, 2 7 y 2.8
-tefetentes al alqoritno alfahetn del proble-n del transporte; de

'nancrn nnbural, clvapindicu se divide cn‘; pgrtclr '
PARTE I

Se denuestra 91 teore-n 2 6 v el cunl caracterizl 1; solucibn
optima  de (DPR) a parcir del estado quc guardan 1os vdrticon de N

V la red nsociada nl problema (PR').

. TEOREMA 2.6 o T 3
Eh no y.notracion dontro de la lolueién do (PR') una -olueian
optina o (DFR) estd dada por: ﬁ '




¥

]

- |1, 81 4€1
A(i) ¢ A
| -1, sl i€@2X
X
- | -1, 54 j 8 J
18 D A A
11, s1 j@OJ

En primer lugar se dcmuestra el siguiente ' lena que ' serd

frecuentemente usado en los proximos desarrollos:

En no ponotrlctonvdcntio de la iolueibn de (PR')

’ A
1.1) j G J ===) arco (j,t) ests saturado.

1 2: i e I s==) arco (l,i) astd lnturndo.

Prueba: (Se exhibe 1la demostracién de 1.11, para 1.2]1 es

similar)

‘Una vez lograda la optimalidad en (PR’) después de in
aplicacién  del AETW supéngase que j € J y el arco (j,t) no estd
satutado._i.e. f(j,t) < d(3]). Al proceder a la reexploracion

del nodo 3, la parte "hacia adelante” # del AFF puede

i W . o A Y 2 D W T D W O P S e e P O T S A S et R e O D A S e e o S o o W W 0 . O S S

‘En ingles forward .-




etiquétar t a través de j. Asi una s-t cadena aumentante es

encontridl asz) (azs,
Pues por hipotésis nos encontramos en no penetracioén.

Luego, el lema 1 quedh demostrado.

" Prosiguiendo con la demostracién del tmorema 2.6 cbsérvese que
V (i,§) la seleccién de los valores (i) y J(j) conduce a 4

posibles casos, siando‘nstI 3
13 (&(1)=1, J(H)=1 ).
23 (X(1)m1, J(§)=-1).

31 (&(1)=-1, F(H)el ).

43 (& (D)a-1, J=-1 00

LEMA 2
(3%,) es una solucién (DPR)-factible.
f.. Sea i € {1,...,m), J € (1,...,n}. Luego, & (i), B(4)
satisfacen las siguientes condiciones: ' ' R '
€13 X (H)#3(3) £ 0, 8i (1,§) € 1T
€23 L(4) ¢ 1 | | |
€33 Fg T AT




€41 &{i), 3(3j) B.r.s.

DEMOSTRACION (por casos)

11 8i ol (4)=1, J(4)=l (namdi € T, § @ J)
Es claro que C21, C3], C4] son satisfechas.
Para Cl], recudrdese el procesc de etiquetacién del AFF:

" Si i estd etiquetado, se explora y se etiqueta a sus
sucesores no etiquetados » £(i,4)¢00". | Luego, ‘si.no se
etiéuetn a ] esvporqﬁé el arco (1,j) no existe en la red

i N(IJ), de donde (1,1’ € IJ y estd selecciédn de valprnl no
tiene porque uatisfac?r c11. -

De esta manera, 11 resulta factible.
.Por simple inspeccién, resulta sencillo verificar para 23, 33

¥ 43 que las condiciones C13, CZJ, C31 y C4] son satisfechas

Por lo tanto (El.i) es Qna solucién (DPR)-factible y el lema 2

‘queda demostrado.

- e e o m e o e wm e owm

Finalmente, para demostrar que (& ,3) forman una solucién
optima en (DPR), se hard uso dg' las condiciénﬁs de holgura

conplcunntlrin.

- e o wm e o m m e e = e



LEMA 3
Sean (f,x(a)), (Q,i) un par de soluciones primal-dual factibles
en sus respectivos problemas. (f,x(a)), (;l, i)‘satilfdcen las

condiciones de holgura complementaria, i.e.

H13 (o2 (4)43(3)) £(i,3) = 0, si (i,j) 6 I

H2) (X (i)-1) x(i,a) = 0 4 = 1,...,m

HI3 (3(§)-1) x(m+j,2) =0 " § =1,...,n

H4l (\Z £(i,5) + x(i}a){o(i)‘) (i) = 0. , 1:1,.,,;§' ”“

o o | y v ) i

e | - .
HY ¢ ) £ua,p 4 x(n¥j,§)-d(j)z) 5(jy'-uo'f13-i,i..,ng
B ' o ST

(observese que por ser (f,x(a)) una uolucion (PR)-tnctiblo, HQJ y
H53 quedan 1nnedintanento uatintechnn)._ o ‘
DEMOSTRACION (por. cascs)

1384 K(d) =1 y Jj = 1.

H2] y H3) son satisfechos claramente. ’ H;]” ﬁé tiene porque
aatinfa#e;ln dado qué (i,j)'G‘IJ, ’ i o

2] Si otf{l) =1 y ¥}3) =<1 (===x) 1 €I, € J‘)

HI) y HZ) son satisfechos.  En H31, observése que
3 -1 -2 | R

. PFd. :(u¥j.a) = o’r_‘,'

A-5




i.e Pd. En N(IJ) § £(4,3) = d(j)
i

-
Demostracion: Como j € J, del lema 1.1 se tiene que que el

arco (j,t) esta saturado. Luego, x(nm+j,a)=0. l.c.d.d.

: - A *
3] 81 (i) = -1 y J3) =1 (==2) i@, j&J)
La demostracién es miioqa a la de 21. Hl13], H33 lc,ml
sdt;sfechns. Para H2] usese el lema 1.2.
, _ - X k.
41 81 ol(d) = -1 y J(j) 5 -1 (===)i@I, jEJT)
. H2 y7H3 qo.,deiueltran a  pnrt1r"dé1 .;ena 1. Para H1Jl,
cbaérvese X(i) + J(§) = -2 # 0. ' e
Pd. £(i,3) = 0
_ anontinciohx Recuérdese i@Aplttc'Phiciu‘qtrai*ﬁﬁr
del AFF una -voz'qué‘iéjprbcéde‘n‘la q*ﬁlordcién‘dnl'ﬁlrticu'j._.f

Se etiqueta a todos los predecesores del '&érhiéi i para los

cuales f£(1,5) > 0. Luego, si no se etiqueta el vértice i es por

1. Existe el arco (1,), pero fii,j) = 0.

2 NO"cx:llto"'c]_. arco (:l.,j),'ipﬁ:» (1,3) ¢ IT y £(1,9) = 0

o e ot e S D e . % 4 . G S o S S T S e D VD S 0 A S et Y S O - - - - -

)

%* En,inqles~backwqrd;




En cualquier caso f(i,9) = 0. l.,c.d.d.

El lema 3 queda completamente demostrado.

Asi,‘ las soluciones (f,x(a)), (o-(.,i) son factibles (ver lema
2) y satisfacen las condiciones de holgura complenmentaria (ver
lema 3). Luego son Aptimos en sus rYespectivos problemas y el

teorema 2.6 queda completamente demostrado.

PARTE 2

Se demuestra a continuacién sl teorema 2.7, el cual da una
cbtl sobre el numero total dcropnrndionnl de PENETRACION y Hb
PBNBI'RACION requeridas para resolver un prohlen del trannporto‘ '

+

con ll algoritmo. llf:ban.

" TEOREMA 2.7 , ‘ B E R

El nimero ux‘tuo de opnnci.oncl’ iln ﬁ.hutrncldm b 2 no pcnotuciﬁn,
que realiza ¢l algoritmeo ntmu para obt.ncr la lulucibn aptiu}
de un problema del transporte as '

' zom + Z(o(u-n ( minCa,n)+1)

. ; ‘_ : £ RS

b.nbltrnciann Cll?nnnntc cada vez que oi llqoritio ﬁlflhotl .yq'

encuentra . >‘en' pcn'etucun, el valbr_dﬂ flujo :lncuiontn c'n‘nf al



renos una unidad. Luego, el numero de apariciones de banetrncibn

estd acotado por arriba por

20(1) = Zd(j)

i 3

Por otra parte, supbéngase que en algun momento.‘all algoritmo
alfabeta se encuentra en no penetracion. En este caso se puede
demostrar que el ntmero de apariciones  consecutivas de no

penetracién nunca puede exceder min { m,n } + 1. Veamos:

" Como se seflalaba en la seccién 2.4, después de no penetracion
el etiquetado de la seccién anterior berﬁite continuar él traﬁljo
‘ dél AFF. ‘De donde un'origén y un destino, no‘ctiquetldOl en  la -
iteracion anterior, deberan ser etiquethdoa en la presente. FPara
ver esto, recuérdess gque después de cambiar las variables duales,
al nenos un nrco'(i,f) se vuelve admisible con Q»B 11 3 eJ. Dea

i eata_fp:np ? recibird su ’etiqueta en la p;e#ente 1teraq16n;
‘a’Ahnrn, [ 3 d; nuovovp;ocelo de explorgcién y etiquetacion rdlgltn
en no penétracibn, del lema 1 de este mismo vnpenqice, el arco
: (3,1:) estd saturado, i.e. v

A ) A ]
f(1,j) =d(J), y atn mas f(i,j) = 0 Vi eI,

i .
‘de donde £(4,9 50 pa. iel, e 1 puede ser etiquetado.
Impliéitainente se supone que los origenes y destinos con.'of’ertl d_

¢deinndl cero han sido borrados del problema original.




Luego, no pueden existir mas de min (m,n) + 1 apariciones

consecutivas de no penetracioén,

Por 1o tanto, una cota sobre el numero total de operaciones
" requeridas por los subproblemas de flujo mdximo para resolver un

problema de transporte es

Zo(i)f-( Zo(i)—l)(uin {m,n} + 1)
i . i
‘donde el priuor. sumando acota el numero de operaciones de

" 'penetracion y el segundo las de no penetracioén.

Asi el teorema 2.7 queda demostrado y la parte 2 conéluida.

PARTE 3

Se dnﬂqutu el teorema ‘2.8,1., o;l._ cual .ofrece una 'fo,rln» de =

verificar el valor del flujo maximo en (PR’)

!:na:n; 2.8
"nl no-m&ngun dmtro de (FR').
ot1) + Jan = § £
ot Yap - § ey

s 98T . (4,961

A-9




DEMOSTRACION: Una vaez lograda la optimalidad en (FR'), denpuh
de l1a aplicacién del AFF. BSean (f,x(a)) y (o,]) el par de
soll;acionqs 6ptimas del par de problemas (FR) y (DPR), Luego,
¢ = Jour+ Yau =27 £04,9) = (1)
i -3 I

= Zom&m + zd(j)i(j)

1 j
- pero, ) . : :
m Y oti) dud) + Zumi(‘i) -
1 - ) | . L S o
- Zf&ulm} z*,om:un + f*qmim f{;"émim‘

I R . J T

- Z*o(i) - Z*,ou) - I*d(j) . z,*'d(j) :Z"om : Z* ay
R 11

« Y ot) -2 Z*,NU + Yan -z.z* ap (@
i 1 ' 3 3. :
De (1) y (2)

z oti) + Z d(j -2 Z £, = Xomw X'_dm - ‘*'o(i) + Z* am)»
i I n- IR 1 h]

sz@rj)v-‘ Zﬁ?gi) + Z£'d(1)

A-10




luego, el teorema 2.8 queda demostrado.

A-11"



APEND tcn_ 2

Se luestra la subrutina PRIDUA, construida para la solucidn de
cualesqu;er problena de circulacidn~ a-costo ninino, y algunos"

coqentarios-para U USO.

Para una sayor claridad, se divididei ) Y expoiicidn eni‘t;oq

-partos.

En B.1] se comentan algunas generalidades sobre 1la subrutina

_PRIDUA. Pon‘ otra parte, B.2] exhibe ial variables usadas en el

‘delarrollo de- la subrutina PRIDUA y su significndo._n.Einalnéhtp;

B 3] evhibe la rutina conplota.




B.11 COMENTARIOS GENERALES

PRIDUA es una subrutina estructurada escrita en el lenguaje
Fortran-77 k& de 1la ‘computadora VAX/11730 de IIE, dhgfpernite

resolver el problema de circulacidn a costo minimo (Ver 4.3).
Algunas partiéularidades del cbdogo,dnsafrollado sons

1. Dada una red N con grdfics asociada @ = 1V'A),qdondov|0l“u vy
B |Al=n, PRIDUA rcquiern qun una biyoccidn ontre el conjunto v
.‘y l 'sognonto' de nuaeros: naturalos co-prondtdos ontro el 1
‘;y .1 » se? oltablneida. hli, los nunoros a:ignadol sorvirtn.
.Ap:ra idnntiticar los nodos de’ la red duranto el dclarrollo
"'qd‘_x_, algoriuo out ot kilter. Sinilulcnti -nt.uAyn"

‘segnonto que v. del 1 ol n. S

v2.- Parl latilticnr convurgoncil. PRIDU‘ 'roquilri pardmetros

ontoros asociados on lal cotll por tlujo y costos. L

3. La diumidn do lnc aruglol do 1a subrutimu PIIBUA nun onv :
tuncidn de 'lus valorosi ltxinos NHAXAR (ndnoro ntxino do

‘arcos) y nnnxno (nunoro ltxi-o do nodos), 'los cualos son

| .lcidos a través do un. archivo auxiliar lla.ado ARnhYB!ZB EOR. ’

De esta nanora, para redos qun sobrepascn el dinnn-ionauannto

'pruvia.entn asignadu, bastart dlr una nucva roasigna:iﬂn”%

o

lm quauowmw inforaacidn mo uh lm’o, poede

'ﬁma[llo.lml. tm,um. R PR I E




acorde al tamaffo de red que se desea resolver. -

Los paréietros asociados 'a la red circulatoriz son pasados

‘por area comdn (bDHHON). El lector también puede pasarllos

'datos requeridos cbno.aigumentos de la _subrutina. “ En este

caso s@ dabiera wmodificar la lista de argumentos y eliminar

vol uso de COMMON‘s.

:;PRIDUQ puedo iniciar con cualesquier circulacidn o potoncial.‘ﬂ

"Adicionalnentc, PR!DUh puede nanojar 'arcos paralolol d'ntro;v—“ 

7“1;un par de nodos, |n este caso’ las localidades aiociadas X ] lol

; voctoron que- donotan 01 nodo orignn y dostino do c/u do arcos

i‘coincidirian.

“:En la salida PR!DUh nuestra a eravds del 1ndicador SAL sx .ﬁ
‘ procedinicnto cncontro la solucidn Optila o on caso contrario

t]st ol problona cs intactible. En el pri-er ‘cano los voctorol.””'""

"fELU y PO eonticnnn los valores 6ptilos dl tlujo on e/arco y




NSUPN
NARCOS
A
xxx(a}

JJI(A)

COST(A)

SURIA)
INE(A)
ELUA)

L
»‘ro(u);,

TR

m o
- 9“L7T3f,:”

COR ¢
- Mo
" UNDE

NE(N) .

I

Lisite inferior de flujo en el arco A

B.2] ARREGLOS Y VARIABLES

Nimero de nodos de 1a red
Ndsero de arcos de la red
Indice del arco A (A ='1,...,NARCOS)

Nodo origen del arco A

Nodo de%iinQ-d;l arco A

Costo‘qu,unidid'do flujo en el arco A

’

Lliilqj;upnrior ailwtlujq nn'il pico_ﬁ e

.flﬁio”on‘il‘arco ,

lndico dtl nodo u (u-x,...,usurn) 5

‘Variable dual, (1) ol valor’ rolativo de lntroducir una

unidnd dc tlujn dontro de 1a rod. on el nodo N - B
ndlcro d- iteraeion-s prinalos o

ldl o dl ltnraeionos dualol

dc icnracionns (l!-lt?olrn)

Dotcrlina li ol tluJo lobro la rcd s laetiblo y éptilo

(SAL-ID, ‘o en ‘caso contrlrio si no wd tlctiblo (SAL = 0)
Costo rclativo del arco ;

ﬂodo origun en cl procldiliento de ottquotac!én

Nodo dnstino in ™ procodx.innto do otiqultacion
Etiquota del nodo N ' '

Uarzable tenpor:l qae guarda el valor de la et:queta dui

'nodo origon

lndicolsi fue ot!quotado algdn nndo ,1, ,

Ty




DEL

EPS
EXARNC
NEARNC

DESINE.

ASTNOC

. BUNCION KINP

‘Variable ldgica, indica la existencia o no de arcos

Guarda el valof Mniwo de la funcion WINP

Valor de aunonto,(d dis-tnuqidni“de tlujo en el

arco A ‘ ’ ;

Variable ldgici, }ndica si exjs@o una,afco‘conforlabln_
Complemento de 1a variable anterior '
Ulriabln-lqgica, indica si el ﬁcstinb’dcl arco'no

conformable en euus@iqﬁ}'ha sido etiquetado

.o

o

no ebntorlab!q;~';;} SRS

Calcula'-i{élﬁi-qfdivqu7§arlahlii'(x,y)  v{f7-""




-B.33 CODIGD DE LA SUBRUTINA PRIDUA

SUBROUT INE PRIDUA ( NSUPN, NARCOS, SAL, lf )

: h*Akk*kt*t*ii*kt*i*tk*hikhi**i*itt*k**ki*h*t*t*ik*ki*iiit*kkiﬁ*t*k*'

- 0BIRIO0
RESOLVER EL PROBLENA DE CIRCULACION A COSTO MININO CON
FLUJOS RESIRINGIDOS SN CADA ARCO

ENTRADAS
NARCOS. NUNERO DE ARCOS.
COST  COSTOS UNITARIOS.
© B0 PLUJOS.
" III-  NODOS DE LOS QUE SALEN LOS. ARCOS.
INE PLUJOS WININOS.
1333 . NODOS A LOS QUE LLEGAN L08 ancos.
NSUPN- NUNERO DE :NODOS, - :
‘PO POYENCIALES DE LOS NODOS.
s LS uaxxuus.ﬁy .
SALIDAS B
'SAL  S1ES 1 8B ENCONYRO UNA SULUCION orrxnu. sx ls o
2 NO EXISTE SOLUCION EACTIBLE.- ,
IT * NUMERD DE ITERACIONES REALIZADAS
PLU ::3:2’2'2“‘ EL FLUIO OPTINO SI EL luntcanol 8AL ss
" P0 PROPORCIONA LOS POTENCIALES orrxnos steL
© % INDICADOR SAL B8 IOUAL Al ‘

OPSERVACIONES g
|7 17. STA SUBRUTINA DETHRNINA BL. !LUJO A COSTO NINIHO snnln_ w
- UNA_BED  CIRCULATORIA CUYO FLUJO, EN C/ARCO; ESTA"
- ACOTADO "POR - ANRIBA Y POR- ABAJO. ~'C/ARCO ' ESTA
. CARACYERIZADO POR: . . ‘
CNGDOINICIAL * svsasecnersanase mm
NODO PINAL - seveeveeverasees JIIA)
. co’. w’l.lo. l..ll.......ll.l su'(.)
COTA INFBRIOR ..ecececoeeecens INE(A).
cos'o u“!r‘.lo ..I'III.II...... cost‘.)
21..108 COSTOB Y CAPACIDADES DE ‘PLUIO PUEDIN SRR lurllos
CC ARDITRARIOS,
33 PUBDEN EXISTIR. ARCOS ra:ntltos conncruunn uN " B
- DR NODOS.
43 5L ALGORIINO PROPONCIONA COMO RESULTADOS. EL INDICADOR
" -'/DE OPTIMALIDAD SAL. 81 SAL ES_IGUAL A 1 SB:ENTREGAN -
108 VECTORES FLU Y PO. PLU(A) ES EL FLUJD OPTINO EN-
*; /BL ARCO A. PO(J) ES L VALOR OPTIND DE LA VARIADLE-
AL ASOCIADA. L VERTICE 3. S

OO NaNEEONNENOONROanNONOCNNaRONNODNON000000000 O
f»»»s»s»»Qi»»»»ﬁ#si»ip»»»»»»»»»s»»»s»»»»»*»»*»
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PROGRAND: LUIS "IGNACIO HERNANDEZ VIVAR . A
: ]
kt***t*h*ki&***htiﬂﬁkkhﬁh***#**hﬁk*ﬁkﬁh*i*tk**k*k*kiktkhk*kh*t*t*

INCLUDE  ‘ARRAYSIZE.FOR’

h**itkﬁtik**k**kﬁttti‘k*tﬁ**ﬁﬁtik**tkl*t*ti****hk*kt*hkﬁk*ﬁ*ltk*k"
LAS SIGUIENTES VARIABLES SON PASADAS POR AREA  COMUN, Y
SE ENCUENTRAN DIMENSIONADAS DE ACUERDO A ARRAYSIZE,FOR

*ﬁ**ttt*ikik*k*tiﬁt*ttttk**tﬁ*k*h*ih*t**ﬁk*ﬁkﬁki**kti*ikitk**t*kt?

COMNON /SUP/ SUF (NMAXARASI)
CONNOM /INE/ INE(NMAXARA3)
COMMON /I11/ TTI(NMAXARA3)
COMMON /3337 JIT(NMAXARAD) -
CONNON-/ELU/ ELU(NMAXARA3)

. -CONMON_/IDUAL/ POCNMAXND)

COMMNON /cosr/ cosr(nnaxaltab

. tktlktktitt*lk*lﬁ‘AA*A&***ﬁ*Ah*ktktt**k***iﬁk**““‘“‘“““““

DECLARACION DE VARIABLES

ftkt*kﬁththﬁ*iihkh*kﬁl*A*Ah*hkttﬁttkttﬁti*lﬁﬁi*ﬁt*tiﬁt**ki*ti*it*t“ 

. INTEGER SUP cosr ,!LU ,ro .snt.con,c EPS,A,AOK, DEL
 INTEGER 3, If, I
LOGICAL EXARNC, NBAINC, ASTNOC, DESTNE, L1, L2
- LOGICAL LLAVEL, LLAVE2, AUXLOG

DININSIEN NB(NHAXIO)

lkhh*t*tkittkittitkhk**‘ithtt*thi*kﬁ*tk**&htttthhtttﬁ*iﬁ**tkiikﬁ*«fjx.

lNlCIALlZQ’IL INDICADOR -DE FLUJO OPTINO Y CON!ADOIE
“DE_ ITERACIONES PRINAL Y DUAL. RESPECTIVANENTE

: ﬁ*kt*liktlhtkﬁtktﬁklttiﬁhkhtkﬁk*ttlthkﬁ*lhthitkhﬁkﬁ**ti*ht*l*tt*ﬁ“‘ﬁ

gALel
BUENE

I =0

"l***k*ttt‘kﬁt*tkittﬂk*tt***tﬁkﬁhhtiﬁ*kt*t*k*k*k*k**hh*tﬁt*th@*kti

‘PRUBBA °*LIGEBRA® DE FACTIBILIDAD -EN LOS-ARCOS DE LA RED

;ﬁAktﬁtt*ﬁﬂhﬁkﬁ*htﬁk*tkﬁ*ki*ttttﬁhtk*tkA**kkAk**kﬁh**it****ti****t

no A-l. IAICOS :

l! (INELA) .0!. SUF(Q)) IHEN
ML= 0 ,
PRINT *.’Llﬂlll BUPBIIOR NENDI oue SL INEEIIOI EN EL. QICO'.A-

ENU lF ' ; :

“END'DO - .
.*ﬁhhtitﬁhhittihhtﬁktkﬁtA*Aitihﬁkihkﬁt*htﬁdtttk*ktﬁﬁ*h*t*tktith*hﬁ

INICIA BL ALGORIINO OUT. OF. KILTER-

 f.f‘*tlﬁhtlt*‘hlt*hktttﬁthkihAhkiAtAkkhkﬁhkhthktﬁkt*kt*ﬁ*tikh*tﬁ*h**t fgf

B=?.




Do oOMOoOm

OO0

OOOOOOODO00n

€

B
. C
- €

C
c

.
- c

INEAC=-]

J=1

EXARNC = .TRUE.

DO WHILE ( (SAL .EQ. 1) .AND. EXARNC )

ARRARARARRRAAAARAARARARAKAARARARAARARARKARARARRRAKA KAARRAARAAAR Ak
PROCESO PARA DETERNINAR UN ARCO NO CONEORMABLE.
S1 EXISTE UN ARCO NO CONFORNABLE SE MODIFICAN ELUJOS 0 -
POTENCIALES HASTA LOGRAR QUE ESE ARCO SEA CONFORMABLE
O EL PRODLEMA SEA INFACTIBLE.
**kﬁiitikt*ttit*itiktittt*thkiii*ttkt*tl*tithtii*tii*ki*ltitttt**

AOK=3 -
NEARNC = TRUE.
DO WHILE ( NEARNC .AND. (AOK. LE. NARCOS) )

thitit*l**tttﬁkttktii**ttt*it*lt*tttktttikﬁhittthti*t*tltﬁkﬁiﬁitt
PROCESD PARA ENCONTRAR UN ARCO NO' CONEORNABLE
tﬁt*AAktttlilii*tﬁﬁttttitﬁii&*ikttthikitth*tttﬁk*t*t*ﬁ*htﬁﬁitii**

COI-CDS!(AOK)-?O(III(AOK))OPO(JJJ(AOK))
IF ¢ (COR.LY.O .AND. FLUCAOK).LI.SUP(AOK)) .OR.

1  (ELUCAGK) .LT. INE (AOK)) ) THEN

RARRRRAARAARRARRARARAARRARRARKARRARAARARARAAAARARAARARRAAARARRAR AR
EL- ARCO ADK SE ENCUENTRA EUERA DE ORDEN Y ESTA EM :
ALGUNO DE-L0S ESTADOS L1, Bl 0 Ki.
SE RTIQUBTA EL NODO EINAL DEL AICO Y 88 Pllllll
PASAR FLUJO ADICIONAL. .
- LAS: 3. BTGUIRNTES INSTRUCC IONES BIIVIN PARA INDICAR
‘ 8L NOBO ORIGEN, NODO DESTIND Y LA ETIQUETA DEL: NODO
" ORIGEN BN EL PROCEDINIENTO DE BTIQUETACION. L
iiti*ititkttt*tti*Aﬁklhtt**lﬁkitﬁtiltttiitil*iiiihiitiitihﬁ*ttihit

NOR = JJI(AOK)
_NDE & ITI{ADK)
NR(NOR) = AOK
J = AOK-
NIAING = EALSE.
BLSE -

5 N3 (col L%, 0 .AND. PLUCADK) .GT. m (ADK)) .0R.
1 . (PLUCADK) .GT. SUP(ADK)) ) THEN )

‘ttﬁit*tt*i*ttt*ikitth*ittitt*ﬁ*iltiAtk*htttktthkhtktﬁhltti*ti*liki

. ANALOGAMENTE, EL ARCO SE. ENCUENTRA FUERA- DE ORDEN .
Y RSTA EN ALGUND DE LOS ESYADOS L2, 32.0 K32.
gfugzxnulra EL NODO INICIAL Y SE PERMITE IISNINUII

*ihihtt‘iittilttiitii*h*t*ihtttkikﬁhiAhtttAﬁiliihﬁthk*thkt*ﬁ‘**ﬁtt .
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NOR = III(ADK)
NDE = JJJ(AOK)
NE(NOR) = ~AOK
NEARNC = .FALSE.
J = AOK )
ELSE
~ IF (. ADK .EQ. NARCOS.) THEN

iihtt***iiiﬁtt*i*t****t*hilt*titﬁtik*ﬂtﬁl&ik*tihk**ﬁt***ttttkﬁthkt
" HAZ REVISADO TODOS LOS ARCOS Y SON CONFORMABLES (YODOS) .
t*‘titiﬁtl&tt*ti*i**A*titttlltihtktitti‘t*ttt*i*t**ii*t*ittl*kith* ,

PRINT 4, EIN’

SAL =1

EXARNC = .FALSE. .

AOK = AOK + 1
ELSE

**ii*iﬁtiﬁtht*tttiiktﬂitﬁtﬂiiﬁhﬁl**t**ﬁtthitﬁkiiikitﬁktt*ﬁtkﬁtdttt

AOK-ESINO ARCO ES CONFORNABLE. REGRESA POR UM -
NUEVO ARCO Y REPITE ‘EL ANALISIS

vAAil*tthttﬁltitﬁkkAiili*lttti**tiiihiiitktilhkh“t*A*tkkﬁttt*t*ktk

: AOK = AOK . l
" END; IR
!ll | S
"END-IE -
END o .

: k*itiilikttittiikiitltt*lﬁtk‘lihﬁl‘*hht*ﬁlittlt*ﬁiit**tt*t*tk*iht**ti*k

“EN CASO DB EXISTIR UN ARCO NO CONEORMADLE *PRENDE® LA DANDERA ASTNOC

E hiihttlliithtliﬁttlittltlhﬂtﬁtthtittikﬁtﬁthtitl*t*t*tﬁtlitlititt*t*tﬁ*k n

,‘Il ( BXOIHC .BQ. .FALSI. ) TNBN
" ASINOC = <FALSE. B
ELSE - . -
AS!IDC ,.TIUE.
END ll

iittittltﬁiiiltiki*ttkﬁkﬁ**tikﬁﬁk*ttﬁtli*ﬁkﬁt*tktki*t*tithttt*t*t*tt*
SE INICIA- PROCEDIMIENTO DE ETIQUETACION. PARA DISMINUIR LA
~DESVIACION :EN EL ARCO, NO CONFORNABLE, - ¢ 5, T )
hkt*tkiitliiittiiiktkillttt&ittAAt*ttl*&i*ik*ki*kit*k*ttﬁkﬁtkti**tki

e b0 NNILE ( #SINOC )

!lllll¢I0l)

kikﬁkhktt*tt*i*h*ttitﬂﬁtiiittttttttkﬂt*kttt*t*Att*k*ktﬁttik*kit*k*ti
SE . DORRAN ETIGUETAS: EXCEPTO -EN- EL NODO ORIGEN

'>fﬁ‘,a*atkttttaaaaauaaaaaattaaaaaataaanaaaaaaatﬂaaaaaa*i*ﬁaaanaaatttﬁt**ﬁ

lo lﬂl . l' NSUPN
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NE{IND) = 0 -
END BO
NE(NOR) = IIR
LAB =
DO WHILE ( LAB ,GT. 0 )
LAB = 0
A=)
DESTNE = .TRUE.

*kﬂi*i*ktﬁ*ii*ttk*ihﬁ*ti*k***hktikﬁktk*tt*i*lﬁ*kﬁ*ti*ki*hk*kt*ﬁkik**
SE ETIQUETAN TODOS LOS NODOS SIN ETIQUEYA QUE SE
CONECTAN POR WEDIO DE UN ARCO A NODOS EXYIQUETADOS
h**Aﬁkktkt*k*kk*hk**hktk**k*h*tt*k**hhttt*ktl**t**ﬁ*t*ﬁk*ﬁkkktkkkhkt

bo- UHILB ( A .LE. NARCOS .AND. DESINE )
IF( (NE(III(A)).NE.O.OR.NE(JII(A)).NE.O) .AND.

1 (NE(11I(A)).B0.0.0R.NE(JJI(A)).EQ.0) ) THEN

C=COBT(A)-PO{ JII(A) ) +POCIII(A))
IF ¢ NEUIII(A)) .EQ. O ) THEN
© L1 = ( ELU(A) .LE. INE(A) .OR.

1 : (FLU(A) .LE. SUP(A) .AND. C .LI. 0))

IF ( L1 .ED. .PALSE. ) THEN
NECITI(A)) = -A
. LeB = 1
. END IF
ELSE
S ‘L2 = ( ELU(A) .GE. SUP(A) .OR. ,
1. (FLU(A) .GE. INE(A) .AND. C .GT. 0))
, IF ( L1 .EQ. .FALSE. ) THEN '
NE(JIICA)) = A
LAB =1 .
END IF
END IF

ttiﬁ*hﬁk*tihh**h**tkithtithtAt*itktktﬁikﬁkti*ktt*tt*tthtit*tiﬁ*k**ﬁ*k

SE BIIGUBTO Ul NODO Y SE UIII!IC‘ 81 ES BL
DESTIND -
*ﬁti*i*ii*hit*hﬁtkkﬁiﬁ***kﬁk**ikittt***tihiitiﬁktkﬁ*tkl*tt*k*ﬁ*ik*i*k

IF ¢ (LAD .EQ. 1).AND.(NE(NDE) .NE..0) ) THEN

RARARARARRRARAARARRRKARRRRRARRARRARAARARRARARARRARAARKARARARRRAARAAR A
"SI EL NODO EYIQUETADO ES EL NODO DESYING . ’
SB MODIEICA EL FLUJO ‘
ik“““““““iii““i“““"""*lik*kﬁk*k*tiiki*ki**ktt*kitﬁitth

IR s TP e )
LAB = -1
DESTNE = .FALSE.
ASINOC = .PALSE.
EPS = INFAC ‘
N = NOR

B-10



LLAVEl = .TRUE.
DO WHILE ¢ LLAVEL )

A = NE(N)
IP ( A .LE. 0 ) THEN
M= JJI(-A)

IF (COST(-A)~PO(N)+PO(M).LT,0) THEN
ELEES = MINP(EPS,ELU(-A)-SUP(~A))

EPS = NINP(EPS,ELU(-A)~INF(~A))
END. IE
ELSE
s III(A)
IF (COST(A)-POCH) +PO(N).LE.0) THEN
'EPS = NINPCEPS,BUP(A)-FLU(A))
ELSE.
BPS = WINP (BPS, INF(A)-FLU(A) )
END 1
END IF
| Nul

lﬁi*ﬁ**#ﬂﬁ*****tiﬁt*k*khthhﬁﬁthikt*kk*hhh**t*hkﬁﬁﬁﬁ#kh***hk*ht*k*k
SB FREGUNTA' S1 DETERNINANOS EL AUMENTO

' DE. FLUJO PERMITIDO

k*i*k*kh****k****h*kikki*ihktAhi**ik**&*k&ﬁkik*k*h**kik&i*k***ihk

"IE ( N .NE, NOR )THEN
_ LLAVEL = LTRUE.
ELSE
LLAVEL = . .PALSE.
END IF
CEND.DD.
- LLAVE2 = .TRUE.
DO WHILE ( LLAVEZ )
A= NE(N) : X
IF (A .LE. 0 ) THEN
W = J33(-A) -
ELUC-A) = FLU(-A) - P8
BLSE
R
_ ELUCA) = FLU(A) + EPS
" END.IE. o
L N=N
IE ¢ N .NE. NOR ) THEN
- LLAVEZ = .TRUE:
ELSE :

ocoocooo

R BND Ir . i
S END i3 i

END IF !

END 14 :

o (RS 3
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IE ( LAB .E0. 0) THEN

KARIARRRAAKARAKAKNRNARAARRRARKAAKAARARRAARRKKKRRKRAARRAAANARAKARA R KAAR
NO HAY CICLO QUE CONTENGA AL ARCO NO CONFORNABLE
.- Y BHMPIEZA EL METODO DE €AMBIO DE POTENCIAL
RRARARARAAARRARAARKARRRAARAAAKKAKRARKARKAARAARARAAR KKK KARARKARARK hAA KA

11D = 11D + |
DEL = INEAC
DO A = 1, NARCOS -
. © TR((NE(TIN(A)).NE.O.OR.NE(J11(A)).NE.0).AND.
1 " (NE(III(A)).EQ.0.0R.NECJII(A)).EG.0)) THEN
‘ C = COST(A) = PO(III(A)) + POLIII(A))
| IP (NE(J11(4)).E0.0 .AND. ELUCA).LT.5UP(A))
a1 . THEN-
SR ' gnnnn-nxur(nnn )
S T TR (NES333(A)) NE.0.AND.ELUCA) .G, INECA))
S0 TP THEN
A - DEL=MINP(DEL,~C)
END IF
END IF
CEND DD ‘
e ¢ DEL .NB. INEAC ) THEN
DO N = 1, NSUPH
IF ( NE(N) .NE. 0 ) THEN
_PO(N) = PO(N) + DEL
CEND IE ,
EWD DO
' 1F (DEL. GE. IABS(COR) . AND. ELUCAOK) . G8. xuv«aox)‘
1 L7 L. JAND., ELUCADK).LE.SUPCAOK)) THEW '
oD ABTNOG = (FALSE, ,
aLsa RF ;!
;. Comm COBT(AUK) -POCLITADKY) *POLIITAGK))
CLAB = 1000
* BND IE
- ELSB .
© 7 UIF ( ( ELUCAOK) .EQ. SUPCADK) ) .OR.

o 0 UBLUCADK) LEQ. INECADK) ) ) THEN

DEL = IABS (COR)
DO N =1, NSUPN
IF ¢ NE(N) .NE. 0 ) THEM
POCH) = POCN) + DI
END IE o
© T END'DO
o TFCDEL LGB, 1ABS (CORD .AND.
. ST ELUGAGK) LGE. INE(ADK) JAND.
a2 . PLUIADK) LLE. SUPADK) ) THEN
SRR ABTNOC = .FALSE.
LB

L ‘COST(ADK) - rocxxx«aou)x N
S (PIatATK) s

] SR =.3-‘“
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LAB-= 1000
END 1F
ELSE

ARRAKARRARARAARAKARARARAAR R RARARAARAAAARRRAKARARARAAKARARRRARAR KRR ,
PROBLEMA NO FACTIBLE
**t*kk*k*t*h*****kth***k**tkktkﬁ*tkhttk**k*ttkkﬁki*At**k*kiﬁ**k#tk*

ASTNOC = .FALSE.
SAL = 0
END IF -
END F
END IP
END DO
END DO
END DO

**iihi*k*i**i*hA*hkit*ki******ik****t*kﬁktk&*ht**k**&*tk**k*h**k**k

-EL NUMERO DE ITERACIONES EN LA FASE PRIMAL Y EN LA EASE

DUAL CONSTITUYEN EL NUMERO-TOTAL DE ITERACIONES (IT) -
*kﬁkk*tk***thlk*khhkﬁkt*kﬁkﬁ*kik*i*ktik**Akﬁ**kt*k*ikh****ki*kikﬁ**'

IT = 11D + ITP
RETURN .

~ END
ARRARARARARRARAARARAARARARARARARARARARARRARAARARAARARARRARKRAAKA KA

FUNCION AUXILIAR MINP

*hkﬁ*k*i*ktti*k*hktk*tkktk*k*kt*t*k#*k**kt*iktktk*ttit***kittithttk,v»

EUNG!ION HINP(X X)

INTEGER X,Y :
IF ( X.LI.Y, AND X GB 0 ) !MBN‘
- HINP- = X .

ELSE
NINP=Y
END IF

_ RETURN -
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