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- INTRODUCCION.



INTRODUCCION  ~

La teorfa de redes es una clase de modelos matemfticos que in
volucra la representacifn gr&fica de ciertos problemas de opti
mizacién. Las redes tienen una aplicacidén extensa en diversos
campos como son: planeacifn, administracién, ingenierfa, quimi
éa, educacién, etc.; en estos campos innumerables situaciones
pueden formularse como modelos matemdticos de redes. Algunos
ejemplos son: sistemas de produccién-distribucién, tréfico ur-~

_ bano, transporte colectivo, comunicacién, redes eléctricas, rem,
plazo de equipo, inventarios, presas, flujo de dinero, tuberias,

oleoductos, asignacién de recursos y otros.

A causa de la vasta aplicacifn de este tipo de modelos y a la
valiosa ayuda que proporcionan para el entendimiento de los sis
temas, ha hnb;do gran actividad en su estudio. Gracias a &sto,
y a~1aieltructura qlpocial que presentan los hodelos de redes,
sé han desarrollado algoritmos eficientes paia la soluci6h de
los problemas fornuladds. Incluso se ha desarrollado mli de un
algoritmo para resolver el milﬁo'tipo de problema en base-a las
restricciones que en &l se consideren. Ademfs, los algoritmos
son, en su mayorfa, de relativa facilidad en su comprensién y
aplicacién ya que surgen de manera nmatural en el desarrollo de
la teorfa, Otra ventaja de algunos de los algoritmos es que,

a través de ellos, es posible detectar cuando un problema de re

des no tiene solucidn.



En la teorfa de redes existe un conjunto bien definido de pro-
blemas bdsicos como: ruta mds corta, flujo m&ximo, flujo a cos-
to minimo, entre otros. Se conocen con el nombre de problemas
bisicos ya que otros problemas pueden ser formulados como éstos.
Por ejemplo, el problema de transporte a costo mfnimo puede ser
formulado como un problema de flujo a costo mfnimo, el problema
de acoplamiento de cardinalidad médxima puede formularse como
uno de flujo m&ximo, algunos problemas de remplazo de equipo

pueden formularse como uno de ruta m&s corta, etc.

Este trabajo tiene como objetivo analizar las propiedades de
cinco problemas b&sicos de redes: el problema del &rbol de peso
mfnimo, el de la ruta md&s corta, el del flujo mfximo, el del
flujo a costo mfnimo entre origen y destino y el del flujo a
costo minimo con 6fertas en todos los vértices. También se pre
sentan los algoritmos mSé utilizados en la pr&ctica para resol-

ver estos problemas.

El contenido del trabajo es como sigue: en el capfitulo 1 se ana
liza el problema del &rbol de peso mfInimo. Primeramente se dégc
cribe el problema; despulés se presentan las propiedades de un
drbol que ser&n utilizadaa tanto para justificar los métodos de
solucién de este problema como para caracterizar ciettas solu-
ciones del problema de la arborescencia de rutas m&s cortas y
del problema del f£lujo a costo mfnimo con ofertas en todos los
vértices, Se eﬁuncian y justifican §bs métodos de solucién pa-
ra el problema y se propone una herramienta para el andlisis del,
sensibilidad; es Qecir, se rescata la solucién de un problema .

modificado.




En el capftulo 2 se analizan tres problemas de rutas m4&s cortas:
el de la ruta m4s corta entre dos vértices especificos, el de

la arborescencia de rutas mds corras y el de la ruta mds corta
entre todo par de vértices. Se describen estos problemas y se
establecen las condiciones necesarias para garantizar la exis-
tencia de soluciones, Se caracterizan las soluciones del pro-
blema de la arborescencia de rutas m&s cortas tomando como base
las propiedades de los drboles. Por dltimo, se presentan mé&to-
dos de solucifn para estos problemas., Dos de &stos sirven para
resolver los primeros dos problemas de rutas mis cortas-mehcig

nados; uno se restringe a redes con costos no negativos y el

otro se aplica a cualguier red.

Los algoritmos del problema de ruta m&s corta también se utili -
zan en la solucién del problema del flujo mfximo en donde la de
terminacidn de la existencia de rutas m&s cortas surge como un

subproblema.

En él tercer capitulo se descripe elbprdblema del flujo'm&ximo.
Se enuncia un teorema de grAn importancia para dete:minacidn

de la solucién del broblema, asf como un método de solucién ins
pirado en tal teorema. Por dltimo se analizan ciertas varian-
tes del problema; es decir, se agregan cilertas restricciones y
se reduce el problema para poder determinar su solgciGn a par-

tir del algoritmo presentado.



En el capftulo 4 se describe el problema del flujo a costo mini
mo entre origen y destino. Se incluyen algunos conceptos bigi~

cos Gtiles en la determinacién de la solucién. Tanbién se enun
cian dos teoremas esenciales para 'motivar Yy Jjustificar los méto

dos de solucidn presentados.

En el quinto capitulo se analiza el problema del ‘ﬂujo a costo
minimo con ofertas en todos los vértices; se establecen propo-
siciones referentes a propiedades de ciertas soluciones del_ pro
blema llamadas bases.y se caracterizan Gltgi. En clu.pgrtg
también se formula el problema como uno de programacisn li'né‘al\."
Considerando ésto, se especializa el 'métodp simplex para »e_l’ 'ca--
so de ‘iodavn primeramente se considera 401 proﬁ;@i con vatiz'l- _

bles no qéotadaq 'y posteriormente con vntiqbldb acotadas.

Finalmente se incluye un anexo en el cual se presentan los ele
" mentos de teorfa de gréficas necgl&riol para definir los. p_xohl_._‘-

mas tratados durante el t;&bajo‘.' -




ARBOL DE PESO MINIMO

CAPITULO 1.



1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Considérese el siguiente problema: En un lago hay n islas,
denotadas Xyr XpreeesXp, Y 8€ desea construir puentes para
comunicarlas. La construccién del puente (xi, xj) cuesta cij
pesos. El problema consiste en determinar d6nde construir
los puentes de tal manera que cada par de islas queden conec
tadas por medio dé éstos y que el costo total de construccién

‘sea mfnimo.

Sea G = [X,A] una gr&fica, no-dirigida, donde el conjunto de
vértices X representa al conjunto de islas y cada elemento -
(xi, xj) del conjunto de aristag A, rgpresenta la posible
construccifén de un puente entre las islas X, ¥ xj. Sea c una
funcién que asocia, a cada elemento de A, el costo de cons-
truccién del puente respectivo. Obéérvese que una solucién
para este problema es una gr&fica parcial T = [X,A"] de G.
Esta gr&fica parcial deberd cumplir los tres puntos siguientes:

a. T es conexa, puesto que se desea que exista una cadeha

que una a todo par de vértices.

b. T no deber&'tener ciclos puesto que, de ser asf, se incu-

rrirfa en un‘couto innecesario.
c. El coato de T deberd ser minimo.

En base a lo anterior, se definen los siguientes conceptos.



Definicién. Un 4rbol es una grdfica T = [?,5] conexa y aciclica.

La siguiente grafica es un &rbol:

Definicién. Sea G = [X,A] una gr&fica no dirigida. Un 4rbol
expandido de G es una gr&fica parcial T = [3,Af], de G, que es

un &rbol.

\

Como ejemplo, considérense la siguiente gr&fica G, un &rbol

epandido de ella y un ‘rbol no expandido.

Gr&fica
G

Arbol expandido de G Arbol no expandido de G



Nptese que, entonces, la grdfica T que serd solucién para
el problema de las islas debe ser un &rbol expandido de G.
Por otro lado, obsérvese que una gréfica puede tener va-
rios §rboles expandidos. Por esta raz6n, existen diferen-
tes alternativas de solucifn para el problema de las islas;
sin embargo, se tiene interﬁs en la mejor devtodas ellas,
es decir, aquélla con costo total de construccifn m;nimo.

Se definird, entonces, el costo de un &rbol.

Considérese una funciﬁn P que asocia un real a cada arista
de una,gr§fica. A este real se.le llama peso de la arista.
La funci@n puede representar é;sto, distancia, tiempo, etc.
En el caso del problema de las islas la funciﬁn P fu; deno-
tada con la letra ¢ y representa el costo de construccidn

de un puente.

Défihiciﬁn. El peso de un &rbol es la suma de los pesos de

s

las aristas que lo forman.

En base a los conceptos anteriores, es sencillo concluir gque
la‘soluci§n 6ptima al problema de las islas ests dada por el

érbol expandido. de peso mfnimo asociado a la gri&fica G.

Los métodos de detetminaci@n del §rbol expﬁndido de peso mi-
nimo de una grﬁfica se discuten en este capftulo. Sin em-
b&rgo, antes de describirlos, conviene postular algunas de
las propiedades m&s importantes de las grgficas denominadas

Jrboles.



1.2 PROPIEDADES DE ARBOLES

Existen distintas definiciones de drboles todas ellas equiva
lentes entre sI. Con el propfsito de demostrar tales equiva
lencias se empezarg a analizar ciertas propiedades elementa-
les de una grdfica. La siguiente proposicifn muestra el efec
to de afiadir una arista a una grifica con varias componentes

conexas.

© Proposicién 1. Sea G = [X,A] una gri&fica. Supbngase que se

agrega la arista a = (x,y) a la grdfica G. Entonces:

i. El ndmero de componentes conexas de G disminuye una unidad
sl los extremos de a pertenecen a dos componentes conexas dis~
.tintas. En este caso, la arista a no pertenece a ningdn ciclo

de la grafica G' = [X, au{a]].

ii. El ndmero de componentes conexas de G permanece igual si
los extremos de a pertenecen a la misma componente conexa.

-En_este caso, a perténece a un ciclo de la grdfica G' =[3,A0{a{].

Demostracién. 1. Sean G, = [X;,A;] y G, = [X,, Aj] las dos com
ponentes conexas distintas de G tales gue XeX, Yy YEX,. Entonces
la gr&fica G1062 = [310x2, AIUAzu{aI] es una componente conexa
de G'. En efecto; sean i,j dos vértices de xluxz. Como G1 Yy G,
son grdficas conexas, se tiene que: 51 i y j pertenecen ambos a
X, (0 a X,), entonces existe la cadena (i=1,, 1,,...,1) = J) que
une 1 con j en G1 (o en Gz) y por lo tanto en G'.

u/



Ssi iexl Y jexz entonces existen la cadena (i=i1, 12,...,ik=x),
que une 1 con X en G,, Y la cadena (y=j1,j2,...,j2 = j) que
une y con j en Gz. Entonces (1=11, 12,...,ik =Xy ¥Y=Jyr Joreees
jz=j) es una cadena que une i con j en G'. Si icx2 y jeX; el
razonamiento es andlogo. SupSngase que a pertenece a un ciclo
de G'. Sea (x=x1,x2,...,xk = y,x) este ciclo ; entonces
(x=x1,x2,...,xk = y) es una cadena que une x con y en G. Esto
es una contradiccifn puesto que x y y pertenecen a componentes
conexas distintas de G. Por lo tanto, a no pertenece a ningﬁh

ciclo de G'.

ii. 81 x y y pertenecen a la misma componente conexa, entonces
. G y G' tienen las mismas componentes conexas. Por otro lado,

' exinteyla cadena (x=x1,x2,...,xk=y) que une x con y en G.
Entqnces (xsxlzxz,...,xkzy, x) es un ciclo, en G', gue contiene

la arista a y la prueba termina. |

Es también importante notar, antes de proceder a enunciar las
definiciones equivalentes de &rbol, que el ndmero de aristas en
7uh &rbol es igual al ndmero de vértices menos uno. Esto es una

¢Bn§echencia inmediata de la siguiente proposicién.

?ioéésicién 2. Sea G = [X, A] una gr&fica con n vértices y m
aristas.
a. 81 G es conexa entonces m > n-1

b. 81 G es aciclica entonces m < n=-1




Demostracién. SupSngase que se construye la grdfica G={X,A]
agregando, una a una, sus aristas a la grédfica G°=[x,¢] que

consiste de n componentes conexas.

a. Obsgrvese que cada vez que se agrega una arista, el nG-
mero de componentes conexas disminuye, a lo mis, en una uni-
dad. Por lo tanto, para obtener la gri&fica conexa G a par-
tir de la grafica Go con n componéntes conexas se necesita

agregar, al menos, n-1 aristas.

b. Es inmediato que toda gr&fica parcial de G es acfclica.
Entonces cada vez que se agrega una arista, el nﬁmero de
componentes conexas disminuye exactamente una unidad. Dado
que G tiene, al menos, una componente conexa se concluye que
el nmero de aristas que hay que agregar es a lo m§s n-l y

la prueba termina. l

El teorema que a continuaciﬁn se enuncia es muy importante
puesto que postula la equivalencia de las definiciones de
§rbol. Es f8cil demostrar la equivalencia de estas defini-
ciones contando con las herramientas proporcionadas por las
dos proposiciones anteriores. Por otro lado, las propieda-
des de los S&rboles expuestas en el teorema serdn de gran
utilidad para caracterizar las bases dél problema de progra-
maci6n lineal asociado al problema de flujo a costo mfnimo

que se analiza en el quinto capftulo.
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Teorema 3. Sea G = {X,A] una grafica con n vértices. Supén-
gase que n > 2. Los postulados siguientes son equivalentes y

caracterizan un 4rbol:

a. G es conexay ac;clica

b. G es ac!ciica y tiene n-1 aristas

c. G es ac;clica y si se agrega una arista se forma exacta-
mente un ciclo. - |

d. G es conexa y tiene n-l aristas

e. G es conexa pero deja de serlo si se elimina ﬁna arista

f. Existe, en G; una ﬁnica cadena entre todo’par de vértices.

Demostracifn. {a implica b). Que G sea aciclica se sigue d4i-

rectamente de la hipftesis. Que G teﬁga n-1 aristas se si;ue

inmediatamente de la proposicién 2.
(b implicac). Supbngase que se agrega la arista a = (x,i) a G.

Sea G' = (X ,A'], donde A' = A U {a}. Entonces el nfmero de
‘aristas de‘G‘ es n. Por lo tanto se tiene que G' tiene, al
‘ ﬁenos un ciclo (proposicisn 2). Supbngase que G' tiene, al
menos dos cicléﬁ. Sean §stos (x = Xyr XgpeeosXy ® Y.x) y
| (x = yl;yz,...,yj = ¥, X); entonces (X = X;,X,/...,X; =y = Yy
Yjo1r Yyagre-ee¥y = x) es un ciclo que no contiene la arista
a y, por lo tanto, est8 contenido en G.  Esto es una contradic

cién ya que G es, por hipStesis, acfclica. Por lo tanto G',

tiene exactamente un ciclo.

11



(c implica d). Supfngase que G no es conexa; entonces existen
dos vértices X y y tales que no existe una cadena, en G, que
los une. Luego, % y y estin en dos componentes conexas distin
tas de G. De la proposicibn 1 se tiene que G'=[X, AU{(x,y))}]
es aciclica. Esto es una contradiccibn a las hip@tesis de c.
Por lo tanto G es conexa. Ademds por hipftesis, G es acfcli

ca. Entonces G tiene n-l aristas.

(d implica e). Sea a una arista de G. Sea G'=[{X,A - {a}].
El nﬁmero de aristas de G' es n-2; entonces,”por la proposi-~

cidn 2, G' no es conexa.

(e implica f). Como G es conexa existe, al menos, una cadena
entre todo par de vé&rtices. Supbngase que entre los vértices
X y y existen, al menos, dos cadenas. Sean C; ¥ C2 dos de ta

les cadenas. Sea a una arista de c1 que no estd en C En-

2°
tonces la gr?fica G'=[X,A - {a}] es conexa. Esto es una con~
tradicci@n a 1a hipStesis. Por lo tanto, la cadena due uhe a

un par de vértices es fnica.

(f implica a). Que G sea conexa es inmediato de la hippte-
sis. SupbBngase Que G tiene un ciclo. Sea gate-(xl,xz,...,xi,xl).
Entonces existen dos cadenas entre X ¥ X, Q saber:

(xl,...,xi) y (xi,xl). Esto es una contradicciQn ala hipp-

tesis. Por lo tanto G es aciclica.

Con 6sto se concluye la demostracién del teorema. §

12



Otra de las propiedades importantes de los &rboles es que
existen ciertaé operacicnes que, al aplicarse a un arbol,
producen otro &rbol. Una de estas operaciones es: se agre
ga un vértice y se conecta al 4rbol por medio de una arista.
La otra es: se eliminan del Arbol un vértice que tiene
" una sola arista adyacente y dicha arista. Estas dos opera-
ciones serdn utilizadas,lposteriormente, en el método sim-
plex especializado en redes. En el capftulo donde se pre-
senta este Gltimo m&todo se probar§ que las soluciones basi
cas del problema de programacifn lineal, asociado al proble
ma de flujo a costo m;nimo, corresponden a &rboles expandi~-
dos de la red de flujos y viceversa; se probard también
que las bases de este problema son triangularizables., Pre-
’ciaamente en esta parte se utilizar8n las operaciones men-

cionadas anteriormente.

La justificacibn de conservacifén de srboles bajo estas ope-~
raciones se dar§ en la proposicifn 5; sin embargo, antes de

establecer ésta coﬁsidérese la siquiente definicién,

befinicién. Sea G=[X,A] una grdfica. Sea x un vértice de G,

" Se dice que x es un vértice pendiente si su grado es uno.

En otras palabras, un vértice pendiente en una gra&fica, es
aquél que tiene una sola arista adyacente. Los &rboles tie .
nen, al menos, dos vértices con esta caracterfstica; ésto

sge demuestra en la proposicién 4.

13



Proposicién 4. Sea G=[X,A). un drbol con n vértices; donde

n > 2, " Entonces G tiene, al menas, dos vértices pendientes.

bemdstraciﬁn. Obsgrvese, primeramente, que la suma de los
grados de los vértices, en una grﬁfica no dirigida, es dos
veces el nimero de aristas puesto que cada arista contribuye
dos veces a la suma. Sea n el nﬁmero de vgrtices de G.
Puesto que G es un §rbol, tiene n;l aristas; luego la suma

de los grados de todos los Vg:tices de G es 2(n-1). Por otro
lado, puesto que G es conexa, el grado de todo vgytice es

mayor que cero.

Supéngase que todos,los.vgrtices de G tienen giado mayor que
uno. Entonces la suma de los grados de todos los vértices
es major o igual que 2n (> 2(n-1)), lo cual es una contra-
'Qiccipn. Por lo tanto G tiene, al menos, un vgrticé pendien
te, Suppngase - ahora que todos los.vgrtices de G, excep
to uno, tienen‘grhdo mayor qué’uno. Entonces la suma de los
grados de todos v?rfices es mayor o igual que 2n-1(> 2(n-1))
1o éual tambign es una‘contraﬁiccipn. Por lo fantq G tiene,

al menos, dos vértices pendientes y la prueba termina. fJ

En la siguiente proposicifn se prueba lo referente a la con

se:vaéidn de Srboles bajo las dperaciones antes henéionadas.

"o



Proposicién 5. Sea G = {X,A] un &rbol. Entonces:

a. Si x es un vértice pendiente de G y a es la Gnica arista

adyacente a 61, la gr&fica G' = [X-{x}, A-{a}] es un &rbol.

b. Si se agrega un vértice x a G y se conecta.a G por medio
de una arista, a, la grafica resultante, G' = [XU{x} ,

AU{a}] es un &rbol.

Demostracifn. Sean n el nfinero de vértices de G, m el nfmero
de aristas de G, n' el nmerode vértices de G' y m' &l nGmero

de aristas de G'. -

A. Por construccifn de G' se tiene que n'=n-1 y m'=m-1. Lue
go, m'=n'-]; adem8s, G' es conexa. Entonces, por el teorema

3, G' es un &rbol.

b. De nuevo, por construccifn de G', se tiene que n' = n+l
y m' = m+l. Luego, m*=n'~]l; ademds G' es conexa. 'Entonces,

G' es un &rbol y la prueba termina. |

Congidérese, ahora, el préblema de encontrar el &rbol éxpan=~ -
dido de peso minimo en una gréfica con una funcifn.de peso

asociada a sus aristas. Debe notarse que, para gque el pro-

blema tenga soluci6n, la gr&fica debe ser conexa; si &sto se
satisface puede garantizarse la existencia de un 8rbol expan
dido y, por lo tanto, podrf procederse a la bfisqueda del me-
jor &rbol expandido. La existencia de dicho 8rbol se afirma

en un corolario del teorema 3.

15



Corolario 6. (Del teorema 3)., Sea G = [X,A] una grdfica

conexa, entonces G posee un &rbol expandido T = [X,A'].

Demostracién. En efecto, si no existe una arista acA, tal
que la grédfica G' = [X,A - {a}] es conexa, entonces G es un
érbol expandido. Si sf existe tal arista, considérese aho-
‘ra la grifica conexa G' en vez de G y repitase este proce-

dimiento. |J

En la siguiente seccifn del capfitulo se presentan métodos
de determinacién del &rbol expandido de peso mfnimo en una

grafica conexa.
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1.3 METODO DE SOLUCION Y JUSTIFICACION.

En esta parte del capitulo se presentan dos métodos de so-
luci6n para el problema de determinar el &rbol expandido de
peso m;nimo en una red conexa R = [x}A,pl. con n v;rtices,

,as;.como la justificaci6n dé loé mismos.

El primer mEtado es el algoritmo‘de Kruskal también conocido
como algoritmo*"glot@n“. Este método consiste en ordenar
las aristas en orden ascendente de peso. Las aristas se
ir8n examinando en el orden establegida y ser&n cosideradas
en el &rbolsi no forman ciclo con las anteriormente conside
radas; de este modo se obtehdr?.una gréfica ac;clica. El
algoritmo termina: cuando el nfimero de aristas consideradas
sea igual al nfmexo de. vértices menos uno garantizando, de
esta manera, la generacip de un g;bol expandido de G. Ob-
aérvese que, en.cada‘iteracipn, la grgfica formada por las
aristas consideradas’ y sus extremos no necesariamente es

conexa, excepto en la dltima iteracién.

Debe tambign notarse que el npmero de iteraciones ser§, al
menos, el nmero de vértices menos uno (en el caso de gue
las primeras nui aristas en el orden establecido no formen

ciclo) 'y, a lo mﬁu,‘el nfimero de aristas.
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ALGORITMO DE KRUSKAL

Progﬁsitd. Determinar el drbol expandido de peso minimo en

una grafica G = [X,A] conexa con n vértices'y m aristas.

" Descripeifn

Ordénese el conjunto de aristas de manera creciente con
respectao a la funcién de peso. Sean ay,85/000,8, las

aristas ordenadas. Hacer k = j =0 y A' = ¢,

Hacer j = j + 1. Si la arista‘aj no forma ciclo con
las aristas de A' entonces A' = A'Uiai). " Hacer k=k+l

e ir a 3. Si la arista aj forma ciclo ir a 3.

Si'k = n -1 terminar. La gr&fica T = {X,A'] es el
&rbol expandido de peso minimo de G. Si k < n - 1 re-

grésese a 2.

18



Justificacién del algoritmo. Sea T la grdfica generada por

el algoritmo. Por construccién T es acfclica y tiene n -~ 1
aristas; por lo tanto, T es un &rbol expandido de G, Ahora
se demostrard que T es de peso iuInimo., Sea S un &rbol de
peso minimo de G y supbngase que T es distinto de S. Basta
.probar que T y S tienen el mismo peso para que el algoritmo
quede justificado, Para ello se procederd de la siguiente

manera:

A partir de los &rboles T y S se construird otro arbol,rsl,'
de peso mfnimo de G con la caracterfstica de que es m&s ”pé
recido” a T que S; es decir, si T y S tienen h aristas en

comfin, T y.Sl tendrén h + 1 aristas en comdn. Después; si

T # Si, a partir de estos dos &rboles se constrﬁiré‘otro ar
'bol @e peso minimo de G,’sz. que tendrd h + 2 aristas en co
mGn con T. ' Como el procedimiento.propuesto ey finito, lle~-
gar& un momento en el que se construird un &rbol Sy de’ peso
minimo de G que tendrd n - 1 aristas en comn con T; es

decir, se tendrd S, =T y se podr& concluir que T es un:&r-

bol de peso minimo de G.

Para la construccién del &rbol sr,(t=1""'k) considefese lo
siguiente: Si T ¢ Sr-1 (So = §) difieren, al menos, en una
arista. Sea uy la arista de menor peso que estd en T pero

~ noen S._;; es decir, p(ui) = mun {p(a)}, para toda arista

aeT tal que a ¢ Spo1+ Obsérvese que u, es la primera arista
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examinada, durante el algoritmo, que pertenece a T pero no a
Sp-1* Por otro lado, como Sr._1 es &rbol, existe en &1 una

cadena. que une los extremos de u;. Esta cadena contiene una
arista, u,, que no pertenece a T, puesto que si estuviera to
da la cadena se formaria un ciclo con u, en T. Agréguese uy

as v elinfnese u, de sr-L' Sea S, la gr&fica resultante

Yy ubsérvese que &sta es un &rbol de G.

Arbol T Arbol S,._, Arbpl S,

Ahora debe probarse que sr es de peso mtnimo; Esto se'hafﬁ
por induccién, Para s = 0, se.tiene que 5, = S es un irbol
de peso minimo de G. Supﬁngalé v&lida In‘atirMAcidq péra‘
s=r - 1; &sto es, supOngaie que sr_1 es uh irbolyde'penb

mfnimo de G, Esto implica qﬁe
P(S,._;) < pisy)
y como S, _; y $  difieren s6lo en una arista se tiene:

p(uz) ip(ul)- PY o(.’

Basta probar que plu))< pluy) para poder concluir que
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p(s:_l) = p(sr)., Para Qsto, sup§nguse que p(uz) < p(ul);
nétese que esta suposicibn implica que la arista u, fué
examinada antes que la arista v, durante el algoritmo de
Kruskal que gener8 T. Por otro lado, como u, no fué in-
clu;da en T,ﬁeséa arista forma ciclo con las aristas exa-
minadas antes que ella y que fueron inclufdas en T. Sean
7 datas bl'bz"°"bj' .Debe obsgervarse que p(bi) < p(ull,
para 1;1,2,...,3, luego, dada la definicifn de u;, se con-

-.cluye que bl'bz""'bj pertenecen a S Esto es una con

r-1°
tradiccifbn puesto que bl'bz""'bj Y u, formarfan ciclo en

) s!_l. ‘Por lo tanto se concluye

Esta éxpreaipn junto con la expresibn (*) implica
plu;) = plu,)

-y por lo. tanto:

[ | p(s._;) = pisy)

."en decir, S, es un &rbol de peso minimo de G. N6tese que

T ﬁ 8, contienen ambos a la arista’ul (que no estaba con~-

tenida en sr;1)3 luego, 8i Ty 8, , tienen h aristas en

comOn, 7 y S, tienen h + 1 aristas en comin. Si T =S,

,éntoncoi T es de pesb minimo; en caso contrario, constrG-

yase sz¢1; del nismo modo que como se construyb sr' a par-

tir de T'y,st. Este procedimiento es finito puesto que el

nfmero de aristas de T es finito.  Con &sto queda justifi-
chd el alqbritno. | ’
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Ejemplo 1. Considérese la siguiente gradfica:

Determinese el 8rbol de peso minimo en la gr&fica mediante

el algoritmo de Kruskal.
Iteracién 1., Se ordenan Ian‘aristas:

3 =(2,3), a, =(2,8), a, .‘10.2,:‘3‘ =(8,4), ag =(1,8), ag -(sla)
a; =(8,9), ag =(1,5), a5 =(3,4), a;4=(5,6), a};=(7,9), a;,=(3,8)
ay3=(6,7), a;,=(3,9), a;5=(8,6), a,,=(4,7) ya, =(3,5).

A' = {a;} ; k = 1. Puesto que k < n- 1 = 8, adn no se tiene

el Srbol.

En el aiguienﬁe cuadro se presenta un resumen de las opera-
ciones realizadas en’cadq iteraci6n. En la primera columna
aparece el nfimero de iteracifn; en la segunda, la ariita que
se agrega al conjunto A' para ir formando el &rbol; por Glti
mo, en la tercéru columna se tiene el nfmero de aristas que

ya se han inclu!do en el Srbol hasta esa iteracién.
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Nfimero de Arista agregada Valor
iteracién (j) 7 a A! de k
1 _ a, = (2 , 3) 1
2 a, = (2, 8) 2
3 a; = {1, 2) 3
‘ a, = (8, 4) 4
5 ninguna (a5 forma ciclo) 4
6 ag= (5,8 5.
7 a,’= (8, 9) 6
| 8 ‘h;nguna (aequrma cicio) 6.
9 ninguna (a9 forma-ciclo) 6
10 ' a5,= (5, 6) 7
11 a;= (7,9 8

‘ Pﬁesto‘que en la iteracidn 11 se tiene.due,k =8 =n -1, ge
3 hq prehidQ la solucién Gptima; &sta estS dada por la grafi-

“ca T [x,A'}, dbnde 5' "{gl"z"af‘a"é"1!‘1b"1i)

'~‘Eife:$rﬁollekpandido tiene un‘ﬁéso de 0+i+2+2+3+3+5+5~-;21."*@



Método Alternativo de Solucidn.

El m&todo alternativo de solucifn para el problema del #x~
bol de peso mfinimo de una red conexa con.n vértices, es
el algoritmo de Prim. Este algoritmo consiste en conside-
rar, inicialmente, una gréfica formada por cuaiquier vérti
ce de la grafica; después se agregard la arista de menor
peso adyacente a &1 y su otro extremo. Luego se aumenta
la[érista nis pequeﬂé, que tenga exactamente un extremo en
la gr&ficakfdrmada; junté con su otro extremo. Se procede
de esta manera, sucesivamente, hasta tener n-1 aristas gn.

la grafica generada.

A.difgrencia-gel algoritmo ae K#uskal, la\grdficq ¢onstfui-
da; énrcada iﬁeracién es conexa;‘ En particuiér, 16 ltima -
'graflca obtenida es conexa y ademastiene n=1 aristaa; lue~
_go, esta gr&f;ca es un arbol expandido de la qrdfica origi
nal. Debe notarse también, que el algoritmo termina en

n-1 iteraciones exactamente; esto constituye otra diferen-

cia con el algoritmo de Kruskal.
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ALGORITMO DE PRIM

?r626§it6. Determinar el &rbol expandido de peso mfnimo en

"una gr&fica G = [X,A] conexa con n vértices.
beéériécién

1. “Sen x, cualquier vértice de la gr&fica G; sean

'?o'h‘{*6} Y'A0v- ¢.  Hacer 'k = 0.

2. k=k+'1

I ‘Sea-kael‘conjuntp de ‘aristas que tienen exactamente
‘un extremo en *k#l:' Sea a, -la arista de peso mfnimo
de.ck y sea ;kvél.extremo de a qué né_pertenece'a :

‘xk_l. " Hacer |
X, = xk_iru'(xk} PoA Ak_l‘PT{ak}
'4.“si4k:< n-1 ir a (2). " 8i k'= n -~ 1 terminar. La gréfica

Tn;I,. [xﬁfif Ahrl) es un &rbol expandido de beso mfni-

“mo de G.
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Justificacifn del algoritmo. Basta demostrar que cada gr§

fica Tk = [xk’Akl' k=12,...,n-1 es una subgrdfica conexa,
con k+1 vértices, de un &rbol de peso minimo de G. Esto se

har& por induccién sobre k.

Para k=0 la afirmacién se cumple puestc que T, consta de un
solo vértice. Supfngase que la afirmaci6én es vilida para
k=r-1. .Ahora se demostrard que también lo es para k=r. Ya
que T?_lgtiene r vétﬁices Y es conexa entonces, por cons-

truccién, T, tiene r + 1 vértices y es conexa.

Sea T* = [X,A*] un &rbql expandido ﬂe peso mfnimo de C que
contiene todas las aristas de Tro1: si a_ es una arista de
T*, entonces T, es una subgrifica conexa de T' . 8i, al cbn
trario, T* no contiene a a., entonces al aqregar a, a T* ge
formar8 un ciclo con a .y la cadena que une. sus ext;emos en
T*. Dada la definicibn del conjunto C., dicha cadena con-

tiene una arista de &1; sea 6sta u.

Sea el rbol T' = [X,A], donde A' = (A* U{a }) - {u}. N6te
.Se que T es una subgr&fica conexa del &rbol T'. Ahora, r

puesto que

pla;) = min {p(a)}, para todo k = 1,2,...,n - 1
aeck

 se t{ene que:
P(T') < p(T*)

y como T* es un &tbol expandido de peso mInimo de G, enton

ces T' también lo es y, por lo tanto, la afirmacién es vélida. [ ]
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EJEMPLO 2. Considérese la siguiente gr&fica.

Determfnose el arbole@mxmdepmn&nmomuelmodubdemm.
e empezara a aplicar el algoritmo definiendo X = {7}. '
En el siguiente cuadro se prelentan, resumldu. las itencio- -
neg del algoritmo. En la pri_mera columna aparcce el ndmero de
iteracién (k), en _la segunda el ..conjunto Cy xelulﬁnte. en ‘;la
k-ésima iteracifn, en la tercera la arista de peso mt'qimb de
ck (a), y, por dltimo', en las.colunnas culrfa y quinta res--
'pectivmcnte, loa vértices y ln aristas que ird&n fomando el
"~ 8rbol expandido de peso minimo de la grauca. En la 1tenc16n
k=n-1=9 puede observarse quo el Irbol expandido de pelo mIni-‘ o
‘'mo generado por el algoritmo es: ‘ » \
Y o W
\C/ .

Cuyo peso es: 2+4+141+2+3+4+5+4 = 26,
" ' 27
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1.4 ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Una vez presentados los métodos de solucifén para el problema
del drbol de expansifn minima es interesante observar el efec
to de eliminar una arista de la gr&fica original, Es claro
que, si esta arista no pertenece a la solucién 8ptima, la so-
lucion 6ptima del problema de‘encontrar el &rbol de peso mini
mo en la gr&fica resultante de remover dicha arista, es la
misma que para la gr8fica original. Sin embargo, si la aris-
ta forma parte de larsoluciQn Sptima, es importante contar
_con una herramienta que permita resolver el nuevo problema
aprovechando los resultados que ya se han obtenido. Ensegui~

da se analiza este problema.

Supéngale‘que se ha obtenido el arbollexpandido de peso mini~
mo T = [X,A*] de una gr&fica conexa G = {X,A]. SupSngase que,
por alguna razén, es necesario eliminar una arista‘de la gr§-
fica G que;‘ademls{fpertenece al &rbol T. Conaidérese,‘aho-

ra, el p?ohlema de encontrar el drbol expandido de peso mini-

‘,no de la grifica resultante de eliminar dicha arista.

Sea a = (x,y) la arista que debe eliminarse y sea G' 15 gri-
fica reaultaqte de tal eliminaci6n; es decir, G'=[X,a-{all.
Entonces, el problema consiste en éncontrar,el lrbblrexpandi'.
do de peso minimo de G'. Es claro que una manera de resolver
.el‘problema‘e- aplicar, a G', algdn algoritmo para encontrar
el ;rbbl requerido; pero el procedimiento que'se describe a
continuaci8n, permite obtenerlo Aprovechando qhe yé se cuehta

:con el &rbol T. -
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Al eliminar (x,y) de T, &ste se descompone en dos componentes
conexas. Sean €stas lelxl.hll y T2=[x2,A2]. Obsérvese que
"un extremo de la arista a eatd en X, ¥ el otro en X,. Supbn
gase, sin pérd;da de generalidad, que x estd en X, ¥y que y
estd en X,. Sea U el»éonjuneb dé aristas de G distintas de
la arista a que tienen un extremo en X, y otro en X,. Obsér
. vese que. s8i U. es. vacfo el problema no tiene solucifn puesto
que G' no serii conexa y por }o tanto no existe Srbol expan~
dido de G'. 'Sup6§qale; ehtoncep,1Que U nofé' vacfo. - 89&”@*

. la arista de U tal hﬁe,plu*lfg plu), para toda arista ﬁ de U,

.;;.qoluciﬁh del problema queda establecida en la siguiente
proponicl&h.‘ ‘ o
"P:ogééiéibn 7..  La gr&fica T*=[X, A,UA, U{u*}] es S:bol_éxpjg
dido de peso minimo de G'. - RE
o uem-truciﬁn ) Suxi ’u‘- grlfic‘dl' conexas lelxl.hll 'y‘G'z
‘ i

' <,(xé,a 1, donda A e cl conjunto de Ariltan de A que ticnen

-llhOl extremos en x1 {i=1, 2). Se denoltturl primero que !1
Y. T, son ‘los $rboles expandido- de peso. mtnino de G, ¥ Gy ten
pectivamente. Supfngase que T no es un irbol expandido de
“peso mfnimo de G,. SQl.N-[xl,Ull el 4rbol expandido de peso .
lIni-o de dicha gr&fica; se tiene, entoncel, que p{N} <« p(?li
“Bea e [x, U, UA, U(l}).' thele que T!' es un ‘8rbol expan~
dido de G. En atecto, ac!clica ya que la ariata ‘a tie-
ne un extremo en X, Y. otro en X, Y lua grlfica- Ny 72 son ‘“:

actcllca-., Ahora bicn,'
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p(T') = pl(Uy) + p(A,) + pla) = p(N} + p(A,) + pla)
por otro lado

p(T) = pla) + p(A?) + p(a) = p(Ty) + p(A,} + pla)

por lo tanto, p{T') < p(T); ésto contradice que T sea un &r-
bol expandido de peso minimo de G. Por lo tanto, Tl es un
4rbol expandido de peso mfnimo de G, - Andlogamente se prue-

ba que '1'2 es un &rbol expandido de peso mIni\mo“ de Gz.

Por otro lado, G' puede expre;l'ara,e‘ como la gtlfica [X',Allmzwl
" Yo puesto que p(u*)‘< p(u) para £oda arista u de u, se.tiené
que T* es un &rbol expandido de peso minimo de’ G' y con !ItO“V

_se concluye la prueba I

Es 1mportante hacer notar que egte mismo procedimiento puede

apl;carse en el s1guxente problema.

‘ Supdngase que. se ha enconttado el. !rbol de peso mInimo.’!h[x,A"l, L
“de la qrafica G={X, Al y lupﬁngne tambien que se modifica
el peso de una arista a :A* Se: delea encontrar ‘ahora el !r
bol de peso mInimo en la grtfica G con la funcidn de peso,
asocxada a las aristas de G, modiﬁcada para la arista a. 81
el nuevo peso de a es menor que el que tenfa auteriormente,
©~ es claro que la solucibn 6ptima seguirs siendo la miump; el
p:oblema,surqe cuandb el nuevo pélo‘de-a es mayOt'éﬁé su paio'
antéridr. Es en este ﬁltimo caso euando puede uplicaru el
método anteriomente expuesto. En ctecto. parn encom:rar la ’
" nueva soluczbn, ‘1a Onica modlficacicn que deber! hacerle 51

. procedimiento ser§ no excluir a. la arista a del conjunto U.



Ejemplo. 3. . Considérese la grifica del ejemplo 1 y su &rbol

expandido de peso mfnimo. ' Supfngase que se elimina la aris-

ta (2,8). La gr&fica resultante, G', es:

. Datemfness -el &rbol expandido de peso minimo en esta m‘xeva','gf_g '

.fica. = Las componentes conexas en que se divide T al eliminar

© (2,8) son:
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El conjunto U estard formado, entonces, por las aristas:
(1,5),(1,8),(3,4),(3,5),(3,8) y (3,9), cuyos pesos son:
4, 3, 4, 10, 6 y 7 respectivamente. De aquf se tiene que

u* = (1,8). Por lo tanto)'el &rbol expandido de peso minimo

de G' es:

cuyo peso es: 0+2+2+3+343+545 = 23 = p(T) - p(2,8) + p(1,8).
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" RUTA MAS CORTA_



2.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

En este capftulo se presentan m&todos de solucifn para los si‘

guientes problemas de rutas mds cortas en una red R=[X,a,d]:
4
1. Ruta m&s corta entre dos vértices especfficos s y t.

2. Rutas mds cortas entre un vértice especf{fico s y todo vér
tice x en la red.

3. Ruta m&s corta entre todo par de vértices.
Para ejemplificar considérese el siguiente problema:

En una terminal de camiones para pasajeros se desea estable-
cer la ruta que deberd sequir el autobfis que presfa servicio
de la ciudad s a la ciudad t de tal manera que la distancia
recorrida sea lo mis corta posible. A este problema se le

' puede asociar una red R = [X,A,d] donde:

X = {Ciudades a las cuales se ofrece el servicio}l
‘A = {Tramos de carretera entre las ciudades}
d : A -> R donde, para todo acA, d(a) = longitud

o distaﬁcia del tramo de carretera a.

»En general, en una red R = [X,A,d], al nGmero d{a) asociado
‘a cada arco se le 1lama longitud o costo de a. Por‘otr6 la-
do se define la lonéitud de una ruta‘o camino como la suma de .
ias;iohgitudes de los arcos que la forﬁan; aquella ruta tal
gue su.longitud sea minima sevle llama ruta @as cérta o'cami?

no mds corto.
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El problema de la terminal de autobuses es entonces encon-
trai la ruta mds corta entre dos vértices eapecificos: los
que representan a las ciudades s y t. Obsérvese que en es-
te caso las longitudes definidas’ son no negativas; sin em-~
bargo el problema de encontrar la ruta m&s corta entre dos
Qértiées especLficos puede generalizarse a cuqlquier red
puesto que‘la funcién de longitud, d, puede representar,

adem8s de distancia o tiempo, costos o alguna otra cantidad.

.61 la red;contiehe arcos con longitudes negativas pueden
presentarse circuitos negativos (circuitos de longitud ne-
_gativa). En este caso el problema puede ser no acotado pueg
to gue dada cualquier ‘ruta entre s y t que cohtenga al cir-v
cuitg negativo existe ofra mejor, a saber aguella que con-
‘tiene una vez m&s al circuito. En la siguienté fed ocurre

ésto:

Una ruta de s a t es: 8,3,1,2,3,t de longitud 7. Otra iu:a
de' s a t, mejor que la anterior, es: l,3,1,2,5,1,2,3,t, de
ldngitud 5. De hecho si se consiera una ruta qué contenga

el arco (9;3), M veces'el circuito 3,1;1,3‘(M>0I7y el_arco
(3,t), ‘ :
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la longitud ser& 9-2M; de tal modo que si M tiende a infini
to, la longitud de la ruta tiende a menos infinito. Luego,

la ruta m&s corta entre s y t. no existe. -

' Se concluye entonces que, paia que el problema &e la ruta
més corj:a entre dos. vBrtices eébec!fi,cos tenga solucién,
deber& cumplirse que:

- (1) * Exista algln camino entre s Yt

- (1i)". No existan circuitos negativos tales que haya un ca-
mino de s a algin vértice del circuito y otro de algGn vér -
tice del circuito a t. -

- Bupﬁngua ahora que en la terminal de autobuses se deaea me
;jozar el servicio que. se pr:oporciona ala ciudad 83 con es-
. te objeto se requiere encontrar las rutas mis cortas entre
- la ciudad s y todas las demfs ciudades a las cuales se da

el letvic:lo. A ‘este problema pn§de asociarse, de 'nuei:p, la

: red défi,.nld‘u anteriormente. '

: Antesado;lnnliz‘a‘tjbulndo. tiene solucibn este problema se

definirfs wos conceptos que serfn de utilidad.

"Sea G = [X,A]l una grafica dirigida y sea nek; entonces s se
. _llana raiz de G, si existe un camino de s a x para todo xeX.

“Una, atboreacenaia ‘es un 8rbol. que tiene una ra!’.z. La si-‘, :

guiantc gréfica es una ar:borelcencia de rutz 1z



‘Sea Gw{X,A] una grdfica dirigida. Una érbérescencia ég [¢]

es un Srhol expandido de G gue tiene un vertice que es rafz.

‘Se demostrarf, m4s adelante, que en una arborescencia de

rafz 's el camino de s a x, para todo xeX, es dnico.

Considérese shora una red Rétx}a;d). ﬁha arborescencia de

- rutas mAs cortas de R es aquella arborescencia tal que la

"Gnica ruta de 5 a X, para todo xeX, es una ruta mds corta

de s a x.

" Una. vez definidos estos conceptos, puede decirse que el pro

‘bleﬁn de la terminal de autobuses es encontrar la arbores-

cencia de rutas mSs cortas de rafz s de la red R={X,A,d],

Haciendo una analogfa con el problema de la‘ruta mas corta
entre dos vértices especificos puede concluirse"que para
que exista la arborescencia de rutas m&s cortas de raIz 5 .

en una red cualquiera nnlx,a 4], ésta deber§ cumplxr que:
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(i) Existen caminos de s a x, para todo xeX. Es decir, que s

sea ralz de la red.
’
(1i) No existen circuitos negativos en la red R; ya que de pre

sentarse 8stos el problema seria no acotado (por la misma ra-
z6n expuesta para el problema de ruta mfs corta entre dos vér-

tices especificos).

Finalmente, supSngase que en la terminal de autobuses se tiene
interés en encontrar las rutas nds cortas para todos ion camio
nes que prestan servicio entre cada par de ciudades. Nuevamen
te, se asocia a este ﬁroblema la red R = [X,A,d] definida ante
‘riormente:'se deben‘encontrar,,entonces,‘las rutas m&s cortas ‘

‘entre todo par de vértices en la red R.

Este dltimo problema tratado es una generiliiacidn inmediata
de los anteriores. FPor &sto se deduce que, phravguc exista so

lucién en cualquier red R -1[§,A,4], deberf cumplirse lo siguilen

te;

(1) . Existe, al menos, unrcamino entre todo par de vértices.

(11) No existen circuitos heqativos en la red R.

Antes de exponer los métodos de solucién para estos tres proble
mas, se demostrarfn algunas de las propiedades de las arbores-

cénciaa.
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2.2 CARACTERIZACION DE UNA ARBORESCENCIA

Existen ciertas propiedades de las arborescencias que serén
"utilizadas en la bdsqueda de la solucifn del problema de la
arborescencia de rutas mis cortas de rafz X,. Estas propig
' dades se ;iemuestran en el Bi:g‘uiente teorema en el cual se
postulan las distintas caracterizaciones de este tipo de gri
. ficas. ' Eg ih’poztante, hacer. ﬁotﬁx que, en general, la arbo-
rescencia de rutas mis cortas es distinta del &rbol del pe-
.-80 min’im‘o de una red puesto 'qu'é.,' mientras que el sekjundo

- concepto es. no orieptado el primero Solo es aplicable a re
des dirigidu. Aﬁn en el caso en que la red sea dirigida,
"un 8&rbol no necesariamente es arborescencia ya que ;ste pue
de. no tener. rafz. Por Esto, bira..del;eminar la arborescen-
‘cia de rutas m&s cortas ho es posible aplic’ai: ninguno de los
algoritinos presentados en el capftulo anterior. Podrfa su-
ceder incluso 'qua"v un &rbol de peso minimo resulte ser una

- arborescenciaj. sin embargo, de ningdn modo puede garanti-
zarse-que ésta sea de rutas mds éo;tn. Por ejemplé, elr-ia-

) l’ié’u‘te‘ntu red:
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Un &rbol de peso minimo resulta ser:

el cual, resulta ser una arborescencia de rafz l.Sin embar-
go, ia Gnica ruta en la arborescencia entre los vértices 1
-y 4 tiene una longitud de § unidades y e#iste otra ruta de
longitud menor entre estés dos vértices en ia red; en efec-
to, 1la ruta 1,4 tiene una longitud de 4 unidades. Por lo
tanto, puede concluirse gue la a;borescencia no es de futas

mis cortas.

En la siguiente parte del capitulo se presentardn los méto-
dos de solucién para el problema de la arborescencia de ru-
tas mSs cortas, as{ como para los otros dos probiemas ante-

riormente descritos.
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Teorema. Sea G=[X,A]l una gréfica con n v_érticem Supbngase
que n > 2. Los postulados siguientes son equivalentes y ca

racterizan una arborescencia.

a, G .es un Srbol y tiene un vértice Xy que es rafz,

" b. Para todo vértice x existe un camino Gnico de x; a x

c. G‘tiéhe al. vértice N qué es rafz y si se elimina un
arco entonces x; ya nd es rafz, -

Cda ‘G es coheka. g~ "‘o’."° ¥ g~ (x)%1, para todo. {rértice x
distinto de Xqe. v. ’

e;i G es aciclica, g (x0)=0 Y9 (x)-l, para todo vértice x

' distinto de Xge

. £ G 'tiene como rafz 'a x, y es acfclica

; g. G tiene como‘raxz a x; Y posee n-1 arcos.

"Duoltncitsn. C(a 1m'p11ch’ b) sea x un vertic'e de G. ‘ Pueé-
“to- que xo es rai: de G entoncel existe un camino de xo ax.
'Bup&ngau que exuten, al menos, do: caminos de’ xo ax. En
'_“toncel, G tendria un ciclo’ y @sto contradic_e ‘que G &8s un i_:; '

bol. .. I.uegov, el camino de. x, a x es dnico.

(b 1:u'p1ici ¢} Puesto que existe un camino e.nt:e X, Y X, pa
ra todo. vértice X, entonces x, es rafz. Sea a-(xi,xj) un
arco de G Y supngase que X, es rafz de la gr8fica G'=(X,A-
'l‘llh ‘entonces existe un camino de x, a Xy en G' (nbtese
que eate cmin’o no contiene a a). Ahon, puesto que x, es
rafz ‘de G, exilte un camino de xo a xiy este camino y el

arco.a,. forman un. camino de Xy a xjg entonces exiaten, en G,
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.dos caminos distintos de Xg @ xj, lo cual es una contradic-

cibn. ~Por lo tanto, G no tiene a x, como rafz.

(c implica d) Puesto que x, es -rafz de G entonces G es co-
nexa. Supfngase que g"(xo)$0; es decir, que existe un ar
co (x, xg5). Como x, es ralz, entonces existe al menos un
camino de X, 2 Xi luego, al e;iminar (x,xO) de G, X aigue
siendo rafz. Esto es una contradiccién y por ;o tanto
9-(x0)-0. " Por otro lado, por ser X, rafz, se tiene que
g'(x):; para todo Qértice'x distinto de X5 Supéngase

que g~ (x)>1; es decir, que exilten‘al'menos dos arcos (xi,x)
b4 (xj,x). Entonces, al suprimir gualQuig;a de estos 2 ar-
cos, X, sigue siendo rafz de G. Por 10 tanto g (x)=1, pa-

ra todo x distinto de Xq-

(d implica e} La gréfica G es conexa y tiene n-1 arcos
Puesto gue g~ (xo)=0 y'q” (x)=1 para todo x#x,. Entonces, G -

es un Srbol y como consecuencia es acfclica.

le implica f) Sa X, Do fuera rai:z ehtoncel G tend;;aﬂun‘

ciclo puesto que g  (x)sl, para todo xpx,.

{f implica g) G es ac!clica,j adem&s conexa puesto que'io
es rafz. Entonces G es un irbol y por lo tanto tiene n-1 -
arcos. ' '
(g implica a). G tiene n-1 arcos y es conexa puesto que.xo

es rafz. Luego, G es un &rbol. |
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2.3 METODOS DE SOLUCION Y JUSTIFICACION ;

En esta parte del capftulo se presentan los métodos de solucifén'’
para el problema de la arborescencia de rutas mis cortas de
rafz s en una red R = [X,a,d]. El primero de ellos s6lo es
aplicable a redes que tienen arcos con costos nélneéagivos Y ei

segundo puede utilizarse para cualguier red.

En la prdctica existe gran cantidad de problemas gue involucran
cosﬁos»no negativos (tieﬁpo, distgncia;‘étc.); es por esta ra-v
26n due se justifica el deéarrollo de algoritmos que se éplican_;;
s6lo a estos casos. Por otro Iado, el métbdo'preséntado bara

~ redes con esta caracterfistica, constituye el primer pauo del al

goritmo general pouteriormente expuesto. Es importante mencio-""

nar que estos algoritmos tienen la ventaja de cue, ademfs de

proporcionar la solucién Optima cuando existe, detectan cuando _v7

€sta no existe; ya sea que diéha solucidn‘no‘gxista porgue s no

ei'tnti de-1a red o por la;presehéia de circuitos neqatiéos.'
" Cabe leﬁalar gue estos métodoa sirven también’ para encontrar la“
’ lolucian dptima del problema de la ruta m&s corta entre todo

par de vértices.

Para el problema de la ruta mas corta entre todo pir de vétti-
ces se presenta un algoritmo con la misma ventaja que 10- ante-
‘:iorel. Mis adn, si la ruta més corta existe pata algunos pa-
res de vértices y para otros no, el algoritmo propo:ciona-las'
longitudes de las rutas existentes Y detecta para qué parea de’

. 14
vGrtices no existe ninguna ruta.,
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Otra observﬁcidn importante que debe hacerse es que, como se
ver& en capftulos posterjores, el problema de la ruta m&s cor
ta resulta un subproblema del problema de flujo a costo mfnimo.
Otro subproblema que Qurqe en la bdsqueda del flujo a costo mg
nimo, es el de la deteccidn de circuitos negativos por lo cual

los métodos expuestos en este capftulo serdn de gran utilidad.
a. ARBORESCENCIA DE RUTAS MAS CORTAS

Caso de redes con costos no negativos.

El método de lolucidhbpresentado para el probidni‘de~1qiaibof_;v
rescencia de rutas ms cortas en redes quevtienen aréql-qpn |

costos no negativos qu desarrollado por Dijkstfa (1959)’9 egtd

considerado como el_léfodo més eficiente para_resolver‘elte'pfg‘,vf>

blema. Egte métodp(le_basa en la asignacién de etiquetas “per«

manentes” a lOl‘V‘tticCl pa:ahio- cuales ya se conocen las lon-

 gitudes de las rutas afs cortas de la rafz a ellos. Sea S'dite..i5r

conjunto de vértices. o ,iairetiquétal.de los vérti-
ces de S representan precilamcnté_lal 1oﬁqitudc|.de las rut@p
mis cortas buscadas. Los vértices restantes se étiquet;n 'ﬁ@n--l
pordimahtef‘con~una~cota superior de la longitud mi&s corta de
la rafz al vértiée gtiquetado. En ;a primera 1t§rac16n‘el con
junto S contendr§ dnicamente alﬂv@xtiee raiz; el.decir,;sﬁlo‘_.
la rafz estard etiquetada perﬁunentemente.  Lal;dﬁiqugtii teﬁo ‘
porales se mejoran cohtinuamentd ¥y en cada 1tcra¢16n‘ie aéteqn S

exactamente un vértice‘x as; egte vértice es aquél tal‘que'Ig




longitud desde la raiz es la m&s corta posible. Puesto. que to
dos los arcos tienen costos no-negativos, siempre puede encon
trarse una ruta mis corta de la rafz a x que pase s6lo por vér
tices de S; en este caso la etiquefa de x representa la longi-
tud de la ruta m&s corta correspondiente. Una vez que todos

los vértices egtén en S, las etiquetas de todos los vértices se
rdn las correspondientes a las longitudes mfs cortas desde la
raliz y por lo tanto se habr& encontrado la solucifén deseada.

En el caso en que se desee 86lc la ruta mfs corta entre dos vér
.ticel especificos, se obtendrf la solucidn cuando sevetiquete

"permanentemente” el vértice final del cgmino buscado.
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ALGORITHO D2 DIJKSTRA

Progdsito. Obtener la arborescencia de rutas m&s cortas de
.~ rafz s en una red R = [X,A,d] con costos no negativos en

los arcos.

Descripcién

Paso ;. (Inicializacifn de etiquetas). Sea d{s)=0 y m&r-
quese esta etiqueta como perhanente. Sea d(x)=w, para to-
do x$s y considérense estas etiquetas como temporales.

Sean a{x)=x (estas etiquetas indicarin el predecesor de x

en la arborescencia). Sea p = s

Paso 2.  (Actualizacifn de etiquetas). Para todo xef*(p).v
que tenga efiqueta témporal, actualizar etiguetas deracuég‘
“do a: | 4

d{x) = min {d(x), d({p) + d{p.x)}

si d(x) se modifiéd, hacér’a(x)=p. -Sea X tal que d{x*)=min :

(d(x)ld(#) es teﬁporal}. Si d(x*) ==, térmihar,‘»En‘esta

caso no existe arborescencia alguna de rafz s. En otroca . .-

so, marcar la etiqueta d(x*) como permanente. Sea p=x*,

gggg_g.. (i) (Si s6lo se desea la ruta de s a t). Sip = ¢,
terminar: dip) es la longitud del camino més corto.
Sip+%t, ir al paso 2. (ii) (Si se desea la atbo:escencia); :ﬁf
Si todos los vértices tienen etiquetas permanentes, term;nar;f '
esta es la longitqd del camino deseado y el conjunto de:arcdgv?‘
.(a(g),x) qumgn‘layérborescencia de caminos‘m&g cortos. En -

otro caso ir al paso 2.
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Justificacifn del algoritmo.

Primeramente obsérvese que el algoritﬁo termina en un. nfmero
finlt& de iteraciones, ya sea en el paso 2 o en el paso 3
- puesto que el nGmero de Qértiées es finito. Se justificard
lq'optimklidad del algoritmo para el caso del problema de
arborescencia de rutas mis cdrtaa ya que el otro caso est&

- comprendido en éste.

N6tese que. gi el algoritmo termina en el paso. 3, la grdfica
generadn tend:a n~1 arcos y a s como rafz; por esta razén,
dicha qr&fica\ea una arhoreacencia. Por otro lado se tiene
que; por construccibn, d(x) es la longitud del Gnico camino )
de. s a x en eata.arhoreacencia. Ahora fse probara que la ar
:hotalcencia generada es de rutas mis cortas. Para ello se
‘dgnaltrarl, por induccibn gobre el n@mero de iteraciones,
Quéyién efiﬁhétal permanentes de los ydrﬁicea,.aon‘las lon-
. gitudes de las rutas ﬁ!g'cortanndc sa x, para todo. xeX.
’Eatb eiapla:baeﬁvia.biiﬁhra 1t§rac16h.’;éﬁpénggaé quevtam-
bifn es v8lido en la fk-‘eshn‘aﬂié'eracmn.”' Sean S el conjunto
de. v&rticel con etiguetas permanentes y 8' el conjunto de
.v&zticel con etiqueta- temparnlel en la iteraci6n k. Al fi-
,nal del'palo 2 de la iteraci6n k+l la etiqueta temporal d(x),
para xeS' es la longitud de -una ruta ms corta de s a x que
cantiehc lolamente vértices de 8., En efecto. en cada itera
cién, sdlo se ‘atigueta pe:nannntemente un, vertice; por lo
tanto,. 8610 es nacelaria la comparaciﬁn efectuada -en el pa~
8o 2. ' En particulnr, ésto lucede para x' (vértice con: la |

>thIna,gtiqueta temporal). _sup6ngaae ahora que la ruta més
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corta de la ralz a x* no contiene s6lo vértices de S, Sea
y el primer Qértice, en el camino m&s corto de s a x*,‘que'
no estd en S. Puesto que los costos de los arcos son no
negativos entonces la longitud de la porci6n del camino de
8 a x*, que une a'y con x*, es no negatiﬁa.' Sea D esta .
longiﬁud. N6tese que la porcién del camino de s a x*, que ...
"une a 8 con y, es un camino que contiene solamente_ﬁgrtices
de S. Pera d(y) es la longitud de una ruta mgs‘corta que

Contiene todos sus_vgrtices en s,llgego:
d(y) + D < a(x*)
lo que’implica ~
aiy) < dlx*) = D < Al

lo cual constituye una contradiccibn pueato que d(x*) es 01 .
- minimo de laa etiquetal temporales. Lueqo, se concluye quet‘
‘la ruta més corta de s a x* contiene sdlo v!rticea de S y,
'por lg-tqntp, d(x*) es su longitud. - Pa;'lo tanto, la eti-

| . queta permanente de x es igual a la longitud de la futavmgs;

corta de 8 a x en la iteracifn k + 1.

Finalmente, oblprvqle que si a(x*) qi 1§ua1 a infinito (pa- .
. 80 2) enkilguna iteraci§h.'entoncea»exiute alg?h vgftiqe

" {x* y todos los Que tengan atiﬁuéta temporal) ﬁar& el cual
no existe ruta Algunq desde 8; puede entances concluirue que
el problema no tiene lolucidn puelto que en ente caso 8 no
es rafz de la red,‘vl
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Ejemplo 1. Supfngase que en un aeropuerto se considera la
posible adquisicidén de un equipo qﬁef a causa de ciertas mo
dificaciones, serd inGtil dentro de tres afios. Los costos

de utilizacién y de revent& del eqguipo usado son conocidos.

" El equipo puede ser utilizado durante uno, dos o tres dilos, -
revenderse al final del periodo de utilizacién y comprarse
uno nuevo ﬁara usarse durante el tiempo restante; Los cos-~
tos totales en los'que‘se incurre (costo de compra mls cda-

" to de utilizacién menos precio de venta) eat&n dados en la -

) matriz de costoa

1 2 3
o4 8 16
c=1]- s m

Bl elemento (i j) de 1a matriz es iqual al costo total en nih
 11ones de pesos en el que se: incurre si _se compta un equipo -
ial final del afio 1, ge utiliza hasta el final del aﬁo j y ue
_,revende. ‘Se desea’ encontrar la estrategia mss econdmica de

compra y reventa de equipo.

‘Para‘renolver eéfe problema considékece la red R = [X,A,C)
donde: x = (0, 1 2, 3} Y cada elemento de X indica el tinal
de un ano; (i, j)eA 8i y. 5610 8i ea poaible comprar el equipo;,i

al final del afo i‘y revenderlo_al ‘final del aiio j; finalmente
ar 7 : e 7 . s




C(i,j).'es el costo total en el que se incurre por comprar
el equipo al final de afio i, usarlo y revenderlo al final

del afio j.  Una forma esquem&tica de la red es:

T ‘Oblérvele que una rut:l de 0 a 3 en la red corresponde a una-
‘eltrategla polible y viceveru; por otro “lado, el costo de
una estrategia posible es el mismo que el de la ruta cou'es o
'pondzente. Por ejemplo, la ruta 0,1,3 (de longitud 15) co-.

tesponde a conprar al final del ano 0, utilizar el equipo
durante un afio, revenderlo y comprar uno nuevo al final del
‘aﬁo ‘1, utilizarlo durante dos afios y revenderlo al ﬂnal dell
'nﬁo 3 (con un' costo total de 4+11=15 minons) Por otra parte, ‘
canprar el equipo al final del aiio 0, utilizarlo durante» tres
~afios y revenderlo al final del afio 3 (con un costo;.total de

16 millones) corresponde a la ruta 0, 3 (de longitud 16).

[
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' Para encontrar la estrategia Optima se deber;, entonces, en=
'cbntrar'la.kuta més corta entre los vértices 0 y 3 en la red.
Pnra:éitp se aplicari el algoritmo de Dijkstra considerando

sm0yt=3,

Iteraci6n 1. B(Ol = 0 (etigueta permanente); d(x)=o, para

‘.x-r,lz,a' (etiguetas temébialeh);' p = 0.

Actualizici6n de etiguetas: I*(p) = (1,2,3)

) = utpﬁ{é”“iJTA" | a =0
| a2 ;,nxnf{é a} - pl o a(2) =0
o s emmE e @

~ De donde x* = -‘:1.l~'.(§irtigefmxg- nf;ilma ‘etigueta temporal). Se
,mérca .d‘(l‘)';cmd: pomnenée; p =1, (p‘ Pt = 3. ‘

'ﬂ,Itonciﬂn 2. Actulu:&cidn de etiquetals o4 (p) - {2 'y 3}

L a(2) - nin (0,4 +5)mg ﬁ._g(z) no ganb4.~
Al !.Iin»{ls,4+11} =15 ~["ica» -1

De: dondc x% = 2 (vértice con minima etiqueta tenponl) .

‘mrea d(2) como pamnente: P= 2 (p + t).
‘ It’eractd'n. 3. Actulnuciﬁn de etiquetn: rt (p) - {3}

(

a(3). = athj(ls;a+ 61=14 .a(;; -2

B 1 S




De donde x* = 3 (vértice con minima etigueta temporal). Se

marca d{3) como permanenie; p=13=t. ‘Se termina,

Para recuperar la ruta mds corta de 0 a 3, de longitud

a(3) = 14, se utilizan lag etiquétas a(x). La ruta deseada,
en sentido inverso, es: 3, a(3) = 2, a(2) = 0, ZLuego la
estrétegia Sptima para el éroblema del aeropuerto’el céﬁprar
el equipo al final del ﬁﬁo»o, utilizarlo durante doi afios,
revendetlo y comprar unc nuevo al final del aﬁo 2, utilizar

este (ltimo durante un afioy’ venderlo al final del afio 3

‘con ‘un costo total‘'de 14 millones de pesos. .-




7Ejémglo 2. Considérese el siguiente.hgpé de los Ferrocarri-
les Nacionales de México, donde las vias estdn representadas

por arcos y el nlimero asociado al arco‘(i,j) :epreéenta el

tiempo, en horas que-tarda un ferrocarril en recorrer el tré

mo de via (i,1).

_(Tohuacdn)

sﬁpohgdue Que'iqd-- encontrar las rutas mip.rlpidas para
10- :§::§5‘::11e§ que prestan servicio desde el D.F, hasta.

cadﬁwuhn de las ciudades del mapa. .
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En términoé de gr&ficas se desea determinar la arborescencia
de rutas mas cortas de rafz D.F, ' Para resolver este proble-
ma se utilizard el algoritmo de Dijkstra puesto que los cos-

tos de los arcos son no negativos.

Iteracifn 1. d(D.F.) = 0 .(etiqueta permanenfe); d(x) = » pa

ra todo xeX, x ¥ DF (etiquetas temporales). p = D,F.

_Actualizacifn de etiquetas: P+(p) = {El Rey, Teotihuacén,

Metepec, Cuautla}:

d(El Rey) = mih'{w, 2 }Y=2 a(El Rey) ='D,F.

d(Teotihuacsn) . = mih'{w;\z fl'- 2 3 ;a(Teotihua;an)‘é D.F.
d(Hétepeu) - minf{m;Z.S‘}f-‘2;53 , a(ﬁetepec) ‘= D.F.
d (Cuautla) = min {=, 3. } a(Cuautla) = D.F.

|
Tt
-

De donde x* = El Rey, puesto que égte es el vértice con mfni-
ma éﬁiqnéta‘tenpoial'(lbanempaéeé“se ‘rompen‘arbifraxiamenfe).
' Se marca d(El Rey) como permanente; p = El Rey. 4(ﬁxiéten'

- aln etiquetas temporales)
‘QIé;riéiéﬁ é, ActualiziciGn de etiquetaé: Pfjp)j='{1tolo)
_d(Irolo) = min'{=, 2¢3}) =5 ;  a(Irolo) = El Rey

‘De donde x* = Teotihuddlnj(fértice con minimﬁ etiqueta tem-
- poral). Se marca'd(Teotihuqc!n)domdipe:manente; p = Teoti-
huacsn. ' (Afn no estin etiquetados todos los vértices perma

nentemente).




Tteracién 3. Actualizacién de etiquetas: F+(p) = {Irolo}
d(Irolo) = min {5,2+1.5} = 3.5; a(Irolo) = Teotihuacin

De donde x* = Metepec. Se marca la etiqueta de este vértice

como permanente; p = Metepec. (Existen afin etiquetas tem=-

porales) -

Iteracifn 4. Actualizacibn de etiquetas: I‘"'(p) = {Teotihua~

c8n, San Lorenzo} (Teotihuacsn ya tiene eéiqueta permanente),

d(san Lorenzo) = min ‘{9, 2;5+3} =5.5; a(San Lorenzo) = mtepec:

x* = Cuautla, Se marca la etiqueta de Cuautla como pemanente;

p = Cuautla. (Existen afin etigquetas tempotales)

Iteracifn 5. Actualizacién de etiquetas: I‘+(p) = {Metepec,.

San Lorenzo, Puebla}

© d(san Lorenzo) = min {5.5, 33} = 5..5’!‘- _ a(San Ionenzo) no semodifica
d(Pucbla)  =min{=3+3)}= 65  a(Puchla) = Cuavtla

x* = Irolo. Se marca la etiqueta de Irolo como pgmanénté;‘

V».p = Irolo. (existen aﬁ'n‘etiquet‘au temporales)
Iteraci6n 6. .Actualizacién de etiéuetasé 1"+(p)v = {Jalapal.
d(Jalapa) = min {é, 3.5+ 9} = 1.2'.‘51 a(Jiiapa) = Irolo.

x* = San Lorenzo. Se marca la etiqueta de San Lorenzo ‘como

Fermanente; p -,_San Lorenzo. (Exiaten etiquatu temporalel).
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Iteracibn 7. Actualizacibn de etiquetas: P+(p) = {Jalapa, Puebla,
Irolo}.
d{Jalapa) = min {12.5, 5.5 + 7.5} = 12,5 ; a(Jalapa) no se modifica

dfPuebla) =min { 6, 5.5+ 3}= 6 ; a(Puebla) no se modifica

x* = Puebla. Se marca la etiqueta de Puebla como permanente;

P = Puebla, (Existen etiquetas temporales).
Iteracibn 8. Actualizacién de etiquét&s: P+(p) = { Tehuacan}
d (Tehuacén ) = min {=, 6 + 4} = 10; a(Tehuacdn) = Puebla

x* = Tehuacdn. Se marca la etiqueﬁa de eate vértice como per

manente; p = Tehuacdn (Existen etiquetas temporales).
Iteracifn 9. Actualizacibn de etiquetas: P+(p) =. {CBrdoba}
d(Cérdoba) = min {m, 10 + 6} = 16 ; a(Cérdoba) = Tehuacén .

x* = Jalapa. Se marca la etigueta de Jalapa como permanente;

p = Jalapa. - (Existen é;iquetas temporales).

Iteracifn 10. Actualizacifn de etiguetas: P+(p) = {Veracruz,

C6rdoba}

d(Veracruz) = min {= , 12.5+ 4} =16.5; " a{Veracruz) = Jalapa
d{Cordoba) = min {16, 12.5+ 7.5} =16 ;  no se modifica a(CSrdoba)

x* = Ccbrdoba. Se maréa la etiqueta de Cérdoba como pérmahente:

p = Cordoba. '(Existe adn uﬁa etiqueta tgmpotQI).
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Iteracifn 11. Actualizacién de etiquetas: r+(p) = {Puebla,
) vergcruz)r (Puebla ya tiene etiqueta permanente).
d(Veracruz) = min {16.5, 16 + 3.5} = 16.5 a{Ver.) no se modifica
_x* = Veracruz (se marca permanente).

Todos los vértices tienen etiqueta permanente. Alto,

La arborescencia de rutas m&s cortas de rafz D.P. est& forma

da por el conjunto de arcos (x,aix)). Esta arborescencia es:

El finico cjminb entre el D.F. Yy X, para iodo xeX, en esta ar--
borescencia es la ruta mfs rfpida a seguir por el ferrocarfil
que proporciona aerﬁicio'entre las ciudades D.F, y x, y su.

longitud eé el ndmero asociado al vértice x. (Etiqueta perma

hente).
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Caso general.

Para resolver el problema de la arborescencia de rutas més cor
tas en una red donde se admiten arcos con costos negativos es
necesario un método distinto del algoritmo de Dijkstra puesto
que &ste puede conducir a un error. Para ejemplificar ésto con
sidérese la siguiente red y supbngase que se desea encontrar la

arborescencia de rutas mds cortas de rafz s:

Puede verificarse ficilmente que si se aplica el algoriﬁmo de -
Dijkstraya la red anterior, la ruta "m&; corta" que se obtiene
entre los vértices s y 2 es el arco (s,2) de longitud 1. Sin

embargo la ruta 5;1,3 es mis corta que la anterior puesto gue’
tiene longitud 0. El algoritmo de Dijkstra no puede, por tan-
to, aplicarse en estos casos. Un primer método que podrialocg
rvrrirse para resélver el problema es sumar el recfproco del cos
to mis neqatiyoide la red a los costos de todos los arcos Yy

' aplicar entonces el algoritmo de Dijkstra. Sin embargq, ésto

tampoco resultarfa puesto que las longitudes de las rutas se-

rian afectadas de manera distinta ya que pueden tener distinto
ndmero de arcos. Por ejemplo, Si_en la red anterior se suma

3 a los costos de todos los arcos se obtiene lo siguiente:
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Si ahora se aplica el algoritmo de Dijkstra se obtiene de nuevo
como ruta “mds corta" de s a 2 el arco (s,2) que, como se obser
v6 anteriormente, no constituye una ruta m&s corta de s a 2 en

la red 6riginal.

Puede suceder también que, si se utiliza este mé&todo, se obten-

ga una "solucién" adn cuando &sta no exista. Considérese, por

ejemplo la sigquiente red:

~ Al aplicar el algoritmo Dijkltra a esta red se obtiene la li-

guiente arboreacencia de tutas "mds cortas" de rafz s:

''Sin embargo, en la red original, existe un circuitbyhegativb}
1,2,3,1. y por lo tanto la arboreicencia de rutas mll co:til"

“no existe.
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Por las razones expuestas anteriormente es necesario presentar
un método de soluci6n para el caso de redes que admiten cual-
quier costo. Este método, que es una generalizacién del algo~

ritmo de Dijkstra, consiste, a grandes razgos, en lo siguiente:

Primeramente se aplica el algoritmo de Dijkstra a la red

R = [X, A, d] para obtener una arborescenéia cualquiera. Des-
pués se "prueba" la optimalidad de esta arborescencia; en el ca
so que la arborescencia no sea Sptima (es decir, que no sea la

" de rutas mds éortas) se procede a cambiar ésta por otra mejoi

y se repite el procedimiento hasta obtener la optimalidad. Una
arborescencia no es de rutas mis cortas si existe algdn vértice
para el cual el Qnico camino de la rafz a &l no es el m&s corto;
por ésto una manera natural de probar la optimalidad consiste en
verificar si al agregar un arco a = (xX,y) a la arborescencia,

el nuevo camino formado entre la rafz y{él'extremo,finalfde es-
te arco, y, es ms coito que el ébrreSpondiente en la arbores-
cencia. Si este es-elvcaso, es claro que al intercambiar este
‘arco'por:el Gnico arco que est& envla arborescencia que tiene
como extremo final al vértice Y, se obtiene una‘arboresceﬁéia

mejor. En caso contrario la arborescencia es &ptima.

Por otro lado, puesto cue la red admité cualquier cosfq,'pddrlﬁ
no existir la solucidén Sptima si la xed contiene c;rc@itog ne-
gativos; es importante entonces contar coﬁ una hetiam;entg qué
permita 1la deteccién de tales circuitos._ Con este objetoLse de

berk observar si el extremo final de un arco que mejore una ru-
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ta es la rafz, ya que en este caso se habrd encontrado un cami
no de s a s de longitud negativa {es decir, un circuito nega-
tivo), o si al agregar un arco y eliminar el correspondiente
en la arborescencia resulta que el dltimo no formaba parte del
ciclo formado; en este caso la grdfica resultante no es una ar
borescencia ya gue contiene un ciclo. Este ciclo es ademds un
circuito puesto que se construye una grifica en la cual el gra
do interior de todo vértice es uno; Este circuito es negativo,

para probar esta afirmacifn considérese lo siguiente:

La operacién de agregar un arco adecuado a=(x,y) y eliminar

el corresﬁondiente (z,y) conduce a mejorar no s6lo la ruta de
la rafz al vértice y, sino todas las rutas que contengan como
vértice intermedio a y‘(pueato gue todas ellas se,modifican).

" De esta manera, si en el resultado se obtiene un circuito se
mejoran las rutas de todos los vértices de tal circuito a'trg '
vés de &l mismo. Por &ésto puede concluirse que &ste es hega-

“tivo.

Con éqto como motivacifén se procede ahora a enunciar el algo-

ritmo.
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ALGORITMO GENERAL

PropBsito. Obtener la arborescencia de rutas m&s cortas, de

rafz 8, en una red R= [X,A,d} que admite cualquier costo.

Descripeifn

Paso 1. (Inicio). Encontrar una arborescencia cualquiera de
raiz s en la red. Puede obtenerse @sta a partir del algorit-

mo de Dijkstra.

Paso 2. k(pptimalidad). Calcular, para todo arco (i,3j) que
Qo esté en la a:boreacenci#. el escalar d(i)fd(i;j)."si.pg
cumple que d(1)+d(1,j) > d(j);para todo (i,3j)eA, terminar.
Se obtuVo la arborescencia de caminos mas'éortoa. De otra

manera d(i)+d(i,j) < d(j) para algdn (i,j)eA, ir al paso 3.

gégg;g. (Cambio Qé irboresqencia). si j=8 terminar ya que
éxistérﬁﬁ circuitbvneéagivq. En ptrp;céso sea‘(k,jlek'e1 

. 'oniCO'afco, incidente a j,'gue eaga en la drboréqceﬁcial
Repplazar’dicho.atcb por (i,j). Si la gr&fica resultante es
uha arboreaceﬁcia actualizar.las etiqhetab de todos loé,Qég
tices x, para los cuales la ruta de 8 a x coqtenqa‘a j como

vértice intermedio o final de acuerdo con:
d(x) = d(x) - a*

‘dbnde.d' = d(j)-d(i)-d(i,j). Ir al paso 2. Bn.ottd caso,
terminar; existe un circuito negativo y>p0t lo tanto no hay '

‘solucidn.
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Justificacién del algoxitmo.

Obsérvese que el algoritmo termina con una arborescencia si
d(i) +d(1,j) > d(J), para todo arco (i,j)eA. Supbngase que
d(j), al final del algoritmo, no es la longitud de una ruta
mds corta de s a j, para algdn jeX. Si existe mds de un vér-
tice con esta caracteristica, considérese aquél tal que la ru
ta de s aj (enla arbdeqcencia) tenga el menor ndmero de ar
cos. Por construccién, d(j) es la longitud de un camino de

8 aj. SeaPun camiﬁo mds corto de s a j, entonces d(P),<d(j).
Sea x el predecesor de j en el camino P. Entonces d(x) es la

‘ longitud de un camino mas’corto de‘s a x y por lo tanto

d(P) = d(x) + d(i.j) <d(3), 1o qual»conatituye una contradic-
cibn. Luego d(j) es igual a la longitud de una ruta m&ifcértn
de 8 a‘j'y por‘io tanto la arborescencia generada es de rhﬁq(

m&s cortas de rafz s. |




Ejemplo 3. Considérese la siguiente red:

Encubntrese la arborescencia de rutas mé&s cortas'de rafz 1 en

esta fed.'

-Dado'qué la red contiene arcos con costos negativos, se uti-

©lizard el algoritmo general cuyo desarrollo es:

itéfacioﬁ 1. Puede verificarse fAcilmente gue, al aplicar

el algoritmo de Dijkstra, se obtiene 1la siguiente arborescég

cia inicial de rafz 1.. ' con
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donde el nﬁme;p asociado a cada vértice X, denotado d(k), es

la longitud de la Ginica ruta, en esta arborescencia, del vér

tice 1 a x. -

Para verificar si esta arborescencia es de rutas mis cortas
se calcula d(i) + d(i,j), para todo arco (i,j) que no estd
en la arboregcencia, y se compara con d(j). BEn la siguiente

. £igura se presentan estos arcos:
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’,iuondn el nulcro ll0¢1ldo a cada arco (i, j) os d(i) + d(i j)

'“‘plru ol arco’ (3 2), 4(3) + a(3,2) = 7¢ d(2) -
] lson convcniento lqzegar 01 arco {3, 2) a 1: ar
bo:escencia xlqinll. El tnico lrco en la qtbore-cencia, con

extremo tin_h i} es (1, 2). Por lo tanto se :emplaza clte ar-

co por (3 2), obtenléndose la aiguiente arborescencia:




g D3

donde 'se éctunlizG:.

a' = da(2) - a(3) - a(3,2) = 10

1+ 4 =3,
az) =a) - @ =10 - 3= 7
4a(7). = a(7) - a' -ZOF -~ 31=17
puesto que las rutas de 1 a 2 y de 1 a 7 pasan por el vér:-'-"~

tice 2.

Iééricidﬁ 2. Ahora se Qeriticara la optimalidad de esta nﬁé
va arborescencia. De nuevo, el nimero asociado a cada arco

en la siguiente red es d(i) + d(i,j)s
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xn este caso los arcos que 'ronpen' la optlmlidud de la ar-

boreacencia son (2,5) y (71,8). Elfjase (2,5) para agregar a

la arborescencia. El 6nico arco con extremo final 5 en la

arborescencia es (8,5). Remplazando &ste @ltimo por (2,5)

" se ‘obtiene H




donde sb6lo fuf necesario actualizar la etiqueta del vértice

5 de acuerdo a:

d" =d(5) -d(2) -d(2,5) =16 -7 <7 = 2
a(s) =a(s) -d* = 16- 2 =14

: Iteraci6n 3. ° Se verifica ahora la optimalidad de esta dléi-
ma arborescencia. A continuaci6n se prenentan los arcos que
- no estén en la arborescencia junto con los- cllculos pettinen

ol

-tels

Ve

~ . ba |
: !ﬁ élta itCthiﬂn. los arcosfque perniten qarantilar que esta
v‘ﬂ'ﬁlti-n arborelcencia no es 8ptima son: (5,6} y (7 a) Bl Gni-

' co arco con extrulo final 6 en la arborescencia, el (4,6) Ig.

) »terClmbinndo este arco. por (5 6) se obtiene la siguiente ar- :
'_'hOtelcencilx : :
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donde se actualizaron las etigquetas de

medi&nte:

.

a( 6
4 8)
a9

at )
d( 6)
a{ 8)
ae 9

"4 {5)

-4

at
d;

~4(10) = a(10) - @'
. 1lteracitn 4. Se comprobar§ la optimalidad

actual:

o

- 4(5,6)

12

.16

9
11

]

los vértices 6,8,9 y 10

12
1
1

1
1

~14+3=1
= 1}

= 15

= 8

=10

de la arborescencia



(7]

A Y

_.E:;uox

f
\
| (11]
'(23) ]

\-&'L\ -~ |(18)
-~
(10} - - o _

> /18]

En esta figura se cumple, para éodo arco, d(1)+d(1,j)3§(j). por
lo cual se concluye que la ﬂltimabarhorescencia es de ruta@ més
cortas. Por otro lado, puede notarse que la solucién Sptima no

e§ dnica ya que a(7)+44(7,8)=17-2=15=d(8) . S1 se remplaza el ar-
co (6,8), que es el dnico con extremo final 8 en la qrborelcep-

cia, por el arco (7,8), se cbtiene otra arborescencia dé rutas

[71 g -
(17}
14)

| Q)lwl

més cortas:
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Ejemplo 4. Considérese la siguiente red: .

.;hﬁuhniege]a arborescencia de rutasg mds cortas de rafz 1.

Dado que existen arcos con costos negativos ‘se utilizars el

-algoritmo general cuyo desarrollo es como sique:

Iteracién 1. Aplicando el algoritmo de Dijkstra ge obtiene

la siguiente arborescencia inicial:




donde el nOmero asociado a cada vé&rtice x, denotado [d(x)], es

la longitud de la finica ruta, del vértice 1 a x, en esta arbg

rescencia.

A continuacién se ca{cular& d(i) + d(i,3), para todo arco
(1,3} que no esté en la arborescencia, con objeto de verifi-
car la optimalidad. En la siguente figura se asocia a cada

arco {(i,j) el nGmero d(i) + d(i,j):

L7

DEERNTES

AEn esta £ igu i a existen dos arcos que permiten afirmar
que esta arborescencia no es de rutas mis cortas. En efecto,

" los arcos {3,2) y (6,5) son tales que.d(i) + d(i,j) <daf(j).
El Gnico arco, en la arborescencia, que fiene extremo final

5 es. (4,5). Remplazando este arco por (6,5), se obtiene:
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i

donde se actualizaron las etiguetas de los vértices 5 y 8. (ya
que las rutas de 1 a 5y de 1 a 8 contienen al vértice 5) de

acuerto con:

4(6,5) =9 -2+ 7 =14
9 ~14 a-~35

al = d(5) - d(e)
a(5) = d(s) - a’
a(s) = a(a)y - a'

L]

11 - 14 =-3

Iteracibn 2. Se verificar ahora la optimalidad de esta nue
va arborescencia. Asociado a cada arco (i,i) de la siguien-
te ied, que son los gue no estén en 1a arborescencia, se tie

ne el nimero a{i) + ali,j):
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‘ Los arcos que “rompen" la optimalidad de.la dltima arbores-
cencia son (3,2), (8,4) j (8,6). El Gnico arco con extremo

final 4 en la arborxescencia es (7,4). Itercambiando este

* dltimo arco por (8,4) se obtiene:
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Esta gr&fica no es una arborescencia puesto gue contiene al
¢circuito 4,3,6,5,8,4 y por lo tanto se concluye gue el pro-
blema no tiene solucifn. En efecto, obsérvese que dicho cir
cuito tiene longitud 10 ~ 9 - 7+ 24+ 1 =~ 3 < 0 y por lo
tanto no existe arborescencia de rutas mis cortas (problema

no acgtado).
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b. RUTA MAS CORTA ENTRE TODO PAR DE VERTICES.

Como se habfa mencionado anteriormente, una manera de resol-
ver el problema de las rutas mé#s cortas entre todo par de
vértices en una red R = [X,A,d] es encontrar la arborescen-
cia de rutas m&s cortas de rafz x para todo xeX. Sin embar
go, existen procedimientos m&s eficientes como el que se ex
podr& en esta parte del capitulo. El procedimiento que se
discute fué desarrollado por R. W. FloYd'(1962)‘y es aplica
ble a redes que admiten cualqhier costo en sus arcos. En
.dicho algoritmo se‘lupondrﬁ una numeracién de los vértices
de la red 1,2,.;;,h y se utilizar§ una matriz C, de orden
nxn, para calcular Las longitudes de las rutas més cortas

. entre cada par de vgrtices: al terminar de aplicar el algbf“
ritmo, la longitud de la ruta més corta entre ‘los vértices

iy j es dada por el elemento (i,j) de C.

‘En el algoritmo de Ployd,en h k-épim itenci&n se calcula la
longitud de la ruta mis corta entre i y j que puede admi-‘-f
tir a los primeros k vértices, o a algunos de ellos, como
vértices intermedios; este nimero se almacena en la entrada
(i,j) de la maériz C. Al inicio se asigna el costo del ai-
co (i,3), al elemento (i,j) de la matriz C, si itj; i di-
cho arco no exiate'entonces se asigna =, Los valores . de la

' diagdnil‘se:ln 0. ° Con &sto quedan calculiddas las longitu-
des 4p las rutas m&s cortas, entre todo par de vértices i

¥ j» que no contangan ningln vértice como vértice intermédio.

L]

17



Al principio de la k-&sima iteracidn, la entrada (i,j) de C
es igual a la longitud de la ruta mds corta, entre i y j,
que contiene a los primeros k-l vértices, o a algunos de e~
llos, como v&rtices intermedios., Durante esta iteracisn se
compara la longitud de esta ruta con la de aquélla £0tmada
por la uni§n de las rutas m&s cortas, que contienen a los
primeros k-1 vértices como vértices intermedios, entre i y
ky ky j; de esta manera se obtiene la ruta m&s corta, en-
tre i y j, que contiene a los primeros k vértices, o a algu
nos de ellos, como vértices intermedios. Proceﬂiendo de es
te modo se tendrd que, al final de la n-@sima iteraciQn, la
entrada (i,j) de C es la longitud de la ruta m&s corta, en-
tre 1 y j, que contiene a los primeros n vértices como vér-
tices intermedios o a algunbs de elloé; es decir, se habr§

calculado la longitud de la ruta mﬁs corta entre i y j.

Debe observirse que si, al finalizar de aplicar el algorit-

‘mo, alguna entrada de Ckes igual a w, 8sto querri decir

 _que no existe ruta alguna entre los vértices correspondien

teés. Por otro lado si‘ulgﬁn elemento de la diagonal dé c, -
suﬁdngase glf(i,i), es menor que cero en alguna itetaciQn,
se habr& encontrado una ruta de i'a i de longitud hegativa
(es decir, un circuito negativo). Luego, en este caso, el
problema no tiene solucién. Por ésto mencionado‘dlfimameg
te, este algoritmo sers de gran utilidad en problemas de
deteccifn de circuitos negativos.: A continuaci@n se descri

be detalladamente el algoritmo de Floyd.
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ALGORITMO DE FLOYD

Prop6sito. Obtener las rutas mds cortas entre todo par de

Vértices en una red R = [X,A,d) con n vértices
Descripcitn
ﬁaso i. Constrﬁyase la matriz C, de nxn, de elementos cijf
0 8ii =
cpy = 1" si (i,,j)lg‘A ‘
da(i,j) si (i,j)eA
H&gase k = 0.

Paso_ 2, Hacer k = k + 1, Para todo i % k tal que C, k ¥ w'T ’

y para todo j % k tal que ckJ % «, hacer:

Pagso 3, (i) si c’i < 0 para alguna i, terminar. En este
caso existe un 01rcuito negatlvo que contiene al vértlce i

‘y por lo tanto no hay solucidn.

(i) si Cyy > 0, para toda i, y k = n, terminar;

cij es la iongitud del camino mds corto de i a'j.

(iii) si ciiyg'o, para toda i, y k < n, ir al paso 2..
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Recuperacifn de las rutas

Para recuperar las rutas mis cortas puede construirse una
matriz A de dimensién nxn; el elemento aij de esta matriz
serd el predecesor del vgrtice'j en la ruta de i a j encon
trada en cada iteraciQn. Dada la definicign de A, sus en-
tradas se inicializar&n a4 = i; para todo par de vértices
i, j e X. A serS modificada en el paso 2 de la k-gsima

iteracién de acuerdo con:
akj si Cik + ij < cij

no cambia, si cij < cik + ckj

dﬁséificaéi6n'de1 Algoritmo

El algoritmo deiioydtermina en.exactamente n iteraciones,
donde n es el nﬁﬁero de vértices de_la red, a menos querteg
mine en el inciso (i) del paso 3; en éste dltimo caso, se
terminarf en menos de n iteraciones. Se mostra:S la optima

lidad por induccibn sobre el ndmero de iteraciones.

Al principio de la iteracién 1 (Paso 1) la entrada (1,3) de
la matriz representa la longitud de la ruta mis corta, que' |
no contiene ning@n vértice intermedio, entre los vgrticea
i y 4. Durtante el paso 2 de esta iteraci6n se realiza una

comparacién entre dicha longitud (cij) y la de aquella ruta
. !
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formada por la unién de la ruta entre i y 1 y la ruta entre
1y3jlc;,,+ Clj); de este modo se obtiene la longitud de
la ruta m8s corta, entre los vértices i y j, que no contie
ne ningGn vﬁttice intermedio o que contiene al vértice..1l
como intermedio. Supéngase que al final de la iteracién
k-1, cij representa la longitud de la ruta m?s corta, entre'
i y,j, gue contiene a los primeros k-1 vértices como vgrti
ces intermedios, 0 a algunos de ellos. Durénte el ano 2,
de la iteracibn k, se realiza la comparacifn entre esta dl-
tima longitud (Ciﬂ) y la devaquella ruta formada por la
uniQn de las rutas mis cortas, que admiten a los primeros
kfl,Qﬁrtices como vértices intermedios, entre i y k y entre
ky3d (cik'+ cki,' entonces, al final de ;e k-gsima itera~
ci§n, Cij-gs igual a la longitud de la ruta mis corta, en-
tre i ¥ j, que .contiene a los primeros k vgrticea como

inteimedios o a “algunos de ellos.

De lo anterior se concluye que, al final de la iteracién n,

) cij.es la longifud de la ruta mis corta entre los vgrtices

iy j. |
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Ejemplo 5. Considérese la siguiente red:

Determinense las rutas mis cortas entre todo par de vértices

utilizando el d],gofitmo de Floyd.

Iteracién 1. Las matrices C y A resultantes son:

I

0 3 ® ® @ 27 -

1 1 1 1 1 1
o 0 -1 w e 0 2 2 2 2 2 2
« ® 0 =2 o 5 3 3 3 3 3 3
C= A=
© ® = 0 ® 3 4 4 4 4 4 4
1 @ © 8 0 o 5 5 5 5 5 §
(e = w o 5 0] - |6 6 6 6 6. 6]

Se asignas k = 1 y se actualizan las matrices C .y A.
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o

c

52

“s6

= min {o, 1 + 3} = 4

=min {=, 1 + 2} = 3

agg = 315 = 1

Estos son los finicos elementos que se modifican puesto que

€y = para 1'7 2,3,4,6 y'clj = o, para j=3,4,5. Las ma-

trices resultantes son entonces:

[0 3

@ 0 ‘

® ™
C=

® @

1 4

@ o

®© © @ w
-] ®»
0 =2 o
w 0 =
. 8 0
' @ - §

O W W v o N

4

a U e W N
A WV e W N
I I TR R
N - .h< w N H_-

1
2
3
4
1
6

O 0N A W N =

O /

Puesto que'kr< n==6 y,Cii - 0,:para todo i, apn no se han -

terminado de

Iteracidn 2..

2]
"

Con ™

(2]
n

revisar las rutas.

 se asigna k = 2 y se actualizan los elementos -

nin {=, 3
nin {», 4

min {2, 3

min {3, 4

1}

1}

0}

0}

" 83

L)

83" ay; =2

853 = 853 = 2

no se modifica %6

no se modifiqa LT




Las matrices resultantes en esta iteracién son:

— - —

0 3 2 © © 2 1 1 2 1 1 1
® 0 -1 = © 0 ' 2 2 2 2 2 2
: @ @ 0 =2 w 5 3 3 3 3 3 3
C = A=
) © ® 0 o 3 4 4 4 4 4 4
1 4 3 8 0 3 5 1 2 5 5 1
= ® © ® 5 0] |6 6 6 6 6 6|

Puesto que k = 2 < n = 6 y Cy; ™ 0, para todo-i, se realiza

otra iteracién.

Iteracibén 3. Se asigna k = 3 y se actualizan los elementos

Ciq = min {», 2 - 2} = 0 a4 = 834 = 3
C; = min {2, 24 5) =2 no se modifica a;
Cz‘ = mip {w,=1 = 2} ==3 ; Ay ® 8y, = 3 ‘
Che = min {0,-1 + 5} = 0 no se modifica a5¢
Csq = mip {8, 3 ~ 2} =1 agq = a3, ™ 3,
Cs6 = min {3, 3+ 5) =3 no se modifica age

Las matrices resultantes de la tercera iteracién son:



0 3 2
L
[ o [1]
¢ =
o © Y
1 4 3
(o o

2

0
5
3
3
0

-y

-

T 1 2 3 1
2 2 2 3 2
3 03 3 3 3
4 4 4 a4 4
5 1 2 3 5
6 6 6 6 6

e

Como k < n, afin no se tiene la solucién. _‘4

O e A wN

Iteracién 4. Se asigna k = 4 y se actualizan los elementos

‘c16 = m;n'{z. 0+ 3}

C26 = min

036 = min {5""2 ”‘3} ;

' c56 = min

(3, 1+ 3}

i
w

i
-

- o se quifica a6

nQ se modificg a6

336 T %46 = 4

no se m§§i£ica 856

. En base a lo anterior se tienen las siguientes matrices.

—0 3 2

® 0 -1

Y o 0
e = '

- s ©

b 8 4 3

o w @

0O W W MO N

-

o e N

1
2
3
4
5
6

A N s W NN
N W e W W W
(- S B N U S N

- AGn no se ha determinado la solucibn ya que k <vh.x
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Iteracifn 5. Se asigna k = 5 y se actualizan los elementos

= min {=, 1 + 5}

61 =6 361 = 85y = 3
Cea ™ min {(~, 4 + 5} = 9 \ 562 = a5, = 1
Cez =min' {», 3+ 5} =8  agy=ag,=2
Ceq = min {», 1+ 5} =6 agy = 84 = 3
Ceq -'min”{o, 3+ 5} =0 no‘se modifica ag.
Se tiene entonces, que las nuevas matrices son:
-0 3 2 0 e 27 1 1 2 3 1 17
® 0 =1 =3 o 0‘ 2 2 2 3 2 2
s ®w_ 0 -2 © 1 3 3 3 3 3 4
C= A=
® o L 0 = 3 4 4 4 4 4 4
1 4 3 1 0 3 5 | 1 2 3 5 1l
|6 9 8 6 5 0] (s 1 2 3 6 .6

k < n, entonces se realiza otra iteracién.
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Iteracién 6. Se asigna k = 6. Se actualizan los elementos:

Cp; = min {0, 6 + 2} =0 no se modifica a)y
.Clz = mip {3, 9+ 2} =3 no se modifica a,,
€,3 = min {2, 8+ 2} =2 no se modifica a; g
C;q =min {0, 6 + 2} =0  no se modifica‘a14
C;g5 = min {=, 5+ 2} =7 a;5 = agc = 6
Cyy = min {=, 6 + 0} = 6 a21=a6'1=5
Cyn =min {0, 9+ 0} =0 no se modifica;azz
Cpy = min {-1,8 + 0} ==1 ﬁo se modifica §23‘
Cag = min {-3,6 + 0} =-3 no se modifica ayy
'025 = min {=, 5+ 0} =5 6251= 665 =6
: f Cay =4'{:‘z‘in {=, 6+ 1} =7 aj) =ag = 5 |
Cyp = nin {=, 9’+'1) =10 ‘asz = ag, = 1 B
caé = min {0, 8 + 1} =0 ‘v no se modifica~a33
c3; = min {-2,6 + 1}=-2 o se 'modifi'ga,au
.cas;; ﬁin.{w, S_f”i} =6 °35“?'365‘=‘é;‘
C‘1;= min {=, 6 + 3} =9 a i-asi -75 u'
C42 = min'{w,-9‘+ 3} =12 a‘z = asé =1
Cpy =min {o, 8+ 3} =11  a,y= ‘lsa -2
Coq = min {0, 6+ 3} =0 . no se modifica. a4
‘c‘5 =min {(», 5+ 3} =8  a,, =a =6
Cgy = min {1, 6 + 3} =1 no se modifica ag,
Cg, = min {4, 9 ;’3}”= &  no se modifica:asz
" Cg3 = min {3, 8 + 3} = ¥ ‘no se modifica-as3
"csi =rmin {1, 6.+ 3} =1 no se modifica a5y
'CSS,'-ﬁin {0, 543} =0 . no se modificg agg
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De lo anteriormente calculado, se tienen las siguientes ma-
.

trices C y A:

0 3 2 0o 7 2~1 M1 1 2 3 € 17
6 0o -1 -3 5 0 5 2 2 3 6 2
7 10 0 =2 6 1 5 1 3 3 6 4
cC = A =
3 12 11 o0 8 3 5 1 2 4 6 4
1 4 -3 1 0 3 5 1 2 3 5 1
6 9 8 6 5 0] 5 1 2 3 6 6

Puesto. que k = n = 6, la Gltima matriz es la matriz de lon-

gitudes m&s cortas entre todo par de vértices.

Para recﬁperar las rutas se utiliza la matriz A. Porvejng
plo, la ruta de 1 a 1 se obtiene de la siguiente manera:
El predeéésbr de 1l en la ruta l al es l; es decir, ge tiene
la rqta?vaéia’de_longitud 0. 1Lla ruté.ent:g'los vérticesf3_y.
1 se obtiene,del modo siguiente: el predecésor de'i, eh la
ruta de 3 a 1 es a; = 5; el'predecesot de 5 en la ruta de
3a 5‘es 35 = 6: el predecesor de 6 en la ruta de 3 a 6 es

= 4; el predecesor de 4 en la ruta de 3 a 4 es a = 3,

236 34
Entonces la ruta entre los vértices 3y 1 es 3, 4, 6, 5, 1
de longitud C,; = 7. Para encontrar la ruta de 6 a 5 se tie
ne: el predecesor de 5 en la ruta de 6 a 5 es 6; entonces la
ruta mﬁsvcotta entre los vértices 6 y 5 es 6, 5 de longitud

c65 =,5.  Andlogamente se obtienen las dem&s rutas.
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Ejemplo. 6. Determinense las rutas mSs cortas, entre todo

par de ﬁértiées, en la siguiente red:

'Iéériéidﬁ i;' Las mairices CyA iniciiles son:

0

1 -" ® 1 1 1
: 4 0 =1 = 2 2 2
. C =l o .
‘ -2 = 0 =1 .3 .3 .3
« .3 2 0 T
Se asigna k = 1 y se actualizan los elementos
C,; = min' {0, 4 +1} =0 no se modifica a,,

Cy, = min {»,-2 + 1} =-1 aj, =8, =1

Entonces las matrices resultantes song
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0 1 o« = 1 1 1 1

4 0 -1 = 2 2 2 2
C = A=

2 -1 0 -1 3 1 3 13

= 3 2 0 4 4 4

puesto que S > 0, para toda i, y k =1 < n = 4, afin no se

ha determinado la solucipn.

Iteracifn 2. Se asigna k = 2, Se actualizan los elementos

% -lmin {0, 14+ 4} =0 = no se modifica'a,,
C;3 = min {0, 1 =1} =0 a ;= az3v-_z

icﬁi = min {-2,-1+ 4} ==2 no se modifica ay
Cy; = min {0, -1~ 1} =-2 a,, - a,y =2
Cqp = min (=, 3+ 4} =7 °41'“2i" 2

Cq3 =min {2, 3 -1} =2 no se modifica a,,. -

Las matrices C y A resultantes en esta iteraciém son:

0. 1 0 o] 1. 1 2 17
4 60 -1 = 2 2 2 2
c= A=
-2 =1 =2 -1 3 1 2 3
| 7 3 2 0 | | 2 4 4 4J
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Obsérvese que 033 ¢ 0; luego, puede concluirse que el proble
ma es no aéotado puesto gue existe un circuito negativo que
pasa por el vértice 3. En efecto, este circuito puede ponég
se en evidencia utilizando la matriz A: el predecesor del
vértice 3 en la ruta de 3 a €1 mismo es ajy = 2, el predece-
sor de 2 en la ruga de 3 a2es a3, = 1, el predecesor de 1
en la ruta de 3 ales az = j; de este modo se obtiene el

circuito 3, 1, 2, 3 de longituad 033 = - 2,




Ejemplo 7. Considérese la siguiente red y determinense las

rutas ms cortas entre todo par de vértices.

Se utilizard el algoritmo de Floyd para la determinacién de

las rutas.

Iteracifn L Las matrices C y A iniciales son las siguiente#:

0 l =1 = 1 1 1 1

o 0 5 © 2 2 2 2
C = ’ A =

2 6 0 o 3 3 .3 3

© 3 -6 0 4 4 4 4

Sea k = 1. Se actualizan los valores de los elementos:
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€3y =

Ci3

Entonces, las

siguientes:

Iteracifn 2.
Ci3 =

C33 =

Ca3 =

=min {0, 2 -1} =0 no se modifica a

min {6, 2 + 1} = 3 aj, = a,, = 1

33

¢

matrices resultantes de esta iteracién son las

l -1 = 1 1 1 1

@ 0 5 = 2 2 2 2
A=

2 3 0 = 3 1 3 3

o 3 -6 0 4 4 4 4

Se asigna k = 2 y se actualizan los elementos:

min {-1, 1 + 5} a=1 no se modifica ay
min { 0, 3 + 5} =0 no se modifica a,,
min (-6, 3+ 5} ==6 no sq modifica a3

Luego, las matrices C y A no fueron modificadas durante ia

segunda iteracién.

IterédiGn 3.

i
€2 =

Can "™

Cay ™

Ca =

Cy2 =

Se asigna k = 3 y se actualizan los elementos

min {0, -1 + 2} =0 no se modifica a;,
min {1, -1 + 3} = 1 no se modifica‘a12
min {o®, 5+ 2} =1 a, =a3 = 3
min {0, 5+ 3} =0 no se modifica a,,
min.{m, “6 + 2} ==4 a,, =83 =3
min.{3, -6 + 3} =3 a,, =83, = 1
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Las matrices A y C resultantes son, respectivamente:

0 1 -1 1 1 1 1
7 0 5 © 3 2 2 2
C = A=
2 3 0 o 3 1 3 3
-4 -3 -6 0 3 1 4 4

Iteraci6n 4. Se asigna k = 4. En esta iteracifn no se rea-
liza ningGin cambio puesto que Cid = =, para i = 1,2,3. Enton
ces la fltima matriz C es la matriz de longitudes mis cor-
tas. El elemento aij de la ﬁléima matriz A es el predecesor
del vértice j, en la ruta mds corta de i a j, siempre y cuan
do Cij § =, Obsérvgse que, puesto que C;, = (para i=1,2,3);‘
entonces no existe ninguna ruta enfre_losvértices iy 4 (para -

i=1,2,3); ésto puede verificarse f&éilmente en la red.
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FLUJO MAXIMO

CAPITULO 3



3.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA
Un problema tipico de flujo miximo entre origen y destimo es el
siguiente: SupSngase que en un poblado s se dispone de cierto
producto. Este producto es demandado en un poblado t. Se re-
guiere obtener la cantidad m&xima posible del producto en t con
siderando que al transportarse, éste pucde pasar por otros pobla
dos que no tienen oferta ni demanda. Supfngase ademds que hay
una capacidad méxima de transporte entre cada par de poblados. A
este problema pucde asociarse la red R= EX,A,qj donde:

- X representa al conjunto de poblados,

-s8i1i, je X, (i,§) eA<e> es posible transportar el pro-

ducto del poblado i al poblado j.
- q: A-+R, donde para (1,5) €A, q (1,§) = éapacidad m&xima

de transporte del poblado ial poblado j.
Se desea entonces determinar la cantidad del producto a transpor-

tar del poblado i al poblado j de manera tal que -en t se obtenga
la m&xima cantidad posible de tal producto. Debe observarse que
la cantidad total que entre a un pbblado i, distinto de 8 y de ¢,
debe ser 1gua1‘a‘1a cantid&d ﬁotal que sale de &1 puesto que no
tiene oferta ni demanda; por'otro lado, la cantidad total qué se
obtenga en t debe ser 1gdq1 a‘la cantidad total que sale de s pues
to que no se genera ni se pierde el producto a través de la red;
por Gltimo la cantidad a enviar de 1 a j, para (i,j) ¢ A, debe ser
menor ‘o igual que q (i,j). En general, en una red R=EX,A,QJ, al
nfimero q (i,j) asociado a cada arco se le llama capacidad del arco
(i,7) v a la cantidad a enviar a través de &1 se le llama flujo a
través del arco (i,j). Un flﬁjo factible en R se define de la

siguiente manera:
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Definicifn. Un flujo factible en una red R = [X,A,q] es una
funcibn f: A+IR tal gque:

v, si i

=8
(i) £(i,3) - I f(k1)= A
jeri(i) keI ~(1) { 0, si i # 8,t
{-v, sii=t

(ii) 0 < f (i,j)< g (i,j), para todo (i,jle A.

Al nimero v se le llama valor del flujo £ y a las ecuaciones
(i) se les conoce como "ecuaciones de conservacién de flujo";
a los vértices s y t (Gnicos con oferta y demanda respectiva
mente) se les llama origen y destino respectivamenté. Por co

modidad de notacién se utilizar§ fij y qj 4 para denotar £

(i,3) y q{i,)) respectivamente,.

Se dice que un flujo f es méximo, si es de valor miximo; es

decir, si genera el mayor valor posible de v.

Para exponer el método de solucifén para el problema son he-

cesarios los siguientes cohceptos:

Sea R = [X,Aﬁﬂ una red y sea £ un flujo factible definido en
ella. Sea C = (s=il, a, 12,.a2,..,,ik,lak, §k+1=t) una ca-
dena de s a t y sean F y B dos subconjuntos de arcos de C

tales que:

. aj eF <=>,aj = (ij, 1j+l)

| ay eB <=> ay = (ij+1, ij )
Es decir, los arcos de F son aquellos arcos de C que tienen
el sentido de s hacia t; los arcos de B son aquellos arcos de
C que tienen el sentido inverso. En base a esto considérese

la siguiente definicibn.
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Defihiciﬁn. Una cadena de s a t es aumentante si fij < qij
para todo (i,j)eFy %j > 0 para todo (i,j)e B. Recibe el nom=- -
bre de cadena aumentante ya que a través de ella puede enviar-
se flujo de 8 a t construy&ndose, de este modo, un flujo facti
ble de mayor valor. Las cadenas que se muestran en las figu-
ras l(a}), l(b)ky 1(c) son aumentantes; la cadena de la figura
1(d) no es aumentante. Puede verificarse ficilmente que se
construye un flujo factible f' de mayor valor que el flujo
factible f definido en las primeras tres cadenas si se proce-
de como sigue:

£, = fi3 + z, para todo (i,jle F

£i; = £45 - 2, para todo (i,jle B

dbnde z es una cantidad tal que fij +2z < qij' para todo (i;j)eF,
Y fij - 2z > 0 para todo (i,j)eB. Nbtese que si v es el valor
de £ entonces el valor de £' es v + z. Puesto éue se desea el
flujo m&ximo es importante calcular el mayor valor posible de
z:_eéta cantidad se conoce como capacidad incremental de la

cadena.

Définicidn. La capacidad incremental de una cadena aumentante
C es la m&xima cantidad de flujo que puede enviarse afn a?tri-
vés de ella de s a t; sé denota con q(C)-, En base a la maneré
de incrementar el flujo expuésta anteriormente,q(C) se calcula:
q(c) = Min { Min  {q,, - £;5], Min '[fﬁl}
(i,3)eF (i,j)eB
Las capacidades nmentalesdehscadmasdelas figuras l(a), 1(b) v
1(c), son 3, 5 y:lxespannyansne
Antes de exponer el mEtodo de soluciSn para el problema del flujo miximo se
demestra un tecrema que serviar§ para justificar dicho método. |
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Pigura 1.

En las siguientes cadenas la pareja de nfmeros asoclada a cada arco es (fij' qij)'

(a) Flujo inicial:

‘ (3, 8) 0 (6, 9’) a (6, 10) 0

Flujo actualizado:.
° (6, 8) e (9, 9) | v (9}, 10) '

(b) Flujo inicial:

.((55)@<(68) :(59) :

Flujo actualizath:

° (0, 5) ° (i,s) ‘(0,9)

(c) Flujo inicial:

23 ~ @3 N~ L3 (1, 3)
Flujo actualizado:

O O O e O O,
3 3 a, 3 (0, 3 2, 3)

(@) Plujo inicial:

; 3, é) o (3, 3) O 4, 4) 0 (5, 10) °
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3.2 TEOREMA DE FLUJO MAXIMO - CORTADURA MINIMA.

En vista de los conceptos de cadena aumentante y capacidad
incremental puede concluirse que un procedimiento natural
para determinar el flujo midximo en una red es encontrar ca~
denas aumentantes en &sta e incrementar el flujo a través
de ellas lo mds que se pueda. Sin embargo, se requiere una
herramienta que indique cufndo se alcanza la optimalidad.
El teorema que se demuestra en esta seccifn proporciona di=-

cha herramienta; antes, considérese lo siguiente:

Sean R = [X,A,q) una red y NX. Sea N = X - N. Se denota
con (N,N) al conjunto de arcos que tienen un extremo en N

y el otro fuera de N.

Défihiciﬁn. El conjunto de arcos (N,N) es una cortadura de
R si seN y teN, donde 8 y t son el origen y el destino de .
R. Obsérvese que si se remueve este conjunto de arcos de R

ya no existe camino aiguno de s a t.

Défiﬁicién. La capacidad de una cortadura (N,N) es la su-
ma de las capacidades de los arcos gque la forman. Una cor-

tadura minima es aquélla con minima capacidad.

Existen ciertas relaciones entre cortaduras y flujos en una

red. Una de ellasse demuestra en la siguiente proposicifn:

Pioggsiéidn. Sea R = [X,A,q] una red. Sea f un flujo fac-

tible de valor v y sea (¥,8) una cortadura de R. Entonces:
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v < g (NN)

Demostracifn. Sumando las ecuaciones de conservacibn de

flujo para ieN se tiene:
Va

v I b) f'j - k I £. =

;i I £,
ieN  jert(i) ieN ker~ (i)kt

= L f,.,+ L f,,- EEf - LE .=
ien i3 ieN 9 ieN ki, icN ki
jeN JEN keN keN

= L f,.- L fk.
ieN M qen *t
jeN keN

Por otro lado se sabe que 0 < fij < qij para todo (i,jleA,’
entonces: '
v= L f..- £ .< Lf.< Lq.=qg(NN)
ieN 13 deN ki ieN 19 7 ieN 13 :
JeN keN jeN , JeN

con lo cual queda demostrada la proposiciGn. |

Otra de las relaciones imbortantes entre flujos y cortadu-

ras se establece en el siguiénte teorema que, como se habia
indicado anteriormente, proporciona una.herramienta de opti
malidad para el problema del flujo mdximo. En este teorema
se afirma que el valor delflujo miximo es igual a la capaci
dad de la cortadura minima. La demostracifn del mismo es

cénstructi?a y dﬁrante ella se propone un método para incre
mentar el flujo; poxr &sto se contar& no s6lo con una herra-
mienta de optimalidad sino también con un algoritmo para la

éoluci&n del problema.
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Teorema. (Flujo miximo~cortadura mfnima). En una red
R = {X,A,q) el valor del flujo mximo es igual a la capaci-

dad de la cortadura mfnima.

: behostraciﬁn. En vista de la proposicifn anterior, basta

demostrar que existe un flujo factible en R con valor igqual
a la capacidad de una cortadura de R. Para ello, considé-
rese cualquier flujo factible f en R y constr@yase una cor-

tadura aplicando el siguiente procedimiento:

" (i). Sea N = {s}

“{ii). Si ieN y fij < 94 © fji > 0, agréguese j a N.
Repitase-(ii) hasta que no pueda agregarse vértice alguno
a N. Pueden presentarse entonces 408 casos: o0 bien teN, o

bien t4N,

Qggg_l. Si teN entonces, dada la construccibn de N; existe
"una cadena C de 8 a t tal due fii < qij' p&ra todo (i,3j)eF,
'y fij > 0, para todo (i,j)ecB: entonces esta cadena es aumen
tante y por lo tanto puede constrp!tse un flujo mejor. En
efecto, sea q{C) la capacidad incremental de C y redefinanse

£ y v como sigue:
fij + q(c,' para todo (ilj)EF
= fij - q{C), para todo (i,j)eB

4 en otro caso.

ij

v=  v+g(c).
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¢
Obsérvese que f es un flujo factible de valor v.

Constrfiyase de nuevo el conjunto N con el procedimiento (i),

(ii) utilizando este flujo de mayor valor.

Caso 2. Si t¢N entonces (N,N) es una cortadura de R. Por
construccién se tiene que fij = qij' para todo (i,j)e(N,ﬁ),

y fij = 0, para todo (i,j)e(N,N); entonces:

ve I f .- Ef .= Lqg,.=q(NN)
icN 13 gen kb gy id '
jeN keN jeN

Bajo el supuesto de que q;4 es entero, para todo (i,3)eA,
en el caso 1 se incrementavel flujo en al menos una unidad;
por esta razbn el flujo méximo gse obtiene en un ndmero fi-

nito de pasos. Con esto queda demostrado el teorema. |
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3.3 METODO DE SOLUCION Y JUSTIFICACION.

El método que se describir8 para resolver el problema del flujo
méximo es el algoritmo de Ford y Fulkerson y consiste, a grandes
rasgos, en lo siguiente: Se inicia con cualquier flujo factible
Primeramente se etiqueta el vértice origen s con dos etiquetas
(s, =] indicando que en este vértice se dispone de cualquier can
~ tidad de flujo. Despuds, si j es un vértice etiquetado Yy puede
enviarse flujo de j a i, i recibe dos etiquetas [+ j, £(i)]. La
primera etiqueta seri de la forma + j si 1er+(j); es decir, si
puede aumentarse el flujo a través del arco (j, i). Sers de la
forma -j si iel' (j); es decir, si puede disminuirse el flujo a
través del arco (i,j). La sequnda etiqueta es la cantidad de
flujo que puede enviarse de j a i y se calculari por tanto como
el minimo entre £{j) y h, donde: )
Q.. - £ si iert(9)

ji ji’

£ siierT(3)

Debé observarse que si h = 0 no puede enviarse flﬁjd de j ai
por 1o cual no se etiquetars i con (=3, £(1)1. ‘
Este proceso de asignacidn de etiquetas a vértices se repetir8
mientras sea posible. Si el vértice destino t recibe e£iquetas
entoncea,.dﬁdo el modo de etiquetar, existe una cadena aumentan
te de 8 a t con capacidad incremental igual a £(t) y po:mtanto '
se proceder8 a determinar &sta, con la ayuda de la primera eti-
queta, y se actualizar8 el flujo a través de ella. Si, por el
contrario, t no recibe etiqueta alguna, entonces se habr§ deter

minado el flujo m&ximo. Para justificar esto d1timo cohsidére-
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se el conjunto de aréos que tienen extremo inicial etiquetado

y extremo final no etiquetado; este conjunto forma una corta-
dura de capacidad igual al valor del dltimo flujo definido y
por lo tanto é&ste es m&ximo. En efecto, nftese la similitud

dec este algoritmo con la demostracién del teorema flujo méximo-
cortadura minima. El conjunto N que se define durante esta de
mostracién corresponde al conjunto de vértices etiquetados ya
que se construyen de la misma manera. Por esta misma razdn,

la justificacién de optimalidad y convergencia del algoritmo
est8 dada por dicho teorema. Adem&s, en vista de la defini-
cién de N (o de la manera de etiquetar vértices), el algoritmo
servird también en casos donde sea de interés determinar la cor

tadura de capacidad minima.

Es‘importante observar que el algoritmo converge sélo si las
capacidades para el flujo en los arcos son enferas; sin‘embar-
go, en casos donde las éapacidades‘séan racionales, pueden trans
formarse &stas en enteras multiplicﬁndolas poxr 1aApotenciavde
10 adecuada. De este modo; el qlgotitmo puede utilizarse tam-

bién en estos casos.
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ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON

PropSsito. Determinar el flujo miximo entre origen y destino

en una red R = [X,A,q]

6.

Descrigcién

Iniciar con cualquier flujo factible £

Etiquetar en origen s con (s, =}

Elegir un vérticé etiquetado y no examinado; sea j é&ste
vértice y sean [ k, £(j)] sus etiquetas.

{i) A todo iePf(j) que no esté etiquetado y tal que fji <
qji asignar la etiqueta [+j,f (i)], donde £(i) = pin
(£, ayy = £5,)- |

(ii) A todo iel'” (j) que no esté etiquetado y tal que
fij > 0 asignar la etiqueta [-j, £(i)], donde £(i) =
min {£(j), fij}

- Se dice ahora que el vértice j ha sido examinado -

Repetir el panolj hasta que suceda (i) o (ii):

. (1) El vértice destino t no tiene etiqueta y todos los

vértices etiquetados han sido examinados. Terminar ya

que el flujo factible f es m&ximo.

(ii) E1 vértice t recibe etiqueta. Ir al paso 5.

Sea x = t.

(1) si' la etiqueta de x es de la forma [+z, £(x)] hacer
»fzx = fzx + £(t)

(ii) Si la etiqueta de x es de la forma [-z, f(x)] hacer
I £(t)

Si z = 3, borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2.

Siz# 8, hacer x = z y regresar al paso-S.
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Justificacién del algoritmo

Como se habfa mencionado anteriormente, la justificacifn del

algoritmo queda dada por el teorema de flujo mi&ximo-cortadura

minima. |

Cortadura minima

Al termihar de aplicar el algoritmo t no tiene etiqueta; luego,
la cortadura de capacidad minima est8 dada por el conjunto

arcos:

(N,N), donde N = {xcX | x tiene etiqueta)
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Ejemplo 1. Determinese el flujo mdximo de s a t en la sigulente
red mediante el algoritmo de Ford y Fulkerson. El nimero aso-

ciado a cada arco representa su capacidad,

Se aplicard el algoritmo utilizando inicialmente un flujd igual

a cero a través de todos los arcos de la red.

Iteracién 1. A continuacién se muestran las etiquetas asignadas
a los vértices durante esta iteracién. Los ndmeros asociados a

cada arco son el flujo a través de &l y su capacidad,

(#s.2] #1,7]

4.2
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Primeramente se etiquet6 el vértice s con [5,%], después se
calcularon las otras etiquetas conforme a los pasos 3 y 4 del

algoritmo.

Se elige el vértice s puesto que estd etiquetado pero no exa-
minado., Los sucesores i de s no etiquetados y tales que

fsi<qsi son 1 y 2, por lo que:

1 recibe etiqueta [*+s, min {=,2]]
2 recibe etiqueta [+s, min {»,67]

El vértice s ha sido examinado.

Se ‘elige el vértice 1 puesto que estd etiquetado pero no exami-
nado. Los sucesores i de 1 no etiquetados tales que

f11<qli son 3 y 4, por lo que

3 recibe etiqueta (#1, min {2,3]]

4 recibe etiqueta [#1, min {2,2]]

El vértice 1 ha sido examinado.

Se elige el vértice 4.
El sucesor i de 4 no etiquetado y tal que f41 <4,y es t, de donde:
t recibe etiqueta [#4,Z] |

El vértice 4 ha. sido -examinado.

Puesto que el vértice t recibif etiqueta existe una cadena aumen
tante de s a t. Se détermina ésta y se actualiza el flujo a tra-

vés de ella en los pasos 5 y 6 del algoritmo:
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X = t , su etiqueta es E-4,2], entonces f4t = 2
2

»
f

= 4 , su etiqueta es [}l,gj, entonces f

14
= 1 , su etigueta es [}s,@], entonces f51

2

E
[

Con este nuevo flujo de valor 2 se realiza otra iteracién.

Iteracién 2., Las etiquetas resultantes de esta iteracidén se

muestran en la siguiente red:

E'4:2:] EM,I]

De nuevo, se etiquetd s con [8,%]. Después:

Se elige el vértiée S.
El vecino i de s no etiquetado y tal que fsi.éqsi es 2, de donde:
2 recibe etiqueta [+s, min {=,67]

El vértice s ha sido examinado.

Se elige el vértice 2. v
El @nico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y‘fz4 <doy pd; lo que:
4 recibe etiqueta [+2,min{6,4]].

El vértice 2 ha sido examinado.
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Se elige el vértice 4.

El sucesor i no etiquetado de 4 tal que f4i<q41 es 3, de donde:
3 recibe etiqueta [+4,{min 4,17].

El predecesor de 4 no etiquetado es 1 y f14 >0, de donde:

1 recibe etiqueta [-4,min{4,2}]}.

El vértice 4 ha sido examinado.

Se elige el vértice 3.
El sucesor no etiquetado de 3 es t y f3t'<q3t’ de donde:
t recibe etiqueta [+3,min{1,8}].

El vértice 3 ha sido examinado.

Puesto que t recibif etiqueta existe una cadena aumentante de
s a t con capacidad incremental igual a 1. Se determina ésta y

se actualiza el flujo a través de ella:

x =t , 8u etiqueta es E}B,@], entonces f3t =

x = 3 , su etiqueta es [+4,1], entonces f44 =

=
i

1
1
=.4 , su etiqueta es E}Z,{], entonces f24 = 1
1

»
[
n

= 2 , su etiqueta es [#s,6], entonces 0N

Con este nuevo flujo'factible de valor 3 se realiza otra itera-

cién.
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Iteracién 3. De nuevo, las etiquetas asignadas se muestran en

la siguiente red:

F4.2] f1,2]

—

(s, 5]

De nuevo, se etiquet6 s con [§,%]. Luego:

Se elige el vértice s,
El sucesor de s no etiquetado es 2 y f52< dgos entonces:
2 recibe etiqueta [+s, min{x,6~1]].

El vértice s ha sido examinado.

Se elige el vértice 2.
El sucesor no etiquetado de 2 es 4 y 524 N CPYY, entonces‘:
4 recibe etiqueta [+2, min 5,4-1]].

El vértice 2 ha sido examinado.

Se elige el vértice 4.

El predecesor no etiquetado de 4 es 1 y f14 >0, luego:
1 recibe etiqueta [-4,min{3,2]]. .
El vértice 4 ha sido examinado.

11



Se elige el vértice 1
El sucesor no etiguetado de 1 es 3 y f13< d;3s Por tanto
3 recibe etiqueta [}1, min {2,3]].

El vértice 1 ha sido examinado.

Se elige el vertice 3
El sucesor no etiquetado de 3 es t ¥y £3t <44, POr tanto
t recibe etiqueta [+3, min{2,8-1J].

El vértice 3 ha sido examinado.

" El vértice t recibi6 etiqueta por lo cual existe una cadena
aumentante de capacidad incremental 2. Se determina &sta y se

actualiza el flujo.

» su etiqueta es [+3,Z] , entonces t:“; =142 = 3
, su etiqueta es [+1,2] , entonces f£,, = 2
su etiqueta es [=4,7] , entonces f14=2-2=0

» 8u etiqueta es [+2,3] , entonces £,, = 142 = 3

B
[T - W
-

» su etiqueta es [¥s,5] , entonces f.z = 142 = 3
Con este nuevo fiujo factibl& de valor 5 se realiza otra iteracifn:

Iteracifn 4. Las etiquetas asignadas se muestran a continuacién.
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De nuevo la etiqueta de s es [8,%], después:

Se elige el vértice s

El sucesor 1 no etiquetado de s tal que fsi< dg4 ©8 2, por tanto:
2 recibe etiqueta [+s, min{»,6-3F].

El vértice s ha sido examinado.

Se elige el vértice 2.
El sucesor no etiquetado de 2 es 4 y f24 <dyyv de donde:
4 recibe etiqueta [#2, min {3,4-3]].

El vértice 2 ha sido examinado.

Se elige el vértice 4,
Ningdn vecino de 4 puede recibir etiqueta.

Todos los vértices etiquetados han sido examinados y ﬁ AO'reci-
bi6é etiqueta. Por tanto, el dltimo flujo es mdximo. Por otro
lado, el conjun£o de vértices etiquetados es N = {8,2,4}; pdr lo
.’ ténto, la cortadura minima es (N,N) B‘{(s,l), (4,3) y (4,8)}.
Obsérvese que su capacidad es q(N,N) = 2+1+2 = S‘gug es‘igual
_al valor del flujo m&ximo. . k
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Ejemplo 2. Un gran nlGmero de personas viajan en automévil de la
ciudad A a la ciudad B. Las rutas posibles se muestran en la
red siguiente. El departamento de policfa de caminos desea cons
truir suficientes casetas de inspeccién de tal manera que todo
automévil pase por al menos una de ellas en su trayectoria de

A a B, El costo de construccién de las casetas varfa segin su
localizacién; el costo asociado con cada tramo se proporciona en
cada arco de la red (en millones de pesos). Determinese dénde
deberdn colocarse las casetas si se desea incurrir en el minimo

‘costo. ' .

Obsérvese que, en términos de redes, se desea obtener un con-

junto de arcos (tramos donde deber&n construirse las casetas)

de manera tal que si se eliminan esos arcos de la red ya no exis
tan caminos de A a B (es decir, todo automévil debe utilizar al-
guno.o algunos deiestos arcos en su trayectoria); este conjunto
de arcos forma entonces una cortadura de la red. Por otro la-
do, se desea incurrir en el mInimo costo; debe determinarse en-

tonces la cortadura de minimo costo. Si se consideran los costos
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de los arcos como capacidades de un cierto flujo a través de
ellos y se determina la cortadura de capacidad mfnima, es claro
que 8sta corresponde a la de mfnimo costo. Para ello se deter-
minard el flujo m&ximo de A a B mediante el algoritmo de Ford

y Fulkerson.

Iteracién 1. Se aplicard el algoritmo con el flujo factible ini
cial de valor 11 definido en la siguiente red. Los ndmeros aso
ciados a cada arco son el flujo a travé#s de &1 y su capacidad. -
Las etiquetas asignadas a cada vértice durante esta iteracidn

‘tambi&n se muestran en la red.

[=,27] [+3.1]

Puesto que f(B)=2 existe una cadena aumentante de capacidad in-
cremental igual a 2; ésta es: A,3,5,B. Actualizando el flujo
a través de esta cadena se obtiene el definido en la siguiente

red.
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Iteracién 2. De nuevo se asocia a cada vértice su correspon-

diente etiqueta.

[ 8]

'En esta iteraci8n el vérxtice B no recibid etiqueﬁ; por lo tanto
es‘. flujo de valor 13 es el wiximo. zl'conjunto de vértices

" ‘no etiquetados es N = (a,2) por lo que 1a cértadura de capacidad
minima es (N,N} = {(A,1), “(A.3). (2,3)} de capacidad q(N,N) =
4+6+3 = 13, Por tanto, la solucién para el problena del depar-

N

_tamento de policfa de caminos es construir las cauit_qn de ins-
pgccidn_an los tramos {A,1), (A,3) y (2,3 con un coatddc_conl-

trucci6n de 13 millones de pescs.
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ijglo. 3. Determfnese el flujo m&ximo en la siguiente red
a bartir del flujo !aciihlo detinido en ella:

i1, 20

Los niseros asociados a cada arco son el flujo a través de 61 y

su capacidad.
Obsérvese primeramente " el valor d.f este flujo es v=4.

Iteracién 1. Las etiquetas alignadal a lo. vérticel durante esta

iteracién se muestran en la niquientc redx

CEmy [-lil o

A7 3, NS (n. \7/ ‘ ' S
e [}3 . o , .




W

| *E'_'ﬂ

Puesto que f(t)”= 5 se ha determinado una cadena aumentante con

~ capacidad incremental igual a 5 unidades de flujo, esta es:

s, 1,3,5,t, Actualizando el flujo se obtiene el definido en la

siguiente red.

Iteracidn 2. De nuevo se asocia a cada vértice su correspondien

te etiqueta: -

O B8 [

""(11 20) " J

Elﬂ'.’h [éﬂ Fod

Puesto que f(t)=1 se ha determinado ‘otra cadena aumentante con |

7 capacidad incremental‘igual a 1— ésta es: 8,1,2,4,7, t.‘ Actuali

zando el. flujo se. obtiene el definido en la siguiente red.

Iteracién 3. De nueVo}-e‘asocia ATCAda vértice‘su etiqueta.




En esta iteraciOn t no pudo ser etiquetado. Luego este flujo

‘de valor 10 es méximo. Fuesto;qu’e el conjunto de vértices eti
quetados es N = (l}.-Ala cortadurahtnima est;& dadq porrz (N,N)=
'{:(-,2’)}1 ‘d_e capacidad igual a 11.0,-‘ T




- 3.4 VARIANTES DEL PROBLEMA

En esta parte del capitulo se analizan tres variantes del pro;-

- blema del fl_ujtp’hlxino en una red. El_u'-' ‘ldn‘:

H
(a) Exilten en la ud varios ongonen o dutlnon. ‘ .
(b) Algunos vértices en la red tienen capucidad m(xima para el ,
flujo. que pasa por ellos. . '

. (e) Los arcos de. 1a red tienen cotas infcrioru para el nujo a_ ‘;

tnvh d. ellol .

':Cada uno dc uto- pxoblms serd rducido .l problm tratado

“en las tru uccionu nnter.tore- por " lo cunl 10- ndtodo- do so- i

'-lucidn vaturln nny poco del algoriuo do !'ord y rulkenon' !

“‘\'('a)» Cnd‘ddhdro’idlte‘n varios .or’! anes

‘ VIKSnpéngau quo 1: ted R = [},A,q‘_l ttem l" " -

1g¢nol: ll,lz, ....l

Supdngne que a :I.a red R u

_ ‘ todos los destinos.
'illaaocia 1. red lt' - [3': A', 9] d°"d“ -

x' - xn{-,t}

e [age s, j)a i IR
qi"(l. '),j);-g[ 13

w,lii-loj
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Obsérvese que entonces el problema se reduce a de_tetl:ll(arvel

flujo miximo de s a t en 1a red R'. En efecto, una vexr gue se
detem;xie‘ dicho flujo en R*, bastars con definir ‘en'n vex_ e

4 flujo dcfinido en 10- bnr"col de A en R*. Por tlnto. pu'a n-ol .
_”;vor este tipo de problau. pucde utinzaru el nlgoum de

Ford y mlk-uon sin lo(unacxdn alqnna

.(b) caso donde de_se pgniten c }Cidldel en vé:t!.cu. . 3

SeaR= “E,A.q,l_:'_] una ud en 1a cual se lnn defl.nido una funeiﬂu‘
9, que uoc:l.a a cuh areo a capleidnd el flujo a :tuvu aa u.,
Y unn fuueidn k qu nocu a cuh vért:lce 1a upuid.d'dol ‘£1uj

. _7quo puodo pulr por dl.. Un nujo !act:l.ble ! e R: u 'm
.‘junl !unc:l.dn, nmindl l 10- d-nto- d- A, qn- c\ql los pan-
B _t-‘“_tOI )y (11) dc la -oc:ldn 3.1 Y -d-ll:

<k v tx
er () “_ (i) plntodoi

u;ﬁdotu-im o !l.ujo -lﬂ.n‘,dn
onlidltu. \llll tcd l' coumm de:las

supcnqno quo e @
i red R.- Pan utoh"‘u :
;‘guiont- mn: A cada vtrtico J. dol. con clpacullll finita, S
".‘vf“‘rtupondc un arco (1 ; 1*) nn I' m GINGW N”l ‘todo. los. " ';




definido en esta red, puede definirse otro del mismo valor en
la red R y viceversa. En efecio, si £' es un flujo factible de
: '
1 = — =
valor v en R' y se define £ como fki = fki Y fij fi*j , para
todo ieX con capacidad finita, y fij = fij’ en otro caso, es fd

cil verificar que f es un flujo factible en R. Si 1eX tiene ca

:pacidad k(i) y V es el conjunto de vértices de R', se tiene que: .

£, - £.= J f - ¥ f.._ =
jzx ij kgx ki jgv 1] yey M
v 8l i=g28
J €. -f_+={0 siitst
jhy Fity T Famy
~v . sii=t¢t

Por:otro lado:
) £ ;g £, k(1)
L gy = - = Es
jer-(i) It gey 3T 1L '
iludgd, f es un flujo factible de valor v en R. Deteihinar el

'1'£1ujo m!ximo en R es equivalente entonces, a determinarlo .en R'

‘Por tanto, puede concluirse, de nuevo, -que para resolver este

'? t1po ‘de problemas puede utilizarse el algoritmo de Ford 0%

'f~Pu1kergon.

,,.Por dtlimo, es importante observar que, en este caso, 1a corta-

'*‘dura de capacidad minima de R’ puede corresponder a un conjunto

.j'de nrcol y vértices de R. B
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(c) Caso donde se permiten cotas inferiores en los arcos.

En la pr&ctica es necesario, algunas veces, asoclar una cota
inferior al flujo a través de un arco. Por ejemplo, si la red
representa un oleoducto, puede tenerse interés en enviar no me-
nos de cierta cantidad de flujo puesto que no valdria la pena
incurrir en costos de envio de una cantidad muy pequefia; en ’
este caso se asocia como cota inferior la cantidad mfnima de
flujo deseada. Una cota inferior puede representar también una

demanda  por satisfacer.

" Considérese una red R = [},A,r,q] donde g es la funcién de o
capacidad de flujo asociada a los arcos de R y r es una funcién
que asocia, a cada arco (1i,j) de R, la cota inferior Ty pé;mi— '
tida para el flujo a través de (i,j). En este caso se tiene un -
flujo factible f si se cumplen las ecuaciones de conservacién -
de flujo 'y rijifij <9y4, Para todo (i,j) ¢eA. NOtese que, de
hecho,:el problema tratado en las primeras tres secciones es un

~ caso particular de Sste (r;4y = 0, para todo (1,3)eA) .

El primer problema que surge cuando se intenta maxiﬁizar el flg
jo del origen al destino en una red con estas restricciones.es

determinar un flujo factible inicial; claramente, en estos ca-k
»sos, un flujo igual a cero a través de todos los arcos no ea

factible,

Para determinar dicho flujo factible se utilizarf la red

R' = [xuis',t'}, AUA'U((t,8)},q"], donde:
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- Para todo (i,j)ed, si Tyy 4 0, se definen los arcos (s',3),
(i,t')er’

- qij == qij - rij' para todo (ipj)CA
1]

- qt. = -
- Para todo (i,j)eA,si ’13* 0, se define qs j= qit' = r1J |
- lLas cotas inferiores para el flujo a través de los arcos de

’R' son todas O,

S1 para algdn icX existen varios arcos de la forma (i,3) con
5 % 0 se define un s6lo arco (i,t') con c#pacidad q;t. 19“'1,
a la suma de las cotas inferiores de estos arcos.  Andlogamente
se procede si exiltef\ varios atcos de la forma (k,1) ¢on

Tyyq % 0, para algdn deX.

‘81 el flujo méximo de s’ a t', en la red R', tiene valor "igﬁal

'a la suma de las cotas inferiores de los arcos de R',‘.pu'ede de-
mostrarse que exiuie un flujo factible en Ry; Esto se hard ‘en
el teorema que a continiucidn lc emméia. Elté relulﬁado se

: _vd-nastn oonltxuctivanente propo:clonando u! una: manera de ob

tener cl fl.ujo lnctible delndo. ;

'l'sotnl. 80! Fel flujo u&xj.lo de valor v' en R' y sea Pts el
flujo a través del arco (t,s). Si v'= (ixj)cArij entonces existe
un flujo factible de valor ‘Foq € R. !
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Demostracidn. Por ser F un flujo factible en R', se tiene que

v', si i=s!

(i) F - F ={— 0, si i#sg', t!
| jZF+(i) 1] kzr'(i) ki t
L=v', 81 i=t'

(11) Of_Fijf_q;j, para todo (i,3)eAUA'U{(t,s))}

Por otro lado; por ser v' = f r,; se tiene que el flujo
| (1,j)en 1
a través de los arcos de la forma (s8',3) y de la forma (i t')

es igual a la capacidad de dichos arcos.

El flujo f definido como f j ij ij’ para todo (i,j)eA, eq'

factible de valor F en R. Para probar esto se debe verificar

que se cumplen:

Fts,'si i¥n_.
(a) £.. - £, . = 0 , si ifs,t
j§r+(1) 13 er‘.(i) ki ,
S -Ft', si i=t

(b) r‘j,jf.fijiqijl' péra todo (i,j)ea
Primeramente se probarf (a) para ifs,t:

§ o E T Tt e a7t ™

jgtvPij * P - kzs.’ki = Fgiy = jz Fig = [Fke =0 (por "1"’_-
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Ahoxa, si i=s:

§ st - k;t Frg = Fgg (por (1)).

Anflogamente se prueba la ecuacién de conservacién de flujo para t.
Para probar (b) se tiene que, de (ii):
O+ r

ijirij +r

13915 * iy
pero fi.j = Fij +'rij y qij ='qij - rij' por tfintoa
Tig Py Sy
Luego, £ es un ‘flvuj'o factible de valor F.g en R por 1o cual el

teorema queda demostrado. |

. Por otro lado, debe observarse no siempre existe un flujo factible,
en redes con estas caracter!sﬁicas. Se utilizar& de nuevo la red
R' para detectar cufindo no existe solucién. Esto se harf en el

" siguiente teorema.
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Teorema. Sea F el flujo mdximo de s' a t',
de valor v' en R'. Si v' 4 ) r 4. enton

“uj)EA
ces no existe ningdn flujo factible en R.

Demostracién. La demostracién del teorema
se har& por contradiccién. Supd_néase que
existe un flujo factible de valor v en R.
Entonces se cumplen: -

v, 8l i=8
(1) :); :11 - E fi4 = 0, si its,t
‘ ' -v , sl i=t

(41) ryy<fyy4<4;4 » para todo _(1’,3)_53.‘ ,
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Deffinase el fiujo F en R' como sigue:

Fij = fij - ryy, para todo (i,3j)Ea

Feg =V

Fler= g Tyqe donde r y es la cota inferior de los
arcos de la forma (1,3j)eA

Fs'j= E rkj’ donde 'kj es la cota inferior de los

arcos de la forma (k,3)cA

Primeramente se mostrard que F es un flujo factible en R' de

valor v' = Para ello debers verificarse que se

...
cumplen:

v' , 8l i=g'
(a)‘§r1j= '{Fkin 0 , si ifs',t’
-V' ’ Si i=t'

() 0<F, <qjy, para todo (1,3) €A U AU {(t,8))
Sea 1 * 8', t" B't H

- - - +
;t,fij * Fyer grij k;s. Fxi = Fsry lz(rki

3

IFyy "EFki“j

Pero Pit' = X r1j Y Fgey =‘£ Tyt luego, la cantidad aﬁterior

es igual a:

£ - £.=0 (por (i))
jit 1 kis- ki
Paxa i=s, se tiene:
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j;t'fsj - . fyg ~V =V - v=0. (por (i)).
s

ket

Andlogamente se prueba gue (a) se cumple para i=t.

Obsérvese que I (s8') = § por lo que:

Andlogamente se prueba X F - )P ., =~ r
. 3 kP (i,3)en 1

Para verificar (b) se tiene que, de (ii):

.ri:i - rijifij - rijf_qﬁ - ry4r para todo (4,j)eA

: (R ‘
3 Pero Fij - fijdrij Y 944 =9yyTyy para todo (i,j)eA; luego:

°'ifij£¢-iy para todo (1,3)eA

Por otro lado, el flujo definido para los arcos de la fotmiA(i.t')“
y (8',3) es igual a su capicidad. Por ltimo, 1a capacidad del
arco (t,s) es infinita. Luego, (b) se cumple para todo.(i,j)eA
U A'U{(t,8)); de donde, F es un flujo factible de valor " tij
en R'. r3)eh
N6tese que el conjunto de arcos de R' con extremo iﬁi§151 s‘;fo£
man una cortadura de c;pacidad (1'§)cg'ij por lo cual F es un

: ’
* flujo méximo en R'. Esto es una contradiccién a la hipStesis y

por tanto se concluye la afirmacifn del teorema. l
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Una vez que se ha resuelto el problema de determinar un flujo
factible en R, si existe, debe procederse a determinar si é&ste
es mdximo o no vy, en caso de que no lo sea, construir otro flu
jo de valor mayor. Para esto debe oﬁservarse que una cadena C,
de 3 a t, es aumentante, en este tipo de redes, si fij <qij' .
para todo (i,j)€F, y fij >Ty4e para todo (i,j)eB, puesto que en
estos arcos debe decrementarse el flujo. En base a esto es cla
ro que el algoritmo de Ford y Fulkerson puede aplicarse en estos
casos con una sola modificaciSn. La dnica modificacidén consis-
. te en cufndo y cémo deben etiquetarse los predecesores de un vér

tice; es decir, el incico (ii) del paso 3 debers indicar:

3.(ii) A todo iel” (j) gue no esté etiquetado. y tal que fij >t"ij
agignar la etiqueta [-j, £(i]], donde £(i) = min{£(J), fij-rij}‘
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Ejemplo 4. Determinese el flujo mdximo en la siguiente red R

en donde los ndmeros asociados a cada arco (i,j) son rij y qij'

0,10}

Primeramente se determinard un flujo‘factible:en la red con.ayu

da de la red R' que se presenta a continuacién:
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El segundo ndmero asociado a cada arco (1,j) es su capacidad
qij; el primero es el flujo Fij definido. Puede verificarse
fadcilmente que F es un flujo m&ximo en R' de valor 14 que es
igual a la suma de las cotas inferiores de los arcos de R. Luego,
existe un flujo factible en R de valor Fts = 1, En base a la

ij 1j

demostracién del teorema correspondiente este flujo es £ . = F

+ rij' para todo arco (i,j) de R:

{0,5,10)

(0,2,10)

Los nﬂmeros asociados‘a log arcos (i,j) de esta red son rij' fij
Y qij + respectivamente. Utilizando el algoritmo de Ford y Ful-
kerson, con la modificacién mencionada en esta seccidn, se deter
'mina la cadena aumentante s,3, 5 t con capacidad incremental igual
a 5 unidades de flujo. Una vez actualizado el flujo a través de
los arcos de esta cadena, se detefmina la cadena 8,2,6,t dé ca=
pacidad incremental igual a 7. Por dltimo se determina la cadena
aumentante s,1,5,4,6,t de capacidad incremental 3. Por lo tanto
el flujo méximo en la red es de Qalor 16 y se presenta como el

segundo nimero asociado a los arcos de la siguiente red:
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FLUJO A COSTO MINIMO ENTRE ORIGEN Y DESTINO

CAPITULO 4



4.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

En el capftulo anterior se analiza el problema del flujo maximo
entre origen y destino en una red R sin tomar en cuenta que pue
de tenerse un costo asociado al flujo a través de cada arco;

este costo asociado al arco puede describir costos unitarios de

transporte, almacenamiento , produccién, etc.

Ahora se considera el problema de elegir el mejor flujo, bajo

el criterio de su costo. En general, puede tenerse interés en
elegir el mejor flujo, entre origen y destino, de cierto valor
que no es necesariamente el mfximo. Sea R = [X,A,q,c] una red
con una funcién g de capacidad y una funcién c de costos por
unidad de flujo asociadas a sus arcos. Se define como el costeo
de un flujo factible £ a la cantidad (i,g)encijfij' donde ¢

es el costo unitario del flujo a través del arco (1i,j) y fij es
la cantidad de flujo a través de (i,j). Supfngase que se tiene
interés en determinar un flujo factible de valor v, entre el orl

één y el delfino, incurriendo en el menor costo posible; al flu

jo de menor costo se ie llama flujo a costo minimo de valor v, .

Claramente, si la cantidad v de flujo reqﬁerido es mayor que el
valor del flujo m&ximo el problema no tiene solucién, por lo
cual de aqui en adelante se supondr4 Que v no cumple esto.
Antes de exponer métodos de sblucidn para el problemn:pe presen

tan algunos conceptos b&sicos que ser&n de gran utilidad.
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4.2 CONCEPTOS BASICOS

Considérese la red de la figura 1. Sup6ngase que se requiere
el flujo de valor v=5 a costo minimo. De alguna manera, que se
rd explicada posteriormente, se ha determinado el flujo de va-
lor 5 y de costo 48 que se muestra en la figura 2. Obsérvese
que si se modifica el flujo a través del ciclo 1,2,3,1 se obtie
ne un flujo de menor costo con el mismo valor v=5, Dicha modifi
cacifn consiste en incrementar, en una unidad, el f£flujo a tra-
vés de los arcos (1,2), (2,3) y decrementar, en una unidad, el
flujo a través del arco (1,3). Este dltimo flujo, de costo 46,

se muestra en la figura 3.

'De'aquI se concluye que; en general, es necesaria una herramien
ta que perhita determinar si un flujo factible dado es de costo
minimo o no y, en caso de que no sea, proporcione una manera de
construir un flujo mejor a partir de aquél con el qué se cuenta.
Esta herramienta estd dada por el concepto de red margimal o in

cremental que a continuacién se define.

Definici6n. Sea R = [X,A,q,C] una red y sea f un flujo factible
~definido en R. La red marginal o incremental de R, con respecto

al flujo f, es la red R'(f) = [?,AIUAZ,q',cf], donde:

-Al {(i'j)eh}|f1j<qij}'

- A

2 {9 |(jri)€A Y fji >0},
- q' describe la capacidad de los arcos de R'(f) de la

siguiente manera:
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Figura 1.

Figura- 2.

Figura 3,

El ndmero asociado a cada arco es el flujo a través de 1.

136



q'ij = ayy - fij + para todo (i,j)ea,

q'ij = fji , para todo (J'.,j)eA2

- ¢' describe el costo unitario del flujo a través de los

arcos de R'(f) de la siguiente manera:
c'ij = cyqy » para todo (i,j)e;

ct,.. =

ij “Cyy , para todo (i,j)eA2

La red marginal R'(f) de la red de la figura 1, con respecto al

flujo definido en la figura 2 es:

Los nﬂmeiol asociados a cada arco noh, respectivamente, la capa

cidad y el costo unitario del flujo a través de él.

;

Obaérvese.que, en general, un circuito en la red R' (f) corres
:ponde a un ciclb en la red R con la caracterfstica de que es
posible modificar el flujo a través de él1. En efecto, cada ar-
co (i,j)eA1 corresponde a uno de A éon fij‘<q1j por lo cual el
flujo puede aumentarse en este arco; cada arco (1,j)eAz corres-
ponde a un arco (j,i)gn con fji > 0 por lo cual puede decremen-

tarse el flujo a través dé &l.
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Por otro lado, se obtiene un nuevo flujo factible del mismo va
lor v si se modifica en cierta cantidad d el flujo a través del
ciclo de la siguiente forma:

£ , 8i (i,7) no pertenece al ciclo

ij

i = fij +d, sl (1,j)eA1 y pertenece al ciclo

fij -d, si (j,i)cA2 y el arco (i,j) pertenece al ciclo.
Es fdcil verificar gue el flujo f' asf definido es factible de
valor v. Para ello se demostrard que:
v, 5i i=s
]
£ - E £.4 =4 0, 8i ifs, ¢t
-v, s8i i=t

Esto es claro si el vértice i no estf en el ciclo. Ahora, si i
es un vértice del ciclo, entonces tiene dos vecinos m y n en di-
cho ciclo. Si en el circuito correspondiente en R'(f) estdn los
arcos {(m,i) e (i,n) existen varion casos a considerar:

(a) . (m,1), (i,n) €A, Elto implicaria que m es pmedecesor de

i ¥y n es sucesdr de 1 en el ciclo.

(b) (m,i), (4i,n) eAz. Entonces m es sucesor de iy n es prede

cesor de 1 en el ciclo,

@———=—0

{c) (m,1) eA;, (i,n) eA,. En este caso m y n son predecesores

de i en el ciclo,
O—2—@D—=2—0
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(@) (m,i)e Ay, (1,n)e A;. Por tanto m y n son sucesores de i en el ciclo.

(:>‘ -d (:)___~+g 5(:)

En el caso (a) se tiene:

Jf, . - T = J €., +¢. £ - £
13 7 £ B j;n ij * fin kim ki " fni

jgnfij + £y 4d) - kimfki - (£, + d) =

v, si i=s

JE.. - JE.. = 0, si i#s,t
] i3 Z»Ji -v: si i=t

Anflogamente se prueban los otroé tres casos.

La red marginal indica entonces la manera de obtener otros flu~
jos factibles del mismo valor. Mds aln, indica el cambio en el
costo al modificar dicho flujo. En efecto, incrementar una uni
dad de flujo a través del arco (i,j)eA ‘implica incrementar el
costo cij unidades; decrementarlo implica decrementar el costo
cij unidades y son precisamente cij Y -cij los gostos‘asignados

a los arcos de R'(f) en el primer y segundo casos, respectivamente.
De aquf que si se modifica el flujo, en una unidad, a través de

un cicio, el cambio total en el costo estd dado por el costo del
circuito correspondiente en R'(f). Puede entonces concluirse que
81 existe algdn circuito negativo en R'(f) conviene modificar el

- flujo a través del ciclo correspﬁndiente mejorando asf el costo.
Ademf{s, puede verificarse que este comportamiento es lineal

lpor lo éue’es deseable determinar la m&xima cantidad, d, en que
puede modificarse el flujo a través de un ciclo. Claramente, d

A
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debe ser tal gue no rebase la capacidad de los arcos del cir-
cuito en R'(f) ya que estas capacidades representan el cambio
posible en los arcos de R. Por tanto d = Min (qij, con (i,3) .
en el circuito}. En el ejemplo dg la figura 1, se tiene el cir
cuito negativo 1,2,3,1, de costo -2, en la red marginal. Al mo-
dificar el flujo en una unidad a través del ciclo %,2,3,1 (figu
ra 2) el costo mejoré en 2 unidades. En este caso d = Min {2,
3,3} = 2 de donde se concluye que puede modificarse el flujo
una unidad m&s a través del ciclo con un nuevo decremento de 2
unidades en el costo, es decir, un decremento total de 4 unida-

des.

Este flujo tampoco es de costo minimo puesto que existe el cir

cuito negativo 1,s,2,3,1.

En base al concepto de red marginal se enuncia el siguiente teo
rema en el cual se plasman 169 resultados discutidos anterior-
mente., Con €1 se propone, de hecho, un algoritmo para determinar

el flujo a costo minimo en una red.
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Teorema. Sea £ un flujo factible de valor v en la red R = @, A,
q,d]. Entonces el flujo f es de costo mfnimo si y s6lo si no

existen circuitos negativos en la red marginal R'(f).

Demostracién. Sean c(f) el costo del flujo £ y ¢ [C[R'(f)7] el

costo de un circuito C en R'(f).

Primeramente se demostrard, por contradiccifn, que si £ es de
costo mfnimo entonces no existen circuitos negativos en R'(f).
Para ello supfngase que existe algdn circuito C en R'(f) tal que
c[le'(f[j <0. Se denotar8 con £ + 1 o (C) al flujo definido en R

de la siguiente manera, donde K es el ciclo correspondiente acC

fij , sl (i,3)€K.

ij 3
f "1 r} si (jli) Aznc

ij
Es sencillo verificar que f+1 o (C) es de valor v. El costo de

este nuevo flujo es:

c(f + 10 (C)) = c(f)+c[C|R' (£] <c(f),

lo cual contradice la hip6tesis.

Para demostrar la suficiencia de la condicién se utilizarf un
resultado que no se prueba ya que para ello se requiere'de‘con-
" ceptos no expuestos en este trabajo (Referencia 4)., Este resul
tado establece que un flujo f de valor v.puede descomponérse
como: £ =1 0 (P)) + 10 (Py) +...+ 10 (P _p+ 10 (R,) +

1o () #10(C) +...+10 (C,) donde P; es un camino elemen
tal de 8 a t en R (1,1,..,V), Cj es un circuito elemental en
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R(j=1 ,...,k) y 1 o (8) denota un flujo igual a una unidad en

los arcos de S y a cero unidades en los arcos fuera de S.

Supéngase que c[:C]R' (f):]z_o, para todo circuito C en R'(f), y
que £*(f*$f) es el flujo a costo mfnimo de valor v en R. Den6é-
tese con £*-f el flujo gue describe ij-fij unidades de flujo
a través del arco (i,j)eA. En base al resultado anteriormente

mencionado, f*-f puede descomponerse como:

f* =« £ =1 o(cl) +10 (Cy) +...4 1 o0 (Ck)’

donde C:i es un circuito en R, para j=1,...,k. Entonces
f* =f+10 (C;) +1o0 (Ch) +...+ Lo (C).

Puesto que este dltimo flujo es factible, se tiene cue cualquier
suma:-f + 1 o (C1)+...+ 1o (Cr) es factible para 1<r<k.

Considérese el flujo £ + 1 o (Cl) , entonces:
c(f + 1 0 (Cy))=c(f) + c[C IR (£)] >c(f)
Por otro-lado, puede verificarse que:

c[crlR'(f +1o0 (clj):lg_cE:rm'(f)] , para r=2,...,k
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Luego, para el flujo £ + 1 o(Cl) + 1 o(cz), se tiene:

c(f + 1 0(Cy) + 1 0(C,)) =clf + 1 0(Cy)) + c[C,[R" (£ + 1lo(cy)]

v

clf + 1 o(cy)) + ¢S, IR (£)]

v

c(f + 1 o(c,))

v

c(f)

i

!
Continuando con este razonamiento se llega a c(f*) >c(f) de

donde f es un flujo a costo minimo de valor v. §
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Anteriormente se ha supuesto que se cuenta con (o se determin:!
un flujo inicial cualquiera del valor v requerido. Existe un pi:
cedimiento alternativo para atacar el problema. Este consiste e-
considerar un flujo factible de valor u (u<v) de costo mfnimo €
ir incrementando el valor del flujo, hasta obtener el vaior v,
de manera tal que siempre se conserve la optimaiidad; es decir,
que cada flujo que se obtenga sea de costo minimo. Para logfar
esto se utilizar§ de nuevo la red marginal.‘ Es claro que, para
incrementar el valor de un flujo dado, es necesario determinar
cadenas aumentantes de s a t en la réd. N6tese que un camino de
s a t en la red marginal, con respecto a un flujo dado, corres-
ponde a una cadena aumentante de s a t en la red original y vi-
ceversa; la capacidad incremental de una cadena serd igual a la
de lq ruta correspondiente en 1a'redrmargina1. Poxr tanto, para
determinar una cadena aumentante se determinarf una ruta en la
red marginal y se enviarf, a través de esta cadena, una cantidad
iguai a su capac;d&d incremental o igual a la diferencia entre
el valor de flujo requeridq y el valor del‘flujo‘dctual. Pero
este proceso debe garantizar la conservacidn de la optimalidad.
Serd necesafio elegir la ruta'm&s corta én la ied mafg;nal, para'

este prop6sito, como se propone en él siguiente teorema.
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Teorema. Sea f un flujo factible, en la red R = (%X,A,q,c], de
valor v y de costo mfinimo. Sea P* la ruta mis corta de s a t
en R'(f) y sea P la cadena aumentante, en la red R, correspon-
diente a P*, Entonces el flujo f', resultante de aumentar una
unidad de flujo a través de la cadena P, es un flujo de vaior

v+l y de costo minimo.

Demostracifn. Primeramente obsérvese que f' es de valor v+l.
Por otro lado, puesto que f es de costo minimo, R'(f) no contie
ne circqitos hegafivos. Para demostrar que f' también es de
costo mfnimo, basta probar que la red marginal R'(f£') tampoco
contiene circuitos negativos. lLas redes marginales R'(f) ¥y
R'(f') coinciden excepto, posiblemente, en los arcos de P*. Con-
sidérege la partician. de los arcbs de P, en los conjuntos F y B

- definidos .en el tercer capitulo, Si f;j =f.4t+1 <qij' para

J
“todo (1,j)eF y f;j =‘f;j'1.>°' para todo (i,j)eB es claro que
R'(f) y R*'(f') contienen los mismos arcos y por tanto R'{f') no
contiene circuitos negativos en este caso. Ahora, si existe al
gdn (i;j)er tal que f;j=fij+1 = qijvéntonces este arco, gque begl
tenece a R'(f), no pertenece a R'(f') y el arco (j,1i) pertenece
a esta dltim§ red. Supéngase que este arco pertenece a un cir-
cuito C de R'(f'); sean los vériices de‘c:i,l,z,...,k,j,i.
Puesto que P* es una ruta m&s corta de s a t en R'(f), entonces
el arco (i,j} es una ruta m&s corta dé i aj ya que pertenecé a

'
P*, Por lo tanto, en la red R'(f) se tiene que c;

.o ]
31%1%¢ 2 ¢
L} ] " v 1) L
et ckj’ luego ¢ (C)=c11+c12+"'+°kj-cij-30 y por tanto C no
es un circuito negativo. Andlogamente se prueba que R'(f')no

contiene circuitos negativos si existe algtn arco (i,j)eB tal

]
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4.3 METODOS DE SOLUCION

Como se mencioné en la seccifn anterior, el problema del flujo
a costo mIinimo en una red R = [g,a,q,é] puede resolverse de dos
maneras. Una de ellas involucra la determinacisn de circuitos
negativos en la red marginal y la otra involucra la determina-

cién de rutas mfs cortas en esta red.

El primero de estos procedimientos ﬁéz! llamaho algoritmo‘baaa-
do en la eliminacion de circuitos negativos y algunas veces se
hace referencia a él como algoritmo Primal puesto que empieza a
aplicarse a partir de-un flujo factible del vnlor v requerido y,
en cada itéthcidn, este qujo‘sé mejora, sin modificar su valor,
- hasta aléaﬁzir'la 6pt1ma11dad. Bl segundo proccdimiento ser&
llamado algoritmo balado en rutas m&s cortas; a veces , ‘en la
literatura, se hace referencia a CL como a;qo:itmo Dual ya que
lé apliéa a pa:tir,de un flujo fdcgible de alQQn'fqlor @gnbrydel.
valor v requekido péto.dé costo ﬁ!ninp; en cada iteracidp,ie.ig
c:ementa‘gl-vﬁlor del fiujo,_-iqﬁpré'conaervhnao‘1§ obtimgiidid,
hasta aic;nzir‘v. Enagguidu se .comentan y describen estos méto-

dos.

. a, Método basado en eliminaci6n de circuitos negativos.

El ptim;r ph-o de este método_coniisﬁc.en determinar,nn7f1ujé’
!actible deifvalor §~reqﬁér1dp. Para elloc puede utilizarse q}"
algoritmo de Ford yv?ulkérson con una @odificacidn en el crite-
" rio de alto._'Estanmodif;cacidn coﬁpiqte en lo'siguiente: si, en

el paso 5, la etiqueta f(t{ de t mfs el valor v' del fldjq'éctual
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es mayor o igual que v, entonces se modifica el flujo en la can
t;dad v-v' y se termina con el flujo del valor v; si éste no es
el caso se realiza otra iteraci6n. Obsérvese que si se determi
na el flujo méximo, utilizando esta modificacién del algoritmo
de Ford y Fulkerson, y el valor de &sté es menor que v, enton-
ces el problema no tiene solucién. Una vez determinado elyflujo :
de valor v se procede a "probar” la optimalidad. En base al pri
mer teorema expuesto en la seccién precedente, "probar" la opti-
malidad consiste eﬁ verificar si en la red marginal existen cir-
cuitos negativos o no; si no existen, el flujo es de costo mini-
mo; si existe alguno, éste'seta "eliminado". Dicho en otras pa-
labras: si existe un circuito negativo‘en la‘red la:qinai, se de
termina su capacidad inérementai Y se‘modifiqa el flujo a través
del ciclo correspondienté, en la red oriqinal,'en’esti cantidad
para obtener un flujo de menor costo. Puesto que el nuevo flujo
a través de alguno de los arcos del ciclo es igual a sn‘cap§c1—7
dad o a cero, el citcﬁitovnegativo no estarf en la red marqihaib
éon respecto a este nuevd flujd;’e: décir, el citcuitorfue "eli-
minado';>ﬁEste procedimiento setl'apiiéado haﬁta que sg‘hayan
'eliminadﬁ' todos los circnitos negativos. En este caso el flujo
de valor v actual es de costo mInimo. NGtese que, durante éste -
piocediniento, es necesario determinar circuitos negativos; para
determinarlos puede utilizarse el algoritmo de Floyd o elva190t1£ 
mo general para determinar arborescencias de rutas mds cortas si
eg que existe alguna rafz (estos algoritmos fueron presentados
en el apgundo capitulo). En efecto, recuérdese que durante el
algoritmo de Floyd se determinan las rutas mds cortas entre todo

par de vé;tices, sl existen, o se determina algﬂn circuito nega-.
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ivo concluyéndose, en este caso, gue no hay solucifn al pro-
lema. Es posible, entonces, emplear este método para detectar
os circuitos negativos en la red marginal o para garantizar la
2 exiatencia de &stos en el caso de que el algoritmo termine
on las rutas m&s cortas. A continuacién se presenta detallada
ente el algoritmo basado en la “eliminacién® de circuitos ne-
ativos cuya justificacién gueda dada por el primeg teorema ex-

uesto en la seccién anterior.
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ALGORITMO BASADO EN ELIMINACION DE CIRCUITOS NEGATIVOS.

_ Propésito. Determinar el flujo a costo mfnimo de valor v en la
red R = [X, A,q,t{] l

Descripcién

1, Determfnese un flujo factible £ de valor v mediahte el al;;o-

ritmo deWord y Fulkerson.
2. ConstrGyase la red marginal, con nlpectb af, R'(£).

3. Heé‘ia'n‘t‘e‘ algdn algoritmo de rutas mfs cortas, identifiquese -
algdn éircu;ﬁd nei;&léivo en R'(f )., si no oxutin circuitos
negn:ivol, teminar.' El tlujo actual £ el el uquertdo; en -

otro caso, lea c el circuito negativo. Iz' al puo 4.

4, Sea d = Min {qij}~
v ‘ (i.j)ec
(i) Para todo arco (i j)sa tal. que (1.j)ealnc, nctualinr.
' Fig7EyyM
(11) Parl todo arco (£,9)eA tal que CR 1)enznc, actualiur.
13"1, e ; -

Con, este nuevo nujo ir a 2.
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Ejemplo 1. Determinese el flujo a costo minimo de valor 5 en la
red de la figura 1 (seccifn 4.2).

Iteracifn 1. Se aplicar8 el algoritmo a partir del flujo, de cos
to 44, determinado en la seccifén 4.2. Este flujo se muestra nue
vamente'en la figura 4. La red marginal con respecto a este flu
jo se muestra en la figura S, Utilizando el algoritmo de Floyd,
se determina el circuito negativo 1,s,2,3,1 de costo -2, De aquf

se tiene 4@ = Min {qis, q;z, qéa, q;l}-= 1. Actualizando el flujo
se obtiene el definido en la figura 6.

Iteracién 2. La rédrmarginal con respecto a este nuevo flujo se
mueatfa en la figura 7. ﬁl utilizar él algoritmo de Flojdrge ob
serﬁa-que la red marginal no contiehg circuitos negativos ﬁor lo
que el flujo de costo 42 definido_;n la figura 7 es el flujo’a

costo mInimo de valor 5.

Pigura 4,

Flujo de valor 5 de costo 44.
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Figura 5.

Red marginal con respecto al flujo definido en la figura
anterior. :

Pigura 6. . _
‘Nueve flujo de valor 5 de costo 4,2 (Flujo éptimo)

ﬁigura T

Red marginal con tespecto al fiujo definido en la figura
anterior. . .
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Ejemplo 2. Determinese el flujo a costo minimo de valor 20 en
la siquiente red mediante el algoritmo basado en eliminacién de

circuitos negativos.
!

{capacidad, costo)

~ -Iteraci6n 1. Utiiizando el aigdritmo de Ford y'fulkerson’lé d§d
'termina primeroc la cadena aunentanté‘n, 1, 2, t de capacidad in
cteﬁental igual a 16 unidades y después la cadena s,5,t de capif
cidad incremental igual as unidades por lo aue a ttavés de en-‘
ta dltima cadena se envian sdlo 4 unidades. "El flujq inicial
resultante se muestra en la tiguta 8(a). El costo de este flh
jo es 732. La red marginal con respecto a este flujo se mueatra
en la figura G(b) en la cual se ha asociado a cada arco su capa-
cidad y el costo unitario del flujo a través de 61, rgspectiva-
mente. Mediante el algoritmo de Floyd se detecta el circuito
negativo 3,2,1,3 de costo =15, de donde d = Min (q;::q;liq;3}%12-
Actualiiqndo el flujo se obtiene el définido en la fiéura 8(9)

~de costo 732-15(12)=552.
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Iteracién 2, La red marginal con respecto a este nuevo flujo
se muestra en la figura 8(d). En ella ée ha detectado el cir-
cuito negative 5,s,3,5 de costo -10. Entonces d = min'{q;s,
q;3, q;S }= 4. Actualizando se obtiene el flujo de la figura
8(e) de costo 552;10(4)=512.

Iteracifén 3, La red marginal se muestra en la figura 8(f) en
donde se identifica el circuito negativo t,2,1,4,t de costo -8.
Luego, d = min (16,4,16,16} = 4. Actualizan&o se obtiene el
flujo de.la figura 8(g) de costo 512-8(4) = 480.

Iteraéidn 4. La red marginal resultante se considera en la figu
ra 8(h). En &sta se identifica el circuitovnegativo s,3,5,t;4,1,a
de costo -4. De donde, d = min {7,15,1,4,4,16} = 1. El flujo.
que ag obtiene es el correspondienfeva la figura 8(i) de coato

480~4 = 476.

Iteracién 5. En la figura 8(j) se muestra la nueva red marginal.
'En;élla'le detecta un circuito negativo s,1,3,s de costo -2. Por
tanto d = min {1,6,5} = 1. El nuevo flujo, de costo 476-2=474,

. Se muestra en la figura C(k).

" Iteracién 6. La nueva red marginal, figura 8(m), no contiene cir
cuitos negativos por 1o cual el flujo definido en la figura 8(k)

es el de costo m{nino de valor 20.
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Figura 8.
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Figura 8. (Cont.)

(m)

(k)
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b. M&todo basado en rutas mds cortas,

Primeramente se determinard un flujo factible de valor v', de
costo minimo, donde v' es menor que el valor v requerido, En ge
neral se utiliza v'=0. Para determinar eﬁte flujo deben elimi~
narse todos los circuitos negativos que existan en la red margi-
nal. El siguiente paso consiste en determinar la ruta m&s corta
_ P*, de s a t, en la red marginal; de nuevo es posible utilizar,
con este prop6sito, el algoritmo general para determinar arbores
cencias de rutas m&s cortas pfesentado en el segundo capitulo.

A través de la cadena correspondiente a P* ge enviari la m&iima
cantidad posible de s a t; el nuevo flujo as{ definido seri de
costo mfnimo por el segundo teorema presentado en la seccién 4.2.
Se procederd de este mo&o, en cada iteracién, hasta alcanzar el
valor v‘tequerido. Aquf hay que hacer algunas observaciones.

Si en alguna iteracifn no existe ruta alguna de s a t en la rgd
marginal y el valor v' del flujo aétual f es menor que. v enton-
ces no existe ningdn flujo del valor requerido ya que, al no
existir rutade s a t en la red marginal, no existen cadenas aumen
tantes de s a t en la red original y por tanto £ es flujo mé&ximo.
Por otro lado, si v':mas la capacidad incremental de la cadena
vencontrada es mayor que v entonces s6lo serd necesario enviar la
cantidad v-v' a través de esta cadena para determinar el flujo de
‘seado. En el algoritmo se denotar§ con f+k o (P*) al flujo defi’
nido en R de la siguiente manera, donde P es la cadena correspon

diente a P*;
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1y« s
+k, si (i,j)er np*

fij -k, si (j,i)eAznP*

A continuacién se describe este algoritmo cuya justificacién

queda dada por el segundo teorema de la seccidn 4.2.
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ALGORITMO BASADO EN RUTAS MAS CORTAS

Propbsito. Determinar el flujo a costo minimo de valor v en la
red R = [X,A,q,¢].

Descripcifn -

1. Determfnese un flujo factible f de costo mfnimo de valor 0 en R.
2. Constrdyase la red marginal, con respecto.a f, R'(f).
3. Determinese la ruta m&s corta P* de s a t en R'(£).

4. Sea d = Min {q;j)
: (i,3)ep*
5. (i) Si el valor del flujo f+d o (P¥) e-,mehpr qﬁe v, actuali

2ar f = £+ do (P*) e ir a 2.

(i1) Si el valor del flujo £ + d o (P*) es igual a v, actua-
lizar £ = f + d o (P*) y terminar. En este caso f es .el

flujo a costo mfinimo de valor v.

(iii) Si el valor del flujo f+do (P') él mayor que vy v'
es el valor de f, actualizar £ = £ + (v-v')o(P*) y termi

nar ya que £ es el flujo requerido.
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Ejemplo 3. Determinese el flujo a coste minimo de valor 20 en
la red del ejemplo 2 utilizando el método basado en rutas més

cortas.

Iteracién 1. Si se define flujo igual a 0 a través de todos los
arcos de la red se obtiene un flujo de valor 0 de costo minimo
puesto que la red marginal, con respecto a este flujo, coincide
con la original y no existen en ella circuitos negativos. Utili
zando el algoritmo de Dijkstra se determina la ruta m&s corta
P%*:8,1,3,2,t, de costo 22. En esﬁe caso d=min{16,18,12,2 2}=12.
Entonceé se actualiza el flujo f = £+412 o (P*); es decir, se aﬁ-
mentan 12 unidades al flujo a t;avés,de los arcos (3,1), (1,3),

(3,2) y. (2,¢).

Iteracién 2. La red marginal se muestra en la figura 9(a).
Hedianté el algoritmo general para determinar arborescencias de
i rutas m‘s‘cortas; se obtiene la ruta P*:s;1,3,5,t de costo 23.
Luego, d = min' {4,6,19,5} = 4. Se actualiza f=f+4 o (P*) defi=
niéndose, de este modo, el flujo definido en la figura 9(b).

Iteracifn 3. La figura 9(c) corresponde a la nueva red mafginal.
p* ré;ulta ser: s,3,5,t de costo 25, de donde d=min{11,15,1} =1.
El flujo f+l o (P*) se muestra en la figura 9(d).

Iteracidn 4, La red marginal es la ostrada en la figqura 9(e)

pe ea: s,3 1,4,t de costo 31 De aquf d—min{lo 16 16 16} = 10.
Puesto que el valor del flujo actual es 12+4+41=17, s6lo se envia
la cantidad 20&17=3 a través dg esta dltima cadena; es dgcir, se
actualiza £=f+3 o (P*). De este modo se obtiene el_fluj@ a‘cbs-

to minimo deseado que se muestra en la figura 9(f).
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(e) ' (£)
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__JJO A COSTO MINIMO CON OFERTAS EN_TODOS LOS vizngcgs



5.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Considérese el siguiente problema: Supfngase que en ciertos cen
tros de oferta se dispone de una cantidad limitada de un articu
lo; este articulo es demandado en ciertos centros de demanda.
El costo unitario de transporte del artfculo entre cada par de
centros es conocldo. Se desea transportar el articulo de los
centros de oferta a los centros de demanda incurriendo en el
menor costo posible suponiendo que la oferta total del articulo
es igual a la demanda total del mismo. A este problema puede

asociarse la red R = [X,A,c,5] donde:

X representa el conjunto de centros de oferta y demanda

- 81 1,jeX, (1,3)cA s6lo si es posible transportar el artfculo
del centro i al centro j.

= c:A+R donde, para (i,j)eR, c(i,]) = costo en el que se incu
rre por transportar una unidad del artfculo del centro i al
centro j. | - _

- b: X*R donde, para icX, b(i) es la cantidad disponible del

artfculo en el centro i (si b(i) >0) o la:cantidad demandada

del artfculo en el centro i (si b(i)<0),

El problema consisfe enténces en determinar la cintidad xij del
artfculo a transportar a través del arco (i,j), para todo
{i,j)eh, de tal manera que se incurra en el minimo costo total
de transporte. Obsézveéé que, puesto que la oferta total es
igual a la demanda total, se tiene que I b(i) = 0. (Si esto no
se cumple, se agrega un vértice £ con oferta Exb(i) 6 —igxb(i)L ‘
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En general, a la cantidad xij se le llama flujo a través del
arco (i,j) y al problema se le conoce con el nombre de flujo
a costo mfnimo en la red R. Por comcdidad se denotard c(i,j)
con cij' para‘todo (i,j)eA, y b(i) con bi' para todo 1eX.

A esta dltima cantidad bi se le llamard oferta del vértice i,

entendiéndose como demanda una oferta negativa.

El problema de flujo a costo mfnimo en una red R puede plan=-
tearse como el problema de programacidén lineal (P} en donde xij

es la cantidad de flujo a través del arco (i,j)eA.

(P): Minimizar 2z = C,uXey
_ (1, heatt143

sujeto a:’

Jebb 1) 1 7 gehe gy et 7 Pur para todo LeX

x,. >0, para todo (1i,j)eA.

ij

Las restricciones del problema se derivan del hecho de que la
cantidad total de flujo que sale de un vértice i debe ser: igual
a la cantidad que llégana €1 mids la oferta de este vértice. |
' Por otro lado, obsérvese que la matriz de restricciones M del
proﬁlema tiene una estructura muy especial. En efecto, cada
columna de la matriz tiene exadtamente dos elementos distintos
de 0: un 1 y un ~1. Las comﬁonehtes asociadas a los vértices i

j(j, de la columna de M correspondiente a la variable xij'
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son 1 y -1 respectivamente puesto que xij es el flujo a través
del arco (i,j); por esta misma razén, el resto de las componen-
tes son 0. La matriz M es entonces la matriz de incidencia de

la gr&fica [?,@] puesto que cada variable xij estd asociada al

arco (i,j)eA. E1 problema (P) puede por tanto expresarse en

forma matricial como:

(P) Min z = cx

x >0

donde: c es el vector lxm de costos unitarios de flujo
es el vector mxl de flujos

es el vector nxl de ofertas

x o X

es la matriz nxm de incidencia de[X,A]
n es el nimero de vértices de la red

m es el ndmero de arcos de la red

Para resélver el problema de programacién lineal (P) puede uti
lizarse elialgoritmo simplex; sin embargo, graciés a la esttug
tura de M, este algoritmo puede simplificarse en estos casos.
Esta simplificaci6n del algoritmo simplex recibe el nombre de
método simplex especializado en redes. Antes de exponef este
método se analizarfn las propiedades de las soluciones b&sicas

de (P) en la siguiente secci6n.
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5,

- donde: -

5.2 CARACTERIZACION Y PROPIEDADES DE BASES.

El primer problema que surge cuando se resuelve el problema (P),
planteado en la seccibn anterior, es la identificacién de una
base de 1a matriz de restricciones M. En esta secci6n se pre-

tende caracterizar dichas bases como &rboles expandidos, con

" una cierta caracterfstica que se mencionar& posteriormente, de

la red R E(,A,c,cﬂ. Para probar esto se utilizar&n las propie-
dades de 163 &rboles expuestas en el primer capftulo, ademfs de

otros resultados que a continuaci6n se exponen.. .

Definicién.. Sea C - {11', ay, iy, .V.,ak_l, ik} una cadena de
11 a 1,‘, repreaentada con la secuencia de vértices y arcos que
l_a forman. La orientacidn de ‘1a cadena C es un vector 0((:)&:1!k '-
| 1 8i ay = (13, ij+1)

'oj(C) - '

=1 si‘ a.j =' (11,,‘,1_.' ij?

__,‘ll:n‘ri"'timlnoi de la primera lle'égidn del tercer capftulo 1a j-ésima
‘compo_h'qnte de 0o(C), asociada al arco a,, es 1 si ajeF o es

=1 84 aisa. De aquf en adelinte se utilizaré&n Hj para denotar

la columna de la matriz de incidencia M de una gréfica asociada

al arco'a-j, n ym para denotar el hdnero de vértices y arcos, '

' respectivamete, de la grlfica 4 et para denotnr al vector de

‘dimensi6n n cuyan componentes son. 0 excepto la i-8sima que es 1.
En bane a la anterior definicién y a las dltimas aclatacionel -

se t;l.ene 1a a:l,guiente p;oposicionv:
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Proposicién 1. Sea C = {11' ay, 50 oo oAy gy ik} una cadena
en una grdfica con matriz de incidencia M. Entonces:

k-1 i

21 oj(c)uj = e =¢

Demostracién. Sea aj cualquier arco de C. Se tienen entonces dos
casos:

i
(a) aj=(ij,ij+1). En este caso Oj(C)=1 Y Hj=e

i i
o (CoMy = ed - eI |

1.
J - e 3%, entonces

Lyt
(b) ay=(ij,4r14). En este caso 04(€)=-1 y My=e -e 7, entonces

i i.
- J_ j+1
oj(c)uj e | e .

De (a) y (b) se tiene:

k=1 i, 14, 12-e13

i i 1L i
oj (cmj = e 1--e +e k l-e k e 1‘-e k .
1

+...+ €

!
j:

con lo que queda probada la proposicién. l

‘Intuitivamente este resultado puede interpretarse dei siguiente
modo: "Ir" del vértice i, al vértice i, a través de la cadena

C es lo mismo que "ir" de 11 a ik directamente a través del arco
(il,ik); es decir, este Gltimo arco (iuyaicolumna en le matriz

dé'incidencia puede expresarse como e 1-e k) puede escribirse,

si existe, como "combinacién lineal" de los arcos de la cadena C.
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Obsérvese que las bases de M corresponden a un conjunto de ar-
cos de la grdfica corresponéiente. Este conjunto de arcos no
puede formar ciclos; para probar esto se demostrari, en el co-
rolario 3, que las columnas de M asociadas con un c¢ciclo son 1i
nealmente dependientes para lo cual la proposicién 1 serd de

utilidad.

Proposicién 2. Sea C = {11, By eeer Byg4 ik} un ciclo en una
grdfica con matriz de incidencia M. Entonces:

k=1 o ' ~
_21 j©H =0

Demoatracién. Puesto que C es un ciclo se tiene que il=ik.

1
Entonces e 1-e k=0 con lo que queda demostrada la proposicién. ||

.

Corolario 3. Sea C =j{il,a1,...,ak_1,1k} un ciclo en una gra&fi
ca con matriz de incidencia M. Entonces {Mj|ang} es un conjunto

de vectores linealmente dependientes.

Demostracién. 'Se exhibe una combinaci6n lineal de estos vecto-

res igual al vector 0 en la proposicién 2. |

Una vez que se ha mostrado'que las bases no pueden corresponder
a arcos que forman ciclo, se probarg que un &rbol puede corres-

ponder a parte de una base.

) Progoéicidn 4. Sea M la matriz de incidencia de una gr&fica y
sea T =»(?', At] un &rbol con r vértices de la grafica. . Sup6én
gase que r > 2. Entonces {Mj|ajeA'} es un conjunto de vectores

linealmente independientes.
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Demostracidn. Por induccién se tiene que, si m es el ndmero de

arcos de T:
Para r=2, m=1 por lo que es vilida la afirmacidn.

Supdngase vdlida la afirmacién para r=k-1i.
Ahora se probard para r=k.

SupSngase que, para r=k, los vectores del conjunto {Mj[ajeA‘}
son linealmente dependientes. Entonces existen VirVoreeesVy eR

tales que:

k
521 v4M4=0, con v;$0, para alguna ie{i,...,k}

Por otro lado, por la proposicién 4 del primer capftulo, e;’lr-

bol T tiene al menos dos vértices pendientes. Sea p uno de es~

tos vértices y sea a, el dnico arco adyacente a p en T. Sea ”pj
la componente de Hj correspondiente al vértice p. Puesto que

en T el grado de p es 1, se tiene que:

0 si Je{l,....k}, J4w .

P3
+1 8i j=w

‘De aqui:
ok ' .
jglvaPi = Vvpw * j;w vj#pj = Mgy = 0

luego, vwzo. Ahora, por la proposicién 5 del primer capitulo, 1a
'grafica T' = [X'-{p), A'~{w}]] es un &xbol con k-1 vértices;
las columnas de M asociadas con los arcos de T' son'{njlajeA’-{wﬂx

estos vectores son linealmente dependientes ya que
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Z V.M, = 0, con v,$0, para alguna ie{l,...,k}, ifw
373

Esto contradice la hip6tesis de induccifén y por tanto se conclu

ye que la afirmacién es vdlida para toda r. J

Otro punto importante a considerar es el rango de la matriz M.

Es claro que.eéta matriz no tiene rango completo puesto que su-
. mando sus renglones se obtiene el vector 0. De hecho, el rango
de M es éxactamente n-1. Esto se prueba en la siguiente propo-

sicién.

Proposicifén 5. Sea M la matriz de incidencia de una grifica co-

nexa con n vértices. Entonces el rango de M es n-1,

Demostracifn. Puesto que M no es de rango completo, entonces es‘
menor o igual que n-1, Por otro lado, por el corolario 6 del
primer capftulo, existe un &rbol expandido T de la gr&fica. En-
tonces, por la proposicién anterior, ,las n-1 columnas de M aso-
ciadas con los_arcos de T son linealmente independientes. Por
19'tanto se congluye que el rango de esta matriz esvmayor o igual

que n-1. Luego, dicho rango es exactamente n-1. |

El siquiente resultado garantiza que el conjunto de arcos, de la
gr&fica en cuestién, asociados con n-1 columnas linealmente in-

dependientes de M forman un 4rbol expandido.

Pkogoaicidn 6. Sea M la matriz de incidencia de una gréfica G =
[X, A] con n vértices. Sea A'zA tal que {Mj|ajeA'} es un conjun 7
to de vectores linealmente independientes y supSngase que A'
consta de n-1 arcos. Entonces la gréfica T = [X, A"] .es un &rbol

expandido de G.
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Demostracién. Puesto que los vectores de este conjunto son li-
nealmente independientes entonces, por el corolario 3, los ar-
cos asoclados con ellos no forman ciclo. Entonces la grédfica

parcial T de G es acfclica y tiene n-1 arcos; luego, por el teo

rema 3 del primer capftulo, T es un 4rbol expandido de G. |

Ahora que se han establecido estos resultados se cuenta con las
herramientas necesarias para caracterizar las sbluciones bisi-
cas del problema de programacién lineal (P).  Para resolver es-
" te problema se completari el rango de la matriz de restricciones
M agregando una variable artificial xh(he{l,...,n}) Reformu-

lando (P) se obtiene:

(P) Min z = cx
8.a.
Mxv+xheh=b

x>0
<%y 20

La matriz de restricciones es ahora M e'_"_-] la cual se probarid

enseguida, es de rango completo.

Proposici6n 7. Sea M la matriz de incidencia de una grifica
G = [X,A] conn vértices y sea T = [X,A7] un &rbol expandido de

G, Sea hef{l,...,n}. Entonces:

Q= (Mjlajen'} u (M) expande R",
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Demostracién. Basta demostrar que los vectores de la base cand

nica en R™: el

' 32,...,en pueden expresarse como combinacién 1i
neal de elementos de Q. Esto es claro para eh. Sea pef{l,...,n}
tal que pth. Puesto que T es un 4rbol, existe una finica cadena
entre los vértices py hen T. Sea C = {p=il,a1,...,ak_1,ik=h}
esta cadena. De la proposicién 1 se tiene:
k-1

0 =eP - b
Zl j(C)Mj e e’ ,

entonces

k-1
ef = 7 0 (CIMy + e,
3=1

de donde se concluye la validez de la afirmacién. |}

Es importante contar con una interpretacién gr&fica del vector
eh para pqder caracterizar las bases del problema. Para ello se

definen los siguientes conceptos.

' Definicién, Un arco rafz en una grifica G es un arco que tiene
extremo inicial pero no tiene extremo £inal. Allvértice inicial
de un arco rafz se le llama vértice enraizado. Si h es un vérti-

ce enraizado a G se le llama grdfica enrajizada en el vértice h.

Obsérvese que la columna de la matriz de incidencia asociada con

un vértice enraizado h es el vector canénico eh.
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En la proposici6én 7 se prueba que las columnas de la matriz

de incidencia ™ eh:]de una grdfica enraizada en el vértice h,
asociadas con un 4rbol expandido enraizado en h, forman una

base del problema. El inverso también es v4lido y se prueba

en la siguiente proposicién:

Proposicifn 8. Sea M la matriz de incidencia de una grafica
G = [X,A] y sea heX. Supbngase que G se enraiza en h. Si @
es una base para [M " Jentonces eef y T =[X,A7], donde
A' = {achIHjeﬂ}es un 4rbol expandido de G.

Demostraci6n. Por la proposicién 7 se tiene que El ehjtiene
rango completo; pero por la pr'oposicidn 5 la matriz M no tiene

heq . De aquf que A’

rango completo. Luego, se concluye que e
cdrresponde a n-1 columnas linealmen.te independientes de M;
por lo tanto, de la proposicitn 6 se céncl’uyq que T = [}_(,A':]
es un frbol expandido de G con lo que qﬁeda demostrada la pro

posicién. |

De este modo, las bases del problema han quedado completanmente
caracterizadas como Srboles expandidos enraizados de la gr&-

fica. Se resume esto en el siguiente teorema.

Teorama 9. Sea M la matriz de incidencia de una grdfica G =[X,A].
‘ ~ Sea a, un arco rafz en el vértice h. Las dnicas bases para
M eh:]son eh junto con un conjunto de columnas de M que co-

rresponden a un &rbol expandido de G.
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Demostracifn. Queda dada por las proposiciones 7y 8. |

Por dltimo se probar4 una propiedad muy importante de las bases
del problema. Esta propledad serf{ muy dtil para el cilculo de

los valores de las variables L&sicas y de las variables duales.

Propogicién 10. Sea M la matriz de incidencia de una gr&fica

G = ['_S_K,A:] y sea a, un arco rafz en el vértice h. Sea B una ba-
se de [3 e |i entonces B es triangularizable.

Demostraci6n. Sean T = [X,A"] el drbol expandido enraizado de
.G'corxéapondienté aByseanhy a, el vértice enraizado y el
arco rafz, respectivamente. Por la proposicién 4 del primer ca
pitulo se afirma que T tiene, al menos, dos vértices pendientes;
sea P, uno de ellos (p1+h)‘y sea a; el dnico arco adyacehtc a 61,
Obsérvese que el renglén de B correspondiente a P, contiene un
s86lo elemento distinto de 0 (el correapondiqnte a a,); entonces,
li se intercambian el primer.renqldn y la primera columna por el

renglfn de Py Y la columna de a;, se obtiene:

1 0 0

1+

e’ B

t+

1

donde r es el otro extremo.de a;. Sea T, = [X-~{p;}, A'~{a,[];
entoncei,'por la'proposicidn 5 del primer capitulo, Ty es un
&rbol éon n-1 vértices. Si n-1=l, entonces B; es una matriz 1x1
y por tanto B es triangularizable. SupSngase que n-1>1; sea P,

-‘@n vértice pendiente de T, y sea a, el dnico arco adyacente a 61,
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Obsérvese que el renglén de B, correspondiente a p, tiene un

s6lo elemento distinto de 0 (el correspondiente a az); intexr-

cambiando el segundo renglén y la segunda columna de B por el

renglén de Py ¥ la columna de a, se obtiene:

+1 0o 0 0
+1 0 0
tel
+e8
- '—e Bz -

donde 8 es el otro extremo de a,. Este procedimiento se repi
te exactamente n veces. Luego, B es triangularizable. Obsér-
vese también gque el dltimo renglén y la dltima columna de la

matriz B triangularizada corresponden a h y ah respectivamente.

.Una vez gque se han caracterizado las bases y se ha probado que
son triangularizables, se cuenta con lo necesario para presen

tar el método de solucién.
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5.3 METODO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES.

Primeramente se exponen los pasos generales del mé&todo primal
simplex para despu8s analizar la especializacién de cada uno

en ei caso de redes: Primero se encuentra una solucién b&sica
factible inicial; después se calculan los coeficientes de costo
reducido para probar la optimalidad de la solucidn. Si esta
solucién no es Sptima se procede a cambiarla determinando la va
riable que entra a la base y la que sale de ella. Con esta nue

va solucién b&sica factible se realiza otra iteraciédn,

Puesto que, en el caso del prdblema de flujo a costo mInimo en
una red, las bases corresponden a Srboles expandidos enraizados
~de &sta, cambiar de base significarf cambiar de drbol. ' M&s adn,
dadas las caracterfsticas de las bases, no serd necesario calcu
-lar la inversa de &stas; debido a que son triangularizables l‘

_ podré&n calcular eficientemente los valores de las vﬁriables bisi
qg§ Yy los coeficienteskdq‘costo reducido. E1 pzoblemg de deter~

minar una solucién b&sica inicial sevtratar! mds adelante.

C4lculo de los valores de las variables bfsicas.

Sean R = l},A,é,@] una red en la cual se‘desga determinar el
- flujo a costo mfnimo. Sea B una base deA[h ehj y sea *B el
vector nxl de las variablés bédsicas correspohdientes a B; es

decir, x, es el vector de flujos a través de los arcos del ir-

B
bol expandido T enraizado en h asociado con B. Entonces se

sabe que BxB = b. Aprovechandd que B es triangularizable, este

-slstema se resuelve fécilmente por substitucién. Sin embargo,
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la solucién puede inferirse directamente sobre la red. En efec
to, un renglén de la matriz B triangularizada correspondé a un
vértice pendiente p del drbol T' resultante de eliminar de T
todos los vértices correspondientes a renglones anteriores al
de p junto con los arcos adyacentes a ellos. Por tanto, existe
un s6lo arco w adyacente a p en T'; puede veriricarse ffcilmen-
te que el valor de la variable bisica X, (flujo'a traves del

arco w) es:

x, =b_ + L

X, - ‘x ., siw= (p,k) ;-
YOP O gerT(p) IP 1§£:(p) pi o

o es el recfproco de esta cantidad si w=(k,p). Obsérvese que
la componente (p,w) de la matriz es igual a +1 en el primef ca-

so y a -1 en el segundo caso.

C4lculo de los coeficientes de costo reducido

El siguiente punto-a considerar es el cdlculo del vectot‘

c = cBB'lm-c (donde Cp es el vector de costos de xB) de coefi~
cientes de costo reducido. Primeramente se calculard el vector
w ='cBB—1cl!'1 que es el vector de variables duales (del proble

ma -(P)) también conocido como vector de potenciales en los vér-

tices. En efecto, el problema dual de (P) es:

(D) Max 2z' = wb

S.Q.

win "] <[,
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-1

en el cual es sencillo comprobar que w = cgB ~ es factible si

C<0 (es decir, si B es.base Sptima para (P)).

Puesto gue la columna de B, correspondiente al arco (i,3j) del
d&rbol T expandido enraizado en h asociado a B, puede expresarse

i -1

como e~ - ej, para calcular w = ¢ _B sers m&s f4cil resolver

B
el sistema wB = ) En este sistema se tiene una ecuacién por
cada variable bisica. La ecuacién correspondiente a la varia-

ble basica xij’ egquivalentemente al arco (i,j) de T, es:

W= wj = °ij
y la ecuacién correspondiente al arco raiz a, es:
w, = 0

Entonces este sistema puede resolverse fdacilmente sobre la red,
asociando a cada vértice la correspondiente variable dual.‘
Se empieza caiculaﬁdo'vh = 0; es decir, el potencial dél vérti~

ce enraizado h. De aquI se calcula el potencial de un vértice,

extremo de algﬁn arco del lrbol T, cuando se haya calculado el

.potencial del otro extremo del arco a trava e la relacidén
wy - wj - cij Una vez calculadas las variab»es duales se pro-

cede al cflculo de c. La componente (1, N de“este vector es:
c » i- j - E ] - 4. -
cijv- w(e e ) cij ‘ wy Yj cij ]

obsérvese que para las variables bdsicas (es decir, para los
arcos de T), 515‘“' Basta entonces calcular Eij para las varia

bles no bisicas (es decir, para log'arcos que no pertenecen a T).
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Ssi Eij <0, para toda variable xij no bdsica, se tiene gue la
solucién actual es Sptima; en caso contrario se procede a cam

biar de solucién bd&sica factible.

Determinacidén del arco que entra a la base.

Los arcos del &rbol T expandido enraizado en h son llamados ar
cos b&sicos; los arcos que no pertenecen a T son llamados arcos ‘
no b&sicos. Determinar la variable gque entra a la base signi-

fica entonces determinar el arco no b&sico que debe ser conéidg
rado como parte del nuevo &rbol expandido enraizado. Este arco

puede ser cualquiera para el cual Eij sea mayor que 0. .

" Determinacién del arco que sale de la base.

Al agregar el arco que entra a la base al &rbol T, se forma un
Gnico ciclo. Para obtener un nuevo &rbol debe entonces eliminar
se dicho ciclo. vEntonces, determinar la variable que sale de
la base significa determinar el arco b&sico del cicloique debe
ser eliminado. Si un arco. se convierte en b&sico aumentars el
valor del flujo a través de &1; luego, el flujo a través de los
arcos del ciclo formado deber{ ser reajustado para coQServar la
factibilidad. Aquel arco para el cual el nuevo flujo sea iqual
a 0 esel que'débe dejar la base. Si C es la cadena (dnica en4T)
de x a y que forma ciclo con el arco (x,y) gue entra a la base
y'D es la cantidad que aumenta el flujo a través de &ste arco,

es claro que el nuevo flujo a través de esos arcos de C es:
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+ D ’ si O

L]
i
-

%5 3(€)

+1

-bD , si oj {e)]

donde Df_xj, para todo arco je C tal que 0j {C) = +1.

'El valor miximo de D es por tanto:

min’ {x:l |§ es un arco de C y °j (C) = -1}

El arco quve se elimina de T es entonces agquél para el cual

_xj=D, cuando D- toma .su midximo valor. De este modo, se deter-
mina un nuevo &rbol T' expandido enraizado en h y se calculan
los nuevos valores de las variables b&sicas sumando o resténdo
D a los arcos que formaban parté del srbol T segin sea su :

orientacién.
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ALGORITMO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES

Propbsito: Determinar el flujo a costo minimo en la red
R = [X,A,c,b].
Descripcién

1. betermf.nese T = [X,A'] un &rbol expandido de R enraiza-
do en h, correspondiente a la solucién bésica factible
x del problema. Sea B la matriz triangular asociada a
T y sea xp el vector de flujos a través de los arcos bi
sicos., 'Calcdlense las componentes de Xp rasolviepdo el

sistema BxB = b sobre 1a red como se indicé mtetlonmta,

2. Calcfilense las variables duales resolviendo ellsistema

wp, =0y wi - Wy = cyys para todo arco (i,j)cA’.

3. Calcdlense los coeficiehtes de costo reducido Eij - Wy
wy = cij' para todo arco (d,3) ¢ A,
(i) si °ij < 0 para todo (i, jr4ar, entonces la solu~
ci6én dada por T es dpgiu. Terminar. ‘
(ii) Si 511 > 0 para alg8n (i,j)¢A*, ir a 4.

4. Determinese el arco que entra a la base. Este es cual
quier arcc (r,s) tal que Erg > 0.

5. Determinese el arco que sale de la base. Sea C la dni'
ca cadena que une r y 8 en el Srbd T. Calc(lese:

D = min {xj' | Oj(C) = 1}
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Sea k € A' tal que Ok(c) =1y x, = D. Entonces k es

el arco que sale de la base.

6. Actualfcese la solucifbn. Sea T' = [X,{A'={(u,v)}U{(r,

s)}] el nuevo &rbol expandido de R enraizado en h.

Deffnase:

x; +D , si Oi(c) = -1 o i=(r,s)
Xy =4 x - D, sioc) = 1
Xy , siig¢c

Con este nuevo flujo regrésese a 2.
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Ejemplo 1. Determinese el flujo a costo minimo en la si-
guiente red mediante el algoritmo simplex especializado en
redes. Considérense como arcos bidsicos iniciales: (1,5),

(2,3), (3,4) y (4,5).

El nfimero asociado a cada arco es el costo unitario del

flujo a través de &l.

Iteracifn 1. Si se enraiza la red en el vértice 5, se ob-
tiene el siguiente Srbol T=(X,A'} cottespondiente a'la pri

mera base.




El n€mero asociado a cada arco es el valor del flujo a
través de €1 y el asociado a cada vértice es su potencial.
El flujo a trav&s de cada arco se calcul8 de la siguiente

manera:

Los vértices 1 y 2 son pendientes por lo cual
X5 = b1 =2 vy Xp3 = b2 =5

Al eliminar los vértices 1 y 2 y los arcos (1,5) y
(2,3), enel Srbol resultante, el vértice 3 es pendiente,

entonces

&

ab,+Xa=5+1=6

X34 7 P37 ¥23
Al eliminar el vértice 3 y el arco (3,4) e1 vértice 4
" resulta pendiente, luego:
| X5 =‘b‘ t Xy ==4+6=2
-y finalmente xg = bg + X;5 + X, = -4 +2+2=0,

. Los potenciales de los vértices se calcularon:

w5'= 0

Wy = wg + c45 0+3=3

wi = g + c15 0 +2=u2

vy =W, + €34 3+ 0=3

Wy ¥ Cyy =3 - 4=-l
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En la siguiente figura se asocia a cada arco no bisico su coe

ficiente de costo reducido.

Puesto que G;, ™ 1 > 0 entonces el arco (1,3) entra a la ba
se, 51 agrggar a T este arco qq.foima un ciclo doh la céde ‘
na 1,5,4,3, que une auo‘extremal; En. este caso D-Min(x15}=2

puesto que este es el unico arco con orientaci&n igual a 1.

Por tanto este arco es el que lale de la base.
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Al agregar el arco (1,3) y eliminar el arco (1,5) se obtiene
el drbol de la figura anterior, se actualiza el flujo como

se indica en la primera figura puesto que la orientacién de -
la cadena 1,5,4,3, es el vector (1,-1,-1). Este flujo actua

lizado se asocia a cada arco del 4rbol resultante.

Iteracifn 2. También se asocia a cada vértice del &rbol an~-
terior su potencial que fud calculado resolviendo el sistema
wg=0 y w; - "j = cij' parg todo arco (i,3j) b&sico. A conti~-
nuacién se asocia a cada arco su correspondiente coeficien-

te de costo reducido.
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Puesto que todos los coeficientes de costo reducido son meno-
res que 0, la soluci6n actual es la Optima; es decir, el

flujo a costo mfnimo en la red estf dadoipor:
%12%0r %1372, %1570, X53=5, X348, X,,=0, x,c=4 y

- Xgq = 0.
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Solucién inicial.

Para determinar una solucidn inicial para el problema de flujo
a costo mfnimo en la red R = [X,A,c,b] con n vértices, se uti-,
lizar3 una especializacién del método de las dos fases. Para
ello agréguense un nuevo vértice f a la red y nuevos arcos de
la forma (i,f), si b; >0, y (£i), si b, < 0. Considérese

la red R' = [XU{f}, AUA', c', b'] donde:
A' = ({4, £) | by > 0} U {(£,1) | b, < 0}

[ 1, si (i,j)gh'

[~
ij 0, -1t (i'j)sh
bi' sl deX
bi-.
0 81 1i=¢£

Entonces la primera fase del método consiste en regqlver'el
prbblema de flujo a costo mfnimo en la red R'. Una solucifn
- b&sica para esté nuevo.probléha‘co:responde a un l:bolyequg
‘S dido, en raizado en algtn vérticg, de la gr&fica [XU{f},AUA'].
Es ffcil Qerifiéat que los arcos del conjunto A' junto con
;lgﬂn'arco rafz, forman una base factible. Los valores de

los flujos a través de los arcos de A' son:

= by, para todo i ¢ X tal que b, > 0

Xif i

Xey = _‘bi’ para todo i ¢ X tal que bi <0

y el flujo a través del arco rafz es igual a 0.
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Una vez deterninada la solucibn Sptima para la red R' pue-

den presentarse dos casos:

Caso_a. La solucidn 6ptima tiene costo 0. EA este caso un
&rbol Sptimo T' consta de n-1 arcés de la red original, un
arco rafz y un arco de A', donde el flujo a través de este
dltimo es igual a 0. Los n-1 arcos de la red R, junto con
alglin arco rafz, forman una base factible del problema ori-
ginal. En efecto, el vértice f es pendiente en T' y el Gni
co arco adyacente a 8l es el que peftenebe a A', entonces .
al eliminarlos de T' se obtiene un trbol'r expandido de R.
El flujo definido en los arcos de T.es factiblq en R ya que
by = 0. Con el &rbol T, enraizado en algfin vertice, se ini-
cia la segunda fase del método que consiste en determindr‘el

flujo a costo minimo en la red R,

Caso b, La solucién 6ptima tiene costo distinto de 0. En .
este caso el Srbol Gptimo T' contiene algfin arco de A’.a
través del cual el flujo es distinfo de 0. c1aramente,‘cuag
do esto sucede, no existe solucién factible aléupa para el

problema original y por tanto se da por terminadd el método.
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Ejemplo 2. Determinese el flujo a costo m;nimo en la siguien
te red utilizando el método simplex de las dos fases especia-

lizado en redes.

El nlmero asociado a cada arco es el costo unitario del flujo
a través de 61. '
Priméra“rase,

"ifefacién l. Puesto Qué no:se cuenta con una base inicial
factible se construye la red R' qﬁe a continuaci6n se muestra

con el tosto unitario de flujo asociado a cada arco.




El 4rbol bdsico factible inicial en la primera fase, si se
enraiza la red en el vgrtice 4,es la primera red de la si-
guiente figura. En §1 se asopiada cada arco el flujo a tra-

v8z de &1 y a cada vértice su potenciél. En l1a segunda red

se asocia a cada arco su coeficiente de costo reducido.

Puesto que (1,2), (1,3), (2,3) y (2,4) tienen coeficients de_
. cdétqueducido‘mayor que 0, cualquiétq de estaa‘v;xiblel pue

dé éntiai a la base, Elfjase el arco {1,3) para entfarva la
base. Entonces la cadena que forma ciclo con este arco es
1, £, 3 con orientacién (1,1) por lo‘que‘D-min{xlf,xfal = 1;
dé donée el arco que saie de la base es '(£,3). Se acéualiza
el‘flujd como se muestra en ia primqga red de la siguiente
f;gura obteniéndose el definido en,el‘nueGO &rbol bésico .

que se muéntrp enseguida.
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IteraciSn 2. En el Srbol anterior se ha asociado a cada vér
tice la correspondiente variable dual. De nuevo, se ¢alculhn7

los coeficientes de costo reducido de los arcos no bdsicos.

\

/’,»\\’@’ \‘_\\,:\\
Q SN ,@
[ él,/{ I
| I
e e e e e - - - - -

Se éligé el arco (3,4) para que entre a la base pues£0‘qub

"rbﬁpé' la optimalidad. La cadena con la que forma ciélo es
te arco es 3,1,f,4 de orientacién (-1,1,1); de donde D = Min
{xli, xt‘}-a y por tanto (1,f) sale da 15 base.’ Actualizan-»
.do‘él flujo como se indica en la primera red de la sigu#onte»

figura se obtiene el definido en el &rbol resultante.
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Ifétacian 3. En el Gltimo lrbdl se muestra, junto a cada

'vértice i, la variable dual "1' Los coeficientes de éosto‘

jreducido sont

N :
Tt

ll!que (2,3]‘9&:& que entre a la base. La cadena con la que
forma ciclo es 2,£,4,3 de orientacién (1,1,-1); luego D=Min
fxzfp xt‘)-z y por tanto (2,£) o (f,4), sale de la ba-.. Ac-

tualizando el flujo se obtiene 01 definido en el nuevo lrbol
- blllco.
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JIteracidn 4. Los coeficientes de costo reducido de los arcos

no bésicos, calculados en bage a las variables duales gue se

muestran en el Gltimo Srbol son:

Puesto que Eij < 0, para todo (i,j) no bisico, el @ltimo &r-
bol es Optimo. .Puesto que el costo del flujo en R' es 0 en-
tonces existe solucién factible para el problema en la red

- driginal R.
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Seguﬁda fase.

Iteracién 1. Elimfnense el vértice £ y el arco (2,£f) del
4rbol fptimo resultante en la primera fase. Entonces el
&rbol que se obtiene es una base factible para el problema

- original.

- A continuacifn se muestran variables duales y los coeficien

tes de costo reducido de los arcos no bdsicos.

La solucién actual es Gptima ya que Eij < 0, para todo (4,3)

no b&sico.
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5.4 METODO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES CON VARIABLES
ACOTADAS.

En base a los conceptos expuestos en las secciones preceden~
tes resulta sencillo extender'el mgtodo simplex especializado
en redes para el caso donde el flujo a través de cada arco es
td acotado superior e inferiormente. El problema de flujo a
costo minimo en la red R = [X,A,r,q,c,b}, donde r, q y ¢ son
los vectores de capacidades inferior, superior y costo unita
rio del flujo a través de los arcos de R respectivamente y b
es el vector de ofertas de los vértices de R, puede plantear

se como el problema de programaciSn lineal (P) siguiente:

(P): Min z = cx
s.a.
Mx = b

r<xc<gq

donde x es el vector de flujos a través de loi arcos de R.
~Este problema puede feso1vqrse utilizando el método_simplex
para>variab1es acotadas. Procediendo del mismo modo que gh
el caso de flujos no acotados se tiene que s8i se agrega una.
varible attificial x o, equivalentemente, se enraiza la
red en un vértice h, 1las bases para el problema trankformg
do son n-1 columnas linealmente independientes junto con el
vector eh; es decir, de nuevo las bases estdn caracteriza-
das por &rboles expandidos enraizados de la red R, A con-
tinuaci6n se analiza la eapécialiiaciﬁn en redes de cada uno

de los pasos delimétodo simplex para variables acotadas.
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Solucién inicial. Como en el cawo de variables no acotadas,

se empezari con variables bdsicas artificiales. Puesto
que los arcos originéles son todog no bgsicos, se define
el flujo a través de &stos igual a su cota inferior o a su
. 1 - -
. cota superior. Se calcula bi = bi g xij + ixki' para to

do i¢ X,

De esta manera se definen los arcos (i,f) con flujo bi, sl
‘bi >0, y (f£,1) con flujo 'bi' si bi < 0, donde £ es el vér-
uice que se ha aifiadido a R. Deffnanse costos iguales a 1 pa

‘rb los arcqs artificiales y a 0 para los arcos o:iglnaies.

cilculo de lis variables bSsicas.

'Los valores del flujo a través de 10- arcos bllicos se calcu '
| lan de la misma manera que en el caso no acotado utilizando
el vector b' para reflejar los valores de los flujos a travéu
de los arcos no blsicoa.‘ Se procede de esta manera ya sea: en‘

‘la primera fase o en la ‘segunda.

‘C&lculo de los coeficientes de costo reducido.

" Las varibles duales y los coeficientes de costo reducido se
Ealculan exactamente de la misma manefa que en el caso no

;acoﬁado;'vsin:embargo, el criterio de optimalidad en préseg‘
cia e cotas es: ‘

0, para toda xij = rij

[,

si ?ij =W - wa'f cij

:*' :cijva wi_f wy - gii

tv

0;‘par§ toda xij = qii,
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entonces la soluci@n actual es'Gptima: en otro caso se proce-

de a determinar una solucifén bdsica factible de menor costo.

: Determinacidn del arco que entra a la base.

Segdn el criterio de optimalidad, el arco que entra a la base
es cualquiera con flujb igual a su cota inferior tal que Eij

> 0, o con flujo igual a su cota superior tal que Eij < 0.

‘Deéérminacipn del arco que sale de la base.

Sea w = {(r,s) el arco que entra a la base, Sea C la Gnica
cadena que une r con s en el &rbol T correspondiente a la
. base actual. Supéngase que X, = r y squngase que se de£1->

ne un nuevo flujo:

xj."p I} si- oj(c, = 1

'xw'+ D, para el arco Moo

Este flujo resulta uer factible si D < qj - xj, para todo'

j € A tal que o (c) -'- 1, D < xj - rj, para todo jeaA tal {
| que oj(C) = 1 ybc< q' xw Esto se debe a que ei tlujo a #
. través de cada arco debe tener un valor entre sus cotas in- o
. ferior y superior. Blivalor m&ximo de D es por tanto Min )
{Dl' D21 qw - x“}, dondﬂ.Dl -lHin{qj-xj ijEA' Oj(c) = -1} y
,-Dz = Min {xj - | jeA.‘ oj(c) = 1},
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El atco-quekﬂeja\la base es entonces aquél para el cual el
flujo alcance su'cota infgrior o0 su cota superior. N&tese
que en este caso el flujo a través del arco que entra a la
base puede cambiar de su cota inferior a la superior o vice
. versa mantenigndose, en este caso, la misma base. Para ac-
tualizar los valores de las variables se procede igual que

en el caso de variables no acotadas.

Sup§ngase ahora que X, = 9, Entonces, al entrar w a la
base, su valor disminuye. Para construir un flujo facti-

ble debe consiqerarsez

ij-p . sioj(c)=-1

xj +D , si Oj(C) = 1

x, - D, para el arco w,
donde el m;ximo valor que puede tomar D es Min{Dl,szw-rw},
sirbl = Min {xj-xj | jeA, Oj(C) = - 1} y D, = Min {qj - %
| jéh.‘oj(C) = 1}. Entonces el arco que deja la base es
aquél para el cual el nuevo flujo sea igual a su cota infe-
rior o a su cota superior., Para actualizar los valores de
las variables b&sicas se procede de manera anfloga que en el

caso anterior.
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ALGORITMO SIMPLEX ESPECTALIZADO EN REDES PARA VARTARLES ACOTADAS

Prop6sito. Determinar el flujo a costo minimo en la red
R = [X,A, x,q,c,b) conn vértices y cotas inferiores r y su-

periores q para el flujo a través de sus arcos,

Descripcifn.

1.- Considérese una solucifn b#sica factible y el &rbol
T = [X,A') enraizado en h correspondiente. Sea B la bg‘
se triangularizada asociada a T. Calcfilense los valo-:
res de los flujos a través de los arcos de T de la si-
guienté manera, Si p es un vértice pendiente del &rbol
resultante de eliminar de T los vértices correspondien-
'ées a renglohes de B anteriores al de p junto con sus

arcos adyacentes y w es el Gnico arco adyacente a p:

x =b +Ix

R AR B IS S

~ © x,; igual al recfproco de esta cantidad si w = (k,p).

2.- Ccalcdlense los valores de las variables duales resol-
~viendo el sistema vh " 0y Wy “j = cij' pa?a todo ar-

co (i,j)ei}.

3.- Calcfilense los coeficientes de costo reducido Eij =
Wiy - cij para todo axco (i,j) ¢ A'. |

(1) si Eij < 0, para todo (i,3)¢A tal que %y = Ty
Y 515 > 0, para todo (i,3)¢A tal que xij = qij'

entonces la solucifn actual es Optima.
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(ii) En otro caso, ir a 4.

4.- Sean F; = {(i,j)eA | Xjy = Tyy ¥ Gy > 0} y
F, = {(i,3)eA | X9 = 944 ¥ Eij < 0}.

Determfnese como arco que entra a la base cualquier

(r,8)e Fl U F2 y asignese:

{. 1 si (r,s)e Fy
d =

-1 s8i (xr,s8)e Fz

5.~ Calcdlense

D, = Min {x__l ) |0j(C) =d}, D, = Min {qj -xi | Oj(C),B-é}

o, . {qrs - X.g v sid=1
Xpg = Lpg ¢ sid=~1
y D = Min {D,, D,, Dy}
El arcolque sale de la base es aéuél para el cuai x, +
ou(c)- D+d es igual a r,oagq,. si xi' + d'D es igual

ar.,odq. se mantiene la yisma base,

‘6.~ Actualfcense los valores de las variables bdsicas como
sigue:

x, + D.d , 8i k = (r,s)

k
X =1 %X + ok(C)-D-d ., para todo k e C
X, o 81 kéc, x % (r,s)

y regrésese al paso 2.
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by=5

Ejemglo 3. Determinese, mediante el método simplex especiali-

zado en redes, el flujo a costo minimo en la siguiente red.

b1=5 b2=0

(0,3,4)

b.=3 b8 -

Los nﬂme;os asociados a cada arco son la cota inferior, la cota

superior y el costo unitario del flujo a través de 81. , Puesto

vqué no se cuenta con una solucianlinicial'se utiliza el método

de las dos fases.

Primera Fase. ’
Iteracién 1. A continuacidn se muestra ia red R', con los costos
unitarios de flujo'asociados a sus arcos, y el primer &rbol'fag

tible (formado por las 1fneas continuas).
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Para determinar el sentido de los arcos adyacentes a £ se defi
eieron los valores de los flujos a través de los arcos origina
les iguales a sus cotas inferiores o superiores; después se
calculs:

~
by = by - X4 * £ Xgp =5 -3 =2

tadol~l

b, = b, -} Xoy + % Xy =0 -4 +1=-3

3-1~-1+3=4

by = by - § Xeg+ [ Xy =B+ 144223
Puesto que 61 Y 33 son mayores que 0, entonces se tienen los
arcos (1,f) y (3,£f) con flujo é y 4 tespectivamenté. Las can~
tidades ﬁz'y S‘ son menores que 0 por lo gque se definen los ar-

‘cos (f,2) y (£,4) con flujo igual a 3 eﬁ ambos. La Base(ini-‘
cial est formada entonces por estos cuatro arcos junto con un
arco rafz. En este primer Srbol b&sico se ha asociado a céda
-vértice su potencial que fﬁé'calculado regolviendo el sistema'

w4=0 y~"1'"j'°1j para los arcos (i,7) 5!sicos.

En la primera red de la siguiente figura se asocia a cada arco

su coeficiente de costo reducido. En este caso se tiene:
Fl = {(1,2)1(312)0(3'4’}7 Fz = ﬂ
Se elige (3,4) para meter a la base por lo que d=1. Al agregar

este arco al &rbol b&sico se forma un ciclo con la cadena 3,f,4.
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Se calcula: D, = M;n {x3£' xf4} =3 , D, = =,

Dy =qyy = X34 =5-1=4 , D =Min {3,=,4} = 3.

Entonces el arco que sale de la base es (£,4). Se actualizan
los valores de los flujos a ‘través de los arcos b&sicos, como
se muestra en la figura anterior, obteniéndose el &rbol de la .

siguiente figura (marcado de nuevo con lf{neas continuas).
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Iteraci6n 2. En el 4rbol bdsico de la figura anterior se ha aso
ciado a cada vértice la correspondiente variable dual; en la
sequnda red de esta figura se ha asociado a cada arco su coefi-

ciente de costo reducido. En este caso resulta:

Se elige (2,4) para meter a la base; d=-1. Se forma ciclo con

la cadena 2,f,3,4.

\

, Se calcula D, = Min'{xfz, x3f} =1 ; Dy= Min {5-4} = 1,
D3 x4 -0=4 i D = Min (1,1,4)=1,

De donde el arco que sale de la base es (3,f). Se actualiza la
base como se indica en la primeri red de la figura anterior, ob
teniéndose el segundo Srbol de dicha figura. (Obsérvese que es-

ta solucién es degenerada).
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Iteracidén 3. Las variables duales se han asociado a los vé&rti-
ces del dltimo Lrbol bdsico. A continuacién se muestran los

coeficientes de costo reducido de los arcos no~bdsicos.

'De la primera red de la figura anterior se observa gue:
Fy= (L2} 1 Fy=4

“Por lo que (1,2) entra a la base formfndose un ciclo con la ca-

fdéna 1,£,2, En este caso d=l, entonces:
D, = Min {xlf, xfz} = 2 ; D, ==
Dy=6-0=6, t D =Min {2,0,6} =2
Por lo tanto pueden salir de la base (1,£) o (f,2), Elfjase

" (£,2). Se actualiza la base como se ilustra en la figura ante-

rior resultando el siguiente &rbol bisico:
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Los coeficiéntés de costo reducido, mostrados en la figura an-
terior, son menores o iguales que cero, para los arcos no basi
cos con flujo igual a su cota inferior, y mayores o iguﬁles que
cero, para los arcos no bésicos con flujo igual a su cota supg
rior. Luego, la solucién actual es éptima. Por otro lado, co-
mo el flujo 6ptimo en R' es de costo cero, existe una sdlucién

factible para el problema en la red original,

Segunda fase. e
Iteracién 1.‘£1tm1nand9 el vértice £ y el axco (1,f) se obtiene

el siguiente 4rbol bisico factible:

Te] . pe]
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En base a los coeficientes de costo reducido de los arcos no-

bdsicos se tiene:
F, = {(3,2)} ; F, = {(1,3)}.

Elijase (1,3) para meter a la base; entonces d = -1, Se forma

ciclo con la cadena 1,2,4,3. Por tanto:

D, = Min {x34— r34} = 4 + D, =Min {q12'x12'q24'x24} =1

El arco que sale de la base es éntonceq (2,4) ya que el flujo a
través de 81 alcanza su cota'éuperior.'Aétualizando*el flujo

‘goﬁo se ilustra en la‘prime:a red de la 'éiguiente figura se ob

tiene el a:bol que Se muestra a confinuacidn,

' Iteraci6n 2. Los coeficientes de costo reducido de los arcos no
blsiéon, calculados en base a los bétenciales calculados en la .

figura anterior, son: .
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Puesto que los coeficientes de costo reducido son menores o
;guaies que cero para Iﬁu‘arcos no bésicos con flujo igual a su
cota 1nfetior Y mayores o iguaies que cero para los arcos no

bésicos con flujo igual a su cota superiorx, se concluye que e;

&rbol bi&sico actual es Gptimo.







CONCLUSIONES

Como puede observarse, este trabajo ha sido enfocado a la pre-
sentacidn de resultados tefricos y algoritmos. Se hizo paten-
te la importancia de los resultados establecidos en el desarro
110 de los nétodos de solucién. También qued8 demostrado, en
algunos casos, que es posible utilizar estos métodos de solucién
en variantes de los problemas analizados, lo cual refuerza Qu
importancia en la prdctica. Ademds, se hizo notar que los cin
co probieman estdn relacionados de algﬁna manera y, en el caso
del problema del flujo a costo mfnimo con ofe;taa en todos los
vértices, se cbservé la importancia de la programacién lineal
en los modelbs de redes. Sin embargo, serfa interesante estu-
diar las reléciones de estos problemas bdsicos con otros como
el de asignacién, el de acoplamiento de cardinalidad maxima, el
de transporte, etc. También podrfan llevarse a cabo estud;os
comparativos de los métodos de.solucidn o podria profundizarsé
mds en las relaciones existentes con lds.mode;os derprogramacidn
lineal. De hecho, por ejemplo, el método general presentado pa
ra la determinacién de la arborescencia de rutas mis cortas es
un mefodo simplex especializado:; las etiquetas que se asignan

a los vértices, durante la aplicacién del algortimo, resultan
ser los reciprocos de las variables duales del programa lineal
correspondiente. También se establecen, implfcitamente, rela-
ciones de dudlidad en los problemas de flujo miximo y del flujo
a costo mfnimo. Con esto queda demostrado que el campo de estu
‘dio de los‘modeloi de redes es muy amplio y variado. Adn gue-~

dan problemas abiertos en esta interesante rama de las matemiticas.

207



A. ELEMENTOS DE TEORIA DE GRAFICAS

El objetivo de este anexo es presentar los conceptos b&sicos de
teorfa de grdficas que son utilizados durante la exposicidn de

los problemas de redes tratados en este trabajo.

Una grdfica es una pareja de conjuntos [},{], donde X es un con

junto de puntos llamados vértices o nodos y A es un conjunto de

lineas que unen todos o algunos de los vértices. Se denota con
G = [X, A].

Si los elementos de A tienen una direccifn, representada con una
flecha, se llaman arcos y se dice que la grdfica G es dirigida
u orientada. Si no tienen direccifn se llaman aristas y G es no

dirigida.

Un arco puede representarse como la pareja {(i,j), donde 1,jeX

son los vértices que une dicho arco. S1i a=(i,j)eA, 1 es el vér-

tice o extremo inicial de a y j es el vértice o extremo final de a.

Sea G =[X, A] una gréfica dirigida y sea ieX. Se 1lama s.udé:soxy","
de i a todo vértice jeX tal que existe (1,5)en. Se llama prede
"cesor de 1 a todo vértice jeX tal que existé (j,i)eA. También se'
definen las funciones r+, rt X+ px (conjunto:potencia de X),

donde, para ieX :

r*(1) = (sucesores de 1}={JcX|(L,3)cA) ¥

I" (1) = {predecesores de i}a{ieX|(j,1)eAl}.
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Como ejemplo consid&rese la sigulente gré&fica dirigida:

Puede verificarse ficilmente que: F+(1)=(2,5}, P+(2)={1.3}.
rt(a)=g r-(1)=(2,3}, r7(5)=(1}, ete.

También puede definirse,'tanto para grdficas dirigidas como no-
dirigidas, el siguiente concepto. Un vértice j es vecino de un
vértice i si existe la arista (i,j)eA. Si la grdfica es dirigi
da jeX es vecino de 1cX si j es predecesor o sucesor de i. Al-
gunas veces se dice que 1 y j son adyacentes. Se define la fun
cién TI:X +p{X) como T(i)={vecinos de i} para icX. En la gr&fi-
cé anterior se tiene TI(1)={2,3,5}, I'(4)={5), etc. Obsérvese qﬁe“

en gréficas dirigidas se cumple r(i)=rt(i)ur"(i), para iex.

bg nuevo considérese una gréfica G = [3,@] dirigida. Se definen

los siguientes conceptos en ella.

Un camino es una secuencia de arcos en la cual el vértice final
de uno es el vértice inicial del que le sique en la secuencié.
© Un camino puede representarse con la secuencia de arcos que lo
| forman o por la secuencia de vértices extremos de estos arcoé’é
por la secuencia alternada de vértices y arcos. Si1 a1=(11,12)
es el.primer arco del camino y aq=(iq'iq+1) es el dltimo se dice

que el camino es un camino de 11 ai Un camino simple es un

g+l
cam#no ajs Agreeeidg tal que a1+aj 8i i%].
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Un camino elemental es un camino 11'15""'iq (secuencia

de vértices) tal que 1j=+ik si j4k. Dicho en otras palabras, un
camino simple es uno en el cual no se repiten arcos y uno elemen
tal es uno que no repite vértices; Obsérvese que todo camino
elemental es también simple. Como ejemplo considérese la siguien

te grdfica.,

La secuencia ag, ag, ag, ag es un camino de 5 a 4. Tamb;én pue-
de representarse: 5, as,'d, ay, 3, ag, 5,a5, 405, 4, 3, 5, 4,

Este camino no es ni simple ni élemental. El -camino ags agy ag,
ag, a, es simple y no elemgntal. El camino ag, ag, ag es camino

simple y elemental.

Ensequida se define un concepto v4lido ﬁara gr&ficas dirigidas y
no dirigidas. Una cadena es una secuencia de aristas (o arcos)
gy Aypesey éq donde toda ai'esta conectada a a,_, por un exﬁ;e-
moyaa,., por el otro. Si lq cadena es de cardinalidad dos,
estas dos aristas deben estar conectadas por uno de sus extremos.
En la graficﬁ anteridr a,, aj9r 39, ag (0 1,2,3,4,5) es una ca-

dena que une los vértices 1y5. Anflogamente que como fueron definidos
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camino simple y camino elemental se definen cadena simple y ca=-

dena elemental.

Hay algunos caminos y cadenas especlales por lo que reciben un

nombre particular . Un circuito es un camino al,az,...,aq donde

el vértice final de aq y el inicial de a; coinciden; es decir,

un circuito es un camino "cerrado®. En la gr&fica anterior ag,

a9, ag es un circuito. Un circuito simple es un circuito con to

dos sus arcos distintos. Un circuito elemental es un circuito

con todos sus vértices, excepto el inicial, disﬁintos. Un ciclo

es una cadena 11, 12,....,1

q

donde ilﬁiq. En la grifica anterior

a,, ag, a; es un ciclo.

Se conoce como grados de un vértice a lo siguiente. Sea G = [X,A]

una gr&fica dirigida y sea icX. El grado exterior de i es el

nimero de arcos que tienen a i como vértice inicial, Se denota

g+(i). El grado interior de i es el nimero de arcos que tienen

a 1 como extremo final. Se denota g~ (i). Obsérvese que g+(1)
es igual a la cardinalidad de rt (1) y g (i) es igual a la cardi~-
nalidad de I'"(i). Adem&s, es ficil verificar que, si m es el nd

mero de arcos y n es el ndmerc de vértices de G, entonces:
n n
} gy = J g7(d) =m
1=1 i=)
El grédo de ieX, es el ndmero de arcos que tienen a i como uno
de sus extremos, Se denota g(i).

En gr&ficas no dirigidas se define el grado de ieX como la car-
dinalidad de I(4). :
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En la grdfica anterior se tiene que g+(6)=0, g {6)=4, g(6)=4,

Existen ciertos subconjuntos de grdficas que son de utilidad y
a continuacién se definen. Sea G = [X,A] una grd&fica. Una grd-
fica parcial de G ps la gréfica Gp = [%, Aé], donde Aé=A; es de-
cir, es una grdfica constituida por todos los vértices y algunas
aristas o arcos de G. Una subgrdfica de G es la grdfica

Gy = [Xg, A], donde X, SX e (i,3)eA, siy s6lo si A,jeXg e
(i,j)eA; es decir,|. es una grdfica que consta de un subconjunto

de los vértices de G y todas las aristas o arcos de G que unen

guiente gr&fica, una grafica parcial de ella, una subgrifica de

G y una subgrdfica parcial de G (subg:éfiéa de la grdfica pprciai).




Un concepto utilizado muy frecuentemente es el de conexidad.
Una grdfica G = [X,A] es conexa si para todo par de vértices
1,jeX existe una cadena que los une. Todas las grdficas ante

riores, excepto la dltima, son conexas.

Las gr8ficas pueden ser representadas algebriicamente por medio
de matrices. Sea G = [?, @] una grdfica dirigida. La matriz de
adyacencia de G es una matriz B cuadrada nxn, donde n es el nd-

mero de vértices de G, de componentes.
1,81 (4,9)eA
bij =
0, 81 (1,7)¢n

La matriz de incidencia de G es una matriz M de dimensifn nxm;

donde n y m son el ndmero de vértices y de arcos de G, respecti
vamente, de elementos.

1, s8i 1 es extremo inicial del arco aj
m = -1, 8i i es extremo finai del aféb aj

ij
0 , én otro caso

Si se considera la gr&fica siguiente, sus matrices de adyacencia,;

e incidercia son B y M, respectivamente.
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1 0 1 0 1 0 0
2 0 0 1 0 o 1
B= 3 0 0 0 1 0 0
4 0 1 0 0 1 o
5 0 o o 0 0 1
6 0 0o o 0 o0 0

_ |

'al a, a, a, ag ag aq ag .

- —
1 {0. 0 o o o0 1 o 1
2 {1 1 o o0 0 0 -1 -1
M= 3 |-t 0o 1 o o o 0 0
4 0 o0 -1 0 1 -1 1 o0
s o o 0 1 -1 0 O 0

6 |o -1 o0o.-1 o0 ‘0 0 o0

- |

Obsérvese que, en general, si se suman losfgiémentos del i-&simo
renglén de la matriz de adyacencia, se obt;gﬂgfg+(i), para todo

ieX. si se,sumaﬁ los elementos de la i-ésiﬁaléolumna se obtiene
g (i), para todo icX. También puede observarse que las columnas
' de la matriz de incidencia tienen exactamente dos elementos dis;
tintos de 0; uno de ellos es igual a 1 y el otro es igual a -1,

puesto qﬁe cada arco tiene sélo un extremo inicial y sélo un ex-

tremo final.
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Por dltimo se define el concepto de red. Una red R = [X,A,f] es
una grdfica ponderada; es decir, es una gr&fica [X, A] con una
- funcifén real f definida sobre sus arcos o aristas o sobre sus

vértices o sobre ambos.




9.

BIBLIOGRAFIA

. Bazaraa, M.S. y Jarvis, J.J. "Programacién Lineal y Flujo

en Redes". Limusa. 1981.

Busaker, R.G. y Saaty, T.L. "Finite Graphs and Networks:

An introduction with applications". Mc Graw-Hill. 1965.

Carré&, B. "Graphs and Networks”. Oxford University Press.
1979. |

Christofides, N. ?G;aph‘TheOty:‘An algorithmic Approach”.:

Academic Press. 1975.

Hillier, F. S. y Lieberman, G.J. FIntroduction to Operations

Research®. Holden-Day, Inc. 1980.

Hu, T.C. "Integer Pfoqramming and Network'rlows‘. Addigon-

Wesley. 1969.

Jensen, P.A. y Barnes, J.W. 'Netwo;k Flow Programming”. John
Wiley & Sons. 1980, .

Kennington, J.L. ykﬂe;gason, R.V. "Algorithms for Network
Programming”. John Wiley & SOng.-19§0.

Minieka, E. "Optimization Algorithmq for Networks and Graphs®.
Marcel Dekker. 1978. ’ ‘

26




10.

11.

12.

13.

Phillips, D.T.; Ravindran, A. y Solberg, J.J. "Operations

Research: ?rinciplea and Practice®. John Wiley & Sons.1976.

Prawda, J. "Métodos y Modelos de Investigacifn de Operacio-

nes", (Vol. 1). Limusa. 1979,

Sakarovitch, M. "Introduction a l'etude des Graphes".
Université Scientifique et Médicale de Grenoble. 1975.

Sakarovitch, M. "Optimization dans les réseaux”. Université

Scientifique et Médicale de Grenoble. 1977.




	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Árbol de Peso Mínimo
	Capítulo 2. Ruta más Corta
	Capítulo 3. Flujo Máximo
	Capítulo 4. Flujo a Costo Minímo entre Origen y Destino
	Capítulo 5. Flujo a Costo Minímo con Ofertas en Todos los Vértices
	Conclusiones
	Apéndice. Elementos de Teoría de Gráficas
	Bibliografía



