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(1)

Introducecibn

El objeto del presente trabajo es dar un cuadro gene-
ral de la naturaleza escencial de las ecuaciones diferen--
ciales, Para ello no hay necesidad de entrar en detalle -~
de teoria, pues el pensamienfo, que avenza de lo concreto a
lo abstracto siempre que sea correcto no se aleja de lag ~-
verdad sino que se acerca a ella. Ia abstraccién de la ma
teria, de una ley natural, la abstraccibébn del valor de uso,
Etec,, en pocas palabras, todas las abstracciones clentifi-
cag correctas reflejanvlé naturaleza en forma més profundas,
veraz y completa, De la percepcibn viva al pensamiento --
abstracto y de éste a la préActica: Tal es el camino dialeg

tico del conocimiento de la verdad.

Se hace mucho &nfasis en el principio determinista -~

pues sin el cuil habria un vacio que no podrismos llenar,

Agradesco la participacibén entuslasta del seminario -
de engefianza y titulacibn, que con su critica fué positle

construir el trabajo de tésis,

A mis hijoss
Ani,
Aura

J

s -Jesis,



Capitulo I

Planteamiento del problema

Eg deseable poner el acento en un aspecto dificil de -
la concepcibn filosb6fica de algunos tbpicos elementales de
lga Fisica y 1a MatemAtica a saber, en algunos elementos del

razonamiento digléctico,

Basfindonos en log clésicos, el movimiento y la dialéc-
tica aparecen en la MatemAtica cuando se introducen en esta
las variables, En los primeros nivglee de la engefianza ma-
temAtica, lo usual, es manejar éomo varigble a una Iiteral,
en cuyo lugar puede sustituirse la denominacibn de cualguier

elemento de un cierto conjunto numérico,

En suma la dialéctica en este caso estd mucho més pro-
fundamente y no son suficientes las anteriores explicacio--

nes formales,

En rigor el esclarecimiento de este tipo de situacio--

nes exige ser desdoblado del enfoque histérico,

En el presente trabajo tal enfoque no ser§ intentado -
pues nuegtro objetivo es macho mAhs modesto, sblo ilustrare-
mog con algunos ejémplos las ideas que al respecto tenemos,

De manera similar a como en las ecuaciones algebréicas,

digamos del tipo: .

ay2 + pY + ¢ = 0, se plantea determinar -




sy

los valores numéricos dé la varisble y para los culles
dicha ecuacibn se satieface*'(OGMUnto golucibn), en las -
ecuaciones difbrencialeé donde la funcibn incbgnita esté
aféctadé del operador derivada, se plantea como problema
fundamental el determinar 1la funcibn incbgnita (solucibn
general), Aqui se presentan tres posibles métodos de solu

cibn,

I.- Método de integracibn, Basta con conocer a

nivel manipulativo las nociones de derivada e integral pa
ra estar en la posibilidad de resolver problemas, cuyo --
planteamiento nos lleva a ecuaciones como la del cfecimigg

to exponencial,

(W) &y . g

0. como la del movimiento armbnico simple

(2) % . 2
at?

donde en ambos casos y= y(t) es la funcibn incbgnita y las

constantes K70y we

son constantes de proporcionglidad,

A este respecto recuérdese que el mismo Newtbn consi-
deraba el problema de hallar primitivas 6 integrales inde-
finidas de una funcién f£(x) como la ( integracibn de la -

‘ecuacibn particular__gg_ = f(x) )

¥ ngatinface” significa que la 1guanldad ee transforma en -~

una identidad para tales velores gue se denominan §°1P°1°nr7

t




(6)

II,~ Basta con conocer la nocidn de derivada y algu-
nas deAlas propiedades de ésta, de manera que pueda inda-
garse el comportamiento de las soluciones sin conocer ex-

plicitamente tales soluciones, (Método cualitativo)

IIY,~ Basta con conocer el método de apro¥imaciones -
gucesivas para obtener en forma aproximada las soluciones

(M&todo numérico),

Fn diferentes Areas de la actividad humana surgen =
problemas que en forma natural se reducen a ecuaciones --
tipo (1). El carhcter de estor problemas y el método pa-
ra resoiverios podemos describirlos aproximademente asi:-
se estudia un cierto proceso, cuya naturaleza puede ser,-
Fisica, Biolbgica, Geolbgica, Etc, Supongamos que de este
proceso nos interesa cémo varia con el tiempo cierta ca--
racteristica del mismo, esto es, nos interesa determinar
una cierta magnitud incbgnita tipo temperatura de un cuer

po, presibn, tamafio de una poblacibn, Etc,.

Sy tenemos suficientes datos podemos intentar la ---
construceibn de su modelo matemAtico, FEn muchos casos, -
de los datos experimentales acerca del desarrollo del pro
ceso b bién de las leyes particulares de lag diferentes -
ciencias ( 2a., ley de Newtbn, ley de accibn de masas, Ftec)
Se logra tener informacibn sobre la velocidad instantamea

de cambio de la magnitud incbgnita y = y (%) especto ald

tiempo, es decir gobre la derivada y¥= y’ () donde 7 = Zﬁ:
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Precisamente esta informacibn la podemos escribir -
como une ecuacibn tipo ( y* = f (t,¥)...(3) con funcibn
incbgnita igual a la caracterigtica oue nos interesa ==
y (%), esta ecumcibn describird nuestro proceso,bajo ciler
tas restricciones,desde el punto de vista de su caracte--

ristica y (t),

Hallar todas las posibles soluciones de la ecuacibn
diferencial, es en si un problems estrictamente matem4ti-
co y significa obtener todos los posibles tipos de varia- '

cibn de la magnitud 1y,

Sefinlemos como a travé§ de esta descripeibn ( a tal
descripeién se le llama modélo) siempre resulta necesario
hacer ciertas suposieibnea gimplificadoras: despreciar ta
les b culles hechos b fenbmenos colaterales, aceptar cier
"tas condiciones "ideales", en fin abstraerse de muchosg de
talles concretos, Esto naturalmente lleva a ciertas res-

tricciones en la gplicacibén del modélo,

La experiencia acumnlada de diferentes ciencias, «~-
muestra que muchos problemas de contenidos digtintos se -
reducen gl mismo modelo, Por motivos de clagificacibn de
los modelos resulta conveniente elaborar métodos de solu-
cidn de tales ecugciones & su anAlisis cualitativo, inde-

“pendientemente de los problemas que las generaron,

Si un problema gqueda reducido e una ecuacibn diferen



(8)

cial con al menos un método de solucibn conocido, enton-
ces se consgidera que tallproblema est4d con principio re-
suelto, En este caso se considera que la parte creativa
del problema termina con el planteamiento del modélo, --
pues la segunda etépa consistente en la bisqueda de la -
golucibn es aunque importante un problema técnico, Aqui

de nuevo estamog ante un problema anglogo (reduccibn a -

ecuaciones comunea)ﬂ*ﬂ

@f) Cqbe mencionar que debido a la répida y creciente comple-
jidad de las ecuaciones diferenciales, esfe dltimo proble-
ma deja r4pidamente de ser un problema técnico y obliga al
andligis numérico 6 al andlisis cualitativo de las solucig.

nes sin conocerlas,
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Capitulo IT
Congtruccibn de modelos y reglas de @a ipulacibn,
l.- Es segu;amente bién conocido el modelo a travé$S
del cuél la velocidad de crecimiento de ung magnitud es

proporcional a la misma magnitud, esto es:

, £ (t) = Kf (%)

. s .
(VI.a gignifica la der1vada‘_ad%_)

(vease el capitulo I)

Para este tipo de fenbmenos el tfpico ejémplo de los

textos se refiere a la degintegracibn de una sustancia ra

dlactiva: p(4) genota la masa rediactiva al tiempo t, y

el coeficiénte K es la tasa promedio de crecimiento, en
nuestro caso negativo, Hasta aqui, escencialmente, no --
surge ninguna dificultad, pero no se nos ocurra COMO S8€e-w
gundo ejémplo tratar el crecimiento de la poblacibn del -
paie al 3,5% anual, porque a muchos dejar4 perplejos y —-
hgsta protestas podr4 provocar, Cbho es pogible, dirén -
‘.109 defengores del rigor matemAtico, derivar una funcibn

que sblo toma valores enteros,

Ia indignacibn puede convertirse en confucibn total
gl aclaramos que, incluso en el primer ejémplo de la desin
tegracibn radiactiva, nos encontramos en un caso similar
al segundo, esto es, tambiénfen el primer ejémplo, real--
_laffunoibn.}f(t),‘ ‘

 mente, esta referida al nimero entero -




€T T

de Atomos que se conservan sin desintegrarse al tiempo t,

Eato nos lleva a hacer una aclaracibn ilmportante so-
bre los modelos matemfticos en general. Por 1o regular -~
el modelo matemédtico de un fenbmeno esquematiza a dicho ~
fenbmeno, Es por esto que un modelo matemitico nos da -~
buenas predicciones sblo dentro de ciertos limites, Aeil
en el gegundo ejémplo sblo para poblaciones muy grandes ¥y
para intervalos de tiempo suficientemente pequefios el mowll v
delo es vAlido, fuera de taleg limites el modelo pierde -
su gentido real y su aplicacibn sin la debida reflexibn -

lleva aaresultados errbneog & absurdos,

2.- Ahora resultan ampliamente conocidos ciertos ejém
plos ya clésicos, TLa Fisica Newtoniana para velocidades -
terrestres de mbviles usuales, indudabiemente refleja en -
forma correcta ciertos fenbmenog reales pero deja de ser -
aplicable para velocidades ocomparables con la velocidad de
la luz, pues lleva a contradiéciones con los experimentos.
Bato significa que fuera de los 1imites de validez de la -
mecénica Newtoniana actfa otra mechnica, la mecAnica de la

teoria de 15 relatividad de Tinstein,

Egte proceso dialéctico de transformacibn de ciertos
modélos objetivamente correctog en ciertos rangos a otros
modelos, resulta ser crucialmente importante como para ser
ilustrado en ejémplos gencillos, Intentaremos analizar -

con mia detalle un ejémplo de la mechAnicas
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Incluso en los cursos a nivel de secundaria, correc
tamente se afirma que en muchos problemas un cuerpo mate
rial "Suficientemente" pequefio puede considerarse como -
un "punto material” despreciando asi sus dimensiones., Eg
to ocurre, por ejémplo, con una pelota lanzada hacla a--
rriba desde la supe;ficie de 1la tierra, sin tomar en cuen
ta la resistencia del aire, la culdl se moveri en una rec

ta vertical solo bajo la accibn de la fuerza de gravedad:

( Fgr = -mg, donde g es la aceleracibn de la -
gravedad y m la masa ), sabiendo adem&s la posicibn y -

velocidades inicilales, las cuales denotaremos por

Z (o)
Vo) =V

[}
(<]

En este caso la "Ley" fisica que estd detrfs del pro
blema del movimiento del punto material es la 2a, ley de

Newtbn, Tn efecto

(1) ma(t) = F

Aqui m eg la mésa Yy a la aceleracibn del punto =~
material y F representa la sumg de todas las fuerzas -~
ghe interviénen, gue en nuestro problema es sbéblo la fuer-
za de gravedad Fér = «~mg por lo tanto la ley 1 nos que=-
da:

ma (t) = -mg 6 sea | .

(2) a (t) = -8




donde debe recordarse que la aceleracibn de la gravedad g

ge congldera constante e igual a 9,8 m/eeg2.

Con el primer método eate problema se resgolverd asi:
Dado que la aceleracitn de un punto material a(t) tiene
la interpretacibn mecénica de ser la razbn de cambio insg-

tantanea de la velocidad respecto del tiempo, 6 sea:

O)aﬁ)=d%ﬂ

entonces de (2).y (3)

CE I

con la condioibn adidional Aada, w

(5) V(o) =7,

El problema (4) - (5) puede resolverse integrando, pa: -
ra 10 cual usaremos el hecho de que la diferencial de toda
funeibn que tiene derivada es igual a su derivada por la -

diferencial de la variable:

dv = "g'%‘ 'o’dt (*)
pero por ( 4 )

av = -g at | )

e integrando en forma indefinida




(ij) S IR ,;,.‘A”

J'dv = -g-gdt (%'ﬁ)

06 sea:

(6) v(t) = -gt + 0

donde C; es la congtante arbitraria de integracibn, suge:
ceptible de determinar debido a la condicibn (5), En -~

efecto, sugstituyendo en (6) t = o tendremos:

V(o) = -g,04+ 01
eg decir:
AT T, =c,

que sustituyendo en (6) nos lleva a:

(8) V(%) = -gt+ 7,

%) vease el apéndice 1,

¥%) puede integrarse en»forma definida tomando en cuenta

la dondicibn (5), guedando:

' v

v \Y | | x
dv = =g at > Vv a -gt =
%, A 0 0

VVo=-g (t-0] % V(&)= V -gt

En forma anfloga dando la interpretacidn mechnica de.
la velocidad V (t) como la razén de cambio instantanea —. '

de la posicibn % con regpecto del tiempo t, tendremos -




De (8) y (9) obtenemos:

_(10) ..ﬁ-d’z“ = -gt 4V,

pero como 7 es una funcibn que tiene derivada dada por -—-

(10), entonces:

y sustituyendo (9) llegamos a

dz = ( -gt + Vo) dt

e integrando en forma indefinida, tendremos:

dz = |( -t + ¥V, Y at (%)
6 bién:
g (t) = =g |( tdt + V at
0

egto en:

(1) x(w) = -g £ vyt +C

donde C es la constante arbitraria de integracibn que DO

demog determinar de 1a condicibn inicial dada arriba:

(12) % (o) =0
I Fn efecto sustituyendo: % =0 €D (11)

|  | z.(o?..’.g_g_?, 4V .0 4 C




(13) 0=0C

Consocuentemente de (11) tenemog que:

Z(t)=-§§2 + Vb

Egto nog da la ley del moviemiento de la pelota.

( %) Aqui podemos integrar también en forma definida pero
a su vez la integral definida puede calcnlarse por apréoxi
mgciones sucegivaa como es usual hacerse en los cursos de

Mateméticas IV de los C.C,H,

La coordenada gque nog da la altura 2 y la velocidad
V cambian con el tiempo, TWsualmente en log librog de tex
to sblo ge afirma que dichas magnitudes cawmbian contima-
mente y que esto ocurre en el caso general del mo&imiento
de un punto material, En reslidad lo que ocurre es que =-
las fuerzas que actuan sobre el cuerpo en cuestibn son —-
magnitud finita, TEs por esto gue también es finita la a~-
celeracibn trangmitida al cuerpo y consecuentemente ge ~-
conclnye la continuidad de la velocidad V y de la pogi--
cibn 2 respecto del tiempo, pero en realidad la pelota al
pegar sobre el suelo instantaneamente cambia la direccibn
de su movimientd y rebota, DPuesto oue la pelota no eg ~-
completamente eldstica al iniclar su primer salto su velo
cidad inicial serd menor que la velocidad inicial del lan

zamiento original, 0 bién:

V1= Kvo,

donde en coeficiente de proporcionalidad K& 1. .
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(16)
Congiderando al coeficiente K como constante en -
log sucegivos saltos es posible calcular todo el dlterior

degarrollo del proceso,

Egtoa resultados sorprenden y propician grandes —-

digeuciones, (44)

Por ejémplo, resulta que los ingtantes sucegivos tn,

en gue la pelota rebota sobre el piso, convergen, al cre-

cer n, a un clerto limite finito - T:

Lim, Tn = T, egto egq:

-0

Ocurren infinitos reboreg de alturas decrecientes en

el intervalo de tiempo [—O,T]

Evidentemente este modélo es idealizado, pues no es -
aplicable para saltos cuya altura sea del brden dei difme-
tro de 1la pelota.,. Pero el modélo es completamente realis-
fa; La répida acumulécibn de los instantes del golpeteo de
la pelote sobyre el piso y la completa paralizacibn de élla

al tiempo T gon claras, incluso "zl oidon,

() Aqui puede tener interes dejar de tarea didujar las -
gréficas de 2 (%), V (t) y  a(t) para una X diferente:

(04K &)




o)

A continuacibn ilustraremos el tipo de grificas -
obtenidas para Z, Vy a como funciones de t para

una K fija:

0

N & 5. < Y roedll
_g, —o—e—rre 1
:

Fn el ingtante tnvla velocidad cambia dando un sal-

, %o del valor negativo -V _

1 al valor Vnz K’Vm1 ( dige—m

continuidad en ¥ )

Ta aceleracibm a tiene todo el tiempo el va-
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lor constante -g, excepto en los momentos de rebote fn'
Fn tales instantes la pelota recibe "impulsos virtualeg"
(inetantaneos) de magnitud finita, Tales impulaos virtua
les que instantaneamente cambian la velocidad son de lar
ga tradicibn en la Figica ¥y eran tradicionalmente frata-
dos en problemas gobre colislones de esferas y sobre los
boties de las holas en las bandas de nna mesa de billar,

Regsumiendo, si se desea hablar sobre las aceleraciones -
de la pelota en log momentos de rebobte tendrf que acudir
se a la idea de los impulsos virtuales, 6 en lenguaje mo
derno tendriamos que referirnos a ciertas "funcioneg" —=
tipo la "funcibn E;ae Dirac", pero entonces nos saldria-
mog de los marcos elementales prefijados, pues tales fun
ciones constituyen un aparato matemitico sofisticado fue

ra de las pretensiones de egte trabajo,

F1 discutir 1o anteriormente expuesto nos puede 1lle
var a la siguiénte conclusibn: Lo correcto de la tesis -
acerca de la finitud de las fuerzas involucradas (y la -
continuidad de la velocidad respecto del tiempo gue se -
desprende de é11a) lleva a una contradiccibm al conside-
rarse a la pelota como un punto material, Sin embargo, -
resultb correcto no pasar a considerar a la pelota como
un cuerpo de dimensiones finitas deformable, simo la in-
trodudeibn préctica al modélo de lo Que llamamog impul-~

sog virtuales,

Degde el pﬁnto de vista matemAtico este problema es




Tae

ynteresante en cuanto ejémplo de aplicacibn a un fenome~
no real (aunque ingenuo) de funciones discontinuas: La -
velocidad V (%) en los puntos de discontinuidad t, que
ge acumulan al punto T donde en este ¥ltimo punto la fun
cibn V (t) es continua, MAs adn la funciébn 3 (%) en -
el punto T resulta incluso derivable con derivada 2 -=
igual a 0, Esta ltima observacibn resulta sb6lo ser g—w—-
tractiva a los interesados en la MatemAtica, ya que aguf
egtabamos empezando a analizar el mod€lo construido més

alls de los limites de su aplicabilidad, Fsto resulta -
tipico para el estilq de trabajo del llamado matem&tico

"pu roll .

3,- Otra justificacibn de porqué estudiar ecuacio--

neg diferenciales a nivel medio superior:

Eg un hecho que enseflar la concepcibn cientifica —-
del mundo, incluso a niéel medio superior, es imposible
sin al menos los rudimientos de la historfa de la cien--
cia y la ubicacibdn de las principales etépas de su desa-
rrollo, Una de tales etlpas es la corregpondiente a la
concepcibn determinista de las ciencias naturales y ésta,
a su vez, es imposible, incluso de enunciar, sin la no--
cibn del modélo matemitico a travéz del cual fué origi--
nalmente planteado, a saber la nocibn de ecuacibn dife--

rencial.*

Toda la ideologfa de las ciencias naturales matema-

tizadas, desde Newton hasta Laplace, estd Intimamente re
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lacionada con la nocibn de ecuacidbn diferencial, En --
particular Laplace formuld su principio General Deter-
minigta a partir de la hipbtesis congistente en que -~
las principeles leyes de la naturaleza se expresan me-
diante ecuaciones diferenciales y que resolver dichas

ecuaciones permite en forma real predecir el futuro

univocamente,

En la préctica se sabe gue el problema de integrar
una ecuacibn diferencial (resolverla) es un verdédero -
problema, que se resuelve sblo en forma gproximada via
los 1lamados métodos numéricos, Sin embargo, como ge a-
firma al pie de la pAgina anterior, incluso a nivel de
Preparatoria, es posible'dar una clara nocibn de 10 gue
es una ecuacibn diferencial, ﬁara 1o cudl ge propone --
analizar minimamente los problemas de crecimiento orgh-
nico exponencial, movimiento uniformemente acelerado y

el de oscilaciones armbnicas,

.Recuexﬂese también que para Newton existian dog --
problemas fundamentales en el anAlisis: 1) hallar las
derivadas, dadas las funciones, 1i) Hallar de las rela
ciones entre funcibnes y susg derivadas tales funciones,
Esto dltimo ea integrar una ecuacibn diferencial (resq;

vefla);

ﬁ? A nivel medio superior el programa de ecuaciones
diferenciales podria reducirse al estudio de las ecuge=

“cioness.

£ (x), 3 = Ky, yMa 8, y2 K'Y




Capitnlo III

Fcuaciones Diferencliales Iinealea

{con coeficientes congtanteg)
1l,- La ecuacibn diferencial.

(1) 3= Ky , K40
ge llama lineal debido a que la funcibn incbgnita y como
su derivada y’ aparecen en forma lineal ( elevadas a la -

primera potencia),

Es fAcil comprobar directamente via derivaci.bn

(1) tiene la forma:

13) y(t) = ¢ &' (¥

(ﬂa Fn efecto dividiendo (1) entre y # O obtenemoa_xi= e
y 9

esto es d (1n y) = K, donde aplicando las propiedades de
la integral indefinida a la dltima ecuacibén tendremos que -
donde C, es un real arbitrario /por comodi

1’ 1
dad pondremos 01 = 1n C/ luego 1ln_y Kt, 6 sea y = et
‘ e e

'lny=Kt+C
que es (3) donde C es una constante arbitraria,

Resulta que si en el plano de coordenadas (t,y) repre-
sentamos las grdficas de estas soluciones para todos 1los po
sibles valores de C , tendremos todo el plano cubierto por
é1llas y por cada punto del plano pasa una y sblo una grifi=

ca, Fl plano queda como "tejido" de grAficas de (3) éue no
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pe cortan, véase la figura 4.

e
I

iy

K-0

El que por cada punto (% ) pasa una dnica gri

o Yo
fica, en nuestro caso, es fhcil de domostrar, basta pa-
ra ello con encontrar todas las gr&aficas tipo (3) que -
pasan por dicho punto ( to,yo) del plano coordenado, De
terminemos los valores de C para log que la grafica -

de (3) pasa por ( L yo): Vo= C ef o que nos da

C= Yg e~Kbo y pPor lo tanto'por nueg

un dnico valor de
tro punto (top YO) pasa una nica gréfica tipo (3), a
gaber:

() y=(yge

- Kt) oKt Yo oK (t -to).

Fe frecuente formular el hecho anterior diciendo £

que, la ecuacibn diferencial (1) admite una dnica solu-




cién que satioface la condicibn inicial y (bg) =¥+ ¥
tal solucibn est4 dada por (4),

2.~ Una ecuacibn diferencial lineal un poco m4s gene

ral esta dada por:

(5) |¥'= Xy + a

donde tanto X como a gon constantes,

Fsta ecuacibn f4cilmente se redude a une ecuscibn t1

po (1) si su parte derecha se pone en la forma siguientes

(5') y, =K (y+ a ) donde estamos suponiend.o
que evidentemente K ¥ 0 y donde denotaremos al parénte~-
ois obtenido (y+ a)) por una nueva funcibn incbgnita -

A 0 Z= 27 (t) ya oue y y (t) ), esto es hacemog:
(6) Z=y+ _a _, de donde:

' 3
2 = 7 (5%)

a ( oo .
T (y+_a) = K (y+ a) =
X = X
de este modo kemos obtenido que la nueva funcibn incégnita

(6) satisface la nueva ecuacibn diferencial,

2 = K3
que efbctivémente es de la forma (1) por 1o cual sus solu-

ciones son de la forma (3)

2 () = ¢ ot




6 bién, dado que Z esth dada por (6) serén de la formg

sy

Kt

(7) y (t) = -'—ﬁf +ce

Aqui de nuevo C (la constante arbitraria de integra
cibn) se determina unfvocamente si tenemos dada una condi

cibn inicial tipo y( t, ) = Yo ¢

Lo presentado hasta aqui es de hecho todo lo que se
necesitaria, a nuestro juicio claro est4i, para tratar a -
nivel preparatorig las ecuacioneg diferenciales lineales
dé'primer brden, esto es, las ecuaciones donde sblo inter

viene la derivada de primer brden y tanto ésta como la --

funeibn incognita aparecen lineglmente,
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Capitulo IV

Algunas Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales

Lineales,

Los ejémplos tipicos de problemas que cbnduden a e-
cuaciones diferenciales, apropiados a nivel preparatoria,
estan relacionados con log procesos de desintegracibn ra
dioactiva, del Crecimiento de una poblacibn en plazos cor
tos, su duplicacibn, agotamiento de recursos natursles,
dengidad de las hormigas fuera del hormiguero, reaccio--
nes quimicéﬁ de primer 6rden, enfriamiento de cuerpos, -
presibn barométrica, concentracibn.de gales en golucio--
nes, el crecimiento de la longitud de un pez, Ete,. Noso
trog plantearemos aqui tres ejémplos que conducen a ecua
ciones linegles que también creemos apropiadas a este -~

nivel,

1l,- MOTELO DE CRECIMIENTO DE UNA POBLACION DE BACTE
RIAS,

Sea N (t) el tamafio de una poblacibn de bactérias
al tiempo ¢,

Bajo condiciones ideales el incremento del tamafio -

de-la poblacibn que denotaremos (%) pors

AN (t) 2P v (9 n) - F (%)




it gt
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durante un lapso de longitud h (det a t + h ), pa-
ra machos tipos de bacterias podemos considerarlo como -
proporcional tanto a N (t) como a h, para h pequeffo,

Lo dicho podemog resumirlo sinbblicamente cdmo:

(3) AN (t) X . N(t) » h
donde K > O es la constante de proporcionalidad que na-

turalmente depende del tipo de bacterias,

De (8) dividiendo entre h obtenemos:

(er) AN (t) o~ K. N (%)

Ahora haciendo abstraccibn d@ que la magnitud de una
poblacibn sblo puede medirse con nimeros enteros conside-
remog que N (%) cambia en el tiempo continuamente. Més
ain tomando en cuenta que la dltima igualdad aproximadé@—
es més exhcta en cuanto mis pequefia sea h
de suerte que pdsando en (') al limite cuando h tiende

a cero, obtenemos una ecuacibn diferencial tipo (1):
(9) N = xn %)

Por lo tanto de (3) del capitulo II tendremos que --

sug goluciones

(%) 71 sfmbolo 22¥ gignifica que la parte derecha
de la igualdad se denota por la expresibnm de la izruierda,
(%) F1 simbolo v significa aproximadamente igual,

N\

(%4) E1 andligis cualitativo de esta ecuacibn véase .




estdn dadas por:

(10) N (t) = 0 e-F

lo que significa que tal poblacibn crece segin esta ley
exponencial, Si ademfs se cuenta con el dato de la po-
blacibén inicial, 6 sea la condicibn de la ecuacibn dife

rencial (9):

(11) N (0) = N, ,
entonces sustituyendo este dato en (10) determinamos C
hallando que C = N, de donde tendremos gue finalmente

la ley de:crecimiento de las bacterias es:

Kt

N(t):Noe

2.~ CAIDA LIBRE CON FRICCION
(Modélo del paracaidas)

Supongamos que se deja caer desde cierta altura un

cuerpo de masa m, sobre el gque actia ademis de la fuer

za de gravedads , | E
§

E

Fg=mg, Vl S

donde Fé gignifica la fuerza de gravedad, m la masg «-
del cuerpo y g 1la aceleracibn de la gravedad, la fuer
za de friceibn ( Ff ) en direccibn contraria a la velg‘
cidad v del cuerpo y broporcional a la mggnitud de la -

misma velocidad (hecho determinado empiricemente y en =
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este problema dado como un dato)

P.= =«AV

f

donde oA > O es la constente de proporcionalidad de la -~

fuerza de friccibn,

Nos proponemos resolver el siguiente problema: De--
terminar la dependencia de la velocidad respecto del —---

tiempo (ley del cambio de la velocidad),

En nuestro caso;'la ecuacibn diferencial surge inme
diatamente, en cuanto se ubica la ley fisica que rige el
fenbmeno en cuestibn, esto es en este caso la segundg =--

ley de Newton:

F=ma
donde F es lé fuerza resultante al cuerpo de masa m y-
a €8 la aceleracibn que se imprime al cuerpo al aplicar-
le 1a misma fuerza F, ‘En el problema que nos ocupa esto
gignifica: |

Fé + F} =ma

pero la magnitud de la aceleracibn a coincide con el -
valor de la derivada de la velocidad ;,(aqui: *= 4d),
por 1o que tomando ademés en cuenta las expresiones para

Fb y Ff, obtenemos:

,mg-J~v=»m:7

que al dividir entre m se reduce,af
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(11) ; =1:é; vV + 8 (*)
m

ecuacibn diferencial lineal del tipo (5), donde g es -

la congtante 9381 m/seg.2

De manera pimilar a como ee resolvib (5):_13 5010 —~

cibn de (11) serA:

N -~
v (t) = %d? + ce =%
En particular si la velocidad inicial es dada como:

(12) Vv (0) =0,

obtenemog:
C = —‘E m
A
y por 1o tanto la solucibn de (11) - (12) ser4:

L ¢
(13) V(t)= _gm (1-e~ ™ )
A
El problema de la caida libre sin friccibn, 6 sea -
Fe = 0, se redude a:

V= g

y consecuentemente la megnitud de la velocidad crece li.-
nealmente, ya que integrando la dltima ecuacibn tendre--

mog¢

() El anAdligis cualitativo de esta ecuacibn en el Apén
dice 3,2



Al contemplar el mismo problema, pero con friceibn -
distinta de cero la velocidad V también crece, en efec-

to de (13) tendremos que su derivada:

v (t) =g e -4 20
m
y por eso la funcibn V (t) es creciente, Sin embargo, --

cuando t es muy grande (recuérdese (13) la expresibn —--

e'LZL t
m

por lo cudl tendremos que ( véase la Fig, 2) :

%,_;,,’ vit)-p (releied I )

A L Ul

0 —-» T ﬁsz

es muy pequefia, tiende a cero ( ya que 0(70 ), (:m)o)

-t

3.- LA TORMULA BAROMETRICA

Es bién sabido que a mayor altura el aire estéd més -

enrrarecido, esto es la presibn atmosférica con la altura
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disminuye, Nos proponemos determinar lg dependencia de
la presibn p respecto de la altura sobre el nivel del

mar a/p =p (a)/ .

Recordemos que como valor de la presidn atmosférica
se tbma el peso de una columna vertical de aire con Area

gseccional A = 4 cm2.

Por 1o tanto, el incremento
de la presibn al pasar de una al

tura a sobre el nivel del mar

a otra a4 h (véase la Fig, 3)

seré: .
~Ap (a) = P (6 + h) - p (a) N
b sea: :
-Ap (@) =p(a) =p (a+n) R ;
. | (g )Y..a=0

que nimericamente es igual al peso () del'pedazo de co-

lumng de aire de altura h :

(14) - Ap (a) = g« m (h)

donde m es la masa del pedazo de columna entre a y a+h,

t

Por otro lado el voldmen V del pedazo de columna (-

. Area de la base de la columng por la altura) ee:.

(3¢) F1 peso P del pedazo de columna entre a y a + h re
presenta una fuerza gue por la 2a. ley de Newton serf P = °
(masa del pedazo de columna) x (aceleracibn) = (masa hasta
a) » g= m g, ’ ' :
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VoSe.h=h (ya que S=1cm2)

Podemos adidionglmente introducir la densidad prome-

dio del aire en el pedak%o de columna que designaremog por

= masg de aire en el pedazo
volumen del pedaz0 de CO--

prom  ( es decir gprom

de columna . 5  p ) ge manera que:
jumna N =

m=fprom ‘V = fprom ‘h

sustituyendo esta expresibm es (14), obrenemog:

- =Apta)= ¢ j)prm b,
dividiendo entre h y cambiando de signo en la ecuacibn

anterior, tendremos:

(15) _A_%_(_G_L = -gyprom

Ahora bién, si denotamos por S)(a) la densidad del -
alre a 1la altura a , entonces al tender el incremento de
la gltura h a cero, la densidad promedio Saprou,l tiende
a (a) (véase la Fig, 3), luego entonces si pasamos al

limite en (15) cuando h —p O llegaremos a:
lim a) = 1lim ( )
s 0B T =& | prom
_3._2(_&1. =-g, lin - 2
a . prom, ( g = 9,81 m/seg” )

h—p o

(16)  _dpla) _ -gj(a,

da.




S (33)

donde sin embargo no sblo p es funcibn incbgnita, sino

que también desconocemos a‘r.

Para poder expresar, digamos, a SJ a travéz de p y
ast llegar al modelo mediante una ecuacibn diferencial -
que esperamos sea de log tipos que hasta ahora conocemos,

impongemos restricciones que hagan pogible lo propuesto,

Supongamos que la temperatura del aire se conserva
‘constante en lasg distintas capas atmosféricas, Entonces
de la " Ley de Boylle Mariotte" 6 de la ecuacibn del es-
tado gaseoso es fAcil dedudir que la presibn p es pro-

porcional a la densidad $ .

p(a) =r f(a) ()
donde r es la congtante de proporcionalidad, Fs asf ==
que sustituyendo esta Wltima igualdad en (16), obtenemos
la ecuacibn diferencial con la presibn p como funcidn

incognita:

(17) __g_g_z -"%" p ®¥)

() pV=RT, donde p es la presibn, V el volumen, R 1la
constante universal de los gases y T la temperatura (con
giderada en nuestro caso constante), Iuego p=RT = =

‘= g 3 . ? = rbg y COn m la masa molar del gas, r =
=RT = m
w7 v

(x¥) Observese que de esta ecuacibn pudo haberse plantea
do el problema de la siguiente manere, Experimentalmente
8e gabe que la razbn de camblo de lg presibn p con respee
to de 1a altura a es proporcional a la misua presibn,
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Obgervando rue (17) resultd ser del tipo (1), llega
remos de nuevo fhcilmente, como en (4), a que su solucibn

ea:s

(1R) e (a) = P, e "-—%— a

donde P, es la presibn atmosférica a nivel del mar (a=0)
OBSERVACIONES FINALES

i) Ta presibn disminuye con la altura sobre el nivel
del maf, segin la ley exponencial obtenida en (18), 1llama

da "férmula barométrica",

1i) Esta férmula no es aplicable para alturas compara
bles con el ridio terrestre, Estd se sigué no sélo de no
haber considerado 1la variacibn de la temperatura en’las -
diferentes capas de la atmbgsfera, sino también de no ha--
ber congiderado la variacibn de la aceleracibn por la cai

da libre,

iii) En este problemg la ecuacibn diferencial descride

no el ﬁrocbso fisico en cuestibn, gino sb6lo la variacibn

de una magnitud fisica ( P ) dependiente de otra (a).
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Capitulo V
MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

1.~ En esta parte de la expogicibn entraremog en mu-
_ cho menos detalle y sélo diremos que tales oscilaciones -
nog brindan uﬁ ejémplo del segundo tipo de ecuaciones di-
ferenciales que deseabamos estudiar, segin planteamoe.en

el Capitulo I, Tales ecuaciones son del tipo:

(1) ¥ (8) = - w2y (%)
donde’%ignifica la segunda derivadg respecto al tiemp0o ——
g;—)‘w es una congtante y particularmente tal ecuacibn es
lineal dado que tanto la funcibn incbgnita como sus deri-
vadas aparecen en la ecuacibn en forma lineal, ademis es
una ecuacibn de segundo brden, esto es la segunda deriva-

da es la derivada de 6rden méximo a yue aparece afectada

la funcibn incbgnita,

vDirectamente gse puede comprodbar, via éustitucibn, —

que cualquier solucibn de (2) es de la fbrma:

(2) ¥(t) = 4 cos (wt 4 ) (0
donde A y %ﬁ interpretables como la amplitud y la fasé de

la ogcilacibn, son constantes arbitrarias (evidentemente

( %) Observese que las funciones seno y cossno tienen la -
propiedad que al derivarse ge vuelve a la misma funcibn ~~
nodulo alguna constante es decir (1) vease el apéndice 4,

Hay muchoé metodos para resolver la ecuacibn (2) uno
de ellos consiste en buscar las soluciones como las obteni
das para la ecuacibn similar, pero de primer brden ( ecua-

cibén (1) ), esto es buscar las soluciones como exponencia-

, 19? (ver (3) ). Se propone pues buscar la solucibn
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restringibles a A 20 y LPQ [OJ QWJ.Lae constantes A y (f

quedanunivocamente determinadas por las condiciones ini-—-

cliales que en nuestro caso son:

@ Y04, YU

Vale hacer'notar gue por cada punto ( to, Yo) del ~-
plano coordenado pasan mAs de una grafica tipo (19), gin
embargo por el punto ( L7 Yo) pasa una dnica gréfica de
la solucibn (19) que ademis en ese mismo T, tenga el va--
lor dado de la derivada Y’ ( to ) (coincida con la tan-—-
gente a la grAfica de la funcibn (19) ) Esto evidentemen-
te estd relacionado con el hecho de que la ecuaciébn (2) -

es de gegundo b6rden,

De la magnitud Y , que varia con el tiempo segin la
ley (19), se dice que raliza "oscilaciones armbnicas con

frecuencia W,

Ps importante hacer notar que‘la frecuencia ¥ resul-
ta no depender de las condiciones 1nibiales, queda univo-
camente determinada por la constante de proporecionalidad

entre Y'' y Y en lg ecuacibn original (2),

Ia ecuacibn (2) aparece al describir muchos sistemas
ogcilatorios no sélo de tipo mecénico,

/

Los ejémplos tipicos mAs socorridos son:
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2,~ OSCILACIONES de un BALIN que CUELGA de un RESOR
TE. Si denotamos por (véase Fig, 4)

m = La masa de balin -0
= Coeficiente de rigidez del regorte
: aL Ly
= Degvigeibn del balin de su pogi---
F

cién de equilibrio 0, #
N figa.

Fntonces, basados en la segunda ley de
FNewton y en que la fuerza que actia sobre -
la masa m del balin es proporcional a la

desvigeitn Y del migmo, tendremos:

mag = F
my = ~-KY ("__~=d2 ) , de donde
ate
y= =K
o Y

' esg decir: V¥ = V%L‘ (frecuencia en el modélo (1) ) y -

por lo tanto sus oscilaciones armbnicas estén dadas por -

Yit) = A cos (YE't +9)

(%) F1 anAlisis cuelitativo de esta ecuacibn vedse en el
Apéndice 5. |




donde Ay ((son susceplibles de ser determinadas si son

datas las condiciones inicialeg (3)
3.~ OSCILACIONES PEQUENAS DEL PENIDUILO,

Sup ongamoz que una masa m cuelga de un extremo M -
de un alambre "ideal" OM (sin grosor, ni peso, e indefor

mable) con muelleo y gin friccibn en el punto fijo 0 ( -

veage la Tig, 5 ), de manera

gue tengamos un péndulo osci-
lendo en un plano, ) 0
R
Ta desviacibdn del péndu %
lo OM de la poéicibn de equili i
brio OMo ea conveniente medirla ; 95 -gi,/ ,
a travéz de la magnitud Y que - SRR S P \\N

nos mide el &ngulo M, OM medida

en radiaciones, '

Sobre la masa m actuan dos fuerzas: la"fuerza de =
gravedad" dirigida verticelmente hacia abajo, cuya magni- '

tud es:

Fg= - mg

Yy la fuerza de reaccibn del alambre dirigida a lo largo -

del alambre MO, cuya magnitud es N,

Fseribamos la segunda ley de Newton proyectantio g0--




L a9y
bre la tangente a la trayectoria que describe la masa m,

ma = F
m (,Q'y)” = P, seny
m _X y'’! = -mg, geny

v’ = - f; . SENY

S6lo estudiaremos aqui oseilaciones "pequefigs", para
que la ecuacibn obtenida se reduzca a la ecuacibn tipo (1)
es decir en (5) tomarenos a y suficientemente pequefio —-
como para que el gen ¥ pueda ser sustituida por y (re--
cuérdese que UM _sen y = 1 ), Entonces de (22) pasémOS a

-0 Y
la ecuacibn de oscilaciones .armbnices,

Y ; _?(}?géjjzly (%)

con ogcilaciones armbnicas, de frecuencia \’ y dadas

y(t)-A s ([§'t+ Y)

Esto significa que ante pequefias perturbaciones de la
posicibn de equilibrio las oscilaciones del péndulo serén
cagi armbnicas, con frecuencia W = «E&%T, la cual no de--
pendé de la masa m, ni de las condiciones iniciales siem-
pre y cuando las condiciones iniciales Yo vy Vo sean sufi-

cientemente pequeflas,

(9$) Ey anélisig cualitativo veése en el Apéndice (%),




0)

De lo anteriommente expuesto vemos gue la gran varie
8ad de procesos y fenbmenos nzlurales no pueden reducirse
#6lo a ecuaciones de los tipos elementales arriba conside

radoso

Resulta que el mundo de las ecuaciones diferenciales

es casl tan rico como lo es el mundo real,

La ecperiencia acumulada desde la época de Newton y
Leibnitz nos muestra claramente gue el uso de las ecuacio
nes diferenciales como modélos matehaticos ha sido fructi
féro,.sin olvidar gue el dominio de cualquier modélo tie-

ne sug limites de veracidad.
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LISTA DE PROBLFMAS.

Realizar los cAlculos completos del movimiento de la

pelota estudiada aqui,
Hellar la dependencia de T respecto de V, y K.

Dibujar lag graficas de 7 (%), V (t) y a (t) para dieg
tintas X (por ejémplo 0,9, 0,5 y 0.2)

Anglizar la continﬁidad y diferenciabilidad de lag ==

funciones 2 (t), V (t) y a (t).

Si la resistencia del aire yue actia sobre un cuerpo -
en caida de masa m ejérce una fuerza retardadora pro
porcional al cuadro de la velocidad, 4 Cuél-es la velo

cidad terminal ?

La fuerza que ejerce la gravedad sobre un cuerpo'de mg
sa m en la superdicie de la tierra es mg, n6 obstan
teé, en el espacio la ley de la gravedad de Newton esta
blece que esa fuerzas varia en proporcibn inversa al --
cuadrado de la distancia al centro de la tierra, Para
que un proyectil disparado haciz arriba, desde la gu--
perficie de la tiérra; se mantenga en movimiento inde-

finidamente, demuestre que su velocidad inicial debe -

ger de, por 1o menos, V?g'( , donde R es el r4dio de -




la tierra (unas 4,000 miltas ). Esta velocidad de escape

es aproximadamente de 7 millas por segundo, 6 sca 25,000

millas por hora,

7.= En el interior de la tierra, la fuerza de la gravedad
es proporcional a 1z digtancia del centro, Si se per-
fora un orificio que atraviese a la tierra, de polo a
polo, y se deja caer una pledra en el orificio, ¢ Con

qué velocidad llegarf al centro?

8.~ La teorfa especial de la relatividad, de Finstein, a-
firma que la masa m de una particula que se despla-

za con una velocidad V, esté dada por la férmula:

M |
m- N2 &)

en donde C es la velooidad de la luz y M  es la masa en

reposo,

a) Si la particula parte del reposo en el espacio va--.
cio y se desplaza durante largo tiempo vejo la influen
cia de un cempo gravitacional congtante, encuentre V -
‘bomo funciébn del tiempo, tomando W = - V y demuestre =
que V —>C conforme T —»0m. |

b) Sea M = m- m, el aumento de la masa de la prrifcu-
la, S1 el incremento correspondiente I en su ener--
gla se congiiera como el trabajo realizado en ella, --

por la fuerza prevaleciente F, de modo que

| ~ ;
E-.: Fdx-;' %\"t(m\')dx.. vd (w

0




Verificar nue :

Dedueir (+) de (¥x)

9,~-Suponga ~ue él ritmo al cue se enfria un cuerpo calien
te es proporcional a la diferencia de temperatura en--
tre 61 y el ambiente que 1o rodea ( Ley de enfriamien-
to de Newton), )
Un cuerpo se calienta a 110° ¢ y se expone al aire li-
bre a una tempergtura de 10° ¢, 21 cabo de una hora, -

su temperatura es de 60° c, ¢ Cuento Tiempo adidional

debe transcurrir.para que se enfrie a 30° c?

10,~ Una subgtancia radiactiva se desintegra a una razébn -

- proporcional a su masa,

8i una mags de 10 miligramos se desintegra a ra-
zbn de O80S1 miligremos por dia, § Culdl serd el tiempo

que se tarda 12 masa para resucirse a § miligramos ¢,

1l.~ La intensidad I de luz transmitide por un vidrio obg
curo varia con la digstancia X cm, de acuerdo con la

relaci bnt

41 _ _ kT
d x

Sabemoa de la expefiencia que I = 100 cuando x = O,
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¢ Cuél es la intensidad si T e8 reduce de 100 a 30

después de recorrer 25 centimetros 7,

12,- En Biologia: El ndmero N de bichos en un cultivo -
crece a una rezén proporcionel g ¥, Si el valor -
de N inicislmente fué ae 100 bichos y se incremen-

t6 en 332 en una hora, ¢ Cuantos bichos habrs en -

una hora y media ?,
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13,- En la ingenieria eléctrica un circuito eimple cons-
te de cuatro elementos, cuye accibn se puede com--—-
prender con facilidad sin tener conocimientos espe-

cinales de electricidad.

1) Una fuente de¢ fuerza electromotriz (fem) T (pue-
de ser una pila) impulsa una carga eléctrica y -

produce una corriente I,

2) Un resistor de registencia R que se opone a la coO
rriente, reduce la fem en una magnitud, |

ER =R7T

3) Un indudtor de indudtancia L, que se opone a cual
quier cambio de la corriente, produciendo una dis-

minucibn de 1la fem de una magnitud

= I aX
at

%,

4) Un capacitor (6 conductor) de capacltancia ¢, al-
macena una carga Q. Ia carga acumulada por el ce

‘pacitor se opone a la entradas de una carga adicio
nal y la disminucibén de la fem que se produce -
en egste caso es:
E°= _10
c
Ademfs, la corriente es la rapidez de flujo de la

carga, y por lo tanto el indide al que la carga -

aumenta en el capacitor, se tiene:



Estos elementos de circuito actian, de acuerdo

a 1la ley de Kirchoff, que indica que la suma -
algebréica de las fuerzas electromotrices, en

torno a un circuito cerrado es igual a cero,
El1 principio lo escribimos agi:

E - ER - EL - Ec =0

E~-RI -1 41 -
dat

1. 0=0"
(o]

6 bién:

I 41 +Rl+ 1l Q=F
at c
Esta es la forma que tienen lag ecuaciones 14—

negles,

Dependiendo de las circunstancias, se¢ puede de
sear congiderar ya sea 160 Q como variable
dependiente, en el primer caso eliminamogs Q -=

derivando respecto de t, obtenemos:

'L 41 R a1, 1 agq . _ 4F
a t° at c dt at

Egta ecuacibn se llama, una ecuacibn diferencial

lineal de asegundo b6rden,




En el segundo camo, remplazamos I por d Q ,
dat
Obtenemos ]
L 4% , R_aQ 1 Q=F
— +
at d t

que también resulta ser ura ecuacibn lineal de
segundo brden,

Digamos que aqui nos interesamos por la ecua--

cibn:

L a1 + PRI = E
d t

en T=0 E:EO

L 4171 + RI = Eo
at

L a1 - Eo - RTIT
dt ‘

Mostrar que la corriente I consta de una parte
de Egtado donstante ® O/R yuna =Rt/ L -
transitoria ( I,-T, /R) e

14,- En las ciencias de la salud, cuando un termbémetro es

colocado en un liguido caliente a una temperatura T,
la temperatura indicada por el termbmetro sl tiempo
t cambia a une razbn proporcional a T -0 . §i T « .
ge mantiene constante, y si Q°= 15°, 9: 35° cuando

t = 10 segundog, y 9 = 50 cuando t = 20 segundosg,

Probar que T = 95°,




o ('_58) | :
Apéndice I

Teorema, Ia diferencisl de una funcibn v = v (t) -

que tiene derivada es igual a la derivada de dicha funciém

por la diferencial de la variable,

at
v
CQV:::.""'
i
'
| .
af x
/_—:olv*
Amplifiguemos ar

- - - - -

.. e m o g

T dt

e SRS

Fuesto que:fu d.ifefencia\




dv=v (t + dt ) = v (t)

1 = 4t es fnito
at

. dv:dv.1.—.(v(t+dt)-v('b))._§_1_7_
dt

e o dv=v(ts+dt)-v(t),6t= dv ,dt
at at

Consecuentemente @d°v = dv (t+ dt ) - av

pero segin teorema:
v (t+dt)=v(t+2dt) -v (s +x6t )
obteniendose:
a%y = v (t+2dt)=v(t+at)-v(t+ dt)+vit)
ée deecirs
®v=v(ts2at)-2v(tedt)+v(t)
Ejénplo:

v(t)=2S8ent

dv = gen ( t + At ) - gen t
dv = gen t q&s dt + cos t sen dt -~ sen t
dv = gen t , 1+ cos t dt - gen ¢

dv = cos t dt .

eosdv = cos t
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Nota: Al derivar por este método hay que despreciar

infinitesimgles de primero, segundo 6rden, Etc,
Ejémplo:

v(t) =t
dv=( t+at)d-t3=(3t2+ 3 tat+ atd) at

. dv =3 t° 4+ 3 tat 4+ at? ,°, av = 3 #°
at ' at

(*) se deja como tarea encontrar la segunda derivada de --

sem t, t3
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Sugerenciag g problemas,

dzz
d ¢

l.- Véase desarrollo = -g

2.~ K" —% 0 cuando by~ T,V — 0

3.~ Véanse graficag para una vo ¥y K dadas.(pas.ol)

(Ue ase adicigna D

4o~ Z (%), v (1) Y a (t) continuag Y difbrenciabies en
t 0 eSCépto en t1, t2, .;0000, tn |

Sew Iptegre v v =g cv2

dx

2 .
6o~m_d°% - K mm » V. AV -« KM yen
at? 2 dx

X X
X=R, V(R):Vo_
Te-F=6 _Mm ,P= M  GMn = ¢ 4/3
x? 4/3 ¢

Sigue a la Vuelta. v o‘
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G 4/3 =X luego m 4°x = - ¥ x

dx ‘ m 2

By=
m = |-«u}& fLﬁmma-

9= 80 _ K (0 -T ) en donde T es la temperatura
at a a ,

ambiental,

10,0051 = 10K, y dN _ o N
at

2,-0 T = -KI , T=100 e ( +048 158 9) ( 25)

12-88 _yy, w=e60t
13.- Véage desarrollo

14,- Véase problema No..g

T-0, '
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Apéndice 3

3.1 Anllisis cualitativo de:

il

(1) N (%)
N (0)

K N (t) (modélo de Malthus)

o

del contexto del problema NM(t) es el tama%o de una pobla
cibn al tiempo t , luego los valores de N (t) 20 y en
particular la poblacibn inicial NoZ0. Solucibn de e--
quilibrio: W= 0 =p EN=0 =p N (t)=o,

i) si K0 =p N (t) >0 =p I (t) es creciente
| N{t) =X N (t) =12 ¥ (t)2 0
luego N (t) tiene la forma de 1g figura:

t

ii) si K{0=p N (t)$o =P N (t) eg decrecien

te E:Kiq=K2N20




Ry

14) 51 K=0=p T (t) =0 =P T (t) = constante = N_

Cualitativamente esto agota todas las posibilldades de
tipos de solucibn.

Estos mismos resultadog pueden obtenerse de la ecug—-

cibn (1) en el espacio fagse N VS. N

Perzcﬁe}?% =K K40
7()




> K=

3.2 Andligig cualitativo de 1g ecuacibn

6:-_£V+g
.‘ -,m

Las solucion
de equilibrios

T.f=0=9,- fad V+gs=

—t——

m

1) Regibn de crecimientos

w’r(t)>o=p-__o<.;__V+
m

€s constantes, es decir 1ag solucioneg -~

0 =p V(t):_r_n_g_
ol

"3 o "
region de crecinieny

€20 =PV (t)¢ gm
L
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11) Regibn de decrecimiento:

T(6)LO0mb =k VaggO=h V (t) S am

" oK
tfzr(t) |
7 . '
My M//% re3ion de decrecimient,
—

¢, Cémo creqf 6.-decrece la solucibn ?
dcomo esgF?

(1) V() ==& ¥
nm

de i) St &7’0 , 6 sea V (t) creciente en 1la regibn ~-
V(¥)¢_gm , entonces vV (t) £ 0

Iuego en ésa regibn V es creciente y cbneava

i
[ ,




2) V(t) = - ot ¥ de 11) s1 V4o, entonceg ..

‘7(t)>0,luego Ft20 y V(ﬂ)_ﬂ

La funcién tiene 1q formg slgnientes

V (t)
1,

Mg
oL

La unicidag de lasg solueiones- bara un mismo tiempo

-t tendriamog dog velocidades distintas




 (s8)

donde P (a) es lz presibn atmosférica a la altura 8, ¥
es la aceleracibn de la gravedad ( g = 9.8 m/seg2 )y

r la constante de proporcionalidad entre la presién P(a)
y la densidad Ja(a) ( r=_RT , donde R es la cons—-
tante universal de los gasesm T lza temperatura de las -
diferentes capas de 1a atmbsfera y m la masa molar del

aire )

Como en 3,1 y dado que g 0y r 20 , cualquiera

que sea la presibn iniciai Po'70 tendremos qué:

ar
da

£ 0, luego P (a) es decreciente y tendré la -

foma de la figdra, pues: 62 P
| da“

= -_g @4 50
r da

Apéndice 4
In efecto s1i Y (t) = cos t
Y) (t) = - gen
Y’J(t) = =« cog t
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j‘féésuff a0

( se vuelve a la misma funcibn con signo contrario)

oo Y (8) = - Y (1)

Si ahora consideramog la composicibn:

Y (t) = A go8 ( wt 4 (f) con A, wyt? constantes
Y? (%) = - Aw sen ( wt +§)

oy Mgy 2wl y (1)
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