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Introducoi6n 

El objeto ae1 presente trabajo es dar un cuadro gene

ral de la naturaleza escencial de las ecuaciones oiferen-

cialee. Para ello no hay necesidad ae entrar en detalle -

de teoría, pues el pensamiento, que avanza de lo concreto a 

lo abstracto siempre que sea co1·recto no se aleja de la -

verdad sino qae ae acerca a ella. La abstracci6n de la IllJ! 

teria, de una ley natural, la abstracoi6n del valor de uso, 

Etc., en pocas palabras, todas las abstracciones científi

cas correctas reflejan la naturaleza en forma más pro:f\lnda 1 

veraz y completa. De l.a percepci6n viva al pensamiento --

abstracto y de éste a la práctic.~: Tal es el camino dia.le.2 

tic o del conocimiento de la verdad. 

Se hace mucho énfasis en el principio determinista -

pues sin el cuál habria un vacio que no podriamoe llenar. 

Agradesco la participaci6n entusiasta del seminario -

de ensefianza y titulaci6n, que con su critica fu~ posible 

construir el trabajo de tésis. 

A mis hijos: 

Ani, 

Aura 

y 

. Jesde. 
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Capitulo I 

Planteamiento del problema 

Es deseable poner el acento en un aspecto dificil de -

la concepci6n filos6fica de algunos t6picos elementales de 

la Fisica y la Matemática a saber, en algunos elementos del 

razonamiento dialéctico. 

Basá.ndonos en los clásicos, el movimiento y la dialéc

tica aparecen en la Matemática cuando se introducen en esta 

las variables. En los primeros niveles de la ensefianza ma-.. 
temática, lo usual, es manejar como variable a una Literal, 

en cuyo lugar puede sustituirse la denominaci6n de cualquier 

elemento de un cierto conjunto numérico. 

En suma la dialéctica en este caso eat~ mucho m~s pro

fundamente y no son suficientes las anteriores explicacio--

nea fo.rmales. 

En rigor el esclarecimiento de -este tipo de situacio-

nes exige ser desdoblado del enfoque biet6rico. 

En el presente trabajo tal enfoque no ser' intentado -

pues nuestro objetivo es mucho m~s modesto, e61o ilustrare

mos con algunos ejémplos las ideas que al respecto tenemoR. 

De manera similar a cano en las ecuaciones algebráicas, 

digamos del tipo: 
ay2 + bY + e ~ o, se plantea determinar -

' '.: .. ' ., 
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los valores numéricos de la variable y para loe cuáles 

die ha ecuaci6n se eatieface * ( oo'l¡Junto solu ci 6n), en las -

ecuaciones diferenciales donde la funci6n inc6gnita est~ 

afectada del operador derivada, se plantea como problema 

fundamental el determinar la :t\Jnci6n 1nc6gnita (soluoi6n 

general). Aqui se presentan tres posibles métodos de sol.!! 

ci6n. 

I.- Métódo de integraci6n. Basta con conocer a 

nivel manipulativo las nociones ·de derivada e integral P!! 

ra estar en la posibilidad de resolver problemas, cuyo --
. ' 

planteamiento nos ·lleva a ecuaciones como la del crecimie_B 

to exponencial. 

(.1) --&- =- Ky 

O. como la del movimiento arm6nico simple 

donde en ambos casos Y= y(t) es la funci6n inc6gnita y las 

constantes JC)O y w2 son constantes de proporcionalidaa. 

A este respecto recuérdese que el mismo ~eWtbn consi

deraba el problema de hallar prdimitivas 6 integrales inde

finidas de una funoi6n f(x) como la ( integraoi6n de la -

. ecuaci6n particular* = f(x) ) 

* "Satisfaoe•~ significa que la il!.Ualdad ee transforma en -• 

una :t.<lontidacl para tales valores que se denominan .,oluoi6n, 
·· .. . \ 

:¡ .,, 

·;;'".:.:\:~,;_:.':.f,;:':;:J(:.:;'.'/i'/.- ~. :.'.\'.)i .. 
. . ..., ' 

,•: 

', :.· .. 
¡- ..... 

' ... : ', ·,[ 
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II.- Basta con conocer la noci6n de derivada y algu

nas de las propiedades de ésta, de manera aue puara inda

garse el comportamiento de las soluciones sin conocer ex

plici tamente tales soluciones. (Método cualitativo) 

III.- Basta con conocer el m~todo de aprol(irnaciones -

sµcesivas para obtener en forma aproximada las soluciones 

(Método num~rico). 

En diferentes ~reas de la actividad humana surgen 

problemas que en forma natural se reducen ~ ecuaciones 

tipo (1). El carácter de estor problemas y el método pa

ra resolverlos podemos describirlos aproximadamente asi:

se estudia un cierto proceso, cuya naturaleza puede ser,

Fisica, 13iol6gica, Geolbgica, Etc. Supongamos que de este 

proceso 1100 interesa c6mo varia con el tiempo cierta ca-

racteristica del mismo, esto es, nos interesa determinar 

una cierta magnitud inc6gni ta tipo temperatura de un cue_! 

po, presi6n, tamaflo de una poblaci6n, Etc •• 

si tenemos suficientes datos podemos inte21tar la --

construcci 6n de su modelo matemático. En muchos ce.sos, -

de loe datos experimentales acerca del desarrollo del pr~ 

ceso b bién de las leyes particulares de las c1ife1•entee -

cienci~e ( 2a. ley de Newt6n, ley de aoci6n de masas, Etc) 

Se logra tener informac16n sobre la velocidad ínstantamea 

':, ' 

de cambio de la magnitud ino6gnita 

tiempo, es decir sobre la derivada 

Y.~ 1 (t) 

Y'= Y' ( ~) 

respecto~ J .. 
donde ':: dt 

,, 
. ,··.-· ,.•·;:', 
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Precisamente esta inf'ormaci6n la podemos escribir -

como una ecuaci6n tipo ( Y' = f (t,y) ••• (3) con funci6n 

inc6gnita igual a la caracteristica oue nos interesa -

y (t), esta ecuacibn describirá nuestro proceso, bajo cier 

tas restricciones,~esde el punto de vista de su caracte-

ristica y ( t). 

Hallar todas las posibles soluciones de la ecuaci6n 

diferencial, es en si un problema estrictamente matem~ti

co y significa obtener todos los posibles tipos de varia

ci6n de la magnitud y. 

Sef!alemos como a travé S de esta descripoibn ( a tal 

descripci6n se le llama modélo) siempre resulta necesario 

hacer ciertas suposiciones simplificadoras: despreciar t.a 
les 6 cuat.ee hechos b fenbmenoe colaterales, aceptar cie_! 

tas condiciones "ideales", en fin abstraerse de muchos d,! 

talles concretos. Esto naturalmente lleva a ciertas res-

triccionee en la aplicaci6n del mod~lo. 

La experiencia acumulada de diferentes ciencias, --

muestra aue muchos problemas de contenidos distintos se -

reducen al mismo modelo. P~r motivos de olaei:fioaci6n de 

loa modelos resulta conveniente elaborar m~todos de eolu

ci6n de tales ecuaciones 6 su análisis cualitativo, inde

pendientemente de loe problemas que las generaron. 

Si un problema queda redllcido a una ecuao16n clifere.!! 
¡'I' 
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cial con al menos un m~tod o de soluci 6n oonocid o, enton

ces ae considera oue tal problema está con princ:l.pio re

euel to. En este caso se conaidera que la parte creativa 

del problema termina con el planteamiento del modélo, -

pues la segunda etápa conaiatente en la búsqueda de la -

eoluci6n es aunque importante un problema t~cnico. Aqui 

de nuevo estamos ante un problema análogo (reducci6n a -

ecuaciones comunes) .<.:JI:) 

(-*) C8be mencionar ~ue aebido a la ~ápida y creciente comple

jidad de las ecuaciones diferenciales, este dltimo proble

ma deja rápidamente de ser un problema t~onico y obliga al 

an~lieis num~rioo 6 al a.náliaia cualitativo de las eoluci~ 

nes sin conocerlas~ . 
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Capitulo II 

Construcci6n de modelos y reglas de ipulaci6n. 

1.- Es seguramente bién conocido el m elo a través . 
del cuál la velocidad ae crecimiento de 

proporcional a la misma magnitud, esto es: 

, f' ( t) = Kf ( t) 

( La ' significa la derivaaa -J.r. ) 
(veaae el capitulo I) 

magnitud es 

Para este tipo ·'.ae fen6menos el tfpico e ·~mplo de los 

textos se refiere a la deeintegraci6n de una sustancia r~ 

diactiva: f(t) denota la masa radiactiva al tiempo t, y 

el coe:ficiénte X ea la tasa promedio de cr cimiento, en 

nuestro caso negativo. Hasta aqui, eecencia mente, no -

surge ninguna dificultad, pero no se nos ocu ra como se-

gundo ej~mplo tratar el crecimiento de la po laci6n del -

paie al 3~5~ anual, porque a muchos dejar4 p rplejos y -

hasta protestas pod.rA provocar. C6mo es pos'ble, dirán -

.los defensores del rigor matemático, derivar una funci6n 

que s6lo toma valoree enteros. 

La indignaci6n puede convertirse en con ci6n total 

si aclaramos ~ue, incluso en el primer oj~mplo de la desiB 

tegraoi6n radiactiva, nos encontramos en un oaeo similar 

al segundo, esto ee, también .en el primer ejé real--



de ~tomos que se conservan sin desintegrarse a1 tiempo t. 

Esto noa lleva a hacer una aclaraci6n importante so

bre loe modelos matemáticos en general. Por lo regular -

el modt)lo matemático de un fen6meno eeq.uematiza a dicho -

fen6meno. Es por esto que un modelo matemático nos da -

buenas predicciones eblo dentro de ciertos limites. Ae1 

en el segundo ej~mplo s6lo para poblaciones muy grandes y 

para intervalos de tiempo suficientemente pequeños el m~t~ u 

delo es v~lid o, fuera de tales 11mi tes el modelo pierde -

su sentido real y su aplicaci6n sin la debida retlexi6n -.. 
lleva a resultados err6neos 6 absurdos. 

2.- Ahora resultan· ampliamente conocidos ciertos ej~,! 

plos ya clásicos. La Fisica Newtoniana para velocidades -

terrestres de m6viles usuales, indudablemente reí1eja en -

forme. correcta ciertos fent>menos reales pero deja de ser -

aplicable para velocidades comparables con la velocidad de 

la luz, pues lleva a contradiocionea con los experimentos • 
. / 

Esto significa que fuera de los limites de validez de la -

mec~nica Newtoniana actda otra mecánica, la mec~nica de la 

teoria de la relatividad de Einstein, 

Este proceso tlialéctioo de transforma.oi6n de ciertos 

modéloe objetivamente correctos en ciertos rangos a otros 

modelos, resulta ser crucialmente importante como para ser 

ilustrado en ej~mploa aendillos. Intentaremos analizar -

con más detalle un ejémplo de la meoAnicaa 
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Incluso en loa curaos a nivel de secundaria, corre_2 

tamente se afirma que en muchos problema.e un cuerpo mat~ 

rial "Suficientemente" pequeño puede considerarse como -

un "punto material" deapreciand o aei sus dimenaionea. Ee 

to ocurre, por ejémplo, con una pelota lanzada hacia a-

rriba deede la superficie de la tierra, sin tomar en cue~ 

ta la resistencia del aire, la cuAl se moverá en una reo 

ta vertical solo bajo la acci6n de la :fuerza de gravedad: 

( F gr = -mg, donde g ea la aceleraoi6n de la 

gravedad y m la masa), sabiendo ademAs la posici6n y -

velocidaaes iniciales, las cuales denotaremos· por 

z (o) = o 

v· (o) = v 
0 

', .. 

En este caso la 11Ley 11 fisica que estA detr!s del pr_,2 

blema del movimiento del punto material es la 2a. ley de 

Newt6n. En efecto 

(1) ma(t) ::r F 

Aqui m ea la masa y a la acelere.oi6n del punto 

material y F representa la auma de todas las :fuerzas -

que intervienen, que en nuestro problema ea s6lo la fuer

za de graveclad Fgr = -mg por lo tanto la ley 1 nos que

da: 

ma (t) = -mg 6 sea 

(2) a (t) =- -g 



donde debe reoorrlarse que la aoeleraci6n de la grave~ad g 

se considera constante e igual a 9.8 m/aeg2• 

Con el primer método este problema se resolver~ aa1: 

Dado que la aceleraci6n de un punto material a(t) tiene 

la interpretaci6n mec~nica de ser la raz6n de cambio ina

tantanea de la velocidad respecto del tiempo, 6 sea: 

(3) 

entonces de (2) y (3) 
.. 

oon la condioi6n adidional ~ada. 

( 5) V (o) = V 
0 

;-.· 

" . 

El problema ·e 4) - ( 5) puede resolverse integrando, pa: 

ra lo cuál usaremos el hecho de que la diferencial de toda 

funoi6n que tiene derivada ea igual a su derivada por la -

diferencial de la variable: 

dv = ·av · dt 
~-., 

pero por ( 4 ) 

dv ::s -g dt 

(~) 

e integrando en forma indefinida 

' .. '. •. ;~ .--~ 
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Jdh -g r dt (~ *) 

6 eea: 

( 6 ) v(t) = -st + º1 

donde c1 ea la constante arbitraria de integraci6n, sus .... ,! .. ,: 

ceptible de determinar debido a la condicibn (5). En -

efecto, sustitltyendo en (6) t = o tendremos: 

v ( o) = -g. o + e 
1 

ea decir: 

que sustituyendo en (6) nos lleva a: 
· .. 

(8) V (t) = -gt + V0 

i\) vease el ap~ndice 1. 

*~) puede integrarse en forma definida tomanao en cuenta 

la d ondici 6n ( 5), quedando: 

rdv = -g dt =C> V ::s -gt ~ 

í¡). o 'Uo D 

V-V 0 = -g lt - o] ~ V (t) = V - gt o 

En forma análoga dando la interpretaci6n mecllnica do-. 
' ·~·~ ,.·-, 

la veloct<lad V ( t) e orno la raz6n de cambio instantanea -'. · 

da la posioi6n Z con respeoto del tiempo t, tendremos -

'. ....... , ··. ,, de .nue~o qu.~a .. 
~Ji~;:;~[.~:~:~.; ~;-~i:·~~-: ·d ·:.~L;·;~,t~':'.~é~~~;:· .. ' >~ ?ii.;· ;:1-~ \ · .;;:~.i··~~~~:~ ;,_:~.~ ;: !L~: _\ : '.'; ::'.·~· :,>'.; L:~~ ~·~). 
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( 9) dz V at 1:1 

De (A) y (9) obtenemos: 

(10) * ::1 -Bt + V . o 

pero como Z es una funci6n que tiene derivada daíla por -

(10), entonces: 

dz = dz ,dt 
dt -

y enstituyendo (9) llegamos a : 

a z = ( -gi; + v 0 ) dt 

e integrando en forma. indefiniaa, tendremos: 

J az 2 Je -st + v 0 l at (*) 

6 bién: ) ) 

Z (t) = -g ( tdt + V
0 

· dt 

eat·o ea: 

(11) Z(t) = -g t 2 + V 0 t + C 
2 

donde C es la constante arbitraria de integraci6n que po 

demos determinar de la condici6n inic:l.al nada arriba: 

(12) Z (o) = o 

En efecto sustituyendo: t = o en 

Z (o) • -g o2 + V 0 ~O + O 
. 2 

(11) 
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(13) o= e 

Consocuentemente de (11) tenemos que: 

Z (t) ::: + + V0 t 

Esto nos cla la ley del moviemiento de la pelo~a. 

( *') Aqui podemos integrar también en forma. definirla pero 

a ou vez la integral definida ¡mec'ie calcularse por apr6xi 

maciones sucenivaa como es usual hacerse en los curso~ clEl' 

Matemáticas IV de loa C. O, H. 

La coordenada que nos da la altura Z y la velocidad 

V cambian con el tiempo. Usualmente en loa libros de tez 

to s61o se afirma que dicha.e magni tudea cambian contim1a

mente y que esto ocurre en el caso general del movimiento 

de un punto material. En realidad lo que ocurre ea que -

la.a fuerzas que actlian sobre el cuerpo en cueati6n son 

magnitud finita.. Es por esto que también es finita la a~ ... , 

celerac16n transmi tirJa al 01.rnrpo y co11sect1entemente se 

concl11ye la continuidad de la velociitad V y de la posi-

ci6n z respecto del tiempo, pero en realidad la pelota al 

pegar ·aobre el suelo inetantaneamente cambia la direcci6n 

de su movimiento y rebota. Puesto oue la pelota no es __ 

com-pletamente elástica al iniciar au primer eal to su vel..2 

cidad inicial eer& menor qu~ la velocidad inicial del la.!! 

zamiento original, b bi~n: 

v
1

m K.'V
0

, 

donde. en coeficiente de proporoionaliflad XL l. 
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Considerando al coeficiente K como constante en -

los sucesivos saltos es posible calcular torio el dlterior 

r]eea.rrollo del proceao. 

Eetoa resultados sorprenden y propioian grandes.-

discuciones. (~) 

Por ej~mplo, resulta ~ue los instantes sucesivos tn, 

en que la pelota rebota sobra el piso, convergen, al cre

cer n, a un cierto limite finito· T: 

esto ea: 

·.~· 

Ocurren infinitos rebores de alturas decrecientes en 

el intervalo de tiempo [o, T] 

. Evidentemente este modélo ea idealizado, pues no es -

aplicable para saltos cuya altura sea del 6rden del di&me

tro ~e la pelota •. Pero el modálo es completamente realis

ta: La rápida acumulaci6n de los instantes del golpeteo de 

la pelote sobre el piso y la completa paralizaci6n de ~lla 

al tiempo T eon claras, incluso "al oido". 

(~ Aqui puede tener interea dejar de tarea dibujar las -

gr&ficaa oe Z (t), V (t) y· a(t) para una X diferente: 

( Ol.K-' 1) 

. , ., , _, , _ . ·' , , ·. , ,, : ', ¡ :'.~.i~ },: , .. ···.: ; ,· : '. .. .; .:_ .. ',·· ·.· .. ·.·.·.·,~···.·,.·.· •. ' ,! ..• ·.,: •.. ·.··,~.· .••. :~;.·~ '·.·, .. _,:, .• ··.•::·.;_.·,·,·.'.·.··'¡·:.:'.··.•·,·,:_~-~··;'.1·,,·;_·_· .... ··-,,·._•.,: _.·~,.i · __ c.:.·.· 
. .. . - - 1.· • -1" • - ·· ·• · ·,_:·.:¡:~.·,•.·· .•. ~--~~,- . . ::.-0.V~.1,.,·.: •. ·t.' .. ',.;:.,,.·,- __ ·· •. ~·.- '· - · . _. ~-- - :.., _ ~ ...: · 

i. , ,,,.·.;·· .i ~ {.r .. ::.' .;·¡'·· •. : .... '·· "-'.:-.. :.·.·····r!I.· .. :· .. ·, ,-·-:f:;i.'.,.·i· ~ __ .... . . 
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A continuaci6n ilustraremos el tipo de grAficas -

obtenidas para z, V y .a como funciones de t para· 

una K fija: 

T . t 

T t 

o t~ t~ 

F.n el instante tn la velocidad cambia dando un sal

to del valor negativo - Vn_1 al valor Vn= K Vn.it ( die-

continuidad en tn ) 

La aceleraci6n a tiene todo el tiempo el va-

!·, 1,, 1• 'L ,· 
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lor constante -g, excepto en los momentos de rebote tn• 

Rn tales instantes la pelota recibe "impulsos virtualee" 

(inatantaneos) de magnitud finita. ~alea impulsos virtu~ 

les que instantaneamente cambian la velocidad son de la,! 

ga tradici6n en la Física Y, eran tradicionalmente trata

d os en problemas sobre colisiones de esferas y sobre loe 

botes de las bolas en las bandas de rma mesa de billar. 

Resumiendo~ ei .se desea hablar sobre las aceleraciones -

de la pelota en los momentos de rebote tendrli que acudi,! 

se a la idea de loe impulsos virtuales, 6 en lenguaje mo 

derno tena riamos que referirnos a ciertas "funciones" 

tipo la 11 funci6n Sáe Dirac", pero entonces nos saldria-

moa de los marcos elementales p·.refijad os, pues ta.les fu,!! 

ciones constituyen un aparato matemático sofisticado fue 

ra de las pretensiones de este trab.aj o. 

El discutir lo anteriormente expuesto nos puede 11! 

var a la siguiente conclusi6n: Lo correcto de la tesis -

acerca de la finitud de las fuerzas involucradas (y la -

continuidad de la velocidad respecto del tiempo que se -

desprende de élla) lleva a una contradicci6n al conside

rarse a la pelota como un punto material. Sin embargo, -

result6 correcto no pasar a considerar a la pelota como 

un cuerpo de dimensiones finitas deformable, simo la in

trodudci6n prlictica al mod~lo de lo que llamamos impul--

sos virtuales. 

Desde el punto de vista matemático este problema es 

... 
~· ¡~ ·, . :. . 

. ' ' '· . : ~' ·;.: ... , ' ·, ' ' 

}'',, .. :,;···.·."' 
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1nteresante en cuRnto ej~mplo de aplicac16n a un fen&me

no real (aunque ingenuo) de funciones diacorJtinuas: La -

velocidad V (t) en los puntos de discontinuidad tn que 

se acumulan al punto T donde en este dltimo punto la fu.!1 

ci6n, V (t) es continua. Más adn la :funci6n Z (t) en -

el punto T resulta inclllso derivable con derivada Z -

igual a o. Esta 61 tima obaervaci 6n reaul ta s61o ser a--

tractiva a loa interesados en la Matemática, ya que aqui 

estabamoa empezando a analizar el modélo construido m~a 

allá de loa limites de su aplicabilidad. Esto resulta -

tipico para el estilo de trabajo del llamado matemAtico 

"pu ro". 
· .. · 

3.- Otra justi:ficaoi6n de porqué estudiar ecuaoiÓ-

nes diferenciales a nivel medio supei'ior: 

Es un hecho q_ue eneef1ar la ooncepci6n oientifica -

del mundo, incluso a nivel medio superior, ea imposible 

sin al menos los iudimientos de la historia de la cien-

cia y la ubicaci6n de las principales etápas de eu desa

rrollo, Una de tales etápas ea la correspondiente a la 

ooncepoibn determinista de las ciencias naturales y ésta, 

a su vez, ea imposible, incl11so de enunciar, sin la no-

c16n del modélo matemático a travéz del cual fué origi-

nalmente planteado, a saber la noci6n de ecuacibn dife-

rencial. * 
Toda la ideología de las ciencias naturales matema

tizadas, desde Newton hasta Laplaae, está intimamente 1!. 
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lacionada con la nocibn de ecuaoibn diferencial. En -

particular Laplace formul6 su prinoipio General Deter

minista a partir de la hip6teais consistente en que -

las principales leyes de la naturaleza se expresan me

diante ecuaciones diferenciales y que resolver dichas 

ecuaciones permite en forma real predecir el futuro 

unívocamente. 

En la práctica ae sabe que el problema de integrar 

una ecuaci6n diferencial (resolverla) ea un verdadero -

problema, que se resuelve a6lo en forma aproximada via 

los llamadoo métodos numéricos. Sin embargo, como se a-

-:. firma al pie de la página anterior, incluso a nivel de 

Preparatorta, ea posible dar una clara noc16n de lo aue 

es una ecuaci6n diferencial, parA lo cuál se propone -

analizar mínimamente los problemas de crecim~ento orgá

nico exponencial, movimiento uniformemente acelerad o y 

el de oscilaciones arm6nicae. 

Recuerdese también que para Newton exietian dos -

problemas fundamentales en el anli.lisis: 1) ballar 1as 

derivañae, dadas las funciones. ii) Hallar de las relJ! 

cienes entre funciones y sus derivadas tales fünciones. 

Esto dl timo ea integrar una ecuaci6n diferencial (res o]: 

verla)~ 

'f A nivel medio superior el programa de ecuaciones 

diferenciales podría reducirse al estudio de las ecua--

' Y' • t (x)' Y' ª Ky' 1''· a, y''= -K2Y 

.. 
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Capi tillo III 

Ecuaciones Diferenciales Lineales 

~con coeficientes constantes) 

1, - La ecuac:i.6n diferencial. 

(1) 

,·;;._ ... ,./ 

se llama lineal debido a que la funci6n inc6gnita 1 como 

su derivafla 1' aparecen en forma lineal ( elevadas a la -

primera potencia). 

Es fácil,, comprobar directamente via derivac:i.6n 

(1) tiene la fonna: 

t*) En efecto divicliendo (1) entre y -1 O obtenemos_r K' 
y = f 

esto ea a%- (ln y) = K, donde aplicando las propiedades de 

la integral indefinida a la dl t:i.ma ec11ac:l.6n tendremos que -

ln y = 1t t + o
1

, donde c
1 

ea un real arlli trario /por oomodi 

dad pondremos c
1 

:::s ln C/ luego . ln ...L..::. Kt, 6 sea ')/, = eKt 
e o 

que es ( 3) donde C es una constante arbitraria. · 

Resulta nue si en el plano de coordenadas (t,y) repre

sentamos las grl!ficas de estas soluciones para todos los P..2 

sibles valores rte C , tendremos todo el plano cubierto por 

éll11s y por cada punto del plano pasa una y s6lo una gráfi.a. 
. . 

ca. El plano qtlec1a como 11 tejj_c]o11 de gráficas de f 3) que no 

,..,· 
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ae cortan, váase la figura 4. 

. . 

El ~ue por cada punto (t
0

, y
0

) paea una dnica grd 

fíe.a, en nuestro caso, es fácil de clomoetrar, basta pa

ra ello con encontrar todas las gráficas tipo (3) que -

pasan por dicho punto ( t
0

., y 
0

) del plano coorclena.rl o. D.,! 

terminemos loa V810res <le 0 para loa que la gr{!fica -

de (3) pasa por ( t
0

, y
0
): y

0
= e eK.to que nos da 

· -Kt un t1nico valor de e = y 
0 

e o , por l.r.o .. tan:to:.por nue.! 

tro punto ( t 0 , Y 
0

) pasa una dnica grAfica tipo ( 3), a 

saber: 

Ee frecuente formular el hecho anterior dicienao ,_4.:. 

que, la eouac:l.6n diferencial ( 1) admt te una dnica solu-
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ci6n que satisface la condici 6n inic:f.al y ( t
0

) = Y 
0 

, Y 

tal soluci6n está dada por (4). 

2.- Una ecuaci6n diferencial lineal un poco más gene 

ral esta dada por: 

( 5) \y• = K y + a ] 

donde tanto K como a son constantes. 

Esta ecuaci6n fácilmente se redude a una ecuac16n t_! 

po (1) si su parte derecha se pone en la forma siguiente: 

(5') y'= K (y++)' donde estamos suponiend.9 

que evidentemente K -¡{ O y donde denotaremos al par~nte--

sis obten id o ( y + a ) por una nueva funci 6n inc6gni ta -
. "T .. 

Z ~ Z = Z (t) ya oue y = y (t) ), esto es hacemos: 

(6) Z=y+ a , 
~ 

de donde: 

( y + a ) = K'Z 
T 

de este modo hemos obtenido que la nueva funoi6n inc6gnita 

(6) satisface la nueva ecuaci6n di:ferencial, 

Z' = K Z 

que efectivamente es de la forma (1) por lo cual sus solu

ciones son de la forma (3) 



6 bién, dado ~ue Z eat~ dada por (6) ser~n de la form~ 

~7) 1 y (t) = a 
T 

Aqui de nuevo C (la constante arbitraria de integr-ª 

ci6n) se determina unívocamente si tenemos dada una cond.! 

ci6n inicial tipo y( t
0 

) = Y 
0 

• 

Lo presentado hasta aqui es de hecho todo lo que se 

necesitaría, a nuestro juicio claro est~, para tratar a -

nive1 preparatoria las ecuaciones diferenciales lineales 

de primer 6rden, esto es, las ecuaciones donde s61o inte_! 

·viene la derivada de primer 6rden y tanto ésta como la --... 
funci6n incognita aparecen linealmente. 



Capitulo IV 

Algunas Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales 

Lineales. 

Loe ej~mplos típicos de problemas que conduden a e

cuaciones di:f"erenciales, apropiados a nivel prep3ratoria, 

estan relacionados con los procesos de desintegraci6n rl! 

di oactiva, del Crecimiento de una poblaci6n en plazos ºº.! 

toa, su duplicaci6n, agotamiento de recursos natllrales, 

densidad de las hormigas fuera del horrrdguero, reaccio--.. 
nea químicas ele primer 6rden, enfriamiento de cuerpos, -

presi6n barométrica, concentraci6n de sales en s,olucio-

nee, el crecimiento de la longitud de un pez, Etc •• Nos_2 

tros plantearemos aqui tres ejémploa que conducen a ecu_! 

ciones lineales que también creemos apropiadas a este -

nivel. 

1. - MOr.ELO DE OPECIMIBNTO DE UNA POBLP.CI ON DE BACT,!¿ 

.RIAS. 

Sea N (t) el tarnaffo de una poblaci6n de bactériae 

al tiempo t. 

Bajo condiciones ideales el incremento del tantafío -

de· la poble.c16n que denotaremos ( *) por: 

A N (t) ~t N (t+ h) - N (t) 

. '1:':1 t: ··.1'. 

·. 
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durante un lapso de longitud b ( de t a t + h ), pa

ra muchos tipos de bacterias podemos considerarlo como -

proporcional tanto a N (t) como a h, para b pequefio. 

Lo didbo podemos resumirlo sinb6licamente como: 

( 8) ~ N (t) ~ K • N ( t) • b 

donde K:> O ea la constante de proporcionalidad que na

turalmente d~pende del tipo de bacter:l.as. 

De (8) dividiendo entre h obtenemos: 

º/l N (t)" 
h 

· .. 

~ K • N (t) 

Ahora haciendo abstracoi6n dO que la magnitud de una 

poblaci6n s6lo puede medirse con ndmeros enteros conside

remos que N (t) cambia en el tiempo continuamente. Mlls 

atin tomando en cuenta que la til tima igualdad aproximadá'~~

es rn~s ex~cta en cuanto más pequefla sea h 

de suerte que p~sando en (P.') al limite cuando b tiende 

a cero, obtenemos una ecuaci6n diferencial tipo (1): 

( 9) N = K N (~*) 

Por lo tanto de (3) del capitulo II tendremos que --

sus eolucionea 

<*) Ji:l eimbolo ~ significa que la parte derecha 

de la igualdad se deno1¡a por la el(preai6n de la iznuierca. 

(.:,f.) El símbolo ~ significa aproximadamente igLJal. 

( * ~) El anilisis cualitativo de esta ecuac16n v~aee 
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eatlln dadas por: 

(10) N (t) = o 

lo que significa que tal poblaci6n crece segdn esta ley 

exponencial. Si además se cuenta con el dato de la p0-

blaci6n inicial, 6 sea la condici6n de la ecuaci6n dife 

rencial ( 9): 

( 11) N ( O) = N 
0 

, 

entonces sustituyendo este dato en ( 10) determinamos C 

balland o que C = N
0

, de donde tendremos que finalmente 

la ley de.· crecimiento de las bacterias es: 

2.- CAIDA LIBRE CON FRICCION 

(Mod~lo del paracaidas) 

.. 

Supongamos que se deja caer desde cierta altura un 

cuerpo de masa m, sobre el que actúa adem{is de la fue_!' 

za de gravedad 1 

donde F
8 

significa la fuerza de gravedad, m la masa -

del cuerpo y g la aoeleraci6n de la gravedañ, la fue_!' 

za de fricci6n { Ff ) en direcci6n contraria a la vel_2 

cidad v del cuerpo y proporcional a la magnitud de la -

misma velocidad {hecho determinado empíricamente y en -

. ~ .. •. ' 
·''., ·. ;·'., 
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este problema dado como un dato) 

donde tJ... > O ea la constante de proporcionalidad ae la -

fuerza de fricci6n. 

Nos proponemos resolver el siguiente problema: ne-

tenninar la dependencia de la velocidad respecto del --

tiempo (ley del cambio de la velocidad). 

En nuestro caso, la ecuaci6n diferencial surge inm~ 
' diatamente, en cuanto se ubica la ley fisica que rige el ... 

fenbneno en cuesti6n, esto es en este caso la segunda 

ley de Newton: 

F = m a 

donde Fes la fue.rza resultante al cuerpo de masa m y

a ea la aoeleraci6n que se imprime· al cuerpo al aplicar

le la misma fuerza F. En el problema oue nos ocupa esto 

significa: 

pero la magnitud de la aceleraci6n a coincide con el -
• valor de la derivada de la velocidad t, (aqui: • ; d ) , 

ar 
por lo que tomando ademAe en cuenta las expresiones para 

F g y F f' obtenemos: 

,m g - J....v = m ; 

que al dividir entre m ae reduce a: 

" ¡ ,. • .' ~·. '_: 

: . ' ' 
¡·:,.· '· 
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(11) • 
V :::-:..6_ V + g (~) 

m 

ecuaci6n diferencial lineal del tipo (5), donde g ea -

la constante 9l.81 m/eeg. 2 

De manera similar a como se resolvi6 ( 5)¡' la solu-,. 
ci6n de ( 11) eerlu 

V (t) = i m 
e).. 

+ 

En particular si la velocidad inicial es dada como: 

(12) 

obtenemos: 

V (O) = O , 

e = - .&..!! 
-<.. 

y por lo tanto la soluci6n de.(11) - (12) será: 

( 13) V (t) = gm 
e/.... 

6. t m ) 

El problema de la caida libre sin fricciOn, 6 sea -

"Fr = o, ee redude a: 
• 
V= g 

y consecuentemente la magnitud de la velocidad crece li

neslmente, ya que integrando la dltima ecuaci6n tendre--

most 

(.*-) El análisis cualitativo de esta ecuaoi6n en el Ap6_!! 

dice 3.2 
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V (t) = g t 

Al contemplar el mismo problema, pero con fricci6n -

di8tinta de cero la velocidad V también crece, en efec

to de ( 13) tena remos que su derivada: 

v (t) = g e - d... t 7 o 
m 

y por eso la :funci6n V (t) es creciente, Sin embargo, --

cuando t es muy grande (recuérdese (13) la expresi6n --

e-Á t es muy pequef1a, tiende a cero ( ya que ~~O ) 
1 

(""7)0) m 
poz: lo cuál tendremos que ( véase l~ Fig. 2) : 

..J .. 

3. - LA FOR1IDLA BARO:METRICA 

Es bién sabido que a mayor altura el aire est~ más -

enrrarecido, esto es la presi6n atmosférica con la altura 
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oisminuye, Nos proponemos determinar la dependencia de 

la preei6n p respecto de la altura sobre el nivel del 

mar a/p = p (a)/ • 

Recordemos que como valor ae la presi6n atmosf~rica 

se tbma el peso de una columna vertical de aire con área 

secciona! A= 1 cm2• 

Por lo tanto, el incremento 

de la presi6n al pasar de una a]; 

tura a sobre el nivel del mar 

a otra a+b (véase la ·Fig. J) 

será: 
not 

ÍlP (a) = p (a + h) - p (a) 

•th 
r-

: ...... 
. '··'·. 

6 sea: 

L~~º -/jp (a) = p (a) - p ( a+ h) , 

que númericamente es igual al peso (?\') del pedazo de co

lumna de aire de altura h : 

(14) - A p (a) = g • m (b) 

donde m es la masa del pedazo de columna entre a y a+h. 

Por otro lado el voldmen V del pedazo de columna (

área de la base de la columna por la altura) es: 

(-X.) El peso P del pedazo de columna entre a y a + b re 
preecn~a uria ;t\lerza que por la 2a. ley de Newton serA P = · 
(masa del pedazo de columna) x (aceleraci6n) = (masa hasta 
a) 7. g =- m g. 

', .; ... · 
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V = S • b = h (ya que s = 1 cm2 ) 

Podemos adidionalmente introducir la densidad prome

dio del aire en el pedato de columna que designaremos por 

pprcm ( e de i~ p prom = masa de aire en el ae<'lazo J s c J volu~en del pedazo e co--

de columna 
1umna = m m --v=-n ) de manera que: 

m = f p ran 'V = r prom ' b 

sustituyendo esta expresi6n eJ (14), obrenemos: 

·· - /J. p (a) = g J p r0m b, 

dividiendo entre b y cambiando de signo en la ecuaci6n 
· .. · 

anterior, tendremos: 

<15> A I <a> = - g f pran 

Ahora bién, si denotamos por f (a) la densidad del 

aire a la altura a , entonces al tender el incremento de 

la al tura b a cero, la densidad promedio J pr~ tiende 

a ~(a) (véase la Fig, 3), luego entonces si pasamos al 

limite en (15) cuando h -+ O llegaremos a: 

lim /J. t< a) = lim 
b-+ o b .... o 

--
d ·P(¡) 
d a 

(16) 

= - g • ~~ 0 f pran, ( g = 9,~1 m/se,/ ) 

c1 p(a) 
d a = - g J (a) 

. ' ,. ~ . ' 



.. 

(33) 

donde sin embargo no s6lo p es :funci6n inc6gnita, sino 

que también desconocemos a r. 
Para poder expresar, digamos, a f a trav~z de p y 

asi llegar al modelo mediante una ecuaci6n diferencial -. 
que espE?ramos sea de los tipos que basta ahora conocemos, 

impongamos rentricciones que hagan posible lo propuesto. 

Supongamos que la temperatura del aire se conserva 

constante en las distintas c.apas atmosfáricas. Entonces 

de la " Ley de Boylle Mariotte" 6 de la ecuaci6n del es

tado gaseoso es fácil dedudir que la presi6n p e·a pro-

porcionai· a la densidad . ·.~· • 

p (a) = r r (a) ( ~) 

donde r es la constante de proporcionalidad. Es aei -

que susti tuye_ndo esta dltima ieualdad en (16), obtenemos 

la ecuaci6n diferencial con la pres i6n p como funciOn 

incoenita: 

(17) - -L P Ci'=.t) 
r 

(~) p V = R T, donde p es la presi6n, V el volumen, R la 
constante universal de loa gases y T la temperatura (co12 
eiderada en nuestro ca~o constante). Luee;o p = R T = -. V 

'= R T ·• m 
m V ---V- = 

= .Ji.1 ,,. ~ = EL 
m '' J V 

r J , con m la masa molar clel gas, r = 
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Observando nue (17) reeul t6 ser del tipo (1), lle@ 

remos de nuevo fácilmente, como en ( 4), a que au soluci6n 

ea: 

(lR) P (a) = P
0 

e - ~a 

donde P.
0 

es la preai6n atmosférica a nfvel del mar (a=o) 

OBSERVACIONES FINALES 

i) La presi6n disminuye con la altura sobre el nivel 

del mar, set.;dn la ley e¡ponencial obtenida en (18) ,. llam..!! 

da 11 f6rmula barométrica .... 

"" 
ii) Esta f6.rmula no es aplicable para al turas compar.! 

bles con el rádio terrestre. Esto se sigue no s6lo de no 

haber considerado la variaci6n de la temperatura en las -

diferentes capas de la atm6sfera, sino también de no ha-

ber considerado la variaci6n de la aceleraci6n p.or la ca.! 

da libre. 

iii) En este problema la ecuaci6n diferencial describe 

no el proceso fieico en cuesti6n, sino s6lo la variaci6n 

de una magnitud física ( P) dependiente de otra (a). 



Capitulo V 

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

l.- En esta parte de la exposici6n entraremo~ en mu

cho menos detalle y a61o diremos flUe tales oscilaciones -

nos brindan un ejémplo del segundo tipo de ecuaciones di

ferenciales que aeseabamos estudiar, s~b~n planteamos en 

el Capi t11lo I. Tales ecuaciones son del tipo: 

(1) Y''(t) = - w2 y (t) 

donde 7~ignifica la segunda derivada respecto al tiempo --
2 f.t' W es una constante y p·articularmen'te tal ecuaci6n ·es 

lineal dado que t'anto la funcif>n i'!JCbgni ta como sus deri

vadas aparecen en la ecuaci6n en forma lineal, ademAs es 

una ecuaci6n de segundo ~rden, esto es la segunda deriva

da es la derivada de 6rden mrocimo a que aparece afectada 

la funci tm :l nc Ogi1i ta. 

:!Directamente se puede comprobar, via sustit1.1ci6n, 

que cualquier soluci6n de (2) ea de la forma: 

(2) y(t) = A coa (w ·t + f> (?t) 

donde A y f, interpretables como la amplitud y la fase de 

la oscilaci6n, eon constantes arbitrarias (evidentemente 

( 1f) Observese g_ue las funciones seno ~? coasno tienen la -
.propierlad que a! derivarse se vuelve a la misma funci6n -
modulo alguna constante es decir (1) vease el apéndice ~ .• 

Hay 
de ellos 
das para 
ci6n (1) 
les (ve·r 

muchos metodoe para resolver la ecuao16n (2) uno 
consiste en buscar las solucionea como las obteni 
la eouaci6n similar, pero de primer 6.rden ( ecua:: 
) '> eato ea buscar las aoiuoionee como e~o11enoia
( 3 ) • Se propone pues buscar la soluoi6n como - .. 

-· ' .-,: ·' ·.·.· .. '.•,:.·,,· ... ··,. .·":.· .. ··,·.· .. _::"· ... ,·,·.;.: .::· . .-.~~.:;_·'.~.:·>· ,,;·. ".•:,'······· 
:,!;,, .. '.,· .. ~·:.:.i:r.~;.·:·. ::, .. ·. : :•·-~·:_.'·_, ... '.;';'.,:;;;-~~- ;_:.!,'···: ;:<:,-·.'. . .'-·'. , lilillilllill ..................... _.... ........ ~~ 
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restringible e a A ?- O y tf <;; (OJ '..111]. Las e onstante e A y Cf 
quedanunivocamonte determinadas por las condiciones ini--

oiales oue en nuestro caso son: 

(3) 

Vale hacer notar que por cada punto ( t
0

, Y
0

) del -

ple.no coordenado pasan m~s de una gráfica tipo (19), sin 

embargo por el punto ( t
0

, Y
0

) pasa una dni.ca grdfica de 

la soluci6n (19) que además en ese mismo T
0 

tenga el va-

lor dad o de la derivada Y• ( t 
0 

) (coincida con la tan-

gente a la gráfica de la funci6n (19) ) Esto evidentemen

te está relacionado con el hecho de que la ecuacibn (2) -

es de segundo 6rden. 

De la magnitud. Y, que varia con el tiempo segdn la 

ley (19), se dice que raliza "oscilaciones arm6nicas con 

frecuencia W". 

Es. importante hacer notar que la frecuencia W resul

ta no depender de las condiciones iniciales, queaa univ0-

camente determinada por la constante de proporcionalidad 

entre Y'' y Y en la ecuaci6n original (2). 

La eouaoi6n (2) aparece al describir muchos sistemas 

oscilatorios no s6lo de tipo mecánico. 

Loe ej~mplos típicos más socorridos son: 
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2,- OSCILACIONES de un BALIN que CUELGA de un RE~OR 

TE. Si denotamos por (véase Fig, 4) 

m = La masa de balin 

K = Coeficiente de rigiuez ael resorte 

po::d---Y = Desviaci6n del balín de su 

ci6n de equilibrio O, F 

ft~· "· 
Entonces, basados en la segunda ley de 

Newton y en que la fuerza que act6a sobre -

la masa m del balin ee proporcional a la 

desviaci6n Y del mismo, tendremos: 

· .. · 

m a = F 

mJ =-KY ) , de doncle 

.. 
Y. = - ! y 

m .. 
(A) y= -

o 
y 

es decir: W = lJ~f (frecuencia en el modélo (1) ) y -

por lo tanto sus oscilaciones armtmicas están naeas por -

Yct) :=:A cos(i[f¡t + f) 

C-X.) El análisis cualitativo c1e esta eouacit'>n veAse en el 

Apéndice 5. 

,·,_; ·,· 
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donde A y q son susceptibles de ser determinaéJue si son 

daoas las condiciones inic:f.alea ( 3) 

3. - OSCILACIONES PI~QUEF!AS DEL PENIULO. 

Supongamoe que una masa m cuelea ae un extrrroo r.! -

de un alambre "ideal" OM (sin groso:r, nj peso, e indefO_! 

mable) con muelle o y sin fricc:i.6n en el punto fijo O ( -

veaee la Fig. 5 ), de manera 

que ter1gamos un p~nclulo osci

lanoo en un plano. 

La deaviaci6n del p~ndE_ 

lo OM de la pos:f.ci6n de equil]: 

brio OM
0 

es convenien_te medirla 

a travé z de la magni. tud Y que -

noe mide el ~ngulo M
0 

0M medida 

en radiaci ouea. 

Sobre la masa m actuan dos fuerzas: la 11 fuerza de -

grave<1acl" dirieioa verticalmente hacia abajo, cuya magni

tud es: 

y la fuerza de .reacci·tm del alambre di.r.:i.girJa a lo largo .;.. 

del alambre MO, cuya magnitud ea N. 

Escribamos la segunda ley de newton 1.iroyc~ctal1t1o so--

.·,. ·..;:: ... 
' 'I . ; :·:- ~, '.;r· '." \'; '· .. ~. 

·,' ,··· . 
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bre la tangente a la trayectoria que describe la masa m. 

m a = F' 

m ( J y)" = 11' • sen y 

m ~Y" = -m g • sen y 

Y" = --t , sen y 

S6lo estudiaremos aqu1 oscilaciones "pequefí'ªe", para 

que la ecuac16n ol,tenida se reduzca a la ecuacif>n tipo (1) 

es decir en (5) tomarenoe a y suficientemente pequefio -

como para que el sen y pueda ser sustituida por y (re-

cu~rdeae que Jim sen y = 1 ). Entonces de (2?) pasamos a 
;J-+O y 

la ecuaci(m de oscilaciones .e,rm6nioee, 

Y'' = - t- •2 y 

Y"~ -Uf) y (-)() 

con oecilacionee arm6nica•, de frecuencia V~ 1 
, dadae 

~(t) =A -Cos(Jft-t ~) por 

Esto significa que ante pequeflas perturbaci011es r1e la 

posJ.oibn de equilil)rio la.e oscilaciones del p~ndulo serán 

casi arm6nicae, con frecuencia W = {9!J1, la cual no de-

pende de la masa m, ni de las condiciones iniciales siem

pre y cuando las comliciones iniciales Y
0 

y V 
0 

sean sufi

cientemente pequeflae, 

<*> E1 análisis CUFlli tativo ve~ae en el Apéndice ( 5). 

;·_ .. , ... 



De lo anterlorrncnte f1)·:puesto vemos oue la gran varie 
' -

dad de procesos y fenánelilOs 21aturales no pueden reducirse 

s6lo a ecuaciones de los tipos elementales arriba com=d.r1!_ 

radoa. 

Resul~a que el mundo ae las ecuaciones diferenciales 

es casi tan rico como lo es el mÚndo rf1al. 

La ecperiencia acumulada desde la época de Ne·wton Y 

Leibnitz nos muestra claramente que el uso de las ecuaci~ 

nea diferenciales como modélos matetf1atic os ha siíl o f.n.rnti 
'• -

fero, sin olvidar que el dominio de cualquier moclélo tie

ne sus limites de veracidad. 
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LISTA DE PROBLF.MAS. 

1.- Realizar loe cálculos completos del movimiento ele la 

pelota estuc1iac1a aqu i. 

2 .- Hallar lu dependencia de T respecto de V 
0 

y K. 

3.- Dibujar las eráficas de Z (t), V (t) y a (t) para di~ 

ttntas K' (por ej~mplo 0.9, 0.5 y 0.2) 

4.- Analizar la co:nti11uiclad y diferenciabiliaad de las 

funciones Z (t), V (t) y a (t). 

5.- Si la resistencia de1 aire '1.Ue actda sol)re un cuerpo -

en caida de masa m ejérce una fuerza retardadora pr.,!2 

porcional al cuadro de la velocidad, ¿ Cuál ·-ee la velE 

cidad terminal ? 

6.- La fuerza que ejerce la gravedad sobre un cuerpo 'de m.!! 

ea m en la ·superclicie ele la tierra es mg. no obsta.E 

te, en el espacio la ley de la gravedad de Newton est.!! 

blece que esa fuerza. varia en p1°op OJ~ci bn inversa al -

cuadrado de la cU:~tancia al centro de la tierra. Para 

que un proyectil disparad o hacir; arriba·, de sel e la eiu-

perficie de la tierra, se mantenga en movimiento inde

finiclamr:1nte, demuestre que su velocidad inicial dFbe -

ser de, por lo menos, V~jr<.1 , donde R es el rAdio de -
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la tierra (unas 4,000 millas ). Esta velocidad de escape 

es aproximadamente de 7 mi~las por si:·gund o, 6 sea 25, 000 
\ 

millas por hora, 

7.- En el interior de la tierra, la :fuerza de la graveaao 

es proporcional a la distancia del cen1;ro, Si se per

fora un orificio que atraviese a la tierra, de polo a 

polo, y se deja caer una piedra en el orificio, ¿ Con 

qu~ veloci~ad llegará al centro? 

8.- La teoria especial de la relatividad, de Finstein, a

firma que la masa m de una particula ~ue se despla-

.. za con una velocirlacl V, estll dada por la f6rmula: 

'((}- Yl1o 
- .J\-"IJ'y¿ 

(*). 

en donae e es la velocidad ae la luz· y r-~0 ea la masa en 

reposo. 

a) Si la partícula pa1·te del reposo en el espacio va--. 

cio y se desplaza durante largo tiempo liajo la infltle_!2 

cia a e un carnp o gravi taci 021al constante, enou e11tre V -

como funci6n del tiempo, tomando Vl = - V y demuestre -

que V ---.l>C conforme t --.oo · 

b) Sea if = m- m
0 

el aumento ele la masa de la prl.rt1cu

la. Si el incremento corresponcU.ente E en su ener-

gia se consir1era como el trabajo realizado en ella, 

por la fuerza prevaleciente F, de modo que 

V ~v 
L' j .J J!.lVtii)cli.::: e-= Fer~= dt 

. o 
o o 
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Verific11r nue 

E = mc 2 (*.,e) 

Derlucir (~ de {~'I'-) 

9. -Suponga .... ue el r:l.tmo nl r.ue se enfría un cuerpo ralit::.!2 

te es proporc:I onal a la diferencia ere temperatura fr.-

tre ~l y el ambie11te nue 1 o roclea ( Ley ele enfriamien

to de Newton). 

Un cuerpo se calienta a 110 ° e y se expone al aire li

bre a una. temperatura de 10 ° c. al cabo de una hora, -

su temperatura es cJe 60 ° c. ¿ Gt1auto 'J':i.e.rnpo adtllional 
o óebe transcurrir ... para qUf: se enfrie a 30 C ? 

10 .- Una sullstalJcia radiactiva se desintegra a uua raz6n -

proporcim1al a su masa. 

Si una masa de 10 milieramos E-e desintegra a ra-

z6n de Ol051 miligramos por dia, ¿ Cuál será el tiempo 

que se tarda l~ masa par~ resucirse a 5 miligramos ?. 

11.- La inte11sidad I de luz transmi tic1a por Lm v.iorio olj~ 

curo varia con la distaucia X cm. de acuerdo con la 

relac:l.tml 

d I 
~~~- = - Jt I 

d X 

Sabemos de la expe:denc:l.a que: I = 100 cuando x = O, 
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¿ Cuál es la intensiüad si I se reüuce de 100 a 30 

después de recorrer 25 cent~notros ?. 

12.- En Biología: El ndmero N'de bichos en un cult:i.vo -

crece a una raz6n proporcionel . .a N. 81 el valor -

de lf :i.nicialmente fué de 100 bichos y se :i ncremen

t6 en 332 en una hora. ¿ Cuantos bichos habrá en -

una hora y media?. 

'· .. •'¡ .. 

.. 

,/ 

:" . '.'/ .... ~ . ' 
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13,- En la ineerlieria el~ctrioa un circuito simple cons

ta de cuatro elementos, cuya acci6n se puede com--

prender con facilidad sin tener conocimierr~os es1ie-

ciales de electricirl ad. 

' 1) Una fuente dc:, fuerza electromotriz ( fom) F. (pue-

de ser una pila) impulsa una carea el~ctrica y -

produce una corriente r. 

2) Un resistor de resistencia R que se opone a la CE 

rriente, reduée la fem en una magnituo • 

3) Un indud tor ele indudtanciá: L, que se opone a cual 

quier cambio de la corriente, procluciend o una C!is

minuci6n de la fem de una magnitud 

E1' = L dI 
dt 

4) Un capacitor (6 conductor) de capacitancia e, al
macena una carga Q. La carga acumulada por el CJ! 

pacitor ~e opone a la entrada de una carga adici_2 

na1 y la disminuci!>n de la fem que se produce -

en este caso es: 

E = 
o .1 Q 

e 

Además, la corriente es la rap:i.dez de flujo de la 

carga, y por lo tanto el 1nd1<.1e al que la carga -

aumenta en el oapacitor, ae tiene: 



.-{ ... , 

I = ñ Q. 

dt 

Estos elementos de· ciorcui to actúan, de acuArdo 

a 13 ley de Kirchoff, que indica que la suma -

algebráica de las :füerzas electromotr:i ces, en 

torno a un circu:i_ to cerrado es igual a cero. 

El principio lo ese .r.i bir.aos asi: 

E 

E - ER - EL -

RI - L d I 
dt 

6 biiln: 

Q =o 

L_il_+R1 +_!_Q=F. 
dt e 

Esta es la forma que tienen las ecuaci oues li

neales. 

Dependj end o de las circunstm1cias, se imeoe d,! 

sear consirlerar ya sea I 6 Q como vari~ble 

dependiente, en el primer caso eliminamos Q -

derivando respecto de t. obte11emos: 

L 
+ 

R dI+.!.. dQ 
d t e d t 

= d E 

d t 

Esta eouaci6n se llama, una ecuaci6n diferencial 

lineal de segundo 6r.den. 

, .. ·'.' 
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En el segundo caao, remplazamos ! por d Q 

d t 

Obtenemos 

R d Q 
d t 

• 

1 Q = F. +-
º 

que también resul·ha ser uria ecuaci6n lineal de 

segundo 6rden. 

Digamos que aqui nos interesamos por la ecua--

ci6n: 

L d I + 
R I = E 

a t 

en T = O E= E o 
" 

L d I R I = Eo + 
d t 

L d, I ~ - R I = -o 
d t 

' 

Mostrar que 1a corriente I consta de una parte 

de Estado aonstante E O/R y una - R t/ L -

transitoria ( I 0 - E
0 

/ R ) e 

14-. - En las ciencias ae la salud, cuando un tenn6metro es 

colocarlo c~n trn 11.quido caliente a una temperatura T, 

la temperatura indicada por el term6metro al tiempo 

t cambia a una raz6n proporcional a T - 9 . Si T -· 

se mantiene co11atante, y si G0= 15º, e= 35º cuando 

t = 10 eelrundos, y e= 50 cuando t = 20 segundos. 
o Prol>ar que T = 95 • 

'' ··~· . 
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Apéndioe I 

Teorema. La diferencial de una funciOn v = v (t) -

que tiene deri~aaa es igual a la derivada de dicha :funci6n 

por la di :fe rencial de la variable. 

dv = ~.at 
dt 

Ampli fi qu em os 

~Jv: df --. ~ 
• • 
1 . 
1 

' 1 
1 
1 
1 
1 

• 1 
1 1 1-- ----- --¡+dt 

~ . ' ' 
;·.':,' .. :i'.,.<I'.:·,.; 

·- 1 • 
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dv = V ( t + dt ) - V (t) 

1 = .J!!_ es finito 
dt 

av = dv .1 = (v ( t + at ) - v (t)). _ii 
dt 

• • • av = v ( t + at' ) - v ( t ) • at = _j_y_ • dt 
at at 

Consecuentemente a2v = dv ( t + dt ) - av 

pero eegdn teorema: 

dv ( ~ + dt ) = V ( t + 2 dt ) - V ( t + dt ) 

•.:. 
ob te ni end ose : 

a2v = v ( t + 2 dt ) - v ( t + d t ) - v ( t + dt) + v( t) 

es decir: 

a2v = V ( t + 2 dt ) - 2 V ( t + dt ) + V ( t ) 

Ej~mplo: 

v ( t ) = Sen t 

dv :::: sen ( t + dt ) - sen t 

av = sen t q.bs at + coa t sen dt - sen t 

av = sen t • 1 + coa t dt - sen t 

av = coa t dt 

: • dv - = coa t 
dt 

., .. , 
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Nota: Al derivar por este método hay que despreciar 

infini tee'imalee de primero, segundo 6rden, Etc. 

Ejémplo: 

V ( t ) = t3 

av = ( t + at )3 - t~ = ( 3 t 2 + 3 tat + at2) at 

• • • __2.!_ = 3 t 2 + 3·tat + at2 

dt 
• • • --2.L = 3 t 2 

dt 

(~) se ~eja como tarea encontrar la segunda derivada de -

eem t, t3 

. ·--.- -
. ', ~t ·' ·'.' 

i'·.: .. . ._.,.,', .·" ., 
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Sugerencias a problemas. 

1.- Véase desarrollo 
-g 

3. - Véanse gráficas para una V 
0 

y K dadas. (fa~. o.;.) 

4.- Z (t), V (t) y 
a ( t) continuas y diferenciables en 

t O escépto en t 1, t
2

, •••••• , tn 

5.- Integre v dv 
1 = g - cv2 

dx 

6.- m a2x - J( Mm , V dv - KM y en 
dt2 = 7 - = 

x2 dx 

X = R , V ( R ) = Vo 

7.-·.F= G Mm 
x2 

, P=_M __ 

4/3 
, G ll m = G 4/3 

x2 

' . Si@le a la vuelta •• ,. . . . . .· '-, 

~~;~~~~~ 

:.:i 
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G 4/3 = :re luego m · d2x = - R' x 
at2 

y mv dv = - 'K' x 

dx 

• • • 

~ = VYlo i1 J ~(ntir}= F 
Va - v}t,t. ({t-

9.- d· O = K ( O - T ) en donde T
8 

es la temperatura 
d t 8 

ambiental. 

10. ·-O. O 51 = 101 K , y d N = K' N .. 
d t 

11.- d I = - K I ' I = 100 
dx 

12.- d N 
J{ :tT , N = 60l = 

d t 

13.- Véase desarrollo 

14.- Véase problema No. 9 

Ln ( T - e. ) = - K' t 
T - 6 0 

- { ,04R 15P 9 ) e ( 25 ) 
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Ap.Sndice 3 

3.1 Análisis cualitativo de: 

(1) • 
N (t) = K N (t) (modélo de Maltlms) 

N (O) = N
0 

del contexto del problema N(t) es el tamafio de una pobla 

ci6n al tiempo t , luego los valores de N (t) ~O y en 

particular la poblaci6n irlicial N
0
>-:.o. Soluci6n de e--

• 
quilibrio: N = O =t> KN = O =I> N (t) =o. 

i) Si K>O =t> N ( t) "? O ~ n ( t) es crecient~ 

Ñ (t.) = K Ñ ( t) = K2 N ( t) ~ O 

luego N (t) tiene la forma de la f'ie,ura: 

• 
ii) Si JC<O==J> N (t) $O =i> ~r (t) es decrecien 

te 
•• • 2 
l'T= K N = K' N~O 

, .. ;, :.:iLfoir}).),\';:. :;,::r::t,'.j;j.;..,;,;i·ié ;:, . ·,;:• .'··~¿ ¡·;~'.;;;!:::,;.~{~·;:,·,~;· hr:,~;1;~· /;: 'i !,,., . 
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t 

• 
iii) Si K = O =t> N {t) = O ~ N {t) = co11stante = N

0 

Cualitativamente esto agota todas las posibilidades de 

tipos de soluci6n. 

Estos mismos resultados pueden obtenerse de la ecua--
• ci6n (1) .en el espacio fase N VS. N 

k~O 

. \.',( .......... _ ' 
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3.2 Análisis cualitativo de la ecuaci6n 

• 
V= -..d::_ V+ g 

m 

de equilibrio: 

-
Las soluciones constantes, es decir las soluciones -

• 
V= O~ -

m 

t 

i) Regi6~ de crecimiento: 

• 

· ... 

V (t) =~ 
o<. 

V ( t) 7 O =P - o(. V + g > O ~V ( t) < _S1!., 
m o( 

.·" ·,' ' ~' .'·..-_,,·, ••• , ' '

1
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ii) Regi6n de decrecimiento: 

• 
V (t) t. O ~ - c:J... V+ g L., O =i> V (t) /"-B!!L 

o<.... m 

'lí(t} 

t 

.. 
¿ C6mo crece 6.·deorece la soluci6n ? 

·.:. lcómo esl]f 
---~ 

<1> v <t> = - e:J..- v 
m 

• 
de i) Si V'? O , 6 sea V (t) creciente en la regi6n --.. 
V {t)< ~ , entonces V (t) L... O 

Luego en ésa reg16n. V es creciente y o6ncava 

~----· .t 

. /· ~; 
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.. 
• 2) V(t) = - ol.... - V 

1 •• 

de 11) Si V <:_o, entonces --
m .. 

V (t) /O, luego :V-t70 y V (t)/-S!!. 

ol.. 

La :func16n tiene la forma siguiente: 

t 
• .. 

l'inalmente V ( t) = ....'!!lt. ea una soluci6n (de equ_! 

librio), luego entonces la~soluciones crecientes y de~ 
crecientes tienden asint6ticamente a la soluci6n de equ_! 

librio,_ pues en caso contrario habría bi:furcaci6n de las 
soluciones cosa que contradiria. 

La unicidad de las soluciones; para un mismo tiempo 

·t tendriamos dos velocidades distintas. 

3.3 Análisis cualitativo de la ecuaci6n brométrica. 
Á 

-2.P_ = - .JL p 
da r 

P ( O ) = P
0 
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donde P (a) es la preei6n atmosférica a la altura a, y 

es la aceleraci6n de la gravedad ( g = 9~~ m/serl ) y 

r la constante de proporcio?mlicluc entre la pre: si 6n P( a) 

y la densidad ~(a) ( r = ..J!!_ , donde R es la cons-

tante universal de los gasesm T la temperatura de las -

diferentes capas de la atm6sfera y m la masa molar del 

aire ) 

Como en 3.1 y dado que g )'O y r >O , cualquiera 

que sea la presi6n inicial P 
0 

)O tendremos que: 

d P (o, luego P (a) es decreciente y tendrá la -
da 

fo.no.a de la figura, pues: 

En efecto si Y (t) = coa t 

Y' (t) = - een t 

y'3(t) = - coa t 

--_, ~; ... -.~~- ' ~ . : 



.. :.· 

111""' 1.';"·• -·'" 
1 

(59) 

( se vue1ve a la misma funci6n con signo contrario)' 

• 
• • yl' (t) = - y (t) 

Si ahora consideramos la composicibn: 

Y (t) = A (os ( wt + ~) con A, wy ~ constantes 

Y~ (t) = - Aw sen ( v1t +~) 

•'• Y 'J (t) = - w2 y (t) 
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