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Introduaci6n. 

Uno de loa -teaaa, que hasta hace poco tiempo no habfa 

sido considerado dentro de loa curaos de la licenciatura en 
matea4tioae de la facultad de c1eno1ae de la U.1' ·•·•• ·, 

orientadoe a la praparao16n en el 4rea de 16g1oa matea,tioa; 

ea el de la teoría Uioaitica de oon~untoa. Ea indudable que 

este tema tiene una gl'an importancia en el eatuclio de lo que 

se. ha dado en llamar •PuncJ.aaentoa de la mat..&ti•u•. 

Dentro del •plio campo 4e. la tHrfa de om~uatoe, enoan

trmo• el teaa ccmoó14o ocao "T'!lftioa de roro1n8", al cual 

dedioaaoa gran parte de esta tHie:' m. reato de la m.aa oon

tiene lo. que cana14eramoa son lae buee necHarial para la 

oomprena16n del f'óroing. 

Hemos eaoogido eete te.a gracia& a una sugerencia 4• . 

nuestro 41.rector de teaia, el Prof. Oarloa Torree AloVP, 7 

porque lo oonaideraaoa .. 1uia oont1nuao16n.adeouacla de lo• 

curaos ele 16gLoa . que tómamoa durant~ la licenciatura. 

Lá primera taea coapletaaente elabO!'acla del forotns' 7 1u.. 

uo; tul' conoebia& por· P. Oohen en ·1963, .pero, 6•o 1• ~ 

4• loa aut.-ea clioen, ••ta i4•a ha id• 1utr1ta4o aollfto .. 10-

nee al paso del ti•po. XL 8Jlfoque que nosotroa heSo.a eaoogllo . ' . '· ' ' ' ' 

para la expoiiic1~ d.ei t•a, ea el que propuaieran·D~ soot1i 7 

R. Bolovq. 

Hemqa dividido eate traba~o en oinoo capftuloa. lZ el 

,' :,. 
;.~ 



primer cap!tul.o, incluimos temas bdsicoa de dlgebraa Booleanas 

y una pequeHa secci6n de funciones de verdad; el segundo 

ea un vistazo rdpido a la teor!a intuitiva haciendo &tlfasia 

en la recursi6n transfinita; el tercer cap!tulo es un ejem• 

plo del uso de forcing a nivel elementa.1 (forcing sin hablar 

de forcing), manejando solamente desigualdades y funciones 

de verdad; en el cuarto capítulo ae exponen temas bdaioos de 

l.a teorfa ax:i.om4tioa de conjuntos, necesarios p!tt'a la CClll":' 

prenai'6n del d1 timo cap{tulo, en el cual se exponen loa tfliWI 

que constitlQ'en el forcing. 

Pinalaente aclaramos que la diviaidn en cap:!tuloa y 

•eccianea reponde, principalmente, a la necesidad.del orden 

de aparici6n de los temas. 
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ALG:':3RAS BOOLEANAS 

i .1 Def .-Un álgebra Booleana es un conjunto B con una opera

ci 6n unaria 11 
' '' y dos operaciones binarias ''+"y ''." junto con dos 

elementos distinguidos O y .t que satisfacen los siguientes 

axiomas: 

a.-
b.- 11+• y 11

• ''son asociativas y conmutativas 

o.- '
1 + 'I '~" son distributivas una con respecto r, la otra.· 

d.- Y (Cl + ~»' = a.'• b' 1 (a.• b)'-=- (Q.' .. b ') 
o.,,be ~ 

e.- V cu lo 

.. __ ., ..... .__: .... -: 

orden Inducido 

1. 2. Si 'B es un dlgebra Booleana, definimos ~ ~ I:> !:.-> ª' l:i::. ~ 
1 · f C::. es un orden parcial en 'B e. d. '- es reflexivo y tran

sitivo y a.ntisim&trico. 

Definimos o..' b si y solo si 4. f: b y a. -1- b 

De aqu! en adelante, cuando se heble del 5v(' o del ·:r.tJ i'= 

de un subconjunto de '\; .se estard pensando en este orden. 

Lista de propiedades de un Algebra Booleana. 

Pl.- Cl. + b •e- = (Cl. .+ b) • l!). -H:) 

P2.- ~, o..' :::. o y Cl +a.' =-1 

P3.- Cl..~l:i i ó.•ó-= o 

P4.- i~ ': o 



P6~- a. . e~+~) ~ o... 

P"I'~- a..-to..'·b ':r it.+b y ~.(~+b)-~·" 
PS.- a...b 1'a!·c. .+b.c. -= G\.•b ..f-GC·c::. 

P9•- (a.~b)·(ll..,i-c)·(b-4c.) =- (o..+b)•C<t-'+c.) 

PJ.o.- :lv 'P e. o.. a: e· ~u'P ~ 
~e A ~•A 

Pll'.- ( IN F tA. )1 
:1 Su'P o..' 

~e A O..&A 

1.) Def ~- Un 4lgebra Booleana ea completa ai : 

4.. su1> A 'f ...3 b• IN~ A) 
~-'ll . 

i.~ Det ·.·- '& ea ~ •Ugebra· si todo subconjunto numira• 

bJ r· de ~ tiene un supremo .y un :fnfimo• 

1 ·; Def' ·.- Si ~ es un 4lgebra Booleana o. i b • 'b s• 

ajenos BU tl.· b e o 

f .t. Det .- A ~ .~ es un subconjunto disjunto si 

V <l· b .. o 
0.,b&A. 

"1· ~ :De:r ·.• Un 41.gebra Boobana b satisface la. condiof&l 

de. nuinerabilidad 'si todo oonj~to disjunto de element~~ no 

nulos ea a .lo m4e numerable. 

1. 8 ne• ·.;- Si M ~ 'b , decimos que M ea un Ideal a:l 

3 

O~Ml &~:P;$EM c.11't p+~•M '/~C. P•M,,~e'i cit't P·teM 

Lfl interáeod&i de toda o~lecoi6n de ideales ea ideal. ·. 

Si € • 'e, ento'nqes la intersecci6n de todos los ideales 
. . ' 

' ...... 



, que contienen a E es el. m:lnimo i'deal que contiene a li • Un 

ideal generado por un monoide { rJ es: llamado un ideal prin

cipal. 

1.Z. Lema .- Un &lgebra Booleana ~ satisface la oondioi~h 

de numerabilidad sii : 

Ve c.~ ..Jb c. E numerable ~ 1> y t 

conjunto de cotas superiores. 

Dem : 

tiene el Jll.isriio 

4 

Supongamos que 13 satisface la oondici~ de numerabiliciad, 

y sea M el ideal generado por G con E' e:.~. 

Loa elementos de M son exactamente aqyuellos elementos 

de b que pueden ser dominados por el supremo de algdn sub,.. 

conjunto finito de E: • Se sigue que M y t: tienen el mis• 

mo conjunto de cotas superiores. 

Apliquemos el lema de Zorn para enciont:rar un oorijun'to 

disjunto maxi~al, digamos F , de elementos no nulos de . M ·• 

Se sigue que F y M tienen el mismo conjunto de cotas 'oupe- · 

riores. Visto que cumple la condicidn de numerabilidad, · F 

es a lo más numerable. Visto que cada subconjunto numerable de 

elementos de r ea dominado por el supremo de algdn subcon

junto finito de E , la ·un1dn de estos conjuntos finit6s es 

un subconjunto numerable de · ~ con el mismo conjunto de cotas 

superiores. '; 

Sup. que E: ea un conjunto disjtinto de elementos no nulos 

de 'S· • Sea 1> ~ e' riU'merable, con el mismo conjunto de 



cotas superioree que Fi • Si E: tiene un elemento que no 

·. est4 en 91 oanplemento de tal elemento, seria una cota superior 

de "t) pero no de t= • Concluimos que (; • "b y 

E es numerable·• 

~.~Corolario •- Una <t -álgebra Booleana ··"'& que satisface 

la oondici6n de numerabilidad es completa·. 

5 

Todo supremo de un conjunto numerable existe por defin1o16n 

sea A c. "S · , por el lema ánterior, existe l> c. A nume-

rable tal que l> 7 A tienen el mismo oonjwto de cotas supe

riores, sea s,. ~U'P b . . .s a Sv'P .A CL 

f.' Det .-. Una medida sobre \Ul '1.gebra Booleana 'B es wia 
-··-- -

funo16n 

real no negativa, tal que siempre que [ 1>"} es una sucesi6n 

disjunta de elementos de ~ con un supremo p • ~ , 

entonces 

F.sta '61. tima cond1ci6n ee conoce . oomo acli ti Vi dad nu1111rable~ 

Algunils vecee, esta cond~oi6n es rebajada a adi ti Vi.dad finita. 
~~,',, 

es finitamente'aditiva si : 

:: 
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~.IODef .- Un 4lgebra con medida es una ~ -lilgebra Booleana. 

con.un~ medida A sobre ~ , normalizada y positiva. 

t H Def .- ~ es normalisada si ¡t.<. ( 4) ':I -i, 

f.iinet .- }'l ea positiva si /tt (~), o -..\> 'P :ro 

1·'f. Lema ·.- '?oda 41gebra con medida fini tamente aditiva sa-

tisface la oondic16n de numerabilidad. 

Dem : 

Un conjunto disjunto de elementos no nulos no puede conte

ner, para todo entero positivo ~ ' ~ elementos de medida 

mayor a y.,.. 
t. S Corolario .- Toda ilgebra con medida es oornpleta 1 

Dem : Apliquense los lemas anteriores• 

Filtros y Ultra.filtros~ 

~-1 ~ Dt:f .- Si ~ es un 6.lgebra Booleana; decimos que F c.~ 

ea un filtro sobre !> eii 

~) lf._,' E. F" ~ ')(,· d ~ F 

·~ x~'J •F -> l<-·"F 

9 1cF, of.F. 

un filtro F sobre "B e·a un. ultrafiltro sobre '!, sii 

' o 

ObservaoHn .- Si A es un ·conjunto y F "'fP(A) decimos 

que F es un filtro sobre A sii 

'\: ea un filtro sobre el 'lgebra Booleana t f(A.) J ~). 



FUNOIONES DE VERDAD 7 

Supongamos que L es un lenguaje' de primer orden para la 

estructura 

(l-.: <AJ f ~:.j tt-.t 1 f f.djl:J 1 [c.,}~.\<) 
Si ATO M es el conjunto de formulas at&nicaa de \.. y 

si \J p 6 A To M , tene!'lºª definida 

11 ?U :. A"'-~ "B 
donde 'B es un dl.gebra Booleana completa. Podemos extendt9r la 

definioi6n mediante el proceso inductivo obvio: 

\l(l('-) i\l(a.): \N F tl'f\l l<l. l~/b)) 
. luA 

11 () x.:.) 'fll ( °'-l: S V ? U 111 (a. Li.HiW: 
b.e.A . . 
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CAPITULO 2 

!eoda Intuit1Ta 4• Oon~untoa 

;·-·"/ 

', ·:; 
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Su'¡Jongamos que SS2.1: 1 es un sistema fo-nnal sobre un lengu1:1.je de 

primer orden que incluye los axiomas de Zermelo-Praenkel t>1;1ra la 

teor!v. de conjuntos, así como los axiomPs lcSgicoa y reglfls de in

ferencia suficientes (cálculo de :i>redicados). Un aistemn con las 

caracter!aticas de S5e.tl ser! descrito más adelMte en forme un 

poco m4s ex~cta. 
Vamos a estudiar a SSo:t 1 , sintáctica y semanticE1mente, uaando 

como herramienta las "matemáticas contem"Ooraneas''. Consideramos 

que ~atas "matem~ticaa contemporaneas'' incluyen una p0rte de la 

teoría intuitiva de conjuntos que no es mu7 utilizAd~ 'Oor los 

matemáticos· .oontemporaneos. A 1.o que nos reteri~e es a la induc

ción ( recursicSn) transf'ini ta, i. e~ ~· consideram0s la. teor!A de los 

m1mt::ros tranafinitos de Cantor como parte de las "matem~tic.as con

temporaneas". 

Por esta razdn, vamos a dar Una r!pidn exposiCi6n de lR téor!a 

'int~itiva de conjuntos. Esta expoaicicSn servirá además TJara pre

sentar sem~ticamente. ei problemtt de la hipcStesi.s del continuo. 

'?eor!a 'Intuitiva de Qo.njuntos •. 

. .i?ezaremos diciendo qua_l~ teoría intuitiva de t?Orijuntos no es. 

algo que estl bi4n definid~, es ~or eso que existe• cierta vague-
·.•· ' ··. : 

·. dad en' lo que a continuacicSn se ex-pone. 

Cona1deramo9 que el concepto de conjunto es claro para el lec

tor ,y '[)or ·lo tant~ lo dejaremos indefinido, o bUn, se ?'Uede to-
, .•' 

mar le. detinictcSn que da Cantor: "Un conjunto ea una coleccicSn 

·como totalidad de 'objetos definidoa y distintos de nuestra intui

cicSn o nuestro pens•"miento" • 

. Como con~ecuencia de lo anterior, la relaci6n de pertenencia 
' ' 

quedur! tamoi4n indefinida y parn indicrtr que X es un elemento 

d~l conjurit9 A escribiremos Xe A , ·. 
Ad m1smo, ~doptamos . tod~. la notri<:i6r1 clt\sictt referénte a con:;. 

' .. . 
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juntos, Oabe agregar que damos por cierto el axioma de elecci<Sn, 

ea decir, ooacionalmente haremog uso de &l aunque no se mencione. 

Ordinales, 

2.1DefinicicSn.- Un 

relaci&n ¿_ en 

l) 'P./:. p 

conjunto 

A sis 
V- PE:. A 

A está parcialmente ordenado por unn 

2 ) l'<'4- 'l- c+<r :-.:;:> P..c:.V'. 

Se dice que (A , <.)es un conjunto parcialmente ordenndo. Si a~e
más se cumple que p <. '} o- P.= 4- i:1 e¡.< P ?Ura todo f ) (t e:. A. 
entonces se dice q'xe A eátá' ordenado y si también. se cumple 

que tCl.dó subconjunto no vacío de A tiene un elemento m:Cnimo~ 

entonces decimos que A está bi~n órden~do .• 

'2,.2.Def'inicidn.- Se dice que un conjunto A ei; trF•Mitivo-'si pa..: 

ra todo X E. A se tiene que )( e; A • 

. '2. .3 Det'inicicSn.~ U~ conjunto A es un ordinill si es transitivo y. 

está. bUn ordenado por la relaoi6n de pertenencia. 

Denotaremos por ON. a la clase (conjunto) de todos los Ol!I-

··. dinalea, 

1.J.AfirmacicSn .- 'lodo .elemento de un ord~nal ea un orilii11:1l., üó., ... , 

·xe:ON ~ ~E:X· =;- ~E:oN. 

Demo stra.oicSn s 

Sea ~E: X. , entonces .'j <;;;X ' 3 por lo tmito ~ estÁ. bi&n or-

denado. Además, si V€: V E: ~ entónotas 

o.sí·~ u 1 V , 'j .E:. X . . J E. ;',' 

·. t:l 

" .. 
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NotacicSn.- De aquí en adelante, si X, \j E ON ,ocacionalmente 

escribiremos X< ~ en luga:1.• de X E. 'l .• 

z.2.Af'irmaoicSn .- 31 ol. e:. O N entonces o<..= l x e:. ON /x <.ti<.~ • 

Demostraci6n: 

~E. o<. =7> ~e. ON }. ~<.ti<. 

~E:.{x~ON/>:<.<><-1-=? ';i<.<><.. 

'" =<.. = {x E: O N / X. < o<. 1 . 

? . G DifinicicSn .- Si o<~ ON entonces oC. -t- \ -.. = a(. U{-..\ 

1.. 5 Af'i:tll\aóicSn • - Si o<.. E: O N entone ea o( 'i" I t:. O N • 

Demostrac16n1 

x.~,c-E:ai.. :.X.E:.~ 

{!'.r'.L) Sv¡:.oq50..MOS 9-v~ ><,~E: o<..+I • 

5\ X,~ E: o<.. a..~1~0~,C:...fl.':i X E:~ & 'j E: X o- X:= 'j . 

~~.X,':\"'-\<><.\ <z.~1tovic.e':i x.::.'1 • 

:1·,: 

.·;.• 



l '• '· 

Si I;>(.. f A. <l.Vl h.)YIC.~'::o A C.°" ) .', A t\ll..v)ll. dcz.-
tYHZ .. VI + e \'V\ í Vl 1 VY'I e 

Svpcl'\so..wios ~v~ al.....f= A. 

Si A-~o<\=r/J cz111fovic..€s Mih A=o<... . 

.s t A - ~ .>(. ~ :P </J ~ s !l.. e1. o. = M i ., \A - \a< \ ) , 

. ··, 

.r. ., X E: °"-. C.. o<... ;. 1 

)(E.o<..+\' . ,,'' 
'} 1 

·" • )( E:: O'..+ 1 • 

. ,• o <:>(_ i \ C2.. '::. -+ r CI. Vl ~ • + 1 Y O , 

.. o<..+1~0N 
t:::I 

.· ¡,, Definicidn .- Un ordinal o<.. ea un ordinnl límite :;iii 

V 
(l E: oN 

.. : ., 

.. ' ' .,. 

'•1 't 

r 
~; ',!1.l 
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z..4 Afirmi;.oicfo. .- Si o<., 't E: ON y <>(.. <. t entonces o(~ 1 ~ "t • 
De11!oatraoi6n1 

'. 

.. o<...+\ et 

"t cj:.""-.t\ , doc. lo 

C.ci.1~rc-.'riti o(.+ 1 = 't 

~' - (ol..t 1) * r¡,. 
b -== M ¡ "' ( t - l "'-. + 1 ) ) ') ( b ' at ) b =t- :o<.) 

o( h ~ 't et.. E: \::. <i b E: ""'- o' b -:: ~ , , .• . 

\='<2-ro bf/.·ol... ~ 6::;:o<., :. o<..."'-6 

.·.o<_~6E.d" 

.". <='(.. c. b 

:.c<.+1c..b"="t 

. ' . . 6 cf°"-.+I 
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e; ((;." X E:. ( b- (v<. -t 1 ) ) 

X E:. b E: J' !(E:. t 

X E:.(~'- (<><.+1)) 

Co•VIO x~6 X< 6 '! ~" 1v~ bdl\11-1{1'-(~+1)) 

1.. 5 Afirmacicfo .- Si o<. es un ordinal Umi te y f3 E: O N es 

to.l quf:l ('.3 E. o<. entonces (3+1 E. o<.. • 

DemostracicSn: 

·Por la afirmncidn antl!rior, {3-tl ~o<.. 

pero (3 +' -:fa o<. por e;er o<. .Ümite, · , , (3 ·+ 1 <.. O<. 

?. • ' ~fil'lllaci6n .- Si o<. es un ordinal l:!Jbi te entone e r; o< ::; lh" 
Demost;racicSn: 

Si X E: U13 · <2.vdo1-.c.¡¿s X E:. ¡3 0 p. o... (3~ ~ .::>(.. 

!?• < «.. 

. ' 
·, 

~ St .o<_<;/:. Ü;3 Q..•1to~1c..1<:.s • 

¡.1<.~ 

A : =- :.::.<. - U ,::i.. ::¡: ~ ... · ., 
,:'; 

·, 1( 
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. .. ' 

i..l Definioi.Sn .• ;.si A.· u ·un :conjunto o1'n ;ordenado y O.: E A , 
entonces 91 sepento inicilll 'determinado P~,r : ~ , ees ., 

. ·· l x· ~ A / ~ ' ~} . , '.',, 

i..t Detin1Ci6n .- Si {A ,~) ., (e:, ,<°'):son bt•ri, order&adoa 1 · 

f ~ A.'--"'· B , enton~es t es un isomorfismo siit 

. l) V X ,'j ~ A ~ X< '1 ~ f(X) <.' f (~) 

2) f cz. i; · s v p ~e'-~ ,e e:. 1- í" "° . 
Bn tal .caso, se dirá ciue A. y B son isomorfo~ y se 'Pondrá 

.,:A.~f:>. 

·irl. ca.so de que :!lo lo se cúmpla el incb10 (i), se. di,oe qua f ea 
·. una !Unoi6n pre.:iervadora d~l orden. 

'¡"; 

., .. 

> •'1 

'' 

·'_'...' 
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z.. t¡ NoteoicSn ,- Si P es bi&n ordem1do y Y €:. 'P tntQnoes ~e deno

tará por g al segmento inicial 'determirif.do por ~ ; 

t.:tAfirmacidn .- Si ( P > <.. ) es un conjunto bi~n ordenAdo y 

f: P-P preservt1. el orden, entonces ~(x.) ~ X V X E:: "P • 

Demostre.cidn1 

Sea /\ := \X~ 'P / f{K) < X 1 . 
Si A -:/= </J entonces A tiene elemento mínimo, sea ~ tf11 

... 

elemento. Entonces: 

f(~)< "} , y como f preserva el orden, entonces f'(f(~))< f (~); 
es decir, f(~) E A y f (~ )< ~ , lo oual contndice 

que ~ sea .el elemento m!n:imo .de A . 

f (x) ~X 

i. t Atiniia'Ci ~n ,.; Si ( P ,-< ) ea un conjunto bUn ordenüdo y 

y P no son isomorfo~, i. e., X ;:fa. P . /\ 

.entonces X 

DemostraoicSru 

SUpongemoa que 
... 
X ~p. 

. sea f :' P- X un isomorfismo, nor lo tanto, f '.>re ser-

Vh el orden y, por Un resultado &nterior, f(x.) ~ X • Por 

lo tanto, f (X) ef. X • Esto es uraa. contrnd1ccidn ya:·que el 

dominio de. f debe a.be.roer todo P (de hecho, un isomor-

fismo es una función 'biyectiv11), 

" :. V;<tP,x'r/;P. 
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z..'I AfirmnoicSn .- Si (P, <.) y ( Q, <.~ ) son conjuntos bi4n ordena.

dos en~onoess 

? 1 Q son isomorfos 6 

"P es isomorfo. a un segmento in1oia1 de Q 6 

Q es isomorfo a un segmento inicial de f> 

Demostraci6n1 
/\ 

Si X E. P y ~ ~ Q son tales que X y ~ son isomorfos, 

entonces definimos f<x.) -= ~ • 

f. define una funci6n f : A - E:> , A. C. 'P , 'B ¿ Q , ya que 

C) "" /\" si' r(X':::~' 7 f(x):::~i en:toncee X~~,, X~~-z.,por 
(\ 1\ 

lo tanto, ~' ~ ~2. • 

~ 

lió.i-id, 'j,.<.~t y, 

Si ~. =#: ~i entonces, sin perd1cla de genera-
(\ /\ 

por lo tanto, ~'E:. ~z.; por lo tanto, ~1 ea 
" /\ 

un eegmento inicial de ~'l. y as! tenemos que 9i. ea isoaorto a un 

stgnitnto inicial propio,· lo cual es imposible debido a un reeulta

do anterior 1 por lo tanto ~ 1 :: ~ 2. y t es una funcicSn. 

Por otro lado, si 
/\ 

por :).o tanto, X1 es 

/\ 
X,<. Xi X1 x .. Ei A ,entone.., X1 E: Xi ' ) ~ 

;\ 

segmento ini.cial de Xi , 1 si f (X') .:: lj 1 

1 f(Ki)~ ~t , entonces ,.. " 
1 Xi~ ':lt • Por lo tantot 

l) .~1;. ~2. porque si ~':::: ~'l. 
/\ /\ " /\ 'q/ 

entonces ~I = ~'l. ' : • X l ~ xl. ., 
' " " /\ " 2) 51 ~ 2 < ~' entonceas como x, ~ ~ 1 , Xi:~ \.i 'l y X 1 <. ll.i. 

/\ (\ 

X z. es isomorfo a un ·1tpmto inicial de ~, ( ~.2. <., ~') , 

• , X z. · es isomorfo a un segmento inicial de Xi ( x'\ ~ ~ i) ~ 
11 .• '. x't es isomorfo a un segmento inicial propio (.X 1 < )(t.) • 

'I 
Por lo· tant(), l.a unica posibilidad que queda ea ~ 1 <. '::lt , es 

decir, hemos probado que X,< >h ~ Hx1~ <~ ~ \x,_) 
., . . . . f preserva el orde~ • 

•'."' 

o 

' 
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Lo que tal ta probar acerca de .f es s 

1) Si 'boWI {f\;. ~. entonoea boiM(f..) ... ;p para alpa 'Pe;"'P. 

11) Si!~ lf) • f1 entonces ¡M (+\-=-\ para algun~. ;~4?. 

11i) "bo~ (.f\ '= "'P o r~ l t\~ Q 
Demostraoi6n s 

Si 'l>o~ (f\ -"Pentonces A::: ¡)(~"P/ K'- lotM(f)} l'tl 
sea 'P .. ~¡., A , evidenteaente bowi (f): p. 
Si lYo\Ct\ "-Q entonces l>::\)(E.Q/ 'l<.~I....,(f\]i-t/I 
Ha i-:.f.t1~ 'P.> , evidentemente 11\o\ (.f\::. ~ · 
S•P• que 'bo'l'll\ (f) 11>, y que I"" (t} ~ Q , entonces, por lo 

anterior 

'boWI (t\-=- p J '}8'-p '/ 

I~ ( i\ ,., l ) i e. q · 

.> 

, pero +: .P -"> i es suprayeotiva ( e inyectiva por 

ser .f preservadora del orden), por lo tanto, .f es isomor

fismo, i.e~ ' .p~ a, 
H1l)~ t '/ . · '¡>E:".])o~ (f.) '/ ~f. IWI (f) 

l'•t t ie:~ 'l 
por lo tanto, no es p~aible que bo'Wlf\ (f\ Y. 'P y Il/\t (~) ti GI 

· Recordemos que definimos un ordinal como un conjunto tran• 

sitivo bien ordenado por •Ea • En los parrafos anteriores hemos 

probado que cualesquiera dos conjunto~ b"iln ordenados son "com• 

parables" mediante un isomorfismo adecuado, este hecho nos ayu

dar4 a probar que la ~i~se (conjunto} •cie todos los ordinales• S>t, 
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está bién o~denada por E , es decir, que los ordinfiles for~an 

un conjunto (clase} bi&n ordenado, lo·cual es la esencia del 

Principio de Inducci6n Transrinita. 

'L·'º AfirmacicSn .- 0'1? está bUn ordenado por < (o( < {2. G i ~ o(.~~). 
DemostracicSn: 

(estamos au9oniendo que ninglin conjunto perte-

nece a si mismo, lo cual es intuitivo). 

entonces o<.< lf por ser '( transitivo, 

por lo t1:1.nto, < es un orden parcial sobre 0"71 • 
iii) :,;_ o(.,@ E 0-"l. entonces . ot.. y ~ son conjuntos bi&n arde-

" , /\ ~ 
nados; por lo tanto, o<. Q::' (3 ~ o(~ b , b ~@ O' o.. ~'3 Ja.E. • 

Pero si 8 y '/ son dos ordinales isomorfos y f : 0 - '¡/ 

es el isomorfismo que se construye en la demostraci6n de la 

afi.rmaci6n anterior, entonces: 

Si 6 # b'4 , S.P.G., supongamos que .30.. E. (!;-):/' , .entonces. 

A~-={XE e/x'f;t~:¡:~ 
sea p:::. Mi~ A, 

P -t 't , 'Pe. e , f(l>) ~ t } 
; •. si X <. ? entonces · X fÍ. A 

,,.... " 
HP)~ P, 

, • • ~ E:: e() t' es .decir' 

V X< f, X.C: ~ • Además, si ~ ~? entonces ~ fÍ. A , 

de lo contrario F' :G. e e:. 'lf y j) E:. Y' ! 
.. ' . v =~r, ':!:..</- r 

• • 'por una a.firmaoi6n anterior , 

corno e·~ t 
1\ 

se concluye que e~ f' ' nero pe e 1 

·,, 



: ti e es isomorfo a un seginento inicial prooio r 
por lo tanto e= y. 

20 

Por J.o tanto, las relaciones de isomorfismo en el inciso (iii) 

se traducen en igualdad, que era lo que es~erabamos, 

~· . < es un orden total en <J?'l 
iv) Supongamos que L c. 0-'fl. ' l-:; r/J • Coniüderemos m ~ íl'L 1 

entonces: 3.Re:.l ) V.x.€..L,mc.)(, 

. . V o..E:bEc.\'l'\C)C. -o.1>.bE..x.-0..EX . 

X'- L 

. . ' .. ' . . 

.. 
m E- Cr?( 

S q_°" K (: l , m e X. ' .. 

Si 

V YY\ ~ X -··· •.. -. - .. ·( L ) 

X E: l 

) .. 

Para concluir que m-= Min \_ , solo faltn .,,robar 

que m (:: l . 

::>utionga.rnoa que m ~ L , entonces, ~JOr (o , 
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U. " V vnE.X 
X~ L m < " , es decir, Xt- L 

"' m E. (\ L= rY\ "'f' , .': m t l • • o 

::ior lo tan to \'Y\ es el mínimo de l . 
(r1( está bi~n ordenado. 

a 

Con todo lo ex~uesto anteriormente, podemos enunciar y probar 

el Principio de Inducci6n Transfinita. El principio de inducción 

trHnsfini ta es consecuencia directa del siguiente resultado más 

general. 

1:11 Afirrnaci6n?,! .• - ::li \/J es un conjunto bi~n ordenado y A C.. vJ 
es ~al que: 

i) \f X E. W se tiene que 

si ( Y ( ~ < X - ~ é A ) ) 
~E\\/ 

entonces A=W 
De.nostri:.ción: 

entonces X e A . 

:ii W::: ~ eatonces A= </J y T}Or lo tanto A= W , 
Supongamos que Vi/:/ ~ , que A C vJ y que ~e cumple ( i). 

Si A :f. vV entonces, B : ::::. t X E: W /X. f A} :f <P, ya que vJ '=/: )11 • 

\.::i C. W y e::, ::f <:/J y como W es bHn ordenado, B tie

ne elemento mínimo. Sea b = Mi VI f:> • 

) . , ) . . 

·1or lo timto, por (i), 6 E:~ 'f 
o 



(.,\Z. Teo:re:•10« (Princinio de Inducci6n 'l'!'ansfini ta) • 

. .;i AC 01\ es tt;l que: 

.Y-ot... E. 07/. se cu:n·Jle ue 

si (-V@ E:. 07(, (13<<><..- ('.\E:. A.)) entoces o<. E. ~ • 

entonces A""" Cfr1 

DemostrHción: 

22 

l)or una ¡.¡firmi;ción Hnterior, Shbemos que Ó'?\ "''~tá bi~n or.de-

n:;,do, YJor lo tt0 nto, t;:l princi Jio dt inducción tra:1sfit'li t:" es un 

caso particulc.r de la afirmación anterior. c:::i 

El princi-pio de inducción tronr;finiti~ gener:,lmente no se us'l en 

la forma enunciada anteriormente, en lu~Pr de e:-1ta, se uti liz,-. 1n 

siguiente versión: 

l..ll'reore::1a., (Principio de Inducción 1're.nsfinitB. (verPiÓn '-')). 

cii A e err¡ es t:·l que: 

(i) c/J<=A. 

(ii) .:>i (JE. A entonces p fl E. A , 

(iii) 3i o<. es límite, o(:: U@ y V {1 i:.A entonces d... E A. • 
f"<o<. 

entonces 

De:nostrHción: 

::>u;iongHmos que Ac..011. cu:nr.ilt: lo:-: ~.ncisQs (i),(H) y (iii). 

Gea oC.. E 011 t<-1 que V- (¡;<.o\~ @t- A) 
(1 E: 0'11. 

fl.) por (i), si o«=~ entonces ol.r::.A.. 

b} por (ii), si P<'...-=-¡'.HI entonces (1<o<.· .'. 0 "=A. } :. (H-\-.-:o(E:A, 

e) por (iii), si o(=. Vf? ent,rnoos, Ci.>1Ur) V<"f:A , <>(E: A , 
(?<OI.. ('i<~ 
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por lo tiuito, en cualquier oaeo, ~6 A ,. 

por lo tiuito ( \:/ (P.. <.DI ~> ~"A)) -> o< G A 
"""'º"' •• deoir, aatiafaoe la premisa del teorema. anterior 

La vera16n anterior del pr1noip1o de induoci6n trautini

ta, •• la m4e o&Roda para probar algo, por induoo1an tranefi

n1 ta, acerca de algo que ba •ido definido por reoureidn trane

finita, 

·ReOUl'Bi§p !ran•finita, 

Otra herr8111enta podero1a de la teor!a de 00n~unto11: H · l'a 

recut"s16n tranetini ta, que generalmente se uaa para haoer 4tf1• 

nioioneaé 

'l. ~14 !eo ~- Si q ~ i7 _., u ee: una tuno:l.~, atonoH ez:l.at• Ul'la 

61ioa funo16n F: ~ -"> v tal que 

F(o\) -::: t:i ( F/t><) 

{Becor4em.oa que nuestro concepto ele t.T ea •U7 amplio, en el 

•.eiitido ele que inoi\11• lo qÚe normalllente llamamo• conjunto., . ola

eH, t'to •• , 1adn.d1.) · 

1>" wt. '! 

l se.~ ·F= uc.. 
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Antes de probar que F ea una tun016n y que cumple con la 

, propiedad deseada, probaremos lo siguientes 

Si t1 ~o<, -> ')(, ~ ¡.: e>(z. _., >(z. I "'•1 o<z. G 6»'L 
ion funoiones tales que: 

evit . f=JI~ • . 
'De.~ ' 

J)i"obue11101 por 1nducc16n tranatini ta lo siguiente: 

•• +!o1. = <J./o<. 

;,-. 

•• t(c?<)= C1U/"')"= EiUJ.ftX.) =J<rii) /.(o<'=C\'1 -> f(o1)=~co1)) 

• \;/""E: '$'Yl. (o(" o(, _., f(o<) = 1 \<"()) 
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~a vez probado lo anterior, la prueba de que F ea funoi6n 

ea eetloilla, J8 que: 

• , {: o<. -) 't.1 '· ': p(t -) Xz. I o<., o(z. é: ert 

.. 
.148-'e, F tiene la propiecla4 cleeeaaa, :ra quea 

V"'"'~ F/a. -= t~ ?·a.. . fd. '-e fo1 : o< -) x 

.'. f (O() -= F /,;..+ 1 loi.)-=- fo1~ 1 (1>4) .,:, E¡ U"'~·Joe) -=- 9 (F/ot .. ,/°') = 

. -:: ~ ( F/ o1) • 

·• :En cuanto a 'la unicidad de í- , si f 1 ee tal que 
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. 
, • rN o T!t.A ¡: ::: F ' 

, F I 
• • <Z.<; V VI 1 ((!;.. , 

o 

l!n lugar de usar la vere16n anterior del teorema de reour

ei6n transfinita, usaremos la. siguiente, que es más oomdn, para 

haoer def'inioi ones por reours16n tranetini ta. 

t.15Teo1o1s-.- Si H: íJ -'> V es :f'unoi6n, °'-"' v entonces, 

exlate una 'dnioa func16n f: mt -';) V tal que 

Dt: W1: 

" ,r·· 

sir. a.. e = [ + / f. : Ji -> v 1 . JA t- ~ -) t f ( º) :: C\... J · 

Vc1if:. ~ t(o<.\1).,,. H (f(<>1)) d-

\f c1.éi I ~ 1 i'~1Ta: -) t (ot.) =V t(¡?i)~ 
{';>i..lll. 

'(·,< 



F H :tunoi6n, JB que •1 f 1 / .f z. ! C. 

f1 : ~. -> VI fi. ~ !"z. -'> u } iri. '- JAz. 

i.) f, (o)-= o...-:. fi,. (o) 

Ll) S.t f• (o<)-::. ft (o() <l Wt 
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ti(o<:ti.~.,., H(f.(PC))= \-\Uz.(o<))~fl_(<>\.\1.) SL.~tl~J-i, 

Ut} S t . o( fZ. s 1 ( "111" e ~ f 1 (~) -= f z. l~) \¡j fl ~ .:!( <t. n "t 

f1(1:'()= V f1(~)= u. h<.-..)-{i(ot) Si.. °'"JA, 
~ ... ,.¡ /!l<.4"' 1 

.·.!NO. Tll.AtJS. o<• J'1 _:> t• (ot)-= t"- (i) 

, • ~. = \¿ /(', 

.S¿_ l 'I( J ) ) I l ')( J f) ~ F lf ~ t ' ' ' 

· 3 f, ~ E e 1 f : tt. --=> v / ~ : ~'- -~ v · .+- · · 

·~= f("') ,.. 1'::: ¡.t)() 

s •"\"l. ~ • i4r '-· ~L ) • • t :>' ~ / 1-1 

'.' i, 

.·. t "": f V<)~ }ti<) = '·' 

'! 

..... '· 

' ' 

• - · t=- ee tuno1dn. 
' ' 

' ' 

Adlld•, F tiene la•. propiedadH deseada.a, JB ques 

,,,'',·· 
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l) F (o) ~ r to)-= ~ 'P-<l.· '{- ~ c. 

L0~(oi-+1\::: f-Co1+1) = H(f{oO) ~ H(F(q)) p.a.. tEC. 

a.e) Si oJ.. ee UmS. te 

En ouanto a la unicidad, ai F 1 oumple tainbiÍn con las p~c;.. 

piedades, entonces: 

L) f=(o) ~ a...-: F1lo) 

Lt) 5~ F(o1.)-= F'(p\) ~nt: 

· fl~-t.1).::' HlHo1.))= H(F'(<1.)) =- F1(.:J.t1) 

f(oi.) = U F((J) = U F'(t->) =- ~'(Dl) 
{be.o/,, . ~<."' ... 

F = ¡:, 
a 

.. -.. .... ~- -

DeD.tro de nutatro oonoepto int'm."tbo de oon~unto, supoi1.ém• 

que ba7 en todo oonjunto no vao:lo un elemento que no tiene· ele• 
11ento11 del conjunto• 

·.·.\ 

1 .... 
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Eata aupoeioi6n, que en la teoría al1om4tioa de oonjuntoa ee 

eatableoe ooao •ax:Lama de regul.ari4a4•, puede no pareoer clel tocto 

intuitift, pero H :tunclaaental en el deearrollo dt la teorfa 1 ti

ene oon11eouenoiu iaportantea, por e~eaplo, no •xl•t• niDl\lll& ca

dena 1ntlii1 ta dt oém~untoe de la forma 

Eltte lleoht. lo po4•oa eZP1'9•ar :t.nforaalllente, d1oien4o .qu 

en loe oca~antoa, •la Hoala llioroao6p1oa Ht' reoortaa..• • •• · 

decir, tocio• loe ocm~lllltH eat'8 •ocmau,d.cloa• a aprttr 4• o.cm
~unt08 que no· tienen elemento•• . Pero eetamoa suponiendo que 4oe 

oonjun'tom •• igual•• •11 tienen 101 m11111to• el .. ento., por lo 

tanto, aolo bq UD oan~unto •in •l•entoa• 

Bao•• .. tt omentario aoeroa del moma de regularillacl 

porque en el .•1guiente reeultado baota09 uao de el. 

l• '" 'fto •• Si ( C. U- ea tal que 

.. JIU'& to4o x é V .. o•pl•. que. lli ><' C.. entcmoea 

,ent'onc•• c.= v. 

¡. 

Ene teoraa •• U.Ud.o é •1n4uooidn. 

SuponpaM qu C oumple OClll la b1p6tHia d~ la propo1io111t: 

C•o ( C U , aolo falta probar c¡ue V '-. C. • 

.. '• XE.( 

. , U~(. 

.o 
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El. resultado anterior ea un oaso particular del siguiente 

teorema , que ea una generalizaoi6n de los prillCipios de in~ 

duooi&i '1 reoura16n transfinitoe, que ae obtiéDe ele euetituir 

por cualquier ola•• {conjunto) transitiva~ 

t.. ri IJ!eo .-(lnduco:l.&i eobre \Dl& olaie tl"anai tin)ii· 

S.1 T Hl una . ola:ae tranai ti va, 7 e ••. uha clase 

tal que para todo ')('.E: T 11e tiene que X: ' C. -) 'l< ~ c. 
entono•• 

. T C. C. 

5 ~ "- A -= T - (_ . S L T r/-:: C. e~ t A j; '{i. J J 

por el axtlClll& de regiil.aridad, ubaoa que . . · 

..3 O.../lA= A O-E.A ~ 

· • a.e.. T d o.. c. G 

porque ei . ex:Latiera b .e o... t&l que bf, C: entaitcee 

b~ll.E:T d.'. b~T, 

:. b é a.!)A'C(/J g 

Te( 
a 

6 ~ T- ¿ = A 

,,,... ... ' 
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Z.l~Teo •• (Jtecura16n aobre olaaea traneitivaa) 

Si T ea una olase tranei ti.va, 7 é\ ~ V -:> V es; una 

func16n, entonoH exiete \.Ul& dnioa tuno16n 

F:l-':'»V ~ F(t.)=E¡(F/-r:)Vr..t=T 

J" S1t.ct. F~uc... 

ee neceeario demoetrar que F ea !imoUn, para ••to• 

~(l'.().V) ti: A1 -)\J ~ fL :Ai.-)V ·. <:.. (_. 

f Se.o... A-= A,f)A'L 

Demo1trarao1 que )(~A -:> ti \.'l<) -= h (l(}) 
esto lo baremo• oon &:J'Uda de:L teorema de induooidn eobre aa ola

ae transitiva. 

A ea transitivo ya que A1 y Az.aon tranaitivoe 

} A'- ~I ~ 1 

.. , f., I A if {l. /A ~ c. 

S (.CI.. J) = t x) f,/A ()(') = r~/A lx) 1 
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• • \:} x: c. D _, . '-< E= i) 
x.e::A 

y por el teorema de induooi6n sobre una clase transitiva' 

Ac. D. 

F ea funoi6n, re. que si lo..; 'o) , (o..., c.)E Í- entonoen 

b " r. (o..) J c. = f z. \a...) \). tL ti : A 1 -> V ' 

f t : A,_ --:i V . : . a. <e A1 n A z. 

: . b: F, (o..)':: F¿C~)-= ( .. 

solo fal. ta ver que D o 1-). ( F) = T 
olara111ente 1 Pot--{ (F) '- T 

.. 

':I ,¡ 
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definimoa por reourai6n tranafini ta :r... 'dct.. .:.- O N 

( 1tn general, T ( (lo ) , H: conooi do oomo la 0'9rradura 

tranai ti'n de b '1 tiene la prop:t.edad dt aer el .m!!limo 

oon;lunto tranai ti TO que oontient a b h• 
l)., olarament• ~ ~} k. T C U x l) 
Le.) TC (.l xn .. tranaitiTO, ,. que 

Si. ct_€ob G.. Te. \t')(.1) IZvtt. 6" :í« p.a. o(~ON' 

<'( \'\O 11' W1' te:. I : • Q f b ~ Je(. ~ : • Cl é V Joi, -= 

::: J"' + 1 ~ Te: (f X 1 ) .' • a.. é T C. ( b< l ) 

í.Cij ai R H1 transitivo 1 '\\ ~ be.} entonoH 

1' ~Te Ux!) ~o.. iv !l. 

l) R ~ [x ~ = J r; 

33 



y corno R es transitivo "! X f:. ~ 
xeoJ"' 

«'. Jottl = u J... c.. R 

• . por induoci&:l tranafini ta, 'K J ~°" V e(<:: ON 

3 (tl'x <Z s Tr()..~S1 t1 vo y xc: A ) . 
Aie' T 

s ('. CL n :: f x / .J f : A x -') ~v .} ~ €: c.. J 

doY1da. Ax-=Tc.U·d) 

Si.. d ~ T d j '=- 'D tZ- ~1 l 

\j j t X : A )( -) V 7 t )( G. c.. 
)(f ~ 
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adem'•• 1'Y} A )( ea transitivo 7, como lae funoioilee que 

perteneoen a e ooinoiden en la 1nteraeoc16n 46 SUB d°"" 

minios 

)(y~ t)C : }¿}A X -::> -v 
ea une. funci6n que pertenece a C. t tambiln 

' ' '. 

.. 



: . si. t = ~~ f )(//lc1 ~Vl t 

f:A'd-:>-\J J fE:C 

. . V t ~ ' o _, \f E;. u) 
)ET d J 

.'.Tc.1) le. 
; 

V 
l(t T 

-3 f : Al( -) V 1- t t (. I : • Te::. D Ot-.i l F) 

.'. Do N\ ( f) =T. 

F aat1afaoe loa requi•itoa del téorema, porque 
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Que F .. dnioa tambifn lo probaaH por 1nduoo16n 80bre T 

eupanguoe que F / : T -) V ~ s to.! ~ vir. 

F ' (x ) = E¡ ( F ' / x ) 

Scz_á. 1) "tY-/ f'(~)-:. fl)()}. 

·s1. ~GT ¡ jkV ctvt1. 

F ' ( x } = f L )( ) \J \( ~ ~ : . f'/ d- -=- F I t 

••• f'(j)._"' q(F'l'1) = ~ (t=/1) = F\j) 

.'. ~ G. D : . \J ( ~ ~ D -) j é. tJ) .'. 1 c. D . 
. d ~ <=T 

.'. V F'ti<.) = F(x) ,'. F'::: f 
X&T 0 

'•>. 
'· 
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Otra generalizaci6n de los teoremas de induccrl.6n y recurai6n 

transfinitaa ea la que resulta de generalizar en cierto sentido 

el concepto de la relaoi6n de pertenencia. 

JO. resultado de tal generalizaoi6n ·ea el concepto de relaoi~ 

bien fundada. 

'Z. .a o Dtt .- Si C ea una clase 1 E ~ C. X ( y CL é. C , defi

nimos la olas• dt a.. en ( , respecto a ~ , como 

i .n Def ·- S:l e 88 uha clase y E<; ( X ( ' decimos que. E 
•• una relaoi6Ji bien fundada aii 

toda ola1e no vac!a tiene un elemento -minimalo 

~a ob1ervaoi6n intereeante acerca de esta definici6n, es 

que quida un nombre m4e adecuado que el de relaci6n .11bien fun

dada", etr:f'a el de 11relaoi6n regular" 1 porque la condici6n que 

H pide a una relaci6n e\;;. c. 1( c. para que sea bieri fundada ea 

oaei equivalente a que l c. _, E)\= "axioma de regular! dad 11 • Decimos 

11oaa1 equivalente", porque ee puede dar un argumento incorrecto 

de la equivalencia : 

Si E ea bit!n fundada y X. i= ~<..:.,;:)( X es un conjunto no 

vao!o en el sentido de ( e ; E )) entonces CxJ.(C.,é) i 0i :. Cx\'->c) 

tiene un elemento f -minimal WL y es precisamente esta \Y\.. 

el elemento que buscamos para realizar el axioma de regularidad, 
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ya que~ X (\ l'J o:) Vv\ =- ~te.,~) • 

'!n el otro sentido, si ( (J G) I= "axioma de regularidad", X e;. ( 'i 
X .,,_ yj , entonoea. Mfc. 'lU\.;.,i:;) 'VVI = r/Jc.c, E) } .". Wl 

ee un elemento minimal de 'f.. • 
La 1noorreoo16n de eete argumento radica en que en la pri

mera iapl1oao16n •• ua, en oierto moa•nto, que O.. ~- b •• lo Id.•• 

mo que (o..J b) E: E , mientrH que en la Hgunda :lapl1oao16n, ae 

Ula que X ~ e -> X~ e . 
A :peear de que lo• lazo. entre relaoion•• biln fundadas J 

el axioma de regularidad no eon de equivalencia, ext•t• \Ul& oaneo

o16n oonoeptúal. 

t. .l't Teorema .- (Induoc16n eobre relaoicmH biln twulada•) 

31 C es una olaH, E(.;, C.x ( ea: una relaoUn biln fundada 7 -

A •• una olaH tal que 

1.- •1 w.. €; (. 

wt E. A 
ea un elemento E -ain1Hl 41 C. entcmoH 

11.- •1 )( E. c. ea tal que V ( ~ 1 x) G. E -:> ~ é-A 
. _)~~ . -· 

Vt"t C.~ A. 

Dlaa 

Suponga.moa q~• P,. eati•facre 101 inciso• (1) (11) 

- ei C. <t A entonoee (-A ~ <:P- .'. 3 wt ea G ·minimal de .-
1v1e-c. 

( - A . ' . W\ t C. - A , L . ~ ·; W1 fJ A. -
Pero como WL ea E" -minime.l. de <'... - A , si ()l.i •t1) f E enton~ 

oes ')(t- A , de lo contrario tendr!amoa )({:;(_··A~ (>l;'M)f:: 'GJ 
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. que no es posible, por lo tanto, polt el inoiso ( 11) 

. . C.~ A. 

2,.to!eC>remaq~- (Reoue•i&. sobre :relaciones biln fundadae) 

Si ( ea una olaae 1 E C. (x( ea una relaci6n bit1n fun

dada 1 ~; Vx V-=:> U H una funci&., entonces existe una dni

oa funoi6n f: ( -) V tal que 

'-d 
)(f;-C.. 

D ~vVI: 
D<l.. ~\)\IWlOS 

Para ver que F es funo16n, probaremos que Bi 

+, J 1z. f. \JI {, : H 1 _, V/ t' H t -) u d X~ M: = f..-{ JI :-í L 

entonoea t1 (¡e;,)= \z.(1<.)y esto lo haremos usando induoo16n aÓbre una 

relaoUn b1'n fundada.;· 

Cc:ao ~ (. C. , f:./ M· ea una relaoi6n biln fUdada en !"'\ 
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' S¡_ W\ es €./.,.,._ - wi í I'\ 1 • w1 tL/ IZ.11 t. ~'!-1 i:; A 

i.~ S¡_ \} l~,,"l ~ E/M. _., e E. A <Lllt. 
UH 

V t, (e~ == ~¿(e) 
H. (1<.~ll-IJ 6/,_¡) 

. ÍlaUdao• l• bip&-.eeu del teOHl.a 4• 1n4uoo1&i: •obre · 

rel'M:i.onee biln tuntadu 

. . tlb.a n• probado lo ant•rt o:r. la pzv.e1a d• que •• -cd. an 
ea aaoilla, 19 que •1 ('il, j ) ) l x / ~ ') f. F entono•• es1.•en 

i .1 <j 'E. D {: . K l -~V I j ; M l. ~) V 

_f<.'IC)= ~ ~ 1(x)= ~' 

Para Ter que t)oM(f)-==C.1 que fli);:. ~.e~) F I C.'¡(.'l(M,E/,.i)) 

tambiln usaremos indUooUn aobre relaciones b~dn fundadas.a ·. 

Como toMlF)~ ( , eolo falta probar .qu.e se oumple la. otra 

conteno16n 1 que ¡: c. ic: \:: ·<:¡ ( x , ¡;¡ f..1') i.1-l, ;;./,v.) \ • 

' '-,·· 
. ~ : .· 
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1•·- Si m ea E -minimal de (. t entonces, si definimo• 

.'. wi t. llóN (F) J F(vv1) ~ f l ~) = (] ( vv1
1 

<fi) = 

:::. ~(w1J F/Lw.3(G.Jc.)) 

11.- Supongámoa que V t l:./')(.) é. E -) ~ "' \)O~ \F) • Definimos 
' ·,· ~6~ 

t--\: ::. ex J (c., é i u [ x ¡ J ~ '.. ~ -> í.J t."' l 1 1 .. ,,_ 

Ahora b1'1l, cc:mo \"', '1.)4:. E (de lo contrario, t x.} no ten- · 

~a· ünimal), X</: [XJ(c:.,€) • por lo tanto ~ esM bi4n deÍinida, 

Ade.de~ •1 4 e:: L.><-\t..)é:) entonces 

' te.; D } ,· .. x~. 'B 

•·• 'E> satisface la bip6tesis del teorema de 1nducc16n sobre ·· 

relaoionee bi'1l fundadas 1 . '. (_ ( B 

: • e(;. "b~M(F) 'j fbd = ~ l'i'-) r/c.~~lc.,r.)) \Jy_u:.: 

Oon eeto oono,lu1mos la:.'demostraci6n. 0 
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<>tro oonoepto que no• aer' 4t11'm'• tarde ea el de relaoi6n 

extenaional. 

'l..12. Det .- Si C H una ola•• 7 E '- C. 'K (_ deoillloa que f' 

ee eztaaional en C.. •11 

l V ( ( 2: I )<) ~ E. <.-> l é .1 ~) é E. ) J ~> )(. =- 1 
c"''-

m. n:cabre de extene1mal •• a4eoua4o Ja que l.a oon41oi&i que 

se pide •• pno1a811len'te que la rd~idn E aatietap el uiéaa 4• 
. . 

enenaionalicJad, 1.e. que ( <.., é) \:::. •azioma 4• ezten.•icmaliüd•·~· 

De unera equ1Yalente, e a& :e'z:tenaional en C. aii 

V (t x 1- ~) -> e~ 1 <cJ"~) # e }J(c.,t:) ) . 
)l.,~é(. 

',_,.·:, 

. '· 
';" 

,· 
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Intuitiv;...mente, la Cfü'ctin:,11u d de U!'l conju..'lto es el '':iú:ne~·o'' 

ó.e elementos d.;, dicho conjunto. Lo :,ue Jigue formaliz:,, est!'. idoe.. 

Z.l!Definición .-·.)i X y Y ,;;on dos con,iuntoi:i, decimo¡¡ •me tienen 

la misma cardinalidad (1:1on ec¡uivalentes) sii éXiste un: fu:'ición 

f ·. X - Y biyecti va, y ctenot::,mo.:J este hecho por X~ 'i • Ade-

m~s, decimos que Y domina a X sii existe un conjunto A e'/ 

tal que A~ X , y denot~·mos •:sto ~or X~ 'I 

Para lo que sigue necesi t!'.re:nos di! un re"'ul t;•do bt'tsico ricercr, 

de conjuntos equi"lotentes, este rel:lultado eo el t;;oNma de 

Cantor~ Jchr6der- Bernstein • 

. 'l..'l.I Teorema, Si X y 'Y son conjuntos t~.les que X~ 'I y Y~ X 

entonces · X ~ Y 
DemostracHn: 

"rimero demostraremos ei '-'i¡r-:.iiinte lema: 

Lem:::, .- Ji A, B y e ::;on conjuntos tales ue' 

y A ~e e'ntonces 8 .0:1 C 

demos;tración: 

3ea F ~ f't.-C biyecti v .. · .• 

Je:finimos gor recur1;ión tran,3fini tf l 

A--=- A.-ro 
A ..i.+.I: F l. A-.j 

A.j._:•'-:: . ~· :oi o<:. •H: un º"dinal liníite. ·· 
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y 11ef'ini:nos D = \) A«. • La biyección que ne e e si tamos entre 
. o(E-07\, 

A . y f:> es l<• siguiente: 

E-r •• (:>.. - "E, 

{

F{x.) si .x. (: D . 
G(X) = V 

,... si )(, 'i: .D. 

Observao!óni efectivamente, G es una función de A en 'e> ys 

que si X E: D entonces F(x) e C. c. e, y si X ~ D entonces 

X </A- B y como X(: A , forzosamente X E: & • 

G es inyectiva :,Jorque ai a1, '4'l E:. A , a:, '#Q.i entonce.3 

i) si a.1
1

0..'l E b entonces G(c.\1),., F(~•)1 F(41.)=-6(a. .. ). 

ii) si 0.1 1 0..t. f D entonces G(0.1)=<11 :f:'O..t '= 6(0.'l). 

'iii) si 0.1E:-'D y 0.1.~ D entonces a, E: A<Á. p.o.. ~E. 01'l 

y AJ...+\:::: F(Aa(,l :. 6(0..1)-=F(o.1) E: A-..+1c.~. 

: . 6(a1)E]) 

y uor otro lado <S(o..'L)-::. O.t ~ D , : • G (0.1) 'f 6(a.1.) . 

;•. G e;; inyectiva. 

G •!B su.,rayectiVLl porque si b f: e:> entonces: 

i) si b E: D entonces b E. Ad.. ::t· "· a( f. 01{, o( no l!mi te t 

rl.;.=f:~ ya que A"'=A- ~ y be.~, . 

:' • o( = ~ + ' y A .i.. = F [A.~ 1 
•• • b ; F ( ~) ~· o.. • X E A f1 <::. e e A . 

~(>t).:F(x):b. 

ii) .>i b; De:= A entonces G'(b) = h . 

: . 6 es <lU'[lrayecti va. 

'!)Or lo tanto, G es biyectiva y A!::!~ . 
,',; 



remé\ pendi1mte. 

Supong::..mos qutl f\"6:~ y f>~A , entonces exüt.;n funciones 

F~ A-~ > Ó: !!>_,.A i!1~rectivas, por lo tr.nto, 

· G•F ~ A-A ei:J inyectiva, 

Gof: A-il e es biy::ctiva. 

Jea ~-= G [ B] , e:1to!1c.e" ~e:. A 

X-= 6 (F(<A.)) p. a.. o..E A , y F(o.) E: f> 

e c. E ' :. A? E.:::;, c. y A~ e 

y A ~ e ' Yl:l. que 

' 
y .Ü )t E. e ento!'.ICe:~ 

.'. X E G\:,B]:::E , er~ <l•?cir, 

por eJ. lena anterior, A.!::L E , y Co'!lo 6 ~ B - 6[B]::. E 

es biyectiva, ~ ~E 

.' . A !:!:! f> • i::a 

Otro resultado bú:.üco, en lo que 1. c:.ordi!'l l1d•·d ile r"'fieN, e'.3 

el teorHma de Cfmtor1 

reore•na ,-Ji X es un c·1njunt:), entr,.~c.;3 X ~{'(l\) y X ffJC~.). 

1)emostración~ 

Jet:< f: x-f(IC) . tHl que f(o..)-:: fa.~ V Cd: X ' f• Ci '."1•:nte • 

.ie concluye .:_ue ~ e:i i:1yectiv·-., 

.', X ~ flx 1 C. f().) 

:J-10:.-. su90n.~amos f[Uo X~ f(x.) , e!"lt:mce~ ..3 f ·. A-~ fl(,11.) 

tJiyectiv. ·• Jet•. e":: i '""' .)( I o..f, f(CI.) ~ ' c. c. )(. y C•.) .. Q f "~ 

::u1.Jr~~yi;ctiv~:' 3 O..E': )( ~ f(a.) =e 

y 



45 

ii) si O. f/. C. entoncei:> O.. E/ f (o.}-= C. .° • a. E: C. · 

• .• o.. E: C. sii o. 'Í C. 1 
o 

x !f f>{x} • ~ 

t..lllDefinici6n .- Si "'-.E:. O"'l, , decimos que o(. e::i un nú:nero 

cardinal, brevemente cardinal, sii V'" ~<o<..-f31o<.. . 
~e.O'>'\, 

Notación: ( °'"''*:-= {olE.011 j o( es cardimil} , 

. LI ~ :Jefinici6n • - ::>i X :¡fa un 'ifonjunto' entonces el número dEi 

Ht~.rtog de X es: "}((x):= Mi-.., {«E. O'J1 /o</ A. V1tc. ic.}, 

t.U fir:n· .. ción .- °H(x) existe para todo conjunto X • 

de:nos craci.ón: !Jor la afi~ación tmterior, A .t:f f(") Jtf 1t e:. A , 

y :JOr e1 <ixiom1é de elección f(><) ea bién orden1.;ble, :ior lo 

tanto, (f'O<) 

lt!J! ~X 

.. 'H (x) 

es iso:!lorfo a un ord.inal @x ,:. f'("-)"" (:311. , 

lfAc.)( • {oJ..E.(YJ1/oJ...!.:/1A.Jr/Ac..11,~:f:.s6 

exibte. ~ 

t.tflAfirmación .- .:>i A= ~o(t.(p¡/V X::/=fJ -Xno es limite}, 

.. 

XE:ot+I 
entonces w=A . 

de:(LQ;;;tración:. Si ~f:-W entonces, si X'+~ y X E:- ~ti , 1:1e cum-

ple que X'!:. \j <. ~+ \ <. vJ 

• . w ¿ A . ;;;i ~ E:: A 
1 ." •. ~<.u..J, :. X no es límite,:. 'JE:.A, 

ent0nce!1 V X "'t-tj --'l» )( no eH l!mi te, 
. X<:~tl 

:.wflj+I 1 •• ~ < ':H 1 ~ w 1 : • ~ < w ) .... ~E- vJ ' : . A c.. U.) • 

A =W. . . " t:::l 

. : ·~ 



Aho!"a tstauou en posición de .. rii'inir Ao<.. 91 r~· t.J(iO o<.E= C-'1 , 

i:sto lo h;;re•!los p"r recursi1n tr;;;.nsfini t, • Después de haher de

finido los ~o<. 1 ryrob::.re.nos que todos ellos son e .,rdin:ües, de· 

hecho son los carctinales tran~finitos. 

i.lf .Jefinici6n1· 1 ~.-
'X~ : = IA)~ : -:::. w 

?<."'+': = w ... .._ 1 ·.-:::: "H.(wo<) 

Si .J 1!..$.\(.,.11t~ .J-1-i-1.. 
"' 1"'<T")U 

Los sigu.ientes re:~ultados tienen por objeto ')robfrr que '.o~ ~~ 

\: t.tlf Afirmaci6ni.l'l,-3i m,YI E W y yY¡ ~n entonce:> Y't'\"'-V'\ 
t 

demostr:..;.ci6n: lo que va·nos a de:nostrar es 

V ('""-< w ~(tv1da<.- 'M=o( )) 
. Q( E: O't1 ' 

esto lo h~re;nos por induccióri tr:~.nl!±'ini ta. 
. .... ,, ...... ,..._ 

i) ;:ii o('IF ~ y iYI :::::!. ~ entonces m=st' .. :i•a ';úe"cel ú11ic0 conjun

to equi <Jo tente a ·</J es el • 

ii) Supongflmos que o<..< w _.,.. ( V\'l ::Y o{--;;. W)-:::" o() 

:3i o{-t\ <. w y m ~ ol.;tl entonces, co:uo o<-t 1 ·t </> , fo~?o-

samente Vl'!#¡zl , de lo contrr.rio ·.</J Jería e~uipoten·te .,, u.'l con-

junto no vnc:Co, y corno \'Y\ ~ w , _Wl =c.+\ Ade:nás, el.. , C. E: t.A.l 

ya que ~ < o<. t 1 < W y C. <. C.-\- 1 <. w 

C.tl ::::! o\.+\ > C. 1d(.E:..W. 

3 f: c..t1·~ °'""' biyectivti. 

Y ~ : C.. ~ o<.. t• 1 (\U8 



es t1:U11bién biyectiva. 

. . . ) .'. c.:o<. 

\11-=C.+I =o<.+I 

o<.+\ <o<.__, (W\~o<.+\:-'> Wt=ool..+1) 

iii) en el ca-,so en que o<. e<> límite, o<.~ w 

:. o<.<W ....-f>{M~o(.-M'=o(.). 

: . Jr/ (o(.< w - ( Wl ~o<. - 'tv\ -=o<.)) 
o(, E. 011 

6l> decir, -V-- h, 'Ji ri _..,.. M = n , 
. n~~ ~ 

z..1.5 Aí'irmación • - Si nE. IJJ entonces .V (ci<.. ~ 11 -..{::.V\) 
o<E 011 

de:aostraci6n: 

:Jupongamo~ que oJ.. :> W entonces V\ < W ~é( 
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,', V\< vHI ~ o1.. : . ne:_ -n+1 e o<. y n ~ o{ , tJor lo 

tanto, por el lemi, utilizado en la prueba del teorema de 

Cantor: Bernstein, V\ !::f l')tl , y por la a!irm·:ción anterior, 

Y\ -=V\+\ v. 
C> 

y a<.~ n , •• o(-= n 

i..u Afirmaci6n .-
denostraci6n: 

SU!>Ongamos que n <.\V • Ji w .:::!. n ':Onto.aces W = Vl y n<W "f o 

y · w E:. Co..rd. • c::s 

t.1.~ .:.firnt1.1ci(Sn .- Ji X es un conjunto, entonces 1-1 (ic) E: (.""~ , 

deraostraci ~n: 

?or definición, 1/ (x) E:- 07{ . 



::iuponga.mos que 3 o<.. < i-Hx) y al.. ~ ~ (x) . 
e( E.°'? 

Uo:no "fl ( x) = Mivi {o{. f: <:111 /o<. -:j!A Y'Ac: X J Y e>(. < f.I ( x) 

°" ~A ,. Q.. A e:. X y o( !);! 11 (X) 

· A !:! 11 lx) J. A c. x ! 
• ·-v- o( < '}/(X) - °" tf f/(y,) ?f (~)E (O.\" d , ~ 

a(,f'0'>1 

'Z,.t~.-1i'i!'lllaci~n .- 'V' ~G\f:C.o..rcÁ. 
o<~.,.,, 

demostraci6n: (inducci0n tr nsfinit~) 

i)7~=w ~ C.1\1-d 

ii) supongamos que :X"'- E- (t\1"<4 , eriton•.eb 

~o(+\= 'fl(/<o<) E C.o.l"ol.. 
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iii) .'JU!long~i:uo~ que o( '=f rJ es lbite. y que \¡" /(p E: C.~rc:Á, 
,s <..o(. 

entonces: 

Xo<. = V ~(3 
is< o( 

. . XD( E. 0'11 

. suponga .. no;; que A-e. 1 (a:rd 

r < ~<O(, - r E: 'X"' -
• ~.i,.~t<'X,...<.~~ 

, entonces: 3 "< Ao<, 
~E.01( 

't E. ~ ¡3 :¡>. "". f3 < ~ . 

. • 't e::. °X(l e::. ~~ ) "'::l ~-<. 
:,ior lo tMto,· nor. un result>:.do rn1terior, 

ya que 't < 'X p '} X.z E: t <1.1< J. . 

: . ,.-<. f: c.~\"~ . 

,'. V :;toe.!':: Ca.re\ • 
..(E. 011. 

z;t, Afirmaci6n 

A «= c. ""J. 

.- .:ii X es un co:'ljunt".>, entonce a e:".i:-,t::· un ú1;ico 

1 X~) 
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de.:no::,traci6n: 

Por .eJ. hXiom1• de elecci6n, e:x.i:;te Uh buén orden en X , ei-; decir 

existe .( tc.J. r¡ue (X,<) e;; bién ordenndo. Por un '!"e:.•ultado an

terior, 3 o( e:.; iso11:irfo •' ( ><. 
1 

<..) 
O( E. 01'( 

Sea A= MiVl ~ o<'.E. 01'\ /o<_ e:; i..:;omorfo a. (X,<.)~. 
A e,; iso. 1orfo a X , IJOr lo tau to ). !::! X • 

A~ C.o:rJ. Y'' 1;ue si existiera o(< A. tnl que A:::::!«.. entonces 

A .-:Y o<.. y A~),, , por la tanto, d....~ X 

: . A. E:. C.c..r~ • 

Ahora, supongfülloa c1ue A1, Ai f. (o.:rd, A1 + At y que Á 1 '.::!X~ At., 

entoacei;, S.P.G., 

, . unico. 

t i.19 Notación: deci:nos que ,A es la c<,rdin.·:lidHd de X. y 'lonemrJs lx l ==). 

~ 
!. 
~ ;: 

~h denotamo:, >Jor 2 fil conjunto ~~, {í!l)} , po•.le 0.1os enunciar la 

hip6teGis del continuo y la hi06t.;,aio generalizad& del continuo 

a) Hipótesis del continuo ( U, H. ): 
~rll \2. l=:A, 

b) Hb6tedis generalizada del continuo ( G.G.H. ) : \ {OI. \ = í<'"'-TI 

Del teJrema lle C:i:;.ntor, lie deduce que AJ4~~('Xp1)} 'X~:ff(?CJll) 

1or lo tc.nt1. 1.1 <. l~(J:,) l , 0ero, :necii'·!"'.te una sencilla biyec

ci6n, Je rrned.e '.)robHr (1Ue d7('X~) ~ 
'XJI 

'/ 

cl\lye í'b.•Jilmente qu~ \if'(%1 )\= \ '¿'i'.Jl \ ,y l:i que fiu:•l·ente t;eno;rios 



50 

es que X ~-:Xi! <12 "'I ,es decir,)',{ l Z 1 . Lo que ir, hipótesis 

d-~~ 
del continuo es que una manera de pasar de A¡!, el c:'rdinal nu-

merable, e. '}'. 1 , el primer cardiniil no numerable , es ln ''exno-

nenciaci6n". Ls hipótesis generalizadB del continuo es , preci-

samente una generaliza.ci6n de lo dicho anteriormente, es decir, 

una manera de avanzar de cardinal tran::;fini to en cardinal trnn,1-

finito es la "exponenciRci6n". 

Aclaraci6n: todo el material presentado ronteriormente sob-re 

conjuntos, como se dijo al principio, tiene como único ob~eto 

dar una presentaoi6n intuitiva básica de conceptos esendii:tles 

de la teoría de conjuntos, tales como, ordin:-il, inducción trenr;-

finita y cardinc:l. Por esta ri>.zón, durante la y.ir~sentación d.e 

dicho material, se ignor6 la aparición de ·Josibles rya:re.dojas, 

las cuales se pueden resolver solamente mediante "':\ trc..t~·":i ·.·nto 

axiomático. 

Por otro lacto, ae habrá notado que al final He enur1ci:::in la hi-

pótesis del continuo y la hipótesis getrnralizi:.dr, del contir•uo, 

de ástas solo nos interesa su independencia de los nxiom:•s de 

~FC , ( ~ FC es um teoría axiomatica de conjtL'1tos) la cu2l 

permaneci6 sin ?rueba hasta c¡ue en 1963 Cohen dió une prueba 

utilizando una técnica llamr-d·· "forcing''. :i:s er1 real: dacl ,,sta 

técnica la ~ue nos intere~~ como herramientM en la prueba de 

result~dos de inoe1endencia, 
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. CAPITULO . 3 

llodelo de ~ donde no 111 ouaple H•O• 

~·-· 
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MODELO DE fB DONDE NO SE CUMPLE LA HIPO'l'ESIS DEL CONTINUO 

A oontinuaci6n describiremos un sistema. formal, SR2, para 

el analisis real, el cual consta de un lenguaje de segundo or

den, y·un grupo de axiomas y reglas de inferenciaó Empezamos 

con el lenguaje : 

\..i (Lenguaje de segundo orden para el an~lisis real) 

Oon1ta de s 

\lla cantidad numerable de variables 'I(.,) ><t.> •• • 

Una cantidad Jiaerable de variables funcionales .f,, h, · · · 
Loe a!mboloa constantes O y 1 
Los efmboloa operacionales 11 + 11 y ''. 11 

Los a!mbolos relacionales -= y " 

Los símbolos 16gicos .., J v, ,.. , ~ .> <-> J ..3 
Parentesis ), ( a e J J" 
Ahora determinaremos cuales son lae_f6rmulas bien formndas 

del leng11aje L t. ~ 

a.- Son tlrminoe las f6rmulas que cumplen lo siguiente s 

i .L Si 1' es una variable, ent~ ><. es un Urm:t,no 

11.- O y 1 son tlrminos 

iii.- Si 't.1 y 'Ct son términos, y, f es una variable 

funcional, ent. He,)> t,:+t.c. > t, .. t.i_ son drminos 

b.- 16rmulas at6.micas 

Si t., y 'Ca. son términos ent. 't1 "'C.1. y t 1 ~ti. son 

f6rmulas at6micas 

o~• 16rmulas bien Formadas (f .b.f) 
, 

1.~ Si '? es una f6rmula nt6mioa ento 1> es una. f .b.f. 

·- ··~ ... 
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ii.-Si -P , Q son f. b.f. y ')l. es una variable, y ~ es 
1 . . . 

una variable funci nal ent. 

•'P; "PvQ, t'"QJ 'P->~, 'P~.O,> lxf?, <OB (_;¡x)'PJ 
son f.b.f. 

Si , 'B GI , \l.. 
L '2. , + variable funcional 

y X variable, ent cea se cumplen a 
( 

AL L- "P-:> ( Q -'> P ) · 

A L l/.- l 1' V ) (-"? (-, p -') Q) 

A L b .- ( 'P /\ ) <-,. (-, (..., ? V .., Q ) ) . ' 

A L b .- ( '¡) < ~ Q ) ~:> C l ? -=> o.) " <o, -) 'P)) 

AL t;- P" O, ) P 



Al1o.- (x)'PL')() -) 'Plt), donde t es un término libre 

para >< en 1' y donde ? ( -c.) es el resulta do de· suba.ti tuir· 

todas ias ocurrencias librea de X en '"'P por 1: • 

. Alll.- U)1\f) -> r l ¡) ,donde J es una variab1e" 

funcional y j. no ocurre libre en -P • 

AL 12..- (><) ('P-» Q) -~ ( í' -> lx) O) -;') 
' , donde r no tiene 

ocurrencias libres de X • 

ALB.- (r) \'P-::. Q) -> ('P-) lO 0.) , donde f no oour:.--e 

libre en ~ • 

b.- Axiomas de Igualdad. 

!• ~ Def .- Si '? es una f6rínula, X una variable, t un 

t~rmino, entonces denotamos por 'P(~~t) el resultado de la 

introduoci6n de t en -p· en' lugar de cualquier parte de las 

. entradas libres de X en "P • 
Si X y y son variables, 'P es una f6rmula 1 ent son a:d.O!!'laB 

A I J.- (X) ( )( :::. X) 



e~- Axiomas de Elecoi6n(para SR2). 

Si 'P ea una f6rmula que tiene variables librea x y y ,y 

ninguna otra, entonoea aon axiomas: 

AE;- (x)l3y)('P(x,y))-? (30 t-x)\l(~ 1 f(.'lC)) 

donde t es una variable funcional que no aparece en 1> • 
d.- A.x:l.omas de Campo 

Si x , y , e son variables, entonces son axiomas: 

A e t.- ( " H Y) l l( -\- y =")'. + x) 

A e: 3.- ( 'IC) <')(+o ~ x.) 

Ac.4.- (x)(]y)(x-\'y-=-5) 

Ac.5 • .;. (X-)(y)(e) \X•l'/• e))-=- ({x•Y)·-C~ 

Ac<o.- (i<~\Y) ('!.·Y= '/•X) 

A c. i..- ( )() (X. ~ ~ X) 

A<=- g .- C)(> (-i be: o))-., C3 y) t><· y=- 1) 

A c. lo .- ·-, l 6 =- 1 ) . 
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e.- Axiomas de Orden 

Si X , y , l: son variables, entonces son· axio1.1as: 

Aoi.- x f. y v Y~>< · 

Ao2.- ( x !:. y A y{., x) <-> l y= x > 

A o 3 .- )( !:: y -) (X+~ f. y+~) 

f.- Axiomas del Supremo 

Si x , y , e son variables,' .f es variable funcional, 

entonces son axiomas: 

.. Reglas de Inferencia 

. Si .·"P y ~ son ~.b.~ , X es una variable, y f es una 

variable funcional, entonces las siguientes son reglas. de inferen.:.. 

cia validas en SR2 

Modus Pcnens 

~ . es consecuencia ~nmedia ta de .\> y '? .-..,'> G¡ 

· Generalizaci6n para vlir:i..ables 

( x) "? es consecuencia inmediata de. 7 
.Generalizaci 6n para. variables funci anales 

( n 'P es consecuencia inmediata. de -p 

..... , 

. . •:•-,•'•' 



')'/ 

CONSTRUOOION DEL MODELO 

Pongamos: 

'I un conjunto 

n·-= [0Jq 1 

~ la medida de lebesgue en ..{t 

Ahora nuestro prop6aito es el de definir· un &lgebra Booleana 

~ completa con condici6n de numerabi:lidad, sobre la cual se. to

marttn. 11los valoree de verdad" de las funciones de vardad corres

pondientes a cada una de las f6rmulas de 

·a.2. Def3- '2 .-sean 
A.J -e, (. ..n. ::.) A(\}~ ~ wt { s (A,~))= o 

Por las propiedades de la medida WL , N es una relaci6n de 

equivalencia 

Si A c.. n t A denota la clase de A segón (V 

Sea. 
'B.::. {A/ A c:nJ 

·definimos 

-J -
G\.: : .1'L - ~ 

i-= Jl 

..... 

'·;'., 
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3.IAff.-U?>,.,+J ·1 \) es un álgebra Booleana completa con 

• oondioi6n de numerabilidad, 

"Dt.W\\ 

l..-'¡).G(_, (;;)'=- <i 

(0...,)3 = (n-o..)' =- Jt - (Jt.- e)..) ""a.. 

"1. •• -··-' 

.......... ~·~ .... .....--·· + ••• -·-· ~-·· -· •• 

lu-.- 'P. ~ a. -t b = b + (i. 

·. 
\í,- ~ +O:, = CL 



• ( - - \'> - -, \í L.. .. - -p. J. • o.. .¡. b } = O-' • b . 

Se puede demostrar de igual manera para 

• '• 'b es un dlgebra Booleana. 

~"'' Aff .- "B es una 1-- álgebra J;'l~oleana . 

1Ye W\: 
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\1 /1 . 

'P. 1> • si A c. '.e> numerable ent,. existen 5 "-' p A e: l"-1 ¡:- A·. 

sup A c. ~ mujerable, por· ejemplo A= Í Clt.. / L i:. llll}. 
sea l>" U <l~ , por supuesto-· -o está bién definido, ya que 

t~llJ l 

V \'V\ l st ctt"' b~)) = o 
\..t:. iw 

.¿_ 'WI \ s l Cli. J i;"t)) :: o 
~t!\.t . 



A.ff.- -p=Su'?A 

a.t . 'P -::: Clt • u cu -::. Clt ('\ u Ql_ -::. . º··i'. 

><::: Clt ~ '? V 
X'=>A. 

Ahora supongamos que X '- ~ V 
l(é;_ A 

.a..i. f ¿¡ V 
LC:ltl/ 

.• Rl·~=-lil . . 

:Esta. dltima iguÚdad se sigue de 

60 

,•··., 
r• 

1 



Analogamente, si tomamos I = na.., ent I = I ¡.J¡::: A 
'-t:l!.I 

• · .. O .as una cr - álgebra Booleana. 
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3,J Ahora se demostrará que este álgebra Boole.ana cumple con la 

condici6n de numerabilidad y que por lo tanto, es completa. 

Definimos: 

-m': 'b--;:.~ .. ·+ VVl 
1 

( b) =. W1 ( b) 
1 

~ no depende de representantes ya que si 

X-=Y un: m(s\xJy))::.o 

"Wl(xl-:: W)((><-y)U(;icny))= 'Yrllx-y)-+~1{>é/'.\'f):. 

= m(X'ny) = ~ ly- ')() +_ t'Yl lxnY):: 

Además: 

m' ( 1) :: \-Y\ 1 \ 1i.). = W\ \ ..(L) = i 
:; . !' 

'( s l. ; O..· b ::. o c.. "1 t. o.. f\ b = o ,', m (Cl'.ri b)=· o .. 

:: h1 (o..) + m lb) - m \a.n b) ::: Wl' (a..) + y,,,' ('b) - o = 

- 'M'let)+W¡'lb) 
• 1 

, , \'"Vi ·es una medida en 

. . 1:> es un álbebra Booleana con.medida 

. ' '& cun:.ple la condici6n de numerabilidad 

'', 'b es coopleta, 



· MODELO ~ INT:SRPR!'.'T ACION PAR A S R 'l.. 

El conjunto de. objetos que nos servirá para interpretar los 

t'l!rminos ( 11 reales 11 ) del sistema Sf\'2. es: 

i{ .= f ¡::.O..-~~ /f «:.5 mcdl bit.} 

y el conjunto que nos servirá para interpretar las va~iables 

funcionales es : 

~{!)-= i+:i\--:>~ lx'ftE"R fwen/x(w):y(wJJ~fwi:.íl./.fl(Hw)-=~(Y)l1.u)}j 
Aunque lo más natural sería tomar oomo ~1,.11 todas las fun• 

ciones +: 'R -::;. 1\ sin exoepoi6n al~a, la condici6n pedida no 

es tan artificial, ya que lo que esencialJ:lente se. est~ pidiendo 

es que la clase del conjunto en los cuales la' 'X y la Y coinci

den sea más fuerte que la clase del conjunto de elementos en Jos 

cuales .f\x) y f (y) coinciden·. Por ejemplo, si X e y son caoi 

iguales, ([wf.n/ )((Wl=Y(w)1~.t)entonces, t(x) 'J fly) :tmn-... 
bién son cssi iguales ya que :. 

[ w <. 11 / .¡:: ( 1<\ (w) = t lYHwJl ~ ! w <:. Sl/ )(\wl = ';i L'-'~J '.:'.:'.. 1 
Definici6n de operaciones en \l, 

V V t t + :J) lw) = \-(w) + ~ (w) 
:f ,j ¡; 11. w ~ .n. 

\:/ V (+·~)lw)=hwl·~(w). 
f_,~f'l, Wf:..Q 

Interpretaci6n. 

Para la interpretaci 6n de las variables de .S 1\ 2. utiliza• 

remos elementos de 12, w 

....... 
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Para la interpretaoi6n de las variables funcionales, utili-. 

zaremos elementos de 1li{11 
Por razones de comodidad, haremos 

Interpretaci6n de las variables. 

- -w -w 
H =- 'R X 1\u1 

Supongamos que '>< t es una variable, f t es una variable 

funcional, y que ! =(~, b)·6 M donde a.-: (o,, aL, • ") y b = (b,}'i J ••• ) 

entonces 

i.- La interpretaci6n de 

ii.-La interpretaci6n de 

Interpretaci6n de t'rminos. 

es 

según es 

La interpretaci6n de terminos se define recursivamente de 

la si<iiente manera: 
.. 

i.- Si t es Xl su interpretaci6n ya se ha descrito: 

ii.-Si t. es o ent tf:. o 

si t. es I ent te== I 
donde o y I son las funciones constantes o y ~ 

iii.-Si l: es 1:..1 + 1:?. ent' T..f ~ t~ + t{ 
si t t l • 'ti. tf-t~.t~· es ent. - 1 z. 

iv.-Si t. esi ft (Y). erit . ti= f[ ( V-~ ) 
Funciones de verdad. 

Nuestro prop6si to es definir para cada f6rmula 1 una fun

ci6~ de verdad /lfll: A -;:. 1) , lo cual podemos hacer de manera 

recursiva: 

a.- Si -f ·es 1., ::. L.z. ent 

si f es i::., ~ t.t e~t 

11 i'lltfl::: (w f. 11/cftw)=-"t[ lw)} 
11 fíll~)-::: fw"-ft/tf (w\ ~ t!(u.a)} 

b.-· La def:i.nici6n de · llfll se completa segWi el caso con la 

lista siguiente; 

,'.!·· .. 
'·'-' 



11ir11 (f} = [ 11 P\ll~>r 

11 ~V Q 11(~) :: llPll(!) + 11 ~HW. 

/l 'P A Ql/(fJ: U 'Pl\lf) · ÍIOlll~) 

//'P-")G/I/(~) =llPll(~)~ .¡. l!Glfl~) 

.1/ P <-> Q/l(f) = 11 P/J(fJ 1 
• Hq l/(f) 1 -+ llP/ll~) .· 11 QllW 

//(•el Pi/(;) ~ 1NF11 Pll [ h'1 e i>J d ,;" J t !'i i~< ü.:("- ('/<), bL 
. . CE:'1. . . º'···-·· 

IJ(f;.) ~11(~)= INFllPl)(~(j l/c.J) doncfq- n, ~lc):.(c~) b,l':lc)) 
. C.G ~1) 

(/ (.3 'ild, Pll(~); Svp llPI/ (1( Lic.,)) 
. ·. C.G R . 

11 (3 fe;) ? ll ( ~) = S.VP 11 PU{~ lj L/~)) . . 
· • . · · c.i; ~ol . · 

3. ~· Def.' .-Deoimoa que la f6rrnula P es 11verdauer'a
11 

si 

ll'Plll~)=-1. V~<,,M 
Decimos que 1> . es "falsa si 

\\Plll~)-= O Yf<:. M . . 

3.~ Lema .-sea· °P una f.bºfº 

Si . X;. 11 .•• / I<¡_" son las variables que ocu:::'~·en Jib1~eu 
en ¡:> y si fJ·, 1 · •· 1 fj""' soh las.variables. f'..lnciomüeo ciue. 

, ocurren .librea en ? . y si f: (C\., ~)y ('=. (t~, d) so:i te.lee que 

O.(í..1-.:) .-= ((¿1i;) {<b k fo 11 b(,J .t) = ,-4(..j.i'.) . (!, \~ ~~,, 
entonces 

. _:' 
! 



La demostraci6n de este lema es analoga al resultado 11nálogo 

de lenguajes de primer orden, donde 11 • ll se toma en el sentido 

clásico. 



SRI.! l,t H.C. 

Ahora se va a dernostrall que los axiomas de SR2 son "oiertos11, 

. que las reglas de inferencia conservan la veracidad y que la hipo

tesis del continuo es "falsa" para SR2, con lo que quedará probado 

que SR2"' H .o. 
~.6"'Aff.- Los axiomas de SR2 son "verdaderos''• 

. ALl.- t>-J {q -)'¡)\ 

P.J. fl P -) G~ _, P)// ( !)-:J 1/ ~~;:¡ 

.Se.,._ fe;) 

.w;t: l/P-)(~ -":>1>)ttf)= [llf!l{f}j~+//t;,-;ip//ff)~ 

=- [¡tp1JCS)J'~ [ll~JJ.tfJ"J'-t /JfJ1Jtf) ~. 

= (CffPJU03'+ //PJl(f)) + [J/~JJtV1'~ 

: i + [lle¡ /l l()J ' :: 1 

.'. ALl ea"verdadero 11 • 

AL2.~ (P-1 (t;l -)12.))-) (lP~)~) -:>(?-:> 'R)) 

ev¡'[Ov,c.,z.'<J 

l/l'P->~ -)Q.)')-1 ((f-)(1),) -) lP-)Q)\//lf): 

= (t!r-) G&,-'J1?.))J/(~f1 1 -1 l/tf-)(5¡)-) tr-1e)l/t1)= 

= [(lll'l/tS:))'+ (JJ(11JlO)'+ //~fllOJ':i+[.l!P-1t31/(~)~\ iit->l:'.Jl~):: 

. :: J) r1J {f). ¡¡ 11 }JIC)· [ 11 k'. !JWJ'-t 11 r;;1~). (/l 0)1n·, \ 1·11 Pil/0.\, + llr: JI Lf) : 



-=- 11 ~//U)· [1/e.//{f)j' + JJ q lll~) t [11 PI/ tr )j, + // tl/é!) .. 

= [ IJ t 11 ( !) ] ~ + [J¡ q V l f )j '+ [!¡PI/( f ).) '-1- 11 r!. // (r) ., 

: 1 -t [ti ~11 l t)jl t [ l/f¡j (f)j'::: 

::: i 

: ¡ AL2 es "Yercladero. 
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Analogamente, usando propiedades elementales de 4lgebraa Boo

leanas, .. e puede probar que loe ~omas AL3 al AL9 Ion "verdaderos"'•~ 
ALlO~-. l "i) \> -) P ( r \ donde t es libre para Xi en P. . 

lll·a)p ~~tt}ltln =[llC1dPl!lf)3'+ ll?tt}Qlf) = 

,. [~~ t lt P 11{ ! l.:¡,. ,) )j 1 + 11 Ptt> Q l f) = 

~ ~~i [l/1'1/l~ll1~ 3 ))J'+ l!Ptt)//tf) 

Sea Q0: t t E. ~ , entonces se puede demostrar que 1 

l/Pl/l~ { %. ,)) "' bfte) 1/ft) 

-'. ffr~r; Ü!P!J(i/"-,)J' .+- bPlt:J/ (!) ~ 

~ [JJ'PQ l! llt-.,))]'-f //fttJ//(r) #[llftt:}Jl/f)}'¡. f/Ptt>l/lC): !. 

: • /¡ A t.. 1 o !/ = 1 . 
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Analogamente 4L 11 es "verdadero•• 

4( 1¿ r ( !! • ) ( P """'") q) -) ( P -) lx ~) C1) 
'r{;. no apa:r-ece libre en P 

sea .f f ¡;¡ 

/. //{v;.)(7-) ~) -:> ('P-> (ll.:) (:),)//= 

• [ ~~~ 11 p _, cr¡ V(! ( ';~ ,¡)] \ [¡¡PI//! J]' _, 

+ l~~ //o,//[ t ( l¡ct ,)) :: 

, 1 ~vl [lfp¡¡ (í ( ''• ,)) ·[llQI/ (f( 'I• 
1 
>)]'] + . 

6ij 

+[/IPll(f)]
1
+ !~:/IQ//(f(L¡~l)) 

Puesto que }(.:. no ocurre libre en 'P , y f(L¡o._)1 s no difieren 

mio que en •l lugar i-dsimo, (('t•) d ! no difieren en las ~•rioblao .· 
libree de°Py. . . 

• • . J/ p // ( f ( l¡._' } ) ':: !J p¡¡ ( f} 

:. :.v/ [/IF'//(f('¡.l ))• [1/6¡/(f(l/•i))J'J -t 

+ C11?1t(f)P + ¡~; 11q11l5ll1-.,)) = 

: f~i [11 P/1(f) • [11Q11 {t( ''• i llJ'] ~ [ 1i PU(!)] l -t 

T ~~ ~ 1/ Q // ( ( (Í·¡ t ) J) · -:: 

, // Pl/(f}. ¡if[ll CI//( !'( 
1
10. ¡l))\ (llP11( !J)\ l~: lllli/ (f(i '• i) , 
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~ ( ~~ n ~ u(r < 44.3 ')J ,_. [1\~ll lf)]., + l~i. 11 q1t(f ( lr4. ~)) = 

~ ! + [llPll(f)]~ -:. Í 

.', Al tl ea "verdadero" 

Analogamente AL 13 es "verdadero". 

4 L 14 .- -, ( 3 ~¿ ) ~ <.--> · ( ~ i.) .., "P 
.Se~ t&.D 

IJ-i(.ax:.)~ ~ (Y.L) :..,-pi/(!): 

=/f-r(3v.~\ P/llf). //(~¿) • PV(!)+(-i(1'(¿) Pll(()]'· (Ut~t}..,?lf(f)]1 c 

~ ( i~t 11P1nr l i.¡._, }}]'. ¡~: [ n.P n <rt t,._ ,)) 1' + 

+ .. ~~~ t\PU(flC.1«-,)) • [~~~ (ll~n(fti1._,))]']'= 

= !~~ [1\?\\lftlt1,,))]'· ~:t(lrPfl(((Y~,)~], t 

t i~l 11 Pll {f l 'i-., )) · ¡~ f 11 PI/ ( H trca., ~} = 

= ¡~; [\\PlHft c.,a., ))r + ¡e.-ur 11 PU ((tC:.¡cl ')) ~ 

~ (¡~i Jrf>tl{((c:;~~))]~ ~ ;~~ l/Pfl(f (l¡~,)): 1 
• • • At..t 4 ~e "verdadero". 



1,0 
Annlogamente, haciendo uno. demostraci6n semejante, se puede 

probar que At... I 5 es "verdadero". 

Axiomas de Igualdad. 

Al!·- ('IC¿)(~~=~..:) 

s·~ a.. ! " ¡¡ 

A I 1 es "verdadero". 

En luga:r de pr·oba.r qué · A. I i. es ••verdadero11 prob'runas 

so1o el caso en que P es at6micia lo cilal· es suficiente ;para . 

nuestros prop6sitoe, ya qué A I 2. .se deduce de esta vérsi6n 

m4s simple y, como además probaremos que las reglas de. 1;ir.::" ----
" renoia conservan la "veracidad", reeul tar4 que A I. z.. es "v~rda

dero" • 
(ir;-=~) ~)(Ptv.ic).-> ?Ü.'f.l). 

Supongamos que 'Pl'i<,){) es. at6mioa; por ejemplo Y.;. <.. )(,l 

y supongamos 'j. ea )(1r., ')( es 'I(;_, (si ',(no e·s y.¡· 

ni ~ó, el caso es muy simple) y que f'('ll.1) ea ~''~.i 

(loa demás casos tambifn son simples). entonces: 
"·~ 

Sea S'<. M 

lht..: = "i.t -> ( 'li~ ~ ')(~ -> X t ~ ~.i) 11 ( f) = 

:. ff 'tt -:. )C.ff, u{!), + : a "-i.. ~ ~i u en~ -+ 11 ~t ~ ~~n { t). 



~~~~..-~~~-i . 
-= 1 UA6 .al ></(i.M.)~ '¡(L (1M.)S -t ~ IM.& n.. I ~i (.w.) f.)(! (.v.<-)j, 71 

.. [::i: Jt I ><l tw.) 'ó:- ~! (U4) \ =-

-+ [ lM. E: .í2. / "'' (11.1.) ~ )l[ t u...d ~ 

-= l w. r: n.. 1 'tt! (UA.) ~ 'ICI (w..) º, '¡(! (w.) ) ~r (~\ ¿ ><{e~\, x! (114~ \ ~ 

El caso en el que 1>()(,1<) es 'IC:. = )(J ea ann4logo al anterior· 

71 . ·. A IZ. es "verda.dero•. 

Axiomas de Campo. 

De ·este grupo de aXiomaa solo nos ocuparemos de uno• o~to• 

a manera de ejem~lo, todos los dalla son an4l.ogoe. 

Ac.. y ("~)\.')(_¡)(()l¡_ +)(j) Gl)(J+'IC;J). 

sel!: e:\.. f ~ """ 

· //A¿z1ns):: tfJ_F[//l~)(Y•-.'fl~;:l(~+'K:.)J/(l(i.;~,))]= 
. .~~ . . . 

;v.a que 

11 'l<.:. + ~.i = 'lC;i +')(:.11 (.1) ~ f w." ·12.. / '¡(~ t V.A.) ~ ,,,j~ \tu\ :: )( J(UAl + ~2t1M\}-: 

-::.Jl-=··i V 
~~M 

_-. 
' 

:t. 

"·'.· .' '.•. 



' ?2 

'JI Ac. 4/1(3): !NF[Su?[l/'l<i.+'1-i=-oll(s(t;t\,)U/b'>}}]] 
. o.."" i. b6 .f. ' 

$ <t Q.. 'l. G Q. • { Q t 1.4 ) 
1 

5 ~ a,(ú.l) t O 

Definimos: ~o.. : ..í1. -> R .)· ~a. (v.l) :. . 

' ' o .i:... Q..(u.t' "'" o . 

A partir de que o... es medible, se puede ver que h~ 

tambUn lo es 'y : , k a. e. R 
.' • /f'tf<. t Yj "o //(.f('io., )t.Í/b 3 )) "" 

·-=fiu6 n/'K! lU4\+~flw.):oJ~ f ~ .. ·n;(.A.(OA\+~·u:·(:U)':"~~J::..:_. 
. ~ . ~·--··~~. 

5 u~ [11~i. t-i<.i: ó 1/(H~~o.~)\jlb l))}~ 
bit (2. ' ' ' ' • 

' .~ lt ')(~ • ><.~ '=- 511 t! ( 4/o. ) ){ j/~ )) "" 1 

.'. \/ .. SvP[lll<~+'I<~ ~ oll('(.(t/o. 1 )(jtb,)D.;.. l. 
O.t-t. .. ~~ ,. '', ' ' 

·:·l~~ (~~¡ ÜI~+-.¡ ~Oll(W1. 1 )ljl•ilm~ i ' 
'. ,, . ... '• ·: 
. . :A e.A· es 11ve:rdadero11 • <>· 

·~·: 

'' 
•. ·¡ 



Ac. 10) -, (o ... 1) 
s~o.. 5.:;.i'i\ 
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ll•(o., 1)11(5)::. [11i:;.. r11tnJ'= lw.~st/ 5rcw)= I~(w)}\ 
. . ' . , 
-:: [ ~w. e 12. f O(IM.)-.::. l(u....)Il ~ [ <$] ::: Jl::. 1. 

A:ltiomas de Orden. 

De este grupo de axiomas, ~olo probaremos Ao ~· ,. los 

pruebas de.los dem4s soa igualaente sencillas, y se reducen a 

propiedades de los·reales. 

A o 3 ;- x ~ y -;;. ( '¡( -.. e ~ y 1 e.). 

11 "" y -> t )( + e '- Y+ t. )lt (!) =ÚI ")(!: YfHfU\ 11~4 t.~ '/t ~ 11 (1)"" 

= [{.\L4é ni xf(w.) ~ y~(UAl}T + 
. . 

.• 

: 11. _ ~w.E:!l/)(r(w) ~ yf(w.)J -+ 

· + t W f:.··.{t/ X!(w.) + ~f(Ul) 6 'l(w..) + i!..~(ut)} = 

::It· 1. 
J 

··,;r 
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Omitimos las demoatraoiones de la veracidad del A:d.Ollla del 

Supremo y del Axioma de Elecoi6n porque son, en.cierta forma, 

an4loge.a a la demostraci6n de la falsedad de H.c. y son tan lar

gas y tedioeaa como dicha demostraoi6n~· 

". 

...... -~··-·· 
-·-·h···--· ..... ··-.~~ ..... -: ... : .. · ~ ..... -

-i,· 



.,,. 
·.I 

'3*' La. hip6tesis de continuo es "falsa.". para. cierta eleooi6n de I 

H. c. : 
(F,) (\_;j Fi) ('1-¿) l3"lC1 )(F,(-1.,):. o "h ~ Fi ('1(.1) V 

s(!°'" se. M 
P. D . 11 1-1 e \\ ( !') =- o 

. para cierta. eleooi6n de I 

s~a.yt Q1: (:lf~)('l<-i)(:\x,)(f,(~1)= o i\ Xi-::. F1(:i<,)). 

Ch: (Jf~)(xd [fi(xi.)= o-> ~><,)(e("-•)fl'iz.:F!(~.1)] 

11 H. c.11 (S') ~ \\ l f;\l Q1 vQ,.)ft( ~) ~ I N.f 1\ Q 1 11 Qr.\l l~ (~ !/o..)): 
0..6~1 

-=- IN_f rnQ1.lllql1 1/a.)) +llGr.ll(H1 !/a.}) 
~E= ~1'1 

Ahora se debe hallar una b ~ ~) tal que 

llQdl(st, L/Q.)) ~o Y llQ21\(5t~ ~/b))"'º· 
Definiremos b: R-;:. R explicitam11nte 

Sean l Y J conjuntos tales que .J c. I . 

Definimos: 



Por supuesto, Y 'Pt ea medible 
!.f:I 

S c.l.L T : : { .f ~ i ( .f == 'P:_ 'P . a. . l " I } c. R 

V GQ!:Gl.. .O.(~\= Sv"P l('i. .. ,,.)(.5U(s("{+,)(!í/,,)) = 
.fefl.. ce. T 

= SV? [w-..fl.. /t(w)~c(w)} 
e:&. T 

Le que se est~ haciendo exactamente, es tomar 

A-= SV'P 11 'i<. 11 -=~b'lí(f(Y/c,)(•/c.,)) 
c.tr T 

esto, gracias a la c0111.pletez de b , y luego, para oad·a .f 

fija, tomar un representante arbitrario pero fijo al que 

, llamaremos .O. (.f.) . 

Ahora, ya con loa elementos necesarios definidos, definimos 

. b: Q -) R . .:r · V b (f)( w) = 
f "R {

. o s'i.. w e .a (+) 

1 .s~ w (:: ..a. (.f) 

.Y b <-t) ~ ..o. -> lR 
f• P. 

. . ·v b et) E: R. 
+~di. 

... 
···'· > 
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• la definioi6n de b como funci6n de Q -.> R es correcta. . . . 
Para ver que bw~u\ solo haoe falta verificar que: 

V [ l..llé. J.1 / X(w)-:. )"(UJ) }f { w. é. .D../ b (i<)lw)-= b(.y)l..u)J 
'/.,YE~ 

'P· d. iw '= _af l< ~1.U.)-::. Ytw.)} • [w..E: il /b (l()(IM):. 'oty}(w.)}-.: 

-::. [Ll.lt. .a/ 'l<(v..t..)-= Ycw.)} 

y s ( fl.U.e Jl I )((IM)::. Ylv.A.)} 7 r~. ni J({\A.\)-: Y<.W.) y b(.l()(u.t.)-: litw>l~1} .= 

= [ {~e 1Ll'xCu.t)-: YC~J .. f ~ • .{l / )((w\ •Y(w) '{ b(>C}(\Al)= \>c.y)("')J] 

·v [f w~ .ft/xt1M(~ytv.i.) i b(x1(W:)::. bCyJtw.)]-f""'-~.!llx(IM)::. ~Cu.tl}]= · 

-::: [ UA.~ .fl/xcw.)-:z y(w.\ y bt1'HwH ~t'l)llM)J V ;6 
. 

. • lo que neoesitamos probar es que 

, '·' 
' ' 

. ,. 



Para probar la afirmaoi6n anterior, debemos probar primero 

.que : 

V l\.f ,t-1.•) ""o llf(i..,,,) () Y~))= S\J 'P U~,~ ~,U(H'/>< , )l 2/ q )) 
><.c.'· e" T 

Se"'- ')( • ~ f' :: f('/..-.)){, •Ji.) 

llf,(,c.,\...-od(g')= i wE:it/ .fr(1-f)(w\=o~-= 

= f w ~ .!2.f b(t-Hw) =al = il{';) = Sv? llv..,-:')(z.ll(s{'/~ ,·)(Ve)) 
. c:.•T 

que ea lo que qur:!amoll.'• 

D• .. la,aerte. de igualdades anterio, concluimos tue 

.". \r/· [\&Ji ..a.. /blJ'.)(.w\:o} = SuP( {v.1~ .QJ 'JC.(.w) .. c(w)}) (•). . 
'IC"i. ·. . ~·"T '. . ' . 

M4s tarde haremos referenoia a. eata i~dade' 

Ahora, procedemos a probar que 

M({ W ~!ti>< (w\ • f (w) 1 b(~)(w\ ffr. b(1)tw\J):. o 
'. '), 

S :P. E\. su p b (,c)tw) ,.. o 1 b C'f)("'\ = ~ 

• • . { w •!l./ 1.(i.u) ~ y(w\ 1 6.(")(w\ l. b( y)(w\ } = 

-= { w .. .!l/ 1'(w) = j(w) y bt")(w) ~o 'I bty)\.W) -:r-1 l -=. 

= f UH .D./ )((w) ='((\Al) l fl { W" .!l /l..>(K)(.w\ =o] f1 ~ W4 .a.} b~y)(w) • 4} = 

:. { w • Jl./ ><lw\ = i (w) Í fl .íl. tx) /\ f w . .-.1l J b<.-tHw) ~ i J. 



: { VJ" .!l. fu.w~~ ilw)) /l .(l l-i') fl f w~ A/ ~ ty)Cw\::1~ 

-=-! w. é íl/ X(v.A) ~ YLUA\l • .l'fl;) · l w (: .íL/ b~>{l
1

(1M) = i} = 

"'l l.U" ..a..1 x(~)-= Ytw>J • [ sv P {(.L(,.dl/ x(~),,, cc~)J] • 
CE:-T 

! VJ. E; .a/ b(y)(<M) = .1J -
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: [S v~ fUAt..íl./><tc.l\):: vtw.,> y )((~l~c<wJ• {~'""11/bW)(u.4) .. 15]:: 
c.e-T 

. fc:~o .Í\M.~D./XllM)-:.y(w.) y X(1M)=-CL1M)}• tw."-.fl../ ('Y)(IM)~CLIM)} 

:. ~_íl./)((.lM) .. '/(IM) y J<(CM):. Cl"-') y }"(.u.A):. ((w.)J=-

~ E w. ~ .n.1 Y:(U.\)-:. YLw.) y ~(W)., C.(.W) r 
; ·:. lw.E:.TI/xcw.)=. Y(IM) 'I )<'(~)= C.(.UA)Jf:. ff.J.4,6n/Ycw.):. c.(UA)J 

, ·. [ .Sv? t U.( e:'_Cl / ;r'L«.4) 2 <:.lv.A.)J] •· [l.l.l" fl/ b('l)(l.U.) =- i} = 
c. t: T 

= 11 (y). [ W.4é íl/ bt~)(tM): i] ':: 

.-== ntyJ ~ 11 - n t Y} = <t>-~ o 

.b 6 .~.C.1) . ', . 



Ahora, lo que fultu demostrar es que 

Empez11remoa probando que 11 Q 1 ll ( ~ (, 1 / b)) ·= O • 

/1 Q 1 11 ( ~ ( , I I b)) -:. 11 \ 3 ~t. ){ .><. z) (3 X 1) ( t 1 tx 1) ::: o 

/\ Xi = f z (X•)) \I ( ~ (, I / b)) =. 

:: SUP ( INF ( svP [ llf1(X1)=0 /\ :\i'= h.(:-;.,) ll 
f~R<•> xt:R. ~i:.R 

(~(,1/b)\)-z/l'-)('l/X,Ht/:i,))]JJ-::. 

~ 5vP ( INF ( Svf' { f:~-n7bl~Ú"~-l·;c;-·~·--x<.w):H~-ff;,_-;->)]JJ 
~ ~ R(1) X f. R: ~ ~ R 

Ahora procedamos por coritradicci6n, es derir, supon~os que 

11 Q di ( ~ (, 1 / b)) 1= O : Por lo tLmto, de la iBUaldad Anterior 

. tenemos que 

3 IN F 1:. svP [ \wt .n .. /b<.~:)-t1.v)--=O -;-;(w)-= '3<~)\w)r Jl i- o. 
~~R(1) XE::R 1HR 

Llamemosle .L a 

INF fs'v?(.lw(::,1/b(~)(w)-::o ~ X\w)~Cj\°'3)\w)~1] 
)(~R ~f..R 

entonces 1 

L=- \NF l ~vf> [~w~_,'l/'o(\J)\w)~o\·\.~vl:::.fl./xlw)-::~(~)(w)}]]::: 
><(.R ~~R. 

:= 1 N F l S v P t( Sv? {~-~-Ji./ ':l·t~~-,,:··¿t~))) ·\:7:1T~l~) = gl ~)(w)-~ 11 
HR 'HR c.t:i . 

"Esto ultimo como consecuencia de CJ) • 
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L= 1NI=' [sv? '(svP({w'-ll./'Hw):t<...w)). 
X'-R ~ .. R. C."-\ 

~IN F L sv P ( Sv P ( \w1::.n./ 9l':l)(w)::.9(c.)(1>1)°) • 

X(:~ ~~R c.~T 

Y~. que 'JE: Rt1), pero· además· tenemos que : 

. ' 

:>Or lo t1mto, L ~·IN F [ SvP [ SuP \_wdl/ X(w) -=cj(c)(w)) Jl = 
xER ~~R cE:T 

=IN~ [(svP tw{:J2./ll.(w)=':/tc.)(w)))·Svi=> 11 = 
Xt: R . cE:T ~H R 

= INF [ svP ~wul/x(w)-=9tc.)(:;)\1 
KE:R c.1:.T .. 



por lo tanto, L ~ 11\\ F [ SuP l:-;JL/ x.(:)'-~ 9(c.)(w)1) ~ 
)((,. R c.1:.\ 

~ s u 'P { w E. .11. / f[. (~) = ~ te. )( w) 1 V L lo I ~o. 'l- V fZ. P¡_ (;;. R 
c.e:T 

L ~ svp lw(.Jl/ Pi:.(w)-= 9tc.)(w)1 V- l.<:: I 
c.1:. T 

B2 

Como estamos suponiendo que L es distinta de cero, se conclu-

ye que SVP twc..íl./P~(w)= 9(c.)(w)~ to \f- l.1:. l ,es decir, 

CE: T 

le:I. c~e.T 

Como · e ~ e;:. 1 , 'lef 
e:~ r 

V lWE Jl / f>~(w)""" 9\FJlL) )(w) °) :f:. O 
¿ ~ I 

... , 
• Observemos que lo anterior define una funcion J · I _:.._ J 

y recordemos Liue Xo < if J < #-" I . 
Afirmamos que : 

3 l+ j -I [ t K fl ) Xo 
l<'=.J 



ai etecto,·ui V :t:f t'[\o.1]~ Xo 
aEJ 

, entonces, como 

& I = V Jº'[lo.11 
o.~J 

63 

.tenemos que #l ::it LJj"'[lc..\]-= L#f'l{~\l f L Xo:: =tJ·Xo=•J 
~~J ~~J ~~J 

.' .· # 1 '= #=J lo t¡ue contradice lo supuesto. 

y, por supuesto, V At ~=lwE:.fl/.Pt<w)=c:J(PK)(v.'i)~ '/-0 ~ 
tE: lo 

Mtm&s, if {A¡_· A.j) · lw€ .n../ Pdw) = ~(w)} = 
··· i ,j E: I ... 

~lw dl/ i'( (w): ~ l Pv.)(w) }· ~w~.U:/ ~{w) ='3'(P .. )(w)}+i~rt/PLlUJ)::.~lwH =: · 

.· ~ {w~Jl/P~(llol)= ':Hf' .. )(w) ~ "f1li.v)='3\ ?..,)lw) · '¡ Pl (w): tjlw)} = 

. ~.{~(:.n./P~tw)=:'J.(P .. )lw) ·~ P~(w)::-<j(~~)(w)1-= At. Aj 

~·.._V ~L¡.Aj ~ twE:Jl/Pi.(w)~ \)j(w) 1 
•;,¿_ , J(; I º 

:·'~{}''·. ~ 
,, .. :'•• 

-':-



Pero si t =; j , P¿ ) ~ son dot1 proyl':coionüs distintas, las 

cuales, intuitivamente, solo coincirlen en un conjunto oe ~ndi-

da ce.ro , . ea deoir 

· A·· 11. • "'- o • . \. "J ...... v , ¿*j 
i.)E: lo 

A· ·A· =o· "l. j . 

Por lo tanto, {A.i:J. C. 5 · · 
· ' i.~ lo 

e-a una familia no nul!lereble 

dt tl8Ílltntoa 00 n\iloa ajenos dO.S·:a dos, lo OUBl Eta UnR Cotttr~-
. ' ·' '~ .: 

dioc1&6; ya que se ha probado 'que B; es un algebra :Boolnonn con 

condiccidn dt numerabiÜdad. EviCi.entemente, esta. conttndicciiSn 

surge por haber supuesto que 11 O 1 1(( 5 (, 1 '; b)) '"/ O 

. Por lo tanto hemos probado que 11 O, l\ ( ~ (, 1 I b)) ::- O · 

&l lo que sigue nos dédica.~mos a probar que llO~ 1\ \ 5 (, 1/ b )) =O · 

Becol'demoa 4ue u Qiz. • 

C~mo ~e ve, en Q 2 '''Pr~.race ZCX.i) lo· CUBl es la r:ibreviRtu:rn 

tlela formula-que en l'l. "dice que" X1' 11 es un entero". ParA. 



efectuHr el calculo deseado, necesithlmos oalculrir JI l.(x.,)11("1) 

para alguila ~ ~ IV\ , esto ea lo que hBr~mos a continu1<cicSn, 

?l.":1 Afi:rmacicSn : Si ·11 (. N\ entonces 

Dem: 
Sea '>\ E Ñ\ . 

lwul/X;(w)E.~ }· \"1tIL/.x.;(w)=n°J:::: {1>.1dl./x,;(w)~~) X~(~)=ns-== 

Ahor.a supon.gamos que l c. Jl ) ':¡. v fl.. 

L ~tw~n./x((w)=n ~ V- hE:. lt. Entonces 

I. \ wUl /X; (w):- V'!~ -= L n lwE: ..íl.. /X ;(.w) ~VI~ = l w E:n. /X~(w) ;~~ 
' 

·es decir, V wi ( l n \w (: í1. / x·~ 1w )-= n \ ) = m ( ~ w E: n. / x ~ (w) =- n ~) 
n'- ~ 
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Adem~a, 

y lt_ ~s numerable. 

séa n¿ , LE IN unn numeración de Z . 

m( U (Lfl\wE:11../x7'(w)-=n1))::;~11(:V \Ln~wut/x;(w)=\'\i.q)=-
n(> ~ Ll. IN 

a::i t.O 

= L m { l r\ 1w ~A /X~ (w)-=- n d) -:: L Y"'1 l llvUl./ x·:~"")= n.¿}) -=-. . ..... 
L:O i::o 

: m(~ tW'-.ll/.x;(w)::-1'\~\)::rl'\(l'-'J_ 1,v..,~;L/<'~v;):::n~J "::: 
L~IN ''t~ 

= m ( {lv co- íl. /X:' (w) ~ lf \) 

, . U (Ln\w~..n../;<';'tw)-=h~)-== {_v;E:.í2-/.i<~'\w)f:. Zf:)' 
Y\ t :zf_ 

------- -
, . tWtJl/X;(w)tZ.\~ L 

----··-- ---·---------
• • S \J? \w~A / x7(Lv): n ~-= \ Wt: J1/ x; (·vh # '.s 

Ylt :¿ . 
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Ahora procedemos a calcular \\ l (X 1) \\ ( '1t) 

3.1'Afirmaci6n: Si '>i e M entonces 

ll i!. (X1)1! (~?) = Su p \w Eo Jl / x; (w) = n j . 
n ~ ir:: 

De1110straci6n: 

·aecordemoa que nuestro modelo de los "nwneros reales" (en reali

dad de SR2) está constituido por las funciones f : J1 - lR 
• 

medib'.!.··:J, por lo tanto, los "numeros enteros" del modelo, intui

tivamente, son las funciones f :' n-lR medibl.ee que cumplen 

con que rn(lwe.Jl./f(w)E. Zt. ~ )= .1 • Y de antemano hemos acep-

tado que la formula Z{ ?< 1) "dice" que X 1 es un "entero" , con-

·-
'· secuentemente, la afirlliacicSn que queremos probar resulta natural. 

sea ~ E. M 

l!l(x,)!1(11}= lNF [(U t"(o)==-o" (X3)(f1t(.v.s)-=f~(JC.3tT}}f/('H,"lo.)))' 
a.~ Rt11 
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= JNF [ {w~J~/a.(o)(w):oJ91 + su~ l{v.1t.-Il-¡;;(~)-(w)::o.(c.t1)\w}fJ 
- c~R 

o,E:: R(•> . 

+ {wEJ(/C\( ><~l(/l/o.))(w) ::.O~ 1 
Definimos h: R ~ R tE1l que h < x )(w) -= S <Z. Yli (-rr · X (w>) • 

">¡(,'f/a.) 
Denotamos X 1 por P , entonces: 

~~~~~~' . ' 
{ w ~ J1 / h (o )(w) =o\ ::: l w E . .\l./ .S ~ 11

2 (11' • o\ w)) -=-o~ ::: 

Además: 

---------' . . . . ~ 
{ w t; .R / h l<)(w):: h (e: t 1)(w)1 :== l w ~ .il. IS ev? (lT· <.lw J) = S e.n~ (rr. (c.+t)(w))]= 

----~---~----~--~' 
:[wE..íl/S~ni(lf"·C.(w)):::-S.IZ.n'l.(1f·(c.(w)+l(w)))1-= 

--~----------~' . 

::{ • ..i .::.íl. J Sq_y¡'?. (-rf. c.(w)) = SQ..vii (:\·c. ~w) +'"lí) J = Jl "= 1' = O 

esto Último se debe a que Se.. n2 
tiene período Tf, es decir, 

Scz.ni(t) = Se.ni(~+·ir) 'í/:r. E lR. 

:. // r.(x,)//(1?) = INF l \~i:Sl /o.(o)(w)=of + 
CU: R(1) 

su ti [ {1.v EJl ¡o. (c)(w)= a- ~c.-+1 )\w)}'] + l w ~~l /a.( P)(w) =o}]~ 
~ER . 
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( fwu1./h(o)\w) =of + 5VP [ lwE:n./h(c)(w)=h(c:.;1)\w~rJ-1. 
c.~ R 

{~E.Jl/h(P)(ui)=o1 =O+ Sv![0 ] + tw~.n./h(f')(w):::o1 
e.e. R 

'1'/(,'lla) ?'( 

Pero· P= X, =X, ya que ~{,'l/a.) y.· 1'¡ tienen como primera 

coordenada la misma suoesi6n 

.' .. l/~(x,)//('1t)~ SVP {w~JL;~;(w)=n~ ~" .. ··--··(!) 
t1E ~ . 

Para probar la desiguai.dad en el otro sentido, procedemos de 

la siguiente manera: 

·.Sean o.~ R(1) y .. n ~ l:. entonces: 

( Bn lo que sigue, ".segiin el coi:itexto, n denota a un entero, 

o bi&n, li la funcicSn constante n ' n: JI. -1R ) . 
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Además 

s({l.\lc<.Jl./o.ln)<._w):;f.O ~ x;(v.J)=n ·~ O.(X;)(w)jO~, 

[wcn./ x:(w'):::n ). a.(x.:1)(w)·:t=o 1) = 

~</JU tWEJl/X;(w)=n ~ a(X~}(w)1o ~ O..(n){1>i)=o~ 

) lwE:.n./x';(w)=n '}. 6-(x':')(w):f.o) O.(n)(w)=ó}::: 

= {u.1 ~ll / x'7(w) = n) · \wf..fl. /a.( x.; )tw) 'fo 1 · lw~ Jt /a.(I'\ )(w): o\ ~ 

,•. m(lw~J2. /X ((w)= n i i \x~)(w) :Fo )- ü.(\'\)(w) ::.o 1) =O 

••• m(s(\w~.Jl/G.(l'\)(W).:to ~ X';(w)-:::n ).O.\X~)lw)::/=o1, 

twE:J/../ X°((w)~n '} o.(x~){w)=t:o} )) :: o 

:. tw~.n../o.(Yl}lw)*º ). x")(w)=.:n .. i a.\x.;ltw)10\:: 

={w~n./x(<w)=n \ o.~x1\tw)t=o~ = 
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.., 

{ wE. n.. / ó. tn)(.11.1)::: o\ · ( twE n/ ,\';(w)-=- n ~ · lrJJ~ Jl / a.t.X:~ )(u1)= o1") = 
. . 

= {wE:íl./ xi(w)=n~ · \wE.n./o..(x~)(w)-=o)' 

; • {11.1E:.n./ x((w)-= n ~ · ~w E Jl /a.(x7 )(w)=o f~ l wE Jl/o.(n )(w) = oJ' ........ '..( 1 > 

H. fe. -R/c:.() ...., .u,.,E:.fL' :o.". -E~ º"l'Y\-~t'\-11 Sea = E. . UJ = "1 ·y w r ..... "' 'J 

Como H C. R , tenemos que 

{w'= .Jl /o.(o)(w) =o 'J. fNf lw~,.n, /a.(c.)(w)= O.(c.+1)(w)~' 
e.E. R 

[wt.12/Cl.to)(w}-=o\· IN'F ~W€J1/a.(t)(w)=o..tc.+1)(w)\ • 
c.~ H . 

P~ro H ea finito, por lo tanto el !ntimo deseado ser' el pro~ 
dueto de.los elementos en cuestidn, ea decir: 

t\-1 

IN F f~E:.íl. /a.t,)(w)= o.(c.tl)(wl) =TI \w f:.R /o.("'1)(w):o.(~tl)lw)1 
C.~·H ~so 

: • {wEJl/o.(o)(w):OJ · ÍNF {w~.Jl/a.(c.)(w):io..(c."'1)(.w)1 ~ 
e t. R 

n-1 
{wl.ít /~(o)(w~ =o}. Tr {wE.Jl /°' {m)(w)-:: o.(m~\Hw) j . 

..,, ... o 

Pe ro ademd.a: 

lw~J2./o.(W\ )(w)=o 1 · ({w~.Jt /o.to)(w)-=OfTI
1 
~"''~·J1 /o.(wn\(w)-::o.(wi+1)(w)~) = 

1t1:0 
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:::: \w '- .n. / °' (nHw\-:: o1 ntw é Jl/o. (o)(w):: o1 /l ( ?i' {wf .ll. /1'A(ml(w)'::Q.(.m+1){,w)~) : 
1\1:0 

'= {w4-.ll./o.(o)tw): o ~ a.(o)(w) = O..(\)(wl '= a.(t)(LV) = · · ·::. o.(.n)(w) ! ::. 
n-1 

-::. {w~.12. /~(o)tw)::o1·1T lw~Jl. /o.(m)(iu~::.G.(Wl"'1)(w)\ , 
n,:O 

: • lw4:Jl/O.(o)(w)=o1 ·TI {w~1t /o.(tri){w)~G.(mi 1 )(u1}~({w~1tJo;.{")t1N~:·9J 
wi::o 

: • fwl.Jl/o.(o)(w>=o1·1Nf lwt..a./<A(~)tw)==a.(c.+1)(w)\~{wtJl/i:A(n)(w)·:::qJ 
c. t; 1\ 

. ' 
1 c:,omplementando en ambos lados tenemos 

. [w~ J2. /QC11>Cw>=of ~ {wt.1t/o.(o)(w)=or + SUP({w~.n /a.(c.)(•")'"'C\(ci1)cw>~') ..... (2) 
. e.E: R. . .· . 

por lo tanto, mediante l!:i.e deaigu1:1ldedee (1) .1 ('Z) , nos quede 

tw~ .n./o.(o)(~)=of + ·suP {{w~.íl./~(c.)(w)~a(c.+1)\wl~') - ., .. 
c.t: R . 

pero observamos que en general et cumple que 

0. Ít b+ C ~t°L . O.·C.' ~ b , 

a que 
a·(b+c.)=o. si.i. ~·b t-n·c. :q 

• 



por lo tanto, aplicando esto a nuestro ar.so, 

{w<Q I x-:'(w): n \ ~ { wul /o.(O)(w) ~o}'+ 5 u p (l~•.Q /•(•l(wl:o.(ct•lMl'l+ 

e~ R 

. , 
:. svp {w~.n./x((w)-::n~ ~ INF L{wui./o.(o)(w}=oJ +. 

n~ ~ <U: Rln 

= ll l ()(1) !I ('!) -············· (ir) 

por lo tanto, con (1) y(TI) , tenemos lo que queríamos. 

Ahora si, procedemos a-·oalcular I/ Qt 11 (~ (, t/b)) 

·.·.• !jQ 1 !1(~(,l/b))= SUP ( INF [ {w~.Q/b(c.)(w)=of>+ 
o.EP.(1) CfR 

? • 1 

!. + SU P [ tll(•,JH(~ (,1/b)(,'/o.){2/< ,)('/d,))• {w<ll/c¡.,.\=o.(d)(W~J ]J = 
¡ d~ R 
r: 
( 

! -S VI" ( lf\I F [ { .. •A/ b(<)(w): o r t 
CA'! R(1) c.~ R 

~~ 
¡ 
' 

; + svr[(suf' fw~Jl/ct(w):::nl)·{w~.fl./q1.11):::0.(d)(w)}JJJ ~ 
"· ·d~R t\~l . 



~ .sv p [ IN F I twcrt I b (c.)(w~::-o r + 
a.~ R(.11 e:.~ R. 

SVP [ $UP (\1.v1.:J7./o.(d>(•.v):::cl(Y1)lw'i1·twER/c.~.,)::.C>(cl)Cw1D~I] 
dE:R nE~ 

pero 

{wF;Jt/c(w)=a(n)(w) i o.(d)(w):: o.\n)(w) ~ c.(w)-::. a..(a)(1v).~ -

:,. f tu~.R/o.(d)(w) ::.a.(n)(w) ). c.(w) = o,(d)tw) ~ = 

' --·------
;. { llJ ~ .a/o.(d)(w)-::: 0.(111)<.w)·~ • l vi E: J1 /c. ( w) :: o.(d )(w) 1 

I 

f :. ¡¡Qt![(~(,1/b)) ~ SUP [ INF T iw~~lf~t\'..~{w)-=oV' + 
' . -

"'~ R(.1) c.~ R 

ch.R 

== S V P [ IN~ f [l(c.)' + ( sv P lw"Jl/c.(•.v) ::a(n)ti.,\1 )· SUP 1 J] ~.-
. Q ~ Rt1) c. .. R "'"- l . d~ R ·'. . . 
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Ahora procedemos por contradicci6n, ea decir, supongamos que 

:. 51..1? [ INF (nCc)l¡t SlJPtwE:Jl/c:<.w)':'o.(n)lw)1 ]] :Fo 
-R c.~-R o.... (1} 

nf:-l . 

: . V r J1 (c.)"+ su p tWf:Jl /c(w): ~(n)(w)! 1 =I= o 
. o nE-~ · 

c.~" 

1 como Te R . . , 
. V .n (e:~+ S\J:P (w(:Jl/c.(w)='iln)(\/J)} =f. o 
c..:T n~~ 

. De~o, por la igu:aJ.dad ( * ) tatableoida en un p&rrafo anterior, 

V . .n(c.):: sv~ .{w~A/C.(w): <.(~) 1~fw~A/~(w);C.C,.W)~ = 1 
<.E: T c. to T 

:. v 
c." T 

.~ . V SU P {w~~ /~(~)==<J. {h)(w)\ J:. O 
(.f.:. T "'~ ~ . ·. . .. < 



,•.V .3 ttNé.il/f'/w)=~(n(J))(w)~-:f-0 

JEJ ti(J>E~ 

Observemos que lo 9Jlterior define una funci&n n : J - 71!: 

y recordemos que # J >'X o • 

J · ::ft:- ñ' ({mº fl > Xº 
\'ne'- ~ 

in efecto, si .Jr/ :ff:- ñ' [ 1m1]~ :X.o entonces, como 

l't1E: ~ 

entonces 

si "'' * m'l. , ) J = u h''Hn,H .J 

tl1f- ¡ 

*J ="*"U ri 1U1"n = 2..-* ti'((m)1 ~ L Xo = ;<.· ~. -='?<!) 

ni E. l. m ~ ~ rn t. ?f 

: . * J ~ Xo 
·., 

, lo cual ea unl:l contradicci&n • 

. ::Je. R J,. C:: J t"l C!U8 Jo:: n-I Íl ..,..o) ] en.,or1c~s · ..._ J -. V 
w " • L '"' T " ~ · .,... ' o ' l'-o , 



'.l'7 
;I 

y hemos probado que Y Aj ~ = ~ W E J'Z. / Pj(W) = ~ (mo )(u;}J *º. 
jEo Jo 

1'ambi~n, si j, K e, J º , j t= k. ) entonces 

.. V f'..··A ~o 
J.. ·"-

En reswnen, [Aj\. 1 es unn familia no numerable de elemen-
. J~ vo 

'( .· 

tofl 'no nulos, ajenos dos a dos, lo cual contradice el hecho' de ... 

ciue B es un L~lgebra Booleana con condici6n de. numerabilidad • 

• • concluimos que 11 Qi I/ {'$ (, 1/b)) ~O , 

o. e: Rt•> 



•• . 1\ \-\ e \\( <=; ) = o . 

por lo tanto, t\C.. es "falsu" oi "'Xo <>tt:" J < 4f:l . 
t::I 
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&., Las reglas de inferencia conservan la'veracidad: 

Exactamente, lo que aqu! queremos probar ee1 

1) si P es "verdadera" y t'-Q es "verdadera" entonces Q 

ea "verdadera". 

11) ei P es "verdadera" entonces ()(¡) "P ). {fi)f> tambUn son 

"verdaderas'' ( X~ es una variable y f~ es una variable tun-

cional ). 

Comencemos probando el inciso (1). 

3i 'P es "verdf1dera" y P-Q es "verdadera", entoticee 

• Q ea ''vei-dadera" • 

Para probar ( ii) procedemos de la misma manera: 

:Ji 'Pes "verdadera", entonces llPI (~)-== \ V~ E tJ\ . 

Sea 't E:. M . 

11 (.lU P 11 {"!) :: 1 N ~ 
o. f, R 

11P 1\ ('"'{ ( i /~ , ) ) = l "1 "f i 
o.E R 

= 1 

1j_ ff(f ~H' 11 ("1) = ! N F 1\ "P 11 ("?(,¿le.}) = IN F 1 == 1 
c.~ R<.•> c.~ Rt•> 

ya que ~ (l¡a_,), "t(,l/c.) E. M . 
,". (Xi)~ ~ (f,:)'\> son "verdader~1s·•, 

o 



.'·,;· 

CAPITULO 4 
_ .. , " " 

Teor!a Axiom~tioa de Conj'Untos 
... <" • 

,. " '.· 
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Teoría Axiomática de Conjuntos 

Podemos pensar en los conjuntos intuitivos como en una estruc

tura relacional U.= < V> E., = /' , donde V re pre a en ta a todo e 

loe oonjU?1tos y E: , ::. son relaciones binarias sobre U , Igno

ramos todas las posibles paradojas que puedan surgir al conei~ 

derar a los conjuntoe como una estructura , cabe agregar que 

suponemos que loe elementos de un c:Jnjunto son tambi•n oon;tWi

tos. Pueetaa las cosas de eata manera, podemos construir una 

teoría axiom,tica ( aietema formal ) de conjuntos; presentare

mos doa sistemas formales, ~ F C. y tJ ~6. Comenzaremos 'ºr 

describir un lenguaje de primer orden asociado a la estructura 

relacional 'U y enseguida eepecU'icaremos dos IÍ"\lpoa de axi'O

mae, uno para ~ r( y uno parL ... fllB6 , 1 las reglAs de infe

rencia de ambos sistemas. Las razones por laa cual•• describi

mos. dos áistemaa son que, por un lado, eFC. ( Zemelo-Praenkel 

con uio~a de eleccicSn). ea el eiate•a axio..;.tico cl,aico de 

teoría de conjuntos 1 ea, adeúa, el ai8tema en el que Cohen 

trltbajcS parf\ dar sua. fNDosoa resultado• de inde"lendencie, 7, 

por otro lado' N B G (Neumann- Bernfl.JB- Glfdel) .. un aiatema 

intereaante porti.u• tiene la ventaja sobre :C. F C. de tener un. 

mSmero ~ini to de axiomas; eate pro;;iiedad de N S6 tiene con se- · 

cuencias importantes que comentaremos mea adelante, 

Nota.s tradicionalmente, ~F rel)resenta el sistema ~FC. sin 

axioma de elecci6n. 
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El lenguaje de primer orden, LSE T, ;osociado a 'U consta de: 

S!mbolos: 

a) Una .cantidad numerable de variables: X1 , ~t. , ••• , 'A., ' ... 
l '2. 

b) Dos símbolos relacionrües de aridad 2: R, , Rz. • 

o) s!mbolos l<Sgicos: "1 , · 'J , A , - , - , 3- , { , ) • 

d) S!mbolos de puntuacidn: [ , , , { , etceterR.,. 

Reglas de formacidn: 

a) fdnnulae atdmicas 

Si 1', ~ son variables entonces R~ (x,~) y 

fdrmulas atdmicae, 

son 

Notacidn: de aquí en adelante, en lugar de R~ (X¡~}y R! (X,~) 
escribiremos }(E: !:J y X~~ res..,ectivemente. 

b) fdrmulae bi'n formadas (f,\>,f) . 

i) Si A es una fdrmula atdmiot· entonces A es f, b. f. 

11) Si A y f:> son t.b.f. y )( es.' una V!:lrit>.ble, entonces:· 

..,Á,AvB >A"~' f\-P.:>, ~-.B,(3x)A,()C.)A son. r.b.r. 

Axiom1.1s y reglas de inferencia. 

AxiomRs Ldgicoe: 

31 P 1 Q , R son f. b. f. y X es unr.• Vfll"iable entoces son a.xi.omc .. as 

ALl.·- P-(G-f>). 

AL2.- (P-(Q-R})-+{(\>-Q)-(P·-f\)) 

ALl·- (1t>-1 Q)-. (('1'P-Q) .._ P) 

AL4~- (P "Q)w(-i P-Q) 
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AL5.- (1'Aq) <-> (1(,'Pv -iq), 

AL6.- · ( P 4-> q) <-"> (Ct>-> ~) l\('1 ->· 'P)). 

AL7· • .._ ('Pl\Q) -"> P 

AL8~- ( p" q) -> 'l 
AL91- 'P !....'> (" -"> ( P 1\ Gl) 

ALlo.- ("}'("'") -'> ~C'I) 

AJ.11.;- (,c\('P-~ q) ->(l>-'> (>'-)~) donde 'P no tiene 

ocurrencias libres de X é 

.ill2.- , (.3 ~) 'P <-> (JC) .., ,, • 

Axiomas de Igiialdad. 

Camo axiomas. de isU&idad tomamos los axlomas Ail 7 AI2 del 

.·sistema SR2 expuesto en ).>4rraf'!~ anteriores·.• 

kd~as espec:!:t1cos· para·. ~ E c. • 
Si . f / l( 1 't 1 ~ 1 v / 'I/ .1 VJ, -c. son variables distintas 1 -t~ .(); 

lfl(')(.11) son f.li.t. entonoea los si,glrl.entea son axl~e de 
. . 

AEl•- Axioma de extensiónalidad 

. . . ... -~ 

· AE2.- Axi!)ma del. par· : 

(>'l( ,)(.3 •) (v}(u • f; 4t-> ( \J .. 1<. " v .. ~)). 

AE3 • ._ Axioma de ~caprens16n : 
. ; 

·. (")(33)(lel Cte:J. ~ <•·~ A. ~C•)))). 
· · AE4•- Axi~ de la auma . a 

. (,c.\(3))(h.)Cu\(c1:frU 1\\l•JC.) -:> ae 3))). 
Not~oi6n; .Abreviaaoa· '(IC.) (1(• i · .... , X6~} . po~ .·.) "~, 

.; .. 
···:.' 

':;, .. 
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1(X::::~) :ior x:f'j , 

x. S 'j /\ X.+.~ por X e:.~ , 

1 (X E: Y ) oo r X Ej_ ~ • 

AE5.- Axioma ~el conjunto potencia 

AE6.- Axioma de ·.reemplazamiento 

(x)[((u)(v)(w){(~(v1 v) "l.¡l(v,w})-v~w)))_,,. (J':l)(<e) ... 

A'C"l .:.. Axioma de infinitud·., (-e. E: 'J _.. (.3't_) ( t E:. X /\ "tl ( t, .i! ))) 1 
. . 

(.3x)t_(<~)(~ii!)....,.~E x) /\ (v)(VE: X·- ((~)(~f:W~(~~v V ~-=V))-~•" 

AE8.- Axioma de regularidad 
.. 'W E, X))) 

AE9.- Axiom~ de elecci6n 

Para enunciar este axioma s~rá c6modo introducir un ">loco . . , 

de notacidn: ·----~·------·---------. ----..:_ 

- AbreViam~e (3lC.)f(k) ;t-i[(X)(':l)(( f(x) f\ f{!j))-;;- )(::.~)] 
con (-9~ ·x, )f( K) / , ... , . 

_:_Abreviamos . ( e)[l~}(. +-((w){WE ~ ~w:::U) V (w)(w ~ 'l...-(w=V V W='1r))8 

con X:: (v~ v) 

-.. ::>eá \f(s J~). la fdrmula . 

,(3w >1 s E: w /\ l v-: (~,w) f\ ·v-~ A)]~{]! w)[ 'f=: (~, ~) Av E: f\ l 
l. ' • . ¡ • ,' • • 

.· entonce1:1 el axioma de elección queda. enuncir•do de le .. 

aigUientemanera: 

(x)(3 f)(t~)('j~ x _,. [ti){:e4~ )~((s~-t-. Yts .~ ))-+ fE: ~ )]J] 
. - ' •.. ; . . •!, 

\ . 



Axiomas es•iec!ficos de 1-Je,6. 

En-este sistema axiomático, se supone que, de manera intuiti-

va, las variables están destinadas a ser interpretadas como cla-

ses (objetos, no forzosamente conjuntos, cuyos elementos son con~ 

juntos), es por esto, que de alguna manera se puede decir que 

· N B6 es mas bi'n una teoría de clases que una teoría de con

juntos. En realidad, se puede probar que NB6 es una teoría 

que "contiene" propiamente. a ~ F C , dicho de un~ manera ·un 

poco mas precisa, todo teorema de ~ F C. es un teorema de Wb6, 

y todo teorema de N&<":J que "habla" solamente de conjuritos es 

un teorema de ~ F C • 

Los axiomas de NBG son los siguientes: (X,~,~, etc,,. 

son variables, y algunas de las abreviaciones introducidas én 

~FC serán 1:1tilizadas) 

AbreViamos (3~)(XE: \j) ·con W\(x.) 1 "X es conjunto", (la 

· M e¿¡ .por Menge= conjunto) • 

AGl.- Axioma de extension~lidad 

AG2.- Axioma del par 
' " . . ' ~ . . . ! . J l 

. (x){M(x) __...{~){M(~) ~ (3 iJ( M(c)/\ (u) (f-1\tu)~ (v(: e .tt (v=x v u=~)))))) 
AG3.- Axiomti del conjunto nulo (este axioma es consecuencia. del 

re'sto ds i.os axiomas, sin c'ontar. a AG.6) 

:·Al14.- Axioma del conjunto suma 

• (x)(tll(X) _,,(,'.B)( M('!) J\(V)(Mtv) ~ (VE: 'j~ (J v)(M('!r) A V ev (\ V(:' lt.)))J) 
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AG5.- Axiomr. del conjunto noten:cia 

( )() ( N\tx)- (3 'j )\M l~) ¡\ (V }(N\( \) )-'7 (v ~ ~ - V !'.;: X)))) 

AG6.- Axioma de intsrs¡;cción de clases y conjuntos (este e.xioma 

· es consecuencia del resto úe los axiomes sin contar AG3) 

(x)(Mlll) - (~)(3 2) ( W\l"a)" lv)\M(v)-- (VE: c. _..r ( UE: X /\ V~~))))) 
NotacicSn: 

a) Abreviamo!" {lN\{ll)l\M('j)r.tv)(vE:c~(u=ic. v v-::~))) 

V (,M.(Jl)I\, (Ml~))" (U){Vf~))) 

con ~:. \x , "J) , " ';! es el par no ordenado: de X,~ " 

b) Abreviamos ((3x}{31:!)(~={x,1j}/\ x:::{v,v!/\ ~.:{u,lr)}) 

con =!. :(u,v) , "e es el par ordemido (v,v)" 

e) Abreviamos (nx) {c:(x,tr)" xs (t,u))) 

con e:: (t,u,tr) ,·" 1!.. es li;. tercib.ordenc;dr (t,V;\.í)·1 , 

AG7 .- Axioma de reem?lazamiento --····k .- J-
(i<)((<v) (Mtv)_;,.(3A)((C3tu-)tMt1r)11,.(: (u1v)';. ~f: x )))))- ;i--

(V) ( N\ (V) - ( 3. V) ( IV\ (V)./\ ( t ) ·. (tv\ l ! ) - ( t t: lr -

(3w)(wf: v f\ ni= (w,t) 1\ ~€: l< )))))) • 

Observación~ este axiomr-. hs. sido enunciado de ci'.'!.ner:'. es

pecial para que aparezca como aY.iome. y no como esouem!:1 

axiomático (compare se con el R:.iom:= AE6 . de ~ FC.. ) , 

Axiomas de existenci,a de clases 

El siguiente grupo d.e a:iciomae tiene como -orincbal objeto sua

ti tuir el esquema axiomático de co:nprensi :fo, par11 que r::l número 

de axiom·,;s de NBG se::> finito, :;iendo estr1 cu,lidnd la mf;!s va

liosY de e~te sistema. 

·"' -~· 
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"Existe un~ clasf~ X cuyos elementos son orecisr'mente 

pt~rejas de conjuntos (v, 1r) tales que VE.V ". 

"Para todo par de clases X , ~ existe una clase ~ cuyos 

elementos que son conjuntos son precisamente aquellos 

que pertenecen a ambas clases", 

AG8,).- (><.)(3~)(v)(M(v)--(\JE: i!:- Vf x)). 

"Pa.ra toda clase l<. existe otra clase e. cuyos elementos 

que son conjuntos, son precistllllente aquellos que no ner-

tenecen a X ". 

AGd,4,- (x){3i!}(v)(tl\(v)...,.(1.1~ ~~( 3.()(3v)(t.f\lV)I\ ~== (v,v} f\ J. E: x ))) 

"Parr: toda clase )( existe otra clase 'i!. cuyos elementos, 

que son conjuntos, son !Jrecisamente aquellos que son. el 

primer elemento de Hlguna pareja de conjuntos que es 

elemento de X • En resumen, el dominio de una clase es 

una clase". 

"PRra toda clase X existe unR clase ~ cuyos elementos, 

que Son COnjU.~tOS 1 Son preCiSRmente aquellos que Son 

f.lgune. pareja de conjuntos cuyo !lri:rier elemento oarte-

n.:ce a ·.X ". 

A'J8.6.-. ()!..) { 3~) t~) (.(6 a - (3v)(3v)(3 wH 3 'J) 

(M(v)" M{'ll')I\ M (w) /\ ,(e {v, v, w) 1\~ E: x A Y?:(w~v.;1r))). 

"Dalia \UH>. clase )l. , existe UM• cla:Je ~ cuyos elementos 

son. '.rotaci0 .e:;; a lP izr;1ÜB!'d:·' de tercia:; de conjuntos 
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que 9ert..;necen n X " , 

AG8. 7 .- (/'I) t}~) 0) p E':~ - (.3 v)(3 tr)(3w){3 'i) 

(tl\lv) rdv'\ l v-) f\ M( w) f\ ~=:(V, u;w) /\ ~e; x /\ ~::: t v;w/v-))) 

"Dada una clF.tse X existe unll clRse :. cuyos elementos s~n 

'permutaciones• de t11raias de conjwitos CJUe ~e.!'tenecen a X" 

AG9.- Axioma de infinitud 

(-3 x) (M{x) /\ (~) ((Ml~) "(i: )( ~ f/: ~))~y Ex.)/\ 

(v)(w)(~(v)-(vE: x-((v)(ve:w~(v~ \J v V"::: u))-w~ x')) 

AGlO.- Axioma de elección 

Reglas de Inferencia. 
. .. 

Como re.glas dt'! inf~renoia tomamos las de costuinbre, que 1rnn: 

1) iWodus ponens: f es consecue~cfa de V- f y .\f . 
2) ·}ener<'lizc.ción: (X) f es ·consecuencia de f , 
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ftrJDinos Clase. 

Cuan4o sea necesario, usaremos ab:re'fiactones de ciertas 

:t6rmulae de f-Fc. que recuerdan la notao16n que generalmente se 

'lltiliza en la teor1a de conjuntos intui tin•;,; 

· Si f(Jt) , 't'{t-) scm :t.b.f. que tienen a 'f. como posible 

7 dnica variable libre 7 ~., ¡ 1 w son Tariablea, ·entonces 

•abrettamoa• 1 

e) f(t:l 'f)OY" ~ 6 { ..c. / -te ,e)} 

2) C..31) [J .. w ~ <•Hi• l. ~ f(.f:))J POY" f-¡;/ f b.~Jc. w 

a)(3l)['fC¡l ~ (1:)(ite.J ~> fe~))] pow- f>t/f(v.)}• { ,i. / lfl(at)i. 

Observacimu 1 

l·~- De acuerdo oon lo anterior, el a:fabolo e ten4r4 dom 

lMl»•l~a, uno como sfabolo del lenguaje, -:r el otro como abrni-a-

01.'án~ péro eate hecho no crear& confusiones, ya que E juep el 

papel de abrertaci6n solaaente oúando aparece ;tUDto a J o a { '": 

. 2.- La.a cadenas de la fo:ru. { ~/ 'f( lC.} l IJOn oonooidaa co

ao drminos\olaae. n sentido de esto ea ,que ai se consideran 

ccao elementos del lenguaje suoeptibles a interpretao16n, podrdn. 

ser interpretados ccao clases (objetos, no necesariamente con~ 

·juntos, cuyos elementos son canjuntos.)~ 

3.- De aquí ·en adelante, cuando digamos que •una meta

-variable de M denota a una variable de e~ •, en lo que esta

remos pensando realmente es que si el contexto lo pemi te, • tJ\ 

denota a 1Dl8 variable de e~ o denota a uri tltrmino olase•~' 



Lae definiciones, sobre todo las que son por inducci6n, y 

'los teoremas de 2-f' correspondientes a la teor!a a.:rlomdtica de , 
oonjuntoe, se dan y se usan de manera pseudoformal. Ademds, damfID 

por hecho, que para cada resultado b4eico de la teoría intuitiva, 

contamoe con un teorema equivalente en 2- s= y usaremos estos téc

remas sin ningdn prejuicio. Para un tratamiento estrictamente for

ll&l de loa teoremas de la teoda axiom!tica. de conjuntos, con~ul

tar el libro de !alteut1 "Introduotié>n to Axioma.tic Set. Theory"'• 

,,· ,,'. . . ' .:\ '~ 

' ~ . 

... ' 

·:1 
; ,··. 

'_.'..,:.·' 

.·:;r:' 
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Modelos• 

Eri la eeooi6n anterior, hemos preaentado a .C:l=c. como una 

teoría de primer orden que axiomatiza la teoría intuitiva de oon

juntoa.; El. siguiente paso ea hablar de modelos de ¡-¡:-e '• 

La manera en que ee har4 Hto ee la que ee •upone conocida, 

ee decir, consideramoe a loe modelo• como eatruoturae del tipo 

lt :: <A .l '2.~ 1 1\~) 
donde A H un conj~to o W\8 olaee, (objeto no neoeilariamente 

conjunto, OU1'08 el811lentoe eon aonjuntoe), 1 'R~ • 1»i~ son relacio

nes ltin.ariae aobre A Aeetinadaa ll interpretarse como pertenen

cia e ipal.dad-~eapeotivaaente• A oont1nuao16n, def1n1moe de mane• 

ra recursiva O.. s::- "f ( ~ re&ltu a -f )ré' 

. ~ ,J Supon,.011 que a. = ( A J 1>·., :C ) •• Tiila HtJ'Uotura nl.., 

oional, 4on4e A ea una ol•••• 1 ~" :C Hli relaoicmH biaariu 

1obra A , H decir, ,, , I S& A1. , 1 1uponpaH que 'f' 
1 

"/ 

ean t .b•t~ c!e ~ 'F C. , que ~,, ~¡ •on 'YariablH, 7 que 

a = ( ~. . .. · a.~ ... ) t: A w 
I ) J 

entonoH detinimOI 

o a.. Fa )(,,: "' ~~ 

~ et t=¡. .. " .. )C. .i 

S .. ... ~ 

e:. •• ... ~ 
3) 'l. 'i, -f ~\. ~o &S Ctcrto ;ve ~ ~ 1 (a. ~ f) 

a. ~ f " 't' ~ l~ c1 t¡' -r y Cl ~ " 

a. t:¡. 'fv \f ~e:.~ Gl~ i º a.~ '11 

a.. ~ f-> f s~ a. ~ t º a. ~· o/ 
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a.~ (.3ic¡,,\ ~ ~Ll. .JA.f;Á a, ~(.t~) f 

Q. '=i f 88' le:e a.. realiza a f en a ;;-
Decimos que et -= f , et. realiza a f • sii V a_ ~ -f 

IA.I:: A°" 
Te.mbidn decimos que· ea modelo de sii 

a.1= f 
Obaervao16n 1 La 4et1nioi6n 4e modelo que hemos adoptado, 

••ta hecha a un nivel metalingtliatioo ma7or con respeoto 81 len

&Ua3• 4e IJ'O, 'T ta, por tan.to, una detinioi4n aem&n~ioa. 

Hemos heoho esta ob•ervaoi&l, porque en Z10 ea po8ib~e "de• 

t1nUr11 el oonoepto 41 eatietaotibilida4, 11 4101r, p¡iiM cac!a 

t.b.t. i de ZPC existe una f5rmula .Sf (M
1

1>
1 
I) ( M,,í>, I 

i•mnoe olaae), que intuitivamente dioe que < '"4 1 l>, ·.r> \=" f 
pero, desgraciadamente, a'dn fijando laa variables que El.parecen 

-,_loe ee~uemaa aXiom4tiooa de ZFO (por ejemplo, tomando ~••"'t,KJ, 

'li'•1 '11C"J ~ .. , 'ICi, en lugar· de {~ ,r., ~ / ~, v / r, ..u. ) ~.os axiomas de com

preui&l 1 de :reemplazaalen'ft'O permanecen como esquemas, 1 por lo 

tanto, el nthiero de axiomas de ZPO ea infinito. 

Eete hecho. es importrmte , ya que si el n6mero do a:: i ornae dn 

ZFO hubiera sido finito, por ejemplo A, .1 ••• ,. A VI , ~)c~riatnNJ 

haber tomado las f6rmulas St., (MJ t>, 7-) 1 5A·i. (1-1, i'1 :r.) J •.. , S:,,, (r{,·,:;i) 

y juntarlas en la •f6rmula• S A1 l"-IJ ?¡ J:.) " St.]. ('"4~ P, '!..) 3 •• • ·' ~;1\,. 1 {~A 1 'f11 T.} 

que dioo que ( M J 1> 1 l) es nn modelo de ZFCo 
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.. 
Pero no es este el caso, y si qu.eremos una f6rm'illa 't'(M,P, 1) 

de l:: FC. que "diga" que (M, ? .. !) ea: modelo de r Fe 

entonces ser!a necesario que "ari tmetizaramos" el lengua~e de 

~ F C ( haciendo esto, las t6rmula• de ~¡:=c. aer4n n-dmeros) 

para as:( tener una f6rmula 5 ()(, '>') en t FC. que ezpreae la 

funci6n de la aetateor!a 

tal que 

R()<) = ~ 

ai X ea el ndméro de una· inatanoia de esquema axiom4tico 

de reemplazamiento 

R(><)-=O ai no 

y, de esta manara, la f6rmula 

donde 3-l(~) ea la f6rmula cu¡o .ndmero es x 7 "dir!a• que 

< 1'11 ?, I) f:. "Axioma de Reemplázamiento" y, de la misma ma

nera tendr!amos que construir 'ID'la f6rmula para decir- que 

(M, P, 1) t=. "Axioma de comprehensi6n•. 

Finalmente;. haciendo la conjunoi6n de las f6rmulas de eatis

factibilidad obtenidas para cada axioma, tendríamos una f6rmula 

en i?: Fe que 11 dir:!a 11 
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En cambio, NBG tiene un mSmero finito de axiomas, y tambi~n· 

· para cada f6rmula f de N:SG, existe una f6rmula .S i' ( M/P, 1) 

( M.1 l>, 1 variables) que "dice" que (M¡'P1 !.)la f y, por lo 

tan~o, existe una f6rmula en NBG, la conjunci6n de S4, (M, l>1 I.), .. 

• • • J S4,. (t-t1'?, I} donde A1.1 • \' / A VI son los aXiomas de NBG, 

que dice que < M1 '?, l.) ~ N 8 q. 

A pesar de .la considerable 11ve11taja" de NBG sobre ZFC, 

este 'dltimo se sigue utilizando, tal vez por tradici6n y, en. 

algunos oasos_, predileooi6n, por ej.emplo, uno podr:fa pre&f.ntarse 

porque. Cohen~ que trabaj6 con ZFC, y no. cron · NBG; la reopuestn que 

el mismo Oohen da, es que, a su modo de ver, NBG 11 es menos n!?.tu-

ral" que ZFC• 

~ lo que sigue, detallaremos un poco mds como se define 

el concepto de mode1o dentro del sistema ZFC. 

Modelos en ZFO. · 

El objeti'\'.'o principal ea : dada una f6rmula f , de:f'in.· ' 

una f'iSrmula Sf (...i 1 i> 1 :¡:,) con variables libres H1 'P, 1 (mode~ 

lo pertenencia e igualdad) que diga que< M1 'P1 :t) l= f • 

Esto lo haremos de manera recursiva segdn el ndmero de 

conectivos que aparezcan en -f 
1) < U/I>, l '> \::: X~ 'J ea una abreviaci6n de la f6rmula. 

X& H " ~ e: t-.t ,, (,e) ( 1. :! e 'i- 1 ~) -~ ~ E: '"P) 

. < k-1¡'P1 1. '> t=: ')(. =- ~ es una abreviaci 6n de la f6rn:ula 
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2.- Si fl y lf1 son fórmulas, entonces 

Cl..j < M, ?, I) \=: JA /\ \f e.a una abrev1ac16n de la fórmula 

b) · ( M 
1 

'P .1 1) t:::. JA V ~es una abrev1aci6n de la f6rmula · 

{ M/ P, 1 ) F ~ V ( M; ?, 1) ~ \f' 

cJ '( M
1 
?

1 
I ) 1:: 1 JI éa una abreviaci6n de la f6rmula 

-, (M1 'P., I) I= ~ 

~ ( M~ 'P, I) f:' }( -> 'f es una abrniaoi~b de la t'6rmula. 

( M; 'i'1 I) \'= }\ -"> < M/í:~ I) F \f 

~ ( MJ 'P; I) 1:-';. ~> Y' ea: una abreviaai6n de la f6rmUl.a 

( M; P, I/ t= ~ <-> < t<'/P, I) F' '+' 

V ( MJ 'P
1 
I) \= (x) \V es una abreviaci6n de la f6rmula 

()(') ( i(~ M -?--> < MJ ?" -r) r- 'f) 

:}) < IV~ 'P1 I) !:= (Jx) 'f es una abreviación de la f6rmula · 

(.3x) (xE- M " ( M/?¡ r'/ 1: l\') 
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En el caso en que f> sea ~/f\..i e I sea =(,._¡ , escribiremos. 

tJi r- f en lugar de L tv\, ?, 1 '> \- f · 

. ObHrvao16n.• CUando a- es un enunoiado, la f6rmula M \= o-
18! equivalente a la t6rmula que defina Cohen en •set theory an~ 

the. ocmt1nuum hypotheei·•" como relativ1zaci6n de 0- a H • 
A oontinuaoi6n, escribimoe la definioi6n que da Cohen de re

lati:nzao16n 1 

'-':i. Dlf ... Si P(~) ee: una f6rmula oon una variable libre, 

entonces, para cada f'6rmula -f definimos en forma reoursiva, la 

relativizaoi6.n de i a 'i' ,, f f' como, 1 

1, .. Si f-:: v E:. V- entonces fp"' f 
Si f : V " lf entonoea. f P "'- f 

2 ... Si f::. A 9 B donde 8 ea un ooneetiY.o l6gico, entonces 

f f' -=- (IXr) 18 ( e:iri) 

)'.- Si f = (i<) ~ entonces 

Si f" (?l><}'f entonces 

-,- ... ---····· 
-fp-;< ('¡(l(~l,¿~ -.) ~~)"··-~·--·º~----···· 

i P ".! (.:;~ Ht(i<) :, \.•/.:,) 

Con la ayuda del ocriioepto de rel.at:i.vizaoll.6n de una f6rmula, 

~odemoe definir eatiafactibilidad de otra manera 1 

. q • .3 Def ... Si(-::[~/ 'P(x)j y a ea un enunoj.ado, abreviamos 

Op oon C \:: O- o oon <.Te. , 

Aclaración.- Usaremos el s!mbolo \::= con el siguiente ei'gl\1 .. 

ficado que ae di6 en la primera definioi6n, M4a; adelante, usaremos 

otra vez este a!mbolo para definir expresi onea d~l tipo V e\= f, 
pero oomo siempre, est9 no ee motivo de. preocupaoi6n, ya que el 

significado ser~ segdn el oontexto. 

.:.· ............ 
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.feoeeitaremos tambiln la siguiente definioi6n : 

~. Lt Det .- 51 ~ , ? , I , eon va:r1ab1ea (olaHe) entonoea 

l.H1P, 1.) ti f. ea una abrenacUn ele 1 (<..MJP.,1) I= f) 

Otllló babfamoe comentado antee, debido a que ~ f tiene una in

finidad de axiomas, eeta noo16n de eaJiafaotibililad (:::. no •• •

tioient• para oonetruir una :t6rmula de ~ ¡::. que 11diga 11 que Jllla • .,.. 

tructura ( t--iJ 'P, I) dentro de 2:--1= •• modelo de -t ~ , ea decir, 

ni) eziate en l F una' t6rmul.a • (t-f 1 P, 'l) \:= 2:- F •, nn eabar¡Ó, haoien

do una m.ezola entre el dY•l e~nt,otioo 1 el u•t100, podt•o• de-
. . 
f'inir, de forma mtla o menoa eatiataotoria, que •if;nif'ica que una e .. 

tructw·a ( M 1 P, l.) dentro de ·~ ¡:. eea m.od.ilo de 2:- ¡:: 1 

Dtf .- Si M • ? • .I • aon variable• de e F • dectlmo• 

qu• ( M J p, I) es un modelo dentro de 2. +: de u: lllli para ~olo 

anoila i de ~ I=". n tiene qu• t.F ~ (l. t-11 P, I) I= f) • 
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Modelos Booleanos. 

Existen varias maneras de llegar al oonoepto de Foroing, una 

de ellas ea a trav4e del álgebra, eepeoifioamente, a trav~s de 

loe modelos booleanos. 

Empezaremos deeoribiendo el concepto de Modelo Booleano a 

travle de la idea de la funci6n caracteristica. 

En. lo que sigue , al mencionar la palabra conjunto, nos es

taremos refiriendo a la idea intuitiva que cada uno de nosotros 

tiene de oonjumto, ee decir, estaremos pensando en el modelo in

tui u vo 'L{:: (V) 'PJ r ;> • 

Como es sabido, a cada conjunto >< se le puede aaooia:r 

una funo16n oaraoterietica: 

[
I SL (.(.~ )( 

()(: v-=> {o. fl ·r· (,do..):. .o , J ~:_ CL¡i.. X 

De esta manera, puesto que C >< y X son reOUpb:-('tblo~ 

cada uno a trav's del otro, podemos pensar en \.J como en la 

clase. ':V de las funciones caraoterist1caa de los oonjuntoe., 

El ~ico defecto de este punto de vista es que no es independien

te del plUlto de vista anterior en el siguiente ·sentido: si en 

un momento dado quisieramos saber, por ejemplo, si el oonj'Unto 

representado por (y es elemento del oonjunto representado por 

·ex , tendríamos q~e averisuar cual es el conjunto que repre

senta C.y , es decir, tendr!amos que encontrar '/ ('estamos su

poniendo que solamente contamos oon las funoi ones ( x y Cy ) y 

entonces, al aplicar C.x a 'I sabriamos si el conjunto represen

tado por (.y pertenece al oonjunto representado por C..x · º 
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La soluoi6n a este problema es en oier~a manera natural, lo que 

hace falta es modificar ligeramente Cx de la siBUiente manera: 

Ahora <-,e 7a no tendr4 valor · 1 en loa elementos de X 

aino que tendr4 valor í en las funoionea que representan a lo• 

elementos de X • De eata manera, la modificaci&l ~ de C..JC 

ees 

e')(: c. V -'i> lo,!} ·~· [
!

0 

S~ z.::. Cy f. a.. Y(;: 'X 

(.',, (2.) : 
"' s;.. no 

Ya que heaos obtenido la (~ oorrespondiente a oac!a oonj11Dto 

·x , podmo• oonliderar la olaae U'- de toda• la• tunoionH 

e~ • Llamuemo• a loe elemento• de V t. oonjuntoa 2--valuacloai. 

Oom.o deoíamo11 anteriormen~e, i('I. ea una copia de t( oan 

la ~1.guiente propiedad: Para decidir 11 un conjunto 2-ftluado X 

pertmeoe a otro oonjunto 2--Taluado Y , •olaaente ba7 que oalo• 

lar el Yalor de Y en X i 

u!, lo• conjuntos 2-Yaluadoa ion f'anoionea oon 'Y&l.orH.en 

f OJ iJ 7 OUJO dominio oonailte a au .,. ... de oonjunto• 2-valuaclo• 

(e~ate una oierta analogía entre eau• hechot 1 el de que loe ocm

junto• consisten de elementos que ' su vez aon oonjuntoa).' !n•e

gu14a •e nota que ha7 un matiz recursivo en la naturaleza de 101 

OoDjuntOI 2-Yaluados, HtO SUgl ere que podr!amoa haber comen u.do 

definiendo V l.. reouraiYaaente. 

·El tratamiento reourli Yo de laa 001a11 en la teor!a de con

junto• ea muy o~odo aunque 1e pierde un pooo la or1entao16n que 

4a el 'pensamiento intuitivo, a oontinuaoi6n definimos V 2 
recur

sivamente. 

Jara todo o< é o fil definimos 

Tr_}--.rx·/ "l v._, l x:A-::><- y .L'.\ e v~ f'· a. f < o<]. 
' .... 



y definimos 

tJ•= u u~ 
qE:O/\l '< 
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El siguiente paso es sustituir 2 por un algebra ~ooleana 

completa B • Intuitivamente,. lo que se logra haoer co~ a~t.o, 

ee "extender" la nooi"n del oonoepto de pertenencia en el senti

do de que al existir (probablemente) de opciones, aparte de 

O 7 J , ae puede pensar en grados intermedios de pertenencia 

de un elemento en un oonjunto. 

As! definimos : 

tl/J::. {X/ X: A-) 'B y Ac.. U/ f· CA 1 ! < ~ J V.,,._€: ()tJ 

f!i 5 U=-VU:C 
"(e60~ 

!l. objetivo inicial, era decir- lo que eritendtmos ~or mode

lo Booleano de la teor!a axl.omatioa de conjuntos, y lo que he• 

moa hecho hasta ahora es: Dada Un algebra Booleana completa 

f'ija, describir. iJ 6 
• U¡; ser& tomado como la base del mo

delo 'IJ..6:: (tr~ I~ ?ª) al cual llamaremos "Modelo '8 -valuado de 

la teor!a de conjuntos". Estando en este punto, lo que nos falta 
. -P.> 

hacer ea detinir, de la manera m4s natural, las relaciones l y 

"f !> que estdn destinadas a ser pensadas, espeoificamente, oomo 

"igualdad" y "pertene~oia" en U B • El camino que seguiremos 

para definir dichas relaoionesn ~o &e del todo directo, pero prQ

oµra aer lo m&e natural posible. 

4.~ Definioi6n.-

Si (o<,.Jo(2.)/ (f,1(3¿)é OrJ 'KON· et11: . 

. (o<., qz.) < (~ . .) t->J 'S~~· 
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'Wt~ (oi.,I O(z.)-:: l1io.X (f',)pz.) 1 a,-:. f1 J o{¿ l., f-'1.. 

~.i Af1rmaoi6n.- < bien ordena a ÓN 'i(O#J 

D•: 

(i..L) Si. (°'•.1 f'·) < (<~\.1·f3z.) 'f (c<i) (5l) < ( o(J) ~!,) 
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entonoea, para ver que (ci<,J f.>,)<.(ol.~,t-'3) e• neoHario analizar· 

·. 9 oaaoa posibles. Como ejemplo, solamente analizaremoe uno d• 

elloa, lo• dem4a eon igualmente aenoilloa. 

Suponga.moa que 

~A..)( (o(, J ~.) ¿_ Wtll.)( (ll(z.J ~i) y ~ {o1z.,f.>2.):: ¡y¡~(«~ ,6J) 

\[~~) .se. o.. n (o<., ¡s, ) / (oh) fbi.) ~ OtJ ~ ON 

C~o . O IJ · eet4 bi •n ordenado, tenemos que: 

I . . 
o Hul..,¿ (p(, 1 f.>,) = n1c-...x (~ z.; (->¿) . 
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Si se diera óualquiera de loe dos primeros casos, tendriamos 

• , sin p&rdida de generalidad, supongamos que 

Lomo ('1 L¡':>z. o' ,~. -:o- f'~ , forzosrunente 

(~11 f;l,) ( (o(~('l) 0
1 

(o(z1 f>J < (ot,1 ,~,) Ó (v<),tS,) = (...¡t1 ~.,). 

(t v) ~ e a.. A e ON X ()tJ I A =I: </; / ~ t'/ ( • 

consideremos la clase 

.', A{ -:# ~ J /. A~ tiene elemen~.o m.Ínimo. 
'--. ----·~ ·.·-· '~-

c. . . ) 
..i~~ a.,= WlMt A,. 

Seo.. A,::. {l..t><;f;,)€:Ah..,1o.-t (()(1 ,s).:: a,Jc. A 

s~ A 1 consta de un solo elemento, entonces, eete será el 

m:!nimo de A • Si A 1 consta de m4s de un solo elemento, entonces 

consideramos la clase · 

y S.e~ 
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consta de un eolo 

elemen1io, entonces, este aeril el elemento m!nimo de A • 

Si A'2. oonata de mita de un elemetito, ooneideremoa la clase 

Pordl.timo, oon•ideremo• la olaae 

A3 tiene un solo elemento, POJ'que 

-:> Ct-= a.~ ! x = O.t. -) (x, '1) = (ai ,o.!i)} 

, '. (tlz.J o.~) aeri. el m!niao 4e A 
. ', < bien ordena a O/V X O¡j 

< •• oonooi4o eolio el orden oan6nioo de O/J X OtJ ) 

Haber 4efin1do el orden· oan&ñoo de 01-l X. OIJ H importante 

porque ha7 oaeo• en lo• que ea neoeeario definir un oonoepto que 

4ep~4e, o eat' relacionado oon parejas de ordinalea. 1ln Hto• 

oaeoe, la reourairtdad ea una herramienta poderosa y, una vez de-

finido el orden oan6nioo en O~ x. ON podemos -aoer uao de ella. 
e 

~.lDetinioi&i · .• - Para todo conjunto ~ -valuado X'E. U 

4tf1nimoa.e1 rango .de X , f>(x) , de la siguiente manera.a 

~('i<) .·.~ N 1 N {o<~ ON I )( "- V]... 1 
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.- Para todo l ><,y) f U >< v definimos 

por recurei6n sobre (el-.(\ e (y)) , lo siguiente 1 

Ne. (x,y)-= Su? ( y(z)• N: (c.,x)) 
i!i: ooi.1(y) 

Observaoi6n acerca de lae dos definiciones anterioreé: 

Se puede pensar en et)<.) como en el "nivel" al que pertene• 

oe X en la oonstrucoi6n de V e. . , H decir, {'lx) ea 81 'nro:.. 

mento" en el cual ea construido X • Se puede probar, direotrunen-

te, a partir de lae definicionea de eút.) 7 de V,;.e:i , q,ue si 

x~ '001.A (y) entonces f(J<) 4~.el'/) , adeill&,: 

(a.) SL e E: t)o¡..j (y) t:nt. eti)¿_ f()') y 'POI" lo t.a.vrto 

(o \!Vl~)! f{'c~) / eLyl \ == el)(\ :1- eLi) < ecvJ -~ 

-> ( YV\A.~ l eCe) I etxli ~ etid } et-e.)< f(i<)) 

<'l.) wh\ Jl fe~), Pt y) 1 = ~ ty} }· m,i:t !ecl:)) etx)} "' ec~) ~ 

etc)< ety) -) W1C"il ~e(1:) 1 f(x)~ < H1eti [ flx); f>(y)J. 

(3) hJO .. X: f fl1<) ¡ e(y)/-:: f()') } \lll\.)'.: f et e)¡ f(x)}-:. e(x.). ;} 
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et)();; f(YJ -> n1cLx ! et~), fC><iJ = fcx>< et'/)= mo..~ r etx)1 evJJ 

\q). \'Ht'\.X ~ €>ll<}) ety)/= ety) J n'IO..t.tf(<:)1 f'(>d}~f(x) Je(><)= e(y) 

se reduce al oaao (i) 

(eti\ ely)) < (e<.i<>) elY)) ¡a.. ~u~ 

(i) ~10.}l 1 ftx) / ~ly>} :: e( y). 'j e~\.( f>(x) -:> 

-> nto..x lE't~>,elv>J= H11X.>!{el~),e(y)11 e(c)-'eti<) 

\2.) >n~>< H'l"), ety>} = etx) d Yn"-X' i eCc) I ety)~ :: ett) :F 

· e(a) ( f>(¡c) -> n1M f E'(l\ e\Y)] < mo..tÍ~(x) 1 etyJJ 

(3) }liiet)l f et)t.)1 etyH = ~t)() } \!YlOl.,1( f elc)1 ecvH = e(y} ¡ 

e(l<)1: f(y) -) n1~X' re(·~\ e(y)J-= etyr<- f(><)=- mo-.')( f e(x)J ely)j 

\4) vi1c4.l( i et><), e<v)} = f(x> ¿ Wlllx ie('l1etyJ~: etv) J et'/.)=e<'I). 
se reduce al o~ao (1) 

Por lo tanto, la def1nici6n •tle Nr: 7 N-::. ea, correcta. 

Como quiz4 se habr4 notado, ln de!in1ci6n de t·h. :1 N.::. 
está orientada para satisfacer los siguientes requisitos naturales 

1.- Por su}luesto, si '')(e '\)o/14 lY) , un valoe deseable de 

,J,.()l.,y)ee YU<) ( la 111liedida.i1 del grndo de pertenencia de x en 



pero :podr!a da:rse el oaso de que existiera una ><' ~ POf'l t Y) tal que 

la "medida" del grado de igualdad de X' y X fuera 11 bMtnnte11 

grande. ( IJé (><,.y}>> o ) y que y(~')> )"(x) , en· este caso, si hubiera

mos tomado Ne:(.)(,y): Yl1<l, eatar:!amoe subestimando, de alguna ma

nera; la "medida" del grado de pertenencia de X en Y , Par~ 

evttar que eeto suceda, lo que se haoe, ea buscar, en Dol'I l y) 

la t:. que simultaneamente maximice y Ce) 'f N-= ( i!:.J ><-1 • 

En s!mboloa, 

Nt: (><;y): SU? ( Yt~) • N: (C._, x)) 
.?.é tlc'M(Y) 

Oabe hacer notar, que al detinir ,.;, (;.i.,. V) de esta manera, 

abaroanu)a tambiln el oaso en que )( i:. Oot-1 <.y) • 

2.- De la misma manera en que la definioi6n ae N0; (')(,y) sé 

apoya en la de:t'1nio16n de N= (1.1.1 i.r) para (U¡ u·k ()(,.)') , 1a defin:! .... 

o16n de N-:: tambiln se ªP.ºYª en la definioHn de Ne: • 

Oomo estamos pensando en. N= (x, y) como en la "medida' del 

grado de igualdad de X T y , y como de alguna .manera >< ;r y 
son conjuntos (conjuntos 'e, -valuados), lo más natural ee q,ue la 

"medida" del grado de igualdad de X y y dependa de ln "medida~ 

del grado de per;tenenoia entre U.. y '/ ( Lt r: Uot.A ( x) ) y de ln 

"medida" del gl'ado de pertenencia entre lí y X (~-<;\:w¡..l(y)) 

- recordamos que dos conjuntos A y; í5 son iguales si ACl3 '{ f?ic.f-1) 

Heobas estas oonsideraoionee~" la definioi~n 

N::Cx ... Y)= INF (xü)-> ¡J,(~Jv}) 1 INF (Y(t);,_>tJn~;><)). 
i<::\)or-1(.x) ~pQ.1(y) 

resulta natural. 
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)l.- Como el ob;l•ti• e11 oon11truir un aodelo de la teoría 

axiait'tica 4• com;luntoa; 7 ooao N E: 7 tJ ,., eat«n peneadu 

crcao •perienenoia• • •fpaldad•, ••natural ped1ir que la detin1 .. 

oUn de NE:.. ()(1 Y) 7 N= (><1 y) aean un reflejo 41 4o• t6raula• que 

Hll teoraaa d• la teorfa. Htae f6rmulu 11on1 

H•oa 4ef1n14o lu funoian•• anter:t.or111 con •l prop6a1to 4• 

4•f1111r 1u nlaoionH 'Pe> (p1:rtenenma) • I & (igual.1!&4) en 

·V :;;, 7 ad tener ooaplta la •~truotun 'tl 8 
':11. ( V~~ 'P ""' 1 '-) • .. 

••• ta:r4Íi~ ye~imo• que. 'U 8 t: 2-F JIU'& tota •1pbra !ool•1a& B • 
'f ,'I Detinio16n é'• Si >< J; '/ Ha oan;lunto• S -ftl.uado• 

entono•• 
('i ... y)epe, s· . .. .. "'" (xJ y)• 1 

. ~ ~~ {xJy)-..1 ()c.,y) ~ I . s· . 1..l.. 

Pan 'S fi;I•• ·U P.> H aonooiclo oomo el modelo '.B -ftl.aa4b 
49 ~ F 7 •• d1ae que· 'U.e, · •• 'llD aoc1110. JloolNDo 4• ~F ..• 

,, 'e . 
Para IÍolarar un pooo ... •l oonaepto a. \.\ ' 4ao • om-

tinua~Gll al~o· •;l•pl,oa. 

<O u,ª= ~. 

V¡~~ e { ~ r (: ~ •• la tunoi 6n vao!a, la inoluai 6D 'de t6 . en B) 
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(~) vl,~~~H : ~ x/ X: A-~ 'B I (A e <ti f> A e í<Pl)J = 

':?'- { ></ ><. : szl -:> B tf. X ~ f; J -'> 1:>} 

4enotéao• por !~i b a la funoi&l )(: {'J -) 'B ·+ · )(l~) = b 

entonoH 

Vi:.tm = f ></ x: f ~/b P· a. b" 'BJ V f ~/ 

{4) tV-: (,i<')::. llVF (~i)-) tJ'"(!:J<P))• INF l<X.t)-)fJE:(t,</i)}:: . 
L!t-~l!J): <J> l,.i:l):l.(lf):~ 

-=: L·l -=i 

(5) NE (9'J d) ::: Sv'P Üb(~)· Ns (iAJ>)': O 
. -tt'-OCY-4(f):, 

· ~) N~(0E f~Jb) =Su? U~lb(i)·N~ t~><iH= 
• UD<»-1( l~li.) 

:: ff>h. (~). N:: (<d;f6} = b· i = b . 

. (1) N .. ( ~ J f ~1 b):: IN F ( t;6lc)->Né(i~ f~h.))· IN F (f <P~ble)-)"1~(2,~)) 
· ~t'OO/..I~) e~ · r!C:Dot-l(llllb) 

·= i· (ftl>Jb(~>->Nt: \~;<b)):: b't o·-: b' 

{<f) N:: ( f<.6/b I ~} = \N F (f<Plb ( ~) ->N~ ( ~.J p))· INF (fP('=) ~> 'tJe: (1:) l~íi.)) :: 
. ~~oo.1({'1lb) . ~tWMl9'.>)•</J . . 

::. (f\ilbl1W·;_::- Nd~1 ~)) • i .. 6' +o ::: b' .. 



(¡o) NG U~Ia..1 [ <Ph) = 5 V P ( 191/b~t:) · N= ( 'tJ i ~ l~)).::. 
UD~ (~;h,) 

=[~lb t4S). tJ:(~; f~J<.1.)= b.a.~ 

( H) N= ( f<6J«-J 1 é i b) -= ltVF ([~Ía.(~) -> Né ( i!:.1 { '6lb)) • 
tEOOM({;/c:1.) 

• \tVF ({~/b(t.) -'>Ne(t.1 l'6lo.)):: 
e.~n~ U•Hi.) 

= ((~/(¡,_ (~) -> N .. (~J l~lbU· U-/b ~)-> N~ ttJ I i'lo..\):. 
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Obeernaoe tamb1'n que la 'r•laoi&l IS 4•t11li4a en V 6 
DO 

•• la relaó16n identidad, pero •1 · •• una relao16n ele equ1Tal•no1a • 

. · 'In otras palabras, pod•o• ]'tnear que en la .. truotura 'U. e, . 

e:li•ten varias •oopias• 4• un mino elaento, por e~em.plo• 

fV:: (fll\, i;d) = INF (.fo((~\->~' (t., saS))· INF (;tb) -> tJ~ {!,f.,)) = 
!EVOM(f,.) i'b.I(~:.~ 

. ~1NF ( foi te) -> Nf. (cJ '6)) 
, Hb-1 (")=V~~ 

pt:ro f lx) = o \/'¡(, u~e 



•• dto1r, eneten muoh&s oopi'tle' de fl (la tunoidn 'V!ad&) 

en ve. • 
K&s adelante, en algunas ooaliionea, neceai taremos t\e tina c'te

:finioUn que H ~a émenaidn de las definioiones de N"= 1 'N:: ~ 

En Hta detrin1ci6n usaremOI el Oonoepto intuitiv.o de "enmoiado de 

la ttorfa intuitiva de conjuntos", ETI~, que ae puede precisar· un 

pooo 4• la 1iguiente manera a 

1.4. \o ie'• Si 11(, d E:. V , entonctta x l 'd ea un ll'.rIO 1' 

X = 'J. ta: un ETIC, 

11.- 81 f> 1 G\ IOn ETIO, entono•• \ (/' Q) 1 ' ... ? .0-.ti) 

aon E'HO. 

·-·- .. 

111.- Algo ea \Dl ETIO eii ae puede probar que lo .ea medii:i.n·te . 
• 

(i) 7 (iil~ 

... ,_ 

~.11 Det •""Si. Pl"11k, ... ~ .. )es un emmciado de teorfa de conjun

tos, que baca referencia exactamente a loe conjuntos Y,,J )14 , ••• x,, r:-v. 
definimos Npb1, · •• ,Y,;..) de la sigu.i'ente manera : (esta definioi6n 

depende del 4lgebra 13oolea.na de la oual dependen 1'-l r, y N . .,. •) 
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Np l'l-·J···,~"') := N:: l"''Jx.J 

u) Si.. 'P(~.).' •• ~.,) <ZS Cq('i,.,, .••. ,'I:~) e-Rl~13···~~11)1 

<z:11.t Nrl-,;,, ... , ~V\)::: NQ(~,J···}Xi)+ NR(i,, •.• ,i<. ... ) 

Ltt) S~ 'P(x., •.• ,~"') q:s ['vto C?tv.., ... ;~11)] <Ótt 

N r t "'·, .... > i-11) : :: l Nq e )l.,, • ·:) ')(.,))' . 

i.tr) Nr t~'l"º} ~")se d~tine en fol'lll& m'1op a laa.;ouo• 

lt.:) \~~q para loa cH01 a que 1nt1"1•nea loa 

oanecti ~· l6giao• reetanteF.: 

\r) Si \)(-1.,, ···>"-")ea [po.~o..tod..o j Q(~ 1 , ••• ,ji)J 
enteincee denotamoe poit' Q(~¿/~)(1i..,,·•· ~¡_"') all Íllluncd. ... · 

do q~e •• obtiene de Ql~1~···J 1i) al aub1titu1:r it 
por } 7 

"1.) SL "P(~1 , ••• ,~11) rz.s 

[é.¡.1~t' i to..I ~vt q(j1'·"·3~1.) 

an Nrl"'''""°'x") :: su?(Nc'>ll14'1)(~¡,,~ ... ,~c:.iÜ· 
~~V ·. 
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Antes de probar que Te es una relaoi6n de equivalenoia en 

V~ , probaremos algunas propiedades de l\l.t.: y N = que noa · 

eerdn dtilea. 

4. t Aff .- Si v...1 ~ 1 e. E. Ve, y si \'.'(¿, )' .. ~ ~") H; un enunoiado de 

la teolda intuitiva de oonjunto•, entonces 

i.) N -:: ( ){ ~ ~ ) -= i 

Li.) M., ('iC,'P-;. N~lj 3 'J<) 

tv) N .. ('it1}) ·N,, l~ 1 e) f:N-= t-1.;~) 

lr) N-:. (-.<,¡)·NE. ()t.,e.) f. N~C¡,;¿_) 

IS'L) N = ~><,j) ·NE ·(e,~) f. N~(c,~) 

\Ti.L) N: (F,1). Np {~~J'"ºJ ~11) ~ Npt'}i/~) (J.~1)"') JLJ 

l) 1nduoo16n sobre ~ 

SUpcngamoa q~t 

... , 

N-:.(1 3 ~):::: 1 v, . .)-· ~l'pt... ~\~) ~1tt 

. ... ....• ~., 

f'L· ()( 1 ~) = INF ('ll(U4.)-)t-.J~(u.t.))())· !NF()(~\l..\.)-'>l\J<:(v.t.1Y.)) 
W ~'{)~(K) 1J.Jld)Oltl>1.) . 



::=- INF t><tw.} -) f.)'= (1.U_,Y.)} 
\M.E:Ot'M(() 

:: X( u..t) , 1 ~ X.( ut) 

.• N~ (X'~ x)-:: 1 N \= (xcw.) _, Ne. (u.lJ)()) = IN F i = i 
IMEOoMC.x.I IME-~~) 
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(lt) La prueba es oonsecuenoia inmediata de la deftnioi&i 

Ae "1 = . 
lltt) Supongamos que UJ. é 1IOM (.x l 

::: X(UA) • L -= X(IM.) 

Para probar ··1oe incisos (t\,-)(lr) (\í~) , antea probaremos lo 

siguiente por induoc16n: 
,,i 
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. N-.:(){_.y) • Nt.C><)e) ~ N'° (y,,c.) 

(2) 5¡_ f(t:) (O( ~ e( )(\J {'(y) ~e< e11c.. 

N~ (xJy) · N€ (c,x} ~ N€ (~.J y) 

D8m: 

Probaremos eimultaneamente loa tres inoisos por inducoi6r1 

sobre ~ 

Supongamos que los tres inoisoe se cumplen \':':. ·"\ enil: 

-::: S 0 P ( Hw.) / {\],, (v.J1 ~) • N-=(xJ y)) 
W.C::OoM(~) . 
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: • pot la hopoteeie de la induooi6n para el inciso ( ~) 

'f Su? (clw..)· N=(v.>..,y})= NE. ly1 t.). 
uA. E:t>o~l~) · .~ 

St w E: Do/../ (it) e~ t. 

N::()l.;y) • X(UJ..) • N-= (w., e}:: . 

:: 1 NF ( 'l<<I) ->N'-(11 y)}· tNF ( y(J'}->Nd&", )()) • Xl1JA.)• N .. (~,c} ~ 
<Í'f:. DO~ llC~ /f:..00~(.y) . . 

pero, en general, (o.-'> b)a. ~ b , Ja qu 

. (G\. -) b )· (\. = ~o.. + C\.b :. a.b '"b 

• '. por el 1noiao ( 1) , VtJJ.e-oov. ti<\ tenemoa1 que 

N~(-x,y)· Xlv..t\ ·N~(1..U.;,a). ~ NE-(w,y}• N::.l1.tlJl:) ~ N"(~Jy) 

. .'. Sv? (N=l'i<.1y) • X'(u.L) • N:: (W. t)) ~ 
. Ul~ tlOll.\()(\ 1 • • ) 

"¡'-·! 



13G 

~N-:(y,.t.)•N€.(W..;'f)1 poy-lz.l ~f\.lt.(w.1 e) podil 

pero, en general, si llb ~c. entonces ll"- ( b -)c.) ya qµe 

.'. N:: (~d)• N .. (y,.c) ~ !NF (x(w.) -) N~(UÁ).:l) 
<M~Oof.l(!<) 

Analogamente, ae puede probar que 

N;: (xJy). N:Cy1 e.)<. INí-' (e(w.)-> Ndu.':J }()) 
W.C:-QoMl,t:} 

••• N~(X/y)•N.,,(y,i-) s 

~ IN F ('i<(W.) -) Ne- (w.,c.))·"1N r-ca(w.) -)NE (1.1.Á;><))-= Nt (x, l:) : 
\ME: OOM(>C) v..lf' 001'-l(e) . 

• 
Loa inoiaoe (\Y')( v) ( 1r c.) son ooneecuencia directa de los in-

018011 (3) 0) ( t) respectivamente, porque dados tres ordinales e,.J 

eLJ ~ J Si.empre 98 posible enoontrllr\ Wl ,ordinal o( tal que 

O( > ~.,(>t)~j • 
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El inoieo ( \rl'...:.) se pweba directamente por induooi6n sobre 

la complejidad de 'PC 31 ~ •" :i ~") • 

Oomo deo:!amoe anteriormente,, I P.> ea una relao16n ed equiva

lencia en Urb ~ A oontinuaoi6n, damos una prueba de esta afirmaoi6in.' 

4 , 3 Aff .- I 6 es una relaoi6n de equivalencia en V e •: 

L·1.) s~ '(,~'-·vei } (y.,~) e: r" 

f\I ~ ( X,~)= N ~ ( f, ><.) = l. 

L~~) s ~ )( ' j ' e f ve '} ( '¡( I i) J l L e ) €: I ~ 

N:> (x,e:)~ N-.: li-,~) · N,.. (¡ie) ~ i · 1=1 

••. N-: (,i., .;) -= l } (x,c.) t.1° 

Respecto a la desigualdad (L•L) , cabe reoaloar que, al con

trario de lo que podrfa eeperarae,, la igualdad no ue cumple en •l 

oaao general, aunque de alguna manera .podlllloa decir que "0 .. 1• aiem

pre ae o~ple. 

c.t.11. DI 'lma manera m4e precisa, ai 'K t ve es tal que 'll.(1.U)-=-N: (\.l.L1 x) 

Vvt~ tóMl~~ deoi111oa que X es e:rtensional. 

~.ti Aff •"'" Fara todo '¡(.~V 6 existe una ~ e:.-ve , ;J extensio-

nal, tal! que ( -/., 1)~ rt'>. 
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D em: 

YCw..)= NtCIA.l)x) 'duH:Mf-.!(>C) 

. B 
Por supuesto, 'j 6 U . Adem4a 

"· N= ()(..ly)-= IN F(xtw.l-> N(.tll.J.j y))· IN F (ytu.l) -> Nt u.t,x)) = 
1.1.(E:j)O<\l()(} ME l>ON(y) 

= INF (xtu.t)-> N~(1.U.,y)) ·IN!=" ( Nc;.(u.tn<l -) NE.(v..1x)) = 
WE:'tlOt-1()() W.Eo tt""llY) 

=. 1 N F ( X(w.) _, N~ (w.J )')). i 
11.A.é 1lOM()() 

. pci:: ro 

-:: y(w..) ~ + y(w..) ":. i 

.'. N~ ()(.;y)= INí-(xtw.) -> Ne:(w.;'I))~ INF i. ~- 1 
w 6-P~tx) lU (· PoH l )() 

.'. Nl!: ('¡()y) = .i 

por· otro lado, 



• • y ea exteneional. 

Un ejemplo que oonfirma que la delligualdad (¿U) no es 

igualdad en el oaao general es el eigu1ente1 
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Usando la notaci6n y reaultados de los pirrato•,anteñorH, 

tenemoa: 
0 . u:~ \J¡~,l•i} = ~x/x .. f~!b p.o.. bé.BJV{ti/ 

U/"'= f x/x~A->B ~"-' ~ua Ac.·V?.s¡ 

Suponpmoa que 'B ee un algebra Booleana oon un eltaento 

Q. tal que O<O.' l 

. r, u'l!> 
•• t ! 

= O· i + 1 ·U'+ o...)(o..' + 1) =(o +a.)(0..'+ 1):: a.~ +a. = 
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Para tdr :1i:1::1r con e•>tt:i secci,fo, !llostrare.:na .. ,ue ·-:.;i ·1~n •u··. i:1-

.iersión natural de r.J en ve, . 

4.1!Definición.- Si X€. U entoncea defini 1ns por E. -recurr.ión: 

x:={d,1)/!IEJ<.~. 

A VJ!> 
4.!»Afirmación.- Para toda X~ U, X é. • 

Demostración: (~or E -inducci5n) 

:Jea C~={x//E: v 6 } • Demostraremos ··Ue (.:\] u;;rndo 

E. -inducción. 

:>ea X E: U , y supongamos que X~ C . entonces· 

u 11 B 
V ~E X , ~E V , 

::iea o( : -= U o(.~ 
~~)!. . 

/\ B 

~E: v°" 
por lo t~mto x e;; u:·x ti! e;; v:"' B 

" us· e;; vi!. X E: -<ti 

1\ e.. 
.'. x.: V .. XGC ~ x~C 

':JOr lo t1.1.nto, e .. ;ati::;fo .. ce l'cil hi·::iótesis de la €.-inúucciÓn, 

y por lo t•:t."1to C.:.t.1 • 

Por lo ti'<nto, Vxt: V 
1 

X E.. V". 

~.C.. Afir:m ción.- ~li X:/=~ entonces X::/=~ 
Demostración: l),p,G,, suriongamos que x.r;/;:.~ • . ;ea a.E:><.-~, 

(
i\ /1 11 /1 r1- /1 ' /1 {\ 

entonces ó., 1) E: x.- ~ , , , X. -:p ~ , , . X 'F ~ , t::J 

·Las uos i:ifirt.m<:i:rne:; ante;~iO'!'e.s muastr::.n nue, 0:,11;0 ha!,hu:10:¡ 

dicho, exi~te una inmersión de \] en uB·, 



t1li resultado que necesi taremoa: 11141 adelante y que justi

fica lm peoo mde el nombre de inmerái6n de " ee 1 

4". l Atirmao16n .- Si x , ~ E V entonoea 

xe. ¡ 5Lt v~ 1=: ~ ~ i t x-=4 ~'"~ '.iº 1= re. -3 . 
Dem 1 (1nduoo16n •obre ec..1} ) 
Lo que probaremo• por induooHn •obre et') no H la 

afirmaoi 6n origlnal, aino 1 

· Suponga.moa que 1> l :r.) H olllllpl• ]lllra toda t tal que 

(>tt:) < e(~) • fntonOH 1 
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CoMo ~~{Cl,-t)/H~},w.•'bo-{j\.S:.t ~-~ p.4..'aff.~. 
Reoord-..oa ilWI 'l• lo ..J) \t<A) < e(b) 
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j )1.11 ~ s¿¿ xe: 2. 
. i4J 

.. '.V('!(,~ <~11~·911). 
IC• 17 

Veamos que el segundo :factor de 'P<. l) tambiin H ci• 

to • ... 

-=\NF \\atllll·\NF Uc"~l\ = 
i•"bo...., ( ~\ · · ¡;~1)om (~~ · 

-= l N t \\ a, t. 3 U • 1 N F 1\ Ji ~ it.11 • 
4J C'l)o"' ta\ ~ •'t>c.W\(~) 

[ (V ...3 _ l\ ~..,. ~ ü t ( \1 1\ ~ ~ ~ 1\ • t )] •'-t ·· · 
.. · · . .1i Q'bo"" (1.) ~~ 'Do ..... (l) ,f, .. 'i)<>""' (t) . 

[(V ..3 lj·tD ·O t ( \lOi .. ~\\-1)] ~~L· ~º'" H.I. 
te)( ••1 t•J . · 
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El tercer factor de '? ( '} ~ ae· analiza en forma a'1.osa s 

\\~ .. ~.!!= sv-p (x(~) ->\\t .. ~O-= SvP \\~~,u.:: 
~•'Dowt(~) i! i't>oWO!l~\ 

:: Svp[(IN~ \\r~~ll)·(\Nf.°\\~e.iU)]:a 
••"bi. ... l~) 'r6llo .... (t) W'~t>owill) 

:: 5V? [(IN F (~u P l\s =- d)· IN F h' a.1\)] = f'~i.~ 
~ 6bo~ (~) W'tllow.,¡,\ .:>-."\)o"' ti) r't~( $) 

..3 [(V J 1\~:ar~:af) 1(V l\Yf. ~~s1}] S4t 
~&llolM(~\ IC•~ill'•(•) Se. 'Oowi(l' •. l"& l)o,.. t ;) 

-3 f ( V _j ~ ~" ~ \\ =d) y ( V tt l 'a, 11 • 1} .s&.L 
1.\16)t, · 'f:eW ,..~ 't.6' ~ 

. •• •• cumple 1> { ~) 7 loa do• primero• factorH 4• ••ta 

propos1o1&1 nos den lo que pide el teorema, ya que a 

\i" t= ~- i ~.Lt ~~.ji f 

U'-.F-~ .. ¡ ~u. ll 9.·ll\ • 1 . 
o. 
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Se sospecha inmediatamente que el wesultado anterior ea 

solamen~e la baae de la 1nduooi6n en la demoatrao16n de un 

resultado m4s general : 

14, t Ut .- Si f ( 'l<i) •• ·~ y.._) ea una f6rmula reetringtaa, 

entonoea, 

Aunque la demostrao16n de Hta afirm.aoi6n no ee ditlou, 
antee de aplicar induocl6n sobre la complejidad de 1 ·,.ea 
neoeaario por oomod14ad, probar algunos resultado• que nq 

hemo• probado, 71 por lo tanto, dejamoa eata afirmaoidft a1a 
4emo•trao16n. (Vea loa reaultadoa 1.18, 1.20 7 1.23 a, 
:Ben, J. "!oolean-Jalued Jlodela and Independenoe Proota in . ' . 

Set . !he017•) • • 

JZ relao16n a la inmeraidn, A de \)' en Vl> 1 caben 

oiert~ Upo de preguntas, todas ellas muy interesantes, péro1 

por n10Har1a para eatableoer reaultadoa poaterio~es, n·c;IJ in;_ 

tere•a Hpecftioamente la figuiente a 

El Talor de 11 o( * &'rl,.. I/ nor-ü,cli~a-Í;~prObabÜ~~--
''-- ' 

que •l •lnento .e • V~ ata UD •orcli'i;il • ,· ad, ai 11.:it'e ett.11 ia t, . 
podeaoa afirmar oon ull o:len por ciento de seguridad 'que oe. 

H un Ol"dinal. Po4eaoa llamar 11 ordi~alea a loa elementos ec •.U~ 

11aleÍI que 1 o< e &YlJI • t • 

Por otro lado, ai analizamos la f6rmula en la que ae tra-

4uoe .la ,.•brenaoUn, ·"' 1r e1t, , observaremos que esta ea 

una t6rmul.a. reatring:t.da, por lo tanto, pod~mos ~plioar l:a 
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afirmaói6n anterior, y aonoluir que oe~ &rl_ Si.t l\o<" ~11 = 1 
H decir, de 1011 elemento• de la 1Dliera16n de V en v'll • 
1011 ordinal•• solamente aquello• que provienen 4• elemento• 

de tr que aon ordin&l.H, ••to noa pe:rmi te oaloular 11 -< • 6tU 
owmdo a< e. " [ U 1 , ain embargo, puede Hiltir 

elementos en U ti - "' [V} que t•bilzl •on 11ordinal11•. 

La pregunta ee ei a'dn en esto• oaaoa enate alguna ia

fluenoia de loe ordinalea de V en •l o'1oulo 4• 1\ °' .. 9>tt 
Algo de lo que la •1gui•nte afiraaoi&i "dioe• •• que )1,. vt. 
•• un 11 erdinal" 111 ez:l.ate un Ordinal o< de U' tal que 

ea 11igwü" a X ·~ 

"l•C\ Aff .• - Si I(.• V"- , entCD.OH 

\\x 4Í. ~·~ SU? 1/9':: )(,U. 
Ot•Blt . 

• • ~L ott: ~ J \\ ~ ~ ~I· t. 
7, par lo tanto 

. . su?\\~·- ~" ~ 11'1<• 9Yl..d· 
oi ttMt 

·,,, 



;.• 

La. teeigualdad en el otro sentido se prueba como sigu.e: 

. Para toda ~· ~ 'bOWI ( "-) r definimOI Pu ::: {13//J 1::: /b// +o] 
y definimos 1>"' V D~) (En una prueba formal, ser!a 

~ •'tlo"' (>e 

neoe1ario probar que e1 conjunto) 

::: Su P o - o • 
~ •bo""'lic) 

Por otro lado 1 

[ ( )(.6, &1l,. A ~o ~ Stt.}4> (X 6 ~o V )(, >: ~? ... V ~o~ ;.<. )] 

11 un "'oreu 4• 1: ~e , 7 oomo 1.r ri t= ~Fe 1 
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pere /l~o ~ &-Y(J ':L 1 J8 que 11 e c9?l.. ea reatrillglda 1 

\\ ~o t:. )(. ~-=- O ' 

: . U '1.6 ~V G: JI x ~ ~ºA+ f/ '/(,.• ~ºP ..... 

: S V P ( ~o { ~) -'> 11 ><--= ~ 11) -t 1\ X"' ~~ 1\ =-
~• ~oW\(~~) . 

= 5 V'P l\ l<. - i: \\ -+ 11 )(. = ~º \1 =
.a.-~ (~o) 

. •• H~6.9'if..U• .SV'P Hx-~U 
oC.• Ml 

a. 
ova propiedad '4t11. de la tunoi6a. ,.. .. l.a •igu:l•nb 1 

'\ .10 Ut é• Si ~ ¡; ~ • V en.ton.e•• 

l>ta 1 

SUpanpmo• que ~ > '1 • V 

D•flnimo• 

' . ' :.·· ... 

·,;" 
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f: ea: una relaoi& biln fundada ~obre \J ya que si 

.'D s V 1' 't> -1: ~ entoncH 'D tiene \U\ elemento Wl 

q,ue es E -minimal que tambil!n es E -minimal porque si 

"" e. "t> entonces ')( 9' Y- , por lo tanlio .)( ' bowi ( ~) 

7(><.,~)tl.E 

Ahora demostraremos l~ proposic16n que nos interesa pro-

bando que V ~ A por inducci6n sobre la relaci6n bHn 

fundada E: º' 

lJ Si Wt. es wi elemento E: -min:l.mal de V entocaés 

V C. 4. nowi ( Wi) , 
rt.V 

. ·. 'M•<! (de lo c.011trel.rio)\"(.w1 -> ~"Do""(w)). 

AhorQ..J .s\ ~'UJ l~•Ji:. lNF (i(t) -\>h~~(l)• 
l•'OD"!(f) . 

= INF ( ~(~) -"> ll ¿.~911} · IN~<~t~> -;;>11.;." ~I) = 
·~ t; (/> --· 1 

= l· INF\\y"~I= INFI\~ E: a¡1-= 
rt.~ Yf: ~ . 

·I 

J 
i,, 
.·: 
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·= INF(svp (¿(c)·lle=~U))=. INF(Sv?($C~)·lle,..Q-U) = 
'<"') l:E:-'bo""tal r~~ ~; 

. · .11~= jll '-[o, 11 

AJ ~wr1cls J 111E.j11- s V? (j(t). fl a •el) :1 

b 'Jl..,,(t) 

= SU'P('t~l ·K-- v-n)~ 5upttj.;.-U 'fo 11 
. '"'1 . Y'~» ' 

,,• j 

..... o a e ¡u f. [o, d 

U) Si. " "U &s t-.1 '"c. ( Y-1 11") a E' -j) r • A 

""t V V (l~·SK .. Jo,d yR~•jl~{o,d), · 
. ~\r ~·U . 

. . · .. I ~-111 • llJ F ( 0-Ca)->fa•)U)· IN r= (3C•l -+li •+-11) • 
. l.•boW'(O.' . •a.l>l.ltl . 

. sJNFd9,lf· 1Ní(5ut>U.-~//) c[o,4} 
· · ~E\I". V-tíJ •. 5~\I" .. ·•· 



Y"- c¡.v, r,s ~ir -'>(QV. .. ~t1•{0,i)y//S.:-11~[0,1j). 
· '. 11 ·i>- ª }1 .: {o_, d . 

AdL~¿s, lli1- ia3ll-= svp (~C~>-llV-~all)= 
l:~'bOWl'l(jl 

= Svp n \}.~HE fol 4} 
~~~ 

. . • V-E A 

• 

""4 D . 

..... 
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O.AP.t!rULO 5· 

roroins 

' ·~ T 

·.,,· " 

'·.· 

,.·_. 

,j 

J·.·, 

'"•· '.' '. 
·: .. ,·¡, 

·r.' 
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Modeloi:s Bo.olea.nos dentro del 1iistema. 

En la parte anterior adoptamos el punto de vista intuitivo pa

ra describir el concepto de modelo Booleano, I~ual que con los 

modelos en general, es posible definir el concepto de modelo 

Booleano dentro del sistema. En realidad, lo W1ico por h~cer 

es procurar que los elementos que intervienen en lfl definición 

del modelo Booleano queden definidos dentro del sistema, La 

parte que sigue contiene los detalles de esta idea. 

1) V={X/X::.X. J , es decir, ~~V es una abreviaci6n de la 

fdrmula ~:~ · • Intuitivamente, V represent!'I el univerf!o 

de conjuntos U . 

2)~h:{x/x-#X} , es de.oír, .~.~ ~· es una abreviación rle la 

f6rmula ':i :la~ • Intuitivamente, ~ rer.ire::iente. el conjun-

·to vacio. 

3) ON =lx/'l'{x.>} donde 'f/(x) es la fónnulr, de z f ou11 

"dice" que )( . está bi.én :ordenado por E: y nue X' e:; tr:1n

si tivo, -gc>r lo tanto, ~ ~ ON es una abreviación de 1" fór

mula 'f.'C~) , li• cual ''dice" que ':t es un or¿in9.l. Int1,¡i ti

vamente, ON representa la cla:;¡e de oruinales &1'{ · • 
' . 

4) Para f> , el álge't1ra ::Jooleani1, ·:iecesitamos u1t8 f6r,:1uL de 

'a.F que "diga'; que . B es W1 conjunt,J y oue B sntisf .ce 

loa axiomfi.a "!)ara i.1n · é.lgebrt~ . Booleana com!)l eth. :fata fó~u

la tiene el siguiente asJ)ecto.: A&C(&~: B~ V i\ 1'(~) 

cto::ide . f(S) ea· la ·fórmui,, ae 'Z.F que re.iul -:;;,, d~ h C'.>n-
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junción de lafl fórmulas que expresan cada uno de lofl axio-

mas necesarios nara que 8 sea 'Jn álgebra Booleana completa. 

5)y::={x/FvN(K) A I111(JC)~e," (.3f).(f&:ON f\ ~<a(./\ Po~('tC)S.V: ~ 
donde: 

F V"' lK) ea la fórmula que expresa en ~ F que X.. es 

funci6n, 

lm (><): = {~ I (3.1l)( (~ ,'}) ~ X) 1 
J>o"'(x):={t/(3-S)(('l,';t) E: ><)l 

(imagen de X ), 

(dominio .de X ) • 

· Considerando que V: defin~ una funci6n 6(-<) , v: queda de

finida paru toda e(~ ON -por recursi6n 'transfinita sobre e( • 

6) V':= { IC I (3-<){-< ~ ow ,... )( ~· v: ) } . 
De esta manera, v• queda definido dentro de ¡ f' como un dr

mino clase. 

Para hablar comodamente en lF de los elem~ntos de \/1 ea 

conveniente extender. el lenguaje de ¡, F' agregando un e!mbolo 

• constante para cada elemento de V . De aq'IÚ en adelrmte, al 

... niencionar la palabra "f6rmula", noa estRremos refiriendo a una 

·f6rmula del lenguaje extendido. 

1 
Ahora, '!>arP- !JOder considerar a V como un modelo de l F' , 

fal, ta'· renresentar en ¡ f' la noción 11 v• SatiafRC8 H .., " '!)R

ra to.da fórmula 'f. Par" ~oder hacér esto, comenzare'!los nor las 

f6!'mulas. Rt6~icaa y desou~s extenderemos la definioi&n A enun-

ciad.os y finalmente a fÓ'l'MUlRs bit§n for'llP.das, 

311oonga:not:1 oue .f es una ft),..11ula Atómica. 'es decir, 1 es 1.e 

f61·mula • E ' o la 'f6r::iul:1 x= ~ ' dond'i! )( ,, ~ no Sl')J'1. va-
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?'iP.hled :üno conat.-nti;.H. es 1 1"~i!'. X 1 ~ E: V ! def1!1i f.fl!" nor 

recur!:'i6n .:iobre (f(Xl ,·f(~) ) lo si~;-uiente: 

5 .2. Definici6n.-

i ) \\ le E ~ 11 6:: 5 \J. P {°'J(f:). 11 ~ = X ll 1 ) , 
a~ Do..-.('i) 

2 >yx:: "'':-: \NF (-(1:)-lll•':sll'). INF (1j(•)-.11lo.V 8) 
'a • J>o..,.(11) ~ • J>o-. (") 

donde : Q......,. b : -: a.~ + b . 

CA be Ri:;regar q_ue en ( 1) y (?.) los miernb":'os ñwrechos de Hm-

bas igutüdades son abtevifaCiones d~ fórmulas de '!°F' q11A 

dicen precisamente lo C')Ue la. notaqión stigiere, 

Si -fes un enunciFi.ño de lF, defíni:no . ., ~·-lil,;nor recuri:li(in 

sobre la oom~lejidad de 1 
S.! Definici6n.-

3) ni"N' ~-=- lH 't'H' )'. 

4) ll't'A /11:= ll'il 1· 1111·1. 

5) l 't' V / ft1:-: 11 'i •' .. HJ ft a. 

6.) ll't-./11:-= (nv11 )'+ •H'. 
' ' • u ') 

7) 1~.-.Jl1:-:.(IY ... SI'} ·(UI - VI . 
' ' 6)l(J1)'il':-= Svf> ll~('Sll, 

1uv• 
9) 1 (a) ~11:-:. INF.f "('OY1

• 

' '.l• "' ··~ 

Un¡.;. vez hecho lo !"Interior, si '1 es un enunchido de l' , 
entoncess 

, ......... _ ..... , .. .- ... . 

"' .·~ DefiniCi6n.- v'-=" es unA ?.breV'iF<Ci6"1 di! l!1 fÓ'!''~iUln '\l.ct'l.,-:"1 

~·-····· y si f es una f6rmula de :¡,f' ~' "' e13 111 C(~t'~qdur•i' uritve~ 
3!Ü de .., entOtlces v• .. -f es un1, ::,:orevibci6n <lE! lfl t"6rmul", 

H't'U1=1. 
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Le'3mos CO!UO " VP, real Í.LR a f" O ., f !::S ver·d•.úl.er;1 en V811 

Conviene a.clarar nue el signi ficPdo ·)Ue ~iene <•C·lli c.:.. ;:;!mb:Jlo 

F es diatinto al que se le di6 a <. M, 1l1 I / 1= f como abrevia-

ci6n de ZF . :?or supuesto, su significauo serr. según el contex-

to. 

Ademád, consideraremos oue la •afirmaci6n " V8 realiza a f 11 

es cierta si sucede que 

Bs necesario observar que, si 13 F es consistente, la "furici6n" 

que asigna a cada enunciado rT su 11valor Booleano" en B , 

O' \-"" 11O11ª , no puede estar definida dentro de :;!: F , de hecho, 

usando el teorema de A. Tarski.acerca de la im~osibilidad de 

ex~resar el conjunto de fórmulas verdaderas dentro de cierto 

tipo de sistemas formales, se podría probar que si t:F es ccm-

sistente, entonces tal función no es representable en 1:. F • Por 

esta raz6n, nos conformaremos con la definición metalingUistica 

· de V O W e. para cada enunciado cr • 
Finalmente, hacemos notar que, igual que en el caso intuitivt; 

existe una inmBrsi6n de V en V & • 

5, 5 Def .- Por 4i -reoursi6n definimos 

~· .... 1~/(d1)(~.,;,<"' l-q)t))} 

Igual que e~ el caso intuitivo tenemos que : 

l:F 'r (x~ (~E V?>). 
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auando se exhibe un modelo ?ara nrobar la independencia de un 

enunciado en un sistema forrnal da.do, es importante oue la cons-

trucci6n del modelo se haga enteramente dentro del sistema, ya 

que, si esta se hiciera , total o parcialmente, nor fuer~, cual-

quier crítico exigente podría protestar J>Or los métodos em~leados 

en tal construcción. 

En la sección anterior recalcamos que la "función de verdRd'' , 

cr \-'l"Uo- 1\ 6 
, no podía ser definida totalmente ctentro de :Z.F , :Ss·t;e 

VB \·' ,· pequeño defecto de se soluciona si en luge.r de tomar todo 

tomamo::i solamente unA. "parte" M de \J y rel"'tivizamÓs toda la cons

B 
trucci6n de V a M . Para e:>to, es necesario introducir el caneen-

to· de modelo ~-transitivo, y e~to lo haremos dando primero lR ver-

si6n intuitiva y despu~s la ·formal. 

Recordemos que °l.(=( tl > "P, 17 es el modelo intuitivo de :r.F . . 
Supongamos que M es un co'njunto, es decir, sunongf'tlVYS que M .é 'lJ . 

Decimos que ?7(= < M 1 PM , 1 M )' es u.na estructura P-tramitiva 

Si 'J>M es la relación de pertenenCÜ', p , restringida a tv\ , p /wt , 
e ltA ea la relación de· igualdad, I , restringida a M , l/M , y 

además 'lrJ- U ,1r E. U se tiene que ( ~·'f'v } V P M )__.,.u? tv\ , dicho 

en palabra.a, fv\ ea P-tre.naitivo. De aouí en adelante, si 

P-trc.nsi ti v<i., ocacion · i¡nente 
' ' 

cc1Mteremos un abuso de notación y escribire1r.os ·E: y :::. en lugA.r 

die·· 'Pflll e. lw-. respectivami::nte. 

, / 
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Para ampliar un poco mas el p~oI'ama. general, va.1Uos a hacdr una 

especie de clasificaoi6n de los modelos de la teoría de conjuntos, 

para esto agregwnos la.a siguientes.definiciones1 

5,' Definici6n.- Un modelo '11=<M 1 l\,.. > 11'#\ "7 de la teoda de conjun-

tos es estandar sii IM-:::.1 /M Y 1>1111 = f> /M 

5'.~ Definici6n.- Un modelo '11¡ = < tv\ , "PM 1 I"") de la teoría de conjun

tos es transitivo sii 'ir[ es estandar y M es f>~-transitivo. 

,_,. Definici6n.- Un modelo 'Jlt= l.. M 1 PM, 1M) de la teoria de· conjun

tos ea no-transitivo sii "'t es eetandar y· W\ no es 

'f :•,-transitivo • 

. ··s.IJDefinÍ.ci6n.- Un modelo ~=<N\,l>M 1IM> de la teoría de conjun- · 

tos es no-estandar sii . ~ no es estandar. 

De esta, manera, una gráfica de la claeificaci6n de modelos .de 

la teoria de conjuntos es lasigu.ienta1 

Modelos de la 

· teor!a 

de cona\mtos 

•odelos 3standar 

Mpdelos No-estandar 

Modelos 'rraneitivoe 

Modelos No-tr1:1nsi tivos 

.. '·,. 

·_.;,_ 
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Volviendo a las eatructur1w transitivas, observe~;os que !d o\ 

es un ordinal, entonces, o<. es transitivo (E-tri'.m:;itiv:i\:; 

por lo tanto, (o<. , E. , = / es una estructura E -trF.~1c:i ti v·:.. 

;Jupongamos que ~= <N"I >E,::) es úna estructura tr1msitiv:i. 

y supongamos que "1'( I= e F. Supongamos además que f{ : l'N~M es 

una suoeoi6n en M tal que ~(1~-= BE M y que 

~ ~ AP,C.(><.1) 

donde Al!>C (X 1) · es la fórmula de -2 f que dice '' .X 1 ea un áige-

bra Booleana completa"· ~ 

De uria manera mas compacta, se puede decir eme e:, Eia un álgebra 

booleana completa "en el sentido de M " 
·, 8 . · .... 

Ahora procedemos a construir M en uná' forma completarnente and.-
. e 

logti a la que se construy6 U . Esta construccidn se hr>ce dentro 

de '(] • 

- 5.10 Si ó<.E U es un· ord,inal,. entonces definimos 

!\\~ : ; { )( I X : A- e, l A c. M} f· i>.. • ~ <-o<. ~ 
y definimos 

8 
Igual que en el caso de V , el·· objetivo es construir un moda-

_. 8 8 · I B . · 
lo 'fl( =-< M , 'PM > 1'-') a partir del modelo ~/= < M 1 PM , IM ), 

por lo tanto, lo que hace falta e_s definir las. rel~.ciones °JI~ , I ~ .. , 

· pero antes hareinos algunas obs_ervaciones útiles. 

Como 1111== ABc.(e,) (esto es una abrevüioión de 'h1f~ AF>C.(X1), 

,¡'' 
. . , -~ 



~: M - N\ · 1 ~(1).:: B ) , también tenemos que 

'"11=" \I (X1) ( Xz e B -((3 ll.3){X3 f .E> " 
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donde sul>(X3,Xz) es lrt f6rmu:\.l1. que dice 11 X3 es el supremo 

de Xr ", es decir, . 

SVP(~J, x~) .: (x ){)(E K i ..__. X1 ~ X)A (~\((>'.)(X~ l<t_. ~)X)~ X.s.$ ~)) 

Lo que significa todo esto, es que todo ·~subconjunto según fV\ " 

de B tiene un "supremo segán ti\ ", es decir, si . X E: ti\ y X. e:. & 

entonces X tiene un supremo según t-1\ • Que S ea supremo s~gún M 

d~ X c. B ( l( t:. W\ ) significa que: 

(V Mt)(-.-s).m) v (V· (V' m'-X-:-1'S'.>t>1)..-.~'s') 
"'~ti\ ' $1 ~ M MUI\ 

Lá relación ~ que a9arece ~n la expresión anterior es la rela-

ción. en · M que interpreta el si:nbolo formal ~ que se "()Uede defi

nir en ~ F' y que representa el orden parcial canónico de 1:111 41-

gebra·Booleana. 

Hicimos la observa.ci6n anterior. respecto a la. f6rmula "todo sub

conjunto de f> tiene un supremo", 

(Xi) (J.i e: b- ((3->1.1) (1."J ~ & f\ .S.VP.(X.~,Xi.) ))) 

porque esta fórmula, y la fórmula "todo subconjunto de B tiene 

un intimo", no tienen una propiedad .que tienen todas las dem~s tdr-

mulas para los axiomas de álgebra Booleana com?leta. Bata propie-

dad es que toda& las variables de la fórmula están acotadas por 

un cuántificador relativizado a B , es decir, toda VRriable X·· 

aparece en· una subformula de la forma (>t) (x~ f>--'? -f(.1t)). o de 

la forma (=4~)(1' E!!> f\ f(x)) . 

&l el oe.so de la'f6rmula 

(xi) (Xi c...&_,. ((:H:r) (>'.JE. P:> " c;.uP()l.3, h)))) , 



)(~ es la variable nue no estA 11.cotada por un curintificaooT" rela

tivizado a .8 • Lo que e:;te hecho Pr<Jvooa son dos cosas: 
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.. 
1) ·rrivialmente, l.(~ Af>("-1) , donde ~(1) =.b, es decir, B 

es un álgebra Booleana según -i{ • 

2 ). En general, no se puede decir que 'l{ ~ A~ C. (X.1), es decir, 

J3 no es necesariamente completa según U. . 

"' 5.lt Definici6n.- Si )( c:.B denotamos por SU P X al supremo de X 

segdn "h7 y por INY:::Mx al ínfimo de X según 11z • 

p. & 
:5':12.Definici6n.- Para todo (X,~)E: M ll. N\ definimos simultr:meamonte, 

por recursi6n sobre (f(x), f<~>), lo siguiente: 

Nc""(x,~) = supM (~(i.)· N~ (~,"'» , 
z E: l>om('ii) 

N: (x,~)"' IN F" (•<,.)-111r< ... ~»· 1r;F" <•t»--N: <•,•». 
4 E- l>o.., (l\) i! € Dom(~) 

Como se puede ver, la definiéi6n de N: y N': es corn·Jleta·!len.t:i . 

análoga a la de Nfr. y N:: , y por lo tanto, se 'Jttede verificar 

. que es correcta de la misma mi;nera en que se hizo n~r1; ~.. y N l • 

. ~IJ Def1nici6n.- :u X, Y E Me. entonces (x,'J) E: P~e. sii N: (~ ,~}-= 1 · ,• 

~Y (x,lj)~I~ s11 N~(x,~)=1. 

\ 

Se puede nrobar que si ")¡{-:: < M, 'PNI , I M\ ) es un modelo trF1.nsi-

• tivo de i!F y f> es un álgebra Booleana 

_,,,a a ni 
1

ra · 
.,t:inces "( ; < M 1 rM J 111\ ) ea un modelo 

com•lleta según 'JI¡ en

de ~F • 
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Extensiones M -genéricas y Porcing. 

Se puede decir que el origen del ".forcing", o bián la "técnica 

de forcejeo" está e·n la historia de dos famosos problemas en Mate-

m4ticas que son el problema del axioma de elecci~n y el problema 

de la hip6tesis del continuo. De estos problemas, el del axioma 

de elecci6n es el mas famoso, por cierto, la historia de este pro

bleaa es chistosa, ya que actualmente la "validez intuitiva• ·del 

axioma de elección es aceptada por la m&.Jor{a de loa matem!ticoe, 

de los cuales, a muchos lelL parece incomprensible que dicho axioma 

ba;va provocado tanta :po1'naica durante las primerH cuatro d6cadaa 

del siglo xi:. Se puede decir que parte del origen de lae diacuaio-

. ne• acerca de este axioma fu6 que algunos lo rechazaban coao "aque-

ma de razonamiento 16gico (una informaci6n, maa amplia de la histo

ria del.axioma de elecci6n ••-encuentra en "Set theol-J' and Ldgic" 

- de A. Praenkel). 

Bl problema de la hip6tesia del continuo consiste en determinar 

qu.e lugar ocupa el cañlinal de loa n&neroa reales, 12.MI, en la 

lista _d.e los cardinal ea ,::X. , ~' , ••• , fttl , . . . ; se sabe que 12"1 >;ro , 

_y la htp6tesis del continuo afirma que l'fl: i(1 (para una infor

maci6n mas am.plia acerca .del problema de la hipótesis del continuo 

vea X~ •15del, "'.fha.t is C.:antor•a ~ontinuum !'roble:n?"). C.:o:no se ve, 

aatb<)S ;>roblemas son importantes y por lo tilllto, es iaiportFnte aa-

ber cual eá su situación, en lo que se refiere a consistencia e 

independencia, dentro del A!il°C) .ia l·:! t<?o:d:;. axl1J-.nf'\ti1J.; •le conjun-



162 

tH. Actualmente, at11bes l)roble11aa eaUn resueltos. 1t:l 1938, K. 

Oldel probl que, tante el axioma de elecci'n come la hiplteaia 

generalizada del continue son censistentes en la teor!a de con-

juntos de Zermelo-Praenkel 1 mientras que en 1963 P. C~hen ~rob' 

que el.&X'!.e11a de elecciln ee independiente de zr y que la hi~I-

teai• del centinue •• independiente 4e zro. 

Deoimea que el erigen del "ferciq" estaba en la hieteri.a de 

les prebleaaa 1• aencienadoa per la aiguiente raz&n: I. IJldel, 

al pl'9bar la cenaiatencin 4el axiema de elecci&n (AC) 1 de la . . 

hipltesi• generalisada del continuo (GCH), hiz• le siguiente: 

i) Oen•tru,4 (4efintl) una el.U~ L a lri que llaM ubtTerse 

c ... til'Uible. 

ii) ll'ebl le •l&Uiente aoeroa 49 L1 

a) !Va' Hü.·Ui ... f 4e IP •e tiene que ZF 1--(Ltr= f) , .. 
•• decir, L •• Md•l• 4e IP. 

b) m. ui•- de oeutruotild.114114 .. •ourt:e" en t. ( V==L 

H oenocide oom el al- de ceutractUd.llclad ), •• 

deotr, ZF ... (L F V-=L \ • 

o) Pnbl que en. &P Y==L i~ltca AC 1 GCH, ea 4e0ir, 

ZFt- ( V=L - Ac.. /\ G;-C.") 

el) Oencl'Q'I que en 11 J. realtsa a AO 1 a GOH. 

Sin emb,~.rge, P. O.ben,en aa oaainil para probar 1~. iridej,tnden

oia de AC 1 GOH, se encentrl con el siguiente ebst~culo que 11 

lliame cita coae wi "'resultado negativo• en su 1.ibro "Set !beory 

r.lid tbe ~ntinuU111 Hypetbedia• 1 
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~.J. ~eertma.- (Shephereon, 1953) Si Mes una clase entoncee 

'i!. r tf '( M F; V -:f- l ) • 

Demostraci6n: Vll& la pilgina 108 del libro antes mencionnde. 

Otlílt ·oerolario de .. ,. re•ulhdt 1 dtl inci8t (o) anterier, 

ttntlDHI 

S'.a ftenu.- Si M ta unA clase entencea l. F \t (l'A I:= , A'-) 

1 ~Fc:..tl-(M.,.iG'-1+) 

Dl1Ha'traoi,n: Sta N\ una olaat. 

Sabem .. que ~ F \- 'Ac. - Vf: L 
•• ~F \-(N\l=(,Ac.....:.,.·v°*-,L)) 

•. _it= \- (r-1\ 1j: 1Ac.)v (1-1\ F: \Jl=L) 

.por l• ... tan-.,. si ~: F 1- (t./\ ~ '7 A C.) .. . ' . . ' . 
tnttnCH ~ F t-(M ... i.j,¡,l) ! 

: • . ~F t+ (MI'= 1Ac.). 

In parUcular, ~ F ff- fV 'F' ,Ac.} •.. 

Por lo tante, Z. F ti-., Ac · (1• que .. puede J>rtbar facilaente, 

por induoo1'n litbN la len¡i'1l4 de f , que C f" ¡.;. ( f __.;(V .. f)) )o 

Ptr t'tn la4t, aabi•H que e re. +- 1 G C.1-i -.... V'F L 
' ' ' 

.". Z.FC. t-(Mt-(,6c.H~V~L)) 

••• zr=c i- ('!\ ~,6c.H)v (M1=\'1'L) 

':. cf' t-(Ac -.(M .. V•L)). 

:. ~F . .._,AC. ,, i.F \-(Mt='ltL) ! 
. : . ZFc. tf (~'d=·, G{H)· 

t:I 



~ ,• ' 
u;'· 

Oomo habirunoa 1nenciont'do im.t~s, lo que hizo K. G8del pnrn 

probi;.r la consistenci&. de A0 y GOH fué dar un "mo.delo interno" 

de AC y GOH, ee decir, probó que t:F 1- W- r::Ac.) /\(L \'=' c,c.1\)) 

donde L es una clase detenninAda por una f6rmula de ZP, DOr 

lo tanto, lo W\ico que falta para 1>robnr la independencifi de 

AO '1 QOH es dnr wi 11111.odelo" de -,AC y 1GCH. Sin embargo, 

el asunto no es tan sencillo porque el resultado anterior nos 

dice. que no podemos buscar este· modelo en, forma análoga a la 
., . 

• ... 4'· • 

que lo hizo K. G8del. Este es un hecho grave porque, si quercmo;; 

siguir por el camino de loe modelos, nos quedfln dov opcione3: 

~'¡. 

1) Buscar dos modelos no-esdndar . M 1 '1 Mi tales que 

l. F r ( z M 1 , :P, 1 t , > F= .., A ~ ) · 

/t' 
2) lodifioar el lengu11je de. ZP enrillueciendolo con· nuev:fs· ... 

constantes (esto corresponde a la idea iritu:\tíva. de a~e

, sar "nuevos" Óo~juntos al universo) '1 e~teniier la defini~ 

oicSn el• aatisfabilidad. a este nuevo leng\\aje. 

El problema eetA en q,ue buscar un modelo· no-estándar· es ••a,.;en-

tÍll'arse en un mundo desconocido"' la razdn de ento es que nues- .. 

troa conceptos intuitivos de conjunto y de ".)&rteneneia son muy 

''profundos" y nos. seda dificil t>ensar en· objetos, qué no e&t'r\ 

conjw1toa ni pertenencia, que satisfagan• ló::: axiomas de Zl'• 11.t~ 

por esto 'Rºr .lo que P. Oohen pena6 en la 3egund~ O?Oi0n, que es, 
; ... 
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en cierta mnnera, la base del foroing. A oontinuRoidn expone.;. 

mos ~a idea global del foroing. 

Oomo deoiamoa, lo que se pretende ea agregar al lenguaje de 

ZP oonst~ntes que repriaenten nuevos conjuntos, pero, por au-

puesto, eatos nuevo1'oonjuntos deben tener cierta "interaooicfn" 

con 101 conjuntos Yiejoa (al decir conjuntos viejo• eetimos 

considerando ttlm.biln a las cla11ea), por ejemplo, uno puede pre

' BUDtárée que resulta de la interseccidn de un conjunto Viejo 

· con un conjunto nuevo. La respuesta a esto n~ ea inmediata, en 

:realidad depende del "Í!l181'lifioa4o" que tengan los oonjuntoa 

nuevoa (el "•ignifioado" de 101 conjuntos Yiejoa est' dado por . 
loa axioalae para los conjwitoe 7por las fdrmulae del lengua.je 

para clases). Por supuesto, el "aignificado" de lo• conjuntos 

nuevos no put4e estar da4o. eolaaente por lo• axiolléa · n1 tempo .. 

· CO por las fcfrmulaa del leftaU&je p~rque, ele Hr u1, DO IHian 
'" 

nuevos. 11 hecho de que una tdnaula no pue4a 4eterlli.au un con-. . ' ' 

junto nuevo no puede eet•r dado complet1111ente por una prot>h

dad expreeable en el l•nsua~e de zr. 
Pul qu1111' e.ato lo que moti vd que p. Oohen peniara en oon;tun-

11oa nuevos OUJO. significad.O O dtscripoicfn HtUViera dado Jlar

Cialmente, es decir, conjuntos CllY& deaoripci6n no eat4 dMa 

por un~· t6:rrnula sino por cierta informncidn parcial. 

·.Un mecanieálo que sirve para formaiizar la idea, de "dar intor

maci~n ·parcial del conjunto" ea el ei~ente : 
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- Podemo::s consider1ir que una suocai6n ·finita de unos y ce-

ros nos da informHoi6n l'.ICeroa de qu' números naturales 

pertenecen a U"I conjunto nuevo X • Por ejemplo, l::l su-

cesión f'ini ta (1 o 1 \ o) 

z~ X , 3 e. X , f 'i- X 

nos dice que O ': X , 1 ~ X , 
y no nos dice nada acerca de los 

dem«a ndmerorJ m•tur,:.lea. En general, la aucesidn finitn. '. / 

5:: (So) & 1 , ... 1 S l'I) , Si f ~01 1 ~ , noe dice que lu: X si S. 11; = 1 

1 que K r¡. X si s IC -=o • De manera muy informal (que que

de claro), si .P es. una propiedad .(una f6rmula de ZP) ·y 

S ee una. sucesión fini tl'I, decimos que S forza a P , 
s 11- P , si S contiene suf~ciente informaci6n -parr.i oo"IÓluir 

que P ea "cierta:". Por ejem">lo, si S-:: (1o11 o), enton

cea S\1-oeX y s11-{1~S'l,"1)Ew.xX pero s~s€:X 

1 s~ s f X • Bs necesario hacer a:1gunas obServac1ones 

aoé~ca de todas estas ideaá 1 

1) si S-=(101¡0) y t-=(10110,ts,t6, .... tn)entr:inces: 

ei 5 lf-. P entonces t lt- P , ya que " t tiene mds 

. ~ '. 

inf'ormacidn que 5 "• _AJ.o. que eeto n::>s llevf1 dire.o":' 

temente, es que podemos definir un orden parcial 

entre todas las sucesiones finitas de unos y ceros 

de la siguiente manera : 

Si S-=(501$1
1 

•• .,s~) y t::(to 1t, 1 ... ,t11,) enton

cés: 5<.t sU. (n<l'tl 'j. ~'11;'d< V-1~~11). 

De e1!ta mi:,nera tenemos que 

si 5 ~ t y S 11- :P .entonces t 11- 'P 
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A las .suceaionea finitas de unos y ceros, y en genera1 

a los elementos de un orden parcial, se lea conoce co-

mo condicion.ea de forcing o b1'n condiciones 4e forcejeo. 

2) Pueden ex1atir condicione• de foroing "incoapatibl••"• 

por ejemplo, •1 5=(1 o 1\ o ) 1 t-= ( 1 o ' 1 1 ) enton

ces S H- "I t: X 1 t 11- 9 ; X • Bate hecho no •• 

motivo de preocu11aci6n, ni va en contra de la ideain

tui ti va del f'.orcing, ya que penaaaos en S I+- 'P como 

el siguiente enunciado conclicionals 

"Si la oondici&n· 5 '4e~or1be a X entonoea H om

plt P ". 11n H la radn por la que ll~• "oon-

41c1onH &te forein1" a 108 al911entoa 4• ·'.un orden paz- , 
. . . . 

clal 1 H la idea 4• "in'co11pa'1'b1li4a4" .. que hellOe 4.,_ 

do·, lo que motiva la iliguiente 4etinioi6na 

5. t 'f Defin10i6n.- 31 f P, < ) •• un orden puc191 1 . S ,f E. 'f' 
entonoH 

S 1 t "" ooapaU'blH. sil .3. S '° r ) t' ! . 
. . . · f E.,,.. 

lotas •ta aclel1nte, por rason•• tfoniou, tl041tioare- ~· . 

·IDO• li1•r1111ente eata 4efinio16n 4• compat~b1l14a4. 

todo lo que heaoa dicho anteriormente rea~tcto· a la idea de 

' 
acre~ un conjunto nuevo es intuitivalilente·correota, pero tiei. 

rie el siguiente problema Hcnico, si X ~s el conjunto nuevo . 

que; estamos agregando al modelo '?~ , no· podemos ll~e gnr sola.:. 

mente X , sino· qU.t hay que agregar todos los conjuntos "oons-
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truibles en 1r[ •• a pP.rtir de X , Para resolver et~te proble-

ma, en lugar de tomar el camino de la "oonetructibilidad rela-

tiva" tomaremos un camino un poco mila rico en cuanto a •reour-

aoa aateúUooa" 1 que ta preoiaa.iiente el mttodo de Scott-Solovay 

de modelo• booleano valuados y extensiones i«-gen6rica.e. 

De manera breve, podemos decir que el método de. Soott-3olovay 

ooneiate en lo aigu11nte1 (aunque empleai11os concéptoa que ae

r4n definidos m'8 adelante, esta idea global ea dtil) 

ll objetivo ea 1 dado un modelo·: ttanaiU vo d~ ZP, 11/. , y un 

enunciado,~ f , en el lenguaje de zr, encontrar una "extenBidn", 

?r/f 1 4.i . '11¡ 1 tal c¡ue 'JJ{ { ¡::· f o ' , 

La fo:rma de lograr tete objetivo ea la •i!llitnte: 

1) Oolli•n•amoe con un oonj\Ulto parcialmente. o~d•nado P (con

jilnto'. de oondioionH 49 torcing), 

t*t• oonjunto , P · , no repreaenta preciSaznente l'a idea 
.,· : .. 

que·erpreHaoe In loa p'rratoe anteriorei,.a1no mú bUn 

la •tiaH" para la oonatrucoidn de 1f-1 .' Oomo 81 '[)Ue<le 

aoaptohar, 'P debe ••r conatrld.da, de manera adecua.SR, 11 

pañ1r ele f , o 'bUn, H pueden tYi ter teta paso y el s:l

guie~h, y construir directamente. el illgebra booÚana que 

H neoeeita, pero tato podríf:' resultar alSn mfa dit!cil. 

2) "<Jo11pl.ttar" P a un Ugeb?'a booler·na ~o·npleta B . 
s a · 

3) Tome.r ?'! /V , •71¡ m6dulo un ultrElfiltro ?t¡ -genfrico 

HrlN:undo, U <11¡ª/V, E..v :-"):',donde€.., y _u son, '. ' . 



x:espeotiv11l!lente, la "pertenencia" y la "igualcliad" definidas 

en ?1¡ 8/U en forma adecuada, resulta ser un modelo de zrc. 

4) lmplear el "lema de lostowaki" para obtener un modelo 

6: -transitivo, '?f(Ul , ieomerfo a ('11/.B/v, E. 11 
1 =u > . 

Si elegimos correotamen'h a 'P , o B. ••adn eea el oaao, 

1 U , . entonce• 

eatamoe bu•cando, 

?!¡ [ V ] ea la extenlli&n 

18 4ecir, 11( e;;; '»( [V) 1 

. "11 4• '11¡ 
91/(U] t= "( • 

A oontinuaoidn explio•o• detallaclamtntt oada uno 4e 101 pµn-

toa anterior••· 

'): , .. '.>;._ 



Oom¡lleci6n de u.:1 O~·dlm Parcial, 

Para nuestros propdaitos generales, nos hace falt~ definir 

l~ oomplecicSn .de uri orden parcial, las siguientes definiciones 

estdia enoaminudaa a este propdai to. 

1 ~ISDetinioicSn.- Si (P) <) 18 un orden paroie.l entonces 

D H denso en f sii ne;; p y ti ..3 .· '*·~ <+ 
i~ p <t~ D 

ista definicicSn es congruente con el ooncel)té> toTJoldgico de 
• 1 

densidad, Para ver esto, basta tomar la "topologfa del orden" 

de · P , que se. obtiene tomando como base :la siguiente familin.: 

{ Op / P E P ) , donde O~ ::. \ ~ ~ ~ / 'l ~ P } 

$.1' Def~~icidn,- Si (1>, < ) es un orden ?arci1;1l y '4, r ~ P , de

cimos que 'l 1 r son compatibles sii existe c. E. P 
. t.al que c. ~.ci· . y c.~ r 

f,f.JDetinicidn,- Si (P, <) es un orden pHroial; decimos que p 

es Hparativo (algunos autores· tm"91Hn "refinado" 

en lupr de "1uparátivo") •11 para todo ~, 'f' ' P 
( 9,. ~ 'r =i" 3 (~ ~ i J f l r no son com;>atibles)) 

~'- p 
J ,¡f Detinioidn.- Si (P, <) es un orden ,.,arcial, decimos que U 

ee una cortadura de P sii 

,.11 Definioidn,- Si U es· W'la cortadura de un orden parcial, p. 
' \ '· 

decimos qué lJ es regular sii 



\/ 1- ~ V ":::!7 .3 ( V-~ 'f.. d Or f\ V : 91) 
':J-E. '\' ""? 
donde O r ~ = t X ( f> / X ~ r \ • 

Or resulta ser un b'e100 de la "topolosía et.e orden" 

de l' , y, como era de eepera:rae, una cortadura regular 

ea un abierto regular en dicha toPolog!a, 

Con las aetiniciones anteriores estamos en poaioidn de pro

bar un resultado b4eho en lo que se refiere a la ooapleci&n 

de Un orden parcial. 

171 

5. 4 ~eorema.- Si ( P, < ) eá un orden parcial lieparati vo, entonces, 

existe un '1gebra booleana 'oompleta1 E3 , y una tunoi6n 

inyectiva tZ ! ( p) < ) ___,.. ( s-{o~' <) tal que : 

1) Y'<<4- eÚ ~(~)<<l.('f) 

ii) 12. ( P J es denso en ( f>'"' { 0 3 > < ) 
y EJ. es '1n1ca. excepto por isomorfismo. 

Demoatraoi6n 1 

Lo primero que harem.os aeñ probar lo •i&Uitnte1' 

.f.{ Leu.- Si (P,<) es un orden parcial entonce• ?·ea H

parati vo •ii \f O x H una. cortadura relUlar• 
. JC~P 

ll\apongamoa que· :P ta aeparativo. 

Sea )U.~ f> . 1 aupongamoa que 1 f º• , tntonoH ~·~ K 

1 como p éa separativo, existe X'(: CJ · -.al que X 1 x' 

· no son compatibles, .'. 41 ( i! ~ 'K ~ "l:: ' X~ ) 
?.~. p 
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por lo tanto, O¡( es una cortadura reeuli1r 1 y ei r, ~ E P 
son tales que r ~ <4- entonces O~ ea unu cortadura 

regular y V' f1 O~, .' • .3 ( t ~ r } O't. /\O~=~) 
t< p 

• ~ (a~f.11e.~~) 
•• tr4'f t 

por lo tan•o, t. y 'iJ. no eon compntibltls y t' r ,. 

• • p ' es separativo. 

Para nuestra demostraci6n pendiente, ntcesi ta:rel'llos tambitSn. 

1a dtfinioi&n de V que de hecho ee la mínima cortadura regu-

181! que contiene a la c~rtadura U 

s.toDefinicicSn.- Si V es una cortadura. de un orden parcial, 

P , dei'inimos V : = {X E 'P / ~ O~ 11 V ·:¡t !í'}. 
!l ~x -

G. b Lema.- Si V ea una cortadura de P entonces V es una 

·::ortadura :ragular tal que U s;.. Ü 
Dem1 Si '=- f .V ~ p y ~ ~ e en:tó11ces ~ l: \} y ~.·~O, 

' .. , ?Or lo tanto \J !'.;;, U. 

31 X E V y 1 a ~ X entonces V- O~ f\ V # r/J 
~~,,. ' 

por lo tanto, V O~ 1\ \) t<; , :. 2 E V , 
l'~ 

por lo tanto V es cortadura de P 

Si 'I f. V entonoea 3 Ór ti V == ~ 
. \"~~ -

eupongumos q,ue Or () V:;: fl , •i a.~ Or /l V. entonce·o 

o.~ r . y 'rf O! 11 V .¡: ~ , en 1;1art1cu1e.r, Oo.. f\ V+~ , 
. tE-'-' 

: , Oo.. A V=~ ! 



•• Or /\ V= 1 
por lo tanto Ü es una cortadura regular. 

Ahora eup(Snpaoe que . V' H una cortadura regular tal 

que U ~ V" • Sea 1r E. V , entoncte it'lr Ot ll \.) + fJ ¡ 

ai .1r f. V" entonoH .3 ~ fl tJ' '= lzS 1 V e:. U" · 
t~ir 

: • Ot /1 V = ') 1 t ~ir· ! 
V" • UG-U" .·.irE ·· ••· 

==' 
por lo tanto U H la ldniaa oon"u:ra rtlUlar ·tal -·.QUI·. U~ U • 

Oon la .,uda de 101. leaaa aterior••.• p:rooeclno1 a. cl..0.1trar 

el teor•"P•ndient•• 

Defl~•o•1 

·?>=·\e/e H ~a oorWva recuJ.!:" 4• PJ . , 
o·= 95, 1 :-·'P· , 

. o. . b = ·°' 11 b ·-v °' " E. u. ' , u 
' •. . . 

' . . . 

una twlia arbitraria ele cortadurae reaularH H una 

oorta4úra re¡ular) , 

Q.+\::i:: ~ Jf~,b E~, 

Q, ':. { r lo.,., fl.o. :::', J Ji a.' ~ ( olaruente' o... .. 'una 001\ioo 

i&dutn ele :p , 1 al E E. a.~ entonoH 011 /t o.. + ~ , 
aea t E Oa /1 el. ; 11 )( E Ot 11 a.' entoiloH · )( ~ t 1 

O r.;~. q, ~ 95 . • ptl'O X tlt € ·°' 1 ·:a. H ooft,lilUJ'.•• 

)( .,·~ 1 J( E:º• • o,. /\ o. ;+- (/J ! 
' ' ' . , 

y t ~. ~ .. , por lo tanto a · H una · 

"•'' 



cortaduru regular) • 

Se pu~de probar directalll•nte que ( ~, f , • ~ "I , 1, O) ea un 

'1.gebra booleaJla. DI hechc), esta .Ugebra resulta· aer el '111-

bn o~nooicla ooao •el lisebra de loe abiertos regulares" de~ 

Hpao1o topoldgioo qu• 1a hemos mencionado. 

AhOra Tll'laoa q,Ue ( ~, + , • 1 ~ 1 1 1 O ) es completa. 

Supon.-mo• que A ~ B 

Definimos · I : = 11 A 1 S : = U A 

S. puedt probar taoilmente que I~ r A = 1 , nosotros eolo 

probal'lllO• que Su P A. = S 1 

Sta <l ~ A , -Q•S=o.llS-=C:\11 (JA) 

•• Q..i:,: °'"(ÜA)=a. 

, pero o. ~· UA cf: U A , 

: • o. ~ ~ . .~ o. ' A , 
1::•1. S' E: e:, ee tal que <X ( S' V o.. f::. A , entonces 

s··. o.. ~ o.. \fo.. ~ A. • • ~' /\ Cl. :- o.. V c.. E. A. 

VA. ~ S' 

' .;::a. -
!>•ro UA. H la mtnima cortadura :rteulU' tal que .VA. ~ VA. , 
' - . por lo tinto VA ~ s', - - -•• s.'· U/\ = s' /\ VA• VA , . . -· .~· .. Sup A:::S7V~ 1 

por io tmn._o !> · es oompliilá~ 

(t •• ( p) <.) ~ ( f)- ~o) ) (.) 
,w. • • ' • ' 

·sOl•ente 1101 talta definir 

si. ·r E P definimos '2.(r)::: Or Actuf ea donde ae usa el 
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. '. ,_ . ~! 



hecho de que P sea separativo, ya que, por el lema que pro

bamos, Ór eai una cortadura regular de P ~por lo tanto 

l'l. está bi6n definida. 

<Z. cumple ooh el. inciso 'i) porque ai ~ < 'f en,oncH 

Oc¡.~ Or , 
.. o -1. o reOr-Ot-, .. \.' r. 

. . o~ · Or = b,_ f'l o .. -== o\ 
. / 

0, ~ o_. } ·O~::/= Ór 

~· •. <Z ('4):: o~·< º"·'; ,iz..('r} 
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1 ai · .~ < Ot entonoea . O~ + 0.-. 1 o,· Ot =-0, "'?~-:-O,_ 

:. °'.~o,.- .,_ ~ +Or . 

• •• e;¡. < .,.. 
poi' lo tanto ·~ < r •11 e (q) <e: (,r) ,. 
da adn, <l ••. iDJ'•Ctiva, 1• que ~) 

•1.. 'l:t:: r 1· '4 .(. r .. ,onoe• .' 9 E <l¡.-Or· 

·por lo 'anto <l(~)~ O~ + Or = tZ. (r) ~ 

hn v~r qu.• <Z. [ P 1 ee 4•nH en {g- 4 o\ / ~ ) , o'bHrnÍllo• 

,,.. •1 b ~ B-{o 3 entonoH b H uaa oon .. ura reSialar 4• 'P 

1 b:l::<J ' •. 

••• t- ~ b ~ P , . «.(t-) ==O,. e b porque b •• oortaclura, 

; • Or • :b-== o_. f1 b = ór , • ór ~ b l Ot E t (PJ, 
por io· tanto et (P1 H 4•nso en (e>-{ol, <) , 

·ftn~Mnt~, la únicidacl de B , excepto pór 1ao11orfiao, 

,. ae !lrifio~ .de la· si8'11•nte maneras 
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Supongmnos que B' , un álgebra boolean<J. com¡:>leta, y 

.e'! (P,<)-r(&'-{0~ 1 <') satisfacen loa requisitos del 

teorema ~ue estamos probando. 

Para todo )( ( B definimos Px :-:: { H 1' I <l ('r) ~ X S 

1 dttinimoa f~ (B,<.) ~(e:i', <')tal que t(>t).,,Sup ct'(P><], 

ObH1"1tll08 q_ue 
Po = { 'r / !Z (r) ~ 0 5 1 :::- { r / Or- ~ Or}-:: 0 5 

. s 

:. e' [Pos 1 :::- 'l.
1 f os] , 

1 como cz'(S) f <l. (05 ] y q_'.(s) ~ <Z:'(t) V rE ~'[Os] , 

f(Os)~Svp et' (os]= e.'(~) • 

'fambUn obHrY•mo• que. ~ ( 'r) : Ór # ~ ::- O ~ 'r E- P, 
fo --= ~ ~/ <Z(r)~ C>} = ~ 

• • . f (o) ::: s u p ~ ' r Po'] =- s V p c;D '::: o 

A4•m«1, 11 X+ o ento~ote . f(~)*o , ye. que .:3 <Z(') ~ X , 

(
. ) . ( . r~.P 

:. f íZ.{r) :: ct'('t) ~ f x)· J ~1 ('r)4:o., 

: ~ f(x)i:o 
l)Or lo tanto f{it )-::::: o su. )l..~ o • 

1>. X= S".p <L. ('.f'11] .e 

Sl '!:. ' «. (f~ 1 entoncH ~ ~ <Z('t) ~·X p.o.. r~ P 
aupoqamoa que e ~ X1 -V e~ e(Px} , 

ti o..~ ?>l. entonoee o.(:. Óo.. '= <Z. (o.)~ ·K 1 o.~ 01), ':;' ~(") !:- X1 

• 0:EXlll'i1 .. 
;, :p~ t;; XI\ X, 

Adtm,s, si r ~ X entoncel. · Ór e; ~ · riorqull ll. es cot-tadura, 



t 
(· 

. • ~ ( \").::: Or ~ x. , 
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re.1\ , .". x s;. l\ X~ :Pl\ e X llX1, • X~X·X 1 
; , X~ X·X 1 Y claramtnte X· x, ~X , 
por lo tanto X· X 1 ::: X y • ". X ~ X 1 

:. X=- Svp <Z [~~J. 

11) B1 hecho de .que X::- Svp ~ [ f11 J ea una oonsecuenoia di

recta de la densidad de ~ [ P J en B , 1 por lo tanto, 
. 1 

sucede algo an'1.ogo en '& s 

s1 detinimo• Q¡, ::. f r (e.'('1') ~· ~J 
-V ~ = Svp e'[Q~·] 
2~ .b' . 

entono•• 

. neras 

Claramente, 
, por lo tanto 2 

. .. cota superior de <l \ ( Q l. J . . 
Ahora b1'n, ~=o iaplioa Q'il = '/> ·, por lo tanto, •1 

=l= o entono .. ~ = Sv.p cz..' (Q~] · • Supongamoa que ~ -4: O , 

entonoes: 

•1 '3 >' fl..'(t) V\"~ Q~ entono .. 

•1 ~ 'Íf:' .. ~ e~tonoee ~~':/:O , 1 ooao fl..' (PJ H 

den~o en (e'-~o! <'), 3 t' 1(s)(
1Z! ~'~'-a,. 'ji, 

• . , SI:: p 

.". <l'(S) ~· ~' 1J. 5 ~ ~'(Qi! J ' . 

. :. 2'{s)~'~,~', ·.-. e'Cs)~'. ~·~'-=o, :.e.'(s)=o ! . . ~· " . • . 2. ~ .J 

por lo tanto ~ = Sup ~· [Q~ J 

Jiia tuncic$n · + es un homotnorfiumo : 



iii) La funoi6n f preserva el producto : 

Ne:oesitamoe probar qu11 f (X.· ~) -=- ( (x). f (~); 
Sea o.::: f<X·':I).:::- Sup {rl. 1(~) /e.(r) ~X·~ J 

a, ~ <a' Ü ) si <Z ( t ) ~ X • ~ 
, entonces 

por lo tanto, (';\• <2'(\")-:::- fl'(r) si ~(r) ~ ><.·~ 

abalogamente, si b::: f (x) :.- S vp { ~'( r) / ~ (r) ~X) y 

e~=- f(~)~Svp~<l'(~)/~(\") ~ ~ J , entonces 

.b·~'(v)-=e'(t) $i. e.Cr)~x 
7 C• (.

1
(t) :::- <Z'('r) si e(r) '; 

. Ahora usaremos que IJ • S v p Ve -= ~ v p (V· V;.) 
,.i.'l t~I 

Si. d.·.'::, Q.6-:: Svp{~4Z'(r)/cz(.-) (. ><.) entonoea 

si 1t (r) ~ ><. 

· analogamente, d. <l'(t)-::: b <l '(") •i <2.(r) ~ ~ 

por lo tanto, d q,,'(~)::: cz'("r) si e(~)~ X,~ 

Si J:::- ~c.-:::: .S v p l <A. ((. 1 (r)/ ~ (1") ~ ~ ~ entonces 

<J.«'(t):i::q~'O-) si CZ.(t)~-~ , 
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··~ 

por lo tanto, j fl'(") :::- <l'{.-) s1 (l (\") ~ x·, ~ 
Con todo·1o·anterior, tenemos que · 

b •e :::: .Sv.p f b ia'(.-) / IZ (r) ~ ':\ ~ 
1 si fl (r) ~ ~ entonoea 

<J• (h ('(r>)-::: <J. ~'(t)-= e(~'(~)-== b ~'(1") 
: • ~ ;;., b e'('") si e.(r) ~ ~ , 

por lo tanto·, c¡j.~bc , pero <J:::.Q·b· c. , .'. ~~be, 
:. ~::be • 

t ' • ' 

.. Hx·~) ~ f(x)·f(~) 
• 

1 ) 



Para mostrar que la otra desigualdad tambi'n se C\llllple, 

V81~08 que Px~ e P,.. n t\ ya que K q ~ x., ~ , 

•• <Z' [P,.~ 1 e e' ( t>. /1 f~J ~ <2.' t~,) /\ <l' [P~) 

S v p <l' [ Px is] ~ S uf ( C2.' (Y 11) 11 Q:' ( P~]) ~ 

· ~ (svr ~' (f)\ l)· (Svp,tz.' [P~.1) 
. . f (,11..") ~ Hl() · H~) 

;por lo· tanto, fC>'-) • f ('i°)-= f (.x • ~) • 

lv) t.a tunci6n f pristrva tl coapltmtnte 1 . . . 

9'a a~-:::. f(x') o::; Svp <Z. ~ [~x• l 
X.'~ ~ , ~ p I 0'{ /\ X ~ 91 1 ; 

. . :· . ' , . 

. Há b~= f(K)'-= (sup ~'[4>a)):: JN'F ·i!., , 
. . . ·. . .~E 4t' (~1) 

a· b '= IN F {Cl· ct'{t)" / 12 O) < X J . . 
·Si ·et·(")( )( tn~~noee : · 

a:• «'(t).,.:: Svp { ~ 'cS)· a:'{r)' / rt:(s) ~ x' l , 
t:(r)' X ·~. <l('f)"~ X").: '2 (s) 

1 
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.;•, 

·. ., ' " 

~·. cz(s') ~ (l(t)'I ~ SE:. Os -::-.fl(.s) e;; <L\r)~-:;.Q~, :. SE: O~, 

• o~ .,, º" = r/J 

: .. f(O¡· Or):; ~., :. f (01)· f(o-.}~ .o 

, • • . <t' (.S) • el' ( 't) := 0 

'l '(s) •' t:' ( \' )., : CZ ''(S) 

• a.· ~'(t\" = Sv~ {~'(s) / e(s)-' >t' ~-=a. 

••• ~·b.~ INf {Q.·IL'('f}/<t(t)~X\"'=' INF~~\:::: G\, 
' ' 

por lo t1ato' si a(~)~ )( entonces O..~ b • 

Por ot·ro· l:ado, 
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U.•b::: $vp {14.'(r).b/c:c.(r)~X,~ . 

<Z(r) ~;t., ==;i- e'(t)· b = IN'F { l2 1(t).·e'{S)/ e(s)~~ X~· 

~(s)~x ~ <Z(sP ~x,~~(.r.) 

••• <l (s)., > Cl.(t) . }. cz (s) ~ 1Z (r)' 

• 5 ~ Os -= cz. (s ) f; <Z. ( r), = O~ • • 

,'. Os /l Or -::: .szS , 

'I. 

.•. ~ (: o .. . 

." . f (Os · O t) ::- f (Os ) · {(O t ~ =:- (( ~):. O · 
,. . 

: . e ' ( s: ) • ~' ( t) :::: o , • • • C2.' (s.) · e. ' (" > =- e.' <.s. ) 
por lo tanto, •1 (l(l') < x' entoncesh . 

tZ'{r) • b· -= I~ F {·<l.'('"}· ~' (.s} / ~ (S) ~ X ~ '=' 

.:· INF \<t.'{s)/e:(S)~ x·~-:::. b . 

·: .. . á.·b:: ~·u·p t~'(t)·b/ ~(r),1.'>} == Svp~b~~ b 

... o.~b., 

por lo .ato, f(x'):::o. =b-:: f('A).,. · · ··· 

v) P\lHto que f '"•tna el pro~~cto 1 el comdemento, f 

pr•11rva la auaa 1 por lo tanto f es ·un homomort11mo.: 

Una oon•eouenota 4ireota de eeto es que X !. ~ ia¡»lica · 

f (x) '-f.(~) • 

'ri.) La :f'unci&n · f H in1ectiva, porq~e si F (l():: f (~) entcmce:J~ 
f'(><'f')-::f(x)·fC':t)'>~ f(.c)·f('-)'=o, :. )('j,::o,:. K~~, 

1 f ('LX." ) = f ( lj) • f(x)' = f (~) · f ( ~)' = ó , ; . ~ X.,.:: o , · -. ~ ~ X ,, 

por .Lo tanto X-:: '} • 

. . ' ; 

vii) La tunoitSn: '·''f' <;ea, suproayecti va. ~ra ver. esto,, to•a111oa 
.,; 
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. z. E. l)' · , e :;: o < .z..,,. o -=- feº ) > • 

Definiao• ~ ~:. Svp ~ [ Q ~] , OollO ~E: h' , . 

r = Svp ·CZ' [Ql l ' por lo tanto, lo que bao• tal.ta 4e

•ostru .. que f(x)::: .Svp !l'[Px]=-S"p ~'(Q¡)=l, lo 

·oual reeuUa obrto •i H ha deaomtra4o antH que ~.:o Q¡. 1 . 
'fx -;;) Q~ porque X-:: .S11p ll ~G) i 1 ., : . · )( ~ e. (r) -Y'rtQ¡¡: 

. ad1ú1, 11 l'x - Oi * rJ , entonoH toaiao• · t E Px- Q e , · 

por .lo tato V''/: S -V s· E. Q.¡ , de lo oonh'Ulo r E. Ga. 

PuH.to Cl,U e =I O , ~ 1= flJ , Ita SE. Q • , .· enton:o.H 

r ~ s 7 i por 1• .. , ....... ~ Yidad de 'P ' eJd.•te t E. 'P 
tal que f ~ r 1 i . ~ S no eon ooapaUblH. ~ro 1 

. 'l (t) ~ ~ ('") ~ )(. , ." . t E "f>. , 
:. INFe.(Pll)<f(f) 7 ~[Px).=2 i.[Q1)·, 

porlotúto /NF~(PllJ' 2.(S), 700~ <(P) •• 

den•o tn (b-·loJ «) · 3 ·e (ll) ~. l~f" « ('i'1J 
. ' ' 14t p· t 

cz(u.) ~ IZ(t), <Z(S), 

. . . ~ ~ t '~ ! ,. t•e t ., s ªº ... .. .... , •••• 

: . -r" - Q1 ~ <& , : • P. ~.a .. . , : . •· -: Q, • 
por lo tanto, -2. =- Svp «.' [Qi )c 5 "P ~· (r,..] :- .f (x). 

Oon HtO OODOl\lilloa la cle1108triolcfa del teo ..... 
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T•or-- ft IO!tO!!JFi 
m. relUl.'flado que ftlloa a probar •• ••ta aeooi& ea oonooidO 

ocao •ll •Ht-*1 '•' OollaP81nS .. _... ... ~, 

'1n1 t••• •• una tapeot• at PWi•rali..a1• ctel u_... que 

tio• t• ·toao oan~•to •• ora-.aaó •* 1•caorl0 • 11n orUul.~ ya 

, ... ¡ lcr. Q.Ut de o ••• clioe H qua toa. olaH (_ con uu relaai6n· 

E ~ "Jl8l'•o14a a E: •1 (extenaicinal.) tal que E 11biln oftlna a 

C. • (ea· bUn tundaaa) ea: i•án.orta a un •ortttnal• (olao trenu
üYa)·~· 

s .1 te_.... 4• ••tonki •- n C. .. una olu• , E C. C. )(.c. 
H una nl&ÓUn •dtn•ional. 1 · biln btaaa, entona .. •xl•t• una dnioa 

olu• tl'IUlttft. T 1 un Wco i•mOl"ft•o 

111 a.ttnia• . ~: V)(.U.--, V . + ~ll(,)-) .,,. ·1 
eatcaoti par •1 t•.._ 41 ·reom~• molft r•~icm.•• b1'n · 

fíii ..... 

J f: (.-'>V .t.l ¡ut f<.s(.\ s "(~, F/cclcc.,I) l =-

= F/r:Jtllc.,t> 

S "'°""' T:-: f Cc..l ~ f: c.-~ T + f-:: F/1 · · 

• •. fty,\ -:1 t/ool',r&) :: . f ( C1'l(t..,•>l~: { fC\l/ (i, ){) ~ E.} 

• ·, >1:-) 
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V•llllo• q~e f 7 T tienen la• propieda4H que h n:'ünoian 

en •l 'fieortima;. 

1.- T •a ,.._.1111.n 

St X' '} ~ T ~ttt 

x~ }-= H'<>) ~ [ f<.~) I u:J b) é ~ J p.-~. "~e 

:. ><= fce.) ?·a.. cE e : . xt: f cc.j =- T 
i.1~:- O•o T= F Cc..J , f ea nprqeotiT& 

111.- Para probar qu ~- •• 1BJ"eot1va, Wllíl'•o& 1J14uoo1&s 

aobre relaoionee 'biln tun«aau · · 

a.'P E - mt ttt ttrci.I ci a. c. . trllt 
J ' 

. s;,;, 'M.f:~' C..Owto f 'l «'ltt~"s'o"o..I J 

_cwiJcc.JE') 7: C.1-1(c..~1:\ , 'Pcr:t-o Cwil(c.iE> -=·; · ' 
H~)= fJ ~·. J(,); .f(C}1(c.,¡)}:f r/> = ftwi) 

~·. .ft"')..,. t(\~. 

\,) St ·V ·. ( ( fi,)() (: E" --) iE: 'P) <lit t 
iE.C.. ' ·.· 

S¿, ·.X*} ~z.r1'C_, t>or S~r E iittt.~IOMll.l 

()(:](<:JG)., 'f- ( '!1(c.J E) 
1 
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. 1) SL [~1(,J') ~ CxJ(<,E) ci:vrt .] 
·. Ut.: (~Jtc.Js) 

'?cv-o v- E. CxJcc.,•) -> ( v¡ ')(.) e E 

\J t(v-) .P .ftul 
lfLfXl~c.,¡;\ ' 

.. ·, 
.. ~ .. 

• t(..c) = .f l(lt](c.
1
al1 + ·~ (C:-j1{c.,11l-:: .f <J) .· 

. ' 

... '·.,, 

'\'' 

· · V hv\· +H") 
., t: ttlc.c.,11 

Aef /en c;Ualquier oaao, tenemos que . fM 'f +<1) ;'. \t' ~ 1). 

Por lo tanto, por el teorema de induoo16n sobre rela- · 

oioneB"_bUn :t.'und~dae, C '- J) , p~r lo tanto 
',._, . \ 



\~)'A~o.~~ ,,!"O~Ol.\"'C~o'l ·iva.. (~~~)~Et&¡,¡. f6')~f{J) 

.Si. .~~, ~) ·~ E. ~~t f (~) E. ffo):/ (1:,~)' E. j-= f C1\ · 

. . ' . 

. . . .¡ ~l. · +(..e) " H1) = r fC.!:) / (!; ~) t: e: 1 C:'1t 

. . ' 

· ..3 { Hi\"' ft"'' ) ü;1 ~\'Eo E:) 
u.e. . . 
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Por tl:ti110, para prob.ar la 11Dioidad de T 1J .f. ;i 
auponpmoa 'l:Ufl .. W 7 a. : · C. -'> \¡/ aUstaaen · llae ocm- . 

·. dioion•s .del, teor...O 

S¿_ k ::. 'f ·t : T-:-> \¡J s h u, b&.tcctt V'«- 'I 

V * 1- ~1.\; ( ~-4( <) 1 f~'<J> \ e E. . 
11,j,T . . 

SI.e. 'f•t( t< \ ~ j .f•I(~} · Si.'

: k C'lt) .-~CJ) .. 



Usaremos 1nduoc16n sobre clases transitivas para 

probar que \-1.liO-.:: 'l( \J ~.., T. 

St xe T ~ X'- ']) J ~•d: 

V k(e)-=- t 
~G)( 

Si.. e s.~, it.vit:, 2: ~ ~ (x), :. ><'- ht><) 

.. ':CE, \iJ y 

' . . ..J hcu.) = a J 
lU·T . 

LI.~ X , • • hC1.t.) ::. 1.t. 

'186 ' 

• • • po:r el t•or- el• lncluooUn 1obrt olase1 tran11 .. 

tin• T''l> J e.J..J 

~(")·-:: 'I( V"'"' Ta h ,.. b,yec.t.tv-o... 

. T • VI 'f J ~-t :: h ~ f T . : • '-:: f r• f i:: 1 T ~ = -' 

. . T '/ '+ ~º'" Ó~IL.OS 
ti 

•. ' ,1, 
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Ul traf:l.l troa M -Genlri oosr. 

Otra herramienta m'a qua neoeaitaromos par~ la definici&i 

del concepto de extena~6n M ~gen•r1oa ea la de ultr~ilt~o 

M ~gentricoa'e' Cmo hab!amoa definido en la aeooi6n de· 

•1gebra·s Booleanae, un 11ltrat1ltro f sobre un •1pbra Boo

leana '.B •• un subconjunto' de a con las siguienh• propie-

. d&dH 1 

l) Si. ~, ~ E. t:" e.,t ~· 4 " F 

t':) si. X c. F y X ~ ~ t:.ttt d ~ F 

t.ii) 1 e F ,· o </.. F 

L:V) 'J ( X t F o' 'ti..' E. F ) 
.. ><•°!> 

Para aolarar un pooo el oanoepto 4• \1l.Vatil~~~ 1~• 
penila:r/ que la. definioi~ a tlltro (cnum.4o .•• ~tt•,...l.. . 
ocm4io1onea 0.) - (111))~ •• ·ia :tormaliaaoUa lle J.&·14 .. 4• · 

oon~ato 4•. el•entoe granci1e,. ad, '•l 1no1eo (1) CU.o• ,. 
. " . ' 

·lo•. •l••nto. ele .F , cÍebea ser eufioient••t• •arantH• . . . . 
~que el.pro4uoto de cualesquiera doli aip. siendo.un ei ... 

aento •grande•• lli•ntraa que el inoiao (ii) 4ioe que lo• •l .. 
,·: . '. ' .. . 

·~toa· ••rorea que un elq~to "sran4•• taabifn son •gra4•.••• 
7 .•l 1noieo (111) sine pva tTi tar que ¡:: Ha n.ofo o igu.aJ. 

• "!>' .. : 
"' 

Jal'a entender ei oonoepto 4e uitrattltro, ea «tu ocmai• 
·.·" 



derar.una definioi6n de u1trafiltro equivalente a la que ya 

hemos dado : Si oonaideramoe a loa filtros sobre B ordena

aoe' paroialment• por oontenoi6n, entonces un ultrafiltro 

eobre ~ es un filtro maximal, por lo tanto, un ultrafq.tro 

••• •n cierto sentido, l~ refinaoi6n maxima do una cadena do 

filtros~ 

Vamos a necesitar tambi•n, un tipo especial de ultra

filtroa~ 

5. i.t Daf •- Si ~ •a Ún •1gebra y S s; (j) ( 'b) , 

4eo:Lmoa que un ultrafiltro V sobre '& es S - completo, 

o completo respecto a 5.. sii 

\J ( A E. S ~'> IN F A " V) 
""V 

m. n•bre 4• •completo reapeoto a 5 • resUta c('t:,rpl«ta

••t• natural, pQrque la de'tinici6n pide precisamente quo 

to4o ~bocm3unt~, ~ el aentido de S . , de V tenga n11 in fi.~ 
ao ft. V , 7~ .por lo tanto, existe oieta analoe!a. con ·la 

. 4eftntoUn · 4i Upbra Jool•an• compietai9' 

t.a 4eftn1oiftn anterior, no• permite definir lo que H 

uri ultrattltro t--t. -· ~i1'1octJ 
r,a.i. Det ..... 11 M ea, uai aodelo tran•1t1v.o 4•. e~ c. 
y 'B ~ N\ ff un '1.pbra Booleana. completa en el sentido de 

M t t..e., H ~ • 'b ea un llgebra Boolea.na. oompleta11 , 
:· . • ·. ·¡ 

aloiao• que un uitrafiltro ·U e obre ··'e=> •(solo pedimos que 

V. ~ ~ 1 no que V e. M ), e.- un UJ.traf'iltro H -
gentiloo •U. . 

... ~ .. 



V •• f> M ( 'B) - completo, don4• <P ~ ( ~) denota 

al conjunto potencia 4• ~ en el sentido de. H 1J 

Dicho de otra m.mera, V H M -pnar100 •11 tocto .•dl-
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oonjwito >< • •n •l .. ntido de 6' M ('B) • 4• V (X '-l"'(lt) u) 

·tiene un íntimo en V ': O•o X ~t14t.a\ \J -? ><• f<v)llf""(~):: 

-::. ó>( v) /'l P(") f\ M -= 6>tv) /) M -"::J X''"' V , 

U •• M -senfr1oo •11 tocJo •"1>ocmjunto 4• U • el. 

sentido 4• M tiene wn filfimo •n V ~· Qa19', ~•to 'dlttao 

justifique un pooo •l ncabre 4• ultrafiltro N\ -genlrio~ 

•••adelante, veremo1·qu• loe ultr•filtro• I"' •sen~rioo• 

juegan un papel importante en la om•truooUn 4e "•xt•n•io

ne• to/\ -senlrioaa•. 

· t • t Uf •'-- Si 'B 4 N\ •• \Ul '1pbra Booleana ocapleta 

•n el eentido ee M , 'vJ •• un ultrafiltto 1obr• 'B 

entono•• · W •• M .:.atnlrioo •11 

Db 1 

Suponaaa• c¡u• VJ .. M-genlrioo 

S Uf> ')( E \¡./ ··. 

: ~.· .. , . 



La implioaci6n en el otro sentido la probaremos por 

oontrapoai ti va. 

SUP'?JlPmOll que X (\ "" ... 9 

( s u~ x ) ' -= ltJ F' X' ' 'vJ 

V ( s u p X E. w <-:> Y..(\ vJ + r;, ) 
)( & f 14(9) 
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A ~OrA. .> Sv? tuc: \/ (SU\)')( ·~ 'vJ ~:> )(()\') ~ ~) 
xc.f,,.(6) 

Su~ '"'c. X S. 'W y ~ve: X.'- (?"' ( 'S) 

St. IN f: '>C á 'vJ. cttt 

Su~~'-= ( t N f' }()' e:. 'vi .". 'J..' ri. W "° r) 

." . .3 J.'• \J .'. 1• '- W ,'. X~ "y/ J7 ,., )( 
.'. f NF ')( 4 'v.Í W e~ M-(ac1tér1c.o. 

o 



Modelo• Cociente. 

Dt aqu! en adelante, ••r' iaportante para lograr nue ... 

tro·prop6aito final, que nueatraa definioionea 11toreaa• 

áe ha~ completamente dentro d• ~ F , aunqua:, tf1r IUJ>ll

e•to, solamente lo baremo• de aanera P!•u4o for.iaal ba30 la 

8up.oa1016n d• que H puede foraaliur oca~let-.te, uf 

mino, ·como ya lo hab:!uo.• anuno1a4o ant••• uaareao• •l 

equivalente formal .de algun&8 4efin1o1on•• 7 teor811&9 que 

solo enunciamos en au fol'Jll& 1ntui t1Taé' 

CClllo ·anunoiamo• variaa aeoiionH atr'•• uno de nue ... 

tr ns ob3 eti voa ts al ele oon•truir un aodelo que ouapla OCll 

·cierto conjunto de oon4io1onH .(ele toroin1le1 ••te ao4•lo 

stJ"'. el reaul tado final de un .proeHo en el que inttrrilllt 

.cierto modelo oooiente• 

.!i. u De!:- .- 81 H •• un aoclelo traza•1t1 TO ele e f c. ~ 

ef( 1- H F • ~ .. 1Dl '1pbra Booleana OOIÍJ>l•t•• 7 

W •·• un ultrafiltr,o sobre ~ , deoiaoa que clo• tlaenta 

'IC , ~ de· Mtl aon tquiTalentH a6dulo vJ , '><. N..., ~ i:,1.t 

··1( i(;·;u11·~ 'lJ .. 

Oonaider•o• que la relaoim Nw queda defin14a dentro 

de ~ f:' C. f: 
. 5'· 1 Mt 9- La rtlao16n N w ta dt tquivalencia~ 

. DeJD 
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XNw X 

(L~) s~ XtVw d C't\ t \\ ~ = )<.\\'S-= \\ l(..., ~ (1 9 ~ VI 

J Nw )( 

(LU.) S~ V.. tVw ~ 'f jtVw ~ c.Vlt 

Ux~~nB'" 'W y ij3=~11°tw .'.ijx .. ¡ll~lld .. ell1\~ ~ 

y C.o>mo 11 Y.-:=élls ¿ \lx-¡11~\!j ..... ¡¡,U6 , 

11 x~~re e w · .. !. ~N..,., e 
, o 

Lo bueno de que Nw sea de. equivalencia, radica en 

qu« podemos "partir" M' ~ relaoionea de equi.valenoia 7 

formar con eetaa una nueya olai!le MB/ w ·~ M 8 . m6dulo v./ • 

(•o forso•111ente traneit1Ta) que podemos convertir en modelo 

4• ef? c. •1 definimos. de menera adecuada dos rel&Óioneei 

-=~ ., E.w , sobre Mf>/w • 

· 5 • i.ct hf .- Sl Mi ·~ · "> ·~· \JI aon como en ia defin1-

o16n anterior 1 'I(' ~ "' M~ , definimos s 

a.) Y..VI =~ [¡•Me,/ l Nw ·id l. \-.. ·~10.~e de >< 

b) xw.aw f" St&. .11)l.~J11 6 ~ V./ 

e) X.w sv/f"' S<.t j., w:: Jw 

1?2 

... -. 



Con la de:t1nio16n anterior, a• puede probar que 

M-s/w = <{y,,w/)('.: M6 }1 -==w .l e.-w > 
es un modelo de ~Fe. , .. decir, ~Fe 1- ( M"/w \= 2-FC) 
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Que "Mo/w ea aodelo de t-FC. ee: un corolario del •isui• 

ente teoreaa s 

s.' o T•o .- s1 f(\r.) ... , u-.. ) ea 1Dl& tmula 1 

x, 3 ••• lx" ~Me. 1 51= ()(.;-',Y.:', •.. , x:'1 ')f.:', .•• ) 

e1tto"'c.11:s M'ó/w ·~.i' su (Jf('i'is···i~ .. )\\,w, 

fLS d«.(.H'' , .e F c. \..- ( M~ ·~ 'f Si.t. 11 f('i<1j .... l '¡(,t\ )(1 f; \V}. 

Da. 1 (Uduoo16n sobre la oca:ple~1ia4 h -f )f 

t) Se, f ~es Vj ~ lrt. cz"t 

M''/ 'W F' f S~:L. ""4"" Ew X~ S
i. 
e.e. 

n oaeo •n que ., ea v¡ •U¡ e111 an.iogo al antenCr.d 

SUponpaoa que el teoraa H oieno )lára t6raula• 1 4• 

· ·ccaplejidad menor· que k ·~ 81 la oomple31dad de f . ee ~ 

entanoea 1 

Ll) Si. -f ~s ..., "41 4t.,t 

Ms/w \= .., ·~ se..:. ···Mª/w W-$ 'f 



194 

5tt. \1 'P ( )C. 1 ' • • • ) X.")\\ r./- \¡.J s ¿, \.. 

. . ~ . 
\l\}'(~,j .. ')'l<"~" &.\¡J SU. lf-itjJ()(rJ"ºJx~)\\€\V 

s \.\, 111 ( )(., ' ••• 'l ')(. ") 11 ~ w . 

ltl) St 1 ~e:. tp -':> JA <t: rt t 

M6/w \::5 i s¡,¡_ (M 8 /w ~ 'fJ & Mo/'vv I= t1) sa . ...... ,. :--a.r. . 
(lfo/(~,, ... ,"-~)·fltW o- WP(~, 3 ···ri<"lll~W)c:.í.t' • 

~a-(11,'f(t,, .•. , x~ll_.e 'v./'( l\l'('>'-1, ••• J'lt.")\14 'vJ} Si.4. 

~ ( Nlfl~~'j ... ) '!("' )Ü '"- 'W '/ u-, ·~t)(,,,. ~·,'¡t." )11 (:\V) s ¿~ 

·. (N'f(~·:i···) 'lt,,..)ff • f/-iJ'(~, 1· "l "'"')/(f.. W) s~ 

ll'f(,c,, ... ''1-~) /\, )t(~,, ..• l~.,)//4-VJ su 

U"'.1('1'(-i.,, ••. ,'¡(.,) "1 ~(",, ... , x"))ll·~W' s~:.. 

l.'f {'ll1i ••• 1 ~") ......... > 1( ~,) ···) "i<"')ll ~ \¡./ Si.L 

11(~, J •• º l ~~' 'é w. 
· ·· ¿ v) Lo• oaeoá para el reato de los ooneoti vos propósi• 

o1onalee H :une~an en toru an'loga al caeo •nt.erio:r~ 

.,.• 

. ·• . t 
. '.'' ~ ~'"~· 

•• 1 .•. 



lr) Si. i e~ (...d llj' )('!'tu¡, ... J v-")) tt.itt 

St M5/w ~ f ~ttt ¿e, M'B/w \:itc:¡pw) '!f : . 

.' . .3 ll 'f('><1' ... l 'i<j-1 ~ 'P 1 )(j+l 3 ••• , x°">U~w 
'fGfl\6 

• 11 (.3 "}) 'V l Y- 13. ·• 3 ~~)f ~ 'W. 

'I 5\. u ( ..3 \Jj) 'I' ( )(, l ... J ')(.")U t. VI t:ltt 

• • 1>0v- • \.\. I. .3° M'/w t=f;u '"') 'I' 1 "*"'" ~"7' . 
: . M•/w F (.atrl) 't' .· ~ M"/w F i. 

· Ir) n oailo ·en qu.- -f •• l~) Y' H aa13a ·en ·tona 

~osa al oaeo anterior'é' 

a. 
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Ea intuitivamente claro, a partir de la definioi6n de 

f'.\~ , que todos loa teoremas y definiciones tratados en el 

oaeo d• . vei o bién de V~ tienen su contraparte en M8 • 

Aef ~ Mf> I= 2-FC:. , 11 O'll = i E. VJ para todo axiana C1 

4e e'FC. , y del teorema anterior, tenemos el siguiente coro

lario : 

tr. \l Corolario ~·- ~f'C. ~ ( M'ó/w I= ~~e). 

Otro resultado en V fJ del cual usaremos su C3ontraparte • 

en M8 es el que dice que: 

Uxt mtll-.: .Su? 11~= ~11. 
o(" 811.. . 

Así, tenemos que (en ?:\=C.) llXf.&'1,11~ Sv? l\A.-:x(l. 
.t6-"'l."' 

dmde, por eupueato ~ ~ M representa a la clase de orcttna-

lee ••Bdn M ~ 
Yolvien4o a M"/w , diremos que ><~ M8/w es \Dl ord1-

nal ei, oomo era de eaperaree, X ea \Dl ordinal en MtJ/w , 

·•• 4eo1r s 
5. 1$ · Det .- 81 >CE M'/ W entonoea >< ea un ordinal sii 

M"/w t=s ~. ~ otJ 

dm4• '5 H ~ •uoH16n d•· M'/w tal qu• ~' ~ ')(.. 

~Gl'llalaente, ~" o N JA'"' •• una a'brniao16n 4• la tfr

niá (Mt/w ~ (-1.," otJ)). 
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acao •• pae4e Ter, Htaaoa ua1ndo la ]lalabra ordinal peo 

definir also distinto 4•. lo que ya aianifioaba, pero ocao en · 

otroa oaaoa, esto no debe provocar oontu.ai&, ya que el aiSti• · . 
fioado ser4 adecuado al contextoé 

• 
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La. at1.rmaci6n que vitne a oont1nuao16n, exprHa que la 

propiedad de ser ordinal en M se conserva al "P&Hr" a M"w. 
S".\Z.A:ff .- o<. •e un ordinal en M sii ~...,. ••1111,orti-

nal en M'/w , ea decir' 

M \:=- a< E. ot-J su Mro/w F. ')(., "oN : 

oond• s.,. (s ,) •• una auoHi&l M'fw tal que s, == ~ ""· 

formalmente ~Fe.. \- (M ~Ola.. °"' ~ M'/w \i¡ 'K\a. oN). 

Dea. r 

COIÍlo oontra})t.rte de la af1mao16n que clic• 11111 -f(~11 • ··1 'I("") 

ea. una. f6rmUa restr1ngs.4&, entonH• "ft"-'l "· 1'1C-.) su. P.-1P- f{'J(, ~·· 

• ¡ '< .) tenemos que "'1 I= ól" oÑ ~U. M6 'F= ~ E. ON 
y, por e1 teor811la anterio~, teneaoa que 

doV1oe. S= (~w, S1.. l •• ·) ~ si. ""'M6/w 

.'. M 1= o<." oN ~u. M<d/w f.:] -i<., 6 ol\l 

clo~óc S • (~w s ~.,.~ .•. ) St L Mifw 
o. 

La atirUoUJn anterior n08 pft'lli te 11.acer la aipiente 

defin1oi6n : 

S.1.C.. Det •• Si · X ee un Ordinal de M.8/W , decimos que 'll 

H un orclinal. eatandar •11 ')(. 'lll ~ w 

para alguna .,( tal que M \= o( E:. ON 
.... ·· M 

ea deoi.r o<.- . ON · 



Formal.mente~ x~ ONSTA~1'A '\Z es una abreviaoi6n de la 

f6rlllúla . (x" 01·-t'"'o/"' " (3o<) ({M t= oe 6 oN} "' X.,. ~ w J). 
El 'teo.it•a que sigue, muestra de manera sorprendente la 

fuer&a de loe ultrafiltroe M -sendriooa. 
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6·' ~·!•o ·.- Si W ee un ult:i'atilrto t-<\ - genlrioo, entonces 

todóe loa ordinales de M 6/w son eetind&r·• 

(El reo!prooo de esta atirmaoi6n tambi&n es oie:rto, vea 

B•ll, J "Boolean-Valued Modele uid Independenoe Proo:fe in , 

Slt .The017•).' 

. Poraallllente, efe: 'r-(''w es IJtt, vlü«-f1ltvo N'i-~2V1Úl'-O 

SD~re. 'B" -) (xe otJ""''t'w_) )(E. ONS"TA-'l.J't>AR). 

Delil ' 

Supongamos que 'vJ es ~ -gen~rioo. Entonces 

\j (Ae:1't-'(e) -::> .:_d.· o..·-::: \NF A 
A'd'W G..4:W 

~· · ~"'" 

S 
•. .... 



.'. S v?· 11~-= yl/ €. \,./ s¡,¿ 
O(~ miM 

Sli. ~ 1/ ~ -a Y U " vJ 
o<oC. ~f~,''1 

.s .. •• 

""' /l. .w ' w 
1 e: O<'o Sti. Y n VI\ ord1Y1~I est.d.Y1do..r . 

otoE61(1" 

Y"' ea un ordinal de M~ sii 'f"' •• un ominal 

s. 1~ Teo ::- Si ':W. es uh ultratilbo M_~a-ilrioo 1obr• 10·· 
entnnoes €.w es una relaoi6n biln fundada aobre M."/w ~ 
Igual qU:e como los teoremas anteriorea, aupon•o• que tanto 

el enunciado oomo la de111oatracil&i del teoreaa~ .. pueden haoer 

óomp;_etamente dentro de ~ r:'( • 

. Deir: 

Primero demodtra.remos que la ralaoi6n ~bien ordena 

a los ordinales de M°!w , es decir$' ca. ONMo/w 

Definimos 

~:O~!""-; Otl,.•rw i.....I ~vit t(cA)~~ \1~60¡.¡ 
Por el teorema anterí'ór_~ 4 es auprayeot1va, ya que 9 si 

)(E: o/J. entonoes x~ Ol'.\5TA"11)1\Q 1 

.. 
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y, usando el resultado an41ogo a un reeUltado anterior, tenemos 

que M 8 I= ~ " ~ , l . t. . , 11 ~ 6 ft 11 -= 1 E \./ • 

Por lo tanto~ f C ..c).., ~w E::w ~ ~::. .f C~) , es decir, f ea pre

servadora del orden. 

Pero sabemos quo CN""' está bién ordenado por CM 1 por 

lo tanto i [ot{M]::. ON"'o/w eat4 bUn ordenado por ~w ·:¡. 

Ahora que ya sabemos que ON Mo/w esU bHn ordenado por. ~y.¡ , 
el problema es mis sencillo; 

Supongamos momentwe~ente que P , para ser breves, de

nota la funci6n ramgo de /<1B/w , os decir, 

S 11!.iA\1. A ::;;, f'<1. Yw ~ /i¡:Ftf ;J W1 =- M 1 n i P(x) (i<. '-' v.f-:, f 

S~?'- 0.. t /\ ta,! ~V<!. f(o..)-::: W'\ • 

, Gl es el eler:lento buscado r.;inir:in:L, :•a 'llJ·"' sl existicr.:t 

X G A tal que x:c.No... entonces, tsnc1r:1'::i.rr.os que P(;{)<{'(c..')"' ·· · 

V\ll lo c~l or.'trél. en ccn"trtlicción con l~ definici6n de WL 

, • , <;.w es bifo fu..."l.dada.o 

o 

"" 



Aparte de que €w as biln fundada, se requiere que sea 

tambiln una relao16ri extenaional sobre Mo/w , ponque nuestro 

prop~aito ea aplicar el teorema de Moatowllld. para obtener uzaa 

claH. transitiva isomorfa a Mo/w ~ pero 1• he.moa Visto que 

M o/w F .C \=C. y sabemoa que E.w H ezten•i onal •11 

Mo/w 1= "az:loma de extenaionalidad•, por lo tant!), '-w ea 

extenaional;;' 
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De aqu1 en adelante, aupon(l.reaos que W es un ul tratil tro 

M -genlrioo •obre "B '/ • , €.w ·ea biln_ fundada 7 extensio

nal.~ 
5' • 15' Att ;._.._ Bzlate una tioa ola•• tran111 ti Ta M C""l 7 a 

dri.ico iaomortino .f: M'/w .. -:> M [\ti] tal ci•• 

:ne. 1 

E.w •• at•naional 7 biln tunlac1a aobre M8/w ; por lo 

taiito podemos aplic~ el teore- de Koetow.ld. · 7 o'btener el re-
. r.--. 

aultado 4eaea4cf:-a 

. Si obaenaoa la deaoatrao16n del teorema 4• •oatoWlld.i; 

Tereaoa que ·el iaomort1811Ío. f de la atirmaci&i anterior Ht' 

4efin14o de la aiguiente manera a 

.f C"-) ~ [ .f (') / ~ €.w >'-·} \J ~ c. M 6/w 
Ponemos la. de:tinioi~ de_ .+ porque no• vamos a baaar en 

ella l>Bl'a dar otraa def1nioione$ 

i.n Det .:- 1'o• re:f'erimo• a MtwJ como la extens16n M -
senlr1oa de M respecto a . v/ • 



~.'2.i Det .- Definimos la funoi6n Í..w: MB -· '> M (W} , la 

interpretaoi6n de M\:!i mediante MCwJ oomo 

lw ( 'l<) = { ( xw) Y Y.*' l'I\ e. 

s. i.ct D•f ~ Definimos la :funoi6n j ~ M -) M [VJ] , oomo 

1(ll\: Lw(X.) V~""M. 

Con las funciones que hemos definido tenemos que la 

si tuaoi 6n gráfica es como lo muestra el siguiente die.gr81pa 

conmutativo i 

M--~-~-~ r~-r?-·"'-f-~ Mª/w. 

M[w]:· 

M&it a'dn; de las funoionet!' que intervienen en este diá.gra•. 

ma, algunas resultan sel" inyectivas, y algunas auprayeotivtui·• 

Aaf, aa.bemoe qué .f ee biyeotiva y ,w 111 su:prayeotiva,· por 

lo tanto l w eu auprayeoti va·~· · Adtm4ll ~ es inyeoti va, y en 

o~to a j tenemos que si .l< ..c.'\ = lt)\ entonces, 

.' . .f(x"')-= +qw) 
. . ~ Nw ~ 'f \\X -- ~ !l é. vJ 

20" 

r . 
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Pero; por un rea'llta4- anterior, 81lbaoe que l[x .. ~I\ €.~01 ~f 
por· 1o tanto~ -!{ ~ .... i \1 ... 1 ·; 1 aplicando otro reB111tado ante-

riOlt', tenemos que ~= ~ ~ oOllo ~ eai 1ny•o*1va, 'I(::. ) 

es decir, j('IC) -::.jt1\ -=> )(• ~ y, por lo tanto, ~ tlll inyec

tivai: 

Como oonaeouenc1a· de la obsenacion•• anterioree, 7 111an-
. ' 

do notaoi6n de la teorfa de catr gor!u, nuestro cliagrama .:. 

transforma en •l siguiente dibujo 1 

1J2 ·la . parte que Vien• a ocmtin~&a~ prollu' .. 08 algunas 

propiedades general•• de lu ezteneicm.•r.- M · ·sa'"ºªª qU. 

8~ ind11penaablH •Ji 1u aplioaoi&i •n lu . pJN.e"baai 4• 1n4epa

denc1a e.e. enunciado••' 

S• I'- !eo ·~·- (J :Bell) Si w ea un ultratil.tro M -genfnoo 

sobre ·e, entoncea j(tc'i] Hi una olaae trane1t1Ta~ ah a&i. l= 1M. 
Dta 1 

Supong8llloa qiit, 'vi •• un W.tratiluo M-pnlrioo 1otre 

'& 
·Para probar. que j(~J . H tran•iti'va, aupongamoe que 



X" ~ e:: ~[M] 3 .Z:Vlt 'ef = j(s) p. a.. 6e. M l 

a.de.'MÓ.~ JC~1f-M[VJ] .'. XE.~.o.M[yJ] 

• , Xe M [w] J C..e>W\O Lw l..s so br.z 

Asf, tenemos que Xo::.Lv.1 lY.o)GJ(~.,'\:: ~ • pero 

j(s):: lw ls) :. ~-=-Lw (xo) e. °Lw(s)::: ;J. 
Por otro lado, de la& definioiones de lw ~ + , ~ w l 

tenemos que 

Í.w(t) ;: ~ (sw) = f{(vw) ¡ '(w (¿w s"' 1 = 

:: { Lw ( v-) / 11 r ~ ~ 11 ~VI} : . 1\ X11 E S 1\ E W 

?~ro ~ Xo ' s\I = Su? (~(e) • li Xo ~:e 11) ~ 
h1>o~ts) · · 

por. lo tanto, UHndo un teorema aoeroa de ultrafiltros t<\ -
genlrioo•r tenell!Oa que 

.:a 11 )(º .= t.ll ~- w 
tés 

~ . 
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.&hora proberemo• que j -= i ,.... 
De las definioionae de . j tenemos ~· 

• \\ Se; ~I\ ~ \J J ~ (S) .~ t(!) € l(~) • j(.y) 

S E: V- _, j t S) ~ j ( v-) J j : M -"> j (f'<'\] •• 

bi7eotiTa 1 tanto M como j (.te\] son tran•itivOll, pero im 

resultado anterior nos dloe que· en taleli oirounetenoiu 

. 
• • A • • ..! = , ...., 

e 

205 



5.11 Corolario •:- Si 'VI ea un ultafil"fmo M -gedrico~ 

entonoea M ' M CwJ 
D111 a 

j = iM 
El oorolario anterior •s importamte porque oontribUJe a 

la justifioao16n del nombre de M [wl . ·~1 Lo que sigue a oon

tinuao16n est' enoamtnado a probar que, bajo oier·tas oirouns

tanoiaa, el ultrafiltro W es un elemento de M (.W), lo 

cual tambHn ea un hecho importante (desde el punto de vista · 

formal) porque garantiza que una h•rramienta usada tn la •oona

truoci6n• dt M [wJ :tonia parte de: ella .misuur;:· 

Dt aoutrdo con las oondioione., que establecimos inioial

aente, 1abe1110• que 'e:> es un dlgebra Booleana completa en el! 

1ent:ldo de M 1 que \¡./ H un ultrafiltro M-gedrioo 

itobre -e, , oontecuente11ente, B E. N\ 1 W s; "O , pero hasta 

el ••ento, nada no• dioe que 'W e1 un elemento de M •. 
1'11ta obHnaoi6n ee intereeante, 1• que dentro de la 

$ .. • 
4•0.tftoUa 4•1 teortaa anterior probaau qp la :tunóUn J 

pr•••na la pertenenoia, ·por lo tanto• •1 VI tuera \Dl ultra

t1ltro M -Psitr:.oo, tenadaao• c¡ue j = t M 1 qa 

\¡J E M -) "' ~ j l W) é M [-w] • 

81D tabá1"CO, . ft)'Oller act:l.01 Clllalatnt• que VI ~ M po4rfa 

occpltoar la oon•truooi&l '' v./ , :r ocao el leo:tor ha'br• . ,. . . ' 
not•4o, tollo el .trabajo eiguiente 4epenc!e c!e la e:datenoi.a de 
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W ~ A.de•'•• la hip6tee1111 'vJ e M no ee neoeaaria para con-
. . 

oluir 'W G:- N\C.w] , y, por lo atnto preeoi:ndirem.os ele ella; 

y pera probar que W E: M[W] , en lugar de tasar el oBlllino 

directo que noe 11aroa j , tran•i taremos a travb 4• la :tan

oi6n .Z.. y de la funo16n [ ;· Em.pezareaoa con una 4ef1nioi8n.~ 
. ~ B 

De:t 1:- l>efiniaoa 'B €:.. M d•. la •iguiente asnera ' 

't>OM ( 'f; *) = = ( ~ / X~ O} 

J 'B"' l >l:) --= >< V ><~ B · 

Se puede obaerv~ que 'f>• ·ea una e1peoi• ele :lmler1Ua 

de 'B en M \!. ~ y, en nindn oaeo 1',.._. = "t . . 
A\1Jlque la d~in1o16n de .~~ depende aolaaent• le f> ~· 

.. "" . 
mb adelante veremos que, de manera 1orprendente, '& ¡¡7 

W · eatdn relac:l:onadoa mediante la fl1D.o15n t i: 

Uf 

L t) V 11 t e; 'B • 11 ::: b 
bE:~ 

Da • 

. Jibia el inoillo ( ~) teneaoa que 1 

· ~ x ~ 'Bittll ~ Sv P { B'°(c) • 11 ~= e-11) ::. 
· '1-t:'DOI-\ (811r) 
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Mientras que, para el inciso {t~) tenemos que 1 

.,· .. 11t~~\I:: 1 st ba~ y 

ll'b::.j\l~o ~· .. b,¡,~ 

[

O Si. ~ 7- b 

. ~ Si. ~ ::: b 

1lo1--tq, ui~ 'B~I/ = svp(4·ll'b:: 40:: 6 
31.'6 d d 

o. 
A oontinuaci6nt probaremo• \Ul resultado sorprendente qua/ 

relaciona 'B-t- y V./ • 

G'·I a Teo º ..... Si V./ ea un ultrafiltro M -gen6rico sobre ·e, 

eiltonoea l w (e"") -= Y./. 

Des.•: 

Supenáaaoe que VJ ea un ul trafUtro M -sehfnieo ·sobre 

-e ". Prüero probareao• que : 
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sU. {por un re1ul,a4o ele ultraf1ltro1 M•P1a•r10091) 

{ Peo ••• W •• a .:Ltraf11 tro 

. 1 ·1\'IC·a11 E"'-'> (,.t'v/ y \l1<=j11iw) 

ya. t ve ~ ' # '1C • J 1 ' 1 . > 11. ~ • 2 N 

AtJ. J ( .J (1 • Lw (x) "· ih< ~ 6~·\( ¡¡. \J )}sú 
><•MI ·:· ..... · 

. ' 

•. 
Sit [.J ( ~ = i.w lx\ 1\.] ( i.\o.I t~\:: i.w t3\)] 

*M' ~'W 
S .' t.L 
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Por lo tanto 

· f .c /¿.t. (e= Lwtl(\ "\b~ "'?,°'U~ W)]= [ ~/ 3 { 1:;. i.w (qJ)'} 1' ><.~i.1 ¿r.w q 

oon lo anterior twnemos que a 

Lw ('.B•) = f(<t>•) w..,. [ t°b<w) / xw t: (e"')w J =-

= flw(><.)/(l')l.~'B'*ll ~\./]=- fi/_j l-e"'Lw(Y.)A\\Xé'tl"l\IO\.,d"', 
Xt.l<\~ 

= [i/._3 l i= Lw (1})}~ l~/.3 (.!=-jl~\)} = 
~t.'vJ 1 .. w 

. s, 1 C\ Oorolari o ~ S:I. 'vi H un ul trafil tro M -gedrioo . 

sobre "f> entonoH 'vi ~ t"1 [W1 

Dea a 

'\,.J.,..l~(~ .. ) ~M[VJ] 

y A. 1 V(. lw : M l> . ~ M ( w] 
O . 

.Ahora~ nueetro prop5si.to H probar un teorema en OlJ1'0 

enuno1a4o~ee resumen las prinoipalH propiedades de lae exten~· 

ei0ne.11 M-sen~ricae, pero antes de hacer esto, probaremos 
' ' 
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. . 
un teoi'el!l& importante que •• pr•oiseaente¡ a\Ulque cli.•:tl"a&alllf 

el teorema llmaclo •!eoreaa 4• :roro1ns• qu• probar• .. .C. 

adelante':' 

5. i o !•o ~ Si \¡../ .. un 111 trafil tro l"\ •gen•r:loo •obre ~ 

7 i ( r; l ~,,.) ... ~ '1' VI) ea una a!em\11.a 7 ~, f ~l. ~ • ; • ~ x"' é ~T> 
· 7 ~ = { twl~·) ') ~w l~.,,.) ~ ·• •) 't.wl'1'")) ·lwlic: .. ) 1 •• •) · 

otcaoe• 

. -
.J>lia· • . 
a.lt•oa t•• f: M'w -> M['N) •• • f.••Cll'ft.•• · 

-.ai ,_ .• 
\J Y."' . ·é. 'fil f' 

,..s1L M! 

por lo. tato, H p•4• proltu'~ aaciu ao ie lau'••~ (,.. 
induésoi&a lsobrt la ocaJ11•311a4 lo it \ri , • • • l .,...,. ) ) ..- a 

f{v-\ =~ (.fh~\ l .f <x:), .. ;, H"'~), H'l4Y'\ ~ · • ·) 

f.l'/'/w. ~ f( '4j) '1'°L l o 
0 0

' "") 

·,-: 
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Por otro lado, por 'il1 teorema anterior, tenemos que s 

11 f(Y-1 ~ 'i(\., ... J x")I\" 'W 

S 
•• 
'- L 

. • .• M [wJ 1(v-) -(( \f,, \l""l, ... ) v-.. ) li:.t 

\\ i ('i.1l 'll.~) • ••) X'°')ll E \¡J) -pey-o lw {x)-:: .f (l(.W) 

. ·• f(v)= (HY.1"'\, H~r..'"'h···J .f(}C..~'l H><:'\, ... ) = 

:: { lwl~,\ 3 L_,(14\) • •• ~ 0

lw b< ... ) ~ lw (~,.\) ... ) 

... M[W] ~1l"iJ'1''3·••1"·\ .S'-:. llf(i<,.~'l.3•••>)(·)UL\V 
º· 

5· ~• !.. ;.. Si 'W •• Un ultrafiltro M-genfricó sobre 'f.> 

entono .. 1 

tri-. MCwJ 8E •l aenor modelo trái:i.1it1vo de e.Fe.. . tal 

que M s M [w 1 y ~ é M ( w] 
~ 11~· M 7 M Cwl tienen loe atilloe ordinal .. , e1 4eo1r~ 

ON "1.,.. ONM~w1 ' 

Dta 1 

i.- JIOr un reau1ta4o anterior liabemos ·que M6/w em; un 

modelo de ~Fe , "1 coao f: M6/w -"> M[w1 es un iso-

mortino tal que ><"-w 'j e11 f(.,.:) e:. f(~.) reílulta evi-

dente que M CwJ tdmb:Un ·e•s .modelo de .,e FC. é 

Ahora lupondremos que. N es W1 modelo transitivo de' ePc.. 
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tal q•• M ~ .N y 'vJ "" N 
Por oonetruooi&i, aabeilo• c¡wt M! E: M V«,otJ~, 7 o•o 

M ~ N l M.: E. N V o( r.;. ON M 

44• .. •• 4• la 4et1n1oUn de i'.. w , teneao• que la re._ 

tr1001in 4e i. w a MI c¡uela ••&14& o•o • 

lw/ M! (1t) = f ¿w/_M1 (¡> ·l J é.,, x1 • ftw/MJ(i) /ft~ 6 xd ~ W J 

PM•to que "IJ • tJ ,_. -. .. ·~· M! , l-w/MJ. {>e' 

H llD& oal.H totalaate .l•tro le N ,1.e·~ ~ lw/tfl t~>• Ñ V lC e M.t 
,, pa¡o lo tuato. Lw/ Ml' •• lllia fulaot&a que J«l't• ... a N i 

.. ao.sr, lw/td ~ N y M? 6 t.J., :. Lw/Ml [M.tl •N ·V... °'4"' 
1 o•o N .. ·trin9U1't'o) Lw/M: (;MI]~ tJ 'f-.e 01',. 

: ; M[w] !:: N t M [wl 11 •l .~ .. ·aoaüo tnuit!To 

c¡ue omple OCID 

. 
M k M(W] y 'W 1. MCwJ 

u.- 'l<'- ON"'c.w'l si.~ (.3 x:aLv,,(al '/ M[w]t-(x~:ot-l))si.t 
· . OMt . 



: . ON"'CWJ = ON"' 

º· 

" .. 
~"""' 

214 

aH111u .'*U1*9'U' c¡ue en .1111111"~•• lefinir la• extea•to

••• · M ·11n•neu a tr&Y11 4•1 !•or- el• •o•towáki, hubiera ... 

aea poU4o Jl'OCl•cl•r 4• mmera .direota definiendo L...., recur

•i~~t• oaao 1 

~ :. 
. . L'9('<):: {L..l1>/ l1t><Ct~} VK• M8 . 

~ et•••• . 4iftll1r M Cw]. o•o la ta1 .. ü M t' ba~o L.., • 

•• 4H1zi~ MCwj ::. l-uC~'] 7 Sin •bargo, a\inqu• .. t• entoque 

H da üreoto; r••u1ta un JC»OO • art1f1o1'al 1 ., "4e11tl.• ea 

... pRre, porque prOJ01'01._t iienoa · he'.rramienta.a para probfU' 

prop1ecla4H de la 4etin1o16.nl A peaB!' de todo, no deja de ser 
~ ., . . . . . . . 

tntere•ante el 1aber que eld.•te otro trattbll.f.ento del tema~ 
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Oop3\pito1 M -pnlriooa? 

O•o babfamo• dioho anteriol'Jlllrít•, U. 4e lu 141u :l..-

1ai11i1YM Hoon4ila• detl'AI! del oa1101pto 4• ocllil.41a1••• •• 

:toro1n1 (elemento• de un orden paroial) era·1a 4• t• ,.Uaaoa· 

penaar que 'Ula oontio16a 4• toroia1 ._oa proporotana olorta 

1ntGl'lll&OUn acero& do lo.• ~leaentoa iau• J>Ori·neon a· 1ID. 4eter

m1nado oon3ulito a.no•;- 'aa r1álUadi ao exi.•t• N•&a alpaa 

para PID•&r que •• aolo UD& ooa41o11a ele foro1n1 la t'tlt fü-
ten1Q• un •o~1iDto ....... 111._o , .... ltl .. pua. 1ir tol'o 

. . . 

un oonjunto 4e oanc11o:lc:Ín•• 4• foroial •1 'ª ..... .... : ,.. 
lo que: dH•uaoa ao· H molaent• 8Cl'91U' a oca3mto a.wo a 

, - . ' . 

'tlll ao41lo hdo.• nno que ttm'bifft le11•oa que •1 liolelo 11.. . . 

•1en4o modelo~ so puede •..,eoMI' Hoi~t• tu ao nalca...iel' 

· oon3uato di oon4ia1cmH ele toroia1 n a cletenina:r a •o•3--

~o nuevo•. 4e t81 aanera que •l •o4•1o, 3ato o• ... ···--
. . "º• pu.da .. r lltb414o a ovo aol•lo, Uobo de ota Mllea¡ 

n&da no• praatia que •xi.•ta .. enean&a tu• iaol1111P • -

··oon3unto nuevo•: Por eata raa&a, H aeaHario letll'llbu" o 

4et1n1r que tipo 4• oan3uato 4• oanc11o1••• 41 faft1aC.ia• 

páede pnntiaar cau nue•troa pro,aauo. 9Ufn •U•taotor108~ . . ' ' . . 
t1ll tipo 4• 0~3unto1 41 om41oiOllH 4• torotac que o...,. 

plen o·on elto, 1an'omoo1401 oCllo o~~•t• •¡enfriooe•~ 

1.\0 Dtf '¡,,\. Sf: ~. 11 1m ao41lo .tftnntlTO 4e tf' ., ( ? t 

<. )·ea UD orden paro1ial en el ••nticlo 4• M , 4eoill• cau 
~- ' 11 ea ·un •uboon3unt.o M-sen•r100 de ocm4io~cnel· 



brevemente conjunto M -gen~rico eii 

1) S·.. X t: ~ 1 'i E. 'f» y X ' J ll! 11:t ~ 6 l} 

2) V ..3 la lÍ )( t i' 1) 
~,,.~. .t'4 
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La •emejansa entre loe nombrea •lil.tra:filtro M -genlri• 

oo• 1 •aon;Junto M -genlrioo• no ea meramente· casual, ya qa 

enaten 401 resultado• que relaoionan fuertemente eetoa con

oepto•, 1 que uaruoa -'• actelanta en la demoatraoUn del 

teoreaa 4e toro1nlt 

I• SI Def · ~- S:l M •• un modelo tran11UYo 4• ~f i ( ? , 
< ) .. un arda paroial en •1 Hnt14o d• M • ( e • ( ) 

•• la ocapl.eoi&i 4• ."'? , 1 . q H un euboon;Junto de "? 

M -aenfr1oo, en:tonoH, defima·oa V (q) , •el ul trafil tro 

aue:rado por ,q • como 1 

~ , v (q) : :: I x.t: "& /~~ ( a.ci) ~ Y.)} 

·· F 11 \J H 1Dl Ultraftlt~o M -atn•n~,o mobr~ "e, ·, entoaoee 

· 4eftn111o~ c. (w) , • el oanjlinto 'M •&Wftlr1.oo ·eiil0oiado a W • 

OOlllO : 
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La siguiente afirmaoi&i justifica el nombre de UU:i) f 
5. z.z. Atf '•- Si M es un mo4elo tranai ti vo de e F ~ ( 'P '; 

< ) ea un orden parcial en el sentido de M ~ ( "B ~ 12. ) 

ea la oompleoi&l de 'P en el aentido de M 7 · €\· H a 

auboonjunto M -genlrioo de 'P • entonoH;- V (Et) . H a 

lll.trafiltro M -gealrioo •obre b i: •a. atn, 

~ [e\) ~ V ( ") f'\ ~ ( 1l] . 

C.o\l\'\o q cs. M-3c~tr1c..0J ..3 '''J• t J~IL). . . , .. ~ 
•• tt.C3) ~ ~(,,) ~ x. .Y <C1).' ílCJt.) '- j 

• • ~CJ) ~ ><. • l 1 : · . ~ · l ~ V(~) : 

lt) S·'" xc. V(t,) '/ xs ~ ~~t .3 ((ci) 'x '-'f) ''" . ( 

.·: . .·.,·e.U(~)~ 
....... _" 

U.t) c.omo. '-($)>o v, •'"P. J o f. V(~) . 

Por otro lado~ ·-µ •• 4•D8o ·en -P · 7 P E. M 1 

,, ,, . 



k IJ(C,) . 

l'\S') Para ver que V((i) es un ultrafiltro solo falta 

proba~ que V x~ U(~) & ~'e. V(<q) . 
. 'le•& 
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Sea ')( f: 1> ·~' Por el inciso anterior, podemos suponer que 

'X=o. 

Definimos 

A it. u den10 en 'P porque 1 

•1 Y"t- 'P entonces ~ Cv-) • o 

. . CC.v-\ • X 1' o (!> C(.v-\ • )t.J ~ 0 (c!c. f ó 

5.'P.6. J eupo l1JO."'O~ ~ve ~(r)• X ÍA o. C.0W10 t:<(1') 

(s d~111so «:vt ~ - io1 J .3 ~es)·~ 4=(.~\ • )('., 
~ ..... -p . 

• • 1t(s} ~ ~(r) 'f <(~)~"f.. ••• S'V" 1 se.. A"' .• 

Sienlo A'lf. ti.: M 4en110 en f 1 ~ a conjunto N\ O:.genf• 

doo, tenemo• que 't ll A.'/. -:¡. o) 

.". 3. /EAx l t.,t.. 1 ct.ci)~'¡(, e- l!CJ\6x> 
~E:q 

· .. ·., 
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V (e¡) .. un ulvatiltro~ 

'1") Pafa probar q·ae U(~) H M -genlnoo, probar•o• 

primero el siguiente i... 1 

Laa ¡¡1o. Si q H 1'\ -gqkioo J x..s: M, x el') ct1t 

1) (.WI: --

. .' 

Olaraeate~ ')(. 1 .., IV\ •· Adab-9 x, •• 41DH. a 'P ~ ••· 
lo oontrario tendr!amo• que 1 

3 . V V '~ : • V " "s . . S4 ~ t SS s i 
Se,? \lfr~1 ve. "I( 

~ (j • >< ~ V v- .¡. 3). 
J~ \.-E)( ' 

Ahora bilnj p~a ver qUI' V(~) H M -sen~rioo neoeeita•. 

mos probar que si Af:. M y A" Ulí:\) entonoee INF-" ~U(~). 
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Supongamos que A 12 M y A (.. U(l1) 

Recordemos que los elementos de 'B (la ,compleci6n de í' 

son oor:taduras regulares de P 3 

:.~ "'"'P 
)C,j¡~ 

J14e at1n, 1\J~ ~ '=~E. M ,". \NfA óiM 

Aplicando el lema que hemoa probado, tenemos que 

-3 (~ " \N~ A & 't} .,.. 4 3) 
'4ii~ '(&ll\rA 

.Pero 110 ea poeible que \J 't4 j J'& que entoncee 

""',.,.~ (reoord•o• que . º' : = lr~ -P / y,~ J • ·td. 

0, • INf. A -= °J f\ \NF A ..s <J = o 

:: 5\'.Jp "'-'=f ="P 
.>..f:l-1 

~u.a.,, V ~ ea aeziso en -P , porque s1 '(' 4- r 
. Cl.efJ,., 

.. 
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- . 
.-

'Por oi.,.~ 1~ Jo , <('):a º1 .
6

, ºª 4 ut"), .. 

.'. A. ' V ( <:¡) . : • a. e A1 " V t~ . 

~ &. v(4) t a.> c. V(Gi) i . 

Dado que no H podbl• tui V ('/,' f :tono•••'•· 
. ~~ 

3 ' 1NF A • 

º' .. ~ lNf A , C(J) • ºI ' \t-U= A . 

IN~A eut") . Ü(C.) es M-3cr1Jru.o 

Para tel'Jldn~i probaremos qua e (<q1 .. U(C.1) fl e ['t] . 

ya.. i\JtL '{1-) ~ e:.(') V)~~ l e (61 St V(C.,). 

a. d «. ~ l s , ~ C.~ J • ' • e [ '-1 ·~ ~ [t>J • 
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ir [Gi] ~ U(C:¡) fl 11.['?J . 

S\. 'i'- E. V (Gi't (\ cz ['?] ~ c~rt _;¡ ( 1ttv) t. x) y 
\'"~ Gt 

La aiguient• afirmaoi&a, que .. en cierto modo el reof

prooo ele la anterior~ ;tuatifiva el 11mbre de e( w) ~1 

'. 's Utt r... • M .. Ull Jllo4•lo tran11 ti V.O el• e F ~ ( ? j 
<. ) •• úii Olllllll paro:l.al. en •l 1enti40 4• M ~ ( 1> ~ e ) ee 

la o•pleoUn ele 'P en 11 ilenticto ele M 1 'W .. un ul. tl'afil tro 

M -.-trs.oo IO'bre 1l ¡ en:tanoH c(w) H un subconjunto 

\1\ •lftlmoo 4• "P ·~ 

])ta 1. 

Pria~o bar que laotar que 1 

~ Si b • M H 4CH • ~ - fo} 
;ra que ele 10· oaQl'ar1o~ i):: f J~ /ch :t>J 

M -.-ar100, tenc1rfaa0. llM IN~ \ 

. INF ~ =o~ ·9or~ v~ si.. c. p o 

.] (V fue.) 'f e~ u' V !!. c.: 
V~'P 

3 

entcnoH D (\ W '4 t/> 

' VJ 7, siendo W 
~ 'W , pero 

t V· et ' J..' t! lft. 
Ótl.'\) 

1 c.' ~V 

. ; 
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, • V ~ e c.~ •o ~ 

· !:> no tiene: ootaa 1nferiorea d1at1ntaa de oero 

1·;;e·,~ INF b ,. o· 
Ahora au1>«•&UH qu• A "' ~ · · H un m.iboonjunto 4tDao 4• . 'P 1 . 

Dmo1trar•o11 que c:(w)llA •'/J. 
cl[A) es 4enao e '! - {o} JIOl'que a1 :i<• '8-~o] •11t 

-

V./ () ~ (A] 1 o 

et fo ctw\ J c. lw)J\ A '#/i ·~ • 

• · 111 A• M n un n1'ocm~ato. 1 ... 0 le -P ¡ tatlia•• 
• • ! 

e (w) .fl A i rJ ( ~) 

'Pov- of~~ 1~~º l ·&. ')( ~ c.(w) 3 ) 4'")) t ~. ~3 tttt 

. <l('J(\ Ei 'W y ~()l.\ s:; .t(~\ ' 

.·. 
· .. ·,·· 

.. ·;··· 

, ,:' 

·. '. ~' 



224 

por lo tanto, siendo 'v./ un ultrafiltrof a(~)'" 'W 

y por· lo tanto d "'- c.{ w) , es deoir, 

{ "- '.c.{w\ l d e:'t' y X S:-~) ~ d w C.lv.J) (Lt\ . 

Aclcwitls J se. 'l<J1 - c.tw\ il.~t 

A:= {1e:'P/(1<.x y ~-~1) & (t y X So~ LhLOW1f>ctT.tbk~)e

(~ 'f J ~o~ l~C.oMp.d:tb!~6)J 

ea desuso en "? , ya que ai v • '? ent:onoee 

b,) 6\. s, '= A cnt ~I "A '/ .s, ~ V' 

~ª) st .s, t A c.nt 
61 '/' 

So11 C.:.Owt"j>o...t.¿b\<t'Q 

• • • ...3 {s, ,· '1 
'L•'J> 

y S& "~. ~ 

s:. e A ¡ s1. ~ v ,. 

Te 
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Aef·i por el inciso l l) i sabemos que e ( w) f'I A f 4 

• • • ...;I -a. e;. c(w), :. et!!: A t ce.e-)"\¡./. 
'UA 

AhoJ,'a¡ ocao · )( ~ 1 e c.(w) ~ tenemo• qua: c.(,.) ~ «C~) . ., W 

: • 81 e 1 . 'f. f\lG'BD inoampatiblee; entanoH. · 

i()t). <(f;) = o)(t)oa ~;=o'-\,./ i 
7 •1 · & 7 ~ 1'lean inocapi~:liblH, tntanoH 

<.())· a<.e:\ = º"' t'\o~ •; 11 o 1:. 'W i . --- . . 
pero c•A 

· e\./\ ·e.u t) . . ¡ ' '/.. 1 t ~ CS. f ~ 4. (. ·" I 

·Por ('-) f tu.) W {~t.c..\ i· teaao• que cJ.w) •• • . ...._~~t• 
M . -senfrioo 4• 'P ~ 

a. 
m. tl.tillo re•ul.ta4o quepre1entarta• •n •na .. oot6l 

au•tra el oarlo'tel' 1Jl•rerto q,ue tt•en 1aa .,eraoiClll•• V 7 (. f 
lo o\lal no• 4fi 'llDa foma 4• reouperar •l 11ltraf11_.o o oC.~a1;o 

.· N\ -ae~oo 4•1 oual heaoa ~14~ 

s.i"w ·~'- st M ••un aoa.10 trmllit1To 4• ~ F ;( 'P t<) 
•• un_ orden parcial en el ••nt14o 4• tlt i 'v./ H a 'llltlla:l!llvo 

M · -genfrioo sobre ?>· 1 <4 ~ "P .ea 1Dl ocmjunto M -eenfd.-
009 en,.onoee a 

l) V ( c(w)) -=- W 

tt) <:.(vt~)) ... ~ 
, ;~ 

·.·'-= 



L) ~L X & V (c(w~) J .d ~(r) ~X· 
r ~ <:( v.i\ 

Y. é VJ 3 : • V (cc.w)) t;. 'v./ 
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St. X E w - u ( c(w)) «.11t 'I<'~ U(c.(w)) ~ 'W 

c.(\J (<:¡)) = 9. 
' o . 
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LoE ocD.o•:Ptoa que hUta aq'ld hemoe 4efin14o oan1Ututen una 

baee eutioiente para dar una def:lnio1'a foraal 4• la NIMl.tD 

4e fOllll:bal eav• lo• tllueatol d• a Gl'4ea :pll"o1al "P '111• .. 

Duaoiadet11 aoeroa 4• eleaato• 4• M 8 . ( 4ante 'B ... la ocaPlt.Oi.la 

4• 'P )t 
'~ SZ. Det > h.P. que( ? ~ < . ) .. \lll 01'4• JU'Oial aepa:rats.Ye 

7 que ( '& · f c. ) H la o•pleoUn te "'P i: ll 1- • 1> 1 . <r 

ee un enunoia4o.--aoeroa el• •l•ea~oe 4e M '& • '•t•oH deot.• . 

cau• '4- forsa a f!' "1 eHl't.billoa ,. U· o-· .S.· 1 •Ol.• n 

«c~1 ~ a o-u'-

lia ea'Dv .. , .,_ ruaM le e..UW; aprt'raéwle·tu e 
. H. aa imlerailn 4• 'P • la , iteUftóu•• ~ ea & ,,, 

., por lo tanto la 4et11d.ot.fa q,u 1ñ1U..._.. •IC 1 

1 

i ... & &U. ,. ' 1 º' 
n •S.ldinte •eor- ••'1••· .. liña .. ,. ...... . 

•1--talu &e la rel.Oi .. t. t ... ill~ ,._ .. a·.i. ...... . 

iaWl:ttn 4e fOMilllt ...... b eiltu Jl'Dpt•eat• ae ea ... 

,que la toma1laao1·aa 4• algo quera •ra tnwUiftMDt• ot.me'i 

¡. i.5 !•o ".'- Si ·-< 1 f'· •on 4o• 'b -nuno1a4o• 7 "f ( ~ \ •• 
una. ~ -:t6raula 7 'P t ,_ E p entanoH 1 
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U) ? U- ot "¡.. si.~ (? lroc 'f 'P 11- ¡J) 

x·~ St 'PU- o< ~ttt p Ir'-., oL . 

t) su p 'l-,<:'ll ? \\-. '1 o( ~rl t 
1 . 



st 'tS..p j ~ !:\IQ(I\ rLllt 't~V~\\o(\\) '/ t~\\.:><\\ 

. .' · ~ ~U P< ~ y ~ <. ll t'( U' l P< ro Y t ;>o ' 
'h-~ 

O<O i· 

Rftlprowamente, proo~41en4o'por oontrapositiTa, 

. 4l p \~., ot <~t 'P 1: 1\-i °"' = \\o1.11'' 

229 

Adlde~ ~ H la ocapleoi~ 4e 1> t por lo Ua~O · 'P ea 4_.o 

en '8 ~ [oJ 

.. 3 
"f~? 

t \\- o( • 



U} La prueba de este inciso ea directa : 

p 11- o< /\ (!l t:.l..L ( f>' \! "" "~ 11 = \\~ \I · \1 1311) ~i.i. · 

( P ~ \1&1111 '{ P ~ ll¡t.lt) su ( '? l\- o< i p Ir j~) · 

2.30 

tt.t) -p \'ro< V~ ~H ( p =. \\ <>'. V (l\\ -= \11(1P\1' "\¡~)!!) 5&'.i 

( p 11- 1 (.., r:A A '°'f-l)] Gll ( Y (~ \lf 1 <>< "i [2') Sli 
. ~~p 

· [ V ( + \V 1 o. .- i llf ., r~ )] !i>tt ,,'P 

i.ir) , t \\- -' -;so (fl •LL ( p '- \\ ~ -') ¡i U • lh {"' ".,(•)ji) ,¡.¡, 

~ ? \\- 1 l °' (\ "\ 13 )] -&L~ t V t \\-. ~ " ., ,~1 .St.t 
. flí l> 
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'7-) ¡>\\- tx)-{L'll) :::.tt (\> ~ l\(x\-f('il:\I~~ 

::: INF \lflx)\I) S<.l. (Y· P'-1\f(v~ll) su 
VE- M'- ve.Me. 

\r~ ? \\- t] '!(}. f l.,c~ .'.ili. 

{f ~ \l(~ic) "tbc)}i:: \\,_ t~r..,.i'l'1-)ll) s<.~ 

( ~ \\---:, (~) , i(~\) ·"&~i; °t'v 1 lt-. (l<) "'fbc)) .~¡¡, . 
. . . ~~' . . . 

. . 

l 'i' ll · i \\.' ..,_ i'(v)) .Si¡ (V· ~ · ~ .,. \r ·'f(u~) . : :.: 
1 '•? 1141\c\" · · . .. "'' U•Mr. r•\ . ' 

s~ \\otll =le c~t~ por s~ ·"'r Jczt1so c.M. ~-ió'IJ 

. .3 .y 6 \\ .-< 11 ~ • • • . -3 V- \ \-. ao( • 
\':E<'? . v•'? 

~ ~i. V V- \\- o< ,zvtt 'J '< \\f. o< { ci e lo 
. r~'? r''P 



~~ t..~r\o .;J ~ \~ d() . 
ss.r 

\1 o( ul = lh o< \1 -::. o' 

• \\(:{ \\ = 1 

t c.oW\o·'l>c.s ~c~eo e:~ -e,::.fo} 

~ ·~ _. i • l oc R \ .' • Y ' 'l , . ll o{ ti ) L ~. , 

y • ~ y y \\- 1 O( • 

~ T~ivio..1 

'1<~) s~ 'P l\- o1 · • y ·,, H-: ., et ett-t. 

'P .·~ \1 °' l\ '/ ? !ir 11 o( U~ , ." • p !: I\~ \1 • 11 o< ll, = o "&" 

.. &i. ? 11- et · e: wt. 'P \11- ., ei< • 

o 

232 
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Oomo ya lo habíamos menoionado, oada una de laa propiedadem 

enunciadas en el teorema anterior oorraaponde a una idea intui-

. tiva completamente natural';,' As!, por ejemplo, lo que el inci110 

(vli) dice·, es equivalente a que si un enmioiado es •1ntrin11e

oamente falso" a que ninguna cantidad de "1nfonmao16n" pued• 

forzarlo a ser 11verda.doro", mientras que el inciso (viii) afiro

m.a que ee equivalente que un enunciado sea •intr1n••camente 

verdadero" a que cualquier "cantidad de informao16n" eea aufti

oiente para forzarlo a ser •verdaderó"': El inciso (ix) H re

fiere a la natul'aleza de iae inf·orinao1 cm.ea 41o1en4o que ouai

quier infoi'mao14n puede ae:t refinada hasta el grado de que la 

intormaoid,n ·obtenida ata oapu '4• formar qu un tnunoiado daclej 

o •u negao16D, eta •verllaüro•. ad.a.; . el 1no1eo (:d) noa 410• 

qu.e ee,a lli•JU110Un ea ezolwatftj J'& que ninguna inforaaoU11 

p'Qdt form al mismo ti8QO a UD itn.úil01alo J' a aU,. D8&*01á~ 

i1. inoieo· (z) llioe que ·1a iDforaáei&:l refillada m.su t.,. 
. ' . ' 

sando la• m.uaa. •ver4a41•• que 1.a tntoaao1&l origlnal ,.. 

t*uba~ XL rea10 de loa in:o1He ·n retieren a· ia ocmesi&l qu 

e:ld.éte entre loe operador•• l6gloo• 7 la relaoi&l 4• :toroinci' 

Por·e~emplo~ loe inoieoe (11) 1' (v) ati:naan que tal ocm.•xl&l 

ee directa, yá que, •1 una intorsu:ctdn torsa do• o ..ia• 001u a 

que sean verdaderas; evidentemente forza a cada tma de elle.a 7 

noeverea•· El inoiao(:L) afirma que es equ1válente que lllla inf'or--

. álMi&l force la negaci6n de un •nWlciado a que ningdn .refinami

ento de ~eta force· al enunciado, lo cual resulta natur&l si ee 
. . 

tomá en cu&nta a loa 1no1aoa (i:x:) y· (xh.\ 



Finalmente, los incisos (iii) y (Vi) afirman que el que una 

informaci6n force la "disyunci6n" de dos o 11más 11 enunciados es:. 

equivalente a que todo refina.miento de esta informaci6n·pueda 

ser a su vez refinado para obtener una informaoi6n que force a 

que alguno de loa enunciados. de la disyunoi6n sea 11verdadoril 11 ·~· 

Teorema de Foroingi 

m. teorema que probaremos en esta secoi~n y que es conocido 

oon el nombre de teorema de forcfog, es muy· importante porque 

establece 'Una oonexi.6n entre la relao16n de f'orc~n.g 7 las· e:itten

aiollH M-gendriwaa~ Esta oone:IUn resulta: rt tal p!lra el uso · 

del •mltodo de forcing" en la prueba de indecib111dad de enun~ 

oiadoe en la teor!a a~om,tica de conj1111tos, ya que nos pe?1Jli te 

tülar la t'ela:o16n de toroin.g para saber ai un enunciado dado es 

oiérto o falso en la e:r:tenei &a M -genlrioa oottespandiente a 

la• cond1c1onee de toroing Uladae, dicho de otl'a manera, el 

teorema de toroing no• permite preocuparnos eolBJllente de forzur 

~unoiadoa daildonos la eeg1ll'idad de que uiste un modelo que los. 

realiza:-¡' 

5'·2." Teorema de Porcing .- supangamoe q11e 1 

a~- M ea; un modelo transitivo de. -2- F <:. .. 

b'o•( 'P , < ) es un orden parcial separativo, ,en el 

sentido de M 
e~ .... ( 'B ,, tZ ) eSJ la compleci 6n de 'P , en el. aen-tid Q 

de M 



Dem 1 

d.- 9 ea un subconjunto M -gedrico de ? 
e.- f( IJ", 3 • • • 3 \l""" ) ea una :f6rmUJ.a 

~-- x,, Y.'Ll ••• ''J(..~ 4'. M'B t 

M [ u ( ~ )] F! 1° { u¡ ' • • • ) V~ ) s L ¿ 

;-rl j lf- f('IC,3_~:,., .... l )(...,) 

Oomo 10 habf 1111108 anúnoiado, tite teoreaá !lo •• m«e que 111'1a 

retonnuiaoun 4e .,.. te....,. que ·:ra h-.o Pl'•bado, lo ollOl -
plif'iea · 1a demostrao16n 1 . 

M·[V('iiJ ~ i('lr.,\l'., ... , 1r11) .su 

llf(i,,)(~, · ··) xK)ll~ V(q) =>'..t 
' 

.] <l(j) ~llÍ('i<,,)(,, ... ,.>C.11)1\ su 
JE(¡ . 

'· 

235 



. A:plicaoi one0'0 

· En vista de los restü.tados preserntudos en la seco:Í.6n ante

rior, se puede decir que, dados W1 modelo transitivo de í!: F * 
M ~ una f6rmiü.a fl i-1 ~ 'l<1.¡ • • ·, '!..11) del lenguaje de b ¡::. y unn. 

suceai6n $:: (\Ir\¡' ~''-) •.• j .,.1 •• , .... ) de elementos de ~11 ' la aplioa

oi6n de la t~cnicn de fo:rcine para probar la "indepcndencia 11 o 

la 'consistencia" de -f (buscando una e:x:tensi6n de M , /'<\ ~ 

tal que e F f-( M) \j:: 'f) . o oién uqe bf:' r-(k\'> 1~ -i f) ) se re-

sume en los siguientes pasos a 

li'• :Eetableoer en forma intuitiva, la condioi6n e :que 

· habr4 de forzar que el enunciado del lenguaje éxtendido, 

f(Q 1, ~ .. , ••• J .Q,11) ~que corresponde ar 11 enünoiaao" f('M1 3wit..1 ·"1•1i .. ) · 

••a "·verdadero"~•• 
29- '.D•finir un ora~· parcial adecuado que tel~'ga un elelll~~.., ,. 

to . ~e que 'borresponde" a· 1a oondioi6n e ;;· 
3~'- lnoontrar un subconjunto· !Y\ -gen&rioo. de ? , tq · , tál 

que l c..• 'i · 
~ . . •' 

4'91- Aplicando el teorema de· forcing y que ( Lv L'1) "~ ) , . . 
1.e., j , ea la identidad en M , tenemos que l'I\ C r:i1 ea una 

extenai&l de M , tnl que 

M (C:i] ~ ft'{.., j '1-i. ~ • • • ~)C...,.. Y 5l.t J J \'t- Í(i~1J •"3 vnn\, 
. . 364 . . 

Pero heJ!ios constrttido a ~ de maneru que 

' ' . ia l1-\(~.~~'-~···jwh1l ~ .·. f·'1C<:ilr-~ ·fl'¡;.~ •·'ly,"). 



1 

237 

Pero, todo eato tiene sus difioultadee~ Oomo el lector· 

habr4 notado~ no todoe los :pasos del mftodo de foroins ion preo1• 
. . 

sos, '18 que, aunque nos indica que e1 lo que se neoeeita, no 

nos dioe como encontrarlo• La oonatruooUn del orden parcial 

que ee pide en el pa•o 2~ aorre a oargo del usuario~ mien;trae 

que para el paao 3 oontamo• oon un reaul:ta4o que no•· a;vuda en 

alguno• oaeos 1 

s.i't Teo ~._ Si M. ea un aodelo trane1t1To de ¿.~ 'ÍC 'P ¡ < ) 
es un orden pa.roie.l en el sentido d~ f"'\ 1 el conjunto potencia 

de 'P en el sentido de IV\ ~ CP '"! ( 'P) , e1 numerable (en el 

11entido de e-F ), entonce. 

V .] ( Í:\. •5 M- "- '"·"' ~.,., (..J;> .J Q e q) 
,.., "'~ f I f' 

Da t 

supcmpmoa que '\- •? , 

7a que fl"" ( ~) H .numerable~ A : :: { ~· M / "' et. dc.wt~o ~vf "P 1 
•• numerable·•• 

Sea 'l"' ; \'\ • \/ , una numerac16n de 1011 tlaentoe de A ·~ 

Jhtcnoee 

~ \"{") " r. 
~I\\• ,, .. 

Def:lnimoe por 1,nduc*1&i 11obre V\ a 



. A hor«.. Ó ~ + 1 VI 1...., o o:. 

~ ea el conjunto que buscamos, ya que : 

aj ~ ~ f>o J • • • ~ G ft 

b) s~ 'I<" q , J E: '"P y x ~ 3 J c11t. 

~ ~ ( 'I< ~ 1>") ' • • ~ ~ fll\ '/ d 6 ~ 

' . • • '\>~ & ~ , 'Vv.. ~. ~ 1 ?" ~ 3 

.°.2 (a~-,t. i '='~~) 
oi.4:.<1 



... 
. '. ~ ee un •uboon;t\Dlto M -genfrioo de 'l •¡~ 

Por supueeto~ en oaao de que M ••a 1111111.erabl•~ f~ (?) 
ea n'llll!!rable~ y el teorema •• puede aplioar-~ 
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cabe mencionar que el teorema anterior ee un caeo pa.rtit 

oular del tiiorema de Raeiowa-Sikor8Jd 1 

5'. i~ ho (Raai owa•Sitorald.) •- ~1 "e> ea un '3.gebra Booleana 

y F G o>t ~) •• nuaerable, •ntanoee •X111te un 'llltrattltto 

sobre "g f. ~•Jtl•to~· 

Dem 1 (na •Boolean .Al .. b:ru•, Sitorüt, R)·;.• 

De todo lo anterior, oanol111aoa que, aunque la tlGld.oa el• 

toroing .. una :pocleroea herram.enta »U'• uoer prutbu 41 iacle-
«",, .· ' ,, . . . ', ••• 

penclenota, eato no •1sn1fioa qu•. lu prue'bu ·en •f •• 1enoillad 

Loa aiguientea e;tem:ploa ÜWltran tanto lo que b•oa ocaenta

do, CORO el uao de la tlcmioa'e' 

5. &.~ W~apl• 1 1 Probar•• que existe m aodelo le l: F •• 11 

que · H Cierto q•• V~ L '~' P\ll•to c¡ue EÍ¡í Gleltl Uhl'bi~ ID aoi

c!elo en •l que •• c•pl• 'I = \..' , lo nptente o-.ieta la cle-

moatrao1&l de que· \/ • L. H 1nc!epeacliente ele ~ F ~ 

- Lo que intuitivamnte. eetamoa bueoandot es un •oonjunto11 

( eleli~'to de V ) que no aea oonatruible (no elemento de L )1~¡ 

Lo que haremos, ser4 encontrar un modelo en el que anata un 

subconjunto de l..tJ. ~ '/. , tal que 'il.. 4- L • 
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Eate modele sed la extensi6nt.· 

Oomo -¡.,, no puede 1er un. "coajunto completa mente eape

oif:l:oado", procedemos de la siguiente manera 1 PenaM"emóa que 

que una aucea14n finita de unos y ceros, por ejemplo s~(o1011h 

es la flno14n oaracter!stioa de un subconjunto finito de ....., o 

Utiliza esta 11representaoi6n 11 de los subconjuntos fini toa de 

\V , porque de esta ma.nern podemos introducir un orden 

parcial sobre ellos y, ademd•, pode111oa construir un "nuevo 

subconjunto de W " a partir de cierta ole.se q 4e sucest

onee finita•.-

- Deti~imo• C'P , <. ) como : 

""-'"'P:-: {s/.3 ~:·'V\~i'J 
~ 11•1.U 

p •• el oon~unto de euo1•ione1 finitaa de unoa 1 cero• 

or4tnadoa por oontenoi4n "inver1a•. 

- Sl •18'&1•nt• paao •• .. ooser un subconjunto t'<'\ -gen'• 

1'00 4e "t -4•oua4o. Za nu .. tro ouo,. no hamo• eepeoi!ioado 

a6' CN&1 ·11 la ooncliciln ,u1 forzar& \. "- V·. Af'ortunaclaaente, . ' . . . . .. 
Oualquier·o~3U1ltO 89ftfriOO ftOI lil"Ylt porque Bolo lo UaArlmOI 

jara oonatruir •1 tlemento,11peo1a1 que buscamos. . . 
Sta E.t un iuboonjunto M -gandrioo de l' ~ S11bemoa 

que 9 ex1ato porque M ea numerable•· 
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- 1 
~ "- "; f VI\ .:.10V\ • 

Se puede ver que nowi (x):: w de la eiguient• manera 1 

V d 01:f1v.1 wios Avi ::. f ~•"'PI.., ... 'nol'V\ l~\J. 
''°'\~\AA 

~ 116 '\\o..., {v) _., (v-6' Avi :-¡ ~ '9 w-) 

b) VI~ 'DoM(v)-i>(v':: V' uf(~•º\'AWI y y-)'~) 

····:: 
: Claramente'' A ... '"- M 

,,, ... 
Por lo tanto, por ser ~ M ~genlr1Co, 

, A"' (\ ~ t: I> J 

, .¡ 



- Sea "e:, la oompleoi6n de 'P ... 

Definimos X~ '"' M~ oomo 1 

"b o W\ e~ \\) : :: r Vi I \'\ .. IM l 

'X.6(~) ::: SVP !a:(~)~~/ \LVII···!/ 

Sea \¡./:::U(t¡)y sea )( :~ lw li'Q) 

· Resulta que )< ut4 contenido en W , m~s a-dn, 

como veremos en seguida 1 

~'- i.wl1) "'x ic:~t l\¡ .. )l.~llé.W 

~U'P \~li(v) ·.\\1 2 1111\~w 
""'bº"" (~a) · · · . 

• ; X a lv) J \\ i =vil "" W 

.. 
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·:· . ' 

''' ,., ~ 



. . ll~)..,, í.(~\ = 't'I •• Lw (l)•w 
"'IJ .., 

y st 

.. 

X.(.Y') • O CYlt \J , \vo) = O 

a·~ 

'1\fl ( ~) ::: s \) )l rl :a o 4i. "' g 

• ·•• )C.f= !~4i: w/ C~(").•fJ 
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Ju.a· probar la otra oentenoiln, tC11181108 ~ • ~ tíi.l 'qui 

(.( ( VI\ : 1 'it !¡iltclllC)lil Í 

VI · es. l-'\;;;.pnfrtoo, • l = 1 M . 

Ad, 191 · 49·fintmo• 

· J ~. • "" , tw t1) ==· ~w \~ \ s j (~\ ~ ~ , 
' ' ' 

~ereaoa ca~•. l¡' ~· M ti. VI: 

X ll (1) ~ ·)(e(~l • StJ'P { <t(-.) 1 ~Cvi)~ d. 

C.oMo c.~(vi) = 1 J .] 3(111\ = 1,·. ·. 
' ' '' j '"- ' 



.. 
t ((') ~ 'l(#) .'. «!(~)-- \../ 

. . . Xt. (~\ fil VI 

-Pe.ro U,'- 'l<.'9\\ = \\~.;,~a\\~ X.l'l(~)) 

• '. JI ~ a X ei /J ' \,./ 

~ 2 lw l 1) ' [ i.w (3\ / \\ ~· ~ )(611 " W }J 

. . f "'··" w I e"' t~) : 1l ~ '/.. 

.. )(:: {~t.w/ c.~c-,,1~ 1}. 

Ahqra probv•moa que ~· ,¡. M 
· Bupanpao1 ~u· ~ & M 

s~ J•<i't,,_l'·V\->foJt}, 
~ ... : . . . . 

•tanaH no H poaible que 

.· ~v [Cvi+t 3 u>J •q ~··. j'{f(\\tl 3 1)'\•~ 
porqut 4• lo oon'trarto txlíjt1*1a · ~ - 4 t~I 'fu L 

. 1 ?º... 1 () t <.J. 'r\ ·!:: o . 9. .,. h ( 'I\ "' 1) ::: i 
' 

244 

• ¡ ' 
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A el e: ~is' ~ ¿ s & ""? l s : VI -> 1' o., i) 1 

trtt sv {C't\·+', o)/ 4 e¡ $' svlC~+1,f)} ~" . 

S.t>. q. so {'("+1, o)J ~ q 
...-

' . sv {(\\+1,0)}• A "t svl(\\tl,o)]<S. 

E's dLc.''"'' Ari:M '(A czs. de'1so etf"'P 



Resumiendo, tenemos que ')( G- l..tJ _, l<..é !'<\ C. W} i ><.f. M . 

.'. ~F t-(M['w] ~ x~M) 

Además, sabemos que ¡. ~ \- M '- L 

por lo tanto, extendiendo de manera natu.l"al la dofiliioi 6n de 

/\ a olas es i. F \- ( M a \= A -::: t) 
y por el teorema de forcing 

~f ~ ( M [w] \= i.w (A)= L(t)•) 

if \-(M[W] \-. M= L) 

~ ~ \- ( M t= X¡. M f\ M = L) 

~ F \-- ( M (W] \= ~ ~ L) 
Q • 

';,· 
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Otro ejemplo en el que exhibiremos la aplioaoi&i de la 

tloniva de foroing, ea; la demoatraoi6n de la independencia 

de la h1p6tee1a del continuo de loa axiomas de 2:F..::. • 

G • ~o Ejemplo 2 .- Probaremos que si ~ r .::. ea· oonaiatente, 

entanoee ez:l.ate 11n al4elo de C-Fc: en tl que H curto que 

1 2. ~o 1 > 1l 1 • 

Como en el ejemplo 1, eato o011pleta la prueba de la 1n4e-. 

pendencia de la hip6tea1a 4el continuo, porque K• Gldel 416 

\lll modelo en el- que \ 'L "• 1 ~ "t 1 

J>la • 

Igual que en el ej_,io l, 11Upcml1rea09 que M •• 1IÍD 

modelo tranaitivo numerable de Z:rC. ou,a en•t•da lil te~. 

prende 4e L 1 4tl teorema de L9"Dbeia - Skoltml' 

J!h eate oaao, la 14ea 1ntuiti• oanli•t• en aocatrlr.aa 
· entnai&i pnlrioa en la que Hiata,.. tliíd.lta 4'. nl>ci•~-

toa de w , ouya oarcliDal14a4. •• "1-& ' Dé tata __., , .. 
dr!amoa l tt.o 1 ~ ").l. > }. 1 • 

Lá manera -.i que •• oonatru,. ••ta tailia •• ._. ... .:o 
· 'auno• auboonjatoa' 4e w cau• •e · 1eftn• a ,.._ir lei ocia~-

to M -genlrioo que detHliilaa . M C ~ J .'1 ,... .. •to, ,_. 
comenzar neoesit~o• definir un'orlen paroial.c¡ue omn• 4e 

bastantea elementoa a 

DefiniJlíoa ( 'P ~ '-.. ) cie la lliguitnte aanera a 

•r 



V c!cf1 vi1 'Mo!i Y-~-.:.. st.~. '<' :l S . 
'<ssa •'? 

Sea Q, c. '? un auboonjunto M -genlrico de condioionel;.• 

Ahora pro'baraoa que V 9 ea una tuno16n t11l que 

. 
,~j.v31. '/., 1•Viz. e~ .ful\i:.1~"" 

u~ 

u) ptA~~ Ve~ 1vc l>o~ (uEi) • UJ~wz. 1 

"V d&~\\\1~os A<" ... ~): fxE."'P/("1°'\~l>~v..{x)}. 
(111,"). \U """' 

Si- t • ,.., e: .. t. 

o) t~ 1 at) 6 l>o~ {t.\ -'> (t •A'"""'> t t 't) . 

~ l"_,A) ~ •• :'tl:>"' (t) -> (t.V {((i.t_.'°')J o)}• Ac..",~\ ·y · 

t. V kC";1~), o)} (: -r) 

. '. V ,Ac11,.,1,\, .as de viso 12'.·11 1' · 
("1;0.)é llJ XW¡. 
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, · • bo~ ( \J Git) -= w )C. w ¿ 

Como ehlnpre, eta ( "B , « ) la oampltoiln de ( .,, , <. )l' 

Ahora prooedemoe a de finir la familia de •ultocmjilntoe 

de w con cardinalidad mqor a "1-1 

Para cada --~ • w~ detin~moa ")(.' / " 'i M & ocmo a . 

bo~ (}(g.19') : :: l ~f..,.. • w,.. J i 

'l<&, .c.(~) = SV'? { c(v) /Y ((-'1-'l),;. f} ~ .. l ~ 
lit &'b•"" ~,,_, 

,.. 
tubifn, para cada 9' • W& tl•finilllo• l<.9' oaio . 

}(.O( := l"• w/(vtt)cc .. ,.-)). f} 

l.w (lea, ... > .. f &.., lJ)/H 1 • )(..•~U .. w l 

. S~f> é.~ (.J) ' L °" ( ~&.1.t ) • E' ~tfla • ~8 ~-4 f fi W 

.•. Sv'P (Y-a,o((~\·l, .. vU)~w 
vc~(,i.a,, 9() . .· 

'•' 

'" '.-... 
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"'= ~·,. w ~ i'',; ~ w 

.'. 1(1w) •.{(~w) .-. i.wt1)•Lw(~),:V\'W .... 

Acl~~cl s J X'tt1ci< (C.) é. 'W J 'f SL (Vq)(<M,oi.)). o (Zlft 

V o(tM,._)) =o 

'-·~ ' 
· . • • · )(!,• ( ~) = svp ~ ~ o ' 'W ¡ 

. ·. (v4)(("¡cit\)• f : • twti): 

= \\ 6 f '1 6 wlC ./ ( VEa)(( ._ ,,C)) • • j ~ Xec 

. ·.t., .C»<t,9'> "x-. .. 
Para probar que ~~' ~ •• 1'{1'•.;9') , tomemos \\ • w 

tal que (\/~)(( "'<ic)} -:s. -1 ·.• Ehtancee 

Oomo "'1 .. es M "."'gert'lrioo~ J ~ 1M ·_. Aa!, si c1e:finimoo 

1~ ~ 3 f..11t.' i.w (Jf = L,,, (~)-::: j(~\· = vt .• · 



"fhr otro 1 o.. i! o J Ks,o1 ( ~) .,. ~s,!< (C\) -:: 

::: SV'P fe.('<')/ v-({\'\, ot)) = i) 

y c.º""º (v~)(ll\ 1 <>1\)=1J 3 UC11)~i 
1¡;~ 

.'. t..(j) !: su~ fe.e."') / r (<~,,01)) ... t} = ')(ªJo((~) '/ 

i!(1) ~ eCj.) 
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'Pov- \o t~"'tº ) 1( i ' )(e,.. I.,. q ~.: )(1,~·I ;.'? ')(¡Jal (~) ~v./ 

,;· . 111 '- X1l_,c< 11 E w 

.• . h = Lw l}) ' f ~._, lj) JU je '){.1,.,fl 6. W J -::.L,., ()(.s,o<) 

~ .. ~ Lw (~s .. -<) • • • Lw (')(11,~) = ~ . 

Nuestro Jlt'Op6a:i to ea p:l!'Obar que la familia de conjúntos 

ti ene oardinali dad :(en M C 111 ) 1'.t 
Para. ·esto ,¡1rimero probareJno&: que por ·cada. o< .::. wf: 

obtenemos un elemento distinto de F : 

Supongamos que ·o<, r,. ·<: ~~ .) C>< ,:.¡. ·~ 

Si ;( .~·a ,,,., ·-:: Kg.,~ lf • o ·entonces, :puesto que ,¡z :CrP'J 

es denso en 'B-{o} 



..3 r lt· 'l<.·6,."' = 
r ..=."'P 

.•. _;} ((\\,ol.)ftbm.('r) 1\ l~ 1 f.>)~1loi.i.i(..-)). 
\\ G ll) 

Sa:~ ~-~y 1J f ((i.i,<-<),1·); ({11115~ > od 

t;: •• {t: 1(("'1°'-))::.i "f iÚl\1 ¡)))-;.0 

. •. l<!(i) ~ 1'<6~o( ca) ~ u.~ G )<.-s,.~ll 

TEllllbitin resulta que ~ti- Oi 4 '1.111 ~ , porque, de lo 

contrario, 

•.. · e(t.) ~ 11~ ~ ·)(i,,.¡.dj == SU'P ·}(.~'ª (a..)· 11 J.i = ~IJ = 
"''e. w 

=- '><i1 1~C~)J ya.. tv<. 1 11~-=~•== o si.. ~-:f.H 

€(t). ·~ X.11,..t.i (~)..,, SVP { t'..<.V') /"{( .. ,, t$)) ~ 1f 
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.. IZ(t.) =. ,eCt} . '1-,~i f.> ( iJ.) is- 5u'P l ~(t) · e(v-) / 1r ( (~,¡t.))"' 1}. 



'Pero s(. r(<"'J ¡a))= 1 '( ~(t)• ~(yo}~ O c1tt" 

_j IZ:Cs) " e(-t:) • ~(\'") '- <.(-t.) J 12(v) 
SE"P 

•• 5¿ r(lY\,.¡to))-=~ e~t eCt.)·e(r)=o. 

A",:. J ;,t) ~ SU1> { 'l (.~)· • <Z.('r) /'V" (C VI¡~)} => f 1 = o 

•.• ' q.(-t.):. o r¡ 

~· t 11- ~ w }(.·,~ 
t-'f.· : 

. . . + ¡¡... ~ ¡. ~., (3 • 

· ·. f {\-·-'~ - ~IJot A ~ ~ ·X11 p . 

. . . . f u- )(1, - ~. )(''" y 

y fA.. f.V ( ~ 'r t :. i lt- '1<1,G( ~ X9.1.4 , 

Por lo tanto, no es :posible que 

25,) 
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1 " 

Para concluir, sola.mente nos falta' ver que M [<1J I= \ F\.:: Je.a.. 
Para esto, urmremoa el ÚlUmo :rerml ta do de la.a prop:iedades de 

\/"O que enunciamos, oonaiderando que tambi~n es cierto para 

Mt> • 

Sabemos que si 'B es un !lgebra Booleana. C:>ompleta · q~e · · . 

. satis:f'aoe la oondic16n de numerabilidad, entonces : 

Para aplicar ( «... ) 7 ( h ) oomprobaremoa que 'b satis• 

tace la oondioi6n de numerabilidad. • . '·' 

Ahora bHn, b ea .la compleoi6n de 'P ·, y' es fdoil ver 
-~ ~ . . . . . . . 

que si 'l> no satisface la condioi6n de numerabilida.d, ? 

tampoco la otmple~ (Por .4~fin1ci6n, 'P . satisface la éondici6n 

de munera.bilidad sii todo subconjunto de 'P . de elémefrtós in

compatibles dos a dos es a lo mb numerabi~). 

Por lo tanto, serd suficiente ver que 'pi satisface la 

oondioi6n de numerabilidad : 

ta~ que \;/ 0 t y s son ino61npá.tibles 
· " Y,s e ,- . 

por lo tanto> si. r1 ..;, .. c. y 'r ~ r, 

,'·1 

" 

'..,. 



V'! A.,.-'> {o>•}; {Arf'-W t Av-~W.,.1'Wt4 

~:A, -') {o",~l ¡ fAsl ~ W '{ Ai ~ wi.& >' w:' 

«l\t ~ r(Q.) ~ ~(G.) J c\c lo c.o"ir-.rio J 
4C6rAAs 

. . 
Ya que ,. 7 ta eon inccmpatiblea; 

. ~_,definiaoa C" !: 1 '"•e / l'De.-tb)I a.°"\ 

· ·Di .. eiita u.rlera, .e .. ~Wt e"' , 7, por lo ~io,. para 

probar que C ea nuaerabb¡ •-' eufioient• :Probar c¡11a · 

V '" e, ·f,"1t.o ... "" 
Supangaaoa que l '" l ~ l.• ·;.• POr o•o4Ha4, apan ... oe 

taatifn que A •• { ~ .. I '"\U J" e,... 
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S\tpangamoa que·b··-t •• \ .. ·{·o.~, 1 A..,) ••• ,11..~f ,:(e1 Jll"1• 

mer 1ndice. 1n":1ca la in.dependeno1a de A • · ) 

..¡¡ ..3 . 't.(o..) ' J• (G.) 
i.&W-(ol •&l\i.,.(j.)t\,,.•(i<t · . 

Siendo A• n•erahle 1 'tlllt•<1•) finito, teso .. ea-tl 

·. exiate ~ auboon;1'unto 4• A• ~Ullerable~ A, :a { Jta. I ¿ f: ~}, 
tBl que,. ~in plrdida de generalictad, 

. ·" J l ¡ (.A.) .. f ' «.•w . . . 

~, .. 



· 71 por la mina raz&l, · eiiate A i t:. A' numerable, 

At • { j,¡ / ¿ e:"" } , tal que, sin pfrdida de generalidad, 

'•o (O.u\ ... o '( V iLi. (c:t11)..,. i 
' t • .., . 

ac!nbi A.a J "" & 'be ... <J.o) 'f et., i- Au • 

. Ba ntctent• que este proceeo produce en cada paso un 

eleaento 4i•t1nto 7 todo• loe el .. entos producidos pertenecen 

al dominio de algda eleaento de e;.. • Por lo. tanto, repi tien• 

4o este proo .. o ... 4• "' yecee, obtenemos un elemento 1 
a.· c .. tal que ~ .. C.J\ > "' 'l 

~~. IG•\<-2.. y C. es ""'"1..--.l.tc 

Por lo tanto "t. ouaple 18. con~otin de m.niierabilid'ld·. 

VolT.len4o a la demoatrac1&, tenemos que 

. F • :-f .x~ I ot <. wr J t M[~l t=r °':/- ~ .;.> X..c 71 ~,. 

8n·,art1~, "' ... 9( ~ '· -> 'W..c ~ ~" 

••• Mt:lFl-=-l~zl 

por io tanto, por •l incteo ( " ) J M1 t= \ F \-:: l iz.I 

... lt FI ~ ticttt !:; t 4a. 'W, .. . ' 

. ,·,· 
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por lo tanto, por el teorema de foroing, 

y como ~ es M -genlrico, Lw o /\ • f M 

: • MC~1 t= lF\ = l'X¡,1 

de la misma manera~ M t:: \'X.a.\ '# ~l. 

• \ \" ,,. • u A " . • . M t= ~1.l = ~ .. , . . . \ )t.i.( -:. Ñ l\ ';t t 1: 'W 

• •• por el teorema. de forcing • M C"J P. \ i.."' (-l,)\ # Lw ~ -1~ 

por lo tanto 

M C'íl ~ h=\ • ~a. 
Con esto oonoluimo• la clemoatrao1&a; 

,-: 
,. 
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