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CONCEPTDS PRELINIMARES,

Uno sréfice G es una roveds de conduntons (ViE)
donde V o1 un conJdunto de puntos CAinmados vértices) v E un condunto
de rareJss no-ordenadas de entos verticaes.Todo pav ae{urvd de paredos
en € eu liomado una ardata de Grdecinos adeess aue o ¥ v gon aduo~
centes (denotado a veces u ady v o v ady u)

Una subardrica de 6 oo unp derdfica aue tiene todos sus
vertices v aristar an G, Un comino es und sacuencia adternads de
vertices v aristas viralsvis seosvn=tran=Y/n aue empiezo ¥ tersino en
un vértice (tods arists debe incidir en cd vertice aue precede o edla
¥y al aue lp sidue)d.

El comino oue une & v con vir 1o rodenos denotar
Voevireeorvn (lug aristos non evidentes) u es Alamado un vrvn ~casino
Es cerrado si v = yvry v shierto 1 no.

. Un rrseo et un comino en ol cuadl todos los aristas son o
dintintas . ’
. Unas treruectoris es un caalno en el cusl todos los
vertices (y nocannr!nggntn Ang ardistas) don distintos, )

Uno aratica es conexs si todo rar He vertices ento
" unido ror una travectorias.

Para un condunteo de verticen 8 de Brlw subgrftien inducida
<8> es Lo subdrdrics msaxienl de 6 cuvos vdrtices eston on § (Ne
sauf aue dos puntos cedn ndnugontno en B uii aon aduncentes on 8).

La ardtico G-8 os 1o ardfica de todos los virtices de O aue no
estdn en 8 v todes las oristas formados en B-8, (D¢ aaui aue B-8 es ta
subarbrica noximal aue ro cantinne ol condunto 8),

Un subcondunto 8 do V es Jlombddo un rconJdunto inderendiente de G
si ningunos dos vertices_de 8§ son aduacentes en G,

E] complenento T de una ardtico O tiene taabien » V como
conJdunto de vertices rera dos vertdces son advonentes en § ci v sole si.
no son sdwacenter. en @, .

tUno sr¥fice sutoconrlementarioc es unn grdfich aue ou inomorts 8
su coarleaento, Y

Le arffics cosrlets Kp tiene todos sus ¢ vértices sduacentes,
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DEFIMICIONES ESPECIALES,

Un condunto de elementos 6 oc llomado un druro
si on G esty definidas uno osrcoracion binoria omads producto » denntads
por « tal oue

1) i 8'b ¢ G entonces a*he B (corracdurn)

2) 81 arhic e O entoncan ne(en)r(ach)ec (nﬁoriutivldnd)

3) Existe en G en eleaento ¢ (3]l ague p.a=e.s =y riara tods neG
tidontidoad)

4) Para toda a4 0 existe un clomenlo 0%¢ § tod aun pendn pot, e
(inverso)

Un druro G es llomado abeliano i pars todot ash €6 e n hea
Un subconJduntn H no vacfo de 6 o5 un subdrure de 6 61 bado el
producto de G H es un druroe,
Sea G sruras H subgruro de G roro arh 6 decinns
aue o as condruyento con. b modulo H (oMb mod B ni otfeH

8i H es subsruro de Gy 3 &8 entoncen Hi = { haltheH! Ha
es llamado la clase lateral deorecha de H on G,

81 2e¢Br Ho = {xeG! W x nod HY

81 H es subdruro do Gy el {hdlra de H on G o3 al ndnero de
disttntos clases latcraloﬂ derechas de H en 6.

Cuando la oPnrnwiJn dal druro 26 ohvia encrlhlrenol ab en
vez de ».b, .



Paiina

NOTACION_
La notacidn aue se usard en ente traoboJdo es hisico=

nente 50 do cualauier libhro de srffticosy sin pehordo clevha
notocidn eserecial er ftil rara el desarollo de 1a teor{n de

Rannny

k‘- Mavwor enterc menor o ldual & x

N =€ ls25%r0ss )} = Enteros positives
#» = Enteros addulo »

tX) = Cordinalidad de X

Inl = € 1529324040 )

e Y B Y g 1Y Ak

-
8i X = [n] auitemos logs secdundos parentesic
¢ 1,00 LENJY = (N1 )

Kn Lenotas 1: frifica completa con n puntos

Uno r-coloracidn deo una erdfica 0 en unn Puncidn
h$ 0 ~==>Er) tal aue pore toda e » {Xruy» arista
de O » h) = h(w)El afnimo r tal aue una r-colo-
racidn de G existe ce 1lomado e} ndmern crosdtico
de 8 denotado X(G).

_Es conveniente rensar 8 1ps 2-0o0loraciones ¢omo
“funciones de h ! § --=-> { 1,-1)
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INTROOUCCXON

Ls teorfs de Komsey oo uno roms del ondliuvis comhinptorio
aun ne¢ ha desarollado sucho en los ultinos 10 ofos » o eosar
de aue sur resultados son ficilen de exponer (cusndo hon
sido descublertos) son muy ditfeiles de probar, Lo eavords
de estos rroblemss rerssnece odn sin resolver u Xos proble-
»nas crecen aas rdeido aue las solucionas & las uo extsten-
tes,

Frank Pluarton Romseu (1902-1930) demostrd ¢) teorcms que
da nombre o enka toorfo revo Ramsew trabadoba on problemsas
de 1dsice meteadticar ¥ zunaue reconoeidiaue sy teorcms te-
nfo un interes inderendienterbifsiconante nstuve proocurado
en sus ardicaciones a 12 1daice.

'Rllu»s reaunrdn de su teorems pora sus iovestigaciones en
10sics v usc’ cu teorema pars encantrar uns solucidn o cier~-
ton rroblemas de docisidn.Hay dos dronfas en rets situacidn
shors szbemos aue ¢l teoremd de Kamueu no es necedsario rors
demontrar loo rrablomns de duc!uuﬁw,u,ﬁuﬂundo,ka-nnu trata-
ba de resolver un rroblemss de decicidn geners) aue Gldel
demontrd inalcanzobles ad offo siduiente de La muerto de F,
Rassev, .

Le introduccidn man sencilla aue rodcmos dor o As teorfs
de Rossey o3 12 sisuiente ¢

Prohlema!
Consideremns 1o sratics Kgr 65 colorcomos
arbitraricaente las orintos con dos coloresyon-
tonces oblenemos un tridhdulo sonocromftice.

Desostracion? .

Sea P cualauiecrps de los 6 verticessd
de Lo oriastos terminan en Py ¥ de las cuales
son de) ainmo color» didomos aue POPR 4 PK
san azulenryol aldunas de Lo aristas OR 03 80
es de color azulydidamos QA formaresvs un
triandulo axul PO8, de otra maners #d Ltrion-
sule GRS rera del otro color.Asl en cuslaeuier
cano formanos un tridnaulo uunucruuﬁtico.
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CAPLITULO 1t

Detinicidnt
A El nimera de Romses R(kisk?rieirkn) ws ¢l
afnino ontero p tol aue no lerorta wowe coloreosns
lss ariston de Ke con & codoresy axiste una 4 tal
aue hay una subgearico conrleto do tomsBo ki de
de color i,

El teoresr de Romsey garantize 1o oexistencin de euton ndwaros
on mste carftulo daremos una demantracidn 0l teornmss ati como alsunas
cotas ¥ orlleactonog de estos ndmeros,

Estornsos basicamsnte interosudos en el cito easeracial cuando
A ex isgusl » dos» en ese caso nodn-on dor 1n sidguiente definieion
slternatival .

D.ftnlclﬂhl
El ndmern de Ramseu R(mrn) ¢o o2 wniso
entoro rositive »'tnl aue todo ardrico de ordon
. p.contiene une grafica cisrle Ke "y conrloncn-
to tleno una ArbPica Ka,

Esta doflntclon [ 1] rnu!vnlonto a la anterior(en o) cono mu?)
v aue rodencs dar Ls eoloracidn como sldust Son 6 de orden rrcolarpa-~
mos G de un color solaasnte u #) comrlesento de 6 serfs otro color de
1a casrlata de ordon e,

Otra detinicich aur nos seras §t11 es 1o siguiente.

Defintcidnt .
" E1l numero de Reamsaey R(lvn* o0 #1 afnima
antoro rosttivo'p tol aun tada ar ficu de orden 'p
contiene uny srefico comarlets con vurt\v«» o un -
conJunto Andopandlonte de n vJ%tivns.

: Esta doflnlclon @5 cloramonte couivalente ni tomneos on cuenta
aue nl tenanos un condunto inderendiente 8 en 0 pute condunto rorms una
lublrofiel eo-pllen on el eo.rlen«n!o. .
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1.1 TEORENA NDE RAMSEY

Teoremns de Ramsex (versidn deneral)t

Dados lon enteros tiklrk2reeerkd oxtate un
afnino entero r = Ro(kls.ssrkd) con 1o siguiente
rroriedad?

Si IWL 9 r & C »n (C1s6250,s30d) @1 una
J-colaracidon de tHl‘ antonces rora uno i con "
1 i € Jexiste AGW con 1Al = ki tad aue EAY §Ci,

La draostracidn del teoremas en sus suchss rresentacionns
ruede encontrarse en bhestontes libroe (ror cJdemrlo e) de Hodo Rusor
raro lo anostracldh onterior)

Basicamente estarennt interesados en o ¢aso especindl orjn2

Teornna de Rasseu (version corta)!

Dados los enteros positivos mrn existe un afni-
no onteroc ¢ 7 Rimrn) con Lo siduients prroriedod?

81 INl » v w € = (clyc2) Bn unp 2-coloracidn
de INR entonces sucode una de Llos siguientes afirmas -
ciones!

(8) Existe TQW 5 IV =~ m § tad aue I.‘Til'ﬁc!

(b) Existe UGN 5 1Ul = n § tal aue LURGe2

Antes de deaostrar @) teoremssr ¢s8 conveniente obuervor
(1) el hocho aue (W) = §i obtenomos Rmsn) = Renra)
(2) R(1sn) = Rins)) =

(3) R(2yn) = R(ns2) = n (ua aue 6i colorpnmos. con dos colores

s 1o geftica Kn de no existir K2 de color 1 entonces Kn os de
color 2),

Desostracion ¢ ,

Sesn myn > 2 o asumimas por Inducclion aue
R(marn-1) v Rim=1rn) existen,

Ses r = Ria-1sn) ¢ R(-oqr!) w usop W)~ P
¥ C » (clrc?) und colorncion do EWI® ad Pi-
Jamor vgl w hacomos

A= { ugW ¢ <vrnrect >

B = { wad ! {vowrge2 ) )
coma 1Al + 1B = ¢~ gucede aue 1AL 3 Rim-1,n)
o IB) » Rimin-1) .

Suronsamor aue 1AIQR(~1sn) pror 1o hiro-
tesis de induccion sucede aue
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(a') Exinte TiGA 7 ITAIl = n-1 , r.'ru';n
rpero entopces T = T2 U {vr Amplicd aue 1T) = m
g (THR el 3 ror Lo tanto (a) 40 aumprle,

o (h') Exiete UGA + Il =~ n s LUt G2
rero entonces UGKW 4 poy hanto (W) se cuarle

Anilogamente sucede £i |KI ¢ Rimen-12,
Lo aue comrlets Lo prusba
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1.2 COTAS A LOS NUMERUOS DE RANSEY

De 13 demostracion del teoremd die Romsew ohtenesos §

R{men) ‘ R¢m=21n) + Rimyn=-1) sSer O EIIEEPIIOIIILE O | (1)

Examinandn detalladomente (1) rodemos_obtener uns recuefo
neJord «» Hea k = R(m=1sn) + RCGwrn=1) » sk LKI® Lo coloraomos con dos
colores (azul v rodo) tal aue no contondn unn subdrificn Km vods ni
una Kn azulyentonces todo runta v et conectado con los k-t nunhns
restantes 7or rrecisa-nntu Rim-1yn) 1{ness rodos u Rimrn-1) neas
szuleti, Por lo tanto e) ndacro total de Lineas rodas 03 exactzeente
K(R(m=15n))/2» aue dehe ger un enleros Eoto es imposible o83 Rim=1sn)
v R(min=1) son paress lo aue hace en este coso o ka3 desddualdad (1)

estricts.,

A martir de 1z ecuacitn (1) ocbtenewns e} sisuiente teorems

Ri(msn)

Teurasn 1, 2

< s +n-2
" .1 N N Y (2)

Demostracidn

Por inducecion sobre & + n.

Usando #l1 hecho de aue R(1a) = 1 4 de Gue
R(2;m) = » @) tuoremn 5o cumple rorb m + n € S

Sean kil enteras rositivos y aoumieos aue ol
teorems o5 vilido rorn todos los enteros rosi-
tivos mon tal aye S ¢ m Fn <k ¢ 1y ﬂn'nnvvs
de (§) w )2 hirdtesis de inducsion

R(ks1) § Rtkr1-1) + Rk-151)
§fr+1 -3} + k+21-3
ko~ 1 o= 2
= jk+1-2
k-1

Por 1o tanto ¢l teoress eu leidu para todos
los valoras de a 4. n
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La dobaralnncitﬁw de un adasro de Rumtou o6 an denersl un pro -
bleas no resuelto en )a mavor{o de los coson, Pora encontrar un nfecro
de Ramneou tenesns en deneralsdon eroblomasrsaue son wnventrar cotas su-
reriores e inferiores.

E1 rrobleas en 1o introducciéh de ente trobados lo huhiJru-ns
rodido plantear para drdficns con adfs do sels vértices slo aue on ber-
minos de la teor{s de Romsew nos da aue R(3e3) 3 6

Ahoray de (a3 destigualdad (1) obtansmeon?

R(313) § R(X92) + R(293) =3 4+ 3 = 6,
Y mor do tanto hemos ancontrado aue R(3»3) = §,
En 1a tabla 1 estan todos loe ndmuros de Ramsey conocidos o

sus cotas sureriores o inferiores: eo 1o tablo 2 estan los cotas au-
reriores mas conocidass., . ’

De o dasisdualdad (2) obteneaos

R(3n) <(ﬂ*l) SN EIOIIEINIBIILIOIOIISIINIIIOEIIPOIOROIITS (3)
2 '
£l sisuiente teorems seJorz un roco 1 notn anterior

Teorees 2.
Sinp3 .
REBsn) € M4 3 sesoress  (4) .

Desvstracion !,
Por induccion sobre n. .
Para n = 3 s R(Sin) = 6 = o8¢ 3
: i 2
Asuaiang shora aue R(Jrn-1) ¢ tn=1%4 3

rara n p 4. Por (1) abtensaos
R(Zsn) ¥ n + R(3sn=-1) esssssversses (5
tMos adn rla desiaunidad es eutrigts cuondo las

dor. zon rares) ’ : .
Cosbhinando (3) v 1a hirotesin de induccion

RCIn) €0 ¢ (=t Be 3w Ltl" corirnse (8)

Para coarlotar Lo prucha demostrarcaos aue
1» desigusldad (4) ea entricta,
81 n an darar antonces R(3n) ¢ (n*¢ 4)
2
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was aue (ht+ 4) e impar. Por Lo taonto ocnumimos
aue n 03 par, 83 RIXIn=1) < ((n-1)% ¢ 3)/2
entonces clarements 1o desigunldad (8) ewx
estricta, 81 2o otro Lodo

R(Zin-1) =CCn=13%4 3372 = n8/2 4 =2

entonces RCSN) a6 rar o aue n og rar.Por lo
tanlo la decisuplddad os entriﬂtn'

La cotd aue obtuvimos e#n (4> no «@s suy buepa 61 n et 4rando

Recientemente Adtols Kouldss Szemerddi rroboron aue cunliuer
srftica sin teidhaulons con o vo'rtices de drado & contiene un condunto
inderendiente de taazlio c((nlod t)/t. ), R

Suronstamos aue Lten2sos une gratica § con n vertices aue no
contensa trisnsulos ni conduntos inderendicntes de tosiBo s Todo
virtice tiene aue teper drado a lo mas m us aue los vocinos da un punto
forasn en stte caso un condunlo indeprendientesror Yo tanto tenemons aue
n § ok /lone » aue nos da

R(Xrm) § ca¥/lcom vress A7)

Jerrold R, Grigns mejora 13 prueba dodn pok AJLel » Koledn w
Szemeredi ¥ encuentra aue ¢ r* 2.4 oz un valor bueno rars (7).

De la desidualdad (2) obtenmans aun R{Arn) ‘(. + 2’
: 3

El stduionts tearema (Nara-Tachibang) sedora un roco 13 cots
rara Ri4rn), . .

Teoress 3,
Seo & un eontero rositivo Lol aue

Rimsn) § ja ¢t n- 3 '
s -1 0 2nOPE sorvreees (%)

se cuarle paras slauns nO, Mos adn surandase aue
existe unz constante no nedativa ¢ aie satinta-
cel
Rimttlen) ‘e 4+n- z) ~¢c L 1 1)

) []

rara N s 00 » entonees 1o dontaualdod (RR) se
cuarle pars tocda n g no.
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Demastracidng

Surongamos aue (X8) eu cierta poro n0rs e =1
entonces tendremos

Rimtisn) ¢ K(min) + Rimtirn~-1)

<) )
() -

lo cusl coerlets la rruuhu.

Sabemos ror 1a tabla 2 aue K(4»12) € 285 =~ ‘3 + 12 - 2, -1
: ) : 3
Por lo tanto todns los condiciones oe cumplen rora col 43 aue
si @ =3 v n0 =12 Jo condicidn (%) del teoremn se convierte on
R(Irn) ¢ (n) y. N 913 Por 1o aus obteneasos

R(an) ¢ [n ¢ 1’ -1 no 12 ses ()
3 .

Haw dos sanerzs de obtener cotas interiores asintdticos pora )
108 ndenrou de Romseurol adtode constructive v el adtode srobabilfstico
el sesundor aue rrusba 1o existonecds do ciertas selbficosy sin constru-
trlas exrtfcitanente (u ain decir como hncerlo) deneroleente ds aeloras
cotes,
. Paul ErdBe » uno de Jos madores exronentes del aftodo probobi-
1{stico rrobd el siguionte toarema .

Teoreas 4,
: R(nin) » 2%

Donostrarlons
Comon R(1s1) = § w R(2:2) n 2 podemos ssusir
aue n 3 3 o



Farnina

.

Denotowos ror Bk ol conJdunty e ﬂvﬁficnﬂ Bim-
Ples con conduntn de vivtices {visv2r.oorvk) w
ror 0.“ ¢l condunto de osan drfticos aue con-
tiene uns subsarificn comelets maximsd de n vdr-
tices.Clarasente

1Gk| = 2 reee (9)
ve aue cada subcondunto de Lag (: rosibles
-
vi vJ artatat  determing dnd drofica en Gk,

Similarawnte el nduero de drﬁfxvnn an Bk que
tiene un condunto particular de n verkices como

f-Q)
subarafica comrleln es 2 v Cono
hau ( ) distintos cubconduntos con n elosen-
tos de (v!'v2n...:vk}‘tune-nn aue
Y (3 _
10y | <l‘) 2(“‘, , vore(20)
ror (9) v (10) ohtencmons :
16D m
S "‘)2 eI

I8k
Suronsasor aus k < {h

oy ) L I

iﬂkl .on! n!

ror (11) e sigue nue

<172

Por la tlntov aenos de 1o mitad de 1oy ardticos
on Ok contianw unp subirfeico comrleto con n
verticet. Tombien roraue 6k =4 HI Hgq Gk
aenos do La sitad de Llog grafticas en Gk contie-
ne un con.Jjunto 1ndqrtndientu de n viértices., Por
1o tanto alduns drafico en 6k contiena uny asub-
srdtice comrlets con n vfrticon o un condunto
indapandionte con n vartices,

MM

‘Ys aue esto s cu-wlu rord todao k <
cbtenemos aue

_RCnen) > f‘
‘ .
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’

El wmetodo unnntrunt!gn pars ancontrar cobtas infteciores a R(man)
nos lleva a encontrar unu ﬂrnf!ng aue no contensn uni subdritics Ke ni
un condunto inderendiente do n vertices,

En las fifturas 1+2+3r enconlramns draficon aue demunntron oue
RiZv4) > 8 5 RUAHy4) > 17 3 RGN 2 18eYa aue ror nleario en lp fidurs
1 ox ftdcil comrrobar aue no hav une drdfics coarletn de tren vertices
ni un comdunto indnﬂaqdiunte de cuatro vdvticess Lo aue nos da 13 cots
inferior obtenidar annlodomnnte rodesos comprobar lon otran dos coton,

v Estan arfticas rueron obtenidas sor Greenweod ¥ Gleason, 1.8
srafics de 1la figuras 2 1o obtuvieron de 1o siduiente sonersd
Etiauetaon loz vertices de X127 4 ronen una arista enkre ellos si
¥ s0lo si 11 ~ ! es un cundrado en 17 (4.0 S-J@N = {152:4s8:951391T
16)»).
Para obtener la #rdficea de la figura 2 utidizan oo vdrtices de
N3 u unan don vifrticns ol su diferencias es un residuo elbico do 13,

8i notamox aue R(3»3) ¥ R(254) son pouree ror (1) obtenesos

R(Ir) < RCI2I) + R(294) = 20
ror 1o tentos como Ja fidura 1 nos demvestra aue R(OS514) > 8 haemos on-
contrado aye R(3r4) = 9 ,
Ankhlogsesente rodremns encontror utilizando los fidurng 2 v 3
aue R(35:3) = 14 4 R(4r4) = 1B ,

»
Como #¢ puede ver: el artodo copnstructive es bantonte compdicn-

do v+ eareors cuando & ¥ N crecen: de hecho no hay sas dewostracionns

en este comino aue not lleven a aldun resultodo isrortante.



Tabla

4
Numeros de Ressew

a/n

10

o

14
16
23

28-29
36

39-44

| 44-34

49-53

conocidos

18
25~-28

34-34

Padtina

5 4
42-35

57-94 102-169 -

 124-588



Tabla 2
a/n 3
3 é
4
Piduea 1.
fTigurs 2.

figuras 3.

R(3s4) > 8

R(3:3) > 13

39

EL)

124

Pagina

10 11
44 54
168 222

12

43
283

18

73

14

264
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1.3 APLICACIONES

Haw bastantes arlicaciones de 1a teorf{s do Romueur veremos
sldunas de ellasraue nos msuestran la imporbancia v hellezn de autas
toor{a .

(1) perinicidn !
Esc{!bi.os n ===> (1) sis doddp uny 2=colorn-
cidn do Cn)* 4 oxinte un gonJunto TR 171 = 1
tal aue L[T] e monocromptica.

Notas Esta dnftntci&h a@4g eauivalante a 1la de los
numstros de Ramcey

Estn detinicidn 1o podemos denerslizar de Lo siduiente
ssnera 3

Definicidn ¢
Escribhimos N ===> (13254000l r) ui pPorn tods

r-colorocidn de ni® ,» oxinte is con A § 1 € v ¥
un condunto TEEnle ITE & Xi t0) aue LTI  ou de co-
lor i,

' En nl caso de Lener 110120, ,ulr escribiresor
n ===> (1)v » nsto eg tadd r-coleracioh de Ind
rroduce una monocromatics C11%,

Teorves (Schur).. ,

S8i N es coloresdo con un numero finito
de colores entonces oxiaten x:urz con ol sinmo
color tal aue :

X+ un 2

Donostractdh H :
. Sean r los. colores unados u ses n
tal aue nél ~==> (¥)r
Ups r-coloracidn % de Cnd induce mne
coloracion X de Kntt en un conJdunto do: vortices
€ 01392950000 > ror X'(ird) = X{1i=i1)

) Por Lla foras an aue wacodinos n deobe
de existir un trishsulo sonocromftico en Kn
esto s . 1 > J > Kk tal aue

) XCiod) = %/ ¢dsh) n K tirk)
haclendo x = d=d 5 4 » J=Kk » 2 = i=-k tanesos
aue . .
X{x) = X(u) = X(z) 4 Rty-rn ﬁl
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El’tvnhaJo original de Schur astoba basado u moblvado ror
2l dltino teorems de Fermat 5 u de hecho demostrd o) si-
suiante teorend aunaue nunca volvio” a tocasrlo,

Teorema (Schur).,
Parz tods m » si r es prinn ¥ suti-
cimntoaante drande Lo caupelon

W4 M oa ™

t&nna una solucidn no cero en los enteras
modula »,

Denostracion?

Ses r rriso ¥ suticientomente graonde
tal oue i € 112 evrr=t } @8 m-coloresdo en-
toncees exitten zrbrc del minmo color con
@ +tb 7 o (saul usomos ol prisnr toorema).

Ses H= L %3 xg & )y H o8 un gub-
gruro dn 2» do {ndice n * m.cdeCmer=2) w

: n € n Les clases loterales do @r dofinon
" una n-~colaracion X de & con o proriedad de
aue
X(n) = X(b) oii ol'¢ H

Entonces existen asbrie € Lrserrm~1)
con
X(a) = X<¢b) = Y(e) v a4+ b= g

En 2»
1+ a%b=s e
¥ is o by a? e son todou rotencias
no cero on &»



()

Padina

Definicion?

E1 niwera de inderendencis de G 5 denotsdo
o(8) » us el aifxiwo orden de todos Los conduntos
independientec de G,

Detintcidnt
El rroducto normal de dos aratices 6 u H
denotado G*H o5 lq ardfica cuvng erfivon son
V(HIRV(H) « dos vertices xu » x99’ son aduacentes
si 4 solo si !
X = %’ 8 (ysu’) e ACHY )
(]
(Kox’) @ ACB)Y » u =y’ §
1]
(kon’) @ ACB) » (uru’)€ A(H)

Teoreaa (Hedrlin),
R Sen G*H e) rroducto norasl de dos
graficon antoncws
MEB'H) ¢ R2 [ oCU)41s o(HI$1 I ~ 4,

Demostracion !

Sean A = V(G) sBR - U(H)
X o ALB) 2Y 2 A(H).

¥ g8 k = R2 [ @(G)+1r ofCHY$Y 3

Surondosos aue o (6*H) 3 k + Entonces
existe en G'H un condunto inderondicnte 8¢A x R
con 18) = k + Snun ab 5 B‘UL‘e8.

8i a dintinto de a8’ uw Carn’)gX unimons
ab con 'L’ con uno aristy rodior de bLra soners
b digstinto de b’ w (bsh’)gYs antonnes unisos
ab con a’h’ con una avisty azul,

(‘Eu.uos rintando 0-6«1'0 8 uwp aue puto
colaoracion nieas Lo definiciaon de producto nor-
a8) v 8 @s un condunto inderendiente de A x B)

Como 181 = k + debe de existie on ls
srdfices rods uns subdratico Ke con ¢ =~e€B)+15
0 dnbo de esigtdie on Lo dea?ico szul una sub-
srdtica Kd con d = of(H) 4 1,

En el primer caso 2l condunto

€ a! sanrobgkKe )
es un conJdunto inderendianto do 6 con ®(G) + 1
elesentos » oue es una contradiceidng on ¢l
segundo vauo obtannmou un3 contradicoton siei~
lsr con la gritica He Por 1o tanto obtoneaos
aup o(G'H) < k..
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(3) Problesa (Erdds s8zakerns)

En @) rlano sea 8§ un condunto finito de runtos
con 181 3 RA(ps %) » tal aun no hous Lees runbos coli-
nenlex rentonces existen & runtos de 8 aue son los
vertices de un eolfdono convoxa. '

Este sroblesa 5 interesante us aue utilizas o senevsdizocidn
de Yog ndmeros de Ramaewr roro rara desostrar este problons
deber{smos de introducir el concerts de hirersratics u cowo
solo Lo ubilizamas en esta arlicacidn daremos comn reforencis
sl libro de Rerde rasi como rara laon demostraciones o lan pro-
rosiciones (1) 9 (2) doremos como referencio ol articulo de
ErdGs w Szakeres,

Prorosicidn 1

Dadoe $ puntoe en el plano ol aue no hous tres
cqlinnnlnn- entoners cuatre de ellos forman un cuadei-
lstero convexo.

Prorosicidn 2
Dados p runtos en €} rloano tal aue no haun tres
4
colineales 3 cada cuatro de pllos foreen un andriln-
tero convexorentonces Jos r runtes son los vertices de
un rolfdono convexa,

Desostracidng

Ses 8 t3) aue ISH 3 RA(pri)yrintoremos lSJ“do
la siduionte aannrs.Pintomos de color ozulln Las cuar-
tetas de puntos de 8 aue forsen un cuadrilitero eonvexco
¥ de color rodo a Alos aue forman un cupdrildtero no
convexasahora ror 0l teoress de Remseu (dSenersd) exios-
ten » runtos de color 3zul 0 8§ puntos de color rado,

No rodo.gp tener B runtos de color roJdo us aue
ror ga rrarasicion 1 cuatro de ollos formar{an un cus-
drilatero convexopror lo aue Lenemos p runtos de color
azulso s0d » pPuntan Lales aue cada 4 rorman un cuadei-
latero convexo u ror 1o rrorosicich 2 dsten formen un
roligono convaexo de » mmtm'
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CAPITULD 2

Definicidn § .

Un clan en unn srdtico 6 ¢ es une subdratica
complaota maximal de O

E1 ndmero de clones de 6 5 w(B) eu el
adximo de orden de todos Aos clanes de 8

Otra d!finlciﬁk slternativa para 104 ndmerns de Romses
R(n1sn27ess9n1) Lo rodewos obtener cono el ninimo enkero
rositivo » tal aue rara toda factorizacidn de Ke = 61 U 82 U,,
ol GLY wlBiD 3 ndsrars al eonos uns 11 € 1.£ 1,

Ls anterior observacion nos Mleva o suderir lo siguiente
definicion de una manars a3 deneral,

Definician ! , .

SBea f un rrramctro rrara log graticas ¥ sesn
nlenZsee nlot 3 1 enteras positivos,
El f-nlsero de Ramseu frintsn2r.einl) cn el mfniun
entera pasitive p tal aue tods Poctorizocion de
Krp = Gl U B2 Useol) 8 » £(Gi) 3 ni pora o) menns und i
1€igl ., :

En geners] estos ndnoras de Romwses no han sido muy esludindony
notiotros varesos el caso eseecisl de los t-ndmeros de Rasnoy
cuando f es k~conexidad,
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2.1 NUMEROS DE CONEXTIDAD NE RAMBEY

Definicidn @
Un condunto de corte V de uns dratico 6 res

“un subeondunte do Ltos vertices da 6 tol aue G - V
ws disconexa o trivial » un k~conJunto de corte ¢s un
condunto de corte con k elesentos,

El némero de conexidod k(B) de 6 es el afrnino ndmero
k tal aue 8§ tivne un k-conJunto de corte,

G se llamo k-conexs i k(B) 9 k.

Definicich !

El ndnerc de conexided de Ramsey s denotuldu
re(k) es ol ninimo entogﬂ n tal aue toda c-cnloragtnn
de leue eristos de 1o drafico Kn origing una subdgratics
monocroadtica k-connsxa,

" A lo lsrdo del corftulo usoremos la siguiente observocion 3

Obsarvacion § ’ ,

) Sen k 3 2 u sen 6 und gratico sin una
subdrnrica kK-conaxie 81 | YG) 1 3 k#l rentontes
exicte un conJdunto sernrador 8 (po necespyriomente
afnimo con esta rroriadad) 8 € V(G) con 181= k-1

aue sarte a los virtices de V(G)=8 on dos conduntoc
Ar8 tolas aue no huua AB-aristou en G.8in rerdida Jde
seneralidad rouminos o =~ (Al & IB) = b

Antas da dar ol princiral teoresa de ents seceddn tratarosos
de scotar el ndaero de arittas rara une srffics 6 usin unhae
subardrics k-connxarsara Lo cual necesitamos de una atirsacion
¥ un lems

hflr.acldﬁ ¢ Bex 6 £in unp subur‘f&cn R=0nexos ¥

1631 = n 3 k » entonces

16O ¢ (g) - ehnal oy “'“;‘”
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Donuﬁtraciﬁn H

For induceioh sobre ng Lo densigupldnd
es inmediata ol k ¢ n € kil

Farn m 3 kt?2 curonemon aue (1)
se cuarle rary toda nry b § n§ a-t.Drwoibrarvecs
aue se cumrle FP3ra My s

Hacicendo uso de 1 ohservacion saobemos
aue podumos encontrar conduntos 85AR tal aue
I181=k-1 v no oxislan AR arintos

1 "o i 181 ~k=1
LA 181 B )
I o ] 1Al » 8§ b = IRI

Br<SURUA

Por hirdteuis de induceidn ko ardrica
<8 U R> tiene al mmnos (Y -1)/3 arintds menns aue
1 drafics Kk-14b ya aue

1IE(<XS U B»)) § ‘k-1+b) - kk=14b-ke1 43
2

Por 10 uue obtendreaos?

1E(B) | ‘\;l-ah-ggtix)

donde = at bt k-1ry de saul obtenemos cue (1)

se sijye pars nxm,
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Lews ¢ , . B
Para k 9 2 tode draficns G nin una subyratica
k=conexa can n = VG 3 2 (k=1) satistace
I ECB)Y | < 873 (n=kt1) (k=1) +oe0s (2)

Demostracion ! . ,
Por induccion sohre nB rartir de Yo ofirmocion
haclando alsunas orracianes de (1) obtenpsos
| EC(B) 1 < 8/3 (n=k+1) (k-1) °
si 2(k~1) € N & I(k=1),
- 8i m » X(k~1)41 wsumimng aue (2) se cusrle
rary 2(k-1) € n € a-t, ,
Otro vez ror 1a observacion rodemos cncont.rar
canJduntos S»Ar8 con las aigseps prrorledadaes,
Tenemos ahoro aue si o = 1Al ¢ k-1
¥ ®m 7 atbtk-1 entonces?
1ECG) 1 & IKECA U 8)>1 4+ IE(KB U 8>)I
< /% (k-1)a + /3 (k=-1)b
.’
= 5/3 (k-1){m~-k+1)
shora i o= IA) < (k-1) eptonces b 3 k W

IE(BY) € ala-1) + 8(k=1) + E(<B ) 8>}
2

< 32 (k=3)u ¢+ %/3 (R-1)b
< 573 (k-1)(a-k+1)

"} kor lo tanto (2) se cumple para todo n 3 2(k-1)
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Teorams 1
Fara k » 2
2e(k-1) +1 § t1g (X)

P 2
¢ RO/4 o(h~-1) + 1 vevee(3)

ninnstraclﬁn H )

Sea n tal aur exinte una e-eolorseidn
de Kn aua no tiens upa subdratics K-conesa mo-
nocroastico entonces rpor ol lems anterior how
estrictomenty menogs de 5735 (n-kh#t)(k-1) arig-
tas coloreadan con cadn color i rars 1€igc
ror 1o tanto.

‘n)( Si/38 ¢ (n-kt1)(k-1)
2

aue imrlica

nin-1)/2 < 5%/3 ¢ (n~kt1) (k-1)
.auwe iaplica

n < 20/3 ¢ (k=LY (n-k+1)g 10/3 ¢ (k-1)
n -1

Asi hesos rrobado aue i n > 1073 ¢ (k-1) enton.
cen ~ara toda e-cqluvueidn obtongeos una
k~conax: monocramaticar ror 1o tanto obtonesos
1a cota suererior,

La cota inferior de €3) la rrobiresos
dando uny c-golnrncion de &k\‘* aug no conton-
#8 una subsrafice k-conexa o | )
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Pavrtimos los vertices de Mewa®n 20 rar-
tes fily AZ2reeverhc epda parta con k=1 var-
ticeﬂ-Cantrui-ag los vertices de cada conJdunto
Al @ un nuavn vertice llumndq N> pars
1 &1 & 20 obteniendo 1o sratica complets Kee

Es un hecho conocido en teorfo de ars™
ficas aue Kge so ruede foctorizer en o travecto-
rias deneradoras,

Colorenmos. las oristan do Kegqyy cOME sigue
sod Ti = AL, 2 voe h{" ) una de Tmu Lravento-

riss senaradorass coloveamos todes lun'nriﬂtns
Al Aga de Kegpa) da eolor 1w Lambion los
arigtas con ambios extremns on Af, con ambos ex-
tromos an Ay, do color L

obtenamos entonees uns c-colorecidh on
18 cual toda nubnrdglcu monocrondtico aaxinagl
es isomor?s 8 1z eraficn P denotadn rord

{donde 1% bnrrug indican aus todos laos artis-
tes entre las srefices eston en P)

Toda ﬁqurJflnn de P aue contends al
aenns J p k1 verticer corresronde o uno de los
|lsulcnteg cI308 8 ) .

i) f.os vertices coen en uplo 2 de Yan 20(k-1)
componantas de P. En ests cano o Lo ass k-1
verticers de 8l arnos uno dg los conduntos «s
un sepacrador para Lo subdrafico.

ii) Los vertices caon en 3 o sas de los
2c(k=2) comronenten de P ,En estd case a3 1o aas
k-1 verticex de un aieshro interipr do estas
coaronentes o8 un serarador, ,

Por 10 tanto F no contiene uni subdri-
fiea k-conexir di naul aue outa c-coloracion de

no nos de una subdratica sonocromdtica
Kk=oNeXa.
. |



Fastina

Es rosible hacer oldannas wedoras o ds cota surarior dod teorems
haciendo mas fuertes aldunon sraumentns en o pruehs del teorema s »ero
en deneral no san suy nl«n&fienbivnu estos cumbiaos:Navid W Hotuls con
alsunas consideraciones dio la siguiente condotural v‘(k) = 2 (h-1)+1
para k p 2r00 3 2,

8in eabardo algunos rerultados de W Mader demuentraon que o
rarte derechs de 13 desidualdad on (¥ no punde tn dqenersl eeducir ol
factor 10/3 menos de 3 u d& como edemrlo o R dvnfics
Oy = (m=12Ky, ¢ R;, can n = alk=1) vertices u 6l w32 log vnrtiros de h“
son un conJunto seraradors ror lo aue no tiene und subaritics k-conexar
el ndenro dr aristas de Gy 78

IE(Gyg)! = (=10 (k-2 + (m=1)k-1
= /2 (k1) CR=1) = 172 Ca=kil)d,

w Mader conJdeturd aue 5 ol sdninn ndmerce rosihle rara tods ﬂvnfivu con
n ¥ 2(k-1) vértices sia una subdrdPica k-conexa,

Pars el caso © =2 un erduaentn adicional nos meJdora Xo rarte
devechs de Is desiduasldod (3) ol nfsero dn conexidad do Rowsey ng (X)
1o rodeacs ver como ei afnimo entern r Lok aue tods dvftics de orden »
0 tu comrlemento biene una subarfficas k-conosa,

Teovess 2,
Para k » 2

Atk-1)4t ¢ r'(k) < (3#‘ﬂ176) (R=1042 +s0s(4)

Pemostracion ! ,
Le ronqtrucrion de da drafics P odeld
teoremss t nos da Lo qrafiv-

Kea

[ I
s 1 e
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aue o3 autocomrlesentaria (l.ee G = ) y no
contiene unr subsrefica k~conexa ror lo cunl
tenaomos aue r‘(k) > A(k LI+

Sea 6 una sriafics con al menoc J(h-1)4+1
vertices tal aue nl 6 ni su comrlonsnto conten-
gan una subsratice k-conexa.Hociendo uso de J1a
observanidh del princirio rodemos encontrar con
Juntos Sr»A»R con Jlas rroriedodes reaueridos o
notaaos adeedy aue #n aste caso 3v1ALE k 1 ua
aue de otra manera 6 contendrfs o Yo drifics
comrlate Dirartits Key aue o6 k-conesa,

Si cuitsmos los vertices de A a2 6 aui-
tasos a lo nnqtu’i Blh-1) & (872 kh=2)

2

aristas, rodﬁuos.ahnru reretir este rrpceso
(ahora con la draftico G - A v usando 1o obser-
veisidn rars ects srdfica) hasts obtener una
ardtics 6’ con

2¢k=1) < V(B )1 §  3(k~1),

sean @ =)0/ )1/ ¢k-1)
$ = IW(B)YI/(k-2)

Notamos aun 3 10 mas

(8 - & ) (k=1) (X/2k=2) aristas

fueron auitadas » ontoncaes

IECGY I & (8 ~ @) (k=1) (3/2Kk=2) + JE(GI] (%)

L la“aflvlaciﬁn_(l) taonneos
1ecod) gfoek-1)) - (-t k-t -1
. 2 3
w176 (k=1TME 4 A0 -2)-R(k-1)41/3 .. (&)
- 2
shora ror (35) u (8) obtenemos aue
IECB ) § 176(k-1% (9sed50-2) - n(k-1)41/3
l-
v como €502 € -8 pora todo Q62,3]
tenenns aue
IECB) I € 1/6 (k-l, (9%-8) - Tik=1) + 1/3:04400¢7)
’ 2
sin paordida de Aeneralidod 1E(G) L 3 1E(H I por
lo tunto

IECB)I 3 372 (s(u-n vl k=1 B (k=1 2/74 4 ()
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tenomos ror (/) u (8) aue

2 } - k 3

R(k=1) g 2/3 (k-1)" (9§-8)~&(K~1) + 4/3

y de aaui obtenemos aue

126041673 < 0 aue iwedico & < 3+ JT/3
coma ¥ = JW(BII/Z(K-1) obteneamons la pruacion

ra(k) < (3% J11/3 )(k-1) + 1

Con acdumantos aun ess tediosos Bavid ¥, Mabulas rrueba el
sisuiente .

Leaa + Por 2 k¢ 5 re k) = 4Ch-1) + 1

los aivmos ardumentos le sicven rars medorar Lo cots suecorior
en (4) cerca de 4,7 (k-1) + § » rero ase necesits todovio mae
rars g#stablecer Lo condatura de aue L3 cota Inferior an el
velor correcto,

Es interecante ver @) cosn on el cusl 1o conexidid
var{n sabre las diferentes subarificos wonoccomidbicas. Expo-
c{ficamente se¢ sigue de 1a rruebs de) Teovess 1 aue rara
k1 3 k2 3eve3 ke 2 2 5 cuslauier c-colorncion de A3 trarlces

coarlety con &l maenos !Q/! z; (ki=1) vdrtices tienc aue tener
una subardtics sonocroasticdde colovr i con conexidad ki ears
slsuns 4.

Parz el JFrso c = 2 s r’(km) n& afnino entero til aue
todo r’(ks®) dardtics G contiene una subardfics k-conexs o G
contiene una subdrafica a-conexe,

P.ra k3mep?2, nunununua aue. 6 en una grdrica M1
n ) k+1 vgrtleol sbh unz subdratica k-~conexo ¥ Sin ouc § tenda
una subdrarfics m-conoxs
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Entonces pxiate un condunbto serarador 8 SU(B)' son
i8I = k-1 aue parte los vertices dee V(B)-8 on dot conduntos
ArR con IAL € IBL sin aue haua AR ardstasrrero entonces
Al € ®—1 rues de lo contrarin 6 contendri o Kmem,

81 auitamos las vertices de A o 6 auitowos o lo mas
lﬁl (k-2+m/2) wristusyrodesos snﬂuiv eunte PROCEe s de auitor
vertices 4 avintas hasta aue el ndwero de vdebices aue aunde
se2 menor o ifual auve k.Eslo nos acedurn aue 6 no rucde tenor
mas de (n-k)(k-2+n/2) +( k\aristan o de saul podemos encontrar

una cotip surertor do r’(ken) anldor aue Lo antarier.
Trataremos exclusivamante &) cauo v/ (kr2) ¥ doremos
uns coarlots solucion.
Teoreaa 3
Paro k 9 2
POCRIZInkE14 /b£+1/21
nooostr;cinn.

Ses B uns srarivn‘von n vertices tol
auw no contiene uno subdeatics k-conexs 4 tal
aus no contenss unp subidraticn 2~conexa
ette B no contiena ciclos), ‘

Comn se vio ontes ded Leoremn tunu-os
entonces aue

IE(B) 1 § (n-k)(k=1) + ‘k)
2

como 1ECHY1 € n-1
JECGIL + 1ECED ﬂln)‘ (n-k) (k=1) +lu’+n-x
2 v

Que iaplica aue

[n—u-,+1/2$j‘< 2K
Por lo aue teanemos aue n £ k+l/2ﬂj§i
Y dn sauf aue r(ke2) § k+s+qu§?+x/zﬂ
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‘Pars delosgrar 1s otea desigunlded constru~
iremos uno aravies 6 =(V,€) con V1= k+lJ2K+1/2j

’ P
verticee u tal aue 6 no cnntunun'unn subyratics
k-conaxa ni 6 contendns und subdrafice 2-conexa,

Sea k 9 2 2 sed V= A U R donde
A= € BOsnksersrak-L)r u RuihOsb1s7.4017h1) donde
1=\ V1,

Pars los aristac de G ses O ady =0 u hada-
mo3 bd adyscente a -1 u o i rora
JCI-1)/72 + 1 € § & JGIHLN/2 ravs 3§ J g ]

El hacho do aue & ¢ L(14+£)/2 iwplica aue
i § k-1» ror lo tento B no ruede tener ciclos
ror lo tanto no es 2-conatas w no ruede tonuor
una subsratica 2-conexa

]

a0 bo
sl - h
a2 h2
a3 y— | b3
. ’ ‘
* L]

) [3 bl
ak-1 .,

cono

JJ-12/2 + 1 € 1 € JGit1)/2
JOI#1)/2 - HI=-1)/2 + 2 = -1

tencmos aue hd es aduacente en 8 o Wt vartices
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Sea H una, subgrarics de G si H contiene
solomente vertices de A entonees H no es
k-conmtas ‘du oLy manera 500 h.l‘ on B Lol aue
J es el maximo fndice de loq‘vurtinus de H aue
esta an B.Por Lo canstrueccion uye hicimos pJ
solo pusde ser aduncente o o mis o k-1 verti-
ces de H rror Lo tanto H no oo k-connxa,
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Ses H ung, subgrdticn de G, ai H continne
solomente vertices de A entonees H no es
k-conmtar de otis manara seo h¢ en B8 Ll aue
o oes el moximo {ndice de los, vertices de H aue
eastd en B.Por L construceldn oue hicimns hJd
" %0l0o puede ser aduascente 8 1o mis o k=1 veeli-
ces de H »rar Lo tonto H no ¢4 kK-conexa.
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