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INTRODUCCION

Es bien sebido por todos que la vida moderna implica
una serie de problemas y vreocunaciones para el hombre que ha-
bita en las grandes urbes; los nroblemas de trdfico forman var-
te de su vida cotidiana y revresentan solamente una vnequefa nar-
te de las dificultades a las que tiene que enfrentarse hoy en dia.

El problema del transporte terrestre ha sido, desde
ttempo inmemorial, motivo de gran vpreocupacidn; en el momento
de la aparicidén del automévil se vensé que todo estaba resuelto.

sin embargo, a nesar de que este invento brindd a la
humanidad grandes beneficios , nog damos cuenta de que el pro-
blema continda y no nodenos negar el hecho de gue ha alcanzado
nuevas dinensiones,ramificandose, adends, en una infinidad de
variedos y nuevos nroblemzs como son la contaminacidn ambiental,
el aum:nto en el ndmero de eccidentes, la congestidn de trdnsito,
etc.,siendo este Ultiwo verdaderamente critico en la actualidad.

Indiscutiblemente, la exnlosidn demogrdfica y la necesl
dad de los individuos de transnortarse, han contribuido a agudi-
zarlo.

Con el fin de resolver dichas dificultades y de formu-
lar normas o reglas gue las eviten, algunos de los problemas de
trénsito han nodido sujetarse a un andlisis cient{fico tratando
de compnrender nrofundamente cada uno de «llos . De entre dichos
problemas nodemos citar los siguientes:

a. Cémo desarrollar un sistema de luces comnuta=-
rivado,
b. Dénde instalar gefiales y luces de alto puza

el trdnsito.

c. Cdanto tiemno debe durar el ciclo de luces.



d. cdando convertir una avenida de doble
circulacién en una de un sélo sentido.
e. Dénde construir nasos a desnivel, entradas

y salidas, etc.

Como resulitado del @zndlisis de dichos nroblemas, se
esperarfa contar con un servicio de transnorte urbano eficiente,
un minimo de contaminzcidn ambiental y de accidentes automovilis-—
ticos, asi como con una red de avenidas oue hiciera el trinsito
més fluido. Sin embargo, tratar de formular y resolver toda la
gama de problemas de trdfico en unus cuintas ndginas, resultaria
sumamente 2mbicloso . BEn vez de ello, ectudiarcans al:unons casos
interesantes que recientemente han recibido unza formulacidn  ma-
temdtica; debido al constunte encuentro con lus congestiones de
autos en nuestra vida diaria, es de nuestro esnecial interés ,
saber c¢émo se comnorta un cierto gruvo de vehiculos a lo largo
de un camino donde la circulscidn se efectda en un solo sentido
y sobre un carril exclusivamente .

Ia originalidad de este trabajo recide en que se inves—
tiga cudles son las consecuencias, en la circuloscién de vehicu-
los, oroducidas nor un cambio en las caracteri{sticus flsicas del
terreno nor el cual circulan.

El modelo que nosotros formularemos vara tratar los
nroblemes que nos ocunan gerd continuo y determinista; a grandes
razgos, la investipgacidn la llevaremos a cabo de la giguiente

manerse,



El vnrimer canftulo contendrd la herramienta con la que
trabajaremos mas adelante , ilustrando ésta con algunos ejemplos
sencillos. Primerazmente discutiremos las variables que intervie-
nen en el fendmeno del trdTico: la velocidad, la densidad y el
flujo. Luego se intentard predecir esas cantidades vara un tiempo
Tt s8i 1la sunonemos conocida inicialinente para ua tiemno to .

Ia intencidn vrimordinl de este canf{tulo es la de hacer
este trabajo auto-contenido. Sin embargo, algunas nartes no se
expondran con gran detalle(paraiuna orescuntacidn més comnleta ver
la refersncia g ) .

Adends de lo antes descrito, en el cao{tulo I veremos
que el considerar la ley de conservacidn de los carros y las re-
laciones entre velocidad y densidad nos conducen a una formulacidn
de los nroblemas de trdnsiten en términos de una ecuazcidn diferencial
parcial no-lineal. Desnués, en forma breve se discutirdn lasg
propiedodes del flujo de trdfico uniforme , el cnal ~permite la
introduccidn del concepto de onda de densidad de tréfico y, en
esa misma parte , desarrollaremos el método de lus caracterf{sti-
cas para los nroblemas de trdfico no-uniforme.

Por ultimo, discutiremos alrunos casos parbticulares en

los que se prescntan shocl's de tréfico (discontinuidades en la
densidad) y una vez familiarizados con el modelo matemdético, en
los capitulos subsecuentes 1o anlicdaremos al estudio del tipo

de vroblemas que motivan este trabajo.

Para el canftulo TI hemos reservado el andlisis del
comportaniento del trdnsito en un caso esnecial, se considera la
seccidn de una carretera que »resenta una subida y una bajada.

En dicha seccidén se considera nrimero cierta densidad

constante y luego distintas densidades a lo largo del camino.



Una vez conclufdo el andlisis nara esos casos, se con-

gidera uno

més real y esoecial en el que se tiene una granizada

sobre la carretera durante tiempo indefinido y luego se tiene

golamente durante un tiempo to .

A
sién npara
los gue se
Se muestra
fin de que

queden sin

continuacién,en el canitulo III se sugiere una exten—
el estudio de oroblemas de trdinsito wds complejos oue
han discutido hasta el momento y vor medio de un ejemvlo
la avplicabilidad de la teorfa de trdfico; esto con el
las i1deas que aparecen a8 1o largo de este trabajo no

ilustrarse,



CAPITULO I

VARTIABLSS FUNDAINTALES DE TRAFICO, OBTENCION DEL
JMODET.O J{ATEMATICO DE LOS PROBLEMAS DE TRAFICO,



l. VARIABLES FUNDANENTALES DE TRAFICO.

A. Velocidad y Campo de Velocidades.

Imaginemos un auto moviéndose a lo largo de un camino.

Si designamos la nosicidn del carro, para un tiempo
cualouiera, vor Xo(t) (esta nosicidn ouede referirse, vor ejem-
plo, a2l centro del @auto), sabemos cue su velocidad esta dada
por dXO(t)/dt y su aceleracidn nor d&o(t)/dﬁ%

Si en un camino benenes verios autos, cada uno lo desiz-
namos por Xi(t), como gse maestra en la figura 1l.;sin embargo,
vara describir su velocidad en la carretera nodemos dar dos
enfooues. Uno,es medir la velocid«d Ui(t) nara cada auto,

Ui= dxi(t)/dt; con N autos hay N diferentes velocidudes, cada

una dependiendo del tiemno.

ke O
Xo X

Pigura Y. Carretera con la posicién de los autos

X4

denotada por Xi .

Si el mimero de autos oue estamos conciderando es "grun-
de", resultaria muy dificil llevar a cabo esén mediciones,
entonces resulta mfs conveaiente asociur a cada nunto en el

esvacio (en cada tiemvo) una velocidad uUnica U(X,%) llamada
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campo de velocidades. Esta nuede ser la velocidad medida al
tiempvo t nor un observador fijo en la nosicidbdn X.
En términos matemdticos, el camno de velocidades U(X,1)

en la posicidbn del carro xi(t) debe tener la velocidad Ui(t),
U(x; (t),t)= U, (). (1)

La existencia de un camno de velocidades U(X,t) implica
que en cada X y t existe una velocidad. Entonces,este modelo no
permite que los autos se rebasen unos & otros (puesto cue en el
punto de pitso habrfa simalidneamente dos velocidades distintas),

A esta se,unda forma de describir el trdfico se le deno-
mina COVTINUA .

E:isten varios nfoblamas concentuules con este tipo de
modelos y con los cuales no nog meteremos. El lector interesado
vuede ver una discusi’‘n de estos en la referencia 5 .

Bl ejemnlo n's simnle de un camno de velocidades ocurre
si cada auto se mueve & lo largo del camino 2o una velocidad
constante Vo, U(X,t)xVo como se indica en la fiura 2.

Claramente,’el caumpo de velocidades gque usiémos sara esta
situacién es la misma constunte Vo.

Devnendiendo de la anlicacidn varticular de trdfico,

nodemos estor interesados en cualouiera de estus: las velocida-

des indiviijuoles de lhs autos 6 el camno de velocidades. Aquil,

usaremos la segunda,
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4——— pendiente Vo.

Figura 2. Campo de velocidad constante.

B. Flujo de Trdfi

cQué variables de
un observador, ademis de 1
Un observador fij
de una carretera, puede me
ahi en un cierto tiemno (i
El observador ent

el nimero de carros que po

co y Densidad de Tréfico.

trdfico vuede medir fdcilmente

as velocidadea?

0 en una cierta posicidén a lo largo
dir el ndmevo de carros que pasan por
ntervalo de tiemno).

onces, puede calcular, por ejemnlo,

r unidad de tiemno pasan ante 61.
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Esta cantidad es llamada el flujo de trdfico y se
denotard por la letra PF; la funcién F depende del tiemvo y de
la posicién, por lo tanto es mfs avropidado escribir P=F(X,t).

Sin embargo, para abreviar escribirémos solamente F.

Eriste, ademds, otra variable de trdfico medida en
tiempos fijos( en vez de nosiciones fijas como ocurre para el
flujo de trédfico). Podemos contar el ndimero de autos (en un
tiempo fijo) entre dos posiciones del camino. Si calculamos el
numero de autos por unidad de longitud, a esta cantidad le
llamaremos densidad de trdfico ywla denotaremos con la letraQ .

A lo largo de este trabajo, todos los veh{culos son
tratados de igual Torma; la palabra'carro"es usada indistintaw
mente para referirse a cualquier venfculo,

Inaginemos una situacidn en ls cual los carros estan
igualmente esnaciados. Por conveniencia se supone ahora (como
a travéds de la discusiébn del flujo de trdfico) que todos los
vehiculos tienen la misma longitud, L. Si la distancia entre
los carros es d (la distancia d+L es llawada el espacio),

entonces la densidad serd:

ez —— (2)

o0 sea, hay un carro por cada longitud de carretera IL+d.
Supondremos aque existen intervalos de medida convenien
te (en espacio y tiemvno) tales que la densidad de trdfico y el
flujo de trdfico secan fTunciones continuas de la posicidn y el
“tiempo sin ovue se vierdsn las variaciones locales como un re-—
sultado de congiderar los intervalos con medidas extremadamente

grandes.



C. Relacién entre Velocidad, Dendidad y Flujo.

Entre las tres variables fundamentales de trdfico P,

@, U existe la relacidn:

flujo= (dendidad de tréfico) (velocidad)

0 en forma matem&tica:
F(Kvt) = (’(X’t) U'(Xrt) (3)

la cual es conocida como la Ley Pundamental; a continuacidn

mostraremos como surge.

Una manera sencilla de hacerlo es, considerar el ni-
mero de oafros que vasan en XzXO en un tiemno muy veaquerio A,
esto es, entre to y to+‘At. Bn ese pequetnio tiempo los autos
no se han movido gran cosa de su posicidn inicial y de aouf gue
U(X,t) y C(X,t) pueden aoroximarse vor constontes en X=X, ¥
t:to . En el pequeiio tiempo at, los carros cue obupan un tra-
mo de longitud aproximada U(X,t)At , pasardn al observador (ver

figura 3) .

observador

-~ UAt———

Pigura 3. Distancia anroximada que recorre un

auto en un tiempo At.
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El ndmero de carros pasando es, entonces aproximadameg
te U(X,t) At C(X,t) (débido a la definiciébn de ¢).

como el flujo de trdfico es el ndimero de coches por
unidad de tiempo, ubservamos que,dividiendo el producto ante_
rior entre At obtenemos el flujo F. Entonces las tres variables

densidad, velocidad y flujo, estan relacionadas por la ecuacién

(3).

2. MODELO PARA EL FLUJO DE TRAFICO.

A. Conservacién del NUmero de Carros.

En esta seccién formularemos el modelo determinista
para el flujo de tréfico.

Nuestras sunosic¢iones agquf son, que la densidad y el
campo de velocidzdces son conocidos inicialmente para una carre-
tera de longitud infinita. ¢ Podemos predecir velocidades v den
sidades para tiempos futuros?.

Primeramente derivaremos un ecuacidn que nos revresen-
te la "ley de conservacién de los autos". Bsto es, que exprese
por qué la densidad esta cambiando.

Sobre algin intervalo del camino, entre X=a y X=b , el
nimero de carros N onuede exnresarse como la integral de la den-
gidad de trdfico: b

N(t) = XaQ(X,t) dx . (4)
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Si no hay entradas ni salides sobre este camino, en-
tonces N puede cambiar Unicamente debido a los carros que aban-
donan la regidn por ¥=b y & los que efitran a la regién por X=a.

Entonces, la razbn de cambio del nimero de carros

dn/at es igual al ndmero de estog,por unidad de tiempo cru-
zando en X=a menos el numero de carros por unidad de tiempo

cruzando en X=b (moviéndose hacia la derecha), o bien
aN/at = F(a,t) - P(b,t) (5)

puesto que el numero de carros por unidad de tiempo es el flu-

jo F(X,t). As{, combinando lts ecuaciones (4) y (5) obtenemos

b
d _ .
E{‘Sae(x’t) dX = F(a1t) - F(b,t) (6)

Esta ecuacibn expresa el hecho de que los cambios en
el mimero de carros son debidos solamente al flujo cruzando las
fronteras.

Ningin carro es creado ni destruido; el ndmero de ca-

rros se conserva. BEsto no significa que el nimero de carros
entre X;g y X=b sea constante ( si eso fuera cierto entonces

a/at aQ(x,t) dx = 0 o F(a,t) = P(b,t) ) .
12 ecuacidn (6) es llamada le ley de conservacidn de
los autos en forma integral, o mds precisamente, una ley de
conservacidn integral.
91 dicha ecuacidn la dividimos entre b-a y tomamos el
1{mite cuando b tiende a X=a , obtencwos la ecuacién

0 9o t) =
5t Q(X,%) + T F(X,t) = 0
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0 simplemente

_____(_)_. + .?..z =0 (7)
ot J X

Esta ecuacibn diferencisl parcial expresa una relacidn
entre la densidad de trdfico y el flujo de trdfico,derivada de
la suposicibn de que el nimero de carros se conserva. Esta
ecuacidn es llameda la ecuzaciédn de Conservacién de los Jarros,

la cual debido a que F =Q U puede escribirse como:

2L + 9 (eU) _
2t 92X =0 (8)

B. Relacidn Velocidad-Densidad.

semfn el vunto A , las varibles de tréfico densidad
y velocidad de los carros, estan relacionadas vor solamente una
ecuacidn, la conservacibn de los carros (ecuacién 8). Sin
ewbargo, necesitanos tener otra ecuacidn que las relacione de
alguna manera especial para tener un sistema de dos ecuaciones
con dos incdgnitas sencillo de resolver.

Ia siguiente observacibén nos conducird a ello.

Cuando somos conductores de un auto, o bien, viajamos
en uno, notanos que 8i el trdfico es suficientemente ligero
podemos viajar & una velocidad bastante conciderable, digamos

"rédpida" , pero si el trdfico aumenta, los vehiculos se des-
plazardin a una velocidad menor nues el congestionamientor~ de
autos les imnide alcanzar velocidades allug. En base a este
tipo de observaciones vodemos hacer una guposicifn que sim-

plifique la relacidn velocidad—-densidad, tal es:
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"Bn cualquier punto & lo largo del camino la velocidad
de un carro sdlo depende de la densidad de tréfico
U = U((,) ", (10)

De la ecuacibén (10) tenemos que,si la densidad de
trdfico es muy pequefia, incluso =0 , la velocidad con que pue=

den viajar log autos serd entonces la mndxinma, U s
U(0) = U, - (11)

Asi, puesto que al aumentar la densidad de trdfico, la
velocidad disminuye debido a la aglomeracidn que se forma pau-
latinamente, podemos afirmer que U es una funcién decreciente
de Q. si en un momento dado, el nimero de autos continda cre-

ciendo hasta que llega a una densidad que nermanece a través
de cierto tiempo, decimos que esta densidad méxima@h , CO-
rresponde a lo que llamaremos trédfico tope-con-tope 6 tope-a-~
tope , y se tiene oque

u(e,) =0 (12)

Consecuentemente, el tipo de curva que se muestra en
la figura 4, U=U (@), relacionando las dos variables de trdfi-

co (velocidad y densidad) es razonable.

Bsto no debe sugerir que la devnendencia velocidad-
densidad es la misma para todas las condiciones del camino.
9in embargo, nosotros investizaremos un tramo del ca-

mino que tenga propiedades aproximadamente constantes.



M.A
TR velocidad de los carros
" (con x y t fijos)
Y >
densidad R ¢

Pigura 4. La velocidad de los carros disminuye
cuando la densidad aumenta.

En las secciones siguientes investigaremos las apli-

caciones del modelo matemdtico para flujo de trdfico.

C. Flujo de Trédfico.

Concidere un camino homogéneo, tal gue la velocidad
de los carros depende solamente de la densidad de trdfico (ver
figura 4). Puesto que el flujo satisface la relacién

F :"‘QU(Q):

observamos que si no hay coches en el camino, esto es, e = o,
el flujo es cero; lo mismo pasa cuando el trdfico estd prdc-
ticamente varado (esto sucede cucndo U=0 y f::qn ).

Para otrog valores de densidad, el flujo debe ser
distinto de cero, en pnarticular, vositivo. Entonces la depen-

dencia flujo—-densidad serd como se ilustra en la figura 5.



F=QU(Q) & 19

| I R

o, ¢
Figura 5. Diagrama Fundamental de Flujo de Trdfico

( curva flujo-densidad).

Esta relacidén es algunas veces llamada el Diagrama
Fundamental de Trdfico y al referirnos a ella usaremos la
abreviatura D.F.T.

1a figura 5 muestra que el flujo mdximo se alcanza
para alguna densidad, tal mdximo es algunas veces referido co=

mo “capacidad del camino",

3. SOLUCION DREL MODELO
A. Trdfico Casi- uniforme.

9i tenemos trdfico no-uniforme sobre una carretera y
deseamos conocer la densidad de trdfico para un tiempo futuro,
necesitamos justamente resolver la ecuacidn 7 , que, nor la
regla de la cadena y tomando en cuenta que F=F(Q) es equiva-

lente a la ecuacidén:

2€ +gp a4 _ (13)
2+ 4aC ax
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Si concideramos que la densidad es casi-uniforme
alrededor de QO , entonces nodemos linearizar la ecuacibn (13)

via series de Taylor y obtcner la ecuacidn

PP +awv_ () aPf. _ 4 (14)
2t a¥€ ax

Esta ecuacidn rige el comnortamiento de la densidad
de trdfico perturbada p = ¢ =0, ( o el desnlazamiento desde
la densidad constante QO).

Podemog entonces, escribir la ecuacidn diferencial
percial (14) como

2F Lo 2P . (2
donde 5t 0 3% =0

C () =(ar/ap ) (9,

Resolveremos esta ecuacidn diferencial con la condim
c¢ibn inicial de trdfico oerturbado p(X,0) = £(X) , haciendo
el cambio de variables:

X! X-Ct
t' = ¢ .

i

Bxpresando la ec. diferencial en términos de &stas,

obtenemos la ecuacidn diferencial simplificada
P g

la cusal nuede integrarse Ei;éctamentgv:
v = g(x')
donde g(X') es una funcidn arbitraria de X*.
Bn las variables originales se tienes
p = g(X-Ct) (16)
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e inicialmente p(X,0) = £f(X) implica que f(X) = g(X).

Consecuentemente, la solucidy de la ec. diferencial

gue satisfaca la condicidn inicial dada es

p(X,t)= £(X-Ct) .

(17)

Si nos movemos con la velocidad C, la densidad per=

manece igual . Se dice cue la densidad se oropaga como una

" onda " ( llamada onda de densidad) con velocidad de onda (

que depende de QO .

Bs claro que, a lo largo de las curvas X-Ct = constan

te, 1la densidad no cambia. Esas rectas son llamadas caracte-

risticas de 1a ecuzcidn diferencial parcial (15). En la figu-

ra 6 podemos observar el trazo de varias de ellas.

Figura 6. Caracteristicas de la ecuzcidn
0 2C _
5% 4+ ¢ 5% =0

-» t

<C
\::::izzz;\ — X= Ct+Ko

.

BEn dicha figura hemos supuesto C {0 , mero

i qué

signo tiene ¢? . Recordemos cue C = dP/dp . y segin el dia-

grama de la figura 5, la vendiente es positiva nara densidades

nenores aque la correspondiente a la cavnacidad del camino y
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~ la pendiente es negativa para densidades mayores que la co-
rrespondiente a la capacidad. ElL valor de C({y) nos da la
velocidad con la cual se pronagan las pequefiag perturbaciones
a una densidad de trdfico uniforme (.

Por conveniencia, el trédfico nesado se define como
agudl, tal que la densidad es mayor que la densidad éptima
(correspondiendo a la capnacidad del camino) y trdfico ligero
como aquél para el cual la densidad es menor que la densidad
fptina. De estas definiciones y el D.®.T. concluimos que en
trdfico pesado las densidades perturbadas se mueven con una
velbcidad negativa, mientras que en trdfico ligero lo onuesto
es cierto.

De todo lo anterior, es fAcil notar que en los pro-
blemas de trdfico hay dos velocidades imnortantes: una es la
velocidad individual de los autos y otra es la velocided ¢ a
la cual viaja la onda de densidad.

La pendiente de 1la 1i{nea recta gque va del origen
(=0, F = 0) al punto sobre la curva flujo-densidad renre-
sentando el valor de F en Co y €8 la velocidad U de un
carro, puesto que U =F/p . Ia pendiente de la recta tangente
a la curva F-¢ en el ounto Q= e, ( c=(dr/de) (¢) ) es la
velocidad de la onda de densidad (ver figura 7). gpaote dia-
grama nos es muy Util para el trazo de soluciones a la ec.
diferencia parcial (15) pues sabenos que la densidad p es
constante a lo largo de las curvas en las cuales X-Ct =cte,,

esto es, rectas con velocidad C (dichas rectos son conoci-

das como caracterfgsticas).
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g C= dr/dp

‘ F(()
s :F/Q
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Pigura 7. Diagrama F. T. : velocidad de los carros
denotada por U y velocidad de la onda de

densidad C.

Si trazamos esas caracter{sticas en un diagrama espa-
cio~tiempo de tal forma que esas nendienteg tengan las unida-
des de velocidad, entonces gsus nendientes de las caracterls-—
ticas son las mismas que la nendiente de la tangente apropiada
al D.F.T.

Entonces, si la densidad es casi 0o todas las carac

ter{sticas son lineas rectas paralelas a esa tangente, ver
figura 8.
Figura 8. Caractaristicas y trayectoria de autos
deterwinadas por la curva F-p .

X A

\\\\\ ‘/'/ |
\\\\\:?><::?‘~trayectorias de autos
L[> \\\\\\

\\\\\ >t
\ \

\\\\‘,,'Caractaristicas

N ,/‘ ~
.- * \\ /
S - .
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B. Trifico No-Uniforme y Método de las (Caracterf{sticas

La ecuacibn diferencial parcial no-lineal derivada

de la conservacién de los carros y el D.F.T. es, segin vimos

?,g_-{__‘. ,L '®)

2t 40 2k

la ecuacidn (13)

En esta parte nos avocaremos a estudiar el metodo de
las caracter{sticas para resolver problemas de densidad de

trdfico casi-uniforme.

Consideremos un observador moviéndose en alguna forma
prescrita X(t). Los cambios en el tiempno, de la densidad,

cuando el observador se mikeve, st%n dados nor

dp_ 20 L dX 2
dt 9t  dt BX

Desde el ounto de vista del observador ,la densided

permanecerd constante,

de - o ai ((’)
Jt dt d¢
Para que esto ocurra el observador debe moverse a la
velocidad P! (Q) , es decir, a la velocidad que viaja la onda
de densidad casi-uniforme.
como esta velocidad sélo devende de la densidad, se
le conoce como velocidad de onda local. En flujo no-uniforme,
el observador se meve a esta velocidad y la densidoed de trd-
fico perminece la migsma, por esta razén la velocidad de onda
Jocal para egte observador permanece igual;; .

As{, cada caracteristica es una recta como en el caso
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de flujo casi~uniforme. Sin embuargo, las pendientes de distin-
tas caracter{sticas pueden ser diferentes.

Considere las caracteristicas que inicialmente se
encuentran en la pogicibn X=o y X= @ sobre la carretera,
continuacidn:

a
X A

$
i

como se muestra

Pigura 9. Uso de las caracterfsticas para
determinar la densidad de trdfico.
En la curva dx/dt = F'(P) tenemos gue d@/dt = O
o (es constante . Bn =0, ( es igual al valor @ en Y=o,

Bntonces, en toda la caracteristica se tiene que

ez (’(a(,,O) = ea. ’

la cual es una constante conocida. La velocid:d de onda local,
determina la caracter{stica , es una constante, F'(EQ).

De tal forma oue la caracterfstica es la recta

X=F' (Rt + &
y sobre ella, la densidad de tréf100(3es constante,
C=(n
De tal manera la densidad de los carros para tiemvos

futuros podemos predecirle. Para determinar la densidad en
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algin tiempo posterior t=ty en un lugaer posterior X=Xy , la
caracter{stica que pasa por ese punto en el plano X-t, puede
determinzrse (ver figura 9 ). Si sowos capaces de encontrar
dicha caracteristica, entonces la densidad serd constamte a lo
largo de ella, la densidad del punto deseado esta dada por la
densidad en la apropiada intercepcidn con el eje X,
Q(X%’t%) = \9(5‘10) .

Bsta técnica es llamada el méiodo de las caracterig—
ticas.

A continuacidn analizaremos un problema sencillo en

el que tenemos una condicidn inicial de la forma:

Cm

i » x

que corresponde al problema de un semdforo que cambia de luz
roja a luz verde.

Para investigar este problema vprimero supondremos que
la densidad de trdfico inicial no es discontinua sino que
varfa suavemente entre =0 y (= (  en une distancia muy
pequeiia, AX. Si egta distancia es suficientemente pequefia
esperamos que la solucidn a este nroblema sea equivalente a la
solucidén en el cuso en el cual AX=0 . SipX # 0 , las carac-
teri{sticas a lo largo de los cuales (=0 y Cm(% , ntueden tra-
zarse en el diagrema X-t . Sin embargo,debe haber caracter{s-
ticas las cusles emanen cerca del origen (0,0). La densidad @

es constante a 1o lar;o de la recta X = dF 1 + Ko tragada

de
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en lineas punteadas en 1la figura 10, donde X, es la posicién
de la caracterf{stica en t = 0 y es muy vequeila.,
Pigura 10. Diagrama espacio-tiempo pnara la répida

transicién de la densidad de trdfico.
X

Como @ es continua segin suvonemos, debe tomar va-
lores entre (=0y @z(?m , la velocidad dF/4Q esta siempre
ehtre los valores correspondientes a Q:O y Qz @m .

Segin esto, hemos trazado algunas caracteristicas
en la fisura 11. Tas caracter{sticas tienen distintas pendien-
tes. Nétese que estas se ven como un abanico que se abre ( de
adentro hacia afuera).

Si la densidad de trdfico inicial la concideramos
discontinua, entonces obtendriamos la densidad desconocida en
el intervalo en cuestidn, por consideracidn del limite del

problema de la condicidn inicial continua cuando AX —=0 .
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(1=O

TN

A; .. t =0 > t
R
AX distancia inicial sobre la Caracteristicas en forma

cual cambia la densidad @. de abanico.
Figura 11. Método de Caracterfsticas, discontinuidad de
la densidad.

El resultado de hacer esto se reduce a que las carac-
ter{sticus no correspondientes a Q=0 o Q=p  salen de X=0
en t=0. Esto es, como que a través de la digcontinuidad (X=0),
todas las densidades de trdfico entre 0=0 y Qsz son observa
das.

Las caracter{sticas son llamad¢s "abanico" (represen-
tando una onda de expansién).

Por ltimo queremos hacer notar oue la técnica gré-
fica basada en la curva flujo-~densidad puede usarse también
para determinar la densidad de trdfico en tiemnos futuros asi
como para aproximar la trayectoria de cada uno de los autos.

En efecto, nuesto aue las caracter{sticas son isocli-
nas de la ecuacidn diferencial d4x/dt = U(X,t), usando un dia-
grama X-t podemos trazar las trevectorias de los autos, vnues

pequefias lfneas horizontales (indicando ausencia de movimiento)
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pueden trazarse con pendientes U(e) .
Por ejemwlo, en X=0 , la densidad es aquella corres-

pondiente a la capacidad del camino, y la velocidad de un carro
en esa posicifn la marcamos con una linea recta punteada sobre

el D.P.T.(¥)Ia nendiente de esta recta es también mazcada sobre

el plano X-t dondequiera que la densidad tenga ese velor, como

gse muestra en la figura 12. Trazando pequefias lineas y vpuntos,

la trayectoria de un auto puede estimerse para este problema ,

as{ como para aquellos en los gue no es nosgsible dar una so-

lucién analitica.

Pigura 12.

4. INTRODUCCION DE SHOCK'S EN EL DIAGRANA ESPACTO-TIENPO.

A. Trédfico Discontinuo.

Imaginemos una situacibn en la cual inicialmente el
tréfico se hace mds y nds pesado conforme se avanza a lo largo
del camino. Suponemnos gue G'“*F) cuando X —~p 4+ o ¥y

. 0

Pes ¢, cuando X—=-0, donde 0 £ 0, < Qo < {)m .
& Qué es 1o que predice nuestro modelo matemdtico?
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Ia onda de densidad para el tréfico mds pesado Qo
ge mueve a velocidad (dF/dQ) (¢) :la cual es menor que la ve-
locidad de la onda correspondiente al trdfico mds ligero.

Eventualmente esas dos familias de caracter{sticas
se intersectardn (ver figura 13). En cualquier situacién en la
cual el trdfico se hace mds denso conforme se avanza en el re-
corrido, las caracter{sticas se intersectardn.

En los puntos donde ocurre una interseccién, la teo-
ria predice que la densidad es Co y'gl al mismo tiempo, cla-

ramente esto es imposible.

X 5

t

Figura 13. Interseccién de Caracteristicas.
¥ds claro, si esquematizamos rigurosamente la densi-
dad para diferentes tiempos basdndonos en el método de las ca-
racter{sticas, predecimos cue la densidad de trdfico serd una
funcidn "multivaluada® de 1la posicidn y esto carece de sentido

para nosotros; la densidad debe ser una funcién uni-valuada de
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la fesiciod. As{ pues, debemos resolver esta dificultad.

Puesto que el método de caracteristicas estd matemd-
ticamente justificado, es la ecuacibn diferencial oarcial mis-
ma la que no es enteramente vdlida pzra nuestro problema real.

Entonces debemos modificar las suposiciones y aproxi-
maciones que hicimos en nuestra derivacién de la ec. diferen-
cial parcial del flujo de trdfico.

Una manera de resolver esto es suponer que ahora\la
velocidad depende del gradiente de la densidad de trdfico ex-’
adends de devender de la densidad ¢ . Con esta modificaciébn,la
dificultad de valores miltiples asociada con el método de
caracteristicas desaparece; las variables de tréfico permane-
cen uni-valuadas. Sin embargo, esto resulta muy comnlicado
por lo tanto es preferible buscar otra forma de salvar el oro-
blema.

Otra manera serfa, quitando, donde sea necesario, la
suposicién de cue la densidad de trdfico y el camvo de veloci-
dades son funciones continuas de 1la posicifn y el tiempo.

As{ se supondrd que lzs variables en cuestidén pueden
ser discontinuas en alguna posicidn Xs- degconocida en el es-
pacio y que esta discontinuidad vuede pronagarse en el tiemvo,
Xs(t) . A esta discontinuidad se le llama onda de shock o sim-
plemente shock.

Tl flujo reletivo al shock moviendose sobre un ludo
de este, es igual al flujo relativo sobre el otro lado.

De esto se encuentra gue la velocidad del shock obede
ce a la ecuacidn ax Jit = (x+,t) ~- MX_,t)

Q(X+yt) - Q(X__rt)
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( ver referencia 4 ).
Fl denominador es la diferencia entre las densidades

gobre ambos lados del shock. Este salto se denota por [ﬁQ ],

r
(0] =C@x,.t) - C(x_,t) -
Similarmente el numerador es el salto en el flujo de

trdfico a través de la discontinuidadl:F ],

| 7] = rx,t) - PO
Asi, el shock tiene velocidad dada por la ecuacién
dx /at =[P | /(Q] (18)

En puntos de discontinuidad esta condicién de shock
reemnlaza el uso de la ecuacidn diferencial parcial, la cual
es vdlida en otra parte.

Note que la pendiente de la lfinea recta conectando los
puntos sobre la curva flujo-densidad que repnresentan esas dos
situaciones de trdfico (Q:ﬂi.y Q:(g_ ) tiene exactamente el
valor de la velocidad del shock como muestra la figura 14 ,

(la velocidad puede ser vpositiva o negativa) .

F A

| | h
f ! !
I

- TEE
Figura 14. Curva flujo-densidad: determinacidn

grdfica de la velocidad del shock.
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Aacontinuacién tenemos un diagrama espacio-tiempo
interesante que se obtiene de un prohlema en el que una den-
sidad constante QZ es detenida en X=0 por un semdforo en lug
roja. Debemos imponer entonces las condiciones Qz QO en el
eje Xy Q:=Qn] en el eje t.

Sobre el diagrama P- (@ (ver figura 15) estan trazadas
lineas asociadas con (1) lez velocidad de la onda de densidad
correspondiente a Qm; (2) la velocidad de la onda de densidad
correspondiente a Go; (3) 1la velocidad de los carros correspon-

’

diente a C, 3 ¥ (%) 1le velocidad de shock entre el flujo unifor

me O, ¥ el trdfico tooe-con-tone Gm.

En dicho diagrema podemos observar que la pendiente
de la recta tangente a la curva P~C en el punto F(Q), es nosi-
tiva y que contrariamente, la nendiente de la recta tangente al
punto F(ﬂ% es negativa,

51 trazamos las caracteristicas correspondientes en el
plano X~t , estas se tendrdn que intersectar necesariamente
(ver 1inea punteada en el diagrama 15); esta dificultad se so-

luciona entonces con una recta de shock cuya vendinte se muestra

en el D.F.T. con el nimero (4) .

)

Figura 15. Varias. velocidades importantes.
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La velocidad de los autos que se encuentran en la
regifn del camino donde la densidad es GB , es mayor que la de
los autos en la seccidn con densidad Gm , pues estos dltimos
tienen velocidad cero, seguin vodemos observar de la figura 16
donde se encuentran las caracter{sticas (1) .

El comportamiento del trdfico segdn los diagramas
15 y 16 puede resumirse en lo siguiente (observar trayectoria
de un auto marcada en la figsura 16 con punto y raya) :

Los autos inicilalmente se mueven con una cilerta velo-
cidad y después de transcurrido un tiempo , el trdfico se ha
aglomerado tento que los conductores se ven obligados a reducir
su velocidad a cero, eats es ocuedan totalmente »narados cuando
la densidad en el camino es Gm .

En lo subsecuente, la determinacién de la densidad de
trdfico y trayectorias de autos, se hard nor el método grdfico
quey como acabamos de ver, resulta muy adecuado y sencillo de

interpratar.

X A | | '

y ¥

Figura 16, Determinacidén grifica de la densidad
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En este capitulo, gse trata de analizar el comporta-
miento del trdfico que circula por un camino en el cual las
caracteristicas de un tramo son diferentes a las del resto él
cémino. Por ejemplo, este tramo nuede estar mojado o puede
representar una subidd o una bajada en el camino, etc.

Para fijar nuestra atencidén en una situacién concreta,
supondremos que este tramo es una subida, pero muchas otras
situaciones nueden ser descritas exactumente con el mismo mo-
delo aque decarrollaremos a continuacidn.

Por simplicidad imaginemos la seccidn del camino de
nuestro interéds de longitud infinita, como se muestra en la
figura 17, donde X=0 denota la nosicidn del camino en la que
termina la parte pnlana y emvieza la subida o inversamente,
termina la subida y empieza la parte onlana.

Para introducir en el modelo matemdtico este cambio
en las proniedades del camino, tenemos que modificar la rela-~

cién P con la densidad de coches (.

B T e i T

- e e - . . = RN e M e T

parte plana " vparte en subida

R G e ——— . A M . WS e W e

(b)

P e . W e - by N e o m e .

. =0
parte en subida narte nlana

Figura 17. Coniiguracién del Camino,
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Esperamos aue ‘en uni subida, la velocidad mdxima de
los carros (Umz F'(0)) se reijuzca, pero que la densidad mixima
cuando los coches estan totulmente paradoes Qm’ sea igual con
respecto a las condiciones rormales del terreno.

As{, la grédfica de la funcién P se modificard como se
muestra en la firura 18 . En esta, la grdfica remarcada con una..
1inea gruesa representa la relacién F(Q) vara el trdfico en la
parte de terreno normal y la punteada representa a F(Q) para el
tréfico en la subida { o en la seccidn del camino con vroblemas)

Desde luego, qué tan "couprimida" se encuentre esta
grifica con respecto a la normal serd una medida de que tan

empinada esta la subida { o que tan mojado esta el terreno).

\ 2\

tr4fico ligero tréfico nesado

Pigura 18. La 1fnea gruesa renresenta la relacién
F(Q) en la vnarte plana del camino y la
punteada en la parte de subida.
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1. DENSTDAD INICIAL CONSTANTE.

Para comenzar con nuestro -andlisis, consideraremos
el caso mds sencillo, aguel en el que inicialmente la densi-
dad & todo lo largo del camino es constante e igual a ?o'

Mnticipandonos un noco a cue tendremos diferentes
tipos de soluciones dependiendo de los valores(kaCO y divi-
diremos la regidn de pogibles valores de { en cuatro zonas?
Iy IT en trdfico ligero , y IIT , IV vara trdfico pesado.

Dichas zonags pueden observarse en el sipguiente dia-—

grama p &
/’/J \\\\
e \x
e \\
/l \
(’ \\\
0 K * »<Q
N e .
1 IT IIT IV Figura 13.

A, Andlisis del frdfico para Qierta Pisposicién

del c¢amino,

Teniendo en mente todo 1o antes dicho, iniciemos el
andlisis del comportamiento del trdfico, consideremos nrimero
que la disvnosicidn del cumino es la oue se muesta en la figu-

ra 17 (a) . Esta nos imnlica cue en el diagrama esvacio-tiemno,

habrd dos regiones.
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Una, el primer cuadrante (X9 0) en el cual el flujo
obedecerd la grdfica punteada en la figura 18 , y oira el
cuarto cuadrante {(X<0) en el cual el flujo seguird la relaciébn
normal de F (Q). Aqui estamos suponiendo que la velocidad md-
xima que los cothes pueden alcanzar en la regién X> 0 es me-

nor cue la velocidad en la regidn X 0.

Esto entonces, no sblo describe la situacién de la

figura 17 (a) sino también ias siguientes situaciones:

(a')
parte seca =0 varte mojada o
' con lluvia
(a2v)
. X=0
parte en bajada parte plana
Figmpra 17°.

Nosotros nos concentraremos en internretar solamente
los resultados dentro del contexto de la figura 17 (a).

Emnecemos con el caso mds simple en el que Qo Se en—
cuentra en lz regién de trdfico nesado, en la zona IIT que se
muestra en el diagrama de la figura 19.

Sabemos,del canftulo anterior, gue sieo es la densidad
asignada a un punto, la nendiente 2 la cuerva del Dia:srama
Fundamental de trdfico en el onunto Q= GO (esto es, C=dF/d€

evaluada en o ) nos dard en e} diagrama espacio-tiempo la
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pendiente de la caracteristica que emana de ese nunto.

En la situacién que estamos considerando, las carac-—
ter{sticas que salgan del eje X positivo tendran una pendiente
dada por el diagrama que revnresenta la subida y las que salgan
del eje X negativo, su vendiente se obtendrd del diagrama nor-

mal de flujo. As{ tendremos que:

Pigura 20, piagrama Fundamentzl y Coracter{sticas
deterainadas vor las curvas flujo~densided.

Observamos de esa figura que en el diagrama espacio—
tiempo nos ha quedado una regibn en blanco, ;qué sucede en esa
regién 2.

Las caracteristicas gue salen del eje X pnositivo,
llegan al eje t y definen en é1 una densidad y un flujo.

Egtas no nueden ser continuadies ya oue el _eje t  es
una frontera de transicidn entre dos regiones. pe ahi, deben
salir otras ceracteristicas hacia abajo , corresnondientes

ahora al diagrama oue renresenta la narte nlana del camino.
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Luego, surge la siguiente oregunta:

& Qué valores deben llevaer estas caracteristicas?.

De manera intuitiva, esperamos que en el eje t (X=0)
se conserve el flujo de autos, esio es, los coches que aban-
donan el tramo vnlano deben ser los misinos que veamos gue en-—
pieZan a subix la parte inclinada de la carretera.

Uno nuede convencerse mejor de esto, si pensamos al
eje t como un shock (donde ocurren discontinuidades) el cual
claramente tiene velocidad cero (es horizontal su pendiente) y
de la férmula 18 del caoftulo I necesariamente obtenemos que
[F] =0, o sea gue el flujo es igual en los dos lados del eje.

Puesto que en la parte del eamino donde X >0 el flu-
jo es igual a F(()(de la curva punteada), en lu varte negativa
del eje X debemus tener ese mismo flujo inmediatamente abajo
del ‘eje t. De la figura 21 notamos oue hay dos nuntus, Py P!

en la curva que representa al flujo normal{ curva en linea
gruesa) y que satisfacen que el flujo sea igual a F(QQ.

Ia pendiente en alguno de esos puntos, nos da la in-
formacién de cémo son las caracter{sticas en la rvegidén blan-
ca (tienen la misma vendiente). Pero, ;cudl es el punto que
debemos escoger 2.

3i tomamos el ﬁunto P', las vnendientes de las carac—
ter{sticas que obtendremos deben ser pogitivas y emanan del
eje t. Debido a esto, la informacién que de ellas se obtiene
no serfa para tiempos futuros o nosteriores a un cierto tzto '
sino para tiempos anteriores a éste, lo cual resulta fisicamegf

te imnosible porque no se nuede influenciar el pasado.
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Debemos entonces elegir al punto P, la pendiente de la
recta tangente a la curva flujo-densidad en é1, nos dard la
informacidén que necesitamos.

As{, obtenemos los siguientes diagramas @

pendiente de la
h rectz de shock

<
o
v
~

Pigura 21.

Aquil se observa que en la regibn (X <0) del camino ,
las caracteristicas se intersectan, lo cual se soluciona con
la formacién de un shock. Segun vimos en el caonf{tulo I, pode~
mos encontrar la trayectoria de este shock, a partir del dia-
grama fundamental, considerando la pendiente de la recta que
une los puntos Q y P en el diagrama de la fisura 21.

En el diagrama esnacio-tiemno trazamos una recta sa-
liendo del origen, con esa misma vendiente; esta recta nos
divide lea regidn vlena del c¢amino en dos secciones donde la
densidad es distinta.

El diagrame resultante seria de la forma siguiente:
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Pigura 23, Diugrama X-t con truyectoriap de autos,
Hote 1u& diferencia de pendientes en ellas,

Ias curvas quebradas dibujades con punto y raya
(.~.-} dan las trayectorias de los autos.

Observando este diagrémapodemos dar las siguientes
interpretaciones :

En el tramo plano, antes de llegar a la subida, apa-
rece una regién de densidad mayor que C, ¥ la cual crece con
el tiemno.

De las trayectorias de algunog autos que trazamos
en el diagrama de la fi,jura 23 nodemos noiar gue el auto que
estd en una nosicidn XO? 0 dnicia su recorrido con una cilerta

velocidad y continda con esa misma, sin variarla. En cambio, al
obgservar la trayectoria de los autos que inician su recorrido
en una pogicidn XO < 0O , vemos qgue tienen una velociduad mayor
en comouracién con le de loag sutos que estun en nosiclones del
camino en subida. Desvuéds de un tiemno, este auto se encuentra

con la linea de shock, la cual nrovoca gue baje su velocidad
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considerablemente ya que la densidad de autos es mayor.

Los autos se aglutinan atrds de la subida, nero al
llegar a ella pueden incrementar su velocidad a la correspon-
diente para la gubida.

El lector debe tratar de interpretar la figura 23,
por ejemplo, dentro del contexto descrito en el diagrama de la
figura 17'(a% .

Para la distribucidn de la figura 17 (a), el segundo
caso, en el cue estamos en la zona IV, es fdcil ver gue es
igual cualitstivamente al anterior,

A continuacidn, considersmos el cago en que Qoesté en
la regidn de trdfico ligero, en la zona I de la figura 19.

Con estas condiciones el diagrama fundamental y las

caracteristicas -correcpondientes se ven como sigue:

Figura 24.

Segun observamos, nuevamente nos ha quedado una re-
gién en blanco; sabemos de la discusidn del caso anterior que
las caracterfsticas contimian en la varte X >0 del diagrama

con la misma cantidad de flujo que habia en la parte X (0.
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Del D.F.T. de la figura 24, vemos que en la curva que
representa al flujo en la parte plana del camino, el valor de
éste para una densidad Q() es F*= F (Q), y que ese migmo va-
lor de flujo, se alcanza, en la curva que revnresgenta al flujo
en la seccidbn del camino en subida, para 1z densidad correspon-
diente al punto P (ver figura 24).

Notemos que el punto P' en esa misma fi;jura, tam-
bién tiene el mismo valor F*, sin embargo, como se discutid
en el caso anterior, este punto nos nroporciona unas carac-
teristicas de pendiente negotiva que dan informacidbn vara
tiempos pasados y no para futuros , lo cual no es realista.

Asi, las caracteristicas faltantes en nuestro diagra-
ma X-t , tomaran su pendiente de la de la recta tangente a la
curva flujo-densidad en el nunto P; entonces obtenemos el es—

guema si;uilente:

Ya que, en este caso la pendiente de ia recta tangen-
te a la curva en el punto P es menor gque en el punto corres-—

pondiente a la densidad Qo , nos gueda un hueco en el diagrama.
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18 pregunta ahora es gcbmo llenarlo? ; recordando
un poco el andlisis que se hizo en la Yltima seccidn del
cap{tulo I , podemos ver que debido a la similaridad, en el
hueco deben salir unas caracteristicas en forma de abanico
que representen a la onda de expansifn en esa regidén, pues to-
das las densidades de trdfico entre ¢= C, ¥ la densidad co-
rrespondiente al flujo en el nunto P, estan concentradas en el

origen. As{, obtenemos el siguiente diagrama X-t para este

casgso:

. Figura 26.

Ias travectorias trazadas en ese diagrama nos permi-
ten saber como se lleva a cabo el recorrido de los autos .

Para la distribucién de densidad con Qo en la regiébn
de tridfico ligero y el camino como en la figura 17 (a), los
autos iniciando su recorrido en un punto Xo sobre la parte pla-
na del camino, la velocidad inicial es grande pero, despufs
de pazar la vosicidén X=0 debido al aumento de la densidad, se
ven obligados a disminuirla (su velocidzd); desnuds de cierto
tiempo los autos llegan a la regidn de caracteristicas en aba-

nico, donde la densidad va disminuyendo poco & poco hasta ger
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de nuevo ipgual & la densidad inicial QO , en esta regién los
automovilistas pueden aumentar paulatinamente su velocidad
hasta alcanzar una més "rdpida" , sin embargo serd inferior a
acuella con la iniciaron su recorrido ya gue ahora van de su-
bida.

L,0s autos oue salen de una posicién X > 0 del ca-
mino realmente no tienen problemas, la velocidad con que ini-
cian su recorrido es la misma con la gue contindan para tiem-
pos posteriores a 1t=0.

por dltimo, nasemos a considerar otro caso, suponien-

do de nuevo el camino como antes. Pensemos que la densidad Co
ge encuentra en la regidén de trdfico ligero y adends en la
zona T] (ver figura 19).

En este caso, los diagrames F- ¢ y X-t se ven como

Figura 27 .

Al igual gque antes, nos ha quedado una regidén ewn blan-

co, la cual hay que couwpletar. ;Qué sucede en esa regibn?
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Pues, 1o que observamos es quey las caracteristicas
que salen del eje X negativo, llegan al eje t y definen en este
ciertas condiciones. Como ya vimos en un caso pasado, el flujo
debe ser el mismo en los dos lados del eje t, asi, tenemos que
encontrar la densidad de coches en subida que nos dé el mismo
flujo que el cue determinan las caracterfisticas cue vienen de
abajo del eje t. Sin embargo, (ver figura 27) este flujo tiene
un valor F* ¥y se puede ver que no es posible tener. este mismo
valor de flujo en subida. Esto implica que las caracteri{sti-
cas que salen del eje X negalbivo no pueden llegar hasta el eje
t; pero quué flujo habrd entonces en X=0°?

Si Qo estuviera en la transicidn entre la zona I y II
tendrfamos que en %=0 el flujo serfa el mdximo que se puede
alcanzer en subida.

Si ahora,nos desplazamos un poquito dentro de la zona
II, esperamos oue este flujo mdximo se conserve en el eje t
ya que no hay otra nogibilidad. As{ pues, en este caso debemos
imponer la condicién de que F=F en el eje t ( en subida).

Hay otra razdén para ver que la condicién F=F, sobre
el eje t es plausible.

Ias caracter{sticas que tratan de llegar al eje t vie-
nen con un flujo F*> Fm y esto nos dice cue la vestricaidn
gue estas ponen en el eje t es que se permite a lo mds el flu-
jo F®. Dpero como en el otro lado sbélo se vuede llegar al flu—
jo Fm (en subida) entonces este ce impondrd en la desicidén del

flujo. Asi, obtenemos un diagrama X-t como el que sigue:
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F=F
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a

Pigura 28,

En éste, la regidén en blanco la completamos con un

abanico como en el caso de 1la zona I y se han afiadido en X €0,

caracteristicas que salen del eje t con una pendiente tal que

ge tenga un flujo irual a F nero sobre el dicgrama que re-—
g m :

presenta al flujo en la narte plana del camino (npunto P en la

figura 27). La interseccién de las caracterfsticas que se ob-

gerva en este caso, se gompone con un shock como en el caso de

la zona III, entonces el diagrama& espacio-tiempo comnleto se

ve como sigue:

recta de
shock

Plrura 29. Diagrema X~t con trayectorias
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En dicho diagrama hemos trazado las trayectorias de
algunog carros y observamos que aquellos que salen de la parte
X <0 del camino, inician su recorrido con velocidad congide-—
rablemente grarde, pero transcurrido cierto tiemno se ven en
la necesidad de disminuirla pueg atraviesan la recta de shock;
es claro que esta zona es nroblemdtica para el avance de los
autos.

Del mismo diagrama notamos gue, en cuanto los carros
empiezan a subir,el trdfico se hace mds flufdo y pueden ele-
var su velocidad poco a noco.

En contraste con lo anterior, un auto que se encuentra
en la regibn X > 0, inicialmente tiene una velocidad considera-

ble la cual conservard en el tiemno sin ningin problema.

B. Andlisis del Comnmortamiento del Trdfico para

otra Qonfiguracién del Camino .

Ahora veamos que sucede con el caso en gque el camino
tiene la forma que se muestra en la figura 17 (b), esta situa-

cién es equivalente a las siguientes:

X=0

camino mojado camino seco

— . - v e o v e e s

camino plano X=0 camino en bajada

FPigura 30.
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. En ambas, adelante es mds rdpido el trdfico.
Comencemos con el caso en que Qo estd en la zona IIX

de la figura 19; el diagrama fundamental en este caso se ve co-

shock

e % me

Figura 31.
También en este caso, tenemos una zona en blanco en

la cual debemos noner caracteristicas.

Para tener un flujo continuo en el.eje t, tenemos que
escoger una densidud ¢, que tenga el mismo flujo F* en la parte
plana, el cual se tiene nara la densidad Co en subida (ver fi-
gura 31) . Estas caracteristicas que sazlen del eje t intersec~
tardn las oue salen del eje X vnositivo y‘necesitaremos intro-
ducir un shock en el »nrimer cuadrante.

Si ahora, deseamos saber cuzl gcerd el comnortumiento
de un auto cue sale de unn deberminada vosicién del camino,
basta trazar las trayectorias sobre el diagrame esnacio-tiemno

Y luego interpretar los cambios de velocidades .



52

Pigura 32.

En la figura 32 hemos trazado lasgs trayectorias de dos
autos que salen, uno de la posiciof XO(()del camino y otro de
la posicibn xl > 0.

El orimer auto (el que sale de XO) tiene una velocidad

inicial menor cue el oue sale de X nodemos notar ademds, que

l’
después de la posicidn X=0, este primer auto aumentard su ve_
locidad conciderablemente ya que la densidad Ql es vequeila;
por la nendiente de la recta de shock y la de la trayectoria
del auto, notamos que eventualmente se cruzaran, lo cual imnli

ca que los autos deberan disminuir su velocidad.

En cuanto a la traeyectoria que sigue el auto que sale
de Xl podemos afirmar que no se cruzard con la recta de shock
pues sus vendientes no lo nermiten, es claro que todo auto gue
salga de una nogsicidn Xi}O del camino, iniciard su recorirido

con una cierta velocidad aue conservard en el transcurso del
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tiempo, en general su recorrido se llevard a cabo sin cqntra~
tiempos.

A grandes razgos, lo descrito anteriormente es 1o que
ie sucedsrd a un automovilista que se encuentre en alguna
de esas posiciones del camino.

Para esa misma configuracién del camino, cuando o
esta en la zona Y, los diagramas que se obtienen son cualita-
tivamente izuales a los de este caso(zona II), 1o dnico que
var{a es la vendiente de la recta de shock y de las caracteris-
ticas. Podemos observar que el diagrama X-t anterior es una
reflexién de la figura 23. As{, esveramos que los otros dos
casos que nos faltan, también resulten reflexiones de los dos
casos restantes ya discutidos.

Siguiendo con nuestro andlisis; supongamos que Qo
estd en la regidn de tréfico nesado y en la zona IV,

De manera similar obtenemos los diagramas X-t y PF-(

siguientes:

Ql 'Qo ] Q

Figura 33. Disgrama P-(
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Figura 33. Diagrama X-t.

Como hemos venido observando, en este caso también
tenemos una regidn en blanco en el diagrama espacio-tiemvo la
cual llenaremos sigsuiendo los argumentos que usamos en Casos
anteriores. Intonces del diagrama fundamental escozemos el
punto F(Qi) para que se satisfaga la condicidn de continui-
dad del flujo en el eje t. Tomando en cugnti: lo anterior y tra-
zando algunas trayectorias de coches, obtenemos el diagrama de
la fisura 34. Sefialamos oue, debido a la difercncia de pen-
dientes de las caracteristicas en la regiéy X <0 nos quedb
una abertura que llenamos con un abanico de caracter{sticas
que de manera ldgica renresentan el cambio en las pendientes
de las rectas tangentes a la curva que revresenta el flujo en
la parte de subida del camino en el intervaloimpl, GO] .

El lector nuede trator de internretaf la fiﬁura 34

para el recorrido de los autos que salen de las nosiciones Xo

y X -



Pigura 34.

por Wltimo, vamos a ver que sucede cuando ¢, 8e en-
cuentra en la zona III. Los diagranmas X-t y F-@ para este
caso se muestran el la ndgina siguiente.

Lo primero que en ellos se observa es que este caso
es similar al de la zona IIY vara la confipuracidn del camino
de la figura 17 (&), de la misma forma que en ese caso,decidi-
mos que sobre el eje t se tenga el flujo Fm y luego comnleta-
mos el diagrama con un abanico y la introduccidn de un shock,

Entonces, el diagrame comnleto se muestra ea la figura
36, Ias trayectoriss en 81 trazadas nos permiten describir cual
es el comoortamiento de los autos que se encuentran en distin-

tag vosiciones del camino.
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Figura 35



Figura 36. Diagram: X-t con trayectorias de autos
que salen de xo y Xl .

Lo que primero se observa es que un auto gue tiene la
posicién XO'> 0 no tendrd vroblemas en su recorrido pues la
velocidad inicial la conservard al transcurrir el tiemno. los
autos que narten de la nosicidn Xl y Dor ejemolo, tienen una
velocidad constante oue luego va aumentando noco a voco al en—
trar al abanico de caracter{sticas, nero al salir de esta zona
su velocidad vuelve & ser constante hasta que sSe encuentran con
la rects de shock que nrovoca oue su velocidad disminuya, nasan

do esta recta continuan su viaje sin dificultad.

57
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2. DISTINTA DENSIDAD A LO LARGO DEL CAMINO

Ahora, en lugar de que la densidad sea constante en
todo el camino, sunondremos que, en una narte tenemos densidad
n otra con .
Qoy ¢ Ql ’ o QO #Ql
Se supone un camino como en la figura 17, vpero ahora
on = i 0 = i .
o Q Ql 81 X< y ¢ ()O si x>0
Se distinsuen dog casos nosibles
4) 0, ¥ Ol son del miswmo tivo, esto es, ambas son densi-

dades de trdfico ligeras § ambas son vesadas.

B son de tipos distintos.
)(’oycl P ~

Daremos sblo losg cé#sos que son algo diferentes a los
ya vistos en la seccidn anterior y analizaremos el caso de la
figura 17 (b) ; la otra confipsuracidén del camino, es como se vié

una reflexidn de los otros casos.

Caso A) ambas densidades son del mismo tino.

12 mayoria de los casos nresentan un diagrama X-t muy
similar a los ya encontrados. Sin embargo hay un caso cualitati
vamente diferente, en €l ¢, ¥ ¢, son densidades ligeras (PO en
la zona Iy Ql en 1la zona JII) ; de las vendiences de las rectas
tangentes a las curvas de flujo, obtenemos los diagramas que

gse muestran a continuaciébn.



Figura 37.
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El diagrama X-t és diferente a los otros casos nues
en la regiénlx>'0 aparece un abanico, el cual surge de la trag
cigibén de densidades de 0o @ (9} (ver figura 37). Pasemos gl
otro caso.

Caso B) ambas densidades son de tipos distintos.

Dado que estamos suponiendo que # ¢, » ambas den-
sidades pueden estar dispuestas en el eje ( de diferentes
maneras, vero nosotros, después de analizar varios casos, s0lo
presentamos aquellos aque nos parecen de mayor interés vor la
diferencia que existe entre los diagramas X-t que ya heinos ob-
tenido untes y los que se tienen ahora,

Bajo este criterio tenemas, el ces0 que mostramos a

continuacién.

Figura 38,
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Ld primero que notamos en el diugrama espacio-tiempo
es una enorme regién en blanco. Es claro gue en dicho diagrama
el flujo que corresponde a las caracteristicas gue han de tocar
el eje t, avin no estd determinado. Entonces, el problema actual
es, cbmo vamos a llenar estas regiones.

A primera vista vodriamos nensar que l1la solucién al
nroblema es un abanico de rectas que nartan del origen; en la
seccidén X> 0 , se pondrian caracteristicas corresnondientes al
flujo en la regidn vlana del camino y en la seccidn ¥<0 , pon-
drfamos caracteristicis corresnondientes al flujo en la regidn
del camino en subida,pero claramente esos abanicog se unirian
en el eje.t, pues ahl las caracteristicas serian horizontiles,
sin embargo la caracter{stica . con vendiente cero que nrovie—
ne del punto donde se alcanza el flujo miximo que puede haber
en la nurte plana del camino, es distinta de la que nroviene
del médximo que puede haber en li subida del camino, pues ambos
mdximos son distintos, entonces sobre el eje t, se tendrlan dos
cantidades de flujo distintas nara determinar las caracteristi-
cas, tanto nara X <0 como vpara X>0 y esto no es coherente,
as{ nues, ésta no es la solucidn anroniada,

Ineco de obsorvar cuidadosamnnte cudl es la situacién
del diagruma fundamental, encontramos que la curva gue reoresen
ta al flujo en gseccidn del camino en subida, es 1la oue debe
decidir que flujo mdxiwmo tomaremos en cuenta sobre el eje t
para trazar las caracteristicis ya que es el menor de los dos.

Puesto que tol mdximo lo alecanza nara la densidad GJ‘
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vy PF( Q;) =F "reflejamos" este punto sobre la otra curva
restante y obtenemos dos puntos nosibles para determinar la
pendiente de lasg caracteristicas que han de llenar la parte

X 20 del diagrama ¥-t. Analizando ambos puntos, como antes,
vemos que gdlo el del lado izquierdo del D.F.T. nos proporcio-
na informacidén correcta. En la regidén X >0 del camino hay una
trangicién de la densidad Qb a la densidad Qﬁ ( ver figura 38)
y como en los casos anteriores hay un abanico en el diagrama
que renresenta los cambios en las pendientes de las caracteris-

ticas. El diagrama X-t comnleto se presenta a continuacién.

Figura 39. Diagrama esnacio-tiemno
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Consideremos ahora el caso contrario al anterior y

que se muestra & continuacién,

|

N

/

\
N

/

\\\“

Figura 40.
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Es claro que, si dejamos este disgrama tal cual anare-
ce, gobre el eje t,.llegan caracteri{sticas determinades por dos
flujos distintos. Nb podemos vermitir que esto suceda, necesaria
mente s6lo algunas de ellas ya sean las de seccidn X <0 o las
de la seccidn X >0, vodrad tocar el eje t., entonces hay que

resolver este problema.

Examinando la fi,ura 41, vemos que si tratamos de con-
tinuar las caracteristicas ya trazadas en la regién X <0, hacia
la X >0 haciendo el flujo continuo, encontramos aoue hay dos

puntos sobre la curva , ¥ y I, nara los cuales el flujo es
igual al gue se tiene en la regidn de subida dei camino con
dengidad Gl » pero estos puntos nos conducen a rectas de shock
en la seccidn X>0 con pendientes tales que no podemos dibujar
en el dicgrama espvaclo-tiempo sin aue este nierda su sentido,
nues si wpor ejemnlo, elegimosg el ounto N, la recta de shock
que se obtiene es de pendiente negativa y al trazarla en el
diczgrama X~-t queda sobre la otra regidn, esto es, en la seccibn
X <0 ;;; Lo mismo sucede si tomamos el punto i (ver figura 41).

Entonces, trataremos de continuar las caracteristicas
va trazadas en la gseccidn X >0 hacia la X< 0; al igual que
antes se tienen dos nuntos sobre la curva que nos pueden servir,
sin embergo elegimos aquel ocue nos nronorciona informacidn nara
tiemvos futuros, el del lado derecho. Este nunto nos obliga a
tragar una recta de shock en la regidn X<O0 y asi el diagrama

esnacio~tiemno se ve como muestra la figura 42.



P A

recta de shock
entre M y F((B).

Figura 41.

recta de
shock entre Ny

F(Q).
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shock |3

//// //// ///recta de shock

fipura 42,



Otro ejemplo que es muy similar ai de la figura

muestra en la siguiente figura 43,

Figura 43,

36 se
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3. UN CASO MAS REAL

En esta seccidn consideraremos un caso mds realista
de los que anteriormente hemos estudiado.La actual situacién de

los diagramas F-Q y X-t se presenta'a continuaciébn.

rd

X L I R N T T Vp- Ui

Figura 44.
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En dichos diagramas, la parte marcada con linea con-
tinua (sdlida) representa la seccin seca del camino (o en
forma equivalente, la seccibn gin problemas) y la linea vuntea—
da representa la seccidn del mismo donde se presenta algin pro-—
blema, wmo serfa por ejemnplo, una lluvia intensa o granizo.

Las condiciones de frontera son las mismas que se te-
nfan antesj denuidad inicial constante e igual a Q. el flujo
es continuo a Lo largo del eje t y de la recta X=X _, (Jiq 44) .

Supondremos primero que en el lado derecho del diagra-
ma (esto es, donde t —po0o) no hay restricciones de frontera,

Esto equivaldrfa a decir que el granizo durard un tiem
po infinito.

Comencemos analizando el caso en aue la densidad ini-
cialQo es ligera. Io0os diagramas que tenemos para esta situacidn

se ven como sigue:

Figura 45.
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.
T e s e cemn e i e Sty i = s b e s e -

Figura 45.

Por las condiciones de continuidad del flujo, debemos
ver cual de las secciones decide el flujo sobre el eje t y so-
bre la recta Xo para continuar las caracter{sticas.

Lo primero que notamos es que para X <0, las caracte-
risticas no nueden seguir hacia arriba (ver figura 27 y 29) ,
8i determinamos, como en casos anteriores que el flujo sobre el
eje t sea el flujo mdximo Fm sobre la curva nunteada del D.F.T,
entonces es posivle llenar la regidn en blanco de le seccidn
nunteada en el diagrama X-t con un abanico e intwoducir un shock

en la seccidén X {0 segmin el siguiente diagrama:



T

Figura 46,

Para la varte no mojada del camino en X> 0, lo que se
hizo es continuar las caracteristicas que estan por debajo de
la recta X, manteniendo el mismo flujo. Tas vendientes de éstas
varfan desde la nendiente a la curva sdlida en P( Co)z F*'hasta
la pendiente a la curva en el nunto Fm . Bn t=0, X=Jp se in-
troduce un shock nara evitar intersecciones y las nendientes de
las caracteristicas se van reclinindo hacia la derecha.

Esta situacidn que muestra el disgrama esvacio-tiemno
se conserva indefinid&iente vues no hemos dado una frontera o
regstriccidén hacia la derecha del dicgreuns: . g Qué sucederia si
ahora nonemo: una frontera en 18 sceccidn nunteada, digamos en
t:to) 0 2 . &C8mo se veria el diagramo X-t?

Desnuds de mensarlo unas horas concluimos que se ve—

ria como muestra la siguiente figura.
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En la vnarte vertical de nuestra frontera hemos con-
tinuado las caracterf{sticas suponiendo que la densidad debe ser
continua ahi (ya que es un shock de nendiente infinita), y la
parte en blanco que queda se ha llenado con un abanico que re-
nresenta la transicibn entre las dos regiones.

Sunongamos que ahora se tiene densidad Qo pesada
inicialuente y construyamos sus diagramas correspondientes.

Este caso se ilustra a continuacién (ver figura 23):

1 |
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Ahora, el como llenar la seccidén en blanco qe apa-
rece en el diagrama es nuestro nroblema inmediato.

Podemog notar que'oara x>0 la situacidn que se tiene
es la siguiente: las caracteristicas de la:seccibn de X:>XO
no nueden llegar a tocar la recta X:XO ; la seccidén que queda
en blanco en la regidn ovunteada (entre X=0 y X=XO) la 1llenamos
con un abanico si elegimos sobre la rectavx=xo , que el flujo
sea igual al mdximo que puede tenerse en la parte del camino
donde esta granizando (ver figura 36).

As{,tenemos el diagramz X-t comnleto gue se muestra en
la pdgina siguiente.

Del caso oue antes estudiamos, cuando Go era ligera,
ahora nodenios nensar y ver claramente cue si pnonemos una fron -
tera hacia la derecha, »nara la cual en t:to ge acaba el granizo,
entonces, sunoniendo gue el cambio del flujo mdximo de la cur-
va ounteada a la curva sdlida es ingtanicdneo en tsto ; hacia
la derecha de este nunto y sobre el eje 1§ sunondremos que se
tiene el flujo méximo y la regidn se llena con un abanico.

Entonces, el diagrama esvnacio-tiemno oara este caso
se verd como muestra la figara 50 ,

De las trayectories ocue muestran los digramas X-t
para autos oue galen de las nogiciones Kl, X§ y Xg nodemos
darnos cuenta de les dificultedes oue ocasiona una fuerte llu-
via o0 una granizada en una vnarte del camino .

gi por cjemnlo, nos fijamos en la figura 47 y obssrva-

42}

mos el auto cue sale de la nosicion X, , vemos que en los nri-
Foll
merog momentos de recorrido couserve su velocidaed inicial cons-

tanite, luego atraviesa la rects de shock y se encuentra con una
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densidad pesada 1o cual provoca que tenga que disminuir su ve-
locidad hasta que, llegando a la regién donde estd granizando,
que tiene densidad mids ligera, comienza a variarla; saliendo de
la zona lluviosa su velocidad vﬁelve‘a ser constante y nuede
continguar su recorrido sin dificultad.

Pambién observamos que, el auto que sale de la vosi-
ciédn Xl no tieme problemas pues nara 41 la granizada ha que-
dado atrds del camino; en cambio, el auto gue sale de Xglse
encuentra en plena granizada e inicia su recorrido con una cier
ta velocidad (la que le nermite la granizada) que es menor que
la de los autos cue salen de Xl y X, al iniciar su movinmiento,

2
Sin emburgo, ol salir de ésta regidn, el auto aunenta

su velocidad y 1% mantiene constante. Por lanpendiente de la
recta de shock y la de su travectoria podemos intuir que even—
tualmente se cruzaran y onor lo tanto el auto tendrd nroblemas,
pero no mayores que lLos que tuvo en la regidn del camino donde
esta granizando.

De manera similar en la figura 50, si nos fijamos en
la trayectoria del auto que sole de la nosicidn Xl ohservamos
que éste no tendrd ningin nroblema en su recorrido y los que
encontrard el cue sale de <, serdén tamnbién muy nocos, sdlo la
recta de shock y nasard de una densidad nepada a otra cada veg
mds y mds ligera haciendo mds veloz su recorrido.

Sin embar.;o, nara el auto cue sale de 1la nosiciédn Xg
la situacidén no es muy preta oues encontrindose en mitad de la

granizada su velocidad inicial es neoueia y nasa de una densi-

dad nesada & otras menos nmesadag, nero 80lo hasta gque stle de
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la granizada circula en una regidn con densidad ligera, esto
le nermite aumentar su velocidad en forma conciderable hagta que
se encuentra con una recta de shock y nasa a una regidn con den-
gidad mds pesade que con la que inieid su recorrido, sbélo que
ahora ahf no hay granizo y su velocidadipuede ser mayor.

As{, si deseamos, vodemos trazar muchas més trayectorias
de autos en los diagramas , internretaxlas y tener‘una visién
general y més coupleta de 1o que estd sucediendo con el trdfi-

co en la seccidén del camino de nuestro interés.
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1. UN EJEEPLO Y UN CASO ESPECIAL.

En este canftulo sugerimos una pogible extencidn nara

el estudio de problemasg de trdfico un poco mds comvlicados que
aquél en el cual se tenfa un camino unidereccional de un sdlo
carril. Para esto usaremos log mismos concentos que antes. In
realidad existen un sin nimero de problemas de trdfico que
nermanecen nara investigaciones futluras, Se sabe que la teorfa
de Flujo de Trdfico es un afea bastante fértil y que tiene
anlicaciones a situaciones de trdfico bastante complejas , claro
gue , siemore existird 1la diferencia entre la solucién mate-—
métida que se obtiene medisnte esta teoria y los datos que
podemos obtener directamente sobre la carretera . Sin embargo,
subemos que on gran ndmero de casos ha funcionado de manera
eficaz y hay quieunes asegur.n gque con ella se ha nodidooprever
la segurided de los conductores .

Asl pues, estudiaremos rdnidamente con un caso inte-—
resante, cbmo podemos extender nuestro conocimiento al estudio
de problemas de trdfico distintos de los que hemos visto antes;
vosteriormente nos gustarfa dar un ejemplo (o aplicacidédn) de
une situacidn real en el cual nodemos anreciar la anlicabilidad
de 1la teoria de trdfico, dicho ejemnlo fué orovuesto por el
investigador Donald Drew y,en €1 se ilustran claramente les
ideas bdsicas de flujo y conservacién de autos, considerando
la razdén a la cual se suman los autos a una fila gue esvera tras
un semdforo el cambio de luz roja a verde,

Atendiendo al nrimero de nuestros propdsitos , consi-
derenos que se tiene un camnino unidireccional de un carril y cue
en una determinuada vosicidn (dizamos X=0), éate se amplia a dos

carriles; también considersm)s el caso contrario, en el aue, una
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carretera con dos carriles se estrecha en un sonlo carril nara
una posicién determinada. La nregunta en este caso seria:

soué sucede con el flujo de trdfico despuds de un intervalo de
tiempo congiderado?

Mntes de contestar esta nregunta, notemos que, al 1lle-
gar los autos a la posgicidn X=0 y pasar a la seccidn del camino
con dos carriles,unos se van hacia un carril y otros hacia el
otro, esto es, se digversan de manera gue tendremos dos dencida-
dog diferentesjen un carril vodemos tener, por ejemplo, una den-—
sidad Ql y en el otro una densidad 62.(ver figura 51).

Entonces, las ccuaciones nara la densidad seran

20 y 1€ (ver seccidén 3, Can.I)
et >t
o mds precisamente, tendremos N
o0 para X{O0y >0
v >t > vara X >0,
202
Ot

S
en el caso de la figura 51 (a), nara el caso (b) las ecuacio-

nes serian las mismas sélo aue la srimers corresnoderd a la
regién Xy 0 y las dos dltimas o la seccidn X £L0.

El analizar esta caso tal cual, serfa bastunte conpli-
cado e irfa mds alld del oropdsito que se nersigue al presentar
una extensidén de lo ya estudiado en canfitulos anteriores.

Si en lugar de venser cue,nara la regidén X0 ( o bien
X <0 en el caso (b} ) tenemos dos densidades diferentes,sunonemos

que la densidad en esa regidén es mds o menos homogénea y la re-
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ducimos a una sola, de alguna manera estaremos en una situacidn
gimilar a la considerada en lu seccidn 2 del capftuloIl y no-—
dremos representar en una sola P (¢) el flujo de trdfico en esa
regidn. Asi{, nodemos resoonder & la pregunta haciendo un and-
lisis que siga la misma tendendia genersl cue aguél cue se usb
para los casos anterior:cg.

Pensemos en una situacidn concreta, para fijar ideas.

Consideremos un camino unidireccional cue para la no-
gicidén X <0 es de un solo carril y cue partiendo del punto

X=0 hacia el frente del camino (figura 51) se habre en dos ca-

rrilss.
,cémo es la curva F(C) nara cada seccidén del camino?

.
g — ————.——.—-/
- ™ .

0

(2)
X< 0 X=0 x>0
N . e ———————
(b)
/ ———————————————
xZ0 =0 x>0

Pigura 51.
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31 reoregentazmos dicha curva { o curvas) en un solo
diagrama P- ¢ debemos tener en cuenta lo siguilente:

Puesto aue hemos hecho una vorticidén del camino en dos
secciones ( X40 y X%0) seonaradas por la nosicién X=0, tendremos
una curva P~ ¢ para cada seccidn .

Bs claro que, si la dengidad es cevo a todo lo largo del
camino, es decir, no hay trdfico,el flujo F es cero también y por
lo tanto, ambas curves F(Q) se inician en el origen (0,0) del
cuadrante - .

Bajo la misma suvosicion que hicimos con resnecto a la
dependencia de la velocidad y la densidad (ver seccidn 2, aparta-
do B, capftulo I), cuando la densidad de trdfico es muy pequeiia,
incluSO(zzo , la velocidad mdxima U, en este caso, es la misma

vara ambas regiones del camino ya aue,

U = U(0)
In

¥y por lo tanto, la nendiente de las rectas tengzntes a las
curvas F(0) en densidades muy vequeiias (casi cero) son iguales.

Asi, las curves flujo-densidad serdn de la misma forma
que se muestra en la figura 5 del can{tulo I, no necesariamente
simétricas;dado que en la regidn del camino donde se tienen dos
carriles la densidad es el doble de acuella oue se tiénaren la
parte donfle splo tenemos uno, la curva ocue describe el flujo de
trdfico en 1la regidn con un carril, estd mds *'comnrimidat!’
que la otra y ademss se hace cero mds rdnidamente nuesto que 1a
capacidad es menor donde tenemos un carril y en cuanto se satura,
el trdfico se detiene y el flujo se hace cero,

En bagse a log argumentos anbteriores, el diagrema F-

que tendremos se ve como si,;ue:
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En el diagrama, la curva vunteada representa al flujo de
trdfico en la seccidén X<0 del camino y la curva continua(gruesa)
al 7lujo en la seccidn restante.

Imego, si nensamos en la otra situacidn del camino (ver
figura 51 (b)), las curvas flujo~densiad cue obtenemos serdn las
mismas que en la figura 52, solo que ahora la curva nunteada re-—
nresenta el flujo en la regién Xy 0 y la continua, al flujo en
la otra seccidn.

Asf, el diagrama de la figura 52 nos sirve igual para
hacer el andlisis de este caso.

Bl tratamiento due nuede darsc & esvos casos,es and-
logo al ya realizade en el canitulo IT. Para responder & la
pregunta: ¢ aué sucede con el flujo de trifico desnués de un
cierto intervelo de tiemno?, nrimero, nodemos considerar ocue te-
nemos una dengidad QO constinte a lo largo del camino y revisar
todas las variantes oue nodemos btener en cuanto & si es densidad

ligera, nesada, extraligera o extranesada,
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Posteriormente, vuede congiderarse oue gse tienen dos

densidades digtintas Qo y Ql y con les variantes:

a) eo y 01 gon~del mismo tino, ambas ligeras o0 ambas
pesadasg,.

b) (4 Ql son densidades de tipos distintos .

Ia manera de proceder al andlisis de estos casos serd,
como ya dijimog, la misma gue antes utilizamos. Para mostrar que
este tratamiento es nosible, brevemente, nensemos cue estamos en
el caso de la fisura 51 (&) y oue tenemos densidad constante(?o
a todo lo largo del camino.

Si nor ejemplo(?o es densidad ligera, el diagrama F~Q

serd como muestra la firura siruiente:

IFigura 53,

Si trazamos el diszgrama esnacio-tiemno correspondiente

tendremos la fimura:
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o

Figura 54 .

Al igual que nos habfa sucedido antes , tenemos una
tegibén en blanco, la cual. podemos llenar de la misma manera en
que 1o hemos venido haclendo. Entonces, el diagrame comnleto,
introducicndo una recta de shock (pues las caracteristicus se

cruzan) se ve como sigues

Figura 55. piagrama  X—t.
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Si trazamos sobre este diagrama, trayectorias de autos,
podriamos saber cual es el comportamiento del +trdfico cue sale
de una posicidn X dada..

En efecto, en la figura 56 nodemos observar cue los autbos

que salen de ¢ierta posicidn X, >0, inician su recorrido con una

1
velocidad que conservan en el transcurso del tiempo;, en contraste
con esto, los que salen de una nosicidn Xo‘<0 sufren un cambio en

su velocidad al cxuzar la posicibn X=0.

Figura 56,

Es claro aque la manera de ansligar este caso es l&a misma
que se usd antes, entonces la teorfa es nerfectamente anlicable.

De manera similer, si ahora sunonemos oue se tiene el
cago de la figura 51 (b) y densidad constante~@0 (pesada, por
ejemplo) a todo lo lurgo del camino, entonces tenemos el diagrama

fundamental que se muestra a continuacién.



88

Figura 5T,

Segin las pendientes de les rectus tangentes a las cur-
vasg, trazamos el diagrama espacio-tiempc corresvondiente, intro-
duciendo ademés una recta de shock , pues en la regibén ¥ £0 del
camino, la densidad de trdfico cambia .

Pracemos ahora alpunas trayectorias de autos nara ob-
servar oue sucede con los autos gue salen, por ejemplo, de las

pogiciones X07>O y X1<ZO gue se muestran en la figura 58,

Figura 58,
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Si un auto sale de Xo y su velocidad es constante y
su recorrido no nresenta ningdn problema, en cambio para el sale
de Xl’ necegariamente deberd encontrarse con la recta de shock y
esto provoca que su velociad inicial cambie &l momento de entrar
en la regién donde la densidad es mds pesada. Luego de nasar la
recta de shock su velocidad serd constante aunque menor que la
inicial.

De esta manera vodrfamos continuar analizando otras
varisntes del problema, nodemos nigsar al caso en cue se tiencn
dos densidades distintas y ver que sucede con Bl tréfico en este
caso, No obstante, realizar aquf el.estudio de esto secria renetir
en gran parte lo ya realizado en el canltulo anterior ya que, los
resultados que se obticenen son muy similares .

Con lo que hemos visto se muestra que la teorfa de flujo
puede anlicarse a casos més complejos que 1los gue regularmente se
muestran en la literatura . A continuacidén domos el ejemplo en el
que se ilustran las ideas bdsicas de esta teorfa y su aplicabi-
lidad se hace evidente.

Se s1none un camino, el cual en condiciones normales de
onveracién tiene un flujo de 1000 vehficulos vor hora a una densi-
dad (> de tréfico de 20 vehiculos nor milla,

Se tienen dos intersecciones en este camino, la 1 y la
2 (ver figura 59), geparadas una de la otra nor una distancia de
o2 millas .

El pronduito aue se vnersiue es instzlar un semédforo en
al/una de esas dosg interseccionea y vnara ello es preciso saber,

gegun nos ha indicado un ingeniero de trdinsito, si la fila que
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se forma bajo la luz del semdforo en 1, alcanza a interferir con
la otra intersceccibn, porque, de ser asi, debemos huzcer otras
consideraciones, vnogiblemente instalar una luz sincronizada en la
interseccién 2,

Es claro que, si la informecidn oue se tiene desde un
princinio no es suficiente nara obtener una solucidn, estamos ovli=-
gados a indagar vor informacidén adicional y clarificar nuestras
dudas, para ello se supone que contanos con la ayuda de un ingeniero
de trdnsito, el cual nos informa qgue, para nuestro nroblema, la luz
del semndforo secrd verde nor dos minutos de un ciclo de 3 minutos,

Tratemos de resolver nuestro nroblema usando un modelo
tvgimplificado'' del cual esneramos obtener una estimacidn cuanti-
tativa dtil & nuestros onrondsitos .

Supongamos  aue se suman vehiculos a la fila a la ragén
a la cual llegan estos a la interseccidn 1 del camino. Dado que la
razén de flujo es de 1000 vehfculos/hr. , habrd 16 2/3 vehfculos
llegando a la interseccidén 1 en un minuto. Si la luz que el semd—
foro tiene es roja nara ese nerliodo de un ninuto, entonces esos
vehiculos deben auedar formados en la fila. La cola resultante
tiene entonces 16 2/3 veh{culos.

Bn cuanto a la longitud de la fila,podemos calcularla
considerando cuanta distancis es ocunada por cada veniculo en la
formacidn, sin embarso el ingeniero nos dice aue la concentracién
de autos eg de Qj = 257 vehfculos nor milla. As{ nies, en nuestro
problema, 257 autos »nor milla, trasladedos en 1/257 ¥ .00389

millas/vehiculo, se tiene oue 16 2/3 veh{culos ocupan .06% millas,
en realidad solo una peouefia parte de log .2 millas de longitud que
senarcn las intersecciones. Poca desnuds, llega nuestro ingeniero

y nos comunica que é1 ya tiene instolaeda la luz y que 1la fila oue
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20 veniculos/milla

A

L S — . i armeis e it —t— e

O N o O M I, o e *
1000 veh/hr. O fila luz

$——— 0,2 millas~—~4J

-

0

Figura 59,

se forma es mucho mds larga que 16 2/3 vehiculos la mayorfa de
las veces cuando la razén de flujo es 1000 vehfculos /hr.
En ef=cto, &1 ha observidio que la longitud de 1la fila
depende de la concentracibén de autos, esto es, de lz densidad,
cuando la concentracidn alcanza cerca de 17% vehiculos
por milla, la fila es muy larga y entonces interfiere con la

interseccién 2 del camino.

| uat "

' |

! { v
..._._,_._.__...______.____.4_5__.,.._..__,‘_,”___._._._.

i v o oododg

: !

extremo de extremo de 1l
la fila en t+at. fila en 1.

Pigura 60. Razdn a la cual se suman 10s
vehiculos a la fila,
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o S Hlc O oo o 0 (2)
Q=175 | fingl de la fila
' en 4.
F At '

flujo de autos __
pasandoc por este '
punto |

=0

.
| R
— = — = —F - —— ——g
= o o | mooogd/oog oo (b)
l |
| |

final de la Pigura 6l.
fila en t4+

Un hecho que nosotros hemos ignorado es nuesitiro primer

andlisgis es oue la narte nosterior de la fila se mueve hocia
atrds cuando los venfculos se van sumando & ella. En efceto,
cuando los veniculos se sumsn a la fila, el finel de esta se
mueve hacia etrds (hacia la interseccibn 2) y entonces el tréfico
se intersscte a una razdén mds rdpida que aquella nara la cual el
flujo de trdfigo pzsa un nunto arbitrairio sobre el camino.

Desde el nunto de vista de 1la modelacidn, la simnlica-
cibn que hemos hecho nos resulta fatal, pues obtenemos una res-
vuesta incorrecta, siendo el ingeniero el nds nerjudicado en este
caso .

Descando rectificer nuestra respuesta, consideremos un
andlisic mdfs detallado que nos dé una relacidn nara el movimiento
hacia atrds de 1o narte final de la filza.

51 denotamos nor U la velocidad a la cual la pariye nos—
terior de 1& fila se mueve hacia atrds, entonces la razén a la

cual los vehdculos se suman & la fila nodemog exnresarla de dos
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formus . Primero, esta razdn es UW% . Pura ver esto, considere el
nimero de veniculos sumindoge a la fila en el intervalo de tiemno
[t, t+Aﬁ1 (figura 61).

La lonzitud de la fila adherida es U-At y el nidmero de
veh{culos sumzdos a la fila es entonces U-At(} . De aqui que, la

razén a la cual se suuan 1los venfculos a fila sea Ufj .

Esta razdén nuede expresarse también por la ecuacidn

F + U'Q

Para ver esto, considere los vehiculods fluyendo 2l tiemvo
t y al t+At . En la figura 61 (b), aquellos vehiculos,los cuales
han tenido que padar la ubicacidn del final de la fila en el
instante t + At durante el intervalo [t,t + Atj, se suman a la
fila. msta contribucidn es F-At , y en suma, acuellos veniculos,
los cuales se encuentran entre el final de la fila al tiempo t y
el final de la misma al tiemno t + At, son tambifn swnados a la

fila de autos. ®sta contribucibn es UAt ¢ ; entonces la razbén total

es F + QU.
De las dos razénes de adicidn de autos obtenemos la
relacid
elacién U = F
Cj~e

(nétese que el calculo acue hicimos antes uséd este resultado con
¢=0).
i ahora sumonemos oue la fila crece nor un minuto
( el tiemno de duracidén del ciclo de luz roja), entonces su

longitud serd , _F
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la cual para las condicioncs de oneracidn mids graves (densidad
muy pesada) con {= 175 vahfculos por milla, es cerca de .203
millag. ®ntonces, en esta nesada densidad, se espera que las
intersecciones 1 y 2 interaccionen.

12 sugerenciz que podrlamos hacer al ingeniero es que
1a luz sea instalada en la interseccibén 2 y que los ciclos de
luces sean sincronizados de tal forma g¢gue se complementen uno
con otro, con la luz en la interseccidn 2 permitiendo el naso
de vehiculos de tal mancra que arriven a la interseccidn 1 cuando
ésta entra a su ciclo de luz verde,

Con esta Yltima resoucsta, posiblemente el ingeniero
de trdfico quede satisfecnho. $in embarsgo, el andlisis que se hizo
es un noco incomnleto. Con una fila de vehfculos de .2 millas de
largo, la suvosicidn de aue la cola de autos se mueve solo nara
el ciclo de luz 1r1o0ja, es muy nobve. AL final del ciclo de luz
roja, el nrimer auto emnieza a movergse de un lade de intbterseccidn
1 al otro, gegwuido noco desndes vnor el sesundo carro, etc.

El ingeniéro nos informa cue la razén de {lujo P, vara
este nroceso acue se ha observedo es de 1500 vehiculos/hr., a una
deasidad Qs de 50 veh{culos/milla. Si la velocidad de esta onda

estacionaria es US’ entonces un andlisis como el anterior nos

daré : s

1o cual tiene un valor de .12 millas nor minuto en comnsraciébn
con la velocidad de la narte nposterior de 1la fila cerca de .20

milias nor minuso.
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Do agui se concluye que la fila de autos nunca se digina
del todo; la onda de venfculos pezianece viajando tan lento que
alcanza a la narte posterior de la fila. La siguiente figura es
bastante ilustrativa de este hecho.

final de la cola \ autos narados

N o
t=2 min. 3 Qg  ®Q %mmmmmnmammamr:\ o o o

\
\ \
\ \
t=1 min., — —— \ e e Nr e
40 seg.O ] rn O \nbcdopnoono o o "

t=1 min. \
20 segny O | 0aQ O \@gnn DDDDD‘LDMD
\\ \
\\ \ la luz
\ \ cambia a
t=1 nin. — -_— e T "’“"} e Everde
b N @ g Do B o\ uunnmuumﬁ

t=40 seg. jl —

a—— — REN, e w— — — —— —— — —

t=20 seg. __

Do 0O Do 7 3D nmmms‘m\muﬂn
crecimiento
de la fila
N

t=0 — e e I ~\ ‘
| { I Y v W i O v SO o W n g s 0 . la luz

es roja

Figura 62. Bvoluciédn de la fila de autos.
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como hemos visto , podemos afirmar que la tecorfa del
Flujo de Trdfico se encusntra audn en pleno desarrollo y que
tiene y tendvd una verdadera utilidad para la resolucién de los

problemas de trdfico que aquejan a las grandes ciudades,
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