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INTRODUCCT ON

Realicé este trabajo debido a 1a inquietud que ha-
surgido de.mi experiencia como profesora en el Colegio de -
Ciencias y Humanidades plantel Vallejo, ademds de un inte--
rés personal al impartir el tema de nimeros reales en forma
axiomdtica {correspondiente al primer semestre). Me df - -
cuenta de que los alumnos (en su mayor parte) no entienden-
el tema, ya que dicha forma de desarrollarlo consiste en --
dar definiciones y principios, escribir las propiedades, --
"demostrando" los teoremas en forma tedrica muy general y -
abstracta, resolviendo algunos ejercicios ya que son concep
tos que memorizan para el momento de ser evaluados y a tra-
v8s del tiempo (una o dos semanas) ya se les olvidd, ya que
Yo Gnico que hizo fue memorizar, repetir y copiar datos - -
fuertemente aislados y demostraciones o definiciones en su-

cuaderno.

£l desarrollo del tema fue en forma platicada que-
riendo relacionarlo con ciertas cosas que para é1 fueron -~
ligando los conocimientos previos y familiares, lo cual sir
viera para dar una pequefia motivacion del conjunto de nime-
ros reales presentdndolos como expresiones decimales y re--
presentdndolos con puntos en una recta teniendo en cuenta -
que a partir del punto correspondiente al ndmero o los pun-

tos de la derecha son positivos y hacia la izgquierda negati



vos hasta concluir que "los puntos de una recta corresponden
a2 la unidn del conjunto de puntos asociados a los nlGmeros --
racionales con el conjunto de puntos asociados a los niimeros

irracionales".

Creo que esta forma de presentar el tema es la de --
mds facil asimilacién y comprensifn, debido a mi experiencia

en ta labor docente.

E1 desarrollo del tema lo hacemos mediante el des-~
glose del conjunto de nidmeros reales en conjuntos mds peque-
fios que son: NRimeros Naturales, Nilmeros Enteros, Nimeros --
Racionales y Nimeros Irracionales, ademds de la representa--
cidn griafica de cada uno de estos conjuntos y por dltimo se-
hace la unidn del conjunto de ndmeros racionales e irraciona

les para obtener el conjunto de niimeros reales.

Para el desarrollo de este trabajo hemos consultado
los libros de texto de Algebra que se encuentran en la bi---
blioteca del Colegio y en los cuales se ve que casi todos -~
1os que se usan actualmente, como libros de texto, tratan el
tema desde un punto de vista axiomdtico, aunque en algunos -
casos pudiera ser considerado adecuado, nosotros creemos que
las Matemdticas a) ser ensefladas sistemdticamente en forma -
general y elaborada, solo causan confusién en los alumnos --
debido a la falta de familiarizacidén con casos particulares-

y dominio del tema. Con 1o cual no se logran los objetivos-



ni del tema, ni del curso y mucho menos del drea, que de an
temano se han determinado segtin las caracterfsticas del - -
colegio y mucho menos se interesa al alumno en el tema, de
tal forma que cambie su predisposici6n que e tiene a la ma

teria.

Con el propbsito de hacer que 1o0s alumnos se inte
resen en el tema tratamos de darle un nuevo enfoque a su --
desarrollo, el cual pensamos va a contribuir en una minima-
parte a aumentar su entendimiento y disminuir su rechazo. -
Queremos que este trabajo sea (nicamente una qufa para el -
desarrolio del tema, tomando en cuenta que cada 9rupo exige
una instrumentacidn diferente acorde a sus propias necesida
des para lo cual es necesario tener en cuenta el proceso de
Ensefianza-Aprendizaje del Colegio en el cual hay que tomar-
en cuenta todos los factores gue intervienen en el trabajo-

del aula.

lLa presentacién del tema es en forma platicada y
correspande a cada profesor darle la estructura mis conve--

niente.

Esta es una primera versi6n del tema el cual va a
tener que ser mejorado en el momento de su exposicidn, las-
notas van a ser probadas en el semestre propedéutico de la

Escuela de Fisico-Matemdticas de la U.A.P.



E1 desarrollo del tema implica, un reto para sal--
var las situaciones problemdticas que se presentan en el cur
so, para 1o cual el profesor debe estar siempre atento a sus
propias limitaciones y tratar de superarlas sea cual fuere -

la participacién de los alumnos.



RECOMENDACI ONES:

— A= a e e e e e —e wmn ved mee e

lLas notas no deben ser tomadas como algo rfgido, cada-
maestro Je dard la estructura mds adecuada de acuerdo-

a Vas necesidades del grupo.

La cantidad de ejercicios propuestos no son suficientes
para que el alumno se ejercite en el tema sino que el-
maestro deberd de dar mds ejercicios ya sea para resol

verlos en clase o como tarea.

Seria conveniente que el profesor evaluara los conoci-
mientos de los alumnos mediante trabajos, tareas, pre-
guntas, etcétera, para brindarle al estudiante la opor
tunidad de ir conociendo paso a paso el avance en el -

tema.

Se sugiere que al terminar el tema se haga una evalua-
cifn total (examen escrito u oral individual) para que
se tenga una visidén general de los resultados obteni--
dos.

Deberd motivarse al alumno para despertar su interés -
en el aprendizaje del tema, relacionando dicho tema --
con materias que €1 ya ha visto y con materias que lle

vard mds adelante.

Dar al alumnp una visidn general de las Matemdticas y-



10.

en especial del tema con relacidon a otras materias ha-
ciendo ver a las Matemiticas a través del proceso de -
ensefianza-aprendizaje como un lenguaje del mundo ac---

tual.

Tratar de eyitar la improvisacién de la clase, ya que -
esto provoca desconcierto en el alumno y crea la impre
sién de que el maestro no tiene ningdn compromiso ante

su labor docente,

Propiciar en el alumno la investigacién mediante el de
sarrollo de temas o de la ampliacién de estos, median-
te la consulta en libros de texto, revistas, artfculos,

etcétera.

Fomentar el trabajo tanto individual como de equipo que
permita impulsar la comunicacién y colaboracidn en el-
desarrollo de actividades dentro y fuera del salén de-

clase.

Par un repaso de las operaciones fundamentales de los-
ndmeros reales ( +, .). Sin hacer hincapié en ello, -
tomando en cuenta que el alumno trabaja con estas ope-
raciones desde la primaria. Este repaso debe de hacer
se de tal forma que el alumno investigue y se interese
en el tema procurando ir mis alld de 1a simple mecani-

zacibn.



PROGRAMA ACTUAL DEL TEMA DE NUMEROS REALES.

A continuacifn presentamos el tema de nimeros rea-
les que hasta la fecha se ha seguido en el C.C.H. Plantel -

Vallejo.

E1 tema consituye la tercera unidad del "Programa de Matem§
ticas I" que fue propuesto en el proyecto de Complementaciodn
Académica bajo el rubro de "Reestructuraci6n del Programa -
de Matemdticas 1" y el cual fue aprobado por el Consejo Aca

démico del Colegio.

Este programa considera que el tema es el mas impor

tante ya que:

a) "E$ bdsico para todo estudio matemdtico” y
b) “La relacibn que guarda desde el punto de vista operati-
vo, con materias posteriores asf como la necesidad del -

manejo operacional para estudios universitarios”.

Ademds debemos de tomar en cuenta que el objetivo

general de dicho programa es:

"Habilitar al alumno mediante el razonamiento y --
splucidn de problemas reales, en Ja clasificacién del siste

ma de niimeros reales".

El tema estd dado en forma axiomitica, en el cual -

hay que deducir y demostrar las propiedades, aplicdndolas a



ejemplos particulares, lo cual creo no es lo mis apropiado

para alumnos de ler. semestre del ciclo bachillerato.

Ademés también habla de representar a los ndmeros -~
reales como producto de potencias de base 10 y en ningldn --
momento lo hace refiriéndose a su representacién grdfica, -
1o cual resulta mds apropiado e interesante para alumnos de

este nivel.
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26.

ULIDAD T, LOS NUMEROS NATURALES.

Los nimeros naturales surgen de la necesidad que --

tiene el hombre de contar.

Los nGmeros naturales que usamos para contar son:
1.2,3,8..... . etcétera. E1 conjunto formado por todos los -

nimeros naturaies se representa por:

N = { 1.2.3.8.6... .00t }

donde cada unc de ellos recibe el nombre de miembro o ele--

mento del conjunto. en el cual hay un orden ya establecido.

Le idea bdsice de namero, estd fntimamente ligada -
con ia de orden y correspondencia, teniendo en cuenta la --
idea de nimerc, estd asociada a la de contar y a la de mag-
rrnuc.  Yé que Ceéce un nOmerco natural por grande que sea, -
srempre es posipie sumarle le unidad y tendremos su conse--
cutive, e cencluye que el conjunto de nUmeros naturales es

ntipeno.
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Deéde 1a antigliedad Tos ndmeros se han representado
por distintos simbolos hasta 1legar a la edad media con la -
invencidn hindi-ardbiga de Ta notacidén decimal posicional la
cual nos permite representar mas c6modamente los nidmeros y-

facilita las operaciones con ellos.

Como ejemplo de algunas numeraciones tenemos:

a) La numeracidén Romana.
b) La numeracién Maya

¢) La numeracidon Medieval.
d) Una numeracidén Egipcia.

e) Una numeracién China.

Primero presentaremos los numerales de algunos sistemas:

NUMERALLS ROMANOS

1 11 111 Iv Vv

1 2 4 5

vI VIl  VIII IX X

6 9 10

C D M

on 119 500 1000



-4l 4 -

16

NUMERALES MAYAS

[ ] ) o000 [ XXX ] T—
2 3 4 5
o0 eoe YY)

7 [ 3 10
.0 see sepo —_—
12 13 14 15
P Y ebs e ®
17 . 18 19 20

NUMERALES MEDIEVALES

10
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NUMERALES EGIPCIOS

] 0 )

1 10 100 1000
10000 100000 1000000

NUMERALES CHINOS

9 10 100 1000
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Los sistemas de numeracién son hoy en dfa parte - -

importante de nuestro desarrollo.

Daremos una breve descripcién de un sistema de nume-

racibn egipcio.

La numeracidn egipcia es un sistema de numeracifn -
puramente decimal en el cual cada sfmbolo puede repetirse -

nueve veces,

El niimero representado por un conjunto particular -
de simbolos se encontraba sumando los valores de cada simbo
lo representado. Si el simbolo debfa de escribirse mas de
cuatro veces lo escribifan en dos filas, asT ahorraban espa-
cio lateral; los sfmbolos de un numeral pueden escribirse -
de derecha a izquierda o de izquierda a derecha, siendo - -
costumbre que los sfmbolos de mayor valor precedieran a los
de menor valor por lo que vemes que el sistema de numeracifn
egipcia no es un sistema posicional; es decir no tiene el -

concepto de posicidn.
EJEMPLO:

E1 ndmero setecientos noventa y ocho:

222000 |1

nnN

11
2222 0NN 1



31.

Los numerales chinos constituyen un sistema de nu--
meracién de los mds antiguos que hay en el mundo y se emplea

en los cheques.

E1 sistema de numeracién romana usaba el principio-
de adicidén. Para el sistema romano la regla de orden es la
siguiente:

Los simbolos han de escribirse de izquierda a derecha en el
orden de valores decrecientes, y el principio de suma se - -

aplica.

Las Gnicas excepciones son:

1 antes de V 6 X
X antes de L 6 C
C antes de D 6 M

Aplicéndose en estos casos el principio de sustracci6n, es -
decir, que en estos casos se sustrae el numeral de la ------

izquierda al numeral de la derecha.

Una forma de ver porgue se han adaptado el sistema de numera
cibn hindlG-ardbigo es la comodidad de operar con ellos, por

ejemplo:
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Sumemos: cuarenta y nueve y treinta y dos

Representacién Representacion
ardbiga egipcia
45 aNNN Fﬂﬂh
+
2 NN
——— A
81 NNANNNONNH

Restaremos: diecisiete detreinta y dos

sustituyendo [ i1 41111
7

- NNt a7 IR

17 Nt {’deHIU__

13 Nl

Los egipcios multiplicaban mediante un proceso de -
duplicacidn que se basa en el hecho de que cualquier nimero
se puede representar come suma de potencias de dos.
EJEMPLO: multiplicar diecinueve por veinticinco

19 x 25

para efectuar el producto primero duplicamos el 25.



* ev oo o

(=2 T~ - S A I
>

25

25
25
25
25
25

Los egipcios ya tenfan

1os dobles de los nimeros.

33.

= 100
= 200
400

]

= 800

establecidas las tablas con -

Luego aplicando el principio de duplicacién en el -

cual se basaban tenemos:

1

w &N

16
32
64

e 2e om oo
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E1 siguiente paso a seguir, serd ver cual es el - -
nimero mayor que cabe en 19, en este caso es 16 y sobran --
3, luego cual de estos es mayor que cabe en 3 el cual es 2-

y sobra 1 y por Gitimo el 1 y sobra O, asf:

b

19 1+2+16

entonces

25 x 19 25 (1 + 2 + 16)
25 x 19 = 25 (1) + 25(2) + 25(16)
25 + 50 + 475

u

025 x 19 = 475

De aquf que si tratamgs de hacer esto mediante la --

numeracifn egipcia serfa muy largo.

Ahora multipliquemos un mil doscientos treinta y -
siete por ochocientos veinticinco en otro sistema de numera

cidn.

Numeracidn
ardbiga
1237

_x_ 825
6185

2474
9896

1020525

Numeracidn
romana

MCCXXXVII

DCCCXXV
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Para efectuar la multiplicacidn en ndmeros romanos
no conocemes ningln algoritmo que nos diga como efectuar di

cha operacidn.

Debido a todo esto, vemos la comodidad de usar la
notacidn hindi-ardbiga que e¢s una numeracidn decimal posicio

nal usada actualmente.

Este sistema de numeracidn estd basado en potencias
de 10 y tiene un valor posicional, es decir, que el valor --
posicional de cada digito depende de Ta posicidn que ocupa,-
en el cual el uso del cero "0" es muy importante ya que lo -

usamos como un espaciador.

E1 uso del cero fue un logro grandioso de Tos ----
hindldes y uno de los mds grandes aciertos de la ciencia. -~
Permitiéo a los calculadores hindles abandonar las columnas
del &dbaco y desarrollar métodos de cdlculo escrito, siendo-
el "0" el dltimo de los ndmeros en ser descubierto sin el -
cual el sistema hindi-ardbigo no hubiera sido mds eficiente

para cdlculos que los sistemas egipcico o romano.

Muchos autores incluyen el ndmeroc cero "0" en el --

conjunto de los nimeros naturales y se escribe;

N = { 0,1,2,3,8,c0ninen...
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REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS NATURALES

Los niimeros naturales se representan como puntos -
en una semirecta, tomando como unidad un segmento unitario
(distancia entre 0 y 1) en el cual a el punto de la izquier
da del segmento lo representaremos con 0 y el punto final -

del segmento como 1.

Representaremos a los ndmeros naturales como los --
extremos derechos de los miltiplos del segmento unitario de

Ja siguiente manera
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REPRESENTACION POSICIONAL DECIMAL DE L0OS NUMEROS NATURALES

Todos Jos ndmeros estdn representados por diez - -
sfmbolos que son: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 4que reciben el nom-

bre de dfgitos, por ejemplo:

Pensemos en el nimero trescientos veintisiete, este

nGmero se puede representar de muchas maneras, por ejemplo:

222000 11T
CCCXXVII

3x 100+ 2 x 10 + 7
3x 102+ 2 x 10+ 7
327

La representacidn mds cémoda usada en este caso es

la posicional decimal actualmente utilizada en artimética.

Por ejemplo pensemos en el nimero cuarenta y ocho-
millones trescientos mil cuatrocientos treinta y ocho, 1la-
mémosle abreviadamente R, primero expresemos este numero --
como 1o hacemos usualmente en nuestro sistema posicional -

decimal de base 10.

48300438 = R
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tratemos de ver claramente el significado de esta expresifn

48300438 significa:

cuatro decenas de mill6n, mds ocho unidades de mill6n, mds
tres centenas de millar, mds ninguna decena de millar, mds
ninguna unidad de millar, mds cuatro centenas, mids tres de-
cenas, mds ocho unidades, todo esto como sabemos se escribe

asf:

4 x 10000000 + 8 x 1000000 + 3 x 100000 + 4 x 100
+3x10+8 = R

0BSERVEMOS:

1) Que los factores que aparecen en segundo lugar en cada-
sumando son potencias de diez y por tanto Ja base que -

estamos usando es diez.

2) Por un momento representemos a nuestra bhase; esto es --
diez por e] simbolo # entonces nuestro nimero R queda--
ria representado por:

6

R=ax () +8x (08 « 3 x ()% + 2 (4)% + 3x(#) + 8

Observemos que para esta representacifn no necesitamgs

hacer uso del cero.

3) Que la representacidn R o R' no es pesicional ya que las
posiciones pueden ser cambiadas y el nidmero sigue sien-

do el mismo.
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4) si el sfmbolo # que representa a la base, es representa

do posicionalmente le corresponderfa el 10.
E1 paso de la representacidon R a Ta representacidn usual, -
esto es, 48300438 requiere de dos cosas:
1) ET1 uso de la posicidn de la manera siguiente:
Definimos a
10° = 1
se toman las potencias sucesivas de 10
10° = 1
10l =10

102 =10 x 16 = 100
1000

103 =10 x 10 x 10

[

10 =10 x 10 x 10 x 10 = 10000
109 =10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 100000

10 =10 x 10 x 10 x 10 % 10 x 10 = 1000000

10"

n
—
<
x
—
[an}

..... x 10, = 100...0,

n veces 10 n veces cero
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Comenzaremos de derecha a izquierda:

ceeee, 10°%, 107, 10°, 107, 10%, 10°, 10, 10%, 10
. . . . . . . . N
. . . . . . . . .
. . . . . . . o
. . . : . . . . N
. . . . . . . . .
. - . . . . L) . .
. . . M . . . . .
v . . . . . . . .
. - . » » . . . .
. L L] L] - » * - .
. - L - L] - - » .
. - - » . - . L] .
. - - . . - - - L]
L] - . . . - . - .
. . . N . . N . .
. - - L . - . L] *
. . . - . . . . .
. . . . . . . . .
. . * - . - L) A4 .
. N o N . . . . .
. . . . . . . . N
$ 8 $- 1 1 39 fu S S 1
] o L] < L 5 ] © <
o (=] o o o o (= (=2 (=]
= = = 3 =3 = -] = =3
[ oud Ll — - [nd L [d p— —
Q Q o (=3 (o] Q b o o
[ 5 B +~ > + .1} © Q

.o o e (Y] < B » = | 9 o = e
> -~ + 4] - « S = -
o [5) [=% v -] 3 3] o (S
= o w o (8] « @ o

w ]

y en el lugar correspondiente escribimos el sfmbolo que nos

dice cuantas unidades de ese orden hay en el nlmero.

De esta manera a cada potencia de 10 le hemos asignado uno -

y solo un lugar.

2) ¢Qué pasa cuando no hay unidades de un cierto orden en -
el nimero? Pues que necesitaremos un sfmbolo para indi-

car esto, o sea que este sfmbolo es el cero.
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RESUMIENDO :

El nimero R puede ser representado de muchas formas,

algunas son:

1) Cuarenta y ocho miilones trescientos mi) cuatrocientos

treinta y ocho.

7

2) 4x10° +8x10%+3x10°+0x10%40x10°

+8x10%+3x 10+ 8

3) 4 x 1000000 + 8 x 1000000 + 3 x 100000 + 4 x 100
3 x 10+ 8

) - x () +rex (D +3x )P+ ax H)2 +3x (#) +8

5) 48300438

Pensemos ahora en otro ejemplo, el nimero setecien-
tos veintinueve mil trescientos cuarenta y cinco y represen-
témoslo en forma de potencias de 10.

5 3

7x10° +2x10Y v o x 10 3 x 10t 4 x 10+ 5

Observemos que en este caso hay tantos términos co-
mo cifras tiene el nimero en cuestidén y que cada término -~
tiene un ndmero multiplicado por una potencia de diez, cu--
yo exponente es el nimero de cifras que queda a la derecha-
en este caso no hubo necesidad de substituir las potencias-

de 10 que no aparecen por el término 0 x 10 y obtencmos el-
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nGmero escrito en forma usual:

7293456

EJEMPLO:

a) Sea el numero 1437 expresémoslo en forma de suma de po--

tencias de diez.

18437 = 1 x10° + 4 x 102 + 3 x 10 + 7
1 4 3 7
| | 3 | o | 58
(-] [ ] «s . ]
o™ =] (=] (2]
=3 - = b J
[« | 9% [« i 5
o [} < @
S () = =4
o | >3 L ad
= v [#1] -
(8] + @Q [«

"

donde cada una de las cifras tiene asignado un lugar.
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b) Expresar el nﬁmero 57096 en potencias de diez

4 2

57096 = 5 x 107 + 7 x 10% + 0 x 10% + 9 x 10 + 6

tercer lugar -+
primer lugar °

quinto Tugar
cuarto Tugar -
segundo lugar --°°*

Fijémenos ahora en el ejercicio a) 1437 y cambiemos de Tugar
los dfgitos 3 y 4 y obtendremos:
2
2

1x10° + 3 x 10
3

1347 + 4 x 10 + 7

1437 =1 x 10" + 4 x 10" + 3 x 10 + 7 y vemos que:

1347 t 1437

hagamos lo mismo con el ejercicio b) y tendremos que, cambian

do el lugar de los dfgitos 5 y 6 tenemos:

57096 ¢ 67095

y asi en cualquier nimerc gue nosotros tengamos, si cambiamos
de posicién un digito obtendremos un ndmero diferente por To-
que concluimos que en nuestro sistema de numeracidn, Ta posi-

cibn de los digitos juega un papel muy importante.
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Para estudiar cada una de las representaciones, es
necesario tener en cuenta los principios aditivos y princi-
pios multiplicativos, 1a informacifn de los sfmboles gque --
intervienen (4,8,7,4, + , %, {), etcétera) y sus relaciones
esto 1o hemos tratado de presentar para la representacién -
usual de nuestro sistema posicional decimal, que dicho sea

de paso es una representacidén muy breve y cdmoda.



a)

c)

e)

45,

EJERCICIOS

Escribe en numeracidn Maya, Egipcia y Romana, los si---

guientes ndmeros:
7, 69, 375, 49605, 34, 56, 18 y 23,

Escribe los siguientes nidmeros en potencias de dos y --
efectda Tos siguientes productos como los egipcios.

56 x 45, 689 x 23, 42 x 5678,

Representa los siguientes nimeros naturales en la semi-
recta.

5, 67, 23, 4, 16.

Escribe los siguientes ndmeros en forma de potencias de
diez.

435, 5648, 78548492, 9468030547,

Indica qué lugar ocupan cada una de las cifras de los -
nimeros anteriores,

Ahora tenemos los siguientes ejercicios:

1) 507

2) 30060

3) 1000
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Si observamos estos ejercicios vemos que e] cero (0) desempe
fia un papel muy importante ya que nos sirye de espaciador y
cada lugar tiene designado un valor diez veces mayor que el
anterior a la derecha, es decir,

10 unidades = 1 decena

10 decenas = 1 centena

10 centepas = 1 unpidad de millar

1 decena de millar

H

10 unidades de millar

i

10 decenas de millar 1 centena de millar

1 unidad de mill6n

it

10 centenas de millar

10 unidades de milién = 1 decena de millén.

.

u. mili6n, c. millar, d. millar, u. millar, centena, decenas,
7° Yugar 6° Jugar 5° lugar 4° lugar  3° lugar 2° lugar
unidades

1° lugar
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Ahora yemos esto con potencias de diez:

7 10%, 10° , 103, 102, 10

o100, 108, 107, 109, 105, 10t

.
.

sasemee O

serasee
ceew

.

eesvrscses s

centena de milién
decena de millén
unidad de millidn

centena de millar -+--.--
decena de millar ---.--
unidad de millar

centenas
decenas
unidades -

E1 uso del cero como elemento posicional consiste en ponerlo
en los lugares correspondientes en donde no se tenga ningdn
ndmero asociado a la potencia de 10 correspondiente a las -

unidades de ese orden.

n

u.millar = unidad de millar u.millén upidad de millén

i

d.mi}lar = decena de millar d.millén decena de milldn

c.millar = centena de millar c.millén = centena de millén
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RESUMEN:

Los nldmeros naturales surgen de la necesidad que el hombre -

tiene de contar.

£1 conjunto de los nidmeros naturales es infinito y lo repre-

N = * 1.2,3.4,..,,......$

En el cual tenemos ya establecido un orden, en donde cada -~

sentamos por N

elemento del conjunto es sequido por otro, el cual es una -~

unidad mayor.

Los ndmeros naturales se representan en la recta numérica tog
mando un segmento unitario y colocdndolo en la recta numéri-

ca uno a continuacidn de otro.

Por otra parte los nameros naturales pueden ser representa--
dos por sumas de productos de base 10, en el cual a cada po-

tencia de 10 le corresponde un lugar,
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UNIDAD IT. LOS NUMEROS ENTERQS

En la aritmética tenemos definidas cuatro operaciones funda-

mentales, que son: suma, resta, multiplicaci6n y divisidn.

La suma y el producto de dos nlimeros naturales siempre va a
resultar up namero natural, es decir, la operacidén suma y -

producto son cerradas para estas operaciones, lo cual no ~-

siempre sucede con la resta ya que para que esto suceda el
minuendo debe ser mayor o igual que el sustraendo.

Por ejemplo:

7- 5 =2
3 - 2 =1
107 - 99 =8
324 -324 =0

Pero que sucede si el minuendo es menor que el sustraendo.

Por ejemplo:

5 -

~i
u
-

33 - 39

L]
-~

)
-

18 ~ 25
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No sabemos cual es e} resultado ya que no existe ningdn nd-
mero natural gue satisfaga esta gperacidn por lo que nos ve-
mos obligados a hablar de un conjunto mayor  que contenga la
solucifn para estas operaciones, este conjunto es el conjun-

to de ndmeros enteros, el cual estd formado por los niimergs

naturales distintos de cero, que reciben el nombre de enteros
positivos, cero y los ndmeros simétricos que reciben el nom-

bre de enteros negativos.

E1 conjunto de ndmeros enteros se yva a denotar por Z y lo re-

presentaremos como

1= veereese =3,92,-1,0,1,2,3,......,

Vamos a entender por simétrico de un nidmero n aquel nimero -
que sumado con n nos da cero; es decir, el simétrico de n es
-n, ya que

n+ (-n) =20

En general tenemos que para cada nGmero entero positivo n - -

existe su simétrico (-n).

Ahora nos preguntaremos si tendrdn simétrico los nimergs ne-
gativos, apliquemos la misma receta, el simétrico de un ndme

ro negativo, serd el que sumado con éste nos de cero.
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Por ejemplio:

a) E1 simétrico de -3 serd 3 porque -3 + (+3) = 0O
b) E1 simétrico de -239 serd 239 porgue -239 + (+239) = 0
¢) ET simétrico de -83 serd 83 porque -83 + (+83) = 0

En general el simétrico de un ndmero negativo -n serd n ya
que (-n) + (n) =0

Este namero -n es también llamado el inverso aditivo de n 68

sea el nimero que tiene Ya propiedad de que
n+ (-n) =0

Ahora vemos que con estos nueyos ndmeros, las operaciones

5 - 1 =1
33 -~ 39 =17

L 3
18 - 25 =17 ’

Pueden ser efectuadas y dan:
5 - 7 = -2
33 -39 = -6
18 - 25 = -7
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EJERCICIO:

Efectia las siguientes operaciones en el conjunto de nimergs

enteros:

a) 43 - 578
by -97 + 34
c) -85+ 97
d) 78 - 765
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ORDEN EN LOS ENTEROS

Asf como los niimeros naturales, el conjunto de los en-

teros tiene también un orden.

Si tenemos dos ndmeros enteros cualesquiera a y b se -
cumple ura y solo una de las siguientes proposiciones (Ley-

de la Tricotomia).

a < b
a > b
a # b

Los enteros positivos son nidmeros mayores que cero, y
os enteros negativos son menores que cero, en otras palabras
un nimero entero puede ser o bien natural o bien cero, § --

bien su inverso aditivo es un nimero natural.
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VALOR ABSOLUTO

A cada namero entero n vamos a asociarle otro ndme-
ro entero que liamaremos el “"valor absoluto de n" y lo deno
taremos por /n/, este nimero estd determinado de la siguien

te manera:

nsin>0
n = -nsing 0

0sin =20

Esto nos sirve dnicamente para medir la distancia -
entre el ndmero y cero sin tener en cuenta el lado de la =~-

recta en que nos encontramos.

EJEMPLOS:

a) /-115/ = 115
b) /-3 = 3
c) /1 = 7
d) / 0/ = 0
e) / B24/ = 824
f  /-4993/ = 4093
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REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS ENTEROS

La grdfica lineal (semi-recta) que utilizamos para

representar los nlmeros naturales puede prolongarse hacia la

izquierda del cero, por 1o que }o0s epteros pueden represen--

tarse sobre un eje numérico de la siguiente manera:

d A

-5 -4 -3 .2

Cémo representarfas las

a) 6 - 11 = -5
b) 8 - 9 = -1
c) 7 - 7 = 0
d) -3+ 5 = 2
e) -9+ 3 = -6

Esto 1o vamos a

b
4

(=3¢ 3
Fy
™
[\ )
P
o

.

-1

siguientes operaciones:

representar por medio de puntos en la recta,

1os cuales nos representarin el resultado.
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La operacin indicarfa desplazarse hacia la derecha o izquier
da del cero tantas unidades, como lo indica el primer nimerp
y luego hacia la fzquierda o derecha tantas unidades como lo
indica el segundo nimero y llegarfamos a un punto en la rec-
ta, el cual va a ser el punto que representa el resultado, -
por ejemplo en el ejercicio a), ngs desplazarfamos seis uni-
dades hacia la derecha ya gue el ndmero es 6, de ahf regresa
riamos 11 unidades hacia la izquierda ya que estamos restan-

do y el punto que obtenemos serd -5.

EJERCICIOS:

a) Representa grédficamente los ejercicios anteriores.

b) éPodrfas interpretar geométricamente en la recta numérica
/n/ ?

c) ¢Qué significa /n/?

Esta representacién es muy Gti] para saber entre otras cosas
que nimero es mayor, ya que todo nimero que se encuentra a -
la izquierda es menor que el que se encuentra a la derecha.

Los nlmeros enteros son Gtiles para representar cantidades -
fisicas en el cual el signo ( + ) es utilizado para represen
tar ganancias, grados sobre cero, distancias en direccifn ~-
positiva hacia 1a derecha del punto de partida o hacia arri-
ba, etcétera, el signo ( - } se utiliza para pérdidas, gra--
dos bajo cero, distancia hacia la izquierda del punto de par

tida o hacia abajo, etcétera.
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En matemiticas se ha visto que es muy conveniente

representar esas ideas en forma simbdlica por medio de los

signos (+ )y (- ).

EJEMPLOS

Ganancias ohtenidas de $40 = + $40 6 $40
Temperatura de 35°C sobre cero = 35°C

Temperatura de 8°C -bajo cero = B°C

Distancia de 38 m del punto de partida hacia el oeste

= -38m
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COMENTARIOS:

Si ustedes repasan su experiencia en relacifn con
los nlmeros negativos., verdn gue al principio los ven como-
objetos raros con poco o nulo significado, con poca o nula
relacién con la realidad, etc. Sin embargo al pasc del ~ -
tiempo y de otros estudios de matemdticas, ustedes fueron -
viendo Ta importancia y utiiidad de usar este tipo de obje-
tos matemdticos, por ejemplo al resolver cierto tipo de pro
blemas como los ya mencionados, al establecer o usar direc-
ciones para los movimientos de una recta, el poder cfectuar

operaciones que antes no podiamos realizar, etcétera.

Esta situacidn de aprendizaje o conocimiento es tf-
pica del estudio de las watemdticas y aidn a nivel de desa--
rrollo de las matem&ticas, uno puede ver en la historia de
éstas como este tipo de patrén de dificultades iniciales y

familiarizacidn y aceptacidn se ha dado constantemente.

MORALEJA: (parcial).- Cuando encuenstres un objeto matemdti
co un tanto extrafio o raro procura buscar su significado, -
importancia y utilidad dentro de las matemdticas por medio
de un estudio md&s amplio y profunde del campo en que aparec

dicho objeto.

EH

e
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MORALEJA: (parcial).- Toma en cuenta que cada paso qgue des
en e] avance del tema serd mds seguro, si tienes la certeza-

que estd dado superando todos los obstdculos.
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RESUMEN:
No todas las operacipnes son siempre posibles en el
conjunto de ndmeros naturales por 10 que nos vemos precisa-
dos a hablar de un conjunto mds grande, que es el conjunto
de nimeros enteros, el cual estd formado por los nidmeros na
turales positivos, el cero y los enteros negativos, y los -

denotaremos por Z. y los representaremos como:

1 =‘ ..... -4.‘3.-2.-1.0,1.2,3.4.......)

En el conjunto de nimeros enteros tenemos que para
cada nimero ( n ) tepemos su simétrico ( -n ), 1o mismo pa-
ra cada ndmero ( -n) su simétrico serd { n ) E1 conjunto -
de nimeros enteros tambien tiene un orden, es decir, dados-

dos nimeros enteros a y b tienen que:
a & b, a >b, a = b

Los nimeros enteros son Gtiles para representar can
tidades fisicas entre otras, en el cual el signo positivo -
( +) se utiliza para representar ganancias, grados sobre -
cero, distancias hacia Ta derecha, etc. y el signo ( - ) se
utiliza para representar nérdidas, grados bajo cero, distan
cias hacta la jrquierda. Los nimeros enteros también se --

pueden representar grdficamente.
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UNIDAD I1I. NUMEROS RACIONALES

Observamos que cuando efectuamos la operacifn de la
divisién en el conjunto de nidmeros enteros el resultado obte
nido no necesariamente va a ser un nGmero entero, esto solo-
es posible si el numerador es mialtiplo del denominador por -
1o que nos vemos en la necesidad de definir un conjunto de -
niimeros mayor. que contenga a cualquier cociente de dos ente
ros, en el que el denominador sea distinto de cero, que 1la
maremos el conjunto de ndmeros racionales y que denotaremps-

por Q, y lo definiremos como sique:

Q={§‘p.qe2y wo‘

£l conjunto Q guarda las siguientes relaciones de contencidén

de los conjuntos N y Z.

NC ZcQ

-7
dgrque 5 = % -7 = «i , etcétera. Entonces cada en-

tero puede ser representado como un cociente de enteros. Y-
estas contenciones se pueden representar grdficamente de 1la

siguiente manera:
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Un ndmero racional de la forma g tiene diferen--

tes representaciones., por ejemp]o:

g 70 2
I R T BT g = etcétera
3 . 9 _ 300 i
b) § = 2'7 = ‘3‘66 etcétera
5 . 20 . 35 - 500 _ 1500 _ A
) 7 16 78 700 176 - ©otcetera

Dos expresiones de la forma g y % con a,b,c y d

€ 7 yb.d# 0 representan al mismo nldmero racional si y -

solo si ad = cb.

A veces podemos observar gue a partir de un ndmero -

racional podemos ir cancelando los factores comunes del

q
numerador y el dencminador hasta 1legar a un paso donde no -
es posible efectuar otra cancelacidn, en otras palabras el -
numerador y el denominador ya no tienen factores en comin, o
lo que es equivalente tienen como méximovcoman divisor (M.C.
D.) a la unidad, en este caso decimos que la expresidn es --

irreducible.

EJEMPLOS:

150 _ 15 3

a) 556 ° 50 T 10

by .84 _ 42 _ 14 _ 2
126 63 ~ 21 3

¢) 2700 _ 300 _ 30 _ 6 _ 2
9450 1050 ~ 105 -o21 7



EJERCICIOS:

a)

b)

c)

e)

~
(=]
[o2]

ol
Sy
[ T

™D
[,
o

|

63
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REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOS RACIONALES

1.- Representacidn de los nimeros de la forma ~%—' por ejem
plo

1, /3, 1 , 1/8 etc.
2 5

*

Fijémonos en la recta numérica y tomemos el segmen-
to entre 0 y 1 y dividamos el segmento en tantas partes como
1o indica el denominador, prinmero fijémonos en el racional %
y dividamos nuestro segmento en dos partes igualtes. La pri-

mera parte tiene como extremo izquierdo al punto asociado a-

i

cero, 1a segunda parte tiene como extremo derecho el punto

asociado a 1. E1 extremo derecho de Ta primera parte, que

t

coincide con el extremo izquierdo de la segunda parte es el
punto asociado a % . luego fijémonos en el siguiente %, -
dividamos el segmento en tres partes iguales y tomemos la --
parte que estd mas a la izquierda y tomemos el punto extremo
de la derecha, este punto nos representard a % y asf suce-

sivamente con los demds.
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2.- Ahora fijémonos en los ndmeros g de tal manera que el
numerador sea menor que el denominador, es decir, pe g
y p ¢ 1

3

’ 8 4 4 %‘ N etcétera

aifro
wire

Sean los ndmeros

Se procede como en el caso anterior, dividimos el segmen
to en tantas partes igquales como lo indica el denomina--
dor a partir de cero y tomamos tantas partes como lo in-
dica el numerador, el extremo derecho de estas partes --
nos representa el ndmero, y asi lo tendremos representa-

dos por un punto de la recta,

o s

»

Oir-
[

Recordemos que el orden en estd dado por la siguien-

te desigualdad:

si y solo si ad < be

ooy
A
alo
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Haremos notar que el orden de lgs niumeros corresponde al or
den de 1os puntos de la recta al recorrerla en el sentido de
izquierda a derecha, esto es, un pimero es menor que otro, -
si y solo si, si el punto asociado al primero, estd a la iz-

quierda del punto asociado al segundo,

3.- Cologquemos en 1a recta cualquier nidmero de la forma %
5 9 5 7

en el que p q por ejemplo: I 3 30§ etcétera.
[
Tomemos el ndmero § y representémoslo en la recta de la --

siguiente manera:

Dividamos el segmento en tres partes iguales, tomemos la-
primera y obtendremos el segmento 00 , luego marquemos sobre
la recta cinco segmentos iguales a O , y el punto que repre-
senta el extremo derecho corresponderd al ndmero g , para --
los otros se procede de manera semejante y obtendremos los --
puntos que representan % , % . % , como estdn marcados en

la recta numérica.

Ve YW %

-

{l
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jm
e
im
=
to
-
o

"E1l punto siempre serd el mismo"

0 sea independientemente del representante que elijamos para
el nimero, el punto asociado siempre serd el mismo.
(Cémo ver que esto no solo es natural, sino necesario?

Porgue el ndmero representa una cantidad o magnitud.

En la representacidn geométrica la cantidad asociada al nime
ro queda representada por la longitud del segmento y por lo -
tanto esta Gltima es independiente del nombre o representa--
¢iGn que se use para ese ndmero, y el punto gue es extremo -
derecho de ese segmento es el punto asociado al nidmero y por

lo tanto la siguiente observacidn:

"El punto es el mismo independientemente del representante

elegido”,
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{ Qué sucede si el nimero es ncgativa?

Se procede de manera semejante solo que Tos puntos se colo-
can en direccién opuesta, es decir, hacia la izquierda del-

cero.

EJEMPLOS:

PR W | 4 A i

Y7 w 1%k 0 w%1 %2 3

En esta representacidn geométrica la cantidad o magnitud --
asociada que determina el nimero, queda representada por la
longitud del segmento cuyos puntos extremos son cero y el -

punto asociadn al nimero.
% queda a la mitad entre O y % y al dos veces un - -
cuarto el punto final es el que corresponde a % . %,etcétera.



25/50
1/2
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L 3

7/14
3/6

15/21
5/7

L

b
e d
L]

4
—
o

B)

~ji
1
|

oW

n

20/28
25/35

etcétera

etcétera

Dado que el ndmero es el mismo y s6lo el nombre es lo que -

cambia, la representacidn geométrica al conservar la idea -

de magnitud asociada al nlmero nos determinar& el mismo - -

punto, o equivalentemente la misma longitud del segmento a

partir de cero.
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EJERCICIOS:

1.- Representa en la recta numérica los siguientes nGmeros

racionales,

a) %
6
b) 1%
c) - %
d) __5
3 4
e) %%
2.- Comprueba que las siguientes fgualdades son verdaderas.
a) 7 . 21 _ 35 _ 63 _ 189
17 L¥] 70 126 378
b) 1 . 3 _ 5 _ 8
8 23 50 772
C) _6.. = §. = -Lg = 50
3 3 ] 25
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3.~ Si pyq son ndmeros enteros, en la fraccibn g . ¢Qué
nos indica p y q al representar esta fraccion en la --

recta numérica?

REPRESENTACION DECIMAL DE g

Cuando efectuamos la operacién divisién de dos enteros el -
cociente obtenido, no necesariamente es un nimero enterc pe
ro st un niimero decimal de la forma A.alazaaa4 ...... a, donde

A es la parte entera y a;235235. ..., a, la parte decimal.

a) % = .5

b) 7= 3

¢) 3+ 1.666...

d) 2 = .285714285714285714...

e) % = 1.6

7

f) 11 .181818.....
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Fijdndonos en Vos ejemplos anteriores, vemos que hay dos ca-

50§
a) La expresi6n decimal es finita,

b) La expresifn decimal es periddica.

Por 10 tanto todo nlimerc racional de Ja forma g tiene una-

expresign decimal finita o perifdica,

Veamos con mds cuidado que significan estas expresiones deci

males.

A) Representaci6én de Ta expresi6n decimal periGdica,
Fijémonos en el ndmero é . Efectuando la divisidn teng

mos:

% = 0.125 y expresdndolo como suma

0.125 = 0.100 + 0.020 + 0.005
= yna décima mids dos centésimas mds cinco -
milésimas.
"1 tteo * To00

Ahora recordemos las siguientes divisiones:

S AR

1
“too- = 0.0
Tooe- - 0001
1 . g.000.01
100..0 1000,
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En té&rmings de exponentes negativos esto puede ser escrito

as¥:

10
= -!‘ = -.._1 = -2
0-01 = 150 102 10
Lo, 16, . 473
0-001 = 1550 109 10

1 1 -n
0.000...0 fd = E
20,5 10000 o 10

n-1 ceros n-ceros

= 0.125 expresémoslo -

(o~ 2 ]

Ahora volviendo a nuestro ejemplo

como una suma de potencias de 10,

= A 2 5
0.125 = 15 * -160 * ~TO00

1 2 5

T a2 iad

10 10 10

1 x 100V v 2x107% 45 x 1073

Notemos que la descomposicitn tiene tantos sumandos como ci
fras tiene el nidmero 0.125 después del punto decimal y que-

los expanentes de base 10 van disminuyendo de -1 a -3.
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Tenemos también que en la jgualdad:

1
0.125 = L + _2 4+ _38
10 102 3

" 2 5
10 ° 100 1000
Ta suma de ellos serd un ndmero racional ya que los raciona-

son nlmeros racionales por lo tanto -

les tienen la propiedad de cerradura (dados dos nilmeros racio
nales cualesquiera, su suma serd siempre otro ndmero racio--
nal). Y este argumento nos da que, en general, todo nimero-

decimal finito es un nidmero racional.

REPRESENTACION GEQOMETRICA DE UNA EXPRESION FINITA
Ahora representaremos 0.125 en la recta numérica.

a) T% = 0.1 1o localizamos dividiendo la unidad en 10 par-
tes y tomamos la primera al extremo derecho de este seg-

mento le asociamos el ndmero 0.1
1

1w *

dividiendo la unidad en 100 partes iguales y tomamos dos

b) E1 ndmero 0.12 = jﬁé 1o localizamos en la recta
de ellas y Tas colocamss a partir del punto 0.1 al extre-
mo derecho le asociamos el namero 0.12

; L, 2,5 .
¢} EY nlGmero 0.125 = 10 + 100-4 1608 para localizar el -

punto dividimos el seqmento 01 en mi]l partes iquales y -
tomamos una de ellas y la colocamos a partir del punto -
0.12 cinco veces y tomawmos el extremo derecho a este pun
to le asociamos el ndmero 0.125 el cual tenemos ya loca

lizado en la recta.
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Para la localizacidn del punto lo hicimos paso a paso median

te un ndamero finito de pasos.

0.1 0.12 0,125
/

< . Sl - »
< e o

b) REPRESENTACION DECIMAL PERIODICA

Fijémonos ahora en los nimeros g tales que la divisién no
sea finita, en este caso se tiene que un.grupo de nlimeros -

que se repiten indefinidamente.

EJEMPLOS:

a) 1= 0333

b) & = 1.142857142857142857. ...
c) T% = 0,08333...

d) 53 = 0.208333...

e) T% = 0.181818...

£) 38 . 3.272727...

—
bt
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En estos casos a partir de cierto numero después del --
punto decimal se encuentra un grupo de digitos que se repi--
te indefinidamente en el mismo orden, a este grupo de nime--

ros que se repite se le da el nombre de perfodo.

En el primer ejemplo el perfodo comienza inmediatamen-
te después del punto decimal y estd representado por el digi
to 3, el segundo ejemplo comienza con un digito a la izguier
da de! punto decimal y 6 digitos a la derecha que se repiten
indefinidamente, en el tercer ejemplo el periodo comienza en
el tercer nimero después del punto decimal, andlogamente pa-

ra 1os otros ejemplos nos fijamos en donde empieza a repetir

se el grupo de digitos.

El perfodo se indica poniendo una rayita horizontal --
(1lamada testa) sobre los nidmeros del perfodo en lugar de -

los puntos suspensivos:

EJEMPLOS:

0.3333.... = 0.3
1.142857142857142857. .. = 1.142857
0.8333.... = 0.83

0.181818... = 0.18
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EJEMNPLOQS:

% = 0.5

I o= 03

%{2 = 3.77

2 = 1LTmmEw
I‘% = 0.53
T% = 0.418
?-% = 0.2083

EJERCICIOS:

Expresar las siguientes expresiones en forma decimal perifdica.

a) l%
b)
c) %—%
) 5o
e) 527

=
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En resumen, tenemos que en toda expresién de la forma
% al efectuar la operacign (diyisidn) tenemos que el cocien
te es una expresidn decimal finifta, o bien, una expresién -
decimal infinita la cual siempre serg periddica, de donde -

tenemos que todo namero racignal tiene una expresign decimal

finita o periddica.
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REPRESENTACION DECIMAL PERIODICA DE UN NUMERO COMO UNA SUMA
INFINITA

Consideremos el ndmero % , el cual se puede representar en

la recta numérica de Ja siguiente manera:

Ademds como hemos visto anteriormente:

% = 0.333..., en donde
0.333... = 0.3 + 0.03 + 0.003 + 0.0003 + .....
3 3 3
= -2 4 =5+ =3 ..
10 102 109

La igualdad anterior nos indica que el ndmero racional % -
puede ser expresado como una "suma infinita“ de términos que

son el producto del nidmero 3 con potencias negativas de 10-

como :
-§1 +o % + *—§3+ ------ - 1 , debe ser natural que el
10 10 10 3
N e 3+ 3+ 3 0+ L.,
punto que le corresponda a la "suma Ty VI

16 10 10

debfa ser el punto que le habfamos asociado a % .
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Supgngamos que no sabemos que -% + —~32 + ~33 tooo.. €5
10 10 10

tgual a % » {Como podriamos Jocalizar el punto que corres--

ponde a la suma 3 + 3 + 3+ ,,.... en la recta numéri

rica? 10! 102 10?

Como anteriormente, para localizar el punto en la recta numé
rica que corresponde al primer término de la suma, tomamos -
un segmento unitario (01) en Ta recta y lo dividimos en 10 -

segmentos iguales.

4

Luego a partir del cero colocamos tres segmentos uno tras --
otro congruentes (iguales) al segmento OU1 y el punto P1 de
la recta que quede en el extremo derecho del (ltimo segmento

. 3
le asociamos ib

d

{l
*

1
ik T2

0 };o Y. "’n
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Para localizar el punto en la recta que corresponde a la -~

suma de 1os dos primeros términos de la “suma infinita" es-
to es, a ”3‘ + m;’

10 100
lo dividimos en 100 segmentos iguales,

. tomemos el mismo segmento unitario y

[V 3

0 Y, Heo Ve oo N VL

Después a partir de P colocamos tres segmentos iguales al --
segmento O U2 y obtenemos el punto PZ el cual estd locali-

zado en el extremo derecho del {dl1timo segmento y le asocia--

3

Gmero <3 4
mos el nimero i5

3
100

|
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Para localizar el punto en la recta que corresponde a la su-

ma de los tres primeros sumandos de la "suma infinita", esto
3 3 3 I .

es, a 75 * 100 + TRER ) tomames el mismo segmento uni-

tario y o dividimos en mil segmentos iguales,

U

b

0 eeo %, '/,‘”‘... . RS LV S

Después a partir del punto P colocamos tres segmentos uno --

tras otro, congruentes al segmento OU y al punto P de la -

recta que queda en el extremo derecho del G1timo segmento le
imero .3 3 3

asociamos el ndmero ic * 19 t 1000

Siguiendo este procedimiento hasta un nimero n de pasos sufi

cieptemente grande para localizar el punto P en la recta que

corresponde a un nimero n suficientemente grande de los pri-

meros términos de ta “suma infinita".



Observamos que Jos puntos

racteristicas siguientes:

1) Py

esta

esta

estd

estd

estd

a

1a

Ta

1a

la

Ta

derecha

derecha

derecha

derecha

derecha

83.

Pyv Pos Pav e Pn tienen las ca

de Pl
de 2
de P3
de 4
de

n-1

2) A medida que avanzamos el punto Pi es mis cercano al --

punto P, .
Pior v Py
ce.

De 1) y 2)

0 en otras palabras, Ta distancia entre - -

es cada vez mas pequefia, a medida que i cre-

podriamos suponer que si continuamos este proce-

dimiento un nimero suficientemente grande de pasos el punto-

P localizado en el n-ésimo paso se "acerca tanto como quera-

mos a un punto P*

el cual

no serd rebasado aunque el proce-

so0 continde indefinidamente, a tal punto le Ilamaremos "pun-

to tope" y en este caso a tal punto P le corresponde el nidme

ro racional
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En este caso fijémonos primero en algunos casos particu--

lares:
3 1 1
1.- 1—5< kR porque 9 10
3 3 1 33 1
2.- — 4+ — = porque =, < ~-=
10 102 S 3 102 3
10 10 10 3 1000 3

y en general tenemos la progresidn finita

3 . 3 . 3 . 3 1
et S T (U —_ <
10 102 103 10" 3
3 3 3 3 3 1
—— o 5+ 4 + e & e
10 102 103 10% 10" 3
1 1 1
3 ——— + e + —=—) =
(10 102 10")
2 3 n
- 1. 1 A 1
= 3 < 10 + 10 + 10 + o + 10 )
AR n+l
10 -1 “'l*mw
=3 | e ] =3[ 10 o
1 .9
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. n+ / - 10n+1

- P .

.3 10 -1 S L S
1 9
10 - 10

s | 2010y o\ g (™
: 3 - o
-9(10™1) -9 (10")

_ 1 - 10"} Cg . L-10"1 s 9(10™
-3(10™) -3(10M)
n 1 1
. (Tﬁn - 10 -9) . TO—" - 1 .
-3 (10™) -3
1
n
= 0 SO S SO S
3 3 3 3(10M) 3
- 2 - F 2 F XL R E-R i SRR SRR Rt it R R R T R R Rt R R i 2R
n+l
a - 1 - a"+an'1+a""2+....+a+l
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Con este método podemos hacer natural o factible que a toda

expresion decimal infinita periddica corresponda un punto -

de la recta.

EJERCICTIOS:

Dadas las siguientes expresiones decimales, escribirlas

como sumas de productos de potencias de base 10.

a) 0.383615291529

b) 94.8527721313131...
¢) 0.3244242424...

d) 0.791343134313431
e} 5.222...

Localizar en la yvecta numérica los nimeros indicados en

el ejercicio anterior.
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RESUVUMEN:

Los nimeros racionales los definiremos como:
= { P
q q‘p.q,gZyQ#o

el cual guarda la siguiente relacién con N y Z

NcZ < Q

Un nimero racional tiene diferentes representaciones,-
aunque el punto asociado en la recta numérica siempre serd
el mismo, no importando su representacidn.

Ya que en su representacion geométrica la cantidad asociada
al nimero, queda representada por la longitud del segmento,
y por 1o tanto, es independiente de la representacién que -

para ese nimero se tenga.

Los nimeros racionales pueden representarse no sélo co-
mo un cociente de enteros sino que también en forma decimal-
para 1o cual tendrdn una expresidn decimal finita o una re--

presentacién decimal periddica.

Ademds los nhGmeros racionales se pueden representar co

mo una suma infinita " de términos con potencias de base-

10.
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UNIDAD IV NUMEROS IRRACIONALES

Si nos fijamos en las expresiopnes decimales ipnfinitas -
no peribdicas, en las cuales no existe ningdn grupo de dfgi--

tos fijo que se repita indefinidamente como:

A) 0.101001000100001..,.
B) 2.10110111011110.,...
C) 43.127122712227122227..,; tomemos el casp A)

iCudl es la regla que define Ta expresi6n?
Se escribe un uno seguido de un bloque de ceros que cada vez-
tiene un cero mds.

1 0 1 00 1 000 1 0000 1 00600 1 000000 1
e

g —— Scngpmane — v

1 2 3 4 5 6

tPorqué decimos que no es periddico?
Porque no existe ningdn grupo de digitos fijo que se repita -
indefinidamente, como veremos a continuacidén.

Si suponemos que es periddico, sea M la longitud del periodo,
entonces tenemos dos posibilidades.

a) EY periodo estd compuesto (nicamente de ceros.

b) En el perfodo aparece al menos un una.

a) Entonces a partir de donde aparece por primera vez el pe

rfodo solo habrfa ceros a la derecha pero esto contradi-

ce la forma en que construfmos la expresién {(ya que siem
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pre aparecerdn unos, aunque cada vez mds separados).

b) Consideremos que el perfodo tiene m digitos, si nos va-
mos hacia la derecha encontramos hileras de ceros cada-
vez mas grandes y en particular a partir de un cierto -
punto con mds de 2m ceros, y por lo tanto no aparecerédn
los unos del perfodo.

0 sea que en ambos casos llegamos a que no puede haber

periodo.

A estas expresiones decimales corresponderfa una "suma
infinita" de productos de potencias de base 10. Pero estas

sumas infinitas no sabemos hasta ahoracomo manejarlas.

a) 0.10100100010001... = 0. +—1 + ~—92 + -i3 + .~94 + -_95+
10 10 100 10 10
b) 2.10110111011110111110.,.=2 + -1 + —92+ -i3 + ..14 +
10 10° 10° 10
c) 43.127122712227... = 43 + -1 + .22 + l3 + ,*1,4 + “25 + “‘2‘5
10 10° 10° 10 10° 10
7 1 2 2
+ --—7 + g + -—-—9 + 10 R
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REPRESENTACION GEOMETRICA

Mediante un proceso parecido para locatizar la expre---
sién decimal perifdica 0.33333... en 1a recta podemos encon-
trar puntos Pys Pos Pgs Pygs Pgy Py p, para cada expre-

sién decimal finita,

P = Punto en la recta que corresponde al nilmero

2.1011011101J110...

Esto es:

2.10110111011110. .. =2 + 4 4 Do Loy Loy 0,

10 102 103 10*  10°
Este punto 1o lpcalizamos en Ta recta de la siguiente mane-
ra: tomamos el segmento unidad y marcamos dos de ellos en

1a recta y 1lamemdsle P1 = 2

¢
(4
2

1}
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Luego para localizar el punto correspondiente a los --

dos primeros sumandos, esto es, 2 + L tomamos el segmen
10
to unidad y lo dividimos en 10 segmentos congruentes.

-l et N
0 He Voo Yo Yo Vo o Uu %o W 4

v

Luego a partir del punto P1 de la recta, colocamos un

segmento que llamaremos P2 a este punto de la recta que que
da en el extremo derecho le asociamos el nidmero 2 + 1
10

(4%

Ll

qu
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Luego para locatlizar el punto que corresponde a la su-

ma de 10s tres primeros sumandos, esto es 2 + Ay ~92,
10 10

nos damos cuenta que va a coincidir con P? ya que el ter--

cer sumando es wgg 0 sea que no hay que agregar ninguna --

10
longitud al segmento de la recta que representa el punto --
2+ Aoy wQZ por 1o tanto P, y P2 coincidirdn.
10 10 N
P
fu?
f/
0 1 2 3

por 1o que pasamos a localizar el punto que representa los

cuatro primeros sumandos, esto es, 2 + —l~+ -92 + —3 de
10 10 10

la suma infinita no peribédica, tomamos el mismo segmento -

unitario y lo dividimos en 1000 segmentos congruentes.

00 e
. . N \" '/1"
] RIS A
' ~l\ ;I "‘.v

e s

T -l
0 1
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Después -a partir de] punte Py de la recta colocamos un
segmento congruente al segmento §"3 y al punto P, de la --

recta que queda en el extremo derecho del segmento, le aso--

. . 1 0 1
ciamos el namero 2+ 10 + 160 + {530
4
. v A 41/ | —— -
0 1 2 3

Siguiendo este procedimiento un nidmero n de veces sufi
cientemente grande para localizar el punto P, en la que co-
rresponde a un nimero suficientemente grande de 1os primeros

términos de la suma infinita no peri6dica tenemos:

2+ a0y 1 + 1 A
10 100 1000 10000 1000060
1.~ Observamos que en la recta los puntos Pl’ P2, P3.... Pn

estdn a l1a derecha o coinciden con el anterior, y

2.- A medida que avanzamos, el punto Pi—l es5 mas cercano a

P
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De donde deducimos que si continuamos este proceso inde
finidamente el punto Pn se acerca tanto como queramos a un -
punto P que liamaremos "punto tope" y en este caso Je corres

ponde el ndmerc irracional 2.101101110...

En general, ¢l procedimiento para representar en la rec
ta expresiones decimales no perifdicas e infinitas serd:

Dada Ta expresién decimal no periddica.

a = A.a1a2a3 ..... ay, donde los a, son dfgitos cualesquiera.
i= 1,2,3.4,...... 9 y A es un nimero natural o cero.
Se tomardn
1.- SO = Ay se le asignard el punto P0 en la recga.
2.~ S1 = A+ E%— y se le asociard el punto P1 en la recta.
3.0 S, = A+TL o+ T
10 100
4. s, = A+ "1+ f2 o+ %3
10 100 1000
n- Spo= A+ Y1+ %2 4 oo+ %y ose le aso-
10 100 ' 10"

ciard el punto Pn en la recta.
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Haremos notar que cada ndmero representado hasta aquf,
es un nGmero racional, ya que es Ta suma de nGmeros raciona
les, y que si continuamos este proceso indefinidamente, es
decir, tantas veces como decimales tenga la expresidn deci-
mal, nos iremos acercando a un ndmero " T " en la recta que
1tamaremos "tope" y al cual ya no podemos “pasar" con los -
puntos P" que corresponden a las n-ésimas sumas Sn por mas

grande que hagamos la n.

L
L 4

Para que el punto T sea un pupto tope se deben cumplir los -

siguientes requisitos.

1.- Si se elige cualquierpunto P en la recta a la izquierda
de T tan cerca como se quiera de T, 1legard el momento-
en que los racionales que estamos considerando empeza-

rdn a estar a la derecha de P.
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$i escogemos un punta P' a Ja derecha de T entonces no

existird ni un s61¢ ndmero racional entre T y P',

E1 punto T serd el punto asociado al “nlmero" que co--
rresponde a la expresifn decimal finita no perifdica -

A.alazaa......an e

Se L  FORTIRS

v
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Notaremos que cuando este procedimiento es aplicado a -

expresiones decimales perifdicas A.alaza3.....anF;bz...TTE:"
donde los a; . b; son dfgitos del punto tope (T) que co--

rresponderd tal expresidn decimal en la recta se localizars

expresando A.ala2 ..... ’anBIBZBn como un cocjente de dos -
enteros,
A.aja vesda bab,ool. . b = P
172 n 172 ' n q

Una expresidon decimal infinita que no tenga perfodo se-

rd 1lamada aperiddica.

Ejemp1los:

a) 2.3030030003....
b) 15.010010001
c) 0.5151151115....

De 1a misma manera podemos considerar expresiones deci-

males infinitas, periddicas y negativas, por ejemplo:

3.070070007.....

- 34.123579843157....
- 17.123152317235119632. ...

E1 punto tope T que le corresponde a una expresién deci
mal negativa se localizard a la izquierda del punto que le -

corresponde al nidmerp cerp en la recta.
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Estas expresiones decimales aperiddicas infinitas, tan-
to positivas como negativas se les conoce como nlmeros irra-
cionales y se representan por [ y los definiremos de la si--

guiente manera:

conjunto de nlmeros que npo pueden expre--
I = {sarse como el cociente de enteros en el -

que ¢1 denominador es distinto de cero.

E1 descubrimiente de estos nlmeros se debe al famoso ma
temitico Pitdgoras de Samos (567 a.c. - 500 a.c.).

Diremos también que uno de los ndmeros irracionales que
primero se conocicron fue el nlmero f*? . Cuando los pita-
gbricos querfan obtener una expresi6n para la longitud de la
diagonal de un cuadrado de longitud 1 en funcién de sus la--
dos.

E1los buscaban la razdn entre la longitud de l1a diago--
nal y 1a longitud de uno de sus lados y esperaban calcularla
como la razdn de dos nlmeros naturales.

Tal vez, esta idea de razdn es la que conduce al uso -~
del término racional en el sentido que tiene una raz6n

Los pitagfricos sabfan gque en cualquier tridngulo rec--
tdngulo, el cuadrado de Ta longitud de la hipotenusa, es - -
igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los --

catetos. (Teorema de Pitdgoras).
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CateTo

Gteto

E1 cuadrado de un ndmero se obtiene multiplicando el nd
mero por si mismo.
De acuerdo a ésto, si los catetos del tridngulo rectdn-

gulo miden la unidad !Cudnto mide la hipotenusa?

Debido a los conocimientos que tenfan los pitagbéricos

por tanto

luego sacando raiz cuadrada a ambos lados de la fgualdad

ho= {2



100.

Los pitagdricos intentaron escribir este nidmero como el
cociente de enteros, lo cual nunca lograron.
Construyamos el tridngulo rectdngulo con catetos de lon

gitud 1, segdn lo anterior tenemos que la lTongitud de la hipo

tenusa es 2 . Este nimert¢ es irracional como demostrare-

mos mds adelante.

Tracemos la longitud correspondiente a { 2 en la recta nu-

mérica de la siguiente manera:

v

al ot
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Con centro en cero y radio ‘ 2 . Tracemos un arco que

corta a la recta en un punto P a este punto se le asigna el-

vator de {2 .

Esta longitud estd determinada entre cero y el punto a-
sociado, es un tipo de cantidad ({longitud) que no corres--
ponde a ningdn nimero de § (conjunto de ndmeros racionales).
Este punto serfa el mismo si expresamos en forma decimal a -
{5' y usamos e} procedimiento que vimos en ta seccién ante

rior.

12 = 1.4182135.....

Demostraremos que { 2 no se puede expresar cComo un co-
ciente de dos enteros en el cual el denominador es de cero,-
por medio del siguiente método de demostracidén, 1lamado re--
duccidn al absurdo.

Primero haremos la siquiente aclaracién:

En matemfticas hemos visto que si tenemos una afirmacibén y -
su contraria o negacidn, s6lo una de ellas es verdadera y la

otra es falsa.

L 4



a)
b)

c)

d)

e)
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2 + 3 = 7 6 2 + 3 # 7

5 € 9 6 5 > 9

Un cuadrado tiene é Un cuadrado no tiene once
once lados. ' 1ados,

5 + 2 = 3 + 2 6 5 + 2 # 3 + 2
La suma de los -- 6 La suma de los &ngulos
dngulos interio-- interiores de un polf-
res de un polfgo- gono, es # a el nimero
no, es fgual al de lados, menos 2, mul
ntmero de lados,- tiplicado por 180°,

menos 2 multipli-
cado por 180°

Hemos visto que existen proposiciones que ya se ha demostra

do son verdaderas, otras que son falsas y otras que no se -

ha demostrado si sonp falsas o verdaderas.

Un bosquejo de la demostraci6n es presentado a continuacidn:

1.-

A)

B)

c)

Usaremos hipdtesis auxiliares que ya sabemos son verda

Que todo nidmero racional se puede expresar en forma --
irreducible como un cociente de dos enteros, 1o cual -
ya sabemos que es verdadero.

Que si p2 es par, p también lo es, Esto lo demostra-
remos en un momento.

Usaremos como una hipbtesis mds la negacién de lo gue-
queremos demostrar como verdadero, esto es, que Y_E -

si es racional.
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A partir de estas hipbtesis deduciremos con procedimien

tos 18gicos completamente y&lidos una serie de conclusiones

verdaderas hasta Tlegar a una que es contraria a la hip6te--

sis A, que_ya sabemos que es yerdadera.

Por Yo tanto estamos ante la situacidn de que una afir-
macidn y su negacidn serfan verdaderas, cosa que como habfa-
mos mencionado es inadmisible en matemiticas.

Por tanto algo estd equivocado o es falso en nuestro ~-
proceso.

Pero s6lo hay dos cosas:

I.- Ciertas hip6tesis.

II.~ Un proceso de deduccidn 16gica.

Ya dijimos que nuestras deducciones son 1dgicamente v§
lidas como ustedes pueden revisayr, con un andlisis cuidado-
50, por tanto s6lo queda revisar las hipftesis auxiliares A
y B son verdaderas, entonces sdlo queda como Gnica posibili
dad para explicar el arribo a una contradiccidn, el que la-
hipétesis € no sea verdadera, pero si C no es verdadera, --
esto es, C es falsa por 1o que hemos visto su negacidn es -
verdadera.

Y este procedimiento nos conduce a establecer como ver

dad que J Z no es racional.
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DEXHOSTRACIONES:

hoon S £ SR A R A e . - TR TR

Teorema 1:

Si p2 es par, entonces p también lo es,

DEMOSTRACION:

S61o hay dos posibilidades que p sea par o que p sea impar.

a) Supongamos que p es impar entonces se puede escribir co
mo:

p = 2n + ]

elevando al cuadrado, tenemos:

p - 4n2 v an+1 =2(2n +1
sea K = 2n2 + 2n
entonces

p2 = 2k + 1

entonces, si p es impar, p2 también lo es.
Si p2 es par, p tiene que ser par, ya que ningdn ndmero
impar elevado al cuadrado es un ndmero par,

Teorema 2:

2 e&s un numero irvacional.
DEMOSTRACION:
HipOtesis:

A) p2 es par, implica p par
B} J-§ = p

q
¢)  (p.q)
(p,q)

1

1

"

1, significa que el m&ximo comin diyisor es 1



105,

Supongamos que l 2 es un nimero racignal, por lo tanto

sif = % donde % estd en forma irreducible por la
hipétesis C) ya que todo nlmero racional se puede expresar -
como el cociente de dos enteros en donde el denominador es -

distinto de cerg y que g es una fraccidn irreducible.

Y2 =

, elevando al cuadrado , tenemos:

?
2
2q2 LT + (1)

P
q
p
p

de (1) tenemos que p2 es par, entonces p es par debido a la

hipétesis B); por lo tanto,

2¢°2 = (2r)?
29> = ar® ..., ceeeenn(3)
de (3) tenemos que:
q2 = 2r qz es par q es par

p y q son nGmeros que tienen un factor comin (lo cual es --
contradictorio a la hipdtesis A).
S 2 no se puede escribir como g

{2 no es racional, l 2 es irracional.
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Por lo tanto existen una infinidad de nGmeros irracionales -

no sélo 2 , entre otros tenemos ., e ,

n I’ﬂ-. rx{'7~, donde n e Q.

n{z , {3,

Mg,*+n X donde p, qgeZ 'y qf 0

ademds [X no es exacta.

EJERCICIOS:

1) Dado cualquier nimero p2 = 2n ver que p es par

2) Siguiendo la demostraci6n anterior demuestre que:

a) f 3
b) {5

¢) Sll

No se pueden escribir como el cociente de dos enteros es de-

cir, que son nimeros irracionales.
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RESUMEN:

— o e e - e

Los ndmeros irracionales sop aquellos que no pueden
ser representados como el cociente de dos enteros donde el-
denominador es distinto de cero, es decir, son aquellos en-
los que no existe ningin grupo de dfgites que se repita in-

definidamente.

Los ndmeros frracionales fueron descubiertos por -

el famoso Matemdtico Pitdgoras de Samos (567 a.c. - 500 a.c.)

Uno de los primeros nimeros irracionales que se co
nocieron fue el niamero ¥ 2  cuando los pitagéricos querfan
obtener una expresitn racional para la lonpgitud de la diago

nal de un cuadrado de lado 1.

La irracionalidad de estos nimeros se demuestra me
diante un método ya muy conocido en matemdticas 1lamado de-

mostracién por reduccidn al absurdo.

Estos nimeros se representan en la recta numérica-
mediante un proceso de aproximacidn por medio de sumas infi

nitas.
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UNIOAD V: NUMEROS REALES

A1 conjunto de ndmeros reales lo denotaremos por R
y Yo definiremos como el conjunto de todos los ndmeros ra--
cionales y todos los nidmeros {rracionales y los expresaremos
como:

R 2 QuUI

Donde G es el conjunto de nlmeros racionales y

es el conjunto de niimeros irracionales.

Los nidmeros reales se pueden representar geométricamente en

Ta recta a la que llamaremos recta real.

En el conjunto de los nimeros reales tomaremos como
verdaderas las siguientes afirmaciones:

a) A cada punto en la recta le corresponde un sdlo nidmero
real y a cada nimero real Ve corresponde un punto en la
recta.

b) Si Ay B son puntos en Ta recta que corresponden a dos-
nimeros racionales a y b y ¢ es un ndmero real tal que:

a< c<bh

entonces el punto ¢ correspondiente a ¢ estd en el segmen-

to AB; es decir, ¢ ¢ AB.

Si el punto A de Ta recta corresponde al ndmero real a, di-

remos que a es la coordenada del punto A.

Se dardn como vdlidas Yas siguientes propiedades b&sicas:

-Se pueden extender las dos operaciones +(suma) y, =-w--wu-
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(producto) de los nidmeros racionales al conjunto de los nime
ros reales, esto es, si tomamos dos nimerps reales a y b de
tal manera que sean racionales, su suma con la operacifn de-
R resulta igual a su suma con Ja operacién de Q. De la mis-
ma manera su producto, con la operacién de Q resulta igual a
su producto con la operacién de R, Pero ya también podremos
operar con los irracionales,
2.- R con estas operaciones cumple las siguientes propieda-
des:
a) La suma de dos nGmeros reales es cerrada, es decir,
siaybeR .
entonces a + b ¢ R
b) La suma de dos ndmeros reales es conmutativa, es de
cir, si aybe R
entonces a + b =Db + a
c¢) La suma de nimeros reales es asociativa, es decir,-
si a, byce R
entonces (a+b ) + c=a+ {b+c)
d) Existe un elemento neutro aditivo que es el cero; -
es decir,
si a e R
entonces a + 0 = a
e) Para cada nimero real a ¢ R, existe otro nimero en-
R {denotado por -a) el cual recibe el nombre de --

inverspo aditivo de a tal gque:
at (-a) =0
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E1 producto de dos nﬁmeros reales es cerrado, es

decir, si a, b e R

entonces a. b = R

E} producto de dos ndmeros reales es conmutativo,
es decir, a, be¢ R

entonces a. b = b, a

E1 producto de nlmeros reales es asociativo, es -
decir, sean a,b, c ¢ R

entonces (ab) ¢ = a(bc)

Existe en R un elemento {(que es el 1) llamado el

neutro multiplicativo, tal que:

si a gR

entonces a. 1 = a

Para cada nimero real a # 0 existe otro ndmero --
real {denotado por a'l) 11amado el inverso multi--
plicativo de a tal que:

a.a”l - 1

En R el producto distribuye a 1a suma; es decir,-
sean a, byce R
Entonces a (b + ¢) = (a b) + (a c) = ab + ac

A continuacidén presentamos las relaciones de con-

tencién del conjunto de nidmeros reales mediante un esquema-

de Venn-Euler,
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SOATLYOIN
SOYIWON

0437

STIVUNLYN

SOYINNN _

SOLYVNGIJIVYA
SOY3IRNN

SOYILING
SOYIKAN

SITVNOIIVYYI
SOYINNN

SITYNOIOVY
SOYINNN

S3TV3Y SOHIWAN 3G OLNNCNOD 130 SOLINNCNOD €n§

r SITYIY SOYINAN
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Al conjunto R con las propiedades 1) y 2); es decir,
con las operaciones + (suma) y . (producto) junto con sus

propiedades le 1lamaremos:

“EL_CAMPO DE LOS. NUMEROS REALES"

EJERCICIO

a) (lLa suma de dos nOmeros irracionales siempre es -
irracional?

b) Demostrar que la suma de un nimero racional y un
nimero irracional es un nidmero irracional.

c¢) Explicar cada una de las propiedades de la suma -
y el producto de ndmeros reales tomando nlGmeros -
en particular.

d) Comprobar gr&ficamente que:

a) R=0Quyu 1
b) an 1 = 9
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