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INTRODUCCIAN

Como cabemos, toda grifica conexa G ticne asociado
un espaclo métrico ( V(G) ,d ) ( ver definicién en la -
pagina 9 ), donde V((G) es el conjunito de los vértices de
G. Estudiaremos las griaficas a trdves de su mérrica
asociada, y veremos como ciertas condiciones geomé -
tricas,como la desigualdad del trfdngulo, la desigual -
dad tolomeica, la condicion de los cuatro puntos, la -
propiedad geodésica, la propiedad de debilidad geode' -
gica y orras determinan muchoe de la estructura de las
graficas. En especial, u partir de dichas propledades
se dan caracterizaciones de diversas clasces de grificas
como drboles, arboles de Husimi, graficas de clanes,
grificas débilmente geodésicas, gk - gréaficas, grificas
tolomeicas, gréificas semirolomeicas,

Para una mayor facilidad en la comprensién de esta
tesis doy al principio las definiciones elementales que
se tienen que conovcer y que son definiciones bdsicas -
de la teorfa de gréficas.

La tésls estd dividida en siete secciones, al princti
pio de cada seccidon se dan mis definlclones que se -

requieren en dicha seccion.



Se incluyen diversas caracterizaciones de las graficas
con la propiedad tolomeica, y en particular en el teo -
rema final de esta tesis, se da una caracterizaci6bn -
recursiva de ellas. Esta caractervizacién es importan-
te porque permite determinar si una grifica e¢s tolomel
ca verificando si ciertas subgriaficae lo son, y al mismo
tiempo nos da un método para construir las graficas -
con la propiedad tolomeica.

Todas las graficas consideradas aqufl, salvo mencién
expresa de lo contrario son conexas,

Este trabajo estd basado en articulos de David C,
Kay, Gary Chartrand, Fred S. Roberts, Joel H, Spencer

Bdward Howorka, Peter Buneman. ( ver referencias ),

Expreso mi mas profundo agradecimiento a mis -
maestros, Ho rtensia Galeana Sdnchez y Hugo A. Rin-
cén Mejla por todo el entusiasmo con gue me ayudaron
y todos los consejos que me otorgaron para la realiza

cidn de csta tesis,



La primera seccion trata sobre los espacios mérri-
e de grificas., so da una caractevizacion de los -
cepacios mdéiricos de graficas v una varacterizacion
de cierto tipo de graficas tolomeicas.

l.a segunda scceion trara sobre la propicdad Ei v
se da una caracterizacion de las graficas de clanes a
partirv de dicha prnpicdnd<§"

I.a tercera seccion trata sobre las propicdades mé -
tricas de ciertas graficas de clanes, uwno de los teore
mas Mis importantes vs ¢l gue se refiere a la carac
terizacidon métrica de drboles de Husimi.

f.a cuar:a seccidon es un artfculo de Buneman sobre
ciervas propicdades métricas de arboles.

En la scecidon cinco se da una carvacterizacidn de las
graficas con distancia hereditaria.

En la sexta seccion se da una relacion entre las gré
ficas tolomeicas vy las graficas con distancia heredita-
ria teorema 35

IEn ta séptima seccidn se da una caracterizacidon de -
las graficas tolomeicas a partir de la estructura de los

clancs de la grifica.



El sigulente diagrama muestra la relacidn entre
disrintas clases de gréaficas, donde la flecha dem a Qz

seflala que la clasvc m cstd proupiamente conrenida en la
clase g&

Arbol de Husimi z Grafica simple v Tolomeica
(19)

(6)
Grifica d¢bilmente geodésica
(6) (18)
Grafica Simple
(hota pag. 30)
(13)

Graficas Tolomeicas ——p Grifica Semitolomeica

(21)

Y
Grafica

*

()

¢

Grafica de Clances



DEFINICIOMES ELEMENTALES

Una grafica G consiste de un conjunto finito no vacto

V(G) de vértices y un conjunto A(G) de parejas no -
ordenadas de elementos distintos de V(G)., llamadas
aristas de Gy que denotaremos por Uv.

Si Gve A(C) decimos que u es adyacente a v,

St Gy Hson dos graficasg, decimos que son isomorfas

y lo denotaremos por G % I, si existe una biveccién
entre V(G) v V(II) que preserve la adyacencia. ( en
amhos sentidos ).

St Gy H son dos graficas tales que V(H)c V(G) vy
A(H)YC A(G) decimos que H es una subgrifica de G.

St V(Gy = V(1) . H es una subgrafica generadora de G,

Si S V(G), 1a subgrafica £ §>» inducida por S, es la

graficaque tiene por vértices a los elementos de Sy
Uv & A({S Y ) sl y s6lo s1 dve A(G) v u,vES,

Un camino de una grafica G es una sucesifn alternada

de vértices y aristas U, X, U,.,..,, 0,  .X, . U, gue comien

za y termina -con vértices, en el cual cada arista x; es
incidente con el vértice que le precede v el vértice que
le sigue inmediatamente., Este camino une u, con u, y
se suele denotar por u,,u,,...,u, siendo evidentes las

aristas en el contexto.



S5{ ug = u, el camino es cerrado.

Una rravectoria ( por abreviacidn trav ) es un camino
en el gue todos lus vértices son distintos., Un camino
cetrrado .U, ... ug ¢S oun ciclo sioug o= u; | f j

) &i.j& = jo.n}.

Una diagonal de un ciclo es una arirta que tiene anbos

extremos on ol ciclo pero no ¢ arista del ciclo.

I'n ciclo inducido en G e¢x un ciclo sin diagonales en (.

I.a lﬂﬂm de un camino, una travectoria o un ciclo
estd dada por ¢l ntmoero de aristas que aparecen on
cada una., (ve suele denotar por 9 U VN L 100
Qe ).

Si cada par de vértices de G esta unido por upa travec-
toria de G, decimos que G ¢s conexa,

El grado de un vértice v de G, es ¢l ndmero de aristas
incidentes con v.

U'n vérrice de corte de una gréafica G es un vértice tal

que su supresion incrementa al ndmere de componentes

de G,

U'na arvista de corte (o puente ) de una gréafica G, es

und arvista tal que su supresion incrcementa al ndmero

de componentes de G,



Un corte S de una grifica G,es un conjixnto de vértices
o aristas de G, tal que la gréfica G - S (0 GN\NS ) es
disconexa ( no conexa ),

51 S es un conjunto de vértices, G - S es la grafica -
que se obtienc de G, quitando los vértices de S y

las arisctas que ticnen alwuno de sus extremos en S.

Si S ¢s un conjunto de aristas, la grifica G - § se
obtiene a partir de G, quitando las aristas de S.

Scan v, , v, € V(G); (v / Vz) 5¢ V(G), v, .v,_# S, el con-
junte S scpara v, de v, sicn G- S vy v, estan en
componentes distintas.

Sea G una grafica vonexa, un conjunto S de vértices
de G cs un conjunto de corte minimo de G, sl ningan
subconjunto propio de S es un conjunto de corte de G.
L.a disranp_&:‘l d{u, v),es la lonpgitud de la 1rayectoria
mé&s corta que los une (u, ve V(G)Y con G conexa).

Una trayectoria cs geodesica,si ,Q('l‘) = d(u.v) con

u v extremos de la trayectoria T,

Grifica trivial es la grafica que contiene un sélo

vértice,

Gréfica completa es la gréfica en la que ¥ u, ve V(G),

d{u,v) = 1.



Créfica triangulada, una gréfica se dice que estd
triangulada, st cada ciclo de G de longitud 2 4 tiene
una diagonal, (las grificas trianguladas también son
1lamadas graficas con cicloerigidos).

Una grafic: ex una grafice conexa tal que
P +

para cualesquiera dos vértices de la grifica, existe

una Unica travectoria de longitud minima que los une,

r 5l 4 : I3
Una gré&fica conexa G es debflysnte geodésica,si para

+

cualesquiera dos vértices u, veV(() tales que dfu.v) = 2,

existe una dnica trayectoria de lougitud doe aue los une,

Un blogue de una gréfica conexa G,2s una subgrafica

maxima conexa no trivial y sin vértices de corre,

Un clan de una grifica G,es una subgrafica maxima com-
e —r——

pleta de G. (e.d. un clan es una subgradfica completa de

G, la cual noestd propiamente contenida en alguna otra

subgrafica completa de G ).

Una grifica conexa sin ciclos es un arbhol.

Una grafica G vs un 4rbol de Husimi si G es conexa y

todo blogue de G es caompleto,

L.a grafica de clanes K(G) de una gréafica G es la gréfica

cuyos vértices pueden ser pucstos en correspondencia
uno a uno con los clanes de G, de tal manera gque dos

vértices d¢ K(G) son adyacentes si y 96lo si los corres
7



pondientes clanes de G tienen interseccidn no vacla.
( 1a grafica de clanes es la gréafica de interseccitn de

los clanes ).
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2)

1. ESPACIOS METRICOS DE GRAFICAS

DEFINICION - Un espacto métrico M, ea llamado el

espacio métrico de una griifica (o espacio métrico gré-

fico), =i existe una grafica G tal gque M = M(G). (e.d,

8l existe una gréfica G, cuyo conjunto de vértices se
pueden poner en correspondencia biyectiva con los puntos
de M, en tal forma que la distancia entre cualcaﬁuiera
dos puntos de M, e¢s ifgual a la distancla entre los

correspondienten vértices de G).

DEFINICION. - Un espacio métrico {M,d) es llamado

tolomeico si para cualesquiera cuatro puntos x,y,z,we M

g8e cumple:
d(x, y)s d(z,. w)Sd(x,z)s d(y,w) + di{x.w), d(y, 2z) (1lamada

degigunldad tolomeica; el producto de las longitudes de

las “"diagonales™ es menor o igual que la auma de los pro

ductos de laa longitudes de los “lados" opuestos).

NOTA: Para cuatro puntos cualesquiera x,y,z, we M tene-
mos 3 desigualdades tolomelcas:
1) d(x, y) d(z, w)g d(x, 2) d{y, w) + d(x, w) d(y, z)
2) d{x,w) d{y. z) $d(x, y} d(w, z) + d(x, z) d(w.y)
3) d(x, o) d{y, w)¥d(x, y) d(w.z) + d(x,w) d(y, z}



3)

4)

DEFINICION. - Una grifica cuyo espacio métrico agociado

es tolomelico, es llamada gréfica tolomelca.

PROPOSICION. - §i M = M{(G) es un capacio métrico

- grdfico que puede sumerglrse* en algdn espaclo euclideano

E, entoncesy G es una trayectoria (y pucde sumergirse en

MYy, o blen es una gratica completa de orden n (y puede

sumergirse cn "),

DemostraciGn, - Por reduccidn al absurdo, supongamos que

G es tal que M(G) se sumerge en un egpacio euclideano E
y gue G no es una trayectoriani una grifica completa.
Como no es una grdfica completa existe u, veV{G) tal que

d{u,v)> 1, sin pérdida de generalidad supongamos que

d(v,v) = 2. 2
w r e e m e = e a R g e e

g - - -

Y u,w,v estin en una rectaﬂ en E,

Corao G no es una trayectoria existe z&V(G) tal que z;/a

Consideremos A = f(t,eV(G): t{iS,Afﬂ pues z€ A,

tal que d{(x, {w,v,u} ) sea minima,

Sea xé A
Notemos que d(x. {w,v.u}) = 1, pues si d(x, {w,v,u})_

=n con n»l, &Seca T una trayectoria de x a {w. v, u§ de

* M(G) se sumercde on B, si existe {§ : M(G)—s E funcibn biyecti-
va que preserva la métrica. dg,ix,y) = de (§ix),gly)). 10



X
R
longttud minima Tz (%4, Z,,. %), xne{w, v, u} d(x,.w, v, u})
= p-1, por la seleccién de X tenemos que x,e,Q pero

entonces tamblén.tenemos que:

A(X)XYQ: i
dix, %)= |
A (Xl, in\:v"l

T x;/JZ‘ )

Lo-eren ) X, X n
(O B e Vil e

Como xgdfel segmento X% hacc un angulo ® con la recta R

r—
x
_,?

:

Por el teorcma de Plitdgoras:
Senzev + (Cosg + n-!)z [d(x, x“ﬂz
Sent® + Coa’e + 2{Cos®(n-1) + n* ~ 2n+1 = d(x.x,,)z
L. at -2n + 2(n-1) Cos e+ 2 = d(x,x“)z = n*
.o "2n 4+ 2(n-1) Cose+ 2 =0

°, 2(n-1) Cos®= 2n - 2

-

S, Cos®=1 (0<8<180° Cosé&$ 1) Y
Esta contradiccién muestra que d(x. fu,w, vl ) =1,

Entonces: 1)d(x,u) =1 o i) d(x,w) =1 o {ii)d(x,v) =1,
St 1), entonces como d (x,w)Sd(x.u) + dfu,w) =1+ 1= 2,

Ademas d(x, w)(2 pues si d{x,w) = 2 entonces x,u,w estarfan

alineados v .*. x& ! .

11



Como d(x,w)<2 y x f w entonces d(x,w) = 1 y tenecmos

la siguiente situacién:

id(x cﬂ [Hw.u.o] +[nm(oo] .
oosl)®: [ v4)® A0@] =3 o, EICOER A N ¥y

Simérricamente no es posible que d{x,v) = 1,

.

.. S506lo nos gqueda el caso ii) es decir d(x.w) = 1, de
nuevo d(x,u)sd{x,w) + d{w,u) = 1 + 1 =2, ., d(x,u)f 2
pues si d(x, u) = 2 entonces x,u,w estarfan alincados y por
lo tanto xel!.

Jd{x,u)<2 [, d{(x,u} = 1 y como en el caso 1)
d(x,v) =3 Y.
Asf que suponer que M(G) se sumerge en un espacio eucli-

deano es ingostenible con la hipdtesis de que G no sea una

trayectoria o una grafica completa )

St en lugar de pedir que M(G) g¢ sumer ja en un espacio

euclideano, pedimos nada mas que G sca tolomeica y
12



débilmente geodésica; entonces G ya no estard obligada
a ser una grifica completa o una trayectoria, y nada
mis se fuerza a que los bloques de ¢ sean subgréficas
completas (e.d. se fuerza a que G sea un farbol de

Husimi).

Es decir, la condlcidén de ser débilmente geodésica y

tolomeica es mas débil gque la condicién de gser sumergi-

ble en un espacio euclideano,

13



5)

Daremos una caractertzaci6n de los Espacios Mérricos

gré&ficos para lo cual usaremos el siguiente concepto:

Sea M un espacio métrico con méirica d. Si a,b€é M
entonces para x€ M se dice que est§ entre a y b sl y

g86lo st d(a,x)>» 0, d(x,b)> 0 y d{a,b) = d(a, x) + d(x, b).
Caractertzacién de Espacios Métricos de Gréficas

TEOREMA: Un esgpacio métrico finito (M, d) es un espacio

métrico grafico sl y sdlo si:

1 ) La distancia entre cualesquiera dos puntos de M €8 un
entero,

fi) St a,beM y d{a,b)2 2, existe x&é M tal que x esth entre

a y b,

Demostracioén: =?).
t ) Seana,béM, por definicién d(a,b)>0 y d{(a,b) = 0 <=>
a="b, { por definicion de distancia entre dos puntos

que es ¢l ndmero de aristas en la trayectoria de a a b),

"1i1) Sl a,b& M son tal que d(a, b)2 2 por definicién de dis-

tancia extste xe M tal que d(a,b) = d(a, x) + d(x, b)

luego x eath entre a y b,

14



€=). Sea M un espacio métrico que satisface (i) y (if)
y considere G una grafica cuyos vértices pueden
ser puecstos en corrcspondencia uno a uno con los
puntos de M vy donde dos vértices de G son unidos
por una arista si y s6lo si la distancia entre los
correspondientes puntos de M es uno.

Asi,sec tiene que M es un espaclio mérrico asociado

a la gréafica G.

E1 espaciométrico (M, d) donde:
061 x =y

d(x,y) =
1 8l x ¢y

es el espacio mérrico agsociado a una gréfica com-

pleta.

15



GRAFICAS TOLOMEICAS DEBILMENTE GEQODESICAS

6) TEQOREMA .- Una gréfica G débilmente geodésica es

tolomeica ¢=* G ee un Arbol de Husimi,

Demostracidon ¢&). Sea G un drbol de Husimi ( se quiere
probar que sc cumple la desigualdad tolometica ).

Sea p,q, r, a€V(G) como la desigualdad es obvia, al tomar
dos o méisg de los vértices p,q. r, s iguales, podemos
suponer, que losg vértices son distintos dos a dos.
Empleamos inducclion sobre n o= [V((})'_

l.a base de la induccidn eu obvia paran = 1,

Asf. sea lV((‘.)I = nyl y supongamos que todos los rbo-
les de Huslml con menos de n vértices son tolomeicos.

St p.q,r,s eatdn en un mismo bioque de G, como G es un
drbol de Huslmi, este bloque debe ser completo, asf la
distancia entre cualesquiera dos de estos vértices es |

y la deslgualdad tolomeica resulta obvia.

Asl podemos suponer que p,q, r,s no pertenecen todos a
un mismo blogque;

Entonces G no es un bloque asl que contiene un bloque
terminal*'L." digamos, ahora podemos suponer que alguno
de los vértices p,q, v, s pertenccen a L. y no e¢s el punto de
cortz de L en G, ya que en otro caso, quitando los vértices

* Es un blogue que contiene un Gnico punto de corte de G.

16



de L exceptoel vértice de corte de G contenido en L,
concluirfamos usando la hipotesis de induccién, que la
desigualdad tolomeica se cumple para p,q,r,8 y ya
habrifamos acabado.

Supongamos que peV(L) y sea v el vértice de corte de G,piS
contenido en [.. Ahora, si \16[\’((})\\7_’ cntonces:

. d{u,p) = 1 si uevVv(lL)

d(u,p) = d(u,v) + 1 si u,lV(L), ya que toda
u-p trayectoria pasa por v.

Consideremos 3 casos que se presentan:

Caso 1. p v dos de los otros vértices q,r,s estan en L

digamos q, r € L.

Asl se tiene:

it

d(p,q) = d{p. r) = d{q, r)

1y
d(p.s) = d(q,s) = d(r,s) st v & {q,r} o

d(p.s) = d(q, s) = d(r,8) + 1 sl r = v,lgoa\s'tqas.
En cualesquiera de los subcasos anterifores vale la

desiguuldad tolomeica.



Caso 2. p y uno de los vértices q, r, s estdn en L,

digamos qelL.,

Siq f v se tiene; d(p,q) = 1 d(p,r) = d(q.r) y

d(p,s) =d(q, 8) se presentan las tres distintas desigual-

dades tolomeicag por la manera distinta de tomar los

vértices.

LLa primera; d(p, q)-d(r, s) ¢ d(p, r)d(qg, s) + d(p, 8)-d(q, r)

la cual se obruvo de;

d(r, s)sd(r,p)+ d(p, s) $d(r, p)-d(q, s) + d(p, s)
d{(q, r)

(pues como d(q,8)21 entonces;

d{q, 8)-d(r,p)2d(r,p) andlogamente

d(p,s)-d(g, r)2d(p,s) ).

La segunda: d(p, r)-d{q,s)sd(p, r)-d(q,s) + d(r,8) =
( pues d(r,s)2 1)

i

d(p, r).d(q,s) + d(r, s)-d(p,q) =
( va que d(p,q) = 1)
d(p,q).d{r,8) + d(p,s)-d(r,q).

(ya que d(p, r) = d(q, r) y d(p,s) =
d(q.s) ).

1t



La tercera: d(p,s)-d(qg, r)$d(p,q)-d(s, r) + d(p, r)-d(s,q)
se sigue como la anterior.

Ahora que sl q = v.

1

d{q, r) + 1

Entonces d(p,q) = 1 y {d(p.r)
d(p, s)

i

d(q, s) + 1

Asf tenemos d(q,p)-d(r,s) = d(r, s}
d(p, r)-d(q, 8) = d(q, r)-dl{q, s) + d(q, 8)
d(p,s)-d{q, r) = d(q, r)-d(q, 8) + d(q, r)

que satisfacen la desigualdad tolomeltca.

Caso 3. Ninguno de los tres vértices q,r,s estén en L.

H

Tenemos que: d{p,q) = d(v,q) + 1
d(p,r) = d(v,r) + 1
d(p.s)

St quitamos LA\v a la grdfica, una aplicacibn de la hipé6-

i

d{v,s8) + 1

tegis de induccibn a ¢, r,s,v nos dice que los 3 nmeros.
d(v.,q)-d(r,s) = d(p,q)-d{(r,s8) - d{(r, s)
d{v, r)-d{q.s) = d(p, r)-d(q,s) - diq, 8)

9
d(v, 8)-d(q, r) = d(p, 8)-d(q, r) - d(q. ) !



satisfacen la desigualdad tolomeica siguiente:
d(v,q) d(r, s)¢d(v, r)-d(q, s) + d(v, s).-d(q, r)
Como también: d(r,s8)S$d{r,q) + d(q, s) ( desigualdad
del trfa’ngulo ) sumando ésto a:
d(p,g)-d(r,s) -~ d(r,s)y¢d(p, r)y-d{q,s) - d(g, s) +
+ d{(p, s)-d{(q, r) - d(g, r)

obtenemos d{p,q)-d(r,s)<d(p, r)-d(g, s) + d(p, s)-d(q, r).
ILas otras dos desigualdades de Tolomeo se siguen andlo-

gamente, por lo tanto la condicidn es suficientu.‘

=% ). Supongamos que G es débilmente geodésica y
tolomeica,probaremos que todo ciclo de G contienc todas
sug dlagonales con lo que quedara probado que todo bloque
es completoy por lo tanto ¢ serd drbol de Husimi,

St G no tiene ciclos, G es un fdrbol y por lotanto es un
Vs

&rbol de Husimi,

Si G tiene ciclos mostraremos que cualquier ciclo C. tiene

todas sus diagonales en G, y ésgto lo haremos por inducciédn

sobre la longitad de C.

1) base st n = 3, ¢l resultado es obvio.

u
2) sin=4 e¢s claro que la condicidn de debilidad

o
geodésica hace que el ciclo tenga sus dos diagonales,

20



( Si por ejemplo no hubiera la diagonal v en G, entonces
d(u,v) = 2 v habrfa dos trayectorias geodésicas de longi-
tud 2 de u a v Y).
Por le tanto sea n»4 y supongamos que todo ciclo de lon-
gltud menor que n contiene todas sus diagonales.
3y Sea C = (U, u,,...., u,= u,) un ciclo en G,
8i C contiewe una diagonal D: u';ﬁs (r(s - 1 digamos)
entonces I} divide a C en dos ciclos de longitud menor que
n, a saber;

Co = (Up, Uy, vy Ueu Uy, Ugyyy ..o yly)

Cy = (u, Uppy + 000 Ugs Ue)

u,sin ] ‘

Cy

Por hipé6tesis de induccitén C, y C, contienen todas sus
diagonales ademis si utéi\’((‘},)\ { v, usl;) y

u;e[V(Cl)\{u‘, us\], entonces Cgz = (uy, U, Uy, Uy, up)
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es un ciclo de longitud 4 y por tanto contiene todas sus
diagonales, en particular l;‘_—:ls es una arista de la griafica.
Asf que la induccibn estard completa una vez que probemos
que todo ciclo C de longitud n conriene alguna diagonal
( en ese crso, contendrd a todas las diagonales por el argu
mento inductivo).
Supongamos lo contrario, es decir, que C no contiene diago
nales
Primero afirmamos que para cualesquiera dos vértices u,, ug
(r¢s digamos) en C,
d{u,, ug) = min {,Q('l‘l), ,Q.(Tl)l’ donde;

L(1) =

,Q(T,.) = longitud de T,, donde Ty = (Ug, Ugy ..., Ug)

i

tongitud de T, , donde T, = (U, Ug oy Ug) Y

gson las dos trayectorias de uga ug sobre el ciclo C.
Porque si la distancia de uga ug fuera menor que este
minimo, entonces habrfa una trayectoria T, de u,a ugde
longitud menor que fi(”l",) y 2 (T,) entonces Ty junto con
T, formaran un ciclo C* de longitud menor que lade C
que es n y por hip6tesis de tnduccién C' contiene todas
sus diagonales y andlogamente el ciclo contenido en Tau T,
contiene todas sus diagonales.

Asf que C misma contendrfa alguna diagonal. !
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Asl que tenemos que, d(u,, ug) = min {Q(T, ), ﬂ(T,)}

tomando p = U,, g = U,, ¥ = U,, § = U, coON k=[i,-_¥;]+]

se sigue que: d(p,q)-d(r,s8) = 1-(k-2) [71_ 'V\] -1
d(p, r)-d(q,s) = 2-(k-1) = 2[4nan-1
d(p, s)-dlg,r) = (n-k)¥'1 = n -[lz"—j-l

it

1

Asf que:
d{p,q)-d(r,a) + d(p,s)-d{q,r) = n ~ 2¢n - 1% d(p, r)-d(q,s)‘.
contra la hipbtesis de que G es tolomeica,

Por lo tanto C contiene alguna diagonal, por lo que contie

ne todas bus diagonalcs,de donde G es un Arbol de Husimi,‘

Como un drbol de Husimi es una grafica geodésica se tiene

el sigulente:

COROLARIO: Una grifica tolomeica débilmente geodésica

es una grifica geodésica,

Demostraclién. Se sigue inmediatamente del hecho de que

una grifica tolomelca débilmente geodéasica es un arbol de

Husimi,.
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8)

§ I1. CARACTERIZACION DE GRAFICAS. DB CLANES

R.C. HAMELINK, en sutrabajo [[6] obtiene una con-
dicion suficlente para que una grifica sea una gréfica
de clanes.

En esta secclidn s¢ da una relaci6n entre la necesidad
y la suficiencia para que una grifica,sca grifica de
clanes,desarrollada por FRED S. ROBERTS y JOEL HH.
SPENCER (1]

Como una aplicaclén de este resultado tendremos que
la condicidédn de HAMELINK es tamblén necesaria en
clertos casos especliales y que pueden ser simplificados.

Como otra aplicacién se deducen ciertos teoremas.

Sea™ una colecclén de subgrificas completas de una

grafica H.

DEFINICION: Diremos que % tlene la propledad ¥ sl:

(*) Ly, Lyy oo  Let y LN Lj## para toda i,j, entonces

.{:}L-‘#f.

Diremos que XX tiene la propledad &'w, gl (*) vale para
p¢m.
Denotaremos ‘_’}((H) a la colecciédn de todos los clanes

de la grafica H. 24



9) Diremos que G tiene la propledad &, 81J¢(GC) satisface

la propledad X .

10) TEOREMA: (HAMELINK ) S8i X (H) tiene la propiedad &,

entonces H es grifica de clanes.[:()_]

Note que la condicién de que los puntos de H correspon

den a clanes se refleja en los clanes de H mismae.

El recfproco del teorema es falso. Tomando G y H como

se muestra en la figura.

VAVAVAR.

H = K(G),pero % (H) no satisface la propledad &, tomando
L,={a80c0} L, ={E8 8¢t L,=[1,D G uy
LhL, b LNL, $¢ LNLy$¢ pero LD LNL, =¢_
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11) TEOREMA: ( Caracterizacion de graficas de clanes ),
Una grafica H es una grifica de clanes af y s6lo 81 existe una coleccién K
de subgréficas comblctas de M con las dos propiedades siguientes:
1% 3¢ cubre todas lag aristas de B (e.d. A(l) = kk@)(. AK) ).

29 *x, satisface la propiedad % ,

Demostracion. ¢) Sea ¥ = { L,,L,,...,L,} definimos G como
sigue: V(G) = VIO, sl heV(H) entonces:

hady L; siysdosi hel.y;

Ly ady L si s6lo sl LN Ly +é

st h, h'e V(I1) entonces h 'y!{/ h',
Se afirmaque H = K(G), para ;zrobar Csto sea;
oy =4njo{L,: neLi}, CO) esunclande G
Claramente C(h) es completa por definicion de adyacencia en G y ademis
es mixima con esta propledad, esto es C(h) no se puede extender a otra
subgréfica completa de G, pues si C(h) £ . <G con L subgrdfica completa
de G entonces exlate x ¢ {V(L)\V(C{h) )} . jpordefinicibnde G

=h o0 x¢% . Pero x ;’ h pues haV{(C(h)), entonces x = L. con

X ad);’ hot, hel., 7, Lie V(C(h))! {yaque L }/V(C(h) ). Asl
pues, C(h) eg efectivamente un clande G, Ademés los Goicos clanes de G
son de la forma C(h) para alguna heV({i):
Sea C unclan de G, supongamos que J¢ N V(C) = {-Ll" Ll,' cere LLJ

donde L. M L. : ratoda s § 1.
Ly t.j‘f pa f 26



Por la propiedad & |, ﬂ L # ;‘ de donde existe h & f\L con lo que

g

‘hady Ly paratoda} = 1,...,k ;. C contiene al clemento h de H.

Como C escompleta y V(C) = {h. LL.' ""L‘LJ y como h e Li'
J

W je {1, vy k} entonces (¢ C(h), como C(h} «s completay C esun

clan tenemos que C = C(h), H“'KL(.).B

=7)  Supongamos I ¥ K((’;), por demostrar que existe ¥ una familia de
completas de 1 con las propiedades 1)y 2), .

Sean V(G) = {g Hpooen i,y ¥ V(D = {h. Bphyoooo, s}, sean

K, Ky .ot K losclanes de G etiquetados de tal formaque hy ady h;

si y sdlo si K»Lﬂ KJ- #;{ » {e.d. hy V() corresponde al clan K. de V(G).),
Para ie {], ..., n}  definimos L= { h)- tE € V(KJ)} . Observemos
que cada L. induce una subgréfica completa de 1, (L, ¢H) puesdos
vértices h,, hy de [., corresponden a dos clanes Ky, Ky de G que
conticneng g, . .  £;¢ VKD N VKD} yast Kpady K oy,

heady hg, vasl L induce una subgrifica K(G) completa de G,

Afirmacion: K = { HL, ) HL ). .., HLY } tiene las propiedades

1)y 2).
Donde H(L;) cs la subgrdfica (completa ) de G inducida por Lg .

1) % ={H(L). . ... KLy} cubre A®),

27



Supongamos que r::ﬁs € A(H) =

Tenemoco: hy, ady“ hy => K;, K; sonclanesde G
hya—eX, talesque Ky K; #§. luegoexiste
h;e—r K; ge ki K33, g € V(G

Atora hie L, = }hg: g eVKO} y hye Ly =4 b g e V(K]
L hi.' hj & \'(["R) entonces {\:Tl_; catd en la subgréifica compléta de
H inducida por Lg , y la proposicion (1) se cumple.

2) % goza de la propiedad & .

Supongamos {H(Li_‘). C }-;(l.,{')}ﬁ",!(. es tal que L;_,(\Lt f;!
: g ¥

Nl ke {1. ..., 1}, entonces para cada pareja i; . i, existe
Mt € {Lis MLl 0 g 8 VR

h, . . " K

ALvy) 4L,y

g, & K, .,

(._) 0(().&) =Y gt' ady‘ g:.K ’

% € &, ?

se sigue que, ig.t , g{. baees g.l‘sc Ks clande G
\ 1
Ky 4+ hy & V{H).
hg € L pues L =={ h,: B, € V(Ks)}
b, AL N 0L 3.

LS

Y asf vemos que se satisface la propledad 2),
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12)

.

B III. PROPIEDADES METRICAS DE CIERTBS GRAFICAS DE CLANES

DEFINICION.~ Una gréfica G es semitolomeica si para toda subgrél

fica H ( como la de la fig. 1 ) de G, xb8&A(G) o ya € A(G).
o b

(fig. 1) H

¥ & ¥ >
- -
NOTA, s5i H es subgréfica de G y xb}{A(G), ya){A(G), entonces x,

a,b,y violan la desiqgualdad tolomeica.

Por lo tanto.si G es tolomeica entonces G es semitolomeica.

Demostracidn. Supongamos que G no es sbemitolomeica, existe H --—
{ como la fig.} ) subgrafica de G con ;3)(A(G) % ;L}{A(G), luego
se tiene d(a,y) = 2, d(b,y) =1, d{x,y)€2, dla,x) =1,
d{b.x) = 2, dla,b) =1 entonces:
d(a,y)d(b,x) & dla,b)d(y,x)} + dla,x)d(y.b)
C2)(z2)d iy zrs (1) (1)
4/{3
Y la desi-qualiad tolomeica no se cumple..

El reciproco es falso ( e.d. si G es semitolomeica no necesaria-

mente G es tolomeica ). €4 es un ejemplo de ésto.

o 4 b
Cq es semitolomeica y no es tolomeica
d(a,c) . d(b,d)% d{a,b)d(d,c) + dla,d)-
d c d(b,c)..




14) DEFINICION.- una grafica G es simple si cualesquiera dos clones

. . " . ’
distintos de G, tienen a lo m&s un punto en comun.

G simple % no simple

MOTA. G grafica simple implica G es semitolomeical
Ya que si H ( como la fig. 1 ) es subgrdfica de G con ay/G =
abce€C, y bcyse Cp para C,,C, clanes distintos de G tales que

v(c,ne, )?{b,c} . luego G no es s:’unple.u

El reciproco es falso: Kq sin una diagonal es un ejemplo.

w,
es semitolomeica y no es simple

porque (C.ﬂ C)z'{fv. .
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GRAFICAS DEBILMENTE GEODESICAS

Una caracterizacibn de gr&ficas débilmente geodesicas se dar§ en

teo.(17). Primero introduciremos la nocifn de protuberancia.

15 DEFINICION: 1) Un ciclo de G seri llamado un b-ciclo de G, si

no estd contenido en un clan de G.

La protuberancia de G,es el nGmero b(G) = min{,Q (ol ) 1of es un
b-ciclo } . 81 G no tiene b-ciclos, se define bL(G) = @<,

Recordemos gue un ciclo inducide de G es un ciclo sin diagonales.

2) Un b-ciclo inducido de longitud 2 4 seri llamado un bb~ciclo
de G.

Claramente un hb-ciclo tiene a lo mis una arista en comn con un
clan de G.

La protuberancia grande de G es el nlmero

bb(G) = min { 4 (o yiotes un bb-ciclo } .

Si G no tiene bb-ciclo se define bb{G) =22

3) El cuello de G se define cvomo el nfimero ¢g(G) = min{.e(d):

& es un ciclo de G} .

Si G no tiene ciclos definimos g{G) =<
Tenemos la relacifn entre b(G), bb(G) y g{(G) dada por el teore-

ma siquiente . ( como un ejemplo ver pigina 32 ).

3



Sea G la gra’fica siguiente:

En la gréfica hay tres b-ciclos o(“q’h q/a .

La protuberancia de G, b{G) = 4,
Hay dos b-ciclos inducidos o y O,
La protuberancia grande de G, bb(G)} = 4.

4 ”
El cuello de G, g(G} = 3.

32



14 ) TEOREMA. Para cualquier grdfica G.

1) 3¢ g(G) £ b(G) £ bb(G),

2) b(e)24.

3) Si G es conexa entonces:
a) g(Gj<eo Biy s.c'>lo 8i G no es un &rbol,
b) b(G) <™ 8i y sdlo s8i G no es un &rbol de Husimi,

4} g(G)2 4 si y sblo si g(G) = b(G) = bb(aG),

5) ei G es simple entonces cualquier b-ciclo de longitud mini~
ma es un ciclo inducido, en. particular b(G) = bb(G).

6) si b(G)2 5 entonces G es simple,

7) 8i G es tolomeica entonces bb(G) 2 5.

Demostracién. ‘
1) 3¢ 4g(G) 2 n(6) < bhlag)
lxo) Si G no tiene ciclos se tiene por definicidn:
g(G) =90, b(G) =%, bb(G) =%, de lo cual
* 3$9(G) ¢ b(G) £ bb(G) se cumple.
2do) Si G tiene ciclos se tiene entonces que:
i ciclos de G} 3 {_buciclos de G} b ‘_bb—ciclos de G}
luego min &,Q(d) :d es un ciclo de G} < min S_ .0.(9) :@
es b-ciclos de G}S min LQ_(N:E‘ es un bb-ciclo de G} .

s, 3%4g(G) £ bl6) £ bb(G).

-
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2) b(e)z 4.
lro} 8i G no tiene ciclos, b{(G) =29, ). b(G)2 4.
2do) s8i G tiene ciclos, el ciclo de longitud minima que
puede no estar contenido en un clan es Cq el ciclo
de longitud 4, .. O todo viclo de G estd incluido
en un clan, o el ciclo de longitud minima que no —~

eatd contenido en un clan, es de longitud 2 4, (e.d.

b({G) =oo 0 b(G) 2 4).

3) Si G es conexa entonces:

a) g{G)<®= si y #dlo si G no es un arbol.

4z) si G no es un arbol existe un o -ciclo en G de donde
g(6) ¢ L{4) por lo tanto g{G)<e= .

=2} g{G)<e® se sigue que G tiene un &~ ciclo tal que

g{G} = }Q(d)( e, G no es un drbol.

b) Db(G)<e® si y sdlo si G no es un arbol de Husimi.
=2} b(G){=> implica quae en G hay un A - ciclo contenido

en un bloque que no es completo, de donde G no es un

Arbol de Husimi.

4) G no es un drbol de Husini, entonces existe un blogque
B que no es completo, y se tiene que B tiene por lo

34



4)

5)

menos tres vdrtices. Sean u,ve V(B) tal que

u y§ v.como B es blogue con ]V(B)]Z-?.. entonces
existebun cicloX en B que pasa por u y v, y & es un
b-ciclo { falta la diagonel entxe u y v )

Sob(6) £ Q(d)con

g{G)2 4 si y sdlo 8i g{(G) = b(G) = bb{G).

=7)

&)

f

Seadlun ciclo tal que L) = g(G)2 4 ( no hay trfan -
gulos ).

Observacidén: o no tiene diagonales, por lo que & es‘ un
b-ciclo y un bb-ciclo luego g(G) =f(d) y L(k) = bb(G)

= b(G), 'og(G) = b{G) = bb(aG).

.

Basta ver que no hay trfangulos en G:
Por el inciso 2) b(G)2 4 y por hipétesis bb{(G) = b(G)=

g{G), *. 9(G) = b(6)2 4.

[

8i G es simple entonces cualquier b-ciclo de longitud mi-

nima es un ciclo inducido en particular b{G) = bb(G).

Demostracién. Saa o{ un b-ciclo de longitud minima en G

supongamos que o tiene una diagonal f.
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51 ol = ¢ CorCrrevesCn™= Cp) Y
0( £ = ( ¢ ,c) entonces se -
forman Sy = ( cyicps-.eiey,cp)

L X, = ( €31 Cyypr -+ =1 G0 CY)

3

Dos ciclos de menor longitud que & y gue por lo tanto no
son b-ciclos, de donde existen clanes de G; W,,W, con la
propiedad o, ¢ W, y A,e W, con W, £ W, porque de otro modo
of gstarfa contenido en un clan { por ejemplo W, ).

Por lo tanto Wy # VW, y fe( WM W,) 1o que es una contra-

diccién al hecho de que G es simple.

si G es simple entonces cualquier b-cicle de lon -

]
[

gitud minima es un ciclo inducido.

Ahora se demostrard gue b{G) = bb(G).
Se sabe por (1) gue b{G)£ bb(G}, consideremos < un
b-ciclo de longitud minima; k(ﬂ) = h{G), como X es un -~
ciclo induecido { e.d. un ciclo sin diugonales } se sique
gque @ es un bb-ciclo.
De donde X (@) 3 bb(G), luego (o) = b(G) 2 bb(G) y por (1)

se sigue b{G} = bb(q).
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6)

7

Si b(G)2 5 entonces G es simple.

Demostracidén. Si G no es simple, existen clanes W, sz
tales gque \V(Wl 'n V(wz)\z 2, asi, sean u,ve ( Vv (W) N

V(W,) ) entonces como Wy y W, son completos u ady"v.

uy Como Wi # W; existe v& W, ,we W,

u, tal que 2 cyi&aw.

Tenemos que, xz ady u y 2 ady, v pues z,u,ve W, y también,
w adyau Yy w adva pucs w,u,ve W,

Por lo tantool= ( »,u,w, ") es un b-ciclo y Q(d) = 4 = b(G) y
5i G es tolomeica entonces bb(G) 2 5.

Demostracidn. Si bb{G) % 5 entonces bb(G) = 4, de lo cual
existe o un b-ciclo en G sin diagonales con«Q(d) =4,
? el d{z,u) = 2 = d(v,w)

d(v,u) = d(u,w) =

d(z,v)

1

#

Wy W. d(wlz)

L. d(Z.u}d(V.W)# da(z,w)d(v,u) + d(z,v)d(w,u)
la desigualdad tolomeica es falsa, de donde G no es tolo~

meica.
]
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17)

18)

Las siguientes caracterizaciones nos ayudan a comprender mejor

la estructura de las gr&ficas dé8bilmente geoddsicas.

TEOREMA: Una gr&fica G es débilmente geoddsica si y 86lc ai

b{G) 2 5.
Demostracifin: =») si b(G)#S entonces b(G) = 4 de donde se
tiene que existe ¢ un ciclo en G con £(A) = 4 y no ests -

u
contenido en un clan de G.

Digamos A= (u,z,v,w,u) /
) » 2

conu ady v o w }e(yaz

{ al menos una ).

o
Supongamos sin p&rdida de generalidad u a}/y‘v de donde d{u,v)

= 2 y existen T{ = (u,2,v), T, = (u,w,v) dos u-v trayectorias
distintas de longitud 2.

De lo que se infiere que G no es débilmente geodésica.

¢=) Sea G una grifica que no es débilmente geodfsica, enton -
ces existen u,vé& V(G) tal que d(u,v) = 2 y dos u~v trayectorias
distintas T, = (u,w,v) y T, = (u,z,v), luego &« = {u,z,v,w,u} es
un b-ciclo con L() = 4 .. b(6) = 4%,

COROLARIO: G es débilmente geodésica si y s6lo si G es simple

y bbi(G)J 5.

Denogtracitn. =y )

12 se demostrar§ que G es simple.
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8i G no fuera simple existirian dos clanes W,, W, distintos
en G tales que l V(W )n v W) \22, sean u,v e (Y(¥ )N v(W,))

existe weW, y zeW, con w a%oz ya que W, £ Wy, También se tiene

w adyc‘u, w adyc'v
Y

z adyau, 2 adva.

d{w,2) = 2 y existen dos w-z trayectorias distintas por lo

que G no seria ddbilmente geoddsica.

2°8e demostrard que bb(G)2 5.
5i bb(G)% 5 entonces bb{(G) = 4 ¢e¢ donde existe un b-cicloof
sin diagonales con,Q(O() = 4, sea A = (u,z,v,w,u) con w 57)/;64
luego d{w.,2) = 2 y existen dos w-z trayectorias distintas
de longitud 2, lo que implica que G no es adbilmente geodd-
sica, pero si lo es.

. 6 débilmente geoddsica =P G es simple y bb{(G)2 5.M

<=) Supongamos que G es simple y que bb{G) 2 5.
Como G es simple, por el teorema ( 16 ). inciso 5, tenemos

gue b(G) = bb(G). .°, b(G) = bb(G) 2 5 y por el teorema ~-

anterior tenemos que G es débilmente geoddsica. "
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19 ) TEOREMA. Una grdfica G es un &xbol de Husimi ai y sélo 8i G es

simple y tolomasica.

Demostracidn. =7) Sea G un 4rbol de Husimi (e.d. que todo
blogue de G e8 completo ), luego todo blogue de G es un clan; como
dos bloques n‘e infersectan en a lo mds un punto, =nqui ge tiene gue
dos clanes de G se intersectan a lo més un punto de donde tenemos
que G es sgimple. Ademds por el teorema 16.3) b(G) =*==,

S G oes ai(z;[)le y bb(G) =°*(>5)entonces, por el corolario ante-

rior, G es débilmente geodésica. Por el teorema (6) G es tolomeica.

¢=) Por ser G tolomeica, el teorema (16.7 implica bb{G)2S y por
ger G simple el teorema (16.5) implica bb(G) = b{G) de donde
b{G) 2 5 y por el teorema (17) G es débilmente geodésica.

Asi, G es débilmente geodesica y tolomeica, entonces por el

teorema (6) G es un drbol de Husimi a

20 ) DEFINICION. Se dice que la coleccidén X de subgtéficaﬂ de G ticne

la propiedad & , si para cualquier subcoleccién & ={K1:i01} de X
tal que K\OK:\;‘ #, i,3¢1; y para cualquier hel, la coleccidn
{Klﬂ Khzlll} es totalmente ordenada por inclusidén . ( no se requig

re que las grdficas KyIKy sean distintas ).

L1

3
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Ia definicifn anterior est8 relacionada con la propiedad ék
( ver pag. 24 ).

Como veremos el concepto de St gr&fica es una generalizacibn
del de gr&fica semitolomeica ( Corolério 22 pag. 44 ).
Trabajando con este tipo de ideas se llegarf al concepto de
identificacién subatfmica { definicifn42 pag. 104 )y a la
caracterizacibn"definitiva“fe las gr&ficas tolomeicas dada

por HOWORKA y que es la parte culminante de esta tesis.
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Obserw;acién.{xhnl(;:'ul} as totalmente ordenada por inclusién

P KWK K 6 KK SKWIK], para toda i, jel. .,

Ejemplo. Sea la G la siguiente grdfica;

. . ; [
KX la coleccidn de clanes de G, como G no tiene subgraficas H
- ’ s
{(ver la definicidén 12 de grafica semitolomeica) es claro que
. . *
G essemitolomeica y 21 teorema siguiente nos dice que-fc tiene

la propiedad ¥ .

2V ) TEOREMA. Una grafica es semitolomeica Si y sdlo si la coleccién

K(G) de todos los clanes de G tiene la propiedad&.

Demostracidén. £=) Supongamos que G no es semitolomeica, por -

o b
definicién en G hay una subgratica e g N , donde ;;(/)\(G)

y beflA(G). Sean W, , ¥, Wy clanes distintos de G tales que:

{20, cJevwy, fac, s vy, fe,b,vlew,.
5i consideramos la subfamilia de claness,_w,, W,. Wb} estos se

intersectan dos a dos pero{w. , W, , Wi WS} no estd totalmente
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ordenado por inclusién pues W, W,_*W.ﬂ W, y%n WB\ WAW,, y asi
K(G) no tiene la propiedad X . '

.. 8i K{G) tiene la propiedad & entonces G es semitolomeica.

=») Supongamos que K(G) no tiene la propiedadi .
Exiate}( :f{W' ie I} una coleccién de clanes, tales que dos a
dos se intersectan y para algun hel, g Wi Wh:'uzli no esta total
mente ordenadoe por inclusidn. (e.d. e¢xisten p,qel tales gue
Vg A Wy, y Waﬂ Wy, no son comparables por inclusidn).
Asf, existe ae| (pWy) — (WOWy,) ] = W (Wp-We ), y existe
ba[(quwh) - (Wph wh)) = Wil (g ¥ p) -

- “ .
Como a e[whﬂ(Wp <-W$)TI y bc[whn(w? ~—W?)J entonces existe
ycwq, tal que S}/A(G), a.d. a zﬁy. y existe erf tal que bx/A(G)
e.d. b a/d‘{('x.
Como w,nw@ # ¢ existe ceWp (\Wg , luego W‘,Z {x,a,c},wq?. {b,y, c}, ‘

¥, 2 {a,b,c}, y asi la grédfica
o‘_ A._Ab

whh
W wly

- 4
»*

es subgrdfica de G con a a/chy Yy b 7{31(’x.

Se 6 no es semitolomeica..
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22 ) COROLARIO. La propiedad &' implica la propiedad&.

. ‘ . ("N
Consecuentemente, las grdficas semitolomeicas son &‘-graf:.cas.

La gré&fica H (figl) es gi -grafica pero no es semitolonmeica.

)
Demostracidén. Sea una familia de subgraficas que satisfacen la
propiedadr&, por demostrar que ¥ satisface la propiedad 3('.
sea ¥ ={G;,:i£ I}Etff tal que GNG; # ¢ para toda tAy,
por demostrar flG; £ #4.

wl
Sea he€I, por la prcpindad‘a’, {GhﬂGL:le I% estd totalmente ordenado
por inclusidn, por lo tanto tiens un elemanto minimo.
Existe (&I tal que A # Ghﬂ(:'LCG thl GY para todate€ I,por tanto

g#A Gkﬂ(;-._oe OI(GF-"GL) Ghﬂ[f(l%zqu(;i,é Ap-A

.
Una grafica G es semitolomeica si y adlo si K{(G) satisface la
propiedad-g’ {teo 21) por tanto K(G) satisface la propiedad &'
(corolario 23 es decir G es &X-grifica.

3 . . Los
V.81 G es semitolomeica entonces G es &-grafxca.
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El reciproco es falso.

H es X -grifica Y no es semitolomeica.

k() = L ww,wi

WAW, £ g

WlWy # 4 wh wzf!w5 P

9 WzﬂW37£¢{

8i es & ~grafica,
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23)

CARACTERIZACION METRICA DE LOS ARBOLES DE HUSIMI

1os &rboles de Husimi han sido caracterizados de varias -

formas, el siguiente teorema es ung de ellos.

TEOREMA: Las siquientes proposiciones son equivalentes.

1) G es un &rbol de Husimi.

2) Todo ciclo de ¢ induce una ygrifica completa.

3) b{G) =°S (teorema 10.}.

4) G es una grafica de blogues de alguna gr8fica F. .
5) G es débilmente geodésica y tolomeica.

6) G es simple y tolomeica | tecrema 19 ).

Demostracifn .

1) = 2)

Sea o un ciclo de G ! G &rbol de Husimi ), &4 est& contenido
en un alglin bloque B de G, como B es completo se tiene entonces

V(A ) fnduce una grifica completa.

2y =% 1)

Por definicibn ( 15) de b-ciclo.

3) =% 4)
Supongamos b(G) = ©2, Analizamos dos casos posibles:

18 b(G) =ooy la gr&fica G no tiene ciclos. 46



24)

Si G es trivial (G £ K{) entonces G es la grafica de bloque de
B, donde B es un bloque (e.d. B grafica sin puntos de corte).
8i G no es trivial, entonces todo bloque de G es K;, que es -~

completo.

2° b(G) =© ¢y 1a gra’fica G tiene ciclos. Por la definicién (13)
todo ciclo de G esta contenido en un clan. Todo blogue de G es
completo pues si B as blogque de G (B # K,), para u,ve V(B) --
existe un ciclo ® de B gue pasa por u y v.

Como o esta’ contenido en un clan se sigue gue u y v son adya-
centes, luego B es completo.
En cualquiera de los dos casos se aplica el teorema 3.5 pag. 30

‘el libro : GRAPH THEORY de HARARY,

TEOREMA: Una grifica Il es la gréafica de blogques de
alguna gréfica s2i y s6lo sl cualquier bloque de H es

completo.

4) =% 5)

Po: demostrar que G grafica de blogues implica que G es débilmente
geodésica y tolomeica.

Coio G es qre{fica de blogues entonces ( por tewema 24 } todo
blogue de G es coampleto, de donde G es un drbol de Husimi . Por

teo (6) se sigue yue G es débilmente geodésica y tolomaica.
I'd
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5} =* 6)

G es débilmente geoddsica y tolomeica, por teo {6 ) G es &xbol de

Husimi y por teo (19) se sigue que G es simple y tolomeica.

6) =r 1)

4, .
G simple y tolomeica por tab (19) implica G es drbol de Husimi..
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OTRA CARACTERIZACION METRICA DE LOS
ARBOLES DE HUSIMI (BUNEMAN)

25) DEFINCION: Una grafica G satisface la condici6n de

los cuatro puntos ( ¢.c.p.) st G es conexa y para - -

cualesquiera u v,x,y € V(G):
d{u, x) + d(v,y)
d{u,v) + d(x.y)< max
d(u,y) + d(v, x).
Nota: Cuando dos de estos puntos son iguales esta -
desigualdad es simplemente la desigualdad del trtdn-

gulo.

Se hace notar en [’f_\ que los arboles satisfacen la c.c.yp.

26) TEOREMA: (Una caracterizacifén métrica de los frbo-
les de Husimi ).

Una gréfica G conexa es un drbol de Husiml st y s6lo si

satisface la ¢.c.n,

Demostracion &), Supongamos que G satisface la c.c.p.
.probaremos que b(G) == . Por reduccidn al absurdo.
Vemos primero que los vértices de cualquicer 4b-ciclo
violantla c.c.nu. ., puz's;);ira{u,x'v.y,u)

//\‘9\-\ Podemos suponer y ady x, u

S T
o posiblemente adyacente a v
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luego: d(u,v) + d(x.y) 2 3
2

t

d(u,x) + d(v.y)
2 de donde:

1

d(u,y) + d(v,x)

d(u, x) + d(v,y)

d{u, v) + d(x.y) £ max
d{u, y) + d(v, x)

no se satisface.

Por lo tanto b(G)25. v por teo (16.0 se tiene que G es

gsilmple. Sea L un b-ciclo de I(Sllgittl(l minima por teo (16.5)

todo b-ciclo de longitud mfnima es inducido, as{ que &

»

es un ciclo inducido luego &€ es un bb-ciclo y .*,
b{G) = bb(G) . Dec esta manera se tiene que la distancla

entre puntos de X estd dada por el arco de X de menor

longitud. ﬁ ) =4g + v, g21, 0¢rg 3, de hecho
15r$3 pues A (o) = b(G)z 5.

Podemos escoger cuatro vértices u,vyx,y en & tales que
d(u,v), d(v,x), d(x,y). d(y.u) sea g ¢ q + 1.

(re {1.2.3} serf el nimero de parejas tomadas que

estén a distancia q + 1).

)
Por tanto d(y,x) + d(u, v) 2 49
"] w y d{u,x) + d{v,y) $2q + 2

d{y,u) + d(v, x) $ 29 + 2
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Luego se viola la c.c.p. . pues tendrfamos que
du,x) + d(v.y)
d(y,.x) + d{v, u) & max
d{y,u) + d(v. x)
en particular 49 % 2gq + 2
J. 29 %2
Soa81 (endog=1).

Ahora; Stg =1 como 33 r>0 tenemos los tres casos

posibles:
y . X w X
X
y Iy
Y 5
o
5 -
&y @z} INGERA ) A=3
a) d(x, y) +d(u,v) = 4 d(x.u) + d(y,v) = 2
d{x, v} + d(y, u) = 3 y se violala c.c.p. ,

anélogamente para b) y c).

- =

‘. b(G)=oo ., luego G es 4rhol de Huslmi.a

=2 ), Probaremos ahora que 8t G es un fdrbol de
Husimi entonces G satisface la 1C.cC.D.
La demostracién se harf por induccién sobre el ndmero

de bloques de G.
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1%) B(G) =1 es decir, G es un blogue v como ademés
G es un arbol de Husimi, ( es una grafica completa en
este caso para u,v,x,y € V(G)

d{u, v) = d(x,y) = d{u, x) = d(v,v) =z d(u,y) = d(v, x) = 1

luego la c.c,p. se cumple.

2%) Supongamos que si G' es un drbol de Husimi con

B(G') = n entonces G' satisface la c.c,p.

3%) Sea G un arbol de Husimi con B(G) = n+ 12 2 por
demostrar que G satisface la ¢ ¢, >,

Sea B, un bloque terminal de G; es decir, B, tiene un

infico puntoe de corte de G, llamemosle z,.

Sea G* = G - (B, - z,), G* es claramente un &rbol de
Husimi ya que B(G*) = n y por hip6tesis de induccién se
satiaface la <., ., en G*.

OQueremos demostrar que la ¢.c.n. ae gatisface en G,
Sean u,v,%x, yve V(G) analtzaremos los cuatro posibles

casos’



Caso }. - ‘V(B,)(\ {u.v,x.y” =4 Au,v.x,y} & V(G*)

y por hipo6tesis 'de Inducci6n 1z c.c.:. se satisface para

u, v, x,y.

Caso 2. - \V(Bo) (\{u, v x.y}\= 1 sin pérdida de genera-

lidad supongamos ue V(B )y v,x,ye V(G*),

Caso 2a. ueV(B,)y u= 2z, de donde ueV(G*) por
lo tanto {u,v,x,y}c V(G*) y se cumple la c.c.p. para

u,v,x,y por hipdtesis de inducciotn.

Caso 2 b, ueV(B)y uf z, se tiene d(u,z,) = 1

d(zDIx) + 1 d(ul Y) = d(Z., Y) + 1

i

d(u, x)

it

d(u, v) d(z,, v} + 1. Por demostrar:

d(u, x) + d(v,y)
d(u,v) + d{x, y) ¢ max

d{u,y) + d(v, x).

Se tiene que d(u, v) + d(x,y) = d(z,,v)y+ 1 + d(x,y) =
d(z,, v) + d(x,y) + 1 como {z.,,v, X, yge\/(G‘) la c.c.p.
se satisface por hipOGtesis de induccion,

) d(z,, x) + d{v, y)
e, d(z,,v) + d(x,y) € max 53

-

d(z,, y) + d(v, x)



de aquf se siguec:

{d(z,.x) + d(v,y)
d(z,,v) + d(x,y) + 1 %1+ max
, d(z,, y) + d(v, x)

se gslgue que:
1 + d(z,, x) + d(v,y)

d(z,, v)+ 1 + d(x,y) ¢ max
1 4 d(z,,y) + d(v,x)

luego:
d(u, x) + d(v,y)

d(u, v) + d(x,y) ¢ mnx{
d(u,y) + d(v, x).

it

Caso 3. - IV(BD)ﬂ{x,y,u.v}l 2 sin pérdida de

i

generalidad supongamos iu,v} V(B,)(\{x,y,u,v}

Caso da,. u=1z, o v=2z este caso se reduce al

caso 2 b).

Caso 3 b. ufzo y v § oz,

Por demostrar:

d(u, x) + d(v,vy)

i) d(u.v)+d(x,y)§max{ -
d(u, y) 4+ d(v, x)

d(u, v) + d(x, y)
ity  d(u, x) +d(v,y) $ max
d(u, y) + d(v, x)

Se tlenen las siguientes igualdades:
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d(u,x) = d(z,,x)+ 1

d(u,y) = d(z,, y) + 1 d(u, x) = d(v.x)
™) d(v,x) = d(z,,x) + 1 d(u, y) = d(v,y)

d(v,y) = d{z,, y) + 1

Para la demostracion de (1). d(u,v) = d(u, z,) = 1.
En la misma forma cn que se vié el caso 2 b. se demues -
tra gque la c.c.p. se cumple para {u,z,.x.y‘; por lo

tanto: d(u, x) + d(ze. %)

d(u, z,) + d(x,y) & max {
d(u.y) + d(z,, x)

luego por (*):
d(u. x) + d(y, v)

d(u, v)+ d(x,y) ¢ max
d(u, y) + d{v, x).
Para la demostraci6én de (ii) se tiene por (*):
d(u, v) + d(x,v)

d(u.x) 4+ d{v,y) < max
d{u,y) + d(x, v)

[d(z..x)+£} + [d(zo.y) +1]) = [d(z,.y)+ 1]

+ [d(zo. x) + 1]

0 gea que siempre se cumple (il),

Caso 4. \V(Bo)(\ {u, v.x,y}‘z 3, sin pérdida de genera-
lidad supongamos que {u.v,x}f;\i(n,).
Podemos suponer que yG{V(G)\ V(B )}y que z,/{u,v, x}.
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Por demostrar que :

d(u, x) + d(v, y)
d{u,v) + d(x, y) £ max (
d{u, y) + d(v, x)

Por (*) se tiene:
1 +[d(z,,y) + l}
1 +id(z,. y) + 1]5 max
(a,, vy + 1] +1
de aquf que:
2 + d(y, z,)
2 4+ d(z,,y) § max
2 + d(y, z,)

sfempre se cumple.

Caso 5.- es trivial {u,v,x,y{ ¢ B, ya que B, es
completo la deslgualdad de la c.c.p. se cumple

trivialmente,
- |

27) CORQLARIO: Una grafica conexn es un Arbol st vy sélo si

no contiene trfdngulos y satisface la c.c.p.

Demostracién: Sen G un drbol, por definicién de &rbol
G no contiene tx‘l‘a’ngulns: claramente ( es un arbol de

Hustmi y por teo (26) se sigue que G satisface la c¢.c.p. "

. . ’
Ahora sea G una grifica que no contiene trfangulos y que

satisface 1a c¢.c.p.
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Por teo {( 26) G es un Arbol de Husimi lo que implica que
todo bloque de G es completo, ya que G no contiene
trfﬁngulos y todo bloque de G es completo se sigue que
g8l B es blogque de G, ‘V(B)‘ 2,

Por lo tanto, G es un arbol de Husimi donde todo bloque

es isomorfo a Ky, se sigue que G es un ﬁrbol."

En el tearcma g9 sc probd que una grafica G es un arbol
de Husimi siy 46lo si cg simple y tolomeica, en vista
del teorema (26) es claro que la condicién de los cuatro

puntos es mfis fuerte que la deslgualdad tolomeica.
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28)

29)

§ IV. UNA NOTA SOBRE LAS PROPIEDADES MéTRICAS DE LOS

ARBOLES (BUNEMAN)
8i G es gréfica conexa, u,v & V(G) definimos d (u,v) = min
&jﬂT): T es uv-trayectoria} . L(T) = nimero de aristas en T.
En particular si G es drbol, dados u,ve V{G) sabemoa que exis-
te una Gnica uv-trayectoris en G que los une, de donde la
longitud de la dnica uv-trayectoria en G es la distancia en G
de u a v.
Notese que.la distancia as{ definida depende directamente de

la definicidn de la longitud de una trayectoria.

DEFINICION. Un &drbol pesado es un &xbol en el cual cada

arista "e" de G tiene asociado un valor positive lf

Dado un frbol pesado G, podemos definir una distancia en G en
la cual se refleje los pesos de las aristas de G {(e.d. un
concepto de distancia en el cual los valoures asociados a las

aristas sean relevantes).

$e define la gistancia en un frbol pesado como sigue:
81 G ens un frbol pesado y denotamos leel peso de e« A{G),

entonaes E(x,y) 58 K, o {BE(x,y) es la nica xy-tray en G)
B (xy



Nétegg que en particular si G es un &rbol arbhitrario la distapg
cia usual en G coincide con la distancia pesada cuando a cada

arista se le ha asignado peso 1.
30) OBSERVACION: Esta nueva distancia es una metrica.

Sea G un &rbol pesado, )‘ el pesc asociado a e & A(G) entonces
a(x.y) = § L, define una métrica en G.
[13 270N
1) d{s,y)20 y dlx,y) = 0 ¢=> x = y.
2} alx,y) = dly.,»

3) dAlx,y) € dlx,z) + dlz,v).

Demostracidn.
1) 8e cumple porgue para toda e &« A(G),),30.
2) B8ea T la idnica ay~trayectoria en G.
T tiene asociado un peso, claramente,
W, y) = Zhee) = Ay, x).
[7Y:103)
3) Sea x,y,z € G, y ¥, la dnica xy-trayectoria en G
T, la dnica xz-trayectoria en G
Ty la dnica zy-trayectoria en G.
Tyv Ty es un ay-camino que por tanto, contiene a T, .

De donde £ %A, ¢ = ke +£ %o
CCALT Cefill) Eufifry

{e.d. dix,y) ¢ d{x,z) + %(z,y) ) m
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Analizando las configuraciones posibles de las trayectorias que
conecten cuatro puntos %,vy,2,t en un 4rbol, puede verse que la
distancia grdfica satisface la desigualdad:

d{x,z) + d(y. t)

dix,y) + d(z,t) £ max
i Az, b)) + dly,z).

Nos referiremos a esta condivida corw Ja c,c.p. { ver la defini-
cibn 45 ) es més fuerte que la desigualdad del

triéngulo { due se obtiene haciendo z = t}, y ¢s ejquivalente a

decir dque de las tres sumas ( JA(z, /) + alz,t); d{x,z) + dly.,t);
d(x,t) + d{y.,2) ) dos sean iguales y no menores que la tercera.
La ¢.c.p. es también una condicién suficiente para que una grd-
fica sea un drbcl en el siguiente sentido.

TEOREMA:; Una grdfica es un drbol si y 80lo B8i €8 conexa, no --

contiene trfangulos y la distancia grafica satisface la c.c.p..

{ vease Corolario 27 ).
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Esta nueva distancia también satisface la C.C.Pe. »

Sea G un 4rbol con aristas pesadas, demostraremos por induccién
sohre \V(G)l que en G con la distancia inducida por los pesos
de las aristas, satisface la c.c.p. .

1°) 8Si G tiene sdlo 4 vértices u,v,y,x, consideremos los -

casos: w " v
11 1 ‘)‘\ .\b
t
»
Y ~ Yo =
w

() (k)
Caso {a). Por demostrar:
d(u,y) + d(v,x)

c_l(u,v) + E(x,y) ¢ max{__ -
d(u, x) + d(v,y)

(11*15\a+ R
e.d, )\3'*(1!*1‘)&““ (R4 R‘z

lo cual es obvio.

Caso {b). Por demostrar:
é(u.y) + d(v,x)

du,v) + alx,y) ¢ max{ _ -
dlu,x) + dlv,y)
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lo cual es obvio.

En forma andloga se demuestra los otros posibles casos para G
con 4 puntos.

2°) SBupongamos que si G' es un &rbol con aristas pesadas y

con p-l puntos entonces G' satisface la c.c.p. respecto

a la distancia pesada,

3°) Sea G un drbol con aristas pesadas y con p puntos.
Por demostrar que G satisface la c.c.p. respecto a la
distancia pesada. (e.d. para u,v,x, vy & V(G)

- _ atu,x) + a(y,v)
dlu,v) + d(x,y) £ max (1}

dlu,y) + d(x,v) ),

Sea z un punto de grado 1 en G.
Caso a) Si z’({ u,v,x,y? la desigualdad (i) se sigue de la

hipbtesis de induccién de (G-z).

Caso b) = e{u,v,x,y},ain pdrdida de generalidad podemos
#guponer que z = v. Sea ¥ el dnico punto de G due es
adyacente a z,

Por hipdtesis de induccidn en G-z se cumple la c.c.p. para

U, YeX,VWo
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Observacién. La c.c.p. se cumple también 8i cos o mds de los
4 puntos son iguales, ya que la distancia d satisface la

desigualdad del t'riéngulo N

Sea X el peso de la arista zw.

d(w,y) + d(u, x)

d{w,x) + d(u,y) & max . _
d{w,u) + d{y, x)

Por la hipétesis de induccién.

Claramentes .

alv,x) = a(w,x) + A

1

d(v,y) = dlw,y) + A

d(v,u) = d(w,u) + Ay por tanto

- - d(w,y) + dlu,x) +A
dlw,x) + dlu,y) +A¢ max _
d(w,u) + diy,x) + A

dlv,y) + dlu, xn)
= max -
a(V,L\) + d(}'nx)

Con lo cual terminamos la demostraciém-
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Asi{, 8i G es un &rbol con aristas pesadas y d es la distancia
pesada en G, esta nusva distancia también satisface la c.C.p..
£sto nos dard un método para construir un &rbol sobre
cualquier conjunte f£inito de puntos en el cual estd definida
una distancia que satisface la c.c.p..

Esta construccidn estd dada en el siguiente teorema.

TEOREMA: Sea d una mdtrica en un conjunto § y tal que
satisface la c.c.p. entonces existe un arbol pesado T que
contiene a los elementos de 8§ entre sus puntos y dque induce deo

{e.d. tal que 5/5 == d,donde d/§ denota la restriccidén de das).

Demostracién: Por induccién sobre {${.
1°) \8! =3 Sea 5 ={z,, z,, zy) con d la distancia definida
en S5 como sigues
dlz,, z) =} Alzy, zp) =Ry dlzy, 2z,) = Ay,

Consideremos el siguiente drbol pesado:

)ul ,}* (L)

/ | h 1'195 el peso de la arista Zy.
E NS t




Bagsta resolver el siquiente Sistema de Ecuaciones.
}\W‘XID La
.)u+ 1-1 = 1\
1u+ ll! = X 1

Obtenemos: Au=M+bi- b 5 0 por 1a desigualdad del
2 tridngulo.

)|n= 1z+ 2}— l) 2 0 por la desigualdad del
: triéngulo.

A

1;+ 13~ 12 2, 0 por la desigualdad del
2

tridngulo.

Agi due: el &rbol pesado contiene a $ entre sus vértices, y la
distancia pesada entre los puntos de S coincide con la distan-

cia en S.

Supongamos due el teorema es vdlido para cualdquier conjunto

con menos de n - puntos.

Sea (p,q,r) una terna de elementos de S tal que :
d{p,x) + dld,r) - d{p,q) sea mdxima entonces para

toda x’{{p,qﬁ se tiene para la terna (x,q,r) que:

d(x,r) + d(,q./r) - dalx,q) £ alp, ) + d}A) -~ d(p,q)
d{x,x) + d{p,q) £ d{p,r) + A(X, Q) escvsceanoa (1)
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Analogamente para la terna (p,x,xr) se tiene:
dlp.x} + di{x,x} - dlp,x) ¢ d(p.x} + dlq,x) - d(p,q)
d{x,x) + alp,q) € alg,x) + A{p.®) eeerennneena(2)
d(x,r) + alp,q) & d{p.x) + alx,q)

di{x,r) + alp,q) ¢ dlq,x) + da(p,x)
o

Observacidn: (*)
En la c.c.p. estan involucradas tres sumas, dos de las cuales
son iguales y no menores gue la tercera, sean: .

a{x,z) + dly,t)eveevensofl)
(3o A(x,y) + d{z, t) $ max

d{x,z) + Ay, 2)eceneessel2)

Si (1)

i}

(2) yal, si (1) »(2) entonces (3)§(1),

Alx,y) + Adlz,t)eeeieanal3)

(1)~ d{x,z) + aly, t)$ max
Al{x, t) + dly,2)eecenenadl2)

b
5

! {3)2(1) por tanto (3) = (1} y (1)2(2)

(o]
Probaremos: di{p,r) + d{x,q) = d{d,r) + d(p,X) seeecanaald’)

d(x,r) + alp.q)

Tomemoss a

o
i

d{p,x) + a(x,q)

Cc = d(qr r) + d(P:x)

Por demostxar b = ¢
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Si b # c entonces ( por la observacion (*) )

{) a=byazcyportantoa=cyb=c contradiccion.

i) a=cyazbyportantoa="byb=c contradiccién de donde b=c y la

afirmacién queda probada,
Similarmente para cualquier otro elemento y e S\{p,q}. tenemos gque
diy. @)+ d(p, r) = dly, p)+ d(g, 1)t v enns (')
y también
dxg) +dp, ) =d(s, P+ dg, e inne (3")

Despejando d(q, r) en (1) obtenemos:

d(3, r) = d(x, ) + d(p, r) - d(x, p) «ustituyendo en (2') obtenemos:

d(y,q) + dj}?,/;) = d(y, p) Hd(x 1) + d(p{r) - d(x, pgde donde

dly, q) + d(x, p) = Hy. p)+ d(x,g) ......... (1)

Describimos ahora un nuevo objeto t dando su disimilaridad con cada
miembro de &, extendiendo d de tal farma que:

1)y d(t, p)= ll Ei(p, q) + dlp, r) - d(g, r)] =-£l (r,1 e)
(s
) de, x) =d(x,p) - dit,p) st xf#p.
(¢)

se sigue jue:
d(p, x) = d{p, )+ d(t,9...... N
por (I) d(g, x) = d(x, p) + d(y,q) - d(y, p)
por (4) d(q,x) = d(p, t) + d(t, x) + d(y,q) - d(y,p)
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Sustituyendo de nuevo tenemos:
(1} d(@, x) = d(x, ) + dly,q) - d(y, p)
% [d(p. 9y + dq, r) - d@g, rﬂ +d{x, p) - d(t,p) + d(y,q) - dly, p)

i

de (3"} se sigue que:
d(g, x) = d(x, p)y + d(r,q) - Kr.p)

= d(r, x) + d(t,@ + dlg, r) - d(p, 1)

(s'y
= d(t, x)+4 d(p,q) +3 d(p, 1) - § &(q, 1) - d(p, 1) + d(q, r)

= d(t, %)+ d(p, q) =L dip, ) =Ld(p, 1) + $d(q. r)

iy

d{t, x) +d(p,q) - Ji dip, q) + d(p, r) - d(q, rﬂ

d(t, x) + dip, q) - dft, p)

i

dlr, =)+ d(t, q) ( En el 0ltimo paso hemos usado que por

it

definicion d(t, x) = d(x,p) - d(t, p) cuando x;f p. Y cn particular para x =g

d(t,q) = d(p,q) - d{t,p) ).
Reescribiendo: d{g, x) = d(t, x) + d{1,q).

Hagamos la siguiente observacion:

d{p, x) = d(p, t) + d(t, x)
‘#)
dig, ) = dq 0 +d, ) (vatidas¥ x{ p,q}).

Ahora demostraremos :

Su{t} =sarisface la (c.c.p.)
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Tomemos 4 puntos en Softf, of, Q,&‘,g.
Si t/iq‘e,s,é} entonces d,(i,ﬁ,s satisfacen la (c.c.p.) yaque S tiene la
(c.c.p.).
Supongamos s'in pérdida de generatidad of = ¢,
dp)+ d@8);  d(E) 4 dpd); d§)+d@.8) quercmos probar que de

egtas 3 sumas ? son iguales y ac menor que la tercera {e.d. la c.c.p.)
Satemos que:  d(p,B) = d(p, 1) + d(e,$)  por (» %)
Las sumas a congiderar son:

d(p,$) - dip, v + A& 6)

d(p8) - dip. ) +d@.8) (I

d(p,8) - dip, )+ d(?,&‘)
Sabemos que p, § 8‘, § satisfacen ta {(c.e.p.), por lo tanto st a cada una de
las 3 sumas les restamos d(p, t) se¢ sigue cxmpliendo la (c.c.p. ).

d(p,e) + b))

d(p,8) + d(p.$)

d(p.§) + d@.8)

Con lo cual las sumas en (1) también satisfacen la (¢.c.p.).
Ahora, (Suft}, d) es un espacio metrica:

Ya que (S, d) cs un espacio métrico entonces para probar que ( Su{d, d)

€38 también un espacio métrico eg suficiente demostrar que:



i) di,t)y=0<=r=1",
i) dt,#) £d(t,§)+ d¢) para toda £6¢e S,
iif) d(d,?) Sd( t) + d(t,e) para toda d,Qes.

Demostracion:

i) Supongamos d(t,t') = 0. Probaremos que entonces d(t, x) = d(t', x) para
toda x¢é S\{p, a} .

Por la (c.c.p.) de las tres sumas siguientes:

d}[(/)i- dix. ). iinn. (a)

d(t, x) + (}t'/./t/) .......... (b)
dipt) +dit, %) oo een s (c)

Dos son iguales y no menores que la tercera,
St (a) = (b) = (c) se sigue d(t, x) = d(t', x) y ya acabamos,
En caso contrario; (a)= (h) d(t, x) 2 d(t', x)
(b= (c) 2 (a) dt, x) = d(t’, x)
Como S satisface la (c.c. p.) para cualesquiera cuatro puntos intercam-
blando t y t' tenemos:

d(t', x}2 d(r, x) de donde  d(t, x) = d{t", x),

_.11) d(t,$) € d(t,8) + d(6, by
d(r,§) = d(p,%) - d(p, ) £d(p,§) + dE.H) - d(p, 1)
< d(pr) + d(e,§) + agd, &) - d;p,/t) luego
aeh) L)+ a6y,
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i) d@p) gden+ deed
die, p) + d€ @)

dB) + d(p,q) ¢ max
di, @) + 4@ P)

estas dog sumas 8O iguales por (1)

det,§) + d(p,q) $ d& P+ d@. a)
z de Ot dge, py +d@ 0+ d(t, q)

(e ¥y
Pero ahora d(t,q)é)d(q, py - d Py que sustituida arriba nos da:

deg) A(p, q) ¢ A V) dlG p) 4 d@ O+ (g, p) - 4P
deb) & die, O F d(Q. 3

aarisface ta (c.copade

De donde

asi (iit) queda probado,

,' . (SU{t} , d)esun espacio metrico que Por lo tanto
(So{t}\{p,qg , d)es un espacio meétrico nue satisface la (c.c.p.)

Como \ SU{ﬂ,\\p, q‘ \ =g - usando 1¢
que incluye a so {gN h),q
5 €(SV {nde,ay) donde d es la

\ hipbtesis de induccion tenemos que

1‘ entre sus vertices ¥

existe un arbol pesado T
tal que d(sy, ”_;) = d(g, 5;5) para toda ¢,
la distancia en (Solty, @).

distancia pesaca ¢ T ydes

Por la observacionfeltencmos:

d(p, X) = d(p, 0+ a(t, x) (2a)
para toda x€(S0 IYZAN lp.ap).
d(g, ¥) © d(g, v+ dt, X) (2b)

Entonces sl definimos ¢l arbol pesado T por:

vy = v uledy
A = ACT)o 4Pt qiy

>
a la arista pt le damos peso = d(p, )

y a la avistd q”t e damos peso = d(q, V).
Las igualdades (2a) v (2b) de arriba nos aseguran que este nUEVO arbol pesado
71
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8V. Una caracterizaci6on de Gréaficas con distancia hereditaria

( E. HOWORKA )

La presente seccidn describe aquellas graficas cuya

eatructura métrica, e¢s hereditaria, en el siguiente sentido:

Una grédfica G se dice que tiene distancia hereditaria (d.h.)

sl cada subgréafica conexa inducida F de G tiene la propie-
dad dy{u,v) = d.(u,v) para cada u,ve F'. FEn otras palabras
se requlerc que para cualquier subgrafica inducida conexa
Fde G, (V(F), dg) sea un subespacio métrico de -
( V(C), d.), donde Ces la componente de G que contiene a F,

LLa distancia hereditaria estd totalmente caractertzada en
el teorema (I2).

Es conveniente identificar una trayectoria o de una -
gréafica G como una subgrdfica de G que tiene los mismos
vértices v ariatas que o .

En particular, una trayecrtoria induclda de G es una trayec

toria que es una subgrafica {nducida de G,

~Sea ¢ un ciclo de G, una tray of se llama parte - esencial
de  stided v L Ahrc Lo Lo

Diremos que dos diagonales Q,,Qz de+ se cruzan si la

grafica &) + @, + Q,_ es homeonorfa a K,.
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532)

TEOREMA: ( CARACTERIZACION DE GRAFICAS CON (d.h) )
l.as slguientes proposiciones son equivalentes,

1) G tiene distancia hereditarisg,

2) Toda trayectoria inducida de G es una geodésica.

3) Ninguna parte esencial de un ciclo de G es {nducido.

4) Cada ciclode G de longitud $ 5 tiene al menos dos
diagonales v cada ciclo de longitud § tiene dovs dlago-
nales que ge cruzan,

5) Cada ciclode G de longitud25 tiene un par de diago-

nales que se cruzan,

Demostracion: (1 <=y 2 <{=v3 =%4 =95 =% 23).
1) =Y 2). Scagluna trayectoria inducida de G y G una gri-
fica con (d.h).
Como of es una trayectoria inducida, dg(u,v) = dG(u.v)
para toda u, veX , en particular at t,w son log vértices
terminales de o , dy (t,w) = d(t.w) de donde of es una

[
trayectoria geodesica.a

2) =2 1). Supongamos qgue toda travectoria inducida de G
es una geode’sica.
Sea F una subgrédfica inducida de G y sean u, ve V(F) y o

una uv-geodesica en F, de donde & es una trayectoria



inducida en F, como F es una subgrédfica inducida de G
se sigue que o es una uv-tray inducida en G; por la
hip6tesis ¢ es una uv-tray geodésica en G. y asf

d(’(u. v) = ,Q (d) = dp {u,v). De aqui se sigue que G tlene

(d.h).

2) =» 3). Supongamos que toda trayectoria inducida de

G es una geode’sica y supongamos ( para llegar a una
contradiccidn ) que existe un ciclo € de G que tiene una
parte csencial inducida. Sea o la parte -esencial de

C que es subgriafica inducida de G. Por hipdiesis X es
geodésica, de donde si uy v son los vértices terminales
de & entonces L(d) = dg(u, v).

Sen C = (U 2, Zy, oo Zn =V, Zgy oo Zygyl), COMO IR %Q(C)
se sigue ,Q (Zw= V' Zgayse v zw“u)(&Q(C) de donde

,Q(v, Zpps + v o z_,.u)(,,Q(o() lo cual contradice que &{ es

[4
una uv-geodesica.a

3) =» 2). Supongamos que G satisface {(3) vy sean

utf vev(G), sea K= (u-= 8, 8,,... a,= v) una uv-tray
de G que no sea geoddsica.

Consideremos ahora @ =(u=">b ,b,...by=v)una

uv-geodesica, por las elecciones de of y @ tenemos que
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Denotemos por "i" el mdis grande fndice para el cual

a. = bs con 0si<n,

» .
3 13

Ndtese que por la definicion de “i" se tiene;
Qtayca, ... ap) = Aby by, ... by)
Sea t el mds pegueiio fndice mayor que { para el

cual bed. asf by= a; donde j2t. pues i es el

maximo I'ndice para el cual a; = by y ademis & no

es geodésica y (5 si es geoddsica.

o no es geodesica

(5 si es geodesica

Por lo tanto & = (a;.a.m. ...aj) es una parte egencial
del ciclo (ag, ay., .. .a; = by b, ..., by = ay). y por la

hipéteslis, & no es inducido. Por lo tanto X no e¢s una

trayectoria inducida.B 75
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3) =2 4).
Scad=[a, a,...au=a,}

Considerando la parte esencial (a,, a

n25 un ciclo de G que satisface (3).

. am , a& o ) del ciclo%,

L4
. . S
tenemos que esta parte  esenclal tiene al menos una diagonal  a, aj
ya que (a,, a,,...48 " Ary 0 ) no es inductda por la hipotesis,
I
QD
) vemos que

Considerando ahora T = (a]“ L TR N L
es una parte esencial ded ya que Q(T) =q - 2)1% pues n3s,

Por hipdtesis T no es Inducida. Luego existe 5:55 una arista de G que
noestaen T

Claramente 5:33 y 5:85 son dos diagonales distintas enE pues 3;{1« s} .

Si Q = (8, 8. &, 8. B, 8,) es un ciclo de longitud 5, entonces por lo

que se acaba de demostrar, § tiene al menos dos diagonales; si estas dos

son cruzadas ya acabamos,



En caso contrario:
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que las diagonales de § son
80 az y a':‘as

Qo

Consideremos ahora T = (a,, a,, 2,,8, )
ay & , . :
que es una parte esencial del ciclo,
e
por hipétesis tiene una diagonal a, ay .
Por tanto a;a, cruza al menos una de las
ay Qe

0y

dos &2 B
08 8.4 oa!.u

L N

4) =7 35).
Supongamos que G satisface (4),
{e.d. cada ciclo de G de longitud2 5 tiene dos diagonales y cada ciclode G
de longitud 5 tiene dos diagonales cruzadas ).
Por demostrar que cada ciclo de G de longitud 2 5 tiene dos diagonales

cruzadas:

Por induccién sobre la longitud del ciclo ¢ de G.



1% Sif(x:) = 5 entonces por hipbtesis ¢ tlene dos diagonales cruzadas,
sifiee) = 6, denotemos ¢ = (a,, a,, A, 4, a, 2, a,). Ahora,
st % tiene ura diagonal _z'{.:?:; con M(a;, ay, e =2

entonces (a;, a;, 8, o 85, ...8)=%

gue es un cicle de longitud 5; por la

lipdtesis B tiene dos didgonales cruzadas

y por lo tanmo % tienc dos diagonales

cruzadas,

En caso contrario;

Cada diagonal de ¥, u’??\j satisface ﬁ(a;, %. a; Y= 3y como ‘G tiene al

menos dos diagonales ( por hipbtesis ), necesariamente sus dos diagonales

se cruzan,

sife) =7

78




Sea %= (a, 8, 8, ... 8, 8,) Y sea 5?55 una diagonal de %.
Como £ (¢) = 7 al menos una de las dos trayectorias de % determinadas por
5;71} tiene longitud 2 4, sin pérdida de generalidad supongamos

Lia; a

longitud 2eey=5 y por tanto tiene dos diagonales cruzadas, de donde % con

iy .aj) = 4 de donde T (a;, ay, .- T8 a;) es un ciclo de
£ = 7 tiene dos diagonales cruzadas.,

2% Supongamos que si § es un clclo de G con Bsﬁ(c')m entonces Gtiene dos
diagonales cruzadas,

32) Sea'dun ciclo de longiwd n, tal que £(4) = n3 8, & tene alguna diagonal
av, u y v determinan dos trayectorias ¢n el ciclo %, Hamemosles Y ﬁf_ ‘
luego £ (Q)Z% (_-,',Q((,’r)‘a%, sin pérdida de generalidad, supongamos £ (€) 2%,
/A8 Y) (Uv) es un ciclo de longitud 2 8,

Per tanto tiene dos diagonales cruzadas que tamb ién son dos diagonales

cruzadas en G, y la induccitn esta completa.!

5) =2 3).
Sea G una grafica que satisface (5).
(e.d. cada ciclo de G de longitud 2 3 tiene dos diagonales cruzad as)

. Probaremos por inducci6n sobre n que ninguna parte esencial de un clclo
de longitudn es inducida,

Para n=3 vy n=4 secumple.
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Supongamos que n»4 y que la afirmacién se cumple para todos los ciclos

de longitud ¢n.

Sea &= (a,, a,, a,,...4,= a,)un ciclode longitud n y sca o una parte
esenclal de §, & = (a, a, a,...a) donde Beken.

Sean 5';:15 y a,a, dos diagonales cruzadas de § (que existen por la

hipdtesis ) sin pérdida de generalidad, supongamos

O¢icjen, Otresen, icr;
L ]

Lame d
Por ser a, a5y 5}715 diagonales cruzadas tenemos

que 83,

Consideremos la diagonal 5{53.

Si j¢k entonces ?f{z'ls une dos vértices de ef y por lo

tanto o no es {nducida.

St i2k, se tiene entonces qued es una parte esen-

O,
ay clal del ciclo (a,, a,, a, ...a, By '...au LTI
...a,= a,) de longitud < n,asT que por la hipbtesis de

“ 4. induccién « no es inducida.
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ae a0, Por lo tanto podemos suponer que Otickejen,

Aplicando log mismos argumentos a la diagonal

4 Sy .4 e . P’ -
* a,a,,y como a,,as y ﬂldj Be cruzan tenemos que:

a A
§ 3

Otlcerckejesen,

Ahora denotemos %'= (a,, a,,...8,) ¥ &= (a5 ay, g8

Afir mamos que, 6 blen a’ es parte esenclal del ciclo (ag g0 900 o By 8,),

43

G blen of 'es parte ssenclal del c;clo (8 8g,,, -+ 2y 8).
Q. &r
as A
En efecto tenemos que: e L @+ L@y2k+1
&+ L@y zk+1> (k) + 22
g Rk les)de s (neseH(ka),

Por tanto o bien @) yn - 5+1

6blen L(«")>§ - k+1
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[
Lo que prueba que < es una parte esencial del cicle -
v " 2
(ap=ap a,.... ap 8, ,8,) 6que of es unc part: -csencial del ciclo

t et 2 a&' aK“,

o8y, a;)

: . 1"
Y por hipétesis de induccion tenzmos que al menos una entre o('y o no es

una trayectoria inducida.

Por lotanto (a,, a,... .a,) N0 es una trayectoria inducida, "
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§VI. UNA CARACTERIZACION DE GRAFICAS TOLOMEICAS

Sea F una subgrafica de G, y sea u,v vértices distintos
de F adyacentes en G. La arista UV de G se llama cuerda
trlangulir de F (en (), si existe un vértice x de F distin-
to de u y de v tal que ambas aristas Xu y Xv esten en A(F).

1 ’S

Se dice que F es una subgrifica fuerte de G si contiene

todas sus cuerdas triangulares.

Claramente una subgrafica {nducida de G es fuerte en G.
Claramente toda uv-tray geodésica es una tray fuerte.

Una subgréfica conexa F de G tal que dF(u, v) = dc,(u,v)

para cada u, véF, ega llamada una subgréfica métrica,
(e.d. Fes subgrifica métrica de G ¢> F es conexa y
( V(I), dg) es un subespacio métrico de ( V(G), d).

Asf,una griafica conexa tiene distancia hereditaria si y

#6lo si toda subgréifica de G es una subgrafica métricadeG.
Ya hemos probado que G tiene distancia hereditaria si

y s6le sl toda uv-tray inducida es una uv-tray geodésica

ver teorema (32.2)
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33)

Para la demostracitn del teorema (35 ) son necesarios
los siguientes dos teoremas, basados en los conjuntos

de corte relativamente minimos de una grifica.

TEOREMA ( DIRAC ). Una gréfica G es triangulada sl y
g6lo sl todo conjunto de corte relativo minimo de G induce

una grifica completa [57.

Sean u,v vérticey de una grifica conexa G, n = dg(u, v)
paracada k= 1,2,...,n -1 sea:
L (u,v) = f\xe V(G): delu, x) = k, do(x,v)=n - k S , los

conuntos IL,(u,v) serin llamados uv-niveles.
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34) TEOREMA : (Una caracterizaclén de grificas con distancia hereditaria).
Sea G una grifica conexa, las sigulentes proposiciones son equivalentes.
1) G tiene distancla hereditaria,
2) Para cada par de vértices v, ve V(G) todo uv-nivel es un uv-corte,
3) Para cada par de vértices u,ve V(G) todo uv-corte relativamente

minimo es un uv-nivel.

Demostraclon: 1) =7 2).

Sean u,ve V(G) y sea Sc V(G), talque S nosepara u de ven G.
(e.d. en G-5 u y v estin conectados). Seaof una uv-trayeclox;ia en G-S
de longitud minima; por ser «{ una traycctoria de longitud mfnima o no te-
ne diagonales (e.d, « es una v -trayectoria inducids ), y ya que por hipote-
sis G tiene {(d.h) se sigue que & es una uv-trayectoria geodésica,

Por tanto dg, (u,v) = n= ,Q (o0 ), & tlene puntos de todos los uv-niveles; de

donde S no es un uv-nivel, -

1)=> 3).

Sea u,v € V(G) y sea S un uv-corte relstivo minimo de G.
*OBSERVACION: yaque S es un uv-corte minimo existe al menos una
“uv-trayectoria que tlene exactamente un punto en com(n con S.

Yaque : en ¢} caso de que [S] = 1 claramente toda uv-trayectoria pasa
por S donde S = {s} y enestecaso también la observacitn se cumple y

asf podemos suponer |S| 2 2.
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L € L, {u v) claramente (u,o,a, )V (ay,,W)es una uw-trayectoria mf-
nima ; de donde dg(u,w)=k y analogamente d.(w,v) = n-k para cada

weé L.
Por (2) L esun (a,., am) corte y por tanto L. esun uv-corte.

Si L. no fuera un uv-corte, extstirfao"una uv-trayectoria en G-L., ademas
por construccion de i.: Lnd :{ak} y (au_l,o( » u)uo('u {v,d ,a,)esun

camino en G - I, contradiccion,

a..a

R TTRA -

Por tanto L ecs también uv-corte,

Ast que por la minimalidad de S tenemos que I = S,

*Finalmente observemos que @ ningtn uv-corte puede estar propiamemé‘
contenido en un uv-nivel:

Sea S un uv-corte, Sabemos que existen uv-trayectorias geodésicas que
tienen exactamente un punto de S. Sea o una uv-trayectoria geodésica,
d =, 8, ,8,,...,4,,,Y). Sea aKel tnico punto de d en S si S esta
propiamente contenido en un uv-nlvel, como SN& =a  se tendria

S & L, (u,v) y por tanto exfstirfa w€ L (u,v) y w# S.

w \\._,/ S - V9% N

Sea T, una uw-trayectorla geodésica, entonces :
delu,w)y=k = Q('r| y vy T,NS=4¢.
Sea T, una wv-trayectoria geodésica, entonces :

dG(w'v): n'k:Q(rrl) Y '1‘1/\‘ S: ¢u
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Sea we S, G-(S~- 4w} ) nosepara u de v{yaque S es uv-corte
minimo) en S \ {w}, existen uv-trayectorias y toda uv-trayectoria en

G - (S\{w} ) pasa por w.

~— SN\ {\U“ /

e et e s

Sea o = (u, a,, 4,,..., &, V) unauv-trayectoriaque tlenen exactamente
un punto en comdn con S y es de Jongitud minima , entonces of no tiene dia-
gonales por ser de longitud minima (e.d. & es una uv-trayectoria inductda).
De donde , como G tene (d.h) ,0( eg una uv-trayectoria geodéaiga.

Sea ay el @nico punto de & s vy considercmos el conjunto ;

L= L,(ak_\ TN 8

Como d (a, a,,) =2, L.=1L, (a,,,a,) cs el conjunto de puntos de G que
estdn a distancia 1 de a,,y adistancia | de ay,,.

*Qbservemos que L Sy L & L (u,v)

Gy
[P . - - .
[} % alﬂ Q.K qkﬂ o

Pues : sl existe we L talque w / S entonces
(u,d,a Jula, wiv(w,a, Ju(a,.o,v) serd una uv-trayectoriaen G\S,
lo que es una contradiccion.

Dedondewe S y por tanto L€ S,
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Por tanto existe uv-trayectoria en G - S, contradiccién ,

Asf que ningln uv-corte estd contenido propiamente en un uv-nivel.
Pero hemos vistoque I, es un uv-cortey L ¢ L, (u,v), de donde
L =L, {uv) ycomoseproboque .= 5 entonces S=1L, (uv).

(e.d. todo uv-conjunto de corte relativamente minlimo es un uv-nivel), -

2y =» 1) Supongamos que vale (2) v que G no tiene d.h. (e.d.
que existen trayectorias inducidas que no son trayectorias geode'sicas ).
Sea o una trayectoria inducida de longitud mintina tal que no sea, una trayectoria
geodésica. Sean u. v los puntos extremos de o , como K es uné uv-trayec-
torla inducida entonces do(u,v) 2 2y por tanto existe un uv-nivel : asfl que
por (2) existe un uv-corte.
Opmo L, (u, v} csun uv-cortey X eg unatrayectoriade u a v entonces
L u,v) N of {@. Ahora sl x € L, (U v) N entonces dy(u,x)=k y
d(x pv)=n-k (d,v)=n k ef1,...,n-1} ) pero:
duxy= L (wa,x)=k
d(_(x,v) = 4 x,o ,v)=n-k
L(k)=n = de (u,v) §  (contradiciendo la seleccidn de ot ),
Por lo tanto L, (u,v) N ©f = ;‘ . pero entonces L, (u.v) no serfa un uv-corte

telatlvo, contradiciendo 2).5
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. 3)=» 1). Supongamos G no tlene d.h. entonces ‘existen trayectorias

‘inducidas que no son trayectorias geode'ﬂlcas.
Sea o una trayectoria inducida de longitud m{nima tal que no gea trayectoria

geodésica: Sean u y v los extremos de & , como X nho es una uy-trayec-

toria inducida se sigue d.(u,v)22,

Sea S' un uv-corte relativo minimo entonces por hipotesis (3) S es un
uv-nivel , ademas por ser S’ un uv-corte tenemos que exlste -

z.e{( SN o)) N {u, vﬂ, ast que Q(u,o( AR Q («) ypor la seleccidn de

a se sigue que Q o ,z)=duz)=k vy

/Q (z,a ,v)=d(z, v} =n-k donde n=d(u,v) pero entonces
se sigue ﬂ(d):ﬂ u, o, z)+ ¢ (z.o ,v) = n=du,v) '2

{ como o no es geodésica, su longitud es mayor que Ia distaacia entye sus

extremos ). ™
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35 ) TEQREMA: Sea G una gra'flca conexa; las sigulentes
proposiciones son equivalentes,

1) G es tolomeica.

2) Toda trayectoria fuerte de G es una trayectoria
geode'slca.

3) G es triangulada y tiene d.h. .

4) Para todo par de vertices u'. v de G todo uv-corte
relativamente minimo es un uv-nivel e induce una

subgrdfica complera.

Demostracion: 1) =v 2)

Supongamos que existen trayectorlas fuertes dé G que
no son trayectorias geodésicas; sea A = (a,,8,,...,8,)
una trayectoria fuerte de longitud mfnima que no es
trayectoria geodésica.

Supongamos k = d (a,, a,); por la elecciéon de &, cada
subtrayectoria de & es una tray, geodesica, de donde
tenemos (a,,...,a,) €8 una a,a,-tray, geodésica por lo
tanto, d(a,,a,) = n-1 también (a,,....a,,) es una tray.
geodésica y por tanto d(a,, a,,) = n-1 se sigue que
n=k+1 on=k+2:yaque comoX no es una
a,8,-tray, geoddsica se tiene d( a,, a)<f@) = n de donde

d(a,, ay)$n-1,
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Si d(a,.a,) = n-1 ya acabamos

En caso contrario d(a,, 2,) = n-2, pues si ésto no

sucediera se tendr{a d(a,, a,)¢ n-3 y tomando T una
aga, -tray geoddsica T = (a, = ug, u,,..

tendr{amos que ¥ = (a,, Uy, ..., Uy a,) €s un a,ay,

camino de ltongitud a lo mds n-3, por lo tanto

d{ay, 0448 n—z'! (d(a,, ap,) = n-1),
o n=k+ 2.

Por lo tanto n = k + 1

- i k) <) ! >
Consideremos ahora los vertices a,, a,,, 8,, 8,.

como a, :yg a, { notemos que n2d ) entonces 84, By,

son puntos distintos.

a,, 8,
g oOn d(a,, apydd(a,, a,) = (n-1)(n-1)

diay. a,)d(a, . as) ¢ (n-1)(n-2)
G & d(a,, o )d(an, ag) = 1e1 = 1

por Ia desigualdad tolomeica tenemos que:
d(a,, aq,)d(a,, a,)d(a,. a,)d(a,, a._\)4»d(a°, a,)d(a,, ag,)
(n-1)(n-1)&(n-1)(n-2) + 1

/1”/»211 e»/&;«’/~3n+2+/

-2n + 2p §2

por lo tanto

n$2 pero n3 Y.
Por lo tanto la suposicién de que existen trayectorias

’
fuertes de G que no son tray geodesicas es insostenible

con la hipotesis de que G es tolomeica de donde 1) =2 2),,
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2) = 3).

Supongamos que toda trayectoria fuerte es tray geodésica
y por tanto Inducida.

Sabemos que toda tray inducida es fuerte de donde en este
caso, unatrayectoria es inducida si y solo si1 es fuerte,
Por hipo6tesis toda tray fuerte es tray gecodédsica. Por tanto
toda tray inducida es tray geode'stéa, de donde G tiene
digtancia herediraria.

Sea o = (u,, u,....u,, Up) un ciclo de longitud 2 4.

SiQ(ol) = 4. o= (u,, u,, u,, Uy, u,) entonces
(u,, u,, u,, ua) no es una u,ustray fuerte} si lo fuera.

por hip6tesis serla una tray geodésica, pero d{u,, u,) = 1,

(7YY Wy
Por tanto (u,, u,, uy, u,) tiene alguna

diagonal triangular. Por lo tanto o tlene

e mee una diagonal.

U, ug’““ g

St A@)25, of= (u,, Uy, ... Uy, u,) entonces (U,, ...,uU,, U,)
no es una u,ugtray. geodésica, luego no es fuerte por lo que

tienc alguna diagonal trtangular. Por tanto« tiene alguna

‘dlagonul.a

3) => 4).

Se pmigue inmediatamente de los teoremas 23 y 24
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4) = 1).

Sea G una gréfica conexa que satisface (4) v sea
w=1{u,,..., u§ un conjunto de cuatro vértices -no necesa
riamente distintos de G, |

Escribiremos por comodidad d;_) = d(u,, u3) y sea

d (w) =£d;3. (1¢i¢jsd),

Ver que W satisface la desigualdad tolomeica, significa ver

gue todas las siguientes desigualdades se cumplen:

dizdya & diydaq + dyydey (1)
dyydag § dypdgg + dyg dyy (2)
digdy; € dyydyg+ diyday (3)

Para probar (1) es suficiente demostrar que cualqdier
conjunto de 4 vertices de G satisface la desigualdad tolo-
meica, Lo demostraclén se harad por induccidén sobre d{w)
Consideremos un conjunto fijoWs Tu,. Uy, uy, usl vy
supongamos que ada conjunto wde cuarro vertices de G tal
que d(w)cd(w) satisface la desigualdad tolomelica,
Obsgervamos primero que si {w) = k4 0 si dos de los cuatro
{ 0 mis )vertices cotnciden, entonces W trivialmente
satisface la desigualdad tolomeica.

Supondremos pues que ninguno de estos dos casos sucede.
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Sea S un conjunto de vértices de G minimo con respecto
a la propiedad de que W-S no estd totalmente contenido
en una misma componente de G\ S ( por la elecci6n de w
un tal conjunto S existe ).
Si uy vson elementosde W-s separados por S entonces
claramente S es un uv-corte relativo mfnimo, entonces
por (4) § es un uv-nivel e induce una subgréifica comple-
ta de G.
Supongamos ahora que S contiene exactamente dos vértices
de\.lf, digamos u,, u,. asf que u, y u, son adyacentes
dyg = dg (1 = 3,4) pues {u|, u‘} ¢ S v § es uv-nivel
e.d. S =L, (uv),
Por lo tanto d(u. u,) = d(u,uy) = k vy
d(uy, v) = d(u,, v) = n-k donde n =d (u,v)
y dyp + dyg = dag. Pues (1 = 1,2) u = uy, v =u,.
Consecuentemente W gatisface la deaigualdad tolomeica.
(1) dpdyy §& dydyy + dgd,y  (dy, = 1)
dya ¢ dyydag+ dpdey
= dyydyg + dgd,,
= dyy(2d,)

dy+ dyy €2d,d4 pues dyel
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(2) . dypdeq S d, dyq + dgd,,
dl3d\4 < d\l(d3| + dm) + dM dlS
P4
d|3d‘4 -<~ dlld.}l +- dl'l. d‘4 -+ dl‘dIB
(3) d\Qd‘la 3 d\t d34 -+ d‘adzd
(<

dyadyz & dyp(d,, + dm) + d‘sdm

Por lo tanto podemos suponer que S contiene a lo més

un punto deW .
Sea v tal vértice, sl exlste. ( si no existe un punto de §
¥ de\’descogemos v cnalquier punto de S y escribimos
dy = dg (uy, v) para cada u-Le\*S ).
Ndtese que si uy, uy  son elementos de W no contenidos
en la misma componente de GNS, entonces por (4)
dt‘-’ = de + d_; ( pueg para toda u;, uyen distintas compo-
nentes de G\S, S es un ug Uy separador minimo vy por
hipdtesis es también un uguy-nivel ).
Para terminar la demostracién consideremos dos casos.
la hip6tesgis de induccién sc usard sdlo en el segundo
caso,
Caso 1.- Una componente C de G\ S contiene exactamen-
te dos elementos de W,

Ya que la etliquetaclién no es importante, podemos suponer

que u,, u,eC.
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Asf por (4) dy;=d;+dy (1=1,2. §=34) (5)

sustituyendo (5) y reagrupando en (1) y (3) obtenemos:

dyy = d + d (1=1,2 §J=23,4).... (5)
dyadyy & diptyn + diadygevooovnnnonnnn. (1)
dudyy g (d, 4 dg)(dy + dy) + (d, + dg)(d, +dy)

H

dody + d,dg + dydy + dydy + d d, + d, d

+ d,_dA + dbd"

M ]

(dy + dy)(dy + dg) + d,d, + d,dy + d, d,+ dydy

(dy + d,)(dy+ dy) + 2 (d,d, + d,dy)

Por le tanto
(1').. dypdy € (Qy + d,))(dy+ dg) + 2 (d,d, + d,d¢)

~

(2) dyydia

LLaY

Ay dy, + dygdyy

=)
dy,dye 2 dnadu" dyg dyy
&0
dygdyy 2 (dy+ dy)(d, +dy) ~ (d, + dg)(d+ d;)
:{9((.4- d, dy + dydy + Q\Q-—Q/ﬂf-d.d,
- dydy - d}\u
={d, - d dy =~ da)
> (d, v )(dy »
d"(i;‘ kA (d‘ - d‘)(d4 - da) ....... (2')
(3). . dgday $ 4y, dM + dyydg
42
Toddae 2 diadpy - dipdag
<)
diudgp 2 (d, + dg)(dy+ dy) - (d, + dy)(d, +dy)
=

[=X
r

=8
-
»

W

> d)\g, + didy + d,dg + dgfy - dNde - dud
&> ‘ - dady /Q,«(a
dadaa 2 (d, - d)(d, - da).. ... L (30). 9%



Ahora bien, para probar que ~J satisface (1), (2), (3)
es suficiente probar que Sy satisface (1'), (2').(3") .
hemos visto que;

(1') se cumple pues: d,g = d(u, u), dyy=d(u, uy)
d; =d(ug, v).

Por lo tanto d,8d, + d, y dy,$ d, + dy ( desigual-
dad del trtadngulo ).

Por tanto:

dipdyg $(d, + dy) (dy + dg)$(d, + d,)(d, + d,) + 2 (d, dy+ dyd,),

(2'):  (d, = d,)(dy - d,) < d,, dyy

dy =d (u,v)<d (u,u)+ dlu,,v)

Por tanto:

d,sdy,+d, , d,*>d, - d, andlogamente
dyyrdy - d,

Por lo tanto ( 2') se satisface,

( 3'): dud”? (d, - d,)(d,; - dy)
dyy 2 d, - dy
pues d, < dw+ dy por la desigualdad del

ttl’a'ngulo.
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Caso 2.- Unacomponente C de @\S contiene exacta-
mente un vertice de W
Sin pérdida de generalidad podemog suponer que u,e C.
Por (4) dyy =d, + dy (g = 2,3.4).
( ya que S es un u,ug-nivel para toda j¢{2,3.4,§ )
Claramente: d (v . u,, u,, u4} y £d (uf) ¢ pues veSs y
5 es un u uy-separador mfnimo ). ‘
Ast, por hipdtesnis de inducciédn el conjunto {v.u,, u,, ud
satigface la desigualdad tolomeica.
En particular, por (1}

dpdyg & dyd, 4 dadyy. o oono (7).

Por otra parte, por la desgigualdad del trta’ngulo:

Ahora, multiplicando ambos lados de (1) por d; y sumando
la destigualdad resultante a (7) obtenemos:
didyy £ &, (dyg + dy)
(d,+ d,) dyg € d,(d b dpa) + dayd,, + d4du
2 (dy + dy) deg+ (d, + dg) dyy

(do+ dy) dy, s (d, ¢ dj) dyg + (d; + dy) d15
Y por (6) sabemos gue (1'3 = d, + dj para toda 16{2 3,4}
Por lo tanto:

diadyg $dydes + dgdyy. v (3)
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Por (2), en {v, u,. uy, uy$ , obtenemos
dydyy & dpdyy + dadyy oo oou., (9)

Por la desigualdad del tria’ngulo:

Mulrtiplicando (10) por d, en cada lado de la desigualdad
y sumando la degigualdad resulrante con (9) obtenemos:
dydya & dydys + dad,,
Gy dyg & didag + dydga
(dy+d)dyy $d(dy + dy) + d,,(dy +dg) y por (6)
ge sigue
dyy dua€thia dyy + digdyy oo inn o, . (2)
Por (3), en 3v, u,, Uy, us§ . obtenemos:
dod,, & dydyy + dydyg oo (11)
Por la desigualdad del tria’ngulo tenemos
dyy & daa + dyq y multiplicando cada lado por d,
dy dgy ¢ hdyy + didga. oo oL (12)
Sumando (12) y (11) obtenemos:
(dg + dy) d'!3 ¢ (dy 4 d)) dyg + (dy + d,) dyg vy por (6)
d\*dza < d, dyg + dwdu .......... (3)

Por lo tanto W satisface las degigualdades tolomelicas

(1), (2) y (3. 4
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36)

az)

38)

COROLARIO: Una gra’flca conexa G es tolomeica 8l vy

I 4
gclo si cada componente conexa fuerte de G es metrica.

COROLARLIO: Cada componente conexa fuerte de una gra’-

- 4
fica tolomeica e¢s tolomeica. En particular, cada subgra’-

. /,
fica conexa Inducida de una tolomeica es una grafica tolo-

meica,

TEOREMA: Una grafica coneva G es tolomeica st y solo

sl para cada par de distintos clanes no ajenos Py Q de G,

POQ separy P-Q y Q-P,

‘Demostracién: =%)

/
Sea G una grafica tolomeica, Py Q clanes distintos no
a}2nos de G, escojamos vertices no adyacentes pa P ¥

qgeQ, y supongamos { para llegar a una contradiccitn )

qu2 PAQ no separa Py Q.
Como G tiens distancla hereditaria entonces
da—(vnm {(p.q) =~ dg(p.q) = 2
{ paes PNQ 4. ze{Pn(ﬂ p 2 q {p.z,q) es una
SR A,
pq-tray. geode’s;ica ).
Como dG\Lan) (p,g) = 2 existe T = (p,v,q) una pg-tray.

/
gecdesica en G\(PNQ).
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Por lo tanto exliste vciG\(Pt\Q)‘ . digamos v/P tal que
v es adyacente a ambos p y q en G.

Como vgP (P es un clan) existe ua P tal que u a)/y(’ v,

en particular u ,4 vy u ;! q. Ahora la trayectorla
(u.p,v,q) es una trayectoria fucrte que no es tray. geode’~
sica ( pues u a/){{bv y p a)}{sq entonces (u,p,v,q) no
tliene diagonéles triangulares ) lo cual contradice el

teorema (35.2 ).

Por lo tanto PnQ separa P\Q de Q\P.a

¢ ). Supongamos ahora que G e¢s una gra’ﬂca conexs que
satisface la hipdtesis del teorema. |
Sean u y v des vertices no adyacentes de G y ses

1% k$d, (uv)-1

Sea T = (u,, u,, ...,u‘d“n ) una uv-tray geodesica, P un

Bemencang ..
clan que contiene a Uyt ¥ Q un clan que contiene a
Sy

ug U, . Ahora $4raqs Ly (u,v), sea z ¢{pp Q}
entonces:

Uy f R u_“‘“
% T

d{z.u) = d (u,u,) = k pues 2z adycu

wey
d(z,v) = d (e v) = n-k donde n = d,(u,v) pues z es
adyacente a u,, .
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Por lo tanto}Ppn Q}EL,_(U.V). Como PAQ separa P-Q de Q-P
también gepara u de v, ( puesh‘!\ Q§£ Le{u, v) de donde
Pp Q separa u,, de u, luego separa u de v }.

De donde PnQ = L, (u,v) [‘ pues sgi existiera

ze{Lk_(u, vy - 4dra ot como{l’nQ} &L, (u,v) entonces una
uz-tray, gcode’sicu esta ¢n G\{PnQ'xy una zv-tray, geodésica
estd en  C\[Pn )} , por lo que PnQ no separarfa u de v!:]
Se sigue que todo uv-uivel de G es un uv-corte que induce

’, : ‘
una subgrafica completa vy se sigue de los teoremas 34

y 35 que G es una gra’fica rolomeicu.‘
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39)

40)

§vii. LA ESTRUCTURA DE CLANES DE LAS GRAFICAS TOLOMEICAS

Sea G ung gréfica, consgideremos @ el dlgebra booleana de -
subconjuntos de V(G) generada por los clanes de G, ( con

las operaciones de "U” y "N ),

% L JNVK) ) ¥ja) (] finito ), S; es una familia
/ PO ST .
finite de clanes de G}_

" f.as uniones finitas de las intersecciones finitas de

clanes de G

DEFINICION: Sea G una grafica, un elemento mfnimo -
{ con respecto a la inclusibn }, no vaclo del algebra -
booleana de subconjuntos de V(G) generada por los clanes

de G. es llamado un dtomo de 4.
Es claro. gue los 4tomos de ¢ son una particion de V(G).

Los vértices u,v de G estdn en el mismo dromo de G

con tal qué: 6 hien u = v 6 GVEA(C), v para cada vértice

x de G distinto de uy v, XU6A(C) 81 y ablo ai Xve&A(G).

DEFINICION: Si un &tomo A es interseccién de por lo
menos dos clanes de G, diremos que A es un ftomo de in-

tersecciones de G.
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41)

42)

DEFINICION: Un subconjunto no vacio de un dtomo de

una gréfica G es llamado un gubdtomo de G.

Sean G, y G, grificas tales que V(G INV(G,) = ¢f y

sean S5, y S, subdtomos de G, , (, respectivamente gque

tienen la misma cardinalidad. Sea f: §-» 5, una corres

pondencia uno a uno. Considere la grafica ¢ obtenida de
G, v G, por identificaci6n de S, con S, bajo f.
Dectmos que G ( o cualquier griafica isomorfa a G ) se

obtliene por identificaciéon subdtomica de G, v G, . (G

sdlo depende de la eleccion de §, vy S, ¥ no de la elec-

cién de f ),
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Tenemos el siguiente teorema:

43) G es tolomelca ¢=2? ( G no tiene ciclos inducidos de
longitud 2 4 y LeG con H¥ L =>W(a) adyq(y) 6 -
Y (b) ady @¢(x) ).

Se sigue del teorema de la pagina (90) Inciso 3 y usan-
do el teorema de la pagina (73) usando la equivalencia -

1 <=0 4,

44) TEOREMA. Sea G obtenids de G, y G, por identifica-
ci6n subdtomlica,entonces G es tolomeica ¢=> G, y G,son

tolomeicas.

Demostracién, <= ) Supongamos que G, y G, son to-
lomeicas.

Por demostrar que G gatisface las hipOtesis del teorcma
anterior.
1?2) G no tlene ciclos inducidos de longitud 2 4. pues si

C es un ciclo inductdo en G de longitud 2 4, const -
105



deremos u,, 4,, U, ue V(C),

’
u, & V(G,) 6 ugtV(G), sin perder generalidad
supongamos u&V(G,); por otra parte C;‘G, ya que
G, es tolomeica ( usando el teorema anterior ),

asf que podemos tomar i = mlni_ u; € V(C): u-,#V(E, )}_

Observemos que I > 1 ya que “o"dY(, u, .

e )L\j U;h Q@ \S(h\ﬁ

@ wp=tn
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Como wyfV(G,) entonces u;eV(G)) (e.d. uefv(G)\V(@G, ). como
u,, ady, u; se sigue que u, £V(G,). Asique uL_IE{V((:-,)ﬂV((-SI) } por
la elecci6n de i.
Por otra parte u, V(G,) pues u;ad;z Uy Y u;,‘*V((—i—,) ( porque en caso
contrario u, 'y uq, serfanambos vértices del mismo subdtomo de G, ,
y como los subdtomos inducen graficas completas cntonces
Ty, ad% Uy ¥ Uy, Uy, serfauna diagonal en el ciclo inducido C Y).
Andlogamente, uf{V(C.)(\V(('}L)} = u; 7w 0 uyadyu, .
Como u;&&V(Gz)\V((—},)} tenemos por lo de arriba que,
- - hup§
V(GINWV(G,) = 0 (*)
fue, vy

También: u“e(lV((—fz)\V(C, )} y umadyé. Uy =7 U V(C’L) ()

Combinando (*) y (1) tenemos que g, Us, ..., u“_é{V((-;‘)\V(E;‘)}
yque u,= UOE{V(GL)HV(E;I)}. Como {71 entonces u‘f U, asfque
de ( * ), concluimos que fV(GI)(\V(Gl)} = {“l-z' uz_‘% con u =u;_,.
Asf que: ugV(G) NVIGHE, ue V@) avG3. uev@y\v©)l,
ue {VE@EINVEG)Y 4 ...y v g fVIG\VEN].

L CE(u,.. Sy Uy)C Z".l = G, ¥ (pues G,es tolomeica ).

De donde si Gy y G, son tolomeicas no es posible que G tenga ciclos

inducidos de longitud 2 4.
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Ahora demostraremos que 81 HC G entonces en G existe alguna de las

dos aristas ay o Xb. e b

He
L}

»*
Por reducci6n al absurdo, supongamos que H& G yque A(G) no contlene

;; ni ;;) Como se tleneque Gy y G, son.tolomelcas palemos éuponer
por el teorema (43 que existen u,veV(il) talque: .

ue V@ V(G)Y

v e[VE@ENVG)
( pues sl por ejemplo H &G, entonces ay & A(G,) o bx & A(Gy) y as{ al

hacer la identiflcacton #y & AG )¢ A(G) o bx & A(G,) & A(G) y no habrfa

nada que demostrar ).
Notar que u 3}34 v, hay =sgenclalmente tres cagos:
i Ju=a, v=y
f{ ) u=zx, v=b
i) u=x, v=y
pero como i) y 11) son simétricos, basta analizar ) y iii).

1) Por hipetests, ae {VIGI\V(EY] , v elV(EN\V(@E)}
‘ o

eg® cad}&u =y ce V(G,) - N
W R c‘[V(G,)nV(G,)}
c adyéy =2 c&V(G,)
e 9

>
Anflogamente b & {V(é,)ﬂ V(ﬁ,)} .

Ahora x ad;a a =9 XE€ V(é,) hay dos subcasos,
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) xefV@INVEGHT: 1) xefVGINVE]
-8 1, ) b,¢, x son vértices de G que provienen del subdtomo de G, y del
subitomo de G, que se han identificado al construir G, como los subitomos
inducen graficas completas en particular tenemos b ady x I { contradiciendo

la hip&tesis ),

Es decir ( {,) es insostenible con la hipbtesis de que G no tiene las aristas

e had v
ay ni bx. G -

(594

1,). Sea C, el clon de G que contiene al tridngulo axc .

C, el clan de G que contiene al mzfngulo bey.

Como hemos hecho una {dentificacién subatdmica donde los vértices
identificados corresponden a log elementos de { b, c}, entonces {b cf
es subdtomo (.'. estd contenido en un hromo A, ), ,*. {b, clea,.
Por otra parte CNC, = e}, v como befaN(CN CzﬂA;)}
entonces (C,AC,)NA, £4A, Y.

{ pues como C,A C,AlA, es interseccion de clanes, se contradice el

hecho de que A, es dtomo de & .
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11 ) Por hipttesis xe{V(GI\V(G}, yeV(EA\VT)].
Como en los casos anteriores ¢ e{V(ﬁ,)nV(ﬁl)& , & &V(a,) y
b eV(ﬁ,). Cor;‘no ademis a adycb entonces aé{V(é,)(\V(C-?l)} o
be{V(G,yOV(G)} , sin pérdida de generalidad aupongamos
aeV(G)INV(G) .
Tenemos dos sﬁbcasos:

i) befVIGO\V(Gf ; 1ty beV(iG)nvG)} .

itl.,) Que ey (' salvo los nombres de los elementos ) el caso ig ya

analizado.

iiiy) Que es el caso 1,) ya anallzado.
Asi, elque G, y G, sean mlomelcas es insostenible con que
una grifica Hc G no contenga ninguna de las dos aristas ay, Bx.

*. G, Gy tolomeicas =»> G es tolomeica ‘"

-
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=7). Por demostrar: G tolomeica => G,y G, son tolomelcas.

Por reduccién al absurdo. Supongamos que G es tolomelca y que G,
(o Gy) noloes,

Como G, no es tolomelca entonces:

a) G, tlene un clcle inducido de longitud 2 4. o
b) existe una grafica M contenida en G, talque a }di' y
ob a/{c 'x.

St a) sea C el cicloinducido de G, , de longitud2 4, es claroque
al hacer una identificacion subatomica C permanecerfa como ciclo inducido
en G Y (G es tolomelea por hiptesis ).

Si b), como H gerfa subgrafica de G que es tolomrdca, entonces
a nd%y ob adycx . Supongamos, sin perder generalidad que b ad)éx .
Como G,y G, son grificas ajenas por hipGtesis entonces b{(}z , xldGz.
Asf que la Unica manera de que x ady b es que xe{('"},ﬂ(w}d ’ be{'("},(\(-;-;‘;
pero entonces ix, b} es parte de un subltomo de G, .. X ad)& Ib Y.
Asfque G, (o G.) no tolomeica es insostenible con la hipétesis de que G
es tolomeica,

.+ G tolomeica = G, y G, sontolomeicas. n
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45)

46 )

TEOREMA: Una grdfica G obtenida mediante una
sucesidn de identificaciones subatdmicas a partir de grd-

ficas completas es tolomeica.

Demostracién: Como las grdficas completas son

tolomelcas ¢l teorema se deduce inmediatamente del

teorema anterior,

Es un hecho notable que también el reciproco de este teo-
rema es cierto, es decir, sl una grifica es tolomeica
entonces se puede obtener mediante una sucesibn de
tdentificaclones subatomicas a partir de griaficas com-

pletas. Para probar este hecho necegitaremos unos

cuantos lemas.

LEMA 1: S5ea G una gréifica tolomeicay sea {Q,,...QJ

nY2, una colecci6n finita de clanesg distintos de G tal que

"
su intersecci6n S = (\.Qi (1¢1¢n) es no vacfa, entonces
= g

S es un conjunto de corte de G.

El primer Teoicma de la pagina (15) nos dice que G es
tolomeica <=7 G es semitolomeica v triangulada.

Entonces G semitolomeica tmplica que G tiene la propie-

- e

daid & ( pigina 40). La propiedad & es equivalente a )a
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47

propiedad &. : para cada¥ colecci6n finita de clanes
de G ajenlos dos a dos y para cada Qe , existe Pe tal
que QnP,( la equivalencia de& y de&' se sigue féAcil -
mente observando que un conjunto finito P parcialmen-
te ordenado esta totalmente ordenado 81 vy s6lo st todo

subconjunto finito de P tiene elemento minime). ’
El lema se sigue del teorema de la pdgina (100,'

El siguiente lema es un Teorema de A. Hajnal y J. -
Suranyl, y como aparece tamblén en la pagina 368 del

libro de Claude Berge " Graphs and Hypergraphs -

lo enunciaremos sin demostracidn.

LEMA 2 ( Hajnal y Suranyl ), Si G es una gréfica trfan
gulable entonces cada conjunto de corte minimo de G -

induce una subgréfica completa de G.
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48)

Combinamos log dos Lemas anteriores para obtener:

LEMA 3: Sea G unag gréifica tolomeica. Un subconjunto

S de V(G) e¢s un conjunto de corte minimo de G st y s6lo

g1 § es un atomo de G (e.d. es una interseccién minima

de clanes de G)

Demostraci6én: ==7) § conjunto de corte mintmo de G

y G tolomeica implica que S es un conjunto de corte en
G, triangulable, implica que § induce una subgrifica
completa de G ( teo, -7 - de Hajnal - Suranyi).

Sea 74’ la familia de log clanes que contiene a S, entonces
SeA y vale la igualdad ademas:

pu2s si S;’i{\‘ﬂ' entonces cxiste x&{(nA‘)\S},Por otra parte
como S eg un conjunto de corte de G (conex:z) y como
X#S, entohces existe vyeé {V(G)\ S}ral que todo camino de

X ay pasa por S, y podemos suponer ademis y ady s

con 84 5.

Como {lx} U S}C nd v N cs completa, es claro que x y §
pertenccen a un mismo clan Ky. Como )7'(3 pertenecen a
un clan K‘Lf K, (pues y a9§ X ) entonces S @ K,z- pues
todo punto t en K,nKz,es adyacente tento a x como a y ',
¥tv eg una trayectoria en G; por hipdtesis xty pasa por S

y .5 otes o FAkon kJes (fKo K #g pues sefk,akd
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Por el Lemal K,n K, es de corte y por la minimalidad
de 5,{K,A Ky= 5 de donde S ={K,AKJeK, y asf

sg N#& cfk,ak}=5sY.
.S =n‘A‘y asl S es una interseccién de clanes que es
ademés minima, pues si T en una familia de clanes
tales que }‘#l\t‘g_ N A, entonces por el Lema l;ﬂt es

un conjunto de corte de G y, (S r:n'A' es un conjunto de

de corte minimo ) ,*, (\'A" es un ftomo de G.B_

e 51 5 es un dtomo de G,entonces § = Nné donde
A es unafamilta de clanes de G, por el Lema 1, § =n‘A'
es un conjunto de ﬁorte de G que ademis e¢s minima, pues
si no lo fuera existirfa 2 %8, con £ un conjunto de
corte minimo en G, pero por la primera mitad de la
demostracién Z serfa un ftomo de Gy como R & S enton

ces S no serfa un Atomo y .

»
* @

S dtomo de G implica 8§ es conjunto de corte

minimo.

Usando el lema 3 podemos probar el sigulente:
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49) TEOREMA (Howorka): S1 G es tolomeica,entonces G se
puede obtener mediante una sucesidén de identificaciones

subidtomicas a partir de gré&ficas compleras.

Demostraciona: Por induccidn sobre IV(C;)].
Sf G es completa no hay nada que demostrar, en particular
gi IV(G)[= 1 la afirmacidn es clerta.
Si G no es complera, existen u,vé& V(Q) tal que u 3/04 v
y uy v nopueden estar ambos en un mismo clan asi que
si C; es un clan que contiene a u entonces v(#V(C,).
Sea C, un clan tal que v eV(C,) y sea w un vértice que
no estd en pero que este a distancia minima de v(C,)
como G es conexa, es claro que d(w, V(C,) ) = 1y asf
w ady x con xeaV(C,). ‘

-
Ahora wx pertenece a un clan C, 3‘ Cy (sz C, pues
ueVvV(C,) pero uf.((},_ ya que u a% w oy wevV(C) )
Ahora, we C,NC, y asl C,0C,4¢ .. C,AC, contiene
un dtomo ( una intersecciédn minima no vaclfa de clanes)
que por el Lema 3 es un conjunto de corte minimo,
Asl si G es tolomelca y G no es completa, entonces G

contiene un conjunto de corte mininio S,
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Sean A,,...., A, las componentes conexas de G\S.

OV
(o2

Ay

Como S es un conjunto de corte minimo y G es tolomelica
entonces S es la interseccién de los clanes que lo con-
tienen,

§ = ni‘" donde 94‘ = {Q clan de G SCQ} .
Notemos que sl QeA‘ entonces Q¢ ¢AyY SY para alguna
e {1,..., r{, (donde { AV SY es la subgrafica de G
inducida por ALV S )
Pues si Q 5/ < AU SY para alguna tef1,....r}
entonces Q tendrfa vériices de Ay's distintos,

u& ANA, ,ve AN\ Ay digamos .

1
Pero por definicidén de las Ab‘s, todo camino de u a v
pasa por S y en particular u a}){' v por otra parte,

como u,véQ y Q es clan, u ady v’ LS. QeAusy.
Ahora es claro que < AjVS) es una grifica tolomeica

stendo gréfica inducida dc¢ G que es tolomeica,( C tolomeica .

=2 (G tiene distancia hereditaria ).
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También S pertenece a un clan Q;<<A;Y S  obvia-
mente. Y también es claro que si tomamos clanes
Q,c<ANLSY ,..., Qc{AgNSY, entonces S =~f}QL .
Es claro que la subgréafica <Q,U ...V Qg1 de G,

la podemos obtener tomando una familia de grificas
completas (ajenas) K,,...,Kg con Kl.‘: Qs identifi-
cando subatdmicamente en Bubﬁtomlos de K-‘_ isomorfos
a s (5eQ;® Ky). |
Ahora',cmno S es un conjunto de corte, el conjunto

{A‘ sy An]; debe tener por lo menos dos elementos
yast |vicaws » ) <« vo] ¥l g
aplicando hipétesis de induccitn a la gréflca tolomelca
{Av S . tenemos que {(ALU S? ge puede obtener

a partir de subgréficas completas Ki, , Kyo,..., KL-%‘:‘3
mediante una sucesi6n de identificaciones subdtomicas.
Ademdis, como S es una subgrAfica completa de {ALUSS
entonces SCKij para alguna | e {1....2(1)} vy por la
definicion de ldentificacién subdtomica, K;,; debe ser
tsomorfo a unclan de < AyUS» , de donde K;Jg Q¢
c,<A:_U 8% .

Y asf G se obtiene mediante identificacién subatémica a

partir de las gréficas completas:
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-----------------------

Ker o Koz oo oK qum

Pues KL,N' R K.Q,b(’-\ producenmediante identificacién

subatémica apropiada la grifica {AUSY N1, ... r},

Ademdés las gréificas Q,,...., Qp produceamediante

identificaciones subdtomicas la gréafica ¢ QU ...V Qa?

y cada Qg; K},-)m para alguna j(Q)é{l, ce e g(i)}como ya

vimos,

Como hemos probado también el reciproco del dltimo

teorema, tenemos:
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TEOREMA: Una griéfica G e¢s tolomelca 81 y s6lo st G
puede obtenerse mediante una suceslén de identifica-

ciones subAromicas a partir de gréaficas completas. B

La caracterizacion anterior de las grificas tolomeicas
permite dibujar grificas tolomelcas " tfplcas ", por

ejemplo:
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