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INTRODUCCION



Este trabajo tiene entre sus propdositos estudiar las
|
ecuaciones integrales y algunas aplicaciones de éstas a la
teoria del potencial. lLas ecuaciones integrales de Fred--
holm de segunda ¢specie son las que se vinculan con la teo
ria del potencial, ademds que las scuaciones de Volterra de

sequnda especie se pueden considerar como un caso particu-

Tar de las ecuaciones de Fredholn.

Otro proposito era que fuera una éxposicién didactica
del tema, en ese sentido desarrollé todos aquellos ejemplos
y probTemas que me parecieron interesantes que van dando una
idea mas clara de los distintos aspectos que se van desarro
Ilando. En este mismo proposito hice demostraciones distin
tas de los libros consultados; propongo lemas para lograres

tas, que aunque son claros no los vi en ningun Tibro.

Un G1timo propdésito era dar un contexto histérico del

desarrollo de esta teoria.

En cuanto al cumplimiento de estos objetivos considero
que quiza no fueron cumplidos en su totalidad, pero si.en un

grado satisfactorio.

Resolver 1o que ahora conocemos como ecuaciones integra
les de Fredholm de segunda cspecie fué lo que impulsd el po-
der pasar a cspacios mads gencrales que los cuclideanos. La
primera generalizacidon que se da, son los espacios de Hilbert.

E1 desarrollo de las ccuaciones inltegrales cobra importancia



porque da un método para resqlver el problema de Dirichlet.
Sin embargo, es frecuente encontrar la exposicidn de estos

temas en el sentido contrario de como fueron sucediendo.

Esto tiene una explicacidn natural ya que al irse desa
rrollando wa teoria de estos problemas se van enfrentado a
problemas que se van resolviendo posteriormente y se vansim
plificando los conceptos. Esto es, la teoria que permite
resolver los problemas se desarrolla después que éstos son

planteados y resueltos parcialmente.

Lo que se hace en este trabajo es dar una introducciodn
histérica del surgimiento de las ecuaciones inteqrales des -
Fredholm de segunda especie y que pretendia, Fredholm con -
su teoria (cap. 0), resolver. Asi como el surgimiento pos-

terior del concepto abstracto de espacio de Hilbert.

En el capitulo I se presenta esta teoria de espacios -
de Hilbert, tal como 1o conocemos actualmente, haciendo hin
capié en varios ejemplos tanto de espacios de Hilbert, como

de bases ortogonales para ellos.

En el capitulo II, se estudia el concepto de operador
completamente continuo (generalizacidn de transformacidn 1i
neal de R" en R™) nuevamente presentamos varios ejemplos de
éstos y para operadores simétricos y completamente continuos

se estudia el teorema ecspectral (de Hilbert).

Finalmente, en el capitulo Il se aplica lo anterior al



estudio de las ecuaciones integrales de Fredholm de sequnda
especie, tal y como se conoce en la actualidad (no como To

hizo Fredholm).

Considero que presentar las cosas en su forma "acabada"
tiene una ventaja y una deficiencia. La ventaja consiste,
gue una ma;era simplificada y estructurada permite una asi
milacidn sencilla, que si nos enfrentamos a todos los proble
mas por los que pasaron aquellos que desarvrollaron tal teoria
Pero tiene la deficiencia, que presentadas las cosas de esa

manera se puede caer (y es frecuente verlo) en una o varias

de estas situaciones:

1} no entender hacia donde se va.
2) cual es el origien de tal teoria.
3) pensar qgue el desarrollo presentado coincide con el
desarrollo historico.
Por eso en los capitulos I, II, IIl se presentan los -
temas en su forma "acabada", la introduccidn historica (ca-

pitulo 0) permite ubicarlo adecuadamente.

Por 1o dicho anteriormente se eligid el orden presen-

tado.

Finalmente, quiero enfatizar que el capitulo 0 nos pue
de dar una idea de las posibilidades de profundizacidn sobre

este tema.



CAPITULO 0

UBICACION HISTORICA



Las funciones armdnicas surgen de problemas de la fi-
sica:
En 1748 D. Bernoulli introdujo en la teoria de gravita

cion de Newton la funcidn

n
' 2(M) = L. (

para un punto M de masa p atraido por un nidmero finito de
particulas de masa m, donde L. es la distancia de M a ca
da una de las particulas. En 1773 Lagrange observd que es
ta funcion daba inmediatamente los componentes de la fuerza
de atraccion ejercida sobre M tomando Tas devivadas de @

con respecto a las coordenadas x, ¢, z de M.
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Cuando el nimero finito de particulas es reemplazado
por un sdido v con funcidn de densidad p y el punto M esta
estda fuera de v, la funcidn @ queda
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(1o que se puede mostrar rigurosamente usando sumas de Rie

mann para aproximar la integral (1))

En 1782 y 1785, Laplace mostrd que fuera de v la fun-

cidn © satisface la ecuaciodn
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0 sea que Q resulta ser una funcidn armbénica fuera de v.

Y en 1813 Poisson completd este resultado mostrando que
si p es una funcidn continua en v la integral (1) tiene sen

tido dentro de v y @ satisface la ecuacion de Poisson

Después del descubrimiento de las leyes de Coulomb la
ecuacion de Laplace adquiere una importancia central en elec
trostatica. También se encuentra que gobierna los fendmenos
"estacionarios" en nidrodinamica y la teoria de calor. Fi-
nalmente las Tlamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann para fun
ciones reales P, Q de x, v tal que P + iQ es una funcidn ana
litica de x + iy eran conocidas ya desde mediados ce siglo
XVIII y se vio que Py Q0 resultaban ser soluciones de la -
ecuacidon de Laplace en dos variables. A principios del si-
glo XIX Gauss conocia esta coneccidn y el hecho que T1a ecua
cion (1) en dos variables queda asi:

1
ri{x,y38.n)

Qx,y) = f% p(&,n) log d&dan (3)

donde D es un dominio acotado en el plano y

: & =
R (AL vfx-&)z vy =~ m?

(Es facil comprobar que Q(x,y) es arménica fuera de D:



log ! es armonica si (x,y) # (&,n)

Vi -6)2% + (y ~-n)?

y se puede derivar bajo el signo de la integral.)

De 1a coneccidn con funciones analiticas Gauss obtiene
propiedadeg para funciones armdnicas tales como el princi-

pio del maximo y del minino.

Por otra parte George Green, estudiando problemas de -
electroestatica escribido el primer articulo que plantea una
ecuacion diferencial parcial con condiciones generales a la
frontera,y ésta surge al estudiar el probltema del potencial
generado por un alambre cargado en el plano (el mismo pro--
blema es ccreicerado por Thompson (Lord Kelvin), Dirichlet
y Gauss); el problema en términos matematicos queda expresa
do asi: Sea v una region acotada de 1R2, Yy = 3vy f:3v - R

continua. Encontrar una funcidn armdnica U en v, continua

en V y tal que Ulav = f

La intuicidn sobre las propiedades fisicas del proble-
ma llevd a Green a la (falsa) conclusion de diche problema
sdiempre tenia solucidn, y muchos matemdticos del siglo XIX
y principios del siglo XX dedicaron sus esfuerzos a tratar
de resolverlo, encontrandose siempre con dificultades en sus
resultados, y obteniendo soluciones sdlo para casos parti-

culares (casi siempre imponian restricciones geométricas so

bre av). Los matemdticos de la época pensaban que estas -



restricciones se debian a imperfecciones en el método de so
Tucidn dado, y es sb6lo cuando Lebesque en 1913 da un dominio
para el cual no hay solucidon, que cambia el enfoque del pro-
blema.

Nosotros aqui sO6lo mencionaremos el método de ecuacio-
nes integra#les iniciada con las ecuaciones "Cripto-integra-
les" por Beer en 1860. Se da cuenta que si Z es una super-
ficie suave cerrada y g es una funcidon continua en T, la so

lucidén al problema de Dirichlet ( en ®>) debe satisfacer la

ecuacion,
_ J 1
UM) = I e (PG (gp)do (4)
y
290(M) + [/ p(P)3=(gE)do = g()  Men I (5)
)
En R?, g:3V - R
_ 3 1 ,
uM) = f p(P)5=(log gp) do (4')
V4
2Tp(M) + fYo(P)%-ﬁ(log Ml"g;)da = g(M) (5')’

E1 problema de Dirichlet queda entonces en términos de
resolver una ecuaciodn integral y se trata de poder determi-
: - - 2
nar p que satisface (5) (0 (5') en R%).
Tanto Beer como Neumann tratan de resolver la ecuacidn

(5) por el método de aproximaciones sucesivas Ppero sin po-

der mostrar la convergencia de la serie asociada.
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En los afios posteriores se abandond este método por
considerar que presentaba "dificultades insuperables" seqin
lo afirma Du Bois-Reymond en 1888 y el mismo Poincaré com--
partia esa opinidon. Es per tanto que viene a sorprender -

completamente una pequefia nota publicada en 190C, en donde

foag
2s

Fredholm mwestra que la teoria de las ecuaciones integrs!
(o ecuaciones cripto-integrales) consideradas antes de &1

eran de necho sencillas (mucho mas sencillo que cualquizr co
sa conocida en su tiempo sobre ecuaciones diferenciales par

ciales).

Ivar Fredholm fué estudiante de Mittag-Leffler Estocol
mo de 1888 a 1890. Después de su visita a Paris, donde ha-
bia estado en contacto con todos los analistas franceses y
familiarizado con lor recientes articulos de Poincarsd, comu
nicd en agosto de 1899 sus primeros resultados sobre ecua--
ciones integrales a su maestro y fueron publicados en 1900

y completados dos afios después en un articulo en una acta
matemdtica.

Fredholm en su articulo “"sobre un nuevo método para la
solucion del problema de Dirichlet", hace a un lado todas las
particularidades de la ecuacidon de Beer-Neumann (5) empezan

do con una ecuacion integral de segunda especie, en una for

ma general.

w(x) = £(x) + M’; K(x,s)¢(s)ds (6)
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donde K(X,s) es por hipdtesis acotada y continua por pedazos
en [a,b] % [a,b], ¢ continua en [a,b] y A un pardmetro com-

plejo.

Inspirado en 1os trabajos de Volterra sobre el paso al
limite y en Von Koch sobre determinantes infinitos, da las
condiciones'necesarias y suficientes sobre ¢ para la exis-
tencia de una sciucidon de (6) béséndose en 1o0s resultados
analogos para sistemas de ecuaciones lineales (ver caso de-

generado capitulo III) y Tlega a la formulacidén completa de

1a "Alternativa de Fredholm" (ver capitulo II1I).

De su teoria general, Fredholm muestra que la ecuacion
de Beer-Neumann tiene solucidn con ciertas restricciones so
bre la frontera del dominio. '

Estos trabajos de Fredholm pueden considerarse como la

fuente de Ta cual derivan todos los demas desarro]]os sobre

teoria espectral.

Hilbert impulsado por los trabajos de Fredholm escribe
seis articulos sobre ecuaciones integrales.

Restringiéndose al caso en que el nicleo K(x,s) es si-
métrico, es decir una funcidn real continua tal que K(x,s)=K(s,x)

obtiene resultados mas precisos que Fredholm, como:

1) Las raices del determinante de Fredholm son reales
2) Considerando la multiplicidad se obtiene la suce-
sion A (valores caracteristicos) y las respecti--

vas funciones caracteristicas ¥ tal que
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1° v _(x)¢_(x)d =0 param £ n
(Ortogonalidad de las funciones caracteristicas)

3) Normalizar Tlas funciones es .decir.

b
fa

2 - .
vo(x)dz = 1
4) DEfine los "coeficientes de Fourier" para cada fun

cion f en [a,b]

< ....b .
E,0 > =0 £(x)w (%) dx

Después, los trabajos de Fréchet sobre espacios métri-
cos invitan a todo mundo a aplicar estas teorias sobre los
trabajos de Hilbert y transferir la geometria euclideana a
dimensiohes infinitas. Asi Schmidt define el espacio 12 -
con la nocion de producto escalar y de norma;idefine orto-

gonalidad, conjuntos cerrados y subespacios vectoriales.

Fischer y F. Riesz, contando ya con la teoria de inte
gracion de Lebesque, definen el espacio L2 [I], donde I es
un intervalo compacto [ € R, consistente de las funciones
cuadrado integrables. Dos funciones son idénticas si difie

-

ren en un conjunto de medida cero.

Su resultado fundamental es asociar a cada funcion
f ¢ L2[I] Ta sucesion {xy} de sus coeficientes de Fourier,
1o que permite mostrar que L2[I] es isomorfo a 1? de lo que

se deduce en particular que L_[TI] es completo y separable,

Una consecuencia de todo 1o anterior es que los resultados
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de Fredholm pueden ser aplicadas sin ningin cambio a ecua--
ciones integrales cuyo niicleo K(x,s) esté en L(I x I) qui-
tando la hipotesis de continuidad sobre K(x,s) que tenia -
Fredholm, ya que esto equivale a un sistema de ecuaciones
correspondientes a una forma bilineal "completamente conti-
nua" en el zentido de Hilbert y ésta permite resolver la -

ecuacion de Beer para casos mas generales.

Von Neumann fué el primero en concebir un espacio "abs
tracto" de Hilbert definido axiomaticamente como un espacio
vectorial complejo con un producto escalar de Hermite, se--

parable y completo con la correspondiente norma.

o



CAPITULO 1

ESPACIOS DE HILBERT.



1. DEFINICION

Un espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial H real
con una funcion ¢ de H x H en R la cual mapea cada pareja
de puntos (vectores) de H en un nlmerc real, 1lamado el pro

ducto escalar.

»
Donde »(¥%,Y)=<X,¥> X,¥ e H es tal que:

a) <X, = <¥,%>
b) <X, ¥ + %> =<K, + <X,2>

c) <XX,¥> = X,¥> para cualquier real A

2. EJEMPLOS

1.- Sea el espacio 1 definido de la siguiente manera:

2’
Una sucesion de reales X = (X, Xyreoer X yuun) €5 UN

elemento de 12 ssila suma de sus cuadrados converge.

4 g
e

= 2 8
Fas
8

a) si definimos las operaciones lineales.

‘K+Y=(x1+y1,x + Y

2 2,-.., Xn+Yn,...)

R

oX = (ax,, axz,..., axn

X

dOﬂde X = (X,l' XZ'-OOI nl

) ¥ o= (yl,yz,,,_,yn,...)’ﬂtsm
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Este espacio es un espacio vectorial real. Con esta

definicion ¥ + Y, a ¥ ¢ 1

2
Como X + ¥ = X (3 X+ Y :
0 X+ Y ng1(‘n+ yn), veamos que X + Y ¢ 12.
1 2 2
< < =
0 Ixnyn! 2 (Xn * yn)
bl I 2 1= 2 -
< - 3 = X < w = ¥
n§1 anYnt 2 n=1 Xn * 2 n=1 Yn ° n=1 % Yn < (2>
y tenemos
5 2 _ 3 .2 - . 2
(X + = % 2
n=1( n yn) n§1xn * 2n§1xnyn YaE¥y S 0®
~ X+ Y e 12
si X ¢ l,, o eR

X = = <
X = Z aX Y n§1(axn) a® Z.X ®
s aX € 12
« . <———=
b) Definimos <X,Y> n§1xnyn

por (2) es claro que <X,Y> estd bien definido

Veamos que <X,¥> asi definido es un producto escalar

2:
<X,¥> e R

Ahora

(o] o]
X,¥> = X, XY = L Y X =<y, X

n=1 nn n=1 oo

[=9] o) [+.5] 00

~F v ”:l _,E -‘-'-—E E X
XY 42 n=i * (yn 1 Zn) nrl( ny * ann) n=1 xnyn n= hnzn
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porque todas estas series son convergentes por (1).

Finalmente

[o2]
<KX =Ix2>0 VEeH=1,
<X%>=2x2=0 * X =0Y¥ne X=0

]
2. El espacio L,la,b] = {v:[a,b] ~R| ¢ es lebesgue medi-

. b 5
ble y J le(x)]7dx <=}

donde cada ¢ es la clase de funciones iguales a ¢ escepto

en un conjunto de medida cero.

Si v, ¥ ¢ L2[a,b] se define

£

(¢ + ¥) (%) p(x) + Y(x)
Como

elx) . ¥(x) < 1 [e(x) + ¥v3(x)]

DL -

b 1 P, 2
fe(x) . Y(x)dxX < 5 J e (x) + e (x)]AX < =

tenemos

PP+ it tax = e ¢ w1 ax

= 12 p3dx + 2 1D p(x) w(xax + s> vixax

b 1

2 2 ]
, Sl (X) + v(X)1dR +

<j§¢2(mdx + 2

b

+ g0 U2 (%) dx

= 2050 p2yax + S YAk < e

porque cada una estd en L la,bl.
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Ll + ) € L2[a,b]

ap € L.[a,b]l, es inmediato, Y a ¢ R

De 1o anterior L?[a,b] es un espacio vectorial.,
E1 producto escalar sobre LZ[a,bl se define como

’ b
p, > = I v (X)¥(x)dx

efectivamente es un producto escalar

<p P> = <Y,e>

b
Y,V y> = L o (x)[¥(x) 4 y(x)]dx = <p, P>+ <p,v>

<ay, > = aly, v>

b b
e (x)v(x)dx = [ »°(x)dx 2 0 V¢ € L,la,b]

b 2
<‘pl‘p> - fa“P (x)dx

]

<@,¥>

i

0 e p(x) =0 ﬁ

3. R, R" son espacios pre-Hilbert con las operacio--
nes usuales.
3. DEFINICION

Dos espacios pre-Hilbert H', H" se 1laman isomorfos si
existe una biyeccidon b tal que:

i) b(x' + y'} = b(x') + b(y") ¥V x', y' ¢ H'

ii) bax') = ab(x")

i11) < blx'), bly)>., = <x',y'>,



4. DEFINICION

Si H es un espacio pre-Hilbert, definimos la norma de

X € H como

xl =+V <x, x> y COS(X, y) - <XI!>
Ixl Hyl

5. PROPO;ICION
a) -1 € Cos(x,y) <1
b) Desigualdad de Cauchy |<x,y>| < Izl Iyl
c) {<x,y>| = Izl iyl ® x,y son colineales
DEMOSTRACION
a) <Ax -y, Ax - y> 2 0
y 2k, k> - 20<x,y> + <y,y> > 0
si 1o vemos como funcidn cuadratica de A
£(A) = <x,x>A% - 2<x,y>A + <y,y> 2 0

f()A) no puede tener dos raices distintas porque habria una
parte negativa 1o que contradice que £(X) > 0. Entonces a
lo mds puede tener una sola raiz, o que implica que el dis

criminante es menor o igual a cero es decir:

x,y>% - <x,y> <y,y> €0

de donde
;
Vex,y>? < Yax x> Vey, > , (3)
}’ .
. 1Sy < 1 Lo lcos(x,y)] €1

it Hyll
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b) es consecuencia de la desigualdad (3)

<x,y>] = hxl oyl = <x,y>? - <x,x> <y,y> = 0

c) *) si
entonces 3 A e Ry 1°<x, x> - 2x<x,x> + <y,y> = 0

= <X -y, A%X, - y> =0

por el axiota {e) de producto escalar

L]

AX -y o= O. =y = AX
=) si %, y son colineales = y = Ax
|<x,y>| = [<xi2x>! = Mxit 2 =lxl 1axt = Izl Nyl
Sol<x,y>] = il iyl '
6,  EJEMPLOS

11 La desigualdad de Cauchy en R" es

1S

/n n
X.Y.[ < W\ T xz \/ ha Y2
iTi iZy 4s V%

|

i=1

2) En L_[a,b] queda como

b /b, V/ b
[Fpxvxax] <7 e dx V5 _v?(x) dx

1. DEFINICION

Decimos que un espacio vectorial E es normado (e.v.n.)

si existe una funcidn ¢:E - R tal que:
(1) ¢lux) = '4le(x) ¥ o € R
(2) wix+y) sve(x) + 2y

(3) vix) =0 ¥V a . £
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(4) v(x) =0 © x =0

8. OBSERVACIONES

1. Si (E,p) es un espacio vectorial es claro que re--
sulta espacio métrico, con la métrica definida como d(x,y)=
¢(x-y) y lasnorma es funcidn continua, ¢:E - R, respecto a

esta métrica.

2. Si H es pre-Hilbert, la norma o(x) = Ixll = V<X, x>
satisface claramente las propiedades 1,3,4 y la 2 es conse-

cuencia de la desigualdad de Cauchy (5.b)

(@(x + y)) 2= llx + vl = <x + y,x + y>

<X,%2 + 2<x,y> + <y,y> ’
|

S hxl? + 20xd dyh + 0yl % = (=l + dyl) 2

= [p(x) + w(y)]2

e.d. v(x + v) < ¢(x) + v(y)

En resumen: todo espacio pre-Hilbert H es un espacio
vectorial normado y cuando se hable de convergencia, conti-
nuidad, etc. en H nos estaremos refiriendo a la convergen--
cia, continuidad, etc. en el espacio normado {por tanto zn

el métrico)asociado.

3. Como los espacios pre-Hilbert son un caso particu-
lar de espacios vectoriales normados, es natural que la nor
ma en un espacio pre-Hilbert tenga propiedades especiales

(no compartidas en genaral por los espacios nornados). Una
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de ellas es la ley del paralelogramo (la suma de los cuadra
dos de las-diagonales de un paralelogramo es igual al doble
de la suma de Tos cuadrados de sus lados, que en R% es con-

secuencia del teorema de Pitdgoras y de la ley de los cose-
nos).
#
9. PROPOSICION
a) Si H es un espacio pre-Hilbert; x,y & H entonces
lx + yI2 + I1x - yll % = 20x) 2420 y1 2 (4)
(Ley del paralelogramo)

b) Si E es un espacio vectorial normado y la norma de
E satisface la condicidn (4) entonces podemos definir un pro

ducto escalar en E con la formula

<X,¥> = JUK + ¥l - 1% - ¥ y <x,x> = lxi 2

Bl —a

de modo que E resulta un espacio pre-Hilbert y su produc-

to escalar proviene de una norma,

DEMOSTRACION

a) Iz + sz + llx - sz = <X+ y,x + y> + <x -y, %X - y>

= 2<k, %> + 2<%, v> = 20x1 % + 20712

b) Es claro que <x,y> asi definido satisface <xn¢==um|2
y entonces <x,x> > 0 ¥ g, <x,%> =0 x = 0 por propiedades
de 1a norma. Ademas es inmediato que -x,y> = <y,x>

Veamos la ley distribuitiva <x,y + z> = <x,y> + <x,2~>

Para ello aplicamos la ley del paralelogramo a los vectores
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§) x+yz:2dix+ylls M =lx+y ity -zl

i) x - yv,2 ¢ 2x - yH2 v 222 = ix - y + 22 + Ix -y - zﬂz,

Hi)u+zy: 2+ 2P e 2% = lix+z+ vl +lx+ z - yi?

iv) k- z,y: 2x- 2%+ A =lx -2+ g2 +lix -z - vl 2

restando (i#®) de (1)

2x + yl2 - 2k - yi2 =lx+y + 2zl lx-y - 2l?+
Flx+y -zl Gx -~y + 212

restando (iv) de (iii)

2% + 20 2= 20x = zl2 = Ix + y + 2zl 2=l x-z=yll %= Ix-z+yll % +

+ IIx + 2z - sz
al sumar estas dos igualdades obtenemos
2% + yll 2 = 20x - yli 220 x+2l 2 - 20 x-zl °= 2l xty+zl 220 x-y-zll 2

es decir 8<x,y> + 8<x,2> = 8<x,y+z>
Por ultimo veamos que <Ax,y> = A<x,y> ¥ X € R

Caso 1 A = -1
es inmediato que - <x,y> = <-x,y>

Caso 2 si A= ne N

<nx,y> = n<x,y> aplicando la ley distribuitiva

[ew]
i~
wn
o
(#8 ]
wn
wbe
S
il
[iped

i Pr 9 €t @ q # 0

pero < g, y> = §<x. y> porgue qgf< 3, y» = <X,y>
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Caso 4 A= re R
Hemos demostrado hasta ahora que <sx,y> = s <x, y>
si S eQes decir zUisx + vyl - lsx = vl D=2 0xeylt? - Iyl %)
si {s_} es una sucesidn de racionales que converge a r. Apli-

quemos a cada L la propiedad anterior.

S
ils x+ yl® - Is x - yh?) = Dlx+ gl? -z - yi?

SE

por ser la norma una funcidn continua, al pasar al limite obte-

nemos

x

£ x gl 2=lix =yl ®

Mrx + yh? = I - yll %) =

iy P

La ley del paralelogramo es condicidn necesaria para tener

producto escalar, veamos el siguiente Ejemplo.
"Norma del tarista" en R®° ¥ = (x,,%,) ¢ R® definimos

IRl = |x. | + [x

p! 2|
Es claro que no cumple con la ley del paralelogramo. Por
lo tanto en este espacio vectorial normado la norma no provie-

ne de un producto escalar.
10. OBSERVACION

E1l producto esclar ¢: H x H + R es una funcidn continua.

11. DEFINICION

Un espacio de Hilbert es un espacio pre-Hilbert completo.
12. TEOREMA

E1 espacio b 25 completo.



DEMOSTRACION

Sea {im} una sucesién de Cauchy en 12

. m m m
dados X, = {X1, Kyrewwn X, }
. P P p
X, = IV SRR AR
[
como es sucesion de Cauchy
lim X - XU =0 = \
m, p-»» m 1% \
1im m P m P m P |
m’ p‘?’y) H (X1 X1,X2—X2, ’X - X 7. o) " = 0
m —
como [X, - XYl <X - X0 = lim [xV - X |=0VieN =
i m M, Pyo' 1 i

Veamos que, 51 Y = (Yqr Yoreeer Y rees)

%&& Xm = Y en l2
Sea ¢ > 0, como {im} es Cauchy =

2 . .
X, - X 1% =2 0%, - x| <esimp>p,
para cada N fija
N m P 2
2 |X, - X, |“<c¢
1=1 i 1

tomando limite sobre P, como es una suma finita y el limite

de cada uno existe:

N m P, N m 5
lim 2 |x, - X, | =2 |x, - vy <eVYNeN-=
=1 1 i i= i
pre
m‘m 2 2
s | - = I¥ - ¥ < ]
lﬂ,xi Y. me Tl £ s1m> Py



- 26 -

falta mostrar para terminar la demostracidon del teorema que

Como 3 K % para cada m

I 12 = %
m =

L J
porque {nimu} también es una sucecidn de Cauchy en los rea

lés y por tanto esta acotada, entonces la suma parcial

N 2 N m 5 N m 2
b = % 11 = ;
n=1yn n21(le Xn) Lim n§1(xn)
m—-oo m-»oo
o m
< lim L (X ) € 1lim IIX I €K
n=1 n m
m—»oo m->oo

de aqui que, para cada N g X

€ K e.d. Yel |

4z
e

2
n n

13. PROPOSICION

Sea dj, d una sucesion fija de reales tal que

2'0-.

[+ ]

(E,£.d converge para cualquier {£ } e 1,. Entonces{d } e L.

DEMOSTRACION
Primero veamos que D = {d/d= 4, donde ldhl> c > 0}

es finito. Lo haremos por reduccidon al absurdo. Supongamos

que D es infinito. Sean, la subsucesion {a 1 »

Xk
1 = 1 o = 3
|dn | >c ¥ Ky {gnj ¥ & si n = n £, =0sin#n

k k

1
k k'’ k

Es claro que {gn} e 1,, sin embargo



o0 [2¢}
-

zeld|= 2e |a | = Z lld
n=1°n .n k=1 nk nk k=1 k K

1o que contradice 1a hipdtesis.

Para mostrar que {dn} € 12, nuevamente por reduccidn

@D
L d 22 =, Se puede comprobar de for

absurdo, suponganmos
& 1 n

n

ma andaloga a la anterior que los elementos dn tales que

g 2 > 1 son un numero finito.
n
[0 0]

Sea P el maximo natural tal que d; > 1. Como n§1dn = o,

formemos grupos de esta manera:

Prgr” ] 2
1 < 2 d < 2 donden, =p + 1
n=nk n 1
Ry
. } 2
n, es el primer natural § Z d°> 2 VY k eN
k n= n
k -1
Ahora sea
dn
g =  si ngsn<n.,
d si n< P
n
Entonces
Preq™ .2
- .2 P - d P 2 2 2
, - _n T 2
n2q En = E 4T+ B E] 5 ) S 2ydy ey Ty <@
k k k
= {£n} € l2
sin embargo
z = T P 3 z 1
nZq &nd, = 5,9+ OB ) 7 s d ez T
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Ht4 8

A}

1o que contradice la hipbtesis, de donde

c12 ¢
n n

14. DEFINICION DE ORTOGONALIDAD

Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que dos vectores

X,¥Y € H sonvortogonales si <X,¥> = 0

Observacion: Si X # 0, Y # 0 de acuerdo con la definicidn
general de los angulos entre dos vectores, esto significa
que X, ¥ forman un angulo recto.

Notacion: Si X,Y son ortogonales se escribe X L Y.

15. EJEMPLO
En el espacio L2[-ﬂ,€], el sistema trigonométrico 1,

cos X, sen X, cos 2X, sen 2X,... son mutuamente ortogonales

ya que
U m m
[, ©cos nxdx=[ = sen nxdx = [, sen pX cos gxdx = 0
m
Y <«p.w>L2[_W,ﬂ = [ e (X ¢(x)ax

16. PROPIEDADES
Sea H un espacio de Hilbert

1) si x ! Y., X LY, ..., XLy entonces

X 1 (a1Y1 S R akYk) v Qyponny Oy £ R

2) six 1 Y Y nc N, entonces X1Y = lim Y

n-re
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3) generalizacion del Teorema de Pitdgoras.

1K + YIS = 1% °%+0yn? e x 1y
DEMOSTRACION
1) es inmediato
[}

2) es claro por la continuidad del producto escalar

<y, X> = < lim Y _ ¥> = lim <Y_,X> = 0

n->coo n-—+ow

Observacion: de (1) y (2) se establece X = {y/Y 1 X} forma
un subespacio cerrado de H, llamado el complemento ortogo-

nal del vector X, se denota c'i.
3) IRHYIZ = <X, %> + 24K, ¥> + <Y,v> = IXI2HI¥l? & <X,¢> = 0

17. DEFINICION
Una sucesiodn {xn}, X #0, de vectores en H, espacio
de Hilbert, se Tlama "sistema ortogonal" si X 1 X YV n # m.

Si ademas Ix IF= 1Y , se 1lama sistema ortonormal.

Notacidon: En general hablaremos de un sistema de vec-
tores como una sucesion de vectores en que cada conjunto fi

nito que se forma de elementos de esta sucesion sean éstos

linealmente independientes.

18, METODO DE ORTOGONALIZACION

Dado un sistema de vectores X ,X,,... X ... encontra

n’
1 ]

mos un sistema ortogonal.

Escogiendo adecuadamente los coeficientes a ., en la for

mula



Y =X +.Z a X (5)

Obtenemos un sistema, no nule, mutuamente ortogonal de

vectores LOVER SYRRRYER M

A partir de la idea que se presenta en la formula (5)

encontraremos un método inductivo de construccion de este
[}

sistema.
Para esto veamos primero que el vector Y &S una com-

.

binacidon 1ineal de X oo Yo,eee, ¥

n-1
Yn - xn * an1x1 * arm-1xn-1
como Y1 = X1
Ty = Ryt anX,
Y, =X, +a, VY, .f’g

Yy = X3+ (agmag,a,,) ¥+ a,,v,
siguiendo el procedimiento
n -1 :
Y =X + &b .Y, (7)
n n i=1"ni1 1

Luego si hacemos el producto por Yk, K < n y usando la

supuesta ortogonalidad de Y, k =1,..., n - 1 queda

<Yn’Yk> = &Xn,Yk> -+ bnk <Yk’Yk>
si <YkYk> # 0 = bnk tiene solucion.
b = - ::).{_E‘_f.yk>
nk

< >
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Una vez obtenidos Tos coeficientes b, K=1...,n-1
Ta ecuacidn (7) permite establecer el vector Y ., que por
construccidn es ortogonal a todos los anteriores,
Finalmente, si sustituimos las expresiones para Yore..
Y o, de las primeras n - 1 ecuaciones de (6) en la n'esima
ecuacion, Mestablecemos una expresién como en (5)

n-1
Y =X +4+.Y a .X,
n n i=1 ni i
n-1
si Y =0 =X =-2Z a .X.
n n i=1 ni 1

1o que contradice que l0s X, i=1,..., nson linealmente

independientes.

Este sistema ortogonal 2si construido puede ser ademéds

normalizado, resultando el sistema de vectores.

ne N

Ny fi
n
que es ortonormal

19. PROPOSICION

Sea un sistema de vectores X.,..., X ,... dado, enton

ces existe un sistema de vectores Y1,..., Yn,... que satis

face:

a) <Xka> = 0 para J <K

n
b) v = % «,X, para algunas a,e R, nc N

(y este sistema es dnico salvo por multiplicaciéon por un es

calar.)



DEMOSTRACION

La existencia es inmediata de acuerdo a la construc--
cion del sistema Yo seees Y ,... coOn el método de ortogona-

lizacion (18). Para demostrar la unicidad.

otro sistema que cumple con (a) ¥y

Sea z,,..., Z ,...

1 n

»

(b)l
De acuerdo con (b)
n
Zn % i§1ylxi
2 n
Han = <Zn’ 2y = <zn’ i§1Yixi>

como cumple con (a)
Nz 12 =<z, y X >
n n' nn
s a # 0 despejamos X, en la ecuaciodon de Yo

2 n h Y
- e - - n
”Zn” = <Zn,a (Yn E aixi)> = SZ 0 — Y >
n 1=1 n

haciendo 1o mismo con el otro factor z,

2
2 Y Y
lz | =<y, Ry>=_0jy)? -
n n' O n 2 n
n n Q
n e
hz I = |y / o]l Iy i
por otro lado usando la misma técnica
- 1 —— ’ 2 —e
I\Yn,zn>| = )\n /anlnynn = Nz Iy |

Por la proposicidén (5.C) Y,z son colineales es de

cir 2z = )\ Y .
n n n

Para completar la demostracidn



20. EJEMPLO

Los polinomios, obtenidos .de ortogonalizar las funcio
nes l,x,xz,... sobre el espacio LZ[—l,l], son los polino-
mios de Legendre. Donde el n'ésimo polinomio de Legendre

tiene 1a forma
_ 2 _4yny (n)
Pn(X) = Cn[(X 1) ]

1

(n) es 1a n'esima derivada y c =
270! .
]

Utilizando 1a proposicidn (19) habria que:i mostrar

a) <xP,p (X)>=0 sip<n

-
-

i

Fl

b) Pn(x) = T, o;X

i

En el segundo de los ejemplos (2) se definid el produc

to escalar para el espacio L la,b], de donde:
) / R IS o)
<X®,P_(X)> £1x Pn(X)dx (8)
Sea p < n . b5e puede comprobar la forma recursiva en

P _(X)

Pn+1(X) - XPn (X)

P (X) =
n n+ 1 (9)
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Ja cual es equivalente a esta otra

P (X) -X P _(X)
[P (x) = 2 - (10)

n

Estas nos permitiran encontrar la integral (8). Inte-

grando por partes y usando (10)

g
L) wy A3 - :_E_‘ }_:)"1 «
fxPe dax = =1 kP (0 &

Usando esta G1tima sucesivamente 1legamos

-1)P p
) B f 2, (0dX p<n

f Xan(X)dX =

=

T [n=p+2(i~1)]

1

1

usando nuevamente (2) y como Pm(l) = 1, Pm(-l) = (-1)"

¥ me N; tenemos

1

[, P (K)dX =0 ¥ m= <Xp,Pn(X)>= 0 si p<n

Finalmente, como las derivadas de polinomios son poli-
nomios, (b) es inmediato.
21 TEOREMA

Dos espacios euclideanos de la misma dimensidn son iso
morfos.

DEMOSTRACION,

Sean B’y E" espacios euclideanos de dimension n. Po
demos encontrar por el método que acabamos de ver, unas ba

ses ortonormales para cada uno.

* * u
Sean {e,,...,e } {e,,... e } estas bases para E' y E7,

respectivamente.
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g s
=
®

Dado Xeb'! = X = Podemos claramente, estable

* . 3 > - n *
cer la siguiente biyeccién., X +~ X* = ¥ X e de EA en EV,
= 1 X n

Con los mismos coeficientes X .y xn donde se preservan

17
las operaciones lineales.

Finalmente, e1 producto escalar de vectores correspon-
dientes en E' , E"
n Ti

n n *

5 ;} * n *
X =2, X8, ¥ =i§1 y.e., X =2 X.e, Y =.§1 Y.e,

* * n n * n
X ,¥Y>=<3X X.e., L Ye>= I X.y.
= 3 = 1 = 1“1
con lo que se muestra que son isomorfos.

22, DEFINICION

Una base numerable en un espacio de Hilbert H es un -
sistema de vectores {ei}iEIN tal que todo elemento XcH se

puede expresar en la forma
o

X = YXa,e, a.c R.
i=1"1 1 i

Observacidon: En los espacios de Hilbert de dimensidn nume
rable para poder determinar, si dado un sistema de vectores

ortonormales, éste es una base para el espacioc, se estable

ce la siguiente:



23, DEFINICION
Sea H un espacio de Hilbert de dimensién infinita. Se

.

dice que un sistema de vectores ortonormales {e1,...,en

—

es compieto si y so0lo si XeH ¥y e ,X> =0 Y ne N = X = 0.

24, TEOREMA

[ ]
Sea H un espacio de Hilbert y {e1,...,en,...} un siste

ma ortonormal completo. Entonces para cualquier vector fecH

existe una descomposicion:

f =j§1 Cjej (11)
y .
Tk =j§1 c (12)
donde C, = <f,e > (13)

Observemos que el teorema garantiza que un sistema or-

tonormal completo es una base.

DEMOSTRACION

Primero comprobemos (13) suponiendo que la descomposi-

cion (11) existe.

Multiplicando escalarmente (11) por el ve_ctor‘ek y por

ser continua el producto escalar

o n
<f,e,>=<«<.2 C.e,,e >=lim < X C,e.,,e,>=1imC,_=2C
'k =1 733" Tk o i=1 373"k - k k

Los coeficientes Ck son los coeficientes de Fourier del

vector £ con respecto al sistema {ek}
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Los €, tienen un significado geométrico, ya que

<f,ek> = HfHHekH Cos (f,e, ) = Hchos(f,ek)

C = <f,e, > es la proyeccion def sobre la direccidon del vec-

tor e, .
Dado uh vector determinado f y un sistema ortonormal
n

= }3'<. > g -
e Sea g «Z1 f,e e, - chn el subesnpna

finito e K

pree

cio generado por los vectores € reenve .

Sea h } £f =g + h

Como <h,ej> <f,ej> - <g,ej> = <f,ej> - <f,ej> = 0

=h! H_

En lenguaje geométrico h es la perpendicular gue baja
desde el final del vector f sobre el subespacia H., vy el vec
tor g es la proyeccidn de £ sobre este mismo subespacio.

Por teorema de Pitdgoras

<f,e.>% + ynt? = S <f e >
1Tk k=1

1o

HEN 2= gl ® o+ unn? =

Obtenemos la conocida como desigualdad de Bessel.

n
+ 3 2 < 2
I, <f,e > <l V n (14)
1o que implica
I <g,e > < el (15)

también conocida con el mismo nombre.

Ahora formemos la sucesion {hn} donde
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<f,e.> e.,comg vimos < h ,e.> =
3 3 €0 n'j 0

Sea h P >n
p

"h - h " = ﬁ (f - E <f e > e ) bt (f et E <| e >e-)”
n P j"’1 ! ‘l ] 'j—"‘l d .] J
“ 5 - +1 14 > -” e j...n"l 'e> e 0

n >

Ya que la serie es convergente por (15) = {hn} es una

sucesion de Cauchy y como H es completo, entonces

lim h_ = heH
n

now

como <hn,ej> =0 Y 3j<n= lim <hn,ej> =0 Y je N

n--w

= <lim hn' ej> = <h,ej> = 0 V je N

n->o

i

como {en} es completo, entonces h = 0, es decir

n
0 =1limh =f - lim .2 <f,e.> e, =
n j=1 ] ]
n-+o n—+>o
n o0
f = 1lim 2, <f,e.> e, = X <f,e.> e,
3=1 j 3 =1 3 j .

n-+oo

con 10 que se comprueba (11). Ahora

n n
2 .
Nel® = <£,£> = lim <2 <f,e,> e., . X, <f,e.> e.>
IR B j s = I M
. 2 - 2
= 1i p o > = X< >
lim 321 kf,ej 3% f,eJ



Con 1o que se prueba (12)

Nota 1: la formula (12) se le conoce como fdérmula de

Parseval

Nota 2: si g es otro vector en H.

w8

’ <f,g> = <f,ek> <g,ek>

k=1

Nota 3: si @yr8, 0008 y00. €5 cualquier sucesion de

[} o]
1 L, a i
reales, tal que K2 8 < = entonces la serie k§1akek conver
ge en H.
(o]
Si £ = k§1 ae, ., a =<f,e?>

25. PROPOSICION
Los espacios Lz[a,b] y 12 son isomoffos.

De acuerdo con la nota 3 cada serie de cuadrados conver
gente es la sucesion de coeficientes de Fourier de algln vec
tor en el espacio H. Con lo cual podemos establecer clara-

mente la biyeccidon entre estos dos espacios.

Observacion: para aplicar el teorema 24 necesitamos
un sistema ortonormal completo. Como no es inmediato que -

dado un sistema ortonormal € re--r€ ,... Sea completo, en

el espacio H; un criterio de completez es el siguiente.

26. TEOREMA

Un sistema ortonormal e ,...,e ,... es completo si y
1 n

s6lo si las combinaciones lineales de vectores del sistema



forma un conjunto denso en H espacio de Hilbert,

DEMOSTRACION,

=) Sea M = {f|f es combinacidn lineal de e ,...,e_,...}
1I ’ nl

@« n
Sea geH = = X C.e, =1lim X C.e.
, 9= 52 %595 prw §=1 3 3

W o

n
como para cada n j§1 CjejeM = lim

C.e.eM = HCM y eviden
n-o 33 -

J=1

temente MCH

<) Sea geH ¥ gliej Y jeN = glf ¥ feM
por propiedad 16.1y 2, gL f Y feM=H =gl g=g=20
{ej,...,en,...} es un sistema completo O

Observacion: De acuerdo con la formula de ortogonalizacidn
cada vector e es una combinacion lineal de los vectores
X1,X2,...Xn y reciprocamente cada X oes combinacion lineal

de los vectores € 1ene,@ Entonces, la completez del Sis-

tema {en} puede ser establecida demostrando que la totali-

dad de combinaciones lineales de los vectores orighm1es{xn;

es denso en el espacio H.
27. EJEMPLO

Los vectores 1, cos X, sen X,... forman un sistema or-
togonal en el espacio Lzl—ﬂ,n]. Como tas combinaciones de
vectores de este sistema (los polinomics trigonométricos)

forman un conjunto denso en L [-uw,7}1, Por el teorema 20

4



el sistema 1, cos X, sen X,... es completo en el espacio

L2[—ﬂ,ﬂ]. De acuerdo con el teorema 24 cada funcion

¢(X)5L2[~ﬂ,w] se puede expresar como una serie de estas -
funciones la cual es convergente en la métrica del espacio
Lt-m,m]. «Para normalizarias, se puede calcular que

| 2

lllll2 = 2m, llcos mxll © = lsen mxll 2 = ©. La descomposicidon que

buscamos tiene la forma

>

p(X) = <y, 1 + < 9,
V21 T -

1
VaTm

sen X > sen X I

+ < ¢,
T v

1 i1 cos X .m
-ﬁ-{ﬂ p(X)ax + =7 [, #(X) cos XdX +

+ Seﬁ X[g (X)) sen Xdx + ...

Con la siguiente notacidn

1 ™ 1 .w
a, = 57 Lﬂ ¢ (X) dX a = = [ﬂ ¢(X) cos nX ax
b = 1 fﬂ (X) sen nX @
n S ig? sen X

1legamos a la conocida expansidn de la serie de Fourier,

[+ )

= pX + .
¢ (X) a, + nM(an cos nx bn sen nx)
&~ Esta serie converge, pava cualquier ¢(X)eL [ -m,7],

en la métrica de sz-w,ﬂ].

Una observacidn imnortinte, es que poy Yas proaniedados
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de separabilidad, se puede establecer, sin dificultad, que
un espacio de Hilbert H es separable (es decir tiene un cen
junto denso numerable) si y s6lo si tiene un sistema ortogo

nal completo {o una base numerable)

28. TEOREMA
 J
Si H es un espacio de Hilbert y LCH es un subespacio

cerrado entonces para cualquier fecH existe una descomposi-

cibn.

donde IgeL, h !l L
y ademdas g y h estan dgterminadas de forma Gnica.
DEMOSTRACION

Es claro que L por ser cerrado también es un sspacio
de Hilbert. Entonces existe un sistema ortonormal {e_ } com
pleto en el subespacio L. Supongamos que la Dimensidon de L
es infinita.

Ahora sea feHd y sea

o0

qg = n§1 <f,en> e = gek

Sea h3 f£f =g+ h

Lo}

< h,e.> < f,ej> - < n§1 <f,en> en,ej>

j

i

=< f,e.> - lim <
] k-»c0

como estamos en el caso del teorema 24

= < f,ei> - lim < f,Oj> = 0
- o



= h 1 L

para demostrar la unicidad de 1os vectores g, h.

Sea g' cualaquier vector en L,

£f=g'+ h' y comog' =g+ (g'-g)

Z ht,e > = <f, ej> - <g',ej>

= <fl ej> = <gl e:]) - <g'-glej>

<h',e> =-<g'- g,e>=0Y¥ j*g -g=0

Si la dimensidn es finita es inmediato |
29. PROPOSICION

ET sistema de Legendre es completo en e]iespacio L,
[-1,1]. "

Solo daremos el camino para su demostracidon ya que re
sultd muy larga.

Primero se demuestra que toda funcidn en L,la,b] puede
aproximarse, en la norma de L,, por funciones continuas en
Lz[a,b]. Luego que los polinomios, es decir las combinacio
nes lineales de 1,X,X%,... son densos en C[~1,1] para la
norma uniforme, por lo tanto para la norma de L?[~l,l]. Por
lo dicho anteriormente 1o mismoc vale para el sistema ortonor

malizado, que son los polinomios de Legendre.



CAPITULO 2

OPERADORES LINEALES
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1. DEFINICION
a) Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que la funcidn
f : H~»R es una funcional lineal si:
P)E(X + ¥) = £(X) + £(V)
P1)FON) = AL(X)
b) Si ademds f es acotada en la esfera unitaria,

(e.d. 3 McR ¥ ¥ Xelt, IXil = 1 tenemos [£(X)]< M)

decimos que f es acotada.

2. EJEMPLO BASICO

Dado un vector fijo X, en H un espacio de Hilbert.
¥ XcH, sea |

£(X) = <X,X,> (1)

Claramente £ es una funcional lineal sobre H. Ademds,
estd acotada sobre la esfera unitaria debido a la desigual-
dad de Cauchy-Bunyakowsky.

e | = [<x,x>] < Ixhix

En 1o sucesivo H designard a un espacio de Hilbert.

3. DEFINICION

E1 ortcyonal de un conjunto S, al cual denotaremos por

SL

, s {Xcl| V ves <X,y> = 0]}
Observaciones: 1, S1 es subespacio vectorial de H.

2. Sl es cerrado por la propiedad 16 cap. I.
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4., LEMA

Si £ es una funcional Tinecal entonces 7 és acotada si
y s6lo si £ cs continua.

=) es inmediato

<) i f es continua = £ es continua en 0 =

V >0 3 &0 ¥ si IXI < & entonces |£(X)| <e

Por otro lado

Sea X ¥ WXl < 1 = SUXl = N6xll <€ 6

= [£(6x)] <e = [£X)] <5 ¥ X}Uxi< 1
f es acotada.
Ahora es inmediato el siguiente resultado.

5. PROPOSICION

Si £ es una funcional lineal acotada en H, entonces
H, = {X|£(X) = 0} es un subespacio cerrado de H.
6. LEMA

Si £ # 0 es una funcional lineal acotada en H, y
Hf=={Xle(X)=:0} entonces (IIf)l es un subespacio unidimen-

sional.

DEMOSTRACION

Sean X,Y e(); z = £(X)y - £(V)X = ze(H )"

Por otro lado

fz) = £(X)E(Y) - £E(O)E(K)= 0 = 2€H



= < z,z> =0 =7 =
» x,y son linealmente dependientes
7. TEORE M\

Sea H un espacio de Hilbert. ©Entonces para toda funcio
nal lineal acotada f en H, existe X, en H tal que f(x):<x,x0>

r

DEMOSTRACT OR

Cada XzH, por teorema 28 Capitulo I,X = Y+I donde Yelle,
i L . .
ZE Hf. Por otro ladec, sea ecnf un vector unitario; por le-

ma 6 cada zeH , 2 = dee para alguna A¢ IR, De donde

X =Y + le, entonccs por teorema 24 Capitulo I.

£(X) = £(¥) + X,e> fle) = <X,fle)e > = <KX >

donde X, = flele es un vector fijo del espacio H.
Observacion: toda funcional lineal acotada tiene la forma

del ejemplo bdasico 2.

8. DEFINICION
Sea V un espacio vectorial. Un operador A es una fun-
cion de V en Vv,

E1 operador es lineal si:
i) A(X + Y) = AX + AY para toda X,YeVv

ii)  A(aX) = oAX para cualquier Xev y cualquier esca-
lar «.
Aqui trabajaremos principalmente con operadores en es-

pacios de Hilbert H.

De (i) (ii) obtencmos Ta forma mas general Ala X, + ... + X)) =



(11,..., (x}_.

9. EJENMPLOS
l.- 1 operador N: v -~ Vv tal que Nx =0 V¥V xevV es

obviamente Tineal. [Lste es el operador nulo.

2.- E1 operador E 3 Ex = x tambidn es lineal.
Este es el operador idéntico
3.- Un operador lineal A } Ax = AX (donde 3 es un real
fijo) es 1lamado el operador de homotecia.
4.~ Sea H de dimension numerable. Sea Crrever® renn
un sistema ortonormal complcto en 0 vy {An} una sucesidn de

rcales 3. Ikn] < C, para cualquier

=.X f.e.cH donde .T. £2 < =
x =k fie (dan iE Ej )
m .
definimos Ax=.2 )X.f.e. 2
X i=1 173 ] ( )

A es efectivamente un operador Tineal sobre H ya que

ET < o y evidentemente A satisface las

condiciones (i) (ii). Semejante operador serd 1lamado un o
perador de la forma normal. Cada vector basico e €s mapey
do por el operador A en su hemotético con coeficiente A

Ae = X e |
n n n

5.~ Sea «af(X) una funcidn acotada medible sobre el in-
tervalo cerrado [a,b]. Un operador lincal puede ser defini

do sobre el espacio L,la,b] como la multiplicacidn por a(X).

Ay = ay 0 (A (X) = o(X)¢(X)
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-

y por la desiqgualdad de Cauchy-Bunyakowsky el operador A es

acotado.

6.~ E1 operador de Fredholm. Sea K(¥,8) una funcion

medible fija definida en la regidn

G = {(X,8)]| a <Xx< b, a

N
9]
A
o
-

Cuyo cuadrado es integrable sobre Ta regidn G.
(e.d. IS f? kZ(X,S)deX = K2<m).

e}

Definimos un operador A sobre el espacio L,la,b] por la

formula
U(X) = (Ap)(X) = f

Por el tecrema de Fubini, como K(X,S8) es integrable so-
bre la region G, es integrable como funcion de S y pertenece

a L2[a,b] para casi toda X.
Ademas
P viax = r2000 k(x5 e (s) as) Pax
Yy como ¢(S)e Lz[a,b] usando la desiqualdad de Cauchy-Bunya-
kowsky para L,ola,b]
2 viax < P kdx, o) as 12 % () as] ax

b

- 2 geb b2 o
= fa ¥ (S)dslfa Ik (X,9)dsdax]

-

< [12 v2(9)as) k? < w

L W(X)eLla,b]



(es decir A estd bien dcfinido como operador en el espacio
LZI a,b] ) .
Finalmente es claro que el operador de Fredholm es un

operador lineal.

10. PROPOSICION
Si para alguna sucesidn {AnJ un operador, A esta defini

jas]

o
do en Il como Ax =.%~_ A.x.e., $1 x= %2 o,
' R = B T B i=1 Y

entonces los ndmeros |An{ tienen una 'cota comin.
DEMOSTRACION

Sera por reduccion al absurdo., Supongamos que A estd
bien definido pero que {An} es no acotada, entonces para

M=13N, % 12.1411 > 1

M

]

231, [ X > 2 podemos escoger N, N, >N,

}
N,

Asi sucesivamente
para M = K I N+ iANkI > K donde N, > ,,, >N, >N,
Sea {£n} ¥

n
0 si n ¢ Nk
o
Sea x = j§1 gjej entonces XeH ya que
o [s9] 1
T = ¥ =~ <« sin embargo Ax £H porque
j=‘|3 k=1 k2



[ve] @x
o= > = p
Ax = 4z, Agbgey k=1 Angkek Y
2 o .2 .2 .21 >
= X g > X S
haxl ==, 2, ANk by 7 xE K 2 xZq 1

que no es finito,entonces A no puede ser un operador lineal
en H ! |
Observacion: Lla proposicion 1o que mucstra es que también

es condicidn necesaria, que la sucecion {An} sea acotada, -

para que el operador de los ejemplos 9.4 este bien definido,

11. PROPOSICION

Si para alguna funcion «(X) medible, un operador A es-
ta definido en H = L2[a,b] como Ay = ay para toda wcLz[aﬂﬂ
entonces «() es una funcion acotada.
DEMOSTRACION

No pierde generalidad si suponemos que o(X) = 0

Sea B_ = {X|n < a(x) < n + 1} (4)
ya = u(Bn) p la medida de Lebesgue en IR (5)
Sea p(X) ¥

[0 si XeB. ya =0
n n

e(X) = 40 si XeB,

| 51 XeB Yy a_ # 0

L‘»ﬂ'i; a(X) n

v(X) se puede expresar como



L

p(X) = ,E, “n donde J = {nlan 0} y x}3
Van o (X) N

es la funcion caracteristica de la Bn. Veamos que ¢e L2.

b 2., _ % 1 N2y .

fa ¢ dX N an(vﬁ;'a(X)) dX ya que las Bn son ajenas
=% f 1 : T
Vol T - JE—_———r; ) € Y | ——— dX por (4)

no. uz(X) ngj Bn a n2
n n

= X ] foodX = % n por (5)
nej an nz Bn nej a n

1 . -
= X, ~5 < v como se afirmo.
n

Ahora veamos, si aweLg.

2
b 2 7 - ‘-\ (X LX ) r — S‘ 1 r
S (op) ™ dX “nE; g — 5 — dX = = 5; J_ dX

e J es finito ¢ son un nimero finito de Bn ) u(Bn) £ 0

y esto equivale a que o(X) es acotada. ]
Observacidn: La proposicidon afirma que es condicidn nece-
saria, también, que la funcion o(X) sea acotada, para que

el oper.idor de los ejemplos 9.5 esté bien definido.,
Como se¢ puceden hacey varias operaciones entre operado-
res lineales sobre un espacio vectorial V, resultando la

creacidn de nuevos operadores , tenemos la siguiente,



12, DEFINICION

Se te Ttamara operador:
(1) Adicion
Si dados los operadores lineales A, B en V; el
operador C = A +'B queda definido por la formula

Cx = (A + B)x = Ax + DBx.

(2) Multiplicacidn por un escalar.
Si A es un operador Tineal y X un nlmero real; el ope

rador B = A estd dcfinido por la fdrmula

Bx = (AM)x = A(Ax).
(3) Composicidn
St A,B son operadores lineales; el operador C=AB
estd definido por la fdrmula
Cx = (AB)x = A(Bx).
(4) Potencia n'ésima.
Si A es un operador lineal, el operador A" estd

-1
n donde

definido por la férmula de recurrencia A” = A A
A° = E n=1,2,...
(5) Inverso
Si dado el operador A, existe el operador B tal

1 -1
(B = A1)

que AB = BA = [, se le denotard por A~
observacidn: Las propicdades usuales del dlgebra son vali-
das para estas operaciones cspecificas. La conmutatividad

de 1a suma, asociatividad y dislribuitividad (con la excep

cion de la conmutatividad para Ta composicion de operadores).



Una propiedad importante de los operadores lineales es:
"si los operadores C, D tienen inverses ¢~ ', D~ respectiva-
mente entonces el operador C D tiene ¢l iuverso (Cp)~ ' =
p~ ¢,
13. DEFINICION

S1 A:ll » 1 es un operador definido en un espacio de
Hilbert H, Ta norma de A es la minima cota superior (puede
ser «) de los vaiores de la funcidn f(x) = lAXI sobre los
vectores X unitarios de H,

IAIL = sup ITAxI | (6)
Xl =1

Un operador A con norma finita se llama acotado.
Nota: para evitar confusion entre 1a norma de un vector y
la norma de un operador nos referivaros a 1os operdores con las
primeras letras del olfabeto latino y queda establecido que
un operador aconpanado de un vector es el vector imagen.
14, EJEMPLOS

(1) La norma del operdor nulo es evidentemente cero.

Pero ademds es el {Gnico con norma cero

Si AL = D= Ax, =0 V xo 3 lIxoll = 1. Como V¥ xeH
X = Ao 7 AX = A(ANo) = Mxo = 0
(2) La norma del operador idéntico E es igual a 1 ya que
eExt = tIxt = HEh = 1
(3) La norma del operador de hometecia Ax = Ax es igual

a ||



(4) La norma de un operador de la forwma normal en el
espacio de Hilbert (cjemplo 9.4) es dgual a la minima cota

superior de los nlmeros |[A |.

5}

1 = oy AN Y 2: ﬁ 2 - =
Si C = aup“\n] 3 i =z, gj 1 =
;2 2.2 2 o .2 2
TAxi® =, £545 <C° 2 &% =C
=1 7373 j=1 73
por tanto Al < C, por otro lado
BAI 2> sup fAc Il = supld e Il = sup|r | =C
n n n non n n

con 1o que se demuestra la afirmaciodn.

(5) La norma de un operador que consista en Ta multipli
cacion por una funcion (X)) sobre el espacio L,la,b] (ejem
plo 2.5) es igual al real k tal que
p{X| Ja(X)] >k} =0 y p{X| Ja(X)] >k -€e} >0 ¥e>0(7)
(para una funcidn continua k = max |a(X)|

as<X<h

DEMOSTRACION

Sea B_ = {X| [a(X)| > r} yBL = {X| [a(X)] <1}

51 1JUBI).= 0

it All

H

sup Ha(X) e = sup /0P o2 (X)@2(X)dX
holl =1 Ioll =1

it

sup 'V/IB uzwzdx + ch azwzdx
Il =1 r g

como u(Br) = ()



= sup / I ge whpldx < 1

Heli=1 r
c.d. WAL <1 Siu(B) =0 (8)
Si u(Bk) = § > 0
Al = sup ﬁl a%p? dx + f e o p2dx
hell =1 'k k
> \/I—Bk (x?\p;dx + IBE uchgdx dopde Iltpoll = 1
1
) - - \ /“'"""‘"""“"‘1“‘ 0 ,
escogiendo wO(x) '“(Bk) S xaBk
. ) C
0 S1 xeBk
es claro que Hwo(x)ﬂ = 1 entonces
N (B J
1Al 2=\/613 e 205 s kzmmrgh— = k
K JﬁTﬁ;T \ HiB, )
e.d. IAl = ks u(B,) = & >0 (9)

Sean N, = {re R| u(B)) = 0} y N, = {re R[u(B,) > 0}

Veremos que:

sup N, = inf N, = k = [IAl (10)

y que el real k satisface las condiciones (7)
La primera igualdad de (10) es consecuencia inmediata

del hecho siguiente:

r, <r, =B CRB y la primera igualdad de (10)
1 & r2 r1
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implica que k = I Al

Por definicion de sup N, es claro que

Y e >0, (k-~z¢c) ¢ N, - p(Bk_e) >0 1o que muestra

que p{X| [a(X)] > k - €} > 0
Para ver que k satisface la condicidn

uiX

la(X) | >k} = 0 basta mostrar que keN,, y esto es

consecuencia de:

¢ k + -
b ne N n

ko=sup N, = (k+1) ¢ N,=u(s, |, 1) =0 ¥

Por 1o tanto “(Br) = 0, por una unidn numerable de con

juntos de medida cero.

(6) Para la norma del operador de Fredholm (ejemplo 9.6)

con niicleo cuadrado integrable k(X,S) s6lo daremos una cota,

PALY = (sup HAe)? < sup 1D wP(8)ds [P

FP KX, 8) dsdX]
[l @l =1 el =1 a

por la ecuacion de Tos ejemplos 6.2 capitulo I.

b ;2

b KX, 5) dsax

[#

. 2
AT = g
15. Propiedades de los operadores lineales con norma finita.

Sean A, B operadores lineales con norma finita

(1) para todo vector xell; HAXI < BAI (xI

(2) 0A + Bl < 0AI + UBI



(3) WABH < AN 1B
DEMOSTRACION

(1) obviamente es verdadero para el vector nulo y para
cualquier vector unitario por la definicidén de norma del -
operador, es valido.

S1 x es un vector arbitrario no nulo entonces
[}

X <.
Il A FXWI\ Il Al

I
Como A es un operador lineal, W%W-MAXH < [lAl es decir

WAL < IAL I xi
(2) Silixi=1= 1(A+ B)xl

TAx + Bxll < lAxIl + [IBx |l

< AL + Bl
(3) Silixh =1 = 0(AB)xlt = NA(Bx)I < TARUBxI < | AIIBI

16. PROPOSICION

A es un operador lineal acotado con norma M si y sdlo

si  sup lAx,y>] = M
Ixtli= 1l yll =1
DEMOSTRACION
=) para cada X ¥ Ixgho= 1,
sup |<Ax,y>| = sup ]<Axo,y>] = IAx, Il ya que pa
I =it =l yil =1 ||y]| =1
Axo
ra y = ~ , [<Axg,y>] = WA Ny [<Axg.y>] < HAxl Yoy )
I Ax
0
fyl =1 = WAl = sup IAx M < sup | <Ax,y>| (11)
I =1 = 1yl =1



Por otro lado por Ta desigualdad de Cauchy-Bunyakowsky
Yy por la primera propiedad de los oparadores lincales con
norma finita tenecuios

I<ax,y=l < BAU Iyl < HALT Iyl | (12)

para vectores unitarios x,y [<Ax,y>| < 1A =
sup <Az, ¥y > < A ' (13)
sl =l ylf =1

gueda demostrada la condicidn suficiente.

«<) Como el sup |<Ax,y>|] es finito y de acuerdo con
Il =l yll =1

la desigualdad (11), A es acotada. Como A es acotada es v

lida la desigualdad (12) y por lo tanto la (13).

Con 1o que queda.demostrada la condicidn necesaria |

17. PROPOSICIOHN
Cada funcional bilineal acotada I'(x,y) en un espacio de
Hilbert, I, puede ser representado en la forma <Ax,y>, donde

A es un operador lineal acotado.

DEMOSTRACION

Sea I'(x,y) una funcional bilineal acotada = para cada
x fija, I(x,y) es una funcional lineal en y, por teorema 7.

F(x,y) = <x',y> para alguna x'ell.

Sea A el ojerador que manda a cada xell en x',
Por un lado, usando la bilincalidad en la primera varia

ble.



i

FCax + z,y) = oF(x,y) + F(z,y) = a<Ax,y> + <Az,y>

H]

<oAX + Az,y>
por otro Tado F (ux + z,y) = <A(ax + z),y>
= Afox + z) = oAX + Az
A es un operador Tineal

Si F(x,y) = <Ax,y> esta acotado

= sup |[<Ax,y>|= M
ITxi =0yl =1

par proposicion 16 tenemss que A es un operador acotado &

18. PROPOSICION

Para casa operador lineal A en Il, existe un operador lineal A®
en 11 tal que <AX,y> = <x, A¥y> (14)
DEMOSTRACION

Sea F(x,y) = <Ax,y> ¢s claro que es una funcional bili-
neal en HxH. Haciendo una demostracion pareceida a la propo
sicion anterior, cambiando las variables tenemos 3 A®
}OT(x,y) = <X, Afy>

3 A* un operador lineal § <Ax,y> = <x,A*y>
Nota: A* con la propiedad (14) se 1e conoce con el nombre

del operador adjunto de A. I

19. PROPOSICION

HA™I = ITA
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DEMOSTRACION
S: A es acotado y A= M = por la proposicidén 16,

sup [<Ax,y>] = M = sup [<x,A*y>|
I xli =t yil =1 Il =l yll =1

por la misma proposicion 16.

A* es acotada y NA*I = M.

20. PROPOSICION

5i e1 operador A tiene un operador inverso acotado en-
tonces su adjunto A* posee operador inverso acotado B*.
DEMOSTRACION

Sea A un operador con operador inverso B por la proposi
cién (18) existe B> un operador tal que <Bx,y> = <x,B%y>
veamos que B* es el operador inverso de A*

Sea el operador producto A*B* entonces

<x, (NEB*)y> = <x,A*(B*y)>
como A* es el adjunto de A entonces
= <Ax,B*y>

como B* es el adjunto de B

= <B(AX),y>

como A,B son inversos

i <x’y>
= (A*B*) = E
anilogamente (B*A*) = E

» B* es el operador inverso de A* la proposicion 19

permite asegurar que B* es acotado.
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21, DEFINICION
Un subespacio V' de un espacio vectorial V es 1lamado

invariante bajo el operador A, si y sélo si xeV's Axc\'.,

El espacio nulo y el espacio total son invariantes bajo
cualquier operador Tineal,

Sin embarco nos interesan los subespacios invariantes
no triviales,

Los subespacios invariantes unidimensionales de un ope
rador A juegan un papel qimportante, por 10 cual les daremos
una atencion cespecial.

22. DEFINICIOH

Los vectores no nulos que pertenecen a un subespacio -
invariante unidimensional del operador A es llamado un vec-
tor caracteristico (v.c.) del operador A. Es decir, si x#0
es mapeado por A en un vector colineal, entonces x es un v.c.

Ax = X
E1l real ) que aparece en la ecuacion es 1lamado el va-

lor caracteristico (v.c.) del operador A corresponde al v.c.

X,
23, EJEMPLOS

(1) Considerando los ejemplos 9 de 1 a 3 cada subespa
cio es invariante y cada vector no nulo del espacio es v.c.
con v.c. 0,1, % respectivamente.

(2) Un operador de la forma normal por definicidon tie

—

ne v.c. ¢,,¢ crCee. CON valores caracteristicos A1.,.,

ER A
&

1!
An,... respectivamente.

(3) 1 operador de multiplicacion por a(x) = x no
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tiene v.c. en el espacio L,fa,b] ya gue no existe ninguna

funcidn ¢(X) no nula en L,la,b]l tal que

xp(x) = Ap(x)
(4) Los v.c del operador de Fredholm son la solucidn

de la ecuacion integral

Ae = 12 K(x,5)9(5)dS = 2% (X)

La existencia de soluciones a esta ecuacidn serd el te-
ma del capitulo 3.
24. OBSERVACIOHES BASICAS

(1) Sea A un operador 1inéa3 en H, si

S = {x | xes v.c. de un mismo v.c. A}

entonces S es un subespacio de I, ya que A es un operador 11

neal.

(2) Llamaremos a S el subespacio caracteristico corres
pondiente al valor caracteristico A,

(3) Si tenemos un operador Tineal A en un espacio de
Hilbert el cual es de la forma normal (ejemplos 9.4) la in--
vestigacion de sus propiedades se facilite notablemente, ya
que una base de v.c. del operador A determina un "sistema
coordenado” Gnico en el cual los problemas concectados con el
operador A pucden ser convenientemente resueltos,

(4) Una condicidn necesaria para que un operador A sea

reducible a la forma normal es la ecuacion,

<AX,y> = <x,Ay> (15)
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~

la cual debe ser satisfecha para cualquier x,y en el espa-
cio II.

Claramente los operadores de los ejemplos 9.1,9.2,9.3
cumplen con la ecuacion (15).
25. DEFINICIOH

Se dice que un operador es simétrico si y solo oi
' '

<AX,y> = <x,Ay> ¥ x,yell,
Observacidon: La condicidn de simetria no es suficiente pa-
ra que un operador se pueda expresar en su forma normal, en
efectu veamos el siguiente,
26. Ejemplo
E1 operador de multiplicacién por la funcidn a(x) = X%

sobre el cspacio L. [a,b] es simétrico,

N

<xy , P> = f}; xe dx = <p,x{¢ >

Este operador no tiene Vv.c., como vimos y por tanto no
es reducible a una forma normal.
Observacidn: Queda claro de 1o anterior la importancia que
tiene el que un operador pueda ser reducible a su forma nor
mal. En esta G(l1tims parte de este capitulo contestarcmos a
esta pregunta y veremos el por qué los operadores compactos
o completamente continuos son tan relevantes.

27. DEFINICION
Sea A un operador en I, Si para toda sucesidn acotada
{xn} de vectores en i, la sucesidn {Axr} tiene una subsuce-
)

si6n convergente diremos que A es completamente continuo o



compacto.

En otras palabras un operador es completamente conti-
nuo si la imagen de todo acotado es relalivamente compacto.
EJEMPLNS

1. E1 operador nulo, evidentemente, es completamente
continuo {(ejemplos 9.1)

2. E1 operador de homotecia y el operador idéntico
(ejemplos 9.2 y 9.3) en un espacio de Hilbert 11 de dimensidn
infinita no son completamente continuos.

En efecto, tomemos el sistema ortonormal completo

de H. Para cada n # m
IlAe_-Ac Il = Uxe -2c = |allle el = V2 A
n m 1 m n m

De donde, no se puede extracr ninguna subsucesiodn
convergente. Como ¢l operador idéntico es un caso particu-
Tar del operador de¢ howmoteccia (A=1) tampoco es un operador
completamentce continuo.

3. L1 operador normal (ejemplo 9.4) es completamente

continuo si y s6lo si lim A, 0.

n- >3
4. Si o acotada medible Ja(x)| = 8§ > 0 donde quiera

[a,b] - L. la,b]l defini-

en [a,b] entonces el operador A: )

b,
do en los ejemplos 9.5 no es completamente continuo, ya que

tomando un sistema ortonormal completo en L?lu,b] {fn}

e =1,
n

- 2 norc L 2 4 20 _rn?2 o 9g2
nAf_n—/\fmu —l!u(.fn LN 1 £l 24§
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entonces, no se puede extraer ninguna subsucesiénconvergeg
te. Es decir el operador A no es completamente continuo.

5. E1 operador de Fredholn (ejemplo 9.6) es completa-
mente continuo, se demostrard en ¢l capitulo II11.
28. PROPOSICION

Sea A un operador completamente continuo en i1, enton-
ces A es un operador acotado. '
DEMOSTRACIOHN

Lo haremos por reduccion al absurdo.

Suporgamos que A es un operador no acotado es decir

Y M 2 x, Ixb = 1 3 TAxI > M
formemos la siguiente sucesion

LI

para cada ne N 3 X Hxnﬂ

HAx I > n ,
n

La sucesion {xn} es acotada y de la sucesion {Axn} es
imposible extraer una subsucesidon convergente ! '
Observacion: como un operador acotado garantiza que és
te es continuc entonces por la proposicion 28 un operador
completamente continuo garantiza Ta continuidad del operador.
Ahora avanzarcwos al tcorcema fundamental sobre operado-
res simétricos y completamente continuos.
29, Teorema de Hilbert. (o teorema espectral)
En un espacio de Hilbert scparable cada operador simé-

trico y completamente continuo posec un sistema ortogonal
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completo de vectores caracteristicos.

Para la prucha de este teorema requerimos antes de los
sigulentes Temuas.
30, LEMA

Si lell= 1Ty A es un operador simétrico, entonces

PAch? < 1A%l '
La igualdad se da sdlo si existe un v.c. del operador
A% con el v.c. & = llAck?
DEMOSTRACION
En virtud de la simetria del operador y la desigualdad

de Cauchy-Bunyakowsky.

I Ach 2 < <Ac,Ac> = <A%e,e> < 1A%l fell = A2l
La desigualdad de Cauchy-Cunyakowsky es la igualdad so
1o cuando son colincales, es decir Azc = he 0 Sea que ¢ €S
un vector caracteristica de A” y
A= IA%el = fAch 2 '
31. DEFINICION
Llamaremos el vector maximaf de un operador acotado A,

al vector unitario c¢ para el cual

D’
MAOOH = [LAl

Observacion: En general no todos los operadores acotadas -

tiene vector maximal,

EJEMPLO.

Sea A: Lyla,bl » L,la,b] el operador multiplicacidn por
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una funcidn no constante « acotada y medible (Ejemplo 9.5)
no ticene vector maximal. Por el ejemplo 14.5 sabemos que

fAll = k donde

p{x]la(x)] > kY = 0, wix|]a(x)] > k-c} >0 ¥ e > 0 (%)
Mostrar que no tienc vector maximal es verificar que
Y £,0€ll= 1 WAft # k por definicidn de norma |I'Afl < k se re
cuce a verificar IAfH < k o equivalentemente HAsz < k? es
decir ¥V £, N1 - 1 IZ @’ (x) £2(xydx < k?

[a,b] se pucde descomponer como una unidn ajena

[o.9]

[a,h] = EkU(ngUCn} UN donde
Ey = x[]a(x)] = K}, Cj = {x]k-1 >la(x)| = 0}
Cn = {X‘ k“"n':'—{ >|0L(X)I = k - %} n = 1,2,..- Yy

N = {x]lo(x)] >k}
De acuerdo a (*) u(N) = 0y 3 ne N ) u(C ) # 0 ya que

de 1o contrario o seria la funcidbn constante k casi donde

quiera.

i

Sea J {ne Nlu(Cn) £ 0}

#

{ a?(x)dx + 20 0 (x)£2 (x)dx

fz az(x)fz(x)dx
k n

2 -2 N 1.2 -2 :
<k fEkf (x)dx 4n§J (k n+1) fcn{ (x)dx

2 2 YAk 2 S
< k IE £ (x)dx+k s fc

£2(x)dx
k n

Lt

k2 IZ 2 (x)dx = k?



- (69 -
D 2, 5 ¢200n. 2 .
J, ot (x)f7(x)dx < k% con 1o que se muestra la afirma

32. LEMA

Sea A un operador simétrico y completamente continuo,
entonces A tiene un vector maximal.
DEMOS RACION

f

Como A es  cotado podemos escoger una sucesion Y,z Ax

n
con Han =1 ¥Yn) 1lim by =M
- 1}y
Como A es completamente continuo,
3 y, una subsucesion de y, Que converge es decir
k
lim y = y, por continuidad en la norma iyl = lim fly | =
n n
ko N ko k
Sea Z = %- veamos que es el vector maximal
Ax
: 7x 1. 2
BA-L = NTA(Iim wﬁmw) = i lim TA®x_ |l
k-reo koo Py
por el lema anterior.
> limiax 1% =M
M koo Pk
Por otro lado como llzff = 1T = Azl = M
z es el vector maximal del operador A (]

33. LEMA

Si C, €s el vector maximal de un operador simétrico A,

. s X 2
entonces ¢, es un vector caracteristico del operador A



con valor caracteristico NAHZ,
DEMOSTRACION

Como ¢, ¢s un vector maximal de A, por el lema 30 y por la

definicidon de norma tenemos.

1A% = JAe i ? < IAZe i < HARH = HAR? =
quOuz = llAQOOIE = 1AI? por el lema 30 =
e, es vector caracteristico del operador A?
con valor A = HAeouz.
v = nAeOn2 = AL, i

Observacidn: c, también es vector maximal del operador A2,

34. LEMA

. 2 . . .
Si el operador A” tiene un vector caracteristico con va
P 2 ;
lor caracteristico M° = HAH?, entonces el operador A posee
un vector caracteristico con valor caracteristico (M) & (-M).

DEMOSTRACION
La ccuacion Azeo = M200 puede ser escrita en la forma

(A»ME)(A+%E)CO = 0 donde [ es el operador idéntico. Si su
ponemos que z = (A+Mi)e, # 0 = (A-ME) z = 0 = z es un v.c.

con v.c.My si (AiME)ey = 0 = ¢ oes un v.c con el v.c. - M1

Observacion: Los cuatro ultimos lemas muestran que cada ope
rador A simétrico y completamente continuo posec un vector

caracteristico con valoer caractevistico * WAl



35, LEMA

Los vectores caracteristicos de un operador simétrico
correspondientes a valores caracteristicos diferentes
son mutuamente ortogonales.

DEMOSTRACION

Sea Ax = Ax, Ay = py donde X # .

]
Multiplicando la primera ecuacion escalarmente por y, la

segunda por x, ademds restando la segunda de la primera.

<AX,y> - <x,Ay> = (A-p) <x,y>
La parte dizquierda de la ecuacidon es nula de acuerdo con
la simetria del operador.

ya que A # p = <x,y> =0 8

36. LEMA
Sea A un operador completamente continuo. Si {ek} es

un sistema ortonormal de v.c. cuyos v.c, xk satisfacen la -

> § ¥ k" entonces {ek} es fi

condicidon "3I5 > 0 tal que IA}|

nito.
DEMOSTRACION
Sean oj,ek vectores caracteristicos, de acuerdo con la
hipotesis = Nejn = ueku =1, <cj,ck> = 0, ch = Ajej,
e, =|Akek |Aj|,|Ak| >8>0
2 L a2 42 2 2
entonces Hch - Ae I = NAjcj Al s = Aj A > 280 =

d(Aey, Acy) > 252
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de donde, si el sistema ortonormal de vectares caracfer?sti
cos no es finito entonces seria impos ble obtener una sub-
sucesidn convergente de la sucesiin {Acn} 1o quevcontradeci
ria 1o completamente continuo del operador A.

. Cada sistema que cumpla la hipdtesis es finito.
COROLARIO 1 '

Cada subespacio caracteristico; con valor caracteristi
co A # 0, de un operador completamente continuo; es de di--
mersiCa finita.
COROLARIO 2

Si A es un operador completamente continuo y § > 0, A
tiene a 1o mas un nlmero finito de valores caracteristicos
cuyo valor absoluto es mayor que 6.
Observacion: Esto en particular nos permite afirmar que un
operador A completamente continuo tiene a lo mas un nlmero

numerable de valores caracteristicos.

37. OBSERVACIONES DASICAS

1. [En cada subespacio caracteristico con v.c. distin-
to del cero, podemos dar un conjunto finito de vectores or-
tonormales el cual cos base del subespacio caracteristico.

2. Por ¢l lema 25 los subespacios caracteristicos son
mutuamente ortogonales.

3. Si los valores caracteristicos distintos del cero
constituyen un conjunto infinito, deben formar una sucesion
que converge a cero {corvolario 2) y se pueden ordenar decre

cientemente de acuerdo a su valor absoluto.
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4. De acuerdo a lo anterior podemos construir un siste
ma ortonormal de vectores caracteristicos con v.c. diferen-
tes del cero, que tiene a To mas un nlmero numerable de vec
tores.

Notacion. A1,A2,.u.,xn,... los valores coracteristicos or-
denados, de acuerdo a su valor absoluto, decrecientemente y

L4
acordaremos que cada v.c aparecera tantas veccs como la di

mension de su subespacio caracteristico de modo que tenemos

A1, Az,...,kh,... valores caracteristicos cn correspondencia
biunivoca con C1iChree’yC vnn. vectores caracteristicos.
38. LEMA

Si S es un subespacio invariante bajo el operador si-
métrico A entonces Sl es un subespacio invariante bajo A,
DEMOSTRACTON

Sea xc§, ysSl. Por hipotesis <Ax,y> = 0, Como A es

1

Simétrico » Ix,Ay> = 0 = Ay L x ¥ xe§ = AyeS ¥

39. DEFINICION

Llamaremos Ta envolvente lineal de un sistema de vecto

res x ..2X _,... al subespacio que abarca a todas sus com-

177 n
binaciones lineales y se denota por L(x1,...,xn,...)

40. LLEMA

Sea A un operador simétrico y completamente continuo

en H. Sean 2 ,ln,... sus valores caracteristicos dife-

1'1-;
rentes del cero y CorereC yo.. SUS v.c. correspondientes
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(sistema ortonormal)., Si L = L(c1,02,...,c ,..-) entonces
n

LY = N(A) = {zelilpz = 0)

DEMOSTRACION

L es evidentemente invariante bajo A. Por el Temu 38,
LL es invariante bajo A. Podemos considerar a A restringi
da a Ll (que es subespacioc cerrado y por tanto un espacio
de Hilbert).

Ahorz sea M(LY) = sup {(BAzt] zell, Ball= 1)

Por lemas 30-34 3 c, un v.c, de A con v.c. ¢ M(Li) =>

M(LY) =05 Az = 0 v zent s b N

y por el Tema 35 LL 2 N(A). ]

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente

41. TEORENMA
Sea H un espacio de Hilbert y A un operader simétrico
y completamente continuo en 1. Cada vector xell puede ser

expresado en la formwa de una suma ortogonal.

o
X = x' 4 XH = 3;; gjcj + X" (16)

donde x'e¢l. = cerradura de L, x" eN(A), Cor-vesC ,... SON VEC

tores caracteristicos del operador A con valores caracteris-

ticos no cero, A X" = 0 ¥y ij = <x,oj> es el j'ésimo coefi-

ciente ¢o¢ Fourier,
42. OBSERVACIONLS BASICAS

1. [1 teorema de Hilbert es corolario de este teorema,



En un espacio separable I, el subespacio N{A) también
es separsble y contiene un sistema ortonormal completo, a
16 mas numerable, e;, c%,,..,e;,... que se pueden conside--
rar v.c. con valor caracteristico 2 = 0, y junto con los vec

tores Cov CoreeerC yonn forman un sistema ortonormal comple

to para todo el espacio Il

t

2. Vectores que pertenecen al rango de un operador A
admiten un desarvollo en los v.c. del operador A ¢on v.c.no
cero, ya que si v = Ay donde ¢ se puede expresar como en Ta
ecuacisn (16) por el tcorema de Hilbert. Operando a ¢, de
la ecuacidon (16), con el operador A, obtenemos

o0

b= fAp =3 :
1} A =L }\j Cj('j (17)

3. Resumiendo: Todo operadern Lineal, simétrico y com
pletamente continuwo, en wi espacio de Hilbent separable, es

reducible a wuna forma normal,



CAPITULO 3

ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM

DE SECUNDA ESPECIE
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N

Recordando a los operadores de Fredholm {(ejemplos 9.6

capitulo II) tenemos
(Ap) (x) = 17 K(x,5)%(s)ds

con nicleo cuadrado integrable k(x,s), es decir

fb f? ](2()(&5)&15 dx = ](2 < o

A
Como vimos en ¢l capitulo II en Tos ejemplos 14.6 el
operador de Fredholm es acotado sobre el espacio de Hilbert

H = Lz[a,bJ y su norma es menor o igual que k.,

1. TEOREMA

Sea A un operador de Fredholm correspondiente a un ni-
cleo k(x,s) entonces el operador conjugado A* se define por
el nicleo conjugado k(s,x).
DEMOSTRACION

Para todo operador se cumple que

<AX,y> = <x,AFy>

e, ARY> = Y o (t)ARY(t)dt

<Ay, Y>>

pero por otro lado

i}

e, ¥ = 12 A (x) $(x)dx

b
a

= 52 102 k(x, e (1) dt] p(x)dx

!

1202 k(x, 0 v(x)e () dtdx

cd
por teorema de Fubini

b b
= J

a fa kix,t)v(x)e(t)dxdt
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= 12 o112 k(x,t)¥(x)dx) dt

(A%Y) (t) = fz K(x,t) ¥(x)dx

reacomodando las variables.
A* también es un operador de Fredholm y ademds si k(x,s)
es el ndclco del operador A entonces k(s,x) es el nicleo del

L]

operador A%,

2. COROLARITO

Sea A un operador de Fredholm en L,[a,b]l. Si el nicleo
k(x,s) es simétrico (e.d.k(x,s) = k(s,x)) casi donde quiera
en la regién G = [(x,s)]asx<h, a<s<b} entonces el operador

de Fredholm es simétrico.

Observacion: Ahora veremos que si k(x,s) es cuadrado integra
ble, el operador de Fredholm con nicleo k(x,s) es un operador
completamente continuo en el espacio l,la,b]. Para elio re-

querimos de l1os siguientes resultados previos.

3. LEMA

Sea A:ll»{{ un operador acotado tal que el rango del ope-
rador A es de dimension finita entonces A es un operador comple
tamente continuo,
DEMOSTRACION

Es inmediato que R(A) es un subespacio vectorial de Ii,
y como es de dimensidon finita, es cerrado = toda sucesion

acotada {xn}gH, Ta sucesion {Axn} es acotada y {Axn}CR(A)CH.
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Como R{A) es iscmorfo a R™ para alguna n. Por teorema de
Heierstirass {Axm} tiene una subsucesidn convergente {e.d. A

es un operador cenpletamente continuo). ]

4. LEMA

Si A:L?[u,b]wtz[a,b} es un operador de Fredholm con nil
n
cleo degenerado (z,d, k(x,s) = (2, v (x)¥.(s)) entonces R(A)

¢s de dimension finita.

DEMOSTRACION.
Sea cualesauier gel [ a,b]

b ? n .
Ag(x) = 1) 1.2 9 (x)¥; ()] g(s)ds = 2. t,oi(x)f};y'/i(s]g(s)ds

a 1=

n

= 5
, et
b

: giwj(x) donde a, = fﬁ wi(s)g(s)ds e R
g es una combinz:ion lineal de un ndmero finito de Vi, T

dim R(A) < n #

5. TEOREMA

Si {An} n=1,2,... es una sucesion de operadores comple
tamente continucs en H que converge a un operador A (Segln Ja
norma de operadores) entonces A es también completamente con
tinuo.
DEMOSTRACION

Para mostr:r que A es c¢.c. basta ver dada una sucesidn
{xn} en H la sucesion {Axn} contiene una subsucesién conver-

gente.

Como A’ es ¢.c. = {A1xn} contiene una subsucesion
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convergente. Sea xz,x;,...,xl,... la subsucesion de {xn}
tal que {n, a;} converge.

Considerando la sucesion {A2x1} por ser A, c.c. cs cla

. a

ro que {Azx;} contiene una subsucesidn convergente.

) 2 .. .
Seca x?,xg,...,xn,... la subsucesion de (x;} tal que

’

r 2 ) ]
{Azxn} converge.
Haciendo esto inductivamente; considerenmos después la
hcd o i b2 N
sucesion diagonal, es decir x X0, ... X ...
La sucesion diagonal es subsucesion de cado una de las
. m . .
subsucesiones {xL}n para cada m, a partir de cierto rango.
Ademic para tode mc N, cado sucesidn [Amxﬂ} es convergente.
Veamos que la sucesion {Axg} es convergente,

Es suficiente ver que ¢s una sucesion de Cauchy.

n
I
n

2

n m n n m m
FAXT-Ax 0l < TAX -A X + A XT-A T o+ A X -AX
n m n "k k' n k' ko m m

Como A A en Ta norma de operadores Ay > Ay Y yeH.
Ademis como-Tla sucesion {A x'} es convergente.

ST e>0 3 k, » si k> Lk, = IAx) - A X< e/ 3

‘ ] m
» ’ > ” (2N - -
3 Lz ¥y s1 Kk L2 HAkxm

t

I -~ -
Ax Il < e/3
i

] ; - " no my
3 k3 posiom,n> ko A XS A< el 3

sea k = max {k,,k,,k 1 entonces

n m o ,
HAxn - Ame < ¢ sim,n > Kk

= {Ax} es convergente y (x7} es subsucesifn de {x ]

« A es completamente continuo ]



6. TEOREMA

Sea K: L,la,b]»L,la,b] un operador de Fredholm (con ni
cleo k(x,s) cuadrado integrable), entonces X es completamen
te continuo.
DEMOSTRACTION

Sca k(x,s) el nilcleo del operador K

Como existe un sistema ortonormal {cn(x)} en Lz[a,b]
entonces {cm(x).en(s)} es un sistcma ortonormal en

G = {(x,s)]a=xth a<s<h} entonces Kk(x,s)cl. (Id blxfa,bl) se

puede expresar como

o0

k(x,s) = I e, (x)e_(s)

Y oa
n=1i m n m

Veamos que el operador K se¢ puede aproximar por los ope

radores KP de nicleo degenerado

P
£, e (x)e (s)

1 n=1 mn m

k (x s) =

4o

m

Como se mostrod

Hk-kI < /2 P K s) K (%51 7 dsdx

b b v . , Ny 2
=YY e (e (17 dsdx <e

mn m
: m=3.+1 n=pt

sip > No para algin NO, ya que k(x,s) es cuadrado integra-

ble.

Finalmente, aplicando, el lema 4 después el lema 3, ca-

da Kp es un operador completamente continuo y por el tecorena 5,
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K es un operador completamente continuo.

7. DEFINICION

Se 1lama ecuacidon integral a una ecuacidn que contiene
la funcidn incOgnita bajo el signo de la integral.
8. EJEMPLO

’

o(x)= [K(X COSS +5°% $EnX +C0S X scn s)p(s)ds+ x

Observaciones:

1. Esta ecvacidn integral pertenece al grupo de la for

o= (P Ly eleofc SN

ma  @(x) =S k(x,s)e(s) + £(x) (1)
conocido como ecuaciones integrales de Fredholm de segunda
especie y vamos a dedicar el resto del capitulo al estudio -
de estas ecuaciones. Aunque, cabe sefialar que existen otros
tipos de ecuaciones, como las ecuaciones integrales de VYolte

rra de segunda especie que son de la forma

¢(x) = fi k(x,s)e(s)ds + [(x)
y las ecuaciones integrales de primera especie tanto de Fred
holm como de Volterra, que se distinguen por no tener la fun
cion incognita despejada, como en las de segunda especie.

2. La ecuacion integral del ejemplo 8 se resolvera al
final del capitulo (ejemplo 25).

3. La ccuacidn integral de Fredholm de segunda especie
se puede expresar en forma simbdélica con la notacidn del ope
rador de Fredholm

v = Kp + f (2)
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dondc v es la funcidn incdognita, K el operador de Fredholm

con nicleo k(x,s) y { una funcion elemento de Lla,bl.

Notacion: Mo debe confundirse a K el operador de Fredholm con
su nicleo k(x,s),la diferencia queda claramente establecida
porque ¢l nlcleo va acompanado de sus variables.
OBSERVACION ,

Antcs de entrar al caso general, analizaremcs cuando el
nicler es simétrico y el caso en que el ndcleo es degenerado.

En to - los casos consideremos al nicleo K(x,s) cuadrado in

tegrable 10 que por el teorema 6 el operador K es completa-

nmente continuo.

A Caso simétrico
Consideremos ia ecuacion integral de Fredholm de segun
da especie (ccuacion (1)), donde'e1 nicleo del operador k(x,s)
es cuadrado integrable y simétrico.
Por el corolario 2, K e¢s un operador simétrico y como
es completamente continuo entonces por el teorem: de Hilbert
29 capitulo I1 cexiste para K un sistema ortonormal {en} de
vectorcs (funcionos)caracteristicas correspondientes a los -

valores caracteristicos A, # 0¥V n tal que vV fck,

g8

f(x) = n§1 bnon(x) + £%(x) (3)

donde K{*(x) = 0

buscaremos la solucidn de la ecuacion (1) bajo la forma

e}
v(x) = Y

£,e,(x) + ¢o*(x) (4)

1 "n
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(Kp*(x)=0)

Sustituyendo (3) y (4) en 1a forma simbdlica (2)

[ee]

oo () k) ) 0 e
5,0, (00 901+ E b e (x) + ()

i~ 8

2oL e (x)+ vi(x) = K

n=1 n

como Ke = ) e
n nn

o

(o] [e2]
> : (. * = - : \ %
DZ1 Cncn(k) vy (X) n§1 gnxnen(x) ¥ n§1 bncn[x) + f (X]

como ¢*,f*c N(K) = {f|xf = 0}

entonces la igualdad se cumple si

e (x) = £*(x)

o] (¢ 3] [sa]
by v = v -
n§1 gnen(x) n=1 gnxncn(x) n§1bnen(x)

[5¢] o0

n§1 (1“Xh) Epen(x) = =ibe (%)

para que v sea la solucion propuesta se debe cumplir

y b =0 si x =1

se pueden observar tres casos.

Caso 1

Si ¥Y¥n=1,2,... A, # 1
entonces la solucion ¢(x) de la ecuacion integral queda co-

mo

o b
= b ..__.!Lm F N %
&P(X) h ne 1__/\n Cn(X) + f ()\)



Caso 2
$1 para alguna n = K A =1y b, # 0 entonces la ecuacidn

integral no tiene solucidn.

Caso 3

Si existe J # ¢ JC N tal que neJ implica s lyb =0
entonces la ecuacion (1) tiene una infinidad de soluciones «
f L 5 (donde S ¢s el subespacio caracteristico correspondien
tea 2= 1)

Ademas las solucioncs estan dadas por:
\
br
= > ....._....,_,;. ) x 4 * 4 + y -
v(x) = 5 = o (x) + £5(x) + g(x)
con g un elemento arbitrario de S,

En efecto
b =0 « f1l e
n

e.d. b =0 ¥ neJ e L S,

n
¢(x) asi definido es efectivamente solucidon de v = Ko + f

b b

bdy T e It e KT e, v Lx v ) ¢ f
' n

lo que se reduce a

Yy 4+ a0 = K >
n¥J bnen vty Rg + f

0 sea [ + g = KkKg + f

e.d. g = Kg 1o que se cumple por estar geS.

B. Caso niicleo deoenerado

Consideremos 1a ecuacion (1) sdlo que ahora el niicleo,
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del operador X, es degenerado

n
k(x,s) = i§1 Pi(x) Qi(s) | (5)
donde P,, Q; ¢ L, ¥ i. El operador asi, transforma la fun--
cidn ¢ en
b - . b
Ke(x) = J_ k(x,s)e(s)ds = 2. P.(x) J_ Q(s)e(s)ds(6)

que es un elemento del subespacio generado por las funciones
Pi(x) i=1,...,n las cuales podemos considerar linealmente in-
dependientes. [n efeccto en caso contrario se podria expresar
con un nimero menor de sumandos de forma que 105 funciones -
Pi(x) sean L.I. Ahora sustituyendo la ccuacidon (6) en la e-

cuacion (1) nos queda la siguiente ecuacidn inteqgral.
n

p(x) = L Pi(x) 12 Q(s)e(s)ds + £(x) (7)

Seca q; = fg Qi(s) w(s)ds

la ecuacidon (7) queda como

n

o(x) = 2, q,P (x) + £(x)

si ésta es solucidon entonces al sustituirla en la ecuaciodn (1)

n n n
32y P00+ f(x) = Z LX) f}; Qi (s) 1,2, a;Py(s) + £(s)lds + £(x)

n n

=, Py (ILE, g 1o Q(sIPy(s) 4 1) Q () £(s)ds) + ()

simplificando {(x) y renombrando queda

n n n
.31 qui(x) = 1%1 l’j(x)(j . qjaij + bi) donde

i= =

a4 I Q; ()P (s)ds y by = 12 Q (s)f(s)ds

1
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Como tas funciones Pi(x) sors linealmente independientes

se puede establecer la igualdad.
Q. =.2 anij + bi 1= 1,2,...,n. (8)
resolviendo este sistema de ecuaciones podemos oblener los

coeficientes q,, siendo y(x) la solucion.

n
¥

v(x) = 2. qP (x) + £(x) '

veamos ahora las condiciones bajo las cuales existe Ta soiu

cion del sistema (8). Este se puede expresar COno

n
E (8 - = - N i = Y .
;% qjﬂij qa; bl i 1, ,N

haciendo el siguiente arreglo

A . a, . si i # ]
] a . -181 i =]
queda el sistema
n
j§1 Aijqj = -b, (9)

ésto se puede representar en la forma matricial Ax = b donde

A es la representacion matricial de una fransformaccén £ineal

de R" en R", A = {Aiﬁ}’ ademds be RT b = (—b1,—h?,...,~bn) y
no. : NP oDy : e b ,
xc R" es el vector incognita representando las incognitas (q1,..,qn).

Para poder dar las condiciones bajo las cuales el siste-

ma (9) tiene solucidn requerimos de los siguientes resultados.



9. LEMA
Sea § un subespacio vectorial en H, entonces S es cerra
do si y solo si (S'L)l = 8

DEMOSTRACION
=) Sea yes @ (y,z) = 0¥ zcs’l = ye(sl)l

s g C (5'1')1 (10)

1.1 P
Sea ye(s™) para cada zasl, por el teorema 28 capitulo I
z +y=Xx representaa un Unico xcH. De donde
y = X - Z (11)

pero como S os cerrado, por el mismo teorema 28,x se repre-

senta en forma Unica

X = y' + 2 donde y'eS§ y 25t
sustituyendo 8 x en la ecuacion (11) es facil ver que
y =y' = yeS = S‘L c S | (12)

de (10) y (12) tenemos (SJ’)l = G

<) Como el ortogonal de cualquier conjunto es un subes

. Lol . - ‘
pacio cerrado y (S )" = S entonces S es cerrado. s

10. COROLARIO
Si Uy V son subespacios vectoriales cerrados entonces

Ucveu o v

11. LEMA

Sea A una transformacidon lineal de R"” en R"™ entonces

Ny < r)



donde R(A) = {yly = Ax, xe¢ R"},

N(A*) = {z¢ R"(A*z = () vy

A* es el conjugedo de A.

Observacidon: Las tranformaciones lineales son operadores 1i
neales.
Demostracién del lema 11 ' ‘

Veamos aue Rl(A) C N(A*)

Ssea zchRl(A). para cada xec R®

1

<AX,z> = 0 = <X A%> = 0 ¥ xoe R = A%z = 0 =

2eN(A%) = RY(A) © N(A%)
usando el corolario 10 ya que R(A) es un subespacio cerrado
por ser finito
(R' () > N (a%)
y por el lema 9
R(A) D N'(a%) ‘ '

Ahora si, las condiciones bajo Tas cuales el sistema (9)
tiene solucion estdn dadas por el siguiente
12. TEOREMA.

Sta A una transformacién lineal de R" en R".

Un sistema de ecuaciones linecales representado por la
ecuacibn Ax = h tiene solucidn si y s6lo si b es ortogonal a
toda la solucion del sistema homogeneo conjugado A*z = 0 don
de A* = {Aji} (A% = Al 1a transpuesta de A)

Observacién: En el caso de tranformaciones lineales es fa--

cil comprobar quc el conjugado de una transformacidn Tineal
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en su representacion matricial es la matriz transpuesta.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA.

=) Sea x solucidn del sistema Ax=b, z cualquier solu--
cion de A*z = 0

haciendo producto escalar de b y z

<b,z> = <Ax,z> = <X,A%*z> = 0 = b L z ¥ zgN(A*)
haciendo uso de la notacion, dada en el Tema 11.

L .
= T N (J/\:'J

<} por el lema 11 tenenos
N'(A%) C R(A)
Si chl(A*} = beR(A) = 3 x 3} Ax =b "

Se puede hacen La sigulente Intenpretacibn geoméindica
del Teokreme 12,

Considerando a las columnas de la matriz A como vecto-
res.

R(A) es el subespacio S generado por las columnas de A.

N(A*) es el subespacio ortogonal a S es decir el subes-
pacio ortogonal a los vectores columna de A.

Como R(A) y N{A*) son mutuamentc ortogonales entonces
el sistema Ax = b tiene solucion para aquellas be R” que es
ten en el R(A) es decir para aquellas be R que sean ortogo
nales a N{A%),

De acuerdo con el teorema hay 3 casos posibles,
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Caso 1

Si N(A*) = [0} entonces el sistema Ax=b tiene solucidn
¥ be RY, cs Gnica y esta dada por x = A" donde A7V es Ta
matriz inversa.
Caso 2.

$5i b no es ortogonal a N(A*) entonces no'tiene solucion.
Caso 3.

Si N(A*) # {0} y b L N(A*)

hay una infinidad de soluciones, pero todas ellas se pueden

L

expresar como

= +
X = X, * X

donde X, es una solucidn cualquiera y X, es cualquier elemen

to del subespacio {x|Ax = 0}

C. Caso qeneral (nlcleo no degenerado)

Consideremos nucvamente la ecuacitn
e(x) = fg K(x,s)¢(s)ds + £(x) (13)

la cual solo verifica que su nidcleo es cuadrado integrable,

es decir

PP k% x, s)dxds <
a a

recordemos que esto nos garantiza la continuidad compieta del

operador K

ke (x) = £ K(x,s)e(s)ds

En el analisis para establecer las condiciones en las
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cuales Tla ecuacion (13) tiene solucion, lo esenciaf radica
en que el operador es completamente continuo y no tanto en
su forma, por tantc tomarcmos la cecuacidn do Fredholm en su
forma simhbdlica

¢ = K¢ + f (14)

donde K es un operador arbitrario comp?etamen?e continuo en
el espacio Hilbert H.
Sea T = [ - K donde E es el operador idéntico la ecua-
cion (14) queda como
Te = { (15)
consideremos la ecuacidon homogenca

Te, = 0 | (16)
Yy sus respectivas e-uacione~ conjugadas

T*p = g (17)

T*wo =0 (18)

Es facil comprobar que T#* = é - K*,

La solucidon de la ecuacidn (15) junto con las solucio-
nes de sus ecuaciones relacionadas (16), (17), (18) estan ex
presadas en los siguientes teoremas de Fredholm,

13. TEOREMA

La ccuacidon no homogenea Te = f tiene solucidn para -

aquellas f y solo aquellas que son ortogonales a toda solu-

cion de la ecuacion homogenea conjugada T*wO = 0.

14. TEORIMA (Alternativa de Fredholm)

0 bien la ecuacidon Ty = [ tiene una solucién, y sdlo



una, cualquiera que sea fell o bién Ta ecuacidén homogenea

Two tienc solucidén no nula,

15, TEOREMA

Las ecuaciones homogencas (16)(18) tiene el mismo niame
ro, ademas finito, de socluciones linealmente independientes,

Para demostrar estos teoremas requerimog antes de los
siguientes lemas.
16. LEMA

Si T = [ - K donde K es un operador lineal completamen
te continuo en Il entonces R(T) es un subespacio cerrado, don
de R(T) es la imagen de T.
DEMOSTRACION

Es inmediato que es un subespacio de II.

Para moslrer que es cerrado

Sea {yn] cR(T) ) Llim y, = Y para cada n .
n -¥
Y, T(xn) = (£ - K)x“ = X, - Kxn
entonces lim y = lim(x_ -kx ) =y (19)

1 oH oo

{xn} es una sucesion acotada (e.d. Ix I <M Y nc N).

En efecto de lo contrario (e.d. Hx“Hﬂw)

X X
Tim | —2— - K-wﬁﬂw)] = 1lim 1 (x_ - Kxn) = 0
nae x| x| e fx I "
n n n
ya que, lim LI 0 y por (19).

nre || x
n

X
Como K es completamente continuo y como "~m9~“ =1 ¥n
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W

X X

n, n.
existe una subsucesion {~wwh~} tal que {k(-mh~)} es conver
Hxn I an I
k r
gente, comO— x X
X X np np
lim [ —2— - K(—29)] = 0 = lim [ ——— - K( )] =0
n-re Hxnﬂ Hxnn P+ er I x|
'p Np
Xn
entonces {———-} también converge, digamos aIZcH.
Hxn I
P
X X
. Pp np
T(z) = (E - K}(z) = z - Kz = lim[ ——— ~ K(————)] = 0
preo [ |l x|l
np nP
= 2eN(T) (20)

Por otro lado Y, = T(xn) y x se puede expresar por teo

rema 28 capitulo I como x =X + X donde X eNl(T) y
n n n n

~
XnuN(T) por ser claramente N(T) un subespacio cerrado. En-

tonces
yn = T(x ) = T(X + X ) = T(Xn) + T(kn) = T(Xn)

significa que podemos suponer que las Y, provienen bajo el

" A L
operador 1T, de X que estan en N (T) y como N (T) es cerrado
entonces

X 1
e N (1) = {zeT|Tz = 0} (21)

z = lim
n+eo | x |l
n

de (20) y (21) tenemos que 2z = 0 To cual no puede ser porque

ffz = 1. Esta contradiccidon surgid de suponer que Fx J-ree.



Como hx I < MY n 3 una subsucesidn {xn } para la cual
P
la subsucesiin {kxn } es convergente y como  lim Y, =

P }_‘_)..yuj p
lim(x ~ Kx_ ) = y entonces {x_ )} también e: convergente
n n Ii -
pP-rco P P P
digamos a x entonces T(x) = 1lim T(x_ ) = lim y =y =
Parw n P P-roo np
yeR(T) .

Si T =E - K donde K es un operador completamente con

tinuo entonces R(T) ¢s cerrado. ]

17. LEMA

Sea T un operador tal que T = E - K donde K es un opera
dor completamente continuo entonces
Nt (TF) © R(T)

donde R(T) = {y

y = Tx, xcH}
N(T*) = {zeH|T*z = 0}

DEMOSTRACION

Veamos que I(L(T) C  N(T¥%)

Sea anl(T) para cada xecH

<z, TX> = 0 = <[*%z,x> = 0 ¥ xell =
Tz = 0 = zeN{1#)

Usando el corolario 10 ya que R(T) es un subespacio ce-

rrado por el lema 16.
ot eyt o N

y-por el lema 9
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R(T) > N (T#) )

18. CORCLARIO.
H es Ta suma directa de los subespacios cerrados N(T*)
y R(T), es decir
N(T*) ® R(T) = H

y analogamente para N(T) y R(T*)" ;
N(T) & R(T*) = H
19. DEMOSTRACION DE' PRIMLR TEOREMA DE FREDHOLM (teorema 13)
De acurrdo con el corolario 18, f L N(T*) si y solo si
feR(T), es decir, si 3 ¢cll 3 Te = £ E
20. LEMA

Sea T = £ - K donde k es un operador completamente con
1l’l

tinuo. Si "= R(T™) entonces

+
n+1 v

i) Y o1 n

ii) Ty = a"t

DEMOSTRAC ION
i) Sea yeU™ T = 3 xe1 ) y = T (x) = T"(Tx)
como T(x) = x'eH
® y = Tn(x‘) = yeHn
ii)  Si yeT(™) e y = T(x) donde xell”
e I zell ) x = T(2), y = T(1"(2))

o 3 zell ) oy = T (2)

e yen™t!
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21. LEMA

Fxiste un 3 tal que L ¥ LU

V
w

DEMOSTRACION
Lo haremos por reduccidén al absurdo.
Supongamos que BT 2 H" Y ne N

Por corolario 18

1
it

0= N(I#) @ R(T) = N(T*) ® H'

como H = 11°, H1 = R(T) por Ta suposicidn, Il # Il1 lo que im-
plica N(T#) # {0} & 3 x,eN(T*) ) x, 1 H'y como x, # 0
lo que podemos escoger de modo que lx I = 1.
Nuevamente por corolario 18
n' = NerA/n) @ reT/Y
como Rer/m'Yy =o'y = n?

entonces Il = N(T#/l ) @ 1

Como n'# u? = NerE/n') £ {0}

”HXWMWNHBX¢M Ix =1

Asi construiremos la sucesion {x )} tal que Ix I = 1,

x 1 p°t!

n
YV n, x e ll.
n n

Ahora, sea q > P

kxq - Kx, = Xg - qu - (xp . ]xP)
=-Xp ¢ (xq + TxP - qu)
Sea y = x_+ Tx - Tx ell?*! ya que q> P

q p q
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Ahora

.

Hkxg - kxPH = n-xpu = 1 porque vy 1 |l

de Ta sucesion {er} no se puede extraer ninguna subsucesién
i

convergente lo que contradice la continuidad completa del

operador K.

P41 p

3353V 1 I

f

22. LEMA
St N(T) = {0} entonces T es un operador biyectivo.
DLMOSTHACION

T es un operador inyectivo. En efecto si

1) = T(y) = T(x) - T(y) = 0 = T(x-y) = 0
como N{T} = {0}
| = X -~y=0=Xx=y
Veamos que T es un operador sobreyectivo.

Por el tema 21, 3 j ) 1" =1 n = j

n+1

como U7 = 1l V zeH, sea x = T (z)enl”

Tn“"1 ()’)

I

sabemos que 3 yell ¥} X
esto es, ¥ zcll 3 yecll ) T"(2) = T "y

= Th(z) = T (T()) -
es facil verificar que si N(T) = {0}, N(T™) = {0} entonces
T" es un operador inyectivo.

= ¥ zcll 3 vell 3 2 = T(y)

= T es un opcerador sobreyectivo.
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23. LEMA
N(T) = {0} si y sdlo si R(T) = H
DEMOSTRACION
=) es inmediato del lema 22
<) si R(T) = H, por el corolario 18, N(T%) = {0}
= R(T*) = H y nuevamente por el corclario 18, N(T) = {0} »

Obscrvacidn: E1 Tema 73 demuestra el segundo teorema de

Fredholm (teorcna 14).

24, DEMOSTLACION DEL TERCER TLOREMA DE FRTDHOLM (Teorema 15)

N(T) es de dimension finita. De 1o contrario Tz=(E-K)z =0
= Kz= z (e.d. Kk funciona cn N(T) como opevra.ar idéntico ) y
si es infinito, K no scria un operador completamente conti-
nuo.

Analogamente N{T*) es de dimension finita,

Para mostrar que N(T) y N(I%) tiencn la misma dimension
1o haremos por reduccion al absurdo.

No perdemos generalidad al suponer que la dimensidn de
N(T) es menor que la de N(T*) sea DIM(N(T)) = u y DIM(N(I*))=r

u<r

Sea {e1,c .,eu} basc de N(T) vy

gy

% % * .
{e1,c2,...,er} base de N(T1T%)

Sea S el operador definido de la siguiente forma

Sx = Tx +

iMc

*
<X,0.,> Oj

)=1 J
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Como el operador S se ubhtiene de agregar al operadoyr 7T
un opcrador degenerado, todo lo demostrado anteriormente es
vilido para 5.

Veamos cusl es el conjunto solucion de la ecuacidon Sx = 0,

u
Sx = 0 =» Tx ¢+ X <x,c.»> c% =0
3= iT 7

3

por el corolario 18 R(T) L N({I'#)

Tx = 0 y <x,e> =01V
u
la primera igualdad implica x = 2 a;e,
la segunda implica x 1 ej Y i =1,...,u
= x = 0 ¢.d. Ta Gnica solucidn de Sx = 0 es la solucidn nula,.

Por el teorema 14 Sx = y tiene solucidn Unica Y yell.

En particular para v = SN

: ®
Sx = ¢ ., tiene solucidon Unica.

Sea z esta solucion

5 | ? N % ok
z =T + & <z,cC, Y, =
3=1 »C57 O3 “ut1
u 3 k%
Ahora <Sz,8:z> = <Tz + 2 <z,¢.> e,,c
J=1 J J° utl
< * o N % % 0
= AN >+ 2 <z,c.> <e.,c > =
Iz,cu+1 g8y SEL0y CirCus”

ya que R(T) 1 N(T#) v {e.

}; .
1,...,0}] gs un sistema ortonormal.

% %

'
< & > =
ut+t1’? ut *

Pero por otro lado <S:,85z> =
S N(T) y N(T#*) tiene Ta misma dimensién ademas finita.

25. EJEMPLO

Sea la siguiente ecuacion integral



.
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w(x) = Lx (x cos § + S*sen x + cos X sen S)e(8)ds + x  (22)

Fsta es una ecuacion integral de Fredholm de segunda

especie de niGcleo degencrado donde su solucidn queda dada por
n

= S - £y
o0 = gz agP 00+ 1)

q, son la solucion del sistema

n ’

3 = -

ELIRATEL PR
2 Q. (8)r.(S)ds si i #j

a ‘i 3
A, . =
1 J b N 3 ~ 1 : .

[fa Qi(b)}j(S)(S]-1 s1 1 = )

. b Y £ o
b, = 12 Q. (5)£(5)d5

i}
i

Ahora como P1(x) = x,Q1(S)' cos S, Pz(x) sen X,

Q,(8) = 8%, Py(x) = cos x, Q,(8)

i

sen Sy f(x) = x

Entonces
Ay, = [02S cos S dS] - 1 =0
Ay, = [7 sen S cos §dS = 0
A13 = {ﬁ cos? $dS = 7
A,, = [75%s =0
A,, = 1f, §°scn 8dS] - 1 = -1
A = " s%cos 818 = -du

23 -



Ay, = [1 S sen $dS = 2w

31
Ayy = {2 sen? 8dS = 7
Ayy = [[g sen S cos SdS]-1 = -1
b, = [ S cos $dS = 0
, - mT 3 .
b, = [, §7dS = 0 ,
T & :
b3 = Lﬂ S «en SdS = 27w

Hay que resolver el siguiente sistema de ecuaciones pa-

ra encontrar las q;'s.
- q, oM, = 0

-q, -4ﬂq3 = 0

2 + - =-27
nq1 Tq., q, 2
las cuales son
> Mo o
Voogeon? 2 14217 3 4202

2T
dn sen X + cos X)

t

— (mx
1427

p(x) = x +

es la solucion de la ecuacidon integral (22).
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