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INTRODUCCION 

Creo que es obligación de todos influir, de acuerdo a 

las reglas de juego establecidas, en la evolución del mundo que 

nos rodea. La Matemática no podría ser la excepción y por ello, 

segGn mi experiencia, he oensado auc en aras de un mejor aprove­

chamiento podría suqerir alqunas ideas para complementar la edu­

cación en una dirección específica. 

Los programas señalan al maestro una guía, que dentro 

de los estatutos universitarios, no lo obligan sino a ubicarse 

dentro de una linea de acción. 'Estimo que lo periférico es tam 

bién importante. 

El presente trabajo tiene como finalidad mostrar lo -

que deseablemente debe ser perif~rico en un curso tradicional -

de la Teoría de los NGmeros. El orden no es sino mi apreciaci6n 

de los mismos en grados crecientes de dificultad. 

En el Capitulo I, se presentan los ndmeros enteros (or 

dinarios) Z y algunos conceptos tundamentalcs en la Teoría de 

los ndmeros. Asimismo tratamos algunos aspectos sobre los nfune­

ros perfectos sJn pa.si1r por tllto a los "primos 9emelos" y la Con 

jetura el\.:! Goldbach. 

En el Capitulo II, III, e::l:enclemos el concepto de núme 

ro entero en estructuras mew-is simples (Dominios enteros sobre Z} 
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te de: 

CAPI'I'ULO I 

LOS NUMEROS ENTEROS 

Informalmente el conjunto de los números enteros consis 

a) el conjunto de los números naturales 

b) un objeto llamado cero y denotado por O 

e) para cada n(UTiero natural n, un objeto -n el cual es dife 
) 

rente de todos lo:.> ntlilleros naturales y el cero. 

Entonces si m y n son númc~ros naturales distintos/ -m y 

-n son objetos distintos. Al conjunto {-n/n es natural} lo llama 

remos el conjunto de enteros negativos. 

Existen varias formas paril construir el conjunto de --

los números enLc~ros a parLi.r de los números naturales y podríamos 

preguntarnos ¿Qué son los objetos específicos llamados enteros~. 

Lo que queremos decir con esto, es que todas las cor ·:;truccion·.· 

de los enteros nos llevan a sistemas que esencialmente son lo~ -

mismos. 

Cuando los ntlrneros naturales son definidos a partir de 

un número ordinal finito en el sentido de Von Newman, entonces -

una elección conveniente para el cero es el conjunto vacío y po-

driamos definir a los números negativos corno ·-n = {n} n== 1, 2, 3 ••• 

Ahora 'definirnos el conjunto de 10s números enteros como: 

{ n } / n er; na t ur é.l 1 · ] u { <I)} u N 

I 
Con esta clcf in.Jc:L6n ya po<lPrnos abordar la manera cla-

sica de iden ti ficar al conjunto de~ .1 os números en teros como 

•.. -n, ... ,-2,-l,0,1,2, ... ,n, ... y denotaremos a este conjunto co 

mo z. 

1 
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y se clasifican a los elementos irreducibles, 

No podriamos pasar por alto, al menos una presentaci6n 

breve del Teorema de los Números Primos y a ésto por consecuen~­

cia dedicamos el cuarto capitulo. Es claro que no hay una demo~ 

traci6n simple del Teorema pero buscamos algunos acercamientos -

elementales a la misma, sin recurrir a la Teoría de Funciones de 

Variable Compleja. 
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Una vez definido al conjunto de los enteros, lo dotare 
' -

mos de dos operaciones llamadas suma y producto respectivamente 

que son sencillamente las operaciones usuales que todos conocemo~ 

Ahora dirigiremos nuestra atención a una de las propiedades más -

importantes de los nGmeros enteros y en general de cualquier do-

minio entero (un dominio entero es un anillo comnutativo el cual 

no tiene divisores de cero, Z es un ejemplo de do~inio entero). 

La ecuación ax=b con a,b E Z no siempre tiene soluci6n 

entera. Si existe una soluci6n entera para ~sta ecuación enton-

ces diremos que; "a" divide a "b" 6 que "b" es múltiplo de "a". 

Un concepto análogo se puede dar en cualquier dominio entero D, 

dircr¡;os que "a" d.ivir1e a "b" en D, si b = ax para alguna x E D. 

Free· r1temente los divisores de 1 en D son llamados unidades de 

1 D, en Z son 1 y -1. 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 
1 

Es importante hacer notar que la noci6n de divisibili 

dad depende no solamente de los elementos a,b que se elijan, si-

no tambi~n depende del dominio entero en el cual se trabaje. Por 

ejempl~ 7 divide a 6 en los racionales pero 7 no divide a 6 en Z. 

Notaci6n: e ser j.biremos alb si "a" divide a "b" 

a~b en otro caso. 

TEO~EMA 1: Sean a,b,c E z entonces 

I.- Si alb y ble entonces ale 
II.- Si. alx1 ; • • • 1 él 1 X17 entonces al 

n 
1:et· X• . t ( 

t •I 

III.- Si ª'º I -lla I ª'ª 
IV.- Si b~l:O y alb ent·.onces lal ~ 1 bl 

V.- Si alb y bla en~:onces lal ::::: 1b1 • 
A 

2 
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Admitiremos ~ste teorema sin demostración por considerarlo ele-

lemental, simplemente justificaremos la propiedad IV, es decir, 

si b *O y alb entonces b = aq, por lo tanto lbl = !al lbl, pero 

b *O entonces jqj ~ 1 lo cual quiere.decir que lal<lal lq!=lbl, 

dicho de otra manera cualquier namero entero tiene solamente un 

número finito de divisiores. 

TEOREMA 2: (Algorítmo de la divisi6n) 

Sean a,b, E Z con a * O. Entonces existen enteros 6-

nicos q y r tal que b = aq + r donde O < r < lal. 

El algorítmo de la divisi6n puede usado para obtener un importan 

re resultado sobre la rcprcsentaci6n de los nGmeros naturales~ 

TEOREMA 3: Sea a > 1) entonces cualquier número x > O puede -­

ser expresado en forma Gnica como: 

t) 
x = bo + b1 él + ... + bn a con n ~~ O, bn > O y 

o < brn < a para o < rn ,,,::· 
'""" n~ 

Dem.· La prueba de existencia de tal expresi6n se 
/ 

hara por supue:?_ 

to haciendo inducci6n sobre el entero x. 

Si x = 1 no hay nada que demostrar. 

Supongamos que cualquier núrnero natural rn < x puede ser re 

presentado ~e manera Gnica en la forma 

rl\ alt + r 11•1 a\t·• + •.. + r, a + ro donde O < r 1 < a para 

o~~ i < k. 

Por el algorítmo de la divisi6n, existen enteros dnicos 

q, r tal que x·= qa + r , O ~ r < 1 a.I = a, 

es claro que x ~ q > O. Si q = O entonces n = res la re-

presentaci6n requerida (n = 0 1 bo = r). es decir, 6ste es 

el caso cuando x = l. 

3 
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Sup.ongamos ahora que q > O, esto es, n ;:.is a. Entonces q ~ x, 

así que apliquemos la hip6tesis de inducci6n a q, es decir, 

existe una finica representaci6n para q de la forma: 

O < -· . .._, r¡·...,_ a. 

Ahora usando esta representación de q tenemos que: 

~~· k . 2 x = aq + r =:.:. r1i. a· + r.._., a + •.. + r 1 a + ro a + r 

y con un cambio de notación obtenemos 

Ahora demostraremos la unicidad de 6sta representaci6n. 

Supongarno~; que x = bo + b1 a + ..• + b0 a" = Co+ C1 a + ... + CJ i 
afirmamos que n = j y bn = Cm para O ~ m < n. 

Veamos porque; supongamos que nuestra afirmaci6n es falsa,-

entonces O= ho + h1á + .•. + hsa 5 
, hs *O, s >O , 

pari1 o< i ~ s Y h·= e·- b· 1 1 1 -a < h¡ < a 

como lr < a \ entoncP.s h¡ ~ a -1. 

Por lo t&n to 
. 

as<lhsas l=lho+h¡ a+.• .+hs-t ¿;S·t l<lhq:·l+lht la+.• .+lhs-J !a.S·I ~{a-1)+ 

(a-l)a+, ,,+ (a-/)as·'= (a-1) (l+a+ ••. +as-•) ='= a 5 -l .lo cual es 

absurdo. 4 

Sea x uu número real, definimos [ x] como el mayor en·-

teru menor 6 igual a x, esto es, el entero d tal que d<x<d+l, -

observemos que d ~ x < d+l implica que d-1 < x-1 < d ~ x es de 

cir X - 1 < [X] :;;; X. 

TEOREMA 4: Sean a, b, e, r enteros, a * O tal que b :: aq + r 

con O < r < lal entonces q - r~ 1 
a 

Dem. Como a if O entonces tenemos dos casos a > 1 y a < -1 

4 
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Si a > 1 entonces qa < qa + r = b < qa + a = (q+l) a 

es decir qa < b < (q+l)a b por lo tanto q ~a~ q+l.~ 

Si a y b son enteros no nulos entonces el conjunto de 

sus divisores comunes es finito, en efecto, sean a,b,c E Z tal 

que cla y cjb si a * O entonces a = ye para algGn entero y1 

por lo tanto lal=lyl !el ~ le!, es decir -la!< e< la!, claramen 

te existe un número fin.i to de enteros e que satisfacen 

-!al <e~ lal. 
Ahora, sean u,b E z (a * o 6 b * O) definimos el má 

ximo ... divisor de b comµn a y como: 

max{ e E z / e > o ' c!a ' clb } y lo denotamos como 

(a, b) 

Puesto que 1 E { e E Z / cla y c!b } entonces claramente 

max {e E Z /ale y clbJ ~ 1, es decir, el máximo coman divisor 

de a y b es un número entero positivo mayor 6 igual a .l. Si 

{a,b)==l diremos que a y b son primos relativos. Veamos que los -

divisores comunes de 18 y -42 son +1,+2,+3 y +6. Por lo tanto 

(18,-42) + 6. 

Observemos que los divisores comunes de 1.8 y -42 dividen a 6=(18, 

-42). Demostraremos que esto no es una sim?le casualidad, es de-

cir, que este hecho es la propiedad que lo caracteriza. 

TEOREMA 5: Sean a y b enteros no nulos enLonccs: 

I.- E:xi.sten enteros Xo ,yo tal que (a,b)""' axo +byo 

II.- Si e E Z y cla, clb entonces c!(a,b) 

Dem. Sea g=(a,b), consideremos S={ax +by/ x,y E Z} 

observemos que x = + 1. , y = O implica 

a) s ,¡, cp , b) s n N =/: q> • 

5 
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Sean Xo , Yo enteros de tal manera que d = axo + byo es el menor 

entero .positivo en s. Mostraremos que d!a y d!b. 

"dla" supongamos que ct{a entonces por el teorema 2 existen q,r 

en Z tal que a = dq + r O < r < d, entonces 

r=a-dg = a-q(axo+ byo)= a-qaxo -ybyo = a(l-qxo) + b(-qyo) lo cusl 

contradice la elecci6n de d. De manera similar a¡b. 

Hasta ahora hemos demostrado que d es divisor comGn de a y b, -

es decir d < g ........•... (1) 

por otro lado tenernos que a = gr y b= gr1 por lo tanto g¡a y 

por(l~tenemos que g = d. 

II. Si c!a y clb entonces cjax, c!by para todo x,y E Z 

consecuentemente clg. 

A continuaci6n enunciaremos algunas de las propiedades 

m§s importantes del mSximo com6n divisor: 

I) Si (a,b) = 1 y ajbc entonces ale (Euclides) 

II) Si e :-f:O entonces (ca,cb) = !el (a,b) 
$ 

III) Si (a1 ,m) = (a2 ,m) = ••• = (a ,n)=l entonces (Ha¡ ,m)=l 
s i=• 

IV) (a1;a2, ... a
5

) = ((a1;a2, ... ,a
5
_,), a

5
)"' 

TEOREMA 6: Sean a,b enteros no nulos, sea d E Z que satisface~. 

I. dja y d!b 

II. cla y clb implica cid 

Entonces d = + (a,b) 
Á 

Como observnci6n aclaremos que las condiciones I y II del t~ore-

roa anterior junto con el requerimiento de que d > O pueden ser -

tomados como la def inici6n de m&ximo comGn divisor en un dominio 

entero arbitrario, sin embargo la primera definici6n de máximo -

6 
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comfin divisor en Z depende no solamente del orden en Z sino tam­

bién de que cualquier entero distinto de cer~ tiene sólo un ndme 

ro finito de divisores. Con la aclaraci6n anterior demos una 

nueva definici6n. 

Sea D un dominio entero y sean a,b E D no ambos cero, enton­

ces un elemento' d E D es llamado máximo común divisor de a y b 

si: 

r. ala , dlb 

II Si e ED tal que cia y cjb entonces cjd. 

En Z es f5cil probar que el máximo comGn divisor es Gnico, cosa 

que no sucede en cualquier dominio entero. Por ejemplo, en los 

racionales si a y b son distintos de cero entonces cualquier ra­

cional satisface las condiciones de nuestra nueva definici6n. El 

siguiente teorema justifica la existencia del m&ximo coman divi­

sor en Z. 

TEOREMA 7: Sean a,b enteros no nulos. Entonces existe un Gnico 

entero g tal que g ~ (a,b). 

Dem. Si a = O y b =P O entonces (O,b) =lbl y por lo tanto el -­

teorema es válido. 

supongamos que a:f. O =P b 

apliquemos el algorftrno de la divisi6n de la siguiente rna-

nera: 

a = bq1+ r, O< r1<lbl 

b = r1c]2+ r1 O< r, <r2 

r1= r2q3+ r3 O< r3 <r2 

r-~2 == !\H q + rk O< rn<11t-1 

rtt-1 = r~ q~+J 

7 
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Observemos que éste proceso es finito puesto que siempre ob­

tenemos una suciesi6n decreciente de enteros positivos 

definimos g = rk 

Para asegurar que g = (a,b) debemos mostrar lo siguiente: 

r. g > o 

II. gla y glb 

III. Si cia, clb entonces 

Por la forma en que construimos a g es obvio que satisface -

I y II. 

Sea c entero tal que cla y clb, entonces claramente clr1 ·y 

por consiguiente clr2, cjr3 , .•. el~ ,es decir clg. 

Por lo tanto, haciendo uso del teorema 6, g = (a,b).~ 

Por otro lado, en algunos dominios enteros no cualquier 

par de elementos tiene mCtximo común d:i.visor, ·Je amos por ejemplo¡ 

Sea A = { m + n/J~O/ m, n e:: Z} , entonces: 

a) A es dominio entero con la suma y producto usual de números 

reales, en efecto, sean a + b /lo y e + d lfó E A 

supongamos que (a + b/10) (e + a/lo) = O, entonces 

b) 

e) 

ac + lübd = O y ad + be' = O 

por lo ~anta d(ac + lObd) = O y c(ad +be) =O 

es decir dac + 10bd2 
- cad - bc2 = O 

10bd2
- bc 2 = b(10d2

- c 2
) =O .. b = O impli 

ca A dominio entero y lo mismo se puc~de concluir si 

10d2
- c 2 = o . 

Si a + b/io 1 e +d lfO en A, entonces a 1 
- 10b2 

1 c 2 -10d2 en Z. 

2 y 4+ /fo son di visores comunes de 6 y 8+ 2 /fó en A, es de­

cir 216 y 2 I 0+2/lc) porque 6"= 2 (3) y 8+2/Ió "" 2(4+./ÍÓ) 

8 
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.4+v'lo 16 y 4+v'Iól 8+2/Ió porque 6=(4+/lo) (4-/TI)) Y 

8+2/lü = 2 (4+/Iü) 

d) Si 2la+bJlO en A, entonces 2la y 2lb en Z. 

e) Si 4+/lül2c+2a/Io en A, entonc<.:"'lS 3lc2
- 10d2 en z, en efecto, 

aplicando el inciso b) tenemos que si 4 +llo l 2c+2dli0 en A 

entonces 6l4(c2 -lOd 2
) en Z, por lo tanto 3lc 2 -10d 2 en Z. 

f) Si 2c + 2dllü J 6 en A entonces c 2 -10d2 l 9 en Z. 

g) Si 2c +2d/lo J 8+2/Tó en A, entonces c 2 -10d 2 
J 6 en Z. 

h) Por Gltimo demostraremos que no existe un elemento en A el 

cual es divisor común de 6 y 8+2 /10 y qu~2 sea divisible por 

r.;-; . ¡-;.-
2 y 4+v10 en A. Supongamos que existe a+b~lü en A,tal que 

a+bliü 1 6 y a+bÍlO J 8+2 /Co de tal manera que 

2Ja+bllü y 4+/lüla+b/lO en A. 

Si 2 I a+b/10 entonces 2 I a y 2 j b, es decir, a+b/l0=2c+2d/lo. 

ComO' 4 +/lO J 2c+2d/10 en A, entonces 3 j c 2 -10d2 en Z , esto 

implica que c 2 -10d2 ~+ 1 . 

Por otro lado tenemos que 2c+2d/10l6 en A, entonces 

c 2 -1Ocl 2 
1 9 en Z • 

Por lo tanto tenemos que: 

c 2 -lOd2 l 9 

entonces c 2 -10d 2 
1 9-6 

pero 3lc2 -1oa2 en z 

y c 2 -1oa2 16 en z 

es decir, c 2 -10d2 
1 +-3 

consecuentemente c 2 -10d2 = +3 es una ccuaci6n insoluble en z. 

Por último concluimos di.ciendo que los números G y 8+2/fo 

no tienen rn&ximo cornGn divisor en A. 

En suma, hemos visto que existen estructuras algebrai-

cas (Dominios enteros) en los cuales podemos encontrar elementos 

9 
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que no tienen máximo comGn divisor. Ahora trataremos con rigor -

algunos resultados que son poco manejados dentro de los curs6s -

tradicionales de teoria de los nGmeros. 

TEOREMA 8: Sean a,b,c E Z tal que albc y (a,b):::: l, entonces 

aje, omitimos la demostraci6n por ser elemental, -

simplemente mencionaremos que ~ste teorema algunas 

veces es llamado "Teorema fundamental de la Aritmé 

tica". 

Corolario 1; Sean a,b,c enteros tal que ale, ble y (a,b)=l 

entonces ablc. 

Dem. ale entonces c=ax para alguna x E Z, 

ble y c=ax entonces blax , pero (a,b)=l, por el teorema 8 

blx, es decir, x=by 

por lo tanto c~ax=aby entonces ab!c.A 

Observemos que el teorema B se puede generalizar como sigue: 

TEOREMA 9: Si a,b,c son enteros tal que blac entonces bl (a,b) (b,c) 

Dem.; b!ac implica que ac=bt para algGn t E Z 

Sea d=(a,b), d1~(b,c), entonces existen x,y,z,w E Z tal -

que d=ax +by, d1=bz + cw 

ahora teneiüOS que 

dd1,..;, (ax+by) (bz + cw) = b (a:x:z+txw+byz+cyw) 

y por lo tanto bj (a,b) (b,c) ._.. 

TEOREMA 10: Sean a,b,c enteros tal que (a,b)=(a;c)=l, entonces -

(a, be) =1. 
A. 

Como consecuencia del Teorema 10 se puede demostrar inductivamen 

te el siquiente 

TEOREMA 11: para k > 2 y a1 ,a2, ••• ,aK ,a E Z tal que (av ,a)=l 
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entonces 

1 Corolario 1; Si (a,b)=l y k es nattlral, entonces (aK ,bu) =1~ 

Corolario 2; Sean a,b,k números naturales tal que aK jbK, 

1 
1 
1 

1 
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1 

entonces alb. 

Dem.; Sea (a,b)=d. Entonces tenemos que a=da 1 ; b=db1 ·con 

(a, ;b, )=l. Por el corolario l.1 {a1i ;b~ }=l. a1< lbi< equivale 

a decir que a1d" lb~<li< , así, a 1í !b'f y por lo tanto : 

a = el y b= ab1 

Observemos que para dos nGmcros naturales s,k, la relaci6n s 5 1 kK 

no necesariameritc implica que slk, por ejemplo, es fácil checar 

que 4 4 110 10 per•) 4{10 sinülarment0 9 9 j21 21 pero 9f21. 

En general hay una infinidad de enteros a,b con esta propiedad. 

La noción <lo divisibilidad puede ser extendida a los -

ndmeros reales. Sean a,B re~lcs, decimos que u divide a B (alB), 

si existe un c~ntero k tal que f}::~kcx. En el caso de 6st<1 noción -

generalizada de divisibilidad, la relaci6n a 2 IB 2 no necesariamen 

te implica que ct!B. Por ejemplo (/3} 2 1(/§) 2 pero 13{3, suponga­

mos que /3j3,entonces existe k entero tal que 3= k/J, es decir, 

1 k=/3, dicho de otra manera, k 2 =3 indica que k> 1, k ;;ir 2 y por -

1 
1 
1 
1 
1 
1 

lo tanto k 2 > 4. Es to (ll timo el ar amen te e..:; falso. 

Coroloario 3: Para enteros ¡Jositivos a,b y k > 1, la relación -

implica que a!b. 

Dem.¡ Sea d= (a,b), entonces a=da 1 , b=db1 · con (a, ;b1 )=1, 

Por el corolario 1 (a~ ~b~)=l. aK j2bK equivale a 

a" /( ¡ 2ct" b'~ 1 · a
1 

,·· ·
1 

· es c.eci.r. a~ j 2b~ Entonces a1

1' l 2, pero k > 1, 

consecuentemente a,~1, a=d y por lo tanto b=ab1 ... 

11 
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TEOREMA 12; Si a,b,d son enteros tal que (a,b)=l y dja+b, enton-

ces (a,d)=l y (b,<l)=l 

Dem.: Sea (a,d):::: ó I entonces óla, óld.Por lo tanto o!·a+b y cSjb. 

Conclui.rnos diciendo quo o!(a,b), es decir oll, dicho de -

otra rnanera o=l. 

La igualdad (b,d)=l se de~uestra similarmente~ 

TEOREMA 13: Sean a,b,m enteros positivos tal que (a,b)=l 

Entonces la progresi6n aritm§tica a+bk(k=0,1,2 ... ) -

contiene un ndmero infinito de n6meros primos relati 

vos con m, para cualquier m E N, 

Dem.: Supongamos (a,b)=l. y sea m entero positivo. 

Consideremos el siguiente conjunto: 

A ={ x E N/(x,a)=l , xlm } 

Es claro que A*~; por otro lado, corno m *O, entonces 

s6lo tiene un nGmero finito de divisores y por lo tanto 

A es finito. 

Por las razones anteriores tiene sentido definir el siguie~ 

te ndmero: e = sup A. 

Ahora demostraremos que (a+bc,m)~l. 

Supongamos que (a+bc,m)=d, entonces dla+bc con (a,bc)= 1 

haciendo uso del teorema 12 obtenemos (a,d)=l, (bc,d)=l y 

obviamente (c,d)=l. Como {a,d)=(a,c)~l entonces (a,dc)=l 

Adem&s cJm, d!m y (d,c)=l entonces dclm y por lo tanto -

d=l. 

Sea 1 e11tero positivo arbitrario. Definimos k=c+lm. Demos­

tr are1no~; que (u.+ hk, rn) =--= 1. 

Supongamos (a+bk,m)=(a+bc+blm,m)=d, es decir, dlm y 

12 
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dla+bc+blm, como djblm, entonces dla+bc con (a,bc)=l, apli 

cando el teoiema 12 tenemos (a,d)=l=(d,bc) y también (d,c)=l. 

Adem&s a¡m, c¡m y (d,c)=l, por el corolario 1 del teorema 8 

sabemos que dcjm y por lo tanto d=l~ 

Por Gltimo generalizaremos nuestra definici6n de máximo 

com6n divisor en los enteros. 

Definición: Sean a 1 ,a2 , ••• ,aK E Z. Un entero des llamado máximo 

comGn divisor de los nfimeros a 1 ; a 2 , ••• ,~, si satisfa 

ce: 

I) d >O 

II) djas s=l,2, ... ,k 

III) Si cja$ con s=l,2, ... ,k, entonces cjd. 

TEOHEMA 14: Sea k > 2 y a 1 , a 2 , ••• , ªa:+I en teros, en ton ces 

(a 1 ;a2 , •• ·i.1.:;. 1 }= ( (a 1 ;a2 , ••• ,a1:) ré1<+i) 

Dem. : Sea d = ( ( a 1 ; a 2 , ••• , ª") , a,;tl ) . Sabc.~mo~> que d es di visor común 

de los números (a1 ,a2 , ••• , a") y ªK+•·· Como dj(a 1 ,a2 , •• ,aK) 

y (aJfa 2 , ••• 'ª")las (s=l,2, ... k), entonces d!as para s=l,2, 

.•. k+l. Sea d' cualquier divisor común de a, ;a2 , ... 'ª"+i· 

En virtud de la condición 3 de la Gltirna definición tenemos 

que d' 1 {a 1 ; ••• ª") . Puesto que d' 1 º"-\·t entonces se tiene 

a 1 1 ((a¡ ' ª2 , •.• , ª1') I ª"+1> , es deci_r' d 1 1 d. Pero d las 

(s=l, ... k+l)' por lo tanto des divisor coman de as con 

s=l, ... k+l el cual es d.i . .visible poi~ cualquier divisor co-

mún de estos nÚ!rt<.;ros. Consecuentemente c1c-:-,(a 1 ,a 2 , ••• ,a1,.f)Á 

Para encontrar el núrrwro ( a1 ; él.2 , ••• , al< ) podemos cal cu 

lar sucesivamente los ~d. quien tes número~..>: d 2 ::: ( a 1 , a 2 ) , d 3 = ( d 2 ~ a 3 ) 

••• ,d1<_,=(d1<-:t'ªK-t )'y (a 1 ·, ••• a")==(dg-1 ,a,,). 

13 
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NOCIONES DE MINIMO COMUN MULTIPLO 

Sean a1 ,a2 , ••• ,aK enteros. Cualquier entero x tal que 

aslx (s=l,2, .•• ,k), es llamado múltiplo común de los enteros ---
,. 

. Por ejemplo ria es múl tj_plo común de los as con -
s~1 s 

s=l, •.• ,k. 

Consideremos el siguiente conjunto: 

S ={x E Z/as lx (s=l, ... ,k), x > O} · 

Puesto que 1!~as1 E S, entonces S =f~ <l> y por el principio del buen 
.,)-:. 1 

orden existe N en S tal que para todo x E S, N ~ x. N es llama-

do el mínimo comGn múltiplo de los enteros a 1 ,a2 , ••• aK y es de-

notado [ a1 , a
2 

, ••• , a,: ] . 

TEOREMA 15: s~an a 1 , a2 , ••• , ª" enteros. Sea N= [ a1 , a2 , ••• , ª"] 

Si e es entero tal que a 5 1c (s=l, ... ,k) entonces --

N¡c. 

Dem.: supongamos que existe un rnGltiplo común M de los a 5 tal -

que N,rM, entonces por el algorítmo de la divisi6n tenemos 

M = Nq + r O < r < N 

es decir r = M-Nq 

Como M,N son múltiplos comunes de los a 5 , entonces existen 

Por lo tanto r=M-Nq=as (x 5 -y 5 q), es decir as Ir (s=l, ... ,k), 

de esta manera r es múltip~o comrtn de los as, pero además 

O < r < N. Esto claramente es imposible puesto que N es -

el menor mGltiplo comfin positivo de los a
5

• Por lo tanto 

Por último veremos la relación que existe entre el mínimo comGn 

múltiplo y el máximo común divisor, 
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TEOREMA lfr~ Sean a 1 ,a2 enteros no nulos, entonces el número 

III) 

satisface las siguientes condiciones: 

es un entero mayor 6 igual a cero. 

y 

dicho en palabras, el número ¡a 1 a 2 1 

(a 'ª ) 1 2 

tiplo común de los enteros ª1 y ª2 . 

es un múl-

Si X es entero tal que a, lx y ª2 lx,entonces 

1 a, ª2 1 
X En efecto, a, lx y ª2 lx implica ---- . 

(a 1 ,a 2 ) 

a =dg con (q ¡q )=1, entonces a r=dq r=a t=dq t, 
l 2 1 2 1 1 2 2 

es decir q 1 f q 2 t, aplicando el teorema 8 tenemos 

que t=q 1 s. 

de la última igualdad tenemos que a 1 a 2 

(a1 1ª2) 

por lo tanto 

X ' 

TEOREMA 17: Seari a ,a E Z • Sea ~J=[ a ,a ] 
' 1 2 1 2 

entonces N=J a 1 ª2 1 • 
(a

1
,a

2
) 

Dcm,: Como N es maltiplo comdn de a y a , entonces aplicando la 
1 ' 2 

1 a. ª2 L 1 parte II I} del teorema 16, tenemos que .l..___'._ __ ·- N 
(a

1
,a

2
·) 
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Por la parte II) del teorema 16, ¡a1 a 2 1 es multiplo común 

(a1 1ª2) 

de a 1 y a 2 , entonces ap1icando el teorema 15 tenemos 

,como N y son enteros positivos enton-

ces N= 

Veamos un contraejemplo en el cual para k >3, la colee-

ci6n de enteros a ,a, ... ,aK no satisface el teorema 17: 
1 2 

( 4,4,-121 (4,4,-12) =1~1 (4) (4) (-12) 1. 

NUMEROS PRIMOS 

Un número entero p es primo si satisface: 

1° p > 1 

2º {x E Z/x > O, xjp} = {1,p } 

Un entero positivo que no es primo es llamado compuesto. 

En el ano 1968 el Almanaque Mundial enlista al nGmero 1 como pri-

mo. Como podremos ver más adelante, no es conveniente hacer ~sto 

porque entonces el teorema funda~ental de la aritmética sería fal 

so. 

'rEOREMA 18: (Euclides). Cualquier entero positivo a > 1 es pro­
. r 

dueto de nGmeros primos, es decir, a= ílPs r ) 1 
s~• 

'I'EOREMl\ 19: Si pes primo y pja
1

a 2 ... ª"entonces pjas para algu-

nas;::.:l, ••• ,k 

l.6 
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;rgoREMA 20; 'rodo entero compuesto a, se puede factorizar en forma 

Gnica como producto de primos. 

Observación~ en el teorema 18 los números primof> no ne cesar iamen 

te son distintos, ni estan colocados en algGn orden particular, -

por ejemplo¡ 288=2(3) (3} (4) (4)~"2(3~) (4 2
), Si los colocamos en or-

den creciente y cambiamos la notaci6n por una m&s apro~iada tene-

mos que a~p1 l · r;'l. . p1'i.; con v s > o 
1 2 • . ;~ y 1 < Pr < P2 < · · · <p K 

Adem&s veamos que los nGmeros P.(s=l, ,.,,k) tanto como el nGmero 

de ellos, est5n determinados en forma Gnica por el nGmero a. 

Asinüsrno, los exponentes v s también estan determinados en forma -

Gnica por el entero a. En particular, el nGmero V
5 

puede ser de-

finido como el mayor nGmero natural para el cual p~ja. Es fácil 

observar que si n es compuesto c~ntoncc~s n tiene un di visor primo 

p tal que p :( /ñ, o sea si un número natural n > 1 no tiene divi-

sores pr irnos menores o iguales <JlW lñ,. entonces n es primo. 

TEOREMA 21: Sea n > 2, entonces existe al menos un nfimero primo 

p que satisface n< p < n! 

Dem: Puesto que n > 2, el nGmero z= n!-1 > 1 y por lo tanto z 

tiene un divisor primo p. 

Si p < i1, claramente pjl lo cual es imposible. Por lo tan-

to p > n. Como p < z y p es un divisor de z , entonces 

n < p .,;:; n! -1 < n! 6 

El teorema 21 no indica que dado n entero positivo siem 

pre existe un primo p tal que p > n. Por lo tanto podemos inferir 

que existe~ un número inf.inito de: núrnr~rrn; pr.imo::;. 

Dado m entero positivo, par-a obtener tocJon los números 

primos que aparecen en J.a sucesi611 1,2, .•. ,mes suficiente quitar 
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I 
de ésta, todos los multiplos de la forma kp, k > 1 donde p es pr! 

mo tal que p ,-;;; v'ffi. En particular, para obtener todos los primos 

que aparecen en la sucesi6n 2,3, ... ,521 es suficiente quitar to-

dos los nGmeros mayores que 2,3,5,7,11,13,l7 y 19 que son divisi-

bles por al menos uno de 6stos. 

Un método fácil para encontrar números primos consecuti 

vos fu€ dado por ERATOSTENES. Consideremos la suceci6n 2,3,4, ... 

Denotaremos por p
1 

·al primer primo que aparece en 6sta sucesión, 

es decir, p 1 '"-"2. Quitemos de la sucesión todos lo;; números mélyorcs 

que P1 y que son divisibles por 2. El primero de los nGmeros res 

tantes es 3=p
2 

• Nuevamente quitemos de la sucosi6n todos los nG­

meros mayores que p
2 

y divisibles por p
1 

• El primero de los nGme 

ros restantes es 5=p
3 

• Supongamos que despu6s del k-6simo paso 

encontramos e 1 k-és:i.rno primo f) • Qui tcmrn; de la sucesión todos 
1; 

los nGmeros mayores que PK y divisibles por PK· El siguiente nG-

mero de los que restan en la sucesión es el k+1-6simo primo. En 

particular P6000000 = 104,395,301. El método descrito antcriormen 
J J 

te es conocido como la criba de ERATOS'l'ENES. A continuaci6n dare 

mos una sencilla interpretaci6n geomGtrica de la misma; 

Consideremos en el plano cartesiéP10 los siguientes conjuntos; 

A={ (O,!) /m=l, 2, •.. } 
rn 

B={ (n+l,O)/n~l,2, ... } 

don.de cada punto del conjunto l\ esta c01wc tado por una recta con 

cada punto del conjunto B. 

l los puntos {O,~) y (n-1·1,0) 
m 

Las intersecciones de 

r..a ecué1ción de' la recta que pasa por 

esta dcscr.i. ta r,omo y:=- __'.!-_ x + ~ • 
- rn ( n+ l) m 

---~---- X J. J. yo.-:: - • 
m (n+l) m ccn la recta -

y=-1 son de la forma ((m+l) (n+l),-1), es decir, las abscisas de 
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de estos puntos son precisamente números compuestos. 

Recíprocamente, si x es entero positivo compuesto, en-

tonces, x=(m +1} (n+l) n=l,2 ... , y m=l,2, ... , de donde claramen 

te el punto (x,1} satisface las ecuaciones 

1 1 
y= - X + 

' 
y= -1 

m (n+l) m 

Dicho de otra manera, si z es entero positivo, claramen 

te el punto (z,-1) se encuentra en la recta y=-1. Denotaremos 

por L1 la recta y= -
1 

X + 1 12 la recta y= -1. 
m (n+l) m 

Si (z,-1) $ L1 n L2 entonces z es primo 

Sea pn el n-6simo primo. Consideremos el número 

d - p p n- n+l - n ' n=l,2, .... , los primeros cien terminos de la su-

cesión infinita d1 ,d2 , ..•• ,d .... se muestran en la tabla l. 
n 

Observemos que si n > 1 entonces p es un primo impar 
n 

y por lo tanto el número el es par. TambiéSn notemos que los nú­
n 

meros d pueden ser suficientemente grandes, en efecto, sea m > 1 
n 

entero positivo arbitrario. Sea pn el.mayor primo tal que 

p ~ m!+l. Los n~neros m! +k (k=2, ... ,m) son compuestos ya que -­
n 

klm!+k. Por lo tanto, tenemos que pn+l ~ m!+ m +1 y consecuente-

mente d = p - p ~ m. Tambi6n observemos que no es posible de_ n n+l ·n 

mostrar en general que los nC.meros d ti.endcn (} infinito porque -
n 

por ejemplo existe11 cntaros positivos n tal que dn= dn+l (n=2,15, 

36, 3 9, '1 G) • 'l'ambién exi.n ten entero~> nos i ti vos n para los cuales -

d
11

=--"dn+l""dn+ 2 (n::-;~:>'1,,1G1,GB2,709,82l,H29). Sin embargo, no se sa­

be si dado un entero positivo k existe un entero positivo n tal -
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TABLA 1. 

3 2 

5 3 

7 5 

11 7 

13 11 

17 13 

19 17 

23 19 

29 23 

31 29 

3 7 31 

41 37 

4 3 41 

4 7 43 

53 47 

59 53 

61 59 

67 61 

71 67 

73 71 

79 73 

83 79 

89 83 

97 89 

1.0~ 97 

d 
n 

1 

2 

2 

4 

2 

4 

2 

4 

6 

2 

6 

4 

2 

4 

6 

103 

107 

109 

113 

127 

131 

137 

139 

149 

151 

157 

163 

167 

173 

179 

6 I• 181 

2 191 

6 193 

4 197 

2 199 

6 211 

4 223 

6 227 

8 229 

4 233 

101 

103 

107 

109 

113 

127 

J.31 

137 

139 

149 

151 

157 

163 

167 

173 

179 

181 

191 

193 

1.97 

199 

211 

223 

227 

229 

a 
n 

2 

4 

2 

4 

14 

4 

6 

2 

10 

2 

6 

6 

4 

6 

6 

2 

10 

2 

4 

2 

12 

12 

4 

2 

4 

239 

241 

251 

257 

263 

269 

271 

277 

281 

283 

293 

307 

311 

313 

317 

331 

337 

347 

349 

353 

359 

367 

373 

379 

3B3 

233 

239 

241 

251 

257 

263 

269 

271 

277 

281 

283 

293 

307 

311 

313 

317 

331 

337 

347 

349 

353 

359 

367 

373 

379 

d 
n 

6 

2 

10 

6 

6 

6 

2 

6 

4 

2 

10 

14 

4 

2 

4 

14 

6 

10 

2 

4 

6 

8 

6 

6 

4 

389 

397 

401 

409 

419 

421 

431 

433 

439 

443 

449 

457 

461 

463 

467 

479 

487 

491 

449 

503 

509 

521 

523 

541 

547 

383 

389 

397 

401 

409 

419 

421 

431 

433 

439 

443 

449 

457 

461 

463 

467 

479 

487 

491 

449 

503 

509 

521 

523 

541 

6 

8 

4 

8 

10 

2 

10 

2 

6 

4 

6 

8 

4 

2 

4 

12 

8 

4 

8 

4 

6 

12 

2 

18 
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que d =d . 1= •.. =d +k' - n n·t- n 

NUMEROS PRIMOS EN UNA PROGRESION ARI'rMETICA 

Son conocidas algunas progresiones aritm6ticas que con­

tienen un nGmero finito de primos distintos; por ejemplo, 199+210~ 

para k=0,1,2, ... ,9. Tambi6n se ha encontrado que los nrtmeros 

60060k + 4943 (k=0,1,2, •.. ,12) forman una progresi6n aritm~tica -

que contiene 13 primos diferentes. Sin embargo, existe un proble 

mamás general que queda enunciado como sigue: ¿Para qu6 enteros 

positivos a,b, la progresi6n aritm6tica ak + b (k=l,2, .,.) contie 

ne un nGmero infinito de primos? 

Es claro que~ si. (a, b) === d > 1, entonces no existen números 

primos en la progresión ak + h, k=l,2, •.. 

En el afio 1837 L. Dirichlet demostr6 que esta condici6n 

tambi€n es suficic11le. Para ver una demostración elemental de €s-

te hecho remitimos al lector a: 

Selberg, A., "An elementary Proof of Dirichlet ... s theorem aboot 

primes in an arithmetic progression". An. of Math., 

50(1949), pp.297-304, 

Los siguientes teoremas son equivalentes: 

T1 ~ Sean a,b 0nteros positivos tal que (a,~)=1. Entonces existe 

un nGmcro infinito de nfuneros primos de la forma ak + b, k en 

tero pm>i. tivo. 

T2 c Sean a,b, enteros positivos tal que (a,b)=l. Entonces existe 

al menos un nGmero primo de la forma ak+b, k entero positivo. 

Dem,: Claramente '1' 1 . implica '1' 2 • Demostraremos CJUE~ rr2 implica Ti. 

Si a:c=l entonces obví.um(mte •r, es válülo. Supong;rn10s q-.ie 
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a> 1. Sea b entero positivo tal que (a,b)=l. Entonces 

(a 8 ,b)=l. Por T2 exü:d:e un primo p de la forma p=a'k + b pa 

ra algfin k entero positivo. Como a >1 tenemos que: 

a 5 k+b > a 5 ~ 2 5 > s. Entonces p > s. Así hemos demostrado 

que para cualquier entero positivo s existe un primo p de -

la forma ak+b y tal quü p > E>. Esto muestra que existe un 

nfimero infinito de primos de esta forma ~ 

Observemos que si: 

D1 : Si (a, b) :::~l en tone es la progres i6n a+bk (b=l, 2, .•• ) con 

tiene un número infinito de primos. 

02: Si (n,b)~l entonces existe p primo de la forma 

P°"i"1+bk (a, b, k E N) • 

03": Sean a,b,rn entero~; positivos tal que (a,b)=l. Entonces 

la progresión aritmética a+bk (k=l,2, .•• ) contiene un -

número infinito de terminas que son primos relativos --

con m. 

04: Sean a,b,m enteros positivos tal que (a,b)=l.Entonces -

existe p=a+bk tal que prm. 
Entonces las siguientes relaciones se cumplen: 

Conjetura de Golabach 

Si n es entero positivo par mayor que 2, entonces siern-
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pre se puede expresar como suma de dos números primos impares. 

Esta afirmación es conocida como la Conjetura de Goldbach. Se co 

nocen tablas num~ricas donde 6sta ha sido verificada directamente 

para númeror:; pares menores ó iguales a 33 (10 6 ) • Sin embargo, la -

prueba final no existe. 

TEOREMA 22: La Conjetura de Goldbach i.mplica que cualquier nume­

ro impar mayor que 7 es expresable corno suma de tres 

ndmeros primos impares 

TEOREMA 23: La Conjetura de Goldbach es equivalE~nte a afirmar -

que cualquier n(mK;ro x=2n > 4 se puede expresar co:no 

suma de tres n~mcros primos A 

TEOREMA 24: Todo entero n > 11 puede ser expresado como su.."Tla de 

dos números compuc~stos. 

Dem.: Si n=2k, entonces k >6, por lo tanto n-G=2k-6=2(k-3) es -

un número compnesto, dicho de otra manera n=2(k-3)+6 es su 

ma de dos números compuestos. A 

Si n=2k+l, entonces k > 6, por lo tanto n-9=2k-8=2(k-4) es 

un nGmero compuesto, dicho de otra manera n=2(k-4)+9 es su 

roa de dos n6mcros compuestos 

Definición: Sea n entero positivo, decimos que n es libre de cua 

dradon si no exü>te p primo tal que p 2 In, es decir, 

n:-:: P1 P2 • • ·I\ · ( Pt· JG s.\ Í. :tj) 

TEOREMA 25: Todo entero positivo n puede ser expresado en forma 

única como n==k 2 Q con k, Q E N, Q 1 ibre de cuadrados.A: 
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NUMEROS PERFECTOS 

Sea n entero positivo, 

Si ~d < n (O< d < n), entonces diremos que n es deficiente. 
a In 

(8 es deficiente), 

Si d > n (O< d < n), entonces diremos que n es abundante. 
a In 

(12 es abundante) 

Si d = n (O< d < n), entonces diremos que n es perfecto, 
a In 

Observemos que existe una infinidad de números deficientes, por ~-

ejemplo, los números de la forma x=p 5 con p primo. T~mbi6n note-

mos que existe un número infinito ele números abundantes, por ejem-

plo los números de la forma x=2 (3 2
) (k+l) con k=cl, 2,.,. Con respec..-

to a los núrncroL> perfectos podemo~; decir muy poco, ya que en la ac 

tualidad s6lo so conocen 23 y todos ellos son parest Si existe un 

nrlnHé~rc) perfecto N impar (Descartcs,.·Euler) éste debe ser de la for.,.. 

Jflltl 'l . 
ma N:::p q con p p~-:-imo de Ja fonnu p=:4k+l, a ~ O y q impar tul que 

(q,p)=l. Recientemente se demostr6 que si N es perfecto impar en-

tonces N > 10 20 y debe tener al menos 6 factores primos diferentesa 

El mayor de los números perfectos que se conoce en la actualidad -

es 211212 (2 11213 -1) el cual tiene 6751 dígitos, 

Sea n entero posj.tivo tal que n=p71 p~2 , ~ .p~~ ~ Sea d>O di 

visor den, Puesto que cualquier divisor de des un divisor de n, 

entonces en la factorizaci6n del nGmero d en primos s6lo pueden -­

aparecer Jos números P7 ~ 
d=JJ~ . p~ con O ~ y~~ a~ 

·l "''·t• 1 ' 

n -+ a (n) = };d 
a In 
24 
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Consideremos la funci6n; 
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Notemos que si consideramos a "n" como divisor de él mis 

mo tenemos que o(l)=l, a(4)=7, o(5)=6, o(lO)=lB. Claramente sin 

es un nGmero perfecto entonces o(n)=2n. Asi si n=pü1 ·. pet.1< enton-
1 "' • • fC 

O ~ y. < a. 
]. l 

(i=l,2, ... ,k) donde la sumato-

ria se extiende sobre los conjuntos de k-·enteros que satisfacen 

1 O ~ yi ~ u1 . Claramente los números p/1- ~'>'2 ••• p~K (o ~ yi ~ a1 ) 

1 
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1 
1 
1 
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1 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 

están contenidos en la expansión del producto; 

(1+r,+r1?.+ ••. +1')º1:1·J c1+r ·t-..--., ?_, irª··) c11p + 2 ª1< l 
. 2 '., f -r • • • - " J2 # • • • - - " p" + ••. + p" • 

Inversamente 1 cada uno de los sumandos de ~ste Gltimo producto apa-

rece como sumando c~n ~p;1 · pJ2 · · · Pk" , O -~ Yi 

Así, tenemos el siguiente resultado: 

(i=l,2, •.• ,k). 

'I'EOH.EMJ\ 2 6 : Sea n entero positivo tal que n=p~1 iJ~2 ex " ••• p "' " , enl.Jnces 

· D <'(. ·rl_ 
a (n) =~·-1 ___ 1 

Ctf(+ 1 
P¡.; -1 r{''(L t '-1 

·-----· .. 
p, -1 P2 -1 PK -1 

Como ejemplo 0(200)=17(31)=465. 

Observemos que si pes primo entonces a(p)=p+l. 

TEOREMA 27: Para que un nGmero par positivo n sea perfecto, es ne 

cesario y suficiente que n=2
5 
.. 

1 (2 5 -1), donde s > 1 y -

Dem.: 

s ' 
2 -1 es primo. 

Sea n ndmcro perfecto par. 
s-1 

Entonces IF=2 L, s > 1 y l.;=2k+l. 

$·1 s 
r.:>r lo tanto n(n):::0 0(2 )o(L)=(2 -l)o(L). Puesto que n es -

f t l ( 2
s s s s 

per ec-o, en:onccs - -l)o(L)=2n=2 L. Además (2 --1,2 )==1 y 

s s 
2 1 (2 -l)o (L), por lo 

cr ( 1.J º"' 2 \1 con q E N. 

tanto 2
5
la(L) y en consecuencia 

s 
(2 -l) q=L :implica qun o (L) 0-.:L+<J ya 

s s 1 L que 0(l) 0:-:2 q. Como P -l)q=~L entonces q l. y q < (s > l). 

Por lo tanto L tieno al menos dos divisores distintos que 
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1 son q,L. P8rn la formula o(L}=l+q nos indica que L,q son los úni-

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
1 
1 

cos divisores. Consecucntamante q~l y Les primo. Pero 

da la condición necesaria. Para probar la suficiencia, supongamos 

S' 5 a ( n} =a ( 2 .. , ) o ( 2 s -1} = ( 2' -1) 2= 2n. 

Esta dltima igualdad afirma que n es un n6mero perfecto, con lo --

cual terminamos la demostruci6n del teorema 

f ~ . 1 1 t . '25 -1 ,.. . t Es ac1 e ernos rar que si _ es un numero primo, en ·on 

ces p debe ser también un número primo. El teorema anterior se re 

sume corno: 

Todos los números perfectos pares son de la forma 21
H (21<-1_), 

donde k y 2K-l son números primos 

Los números perfectos fueron investigados por Euclides -

quien descubri6 el siguiente método para calcularlos. "Considere-

mos las sumas 1+2+2"+2 3+ .. • i'. Si en una de éstas obtenemos un nú .... 

mero primo, entonces la multiplicamos por su 6ltimo sumando v así 

obtenemos un número perfecto". 

Con avuda del teorema(27)pbs~rvamos aue el m~todo de Eu-

elides nos proporciona todos los nGmeros perfectos pares. 

Ahora vamos a calcular, por el método de Enclides, alqu-

nos name::1~0S perfectos pares. Consideremos la succsi6n de los núme 

1 
1 ros primos. Observemos cuando ó no el númc~ro 2"-1 es primo. Vemos 

1 que para k 0:-:2,3,5,7 los núrneron 21<-1;:::3,7,31,127 son pr.imos. Con es­

to obtenemos los pr:Lmc~rrn; cuatro ~1\1rn(~ro!·; perfectos, los ct1a les ya 

1 eran conocidos en 1.1 antiguedad, Kllof; son 2 (?. 7 -1)=6, 2 2 (2 3-.1)=28, 

1 
26 
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l 
1 

1 

compuesto y por lo tunto 2 10 (2 11 -1) no es un nGrnero perfecto. Todo 

esto muestra que la tarea de encontrar nGrneros perfectos pare~ es la 

misma que encontrar números de Mersenne definidos como números pr;!;_ 

s 
mas de la forma 2 -1. Sin embargo, uun quedan dos prequntas que -

contestar ¿Existe un número infinito de números perfectos? ¿Existe 

un número perfecto impar?. 

Por Gltimo analizemos el problema de caracterizar todos 

los enteros n > 1 tal que 1Id=n 2
• Los enteros positivos que satis 

a In 
facen la igualdad anterior son conocidos como nGmeros perfectos --

mul ti.plica U.vos. 

1J~EOHEMA 2 8 : Sea n > l. Si d(n) es el número de divisores positi-c 

vos de n, entonces 

d (n) = ( a1 + 1) ( a 2+1) ••• (a 5+1) 

TEOREMA 29: lld=n 2 si y s6lo si n=p 3 6 n=p
1 

P2 , P1 ·::¡; P2 • 

a In 
IDem. : esclaro que lid= n11 

a In a 

Por lo tanto 

n 4 =n 2 n 2 = na . "ª = íln= nd(n) 

haciendo uso del teorema 28 tenemos que: 

d ( n ) ::::: 4 ::: ( Ci 1 + :1 ) ( C'i 2 + 1) • • • ( Cl s -1- 1 ) = 4 

Asi es que s=l y a ::;:J 
1 

6 

(din> 

Como una sünph~ obncrvaci6n notemos que existe un ntimero 

infinito de números perfecton mul tipl.ict1ti vos. 
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CAP I'l'ü I.0 I I 

ENTEROS GAUSSIANOS 

Los enteros complejos 6 enteros gaussianos son núm~ros -

complejos de la forma a+bi donde a,b son enteros. Este conjunto 

es denotado por Z[i]= {u+bi/a,b e z, i 2 =-1}. 

La Teoría de los enteros gaussianos es importante por dos 

razones, primer2mente ref'.ulta interesante ver hasta que punto las 

propiedades de los enteros ordinarios son suceptibles a generali­

zaciones, segundo; porque algunas propiedades de los enteros ord! 

narios son consecuencia directa de las propiedades de los enteros 

gaussianos. 

Observemos que los gaussianos forman un dominio entero -

con la suma y producto usuales. Si a= a+bi E Z[ il denotaremos 

& = a-bi y N(a)= ufi. Llamaremos a N(n) la norma de a. 

Notemos que a y a tienen la rnisrna norma, es decir, 

N(a)= N(CT). Si a=a+bi (a,b E Z), tenemos que N(a)=a 2 +b 2 , Por -

lo tanto, la norma de un gaussiano es un entero positivo, es cero 

si y s6lo si a=O. 

Sean C1.1 ; cx2 E Z[ i] • Decimos que a.2 di vide a a1 E Z[ i] si 

existe ú3 en Z[ i] tal que a1=a2a3. Si a2 divide a a1 en Z[ i] es­

cribiremos cx.2 \ o. 1 y a2 ct1 en caso contrario, Notemos que un e!! 

tero ordinario puede verse como un entero gaussiano. Es importan­

te observar gu~ esta dcfinici6n C2 divisibilidad en Z[ i] es consis 

tcnle con la que düno!::; para los enteros ordinarios. 

TEOREMA 1: Sean a,b enteros ordinarios tal que b \a en Z[i], En­

tonces b \a en Z.A 

Dem.: Para establecer cuando r~+di \a+bi es úti.l el siguiente resul 

tado 

28 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

TEOREMA 2: c+di la+bi si y s6lo si c 2 +d 2 ~c+bd y c 2+d 2 ~e-ad en 

Ejemplos: 

z .• 

l+i \2 porque 2 12 y 2 l-2 
l+i.{'1+2i porgue 2~ 

TEOREMA 3: Sean a, ,a2 enteros gaussianos. Entonces 

I) si (X1 lct2 entonces Ci"; la; 

III) Si 0.1 \u.2 entonces N(a.1 )" \N(o.2) 4 

La propiedad II se puede expresar diciendo que la norma es una --

funci6n multiplicativa. 

Ciertos enteros qaussianos dividen a cualquier elemento de Z[ i.] 

ellos son llam~dos unidades. En particular, una unidad divide a 

l. Inversamente si u 11 entonces u es unidad, en efecto, tenemos 

que l=uu, entonces para todo Ben Z[ i], B=B(l)=(Ba)u. Por lo tan 

to u IB. 
Podemos encontrar las unidades en Z[ i] simplemente loca­

' lizando los divisores ele 1, Las unicas soluciones de la ecuación 

a 7 +b 2 :::::1 en Z son ±1,0 y 0,±1, y por lo ·tanto las tÍnicas unidades 

de Z [ i] son ± 1, ± i . 

TEOREMA 4; N(a)=O si y s6lo si a=O. 

N(u)=l si y s6lo si all 
N (a) > 1 en otro caso 

"' 
Sean a,B E Z[i]. Si a IB y B la entonces decimos que a y B son aso 

ciados. 

TEOREMA 5: Sean a,B asociados, entonces N(n)=N(B)¿ 
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El inverso del teorema anterior no siempre es válido,por 

ejemplo: N(l-2i)=N(1+2i) pero 1-21{1+2i 

TEOREMA 6: Sea u E Z[ i] , a ::/= O. Entonces a tiene exactamente -

cu~tro asociados .• 

TEOREMA 7: (Algorítmo de la Divisi6n). Si u,B ::/=O son enteros 

Dem.: 

gaussianos, entonces existen K,6 tal que; 

a =f:3K+o con N (o) < N(B). 

(1. a+bi ( a+bi) _Le-di) 
A+Bi (A, B E Q) 

8 
:::: ----· == 

c+di c2+d2 

Sean x,y los enteros más próximos a A y B respectivamente, 

es decir y 

Entonces; 

\B-y \ 
1 

:< 2' 

N(~ -(x+yi))=N(A+Bi-(x+yi))=N((A-x)+(B-y)i)=(A-xi 2 +(B-y) 2 <1. 

Sea K=x+yi o=a-B(x+yi) 

Finalmente tenemos que 

N(o)=N(a-S(x+yi))=N(S)N(~ -(x+yi))< N(S)A 

'rEOREMA B: Sean a, R E z. Entonces existe o E Z[ i] ta1 que¡ 

I. ó \ex y 6 IB 

II. Si 6' \ct) 8' IB ~ º 1 lo 
IlI. Existen ~,n E Z[i] tal que o=a~+Bn , 

Dem.: En base al 'J'uorcma 7, el algorítmo euclideano puede ser ge 

neralizado pax:-a los c-mteros gmu:;si.anos como sigue: 

B==P K +P 
1 2 2 

N ( p 
1 

) < N ( í~) 

N(íl
2 

)< N(í\) 

P i=; P K + P N ( f? '! ) ·< N ( P ) · 
l<'-'2 ' 1<-1 K K " IN 

~ :::::p K ' 
,,. • " l<+i 

30 



1 

1 

1 

1 

1 
1 

1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 

esta sucesión de c~cuaciones debe terminar porque N (B), N (p 1 J 

N(P 1 ),.,.es una sucesi6n decreciente de enteros positivos. 

Sea ó==:p • Es fácil observar que p es un divisor común de -
K ~ 

a y íS. También p
1
; puede sC'r escrito como cornbinaci6n lineal 

ae rL
1 

" y P , del mismo modo p es combinaci6n lineal de 
K-2 1'-1 

P,,~ y n(-1. y así sucesivurnente obtcnemor:> que 8c es combina- -

ci6n lineal de a y B, es decir ~ = a~+Bn. 

Por otro lado, si o' satisface I y II entonces como o \a y 

.o \a , o \o' . Pero ó1 \ex y ó1 \B, po:t' lo tanto 61 \ó. 
~ 

En conclusi6n, o y ó' son asociados .• 

Cualquier entero gaussiano 8 que satisfnce I y II es llamado el -

m§~imo comGn divisor de a y B, escribimos (u,B)=ó. 

Corolario: Cualqt1ier par de enteros gaussianos tiene exactamente 

cuatro mfiximos comunes divisores. 'l'odos el los son 

asociadof_;. A. 

Realmente, los enteros ordinarios tienen 2 máximos comunes 

divisores los cuales difieren en el signo. Ellos son de tal for-

ma que cada uno de ellos es dividido por cualquier divisor comGn 

de los números dados. Eü el caso de los enteros qa.ussianos pode-

mos considerar s6lo un máximo comdn diviscr simplemente identifi-

cando divisores asociados, 

Como una aplicaci6n del teorema 8 citamos el siguiente par de eje~ 

plo~J: 

1) Encuentre el máximo comrtn divisor de 6-17i y lB+i 

o-17i 

lB+i 

(G-17i) (líl-i) .. - ... ------~-- .. ---.. ··~-- - = 
325 

6-17i=-i(1B+i) + (S+i) 

325 325 
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18+i (18+i) (5-i) -'----------- ::: 
91 - 13i = 3 + 1-i 

5 +i 26 26 2 

18+i=3(5+i)+(3-2i) 

5+i=-= 1+i 

Por lo tanto (6-17i,18+i)=3-2i y los números aso 

ciados con ~ste, es decir, -3+2i, 2+3i, -3-2i. 

2) Encuentre el máximo comGn divisor de 7+11i y 3+51 

7+11i 76-2i 8-2i ---= ----= 2 + 
3+5i 34 34 

7+11i=2(3+5i)+(l+i) 

3+5i = 4+i 

l+i 
3+5i= (4+i) ( l+i) 

Por lo tanto (7+1li,3+5i)=l+i y los números asociados a és 

te, es decir, -1-i, i-1, -i+l. 

Es fácil notar que entre los divisores comunes de a y B, -

el máximo corn(m divj_sor tü~ne norma máximL1. El inverso también -

es cierto. Ar;í cJ. máximo común divj.sor también puede ser definido 

como el divisor comGn que tiene norma mnyor. 

La teoría de el m~ximo comGn divisor de dos o más enteros 

gaussianos se puede establecer f5cilmcnte considerando formas li-

neales, justamente como se hizo para los cntGros ordinarios. 

enteros gnussianos distintos de -

cero, Entonces existe r E Z[ i] tal que 

I • p \a i ( i= l, 2 1 •• , k) 

II. Si p \ui. con i=l,2, .•• ,k, entonces p \p. 

y M - {N(x)/ x E Z} 

Como M es un subconjunto de los enteros positivos, enton-
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·Ahora vamos a demostrar que para toda x en 3, p \x. 

Sea x en B, entonces existen X1 , x2 , ••• , xK. en Z[ i] tal que 

Aplicando el teorema 7 tenemos que existen q,r en Z[ i] tal 

que x:.:::- nq+r N(r) < N(p) 

pero r:::x-pq=a 1 (x1 ...:.qp1 ) + ••. +a1: (xi~ -qpi;). 

Si N(r) *O entonces r * O y por lo tanto r E 3. Además r -

es entero gaussinno que satisface N(r) < N(p). 

Esta última contradicción impltca que N(r)=O, es decir, r=O. 

Por consiguiente x=pq y p \x para toda x en ~. 

Por GlLimo, sea µ cualquier divisor comGn de a 1 , 

como p=a1()+, •• +a1,p =p( TiP1+,,.+1 •.. PK) 
l 1 ¡; 1 

entonces P \r:0 • ._ 

Cualquier par do enteros gaussianos a,S tienen por lo menos 4 di-
I 

sor.es en comun, a saber: 1,-1,i,-i. Si a,a s6lo tienen éstos nú-

meros como divisores comunes, entonces decimos que a,íl son pri-

mas rel.ativos. En esto caso escribimos (a, G)=l. 

e 1 . . A 1 "l t 9 t 1 . . t lt d orno una ap_icaci~n ce. -corema enemas e s1gu1cn-e resu a o: 

TEOl~EMA 10: Sean u,0 C: Z[i]. Entonces o,,B soñ primos relativos -

si ex~sten x,y en Z[ i] tal que ax+By =1. A 

TEOREMA 11: Sean a,B,~ E Z[ i] tal que nlBó y (a,B)=l, Entonces 

a lo.• 

1 TEOREMA 12: Si (a,B)=l=(a,6), entonces (~ 1 B6)=l •• 

1 
1 

Sean a1 ;a2, ••• ,a enteros qaussinnos distintos de cero, Conside-
~ . 
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remos el siguiente conjunto M={x EZ[ i]/a. !x, i=l,.,.,k}. 
J. 

Claramente M ~fe 1!1 puesto que el número Ilai (i=l, ••. ,k) perten.ece a 

M. Con ésto, tenemos justificado que al menos existe un multiplo 

común de los en teros a1 , a2 , ••• a,., . 

TEOREMA 13: Sean a 1 ,a 2 , ••• ,aK enteros gaussianos distintos de ce 

ro. Existe µ en Z[ i] con las siguientes propiedade~ 

I. a. Iµ para i=l,2, ... k 
1 

II. Si 11' E M entonces p \µ'. 
Dem • : se a M:::: { X E z [ i ] / él . 1 X , i = 1 , 2 , • • • , k } 

]. 

Consideremos II= {N ( x) /x E M} , 

Observemos que H ~1= <l> puesto que M =I= cJ1 • 

Corno H ~s subconjunto de los enteros positivos, entonces _ 

existe rn (011 II ta 1 que m < h nélra todo h en H 1 

Por lo tanto, exü:;te p en M tal que N(p)=m. 

ObvipmE~ntc \l satü;;facc I. 

Por último, sólo resta checar que µ satisface II. 

Sea u' en M. Sabemos que existen q,r, en Z[i] tal que 

p 1 =cµ+r N(r) < N(p). 

Sir* O, entonces resulta ser multiplo comGn de a 1 ~··•ªK y 

además r sat·isface N(r}< N(p) .lo cual es una contradicci6n. 

Por lo tanto r ::::: O y consecuentemente l1 \11•." 

La norma de cualquier entero gaussiano que satisface I 

y II es menor 6 iguill que ln norma de cualquier multiplo comdn de 

1 
.. . 

os numeros a1 ,a2 1 ••• ,a~. 

Es f&cil ver que todos los enteros gaussianos que sati! 

facen las dos propiedades del teorerua anterior son asociados. 
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PRIMOS en Zf i] 

Es claro que todo a E Z[i] tiene al menos cuatro diviso 

res: 1,-1,i,-i. Si a es asociado con 1 entonces a tambi~n tiene 

como divisores a a,-Ct,ic1.,-ia, Dicho de otra manera, todo entero 

gaussiano a al menos tiQne como divisores a 1,-1,i,-i,a,-a,iu,-ia. 

Un en tero gauss iano n será llamado primo en Z[ i] si sus 

Gnicos divisores son 1,-1,i,-1,n,-rr ,irr,-in. Para distinguir en-­

tre un primo en Z de un primo en Z[i] llamaremos primos ordinariffi 

a los c1e Z y simplemente~ primos a los de Z[ i] . 

Resumiendo, tememos que un entero qauB siano es primo si 

no tiene divisores excepto sus asociados y las unidades. Es cla­

ro que esta dcd:.i.nición es l:c¡uivalcntc~ a la siqu:Lc~nte: 

Un entero gauss:i.uno u c~s primo si su norma es mayor que 1 y 

si no es reprcsentnblc como producto de enteros gaussianos 

con norma mayor que l. 

En efecto, si a esta en Z[i], N(a) > 1 y a=µ~, donde N(µ) > 1, -­

N(S) > 1, entonces µ no es asociado de 1 puesto que N(µ) > l. Ta~ 

bi€n µ no es asociado de a puesto que entonces 0 resultaría aso­

ciado con 1. Por lo tanto, a tiene un divisor p el cual no es -­

asociado con 1 ni con a , es decir u no es primo. 

TEOREMA 14: Sea a E Z[ i] tal que N(a) es primo ordinario, Enton 

ces et es primo. 

Dem.: Supongamos que N(n)~p, y a=µB con p primo ordinario, 

p==N(a)=00N(¡1)N(f)). N{p)::.:l 6 N(G):c-;1, es decir, 11 6 f3 es uni--

dad. for lo tanto a es primoA 

El inverso del tPorema 14 es falso puesto que; 

7 es primo en Z[i] y N(7)=49 no es primo ordinario, 
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primo ·en Z[ iJ . 
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TEOREMA 15: Sea n entero positivo tal que n es primo en Z[ i]. En 

tonces n es primo en Z, 

Dem.: Sin es primo en Z[ i] entonces sus Gnicos divisores son --

1,-1,i,-i,n,-n,in,-in. 

Entonces claramente n es primo en Z ~ 

TEOREMA 16: Cualquier entero gaussiano a con N(a) > 1 ouede ser 

representado como un producto finito de primos. 

Dem.: Sea a E Z[i), N(a) > 1. La demostración la haremos por in-

ducci5n sobro N(a). 

El primer caso a considerar es N(a)=2: los 4 enteros gau-

ssianos do norma 2 son asociados del primo l+i, en 6ste --

caso el teorema queda demostrado. 

Supongamos que a es tal que para todo µ en Z[ i] con 

N(p) < N(n), 11 es representable como producto finito de 

primos, Si a es primo, terminamos. Si a no es primo en-

tonces a=(3y, con l < N(B) < N(n), 1 < N(y) < N(a). Hacien-

do uso de la hip6tesis do inducci6n tenemos que 

S= tr 11i2 • • ·"ii y= rr'1 n'2 • • ,n{. 

donde 1T n11~ son primos 

por lo tanto 

Por dcfinici6n, cualquier primo ir tiene por divisores a 

l,-l,i,-i,11,-11,irr,-itr, 

De 6sto altimo inferimos que, si un entero gaussiano B no es divi 

dido por un primo tr, entonces (a,rr)=l. 
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TEOREMA 17: Si n , rr 1 , rr 2 , ••• , rr" son primos y rr lrr 1 ri 2 ••• rr" , en ton ces 

n es asociado de algún rrs con 1 < s < k •• 

TEOREMA 18: (Teorema de Factorizaci6n Gnica para Z[i]). 

Dem.: 

Lu. reprc~"cnt:ttci.ón de un entero gaussiano como un -

producto finito de primos es única salvo el orden de 

los primos y asociados. 

Sea a en Z[ i), N(u) > l. Supongamos que a tiene dos facto-

· • · · - rr' TÍ' - 1 rizaciones U=rr 1 rr 2 ••• rrf; - 1 2 ••• •• s ' k < s. 

Entonces n1 \rr'1rr.'2 ••• rr~. Por el tE:orema 17, rr es asociado --

con algGn n
1 

, supongamos que es rr~ ~ Entonces 

lJ11Í2rr3 ••• rr,.:=7T~7T 1J ••• 7T~ donde p 1 es una unidad. 

El argumento puedo ser repeti~n k veces para obtener 

Por lo tan to, l~.::N { 111 ) N ( P2 ) ••• N ( ll" ) =N (n~:·ta) N (rr~,t1.) ••• N (1T's) 

lo cual es falso JJUesto que N(rr .) > 1 
KH 

1 < i < s-k. Por lo tanto s=k A 

A continuaci6n damos la demostración de algunos resultados bási-

cos que nos serviran posteriormente para caracterizar los nOmeros 

pr irnos en Z[ i] • 

El principio ~e la caja de Dirichlet nos 6lce nue si tenemos n ca 

jas y m> 11 objetos para col0carlos en ellas, entonces al menos -

1 una caja conti.cne más de un objc~to, El siguiente resultado es -­

una simple apli.cación de éste principio. 

1 
1 
1 
1 

'l'EOHEMl\ 19; (Axe J 'l'huc) Sea n > 1, y se k el menor entero tal -

que k > In, Entonces para cualquif'r entero '!f t~1l 

que J~t,)POdernos encontrar x,y e {0,1,2, ••• k-1} .1.e 

ta.l mcrnuré\ que ay ~: ±x (mod n). 
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Dem.: Sea S={ay+x} con x,y E {O, 1, ••• ,k~l} 

Es claro que la cardinalidad de Ses k 2
• 

Por lo tanto, como k 2 > n entonces existen 

ay1 +x1 , ay2 + X2 E S tal que ay1 -1~x1 ::= ay2 +x2 (rnod n) 

(principio de la caja de Dirichlet) . 

Podemos escribir a(y1 ..:.y2) - X1-x2 (mod n) 

Además O < lY1 -y2 1 <-;;; k·-1, O < lx1 ..:.x2 1 < k-1 

Sea y=y1..:.Y2 x= x1-x2 4 

TEOREMA 20: Sea p primo ordinario. Entonces x 2 ~ -1 (rnod p) 

tiene soluci6n si y s6lo si p ~ 1 (mod 4)A 

TEOREMA 21: Cualquier primo de la forma 4n+J. puede ser represen-

tado de mancru Gnica como suma de dos cuadrados.(Fermati 

Dem.: Sea p primo do la forma 4n+l. 

Sea a solución ae la congruencia x 2 +1 ~O (mod p), es de­

cir, a 2 +1 '-'é O (mocl p). Es claro que Pfª· Por el teorema 

19 existen z,w enteros positivos tal que az~ ±w(mod p) con 

O ~ z ~ k-1, O ~ w < k-1 y k el menor entero tal que 

k > lp. 

Por lo té1n ~o a 2 z 2 =~ w2 (mod p) 

es decir a 2 z2 +z2 == w2 +z 2 (mod p) 

así que w2 +z 2 =pt para alguµ t E N. 

Pero .. / ,_:;; (k-1) 2 < p , z 2 < (k-1) 2 < p 

~ 2 j , entonces w +z =pe ~ 2p 

por lo tanto t=l. 

Por 6ltimo veremos que 6sta representaci6n es Gnica. 

En efecl:o, supongamos que p= x 2 +y 2 =w 2 +z 2 
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entonces p ( y 2 -z 2 ) =-=w 2 y 2 -:r.. 2 x 2 == (wy+zx) (wy-zx) 

por lo tanto wy ~ ±zx (mod p) • • • • t • • ' • • • 1 

por otro lado tenemos que 

p 2 =(xw±yz) 2 + (wy+zx) 2 ••••••••• ,.2 

si wy=zx. Como (w,z)=(x,y}=l entonces x=w, y=z 

Si wy * zx entonces de ly2 tenemos que 

\wy :¡: zx l==p y xw ± yz=O 

Por lo tanto xw=yz 

y entonces y=z, y=w • A. 

Observemos lo siguiente: un entero ordinario de la forma 4k+3 no 

1 puede ser suma de dos cuadrados. El argumento es que, pues to que 

1 
1 
1 
1 

el cuadrado A0 un entero es congruente a O 6 1 (mod 4) , J.a suma -

de cual e squic~ r¿1 dor-; CUét lh:ado s c1cbc~ sc~r conqruentc a O, l ó 2 pero 

nunca a 3. Dicho de otra manera, los números primos de la forma 

4k+l y 2 ~:;on suma de 2 cuadrados. 

TEOREMA 22: Los primos en Z[ i] son 

I. l+i y sus asociados 

II. los factores a+bi de primos racionales de la 

1 forma 4n+l y sus asociados 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

III. los primos racionales de la forma 4n+3 y sus 

as oc ü1dos. 

Dem.: Basta demostrar que l+i Ed primo puesto que por definici6n 

resulta cla1:0 que los asoci.ac1os de l+i son primos. 

SurJon~1<1mos que l+i:::: níl, entoncE~:; N(o:)N(r5)-:cN(l+i)==2. 

Por Jo tanto, N(o)=-1 ó N(f5)oc:l, consecuentemente a ó S, 

es asociado con l, es c1ecir, l+i es primo. 

II. Continuaremos determinando los enteros positivos los 
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cuales, vistos como enteros gaussianbs son primos en Z[ i]. 

Claramente deben Ber pr:i..rnos racjonales y deben ser impares 

puesto que 2::.:: ( l+i) ( ¡-i). Así que tenemos que considerar -­

los primos de la forma t1n+l y '1n+3. 

Sea p primo r~cional de la forma 4n+l. Por el teorema 19 

existen a,b ent<~ros positivos talc~s que p:::.:d
2 +b 2

, entonces -

p=(a+bi) (a-bi) y N(a±bi)=a2 +~=p > 1. Por lo tanto p no es 

un primo en Z[ i] . 

Sin embargo, los factores a+bi y a-bi son primos. 

En efecto, si a+bi= aS, donde N(u) >1, N(B) > 1 entonces -

p=N(a+bi)=N(u)N(B), lo cuill es falso puesto que pes primo 

racional. 

Por lo tanto, concluimos afirmando que los factores comple­

jos de primos de la forma 4n+l (n ~ 1), son primos. 

!II. Por último demostraromos que los primos racionales de 

la forma 4k+3, vistos como enteros gaussianos, son primos -

en Z[i]. En efecto, sea p primo racional tal que p=4k+3. 

Si p fuera producto de dos enteros gaussianos de norma ma-­

yor que l, entonces p= (a+bi) (c+di) 

por lo ta11to N (p) :-.:p2 == (a 2 +b2
) (c 2 +d2

), con a 2 +b2 > 1, c 2 +d2 > 1. 

Como p es prüno ·en ton ces p= u 1 +b 2
• Esto último es falso p~ 

re cualquier primo de la forma 4k+3. 

Así, hemos mostrn<lo que los primos racionales de la forma -

4k+3 son primo~j en Z[ _i], 

Es claro que no ptH•ck~n exü;Lir otros primos comple:j0s, por­

que si n fuera tnl primo, entonces, en virtud de la unici­

dad de la <lescrnnposici6n de un entero gaussiano en primos, 
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rr no debería ser un divisor primo de cualquier ndmero racio 

nal. Pero ni=N(n) lo cual es falso 
A 

FACTORIZACION DE UN ENTERO GAUSSIANO 

Ahora vamos a mostrar un m6todo por medio del cual, un 

entero gaussiano puede ser representado como el producto de pri-

mos. 

Sea N(z)=n. Cualquier facto~ primo dol número z es un 

factor pr~mo de su norma n=z~. Los factores primos gaussianos --

del entero positivo n,pueden encontrarse fácilmente obteniendo -

sus factorc1:; primos ordinarios. 

o- ll' ú o: o:, G . !3 ;1s 
Sea n=2 p 1

11\ 1)/ .. · 11, 1
' q 1

· q~ 2 
••• q 5 •••••••••••••• {1} 

dOnde los pi' s son primos de la form~ 4t+1<1J y los qj 's son primos 

ªe la f·onna 4 t+3. Sn a 1r y ñ · 1 k lo f t i· o ""e j j , J = , ..• , s ac ores pr mos e ~ 

P leJ'os conJ·uc.Jados del ndmero f)., Sean ·=a+bi y i·=a-bi· enton-J • ] . ] . 1 • 

• 2 2 
ces Pf'ª +b . Entonces la factori zaci6n de n en factores primos 

complejos es: 

••... {2) 

puesto que n=z~, entonces 

z= ió (l-1-i.)An¿1 ñ~1·~;'2 7T}2 ,,,N, 7T-~J< qP1 q. i~ ql-'s 
•••"K K -1 l 040 s ••••••••• {3} 

donde 6 puede ser 1,2,3 6 4 l . ·I . 
Y A., 11.1, ;\,, ••• ,>.1~ \ Xt<, }11, ••• ,µs son en 

teros positivos. 

Puesto que N(n.)= p. y N(q.)=q~, tomando normas ent3l 
.. J J J J 

N(r;):::2~'P1;\1~-)~p~·z+t,'2 •. -ri!"+ A~ q~PI ·q~ll2 ••• q~Ps 

compnranao los exponentes da 6sta dltima cxpresi6n yll)obtenemos 

(1)aquí pk no denota el k-6simo primo . 
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Esta Qltima exprcsi6n muestra que los exponentes a. deben -
l. 

1 . 1 . 1 
ser pares. Por lo tan to, \=a, 111 =·2-'31 , 112 =2B2 , , • , , P s ==2S 5 • Así. 

los exponentes cstan determinados de forma dnica. 

De lo anterior podemos concluir el [··d<3uiente resultado~ 

TEOREMA 21: Si un entero positivo n es la norma de un entero ga~ 

ssiano, entonces en la factorizaci6n de n en primos 

racionales, los primos de la forma 4k+3 tienen expo-

nc~ntes pares.A. 

Hasta ahora, hemos detc~rrninado los exponen i:es de los primos de la 

forma 4k+3. Sin embarqo, para tener lu factori.zaci.6n completa de 

z, aO.n debemos cncontrur los exponentes con los caalcs deberan 

aparccr~r en la factorL~aci6n 1 los primos de la :formu. 4k+l, es de.-

cir, tenemos c1ue determinar los números A. • , A.' •• 
J ] 

Para dcterrninar los 0.~'<ponuntes i1j,A.'j,donde j::--=l,,, 1 ,k, usaremos- ....... 

otra regla que puede ser deducida como sigue; 

Sea k. el mayor exponente positivo para el cual 
J 

afirmamos que ;\ ,=:a . -k. 
J J J 

Ni Si p .1T • lz 
J J I 

"A.'.=k. 
J J 

Demostraremos ésta -cllti:'.la afirmación: 

Por definición del exponente k. tenemos que 
J 

, 
t. .=a. 

J J 

z 
l<j 

pj 

1 

p'? lz, 
J 

.,.k . 
J 

entonces 

no puede ser 

dividido si.rnul tancamcntc por 1T :j y 1T • , 

J 
porque si ~sto sucediera, -

como 

cir, 

tivo 

(rr.,rr.),=l, 
J J 

c~ntoncc~!-> p .=rr .ii. 
J ] J 

debe dividir a z .... _ . ....-.... -~ 
1:j 

p. 
J 

, es de--

p 1J~''\z,lo cual es falso puesto que kJ. es el mayor entero posi.­
i-;· 

tal que:~ Pj lz. 
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Consecuentemente si rr . \-E._ entonces 1i. '1-~----J l<J ' J ,f' l\j p. p. 
J J . 

K· l'J 1' Corno p ~== 1r • 1i ? 
J J J 

, haciendo uso de que 

. o ( J . ) A. A. 1 ~ :\\ . f-;c - "A" l.li . lls 
Z = l. . + l 1T 1 1r 1 • • • 1T 1( 1Tg q 1 • • • qs 

1 Concluimos que A._.J.=kJ., entonces ~.=a.-k .. 
. J J J 

Si el número 

. no es dividido i)or 1T • , entonces A. .==k. y ), 1.=a -k .• 
l J J J J j J 

Por Gltimo, el exponente 6 se puede encontrar fácilmente ha 

ciendo una simple división de z y el producto de los facto-

res primos los cuales sus exponentes ya han sido determina 

Para finalizar, veamos algunos ejemplos: 

1.- Sea z=22+7i, Entonces tenemos que; 

N(z)== 484 +49=:533~c:l3(41), p :-=13=2 2 +3 2
, p =41=4 2 +52 

1 2 

Por lo tnnto Cl1 == 1 

donde 1r 1=~2+3:L, 

sólo nos falta encontrar los exponentes A. 1 ;~~;A.,,~~ 

Ahora veamos si 1T1\z 6 1T 1 1 z 

1T l 

22+7i 
= --·-:::: 5-4i 

2+3i 
así que y por lo tan to 

A1=l, A.'1,,;,0 

Similarmente para calcular los ndmeros ~z ,~~ 

z 22+7i. -- =--~-- - 3.-2i, así que y por lo tanto 

~2~1-0=1 ~2=0 

Por lo tanto z= iX (2+3i) (4+5:i.) 
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por un cálculo elemental obtenemos que ~=3, es decir, 

z=i 3 
( 2+3 i) ( 4+5i) 

2.- Sea z=19+17i entonces tenemos que: 

N(z)=361+289=c650::=2(5 2
) (13}=2p~ p

2 

consecuentemente z=iA (l+i)rr~~~~~~~ 2 

donde rr 1 ~1+2i, ff 1 =1-2i, n
2

=2+3i , i 2 =2-3i 

puesto que ~z y 13~z entonces k1=k2=0 

Además 1r 1}119+ 17 i, es decir, lq ~O A.
11 ~2 

también n2fl9+17.i, es decir, i\2=~0 A.
12=1 

por lo tanto z::::j}. (1-2i) 2 (2-3.i) (l+i) 

Por un c&lculo elemental tenemos ~=2, es decir, 

z=i2 (l+i) (l-2i) 2 (2-3:i.) 

3.- Sea z=10+100i., podernos escribir z=10(1+10i) 

como 10:=~.i (l+i.) 2 (l+2i) (l-2i) entonces es suficiente encon-

trar la faclorizac:i.6n de~ l+lüi; pero N(l+lüi)=lül es primo 

racional, entonces por el teorema 14 tenemos que l+lüi es -

primo en Z[ il . 

Por lo tanto z=-i U+i) 2 (1+2i) (1-2i) (1+10i) • 
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Sea p E ~ 

Entonce;;; 

CAPI'I1ULO III 

Z[ p) 

y p 2 +p+l=O 

p= c'3rrl = .!.(-l+i/3) 
2 

y 

Definimos Zf:rJ={a+bp/a,b E Z, p 2+p+l:::Q} 

Si a=a+bp, es inmediato de p2 +p+l=O que: 

a+bp=a-b-bp 2 6 a+bn 2 =a-b-bp 

Por lo tanto, los enteros de Z['.p) son de la forma a+bp 6 a+bp 2 , ~ 

con a,b E z. 

Si a=a+bp, definimos Ja norma de a como 

N(a)=(a+bp) (a+bp 2 )::::a 2 -ab+b 2 

Notemos que N(a) es un entero positivo, puesto que 

2 ¿ l ~ 3 ;; 
a -ab+b =(a--:J.1)1 '+ 4 b , entonces N(u) 0:-:0 si y sólo si a=O. 

Es f&cil checar que N(aB)=N(a)N(A) y m~s generalmente 

N (JI u. ) ::JIN (ce ) 
]. l. 

(i=l, ••• ,n) 

Definición: Sean v., f"\ E Z {pJ , Deci.mos que a l B si exj.ste y E Z[':p] 

tal que íS=ffy. 

'l'EOREMA 1: Sean a,B e= Z[.p]. Si a IS entonces N{a) IN(f3).._ 

Definici6n: Sea a=a+br. Diremos que a es unidad si a ¡1. 

1rEORRMA 2: Si a es unidad entonces N(n)=l" 

'rEORE.MA 3: Sea a c.:: Z[:rJ. Si N_(cd =1 entonces a es unidad.Ir. 

El Teor~ma 3 nos indica que las ~nicas unidades de Z[~p} son 

±1, ±p , ± c1+r). 

Sea a E Z [r> J , Diremos u y íl son asociados si a 1 í~ y f\ In , 
TEOREMA 4; Si ex y íi son ar.>ociaC.os, e:ntonces N(cx)::-::N(f3) 4 

Ahora eslaw0s en posibilidades de afirmar cuantos asociados tie-

ne a, 
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TEOREMA 5: Sea a E Z[p], a~ O, Entonces~ tiene exactamente 

6 asociadosA 

TEOREMA 6: Sea a~ Z[ p] tal que N(a) es un primo ordinario. En 

tonces a es primo en Z[p]. 

Dem.: Supongamos que N(a)=p a=¡J. f3 con p primo ordinario. 

Entonces p=N(u)=N(µ)N(B). 

Por lo tanto N(µ)=l 6 N(S)=l, es decir, a es primo en 

Z( p] '-

Claramente 1-p es primo en Z[ p] puesto que N(l-p)=3. 

El inverso del Teorema 6 es falso, .por ejemplo; 7 es primo racio 

nal., pero no es prjmo en Z[ p} • 

TEOHEMA 7: Sean n, ¡i, e:: Z[ 0] , í3 ~= O, Existen k, a, E Z[ p] tal que 

a==k (3+.'Y. 1 • N(et1) <N(l3). 

Dem.: Sea u=a+bn ,R~c~·dp 

a = a+bp = J.E+J~.P) ( c+dp 2
} = ac+bd-ad+ (be-ad) p = R + S 

8 c+dp (c+clp) (c+dp 2 ) c 2 -cd+d 2 

R, S E{) 
Sean x,y enteros ordinarios tal que 

, Is-y 1 ~ ~ entonces 

N( ~ - (x+yp )) :::N (R+Sp- (x+yp) ) =N (R··x+ (5-y) p) = 

(R-x) 2 -(R-x) (S-y)+(S-y) 2 < ~ 

Sea k=x+yn , a1~u-kíl 

N{O¡ ),;:N((t-kfn:c:N{G)N(~~-k) "~ i N{(3) < N(f3}A 

El Teorema F'unc1amcn tal de la Aritmética también es válido en Z[ p] 

TEOREMA 8: (Teoremn Fundamentnl de la Aritmdtica). 

La exprcsi6n de un Pntero dn Z[ p} como un producto 
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de primos es Gnica6 

Los primos de Z[ p] 

TEOREMA 9: Sea p=3n+l primo ordinario. Entonces existen a,b -

enteros positivos tal que p=a 2 -ab+b 2
A 

Observemos que para todo a,b e Z a 2 -ab+b 2 ~ 0,1 (rnod 3), 

Por lo tanto todo entero positivo de la forma 3n+2 no se puede -

expresar de la forma a 2 -ab+b 2
, puesto que 3n+2 ~ 2(mod 3). 

TEOREMA 10: Los primos de Z[ p] son 

I. 1-p y sus asociados, 

II. Los primos racionales de la forma 3n+2 y sus 

asociados. 

III. Los factores a+bp de los pr~mos racionales de 

la forma 3n+l, 

Dem.: I, Aplicando el Teorema 6 obtenemos que N(l-p)=3, Por lo 

tanto 1-p es primo de Z[ p], 

II. Sea p=3n+'2 primo ordfoari o .Si p fuera producto de -­

dos enteros de Z[ p] con norma mayor que 1 tcndriamos 

que 

p= (a+b(J) (c+dp) con N (a+bp) > 1, N (c+dp) > 1 

Por lo tnnto N(p)===p 7 :=:(a 2 -ab+b 7
) (c 2 -cd+c1 2

) 

Como p es primo racional y a 2 -ab+b 2 > 1, c 2 -cd+d 2> 1 

entonce::; p===a 7 -ab+1/ lo cual es falso. 

III. Sea p=3n+1 primo ordinar:iu ,Entonces por el 'feorema 9 

tenemos que 

p==(ul-bp) (;H·bp 2
) 

Debemos mostrar que los factores n+bp y a+bp 2 son pr! 
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primos <le Z[ p] , 

En efecto, puesto que p=N(a+bp)=N(a+bp 2 ). Entonces 

aplicando el Teorema 6 obtenemos que a+bp y a+bp 2 -

son primos de Z[ p]A 

Ahora dirigiremos nuestra atenci6n a los primos de Z[ p] que son 

primos ordinarios de la forma 3n+l. 

Por el Teorema 9 sabemos que existen a,b E Z tal que 

.,._ ••• {.1) 

1 Si a y IJ son impares, podemos introducir b' definida por b=a-b' 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

donde claramente b' es par. 

Sustituyendo en 1 obtenemos que 

Como en los dos casos obtenemos números de la misma forma enton-

ces podemos escoger libremente b par, es decir 

b::::2fs (f3 E Z) 

Por lo tanto de(l)obtencmos 

a 2 -ab+b 2 =(a-~) 2+ ~ b 2= (a-S) 2+3B 2 
2 4 

Si c=a-B entonces 

.a 2 -ab+b 2 =c 2 +3S 2 =3n+1=p · 

De la igualdad (2L;e sique que 3 Te, es decir 

c=3k+l 6 c=3k+2 

••••••• (21 

Tambi6n podemos afirmar que cn(2~n no puede ser impar porque si 

lo fuera, entonces p ns par. 

Por lo tanto podemos e~cribir n=2m, Asf gue{2)se convierte en 

Regresando n la 

a+bp=a+b l- i 
4B 

••• ' •• ( J) 

c+is/3. 
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r 

y por lo tanto c+ir,/f.es primo en Z[ p] cuando c 2 +3(3 2 ==6m+l==p. 

Por ejemplo: 1 2 +3(2 2 )=13=6(2)+1 donde c=l, (3=2 y 1+2il3 es un 

primo en Z[ p] junto con sus asociados. 

Considerando la expresi6n 3(1·2· ... ·p) 2+1 (p primo ordinario de 

la forma 6m+l) se puede demostrar que existe un número infinito 

de primos de la forma Gm+l. (Véuse el 'l'E!orema de~ Diricl1lnt). 

Existen ecuaciones cuadrSticas que reprcuentan una succsi6n fini­

ta de primos de la forma 6m+l, por cjernplo, 

y=Gx 2+6x+31 

la cual, para x=0,1, .•. ,28 representa 29 primos de la forma 6m+l 

comprendidos entre 31 y 4909; remplazando x por x-29 obtenemos -

la siguiente ecuaci6n: 

y,~6x 2 -342x+4903 

la cual representa 58 primos de la forma 6m+l. 

Entre 1 y 10 4 existen 1229 primos de los cuales 611 son de la 

forma 6m+l, 

El prop6sito de ~sta sccci6n es descomponer los primos de la for 

ma Gm+l en la forma c 2+3B 2 y representarlos en el plano complejo 

(e, :: B) • 

La relaci6n 6rn+l=c 2 +3B 2 nos indica que 

1) 31c 

2} Si e es par,entonces ~es impar 

3) Si e es irnpnr,cntonces Bes par. 

Ahora qr af ic:¡ucmos en el plano (e, f5) todos los números de la for-· 

rna 6m+l, pri.mos ó no, c1uc sau.~~fúccn 1) ,2) y 3) y observemos que 

están situados !'Wbre los vérU e·· ·s de exáqonos. 
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Al final , damos una tahlil de las descomposiciones de 

los primos de la forma 6m+l en la forma c 2 +3B 2 • 

La prirnc~ra col urnn a proporcJona los primos p y la segunda propor-

ciona los val.ores e y B. 

I.1a representaciC~n de los primos c+i(s/3"de Z[ pJ en el plano compl~ 

jo es efectu~da de manera más natural, primero tapizando todo el 

plano con una red de exágonos regulares adyncentcs donde la dis-

tancia de dos cc::ntro!:; de exágonos situados hm:izontalrnente es 1 

y la distancia más corta entre dos centro::; de dos exágonos situa 

1 dos vert.-1.calmcnLc es 13. Es Uicil ver que los lados de cada exá 

1 
1 
1 

. ·1 l gano mic en --71- • 
1 .) 

En la siguiente figura el punto A representa ol primo compl~jo -

4+i/3, r>u normn N (4+i/J):::: (4+i/J') (4-i/3) :::19 es un primo ordina-
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rio de la forma 6m+l. 

Observemos que la norma definida en Z[ p] coincide con la norma -

definida en Z[ i] , 

El exúgono que tic~ne como centro al punto A ha sido sombreado -­

junto con sus a!::rnciados ± (4+/3), ±p(4+i/3), ±p 2 (4+i/3). Estos -

asoc.i.ndos tambi6n pueden f;o.r cmcontrados rotando al punto 4+i/3 

ángulos de GOº, 120º, 180°, 240°, 300? 

._,.. 
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De ~sta manera construimos el Diagrama 1 el cual muestra clara-­

mente las simetrías de puntos rotados 60°,120º, 180°,240°, 300°. 

El centro de éste diagrama es ilustrado en la siguiente hoja. 
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Dcscomposici6n de primor; de la 
6m+1 en la forma c 2+3B 2 

forma 

Ji\ c,f3, p c,B p c,B p c,B p c,8 p c,B 
7 2 I 1 r 5 71 l _íl,1.3T1231 3-¿·;--5·-·11 9 s 1" ·3B-~·1··;·1-;-~¡:¡3-r~--9~ 2 8 3 5 1 7 f 7 , 3 4 

13 1,2 577'23,4 '1237 3'.J,2 1987 20,32'27'10 14,29 3r:i29 59,4 
19 4,1 601 13,12 1249 7,20 1993 3'.i,16 2731 52,3 3541 29,30 
31 2,3 ú07 10,13 1279 '1'1,19 1999 2G,21 2749 7,30 3~)!J7 32,29 
37 5,2 (i13 5 1 14 1291 2f3,í3 2011 4!J,5 2767 3B,21 3559 26,31 
4 3 4 , 3 6 1 9 1 6 , 1 1 1 2 9 7 2 3 , 1 6 2 O 1 7 1 7 , 2 !J 2 7 9 1 4 G , 1 5 3 S ·¡ ·¡ 1 5 2 , 1 7 
61 7,2 631 22,7 1301 31],'/ 2029 1,26 2797 117,14 3~j83l50,19 

.1 

67 8,1 643120,9 1321 11,20 2053 .S,26 2803 44,17 3607158,9 
7 3 5 , 4 G ~ : 1

1
. ~ : , 1 O ·¡ 3 2 7 ?. , 2 1 2 O 8 3 r, 4 , ·¡ 2 n ~:5 3 4 9 , 1 2 3 6 1 3 l 5 5 , 1 ,; 

7 n 2,'} (:/' ··· 4 1381 o·¡') 2''89 1rJ 2' 2sc:::1 r:., 7 -~G31138,27 
9; 7,~ ¿9~,¿~:1~i 1399 ~;¡];; 2~13 41:1~ 28~7 ~;:4 J637113,34 

103 10,1 7\Jl)!i1
1

1t) '1423 1(),)1 2i31 1G,25 2B87 2,31 3643¡56,13 
1 o 9 1 , (i 7 /. 7 1 í' /. ' C) 1 I] 2 'J 2 C) , 1 /) 1 2 1 3 7 3 7 , 1 6 2 9 1 7 ~) J , 6 3 6 7 3 1 5 9 I B 
1 7. ·¡ 1 O , 3 ·¡ 3 '. ! ;~ ':> , (i 1 4 .¡ ·¡ 3 H , 1 .

1

¡ 2 1 4 3 il b , 3 2 9 5 3 3 'i , 2 4 3 (, 9 1 ! 4 , 3 5 
1 3 9 B , 'i 7 J 'i ¡ B , 1 !.> 1 i1 ') -~ 1 , 2 ¿ 2 1 6 1 3 1 , ;~ o ;~ 9 7 1 2 n , :1. 7 :;, e, 9 7 l 2 s , 3 2 

1 S ·¡ 2 , ·¡ ·¡ '> 1 ¡ ? <) , '.! 1 4 'i 9 2 ¡; , 1 ~.i 
1
. 2 1 7 0 -14 , <J 3 O O 1 'i 1 , H ~~ 7 O 9 \ tl 1 , 2 6 

1 ~i 7 7 , C) ·¡ ') "/ l! ! J , t ti 1 1) -¡ 1 3 H , :¡ I 2 2 O 3 I] , 7. '/ 3 O 1 9 1} 4 , 1 <.:1 3 '7 /. 7 i 5 h , 1 1 . 
1 () 3 /i 

1 
'/ '/ G 'J 

1 
1 , 1 () 1 i1 H 3 ;> O 1 1 e¡ ! :? :'. 2 1 !J ·¡ , 2 1 O 3 '/ ') :; , 2 3 ·¡ 3 3 ! 6 1 , 2 

1 fl 1 1 3 , :J. ',' tj/ j ;: B , 1 1 'l f\') 1 · I 1 í' O ! 2 :~ 3 9 3 t] , 1 c3 3 O •1 <) rj'j , 2 C1 ] ·13 9 l B 1 3 5 

1 9 3 i , R H ·1 1 1 ;: n , ~i 1 'i .l 1 J ? , ·1 :i 2 :'. s 1 u , ;, 7 1 o G 1 1 9 , 3 o 3 7 Ci <J l G 1 , 4 

~ ~ ': 1 ~ : ~ :'. ; ,; 1 :' ~ : ~ () : :; ; ,; ~ ~ : ; ~ ; ?, ~;; ~ ~ : ; :~ ~ ~ ~:, ': ~ : : ~ ~ ;, ~ ~ j ~ ~ : ~ ; 
¿ 2 j 1 4 , 3 L r; .l : ' l} 1 /. 1 i; (; 7 2 ~~ , 1 9 :! ;> i:3 7 1 O 1 2 ·¡ 13 1 O CJ 'i \ , 1 O 3 l:i 4 7 ! G ;~ , 1 

;~ 2 9 1 1 1 () B 5 (¡ :> B 1 '.i l 'i -¡ <) 1 () , 2 1 !. ), 9 3 2 e¡ I 2 2 3 1 2 1 '/ 1 3 2 3 f3 !j 3 l t1 <; , 2 2 

2 4 1 7 1 B f3 7 7 1 7 1 ·¡ 1\ 1 '> 9 7 2 '.i , 1 B 2 3 1 1 3 B , 1 7 

1
. 3 1 6 3 S 7 , 1 3 H ·¡ 7 1 4 3 , 2 7 

271 14,5 HBJ 4,17 1609 29 1 1G 2341 37,18 3169 49,16 3HB91 1 ,36 
277 13 1 6 <.307 '.20,13 1G21 13 1 22 2347 32,21 3181 47,18 3907 32,31 
283 16 1 3 919 26 1 9 1C27 40,3 2371 2B,23 3187 40,23 3919j32,5 
307 8

1
9 937 13 1 16 1657 35,12 2377 5,28 3217 55,8 3931 16,35 

313 11,8 967 10,17 ·1663 34,1:1 2383 14,27 3229 23,30 39'13 26,33 
331 16,5 991 22,13 1669 37,10 2389 19,26 3253 35,26 3967 38,29 
337 17,4 ~)'J7 ~1,18 1693 41,2 2437 43,14 3259 44,21 4003 56,17 
349 7,10 1009 31,4 1699 12,15 2467 40,17 3271 2,33 4021 61,10 
3(>7 2

1
11 1021 7,1B 1723 20 1 21 2473 11,28 3301 43,22 4027 52,21 

373 19
1

2 1033 29,8 1741 17,22 2503 S0,1 3307 28,29 4051 28,33. 
379 11

1
11 103<) :)G,11 1747 40,7 2521 13,28 3313 31,28 4057 13,36 

397 17,6 1051 32,3 1753 5,24 2539 4,29 3319 38,25 4093 25,34 
1109 19

1
4 106:\ ltl,17 1750 /'.6,1<J 2~i51 2(> 1 2'5 3331 B,33 4099 C4,1 

'1- 2 1 1 1 , 1 O 1 O (i <? -~ 1 , G 1 7 7 '/ ·¡ , 2 4 2 '.i 5 7 7. 3 , 2 C. 3 3 '1 3 3 '1 , 2 7 4 1 1 1 2 , 3 7 
433 1

1
1/. ·10Hl 2,1<1 17H3 14,2:::1 ?')03 49,B 3361 17,.32 4129 .:¡c;,24 

tl 3 C) 1 ,¡ , íJ 1 O (J \ 1 1 1 1 H 1 '/ H r¡ 4 ·¡ 1 í) '.) (, 1 7 4 3 , 1 (, l 3 'J .3 4 9 , 1 B 4 2 5 J 6 1 , 1 2 

4 5 7 r.i 
1 

1 l. 1 i 1 i :: 3 
1 

1 il 1 H O 1 \ 7 , 1 ~! ? e, 4 7 ~i U 1 '/ :::1 3 ~l 1 5 B , 3 /) 1 ~) '! 2 2 , 3 5 
tl e; 3 1 Cl , 1 1 1 1 ;> 3 1 e, , 1 · ¡ 1 U J 1 3 4 , 1 '> ) G !i 9 2 U , /. ') 3 '1 3 :5 1 C) , 3 7. tl 1 '! . / 1 '7 , 3 6 

407 22,1 1·~2(1 19
1

16 lf\bl 43,2 :::r,71 22 1 :
1 7 3'1~i7 s:;,12 4201 143,28 

4 9 <) 1 (j 
1 

9 1 1 ~; ' 3 1 , O 1 H () ·¡ 7. H , 1 'J :; (i 7 ? 3 !i 1 2 ~> 3 4 6 3 1 4 , 3 ] 4 2 1 ') . ::, G , 1 ') 
57.1 4,13 11'/1 J/.

1
'/ IH'/l 41,n 26B3 40 1 1íl 3469 1,34 1)2~31 '.)f<.,17 

s '1 1 17. 3 • 2 1 2 o 1 1 ' 2 o 1 H ·¡ ') 2 1 ;~ : ¡ 2 G fj() 3 1 1 ;! 4 ] ll 9 C) ~; (, t 1 1 ti 2 4 3 6 .¡ , 7 
5 1\ 7 2 o , 7 1 :.,~ 1 3 2 s 1 1 4 1 9 J J 3 1 , 1 fl 2 ·¡ o 7 !) /. , 1 .1 5 1 1 s fl t 7 ti :2 (¡ 1 5 3 , 2 2 

,...._._.-..ri __ ,... __ . ---------' 
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p c,S p 

4273 G5,4 5227 
4297 35,32 5233 
4327 3 8, 31 5281 
4339 64,9 5323 
4357 5,38 5347 
4363 16,37 4507 
4423 34,33 5413 
14441 37,32 5 '11 9 

14 4 4 7 5 8 1 1 9 5431 
4483 4 o 1 3 1 5437 
4507 20,37 5 4 !) J 

4513 25,36 5 4 t) ~) 

4519 G 2, 1 5 5479 
4549 4 3 1 3 o 5503 
4561 47,2B 5521 
4567 2 1 3 9 ~i ') 2 ·¡ 

4591 l. 2 137 5 ~. <_¡ 7 

4597 C 7, G s :> () 3 

4603 (¡tJ,13 5 ~i (¡ <J 

4621 1 ·¡ 
1 

~3 B 5 ':, fl 1 

4639 tlG,7.9 r,(./~~ 

tl G 5 1 (, fl, 3 ~; L ,1 1 

4657 6 ~) , 1 2 '.) (, I] ·¡ 

4663 10,3<) ~i 6 s J 

4723 ::; G, 2 3 s () '.) ~·} 

4729 /. <) , j () 5('1\ :i 
4 7 5 CJ 1 4 t 3 '.) s 6 n <¡ 

47B3 26, 37 :i 70 l 

4789 G 1 , 1 O :; 7 3 ·¡ 

4801 1, 40 5 ·¡ 4 3 

4813 G'.i,14 ~i 7 4 9 
4831 3 4, 3 :.; 5779 
4861 23,3B 5791 
4903 7 o, 1 5821 
4909 4 7 t 30 5827 
4933 59,22 5839 
4951 58,23 5B51 
1957 2 :i i 3 8 5 8 :> 7 
4969 13,40 58G9 

498/ 6 8' 1 1 5881 
4993 65 t 16 5 C) 2 3 

4999 tl 6 1 3 1 S9~53 

5011 SG,2:) (;007 

5023 50,29 (¡o 3 ·¡ 

5 o ::i <) 4 1 tl 1 60113 

5077 (17, 14 6 o 6 ., 

51o1 49,'\(l 60'13 
5 11) 7 n , '1 1 (¡{) 7 C) 

5 11 3 3 ~i 1 3 6 GWJ1 

5119 .lB, J ':í (, 1 :? 1 

51G7 (:,;~,71 (, 133 

5 1 7 <) 64,19 6Eí1 

5197 :>r1,1ü b 1 G3 

5209 ~) 9 , 2 4 G 1 9<) _.,. , ............ .....,_ ... _____ 

C / Í~ p e, S p e , r~ p e, S p c,3 

5 

7 
4 
r· 
'.,) 

2 
7 
1 
6 
6 

2,29 6211 68,23 7177 37,44 8191 
1,8 6217 67,24 7207 2,49 8209 
7,32 6229 77,10 7213 79,18 B221 
6,27 ()2'17 58,31 7219 4,49 8233 
8,39 f;?.71 14,4~1 7237 B5,?. 8263 
0,13 6277 53,34 7243 56,37 8269 
1,42 ()301 73, 18 7297 65,32 8287 
4,21 6337 23,44 7309 31,46 32~)3 

2,23 6343 74,17 7321 83, 12 8311 
\ 

4G,4~) 9091 4,55 
49,44 9103 26,53 
89,10 9109 19,54 
11,52 9127 Sü,47 
Bt.J,17 9133 95,6 
7cJ,2G 

22,s1 
\) 1 I 7 
R2,23 
s :_:, t 4 2 
':l 1 , 4 

9151 7·1,35 
91'..í7 S3,46 
9181 '11,SO 
91B7 68,39 

7 3,G Ci3G1 77,12 7333 B5,6, 8317 9199191,11 
2 

6 

0,41 G3G7 62,29 7351 74,2S 8329 
1,24 G373 5,46 7369 59,16 8353 H 9, 1 2 

G7,3G 

9 1 I Ci 

9~~-1 _BJ,:~ 
927/,23,:i. 

'/ l l ' 1 (; 3 7 9 5 2 , 3 5 7 3 9 3 7 1 1 2 u 8 3 7 7 9293 B0,31 
9319 4Eí,49 7 4,3 (J379 7,46 7·111 28,47 [l3[l9 

'l: ) I B (-) 11 :! 1 () 1 ' 3 o 
2. 2,41 ()1127 H0,3 

:l'. l I 3 fl (; 11 ~~¡ 1 7 (¡ I ] C) 

tJ , ll 3 (. tl (i <) 1 1 , t} () 

t1 '1 1 3(.J (,11fl1 '11, 4(! 

1 7 1 ti ~l (, 
1Í 7 C) 7 3 r 2 () 

'/ I l, 7 <)'.i!l '/ i30,-¡ 
;>, ( ) I tl (l (, >j f) J 

),43 C.'.i'/1 1C 
1 ~ (:,•j"/7 

'.i (j I 3 ;) 

) 2 I 11 3 
()'i,7.B 

·¡ 4 1 7 

7 ll ~) 9 
"/ 1) • ¡ ·¡ 

"/ ,1 f3 ~J 

·¡ 'i o 7 
-¡ '.-i .3 7 
·¡ 4 r, 1) 

7.'iC 1 
·¡ '_i 7 i 

7 'i q 1 

B '.) I CJ 
1 () 1 ,¡ ') 

B -~ I 1 !) 

4 1 I /) tj 

6 f3 1 ) 1 
2 'i I 11 H 

·7 ' '.r () 

e 7, :i :'. 
J rJ 

1 
t] ¡, 

U/.,l'l 

UtJ1f) 

n 11 :) 1 

fl 11 il :i 
H 1\ () 1 

fl 4 (¡) 

H ",) 1 
H r_, ~~ 7 
B 'i ·i ri 

H ') (> \ 

H ', (; ·¡ 

Bd,1'.'i 9337 3'í,52 
7 '3 ('JJl"li('ll 13 
• . ' :J • ) . ) • l .. ) l ::! • ¡ ' 

'; f '.j ') ') 3 tl \) /] 'j t ::; (} 

', 1 1 e; () l () 3 ~) 1 1 (¡ /. I -Í 3 
e¡ : 1 1 1 q l 9 7 ·¡ ·¡ 1 J tl 
(, 1 1 4 () lJ IJ o 3 (¡ () 1 :; 1 

1 ! J 1 f) :-1 () '1 2 1 () 7 I :~ 

,, e 
G ;¡ 

l I 2 9 ¡, C1 o 7 ')o I 3 ·¡ ·¡ (, () --~ 2 u 1 11 'l H •; 9 <) 

, 2 3 c. L 1 r i e, 11 , ~'. r_i 7 ti ;; 1 1 1 , 'í n B e ) 1 

'i.>,'i ·<)'113 r;,:,r 
1) . l , 4 '/ ¡ 'J 11 :i 'J 'i H , · 1 'i 
q 1 1 () l 'l 11 () 1 ., u 1 :» 9 
(\):)f) CJf¡Jj CJIJ,15 

1 .J 1 'í 3 í 'J 'i ·1 7 <)? 1 1 e¡ 
'l "j f ·.¡ (} f) (j () 1 1 lJ 7 t ~~ () 7 

37 
43 

1 4 
61 
76 
4 (¡ 
23 
2B 
74 
76 

I 
4 () 

53 
76 
(¡ !") 

Jn 
7 7 

4 11 
~L~ 

(j 1 
') 

'·' 
4 

'J'J 
/. si 
74 
40 
1 4 

I 2 o (, (¡ j ·¡ 1 '/ I il (_¡ '/ (} j (_) 13 () , () l () '.! ( j 

I 3 B G (, 6 1 ·~ ·¡ 1 /l 2 7 G (-) 9 1 1 , 'í () H () t1 1 :! j , ,-, 2 9 e 1 -~ r¡ ~) I 1 ,¡ 
, 3 G e) e) 7 J 7 9 , 1 2 7 c. B 1 ·1 3 , ;i u u e, 4 ·1 J H , 4 <1 ~J e) 1 '.i u u , ;¡ ~:i 

' 4 3 6 (¡ ·¡ ~} 4 (i I 3 9 ., G H ·¡ 2 2 ' 4 <) H Ci '/ ·¡ B '.í 1 ;~ ). '> () 3 1 9 B ' 3 
, 2 6 e 6 9 1 9 , 4 7 7 G 9 9 5 (} , 3 <) B G u 9 íl 'J , 1 G <Je, 4 3 6 4 , ,¡ 3 

, 1 6 '/ o 3 3 ;1 ' 4 3 7 7 1 7 3 7 I 4 (¡ H 7 o 7 9 2 ' 'J <) (i 4 9 18 9 I 2 11 
,35 5709 19,46 7723 30,21 H71391,12

1
9661 73,38 

,42 G733 49,38 7741 71,30 B719 íl6,2'l 9679 98,':í 
, 4 1 G 7 G 3 s o , 1 1 7 7 :> 3 2 9 , 4 n 8 7 3 1 6 n , 3 7 9 c. ~> 7 1 7 , ::. ri 
,11 6781 73,22 7759 86,11 8737 25,52 9721 53,48 
,~; 6793 61,32 77B9 17,~iO 0761 4-l,48 9733 91,22 
, 4 4 6 f3 /. 3 111 , 4 7 7 n 6 '/ B , S 1 H 7 ·¡ 9 ') 2 , tl 'i <) 7 3 9 4 tl , 5 1 
,34 6t129 '79,1tl 7873 31,tiB flB03 Liü,'19 ~l76CJ 19,SG 
,32 6B41 67,3B 7B7CJ 76,49 nu21 67,Jn l)781 G7,1,2 
, 7 C1 B 7 1 n 2 , 7 7 9 2 7 5 o , 3 <> n B 1 9 9 tl , 1 'J -, n 7 9 2 , 2 1 
, 2 ·1 G n n 3 1 e, , tl 7 7 9 :i J u ci , ;~ n Be, -~ C) 11 , 1 <; n 1 1 n , '.) ·1 
, J 9 c. 9 0-1 no , 1 3 7 :J ti 1 e, :¿ , 3 7 n u w; r, 11 , 111 <J n 1 ·1 7 7 , :Hi ! 
1 () (Í () 1¡ e¡ 1_i C) 

1 
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CAP I 'I'ULO IV 

PRESENTACION DEL 'I'EOREMA DE LOS NUMEROS PRIMOS 

Examinando detenidamente una tabla de nameros primos en-

centramos que cst5n distribuidos de mancr~ muy irregular. Las ta-

blas muestran grandes separaciones entre ellos. Por ejemplo, el -

primo 370,261 tiene 111 nfüneros compuestos a su derecha, No exis-

ten primos entre 20,831,323 y 20,831,533. 

Es fácil demostrar que existen grandes hoyos entre los 

primos. Sin c;ml->arqo c;dr,tcn pr irnos consecutivos p y p 11 tal que n n-· 

Este! tipo de primos ~;on conoc.i.dos corno primos gemelos, 

Ex is tc~n ap:roxirni1darncntc 1, O O O parcf:-~ de éstos pr irnos menores que 

100,000 y B,000 apro>::irnac1amente menores que l,000,000, Los mas 

grandes conocidos en la ~ctualidnd son 76(3 139 )-1 y 76(3 139 )+1. 

MuchorJ rnatc~méi'U.cos p·i_en;;an c1uc existe un número infinito de ellos, 

sin ernbarqo, é;d:.a a firmacJ6n aún no ha sido ckmostrélda, 

Una de las razones de la irregularidad en la distribu- -

1 ci6n de primos es que no existe una f6rmula simple que los repro­

duzca en su totalidad, J.P.Jones y otros autores en su artículo 

1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 

"DiophnntJne Representation of the set of Prime Number", American 

Matlwmatical Mont11ly 83,1976, dicen. que: el conjunto de los pri::-1os 

coincide con el conjunto de valores positivos que toma el polino-

mio; 

(k+2) l 1.-[ wz+h+j-q l 2 ~[ (gk+ 2g+k+ 1) ( h+ j) +h-z] 2 -f 2n+p+q+z-e] 2 

... ( 1 G ( 1~ + 1 ) 3 
( k · I · 2 ) ( n + l ) 2 -1- l -- f 2 

] 
2 ·~ [ e 3 

( e + 2 ) ((1 + 1 ) 7 + 1 -~o 2 
] 

7 
- [ ( a 2 

- 1) 
? ')'}, ·''!¡ ') "2· '.' ;i '.? " y +l--x'] '~[lücy (a··~l)+l~u·] ,.[ ((a+n- (u -a)) ~1) (n+rldy) · 

., '• ' ... ' ) . ·) '} 7 . . 2 +l.,.. (x+cu) '] · -[ n-1-.L+v~·y] '···I (rl ~·l) J· +l··rn·] ~·[ a1+k+l-l~1J ··-[ p 

+ l (a.,.. n - l ) + b (7. énH- 2 a - n 2 
..- 2 n - 2 ) -m] í' -[ 11 +y ( a -p- 1) + s ( 2 a p ·- 2 0 -· p 2 

-· 

2p-2) -xi 2
-[ z+pl (a~·p) +r ( 2ap.-p 2 -·1) -pm] 2

}. 
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en Jas variables a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o,p,q,r,s,t,u,v,w,x, 

y, 'L.. 

Algt•nas ecuaciones simples reproducen una infinidad <le 

pri.rno~;, recorclE!mos que el 'I'corema de Dirichlet el cual fue tratado 

en el cap. I. Dirichlet rnostr6 que si a,2b,c no tienen un factor 

primo en coman, entonces el polinomio cuadratico en dos variables 

ax~+2bxy+cy 2 representa un ndmero infinito de pri~os cuando x,y -

son enteros po::;itivos. r~n 1947 el matc:mf1tico W, II, Mill demostró 

que C}:is te a lgun nlirnero l\ mayor que l pero no en tero tal que; 

[A 3x] es primo par~ toda x=l,2,3, •.. 

Entendiendo que [7\ 3x] es el mayor entero menor 6 igual que A 3~ 

Desafortunadamente s6lo demostró que A existe, 

Los comcnt~rids anteriores ilustran la irregularidad de 

la distribuci6n de los primos. 

En el siglo pasado la frecuencia de disminuci6n de pri--

mos fuf objeto de muchas especulaciones, Para estudiar ~sta dis-

tribuci6n consideromos la funci6n rr (x) definida como¡ 

n{x)=nílmero de primos p que satisfacen 2 < p ~ x. 

En la siguiente hojn proporcionamos una tabla de rr(x) 

comparada con X --·---- donde lag x es el logaritmo natural de x. 
log X 

Gauss y Legendre propusieron independientemente que para 

x muy grande ln raz6n n (x) log x __ ., __ .... __ ._..t.:.:-.... _ se aproxima a 1 y conjetura-
X 

ron que <~rd_e cociente debe ser l cuando x 00 • El nrobJcma de .. 

decidir n1lidez o fnlsr>dnd de ~sta conjetura atrajo la atencifu 

de eminc1t\, s matcrn.''.\ticos por rnás de 100 uñas, 
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En 1851 Chébyshev logra demostrar que existen números -

positivos c1 y c2 tal que 

e 1 ..:.__2{___ < rr ( x ) < e 2 ---~---
1 o g X lag X 

para toda x ~ 2. 

Por f:Ln en el afio lB96 ;r. Hada.rnard y c .... 1'. de la Vallée Poussin de 

muestran independientemente que 

lim == 1. 
x-~ 00 X 

Este resultado es conocido corno "Teorema de los números primos". 

X 
1T (x)+ 

X 
X 1T (X) 

log X log X 

10 ·4 4.3 0.93 

10 25 21.7 1.15 

10 168 144. 9 1.16 

10 1,229 1,086 1.11 

10 9,552 8,666 1.10 

10 78,498 72,464 l. 08 

10 664,579 621,618 1.07 

10 5,761,455 5,434,780 1.06 

10 50,847,534 48,309,180 1.05 

10 l () 455,052,:.i12 434,294,482 1.048 

PROPIEDADES ELEMEN'l1ALES DE 1T (x) 

Admitamos sin <lemostraci6n el siguiefite resultado: 

TEOHEMA 1: L.im (X) :.: + oo • 

x--~ w 

El Teorema 1 n0s indica qua existe :~n nGmero infinito de nGmeros 

prüno!:c>. 
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'l'EOREMA 2: log ~-
rr (x) ~ 

Dem.: 

2 log X ' 
x=l,2, •••• 

Por el Teorema 25 del cap. I sabemos que x=k 2 2, donde 

k y Q son enteros positivos determinados en forma ünica y 

Q libre de cuadrados, Para cada uno de los ndmcros 

1,2, ... ,x, k 2 Q < x implica que k 2 < x. 

Por lo tanto k < /x. Consecuentemente el número k puede -

formar a lo m~.is /x valores diferentes. 

El número .!! , por ser libre ch~ cuadrados y menor que x, pu~ 

de ser representado como producto de primos de tal forma -

que cnda uno de ello~; no exceda a x, es decir, Q se puede 

expresar corHo producto de primor:; distintos de la sucesi6n 

P 1 d\, · • ·Prru.)· El número de tales productos {incluyendo al 

) 
1T ()IJ 

1 es 2 • Consecuentemente el nGmero Q puede tomar a lo 

7T()'(} 
m&s 2 valores diferentes. Por lo tanto, el número de --

d t k2 n < él lo ffic.r.lS ¡-21T(~ .. )• pro uc os x ~ x es vx _ Puesto que cualquier 

ntlmero menor 6 igual que x es representable como tal pro-

;.; r.( X\ 1T(X} 
dueto r tenernos que X ~ 1 x2 1 entonces /X ~ 2 1 es decJ r, 

log /X ~ n (x} log 2, por lo tanto 

lag:~ ~ rr (x) Á 

2109 2 

e 1 · S 1 ... · · E11tonces < 2 2 n oro ario: ea pn e n-csimo primo, · - Pn • 

Dern, ; 
loq D Puesto que w(p )=n ~ - ·n n _______ .. __ 

2log 2 
entonces 

2nlog 2 > log Pn , es dec.i.r, 2n 2 > p n 

pero 22n es un nGrncro compuesto, por lo tanto 
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1 TEOREMA 3: Si M > 1 y p

1 
;p

2
, •••rPs son tódos los primos en 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Dem.: 

TEOREMA 

'l'EOREMA 

Dem.: 

{1,2, .•• ,M}, entonces 

1 < 1 
1 n ( 1-- ) 
pi 

n 

Es claro que 

1 1 1 1 

1 - !.-_ 
p 

= 1+-- +-+- + 
p p2 p3 

por lo tanto 

1 1 = :::: 
1 

(1 - -) pi p. 
l. 

... 

1 -n 
1 > -n 

donde C es el conjunto de enteros los cuales son producto ro 

de primos menores 6 iguales a M.A 

4 : Si 1 ~ a > O 
n 

~~ ... 
entonces 11(1-a ) y ~a 

r,•\ n l'lt\ n 

vergcntes 6 ambas divergentes. 

son ambas con 

Admitiremos el Teor~na 4 sin deroostraci6n~ 

5: f· 1 diverge, 
L P· 
\il l. 

Si en el Teorema 3 hacernos M ~ 00 entonces 

• . n ( 1 
'"~' 

Consecuentemente ~ 1 
,11(1 - - ) diverge 
"" pi 

por el Teorema 4 concluimos que diverge.~ 

1 Lema l; Si k e~1 cualquier entero positivo entonces 

1 
1 
1 

rr (x) <!i (k) 2k --x:·--- < -¡¿-·-· + ·-x-
Dem.: DiviJnmoA los enteros {1,2,, ,,,x} en los conjuntos de k en 

teros consncutivou mfü:; un resto de r-enteros 
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kQ + 1, k~~ + 2, •• ~ , kQ +r • 

Entre los enteros 1,2, .•• ,k existen a lo mSs k primos. 

Puesto que cualquier entero que no es primo relativo con k 

tiene un f~ctor primo en coman con k que es menor 6 igual -

a k, entonces entre los ent0ros k·ll,k+2, •.. ,2k existen a lo 

más </> (k) primos. Similarmente en cada uno de los restantes 

conjuntos de k enteros consecutivos existen a los mgs ~ (k) 

primos. Finnlmcnte, en el conjunto restante de r enteros -

existen a lo más r-·primos. Por lo tanto 

1T (X) ~ k + ( Q -1) q¡ ( k) + r ~ 2k + X </> ( k) 
k 

entonces 

~ (k) + 2k 
k X 

El siguiente Teorema muestra que n (x} es a largo plazo mucho me-

1 nor que x. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

rrEOREMA 6; Lim rr (x) == 0 
X 

Dcro. : 

X ~ "" 

La idea es mostrar que n (x) . X es arbitrariamente pequeño 

cuando x es muy grande, 

Por el Lema 1 sabemos que para toda k entero positivo se -

cumple que ~xl_ < t_(k) + 2k 
X - k X 

Sea M entero muy grande, Elijamos k=p p.',,. p donde 
l 1 s 

p. E {1,2,,.,,M} • 
.... 

I~ntonces 

4' (k) k(1 ... I.> (1- ~) ·,. c1 .. .!.) 
P . P Ps 

k 

s 1 
= n ( 1- - > 

i.•I l\ -- :::: 

k 

l\si tenemos que 

11 (X) 
~-

X (~. ~r + 
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Puesto que 
O'.) 1 
~ . 

n·I rl 
diverge, podemos escoger M tan grande que 

~ ! > ~ para todo e> 0, Entonces x > 4P1P2 •·•Ps 
n~• n e e 

rr (x) < 
X 

E + 2p pi • , , p 
5 

E 

2 = e 

Lema 2: Si [x] denota el mayor entero menor 6 igual ax entonces 

O < [ 2x] -2 [ xj < 1 

Dem.: La conclusión se puede deducir de las siguientes desigual-

da des 

2x-1 < [ 2x] < 2x 

2x-2 < 2[x] < x 

TEOREMA 7: 
to n 
~-

"''' K 

Si p es un primo, entonces (k==l,2, ... ) es el 
p 

exponente con el cual p aparece en la factorizaci6n 

de n! • 

Dcm.: Sean n,s enteros positivos. Sea p pDimo < n. 

Los nrtmeros de la sucesi6n {1,2, .•. ,n} los cuales son divi 

sibles por ps son de la forma Qps, donde Q es entero posi­

n 
tivo tal que Qp 5 < n, esto es Q< --; • El número de Q 's es 

p 

por supuesto [-i;j . Consecuentemente es claro que el expo 

nente del rrimo p en la factorizilci6n en nGmeros priDos dcl 

número n! • Se obtienen sumando o.1. número de los t.enninos 

de la SllC(~~;:L6n {1,2, ... ,n} los cualos son divisiblcf:; por p, 

el número de! tc~nnfncn; (Livü;ibles por p 2 y también su1nzmdo 

e 1 número de Lernd. no~; lcrn cuales son di visibles por p 3 y -

Por tU timo ci:; tab lc.!ccremcrn el Teorcmp de Chéhyshev pero antes exa­
x 

m:i.nuremo~~ nlq1trH1 s clc~ las propic~dades de la función log x , 
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'fEOREJ;¡/~ 8: 

Dem.: I. 

II. 

III. 

Y. Si f (x)= entonces logx' 

I. f (x) es creciente si X 

rr. f { :x-2) '· :!:.f (X) si X / 
2 

III. f ( :x: 2) < 
15 

f (x) 16 si X 

Puesto que f' ( x):.::: ~-C?.9 x-!_ 
{log x) z 

es claro que f (x) es creciente 

Notemos gue si X ;:~ 4 entonces 

por lo tanto 

'f (x-2}= x-2 
~ 

.X -
log x-2 2log(x-2} 

Si X ~ 8 entonces 
X , 1/~ 
-~ X y 
2 

por lo tanto 

fe~.:!- 3-) =-= X+ 2-;:- < x+2 
~ .. 

2 21 x+2 2109 X 
og-2 2 

> e 

~ 4 

~ B 

si X >e. 

x-2 ~ X 

2 

> X 1 f (x) = 
2log X 2 

x+2 < 5x 
4 

Sx 
x+2 < 

--4-
l Sf (x) = 

2log x?../3 -4 
16 31og X • 

1 TEOREMA 9: (Chébyshcv) • Si x ;;;.. 8 entonces 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Dem.: 

log ~ X < 1T (x) < 30(log 2) X 

4 lag X log X • 

Examinemos el coeficiente binomial (2~) 
Es claro que (2nr

1

)= {2.n!) _ 2n(2n··l) ••. (n+l) 
11Tñ! - . n! -

Cualquier pr üno ün el .intervalo (n,2n] debe aparecer como 

factor en el numerador de (
21

1
1
1
) p1.1r~sto que n·< p < 2n. 

Sea P === Ilp. 
n 1. 

(n < p. < 2n), enUmces claramente 
1. 

Como pi > n y Pn tiene 1T (2n) -·rr (n) factores / entonces 
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11tzr1)-mn) ,... P 
n ··~ n < (7.n) 

n 

Sea p primo. De f j_n Jino s r 
p 

" •••.•. ( 1) 

como 

Usando el Teorema 7 determinamos la potencia de p con la 

cual aparece en la factorización prima de (2~) , observemos 

que el exponente de p con el que figuru en(2 ~) debe ser la 

potencia de p con la cual aparece en (2n)! menos la poten-

cia de p con la cual aparece en n! n! , es decir, el exponen-

te debe 

Por el Lema 2 obtc~nc~mos 

Sea % 

º <I (t~;'j 
J::-1 

= JipYr (pvr < 2n) • 

,, 
Puesto que p P < n .Y corno Ch tiene 1T ( 2n) factores de la for-

ma p Vr entonces 

( 2nn) ~ ºn 
11t2nJ 

< (2n) ••••••••• (2 t 

Ahora demostraremos que el Teorema de Ch~byshev puede ser -

deducido de (l) y l2). 

Observemos lns siguientes desigualdades: 

{2n) (2n) (2n) 
2 =l+ l + •.. + n) + ... + 1 > n ..... ( 3) 

(
2n\: 22!__(2~:.:.:~l (2n:~)_:_.:...:_(n+~ 
n) 11 (n-1) (n-2) , .••. .••••• ( 4 ) 

de (2) y ('1) obtc:~ncmos que 
,..}) 11(1 n) 
¿ ~ (2n} ...... (5) 
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Por lo tanto 

nlog 2 < 1T(2n) loq 2n ••..••.•.. (61 

Consecuentemente, si x ~ 5 y X f (x)--- , entonces por(6)y 
log X 

Teorema 8 tenemos, 

( [xJ/' úl log 2 WJ 1T (x) ...... _log: 2 2 2 ,,-... 1T 2 --·- ,:.~ ------- = 2 
1 2 [~j 

. 
2[~ . og , 2 2 log 

log 2 ' [""j' lorr 2 > ~2...2 f (x) = 
f \2 ~/ >··---.. ·-··- f(x-2) ••••. (7) 

2 2 

Finalmente usemos{~y(3) oara obtener 
1Tf zn)-n(n\ ,, , 2.n n < __ 2 

Entonces 

(1T (2n)-íí (n)) log n < 2nlog 2 

o sea 

n 
rr ( 2n) < 2lo<J 2 --- + 1T (n) 

log n 

4 

, • , ••••• ( Bl 

Vamos a establecer por inducción matemática que 

rr(2n) < 32(log 2) lo~ 
11 

n > 1 •• , , • , , • (9 l 

Es claro que(9)es v5lido para 2 < n < 8. 

En efecto, 1T(4)=2 < rr (6)=3 < rr(8}=4=n (10)=4 < n(12)= 

5<1T(l4)=:6= n(16)=6--'.'. 64= 32(log 2)---L-
. log 2 

Supongamos que(9)es válido para toda n < k, k ~ 8, Entonces 

n{2k+2) -~ 2log 2 f (k+ 1) + 1T (k+l) por 8 ..... 

< 2log 2 f (k+l} +;r t [~~) puesto k+l < ~~~ nue 
2 

''< ·' 

_, 
2log 2 f ( k + l} + 3 21 º'J 2 f ( ~' 1 ~) 1 . ó . de ..... ·-;:r:· por n P_ Les is 

inducl!ión ~ 2log 2 f (k+l) +3210CJ 2 r (1S:F) Yª 'l"" t'Fj e: 
k+2 

2 

~ 2log 2 f (k+l) + 3 2lo~r 2 f (k} 
llj 

'J-'('orema 8 IcI por 
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15 < 2log 2 f (k+l) + 32log 2 r6- f (k+l). 

= 32 log 2 f (k+l) 

Por lo tanto 11 ( 2n) < 32 (log 2)y0~ n 

En general para cada real x 

entonces 11 (x) < ·( 2 [i]·· 1 
< 32 log 2 f ( [!.] +1) 
< 32 log 2 f (i + 1) 
= 32 log 2 f (~.± __ ?_) . 2 

< 32(log 2) 15 _;. __ f (x) 
16 

~ 8 t K-2 ~ - -enemas que ~ 
2 

x-2 < r~2.:.] puc:! s to que --2 , ~ 

por (9} 

[~2~1 < x2 yu que ~ -

por Teorema 8 

= 30(log 2) 10~ x ••• , •• tlOl. 

juntando(7)y(10)lencmos 

lo~ 2 lo~ X < rr(x) < 3Q(log 2) lo~ X 
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