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INTRODUCCION

Creo que es obligacibén de todos influir, de acuerdo a
las reglas de juego establecidas, en la evolucidn del mundo que
nos rodea. La Matematica no podria ser la excepcidn y por ello,
seglin mi experiencia, he pensado aue en aras de un mejor aprove-
chamiento podria sugerir alqgunas ideas para complementar la edu-

cacibn en una direccidn especifica.

Los programas sefalan al maestro una gqguia, que dentro
de los estatutos universitarios, no lo obligan sino a ubicarse
dentro de una linea de accibn. Estimo que lo periférico es tam

bién importante.

El presente trabajo tiene como finalidad mostrar lo -
que deseablemente debe ser periférico en un curso tradicional -~
de la Teoria de los Nimeros. El orden no es sino mi apreciacidén

de los mismos en grados crecientes de dificultad.

En el Capitulo I, se presentan los nmeros enteros (or
dinarios) Z y alqunos conceptos tundamentales en la Teoria de -
los nGmeros. Asimismo tratamos algunos aspectos sobre los nGme-
ros perfectos sin pasar por alto a los "primos gemelos" y la Con

jetura de Goldbach.

En el Capitulo IT, III, e:itendemos el concepto de nlme

ro entero en estructuras menns simples (Dominios enteros sobre 7)



CAPITULO I
LOS NUMEROS ENTEROS

.

Informalmente ¢l conjunto de los niimeros enteros consis

a) el conjunto de los nfimeros naturales

b) un objeto llamado cero y denotado por 0

¢) para cada nlmero natural n, un objeto ~q)el cual es dife
rente de todos los nlmeros naturales y el cero.

Entonces si m y n son nlOmeros naturales distinto%)—m Yy
-n son objetos distintos. Al conjunto {-n/n es natural} lo llama
remos el conjunto de enteros negativos.

Existen varias formas para construir el conjunto de --
los niimeros enteros a partir de los nidmeros naturales y podriamos
preguntarnos ¢Qué son los objetos especificos 1lamados enteros?.
Lo que quercmos decir con esto, es que todas las cor strucciono
de los enteros nos llevan a sistemas que eéencialmente son los
mismos.

Cuando los nfimeros naturales son definidos a partir de

un nGmero ordinal finito en el sentido de Von Newman, entonces -

‘una eleccidn conveniente para el cero es el conjunto vacio y po-

driamos definir a los nimeros negativos como -n = {n} n= 1,2,3...
Ahora definimos el conjunto de 1ns nmeros enteros como:
[ {n}/ n es natural J] U {¢} U N
| ' /
Con esta definicibén yva podemos abhordar la manera cla-
sica de identificar al conjunto de los nimeros enteros como --
see N, eee,—2,-1,0,1,2,...,n,... y denotaremos a este conjunto co

mo Z.



y se clasifican a los elementos irreducibles,

No podriamos pasar por alto, al menos una presentacidn
breve del Teorema de los Nimeros Primos y a €sto por consecuen--
cia dedicamos el cuarto capitulo., Es claro que no hay una demos
tracibén simple del Teorema pero buscamos algunos acercamientos -
elerentales a la misma, sin recurrir a la Teorfa de Funciones de

Variable Compleja.



Una vez definido al conjunto de los enteros, lo dotare

mos de dos opcraciones llamadas suma y producto respectivamente
que son sencillamente las operaciones usuales que todos conocemos,
Ahora dirigiremos nuestra atencién a una de las propledades mds -
importantes de los nGmeros enteros y en genéral de cualquiexr do-
minio entero (un dominio entero es un anillo comnutativo el cual
no tiene divisores de cero, Z es un ejemplo de dominio entero).
La ecuacibn ax=b con a,b € Z no siempre tiene solucibn
entera. Si existe una solucidén entera para ésta ecuacibn enton-

lla" .

ces diremos que "a" divide a "b" 6 que "b" esg midltiplo de

Un concepto anédlogo se puede dar en cualquier dominio entero D,

u

diremos que "a" divide a "b" en D, si b = ax para alguna x € D.
Frec ntemente los divisores de 1 en D son llamados unidades de
D, en Z son 1l y ~1.

_Es importante hacer notar que la nocién de divisibili
dad depende no solamente de los elementos a,b que se elijan, si-

no también depende del dominio entero en el cual se trabaje. Por

ejemplo,? divide a 6 en los racionales pero 7 no divide a 6 en Z,

Notacidén: escribiremos alb si "a" divide a "b"
afb en otro caso.
TEOREMA 1l: Sean a,b,c € Z entonces
I.- Si alb y blc entonces alc
I11.- Si al|xi,...,a|lxy entonces aligu;x(
IITI.- Si a0 , -1|la , ala
IV.~ 8i b#0 y al|b entonces J|a| < |b]
V.- 8i alb vy bia entonces |a| = Iblk
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Admitiremos éste teorema sin demostracidén por considerarlo ele-
lemental, simplemente justificaremos la propiedad IV, es decir,
sib# 0y alb entonces b = aq, por lo tanto |b| = |a||b|, pero
b # 0 entonces |g| = 1 lo cual quiere decir que |al|<]|a||ql=|b],
dicho de otra manera cualquier nmero enteré tiene solamente un
nfmero finito de divisiores,
TEOREMA 2: (Algoritmo de la divisién)
Sean a,b, € Z con a ¥ 0, Entonces existen enteros G-
nicos q y r tal que b = aq + r donde 0 < r < |a].
El algoritmo de la divisién puede usado para obtener un importan
re resultado sobre la ropresentaciéh de los niimeros naturalesg

TEOREMA 3: Sea a > 1, entonces cualquier nGmero x > 0 puede --

J
ser expresado e¢n forma (inica como:
. n .
X = bpt+t bha+ ...+ bya conn =20, by >0 vy
0 < b,<a para 0 sm < n.
. ) (] . . /
Dem. La prueba de existencia de tal expresidén se hara por supues
to haciendo induccidn sobre el entero x.
Si x = 1 no hay nada que demostrar.
Supongamos que cualquicr nfimero natural m < x puede ser re
presentado de manera (nica en la forma

na 4+, a' % ...+ r1a + ro donde 0 < r; < a para -

Por el algoritmo de la divisién, existen enteros fnicos -
q,r tal que X = qga t+ r , 0<r <l|a] =a,

es claro que x # ¢ > 0, Si g = 0 entonces n = r es la re-
presentacidn requerida (n = 0, bo = r). es decir, éste es

el caso cuando x = 1.



Supongamos ahora que q > 0, esto es, n =2 a. Entonces gq < x,
asi que apliquemos la hipétesis de induccién a ¢, es decir,
existe una (nica representacién para q de la forma:
q = rkah + rk_'ah" +...+rya + ro 0 < r;< a.
Ahora usando esta representacidén de ¢ tenemos que:
x = aq + r =a + a4+ rid’+ rea +r
y con un cambio de notacidén obtenemos
X = be + bra +.,.+ bpa".
Ahora demostraremos la unicidad de ésta representacién.
Supongamos que x = be + bja +...+ bnd‘==Co+ Cira +...+ Q,g
afirmamos que n = j y bp = Cyn para 0 €< m < n.
Veamos porque; supongamos que nuestra afirmacibn es falsa,-
entonces 0= he + hja +...+ hsa® , hs # 0, s >0,
-a < h; <a para0<i<s y h;y=Ci- b
como h{< a entonces h;< a-~1l.
Por lo tanto
a*<|hsas|=|ho+hya+...+he a*’ |<|hq |"+[h, la+...+|h,, |a*" <(a-1)+
(a-1)a+,,,+ (a-f)a*'= (a~1) (l+a+...+a"") = a®~1 o cual es
absurdo.,

Sea X un nimero real, definimos [ x] como el mayor en-
tero menor 6 igual a x, esto es, el entero d tal que dsx<d+1l, -
observemos que d < x < d+1 implica gque d-1 < x-1 <d < x es de
cir x - 1 <[x] € x.

TEOREMA 4: Sean a,b,c,r enteros, a # 0 tal que b z=agq + r =

con 0 € r < |a] entonces q = [g ]

Dem. Como a # 0 entonces tenemos dos casos a » 1 y a < -1




Si a~>1 entonces gqa<qga+r =b<qga-+ a= (9+1) a
es decir ga < b < (g+l)a por lo tanto g < §§< G+l.,

Si a y b son enteros no nulos entonces el conjunto de
sus divisores comnunes es finito, en efecto, sean a,b,c € Z tal
que cla y c¢|b si a# 0 entonces a = yc para alglin entero y,
por lo tanto lal=|y|lc| = |c|, es decir =-|al< ¢ < |a|, claramen
te existe un nmero finito de entercs ¢ que satisfacen ====-

-lal <ec< |a].

Ahora, sean a,bh € Z (a # 0 &6 b # 0) definimos el md

ximo comin divisor de a y b como:

max{ ¢ €2 / ¢ > 0 , cla , ¢/b } y lo denotamos como

(a,b)
Puesto que 1 € { c € Z / cla y c|b } entonces claramente
max { c € 2 / a]c % c[b} > 1, es decir, el mdximo comin divisor
de a y b es un nfimero entero positivo mayor & igual a 1. Si -~
(a,b)=1 diremos que a y b son primos relativos. Veamos que los -
divisores comunes de 18 y -42 son +1,+2,+3 y +6. Por lo tanto
(18,~42) + 6.
Observemos que los divisores comunes de 18 y -42 dividen a 6=(18,
-42). Demostraremos que esto no es una simple casualidad, es de-
cir, que este hecho es la propiedad que lo caracteriza.
TEOREMA 5: Sean a y b enteros no nulos entonces:
I.- Existen enteros Xo , Yo tal que (a,b)= axo+byoe

II.- Sic €2 ycla, c|lb entonces c|(a,b)

Dem. Sea g=(a,b), consideremos S={ax + by / x,y € Z}
observemos que x =+ 1 , y = 0 implica
a) s+ ¢ , b) S NN# ¢
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Sean Xo, Yy, enteros de tal manera que d = axe + bys es el menor
entero positivo en S. MOstraremos que dla vy dlb.

"d|a" supongamos que d*a entonces por el teorema 2 existen q,r
en Z tal que a = dgq + r 0 <r < d, entonces

r=a-dq = a-q(axo+ bye)= a-gaxe =-ybye = a(l-gxe) + b(-qye) 10 cual
contradice la eleccién de d. De manera similar d|b.

Hasta‘ahora hemos demostrado que d es divisor comGn de a y b, -
es decir d € g ceveiennn e (1)

por otro lado tencmos qﬁe a =gr y b= gr, por lo tanto gld Yy

por(lb

II. Sicla y c|b entonces clax, c|lby para todo x,y € Z

tenemos que g = d.

consecuentemente clg.
A continuvacibn enunciaremos algunas de las propiedades

m&s importantes del maAximo comiin divisor:

I) si (a,b) = 1 y albc entonces alc (Euclides)
II) Si ¢ #0 entonces (ca,cb) = |cl|(a,b) .
ITI) Si (a;,m) = (az,m) =...= (a,,m)=1 entonces&ﬁf;,m)=l
Iv) (ar,az,...a;)) = ((ar,az,.-.,a2,), ag),

TEOREMA 6: Sean a,b enteros no nulos; sea d € Z que satisface:
I. dla 'y d|b
II. cla y clb implica cld
Entonces d = + (a,b)‘
Como observacién aclaremos que las condiciones I y II del teore-
ma anterior junto con el requerimiento de que d » 0 pueden ser -
tomados como la definicién de méaximo comin divisor en un dominio

entero arbitrario, sin embargo la primera definicién de maximo -



comin divisor en Z depende no solamente del orden en Z sino tam-—
bién de que cualquier entero distinto de cerq,tiene s6lo un nGme
ro finito de divisores. Con la aclaracidén anterior demos una -
nueva definicién.

Sea D un dominio entero y sean a,b € D no ambos cero, enton-

ces un elemento'd €D es llamado méximo comfin divisor de a y b

I. dla, dlb

II Si cé€D tal que cla y c|b entonces cld.
En Z es fdacil probar que el mdximo comGn divisor es Gnico, cosa
que no sucede en cualquier dominio entecro. Por ejemplo, en los
racionales si a y b son distintos de cero entonces cualquier ra-
cional satisface las condiciones de nuestra nueva definicién. E1l
siguiente teorema justifica la existencia del maximo comin divi-
sor en Z.
TEOREMA 7: Sean a,b enteros no nulos. Entonces existe un UGnico

entero g tal que g = (a,b).

Dem. Sia=0 y b+ 0 entonces (0,b) =|b| y por lo tanto el --

| teorema es vdlido.

sﬁpongamos que g% 0#b

apliquemos el algoritmo de la divisi6n de la siguiente ma-

nera:
a=bq+ r 0< r;<|b|
b =nrq+ r; 0< r; <r,
r1= ryqs+ ry 0< r;<r,
Ih.2= Yy q + Xy 0< rh‘<1’h~l .

Yot = Ty Gy



par

Observemos que éste proceso es finito puesto que siempre ob-
tenemos una sucesién decreciente de enteros positivos e
0 < rp< ra <. < n<r<ib|  definimos g = 1

Para asegurar que g = (a,b) debemos mostrar lo siguiente:

I. g>0

II. gla y glb
III. 8i cla, c|b entonces clg
Por la forma en que construimos a g es obvio que satisface -
Iy II.
Sea ¢ entero tal que cla y cl|b, entonces claramente c|r: y
por consiguiente c|r,, clrs,... ¢l ,es decir clg.
Por lo tanto, haciendo uso del teorema 6, g = (a,b).‘_

Por otro lado, en algunos dominios enteros no cualquier

de elementos tiene maximo comiin divisor, veamos por ejemplo;

Sea A= {m+ n/Iﬁ/ m,n € 2} , entonces:

a)

b)

c)

A es dominio entero con la suma y producto usual de nmeros

reales, en efecto, sean a + b /10 y ¢+ d /TB € A

supongamos que (a + b/ib)(c + dv/10) = 0, entonces - -
ac + 10bd = 0 y ad + bc = 0

por lo +tanto d(ac + 10bd) = 0 y cl(ad + bec) =0

es decir dac + 10bd*? - cad - bc?= 0

10bd? - be?! = b(10a%*- ¢?) = 0 L. b =10 impli
ca A dominio entero ylo mismo se puede concluir si  ~==
108~ ¢*= 0

Si a + b/10|c +d/10 en A, entonces a®~- 10b’ |c?-104* en Z.

2y 4+V/10 son divisores comunes de 6 y 8+2/10 en A, es de-
cir 2|6 y 2|8+2/T0 porque 6= 2(3) y 8+2/10 = 2(4+/10)
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A4+/10]6 vy 4+/10|8+2/1I0 porque 6=(4+/10) (4-/10) Y
8+2vI0 = 2(4+/10)

b en 7.

d) si 2|atby10 en A, entonces 2la y 2

e) Si 4+/I6|20+2d¢f@ en A, entonces BICQf 104® en Z, en efecto,
aplicando el inciso b) tenemos que si 4 +/10|2c+2d/10 en A
entonces 6|4 (c®-10d*) en Z, por lo tanto 3|c?~10d4* en Z.

£) Si 2c + 2d/10|6 en A entonces «c¢?-104*|9 en Z.

g) Si 2c +2d/Tb|8+2/Ib en A, entonces c'-104*|6 en Z.

h) Por Gltimo demostraremos que no existe un elemento en A el
cual es divisor comfin de 6 y 8+2/10 y que sea divisible por
2y 44/10 en A. Supongamos que existe a+b/10 en A,tal que
a+b/10| 6 vy a+b/10|8+2/10 de tal manera que

2|atbv/10 vy 4+/10|a+b/10 en A.
Si 2|a+b/10 entonces 2|a y 2|b, es decir, a+b/10=2c+2d/10.
Como 4 +/10|2c+2a/10 en A, entonces 3{c?-10d% en Z , esto
implica que c®-10d*#+ 1 .
Por otro lado tenemos que 20+2d/Ib|6 en A, entonces ——————
c®*-10d4* |9 en Z.
Por lo tanto tenemos que:
c?-104% |9 y c?-104° |6 en Z
entonces c¢’-10a’| 9-6 , es decir, c?-104" |+3
pero 3|c? ~104* en Z
consecuentemente ¢’®-10d*= +3 es una ecuacidén insoluble en 7.
Por filtimo concluimos diciendo que los nlmeros 6 y 8+2/10
no tienen méximo comin divisor en A.
En suma, hemos visto que cxisten estructuras algebrai-
cas (Dominios enteros) en los cuales podemos encontrar elementos
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gque no tienen m&ximo com@in divisor. Ahora trataremos con rigor -

algunos resultados que son poco manejados dentro de los cursos -

tradicionales de teoria de los nlimeros.

TEOREMA 8: Sean a,b,c € Z tal que albc y (a,b)= 1, entonces
alc, omitimos la demostracién por ser elemental, -
simplemente mencionaremos que éste teorema algunas
veces es llamado "Teorema fundamentél de la Aritmé
tica".

Corolario 1; Sean a,b,c enteros tal que alc, blc y (a,b)=1 =-=-
entonces ab]c.

Dem. a|c entonces c=ax para alguné x € Z,

b|c y c=ax entonces blax , pero (a,b)=1, por el teorema 8
b|x, es decir, x=by
por lo tanto cmax=aby entonces ablc.,

Observemos que el tecorema 8 se puede generalizar como sigue:

TEOREMA 9: Si a,b,c son enteros tal que blac entonces bl(a,b)(b,c)

Dem.; blac implica que ac=bt para algln t € Z

Sea d=(a,b), di=(b,c), entonces existen x,v,2,w € Z tal -
que d=ax + by, d,=bz + cw
ahora tenew0s que
dd, = (ax+by) (bz + cw)= b(axz+txwtbyz+cyw)
y por lo tanto b|(a,b) (b,c) .,
TEOREMA 10: Sean a,b,c enteros tal que (a,b)=(a,c)=1, entonces -
(a,bc)r—“l.A

Como consecuencia del Teorema 10 se puede demostrar inductivamen

te el siguiente

TEOREMA 11: para k 2 2y ai1,a,...,8% ,8 € Z tal que (a,,a)=1 -



-

‘,
NI N

N
.,

entonces (aja,...a, ,a)=1
Corolario 1; Si (a,b)=1 y k es natural, entonces (a*,b*) =1.,
Corolario 2; Sean a,b,k ndmeros naturales tal que af [b¥,
 entonces alb.
Dem.; Sea (a,b)=d. Entonces tenemos que a=da,, b=db, con
(a, /b, )=1. Por el corolario 1, (a},bf)=1, a'|p* equivale
a decir que abdf [pfa¢ , asft, aﬁ[bq'y por lo tanto :
ar=1, a = d y b= abl“

Observemos que para dos nQmeros naturales s,k, la relacibn 5| kx

no necesariamentc implica que s|k, por ejemplo, es fdcil checar
que 4"]10'° pero 4*“) similarmente 9°|21°! pero 9*21.
En general hay una infinidad de enteros a,b con ésta propiedad.
La nocién de divisibilidad puede ser extendida a los -
nimeros reales. Sean o, reales, decimos que o divide a B (a[B),
si existe un entero k tal qﬁe R=ka. En el caso de égsta nociébn -
generalizada de divisibilidad, la relacién o?|8” no necesariamen
te implica que wu|f. Por ejemplo (/3)?](/9)? pero /ﬁ*@, suponga-
mos que /§|3,entonces existe k entero tal que 3= k/3, es decir,
k=/3, dicho de otra manera, k?=3 indica que k> 1, k»2 y por -
lo tanto k? >»4. FEsto filtimo claramente e5 falso.
Coroloario 3: Para enteros positivos a,b y k > 1, la relacién -
ak | 2b*  implica que alb.
Dem.; Sea d= (a,b), entonces a=da,, b=db, con (a;,b;)=1,
Por el corolario 1 (af,b¥)=1. af |2b¢ equivale a ————
d“al [2d"b’ - os decir, alebf‘. Entonces a| [2, pero k >1,

consecuentemente a; =1 , a=d y por lo tanto b=ab, .,
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TEOREMA 12; Si a,b,d son enteros tal que (a,b)=1y d|a+b, enton-
ces (a,d)=1 y (b,d)=1

Dem.: Sea (a,d)= § , entonces é§|a, §|d.Por 1o tanto Sla+b y §|b.

Concluimos diciendo que 8] (a,b), es decir §]1, dicho de -
otra manera 6=1.
La igualdad (b,d)=1 se demuestra similarmente.,

TEOREMA 13: Sean a,b,m enteros positivos tal que (a,b)=1
Entonces la progresidn aritmética a+bk(k=0,1,2...) -
contienc un nimero infinito de nimeros primos relati
vOs con m, para cualgquier m € N,

Dem.: Supongamos (a,h)=1 y sea m entero positivo,.

Consideremos el siguiente conjunto:

A={x€ N/(x,a)=1 , x|m }

Es claro que A # ¢; por otro lado, como m # 0, entonces -
s6lo tiene un‘nﬁmero finito de divisores y por lo tanto ~--
A es finito.
Por las razones anteriores tiene sentido definir el siguien
te nlmero: ‘ c = sup A.
Ahora demqstraremos que (at+bc,m)=1.
Supongamos que (a+bc,m)=d, entonces d|lat+be con (a,bc)= 1
haciendo uso 6ei teorema 12 obtenemos (a,d)=1, (bc,d)=1 vy
obviamente (c¢,d)=1. Como (a,d)=(a,c)=1 entonces (a,dc)=i
Adends c¢|m, dim y (d,c)=1 entonces dc|m y por lo tanto -
d=1,
Sea 1 entero positivo arbitrario. Definimos k=c+lm. Demos-
traremos que (atbk,m)=1.

Supongamos {(a+bk,m)=(atbctblm,n)=d, es decir, dlm Yy -

12



d latbc+blm, como d|blm, entonces d|at+bc con (a,bc)=1, apli
cando ¢l teorema 12 tenemos (a,d)=1=(d,bec) y también (d,c)=1.
Ademéas d]m, c]m y (d,c)=1, por el corolario 1 del teorema 8
sabemos que dc|m y por lo tanto d=1,
Por Gltimo generalizaremos nuestra definicién de médximo
comiin divisor en los enteros.
Definicidn: Sean a; ,a, ;...,8, € Z. Un entero d es llamado maximo

comin divisor de los nimeros a,, a;,...,3 si satisfa

ce:
I) d>0
I;) d|as s=1,2,...,k
ITII) Si c|ag con s=1,2,...,k, entonces c|d.

TEOREMA 14: Sea k>2 y a,, a,,...,a,,, enteros, entonces

Sy
(@) 78y pe e v )= (@, 7a, p e vrag ) 8y )
Dem.: Sea d =((a, sa,,++.,8(),a,, ). Sabemos que d es divisor comln

de los ntmeros (a, ,a,,..., a,) Yy ay,,. Como d|(a, ,a,,..,a)

y (a,,a,,...,ak)lés (s=1,2,...k), entonces dlas para s=1,2,

-v.k+l. Sea d' cualquicr divisor comiin de a, ,a, ...,y
En virtud de la condicién 3 de la dGltima definicién tenemos
que d'|{(a,,...a,). Puesto que d'|a,, entonces se tiene
d'|((a,, @y, «««, ay), agyy), es decir, d'|d. Pero dlas =~-
(s=1,...k+1), por lo tanto d es divisor comin de as con -
s=1,...k+1 el cual es divisible por cualquier divisor co-
min de estos nfimeros. Consecuentemente d=(a, ,a, ;v.. 8, )4
Para encontrar el ntmero (ar, az,...,ay) podemos calcu
lar sucesivamente los siguientes ntmeros: d,=(a, ,a;), dsz(d,¢d3)

L) ¢,d,<..|=(d,<.,1,a,¢,, ) Y ((‘l] ',-..a“):(d,c...,a,{) .
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NOCIONES DE MINIMO COMUN MULTIPLO

Sean a; ,a:,...,q, enteros. Cualquier entero x tal que
aslx (s=1,2,...,k), es llamado mdltiplo com{in de los enteros ---
aj y8z 4-+.,3, . PoOr ejemploﬁrias es miltiplo comlin de los a, con =~
s=1,...,k.

Consideremos el siguiente conjunto:

={x € Z/as|x (s=1,...,k), x> 0}
Puesto que Eﬁ?sle S, entonces S # ¢ y por el principio del buen
orden existe_N en S tal que para todo x € §, N < X. N es llama-
do el minimo comfin mGltiplo de los enteros a,,a,,...a, y es de-
notado [ a, ,a,,...,8,] .
TEOREMA 15: Eean a, ,a, ,...,8; enteros. Sea N=[a;,8,,...,8] -
Si ¢ es entero tal que a |c (s=1,...,k) entonces --
N|c.
Dem.: supongamos que existe un miltiplo comﬁn M de los a, tal -
que N*ﬁ, entonces por el algoritmo de la divisibn tenemos
M=Ng+ ¢ 0 <r <N
es decir r = M-Nqgq
Como M,N son mGltiplos comunes de los a,, entonces existen
enteros x,,y, tal que M=x;a, , N=y.a,.
Por lo tanto r=M-Ng=a,(x,-y.q), es decir a,|r (s=1,...,k),
de esta manera r es mfiltipio comin de los a,, pero ademds
0 <r <N, Esto claramente eé imposible puesto que N es -~
el menor mGltiplo comfin positivo de los a,. Por lo tanto
Nfm

Por filtimo veremos la relacidn que existe entre el minimo comfn

mGltiplo y el maximo comGn divisor,

14



TEOREMA 16:¢ Sean a, ,a, enteros no nulos, entonces el nfinero -

la; a, |
TE—fg“) satisface las siguientes condiciones;
1 72

I) lalaZI ;
es un entero mayor 6 igual a cero.
(a, rz,)
I1)
‘ |ala2‘ |a1a2|
a, Yy a, |——
(a,,a,) (a, ,a,)
dicho en palabras, el nfimero a,a, es un mdl-

(alfaz)

tiplo comin de los enteros a, y a,.

I1I) Si x es entero tal que allx Y azlx,entonces ———
Ia1 az l . .
—m x . En efecto, allx Y a2|x implica ——
(an /8,)
x=a r=a t. Sea d=(a1,a2), es decir, alqul; - e

a,=dq, con (qlti):l, entonces alr=dq’r:a2t=dqzt,
es decir q,|q,t, aplicando el teorema 8 tenemos

que t=q, s,

a, a

1

d

‘Ahora x=a, t=dq, t= s (dq,q, )=s(ZL22)

de la Gltima igualdad tenemos que a, a, X
T [

(a, ;a,)
por lo tanto | a,a

,

(a, ;a,)

_TEOREMA 17: Sean a ,a € Z . Sea N={a ,a ] entonces N= %, %],

(a, ;a,)
Dem,: Como N es mGltiplo comln de a ya , entonces aplicando la
| aa,
parte IILI) del teorema 16, tenemos que G5 N
11
15



cibn

Por la parte II) del teorema 16, |2,3, | es multiplo comin

(a, sa,)
de a, y a, , entonces aplicando el teorema 15 tenemos =---—--
a,a
N 'lzl |a|azl .
(a. ;a.) scomo N y ————  son enteros positivos enton-
177 (a, ;a,)

ces N= _.l_a_‘_aﬁ_l_

(a, ,a,) A
Veamos un contraejemplo en el cual para k >3, la colec-

de enteros a, ,a ,,...,a no satisface el teorema 17:

[4,4,-12] (4,4,-12) #|(4) (4) (-12)].

NUMEROS PRIMOS

Un n@mero entero p es primo si satisface:
1° p>1
2° {x€Z/x>0, x|pl = {1,p}

Un entero positivo que no es primo es llamado compuesto.

En el afo 1968 el Almanaque Mundial enlista al nfimero 1 como pri-

mo. Como podremos ver mis adelante, no es conveniente hacer ésto

porque entonces el teorema fundamental de la aritmética seria fal

S50.

TEOREMA 18: (Euclides). Cualquier entero positivo a > 1 es pro-

. o
ducto de nGmeros primos, e¢s decir, a= llps r 2 1
=1

TEOREMA 19: Si p es primo y pla,a;... a entonces plas para algu-

na S:-’l,..-,k A

16



TEOREMA 20; Todo entero compuesto a, se puede factorizar en forma
Gnica como producto de primos. A
Observacibén: en el teorema 18 los nlmeros primos no necesar iamen
te son distintos, ni estan colocados en algln orden particular, -
por ejemplo; 288=2(3) (3) (4) (4)=2(3%) (4?), Si los colocamos en or-
den creciente y cambiamos la notacibn por una mds apropiada tene-
mos que azp?-pg,..pﬁ con vs >0 y 1< p< Py<e . <P,
Ademds veamos que los nfimeros p (s=1,,.,,k) tanto como el.nﬁmero
de ellos, estin determinados en forma Gnica por el nlimero a. =—--=
Asimismo, los exponentcs v, también estan determinados en forma =
inica por el cntero a. En particular, el nimero v, puede ser de-
fihido como el mayor nfmero natural para el cual p¥la. Es facil
observar que si n es compuesto entonces n tiene un divisor primo
p tal que p € V/n, o sea si un nimero natural n > 1 no tiene divi-
sores primos menores o iguales que v/n, entonces n es primo.
TEOREMA 21: Sea n > 2, entonces existe al menos un nfmero primo

p que satisface n< p < n!

Dem: Puesto que n > 2, el ninero z= n!-1 > 1 y por lo ﬁanto z -
tiene un divisor primo p.
Si p < n, claramente pll lo cual es imposible. Por lo tan-
top>n, Como p < zy p es un divisor de z , entonces

n < p<n-1<n! a

El teorema 21 no indica gue dado n entero positivo siem
pre existe un primo p tal que p > n, Por lo tanto podemos inferir
que existe un nGmero infinito de nGmeros primos. i

Dado m entero positivo, para obtener todos los nlimeros

primos que aparccen en la sucesifén 1,2,...,m es suficiente quitar
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de ésta, todos los mdltiplos de la forma kp, k > 1 donde p es pri
mo tal que p < v/m. En particular, para obtener todos losg primos
que aparecen en la sucesibn 2,3,...,521 es suficiente quitar to-
dos los nlmeros mayores que 2,3,5,7,11,13,17 y 19 que son divisi-
bles por al menos uno de éstos.

Un método fécil para encontrar nfmeros primos consecuti
vos fué dado por DRATOSTENLES. Consideremos la sucecién 2,3,4,...
Denotaremos por p -al primer primo (ue aparece cn ésta sucesibn,
es decir,p, =2, Quitemos de la sucesidn todos los nldmeros mayores
que p, y que son divisibles por 2. El primero de los nimeros res
tantes es 3=p,. Nuevamente quitemos de la sucesi6n todos los nl-
meros mayores que p, y divisibles por p,. El primero de los nime
ros restantes es 5=p

, - Supongamos que después del k-ésimo paso -

encontramos el k-&simo primo p, . Quitemos de la sucesibn todos -
los nfimeros mayores que pg y divisibles por px. El siguiente ni-
mero de los que restan en la sucesidn es el k+l-ésimo primo. En
particular Peoooooo= 104,395,301, El método descrito anteriormen
te es conocido como la criba de ERATOSTENES. A continuacién dare
mos una sencilla interpretacidn geomCtrica de la misma:
Consideremos en Ql plano éartesiano los siguientes conjuntos;
A“‘{(Or%)/m::]_ﬁl,...} . B={ (n+1,0)/n=1,2,...)
donde cada punto del conjunto A esta conectado por una recta con

cada punto del conjunto B, La ecuacién de la recta que pasa por

1 . 1 1
los puntos (0,=) y (n+l1,0) esta descrita como y=- —— X 4+ = |
m - m(n+1) m
. , 1
Las intersecciones de y= - wwwimw x + i con la recta -

m(n+1)

y==1 son de la forma ((m+l1) (n+1),~1), es decir, las abscisas de

18



de estos puntos son precisamente nQmeros compuestos.
Reciprocamente, si X es entero positivo compuesto, en-
tonces, x=(m +1) (n+l) n=1,2..., y m=1,2,..., de donde claramen

te el punto (x,1) satisface las ecuaciones

y=~-——-'—-—-——-x +t — y= -1
m(n+1) m

Dicho de otra manera, si z es entero positivo, claramen

te el punto (z,-1) se encuentra en la recta y=-1. Denotarenos

por L; la recta y= - X X + = ' L; la recta y= -1.

m(n+1) m

Si (z,-1) § L, N L; entonces z es primo N

Sea P el n-ésimo primo. Consideremos el nimero -
dn= Phe1 = Pp , n=1,2,...., los primeros cien terminos de la su-

cesibn infinita d;,dz,....,dn....»se muestran en la tabla 1.

Observemos que si n > 1 entonces p, es un primo impar
y por lo tanto el ntmero dn es par. También notemos que los nfi-
meros dn pueden ser suficientemente grandes, en efecto, seam > 1
entero positivo arbitrario. Sea Py el mayor primo tal qgue ———
pn < m'+1l. Los nmeros m!'+k (k=2,...,m) son compuestos ya que --

k}m!+k. Por lo tanto, tenemos que p 2 m+ m +1 y consecuente-

n+1
mente dn= Poi1 " Py = m. También observemos que no es posible de
mostrar en general cque los nCmeros dn tienden a infinito porque -

por ejemplo existen eonteros positivos n tal que dn: d (n=2,15,

nt+l

36,39,46). También existen entecros positivos n para los cuales -

d =t

= =y Fy 3 ST i > axr Y 1 -
n dn+l dn+2 (n=5%4,464,682,709,321,829). Sin embargo, no se sa

be si dado un entero positivo k existe un entero positivo n tal -

19



—

TABLA 1.

Pnta Py n Phi Pn dn P+l Py dn Pryi Pn dn
3 2 1 103 101 2 239 233 6 389 383 6

5 3 2 107 103 4 241 239 2 397 389 8

7 5 2 109 107 2 251 241 10 401 397 4
11 7 4 113 109 4 257 251 6 409 401 8
13 11 2 127 113 14 263 257 6 419 409 10
17 13 4 131 127 4 269 263 6 421 419 2
19 17 2 137 131 6 271 269 2 431 421 10
23 19 4 139 137 2 271 271 6 433 431 2
29 23 6 149 139 10 281 277 4 439 433 6
31 29 2 151 149 2 283 281 2 443 439 4
37 31 6 157 151 6 293 283 10 449 443 6
41 37 4 163 157 6 307 293 14 457 449 8
43 41 2 167 163 4 311 307 4 461 457 4
47 43 4 173 '167 6 313 311 2 463 461 2
53 47 6 179 173 6 317 313 4 467 463 4
59 53 6 181 179 2 331 317 14 479 467 12
61 59 2 191 181 10 337 331 6 487 479 8
61 61 6 193 191 2 347 337 10 491 487 4
71 67 4 197 193 4 349 347 2 449 491 8
73 71 2 199 197 2 353 349 4 503 449 4
79 73 6 211 199 12 359 353 6 509 503 6
83 79 4 223 211 12 367 359 8 521 509 12
89 83 6 227 223 4 373 367 6 523 521 2
97 89 8 229 227 2 379 373 6 541 523 18
101 97 4 233 229 4 383 379 4 547 541 6




NUMEROS PRIMOS EN UNA PROGRESION ARITMETICA

Son conocidas algunas progresiones aritméticas que con-
tienen un nlmero finito de primos distintos; por ejemplo, 199+210k,
para k=0,1,2,...,9. También se ha encontrado que los nlimeros --
60060k + 4943 (k=0,1,2,...,12) forman una progresibn aritmética -

que contiene 13 primos diferentes. Sin embargo, existe un proble

ma més gencral que queda enunciado como sigue: ¢Para qué enteros

positivos a,b, la progresitn aritmética ak + b (k=1,2,.,.) contie
ne un nimero infinito de primos?

Es claro que si (a,b)= d > 1, entonces no existen nlmeros -
primos en la progresibtn ak + b, k=1,2,...

En el afio 1837 L, Dirichlet demostrd que esta condicidén
también es suficiente. Para ver una demostracibn elemental de és-
te hecho remitimos al lector a:

Selberg, A., "An elementary Proof of Dirichlet”s theorem aboot -
primes in an arithmetic progression". An, of Math.,
50(1949), pp.297-304,

Los siguientes teorcemas son equivalentes:

il

T, = Sean a,b enteros positivos tal que (a,n)=1. Entonces existe

un niimero infinito de nfimeros primos de la forma ak + b, k en

tero positivo,

T,= Scan a,b, enteros positivos tal que (a,b)=1., Entonces existe
al menos un nGmero primo de la forma ak+b, k entero positivo.

Dem,: Claramente T, implica T, . Demostraremos que T, implica T,
N p N v

Si a=1 entonces obviamente Ty es vdlido, Supongamos qae —-
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a>1l. Sea b entero positivo tal que (a,b)=1. Entonces --

(a®,b)=1. Por T, existe un primo p de la forma p=a5k + b pa

ra algGn k entero positivo, Como a >1 tenemos que:

a‘kth > a® = 2° > s. Entonces p > s. Asi hemos demostrado

que para cualquier cintero positivo s existe un primo p de -

la forma ak+bh y tal que p > s. Esto muestra que existe un
niimero infinito de piimos de esta forma

Observemos que si:

D;: Si (a,b)=1 entonces la progresibén a+bk (b=1,2,...) con
tiene un nimero infinito de primos.

D;: Si (a,b)=1 entonces existe p primo de la forma
p=a+bl  (a,b, k & N).

Dy: Sean a,b,m enteros positivos tal que (a,b)=1. Entonces
la progresidn aritmética at+bk (k=1,2,...) contiene un -
nlmero infinito de terminos que son primos relativos --
con m.

Ds: Sean a,b,m enteros positivos tal que (a,b)=1.Entonces -
existe p=atbk tal que p*m.

Entonces las siguientes relaciones se cumplen:

D1 Té» D,

Conjetura de Goldbach

Si n es entero positivo par mayor que 2, entonces siem-
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pre se puede expresar como suma de dos nfimeros primos impares. -

Esta afirmacidn es conocida como la Conjetura de Goldbach. Se co

nocen tablas numéricas donde ésta ha sido verificada directamente

para nlmeros pares menores 6 iguales a 33(106), Sin embargo, la -
pruecba final no existe.

TEOREMA 22: La Conjetura de Goldbach implica que cualquier nfime-
ro impar mayor que 7 es expresable como suma de tres
nlimeros primos impares

TEOREMA 23: La Conjetura de Goldbach es equivalente a afirmar -
que cualquier nlmero x=2n > 4 se puede expresar como
suma de lres nlmcros primos ,

TEOREMA 24: Todo entero n > 11 puede ser expresado como suma de
dos nlmeros compuestos.

Dem.: Si n=2k, entonces k »6, por lo tanto n-6=2k-6=2(k-3) es -

un n@mero compuesto, dicho de otra manera n=2(k-3)+6 es su
ma de dos nfimeros compuestos, ,

Si n=2k+1, entonces k = 6, por lo tanto n-9=2k-8=2(k~-4) es
un nmero compuesto, dicho de otra manera n=2(k-4)+9 es su
ma de dos nlmeros compuestos

Definicidn: Sea n entero positivo, decimos que n es libre de cua
drados si no existe p primo tal que p? |n, es decir,
n= pp,.-.p, « (P i itg)

TEOREMA 25: Todo entero positivo n puede ser expresado en forma

Ginica como n=k’¢ con k,2 € N, ® libre de cuadrados,
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NUMEROS PERFECTOS
Sea n entero positivo,

Si ﬁd <n (0 <d < n), entonces diremos que n es deficiente.
dn

(8 es deficiente),

Si |d > n (0 <d < n), entonces diremos que n es abundante.
din

(12 es abhundante)

Si d=n (0 < d<n), entonces diremos que n es perfecto.

Observemos que existe una infinidad de nfimeros deficientes, por --
ejemplo, los nlmeros de la forma x=p° con p primo, También note-
mos que existe un nlmero infinito de nGmeros abundantes, por ejem-—
plo los nlmeros de la forma x=2(3%) (k+1) con k=1,2,..,. Con respec~
to a los nfimcros perfectos podemos decir muy poco, ya que en la ac
tualidad s8lo sc ccnoceh 23 y todos ellos son pares, Si existe un
nlmero perfecto N impar (Descartes-Buler) éste debe ser de la for-
ma sz”uﬂqzcon p primo de la forma p=4k+l, a > 0 y q impar tal que
(q,p)=1. Recientemente se demostrd que si N es perfecto impar en-
tonces N > 10?° y debe tener al menos 6 factores primos diferentes,
El mayor de los nlmeros perfectos que se conoce en la actualidad -
es 2%1212(211213..1) o] cual tiene 6751 dfgitos,

Sea n entero positivo tal que n:pflp? vosPR o Sea d>0 di
visor de n, Puesto que cualquier divisor de d es un divisor de n,
entonces en la factorizacién del nGmero d en primos s6lo pueden =--
aparccer los nQimeros pzs‘o <y, < @ (s=1,2,,,.,k), es decir, =---
d“P%;;.p@° con 0 s y,< af 1i=1,,..,k: Consideremos la funcibn:

g; N~ N

n - o(n)= 2d (a > 0)
d|n
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Notemos que si consideramos a '"n" como divisor de &l mis

mo tenemos que o(l)=1, ¢(4)=7, o(5)=6, 0(10)=18, Claramente si n

¢y Oy

es un nimero perfecto entonces o(n)=2n, Asi si n=p,’...p/S enton-
ces o(n) = VPP;..p?<, 0 < Y; < o (i=1,2,...,k) donde la sumato-

ria se extiende sobre los conjuntos de k--enteros que satisfacen -

LY, € 0 . aram os nameros plrp'2 ...pk < < 0O, -
0 < Y4 o Clec ente los nimeros p'rp plc (0 < Y4 ql)
esté@n contenidos en la expansibén del producto;

. 2 NI ) )
(14p, #p+. .o tp VAP, DI s ) e (14D p2e L L Lapt )

Inversamente,cada uno de los sumandos de éste ltimo producto apa-
rece como sunando en Epp'p%v--'P%f, 0 < v S o4 (i=1,2,...,k).
Asi, tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 26: Sea n entero positivo tal que n=p% pf -'-sz, entonces

‘ ol ¢ a1
o(n)=_"_ -1 Bl ope -
pl ;l pg —l pK —l A

Como ejemplo 0(200)=17(31)=465.

Observemos que si p es primo entonces o (p)=p+l.

TEOREMA 27: Para que un nfimero par positivo n sea perfecto, es ne
cesario y suficiente que n=2“l(25_1), donde s » 1y -
2°-1 es primo.

Dem.: Sea n nimero perfecto par. Entonces nzZ"L, g > 1 vy L=2k+1.
For lo tanto ﬁ(n)20(2r')U(Lkz(Zsml)o(L). Puesto que n es -
perfecto, cntonces (2°-1)¢(L)=2n=2"L. Ademds (2 -1,2 )=1y
23|(2s-1)0(&), por lo tanto 2slU(LJ Y en consecuencia S
r(LJx2sq con ¢ € N, (25~1)q:&. implica que o (L) =kta ya

que 0(L)=:2Sq. Como (?.s-l)qr:L entonces q|b y q < Lk (s>1).

Por lo tanto L tiene al menos dos divisores distintos que
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son q, k. Pero la formula o(L)=1+gq nos indica que L,q son los Gni-
cos divisores. Consecuentemente =1 yv L es primo, Pero - -—=-=-—=

g~ 5

L;(2’-1)q325—l. Entonces n=2"""E=2""(2"-1). Asi tenemos demostra-
da la condicidén necesaria. Para probar la suficiencia, supongamos
que 2°-1 es un nfimero primo. Sea n=2°""%(2*-1) . Entonces;
g(n)=g(251) g (2°=1)=(2°~1) 2=2n.

Esta Gltima igualdad afirma que n es un n(mero perfecto, con lo ~-~
cual terminamos la demostracién del teorema ,

Es fécil demostrar que si 2* -1 es un nmero primo, enton
ces p debe ser también un nlmero primo. El teorema anterior se re
sume COmo:

Todos los nfimeros perfectos pares son de la forma 2! (2¢-1),

ok .
donde k y 2" -1 son nGmeros primos ,

Los nlmeros perfectos fueron investigados por Euclides -
quien descubrid el siguiente mé&todo para calcularlos. "Considere-
mos las sumas 14+2427423+...2%, Si en una de éstas obtenemos un ni-
mero primo, entonces la multiplicamos por su filtimo sumando v asi
obtenemos un nfmero perfecto".

Con avuda del teorema(Z?hobsgrvamos ague el método de Eu-
clides nos nxopbrciona todos los ntmeros perfectos pares.

Ahora vamos'a calcular, por el método de Euclides, alqu-
nos nlmeros perfectos pares, Consideremos la sucesién de los nlme
ros primos. Observemos cuando 6 no el nlnero 2" -1 es primo. Vemos
que para k=2,3,5,7 los nfineros 2K~l:3,7,31,127 son primos. Con es-
to obtenemos los primeros cuatro afimeros perfectos, los cuales vya
eran conocidos en la antiguedad, kllos son 2(22-1)=6, 22(23%-1)=28,

24(25-1)=496; 26(27-1)=8128, Para k=11 ¢l nGmero 2!''-1=23(89) es
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compuesto y por lo tanto 2'°(2!''~1) no es un nlmero perfecto. Todo
esto muestra que la tarea de encontrar nimeros perfectos pares, es la
misma que encontrar nfimeros de Mersenne definidos como nlimeros pri
mos de la forma 2 -1. Sin cmbargo, aun quedan dos preguntas gque -
contestar ¢Existe un nlmero infinito de nlmeros perfectos? (Existe
un nmero perfecto impar?,

Por Gltimo analizemos el problema de caracterizar todos

los enteros n > 1 tal que Illd=n?. Los enteros positivos que satis
d |n

facen la igualdad anterior son conocidos como nimeros perfectos -~
multiplicativos.
TEOREMA 28: Sea n > 1. 8i d(n) es el nlimero de divisores positi=

vos de n, entonces

LE]

d(n)= (o +1) (a,+1) oo . (@ +1) , n=pﬁ.;.4% R

TEOREMA 29: Wd=n2 si y s6lo si n=p® 6 n=p,p,, P, # p,.
d |n

Dem.: esclaro que ld= H%
dn

Por lo tanto
nd(n)

n'=n?n?= N1d .« N = Iln=

d ot (dln)

haciendo uso del teorema 28 tenemos que:
d(n)=4= (o,+ 1) (a2+ 1)...(c+ 1)= 4

Asi es que s=1 vy a‘=3 6 s=2 y Oj=0;=1 N

Como una simple obscrvacién notemos que existe un n(mero

infinito de nimeros perfectos multiplicativos,
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CAPITULO IT
ENTEROS GAUSSIANQOS

Los enteros complejos 6 enteros gaussianos son nfimeros -
comple jos de la forma a+lzi donde a,b son enteros. Este conjunto
es denotado por Z[i]l= {a+bi/a,b ¢ Z, i*==1},

La Teoria de los enteros gaussianos es importante por dos
razones, primeramente resulta interesante ver hasta que punto las
propiedades de los entercs ordinarios son suceptibles a generali-
zaciones, sequndo; porque algunas propiedades de los enteros ordi
narios son conseccuencia directa de las propiedadeé de los enteros
gaussianos.

Observemos que los gaussianos forman un dominio entero -
con la suma y producto usuales. Si o= a+bi € Z[i] denotaremos --
¢ =a-bi y N(a)= of. Llamaremos a N(oa) la norma de a.

Notemos qgque o y @ tienen la misma norma, es decir, —
N(a)= N(&). 8i a=a+bi (a,b € Z), tenemos que N(a)=a’+b?, Por -
lo tanto, la norma de un gaussiano es un entero positivo, es cero
si y s&lo si «a=0,

Sean o, ,0, € Z[i]. Decimos que o; divide a o; € Z[ i] si
existe ay en Z[ i] tal que ai1=0s03 . Si o divide a o, en Z[i] es-
cribiremos g; | a; y o2 @ en caso contrario, Notemos que un en
tero oxrdinario puede verse como un entero gaussiano., Es importan-
te observar que esta definici6n do divisibilidad en Z[ 1] es consis
tente con la que dimos para los entéros ordinarios,

TEOREMA  1:  Sean a,b enteros ordinarios tal que bla en Z[i]. En-
tonces bla en Z.,
Dem.: Para establecer cuando c+dijatbi es Gtil el siguiente resul

tado
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TEOREMA 2: c+di |latbi si y s6lo si c?+d? lactbd y c?+d? |bc-ad en

Z-A

Ejemplos:
1+i |2 porque 2|2 y 2|-2
1+%4ﬁ+21 porgue %*g
TEOREMA 3: Sean o,,0; enteros gaussianos, Entonces
| I) si o; |02 entonces & |33
IT) N(o;a=N(w )N{a,)

III) Si o le2 entonces N(oy) [N(o2) ,

La propiedad II se puede cxpresar diciendo que la norma es una --
funcidén multiplicativa.

Ciertos enteros gaussianos dividen a cualquier elemento de Z[ 1], -
ellos son llamados unidades. En particular, una unidad divide a
1. Inversamente si ull entonces u es unidad, en efecto, tenemos
que l=uwn, entonces para todo B en Z[i]l, B=R(1l)=(Ra)u, Por lo tan
to u|B.

Podemos encontrar las unidades en Z[ i] simplemente loca-
lizando los divisores de 1. Las Gnicas soluciones de la ecuacibn
a’?+b?=1 en Z son +1,0 y 0,t1, y por lo tanto las d%icas unidades
de Z[i] son *1,%t1,

TEOREMA 4: N(a)=0 si y s6lo si a=0.
N(au)=1 si y s6lo si all

N(a) >1 en otro caso A

Sean a,B ¢ Z[i]. Si a |8 y B |o entonces decimos que o y B son aso
ciados.

TEOREMA 5: Sean o,B asociados, entonces N(a)=NiB),
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El inverso del teorema anterior no siempre es véilido,por
ejemplo: N(1-21i)=W(1+2i) pero 1-2i*1+21
TEOREMA 6: Seca o € Z[ 1], o #* 0. Entonces o tiene exactamente -
cuatro asociados.,
TEOREMA 7: (Algoritmo de la Divisibn). S1i «,B # 0 son enteros
gaussianos, entonces existen k,5 tal que;
a =Bk+é con N(8) < N(B).

Dem. : % - atbi — (a‘*‘bl? (C"d]) — A+Bi (A,B € @)
c+di c’+d?

Sean X,y los entcros mds préximos a A y B respectivamente,
es decir |A—x| < %. y IB—y | < %,
Entonces;

N (9‘6— - (x%yi) ) =N (A+Bi- (x+yi) ) =N( (A=x)+ (B-~y) i) =(A-x)? + (B-y)2<1,

v
Sea «k=x+yi , §=0~B(x+yi)

Finalmente tenemos que

N(6)=N(o=f(x+yi) )=N(B)N (5 ~(x+yi))< N(B),

TEOREMA 8: Séan oa,B € Z. Entonces existe § € Z[i] tal que;
I. Slay 618
II, Si 6'la , 6" |8 = &'
I1I. Existen &, € Z[i] tal que §=af+Rn .
Dem.: En base al Tcorema 7, el algorftmo euclideano puede ser ge
neralizado para los enteros gaussianos como sigue:
o= K g, N(p, )< N(£)

B=P «, +0, N(P,)< N(P,)

Poy =y K P N(B) S NCP Y.
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esta sucesibn de ecuaciones debe terminar porque N(B), N(p,;)
N{(P,),.,. es una sucesibn decrccicente de enteros positivos.

Sea 6=q<. Es facil observar que p. es un divisor comin de -
oyf. También R, puede ser escrito como combinaciédn lineal
de By Y B, v del mismo modo Moy €8 combinacién lineal de
s Y er Y asi sucesivamente obtenemos que p, €s combina- -
cibén lineal de o'y B, es decir g = ag+fn.

Por otro lado, si §' satisface I y II entonces como § |o y

Sl , 818" . Pero & la y & |8, por lo tanto & |§.
1 L .

En conclusi6n, § y &' son asociados.,

Cualguier entero gaussiano & que satisface I y IT es llamado el -

maximo comln divisor de o y B, escribimos («,B)=6.

Corolario: Cualquier par de enteros gaussianos tiene exactamente
cuatro mazimos comunes divisores. Todos ellos son -

asociados_’:.A

Realmente, los enteros ordinarios tienen 2 maximos comunes
divisores los cuales difieren en el signo. Ellos son de tal for-
ma que cada uno de ellos es dividido por cualquier divisor comin
de los n@imeros dados. En el caso de los enteros gaussianos pode-
mos considerar s6lo un miximo comln diviscr simplemente identifi-
cando divisores asociados,

Como una aplicacibén del teorema 8 citamos el siguiente par de ejem
plos:

1) Encuentre el méximo comin divisor de 6-171i y 18+i

0-17i _ (6-17i) (18-1) _ 91-3\2i _ _,, 91+13i
18+i 325 325 325

6-17i=~1(18+1) + (5+1)

31



18+1  (18+i) (5-4) _ 91 - 13i _ 5, 1-i

5 +i 26 26 2

1841i=3(54+1)+(3~21)
541i=1+1
Por lo tanto (6-17i,18+1)=3~2i y los nlimeros aso
ciados con éste, es deciyr, =-3+42i, 2+43i, -3-2i.
2) Encuentre el miximo comfn divisor de 7+11i y 3+51

7+111 - 76-21 = 2 4 8—~21

3+51 34 34

T4+111=2(3+451)+(1+1)

3451 - 444
1+i

, 345i= (4+1) (1+1)

Por lo tanto (7+11i,3+45i)=1+i y los nlmeros asociados a és
te, es decir, ~-1-i, i-1, -i+1l.

Es facil notar que entre los divisores comunes de o y B, -
el maximo comiin divisor tiene norma méxima. El inverso también -
es cierto. Asi ¢l méximo comin divisor también puede ser definido
como ¢l divisor comlin que tiene norma mayor.

La teoria de el miximo comln divisor de dos o méds enteros
gaussianos se puede establecer fédcilmente considerando formas li-
neales, justamente como se hizo para los enteros ordinarios.
TEOREMA  9: Sean a;,0,,..,,0, enteros gaussianos distintos de =

cero, Entonces existe p € 7] i] tal que
I. oplai (i=1,2,...k)
II. Si plai con i=1,2,...,k , entonces u |p.
Dem,: Sea 8 = {arxitarxo+. . ..+a,x,/ xi € 2[i]}
y M= {N(x)/ x € 2]

Como M es un subconjunto de los enteros positivos, enton-
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ces existe p € % de norma minima y p=a,p,+a, p,+.,.Fagpg.

Ahora vamos a demostrar cue para toda x en 3, p [x.

Sea % en %, entonces existen xl;xa,...,xk en Z[ i] tal que

X= Ay ¥y +a; Xty .

Aplicando el tcorema 7 tenemos que existen d,r en Z[ i] tal

que X= pgtx N(r) < N{(p)

pero r=x~pg=a; (X ~qp, ) +..tax (xe-qp;) -

Si N(r) # 0 entonces r # 0 y por lo tanto r € %. Adem&s r -

es entero gaussiano que satisface N(rx) < N(p).

Esta Gltima contradiccién implica que N(r)=0, es decir, r=0.

Por consiguicnte x=pg vy p{x' para toda x en B,

Por Gliimo, sea } cualquier divisor comfin de ajgy

aj;=ptTy

como p=a,Qﬁw.,+aﬁq;:u( T1D1+...+THDK)

entonces }i |p.,
Cualquier par de enteros gaussianos a,f tienen por lo menos 4 di-
sores en comﬁn, a saber: 1,-1,1i,-1. 8i o, s6lo tienen &€stos nid-
meros como divisores comunes, entonces decimos que o, son pri-
mos relativos. En este caso escribimos (o, )=1.
Como una aplicaci®n del teorema 9 tenemos el siguicnte resultado:
TEOREMA 10: Sean «, & Z[ i}]. Entonces o,B son primos relativos -

si existen X,y en Z[i] tal que ax+fy =1, ,
TEOREMA 11: Sean o,8,8 € Z[ i] tal que al|B6 y (a,R)=1, Entonces
ulG.A

TEOREMA 12: 8i (o,B)=1=(a,d), entonces (o, B8)=1.,

Sean a,;aa,...,aﬁ enteros gaussianos distintos de cero, Conside-
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remos el siguiente conjunto M={x EZ[i]/ai %, i=1,.,.,k}.
Claraménte M # ¢ puesto que el nlmero Hai (i=1,...,k) pertenece a
M. Con ésto, tenemos justificado que al menos existe un multiplo
comlGn de los enteros a; ,az,...ag.
TEOREMA 13: Sean a,,a,,...,a; enteros gaussianos distintos de ce
ro, Existe p en Z[ i] con las siguientes propiedades:
I. ailu para i=1,2,...k
IT. Si y' € M entonces ulu',
Dem.: Sea M={x ¢ Z[i]/ ai\x, i=1,2,...,k}
Consideremos H={N(x)/x € M},
Observemos que H # & puesto que M # @,
Como H ¢s subceonijunto de los enteros positivos, entonces -
existe m en I tal que m < h para todo h en H,
Por lo tanto, existe p en M tal que N(u)=m.
Obviamente y satisface I.
Por Gltimo, s6lo resta checar que y satisface II,
Sea W' en M, Sabemos que existen q,r, en ZIi] tal que
ut=cu+tr N{(r) < N(u).
Si r # 0, entonces resulta ser multiélo comn de a,,...8; y

adenés r sa*tisface N(r)-I N(u) lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto r = 0 y consecuentemente ulunA
La norma de cualgquier entero gaussiano que satisface T
y II es menor & igual que la norma de cualquier multinlo comn de

los nmexros a ,a, ... a,,

Es fécil ver que todos los enteros gaussianos que satis

facen las dos propiedades del teorena anterior son asociados.
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PRIMOS en Zf 1]

Es claro‘que todo o € Z[1i] tiene al menos cuatro diviso
res: 1,-1,i,-i. Si o es asociado con 1 entonces o también tiene
como divisores a do,-0,i0,-ia, Dicho de otra manera, todo entero
gaussiano o al menos ticne como divisores a 1,-1,i,-1,4,~0,1d,~1d.

Un entero gaussiano 7 ger& llamado primo en Z[i] si sus
inicos divisores son 1,-1,1i,-1,m,-5,ir,~-ir. Para distinguir en--
tre un primo en Z de un primo en Z[ i] llamaremos primos ordinarics
a los de Z y simplemente primos a los de Z[ i} .

Resumicndo, tenemos que un cntero gaussiano es primo si
no tiene divisores excepto sus asociados y las unidades, Es cla-
ro que esta definicidn es equivalente a la siguiente:

Un entero gaussiano ¢ es primo si su norma es mayor que 1 y

51 no es representable como producto de enteros gaussianos

con norma mayor que 1,
En efecto, si a esta en Z[i], N(a) > 1 y a=uB, donde N(py) > 1, =--
N(B) > 1, entonces pu no es asociado de 1 puesto que N(p) > 1. Tam
bién u no es asociado de o puesto que entonces f resultarfa aso-
ciado con 1. Por lo tanto, o tiene un divisor jI el cual no es ==
asociado con 1 ni con o , es decir « no es primo.
TEOREMA 14: Sea a € Z[i] tal gue N(a) es primo ordinario, Enton

ces o es primo,
Dem.: Supongamos que N(a)=p, y o=jf con p primo ordinario,
p=N(a)=N(u)N(B). N(u)=1 6 N(B)=1, es decir, 1 6 B es uni--

dad. For lo tanto a es primo,

El inverso del teorema 14 es falso pucsto que;

7 es primo en Z[i] vy N(7)=49 no es primo ordinario,
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En general si p e¢s un primo ordinario no necesariamente p es un -
primo en Z[ 1i].
TEOREMA 15: Sea n entero positivo tal que n es primo en Z[i]. En
tonces n es primo en Z,
Dem.: Si n es primo en Z[i] entonces sus finicos divisores son --
1,-1,4i,~-i,n,-n,in,~in.

Entonces claramente n es primo en Z

TEOREMA 16: Cualquier entero gaussiano o con N(a) > 1 puede ser
representado como un producto finito de primos.

Dem, : Sea o € Z[ i), N(a) > 1. La demostraci6n la haremos por in-
duccidn sobre N(o) .
El primer caso a considerar es N(a)=2: los 4 enteros gau-
ssianos de norma 2 son asociados del primo 1+i, en éste --
caso el teorema queda demostrado,
Supongamos que o es tal que para todo p en Z[ i] con
N(pu) < N(w), p es representable como producto finito de -
primos. Si o es primo, terminamos. Si o no es primo en-
tonces =Ry, con 1 < N(B) < N(wu), 1 < N(y) < N(a). Hacien-
do uso de la hipbtesis de induccibn tenemos que

B= m fy T y=mout Ll

uo!
donde Tawif son primos
por lo tanto
I P ST A AR L EL I AN
Por definicibn, cualquier primo n tiene por divisores a
1,-1,i,-i,n,-n,in,~1in,
De ésto @iltimo inferimos que, si un entero gaussiano o no es divi

dido . por un primo 7, entonces (o,7)=1,
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TEOREMA 17: 8Si ”'"1/“2""'ﬂ: son pPrimos y w h,ﬁz...mc, entonces

7 es asociado de algln ns con 1 < s < k.,

TEOREMA 18: (Teorcma de Factorizacién Gnica para Z[i}).
La representacidn de un entero gaussiano como un -
producto finito de primos es finica salvo el orden de
los primos y asociados.

Dem.: Sea ¢ en Z[i], N{(y) > 1. Supongamos que ¢ tiene dos facto-~

~d
s

rizaciones d=m 7, ...n = "1 ... 7% , k < s,

Entonces m; |m47n% ...7 . Por el teorema 17, 7 es asociado --
con algln T, 0 SUPONgamos que es 74 . Entonces
Wiy ..M =nb7h ... 1% donde p; es una unidad.
El argumento puede ser repetido k veces para obtener
Y - ] /
“1 “2 L] ‘L "‘”;;ﬁf ﬂl("{ﬂ I LY
Por lo tanto, 1=N(1 )N (n2) .. W0 )=N(mhe ) N(mhyy) .. JN(7%)
lo cual es falso puesto que N(r  .) > 1

1 € i < s-k,. Por lo tanto szkA

A continuacién damos la demostracién de algunos resultados bisi-

cos que nos serviran posteriormente para caracterizar los nlmeros

primos en Z[ i].

El principio de la caja de Dirichlet nos dice aue si tenemos n ca

jas y m> n objetos para colocarlos en ellas, entonces al menos -

una caja contiene mis de un objeto, El1 siguiente resultado es =-

una simple aplicacidn de éste principio.

TEOREMA 19 (Axe:) Thue) Sea n > 1, y se k el menor entero tal -
que k > vn, Entonces para cualquicr entero qftal -
que Bk&,podemos encontrar x,y € {0,1,2,,..k~1} de --

tal manera que ay 2 +x (mod n),
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Dem. ¢

Sea S={ay+x} con x,y € {0,1,...,k~1}

" Es claro que la cardinalidad de S es k2.

Por lo tanto, como k? » n entonces existen

ay; +x , ay: + %2 € S tal que ay:i+x = ay:+x: (mod n)
(principio de la caja de Dirichlet), |

Podemos escribir a(ys;-y:) = X=X (mod n)

Ademés 0 < |y;-y2 | < k-1, 0 < Ix-x,| < k-1

Si y,-y.=0 entonces x; —x;=0

Sea y=v,; -~y P OXE X1v¥g

TEOREMA 20: Sea p primo ordinario. Entonces x?% -1 (mod p)

tiene solucién si y s8lo si p = 1 (mod 4),

TEOREMA 21: Cualquier primo de la forma 4nitl puede ser represen-

Dem.:

tado de manera Gnica como suma de dos cuadrados.(Fermat)

Sea p primo de la forma 4n+1l.

Sea a solucidén de la congruencia x*+1 = 0 (mod p), es de-
cir, a’*+1 = 0 (mod p). Es claro que p{a. Por el teoremé
19 existen z,w enteros positivos tal que az™ *w(mod p) con

0 € z2z<k-1l, 0<w<ZKk-1 y k el menor entero tal que

k > Vp,
Por lo tanco a’z’= w? (mod p)
es decir a’*z® +2° = w? +2? (mod p)

as{ que w2+z’=pt para algun t €& N,
Pero w < (k-1)" <p , 28 < (k-1)* < p
entoncoes wh+z =pt < 2p

por lo tanto t=1.

Por iltimo veremos que €sta representacién es finica.

En efecto, supongamos que p= x’+y?=w?+z?

38



entonces p(y?-22)=w?y?-22x2=(wy+zx) (wy-2zx)
por lo tanto wy % £zx (mod P)  +eeereeresed
por otro lado tenemos que
p?=(xwtyz) % + (wy+zx)?2 ve s seas eyl

81 wy=uzx. Como (w,z)=(x,y)=1 entonces k=w, y=2
Si wy # zx entonces de 1ly2 tenemos que

lwy Tzx|=p y xw t yz=0
Por lo tanto xw=yz

y entonces y=z, y=w ,,

Observemos lo siguiente: un entero ordinario de la forma 4k+3 no
puede ser suma de dos cuadrados. El argumento es que, puesto que
el cuadrado e un entero es congruente a 0 6 1 (mod 4), la suma -
de cualesquicra dos cuadrados debe ser congruente a 0,1 & 2 pero
nunca a 3. Dicho de otra manera, los nlmeros primos de la forma
4k+1 y 2 son suma de 2 cuadrados.

TEOREMA 22: Los primos en Z[i] son

I. 1+i y sus asociados
ITX. los factores a+t+bi de primos racionales dé la
forma 4n+l y sus asociados
III. 1los primos racionales de la forma 4n+3 y sus
asociados,

Dem.: Basta demostrar que 1+i1 es primo puesto que por definicidn
resulta claro que los asociaﬁos de 1+i son primos.
Supongamos que 1+i= af, entonces N(a)N(B)=N(1+i)=2,

Por lo tanto, H(a)=1 6 N(B)=1, 1consecuentemente a 6 38,
es asociado con 1, es decir, 1+i es primo,

II. Continuaremos determinando los enteros positivos los
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cuales, vistos como enteros gaussianos son primos en Z[ i .
Claramente deben ser primos racionales y deben ser impares
puesto que 2=(1+i) (i-i). si quc tenemos que considerar --
los primos de la forma 4Antl y 4nd3.

Sea p primo racional de la forma 4n+l. Por el teorema 19 -
existen a,b enteros positivos tales que p=a’+b’, entonces -
p=(atbi) (a~bi) y N(athi)=a’+b’=p > 1. Por lo tanto p no es
un primo en Z[i].

Sin embargo, los factores a+bi y a-bi son primos.

En efecto, si atbi= af, donde N(u) >1, N(f) > 1 entonces -
p=N(a+bi)=N(uw)N(B), lo cual es falso puesto que p es primo
racional.

Por lo tanto, concluimos afirmando que los factores comple-
jos de primos de la forma 4n+l (n > 1), son primos.

III. Por Gltimo demostraremos que los primos racionales de
la forma 4k+3, vistos como ecnteros gaussianos, son primos -
en Z{i]. En efecto, sea p primo racional tal que p=4k+3.
Si p fuera producto de dos entercos gaussianos de norma ma-—-
yor que 1, entonces p=(atbi) (ctdi)

por lo tanto N(p)=p®=(a’+b?) (c*+d*), con a*+b? >1, c?+d* >1.
Como p es primo entonces p= a’+b?, Esto Gltimo es falso pa
re cualquier primo de la forma 4k+3,

Asi, hemos mostrado que los primos racionales de la forma -
4k+3 son primos en Al i),

Es claro que no pueden existir otros primos complejos, por-
que si 7 fuera tal primo, entonces, en virtud de la unici-

dad de la descomposicibn de un entero gaussiano en primos,
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m no deberfa ser un divisor primo de cualquier niimero racio
nal. Pero ar=N{n) lo cual es falsoA
FACTORIZACION DE UM ENTERO GAUSSIANO

Ahora vamos a mostrar un método por medio del cual, un
entero gaussiano puede ser represcentado como el producto de pri-
mos.

Sea N(z)=n. Cualquier factor primo del nlmero z es un
factor primo de su norma n=zz. Los factores primos gaussianos —-
del entecro positivo n,pueden encontrarse flcilmente obteniendo -
sus factores primos ordinarios,

Oy

o o o
Sea n=2 p,'P,P,% .. p

5.3 A

q‘ll‘qé’l-onqss -v"ﬂ'!ndt!'bﬂ-(.l)
donde los pi's son primos de la forma 4t+20) y los qj‘s son primos
de la forma 4¢+3. Sea oy Fj, j=1,...,k los factores primos com

plejos conjugados del nlmero pj. Sea nj:a+bi M szaMbi; enton-~-

' 2 2 . . '
ces pa.=a +b”. Entonces la factorizacién de n en factores primos
J N

complejos es:

=( i)« N 1 P PR Qy 70 D, o3 3

n=(1)S (14D) Y a® A& wl A%, n& A% gl gle L, gls ceen{2)
puesto que n=2Z, entonces

a= 3_6 (l‘*'i))\ﬂi\‘ 7.?3\"'}72\2 7"2\2 . o-";w izi‘h q%j'q}hn .o q}‘s I N (3)

donde § puede ser 1,2,3 6 4y A,A.,Aﬂ;,,,,kg,Xk,ug;,.,,us son en
teros positivos.
Puesto que N(nj)= pj y N(qj)=q§, temando noxrmas en (3)
2! ! '
N (z)=2"p, ‘\"’pz‘ AR .n‘?\n"' )" 3 SIS S I

comparando los exponentes de ésta (Gltima expresién y{l)obtenemos

- 0 U - !
A=a, A, X S0, Ay tXy =0, v e A 42 = qp

(1)aqui Py ne denota el k-&simo primo.
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(1

2]11::':61 ‘,]12:"62 A 1;2“5':85
Esta (ltima expresifn muestra que los exponentes Bi deben -

ser pares, Por lo tanto, x=a,u|£§81;uz=%B:,.‘.,ﬁs=%85. Asi

los exponentes estén determinados de forma dnica.
De lo anterior podemos concluir el siguiente resultado:
TEOREMA 21: ©Si un entero positivo n es la norma de un entero gau
ssiano, entonces en la factorizacibn de n en primos
racionales, los primos de la forma 4k+3 tienen expo-

nentes pares,

lHasta ahora, hemos determinado los exponentes de los primos de la
forma 4k+3., Sin embargo, para tener la factorizacién completa de
%z, alln debemos cncontrar los exponentes con los cuales deberan ==
aparecer en la factorizacidn,los primos de la forma 4k+1l, es de-

cir, tenemos que determinar los nmeros Xj’xj'
Para determinar los exponentes %j,xg,donde j=1, yvs kK, usaremos -=
otra regla que puede ser deducida como sigues:

|
Sea kj el mayor exponente positivo para el cual p?lz, entonces

R
afirmamos que A.=o_.~k. A=a, =k,
J 3 ] J 3 ]
si p':‘;-’ﬂj lz [ 51 p';’ﬂjfz .
A =k A=k
37 3

Demostraremos ésta (Gltina afirmacidn:

e aa 4

Por definicidn del exponente kj tenemos que T no puede ser -
. pj

dividido simultancamente por "j N ;j’ porque si 8sto sucediera, -

- - e a z
como (7,7 _)=1, entonces p_.=r 1. debe dividir a —~—— , es de--
] 3 13 p“ ~
J

. 158 . .
cix, pjlz,lo cual ¢s false puesto que kj es el mayor entero posi-
. Kj
tivo tal que p;lz.
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Consecuentemente si "j —ﬁﬁ—-, entonces E.}C~F~ .
hY

P ;

J J

Como p?m Ng ﬁ? , haciendo uso de que

Ca . ,
z= 1S (1+i) e AN, . m}€a§<qy‘...q38

Concluimos que szkj’ entonces‘kj=aj-kj. Si el nfimero ZM

: P

J

. no es dividido por 7., entonces A.=k. y M.=o -k_..
J J ] J 3 3

Por Gltimo, el exponente ¢ se puede encontrar fdcilmente ha
ciendo una simple divisién de z y el producto de los facto-
res primos los cuales sus exponentes ya han sido determina

dosA

Para finalizar, veamos algunos ejemplos:

l'_

Sea z=22+7i, Entonces tenemos que:

N(z)= 484 +49=533=13(41), p,$13=22+32, p;=4l=42+52
Por lo tanto x:iaﬂfﬁfmjﬂf2 =1 a= 1
donde wy=2+31, Ty =2-31, ma= 4451, 7, = 4-51,
s6lo nos falta encontrar los exponentes Ay, A1, Az, A2

Como pi1/z vy P22 entonces k,=k,=0

Ahora veamos si milz 6 7, |z

2 22+71 . - L
= = He47 asi que "U*Z y por lo tanto
T 2431
A=1, Ny =0

Similarmente para calcular los nlmeros *; A%

z 222+7i
s 4+5j

= 3~2i, asi que ﬁ%*g y por lo tanto

Nz#=1=0=1 ,  N,=0

Por lo tanto z= ik(2+3i)(4+5i)
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por un célculo elemental obtenemos gque A=3, es decir,
z=1%(2+31) (4+51)

Sea z=19+17i entonces tenemos que:

N(z)=361+289=650==2(5") (13)=2p] p,

p =1"+2" , p =2"+3" , consecuentemente z=il (1+1) m\ it WA ik 2

donde m,=1+2i, # =1-21i, » =24+31 , @,=2-31

puesto que %*@ Y 1%*% entonces k; =k, =0

Ademnds n5}19+17i, es decir, A(=0 A =2

también N2*ﬁ9+l7i, es decir, n,=0 A;=1

por lo tanto z=il (1=2i)? (2-3i) (1+1i)

Por un célculo eclemental tencmos X=2, es decir,

z=1i® (1+i) (1-2i)7 (2-31)

Sea z=10+100i, podemos escribir z=10(1+101)

como 10=w~i (1+i)? (1+2i) (1-2i) entonces es suficiente encon-
trar la factorizacibn de 14+101; pero N(1410i)=101 es primo
racional, entonces por el teorema 14 tenemos que 1+10i es -
primo en Z[ i},

Por lo tanto z=-i(1+i)? (14+2i) (1-21) (1+101) .
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CAPITULO TII

Z[ ol
Sea p € { y pl4p+l=0
Entonces p= 3" = %(~1+i/3) y p2= %(—l-i/3)= e

Definimos Z[ pl={a+bp/a,b € %, p%+p+1=0}
Si o=a+thp, es inmediato de p?+p+l=0 que:
atbp=a~b-bp? 6 atbp?=a~b-bp

Por lo tanto, los enteros de Zl'p}) son de la forma a+bp 6 at+bp?, =
con a,bh € Z,
Si a=a+t+bp, definimos la norma de o como

N (o) ={a+bp) (at+bp?)=a’-ab+b?
Notemos que N(«) es un entero positivo, puesto que‘
2

o2, ?:; __‘_:_l_; 2 ,3‘
a‘—ab+h=(a 2b) + i I>

Es fa&cil checar que N(ap)=N(a)N(B) y mas generalmente

, entonces N(a)=0 si y s6lo si a=0,

NUk%)mHN(%) (i=1,.,,,n)
Definicién: Sean a,p € Z Ipl, Decimos que o |R si existe y € Z['p]
tal que B=ay,.
TEOREMA 1: Sean o,8 ¢ Zl'pl, Si o |8 entonces N(a) N(B),
Definicién: Seca a=atbp, Diremos que o es unidad si oll,
TEOREMA 2: 8i a es unidad entonces N{a)=1 ,
TEOREMA 3: Sea a € Z[p}, Si N(u)=1 entonces o es unidad,
El Teorema 3 nos indica que']as unicas unidades de Z[.p} son
1, *p , £ (14D),

Sea o € Z[p]. Diremos « y B son asociados si a|ByBla ,

TEOREMA 43 Si a y B son asociados, entonces N(o)=N(f),

Ahora estaros en posibilidades de afirmar cuantos asociados tie-

ne oO.



TEOREMA 5: Sea o € Z[p], o # 0, Entonces o tiene exactamente

6 asociadosA

TEOREMA 6: Sea a & Z[p] tal que N(o) es un primo ordinario. En
tonces o es primo en Z[ p].
Dem.: Supongamos quc N{o)=p , a=pf con p primo ordinario.
Entonces p=N(u)=N{(u)N(R).
Por lo tanto N{(p)=1 & N(B)=1l, es decir, o es primo en

Zlpl,

Claramente 1-p es primo en Z[p] puesto que N (l-p)=3.

El inverso del Teorcma 6 es falso, por ejemplo; 7 es primo racio

nal, pero no es primo en Z| p}.

TEOREMA 7: Scan o, G Z[p], B # 0, Existen k,o0, € Z[ p] tal que
a=kfB+n; N(w ) < N(B).

Dem.: Sea u=athp ,R=ctdp

ctdp (ct+dp) (c+dp?) c?-cd+d?

R, s e}

Sean %,y enteros ordinarios tal que

R-x | < % / ls-y | < % entonces

atbp _ (a+bp) (ctdp?) _ actbd-ad+ (bc-ad)p _ R+ S

™ R
|

N(% - (x+yoﬁ =N (R+8p~ (x+yp) ) =N (R-x+ (5-y) p) =

(R=x%) ?- (R~X) (S-y) +(S~y) ? < %

Sea k=x+yp , o =u~kf

N (0 ) =N (a=k ) =N ()N (4=K) < 3 N(B) < N(B),

EL Teorema Fundamental de la Aritmética también cs vdlido en Z] p)
TEOREMA 8: (Teorema Fundamental de la Aritmdtica).

La expresiotn de un entero de Z{ pl como un producto

16



de primos es (nica,
Los primos de Z[ p]

TEOREMA 9: Sea p=3nt+l primo ordinario. Entonces existen a,b -

enteros positivos tal que p=a’-abt+b?,

Observemos que para todo a,b € Z  a’~ab+b?= 0,1 (mod 3),
Por lo tanto todo entero positivo de la forma 3n+2 no se puede -
expresar de la forma a®-ab+b?, puesto que 3n+2 = 2(mod 3).
TEOREMA 10: Los primos de Z[p] son
I. 1-p y sus asociados,
II. Los primos racionales de la forma 3n+2 y sus
asociados,
IITI. Los factores atbp de los primos racionales de
la forma 3n+1,
Dem,; I. Aplicando el Teorema 6 obtenemos que N(1l-p)=3, Por lo
tanto 1-p es primo de 7[ p],

II. Sea p=3n+2 primo ordinario .Si p fuera producto de --
dos enteros de Z[ p] con norma mayor que 1 tendriamos
que

p=(a+bp) (c+dp) con N(atbp) > 1, N(ct+dp) > 1

Por lo tanto N(p)=p®=(a’-ab+b?) (c’-cd+d?)

Como p es primo racional y a’-ab+b? > 1, c?~cd+d?> 1
entonces p=a’-abtb’ lo cual es falso.

ITI. Sea p=3n+l primo ordinariq,Bntonces por el Teorema 9
tenemos que

p=(atbhp) (a+bp?)

Debemos mostrar que los factores adbp y a+bp? son pri
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primos de Z[ p].
En efecto, pucsto que p=N(a+bp)=N(a+bp?). Entonces
aplicando el Teorema 6 obtenemos que a+bp y atbp? -

son primos de Z[pl,

Ahora dirigiremos nuestra atencién a los primos de Z[ p] que son
primos ordinarios de la forma 3n+l,
Por él Teorema 9 sabemos que existen a,b € Z tal que
a’-ab+h? = p = 3n+l ereeeaa (1)

Si a y b son imparecs, podemos introducir b' definida por b=a-b'
donde claramente bh' es par.
Sustituyendo en 1 obtenemos que

p=3n+l=a’-ab+b’sza’-ab'+b'?
Como en los dos casos obtenemos nGmeros de la misma forma enton-
ces podemos escoger libremente b par, es decir

be2p (6 e 2)

Por lo tanto def{l)obtenemos

a’-abtb’=(a~2) “+ 2 b= (a-B) *+3p’
Si c=a~B entonces |
4az—al)+b2==cz“}‘362=3n+l=p ° (N ] g 13 0(2)

De la igualdad(2)se sigue que 37c, es decir
c=3k+1 6 c=3k+2
También podemos afirmar que en{2)n no puede ser impar porque si
lo fuera, entonces p es par,
Por lo tanto podemos escribir n=2m, Asf que(2)se convierte en
c?43p%=p= Gm+1 cesaes(3)
Regresando a la forma atbhp tenemes que
iv3) _ . b ib,
2

+ e = a- Q’*“vwéw

O} b

a+bp=a-+b (»« Tea-p+ipyY3 = c+iB/3.
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y por lo tanto c+if/3 es primo en Z[ p] cuéndo ctr3p*=6m+l=p.
Por ejemplo: 1%43(2%)=13=6(2)+1 donde c=1, =2 y 1+2i/3 es un
primo en Z[ p] junto con sus agociados.
Considerando la expresién 3(1+2+.,..+p)?+1 (p primo ordinario de
la forma Om+1l) se puede demostrar que existe un nlmero infinito
de primos de la forma 6m+l. (Véase ¢l Teorema de Dirichlet).
Existen ecuaciones cuadréticas que representan una sucesién fini-
ta de primos de la forma ém+l, por ejemplo,
y=6x?+6x+31

la cual, para x=0,1,...,28 representa 29 primos de la forma 6m+1l
comprendidos entre 31 y 4909; remplazando x por x—-29 obtenemos -
la siguiente ecuacibn;

vy =6x2-342x+4903
la cual representa 58 primos de la forma 6m+l,
Entre 1 y 10" existen 1229 primos de los cuales 611 son de la -~
forma 6mtl,
El propbsito de €sta scccibn es descomponer los primos de la for
ma 6m+l en la forma c¢?+38% y representarlos en el plano compleijo
(c,iB).
La relacién 6m4;l=cz+382 nos indica que
1) 37c
2) 8i ¢ es par,entonces § es impar
3) Si ¢ es impar,entonces B es par,
Ahora grafiquemos en el plano (¢, ) todos los nfimeros de la for-
ma 6m+1l, primos 6 no, que satisfacen 1),2) y 3) y observemos que

estln situados sobre los vértic:s de exdgonos,
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Al final , damos una tabla de las descomposiciones de
los primos de la forma 6m+l en la forma c2+382.
La primera colurma proporciona los primos p y la segunda propor-
ciona los valores ¢ y B.
La representacitn de los primos c+ip/3 de Z[ p] en el plano comple
jo es efectuada de manera més natural, primero tapizando todo el
plano con una red de exlgonos regulares adyacentes donde la dis-
tancia de dos cantros de exdgonos situados horizontalmente es 1
y la distancia mis corta entre dos centros de dos exfgonos situa
dos verticalmente es V3. Es fédcil ver que los lados de cada exd
gono miden M%f -
En la siguiente figura el punto A representa el primo complujb -

4+iv3, su norma N(4+iv3)=(4+i/3) (4-~1/3)=19 es un primo ordina-



rio de la forma O6m-t+1.

p V%

07&59

Observemos que la norma definida en Z{ p] coincide con la norma -
definida en Z[ i].

El exdgono que ticne como centro al punto A ha sido sombreado --
junto con sus asociados 1(44wﬁﬁ, ip(4+i/§), ipz(4+i/§3. Lstos -
asociados también pueden ser encontrados rotando al punto 4+iv/3

dngulos de 60°, 120°, 180°, 240°, 300°?




De €ésta manera construimos el Diagrama 1 el cual muestra clara--
mente las simetrias de puntos rotados 60°,120°, 180°,240°, 300°.

El centro de éste diagrama es ilustrado en la siguiente hoja.
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Descomposicidn de prlmon de la forma
6m+1 cn la forma c 24382

p </B. p c, B p c,B p ¢ B p c, B p c,B

71 2,1 571% 8,13}1231{34,5 |[1951138,13]2713]19,28{3517¢ 7,34
13 1,2 5771{23,4 1237)35,2 1987120,32§2710414,29 35295359, 4
19¢{ 4,1 601 13,1211249 7,2001993]35,1632731}52,3 [3541:29,30
31y 2,3 607]10,13{1279}14,19{1999|26,2112749| 7,30}3547}32,29
371 5,2 613} 5,14(1291128,i3|2011}44,5 }2767}138,21]3559126, 31
431 4,3 619416,1111297({23,16({2017(17,24{2791{46,1513571452,17
61 7.2 631122,7 [1303134,7 2029 1,2612797147,14135834{50,1¢
67 8,1 643120,9 |1321{11,20(12053 5,26{2803144,1713607{58,9
731 5,4 661119, 10 11327 2,2112083144,7 12833 49,12]3613155,14
791 2,5 673325,4 11381187,2 2089119,2412851152,7 2631138,27
9741 7,4 691 4,1511399{34,9 2113}141,121285753,4 3637113, 34
103]110,1 709 011,1411423110,2112131116,2512887 2,3113643:56,13
109 1,6 T27122,9 1429129,1412137137,1612917{53,6 3673159,8
127110,3 T3%425,06 11447138, 2143146, 3 2953 135,24 3691 4,35
139 8,5 730 6,1511453 1,2212161(31,20{2971(28,27130697:i25, 32
151 2,7 TH1 126,05 14591 26,15:12179144,9 3001153,8 3709 41,26
157 7.6 YR 3,401 471138,3 2203 4,2°7113019144,1913727156,11
163 4,7 7649 1,16 1463120, 1912221147,72 30371565 ,72 3733:61,2
181113,2 Ty 4,1 14890 17,2012239134,1913049143,2013739; 8,35
193 1,8 11 8,3 1531132, 1312251 8,2711061119,3013769161,4
100) 14,1 B23426,7 543126,1712269141,1413067(152,1112793155,16
211 8,7 G20 123, 1001559131, 1412281143,1213079(14,3113823;50,21
223114,3 EH3 4, 2 ﬂu)/ 22,1012287[10,2713100153,10]13847{62,1
229111,06 659128, 50 1579116,2112293129,2213121 7,321385314¢,22
241 7,8 877 (17,1411597125,1812311138,17,3163(57,3 3877443 ,27
271]114,5 883 4,1711609[29,1612341137,1813169149,16|3889 1,36
277113,6 G07120,13(11621113,2212347{32,213181(47,18(3907§32, 31
283116,3 ©19126,9 [1627]140,3 |2371]|28,2313187140,23[3919132,5
3071 8,9 937{13,16{1657{35,12{2377| 5,28]3217}155,8 [3931116, 35
313111,8 9674110,1711663134,1312383(14,27(3229123,30(3943126,33
331416,5 991 |22,13]1669(37,10}72389]19,26]3253]35,26 3967138,29
337117,4 997{ 5,1811693}41,2 [2437]|43,143259[44,21[4003{56,17
349 7,1011009{31,4 [1699}132,1512467140,17}3271 2,3314021161,10
367{ 2,1101021| 7,18}1723[20,21{2473[11,28]3301143,22[4027;52,21
373119,2 1033129,8 1741(17,2212503150,1 3307{28,291405128,33
379 4,11{1030{26,11[1747[40,7 [2521[13,2813313]31,28,4057 13,36
397117,6 [1051132,3 11753} 5,2412539] 4,2913319138,25{4093 25,34
409119,4 11063 114,1711759126,1912551126,2513331 8,3314099 (64,1
421 11,10 1064 1231,06 17771 7,2412587|23,2613343134,27(14111 2,37
433 1,1211087 2,1901783114,2312593149,8 33611017,3214129149,24
A39114,9 110911, 181789141, 6 [2617143,1613373149,1814253761,12
457 5,120 1817 123,14 11801|37,1212647150,7 3391158,3 14159122, 35
AG3[10, 111122116, 17 1831134, 1512659 28,2513433/19,232 41774117, 36
487122,1 17201019, 1611861143,2 26T7V]22,273487(56,1214201 (43,28
499116,9 1153¢31,8 1967]128,1942677135,2213463114,3314219156,19
523F 4,13p1170 32,7 iR731a41,68 (2683140,1013469 1,3414231({58,17
541§23.2 1201 1,20416879 2,2512689131,2413499(|56,1114243164,7
547120, 1212025,1401933131,18{2707(52,1 3511158, 7 [4261153,22




p c,B P c, B p c, B p c,B p c,B p ¢, B
A273166,4 |5227]52,2916211[68,23(7177]37,44]8191[46,45[9091}4,55
4297135,3215233]71,8 |6217)67,24{7207} 2,49}8209{49,44{9103}{26,53
4327138,3115281047,32106229177,10(7213{79,18}8221}89,10[9109}19,54
4339}64,9 |5323(56,27]06247|58,31]7219] 4,49}8233}111,52{9127]50,47
43571 5,38]5347128,3916271{14,45]7237185,2 |8263{86,17{9133[95,56
4363016,3714507)170,1316277|53,34[7243{56,37{8269{7%,26{9151:74,35
4423134,3305413]11,42{6301{73,18{7297{65,32{8287]22,51{9157]53,46
4441(37,3205419]64,2116337{23,44{7309}31,46{3293191,2 {9181{41,50
4447[58,19{5431]62,23|6343]74,17]7321183,12]8311}82,2319187{68,39
4483]40,3115437}73,6 }16361]177,12{7333|85,6 }8317155,42{9199{94, 11
4507120,3715443]20,41]6367(62,29)7351}74,2518329{91,4 {9241]83,28
4513125,3615449061,2416373) 5,4617369]59,36{8353{89,12{9277;23,54
4519]62,15]5479174,1 J6379152,35(7393}71,28{8377{67,36{929380, 31
4549143,3015503174,3 {6379 7,46]7411{28,47{83891491,6 }9319146,49
4561{47,2815521173,8 |6421061,3007417}85,9 {8419]83,15}9337135,52
45671 2,3915527 22,41 6427]80,3 17459016,49|8431] 2,53{9343{94,13
1591 )22,37]15557)35,38c4a51]76,05 7477183, 14184431 5,5319349143,50
4597167,6 15563 4,43(cacol11,40)7489041,44]8461131,5019391762,43
4603164,13{5560)41,3061G481[41,4017507{68,31[8407 92,1 [9397]77, 34
4621)17,38lssn1l17,4210520(73, 20753725, 4018521101, 40]9403 40,31
46390046,29 sc23174,7 {osar]ao, 7 {7459) 7,5008527(10,53[9421197,2
4651]68,3 |5641{29,40]0553]59,32]7561]67,32]18530102,5 §9433¢ 5,56
1657165, 12 564710, 436571 32,43 757335, a0 8563 144,4719439158,15
4663110,39156523119,a2)6577 65,28 7501 82, 1718581[91,1019462170, 29
4723)156,23)5650156,20 6060750, 37 7603 20, 4085909182, 25(0511{94,15
4729129,36 5083 64,23 661964, 207621 (11,50 8623[14,5319547{92,19
4759114,30 5689 67,201063717,4607639]86,9 {1629]77,30{9601497,3
4783126,3715701137,38|6661{37,42]7669113,5018641]23,52{9613[95,14
4789161,10]5737143,36[6673]79,12}7681|73,28{8647{38,4949619{88,25
48011 1,40)5743}14,43]6679}406,39]7687]22,40]8677{85,2219631}98,3
4813)65,14}5749}61,2616691] 9,47{7699{56,39|80689[89,16[9643164,:4:
4831)34,35]5779)76,1 |6703)3a,43}7717}37,46[8707{92,9 {9649{89,24
4861)23,38|5791146,35|67009{19,46(7723130,21{8713{91,12{9661{73,38
4903|70,1 |5821)23,42{6733[49,38[7741{71,30{8719}86,21}{9679}98,5
4909]47,30(5827{28,41{6763{80,11}7753]29,48|8731]68,37}9607}17,%56
4933]59,2215839)74,11]6781)73,22}7759{86,11]8737]25,52{9721(53,48
4951]58,23{5851]76,5 |6793]61,3217789}17,50{8761]43,48[9733(91,22
ho57]25,38 5857  1,44|6823114,47[7867) 8,51{8779]52,45{9739{44,51
1069]13,40)5869149,34{6829}79,14{7873[31,48[02803{40,49{9769{19,56C
498/]68,11]5881{53,32|6841]67,38[787926,49(8821167,38[9781}167,42
4993165,16(5923{76,7 |es71{82,7 17927|58,39[8839]94,1 [0787}92,21
4999146,31]5953]65,2416883016,47]7933{89,2 [8863]94,3 ja811| 8,57
5011]56,25{6007138,39}6907]80,1317951[62,37{8e87]64,41{98317}77,36
5023]50,2016037}77,6 [6949]59,3417963}706,27[8803|89,18[9829159,406
5059] 4,41)60a43)44,37 0061} 7,a8|7903 85, 16 [ro23ie0,29(0850428,55
5077167,14 6067 |32,41 6067 a2, 9 {so11|aa, a5 8029(71,36[9871{38,53
5101149,%016073[61,20(6001]38,43[8017{47,44|8041]79,30]9883176.,737
5107) 8,41[6079] 2,4506007{83,6 [8053]61,38[8071{922,13]9901]149,50
5113(35,36]6001}) 4,45} 7027}20,47}8059016,51]000177,32{9907]52,49
5119138,3516121]77,8 [7030]58,35]80co|ea, 20000770, 37 0031 }88,27
5167162,2116133]20,42[7057073,24{8101]53,42{0013{61,42[9949189,20
5179{64, 196151174, 15 7069171, 20681061 7,52[0043[76,33[9967198, 11
5197156,1816163(40,39[7120077,20(8167]70,33]9049[91,16{9973)35,54
5200159,24 (6199 16,41 56,41]0067]a8, 21
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CAPITULO TV
PRESENTACION DEL TEOREMA DL LOS NUMEROS PRIMOS

Examinando detenidamente una tabla de nlmeros primos en-
contramos que cgtdn distribuidos de manera muy irregular. Las ta-
blas muestran grandes separaciones entre ellos, Por ejemplo, el -
primo 370,261 ticne 111 nlneros compuestos a su derecha, No exis-
ten primos entre 20,831,323 y 20,831,533,

Is fécil demostrar que existen grandes hoyos entre los
primos. Sin cmbargo existen primos consccutivos Py Y Pri1 tal que
pn+l—pn:2. Este tipo de primos son conocidos como primos gemelos,
Existen aproximadamente 1,000 pares'de éstos primos menores que --
100,000 v 8,000 aproximadamente mencres qgque 1,000,000, Los mids --
grandes conocidos en la actualidad son 76(3Y3%y -1 Y 76 (3 ¥%) 41, —-
Muchos matemdticos piensan que existe un nimero infinito de ellos,
sin embargo, 6sta afirmacitn atn no ha sido demostrada,

Una de las razones de la irregularidad en la distribu- -
cibn de primos es que no existe una férmula simple que los repro-
duzca en su totalidad, g,p,Jones y otros autores en su articulo
"Diophantine Representation of the set of Prime Number"”, American
Mathematical Montaly 83,1976, dicen que: el conjunto de los primos
coincide con el conjunto de valores positivos que toma el polino-
mio;

(k+2) {1e[ wzthti~q]? [ (gk+2g+k+1) (h+5) +h-2]? ~[ 2n+p+g+z—-e] ?
~l 16 (k+1) 7 (kt2) (n+1) *+1-F7] *=[ e (e+2) (a+1) "+1~0"] " =[ (a®~1)
v 41-x7] P 16Tyt (a? = 1) F1-u?]) Pl ((atu’ (u¥=a)) P -1) (neddy) ?
1= (xtou) 7] - nkldvey] fel (af=1) 17 1en” ) P @l kA l~1-1] P~ p
+1 (a=n=-1)+b (2an+2a-n’«2n-2) -m] *~[ y+y (a=p~1) +s (2ap-2a-p?~
2p=2) ~3x] 7= z+pl(a~p)+r (2ap-p?~1) -pm} *}.
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en las variables a,b,c,d,e,f,9,h,i,j,k,1,m,n,0,p,q,r,s,t,u,v,w,Xx,
V.

Alguvnas ecuaciones simples reproducen una infinidad de
primos, recordemnos que el Tecorema de Dirichlet el cual fue tratado
en el cap. I. Dirichlet mostré que si a,2b,c no tienen un factor
primo en comin, entonces el polinomio cuadrético en dos variables
ax’+2buytey? representa un ntmero infinito de primos cuando %,y -
son cnteros positivos. ¥n 1947 el matemftico W, H, Mill demostrd

que cxiste algun nlimero A mayor que 1 pero no entero tal que;
[AJXI es primo para toda x=1,2,3,...

Entendiendo que [A**] es el mayor entero menor & igual que A%, -
Desafortunadamente s6lo demostxrb que A existe,

Los comentarios anteriores ilustran la irregularidad de
la distribucién de los primos.

En el siglo pasado la frecuencia de disminucién de pri--
mos fué objeto de muchas especulaciones, Para estudiar ésta dis-
tribucibén consideremos la funcibn 1 (x) definida como;

7 (x)=nlnero de primos p que satisfacen 2 < p € x.

En la siguiente hoja proporcionamos una tabla de n(x) -

. X .
comparada con ——=—— donde log x es el logaritmo natural de x.
log x

Gauss y Legendre propusieron independientemente que para

X muy grande la razén n(x)log x se aproxima a 1 y conjetura-

b
ron que ¢ste cociente debe sexr 1 cuando x -~ =, ELl problema de
decidir @ validez o falscdad de dsta conjetura atrajo la atencif

de eminent:s matem&ticos por mis de 100 anos,
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in 1851 Chébyshev logra demostrar que existen nlineros -

positivos c¢; 'y c; tal que

-

._'_.,Z.{,,_m < <7 ' .,.,.....?5.___._ are oy
N vl n (%) 155 7% para toda x

v

2.

Por fin en el afio 1896 J. Hadamard y C,J. de la Vallée Poussin de
muestran independientemente que

Lim  rix)log x _ 4

X = X

Este resultado es conocido como "Teorema de los nfimeros primos"”.

X - om(x) et 7 ()5 —
log x log x

10 | 4 4.3 0.93

10 25 21.7 1.15

10 168 144.9 1.16

10 1,229 1,086 1.11

10 : 9,552 8,666 - 1.10

10 78,498 72,464 1.08

10 664,579 621,618 1.07

10 5,761,455 5,434,780 1.06

10 50,847,534 48,309,180 1.05
101° 455,052,512 434,294,482 ~ 1,048

PROPIEDADES ELEMENTALES DE w(x)

Admitamos sin demostracién el siguiente resultado:
TEOREMA 1: Lim (%)== + o
X—-) [
El Teorema 1 nos indica que existe 'un nGmero infinito de nGmeros
primos.
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TEOREMA  2: log x
w(x) = =0g X y X=1,2,4044,
2 log x

Dem.:

Por el Teorema 25 del cap. I sabemos que x=k?2, donde =---
k y 2 son enteros positivos determinados en forma nica y
£ libre de cuadrados, Para cada uno de los nimeros —————
1,2, ..,%, k?¢ < x implica qgue k* < x.

Por lo tanto k < v%. Consccuentemente el nfmero k puede -
formar a lo méds V¥ valores diferentes.

El nfinero ¢, por ser libre de cuadrados y menor que X, pue
de ser represcentado como producto de primos de tal forma -
que cada uno de ellos no coxceda a %, es decir, ? se puede
expresar como producto de primos distintos de la sucesibn
Py rPyr oo Prpy. BEL nimero de tales productos (incluyendo al
1) es 2”“{ Censecuentemente el nlmero ¢ puede tomar a lo
mas 2”“)valores diferentes, DPor lo tanto, el nimero de --
productos k*¢ < x es a lo més /§2“9. Puesto que cualquier
nlmero menor 6 igual que x es representable como tal pro-

(X - 211(;()
[

ducto, tenemos que x < v¥X2' ,entonces vVx < es decir,

log /x < n(x) log 2, por lo tanto

log x . (%),

2log 2

. P . 2n
Coxrolario: Sea P, el n-&simo primo, Entonces 12 <27,

Dem, :

log »
e entonces

2log 2

Puesto que n(pn):n >

2nlog 2 # log p  , es decir, 220 5 P,

2N
pero 2*" o5 un nfinero compuesto, por lo tanto



TEOREMA 3: Si M > 1y P, ,P,r+»sPs son todos los primos en il
{1,2,...,M} , entonces
I <« 1

1
M(1-=
"’ ( pi)

Dem.: Es claro que

1 1 1 1
T = 1+~*’+-7-+~j; + e
1-3 p p° p
por lo tanto

1

i}

Sk
\V,
=

(1 -3

1
p.

1
Py

donde Cm es el conjunto de enteros los cuales son producto

de primos menores 6 iguales a M.,

&4
TEOREMA 4:; Si 1 = an > 0 ontonces gél—an) y.gz%lson ambas con
vergentes 6 ambas divergentes,

Admitiremos el Teorema 4 sin demostraciénA

o
TEOREMA 5: Z:i diverge,

Y pi
Dem.: Si en el Teorema 3 hacemos M - « entonces

[5.11 p

da-%)=0
i
1

Consecuentemente .
JIL - =) diverge
W p_
i
. . w1 .
por el Teorema 4 concluimos que &‘5- diverge.,
i

Lema 1; 8Si k es cualgquier entero positivo entonces

rlx) o(k) 2K
X SRR TR

Dem.: Dividamos los enteros {1,2,,.,,x} en los conjuntos de k en

teros consecutivos més un resto de r-enteros
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kQ4+1,ké42,., ., k41,

Entre los enteros 1,2,...,k existen a lo méds k primos.
Puesto cque cualquier entero que no es primo relativo con k
tiene un factor primo en com@n con k que es menor 6 igual -
a k, entenceds entre los enteros ki1l,k+2,...,2k existen a lo
mas ¢ (k) primos, Similarmente en cada uno de los restantes
coniuntos de k enteros consecutivos existen a los mds ¢ (k)
primos. Finalmente, en el conjunto restante de r enteros -
existen a lo mds r-primcs, Por lo tanto

1(x) <k + (0-D)¢ (k) + 1 < 2k + = (k)
entonces

m(x) ¢ (k) + 2k
X K X A

El siguiente Teorema muestra que 7 (%) es a largo plazo mucho me-

nor que X.

TEOREMA 6: Lim 7 (x)
X > X

. mAX . . ~
Dem.: La idea es mostrar que ; ) es arbitrariamente pequeno ~-

cuando x es muy grande,

Por el Lema 1 sabemos que para toda k entero positivo se -~

m(x) o~ ¢(k) , 2k
X -k X

Sea M entero muy grande, Elijamos k=g Piiv oDy donde

+

cumple que

p-;‘e {l,2,|vc’M}o

Entonces
1 1 1 -\
¢ (k) k(1 =) (L D) e (1e ) \
k k i P "
Asi tenemos que
-1
w ()f.?_. < f(‘ .-l" v 2p1 p2 e
X nt N x
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)
Puesto que ry‘% diverge, podemos escoger M tan grande que

3

h=t

>

= para todo ¢ > 0, Entonces x > 4p?p2.-.ps
- €

S

7 (%) < € 4 2p gi...pse
X
4p, P, «+ <Ds A

Lema 2: Si [x] denota el mayor entero menor 6 igual a X entonces
0 < {2x]-2 [x]< 1

Dem.: La conclusidn se puede deducir de las siguientes desigual-

dades
2x~1 < [ 2x] < 2x
2x-2 < 2[x] € x A
TEBOREMA 7: Si p es un primo, entonces §‘~57 (k=1,2,.,.) es el

exponente con el cual p aparece en la factorizacibn
de n! .
Dem.: Sean n,s enteros positivos, Sea p primo < n.
Les nlmeros de la sucesi6n {1,2,...,n} los cuéles son divi
sibles por p° son de la forma £p°, donde ? es entero posi-

tivo tal que ¢p® < n, esto es £« T . El nimero de £'s es

T E‘J

n ,
por 5UPDG$tI>f?§- . Consecuentemente es claro gue el expo

4
-

nente del primo p en la factorizacidn en nlmeros primos del
nGmero n!' . Se obtienen sumando al n{imero de los terminos
de la sucesidbtn {1,2,...,n} 195 cuales son divisibles por p,
el nfimero de terminos divisibles por p? y también sumando
el nGmero de terminos los cuales son divisibles por p? y -
asi sucesivamente.,

Por Gltimo ecstabloeceremos el Teoreme de Chébyshev pero antes exa-

X
minaremos algunas de las propicdades de la funcibn log x .
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mis B R . - = ...._._‘}.{_.._.__._ - Do
DLORLQL 8: 81 f(x) Tog 7 ! entonces
I. f(x) es creciente si x > e

1

IT. f£({x-2) > 5f(x) si x 2 4
II. 1+ 2 15 '
g F(5) < §7 £(x) six > 8
Dem.: I. Puesto que f'(x)= log x-1
: (log x)?

es claro que f(x) es creciente si x >e.

II. Notemos gue si x 2 4 entonces x-2 2 %

por lo tanto

fx-2)= 222 5 X s X _ 1y
log =~2 2log(x~-2) 2log % 2

2
III. Si x » 8 entonces % > %" y X+2 < T

por lo tanto

5x
f(§£2>: x+i4? < X2 . < X+2 yg ~ 4 _ 15 (%)
ik bl 3
2log 5 2loqg 5 2log x ylog X 16 .

TEOREMA 9: (Chébyshev). 8i x » B8 entonces

log 2 | X <a(x) < 30(log 2) —%
4 log x log x
Dem.: Examinemos el coeficiente binomial (?n)
n

Es claro que (Qn _ (2n!) _ 2n(2n-1)...(n+1)
n n! n! . n!

Cualquier primo en el intervalo (n,2n] debe aparecer como
2n -
factor en el numerador de ( I puesto que n< p < 2n.
2n
nf{ .

Como p; >n y P tiene 7 (2n) -7 (n) factores, entonces

-

Sea Pn = “pi (n < p; < 2n), entonces claramente Pn
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Nen)-TM) 2n

< P < T e v e e
n n N (1)
Sea p primo. Defininos ﬂp como

pYr :z 2 1 1 < p]:‘) + l

Usando el Teorema 7 determinamos la potencia de p con la -

_ o e bOrTgacd A 2n
cual aparece en la factorizacidn prima de nl obhservemos
. A . ) 2n\ . ,
que el exponente de p con el que figura en n debe ser la

potencia de p con la cual aparece en (2n)! menos la poten-

cia de p con la cual aparece en n!'n!, e¢s decir, el exponen-
te debe ser
)

P (":7—21}.‘% B 2 n : )
.. p!
J =t

Por el Lema 2 obtencmos Yo

~~~~~ = l=r
p

[ew]
A
~
R
TN
-z
LRI
)
e ‘:-
[
S
A\

7 3 2n
= e i td ~larc N .
Sea q} Ip (p 2n). Es claro quc n Qn

Puesto que pw’< n y como %} tiene 7 (2n) factores de la for-

ma p%’ entonces

2n (2
<Q < (2n) R 3]

n
Ahora demostraremos que el Teorema de Chébyshev puede ser -

deducido de (1) y (2).

Observemos las siguientes desigualdades:

2n 2n 2n
2 ‘-‘:l"‘ 1 "*'.o-"‘ ’*‘...“{‘ l > 00101(3)
n n

(zn) m(2n-1) (2n=2) ... (n+1)

) n(n-1){(n-2)..... » 2 ey (4)

n

de (2) y (4) obtenemos que

n
P < (2n)“(2)

Q'll'(s)
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induccibn € 2log 2 £ (k+1)+321log 2 f(ww~) va que [Fi%}( 5%%

Por lo tanto

nlog 2 < 7(2n) log 2n  ,,.eevv.e...(6)

X

Consecucentenmente, si x 2 5 y £(x)= , entonces por(G)y

log x
Teorema 8 tenemos,

2 .
- th log 2 H

2
log 2 [i] 2 ' log 2[2%
' 2 2

{ )
= 109 2 f\2 H\ AOT2 fx-2) > AT 2 (%) .. ()
2 2 4

Finalmente usemos {1}y (3) para obtener
)T o
nﬂf) < 2

Entonces
(m{(2n)-7 (n))log n < 2nlog 2
O sea
7(2n) < 210G 2 emtee + 7 (n) verenena(8)
log n

Vamos a establecer por induccién matemética gque

n

m ) n>l o-vovqov(gl

m(2n) < 32(log 2)

Es claro que(9)es vdlido para 2 < n < 8.

En efecto, 7(4)=2 < 7 (6)=3 < 7 (8)=4=n(10)=4 < n(12)=

2
5 iy = = Z = e —
5 < 7(14) 6= m(16)=6 < 64= 32(log 2)log 3
Supongamos que (9)es vdlido para toda n < k, k > 8, Entonces

m (2k+2) < 2log 2 f(k+1) + =m(k+1) por 8

4o !
< 2log 2 f(k+1)4n &Zﬁﬂfi) puesto que k;l < g%%%

< 2log 2 £(k+1)+321og 2 f(E%gﬂ poxr hipétgsis de

.

k-t 2

o]

2

Pt
“ &

-
< 2log 2 f(k+1)+32loug 2 £ (k) %% por 'Tfeorema 8



i
< 2log 2 £(k1)+ 32log 2 32 £ (k+l).

= 32 log 2 f(k+l)

Por lo tanto 7(2n) < 32(log z)fag"ﬁ

En general para cada real x 2 8 tenemos que

2

< 32 log 2 f ([ﬁ] +-1) por (9)

entonces 7 (x) < w(zl?g+-:9 puesto que m%z

AN
'nﬁN

z e & < X
< 32 log 2 f(2 ol ya que [é] < 5
= 32 log 2 f(*’i;z)
< 32(log 2) %% f (x) por Teorema 8

X
= 30(109 2) 1—6(] X -.-q-.-(_lO),

juntando(?)y(lO)Lanemos

log 2 x - X
3 Tog % < 7(x) < 30(log 2) 169 % .
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