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l. LA DEFINICJ0N DE V/\HIEDJ\D DIFERENCJ/ü3LE. 

Numerosos conceptos surgidos del cálculo -derivada, diferencial 

integral,ctc.- fueron rápidamente gcnerulizados a espacios más 

generales que la recta real. Varios e];:; c:llos / corno veremos pos-

teriormentc, han sido aplicados a espacios que "localmente son 

como Rn''. A partir de este momento, pasaremos a estudiar estos 

conceptos, así como algunos tc:mas clás _icos de la topologfa di-

fercncial. Primero discutiremos la definición de los espacios 

n 
que son 'como H '. Simpl:i_ficarc:rnos nuestra exposición tratando 

primeramente estos espacios como subconjuntos de Rn. 

DEFINICION. ~na subva~:ie_dad !:.~I?-~~16<J_ica M de Rn+k :Je dimensión 

} · 1"" · d n+k 1 · n es un su)espacio topo ogico e R que posee a siguiente 

. 
propiedad: Para cada punto p~M existe una vecindad UfM de p 

y un homeomorf ismo f: u-v entre U y un abi.crto V de Rn. 

Frecuentemente escribiremos Mn para denotar una subvariedad M 

d Rn+k d d. . ,.. . , e e 1mens1on n. Puesto que consiocramos a M como subes--

pacio topológico de Rn+k, M es Hausdorff, tiene base numerable, 

dos propiedades que ser~n fundamentales. 

Ejempl~. Claramente, Rn+k es subvariedad topol6gica de Rn+k 

de d.irncnsi_ón n+k. · Podemos tomar, para cada peRn+k, u == Rn+k 

n+k 0 y ~: u-~n como '1 (x) ::.::x. Por otro Jada, se conviene~ que el vac1o 

es subvariedild topol6gica de cualquier dimensión. 

~j-~:_!!1_p_}_<?_-1.. La circunferencia unitaria 

s
1 = { (x, y)t.R

2 
1 x 2

+y
2
=1} 

--- '"""'~ c:nhvariedad topológi.ca de R2 de .c1irnensi6n l. Si p!:Sl, 
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para dar un homeomorf :i.mno, podc::mos con ~:;iderar dos casos: 

i. Si pf: ( 1 , o ) , ( -1 , o ) 1 p=(x,y) con y>O, 

f,= { s 1 n { y> o} } -\>'- (-1,1), f1(:x,y)=x, 

y si y<.0 

fz: { si () { y< o} J _..,,,. (-1,1), f,. (:x,y) =x. 

ii. Si p= (X 1 y ) Í- ( Ü 1 1 ) 1 ( Ü , -1 ) y x>O 

tf 3: { S 1 (\ { X> Ü J} ~ (-1,1), 

y si x<O, 

f~:{s' n { x< o }J ·--~ (-1,1), f'i (X 1 Y) =y • 

1 Dicho de otra forma, S es localmente la gráfica de una función 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

continua y el homeomorfismo es precisilmcnte la proyección de la 

gráfica en el dominio, que en este caso fue el intervalo (-1,1). 

Eje1~1EL?.._l-La observación fjnal del ejemplo 2 nos sugiere una 

1\ situación mñs general. Sea U un abierto <;le R y f :U-?R una fun-

ci6n continua. Entonces la gráfica de la función, es decir, 

(x, f (x)) xeu =fJ (f)f R { 1 . } tHI 

es una subvariedad topológica de Rntr de dimensión n. Esto 

intuitivamente quiere decir que una función continua simplemente 

"arrug~ a R . Podemos dar el homeomorf ismo globalmente: 

1:t1(f)-...U, f(x,f(x))=x. 

JJ MI En otras pul.abras, 1 es la proyección de R en R" restringida 

a.ll(f). 

Antes de pasar a dar más e~jemp1os, dcb('?mos observar que una 

subvariedad topológica es localmente horneomorfa a H..,, pero no ne 

o . ~ 
cesar.i.arnente es globalmente hornr~omorfa a H . Por eJcmplo, S no 

es globalmente homeomor.fa a H , pues cualqu.ier fu11c:i6n continua 

f: s 1--.-.R manda el compacto S en otro compacto y por lo tanto 
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Ejmnplo 4. Cons idcremos la siguien tü figura de 11 8" : 
--"'-~-··--

Afirmamos gue esta figura no es una subvariedad topológica de R~. 

Para mostrar esto, basta fijarnos en una vecindad del punto p. 

Intuitivamente, una vecindad de p se ve como una cruz: 

Si guitamos el punto p a esta vecindad, nos queda un conjunto 

con cuatro componentes conexas, lo cual no ocurre en R; por lo 

que no hay un homeomorf ismo entre esta vecindad de p y un inter-

valo en H. 

~ empJ~~. El cono 

M= { (x ~y, z) f Rs z= Jx2. +y2."' } 

es una subvariedad topol6g.i<!:a de R.s de dirnensi6n 2, pues es la 

gráfica de la función continua f :R~R, f (x,y) ==J xi+y7 • 

Observemos en el ejemplo 5, que en el punto (O,O) la funci6n f 

no es diferenciable y no existe el plano tangente. En nuestro 

estudio posterior será necesaria la existencia del "espacio ---
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tangente" a una subvaried.J.d; pero pélra llegar a este concepto, 

neces i téunos otras definiciones. Béis icar•¡ente, introduciremos el 

concepto de función diferenciable de una vatiedad M en R", para 

eliminar los-"picos". 

DEFINICJON. Sea A~If un subconjunto cualquiera de R 11 
• Una fun-

ci6n f:A-R,.., es diferenciablc en A si existe una extensión d.ife-

renciable de f; es decir, si existen un abierto U en R" tal que 

V3l\ y una función F:U_,,.Rn de clase C(C *tal gue 

F(x)=f (x) para toda XéA. 

DEFJNICION. Sean AfHn, BfH\')1 subconjuntos arbitrarios de R r1 y Rm 

respectivamente. Una función f :A-..B es un difeornorfismo si y sólo 
_, 

si f es biyectiva y tanto f como f son diferenciables. En tal 

caso, diremos que A y B son difeomorfos. 

Podemos ya introducir el concepto fundamental de la topolog1a -

diferencial: el de los espacios que localmente son como R"'. 

DEFINICION. Una subvariedad diferenciablc M de Rnt~ de dimensión 

ntl< 
n es un subespacio topológico de R tal que para todo punto peM 

existe una vecindad U~·M de p y un di feomorf ismo lf: U--i.V entre U 

y un abierto V ele H" . J,a pare ja (U,~) es una c~rt~ en p y la 

- 1 pareja (V ,~ ) es una parametrizaci6n en p. 

obse~vac:_i~T~~-· Diremos que M es una subvariedad diferenciable de 

dimensi6n cero si cada punto peM tiene una vecindad que no con-

tiene ning6n otro punto de M. 

Observaci6n 2. Una subvaric~dad diferenciable HS un caso particu-

* Debemos recalcar que parn nosotros l~ difercnc1abiliclnd siem­
pre Sf~r:i en término:; de funci.ones Cm¡ alqunos teorern.:rn sc~rán 
vál i<lo!:; si punernos restr ice .iones menores a las func.i ones. 
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lar de subvHriedad topol6gica. 

9~.:29.EV~_:::_~f>n ___ ~_· Si pE.M y tenemos un difeomorfismo ~:u---v como en -

la de f inici6n, e ntoncc :-.; lu carta en p (U if') nos sir ve como carta 

para todos los puntos geu. 

Sj~_.!~_!:?_1~~· Lar; subvariedades topológicas de los ejemplos 1 y 2 

(H" y S 1 respectivamente} son türnbién subvariedades diferenciables 

con las rni.srnu~:> cartcis dC:'.scritas. El ejemplo 4 no es subvariedad 

difcrenciablc, pues ni siguiera es subvariedad topol6gica. In--

tuitivamcntc, el cono del ejemplo 5 es una subvariedad topológ~ 

ca que no es una subvaricdad diferenciable; antes de mostrar est~ 

daremos unas ideas m§s generales. 

M b . d d d - - . bl d ntit. a d. . 6 Sea una su varie a iterenc1a e e R e imensi n n. ----

P d b . t d. . d Mti R""K b . d d o emos a rev1.ar es o icien o que ~ . es una su varie a --

difercnciablc. Sea pEM y consideremos una parametrizaci6n f :v-u 

de M en p, donde V es un abierto de Rº y U es una vecindad de p 

en M. Podemos dar iJ> por medio de sus coordenadas 

lf(x., •. ,x 11 )=(o/, (x,, ... ,xn), ••• ,i¡,nw, (x 1 , ••• ,x 11 )) 

con (x 1 , ••• ,x~)EV. Construimos la matriz de la diferencial 

0 ih+I< d Í'riHr -
~K1 ÓJ:t'\ 

como~ es difeomorfismo, D/' es inyectiva; y por lo tanto,la matriz 

tiene rango n. Esto equivale a que alguno de los menores de n~n 

tiene determinante distinto de cero. Podemos suponer gue 
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'ó 1 iH () 1/J, 
Ó'l'.1 oi<.,, 

det f- Ó, 

9_'!'.11. 'd4'rt 
()'f.1 .. ª~~ f 

(Si no es así, simplemente permutamos las coordenadas) Esta ---

caractcrizaci6n nos servir~ en la siguiente secci6n. Obtendremos 

una prirnc:ra con:_;ecuencia de este hecho en .lu 

I}OPO e ·¡· C' ·r ON S e '' 
11c Rn+ii< · ~ b . ·¡ d d . f . b l M" !?_~--~·~~·· __ -='..:...__· eu L·; _ . uric.... su var1r::c a i crcncia e y pe . -

ri i-. 
Entonccr; existe una vecindad V0 <le p en M y una función f :V~R-·'-" R 

donde V es abierto tal que la gr5fica de f es ~ . 

Domostración. 

1 Con la misma notación que antes, suponemos que 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

otl', º~'· ·-º"'' ~l.n 

oY)n .. (H'!!. 

oi<· ól'-11 

IHK f\ 

consideremos la proyección lí:H. ...-R TT(X1, ••• ,Xnfi.<)=(x,, ••• ,Xn), 

Por la regla de la cadena, 

i ... 00 ... o 
Oi··OO·.··O 

O· · · i.O ···O 

::: 

Y por hip6tesis, Det(D(wof)~ =O. Aplicando el Teorema de la 

Función Inversa, vof es un difeomorfismo entre una vecindad ~ 

de f 1

(p) y una vecindad V 1 de H(p). !::~•l.o implica que 1r restrin-

gida a 1/'(V, ) = V0 es inyectiva y que r; .. ~, tí.ene una inversa - - -
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diferenciable 

•• 
hro'f') :V2 -v, . 

podemos componer ( 17"0 ~_, f 1 
con la funci6n fn .. L: V, - R y entonces V 

es la gráfica de la función difercnciable. 

) . 

l--~ 
i 1í 

fa------_...,.. 

~ 
l. • J. 

~) ·--
Observaci6n. Podemos interpretar el resultado anterior como sigue. 

Si a la funci6n obtenida la denotamos por 

( f 1 (U 1 1 • • • / Uy¡ ) r • • • 1 f >( (U 1 1 • • • / Un ) ) 

(\ ¡{ 

f= (f,, ••. , f><): R .. -.... R , ent:onces V0 es el conjunto 

{(X,'••• ,xn,Xn .. 11 • •• 'Xn•IC) 

tal que x,., .. ·.=f ¡_ (x,, ..• ,x"'), i==l, ..• ,k. Esta descripci6n de V0 se 

abrevia diciendo que V0 es el conjunto de ceros de k funciones 

reales. Más expl '.i.c i tamente, sean F' i. ~ Rnt-1<_..,. R dadus por 

F ~ (X 1 1 • •• , X ri / X nt• 1 • • • 1 X f\f>>() = f L. (X 1 1 • , • 1 X n ) -Xn+i. 1 i = 1, •.. 1 k. 

... -l. 
Entonces e 1 conjunto n F . (O) ele imé'igenes inversas de cero es -

- L~' \ 

precisamente V0 • Expresemos esto en el 

COROLARIO. Si M es una subvariedad de codimensi6n k *, entonces 

M es localmente el conjunto de ceros de k funciones reales. 

pensemos ahora en el cono del ejemplo 5. Si el cono fuera una - .. 

subvariedad difercnciable, la proposición anterior nos dice que 

* S . ), " l'\f't< \, • 3 d 1 1•1 ~ R es unu suovarieCJa , la codimensi6n de M se define 
como el núrnero codirn M == k. 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

-9-· 

en una vec inddd de {O, O, O) el cerno t.endr ü.i. a.1 guna de las f orrnas 

x=g(y,z), y=h(x,z), o bien z=f(x,y). Podemos descartar las dos 

primor as forma::; pues la~~ respc~c Lí va::; proyecciones no son inyec-

tivas. Asf, en una vecindad dé (0,0,0) el cono ti.c.::ne la forma 

z::.::f(x,y}. Ncccs;niürnc11U..:!, f(x,y)::{XL+yT en una vecindad. Pero 

esta función no es difcrcnciable en (0,0), lo cual muestra que 

el cono no es una subvariedad dlfcrenciable * 

Ejemplo 6. El toro Tes la superficie que se obtiene al rotar 

una circunferencia de radiar alrededor de un eje en el plano 

del circulo y a una distancia a r lejos del centro de la circun 

ferencia. Si tomamos la circunferencia con centro en (O,a,O) y 

radio r, podemos pararnetrizar el toro como 

(x,y)==((r cosx +a)cosy, (r cosx +a)scny,r senx) 

con Q¿x,y~2w. Esta parametrizaci6n cubre al toro excepto por un 

meridiano (y=const.) y un paralelo (x=const.). Se necesitan dos 

parametrizacioncs más de este tipo para que el toro quede cu---

bierto, y asf demostrar que el toro es una variedad <lifercnciable 

de dimensión dos. Es un ejercicio encontrar dichas parametriza~ 

ciones. 

* De aqui en adelante diremos "variedad diferenciable" en vez 
de 11 subvnriedau diferenciablo" esperando que esto no se preste 
a confnsi6n. 
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2. ALGUNOS E.~JEMPLOS DE V/\RlED/~DES. 

una vez CJlH.! hemos introducido el concepto de subvariedad :::.di fe--

r.enci.ablü y alqunos e j (~rnplos, trataremos de dar otros ej e;rnplos 

de subvari0dades <lifurunciablus, buscando respo11<lcr a dos pre-

guntas fundarncnta1rncntc: 

(\ ~ 
a. Si tcricrJ.JS una función f: U~R __ ..,..R ; ¿cuando f (U) ·es subvarie-

dad de. n"" ? 

b. Si tenerr:os una funcion f: U .fR11
---., Rm , ¿cu~ndo r"(y) es subva-

r icdad <.le R" ? 

Nuestra herramienta fundamental en toda la sección ser§ el Teo-

rema de la Función Inversa (T.F.I.), 

1 . Empec(:~Inü!~. 

Recordemos que la idea del 'r. F. I. es conocer el comportamiento 

de la función a trav~s del comportamiento de la diferencial de 

dicha funci6n en un punto; as1, si la diferencial de una función 

1 f: U~ R" __ .,. Rm es un isomorf.i.smo lineal. (lo cual implica que n=m), 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

en un punto, entonces f es un difeomorfismo en una vecindad de 

dicho punto, Veamos que ocurre si n/m • Do aqui en adelnnte, f 

ser& una función di,fercnci.ab] e cuyo dominio es un ab:i.erto Uf: R"' 

tal que O e U y f (O) ==O <:. R"'. Haremos la nd.~ma su pos j c.i6n cuando 

hablemos c1e variedadcs;·si pe- M y f: v-.. u es una parametrizaci6n 

en p podernOEi suponer que O,, U y yi(0)=--0p. De hecho, estas con<li-

cj_ones no ~;on esencialc~;, pues las traslaciones en R 11 y Rm no 
, 

afectaran los rcsultado5. 
. Jo m/t s ,s.µ1c puedCf, oc1~l:-r ir c~0 qm~ _ 

a. S1 n <- m, entonce:; (Di:)
0 

:I-< --~ H sea l.nycct1va; en tal caso, -

podemos penr;a r en ( Df )0 corno en una función que =manda a todo R'"' 

en un sube spac:i.o 1 i.neu.l de H.""' isomorfo a H" , mt:is brevemente, 

una función que "mete" a R'' en R'A· • r.a mé'is scncLU .:'t de estas 

·unc1.oncs es a inc .. usiun es ·ünc;ar i. , --·-+ 1 f ' 1 . ] . ,,.._ t r. 1 •• • 1·1 ,... R1.,.. 
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i(x,, ... ,x,.):c" (x,, .•• ,x.,,O, ... ,O). 

Siguiendo la idea del 'J'.F.I., si (Df)0 es .inyectiva, entonces f 

se comportarn localmente como la inclusión estfindar, metiendo a 

1 U en H"" sin "aplastarlo"; o dicho de otra forma, si (Df)c es ··-­

inyectiva (lo cual ocurre si y sólo si (Dí)0 ticn0 rango n} pode 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
1 
1 
1 
1 
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1 

mos "enderezar" locaJ;;,ente a f (U). Demostraremos. en seguida este 

hecho. 

PROPQ§.ICION~. Sea f:U->R"" tal que (Df}0 tiene rango n. Entonces -
. 

existen una vecindad U' de O en Rn, V y W vecindades de O en R 
1 

y 

un difc'3omorfismo h:V-;W tales que f(U' )!:V y hof:U...,.Rm es la inclu-:~-= 

si6n estándar 

f'. o f (X 1 1 • • • / X ri ) :=: (X 1 t • ,. • t X " t Q 1 • • • t Q ) • 

Demostración. Sea f=(f,, ... ,fm). Entonces la matriz 

... 

tiene rango n. Como en el capítulo anterior, podemos suponer que 

. 

det 

'.)f, ... ~ 
;;,<. ó~n 

t"I·» WI construyamos ahora la funci6n F:U~R -•R como 

fMI (X¡ t • •• 1 X,.;)+Xyi~1t • •• ,fl'll (.X¡, ••• ,X'1)+.X.....,) 

=f (x,, ••• ,xi'\)+ (O, ••• , O ,xr1~1t ••• ,xY't1). 

'l1enemos que l" (O) =O y 
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~h. ~f:.. o o 
() °t• lJi< ... 

" ~I'\ . ~f .. o o 
()ic;. c'!J<ri 

df ::s ~fnt• ' ~f11 .. 1 i o 
~KI d"i<n 

d fn. .. (lf~ o 1 
~"· ~""' 

y det(DF~ ~O. Aplicando el T.F.I., existen vecindades W y V de ÜERm 

tales que F :W -·:?V es un dif eomorfismo. Sean h=F- 1 
: V-... w y 

U' =Wf\(R
0

"' lOI). 

Entonces f (U' )t,; V y 

h11f(x,, ••• ,x .. J=h(F(x,, ..• ,xn,O, •.• ,O)) 

= (x,, ... , Xn, O, ••• O) • 

observemos que formalmente U'=Wn(R"~{O}) cst§ contenido en Rm, pero 

como las últimas m-n coordenadas de los puntos de U' son cero, hare 

mos un abuso en la notación diciendo que U' está contenido en R~. 

COROLA1UO l. Sea M~H11 tl( un conjunto tal que para todo punto pi::M ---­
<liferenciablc 

existe un homcomorf.ismo f:U-•M entre U abierto en' l~n (tal que OtU) 

y una vecindad de p en M tal que (Df~ tiene rango n. Entonces M 

es una subvarjc:;da<l d:ifcrenciable de Rnu de dimensión n. 

nem<2_,::>~!~~-c i9~.. Por la propos ici6n anterior, existen unu vecindad U' 

O l. l'I · ~ 1 V \~1 ele O "RntK d · f f · h 1 de e: { , vccJ.nciacE~s , , "' y un J. eomor ·J.srno :V-,..W ta es 

que 1p (U' ) ~ V y 

h "f (x, , ••• , x,..) == (x,, ••• , Xn, O, ••• , O) • 

Esto implica que h 0 f(U 1 ) es difeomorfo a U'. (Más formalmente, a 

u'~lol .) Pero entonces, coma hes difeomorfismo, f (U') es difeo--

1 morfo a U 1 
• 

1 
1 
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Asf puos, el corolario nos mue:;;tra que para vcrifj_car si un conjunto 

es varicdiJcl basta cons t rui.r un horncornor f .i. srr.0 local y calcular e 1 

rango de la diferencial en un punto. 

El corolario 1 da la pauta para responder a la pregunta de cu~ndo 

f(U) es una varjedad. Supongamos primero que f:U-...,.R'M es tal que 

(Df)~ tiene rango n para toda x~U. Reservaremos un nombre especial 

para este 1.~ipo de funciones. 

DE:FINICION. Una función f:U~R~_.,.Rm de clase Ceo es una inmersión 
---·-~ ---------

si ( Df ))1 t ienc~ rango n para todo xe-U. 

Los siguientes ejemplos muestran que no basta que f sea inmersi6n 

para que f (U) sea una variedad. 

tier~plo l. Sea f :R-_,.Ri dada por 

f ( t) := ( t I tª -t) • 

como Df(t)=(2t,3t -1) tiene rango 1 para toda tER, tenemos que f 

es una inmersión. Sin embargo, su imagen no es upa variedad dife­

renciable (de hecho, ni siquiera topológica). 

Eje~plo 2. Puede pensarse que el ejemplo 1 no funciona pues f no 

es inyectiva. Sin embargo, podemos dar una inmersión inyectiva de R 

en la figura de 11 8 11
: 

observemos que para todo punto tER existe una vecindad U de t 

difcomorfa a su imagen f(U), pero aun asi f(R) noes variedad. 
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En ul cj cmp.lu 2, pode:rno~; ver que a pesar de que 1 a figura es la 

imagen de una inmersión inycctivu, dicha figura no es homeomorfa 

al dominio ele: la irn11er~;.i6n. Otro ejemplo de inmcr~>.i6n inyectiva 

que no nos da una variedad es El siguiente: 

ohservaci6n. Una inmersión siempre es localmente un difeomorfismo; 

esto implica que si el dominio de la inmersión es compacto, entonces 

la inmersión también es un difeomorfismo global. 

DEf.I!.-Df_I_~N. Una func:i6n f:U 5:R 11
----? R"" de clase c00 es un encaje si 

y s6lo si fes inme~si6n y fes un homeomorfismo sobre f {M) 

variedad diferenciable de dirnensi6n n. 

DEM(_)S'I'RACION. Podemos ap1 icar directamente el Corolario 1, . pues 

f (U)~RMK es un conjunto tal que existe un homeomorfismo global 

f: U -"f (U) y tal que ( Df ),. t. ienc~ ran90 n pu. ru todo i< E U. 

EJEMPLO_l· .MostrlJrnos en la sección l que lu gráfica de una función 

continua f:U_,,.R, Uc:Hn es una subvariedcJ.d topológica de Rº• 1 de dimen 

si6n n. Si ahora tenemos una función diferenciable q:U-..... R"', u<;; R..., , 

entonces 

es una subvariedad diferenciable de Rn~RM de dimensión n, pues la 

f unci.6n 

G(x)="-'(:x,q(x)) 
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es un enc<.ljc y J.:l(q)::::G(U). 

b. Pase1I1os ahorn a1 caso n;.rn. Nuevamente, (Df)
0 

:Rri_..,.Rm no puede 

ser un j sornor f ismo; lo más que puede ocurrir es que (Df)
0 

sea 

suprayc~tiva, y esto ocurrirfi cuando rango (Df}
0 

=m. La función 

lineal r;uprayectiva más scncj] la es la r::::...~~cci6n estándar 

Nuevamente ocurre que· el comportamiento de (Df )
0 

condiciona el 

comportamiento de f, al menos localmente. 

PROP0!?_:_~~~2_0~_3_. Sea f:()~Rn __ _,.R"" una función tal que (Df)0 tiene 

rango m. Entonces existen U1 y U1 vecindades de OeR", V vecindad Je 

OéRm y un difeomorfismo h:lJ 1 ....-)'U2 tales que f(U, )=V, foh:U,~Rrn es 

la proyección estándar 

fo h ( x, , •.• , x IW' X.-i +, , ••• , x ",} == ( x 1 , ••• , xm). 

Demostrac.i61.::._. Sea f== (f, , ••• , f n,). Entonces 

Df -
... 

1 Como (Df) 0 tiene rango m, un menor tiene determinante distinto de 

cero; puedo suponer que 

1 
1 
1 
1 
1 

f.o. 
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Construyo una nueva funcj_ón F' :U --"°" H. 11 como 

F ( X 1 1 • • • , X r'I ) = ( f , ( X , / • • • , X n ) 1 • • • , f M ( X , / • • • , Xn ) 1 

X tnH t • • • t X n) • 

Entonces F (O) =O y 

){, a f, fu ... if.1. 

~. ... ~)(..,, c'JArn+i Ó'tn 

a--{"' i'I f,,, ~J~ .. .'q_b - l; 'l.. ..... 0Xrn11 "'X" 'J)~ ":< b ~' 

o o 1 ... o 

o ó i. 

como det(Df) 0 iO, podemos aplicar el T.F.I. y entonces existen u,, 

U1 veci.ndades de O en R11 y tales que F':Ui-"'U, es un difeomorfismo, 

y. si h:.=F- 1 
, entonces 

fo h (X 1 / 
••• / X n) = ( 1f o F) o h (X 1 1 ••• 1 :X" ) = 1T'• F" h (X 1 / • • • / X n) 

:::: 7r (X 1 , ••• , Xn ) :::: {X J , ••• , Xm ) • 

Pensemos un poco en el resultado anterior. Sabemos que si tene~os 

nt IC " una transformación lüieal A: R ____ ..,. R cuya matriz t.iene rango n, 

entonces la imagen inversa de 06R" (el n6cleo o kernel de A) es 

un subespacio lineal de R"•K de dimensión k. De hecho, si. tornarnos 

t Rn d · t · t d f~ t (Y ) b ' f Í un pun·o ye is·1n:o e cero, entonces es un su espacio a n; 

es decir, es simple-mente el kerA trasladado. Si tenemos una 

función f: L" ~H "
1

~---., R"' y ( Df )
0 

tiene ran~10 n, entonces 1 a imagen 

inversa de cada punto yERn bajo la diferencial (Df~ será un subes-

pncio af1n. Al pasar al an~lisis del comportamiento de f, obtendre­

-1 
mos que f (y) ~3críi a]~JO d.ifeomorfo 11 un subcspacio afín, o u un 

''~"' f-· 1· (v) subespaci.o lirn?<l.l de H de cHrnensH)n k: en otras palabras, _ .1 

~ · 1 ] 1 · f · 1 1 d } n p; .. l · · ?". 1 - l sera una vnr1ccú1c e J :erencJ.a > e - e ~ cíe e .1men~~:i.un r~. J)c Jemos 

ob~;ervar que si en f~ 1 
(y) hay puntos en donde la di.fcrcncj_al 

1 tenga rungo menor que n, no podrf~mos asegurar nada. 

1 
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~j_:::!~~~~?_. _ _i. Scil f:R
2
- .. H dada por f(.x,y);;:xz-y 2

• En C!..>te caso, la 

diferencial Df=(2x,-2y) tiene rango 1 excepto en (0,0). f-
1 

(O) 

es cmno se muestra .. 

1 observemos que a pesar de que en el punto (3,~) la diferencial 

tiene rango 1, f- 1 {f (3, 3)) no es una variedad. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

EjcrnpJ:9_ 5. Sea f:R 2->H duda por f(x,y)=x
2

; en este caso, Df==(2x,O). 

Esta diferencial tiene rango 1 excepto en los puntos de la forma 

-i -1 
(O,y) que son los que forman f (O). Ahora resulta que f (O) si 

es variedad. 

En este punto es conveniente introducir la siguiente terminolog1a: 

DEFIN~CION. Sean f :U ~H"-~ R111
, :xlM 1 ye:R™. Entonces 

1 i. :::x es un E.1::12:to reg\¡ ').de f si rango(Df)x ::::m. 

1 
1 
1 
1 
1 

o de f si rango(Df)<m. 
·- ';t. 

.ii.i. y es un ~~-1-_C)_!::. !::'.'.-1\~:1~ de f si todo X€f° 1
{y) es un punto regular. 

iv. y es un v':l:~:-~?.E cr~~~:_ico de f si. existe al menos un punto x~f- 1 (y) 

tal que x sea punto critico. 

observemos que la definici6n sólo depende de la dimensión del 



I 

' 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

-18-

contradornin:io H."'; en particular, rii n<rn !:_~~~~2.:;;_ Jos puntos dQ M [;on 

puntos cr'.íLi.cos. 'l'ambién vemm~ gue si (
1
(y) ::::0 entonces -por 

vacufdad- no exü>ten puntos cr'.i. tJcos en f-
1
(y) y por lo tanto y 

es un valor regular de f. Asi, si ncrn los valores criticos son 

exZJctamente lü irn<:igc~n de U bajo f. 

11tl( 
COROLAHIO DE LA PHOPOSICJON 2. Sea f: U~ R __ .,. R 11 una función dif eren 

ciablc, yd<r1 valor r0.gu1ar de f. Entoncc~s f
01

(y) es una variedad 

d "f rer:c·i·- ¡ ·¡,., (]e, J:i(l+it. d 0 ,_3·1.1ne.r1~-;1·_;._>n 1 ~. 1.e _1 .. a> .. ~ ..__ ' "--' _,_ - - 1.., r. 

ocn10~_; trae j (>11 .. 
•l Si f (y)=0 entonces 0 es una variedad diferenciable. __ ,,,,.·----·-----~-··- --- -

Si f-.t (y) 7'0, soa xc. 1 1 (y) • Como y es valor regular, ( Df );; t icne 

n-1-i<. 

rango n. Por la proposición 2, existen vecindades U~ y U2 de XER 

Vvecindad ele f(x)::::yi:Rn y un difeomorfismo h:U,-)- U2 tal que 

f (U 1 ) o::=V y 

f" h (X 1 I • • • , X YI I X.... I • • • ' X tlt IC ) ::::: (X 1 I • • • , X r'\) • 

sean 

y 
k 

W, ::::U t n { (O} "iC R ) ; 

h:W,·-~Wz. sigue siendo un difeomorfismo entre Wt vt'.!cindad de x en 

R nu(I< f-! (y) y W 
1 

( d b. t Rk ) l 1 quepo emos pensar como un a icr:o en . Jor o 
~1 

tanto f (y) es una variedad diferenciable de dimensión k. 

Usaremos el corolario anterior para obtener m!s ejemplos de 

variedades. 

!be~r.:._~~· Consideremos la func16n f: Rn -P R dada por 

f(:x,, ••• ,x11)=x~+x:+ ._. · +x!-1. 

. -1 
QGR es un valor regular de f, pues si X 0 lf (O), entonces x 0 tO.Como 

Df= (2x 1 , ••• , 2xn) =2~ 

Entonces (Df )>'
0 

tiene rungo 1: es decir, .x es punto regular de f. 
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S n~1 f. · L ( . ) ) Dr!1i1TLm11of'; por é! · o ; es e aro que 

$ 1H. ::::; { Xl-H" 1 lJ XIJ o:J}, l!(x, 1 •• , Xn )Jl ::-.::rJ;., ~¡ • 
n 

unitaria en H ; el corolario muestra que 

S1
H es una subY.ar:i.t:dad de Hº de dimensión n-1. Ob~.;ervemos que ya 

habíamos c:;Lu<liodo un caso purticular de esto en el ejemplo 2 del 

capitulo l, cuando n::o--2. Si n=l, obtenernos los puntos 1 y -1 en R, 

que fonn.:.rn unu varie(]ad diferenciable de dimensión cero, de 

acuerdo con la obsr de la p~gina s. 

R2cordemos finalmente que la condición dada en el corolario es 

suficiente mas no rH.:cesaria. En el ejemplo 5, O es un valor 

·1 critico de f y sin cn~argo f {O) si resulta ser una variedad. 
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Al haber C!d.ud_iac)o a.l<J1inar.; con~~ccuencja~> del 'l'r~orema de; lti Función 

Inversa c:n c.l cap'.Ltulo anl<.·:r :i()r, hemos r:;orlido establecer que tü -­

comportauli <!n to de una función 1 in e al (la chf cruncial) condiciona 

el comportzuni.cnto locd1 de una función. Pasemos a est::.uc:Uar un pro-

cedimjcnl.o an:iloqo. r;upon gi1lnos que M º~2 J<.'''"" es 11na var :Le dad dif en~n­

ci<:ible y plM. Podcinoa aplict:u~· una trasla.c:i6n y sU}...iGlwr que: p :::: O. 

La pregunta . ,,.1 1 J . 1 . ] es ¿cuLl. ~s ~ suJespacio .inca. de: Hn-1-1< que rn2s se pa-

rece ü M en una vecindad d0 p? Este subespacio serfi el llamado es­

pac:i.o tan<JC'.nte a la v¿niedad 0n el punto p y J.o denotaremos por 

TpM. En el ;~.i.guicnte cap5.tulo veremos un ejemplo de que c:1 compor­

tamiento del espacio tangente condiciona el cornportamicnto local 

de una variedad. 

Pusemos a d ü:;cutir Ja def inj e ión de espacio tangente. Una forma de 

definir TpM es como sigue: el espacio tangente es el conjunto de 

todos los vectores tangentes a todas las curvas en M que pasan por 

p. En el resto del capitulo y el siguiente, supondremos c2ue p :..=O. 

DEFINICION. Sea tl: I - 'n."' .. una función diferenciable del intervalo. 

· · { e ) · RnH< c.' . ( l ) d ' . t • I ::.: -e:. ,E. en . ,yl c1.. - f M, ecirnos que d. es una ~urya_ Earame ri-

zada difcrcncinblc en M. 

ol(t) = (cos t , sen t, O), t6R, 

es una curva paramctrizada diferenciable en la esfera 

{(x,y, z )€:. Ri 

Observemos que ~ no es inyectiva, pues d(t+2v) = ~(t) para toda t. 

DEF1N_}_s_!o~~-· El conjunto 

{..1 1 (O) l ol es una curva parametri.zada diferenciable en M,~(0) = p) 

donde o(' (O) denota el vector derivada de v< en el instante O, es el 

1 ~_p_ac_~º- ~>1!~~(~~!:~ ~ M en ~ 1 E~~~~t:.<2. p, denotado 'l'r M. 

1 
01:_~~~:J:6r_:. El espacio tangente no es vacf.o. Sea,; :V-,.M una para-

1 
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rnetrizacHm de M en p, donclc V es un abierto en Hº tal c¡uc OG 

y f(O) ~p. Sea m<I\n-{ol. Como V "'; abierto, cxü;te una é> O tal que 

>VtE.(-E,E.), el vector tmt: V. Entonces la cur·vu. 

t€-(-t 1 E.) / f º <X ( t) ~-= +· ( tm) , 
rn 

es una curva pax:arnetri.zada difc:renciable en M tal que 

( l. o el. ) ' (O ) == D'Í" (O) ( m) Cl' M. 
~ rn P 

La siguiente proposición muestra la relación entre el subespacio 

lineal mis parecido a la variedad y la función lineal m5s pareciaa 

a una parumetrizaci6n. 

PROPOSICION. con la notación anLerior, 

Demostración. Demostraremos primero que T M~(D~) 0 (R
11

). Sea veT M. p p 

Por definición, existe una curva d. :I-M tal CJlW r.1.'(0) =v. Consi.de ''· 

remos la curva f '' f -ló d : I--> Rn. Entonces f•p~d y por la regla de 

la cadena, 

V:::: o( 1 (O) == (Df) O <13' (O)), 

por lo que v d D1·l 
0 

(Rn) . Recíprocamente, para demostrar que 

(D~) 0 (R11 ) TPM, sea 

w=(Dtf)
0

(v)t: (Dlr)
0

(Rn), vtR
11

• 

Tomemos la curva ~ como en la observación previa, tal que 
V 

el (O) ==0, J..' (O) =v. 
· V V 

Ahora, la curva ~ == 1{ º d : 1 ~ ... M es tal que 
[ · V 

p 1 ( O ) = ( D tJ') O ( e< ~ ( O ) ) :=: ( D'f) O (V) = W, 

lo cual muestra que w~T M. p 

La diferenc;al (Drl 
0 

c>C1tablece un isomorfismo lineal entre Rn y 

n (Dt)
0

(R ); en particulnr tenemos el siguiente 

COROLARIO. T M11 es un espacio vectorial de dimensión n. 
--~-------- p 
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Si e 1 , ••• , en denota la base canónica de H,,, entonces los vectores 

{Dt)0 (eí.), i = 1, .•• ,n son una base para 'l'rM· A estos vectores 

los denotaremos 

~L, i=l, ... ,n 

Más en general, si XGV, entonces los vectores 

i=l, ... ,n 

forman una base de 'l'r<x.) t·~ . 

Es tiempo ya de definir la diferencial de una f~nci6n entre varie 

dades. 

dos variec1ac1cs diferenciables, f:M-+N una 

función difcrenciablc, pcM. Corno f es diferenciuble en p,exif:~te 

una extensión diferenciable F:U--{¡ON de f ta1 que U es abierto en 

l
,, 
. . 

Como las VéH jc~dade~~ E'f.>tfü1 contc~rdda~; en c:;pacios cuclilleanos, 

entonces 'l'y M S-P.r"~ y 'THpl!J S:P."'t 2 • Vc~amos ahora que la .imagen de TvM 

está conterd.clu. en 'l'¡ 1p) N. Sea vc·'1'rI·1. Entonce~; v ::=o\' (O) para alguna 

curva cUfcrcnciabJc~ ct:l-•M, oc-1, c><(O) o:: p. Entonces 1' 0 ('( es una cur 

va diferencia!JJ.c en N '1 (Fo¡i1) 1 (O) (::..: DF(t1..' (O)) ::0 DF{v) ) es por 

definición un elemento de THf)N. Entonces tiene sentido lo siguien 

te. 

DEFINICION. La restricción de DF a rr pM se llama la d~f~E_~ncial 

de 1 a funci6E_ f e~ ~-!_ E~~!~_to p, y se denota por Dfp: T? M-, T ftr)N. 

Antes de seguir adelante, observemos que la definición no depen-
,.... 

de de la extensión de f; sea f otra extensión de f distinta de F 

y VfTrM; entonces, !.>i ci<.: 1--.. M es tal que c.{
1 (O)::: v, entonces 

,. " 
Df(v) ::e (fH~) '(0) :.:: {f•<-') 1 (O);~ Df(v), 

" pues f:::: F restrinq.ida~; a M. 

Puesto que DF:H~'"~- .. R"'d f'~; una función lineal y 'l'fl'-1 e.s un subcs-­

pacio linea) de Hhl" / <'nto irnplicu que Dfp:'l'y M--• '1' 1,,)N es una fun-­

ción lineal entre Jos espacios tangentes. Podemos hablar enton-­

ces del ran90 de esta fnllc:i.6n. 
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E:jen:'._i:_c~Lc:?.· Vc.:r:if icar que la dcfinici.6n anterior no depende de -­

la extc:n!.>.ión f con:,;iderilda. 

Con l~ def inici6n de rango podemos reconstruir las definiciones 

y propu;;.i cí.unc1c; de J. cap1.tn:io 2; Jo haremos brevemente y sin de:-:-.­

mostraciones pues la gcneralizaci6n es muy sencilla. 

DEFINICION. Sean f: 11,...f: nn•~----;, N ''\ R'ntt una función di f eronciable 

entre variedades el i fe rene iable s, pe M, q dJ. En ton ces 

i. p es un p~~~-t-~~ !:.~~_<]~~-~ª~~ de f si y sólo si el rango de f en p 

es :igual a m. 

i i. p e~:; un p_u1_1_tc~ ~:1~~!-~~~<?. de f si y sólo si el rango de f en p 

es menor que m. 

i ii. q es un w1 l~)~~~- ~-~:_9y~ ª.!. de f si y s6lo si toda p~f -! (q) es 

punto reguJar de f. 

iv. q e~> un .'(é!}o_1~ '.?E1.~_ic9_ de f si. y sólo si existe al menos un 

punto critico de f pGf- 1 (q). 

v. f es una jnrncrsi.6n si y s61o si el rango de f en p es igual 

a n para todo peM 

vi. f si y sólo si f es inmersión y f: M--1-f (M) es un 

homeomo.r f j ~-;rno. 

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA EN'J'RE VAIHEDADES. 

k "d Sean .M ~R N11:!: Hºm dos varieda(1cS diferenciables de la misma 

dimensión y f:Mi.:·,N 1 una funci(rn diferonciable tal gue el rango de 

f en pEM es k. Entonces existen vcc.i.ridadcs U de p en M y V de 

f(p) en N tales quP. .rlv :lJ-- .... v es un difeomorfismo. 

S6lo requerirnos rlc una dcf.i nic:i6n rn5s para generalizar los prin­

cipales resu.ltados dPl capftulo 7.. 

r)EFINJCION. Se·¿¡ M '\ Hnt" una Vilriedad difcrenc.U1blc. Una subvarie-

dad di ferenc.i<1h.1 e· N de~ M es un f;ubespacio topol69ico de M que 

adcm<ls es varic~dad c.1:i.U~renciübl(~. 

Q~:_~-~EY..~~cL0D .. :~· Necc~>Zffiamcnt·.l~, Ja di.rnensión de N es menor o---­

igual. 'lYl. Observemos i.:<rnüdé:n que .todas las variedades que hemos 

venido consi.dür<1nclo ~;on !1ubvar:i.c~dades difercnciabl.es de <l: _.'.0'.1 
;;n 
,. '" . 
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Obscrvoci6n 2. ~;j N es ~;ubvaricdéH1 cliferenciable de M, entonces 

la funcjón i:N >M dada por i(ti) :::-:: p, comúnrnc.:nte llarnaci.:1 la ~.E:_C:lu­

~~6n, eb un encaje. La siguiente proposición es una especie de 

recíproco. 

PHOPor::r.croN l. ~~ea f:Mn: R,.,1-~ N""~RnH~ una función difercnciable 

entre! variedades diferc:nciables. Si f es un encaje, entonces 

f (M) es una subvariedad difcrenciable de N de dimensión n. 

~HOPS!_:~LC::..:Ig~ ~· Sea f corno en la proposici6n l. Si qe N es un valor 

regul~r de f, entonces f- 1 (q) es una subvaricdad diferenciable 

de M de dimensión n-m. 
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Hemos visto en el capi.tulo 3 que el espacio tangente es el subC:!s 

pacio 1ineal m:ís parec:i.od a la variedad. De este hecho obténdrc­

mos la re:;puc::.> t:a a la:.; siguientes pr<:;gunats: 

a. ¿~u~ndo la intersección de dos variedades es nuevamente una 

variedad? 

b. Si tenc-:rnos una función entre variedades, ¿cuándo la imagen 

inversa de una variedad es variedad? 

a. EstudJ·cmos la primera situación. Tenemos dos variedades M" y 

1{,., dentro de un espacio Rk y quercmo~ investigar cómo se compor­

ta su intersección. E~>to 1o veremos a través de varios ejemplos. 

Ejempl~ !_. Observemos prüncrarnente que la intersección de dos va 

riedades no siempre es una variedad. Al intersectar el paraboloi 

de hiperbólico 

{ ( X , y , z ) E- R 
3 

1 z == xy } 

con el plano xy, obtendrefuos una figura de cruz que no es varie­

aa·a. 

_ ___,__ 

Aun cuando Mf"IN fuese una variedad,. por el momento no nos in te re­

san todos loH tipos de intersecciones, sino solamente las que -­

llarnaremo~; 'buenas' intersccc_ioncs. Una buena intersección f:;erá 

aquellé.l tal que si 'movemo:; poco' .M o N, la nueva interseci6n 

ser~ escnci alrncnte la mismn con la que comenzarno~; º Observemos 

que el e:jempJo 1 es un ejemplo de una mala interi;ccción. 

. 
Ej_92~l?.~!~ .?:· La inter~;c~cción del plano xy con la n~cLa x ~" O,y =O, 

es una 'bucna 1 inler!';ecci6n, ya que; !;.i movemos poco el plnllo o la 

recta, ob tenc1 remos S.Í.('lllp.re un úrd co pun lo de: .i. ntc: .n;ecc ión, que 
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es una variedad de dimensión C(!T"O. 

Ejemplo 3. Si dos curvas en R 1 son iguales a lo largo de un arco 

tenemos un ejemplo de una mala intersección¡ ya que si movemos :C. 

hacia arriba a M o a N, obtendremos que la nueva lntcrsccci6n 

cambiará sustancialmente. 

Ejemplo ~· Las malas intersecciones también se pueden dar entre 

variedades de dimensiones diferentes. 

/ 

~ui la intersección es todo un arco de curva, pero si subimos 

a M o a N obtendremos que la nueva intersección oerl solamente 

un punto~ 
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Observemos la siguiente característica comGn de los ejemplos de 

malas· intersecciones: que tambj.én entre los espacios tangentes -

hay malas interr;c;ccioncs. En lof; ejemplos 1 y 3, TrM= 'l'rN pero 

podcmo~~ mover un poco lo:; c:;pacios tan9cntes para separarJos. En 

e 1 ejemplo 2, T rM = M y 'l' 1,rJ =-~ N, así que no hay ningún problema. 

En el ejemplo 4, TrMsTrN pero podemos levantar: 

y J.g_ intersecci6n pasa bruscamente de ser una recta a ser vacf.a. 

Esta característica comGn nos rugiere'estudiar la intersección de 

varj edadn;,; a través de lél. i.ntl:: rsecci6n de sus espacios tangentes, 

'rratarernos de pn:c:isar lo que cnt ende remos por una buena ínter-­

sección de Jos espacios tnngentes. 

El ejemplo 4 rnucGtra que no basta con que TpM~TrN para que haya 

una buena j11i:er~>c>cci6n. Corno verernm3 enseguj_da, tampoco es bueno 

pedir q uc la in Le rsccci.6n sea la menor pos j ble, es decir g ue 

E:j~_~p.1_~ ~· Consideremos dos superficies en R3 que ti.enen una --­

buena intersección. 
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podemos ver que T
1

MnT¡N es una recta y aún asi tenemos una buena 

intersección. 

Si_"'!l'Plc"- (;_. Aún cuando Tp M íl'l' p N ~ \ O J , ex is ten ejemplos el e roa 1 as in 

tersecciones por ejemplo, dos curvas en R
3

• 

Aqu1, T¡ MO'l'¡N ~ l Ol, pero existe una direcci6n en la cual podemos 

•jalar"a nuestras curvas para que su intersección cambie radical 

mente: 

Bl ejemplo 6 nos muestra algQ importante: d~s curvas en Rª que 

cumplen ·r, Mn'r r N ~ l O l :0:. U e nen una buena in te r!3acción ¡ pero si -

las curva• cetfin en R' esto yu no ocurre. Esto ce as! porque en 
H' existe una ili rucci6n m(lf; en la cual nos podcmo!3 1,uvcl para --

separar ;1 Jon c•;pild.o• tan0rmt<i<;. U.icho de oLr.i manera, Gi nos 

movcmo s (poco) en las el i i:c cci one• d<Ol. cniiina da'.> por lnf; vcct.o re,; 

ta ng '"' t!"; , la ,d t na ci6n no e; 1 mi Li n rnn e I> n , p NO "i e xü; te un n cli - -

recci6n '!"" no qucdn dc•tr·i:miH·"l" por un vecl<H t.anqent<>, untoncc•" 

1 
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podemos cci1ni,i<H radical mente l" intcrnccción. l\f;'i, c;i no nos po·· 

demos mover mt1'; que en las dirc:cciones dctei:minada11 por los vec­

tor"" tangentes, tendi:crnos una buena inlcrsecdón. Formalicemos 

estns idea~;. 

~-IJ:l.!~CJON. M y N son :·3a11s".ers<i_!'.'é3. rrn p<Ml\N si y sólo si 

'l' f M. + 'l' r N :;: R I<: • 

M y N son ~1_5_v¡e_r..,;:°.!.."':'. [Notación: M -h N) si y sólo si son trans-

versales en p para todo pEMnN. 

Para completar la discusión de este punto, diremos algo de la 

dimensión de MnN, suponiendo que M y N son transversales. Es ---

claro que 
dim(Mf\N) 6 mín (dirn M , c1im N ) • 

para obtener la dimensión correcta, nuevamente recurriremos !J. -­

los espacios tangentes. Recordemos primero que si W, ,, son 

subespacios vectoriales de un espado vectorial V, entonces 

dim(\v, +W
2

) == dimW, + dimw2- - dim(\'J 1 (\W1). 

En nuestro cosa, W, ~TpM, W, ~·rrN, y si M y N son transversales, 

W, + w, ~ R'. Si dim t·l ~n. , dim N ~. rn, entonces, despejando de la 

fórmula anterior, 
d im ( 'l' r Mn T f N) :::: n + m - k • 

ES de esperarse entonces que dim ( Hl\N ) ~ n + m - k • 

~~'i_!.C::!-º'.! ~-· Si M y N son transversales, entonces M~N es una 

subvaricdad cHfcrcnci ablc de H de dimens i6n n + m - k. 

La dernostraci6n quedará pendiente por el momento. 

b. Pasemoa ahora al segundo problema. Si f:M"-->N~ es una función 

entre subvari p(]acles y N, os una subvaricdad de N, ¿cufindo f-' (N, ) 

es subvarieda¡• c~e .M? 

respondido n esta pregunta en un caso: cuando 

·e de un punto N, ::~ ~q'. ~);]bcmor;_ que~ si q es un 

f, entonces f ··! (q} -- e• (N,) es una subvaricdad 

Dehecho, yn h 

N, consta Gül<1. 

valor rcqular 
de M. QttlS ¡ 6r"' >S entonces qu0 la """Hciém ele re9ularidacl sea un 

caso pn rl.:.) cu] <ll de nue!-; L ra ¡n·eyunLa. 
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Para ver ~;1 f ·J. (N,) us una subvariuclad, do:..~bernos fi:j.arnos local·--

• ] ·¡ . . - i·- 1 ( , ) . . d 1 u mente s:i .o ers; t;::; cecJ.r, r;i cacta. xE. ii, t1.enc: unii vcc1.n ac 

ta 1 que U sea una Eubva rÍ.(!c1ad. Si f ( x) :.:: y, sulJemo~:; por la obser­

vac j_ón hecha. en eJ. capítulo 1 que una V(.>cindad V de y puede ex--

prer;ar::;e co;~io 

donde 1 es la cod irncns ión de H , en N. 'En ton ces 

f- 1 (V) :-;= f- 1 g-t (O)== (g.,f)°t. (O) 

• . ~ ::1 t 1 l s; f -1.. {N, ) b Gracias a esta ecuacion pocc~os es-aJ cccr ~ es una su 

variedad. Fslo ocurre si O es un valor regular de (góf). Esta -­

condici1·.11 se puede expresar por medio de f y de N, . 

Por la regla de lo cadena, 

D( c1 " f ) :::.:: .l""Y_"T o Df 
:e! x. "-':Jy x' 

9 
D(gof) :T M-->R • 

X X 

Entonces para que O sea valor regular de (g.f), debe ocurrir que 

~gof)x sea suprayectiva. Como dg~ es suprayectiva y su kernel -

es T 1 (N 1 ), para cubrir todo RJ debe ocurrir que él kernel de-~­
'l'y(N,) y la imagen de Df)t generc~n 'l';;(N). En s~mhoJ.os, 

lm(Df><) + '1' 1 (N 1 ) == 'I'y(N). 

DEFINICION. La función f :M-1> N e~; triln:;vcrsal a N, (Notación: ---
------~--- ·----.-....---· ·-·'--. .-~ --------

-J. f ih N,) si la ecuación anterior se cumple para toda X€f (N 1 ). 

Es claro entonces el siguiente resultado. 

'l'I~?R~~lh. Si f rf\ N,, entonces f-L (N,) es una subvariedad de N. Ade 

más la cod.í.rnc~nsi6n de f-J. (N 1 ) es igual a la cod.ünensi6n de N1 en 

1 a va r i e cli 1 d N . 

Esta l1lt:irna afirmación es precisnmentc porque f- 1 (N 1 ) == (g11f)· 1 {O) 

donde ~)"f:M--,R 1 . Es decir, f ·t {N,) es el conjunto de ceros de 1 

fun c.i.onef; reu Jes. 

~!)SC:EVª~~:9!.1.. -~· Si N, ::-: {y}, entonces 'l'y (N ,) ==l O), OE-'l'>'(N) y la -­

condici6n de transversalidad se expresn como 

Im ( Df)() :: ·r, N; 

lo cual quiere <lec.ir que ( üf) ){ e !'3 mpr ay ect: i vn, o sea que y es un 

punto regular de f. Con esto mor; tramo~> que la concHc.i6n de regu-
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LtJ·idad Cfj un caso part.icular de: la condición de transversalü:1ad. 

SJ1?:;_i:.:_?::.Y.:~g_j:_()_~~ ?:..· Observemos tumb.i.ón que la inten;ección de dos su!2_ 

varjedacfor; ü:-; un ca;;o particular del problema que: e;:;tamos estu-­

di.:indo. Si M y N son subvar iedades de H k, podemos considerar la 

func.i.6n 

. Rk i:M--) I 

tal que i ( x) ::: :>:. Entonces. i - l ( N) .::: MC\N. Si i m N, entonces esta 

condición se expresa como 

'I' M + •r N == Rk f r 
para todo pcMnN, pue~. ui. :'I'r M -:-Hk es simplemente otra inclusión. 

PJ 
Asi, i~ N si y sólo si M~N. Por el teorema anterior, la codimcn 

k 
si6n de M(IN es igual a Ja codjrnc·n~;ión de N en H . Por lo tanto, 

codi.m(MnN) = codim(M) + codirn(N) 

~ue es ecmivalente a la ecuc:;ción 

dim MnN = dim M+dim N-K. 
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En la seccí6ri an Lcri.or dcf;arr.ollarno:::; un breve estudio de las va­

ricdadeE;; o n1a(; b.ien, de las subvariedades de R". Sj nos detene­

mos un poco u n:.:ílc~x:iondr 10obre las varie<.1<JCJf;!; con~;.idcradas, ve-

mosque el llr:cl10 de que las var.icdades sean lor;aJrnc!lllc cLi.tcurnoJ:·­

fas a al0ún Hk e~; fundarncJ11lal en c.cl c~;tuc1j o de la topolo9.f.a <lif5:. 

rencü.11. E~:;ta c«iJacter:í.slica de la~:; variedades puede.:! e:;d_cndcc.;c 

a c.icrtos C'.:; pile io:::; topol69.i co!.; alJ[_; tracto~:;. l>.s :í. puc;;, podernos ·--­

constru :ir (~f;pac.io~; "localrni~..:nte <lifecnnorfos" a H.k, y (:~;tas .rc:cib~ 

rán el nomlnc~ de Véiriedadc:::_; abstractas. En este céJp:ítulo di1rcmos 

unos cjclí:p1o:; dl! varü;dadc~.:.; .:.ibstrdcL:is y de:f;pué'!'.> daremos la defj_ 

xüci6n ele Vdrj ecbd. En los si9UÜ'ntcfi cap:ítu1os trataremos ch~ e~ 

tender las definiciones desarrolladas en Ja Sección I a esta nue 

va situacj_6n. 

Quisi6rcimos recordar rápidamente el co~cepto de ~spacio de idcn­

tificaci6n. Sea X un espacio topológico y R una relación de equi 

valencia en X. Como sabernos, R clivide a X en clases de eqtüvalcn 

cia; sea fxl la clase de equivalencia en la cual se encuentra un 

elemento xt:X. El conjunto cociente es c~l conjunto de clases de -

equivalr:ncia, 

X/R = t (x11 xeX} 

La función P: X---i> X/R que manda a cada elemento de X en su clase -

de egui.valencia, P {x) =-e [ x), se llama la proyccci.6n natural de X 

en XíH. Dotarnos a X/H de nna topolo9J.a p:Ld:icrndo qne P sea una 

funci6n continua; (!S c1ccj_1.:-, lJfX/H p~; abierto si y sólo si p-t(U) 

es abierto. El conjunto ){/R dotado con c~;L.1 topolo9ía rcc.ibc el 

nornbr(~ de ~:.~~J~_ii_ci~i_ ~i~- írkn'.~:.i_f_.i;cac:~'.:'2_1_'. de X bajo Ja relación R. ·: i 

De!;crib:ircmo~; ahora los espéicüJ:c; proyC>cti.vor>. Ernpczl!rcmos con el 

plnno proyecl:i.vo. Con!; ir:1cremo~> el conjunto 

y definamos la siguiente relnci6n: 

v ::oo ;\ w para al 91mél ~ f- O. 

Claramr~nte, 6st:a es urw re1aci6n <le cqui v<:il cnc:ia. J.as clases de 
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real de dim~nsión n * y se denota como sigue: 

Es tu dcf inici6n tiene sentj do él.Ún cuando n =O, 1. Pero en estos -

casos la descripción de lo~ espacic1H proyectivos es muy sencilla. 

Si n ,- O, sº conhti:1 de ~;61o dos punto~.;, 1 y -le H. AJ. idGntificar­

los obtcne:wo;; un ún:íco punlo. /\~:,}., P 0 cr.msta de un (inico p1Jnto. 

Si n::.:. 1, podc:rno~~ f.>impJ iLícdr curno :;iqtw: en vez de idcnt.1.f icar -: 

los punto x y -xES1
, de:;écliam(J~~ toc1o~, lo~_; puntos (x,y)E::S

1 tales 

que y.:O; puc.,;t.o que csLoi; quc:dan .idc~ntificados con 10~3 puntos -­

del scmiplano superior; finalmente, para obtener H ', debemos --­

identificar los puntos (1,0) y (-1,0). Al hacer esto, obtenernos 

1 b ' un espacio homeomorfo a S ; en otras pala ras, P es homeomorfo 

a S' **. 
Podemos decir algo m~s de los espacios proyectivos. Obtengamos 

nuevamente Pt como sigue. Consideremos el subconjunto des'-

s~ == { ( x, y, z ) E- s 1 1 z~ o} 

Para obtener P 2 a partir de S 1 hay que identificar los puntos -­

tales que z ::::: O con la rc~Jln X"'-x. Pero este conjunto es horneomor 

fo a 5 1
; a!.1:Í. crue:~ al icJcntif.icar e~;tos puntos obtenemos un subco~ 

junto de P 1 que es hom(~Oinor fo u P 
1 

• En es te sentido, se dice que 

P
1

f P~ Es ta si t uac:i6n se puede gcrwral izar a todos .los espacios -

proyectivos: 

n=l,2, ... 

------
* 'l'mnbién en c1\= (z, , ••• , z r1), z¿ e C se puede hacer esta relac.1.6n 

de equivalencia; cnt:oncc1 s el e.spncio cocicmte es el espacio -
proyectivo complejo de• d.i.n1cnsi(>n n. 

** Parü una 11 v .i. ;; uaJ .i. Zcl e .i 6n 11 de P 2. , ver S p.i. vak. 
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B, LíLJJJJJN u:_1o:i nr __ Y/\RI[n/\1ci_ __ AJ3sT1wcJ_"/\, 
AntC!s de dc:f.in.i.r lo qm~ (::; una V<Jr.ic~d;id ab~;t.:.acta, debernos hacer 

al gunc::d:_; rnud:i. ti e ii e :ion e[; u Jl\H~ ~;t r a~; ele f :i. ni. e i onc !3. En pr irne r 1 ugar, 

dijimot; que: una !~ubvarü~dad topolG:..Jica de dimensión n es un su--­

bespacio topoJC1Jico"cJe nnt•I 1oca]1:1cntc liornc:OlílOifO él Hn. 

Tmnbi0n mcnc:icn.~JinO!:~ que c:l lic:cho de~ que li..i.::; !.>ubvar:ie:cJades fueran 

sudespac.io!; ele HntK irnpLica que la:> t;ubvariedades son llausdorff y 

que su topolog5a liene ba~;c nurn0r;jblc. Como aliara trabajaremos -

con e spé!ciot; topo16g ico~; q m~ no ne ce!; a.r j arr,ent~c: e st..6.n inmersos en 

un espacio cuc.l i de ano, ücb(;mos ob:;ervar que e~; tas propioclac]c[; no 

quedan qar;:intiza<J¿¡s pidiendo que el espacio 1..:opo16gico sea local 

mente: hornccimor lo a Hn. * 

~~F Ir~!-~~J_Q~~-. Un a ::::~ r i_C:~~~ d ~-~P~)} 6 SLLC:ª M c1 e ~i2!:.c 11:.!:'L 6 n n es un e s p a -

cio topoJ.6qico de H.::.i.usdorff con base numer<1ble tal que todo pun­

to de M ti.ene una vecindad l1orneomcir.L1 a un abierto de R". Una -­

carta (U,f) en Mes un hornc:ornorf.i.~,;mo tf:u-- ... v entre un abierto U -

de M y un abü:rto VfH". JI menudo l1al)lürem~_)!; también de una 29_!~­

metrizacj_Ón (V,Í') de M, que es un homeornorfismo tal que ( f{V),f1
) 

es.una carta en M. 

R
l'l·H< 

Ejemplo !· Toda sclJvariedad topológica de de dimensi6n n es 

una variedad topológica de dimensión n. 

Ejem.E_~º 3_. El espacio proyectivo rea 1 Pn es una variedad topoló­

gica de dimensión n. Una carta puede ser (P (U), (P lu r\. ) , con la 

notación ya introducida. 

Introduci.rcmos ahora los conceptos mgs importantes, que son los 

que se ref ierc11 a l~ diferenciabilidad. Para esto nos valdremos 

de las Cílrtas. 

DEFI_~I~_!_üN. Dos cartas (U,,.f,) y (Ut,tf-tl son cr-~patibles si -

la f uncJ6n 

es un difeomorfismo de el a~; e 

como su inversa son de el il~·~(' cr , 
es decir, que tanto esta función 

O~rf+oo, Un atlas de clase Cr --

sobre M es una colecci6n de~ carta~; (U" 1 1.1.), r1-. El\ en M tales que 

* :::'ara un n·:cr'.nl.o c.'~e un c:<~n;\C~.~~ lnc:t:lht.'llLP hor:1c•ormrfo él n, Haus­
dorL~ con b~uºc: llllr'C!ru:Jlc~, ~Je~.;:· :;p.i.v;ik : 
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ii. U U..., ~e, M,· e~; ckc.ir, .las cartas cubren a todo M. 
r.i<:'A "" 

Podriarno!; empezar <:.t trabajar con esta dof inic.i.6n * y decir 'que -

una vari~dad dif~rcnciable es un conjunto dolado de una atlas di 

fcrenciablc. Sin embargo, a vüc>GS es más conveniente trabajar con 

atlas rn:'.i>: j rno s • 

DEFINICION. Un atL1s máximo es un atlas m tal que si (u,..p) es -

una carta compatible con las cartas de m, entonces (U,f)em. 

LEMA. Todo atlas sobre una variedad M está contenido en un atlas 
~ . 

ílklXl..ITtO. 

Para demostrar•este lema, necesitamos una proposición previa. 

_!?JWPOSIC]C1N. Si (.u, ,·f. ) y (U 1 , fi ) son dos cartas compatibles 

con las'~cartas de un atlas QI., entonces son compéltibles entre sí. 

Demostraci6n. Debernos mostrar que 1 a func i6n 

es Cw. Sen pt-f• (U, nuz) y 'Í1-,
1(p) = q. Como Oles un atlas, existe -­

una carta (U,f )e~ tal que qGU. Como (U 1 ,i) es compatible con -­

las cartas de 01, cntoncc·s tfo·f~ 1 es C"°. De la misma manera, ..f1. of1. 
e 1) ] ~ ~ •f. ,.pt,,,lof.- 1 = <P.~J¡.".1 e"' . a d d es . or .o can~o, . 1 1 - 1.-1 es en una vec1n a e p; 

como p era arbitrurio, tV Lf•J. e''° l·1.º • es en f, ( UJ\ U l) 

*Nosótros·-"s6lo consideramos atlas do clnse c(J,1 y cartas crr:1-
computi.bles. 
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Demos tr<1c i ón del Lema. Sea Gt 1 ül conjunto dC! todas las ca.r tas 

compatü>.l'-:S con la!.; cart.:1E; de OI.. Por la propo:c;ic:i6n <1nlcrior, 

cualquü!r r:i¿¡ rcj a de: carta~; en OI.' son compatib] e~:_;. A<lew[¡~;, como -

Ot (_,al' y Ol e~ s una atlas, en lonccs las cartas de út' cubren a M. Por 

otro lado, es cL1ro que si A? es un atla5 que contiene a OI, enton 

cc~s SHJI.' • 

DEFINICION. Una variedad diferenciable M de dimensión n * es una 

variedad topol§ica de dimensión n dotada de un atlas m&xirno ---­

difercnc ütble. 

Observación, En algunos ejemplos es usual dar las variedades con 

sus pararnr:.:trizac.ionc.s y no con sus cartas. 

~jemjJlC::: ~· Toda subvariedad difercnc:i.able de R
11 

es una variedad 

diferenciable. 

!:'.Jemplo 2. Sea M = R. Damos 1.a función 1:M_..R como 

3 
:::: X • 

El conjunto 

es un atlas (pues en particular, f es compatible con sí misma). -

Sabenms entonces que a est& contenido en un atlas m&ximo a• . --­
Este atlas es disl~into del que se obtiene con el atlas máximo -­

que contiene a 

t) ::: { {M,i) 1 i{x):::: X} 
.1 -i. cu 

pues i ~ 'f ;;:: r no es una func.i6n e . 

Ejemplo 3. Sea P11 el espacio proyectivo real de dimensión n: es 

decir, 

pn::::: 8 11 
/XN-X 

Sea P:Sn-l'Pn 1.a proyección P(x) ::::[x]. Sea [x1éPn, xC:[x1. Entor.ces 
n 

existe W vecindad de x en S tnl que W no comtiene puntos ant!p~ 

das. Sabemos también que ex.üitc un (1:ifcornorf.i~>rno h:V·-,.\'J de W con 

un abierto V d'=-: n.11
• D.ircrnos entonce~.; que (V, Po h) c~s uno par.u.nH.?--

* A partir de c~~t<' rnomnnto sólo lrt!l)t1:iaremos con variedades difc 
rcncil1h1es,<> meno~• <JlJf! ~:>e indiq11e Jo cont.i·arjo, 
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trizaci6n de Pn en X • 

P HQ_!~.s?_~_! e ~.OJ~. E J. conjunto 

Ol == ( P(W), (Pohf
1

} 

es un atlas n 
:-:obre~ P ; y por lo tanto, Pn con el atlas máximo ---

que contic11c ;1 01 es una variedad difercnci.able de dimensión n. 

~~~~C)~~-~_:_E~~~~i(~i_i_:. Claramente;, los conjunto.s P(W) cubren a Pn. Por -­

lo tanto, ~;6lo dcberno~~ verificar que si (P(W1) i (Poh)-
1

) y -----­

(P (Wz), {Poq)-1. ) ;;on do~~ cartas ele a.., entonces son ccrr.patj_lJlcs e~ 

tre ~::J. HC?'.;tr.i.nc;:icnc1o éH1ocuadarnontc h y 9, podernos sllponer c¡uc -

P(W 1 ) :.-=P(\'lz) ==V~ Si Poh:U 1-··J>V y Pvg:lJi.--'"V, debernos 111ostrar que -
-t 

(J'o~¡) 1-> (P h) :U1 --~ Ui. e~; 1111 difeornorfisrno. La parte rn.§,s c1<d.i.cada -

l ,. -1 ( • . e!:; ünu .i. zar que pasa con P " P: W, ... , Wi :rc'cüreic'.mos que:: P no es J n-

yccti va globaJmcnto, aunque' localn1c~nte sí lo es). Sí~a xtS
11

• En-­

tonces P(x) :cc[x]&Pn y p-i.((xJ) puede toJliar dos vu.lores: o bien 

p·· 1-([x)) ,-;x, o p-i.([xJ) ::::o-x. Si w, es conexo, corno P-t ... Pes con­

tinua, vale s6lo alguna de estas ecuaciones. Por lo tanto, 

¡ -1 
g h(x) 

-1 
( Po g) o (P l> h ) ( x) = o b i e n 

~( i ( -- h { X } ) 

pero g y h son difeomorf isrnos de Rn a S
11

, por .lo que en ambos -­

casos esta cornposici6n es un difeornorfi.:;mo. Por lo tó .. nto, a es -

un atlas sclJrc Pn. 

~j~me_~_c_: .'!_. Si Nl'.:M es un subconjunto abierto de una variedad dif~ 

renciable con atlas tll., entonces N es una variedad di ferenc.iable 

con (~ 1 atlas mf:tx imo que contiene a J.as cartas 

tales que ll~N. 

Ejcn~J?}:.~ ~- E~cíl M{m'l(n) el espacio vectorial de las nwtrices de -­

rn)(n. A c~.;te er;pncio Jo ülentificamos con Rnm •. Sea M(rnx.n;k) el 

subconjunlo Jo1-i:1ndo por léis mat.rices de rango k. Demostraremos 

que si k~ min(;11,n), cntoncc:s M( mxn;k) es una (sub)variedad de 

M(rnt.n) <1c dirn(•J12>.i611 k (in+ n - k). 
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Dc~an P unél matrii de rnxm y Q una matriz de n)(n, ambas no singt:.l~ 

rüs. Entonces la f unci.6n M -~PMO de M (rn><n)) sobre M (JTlJ\. n) 0.S un di 

feornor.fi:::.;11:0. Si Me~:; cualquier elemento de H(m;.c:n~k), entonces 

existen matrices P y Q tales que PMQ tiene la fonna 

donde A e::; una matr. iz no singular de kll:k. As'.i que basta construir 

vecindades coordcnadas·en M(mKn;k)) para estas matrices. 

sea 

una matriz en M(mxn;k) donde A9 es una matriz no singular de kxk. 

dada AEM(k><.k), sea. d(A,A 0 ) el máximo de los valores absolutos de 

los cornp:mcntes c1c la lllZlt:ciz A-Ao. Como deL l\ 0 1 O y corno det es 

una funci_6n continua (de hecho, es un ¡!.>olinomio) ele los componen 

tes de h, sabemos que existe una ~>O tal que si d(A,A 0 ),~ en~on­

ces det l"i. /:O , y as.'i_ A es no singular. Sea U el conjunto de las 

matrices M(mxn) de la forma 

M = [: :J 
donde AE:M(k><-k) y d(A,A 0 ),t. Entonces U es un subconjunto abier­

to de M(mxn). La matriz 

O llA B) f A 

:~-~ e oJ = lo 
donde I. es la matriz idcnti~atl de jxj, tiene el mismo rango gue 

J 
la matriz !'.. Asf que la matriz M tiene rango k si y sólo si 

D = CA-1 B. Esto impJjca que la:; m<itricc~s del conjunto abierto 

UnM (rnxn; k) de~ M (m><.n; k) .son de la forma 

[ ~ 
donde A~N(k~k) y d(A,A~J~6. Este conjunto abierto contiene a la 

matriz M o. 

El conjunto de las matrices de M(m~n) de la forma 
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ckmde A<=M (kxk) , ti.ene una c~>tructura diferenciable derivada· del 

espacio euclicleano H·~ con j ,,, mn - {m - k) (n - k) °'"' k (m + n - J.:) • Sea· W 

el subconjunto do e~tas matric~s tnl ~ue <l(A,Au)~~. Entonces W 

b . t , . t ] }' ~(m HI. k) C . ºj 1 f . Ó es un ~-;u con:.¡un·o ao1er·o ce { .... onsiccrc.:rnos a ·unci n 

ó :W-·.,M(Hu.n), que es supraycctj_va en ur1M(rn)l,n;k), definida por 

~] ..• 

Es claro que cf es una función cli.fcncnciable. Si -e :U.....,..W se define 

B) [A 
D. -::: C 

entonces "T es diferenciab1 e y r"cr es la identodad en W. Entonces 

Uf\M(m)Cn;k) es una subvar.i.cdud de M(rnKn). Si tornamos UflM(m n;k) 

corno una vecindad coordenada de M(m)\n;k), entonces M(m1.n;k) es -

una subvari.edad de M(m)l,.n) de dimensión k(m + n - k). 
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Como el título lo ind i.ca, en es te cap1 t ulo general iza.remos el --­

concepto de c:>pac.to tangente a esta nuc~va sj.tuaci6n de las varic~ 

dades ah!;tractas. !Je aquf en adelante, M rcprc;;entar<l una varic·­

dad ab!; t1:•1 eta de ch men s i6n n y N una va r j_edad abr:>t r¿¡cta. de dimen 

si6n rn, que.: no-cstar{in contenidas en algún H
11 

a menos que se indi 

que lo contrario. 

Examinemos la definición del espacio tangente dada en el capitu­

lo 3. 

TrM::: { ..l 1 (O) 1 ~:I--..M curva parametrizada dj.ferenciablc en M J 
tal que c<'(O) ==p. 

El primer problema guc aparece para poder generalizar esta defi­

nici6n es la palabra "diferenciable". ¿Qué quiere decir que una 

función C.X:I·-'>M ~;ca diffccrenciable? Como veremos, este problema se 

resuelve rnuy r5pid<J1ncnte usu.ndo cartas. S.in embargo, hay un se-·­

gundo prohl cma: corno H era una va r.i.edad con ten ida en a 1~1Ctn Rn, -

entonces e,·¡ vector vt' (O) tc~nía sentjdo como un elemento de R11
• -

En este c<:tf~o, no podremos u~vr este recurso, pues M no e~~tá con­

tenida en un "(~spuci o ambiente". Esto nos llevará a hacer una rno 

dificaci6n a nuestra definicj6n. 

Pasemos entonces al primer problema. ¿Cufl.ndo una funci.(Jn c-<:I_.,M 

es diferenciable? De hecho, podemos plantear el problema en una 

forma m~is general: <.cu~ndo una funci6n entre variedades f:M-tN -

es diferenciable? 

RecordcnDs nuestra definición de diferenciabilidad para funciones 

entre variedades contenidas en algún I/1
: g:M~Hn~ N~R'"d es dife 

rcnciabJ e ~;J c.x.ü:;Le una cxtQnr;j6n di fcrcnciable de g u un obicr·­

to Uc:;H"H tal que MUJ; es clec.ir, s.i existe una funcj.ón cJjterenci.a 

ble G:U-~N tal que G(x) ~-= 9(x) para toda :-~r::fl1. OlJ~ll~rvcmo~; (jlW esta 

de f Jrü c:ión (corno la de espacio tan qcn Le) ha ce uf.; o dcd hecho de -

que M e:3t:í cont.c~n.ida en n 11 •K: en R".-" ya tenernos dc'f.inida la di.fe-

1-encL1bil.ic1ac1 y únicamcntG la estamos extendiendo a subconjuntos 

b . t . J I n+K nr 1-:.rz1r1os ce ~ • 

1 

1 

,¡ 
¡ 
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Pero sigamo~; acklante. Con esta definici(in de función difr~:renci.a 

ble obtenerno~; e:l siguiente rc~:;ultado: Sj_ .p€M y (U,, .P.) y (LJ 2 ,{:) 

son cartas ck M en p y de N C!Tl f (p) rc~;pectivumcnt:c, entonce;_; la 

composic.ffm •PL º f ~ 'f,· 1 es una función éU.ferenciablc. Este rcsult~ 

do nos inchca cómo extender 1a diferc-:nciabi.lidad a espac.ios más 

generales. 

DEF'INICION. f:M--)N es diferenciable (Cw) en péM si y sólo si 

cxisLen cartaf.; (U,, ·¡l, ) <;Je .M en p y (U.L,fz.) de N en f(p) tales -­

que Ja func:i_6n f1..ºf"f, 1
: 'f. (U 1 ) --·-" 'f,.(Ui..) es diferenciable. 

Observemos que en la ckf ini.ci6n, los conjuntos 1• (U¿), i = 1, 2 

son abiertos en sus respectivos espacios. 

~jer~icio. Verificar que la dcfi_nic:ón ani.:erior no depende de las 

cartas cornd.clcrac1as; en otras palabrar;, si la definición se cum­

ple para una pareja de cartas, c11Lonccs se cumple para cualquier 

otra pareja <le cartas. 

De las funciones ch fr~:rcnciable~.3, hay que c1cstacar a las funcio-·­

nes f: M -l" H. Podernos clcc .i. r que es tas funciones determinan 1 a es-­

trucl ura d.i f ercnc:i.ablc, ya que entre estas funcione~; se encucn-­

tran 1 as func.i_ones coorclc!nada~-». Podríamos haber definido las -­

varü~dades dj fcrencii:.iblcs como sigue: 

12~!'.:~~!~L~~I~!-~.- (¿1ltc:rnat.i va) Un ~~'.~.t:.~~C:-~:-~1_n.~ r1i!en~nciable iJ sobre una 

variedad*M es 11na colecci6n ele funciones reales f definidas cada 

una en un subconjunto abierto de M tal gue 

i. Para cada peM existe una vecindad U de p y un homeornorfismo 

1 de U ~;obre un conjunto abierto de R
11 

ta 1 que la función f 

definida c'n un !';ubconjunto abierto W de U está en J) si y --­

ii. 

s6lo si f r•(' e!; d .i.f ercnc:i.<1hh~. 

Si Uí. son conjunto~; ab.Ü.!.rto~; contenidos 

y U:.:UUt, entonces fluc,}) fd y sólo si 

cada i. 

en el dominio de f 

fj(;¡ está en .h para 

Una :::_m~~~:!:_c1_,~~1. 9..:.i:f.c.:r::.!.~_<:.-:1..<_t}..:.11.l": M e~; u~1ü variedad topol6gi.ca con una 

cstruct ura <1 :i. fe renciabJ e J). Lo~; elementos de lJ son 1 as f unc i:::rncs 

reales d.i.fcrcnciable!> ~;obre M. Cualquier abiQrto U y horneornorfi~ 

mo •! que s<lt.isfagan la codicj(m (i) !.;ertt una c~E .. t:!.~ en M. 

* Una var.iecfod topo16~1ica. 
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Si en .nuc:.;t.ri.l defin.ü.:ión de '.funci6n dj_ferencj_é1ble hacemos N:::: R, 

entonces es cldro que las dos definiciones son equivalentes, 

pues cfi• fu~;L:::: fof:1 s.i. c.f1 :1~-->N es 1a i.dentidad. 

Ya que hc1110:.,; hablado de las funciones élifcrenci.ables, tiene sen-

t j do h aL J ar de las cu:rv<ts difurenciables c:n M que pasan por pc::M. 

DEFINICION. 

función difcrcnci.able l<':I·~M de un intervalo If:R a M. Si ~(t):::::: p 

dirGmos que ~< pasa por ·p en el i nstantc:: t. 

Observemos que, usando traslaciones, podernos suponer que oer y 

que ex' ( O ) = p • 

Pasemos ahora al problc;rna de definir a lüs vectores tangentes. 

Poeclmo~:; pcn!:;<tr c~1 i::>l espacio té1n9cnte co1110 en el conjunto de to­

das las "d i1·ecci ones" de todas L1!.> curva~;; di fer ene i.ab les que pa­

_san por p. Es claro quu distintas curve!~,; puctJcn tL'ncr el mismo -

vector tansJcnte. Podemos agrupar entonces a di.sLLntas curvas que 

tengcJn "di1c:cciGn común". Empecemos con e1 caso conocido. 

DEF'~!'J-~-s~or~. Las curvas s:I·,,R
11

, i.::a- .. R
11

, con 0Elí'\,Jy ó·(O)==r(O) 

son e9uiv.~1]_C.2!_.t~:s en cr(O) ==p (notación: a,.,.-t:) si y s61o sí 

a 1 (O ) = -e 1 ( O ) • 

Es claro que existe una biyecci6n entre el conjunto de clases de 

equivalencia y el conjunto de vectores tangentes. 

Ahora bien, para definir una cierta equivalencia de curvas, recu 

rriremos nucvmncmte a las cartas. 

DE!I'Il~~~I°-E~. Sea M una vari. edad abstra eta, peM y cr: r_. M, "'C: J _., M 

curvas difercnciables tales que O<:-InJ, ó(O) ="C (0) ==p. Sea (U,lf} 

una carta C!n p tal quP ·f(p) :-.; O .. 6· y -r son ect~.iv~_lc~tc9 si y s6lo 

si las curvas 1\' 1 °= 'fo,.r y r, = ·foc Gon equivalentes en el :sent.ido -

de la c1efini<~:i.6n anterün; es decir, si 

ó1
1 (0) :oc T

1
1 (O). (*} 

Debemos ahora verificar que esta definición no depende de la car 

ta. Si (U, , f, ) es una carta tal que pG Uf\U 1 , entonces 

Por ln rcgln de la endona, 
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;::: (·f. ot{') 1 
( •fao·) (O) ( 'fu<J) 1 (0) 

-- ( '(, u '"f 1 ) ( 0 ) ( 'f o T) 1 ( 0 ) 

= ( •f 1 º •( º '!' .., e ) ' ( O ) 

-- ( 'f 1 o "C ) 1 ( o ) . 

Podemos Yll trabajar con esta definición. Sin embargo, quisiéra--i 

mas estaGlecer la siguiente definici6n alternativa. 

DEFINICION. Sean ó. y T como antes. Entonces ó" y 't son eq_uivalen­

tes si y sólo si 

(.fo ó ) 1 ( O ) = ( f o ·e ) 1 ( O ) ( * *) 

para toda función difcrenciable f:M·-'-"R. 

PHOPOSJCJON. Las dos def irdcirncs son equivalentes. 

Dernostrac:i6n. 

i. Sean ó y r equi.vaJentes en el sentido de la primera clef ini--­

ci6n~ <'~decir, sj 'fes una carta en p, ent.:onccs (1.f'oo)'(O) es 
~ 1 

igual a ('fa_r)'(O). Sea f:M·-tH difcrc~nciablc. Entonces fof es 

difercn ciable en Lf1(p) y por la regla de 1 a cadena, 

( f c>ó") 1 (O) = ( f 1><((1 '{'" cr ) ' (O ) = ( f o•(') 1 ( ~( p) ) ( l{ L•O') ' (O) 
-1 ·I 

;::: ( f o 'f ) t ( 'f' ( p) ) C-f o e ) ' ( o ) ::: (f '1 'f " 'f ,. (" ) 1 (o ) :::: ( f él r) ' ( o ) 
y por lo tanto, e( y ·e son e qui vu lcnt.cs seqún la segunda def .~ 

nici6n. 

ii. Sean ó y ·e equivalentes según la segunda dcf inici6n y 'Í: U-• Rn 

una carta en p. Entonces lf ::: ( f, , ... , ·Pn ) , donde .f¡_ es di fcren­

:.; i.~~biable y •f¡ :U--1R. Entonces para <f1• vale la ecuación ( °''*), de 

lo que se s iguc inmediatamente la ecuación ( *) , que di.ce que 

ó' y 1: son equivalentes sc9ún la primera c]Q fi1ü.cj_6n. 

De aquí en adelante usaremos indistintarncmtc las dos dcfin.iciones. 

Finalmente, hemos lJcgado a una definición satisfactoria de los 

vectores Lnngentes. 

DEFINJClON. El espacio tanqente a una vari.edad M en un punto p, 
-----~-~---- ~-·· .. _ ---:·--~-_,,_.,, _________ ·--
denotado '1' 1,M, es el conjunto ele clases de equivalencia de curvas 

en M que pa~;an por p, con la rclaci.6n <le cqui v<tlcncj_a dada en -­

cualesqu.icra ele Jas dOEj dcf:i.nicione~:; anter.iorc~_;. 

Es claro que el P!;pacio 

i<lent:i.ficar con H.n. 

n n 
tan9cnte a H en un punto pe-R se puede -
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Ahor<:i que hcrno::: dufi.nidu el c:spdc.i.o Lni<Juntc:, vcarnoE> :.ii tiene -­

scnt.ido habl¡¡r de una estructura cln (!SpacüJ vcctorL:ü en él. Es 

claro que cspvr<.nnos que el C!:;pa<~·io tanyenLe a una var.icdtld de di 

mcns i6n n sea un espacio vücLor ial de~ ch lí1C?n~:; i6n n. 

Procederemos corno :dgue. Sea 1' :V--~ U una pé.uametrizaci.6n de M en 

p, tal que .j-(O) ~~p. Est.:ibJ(~ccruno;.; nna corn~z;pondenci.a biunfvoca 
V> 

entre el c0njunto de 1of; vectorc~-~ tangente~; a r.:" en O y el con--

junto de .los vcctorc~; tc:1ngcntc~; <l M en p; e:::; decir, entre 'l'pM y 
n n · 

~' 0 R ... R . Con esta corrc~po1ide11c:i.a introduciremos urw estructura 

de espacio vcct.orial en 'rr M. 

Sea Lr] un vector tangente a 
n 

H en O y sea cr una curva tal que 

ac:s-[irJ. La crn11po~;ición •/'o(J" e~; una cnrva en M tal que {L(o,r) (O).::.:: p. 

Diremos q m; e 1 vc,cto r a ~;oc ic1do a [ <r] es la el ase de e qui valencia 

de lrct:r. Deberno~; verific.-1r quG e~>t¿¡ corrc;.~pondcncL1 u.r;t.[1 bien de­

f in id <1 ¡ e s de e i r , que s i i:.: G- [ <l") , e n ton ce s •J.o e ¿. [ •J· D ó J . Po r h i pó te - -

sis, .ú- 1 (O) ==-e' (O); lucs.;o entonces, usando Ja carta • l 
~J , 

lo cual i indica que fo6· y •(cr: son eqli.valentcs. 

n 
PROPO~?._.CION. dfr es una función bj yectiva entre R y 'l'p M. 

Demo~-~~~-~6n. Demostraremos únicamente que d~'r es supraycctiva; -

la demostración de la inyectividnd es igualmente sencilla. Sea -

[<fi"J un vector tangente a. M en p y sea <f, una curvél. tal que ----

a, E: [..r,1 . Entonces la curva 1..f"~<J, ==o- es una curva en Rn tal que 

ª'""rttfJ=-~[d",J • 

Gracias a esta proposic.i.6n, -podemos int J'(\ducir una estructüra de 

espacio vectorial a 'l'yM pidi.enclo que d~'r ·a un isomorfismo entre 

espacio::-; vect:or.i.:dc~>. En otras pcd;:ibra:::;, definirnos Jas sigui.en-­

tes opc}·acion«~; en 'l'r M: 

V + W ~:: ( d '(· fr i ( V ) + ( d l.P) r - i ( W ) 1 ~ V ::::: ~ ( d ~, ) f 1 
( V ) ·, V , W & 'f f M 1 ?. f: R • 

PROP0_0_!:~~.!:.~~.' Con .las oper.'H:ones ¡\f-d definidas, d~r es un isomor-­

fismo entre H
11 

y 'l'fM; en particnl.:ir, 'l'FM tiPne düncnsi6n n. 
--... ·------·-·- , ...... ~. 

* He ncr varomu:; Ja le trn n para Üti'i (U fere11c.i.-1Jen en Lrc subconj un-
·to0 c1 ·• 1~,n . ~> JL '" • 
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Para te rrninar con esta par te Lle la d t!~ cus ión, demos trar<!l\\OS que 

esta estructura de espacio vcctoriu.1 no depende de la pararnetri­

zaci.6n +, en ' el sentido (]e que si lf1 y ri son parametrizacio-­

nes de M en p tales que ~-'i (O) ::: f1.. (O) ::-:: p, entonces la función 

-1 n n 
( d t 2Jy ( d t/'1 ) : H ---·) R 

n n 
es un isomorfismo de I< en sí misrno. Para mostrar esto, sea ueH 

11 1 y 0 :I~H tal que ,r' (O) =u (por ejemplo, cr(t) ::::tu. d1Ji,p manda a u 

en la cLt;;e de CCJUiva1cncia de (f,0(1') y despufü~ (d t/'2J,- 1 lo manda 

al vector (+~' ... 4·1"(r) '(O) 0-= o( (·)'¡'oh) (cr' (O)) ==ti(l¡,;_ 1of,) (u), donde 

denota la diferencial de la funci6n.1" P<-:ro ~; 1o•f1 es un difcornorfis 

rno y por lo tanto D(<(¡-~'f',) es un isornorf.ismo; corno 

poaemos concluir gue es cierta nuestra af irmaci6n. 

Tal vez sea conveniente en este momento 9eneralizar algunos de -

los conceptos que dimos en la sección I. En µarticular, general! 

zarernos los conceptos de punto regular o critico, valor regular 

o cr:i.ticó. Hccorclc~nos que estos conceptos dependen del rango de 

una cierta d:ifcrncial. 

Revisemos el caso en que M ~R'11 K , N~.R ""~ y f: M--~">N es di :f erenciab le. 

Para dcf:i.nir 1a diferencial de f, usamos el hecho de que M esta­

ba conterd da en un espacio umhjcnte, pues extenuíarnos f a un --­

abierto de R...,..l( y en este ab icTto ya t.icne sentido la diferencial. 

De hecho, ya hemos definido una diferencial: la diferen~ial de 

una parr.11nc~tri2aci.6n dtf'( (6J( <-= f1'MJ. ic:sta definición es precisa-­

mente~ la adecuada, como veremos en seguida. 

E_>E~'l~! .. C~_<?!~. Sea ó: 1··-~ M una curva parametrizada difercnciable en 

M tal que ó(O) ""'p. Entonce~:; f,,6- :J .. -pN es una curva parametrizada 

difcrcnciable en N tal CJlH.~ (foi:r} {O)::: f(p). La c]jferencial de f -

en p, denotada por: <lfr, es 1n funci.6n dff :'I'rM-•'J'f<r)N def:inj.da por 

Querernos pasar ahora n 9e1K: r ;t J .i. zar Jos conceptos que mene ionamos 

antes. Pilra esto, usaremos otr·a caracterización de la difrrmcial. 

* Ver nota do la páqina nn ter Jor .(4i:s) 
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(Vz. , ~'i ) paramclrizacíones c10 M en p y de N en f (p) 

rei;pcctivamcntc, con </'1(0) ==p, '/' 1_(0):::: f(¡:>). Entonces dfr es la 

única función que hace que el diagrama 

•r l1 ---º.!L_ T ( ) N p f p 

¡a.¡.,. ' . lM,. 
n l.>(·/'i 0 f .. •Í'i) m H __ ...:_ _____ ""'" o R 

sea conmutativo*. Esto es claro <le la definición de df : 
p 

d f o <l i.},. 
.p 

( [ ó) ) = d f ( ,¡., o a 1 ::: [ f 0 •h " "1 
p 

= L f
2 

O i}¡'of o f', vlf] 

:.= d 1f10 [ i)'2-!, f v .J-,011 J 

= d~í0 <•<D(</'2~'of c~-¡,,)o[crJ • 

La uniciuud prov~'.cnc~ tlcl hecho de que df se expresa de manera -
p 

(mico, como d +foº D ( •t1-
10 r "f• )

0 
"' (el 'he f 1 

• Puesto que cada una de las 

diferenciale~; i.nvolucrildils es linea} 1 (d·r,. y (d,r, r· son linea-­

les por definición, y o( f;·~ f .,f,) os una diferencial usual entre 

espacios euclideanos), tenemos el siguiente resultado. 

PHOPOSJCION. La d.iferC::~nc.ial df :'r M--i'l'f( )N es una función lineal 
·--------·-- p p : p 

Ahora que sabemos que df es una .~ransformaci6n lineal entre los 
p 

espacios vectoriales (sobre R) TPM y Tf (p)N, podernos hablar de su 

rango. 

DEFINICION. El rang~ de f en p es el rango de a.ff 

~~Jscr':_~i6~_· Puesto que a-¡., y dfi. son isomorfismos entre los es­

pacios correspondientes, tenemos que 

Habiendo superéldo la dif.icultad aparente de no estar trabajando 

en los e :::;ei¿' cj or; eucJ :i de anos, poderi1os ya generalizar los concep-­

to!:; que rnc~ncion;nnos al p:ri ncip5..o del Ci1pi tu lo. El lector puede -

revisar una lü;t.::1 ck~ estos conceptos en la p5qi.na 23 , quitando la 

conclici6n ck~ que lai; variccl<Hk~s t'~.;t.5n contcnült1s en espacios cu­

clidc!,:1nos. J.o~; 1c~u.ltdclo~; ~;obre~ j¡;\[1qcnr~r; .invc:rsai_; clr~ puntos req~ 

lare~> e .i.mii~¡encs d.in~ctas en el c;ipítuJo 3 ~;on ciertos : ;·,rnb.i.én 

en E~~~ta rnwva !i)tunc:i.ón y se dl~ja1·~111al lector como ej(~r.· io. 
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'Jbmano.s ahora una pararnetr i :n1ción (V,+) de M en p con tf (O) == p. - -­

Para cada x~V poden~s definir un isomorfismo 

.1. n d, V : R ----') '1' lí.J( ) .M. 
.n. • X 

Gracias a este isomorfismo, podemos introducir una base natural 

en T~x} M: .si e 1 , ••• e .... denotan los vectores de la base can6nica 

de R , entonces 

" .¡_, :::; ff¡ (x) t i==l, ... ,n 

forma~ una base de T~(x)M. Queremos expresar una condición para 

que e~~ tos vectorc s var f en cont in uarncntc con x. 

Pongilmos el problema en una situación un poco rn~s general. 

v:M .. UT M 
f p 

tal que a cada pE-M le asocia un vector v(p)er M. 
p 

Vemos entonces que hemos do Linido n campos W:!Ctorialcs ól} /Jx., 
l. 

i==l, ... ,n sobre V. Nuestro probJcma ctfá crntoncc~s en definir --

una topolo9í a <1c1ccu0da para 

esta uni6n sea ajena, 

U 'l' M. Por conven:i c~ncia, haremos que 
t' p 

pef~lici.61~. El haz ~CJ.ng~E!E_ sobre una variedad diferenciable M 

es el conjunto 

'I'M = { ( p 1 V) lpcM, v~'r M} 
p 

Observación. De aqu1 .. en éldelante, identificaremos T M con el sub 
·------ p 

conjunto del haz tangente dado por 

rn1i..'I'M 
{ t J p I 

. en el cual definimos las operaciones de espaci.o vectorial as:i: 

~(p,v,) + (p,vt-) :::o (p,.ilv, +v1 ) 

Con esta convcmci.ón, si p :/- q, entonces '1' Mn'J' M º' y:'.i. 
p q 

D:i.cho df~ olra m;:uH:ra, el haz tangente e~> Ja fiirnilia de todos los 

espacios tangentes a la variedad. Para c1 Ü:'! una topología, nos 
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valdremos é.ll: la para111(d:r.izuc.i6n (V,1j,). Como para cad.:l xe.V Lenc·--
n , 

mo.s un irj01;1orf.ismo di}'x:H---.;'J'lJ·(x)M, podernos definir una biyccc.i6n 

como 

d "' ( x , u ) =' ( "H x ) , a r .. (u ) ) • 
.: ... 

Se pued~ verificar f{Jci.lrncntc que d1/' es una biyecci6n. Introduz­

co entonces una topología en T(~(V)) haciendo que df sea un horneo 
n . . 

rnorfismo entre Vl"'I{ (que e!'-: abierto en R2
n ) y T ( 1J,i(V)). 'renemos -

ahora una cnbicrta de 'I'M por rncdio de la!:; 'l' (</.-(V)). Definiremos -

la tOf)O]ogíu. de 'l'H corno sigue:: 

DJ~~JNJ.~~5?!~· l1 ~ 'J.'M e~~ abierto si y s6lo si para toda pararnetriza­

ci6n f:V--)U, el conjunto 

n 20 es abierto en VKR , o equivalentemente, en R • 

Ej_?rci_'?.io. Verificar que realrncntc estamos definiendo una topol~ 

gia; es decir, mostrar que 0 y 'l'M son abiertos, que la intersec­

ción finj.La de abiertos es abierta y que la unión arbitraria de 

abiertos es ubierta. 

Del;ernos vcn.i.ficar que esta dcfinici6n no depende de la pararnetr~ 

zaci6n con;, idr:> rada. Si L}',., : V 0 -·~U'" es otra par arnetr iza e i6n, es su­

ficiente ver que ( d ~·0 f' • (d ~,) es tin homeornorf ismo. Pero est.a fun­

ción cstá_<ladn por 

. (dl/J.·~\,(a~,) (~,u)~'" ( ( ·r,;·.t .. .J. ((x), d +~'( ·Hx) ) (d~,(x) (u)) 

y, por la regla de la cadena, 

que es incluso un . c~omorfim!~O. Esto muestra que la topología ·-

no depende ele. la p.--u <1rnet riza c:i 6n y a<krnás muestra E.'.! 1 s igu i.ent.e 

resultado. 

PROPOSJCION. TM es una ~aricda<l diferoncinLle de dimcns 0n 2n. 

Poucmos hablar cnotnccs de funcionet; conti.nuas o <lifE~r<: iables. 

Por ejemplo, un cmnpo vectorial diferenc.iable es ·una fui. 1.6n di-
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fcrenciab1c! v:M--~'.l'M tal que v(x)E:'l' M. Oiro ejcmp1o de ftmci6n -­
x 

diferenciablc es la proyc:cci6n 

Tf: 'l'M -;.M; 1r(p,v) =p. * 

Para terminar este capítulo, daremos dos ejemplos de haces tan--

· gentes. 

Ejcrnpl.o l. };l haz U11H¡e1¡te TSn es muy fácil de obtener, e incl u-
--.t:.----~----

so podemos dar unor3 ecuaciones para est.e:_1.haz. Como Sn'- Rn+l, en--

ton ces el haz tangente · 

n 
5

n 
1
_n+l Rn+l 

1
)n+l 1~2n+2 'l'S ~ ~ { ~ -~ ~ :.. ::: :.. 

Más explicitamentc, 

'I'S11 = [ (x,V)GSn"'Rn+l l X•V :.:: O} 

d a d l 1 t -¡ ] I_n+l e 5n on e • enota e proc uc -o pun :o usu<L en { . ,orno x<:: , 

n { 2n+2 'I'S == (x,v)<=-H 

Estas son las ecuaciones de 1 haz tan~wnt~e. 

Ejemplo 2. Sea Pn = Sn /XN-X. Observemos que la equivalencia de 

curvas es un hecho local. Por tanto, podemos ver a las curvas 

· 1 t Pn · cJ s11
: euqiva. en·es en como pareJaS e curvas en 

* Podemos decir r1ue un cnr.tpo vectorial. es miu funcicm v:M TM 
tal ~uo v es la identidad. 
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Loi·.> vecton~!3 de la f iqura antL:r ün:· rep:n~ ~;c!n tan al mi.smo vccto:r 

tanqc~ ntC! en pn Podemo:> pt!n~:;ar en ton ces en •1•pl1 corno 'l'S 11 con una 

relación da equivill0ncia entre puntos untipodas y entre vectores 

antípodas: 

n n 11' p == 'l' s / ( p I V ) í'-J ( - p , -v ) . 

" 
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l, ti..J~EOJ5FL1/L.DE J1UJitLl'L • 

Despu6s d0 haber esturliado en 2a primc1a sección las subvariedades 

ele R" , y en la segunda sección las V<lriedades abstractas, nos pu~_ 

de surgir ncttl.iralrn,cnL,.:; la f.;iguicnte pregunta: ¿Habrá alguna varie-

lJ'' ·;, 
' • I la r:espnesta e.s dad abstr~ctu quo no 

que no. En rc~;_:lidacl, el teorema de Whitncy nos dice algo más: que a 

cualq·.lior var icd.::td Ja podernos meter corno un subconjunto cc~rrado de 

algún Hn. Sin embargo, para llegar a demostrar el teoremiJ. necesita­

mos un· buen nGmc:nJ de::: conceptos y resultados. 

A, [L_{QJ~_CCEJQ_DJ; __ J?úEAt:OMPJ\C~ID/\P.i 1 -:. :--

!)1~.I.'I!il.S.~~~l· ~;e;¿¡ X u11 c:::.;pacio to¡:;olóqico. Una cubierta de X es una -

fam.i 1 i.é1 de :;uhcon~j un tos de X tal que la unión do la familia es X. 

Una cubierta es locHlmcnte finita si cada punto de X tiene una ve-

cindad que intcrsccta a un n(nncro finito de clcrnenh:rn de la cubier 

ta. Si {x,,~ y {x;J ~;on dos cubiertas de X, <lecí.mo:; c1uc {x"~ es re­

finam~~~1t~~- de {x~~ si cada elemento x.t esU5 contl!n.ülo en algún x; • 

Un c~~pacio de Bausdorff X es p<::T~.~01_~P'~E-~9- :::~i cada cubierta de X por 

conjunto:> abiertos L iene un n::f inamicnto localmcn Le fin J. to también 

formado por conjuntes nbiertos. 

Según la c1efi.nici6n, un cspacjo de Hausclorff compacto siempre es -­

paracompacto. Sin cmb<n·go, aquí- usaremos la propiecfad que pedimos en 

la definición de las variedades abstract¿¡s para mostrar que existen 

muchos m~s ejemplos de espacios paracompactos. 

PROPOS_ICJO_~!· Sí X es Hausdorff, localmeúte compacto y con base nume 

rable, entonces X es paracompacto. 

DEMO~<J\C_L?~'~. Sea U1 , UJ, ••• una base numerable de subconjuntos de X. 

Como X es localmente compacto, podemos suponer que U,, fT2 , ••• son com 

pacto::.>. Dcfi nJrno~·; W, ::.:lJ, • Procecli(~ndo por inducci6n, supongamos que 

el con:juntto ah.icrto ;'ij. 1 se define de forma tal que W¡. 1 es compacto. 

Sea k el menor entero tal que 

Definimos entonces 

W · """ lJ1 V U 1 lJ • • • u U U U• J . .. J • 

Por definici6n, Wj es compacto y \Ñ;.
1 

e W¡ para j'"'2, ••• Además 
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Sea ~U .. ~ cualquier cubierta alücr l:a de X, y j~ 2. El conjunto compa:¿ 

to W j+i -W;, que e:_;U.'i con Len.ido en el abierto W¡;i -Wj_,, es cub:i.<:~rto 

por un número finito U,.t, , ..• ,o,.,,. de elementos de ln cubierta. Sea 
) 

Sea l3j=lV1 , •. ,V1,;}. Si :j:...'.1, cubrirnos a W6 
elementos de la cubierta {V, , ..• , V,1,) :=-B 1 • 

w 
B=U Bj j :::.1 • 

i.::.-=l, ••• ,11·. 
J 

con un número finito de 

Dof inimos 

00 

Puesto que W2 u¡~{ (W}•• -'N¡) =::X, B es una cubierta abierta de X que a la 

vez es refinamiento de {u~~. Por otro lado, si x es cualquier punto 

de X, existe j tal que xr,Wj • Pero entonce~~; \~j intersecta solo un n(1 

mero finito de clcrnc~nLo!; de B; es decir, B es uri refinamiento local 

mente Lüli to de~ {u.-.~ , y X c;s paracornpacto. 

CORO_s,AR_!_:o. •roda variedüd di f orenci ab le es paracompacta. 

PROPOSICION. Sea M una variedad diferenciable, [u~~ una cubierta 

abierta de M. Entonces existe una familia ·numerable {vJ de vecinda­

des coordenadas ctc M tales que : 

i. {Vd C!3 un refinamiento localmente finito de ~U-t\ 

ii. Si ~:V¡--·> n'' es la paramctrizaci6n asociada a V¡ , entonces : ·; 

~ (V j ) =-= \ X e E" 1 Ux 11 4' 3 } 

i ii. Si para cadi:l pa.ramet d. zac:ión (V¡ , 'Y) en {v¡_} definirnos 

V 1 == f 1
( \X e H" l nx 11 "- l}) ,entonces los V 1 cubren a M. 

DEMO~Tl~l\(~l_'?N. s(~un W L, w,., . . . los s ubconj un tos in traducidos en 1 a de 

mostración de la proposición anterior. Entonces M es la unión de los 

conjunto:; a_jcnos W1 , W~ --w,. , w., -ív3 , • • • Si me:- M, entonces existe j tal 

que me \'Jjt-· ··W> • Sea cdm) 1111 :índi.c<~ tal que m E U.i..lr") .Er; claro quu exis 

te una c.::1rta, (IJ"',,<-fm)tal que 'frn(rn) O, '{'~(U,)\)c~,{xt:: nl\l \lxll4'J\ y 

Urric, U«t
111

¡ f\ (W¡u ···\v; .. 1 ). Si m t: \'.1 J, cdmLdarcmo:,; c:da condici6n pid:Lcndo 

que Uni("U« . .:nú () \"\/~. La famiUa {Uo1~ e:_> un ref:i.n,1m_i_ento de l lJ.d , asi 

que para e :_ita f<111Li_ J i_<l dcmu~; t rarcrnor; ltt propo~; ici6n. 
1 _, ( J 1 

Sean V"'::-:'¡,.,, ,x < IC'. ax 11 4 l.~) • 

Para j:~2, \1;.
1
.--Vl¡ e~; cubic:rhi por un nCtmero finito de Vn\ 1 di.~¡nmos 

\~1 , ••• ,v,,,r con m 1 , •• ,mrc\'v'¡ 1.1· .. W~· .Como 111 1 , ••• m,n W; 11,-Wj, V11,,, •• ,VM, es­

t&i contnnidos en Wj 11 --Wi~• • l>i.Jra j'' J, cuhrí1no:; {~:. con un númoro finito 

de Vy.,,.,. Dr:·Li1dmo:; V, 0"VMi. ,,'fi11/(\xc H"l Jlx11L.·I\). El rento de la demos­

trnc:i6n en Jdc!nt.ica n 1n ck la propot;j.c.i.Ón <mted.or •. 
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B 1 f'.1J;filQ/L .CJ~BQ_ 1 

Sea x € Rn. El hipercubo de radio r>O con cüntro en x es el conjunto 

C(x,r)== {y=(y 1 , ... ,y,,)0 R"l ty,·-xd <. r, i=l, •.. ,n}. 

El volumen de dicho hipercubo es rn. 

DEF~ICION. Un conjunto S f R(I tiene med.i.da cero si para cada ~.,O 

ex is te una f ami 1 ia numerable de hipercubos C ( x ~, r·~ ) i ::1, ..• , tales 

que 
Q;> 

i . ¡Y, C ( X _. , r ~ ) 2 S , 
ro 

• • ., f 

12 •. t..r: ..-..( . ,:-:.., 

PI3.QI::_C?.~~CIC~N. Si S es un conjunto de medida cero, R"' - S es denso. 

Q~~~~·~.§:l:'.~\l\C.~_S?!~· Sea ycHl'I -S. Para Lodo cubo C(y, r) existe un punto 

zcR''-S, z=/y tnl que zcc(y,r) (Si no, entonces exi.stc G(y,r") conte­

nido en S11{x~ y entonces S no tiene medida cero). Esto quiere decir 

que R(\ -s es cfo nso. 

PHOPQ_SIS:.!_0i~· Seél U GR'' un abierto y f :U-·_.,Rn una funci6n diferencia­

bJc. Si S ~:~U ti.ene medida cero, entonces f (S) tiene rne<lida cero. 

DEMOSTHl\CION. Sea f.'1 O. Entonces existe una familiél numerable de bi-

percubos que~ cubren a S y cuya suma de volúmenes es menor qne f.. Po 

demos ~rnponer que cada hipercubo está contünido en l1 (Si C(x, r) es 

cuu.lquier hj_pcrcubo, pock:-rnos dividirlo en 2 n hipercubos de lado 

1/2 r. El .im:Lncunos los hJpercubor.; que sean nj cno s a U y repetimos el 

proceso. ·Fina lrncnte 1 obtc~nemos una frnnilia f ini ba o numerable •~de hi­

percubos contenidos en U cuy.:1 sunw de volúmenes es menor que r". 

Nlora, sea yGC(x,r)0 U. Cuando el proceso de subdivisión 11.ega al 

punl:o c:n que lot> lados di:~ los hipercubo~-; son rne11orc:~:; CJUQ l/2j (don­

de .Y cr; ul r<-icl:i.o cfo una vccind<1d de: :¡ tota1mr~ntc contcnid<1 en U) en 

tonc(~fl y CJlH:da c~n uno ck los Ji i pcrcubo:; que con:;<~ rvnmu~;; Q:; lo mues­

tra (lUP la fumilia de hjpc'rcubo'.; asf cun~;t:ru:ída c11hn: él C(x, r)t'dJ). 

Sea :f:c(f, , ••. ,fr-) y }~ea C(x,r) un h.ipercuhn c;,:mtr•n:ido en !J. Como .f,cs 

d.i.fc~rt:oc~i;:tblc.', lar; funcioncr:; lóf~/c)xjl ~.;011 cu11t.inut1s; como C(x,r) 

es compacto, poclcmo!:> a!;r,9urar quu existe el 11;;'.\ximo du lo~:; valoro:~ 

de laf~ /(1x5I restr.i.nq.i.c1o a C(x,i~). Süu K cst:e mflx.i.rno. Usan<lo el t('O 

n~ma del va.1 en· Jll(~dio, t;c nnmos que• 

JI f ( X ) - .f ( y ) ll ~ ){ ll 11 X ·-y 11 

para toda x,y r..c. gnt:oncc~s si y(: C(x,r), f(y)t'. C(f(x),Knr ). Entu 
-·····~~: ·~ =------------.................................. ... 
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ces f(SnC(x,:r:)) queda culJ.i.crto por el cubo C(f(z) ,knr) de volumc:n 

knn"rn. Como S u~;UÍ culü(q::·to por C; (>:; ,r\) con l.r~'ll.:.e, f(S) esU1 

cubierto con e ~(f(x'.) ,knrL) con kv"ln" 2.r{'.:.:. knn'\f.. Por lo tanto, f (S) 

tiene medida cero. 

COROLJ\JUO. Si f: U--->Rm es una función diferenciable con U ~ R'' y n .... m 

entonces f (U) tiene medida cero. 

DEMOS'I'RZ\CION. Sea r:U)'.Hni··~--? U la proyección estándar. fo f :U'/.. Rt11·_r:_...>R,... 

es dif crcnciab le, y corno U ·dOI tiene medida cero en RM , entonces 

fop{U" {o~ )==f(U) tiene medida cero. 

EJERCICIO. Dcmuc~Ji.re que U t. {o) tiene medida cero en R m. 

DEFINICTUN. Sea M una variedad difercnciablc, S !:: M. Diremos que S 

tiene medida cero. si pilra cada carta (U,f), ~(UAS) tiene medida 

cero. 

Del corolario anterior obtenemos que 

. 
PROPOSICION. Si f es una función diferenciable entre dos variedades 

M y N, y si dim M ¿ dim N, entonces f (!l) tiene medida cero en N. 

PROPOSICION. Sea U~ Rn abierto, f:U-., R"
1 

diferenciable con m ~ 2n. 

Dada ~'º existe A=(a¡~) matriz de m~n tal que laij\<t y tal que la 

función 

g(x)=f (x)+A·x 

es una inmersi6n, es decir Dg.· tiene rango n para toda x ~U. 
" 

DEMOS'l1Rl\CION. Bu~;camos A de la forma l\=Q-Df, donde Q es una ma1 : z 

de ranqo n. 

Definimon fK :M(m1<n;k) ><U .. ;..Mtrn1<n) como 

f (O x) ::.::Q-Df . ~ ,. , )'.. 

1-ien( dittte1-.s<; n 
f ¡e. es cUfcrenciablc~, y f;u domi.nfó'k(1:1+n-k)+n y su codominio tiene -

dimens:i6n mn. Si k<,n--l, usando el hecho de que m?2n, tenemos 

mn-[k(m·ln-k)+n]= (m-k) (n·-k)-n ;q2n-n+l) (n·-n+l)-n ~l.>O. 

Por los rci»nltado::; sobrt~ rnc~cHda cero, la :Lnwqen de fv. tiene medida 
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cero en :·! (rn 1.n) y e 1 complemento de L:.i imagen es denso en M (rn><n) • 

Sea A==(u~¡} con \a;¡\1.i: tal que A no e:;tá en ninguna de l.:is imagene::; 

de f K para O {: k { n-1. Entonu~s Q=A+Df;;.:. tiene rango n parc.1 toda x e: U. 

'rEOREMl\. 

Sea W' una variedad diferenciable, f:M-~RM con m::;:.zn y C i; M un su.b­

conj unto cerrado, Tal que el rango de f en x es n para todo x G C. 

Entonces, para cada función ~:M~R+ continua existe una inmersión 

g:M--...,RM tal que ll f(~)rg(x)ll ::..t:~(x) y í:-::g en C. 

D~_~o~:.~'R.l\_~:-~o~. Si pe e, entonces existe una vecindad de p donde f 

tiene rango n. Esto implica ~ue C estfi contenido en un abierto U 

donde f tiene ran90 n, los cunjuntos u, M-C cubren a M. Sea (U¡ ,'f¿ ) 
un ref inarnicmto de esta cub ic~rtil por vecindade:; coordenadas (ver P~\ 

gina 53}. 

Numeramos los U· 
L 

de forma taL que si i"O U~ su. Sil (U.·, f¡) es una 

carta, sean 

Recordemos que los W~ siguen cubriendo a ~­

Sea f 0 =f. Dado f 14 _, : .M-·-> H m cor1 rungo n en '.N"•:¡: , consideremos -
ll" 1 J l M 

[ '<--•º t.1.,. : 1 fl X 11.<.]1 ~--> H 

Si A es nnu matriz rnxn y t es una función Ció tal que <f(~ l\x\l<l}): =-1., 

f(\llx11~2}),,.,0; fuera de estrn_; conjuntitos, O~tf<.-l. Sea f¡;. dada por 

f f\ (x) =f ..,,_ 1 tJ f~
1

(x) +f (x) Ax 

Queremos escoger A de forma que F'A tic: ne rango n en I<= fi ~Ni~i (\ Ü¡ ) • 

SabE~mos que f ~~· "'f~' tiene ron go n. 'I'ornernos 

la función F:K><M(mid1)-,H(rn~n) dada por F(x,4\)'·"'IH-'ti.(x) es 

continua y F'(K.·-~01 )cJ\(m)(n;n) Si A es sufic:cntcmentc pequeña, 

f(I\x{Aj)s=:t1(1111.n;n). 'I1<1rnldén :;i l\ os potrucfta, podernos hacer 

11 l\x \l .c..t..,, /'1. ~. 

li'inalmento, por la ú1timn pcoposici6n, si l\ es pequeña f".c.-.ºt~' +A 

tiene rango n en (llxU~3). Def:tn:i.inos ent:onces 

t , {t~" .. , lyl-+ ·¡'(f.._ (y)) /1 (t(:,íy1) ~; icU..: 
r"..lyi" 

ÍIC··I (y\ j( / ' 1,( 
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Es f~cil ver quu f~ es diferenciable, adem5s f~ tiene rango n en 

\Nii:-1 y por la tc::rcera conc.li..c:ión U.ene ranqo n en ~i K.. • Por la sequnc1a 

condici6n, lif._ (y)-~_ 1 (y)lt cu menor que: ó/2'"' ~ De fin irnos 

g ( x) =l im f K (>d ; como lé.1 cubie rt.a de u·~ es localmente f .i.ni ta, todos 

los f~ coinc:iden en un con:JunLo compacto a partir de unu. cierta k; 

esto imp.l ica que g es d.i.fc~renciable y tiene rango n para toda x. -

Además, 

ll . f (X) -u (X) IJ e:. Ó (X) 

PHOPOSICION. Si m ;i-2n 
1 
para cuu.lquier inmersión f: M {l _., RM y cualquj.cr 

función ' 1" 
o:M --tR continua, existe una inmersión inyectiva g:M-'P Rm. 

Si f es inyectiva es una vecindad U de un cerrado N, podemos esco-­

ger glNo::f IN. 

,!?Ei·~O~'rHA~~IOt:!_. Sea (Uc\) una cubierta do M tal que f \ UI(. es un encaje, 

y sea (U¡, •V; ) el refinamiento obtenido en la parte A de este capítu 

lo • Sea f la func:i.ón mencionada en la demoE;traci6n de la propos i­

ción anterior. Sea 

h¿(y)==<f(f; (y)) 

si yE U¡,O si no. Entonces h¿ es difercnciable. Como antes, podemos 

suponer que (U¡,•f¿ )rc~finu éi {U,M-N) y que U.:~U si i<O. Sea fo=f. 

D d 1 ' '6 f M JJ "' d f.. . f a a a inrners i 11 K-• : ·-~ \ , o · 1n1mos K como 

f K (y) :::: f 1(..1 (y) + ·L, (y) b V: 

donde bi<. ERm está por dctcnninarse. Por el argumento de la proposi­

ci6n anterior, si b~es suficientemente peguefio f~ tendrá rango n. 

Pedimos también que 

11 fK (y) -fl(-1 (y)\\ ~ r<y)/'l,I( 

F . 1 t N 2 ''e >1 ~. ... 1 ' .'.'] · ( ) ·1na men·e, sea .::-M "'i·1 e conJunto üC pareJaS y,y0 con 

h"-(y)lhK(y 0 ). Consideremos .la func.i6n de N'2"en Rmque lleva a (y,y0 ) 

EN 

Como 2n ~;, la ima~re n de N
711 

t :i nne rnc~dida ce ro, as~. que b.c puede ser 

sufic:icnt('ltH'nLc P<'tfll(~J1o y no estar en la irna9en. Se si.9ue que 

fK(y)-f~(Yc- )"'00 f;,i y ~;olo fll h,< (y)-hk(y ,,) 0c::Q y fK·i (y)~fv;_. 1 (y 0 )=Ü (k>Ü) • 

Def.in.i.rnrn'> t!(y)-U.mf 1,,(y). ¡;J cJ(Y)'"<J(y ... ) y y/y" esto .i.rnpl.i~car'.L1 que 
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fv.-. 1(y) ==f~)y 0 ) y h 1: (y) ~::}1 K (y 0 ) pc:ffa toda k;;-0. 

La última conc1:i.ci6n implica que f (y) =::f (y 
0
_) y por lo tanto y y Yo 

no pueden pcrtc:.nccer al mü:;mo U~. Pero esto sJ".qnifica que ninguno 

de los do::; está c~n U~ para t10¡ por lo tanto y,y.,<:.U, y esto contra 

dice el hecho de que f es i.nyec'livo en U. 

DEFIN.!_CT__'.2_!'J_. Sea f: J.1 ..... _ :»RM. El conjunto l:ími te L ( f) es por definición 

el conjunto L(f):=-{ye:nt' y=lirnf(xl'l) para una. sucesión x)'I que no 

tiene puntos de acumulación en M} 

ElTEHCICIO. f(M) es cerrado f:ii y solo si L(f)G f(M) 

LEMA. Ex:iste una función difcrencible f:M~~.,R con L(f)=µ' 

DEMOS'l'Hl\CION. Sean (U;., f; ) , 'f como en las dos proposiciones anterio-
'>() h J,r1. res, J. ; sea ~ == 1~ 1• si y e lJ¿ y h¿ =0, si no. Definimos : 

"' f(y) :::(~1~·j{~). En realidad, la suma es fin:ita, pues l¡u¡\ es una -

cubierta lo calmen Le~ fin.ita, Si {x;} e M no tü' ne puntos de acumula-­

ci6n en M, entonces sólo un nürnc.ro fiui Lo de e~;tos caen en cualquier 

compacto de M. Dado rncN, exj!.'->lc un entero i tal que x, f W;U···UÍ~m• 
Por lo tnaL.o, x ~e \'Ji para j>rn, y f (x~ )>m. 

Por lo tanto la suce~Lí.6n f(x,.) no converge. 

CORO!'.lün9 __ ,. (Teorema el<:~ Whitney) 
r\ 

Sea M una variedad diferenciable. Entonces existe un encaje 
• M'' r~ 2·1H g • --- •; \. tal que g(M) es cerrado en R~I\~• • 

pEf:10~'!~~<0~~J.C2_!'l_. Sc;a f:M·)R<'.; R
11

H~ difercnciable con L(f)==ff. Sea i(x);;l, 

y sea q una inmc~n;ión :i.nyccL:Lva t:u.l que llf(x)-gJx>U~J(x). Entonces 
'11\ ·~' L.lq) ::c.:f~ y .L q (M) e;; C(;~rrado e>n H ii. q es un homeomorf.ismo; por lo 

tanto 9 e;; un onca:;c. 

Antes ele tcrminu r con este capf l: ulo, quis .i.6ramos señalar que, desde::! 

u11 cierto punto de vista, el 'l'eorema de Whi t.nc~y nos di.ce que podemos 

qucdarncrn cun la~; variedades conten.itlos on c::;pacim-; eucl id:i cu1os y 

lraba~jtu: con clJ a:;. ~.S.in emb<u:qo, tttuch;u-; vece~[; er::; ncce::;¡n·io t:rnb<t -

j ar con v <.11.'i edadc':; .:üis t.ra et ílF: • Por e jt." mp lo, l u~• u s pnc ios p1~oyc e Li.- -
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v~s !.>E! pueden cnc.:l:ju.r en un R
1
\ pc'ro la im¿¡~¡en de Pn bajo el enca-

je dista mucho c.k ser un 'br.;pacio de n~ctan 11 
: er> rnfü; fúcil y ayuda 

mucho mc'ls a la intuición el trabajar con esU1 definición de p" • 

Con el cnqje dado por el 'l'eorema de \fü.i.tney podemos inlroducir la 

estructura de Rh en nuestra variedad; en particular, tenemos un re-

sultado importante. 

COROLARIO. Toda variedad es un espacio métrico. 
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Q~icrl-o et y ·l(J ~u.t ~!u,( ló-~t1 ¡ vfaJ rf(l C.N.l<t d. y 5..tA \V¡\ { CU1 r<:f¡ notnleirlll o.\.i e A-e dt, 

.iota u.tbicr\,, !rJ 1w· Ítido· f t-L .f'..:Jci c~1 a. lo rwb Vltl demerl-J;ú (J, .. { V.i.l Putóllo ~LL].. 

·14 f"'"""''¡'"\,,. r'""""·' '"j'"'" 1"L {V,\ ,,, ~"'Jm,nk ¡,.,;Ja. ),A f, tto• rl¡¿,b, J., 

la. Ut'lldad w1o rd111afla.. {J.. v(., 1 (O ti :itrr;t;, f Á. e V,i. )01 /¡_ \ ;_; { {,te.) ... J «,) \ Jj f; A}. S'; 

0
.J.,1.o

1 

... 

1
J..

1
)l: A¡. :Ja W1n ~, h·.c:,z~ 1 1f,Jx) ... ~/~.í.~{ 1f«/x)} 1 } ~ ·lrlj ) (,aJa Wía e.o ak;ulo y 

VJ¡,,. (1W;1,""'cf {li D..1'-b .f\ll1""1a.~, . 
~ 

Vv~o. (. ~o lt:1fmt. t~j f V;.. f°'ª ~UM J. 

S.i Xt.-;;:;~ u 'Ni.a el\iDV\U-J, U)rlt,D sl\!Jio. t:;~n\.'irJ \J .&) \V¡4 So~ Q..ienos ~ 1 &'¡ Ui :f.rlv¡tJ. 
dl/t¡, 1 / J I -

n 

fc>ro -k,rruino.-, boato (Ít .. m,olt~ ~ 'j;.-.c~ -..~ j\ · S; J'éc Z:, x Pól~ crt a lo M~S tHI ~en\e)¡hr 
C.U.. {Vri~ Jf''' 1• ~Ut e. fo Md.:. M·I fl-ltHlOt-ieJ f.( Jo11 fmitl/a.S e..i 'll.Como al~trn11 f.c -0',J 

h€{Q()c}y\amo11{<'~ fhJlo. C~\ r ( f.i. .t:> Uno ~utS~ ~lo. Ulliclad), ~11-b~1cer K Aot~ e11 o.ls.u~ 

W;,o. (01'\ Ot~ 6 rt. 

9!_~_r:u.o_~. ti i\ecl10 J,_ ~ une VC>ii«io.J ~roló o' (A dt dlt1te1uiÓI\ "' ~€1tt dimensi6n 

-Í\nih. meMt o i d1.\Al que n ió W" ~rema dt ~l>polo~•'I\. ~ no kmo~t"orer>101 otpd. Sin 

l't»bCl/30, s: S't.tf>"dre0105 e..itt.. he.dio rn ac.l.ek>~ k. 
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" \{ l:~-- ·''-·--··.!_ r. ,j_ 1 1 
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P°'" ieo10'""' .,,!-. fª'!i,, d·"·IK•J UJ\o <Mlciu;IJJ,;,;• Je b 4aca.. d,Jp• ~";-h' 
t'll fi!ri.t,i1ior di ~ r ·• ,, · • ,,/ · '1-'•.; fto}U~rh-~Jonu d. htL~ 

Troac:HA ~ ;:- =:(E(r:-) JT) .J . 1 J. , 

-----·-- . ~ ..,. ' ~ ~11;;. cu (Jlrnensioy¡ íl ·sób~ ur1 /-0 fªtl o 'flcmto.Í. }?;: . 

t;·Yl~Mt'..t<l lr~? r~u.íe,,ftr wncl1'c.i()ner son e q..w vo.lenfes. 

t' · ~ tZS c/.i -J¡r f;111io 

/. DewoAi~tHuo 'F 110" ,;l;ü,,'. i . hf /;"'- O.. w..d,·(, ,;., ; ;,, S.., O·; , ,Vm aJ,; e,¡,, d..'&:' 

/n.I <¡W- 05 I Vi ., l1i.ial. ~'"' f. , ... , <f.. u"• rh.,,¿,(, d.. Í:. u'' id ..1 i ,J f"' J•f e.ti f; e V. 

S.., f; ' U;:, 1 u; ) - ~ 1;. ' rr~" .t, e 'l'"" a& .. u • J!, cc2, J ,_,,,,_, !.', í: /a, '"''"'º""' 
¡,,

0 
'"'" "'"' fi' E ( g/ U;) -->U 'lf.l. J.,~;"' ntoJ f Er !i) ~ :Kx II;''' f"' 

f f r) ::: hr {-v-), tfJ trkl) t ! (,,¡-) ) \ ::./, · · ·~ M 
1
5w1

1 
... ,\'! 

:: (Jr(-v), 'fi 'íl(v )) .f/ ;,.r), f. ór r~·)\ F.~ v-)t .. 'J f"' flrt '\)"))f ~ ("'")) 
f "' wi h"'11o m,,./i1Mo 1 f"" f) Jo li 11'4.P e"' E ( !f l lJ;) . Pa,. m o slvo, 71.« Jo i •y «li <o, 

QA ú .::/: 0 . Eoto11,aó t/ ¡ fo fv)) 7 o f n.,n alc'.Juna. ~ '/ lo t";t.o K ¿, w1 a e.¡~ t1ak.ttciQ, 

~;i(v-\---lo rtn(l(;ftr1<1j. Po,·hi11+ci,. f(v)::-f(ir(f'f')¡o)_ 

l bi¡'o,,,,"'" f'",J;'"j, /, di: ,.,J¡,."'¡,;" J, o/-" i v. 1 rnf /¡"' ¡;. . • , 
1 . ,)1 . ' !~ \. . ' ~,.. .. kflAI ~,,.tb,¡t~ ci.. ~ 3, JX\UM1 <M"OS 1"" ; 1 Otf /¡U> " . IJ 1" t CK ,Í,1,_¡ 'j"L l?J.l > j, 

1 

• o OH J..,, 

3©t y .J .ltu -In" ;.Q X' IR'"'; '° ,¡\m, ¡>• /aJ,,., l"' 1we ""'' el r:s.,; enl. d.~""""' : 
1-- \ C /, .K\ ) ) f -,,r li} 1\ f;(" e(§ 1 ¡::;l,.~~Ji{. ~.. ..~ D.XU< 

~:rz\ /,r. 
~ 
~ 

~"1> f ('s) SL l'""J..Mej¡,~ e., E{;;{f)q) d, ~º"'"'' "IJ..{;..-.J ((¡,J., ~ b,,, Tr;_'f t\ -'o .),_ 

1 ci fomto. ir¿r, CB 1T ~, <r) t ct1>i.-ttf, ~,,. f E,J 1f3) . AJ: 
1 

;J; '.) ~ ,,.-'~) , f,: Et~) -> E r 1 <tJ 't) 
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.D.Jci JnJd fOI +: (~.) r.;- (c.f., ú) · tsle llo W'I hortJ<Hnr--{t:nn'1 il'lyethvo. , 
0 

v , , •• Clotomenl, f.,f, 1J<J "" "°""""w{fittu ioyec·h,, 
,. -,_; ' . 

• ,,. <tf p ~, 

E(~ ) .--9__;?> E ( 611'') 

l iw. 
X _j_¡__,, Gh,w: 

(ltf( s ~Wok ~r~·l€óCJ l4 !f«2- bemr>f t.01 '1wmo~·1t.to ll'lyec.Ívo f
1
: f(.!) ·-->X>' IR · ~bernos 

s.de.iradc liMcf Jt....ic 
<t<.u.. .f.f¡r~

1

<f))-:: (f, IH)1 ck~,ct n ~ Wi .• ~.- ~~--'" d..t JirnerniC:tl" en , ~ ol.u.ü, 

J.! &6,, .. De./i•l'lot 3J1\ ~ 1t .$; >!Ell-'lj>),eo-l1w1u' f.,{vl~ lf, v.) Jo.,,J, 1<.6 ll ·~,(f) 
1-/1111rno; ev1fu11uo 0(V")=r (1-J)u_)¿_;: E(ovi<:.) .De Ácú/t;tiú~u t-;)f-'cloro ~ 

ca Lr-'< f) : ·ri''t) --~ 1( (.3 1 ( f '))-= H 

te; uri isont~iJ'r'M. ¡i<t'l r>ioI'!1c1 q«.t i J.-P lOhlnH!l 1 ·ln¡(,H<.<1) 2.o .Siduienh: L&c.Al11tunti., 

~ .J<J uno.1u,;tL<:0~ U xlQil_ ___ ,,, G11 ,~ l((lflhl CbmM1clo w1 stdet"a kcaR t:Í1. wDtr.bnod&o 

(U;if),) hptí'Jo.r.. 111oJ 0 ron:o ~.k<M<ft/\ic{o,11 cl1. lOJn f..i.viÚo~ -/\: lfll'U<~--> H(ni1fo;1<\j11\J~fi( 
1 {:i_ /tittt<~~ (){ ( n l( ÚH k)jt1) t. líl'-1·~- -·> G011.udR llK 

1 
f..J /¡ 

1 
·:r:) "' (sube1'oúi ~l·;iera{b f"' h 

to~Ltmic...d.. A, ·.t_ ). tn Cüu...-cfn101k f0r.oJ~c>, fi:trxlU11___,,X.x1R1~K. ~ 1e;~ lo .b~CA•ro'n:e-0. 
d1. 1R

1

'1, "clt'111i •H(;) •!t (,,)V')"" (A Pt f. ( ..p ··.r)) deitu.l._ f : X'x nt~ ()lit~ f r . f 
1' I· ' I' L ~ ..t.-o }ó. rtJyec.uoi, y 

A ·"' b .,,J,.·' cv yo. "'lwn '"" "'" 11 /i( f ,e,) ' ... ¡f, f. ( f, e,\ . 6, 1'11 u, .¡, Y /.' sn. 
l& tth IUlP-:> 1 re>( ÍD flt. )¡ 1 c.i fi -.:: J .0'0 CCtft ftt,{a • 

H -t ·· , Corno G ~ 
5. Of1toiewio> ~<.t< ¡¡;, i>llf li<4. ¡ · . • :''L '•1• 'f"~""1 .flo U»>•¡-ck, /Y haz. r:.., 

.J.~. f.. '~ .. !'.tt;.)-· "><) -4.frol"t~~ ... J.~~ 
w. fº p•11~b. - • e ~ E(o~ . .c.. ....•. ; ..... _ -1._~u,.p<( y r.: K ..._, 6

11
,l< 

4 
J~ 

I , . M9 ~~~~~· "f' -1 - --fl1.~tct()., lt1cl4..{ti: i . ()-/ .f .. . ' .• Cff D11cc.. r <u·) :::V' d _/¡ rn ~ 1 • 1 ..1 /" 
' J ft ~ L J .DvtlU VI ./lo {A C{HllfVi:l a1 qll¡K 

-tal~ H ~lo;· Jio ~~1 viJ /~ v~ wJnfvt ll. K V 5 \v·,· _,,, ,, . t 1 . I I j d ¡~· / -._,.,_~l.<lV<l~.-¡le-l\,\·/lQ!ltl(.WtJ ó p.rv-
f1 -. V¿--·-; C::i'1w I rtr{ t r¡uc $ /v; .ed -htvial. 
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p"'" ~,.¡;,., f,.,J.,,_, no/..,,, ,J"''"'º' U•<\ mi~" -wls b-,.. 3eo...'..Jn·<A !!"'- ~....J­
dt 1. h(¡tt~ c/.L -/w,t.<ti~1>f(Q. c/J. -1'<!.ct.-0. 

, ~!_~, lean X~ Y J,, ""f"'¡,, -!.¡olo'ru>s, U .. /-_,,~,',,- e; u1112 ju.u,,.;. C<>ñ/;­

f : X. it I -•:J, 'Do1 ~"'"'""' "-"' J, '""" /~, (. : X--> Y ~ ho~~ 1i e<llk """ homol.,p (., 
fo!. ->I--. 1 M 'JI" f C>-,o)~ f.(~,) y flx,ll= ~ (,,) f""'- kine-K. 

E 1 hecho d. 1,,, oki_ -f.,""º"" ""n ho ,,,,¡; r •los nos J; u <\"' f°d. "'º, ~,,,,.,, 
/. i "'ª~e• d.. Un• ~ • 4o~ en fa 1'Mj"" d. P.. .-1,. co.;f,""°''""-1.,, , Ua1, bid. i hJ,,;J; 11Cmeo1.. ,¿,/,, 

no fo f~omo.r t.o.c.er 1i X -lv111era. <.u> hayo. 

Lkofbt~'º>J. Se,, X átn l.¡<úe, "'f"'º ~. r· lóai "') f; ~ : X~ R. J,nuo"" Ctm j¡.._. -ful...,,., 
f. y ~ ~"' 4cnwlúpi~. 

<bmruW., l • ho .,.J., r'~ to F 'Xi< 1 _,, ikl ~ t=( ~. t 1 d ( 1 -t 1 f { "'¡ + tj 1"') · 

, ~·~lo_L Sea 'X>~ , .D1' = {(•.~)c. IQ' I Jr.:¡;,i.,, iJ J dwco «nil,,,,,o_ ti T..,,,..,. l., 

Bro•wer ,,,,lnJk.,, ~' "º hoy º'"5"º' Ju...;.,~ w~f¡ "~· 3 'D'i:.-.. 'JJq, 'In f«"J,,, hº' ~ ,, 
J,w, -.: a "',.;.,f ,""", ,.,,k al "'"""' "" f"ºJ. ""' "'D -li-t í"' t·· >. z. - t~fe ""u.fkdo 

I J ·' f ; '(' i .. ';:> Cf, 1 ¡ I obliJo.. ~ 1<.u (fr;i mi.doa .. co /D, · 1 .. ) .__, C.i<.."LXO.J ~lS-r-

.(o { ..(. ') '·~ -~ .' h f xJ :::: Í{ (; 1)1
1 

no """ hon .. ~JI'"'" ' t." f ,,,¡,, ,tf, e;;¡J' ( 1111 • J,."' .¡,p.~ r :I:i X I-> :¡/ en-:/ic_ (,, ~ {. ,) 
1 ~iuio~ e;¡ (.'t.) ~. f.!":,!~•)_ ~ .. int 9r" t e;(,, i) ~ X ' 6 fr,o) ~ f-" 51 ' Poi /, +o~-1-o' a. ' 1 ffa ,.f. .. t)j 
col1'!o 6 (.,,{.) M 1.011l •UU. "¡ {' ÍQll{»' 1:' ¿;, / •uu, éiÚ,o) , D ~- ~]) ~ Come ·f f ""d, u,-
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------------m11! ... ,B~B~·-----•••••••••­
p111t0 {1¡0 J, 6' h. / <i\ OYTDVietilól loi¡ Ír> fitJ<u:ll;, - -;¿ . ÁJ/, 

11. '). 

Ó ·. D-·')D a.t x) ;= - G (.t.,o>.o: -f., 
rH!ul hOl µ~l~dc.ieYICÍ.o eJ +nl'Qrna Ji Brot~..f, 

Kuc.ha., veao,, &A.~YM r.µic Joc P .. ~011e.r S'oh -homótófi~ (o MÓ.S biel'l l1 ue. 
1 t«. 1:r 

ht> lo sc1.1) J)uul.t su d.i(/u C; ea r:ircso fu.E se busron cier\n, ú->>1<e(k 11invo,,;a.n~F.r 

11º homo.\upi'ns 1 ~ <Dmo lo er .1eP YllÍn1eto ~ vuelb ck u11a. {.Ma¿l'I j:.(--4([-{oJ 

·1df)- _, f ~ 
2.ni i! 

K~') 

~ fi.u.dt vv '}"'-s." t y J >~i'I homok'r¡w.s <?.ñb11u.., h(t \ ... 115) · IVLd.uso 

De hvb 1 /n. le.f)ll~ <ÍL -/1vrn~/r;f 1'o. 

p¡ <erncJ ~w ks k &i. '.;tiJl'.lraiiw sohh! un tofo.úo X:) 

-x --- _ _,, l.r. ~- ------; JJQ(. l"Jtx. e JQ"-, xG X: 

SorJ ho/)lf¡Mf'~ : ; er;ir/e W1 -~az de. JUbf,)fa.ltcJ ;.o~il ·z:.x I 1ul 7u.e ~ ,· 

(x,i.) - -- "'14.tJl,tl 
/ 

/((~o) ~ /l ~ Jlc:'t, 1) ~ l x. • 

$ Í ~E r ..,j,; j;j o , (11 l•H<C.l i<1~ ,t l eof 0: CUU1 d_, kt:t,lo) (/)¡di, di, ¡,j,. ; ""a., 

f"""~ F ei1Je1) be de. k'r ~f;} y Í<u,,.) ~ v0n'á11 (.CJl~·~ilitti~ t.aH -:.r,6. X) r 
enfo~ao ~xisl una. e;ro Id c;w. _,;,· 1 {;-to 1.t. f, fa .. f ib yec«'tD~ cJiyr.o..O 

~: Kc"'1t.) ~-,,._ K Cx,to) 

e; un isomtnfsmo tb.~ ~r.s.G,tv.c ~\fon~ lllvilinuomerrle con•t, 

ltnemot f1u1., f1'°'c-0d"- tº t: T exuk e7o /alqw. t, htJ.l sobi.t. J: t. Ú"-E1t 0 +E) 

h ~ e~uNa.le;i-/L aJ Ít.a.r. <'-M151ll>1 "fa X'/.. Kc')(,i ... ) · })¿ tUrW chtenerno.r 

_f4f idamentL e.R 

, . 
"" ¡ 1 .1 .~ • ..' .~ • '}) 
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