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1. LA DEFINICION DE VARIEDAD DIFERENCIABLE.

Numerosos conceptos surgidos del célculo ~derivada, diferencial
integral,ctc.- fueron répidamente generalizados a espacios més
generales gue la recta real. Varios de cllos, como veremos pos-
teriormente, han sido aplicados a espacios que "localmente son
como R'". & partixr de este momento, pasaremos a estudiar estos
conceptos, asi como algunos temas clidsices de la topologfia di-
ferencial. Primero discutiremos la definicidn de los espacios

gue son 'cono Rn'. Simplificarcemos nuestra exposicibn tratando

. . . 8!
primeramente estos espacios como subconjuntos de R,

. L -
DEFINICION. Una subvariedad topoldgica M de Rer de dimensidn

s P + o
n es un subespacio topoldgico de R" K que posee la siguiente
propicdad: Para cada punto peM existe una vecindad U¢M de p

y un homeomorfismo f:U»»V entre U y un abierto V de R".

o n .
Frecuentemente escribiremos M para denotar una subvariedad M

k ; 4 .
de dimensién n. Puesto que consideramos a M como subes--

k

de Rn+
pacio topolbgico de Rn+ ;, M es Hausdorff, tiene base numerable,

dos propiedades que serén fundamentales.

Ejemplo 1. Claramente, Rn+k es subvariedad topolbgica de Rn+k
de dimensidn n+k. " Podemos tomar, para cada peRn+k, U = Rn+k

n+k . )
y §:U->R Como $(x)xx.fknrotro lado, se conviene que el vacio

es subvariedad topoldgica de cualguier dimensibn,

Ejemplo 2.La circunferencia unitaria
Sl = ((x,y)enzl x2+y2=l}

-~ »==a eubvariedad topoldgica de R® de dimensidn 1., 8i pesl,
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para dar un homeomorfismo, podemos considerar dos casos:
i. si p#(1,0),(-1,0), p=(x,y) con y>0,

u{/‘:{S’n{y>O}} —  (=1,1), ‘Pi(x,y):.-x,

y si y<«0

g:{s'n {y<0}} —= (-1,1), ¢ (x,¥)=x,
ii. Si p=(x,y)#(0,1),(0,~-1) y x>0
cf}z{s‘n‘{mo}} — (-1,1),  4,0x,y) =y,
y si x<0,
Yp{s' n {x<0}} —» (-1,1), 2 (x,y)=y.
Dicho de otra forma, S es localmente la gr&fica de una funcibn
continua y el homeomorfismo es precisamente la proyeccidn de la

grifica en el dominio, que en este caso fue el intervalo (-1,1).

Ejemplo 3.La observaciOn final del ejemplo 2 nos sugiere una
situacibn més general. Sea U un abierto ge R" y f£:U--R una fun-
cibn continua. Entonces la gréfica de la funcibn, es decir,
{(x,£(x) | xeU} =p (£)er™

es una subvariedad topolégica de R™ de dimensi6n n. Esto
intuitivamente quiere decir gque una funcidn continua simplemente
"arruga” a R . Podemos dar el homeomorfismo globalmente:

J:x1(f) U, g (x, £ (x))=x.
En otras palabras,*€ es la proyeccidn de R" en R” restringida

a xd(f).

Antes de pasar a dar mis ejemplos, debemos observar que una
subvariedad topolbgica es localmente homeomorfa a Rn, pero no ne
cesariamente es globalmente homeomorfa a R". Por ejemplo, s* no
es globalmente homeomorfa a R , pues cualquier funcibn continua

f:stm»R manda el compacto § en otro compacto y por lo tanto

fsh)#R.
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Ejemplo 4. Consideremos la siguiente figura de "8":
[ A el
:::::: P :::::

Afirmamos que esta figura no es una subvariedad topolbgica de R*.
Para mostrar esto, basta fijarnos en una vecindad del punto p,.

Intuitivamente, una vecindad de p se ve como una Cruz:

Si quitamos el punto p a esta vecindad, nos gueda un conjunto
con cuatro componentes conexas, lo cual no ocurre en R; por lo

gue no hay un homeomorfismo entre esta vecindad de p y un inter-

valo en R.

Ejemplo 5. El cono

M={(x.y,2)eR’ | z=[x2 +y* )
‘es una subvariedad topolbgica de R? de dimensién 2, pues es la

2 "~
gréfica de la funcién continua £:R—»R, f(x,y)={x*+y* .

Observemos en el ejemplo 5, que en el punto (0,0) la funcién f
no es diferenciable y no existe el plano tangente. En nucestro

estudio posterior ser& necesaria la existencia del "espacio ---~
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-b
tangente” a una subvariedad; pero para llegar a este concepto,
necesitamos otras definiciones. Basicamente, introduciremos el

concepto de funcién diferenciable de una variedad M en R", para

eliminar los - -"picos".

DEFINICION. Sea A¢K' un subconjunto cualguiera de R" . Una fun-

ci6n f:A-»R™ es diferenciable en A si existe una extensi6tn dife-

renciable de f; es decir, si existen un abierto U en R” tal que

U2A y una funcién F:U—»R" de clase C” * tal que

F(x)=f (x) para toda xeA.

DEFINICION. Sean ASR", BER™ subconjuntos arbitrarios de R” y R™

respectivamente. Una funcidn f:A-»B es un difeomorfismo si y sblo

. , -1 . .
si f es biyectiva y tanto £ como £ son diferenciables. En tal

caso, diremos que A y B son difeomorfos.,

Podemos ya introducir el concepto fundamental de la topologia -

diferencial: el de los espacios que localmente son como R".

DEFINICION. Una subvariedad diferenciable M de R™M de dimensibn

n es un subespacio topoldgico de R™ tal que para todo punto peM

existe una vecindad Us<M de p y un difeomorfismo (:U-—~V entre U

. -} . .
pareja (V .y ) es una parametrizacidén en p.

Observacitn 1. Diremos que M es una subvariedad diferenciable de

dimensibn cero si cada punto peM tiene una vecindad que no con-

-

tiene ningGn otro punto de M.

Observacibn 2. Una subvariedad diferenciable es un caso particu-

* Debemos recalcar que para nosotros la diferenciabilidad siem-
pre serd en términos de funciones C%; algunos teoremas soran
validos si ponemos restricceiones menores a las funciones,




lar de subvariedad topolbGgica,

Ohservaci6n 3. Si peM y tenemos un difeomorfismo 4:U-—V como en -

la definicibn, entonces la carta en p (U:V) nos sirve como carta

para todos los puntos g€U.

Ejemplos. Las subvariedades topolégicas de los ejemplos 1 y 2

(R™ vy s' respectivamonie)'son también subvariedades diferenciables
con las mismas cartas descritas. El ejemplc 4 no es subvariedad
diferenciable, pues ni siguiera es subvariedad topoldgica. In--
tuitivamente, el cono del ejemplo 5 es una subvariedad topoldgi

ca gque no es una subvariedad diferenciable; antes de mostrar esto,

daremos unas ideas mas qgenerales.
S|

nee . )
de dimensibn n. ----

Sea M una subvariedad diferenciable de R
Podemos abreviar esto diciendo que M"GR"% ©¢s una subvariedad -~
diferenciable. Sea peM y consideremos una parametrizacidn +:Vf*U
de M en p, donde V es un abierto de R" y U es una vecindad de p
en M. Podemos dar ¢ por medio de sus coordenadas
?(X.,..,Xn)z(qﬁ(Xg,..-,Xn),.,.,%un(X.,.--,Xn))

con (x,,...,%x,)e¢V. Construimos la matriz de la diferencial

(o, L)
X O%n

DY Z

2hx . thux

Ry

L K aan

i

como ¢ es difeomorfismo, bf es inyectiva; y por lo tanto,la matriz
tiene rango n. Esto equivale a que alguno de los menores de nxn

tiene determinante distinto de cero. Podemos suponer que
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O S¥n
det : #0.
dyn .. On
\., gl"" a‘KnJ ?

(Si no es asi, simplemente permutamos las coordenadas) Esta -~--
caracterizacibn nos servird en la siguiente seccib6n. Obtendremos

uha primera consecuencia de este hecho en la

n+w

PROPOSTICION. Sea M"¢R urniz subvariedad diferenciable y peM". -

. . - - v . n w
Entorices existe una vecindad V, de p en M y una funcidn f:VeR—=R
donde V es abierto tal que la grafica de f es V..

Demostracioén.

Con la misma notacifn que antes, suponemos que

(8w . 3w
DR BAn
det # 0.
2% %
__&K\ aXnJ

1313 .
consideremos la proyeccitn wmR «+R", T(Xqseeo Xnpd =X, 1enerXy).

Por la regla de la cadena,

4---00-0 oY Lo 29 DY
O 3 ¥%a B A DAn

OL-0C0 -0

w—

D {rep)=Dr -D¥ Do 2| |adn 20

0---100 “am aan YR AN

y por hipbtesis, Det(D(W,¢)% =0. Aplicando el Teorema de la -
Funcidén Inversa, wey es un difeomorfismo entre una vecindad v,
de (Yp) y una vecindad V, de w(p). lsto implica que r restrin-

gida a ¢(V, )=V, es inyectiva y que re¢ tiene una inpversa - - -



diferenciable
)
(o) :V, =V, .

podemos componer (wopft con la funcidn ¢”4:V,“»R y entonces V

es la grdfica de 1a funcidn diferenciable.

(bope o 10 5 o ee s (o)),

A

=
e —
-~/

Vi

-
| o

Observaci6én. Podemos interpretar el resultado anterior como sigue.

Si a la funcién obtenida la denotamos por
(£, (uyy oo ), o e (u, ol ,un))
f=(f|,...,f“):Rtw»RK, entonces V, es el conjunto
T 'S SRS S
tal que x,..=f (x,,...,x,), i=1,...,k. Esta descripcibn de V, se
abrevia diciendo que V, es el conjunto de ceros de k funciones
reales. Mas explicitamente, scan F,:R""» R dadas por
FolXuroe erXneXnprer o1 Znpe L0 (X 0o X0) =Xy 151, ..., k.
Entonces el conjunto F\Fi”IO) de im&genes inversas de cero es =

L3t

precisamente V, . Expresemos esto en el

COROLARIO. Si M es una subvariedad de codimensién k *, entonces

M es localmente ¢l conjunto de ceros de k funciones reales.

pensemos ahora en el cono del ejemplo 5. Si el cono fuera una -..

subvariedad diferenciable, la proposicién anterior nos dice que

* 51 M"¢R™ es una subvariedad, la codimensién de M se define
como ¢l nfinero codim M = K. '
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en una vecindad de (0,0,0) ¢l cono tendria alguna de las formas
x=g(y,2), y=h(x,z), © bien z=f(x,y). Podemos descartar las dos
primeras formas pues las respeclivas proyecciones no son inyec-
tivas. Asi, en una vecindad de (0,0,0) ¢l cono ticne la forma
z=f(x,y). Nccesariamente, f(x,y)uJEIXQ? en una vecindad., Pero
esta funcibn no es diferenciable en (0,0), lo cual muestra gue

el cono no es una subvariedad diferenciable *.

Ejemplo 6. El toro T es la superficie que se obtiene al rotar
una circunferencia de radior alrededor de un eje en el plano
del circulo y a una distancia a £ lejos del centro de la circun
ferencié. Si tomamos la circunferencia con centro en (0,a,0) y
radio x, podemos pérametrizar ¢l toro como

(x,¢¥)=({r cosx +a)cosy, (r cosx +a)seny,r senx)
con O<x,y<2wr, Esta parametrizacidn cubre al toro excepto por'un
meridiano (y=ccnst.) y un paralelo (x=const.). Se necesitan dos
parametrizaciones mds de este tipo para qué el toro quede cu---
bierto, y asi demostrar que el toro es una variedad diferenciable

de dimensidn dos. Es un ejercicio encontrar dichas parametriza-

ciones.

* De agui en adelante diremos "variedad diferenciable" en vez
de "subvariedad diferenciable" esperando que esto no se preste
a confusion,



~-10~

2. ALGUNOS EJEMPLOS DE VARILDADES.

Una vez gue hemos introducido el concepto de subvariedad.dife--
renciablc y algunos c¢jemplos, trataremos de dar otros ejemplos
de subvaricdades difcerenciables, buscando responder a dos pre-
guntas fundaementalnente:

a. S5i tencros una funcién f:U<R"~—»R" ;¢cuando f(U) 'es subvarie-
dad de R ?

b. Si tenecrmos una funcion f:UsR™» R™ ,¢cuando  fYy) es subva-
riedad de R" ?

Nuestra herramienta fundamental en toda la seccibn serd el Teo-

rema de la Funcidén Inversa (T.F.I.), CLGe

(o

1 . Empecemos.
Recordemos que la idea del T.F.I. es conocer el comportamiento
de la funcib6n a través del comportamiento de la diferencial de
dicha‘funcién en un punto; asi, si la diferencial de una funci®n
f:U¢ R"-» R™ es un isomorfismo lineal (lo cual implica gue n=m),
en un punto, entonces f es un difeomorfismo en una vecindad de
dicho punto. Veamos que ocurre si n¥m . De aqui en adelante, f
serd una funcifn diferenciable cuyo dominio es un abierto U« R"”
tal que 0 ¢U y f(0)=0 ¢R". Harcmos la misma suposicibn cuando
hablemos de variedades;si peM y ¢:V-U es una parametrizacidn
en p podemos suponer que 0 €U y 4%0):p. De hecho, estas condi-
cioﬁes no son esenciales, pues las traslaciones en R" y R™ no

. £
afectaran los resultados,
lo mas que puedg, ocyrrir es que

a. 8i ne<mnm, entoncesV(Df), :R -»R" sea inyectiva; en tal caso, -

podemos pensar en (Df), como en una funcidén que manda a todo R"

. . - "M . - :
en un subespacio lineal de R” isomorfo a R" , mds brevemente,

una funcidén que "mete" a R™ en R™ . La mds sencilla de estas

funciones es la inclusidn estandar i:R% R"
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(% e, Xn)= (X 0,0, 0,...,0).

Siguiendo la idea del T.F.I., si (Df), es inyectiva, entonces £

se comportar& localmente como la inclusién estlndar, metiendo a

. 2] . . < .
U en R sin "aplastarlo"; o dicno de otra forma, si (Df), es —-=-=—

inyectiva (lo cual ocurre si y s6lo si (bf), tiene rango n) pode

mos “enderxezar" localmente a f(U). Demostraremos.en seguida este
hecho.

PROPOSICION 1, Sea f:U-»R™ tal que (Df), tiene rango n. Entonces -

. . - :
existen una vecindad U' de 0 en R", V y W vecindades de 0 en R ¥y

an difeomorfismo h:V-—W tales que f(U')eV y hef:U-»R™ es la inclu-=

-

si6n estandar

Pof (X, eee s Xn)={Xy,00.,%n,0,...,0).

Demostracién., Sea f=(f,,...,f,). Entonces la matriz

3#. bi"\ .
(Df), = | -

BFm_.'Mﬁ

EZ 3Xn

NN
SR dhn

det : + o,
DR ok
§Z'” oxn

Cons truyamos ahora la funcién F:UxR™ Z» R™ como

F(Xl,""anxv\t(,'silxm)::(fl (X|'o.o,}(“)’-oo,fn(X,,oou,Xn),

fnn(xll'--,x“)+xnnt'--/fm(xir-‘-lxn)+xm)

zf(x.,...lxn)'{‘(o,...,O,Xﬂr.,...,xm).

Tenemos que F(0)=0 y
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[ A
OXs DXn
2...[:'.‘ .. b fo) )
aﬁ; 8)(y\
df = o, oo2he 3 L L0
dKi Jkn
2bm . Am o4 ..
L ai(.. o a)(n O lJ

y det(DF), #0. Aplicando el T.F.I., existen vecindades Wy V de O¢R™

Livesw y

tales que F:W-»V es un difeomorfismo. Sean h=F~
"=Wn(R"x {01) .
Entonces £(U')sV vy
hef(x., ..., Xa)=h(F(x,,...,%n,0,...,0))

=(X|l'--’Xn'0,-.-0)o

. observemos que formalmente U'=WN(R"x{0}) estd contenido en R™, pero

como las Gltimas m-n coordenadas de los puntos de U' son cero, hare

. . . . n
mos un abuso en la notacidtn diciendo que U' estd contenido en R .

0

COROLARIO 1. Sea M¢R™  un conjunto tal que para todo punto peM ----
diferenciable '
existe un homeomorfismo P:U-+M entre U abicrto en R" (tal que 0¢U)

y una vecindad de p en M tal que (DY), tiene rango n. Entonces M
. B . . L9 . .
es una subvaricdad diferenciable de R"™ de dimensi6n n.

pemostracidn. Por la proposicibn anterior, existen una vecindad U'

de 0e¢R", vecindades V,W de 0¢R™" y un difeomorfismo h:V-rW tales
que P(u')eV y

hef (X, e Xn)=(X1yeves%n,0,...,0).
Esto implica que hof(U') es difeomorfo a U'. (Mis formalmente, a
u'+{ol.) Pero entonces, como h es difeomorfismo, ¢ (U') es difeo--

morfo a U',
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Asi pues, ¢l corolario nos muestra que para verificar si un conjunto
es variedad basta construir un homecomorfismno local y calcular el

rango de la diferencial en un punto.

Ll corolario 1 da la pauta para responder a la pregunta de cuando
f(U) es una variedad. Supongamos primero que f:U-»R™ es tal que
(bf), tiene rango n para toda x¢U., Reservaremos un nombre ecspecidl

para este tipo de funciones.

DEFINICION. Una funcién f:U<R2—>R™ de clase C® es una inmersidén

si (Df), ticene rango n para todo xeU.

P

Los siguientes ejemplos muestran que no basta que f sea inmersibn

para que f (U) sea una variedad.

Ejemplo 1. Sea f:R-+R" dada por

F(t)=(t ,t -t).
como Df(t)=(2t,3t ~1) tiene rango 1 para toda teR, tenemos que f
es una inmersidn. $in embargo, su imagen no es una variedad dife-

renciable(de hecho, ni siquiera topoldgica).

Ejemplo 2. Puede pensarse que el ejemplo 1 no funciona pues f no
es inyectiva. Sin embarqo, podemos dar una inmersibn inyectiva de R

en la figura de "8":

Observemos que para todo punto teéR existe una vecindad U de t

difeomorfa a su imagen f£(U), pero aun asi f(R) noes variedad.
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En el ejemplo 2, podemos ver que a pesar de que la figura es la
imagen de una inmersidn inyectiva, dicha figura no es homecomorfa
al dominio de la inmersibn. Otro ejemplo de inmersidn inyectiva

que no nos da una variedad es el siguiente:

Observacibn, Una inmersib6n siempre es localmente un difeomorfismo;

esto implica que si el dominio de la inmersidn es conpacto, entonces

la inmersién también es un difecomorfismo global.

DEFINICION. Una funcidn f:U<R»R™ de clase C® es un encaje si

y s6lo si £ es inmersi6n y £ es un homecmorfismo sobre f (M)

COROLARIO 2.8i f:M¢R-—»R™ es un encaje, cntonces f(U) es una

variedad diferenciable de dimensidn n,

DEMOSTRACION. Podemos aplicar directamente el Corolario 1, .pues

£(U)SR™ es un conjunto tal que existe un homeomorfismo global

f:U~~f(U) y tal gque (Df)x tiene rango n para todo xeU.

EJEMPLO 3, Mostramos en la seccibn 1 que la grdfica de una funcibn

continua f:U-»R, Ue¢R" es una subvariedad topol6gica de R"' de dimen
516n n. Si ahora tenemos una funcidén diferenciable g:U-+R™, U¢ R,

entonces

es una subvariedad diferenciable de R"xR"™ de dimensidén n, pues la
funcidn

G:U~+R" R", G(x)=(x,q(x))



es un encaje y Blg)=G(U).

b. Pascmos ahora al caso nrm. Nuevamente, (Df), :R™—»R™ no puede
ser un isonorfismo; lo mlds que puede ocurrir es que (th, sea

supraycactiva, y esto ocurrird cuando rango (Df), =m. La funcibn

lineal suprayectiva m&s scncilla es la proyeccidbn estandar

7:R—»R"
Ty oo s X % e X V=X e X
™ myl

Nuevamente ocurre que el comportamiento de (Df), condiciona el

comportamiento de f, al menos localmente,

PROPOSICION 2. Sea f:U¢R»R"™ una funcién tal que (Df), tiene

rango m, Entonces existen U, y U, vecindades de 0eR", V vecindad de
0erR™ y un difeomorfismo h:U,-—»U, tales que f(U,)=V, feh:U —»R" es
la proyeccién esténdar

Foh(X, jvue  XpuXmrige oo Xad= (X, , 00 e, X, )

pemostracitn, Sea f=(f,,...,fw). Entonces

“~
(2 . 3% 3 ol
bA Brim Sénay Mg
pf = i
L dri T Brm d¥en BKn

Como (Df), tiene rango m, un menor tiene determinante distinto de

cero; puedo suponer que

of, ... af.

. 5{{ D¥m
det : ¥o,

dm b

EYS X
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Construyo una nueva funcifn F:0 —+R" como
F(X',...,Xn):(f‘(x‘,...,Xn),..-,fM(X.,...',Xn),

X P 0 I

miyf *

Entonces F(0)=0 y

YA .;éhj

'é"{. Okm  Ohmn o¢n
S PR { P | PO
DE : _5/:! OXm X BXn

o N 1 el 6

como det(Df), #0, podemos aplicar el T.F.I. y entonces existen U,,
U, vecindades de 0 en R" y tales que F:U,—» U, és un difeomorfismo,
y-si h=F' , entonces

feh(x,,...,xn)=(wWeF)oh(x,,..., X )=mFsh(x,,...,%n)

=T (X,,..0,%Xn) (X 0o, Xm).

Pensemos un poco en el resultado anterior. Sabemos gue si tenemos
una transformacibédn lineal A:R“gw>Rfcuya matriz tiene rango n,
entonces la imagen inversa de 0 eRr" (el ntcleo o kernel de A) es
un subespacio lineal de R"™" de dimensién k. De hecho, si tomamos
un punto yeR" distinto de cero, entonces fd(y) es un subespacio afin;
es deciyr, es simple-mente el kerA trasladado, Si tenemos una
funcién f:UsR" > R" y (Df), tiene rango n, entonces la imagen
inversa de cada punto yeR" bajo la diferencial (Df), serd un subes-
pacio afin. Al pasar al andlisis del comportamiento de f, obtendre-
mos que fq'(y) serd algo difeomorfo a un subespacio afin, o a un
subespacio lineal de R™ de dimensitn k: en olras palabras, £ (y)
serd una variedad diferenciable de R"" de dimension k. Debemos

y - -4 . . .
observar que si en f£ ° (y) hay puntos en donde la diferencial

tenga rango menor que n, no podriamos asegurar nada.
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chmgggmi. Sea f:R— R dada por f(x,y):xl*yg. En este caso,la
diferencial Df=(2x,-2y) tiene rango 1 exccpto en (0,0). £ (0)

es como se mucstra.,

observemos que a pesar de gue en el punto (3,3) la diferencial

tiene rango 1, £ *(£(3,3)) no es una variedad.

I

Ejenplo 5.

Esta diferencial tiene rango 1 excepto en los puntos de la forma

Sea f:R*-»R dada poxr f(x,y)=xz;'cn este caso, Df=(2x,0).

(0,y) que son los que forman £ ' (0). Bhora resulta que £7h(0) si

es variedad.

Y

En este punto es conveniente introducir la siguiente terminologia:

DEFINICION. Sean f:Ue¢R™» R™, xeM, yeR™. Entonces

i. x es un punto requ . de f si rango(Df), =m.
ii. x es un punto cri -0 de f si rango(DfL<m.

.iii. y es un valor regular de f si todo xef“{y) es un punto regular.

SRENEDVAR P U A VY

. . . . -1
iv. y es un valor critico de f si existe al menos un punto x¢f (y)

tal gue x sca punto critico.

oObservemos gque la definici6n s6lo depende de la dimensidén del
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. . - TV . - -
contradominio R™; en particular, si n<n todos los puntos de M son

. . . i
puntos criticos. Tambifén vemos que si £ (y)=@ entonces -por

. o s . -4
vacuidad- no existen puntos criticos en £ (y) y por lo tanto y

e¢s un valor regular de f. Asi, si nem los valores criticos son

exactamente la imagen de U bajo f,

COROLARIO DI; LA PROPOSICION 2. Sca £:U¢R"“»>R" una funcibn diferen

ciable, yeR" valor regular de f. Entonces fd(y) es una variedad

. “ ikl B .
diferenciable de R"™ de dimensi®n k.

. . -1 . . . .
pemeostracion. Si f “{y)=@# entonces ¢ es una variedad diferenciable.

si fM(y)#%, sea xef*(y). Como y es valor regular, (Df), ticne

rango n. Por la proposicién 2, existen vecindades U, y U, de xeﬁw‘,
Vvecindad de f(x)=yeR" y un difeomorfismo h:U,—» U, tal que

f(U,)=V vy

feh (X, oo e rXptXnpw 1000 o Ka) =Xy 00 rXn) .

Sean

W =U,0f ' (y) Y W.:U,n({OS%R“);
h:W,—»W, sigue siendo un difeomorfismo entre W, vecindad de x en
R™h £y) v W, (que podemos pensar como un abierto en R*). pPor lo

tanto fq(y) es una variedad diferenciable de dimensidn k.

Usaremos el corolario anterior para obtener m&s ejemplos de

variecdades.

Xy, eno, Xn)=XPdxld o0 +xa~1,
0¢R es un valor regular de f, pues si x,ef”%O), entonces x,#0.Como

Df= (2%, , ..., 2%, )=2%

Entonces (Df), tiene rango l: es decir, x es punto regular de f.
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el R S
Denot amos por S a £ (0); es claro que

Sn"“ ::.{ XE*Hn ! “X”::J.}, H(xl ) 'lxﬁ)”:fg;xf ‘

. ' . X . . n .
5 se llama la esfera unitaria en R ; el corolario muestra que

5"’ es una sub¥aricdad de R" de dimensién n-1. Observemos gue ya
habiamos estudiado un caso particular de cesto en el ejemplo 2 del
capitulo 1, cuando n=2. Si n=1, obtenemos los puntos 1 y -1 en R,
que forman una variedad @iferenciable de dimensidbn cerxro, de

acuerdo con la ops. de la pagina 5.

Recordemos finalmente que la condicién dada en el corolario es
IZ

suficiente mas no necesaria. En el ejemplo 5, 0 es un valor

critico de f y sin embargo £1(0) si resulta ser una variedad.

=N
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EspAcio TANGENTE A UNA VARIEDAD.

Al haber estudiado algunas congsecuencias del Teorema de la Funcién
Inversa on ¢l capitulo anterior, hemos podido establecer gue el --
comportamicnto de una funcitn lineal (la diferencial) condiciona
el comportamiento local de una funcibn. Pasenos a estudiar un pro-
cedimicnto andlogo. Supongamos que M'e R”** ¢s una variedad diferen-
ciable y peld. Podewmoa aplicar una traslacidn y suponcer guc p=0.

K . 4 .
(;{U(_’) s se pa~

La pregunta es ¢cual es el subespacio lincal de R
rece a M e¢n una vecindad de p? Este subespacio seréd el llamado es-
pacio tangente a la variedad e¢n el puntoc p y lo denotarcmos por
Tp M. En ¢l siguiente capitulo veremos un cjemplo de que ¢l compor-
tamiento del espacio tangente condiciona el comportamiento local

de una varicdad.

Pasemos a discutir la definicidén de espacio tangente. Una forma de
definir TeM es como sigue: el espacio tangente es el conjunto de
todos los vectores tangentes a todas las curvas en M gue pasan por
p. BEn el rcsto del capitulo y el siguiente, supondremos cue p=0.

DEFINICION. Sea «:1-»>R™ una funcién diferenciable del intervalo

) 3 4K e i . . .
I=(-£,6) en R . Si 4(I)¢eM, decimos que o« es una curva parametri-

zada difecrenciable en M.

Ejemplo 1. La curva ' ‘ '
d(t) = (cos t ,sent ,0), t€R,
es una curva parametrizada diferenciable en la esfera

{(x,y,2)eR® , x*iy*+z' =13

Observemos que « no es inyectiva, pues d(t+2w) = «(t) para toda t.

{«'(0) | & es una curva parametrizada diferenciable en M,d(0)==p}

donde «'(0) denota el vector derivada de « en el instante 0, es cl

espacio tangente a M en el punto p, denotado 1T} M.

Obscrvacién. El espacio tangente no es vacfo. Sea :V-»M una para-



[ ——

1
|
I
|
|
1
I
1
|
|

L
1
L
1
i
1
i
1
i

-21~

metrizacibn de M en p, donde Voes un abierto en RT tal que 06

y ¢(0) =p. Sea merM-{0}. Como V €8 abierto, existe una e» 0 tal ¢gne
Yre(-€,&8), el vector tmeV. pntonces la curva

+oo<m(t) = (tm) te(-%,8),
es una curva parametrizada diferenciable en M tal que

(foe ) ' (0) = DF(0) (e M.

La siguiente proposicién muestra la relacibn entre el subespacio

lineal mis parecido a 1a variecdad y la funcidn lineal m4s parecida

a una parametrizacién.

EBOPOSICION» con la notacion anterior,

| gy n
’lpM = (D¥) 4 (R )

Demostraq}én. Demos traremos primero que T ME(DP)O(Rn). Sea veTpM.

Por definicidn, oxiste una curva o 1 I-—+M tal que «'(0) = V. Considg "
remos la curva ﬁ:=%“%a :Iﬂ»Rn. Entonces %ﬂxd y por la regla de
la cadena,
= o = ' (0
v=o'(0) (D+)O(ﬁ (0)),

por lo que Vé(D+)0(Rn). Reciprocamente, pard demostrar que

Ny moy .
(D{/)O(R) '1pm, sea

w= (DP) (V) € (DL}/)O(Rn), veR".
Tomemos la curva dv como en la observacibn previa, tal que
‘dvm):O’ACW)iv'

Ahora, la curva P::«gdvzlwam es tal que

Br0) = (0 (ay (00) = (DY) 4 (V) =W,

lo cual muestra que,weTpM.

La diferencial (I)HO establece un isomorfismo lineal entre R y

(D¢)0(Rn); en particular tenemos el siguiente

COROLARIO. TpMn 0 un espacio vectorial de dimensidbn n.

e mam s i e e M
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Si e,,...,e, denota la base candnica de R", entonces los vectores
(Dy), (ey), i=1,...,n son una base para TVM. A estos vectores

los denotaremos
24,
EFH

o 9 i=l,...,n
Mas en general, si Xe¢V, entonces los vectores

oY

EEL , i=1,...,n
forman una base de Twubi.

Es tiempo ya de definir la diferencial de una funcién entre varie

dades.

Sean M"¢ R™ K"cR™  dos varicdades diferenciables, f:M—oN una
funcitn diferenciable, peM. Como f es diferenciable en p,existe
una extensibdn diferenciable F:U--»N de f tal que U es abierto en
Ry peu. Considercmos ahora la diferencial DF:R™S» R™ de 1.
Como las variedades estan contenidas en espacios ecuclideanos,
entonces TYMERM“ Y T“P)NQR""tQ . Veamos ahora que la imagen de TyM
estd contenida en Ty N. Sca veTpM. Entonces v =«'(0) para alguna
curva difercnciable da:1-+M, 061, «(0) = p. Entonces P'ed s una cur
va diferenciable en Ny (Fea)' (0) (=Dp(a' (0)) =Dr(v) ) es por
definici6n un elemento de T“wN. Entonces tiene sentido lo siguien

te.

DEFINICIOE. La restriccidn de DI a TPM se llama la gi£g£gncial

~de la funcibn f en el punto p, y se denota por D@:T?Mv-TupN.

s mnoaeeamn drantion

Antes de seguir adelante, observemos que la definicidn no depen-~
I~
de de la extensidn de {; sea £ otra extensiédn de f distinta de F

y veT,M; entonces, si «:1--»M es tal que «'(0) =v, entonces

DE(v) = (Fec) 1(0) = (£0) ' (0) =DE(V),

»

pues f =T restringidas a M.

- na-¥ . . .
Puesto que DF:R" v R es una funci6bn lineal y TyM es un subes--

pacio lineal de R"™ , esto implica que Dfg: Ty M-» T¢pN es una fun--
cién lineal entre los espacios tangentes. Podemos hablar enton--

ces del rango de esta funcid6n.
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DEFINICION. El rango de f en p es el rango de (Df)p-lfM = TepN.

Ejercicio. Verificar gue la definicidn anterior no depende de --

la extension £ considerada,

Con la definicitn de rango podemos reconstruir las definiciones
y proposiciones del capitulo 2; lo haremos brevemente y sin der-

mostraciones pucs la generalizaciOn es muy sencilla.

DEFINICTON. Secan fﬁf&]@ﬁwﬁN”tRmd una funcidn diferenciable —----

entre variedades diferenciables, peM,geN., Entonces

un punto regular de f si y s6lo si el rango de f en p

i. p cs eqgula:
es 1gual a m.

ii. p es un punto critico de f si y s6lo si el rango de f en p

es menor gue m.
iii.g es un valor regular de f si y s6lo si toda pef™ (q) es

punto regular de £,
iv. g es un valor critico de f si y s6lo si existe al menos un

punto critico de f pef ' (q).
v. £ es una inmersion si y s6lo si el rango de f en p es igual

a n para todo pcM
f es un encaje si y s6lo si f es inmersi6n y f:M-—+£(M) es un

vi.
homeonor fismo.

TEOREMA DE LA PPUNCION INVERSA ENTRE VARIEDADES.

s e et meycien

1 . . .
Sean M*¢R*" | N R*™ dos variedadcs diferenciables de la misma
. . k . oo g . . .
dimensidn y f:M% N"una funci6n diferenciable tal gque el rango de
f en peM es k. Entonces existen vecindades U de p en M y V de

f(p) en N tales que Ilu:Uan es un difeomorfismo.

56lo reguerinos de una definici®n mis para gencralizar los prin-

cipales resultados del capitulo 2.

LIJNICION Sea M R™™ una variedad diferenciable. Una subvarie-

dad diferenciable N de M es un subespacio topoldgico de M que

ademas es variedad diferenciable.,

Obscrvacibn 1. Necesariamente, la dimensibn de N es menor o ----

igual an. Observemos tanmbién que .todas las variedades que hemos

venido considerando son subvaricdades diferenciables de at U R

-
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Observaci6n 2. Si N es subvaricedad diferenciable de M, entonces
la funcién i:N-»l4 dada por i(p) =p, comGnmente llamada la inclu-

$ibn, ¢s un encaje. La siguiente proposicidn es una especie de

reciproco.

iod 1 e

PROPOCICION 1. Sea fiM"z R N"e k™! una funci6n diferenciable

entre variedades diferenciables. Si f es un encaje, entonces ---
f(M) es una subvariedad difcrenciaeble de N de dimensidn n.
PROPOSTCION 2. Sca f como en la proposicidén 1. Si geN es un valor

regular de f, entonces f“i(q) es una subvariedad diferenciable

de M de dimensidn n-m.



I, TRANSVERSALIDAD,

Hemos visto e¢n el capitulo 3 que el espacio tangente es el subes
pacio lineal mis parcciod a la varicdad. De este hecho obtendre-

mos la respuesta a las siquientes pregunats:

a. ¢fuando la interscceccidtn de dos varicdades es nucevamente una
variedad?
b. Si tenemos una funcibn entre variedades, ¢cudndo la imagen

inversa de una varicedad es varicdad?

- , . - . \ . . n
a. Estudicmos la primera situacidn, Tencmos dos variedades My
N dentro de un espacio R* y queremos investigar cbmo se compor-

ta su interseccifén. Esto lo veremos a través de varios ejemplos.

Ejemplo 1. Observemos primcramente que la interseccidn de dos va
riedades no sicmpre es una variedad. Al intersectar el paraboloi
de hiperbdlico
3
{(x,y,2)eR | z=xy} .

con el plano xy, obtendremos una figura de cruz que no es varie-
dad.

Aun cuando MnN fuese una variedad, por el momento no nos intere-
san todos los tipos de intersecciones, sino solamente las que -~
llamaremos 'buenas' intersecciones. Una buena interseccidn serd
agquella tal que si 'movemos poco!' M o N, la nucva intersecibn --
serd esencialmente la misma con la que comenzamos., Observemos

gque el ejemplo 1 es un ejemplo de una mala interseccidn.

Ejemplo 2, La interscccidn del plano xy con la recta x=0,y =0,
es una 'bucna'interscccidn, ya que giomovemos poco el plano o la

recta, obtendremos sicmpre un Gnico punto de interscccidn, que
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dimensién cero.

b

es una variedad de

IR

Ejemplo 3. si dos curvas €n rR? son iguales a jo largo de un arco

tenemos un ejenpl gque si movemos

eccibn; Ya

o de una mala inters
eva interseccién

hacia arriba a Mo a N, obtendremos queé la nu

cambiaré sustancialmente.

N
|4 : M

M N "

Ejemplo 4. Las malas intersecciones también se pueden dar entre

variedades de dimensiones diferentes.

Aqui la interseccidn es todo un arco de curva, pero si subimos
aMoalN obtendremos que la nueva interseccidn sera solamente

un puntos
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Observemos la siguiente caracteristica comGn de los ejemplos de
malas intersccciones: que también entre los espacios tangentes -~
hay malas intersecciones. En los ejemplos 1y 3, T,M=T,N pero
podemos mover un poco los espacios tangentes para separarlos. En
el ejemplo 2, T M=My Tyli=N, asi quec no hay ningGn problema.

En el ejemplo 4, T McT,N pero podemos levantar:

P

>
w’////////

TN ¥

y la interseccibén pasa bruscamente de ser una recta a ser vacila.

Esta caracteristica com(in nos sugliere estudiar la interseccitn de
variedades a través de la intersecccibn de sus espacios tangentes,
Trataremos de proecisar lo que entenderemos por una buena inter—-

seccibtn de los espacios tangentes.

El ejemplo 4 muestra que no basta con que TpMy# TpoN para quc haya
una buena interseccidn, Como veremos enseguida, tampoco es bueno
pedir que la interseccibn sea la menor posible, es decir que

TPMnTPN=5[O].

Ejemplo 5, Consideremos dos superficies en R’ gue tienen una =--

buena interseccibn.



mos una buer:a

y aln asi tene

Podemos vey gque TrMnTrN es una recta
interseccién.

AGn cuando TFMAT?N=={0}, existen ejenplos de malas in
s en Ra.

Ejemplo &
; por ejemplo, dos curva

tersecciones :

™

a cual podemos

direccién en 1
radical

YO existe una
seccidn cambie

N=103}, pPe€
que s\ inter

aqui, T‘,MATP
g curvas para

wjalar’a nuestra

mente:

en R* que

pero s1

dos curvas

algo importante:
na bhuena inte
Lsto €5

nos mnuestra
(0} Ei tienen u

raecclidn;

El ejemplo 6
asi poryue en

cumplen TPMATFN =
estn on R? es
mas en la

to ya no ocurre.

cual nos podcmos

las curvas
R} existe und direccion mover para 77
geparar d los cspaclos tangentes. picho de otrd manera, si nos

Lerminadas por 105 vectores

(poco) on

movemos las dirvecciones de
tangentes: 1a i tuacidtn no canbhia mucho, pero i existe una di--
y guede doterminada pol un vector tangentoer entonces

reecifn gue 1o
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dimensibn de MNN, suponiendo que MY N son transversales. Es —--

claro que

l ~29-
podenos camnbiar radicalmente la int.erz-’scccién. Asg, ©i no noo PO
I deinos mover mas que en las dircceiones determinadas por los vees
torcs'tangentes, tendremos una huena interscccién. Formalicemnos
‘ estas ideas.
' DEFINLCION. 14y N soOn i:rilxsvcreagllcas en peMAN si y sdlo si
o+ TpN = R
¥ v :
l My N son transversales (Notacidn: MAN) si ¥ s6lo si son trans”
versales en p para todo peMnN.
l para completar la discusidn de este punto, diremos algo de la

g

; dim(MnN) € min (@imM ,dim N).

para obtener la dimensiodn correcta, nuevamente recurriremos a -—-
los cspacios tangentes. Re cordemnos primero que si W,,W, son

gubespacios vectoriales de un espacio vectorial V, entonces

dim(w, + W,) = dimW, +dimw, = dim(W,nWa ).

En nuestro caso, W, =TpM, W, = TpN, ¥ si M y N son transversales,
W, + W, = rk. 5i @imM=n.. dim N = m, entonces, despejando de la
f6rmula anterioXx,

dim('l",MnTYN) =n+m-K-.

Es de esperarse entonces due dim ( MAN ) =n tm= kK .

s aniee g S —

subvariedad diferenciable de R de dimensibn n+m-KkK.

La demostracion queda):& pendiente por el momento.

. n >
b. Pasemoa ahora al segundo problema. si f:M _»N™ cs una funcion
. . - -4
entre cubvaricdades ¥y N, es una subvariedad de N, ccuando f (N, )

4

es subvariedznf de M?

pehecho, Ya h- - respondido a esta pregunta €n un Ccaso: cuando
N, consta solé - de un punto N, = hal. gabemos qué a1l ¢ es un

yvalor regular .. {, entonces £ ) = 7' (N,) es una subvaricdad
de M. Quigilrain 2% eptonces que 1a condicion de regulzu’idad sea un

caso pzt\rt.i(':ul ar de nuestra p:;cgmrt;a,

I PROPOS}'__C_{QE 1. Si My N son transversales, entonces MAN €S una
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Para ver ui £ (N,) ¢s una subvaricdad, dehemos fijarnos local--
mente si lo es; es decir, si cada xef"k(ﬁ‘) tience una vecindad U
tal gue U sca una subvaricedad., sSi f(x) =y, sabomos por la obser-
vacitn hecha en el capifitule 1 gue una vecindad V de y puede ex~-

presarse Como

3
V=g t(o) g: R R}

donde 1 es la codimensidn de N, en N. 'Entonces
- -3 - -4
vy = £ g7 (0) = (gef) Tt (0)
. . . ~f .
Gracias a esta ccuacidn podemos establccer si £77(N,) es una sub

variedad. EFsto ocurre si 0 es un valor regular de (gef). Esta --

condici’ n se puede expresar por medio de f y de N,.

Por la regla de la cadena,

o . - . . 9
D(gof)xf_IUyonx’ D(gof)x.iXM«aR .

Entonces para que 0 sea valor regular de (g«f), debe ocurrir gue
Dgef) x seca suprayectiva. Como dg, es suprayectiva y su kernel -
es TY(N;), para cubrir todo RR debe ocurrir gue ¢l kernel de ---

Ty(N,) ¥ la imagen de Df, generen T ,(N). En simbolos,

Im(DE, ) + Ty (N, ) =T, (N).

DEFINICION. La funcidn f:M->»N es transversal a N, (Notacibn: -~-

, . , -4
f4dN,) si la eccuvacibn anterior se cunmple para toda xef ~(N,).
Es claro entonces el siguiente resultado.

TEOREMA ., Si fh N,, entonces f ' {N,) es una subvariedad de M. Ade

mas la codimensidn de f"‘(N,) es igual a la codimensibn de N, en

la variocdad N.

Esta (ltima afirmacidn es precisamente porgue f'l(N.)==(gof)“(0)

1

donde gef:M-»R", Es decir, £ (N ) es el conjunto de ceros de 1

funciones reales,

Observacifn 1. Si N, ={y}, entonces 't,(N,) ={0}, OeTy(N) y la -~

condici6n de transversalidad se expresa como
Im{pf,) = T,N;

lo cual qguiere decir que (Df)w es aprayectiva, o sea que y es un

Py

punto regular de f. Con esto mostramos que la condicién de regu-
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Jaridad es un caso particular de la condicidn de transversalidad.

Obscrvacién 2. Observemos también que la interseccibn de dos sub
variedades ¢s un caso particular del problema gue estamos estu--
diando. S1 M y N son subvariedades de R“, podemos considerar la
funcidn

i:M—eRk,
.

tal gue i(x) ==x. Entonces i~ (N) =MoN. Si i4N, entonces esta

condicibn se expresa Como

[84] r — k ’
para todo peMnN, pues Dip:Terka es simplemente otra inclusibn.
Asi, 14N si vy s6lo si MAN. Por el tcorcma anterior, la codimen

si6n de MAN es igual a la codimensi6n de N en R, Por lo tanto,

codim{MnN) = codim(M) + codim(N)

LN

gue es equivalente a la ecuzcidn

dim MAN = dim M+dim N-K.
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5, ALcunos LJEMPLOS DE VARIEDADES ABSTRACTAS.,

En la seccibn anterior desarrollamos un breve estudio de las va-
riedades; o mal bien, de las subvariedades de R". 5i nos detene-
mos un poco a reflexionar sobre las variedades consideradas, ve-
mos gue el hecho de que las variedades scan localmente difeomor-
fas a algGn k¥ ¢s fundamental en el estudio de la topologia dife
rencial. Fsla caracteristica de las varicdades puede extoenderse

a ciertos espacicos topolOgicos abstractos. Asi pues, podemos —-—-
construir espaciocs "localmente difeomorfos" a R¥, y éstas recibl
r&n el nombre de variedades abstractas. En este capitulo daremos
unos cjcnplos de varicdades abstractas y después daremos la defi
nicidn de variedad. En los siqguicntes capitulos trataremos de ex
tender las definiciones desarrolladas en la Seccitn I a esta nue

va situacibn.

Quisitramos recordar r&pidamente el concepto de espacio de iden-
tificacibtn. Sea X un espacio topolbgico y R una relacibn de equi
valencia en X. Como sabenos, R divide a X en clases de equivalen
cia; sca [x]) la clase de equivalencia en la cual se encuentra un
elemento xeX. El conjunto cociente es el conjunto de clases de -
equivalencia,

X/R={[x)]|xexX}

La funci6n P:X-»X/R que manda a cada elemento de X en su clase -
de equivalencia, P(x) = [x], se 1llama la proyeccitn natural de X
en X/R, Dotamos a X/R de una topologia pidiendo que P sea una —-
funcitn continua; es decir, UCX/R es abierto si y sdlo si P~ (U)
es abicrto, El conjunto X/R dotado con esta topologia recibe el
nonbre de espacio de ddentificacidn de X bajo la relacibn R. i
Describiremos ahora los espacios proyectivos, kLmpezaremos con el
plano proyectivo. Consideremos ¢l conjunto

RY=Lver? | v#0]}
y definamos la siquicnte relaci6n:

vew $1 v=Aw para alquna A#0.

Claramente, &sta es una relacidbn de equivalencia. las clases de
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real de dimensidn n * y se denota como sigues
n n
P =3 /N

Esta definicién tiene sentido aln cuando n=0,1. Pero en esgtos -
casos la descripcidn de los espacios proyectivos es muy sencilla.
$i n=0, 8° consta de s6lo dos puntos, 1y ~l1eR. Al identificar-
los obtenewos un Gnico punto. Asi, P? consta de un finico punto.

Si n=1, podemos simplificar como sigue: en vez de identificar -
los punto % y -xeS' , descchamos todos 165 puntos (x,y)éS' tales

que y¢<0; puesto gue estos guedan identificados con los puntos --
del scmiplano superior; finalmente, para obtener R’, debemos ---

identificar los puntos (1,0) y (-1,0). Al hacer esto, obtenemos

.' X '
un espacio homeomorfo a s'; en otras palabras, P es homeomorfo
a g k%
Podemos decir algo mis de los espacios proyectivos. Obtengamos

nuevamente P' como sigue. Consideremos el subconjunto de §°%
st ={(x,y,z)es'| =zz0}

Para obtener P° a partir de S’ hay que identificar los puntos --
tales que z =0 con la regla x#-x. Pero este conjunto es homeomor
fo a S'; asi{ gue al identificar estos puntos obtenemos un subcon
junto de P? que es homeomorfo a P'. En esto sentido, se dice que
P'c P Esta situacién se puede generalizar a todos los espacios -
proyectivos:

+
p'c p" } n=1,2,...

* También en C'= (zv,...,24),2:€C se puede hacer esta relacibn
de cquivalencia; entonces el espacio cociente es el espacio -
proyectivo compleijo de dimensidn n.

** Para una "visualizacion" de P, ver Spivak,
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Antes de definir lo que es una varicedad abstacta, debemos hacer

algunas modificaciones a nuestras definiciones. En primer lugar,
dijimos que una subvaricedad topolfgyica de dimensibn n es un su--
bespacio topoliygico de R™ localuente homcomorfo a R™.

Tambiftn mencicnamos que ¢l hecho de que las subvaricedades fueran
sudespacios de R™™ dmplica que las subvariedades son Hausdorff y
gue su topologfa ticene base numersble. Como abora trabajaremos -
con espacios 'onlégicoé gue no necesariamente estdn inmersos en
un eépacim eucl ideano, doebemos observar que estas propiedades no
quedan garantizadas pidiendo gue el espacio topolOgico sea local

- n
mente homeomorio a R, ¥

DEFINICION. Una variedad Lopolbaica M de dimensidn n es un espa-

cio topoldgico de Hausdorf{ con base numerable tal que todo pun-
to de M tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de R". Una --
cartq_(U,¢) en M es un homeomorfismo :U-»V entre un abierto U -
de M y un abiecrto VER". A menudo hablaremos también de una para-

metrizacién (V,¢) de M, que es un homeomoxfismo tal que (V) ¢h)

es una carta en M,

Ejemplo 1. Toda subvariedad topoldgica de R™ de dimensi6bn n es

una variedad topoldgica de dimensibn n.

Ejenplo 2, El espacio proyectivo real P" es una variedad topold-
gica de dimensibn n. Una carta puede ser (P(U),(P|lg)™* ), con la

notacidén ya introducida.

Introducircemos ahora los conceptos més importantes, que son los
gue sc refieren a la diferenciabilidad. Para esto nos valdremos

de las cartas.

DEFINICION. Dos cartas (U,,4 ) y (U, 4.) son Cr~compatibles si -

la funcitn
fpedg1e ) (UAU,)—f, (UAU,)

. . . r

es un difeomorfismo de clase C7, es
: J r

como su inversa son de clase C, 04r4te, Un atlas de clase C° -—~

[ e TP

deciy, que tanto esta funcidn

sobre M es una coleccifin de cartas (Uu,fa), «6n en M tales que

* Fara un e-dernlo de un csnacio localnente honcororfo a R, Haus-
dorii con basc nureranle, ver lHpivak :
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i. (Ug ;) vy o, f,) son Crwcompatibles para todo o o, ch.

ii. }iud::M; es decir, las cartas cubren a todo M.
3

Podriamos empezay a trabajar con esta definicib6n * y decir ‘que -

~una varicdad diferenciable es un conjunto dotado de una atlas di

ferenciable. Sin embargo, a vece®S cs mis conveniente trabajar con

atlas maximos.

DEFINICION. Un atlas miximo es un atlas @ tal gque si (U,Yf) es -

una carta compatible con las cartas de @, entonces (U,4)ed.

LEMA, Todo atlas sobre una variedad M est& contenido en un atlas

maximo.

Para demostrar -este lema, necesitamos una proposicibn previa.

PROPOSICION, Si (U, ) y (U,,$, ) son dos cartas compatibles ---

con las”cartas de un atlas @, entonces son compatibles entre si.

Demostracibn., Debemos mostrar que la funcibn

‘f;of‘ilz f, (U, U, ) -, (U,aU,)

es C% Sea pe”ﬂ(UM1Ul) % ?f(p)::q. Como @l es un atlas, existe --
una carta (U,¥)e@ tal que geU. Como (U,,fi ) es compatible con --
las cartas de 0, cntonces Yofi' es C® De la misna manera, 41°fl

es C . Por lo tanto, -ﬁ‘fifoﬁt:= ﬂo?? es C” en una vecindad de p;

- . . ) 4 &
como p era arbitrario, {4 es C” en  (UnUy)

* Nosotros sblo consideramos atlas de clase C® y cartas C%-
compatibles.
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Demostracitn del bema. Sea a' el conjunto de todas las cartas --

compatibles con las cartas de G, Por la proposicibn anterior, --
cualquicer pereja de cartas en @' son compatibles, Adewds, como -

Ocg' Y Ges una atlas, entonces las cartas de &' cubren a M., Por

otro lado, es clavo que si § es un atlas que contiene a @, enton

ces Beal .

DEFINTCION. Una variedad g}ferenciable M Qg Q}pensigg n * es una

variedad topol§ica de dimensidn n dotada de un atlas maximo ----

diferenciable,

ObsexrvaciGn, En algunos cjemplos es usual dar las variedades con

sus paramctrizaciones y no con sus cartas.

diferenciable.

Ejemplo 2. Sea M= R. Damos - la funcibn {:M—*R como

P (x) = x>, | ,

El conjunto
Q={s,9)}

es un atlas (pues en particular, Y es compatible con si misma).-
Sabemos entonces que @ estd contenido en un atlas méximo Q'. ---

Este atlas es distinto del que se obtiene con el atlas mé&ximo -~-
que contiene a

B = {,i) | i(x)=x}

Y . :
pues ie{ =4¢ no es una funcidn c*.

Ejemplo 3. Sea P" el espacio proyectivo real de dimensibdn n: es
decir,

Pn::Sn/x~~x
Sea P:S P la proyeccitn P(x) =[x]1. Sea [x]éPn, xe{x). Entonces
existe W vecindad de x en s" tal que W no conmtiene puntos antipo
das. Sabcemos también que existe un difeomorfismno h:V-+W de W con

. no_.
un abierto V d= R, Diremos entonces que (V,Polh) ¢s una parame--

* N partir de este momento s6lo trabajaremes con variedades dife
renciables,a menos que se indigue lo contrario,
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. ) , n
trizacion do P en x .

PROPOSICION, k1 conjunto

: -1
@ = { p(W), (Peh)}
e T e o ,Hh n ] .
es un atlas sobre P ; y por lo tanto, P con el atlas méximo ---
gque conticene a 01 es una variedad diferenciable de dimensidn n.

. . , A n
Demostracion. Claramente, los conjuntos P(W) cubren a P, Por --

lo tanto, s6lo debemos verificar que si (P(W,);(Poh)"l) Y -
(P(Wz),(Pqu¢ ) son dos cartas de &, centonces son compatibles en
tre si. Restringiendo adecuadamente h y g, podemos suponer que -
P(W,) =P(W,) =V, 51 Poh:U,~»V y Peqg:U;-+~V, debemos mostrar que -
(Pog)"%(P h):U -+ U, es un difconoxrfismo. La parte m&s delicada -
es analizar (qué pasa con PfsP:wlwrw, (recordemos gque P no es in-
yectiva globalmente, aungue localmente si lo es). Sca xeS". En--
tonces P(x)xt(x]ePn y P ({x]) puede tomar dos valores: o bien

P"L([x])ﬂ>g C)P'L([xj)tz~x. S1 W, es conexo, como P '% P es con-

tinua, vale sdlo alguna de estas ecuaciones. Por lo tanto,
-4
g hi(x)
-1 i
(Pog) » (Poh) (x)=4 o bien

g t{-h(x))

pero g y h son difeomorfismos de R a4 s , por lo que en ambos --

casos esta conmposicibbn es un difeomorfismo. Por lo tanto,@ es -

n
un atlas sobre P,

Ejemplo 4, Si N¢M es un subconjunto abierto de una variedad dife

renciable con atlas A, entonces N es una variedad diferenciable

con el atlas maximo que contiene a las cartas
{ue)ica

tales gue U¢N,

Ejemplo 5. Sea M{myn) el espacio vectorial de las matrices de --
m¥n. A este espacio lo identificamos con R, . sea M(mxn; k) el -
subconjunto formado por las matrices de rango k. Demostraremos
gque si k< min(m,n), entonces M{ mzn;k) es una (sub)variedad de

M{nmzn} de dinensién X(n+n-k) .
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Scan P una matriz de mxm y Q una matriz de nxn, ambas no singula

res. Entonces la funcidn M —-PMQO de M{mxn) ) sobre M(man) es un di
feomorfismo. S5i M es cualquicer elemento de M(mxn;k), entonces --

exlisten matrices P y Q tales gque PMQ tiene la forma
(n B
C D

donde A ¢5 una matriz no singular de k¥k. Asi que basta construir

vecindades coordenadas-en M(mxn;k)) para estas matrices.
sea

A, Be

M, =

C, Do
una matriz en M(mxn;k) donde A, es una matriz no singular de kxk.
dada Ae€li(kxk), sea d(A,A,) el mdximo de los valores absolutos de
los componentes de la matyriz A-Ae. Como det A, #0 y como det es
una funcibén continua (de hecho, es un polinomio) de los componen
tes de 7., sabemos que existe una >0 tal que si d(A,A,)e§ enton-
ces det A#0, y asi A es no singular. Sea U el conjunto de las

matrices M(mxn) de la forma

donde A € M(kxk) y d{A,A,)«f{. Entonces U es un subconjunto abier-

to de M{mxn). La matriz

I, 0Ya B} (a B
-e&x' 1 llc o lo -eatB+D

donde Ij es la matriz identidad de jxij, tiene el mismo rango que
la matriz . Asi que la matriz M tienc rango k si y sb6lo si
D=CA™'B. Esto implica qgue las matrices del conjunto abilerto ---

UnM(mxn; k) de M{man;k) son de la forma

A B
¢ caip

donde A€M (kxk) y d(A,A,)«§. BEste conjunto abierto contiene a la
matriz M,.
El conjunto de las matrices de M{mxn) de la forma
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A B
Cc 0

daonde AEM(kxk), tiene una ecstructure diferenciable derivada-del

espacio cuclideano R} con J=mn=-{m-k){n-k) =k{m+n-k). Sea W
el subconjunto de estas matvices tal gue d(A,A.)<d. Entonces W
K eri- K)

es un subconjunto abierto de R Considercmos la funcibn

§:W->M(mxn), que es supraycctiva en UNM(mxn;k), definida por

ﬁ& B A B
a = .
[C OJ [C CA BJ

Es claro que ¢ es una funcitn difercnciable.

A B [1’\ B
T = '
c D oo

entonces T es difercnciable y 16 es la identodad en W. Entonces

S5i T:U--»W se define

UNM{mxn;k) es una subvaricdad de M{mxn). Si tomamos UnM(m n;k)
como una vecindad coordenada de M(man;k), entonces M{(mxn;k) es -~

una subvariedad de M{mxn) de dimensiétn k(m+n-Xk).
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6, [ LsPACIO TANGENTE A_UNA VARIEDAD ABSTRACTA,

A, FLFspacio TANGENTE.,

Como ¢l titulo lo indica, en este capitulo generalizarcmos el --
concepto de espacio tangente a esta nueva situacibn de las wvarie
dades abstractas., be aqui cn adelante, M representard una varie-
dad abstracta de dimensibén n y N una varijedad abstracta de dimen
si6n m, que no.estaradn contenidas en algGn Rn a menos que se indi

gue lo contrario.,
Examincmos la definicidén del espacio tangente dada en el capitu-
lo 3.

TpM = [ 4a'(0) ] 4:I-»M curva parametrizada diferenciablc en M }
tal que «{0) =p.

El primer problema qgue aparcce para poder generalizar esta defi-
nicién es la palabra "diferenciable". ¢Qué quiere decir que una

funcibn d:I—>M sca diferenciable? Como veremos, este problema sc
resuclve muy réapidamente usando cartas. Sin embargo, hay un se--
gundo problema: come M era una variedad contenida en algln Rn, -
entonces el vector o' (0) tenia sentido como un elemento de RY. -
En este caso, no podremos usar este recurso, pues M no esta con-
tenida en un "espacio ambiente". Esto nos llevard a hacer una mo

dificacidn a nucstra definicidn,

Pasemos entonces al primer problema. ¢Cudndo una funcidn H:I-—»M
es diferenciable? De hecho, podemos plantear el problema en una
forma mds general: ¢cudndo una funcidn entre variedades f:M-sN =~
es diferenciable?

Recordemos nuestra definiciédn de diferenciabilidad para funciones
entre varicdades contenidas en algn R g:MeR™ S Ner™ es dife
renciable si existe una extensidn diferenciable de g a un abiex-
to UsR™ tal que MeU; es decir, si existe una funcidn diferencia
ble G:U-*N tal gue G(x) = g((x) para toda xeM. Observamos que esta
definiciton (como la de espacio tangente) hace uso del hecho de -
que M estd contenida en R™: en R"™ ya tenemos definida la dife-
renciabilidad y Gnicamente la estamos extendiendo a subconjuntos

v . "+ R
arbitrarios de R .
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Pero sigamos adelante. Con esta definicidén de funcibn diferencia
ble obtenemos ¢l siguiente resultado: Si'peM y (U,, %) y (Ug,v2)
son cartas de M en p y de N en f(p) respectivamente, entonces la
composicion o, f /" es una funcién diferenciable. Este resulta
do nos indica cdmo cextender la diferenciabilidad a espacios mas

generales.

DEFINICION. f:M-—N es diferenciable (C“) cn peM si y sblo si ===

existen cartas (U,,4 ) de Men py (U, f.) de N en f(p) tales --

que la funcitn fefef . (U,) =, (U,) es diferenciable.

Observemos que en la definicidn, los conjuntos fi(u;), i=1,2 --
son abiertos e¢n sus respectivos Cspaclios.

Ejercicio. Verificar que la definici®n anterior no depende de las
cartas consideradas; en otras palabras, si la definicidn se cum-
ple para una pareja de cartas, entonces se cumple para cualquier
otra pareja de cartas.

De las funciones difcrenciables, hay que destacar a las funcio--
nes f:M +R. Podemos decir que estas funciones determinan la es--
tructura difercnciable, ya que entre cestas funciones se encuen--
tran las funciones coordenadas. Podriamos haber definido las --

variedades diferenciables como sigue:

DEFINICION. (alternativa) Un estructura diferenciable D sobre una

variedad*M c¢s una coleccitn de funciones reales f definidas cada

una en un subconjunto abierto de M tal que

i. Para cada péeM existe una vecindad U de p y un homeomorfismo
3 . . n .

f de U sobre un conjunto abierto de R tal que la funcibén £

definida en un subconjunto abierto W de U estd en d si y -==

R N .
sblo gi fey es diferenciable.
i

|
.

Si U; son conjuntos abiertos contenidos en el dominio de f
y U=UU,, entonces flyed siy s6lo si f];, estd end para

cada 1.

Una variedad diferenciable M es una variedad topolbgica con una

estructura diferenciable . Los elementos de P son las funciones
reales diferenciables sobre M, Cualquier abierto U y homeomorfis

mo § que satisfagan la codici6n (i) serd una carta en M.

* Una variedad topolbgicea.
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Si en nuestra definici6n deifuncibn diferenciable hacemos N = R,

entonces ‘es cldro que las dos definiciones son eguivalentes, --—-
R 4 . . .

pues ;. f°?.=ffoff si ¢, :N-»N es la identidad.

Ya qgue hemos hablado de las funciones diferenciables, tiene sen-

tido hablary de las curvas diferenciables en M gque pasan por peM.

DEFINICION. Una cuxva paramet;ﬁ;ada diferenciable en M es una --

funcibn diferenciable ¢:I—M de un intcrvalo ISR a M. Si «(t) =p
diremos que d pasa por 'p en el instante t.

Observemos aue, usando traslaciones, podemos suponer que 0€I y
gue do(0) =p.,

Pasemos ahora al problema de definir a los vectores tangentes.
Poedmos pensar en el espacic tangente como en el conjunto de to-
das las "direcciones" de todas las curvas diferenciables que pa-
san por p. ks claro que distintas curvas pueden tener el mismo -
vector tangente. Podemos agrupar entonces a distintas curvas que

tengan "dircccibn comGn"., Empecemos con el caso conocido.

DEFINICION. Las curvas g¢:I-»R', ¢:J >R, con 0elaJ y «(0) = T(0)

son equivalentes en ¢(0) =p (notacidn: a~t) si y sb6lo si

a'(0) =7'(0).
Es claro gue existe una biyeccibn entre el conjunto de clases de
equivalencia y el conjunto de vectores tangentes.
Ahora bien, para definir una cierta equivalencia de curvas, recu
rriremos nuevamente a las cartas.

DEFINTCION, Sea M una variedad abstracta, peM y ¢:I-+ M, v:J— M

et et e et 2

curvas diferenciables tales que 0¢I0J, ¢ (0) =T (Q) =p. Sea (U,9Y)

una carta cn p tal que {(p) = 0.6 y T son equivalentes si y s6lo

si las curvas o, = foo y G =+ et son eqguivalentes en ¢l :sentido -
de la definicidn anterior; es decir, si

' (0) = ¢ ' (0). (*)
Debemos ahora verificar que esta definicidtn no depende de la car

ta. Si (U,,{ ) es una carta tal que peUnU,, entonces

(fod) ' (0) = (fiog§'odua ) *(0)

Por la regla de la cadena,
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(fof ) (fosr) (0) (foo) ' (0)
(f,04") (0) (for) ' (0)
(o oqor) (0)
(o) (0).

il

il

i

Podemos ya trabajar con esta definicién. Sin embargo, guisiéra--»
mos establecer la siguiente definicidn alternativa.

DEFINICION. Sean ¢ y t como antes. Entonces ¢ y t son equivalen-

tes si y sO6lo si
(for ) (0) = (feor)'(0) (**)

para toda funcidn diferenciable f:M-—R,

PROPOSICION, Las dos definiciones son cquivalentes.

Demostracion.

i. Sean ¢ y T equivalentes en el sentido de la primera defini---
cifn; c¢s decir, si ¢ es una carta en p, entonces (Joo)' (0) es
i dgual a (for)'(0). Sea f:M—-R diferenciable. Entonces fof' es
difercnciable en (p) y por la regla de la cadena,
(£o0) ' (0) = (foqoqoa) ' (0) = (£ o) ' ((p)) (fur) ' (0)
(fO{')'($Qﬂ)(VMC)'(O):f(fnfufoc)'(0)=:(for)'U”

y por lo tanto, ¢ y t son eqguivalentes seqin la segunda defi

it

nicidn,
ii.Sean ¢ y v equivalentes seglin la segunda definicidn y«f:Uvan
una carta en p. Entonces ¢= (+;,,..,ﬁ,), donde ?c es diferen-
zicbiable y i :U-+R. Entonces para 4 vale la ecuacién (**), de
lo gue se sigue inmediatamente la ecuacitn {*), que dice que

6y T son equivalentes segln la primera definicidn.
De aqui en adelante usaremos indistintamente las dos definiciones.
Finalmente, hemos llegado a una definicidn satisfactoria de los

vectores tangentes.

DEFINICION. E1 espacio tangente a una variedad M en un punto p,

denotado TyM, es el conjunto de clases de equivalencia de curvas

en M que pasan por p, con la relacidbn de equivalencia dada en --

cualesquicra de Jas dos definiciones anteriorces,

- . n n
Es claro que ¢l espacio tangente a R enun punto peR se puede -

\ e n
identificar con R .



sentido hablar de una estructura de espaciv vectorial en €1, Bs
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Ahora que hemos definido ¢l espacio tangoente, veamos i tiene --
claro que e¢speramos que el espacio tangente a una varicedad de di
mensifn n sea un espacio vectorial de dimension n.

Procederemos cono sigue. Sea Y :V--»U una parametrizacitn de M en
p, tal que £(0) = p. Establecercmos una correspondencia biunivoca
entre el conjunto de los vectores tangentes a K en 0 y €l con--
junto de los vectores tangentes a M en p; es decir, entre TpM y
ToRn>an. Con csta corr@5pondencia introduciremos una estructura
de espacio vecltorial en Tp M.

Sea [¢] un vector tangente a " en 0 y Sea ¢ una curva tal qgue
celael. La conposicidén $eo ¢5 una curva en M tal que (dog) (0) = p.
Diremos que ¢l vector asociado a [¢) es la clase de equivalencia
de Yoo . Debenos verificar gue esta correspondencia estd bien de-
finida; es decir, que si teled, cntonces Jo v e [fedd . vor hipdte--

sis, ¢'(0) =1'(0); luego entonces, usando la carta yf,
(4o foc ) (Q) = (fTogpot) ' (0)
lo cualiindica que jes y ot son equivalentes.

DEFINICION. La diferencial de ¢ e¢s la funcién dﬁ;RnwanM tal que

d#ﬁ [eT) = (ool . (ler™. =«

PROPOSICION. dfp es una funcién biyectiva entre R y TpH.

Demostracién, Demostravemos Gnicamente que dy, es suprayectiva; -

la demostracion de la inyectividad es igualmente sencilla. Sea -

Cﬁj un vector tangente a M en p y sea 4, una curva tal que ----
. . n

6ela3 | Entonces la curva 46, = ¢ es una curva en R tal que

d¢fhﬂ:[dﬂ .

Gracias a esta proposicidn, podemos introducir una estructura de
espacio vectorial a ¥ M pidiendo gue dy, -a un isomorfismo entre
espacios vectoriales. En otras palabras, definimos las siguien--
tes operaciones on TfM:

VW= (dt,'a);,1 (v) + (dw)‘,“j(w) , Av =4 (d\p);* (v)', v,weTrM, 2eR.

PROPOSTCION, Con las operacones asi definidas, d%:es un isomor--

. In . - . . .
fismo cntre Ry TrM; en particular, TpM tiene dimensidbn n,

¥ Rescrvaremos la letra D para las difercncinles entre subconjun-
tos de R"™,
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Para terminar con esta parte de la discusibn, demostraremos que
esta estructura de espacio vectorial no depende de la parametri-
zacidon ¢, en ' el sentido de que si ¢ y ¢, son paramnetrizacio--

nes de M ¢cn p tales gue #1(0)=:¢1(0)::p, entonces la funcibn
(af,)y (ag,) R 17

es un isomorfismo de R en sf mismo, Para mostrar esto, sea ueR™
Y f:I«»Rn tal que «'(0) =u (por ejemplo, o(t)=:tul d¢w,manda a u
en la clase de eguivalencia de (d00) y despuls (d41%f1 lo manda
al vector (+534pwr)'(0)::D((Jib4q)(o“(0))::ﬁ(¢;b¢‘)(u), donde
denota la diferencial de la funcién?‘?uro 4{%¢. es un difeomorfis

mo y por lo tanto D¢, 5¢,) es un isomorfismo; como
.. -1
DO o) = (df) w (dd),

podemos concluir que es cierta nuestra afirmaciodn.

Tal vez sea conveniente en este momentc generalizar algunos de -
los conceptos que dimos en la seccibtn 1. En particular, generali
zaremos los conceptos de punto regular o critico, valor regular

o criticd. Recordemos que estos conceptos dependen del rango de

una cierta diferncial,

Revisemos el caso en que MERM™ ,NQRMJ y f:M-—N es diferenciable.
Para definir la diferencial de £, usamos el hecho de que M esta-
ba contenida en un espacio ambiente, pues extendiamos £ a un ---

. A+ K . . . . .
abierto de R y en este abicrto ya tiene sentido la diferencial,

De hecho, ya hemos definido una diferencial: la diferencdial de
una parametrizacion d¢((e)) = [dor) . Ista definicibn es precisa--
mente la adecuada, como veremos en seguida.

DEFINICION. Sea ¢:1-»M una curva parametrizada diferenciable en
M tal gue (0) = p. Entonces e :I-»N €s una curva parametrizada
diferenciable en N tal que (fea)(0) = f£{p). La diferencial de f -

en p, denotada poru dfp, es la funcion dfevammaTﬂpN definida por

df?([63)::[fﬁcj.

Quercmos pasar ahora a generalizar los conceptos gue mencionamos

antes. Parmmesto, usaremos otra carvacterizacidn de la difeaencial.

e i At 7 o s

* Ver nota de la pAgina anterior.(4s)
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Sean (V,,+,) y (V,,¢% ) parametrizaciones de M en p y de N en f(p)
respectivamente, con o4,(0) =p, «,(0) = £(p). Entonces dff es la
Ginica funcibn que hace gque el diagrama

dfy

l‘pM > Tf(p)N
T(l4’.o d“"zo
. oty ot
e D (=L /,?0 R

sea conmutativo®*. Esto es claro de la definicibn de dfp:

dfpod#’,, ( [Jj) :dfp E‘I"od‘] = [fo‘l'l "O'_J
= [ dyod)of o fiog)
a ¢y, [0 0 roa]

d 4’20" (D( "1’1‘ ,C’ fe ‘Ho)o [‘rj .

it

it

La unicidad provienec del hecho de que dfp se expresa de manera -
tinica, como di,e D (5 £ ), o(dyuof‘. Puesto que cada una de las
diferenciales involucradas es linecal ! (dd, vy (aw, )" son linea-~-
les por definicidn, y D(%ﬁ f+4:/) ©s una diferencial usual entre

espaciocs euclideanos), tencmos el siguiente resultado,

f(p)

PROPOSICION. La diferencial dfp:TpH-ﬂT N es una funcidn lineal

Ahora gue sabemos que df) es una ttransformacidtn lineal entre los
espacios vectoriales (sobre R) TPM y Tf(p)N’ podemos hablar de su

rango.

DEFINICION. El rango de f en p es el rango de d{%

Obscrvacibén. Puesto que d¢, y d¢, son isomorfismos entre los es-

pacios correspendientes, tenemos que

rango dfp = yango pl fﬁfo46)0.

Habicendo superado la dificultad aparente de no estar trabajando
en los especios suclideanos, podemos ya generalizar los concep--
tos gue mencionamos al principio del capitulo. El lector puede -
revisar una lista de estos conceptos en la pigina23 , quitando la
condicidn de que las variedades estln contenidas en espacios eu-
clideanos. Los resultados sobre imigenes inversas de puntos regu
lares e imAgenes directas en el capitulo 3 son ciertos también

en esta nueva s tuacidn y se dejarimal lector como ejer: 1o,

L VDD PR —

hsto dmmlica en particular, 1a regla de la cadena.
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Una Breve INTRODUCTON AL HAZ TANGENTE,

Tomenos ahora una parawetrizacidn (V) de M en p con ¢(0) =p.---

Para cada xeV podemos definir un isomorfismo
n
d«}/xz R - Tw(x) M.

Gracias a este isomorfismo, podemos introducir una base natural

en T, )M: 51 e, ,...e, denotan los vectores de la base canbnica

T
de R, entonces

d¢x(e;) =:;%€ (), 1i=1,...,n

forman una base de TW(y)M' Queremos expresar una condicidn para

que estos vectores varien continuvamente con x.

Pongamos ¢l problema en una situacidn un poco més general.

DEFINICION, Un campo vectorial v sobre M es una funcibn

P U YR

v:M-UT M
t P

tal que a cada peM le asocia un vector v(p)eTpM.

Vemos entonces que hemos definido n campos vectoriales a¢/3xi,

i=1,...,n sobre V., Nuestro problema ecsft& entonces en definir --

una topologia adccuada para LJTPM. Por conveniencia, haremos que
- o f’

esta unibn sea ajena,

Definici6n. El haz tangente sobre una variedad diferenciable M

es el conjunto

M= {(p,v) lpeM, veTpM}

Observacién. De aqui en adelante, identificaremos TPM con el sub

conjunto del haz tangente dado por
Hdy T M
{p} p
en el cual definimos las operaciones de espacio vectorial asi:
alp,v,) + (p,v,) = (p,dv, +v, )
Con esta convencidn, si p# g, entonces TpManMrﬁﬂ.

Dicho de otra manera, el haz tangente es la fanilia de todos los

espacios tangentes a la variedad. Para ¢ le una topologia, nos
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valdremos de la paramctrizacidn (V,¢). Como para cada xeV tene--
. . N N I . .
mos un isomorfismo dwy:legTq(x)M, podoemos definir una biyecciOn

AP : VER =5 T (¢(V) ) ¢ TH
como

d¢(x,u) = (y(x),d¢,_(u)).
Se puede verificar fécilmente que d¢ es una biyeccifn., Introduz-
co entonces una topologfa en T(¢(V)) haciendo que d¥ sea un homeo

. n ; e

morfismo cntre VKR (que es abierto en R ) y T(4(V)). Tenemos -
ahora una cubierta de TM por medio de las 1 ({(V)). Definiremos -

la topologia de TM como siguc:

DEFINICION. A ¢ TM es abierto si y sblo si para toda parametriza-
cibn ¢:V-5 U, el conjunto
-1
(d4)~ (TUNA)

. n . 2
es abierto en VxR, o equivalentemente, en R ,

gia; es decir, mostrar que $# y TM son abiertos, que la intersec-
ci6n finita de abiertos es abilerta y que la unidn arbitraria de

abiertos es abierta.

Debenos verificar que esta definicibn no depende de la parametri
zacidn considerada. Si ¢,:V,-»U, es otra parametrizacidn, es su-

. . -4 N . .
ficiente ver que (dy,) ¢ (d¢) es un homeomorfismo. Pero esta fun-
cibén estd dada por

i i 4 -4

Add)eldd) (x,0) = (g sd ((x) Ay ($(2) ) (dy(x) (u))

Y, por la regla de la cadena,
, -4 -, N
= s(¢ao+((u),;1430¢)x(u))

que es incluso un : comorfimso. Esto muestra que la topologia -
no depende de la parametrizacidon y ademés muestra el siguiente

resultado.

EROPOSICION. TM es una variedad diferenciable de dimens ©n 2n.

Podemos hablar enotnces de funciones continuas o difere: lables.

Por ejemplo, un campo vectorial diferenciable es -una fui: (dn di-
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ferenciable v:M—THM tal que v(x)eTxM. Otro ejemplo de funcibn --

diferenciable es la proycccidn
e 1TM-wM;  w(p,v) =p. ¥

Para terminar este capitulo, daremos dos ejemplos de haces tan--

"gentes.
g

. ) 2t . .
Ejemplo 1. k1l haz tangente TS es muy f4cil de obtener, e inclu-
o . . . n+l
so podemos dar unss ccuaciones para estevhaz. Como SR r en--
tonces el haz tangente -

n+l n+l

: +
rshe s RNl e jRIVL gL o g20H2

Més explicitamente,

rs’= {(x,v)eSnKRn+l | x.v=0}

' n+l n
donde - denota el producto punto usual en R . Como x¢S 7,

2n+2

TSn=={(x,v)éR t x.x=1, x-v=0}

Estas son las ecuaciones del haz tangenté.

Ejemplo 2. Sea Pn=msn/x~~x. Observemos que la equivalencia de -~

curvas es un hecho local. Por tanto, podemos ver a las curvas --

. n . n
eugivalentes en P como parejas de curvas en § ;

* Podemos decir rgue un canmpo vectorial es una funcidn viM TH
tal cue v es la identidad. ' '
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los vectores de la figura anterior represcntan el mismo vector

tangente en P Podemos pensar entonces en Pl como 18T con una
relacion de cquivalencia entre puntos antipodas y entre vectores

antipodas:

pp? = 15"/ (p, v)rs (-p, ~V) .
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/. EL TEoRrma. DE _WHITHEY.,

Despuds de haber estudiado en la primecla seccidn las subvariedades
de R” , v en la scgunda secci6n las variedades abstractas, nos puc
de surgir naturalwcnis la siguiente pregunta: ¢Habrd alguna varie-
dad abstracta que no podanos "mcter"” en ningln r"?, 1la respuesta es
que no. In realidad, ¢l teorema de Whitney nos dice algo mnds: que a
cualguier variedad la podenos meter como un subconjunto cerrado de
algln R". Sin embargo, para llcgar a demostrar el teorema necesita-

mos un- buecn nGmero do conceptos y resultados.

A, EL_Concepro DE PARACOMPACIDAD H< 7
DEFINICION. Sca X un espacio topoldgico. Una cubierta de X es una -

familia dc subconjuntos de X tal que la unidn de la familia es X.
Una cubierta es localmente finita si cada punto de X tiene una ve-

cindad que intersccta a un nlmero finito de clementos de la cubier

ta. Si {x) v {x}} son dos cubiertas de X, decimos que {x. es re-

Py

finamiento de Ix,) si cada clemento x, ectd contenido en algfn x) .
p ’ p

Un espacio de¢ Hausdorff X eg paracompactec si cada cubierta de X por
conjuntos abiertos tiene un refinamicnto localmente finito también
formado por conjuntcs abiertos.

Seglin la definicién, un espacio de Hausdorff compacto siempre es =--
paracompacto, Sin cembargo, agquf usarcmos la propiedad que pedimos en
la definicidn de las variedades abstractas para mostrar gque existen

muchos mids c¢jenmplos de espacios paracompactos.

PROPOSICION. Si X es Hausdorff, localmente compacto y con base nume

rable, entonces X es paracompacto.

DEMOSTRACION. Sea U, ,U,,... una base numerable de subconjuntos de X.

Como X es localmente compacto, podemos suponer que U,,U,,...son com
pactos. Definimos W, =U, . Procediendo por induccidn, supongamos que
se define de forma tal que Wr, es compacto.

el conjuntto abierto W,

Sea k el menor entero tal que
an Uuv U,u-e 00,
Definimos entonces

W =U,uU, U+ 0l ;.

Por definicién, W; es compacto y W;, ¢ W, para j=2,...Adends
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U \N") ‘~'—'UW§ =X.

Sea lU.} cualquier cubicrta abierta de X, y jz2. El conjunto compac
to ij.—W5, que estd contenido en el abicrto W“1“Wyd, es cubierto

por un nimeroe finito UH,,...,Lhﬁ de clementos de la cubierta. Sea
V& = Up&\, N (VJHK u""'j-*l ) P i:‘:l, s ey n:) .

sea B, ={Vi ,..,Va;} . 81 j=1, cubrimos a W, con un ntmero finito de

elementos de la cubierta {Vi,...,Van} =B, . Definimos

Cw
B=UB7j.
J:“‘
3 lm 3 . .

Puesto que WgUﬁi(Wh.*Nj)KX, B ¢s una cubierta abierta de X que a la
vez es refinamiento de {ugy. Por otro lado, si x es cualquier punto
de X, existe j tal que xeW;. Pero entonces Ws intersecta solo un nfl
mero finito de elementos de B; es decir, B es un refinamiento local
mente finito de (Uéi, y X es paracompacto,

COROLARTO. Toda variedad diferenciable es paracompacta.

PROPOSTICTON. Sea M una variedad diferenciable, [udy una cubierta -

abjerta de M. Entonces c¢xiste una familia -numerable {Vﬁ de vecinda-

des coordenadas de M tales que :

i.{VJ es un refinamiento localmente finito de {U4d

ii. S8i ¢:V; -» R ¢s la parametrizaci6n asociada a V; , entonces (v
$(v;)=hxe R uxn €3}

iii. Si para cada parametrizacibn (V;,}) en {v;} definimos

Vi=¢ ' ({xeR" |nxnal}),entonces los V' cubren a M.

DEMOSTRACION. Scan W, Wy, ... los subconjuntos introducidos en la de

mostracién de la proposicién anterior. Entonces M es la unidén de los
conjuntos ajenos W, , Wy =W, ,Wy-W,, ... Si me M, entonces existe j tal
que me Wi, =W . Sea <(m) un indice tal que me Ugem.-Bs claro gue exis
te una carta, (Um, dm)tal que f(m) =0, Pm (Un) ={x e RY Nxil &3} vy

Um& Unem O (W, ~Wy Y. Si me W,, cambiaremos esta condicion pidiendo
que UnéUgeny ) Wy o La familia {Um} ©5 un refinamiento de &Ui} , asi
que para cata fawilia demostrarcemos la proposicitn,

Sean Ve=ifm (A% ¢ RN dxh 419) .

Para j»2, Wﬂw~wj ¢s cubicrto por un nimero finito de Ve, digamos
Vmr o r ot Vs, €ON My, o0 G Wi =Wy LComo my .. S0 Wi =Wj + Vinr. oy Ve €8-
tdn contenidos en WP3~W},. Parva j=1, cubrinos We. con ﬁn nimero finito
da Vw . Doefinimos Vi“Vh;ﬁ”&S(kXQ R iixie1y) . Bl resto de la demos-

tracion es identica a la de la proposicitn anterior.,
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B, lMEpipa_CERO,

Sea x € R". El hipercubo de radio r>0 con centro en x es el conjunto
Clx,r)= {y:(Y\l"'l}’n)e R“l {y“, Xl < 1, i=ll"'ln}'

E1l volumen de dicho hipercubo es ",

DEFINICION. Un conjunto S ¢ R” tiene medida cero si para cada ¢20

existe una familia numerable de hipercubos C(x;,r ) i=l,..., tales

que
. &
1.\.(:J‘C(x¢,r¢):_zs,
w
ii, Zrl g .
[}

PROPOSICION., Si S es un conjunto de medida cero, R"-S es denso.

DEMOSTRACION. Sea yeR" -S. Para todo cubo €(y,r) existe un punto
zcR" -5, 2y tal que zeCly,r) (Si no, entonces existe G(y,r.) conte-
nido en Svix) y entonces S no tiene medida cero). BEsto quiere decir

que R"~$ es denso,

PROPOSICION, Sea U< R" un abierto y f:U-»R" una funcién diferencia-

ble. Si S« U tiene medida cero, entonces f(S) tiene medida cero,

DEMOSTRACTON. Sea £20. Entonces existe una familia numerable de hi-
percubos que cubren a $ y cuya suma de volGmenes es menor que £. Po
demos suponer que cada hipercubo est& contenido en U (Si C(x,r) es
cualquier hipercubo, podemos dividirlo en 2" hipercubos de lado
1/2r. Eliminamos los hipercubos gque sean ajenos a U y repetimos el
proceso. Finalmente 'obtenemos tuna familia finita o numerabletde hi-
percubos contenidos en U cuya suma de vollmenes es menor que ™.
Ahora, sea yoC(x,r)n U. Cuando el proceso de subdivisién llega al
punto en que los lados de los hipercubos son menores que l/Zy (don-

de p es el radio de una vecindad de y totalmente contenida en U) en
tonces y quoeda on uno de los hipercubos que conservamos; eslo mues-
tra que la familia de hipercubos asi construfda cubre a C{x,r)nU).
Sea {=(f,,...,f,) v sea C(x,r) un hipercubo contenido on U. Como L .¢s
difereociable, las funciones 19 f;/ax}[ son continuas; como C{x,r)
es conpacto, podemos ascgurar que existe ol mdxino de los valores

de lafg/ijl restringido a C(x,r). Sea K este miximo. Usando el tvo

rema del valor medio, tonomos gue
JEx)-L(y) I 4 Kn W x—-y

para tada %,y ¢ C. Entonces si y:;C(x,r),‘f(y)d C(f(x),¥%nr ). Ente




ces F(8nC(x,xr)) queda cubicrto por ¢l cubo C(f(x),knr) de volumcr: -
Lhnt Y . Como § eutd cubicrvto por C;{x;,r{) con Zrnee , £(8) esta
cubierto con C;(f(x:),knxr ) con K*n® J.rr<«k"n"g. Por lo tanto, £(S)

tiene medida cero.

QQROL§§1Q. si f:U-»R”™ es una funcidn diferenciable con U €R" y nem

entonces f(U) tiene medida cero.

DEMOSTRACION. Sca y:UxR“”L?U la proyeccidn estédndar. fep U x R"L.,R™

es difercnciable, y como U740} tiene medida cero en R™ ., entonces

foy(U)L&OS):f(U) tiene medida cero.

EJERCICIO. Demuestre que Uxle) tienc medida ccro en R™

DEFINTCION. Sea M una variedad diferenciable, S ¢ M. Diremos que S

tiene medida cero. si para cada carta (U,9), {(Uns) tiene medida

cero.

Del corolario anterior obtenemos (que

PROPOSICION. Si f es una funcidn diferenciable entre dos variedades

My N, y si dim M<dim N, entonces £f(1) tiene medida cero en N.

c. APROXIMACION POR INMERS_,IONES

PROPOSICION. Sea Ug¢ R*abierto, f:U-»R" diferenciable con m 3 2n.
pDada €70 existe A=(a;3) matriz de mxn tal que !aq\<£ y tal que la

funcibdn
g(x)=f(x)+A-x

es una inmersi6n, es decir Dg; tiene rango n para toda xeU.

DEMOSTRACION, Buscamos A de la forma A=Q-Df, donde Q es una mar {2

de rango n.
Definimos f,.:M(mxn;k) U -=M(mxn) como
X(Q,k =Q-Df,

fene dmenmn
y su dominio k{min-k)+n y su codominio tlene -

fu. es diferenciable,
dimensiébn mn. Si k <« n-1, usando el hecho de que m 22n, tenemos
mn»fk(m+n~k)+n]v (m~k) (n-k)-n 2 (Zn-n+1) (n-n+1)-n =1>0.

Por log resultados sobre medida cero, la imagen de f, tiene medida
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cero en i{mgn) y el complemento de la imagen ¢s denso en M(mxn) .
Sea A=(a;;} con la;l« tal que A no estd en ninguna de las imagencs

de £, para 0 £k < n-1, Entonces Q=A+Df, tiene rango n para toda xe U.

TEOREMA .
Sea M" una variedad diferenciable, f:M-»R™ con mx2n y C&¢M un sub-
conjunto cerrado, Tal que el rango de f en x es n para todo xé& C.
Entonces, para cada funcidn J:M—>RY continua existe una inmersidn
g:M-»R™ tal que llf(x)%g(x)ﬂ <35(x) y f=g en C.
DEMOSTRACION. Si p e C, entonces existe una vecindad de p donde £ -
tiene rango n. Esto implica c¢cue C estd contenido en un abierto U -
donde f ticne rango n, los conjuntos U, M-C cubren a M. Sea (U4 )
un refinamiento de esta cubierta por vecindades coordenadas (ver pé
gina 53).
Numeramos los U; de forma tal que si i<0 U;sU. Sit(U;, {f{) es una
carta, sean '

Vi=titx e R Wxi<B) ; W, =f (Ixe R ixielY )

Recordemos que los W, siguen cubriendo a M.

Sea f,=f. Dado £,_, :M-»>R™ con rango n cn W = ﬂJW} , consideremos
o )%

L . Ix <3} > R™

Si A es una matriz mxn y ¥ e¢s una funcidn c® tal que ?({nxuclnj=1)

Y(lxuz23})=0; fuera de estos conjuntitos, 0¢y<l, Sea £, dada por

Queremos escoger A de forma ue ¥, tiene rango n en Kx¢thﬂ nNU; ).

Sabenos que fpﬂmﬂ’tiene rango n. Tomenos
DIy (%) =b £, o fe () 4D (%) D (%) 4+ (x)A

la funcidn FF:Xx M(mxn) »H{mn) dada por F(x,&):DFA(x) es
continua y IM(K«40} )cH{mxn;n) Si A es sufidentemente pequena, -

f(Rx{AP)<rlman;n) . También ¢i A es pequeha, podemos hacer

Waxtl<e /2% X, Wxi<3

Finalmente, por la Gltima proposicién, si A es pequeia £ of, +A
tiene rango n en {lxl<3}. Definimos entonces
\ ﬁ,ﬂ - (y>+ “5(1‘)& (Y)) A (‘{:;(Y)) S ! (t),c
fulyi - ,
["‘C"‘ (Y\ sty

&



-

Es facil wvexr que ., es diferenciable, ademis f. tiene rango n en
Wy por la tercera condicitn tiene rango n en We . Por la segunda
condici6n, if, (y)-f (yW es menor que §/2" | Definimos

g(x)=Lim £, (x); como la cubicrta de U, es localmente finita, todos
los f, coinciden en un conjunto compacto a partir de una cierta k;
esto implica que g es diferenciable y tiene rango n para toda x. -

Ademés,

£ (%) =g (Ol <6 ()

PROPOSICION. Si m»2n,para cualquier inmersién f:M"-» R™ y cualquier

. A ol . . . .. . ;
funcién ¢:M -4R” continua, existe una inmersidn inyvectiva g:M-—» R™ .,
Si f es inyectiva es una vecindad U de un cerrado N, podemos e€sco—-

ger glN=fIN.

DEMOSTRACION, Sea (Uy) una cubierta de M tal que f&U¢ es un encaje,

y sea (U{,4!) el refinamiento obtenido en la parte A de este capitu
lo . Sea f la funcidén mencionada en la demostracién de la proposi-

ciftn anterior. Sea
h(y) =404 (y))

si ye€ U;,0 si no., Entonces hy es difercnciable. Como antes, podemos
suponer que (Ui,f. )refina a {U,M-N} v que €U si i¢0. Sea fo=f.

Dada la inmersién f., :M-R", definimos f, como

Foly)=f  (y)+{c(y)b«
donde b, eR™ estd por determinarse. Por el argumento de la proposi-
cibdn anterior, si b,es suficientemente pequeno f, tendrd rango n.
Pedimos también que

1 Ew (y) = (y) 1 < 803

Finalmente, sca NeMmM” el conjunto de parejas (y,y,) con
hK(y)#hﬁ(yu), Consideremos la funcién de N en R™ que lleva a (y,y,)
EN o Fmy 64 = e (4)

T haga
Como 2n<§n la imagen de Nm tiene medida cero, asi que bk puede ser
suficientowente pegueno y no estar en la imagen. Se sigue que
Ly)-fuly, ) =0 si y solo si he (y)=h (y )=0y £,  (y)=-f, _ (v.)=0 (k>0).
Definimos ¢(y)=limf  (y). 5i g(y)=qgly,) vy yfyﬂ eato dmplicaria que
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£ . y)=f, (ves) v h,(y)=h,(y,) para toda k0.

La Gltima condicidn implica que fly)=fly, ) y por lo tanto y y vy,
no pueden pertenccer al mismo Up . Pero esto significa que ninguno
de los dos cstd en Uy para iv0; por lo tanto y,y,e¢U, y esto contra

dice el hecho de que £ es inyectivo an U.

D, EL TroremA DE MHITNEY.

DEFINICION. Sea f:M"—»R™. El conjunto limite L(f) es por definicidn

el conjunto L(f)={ye®” | y=linf(x,) para una sucesibn x, que no

tiene puntos de acumulacidén en M}
LJERCICTO. f(M) es cerrado si y solo si L(f)c £(M)

LEMA. Existe una funcifn diferencible £:M"5R con L(f)=@

DEMOFTRAQION. Sean (Ui,4:),4 como en las dos proposiciones anterio-

res, i>q; sea h;={1fi si yecU; vy h; =0, si no., Definimos :

o
£(y) n£§3k5W\ . En realidad, la suma cs finita, pues fU;} es una -
cubierta localmente finita, Si {x;jjeM no ticue puntos de acumula--
cibn en M, entonces s6lo un ntwero finito de estos caen en cualquier
compacto de M. Dado mg N, existe un entero i tal que XE¢:W;U~~U'WM.
Por lo tnato, xiﬁ:W; para jwnm, y f£x)>m.

Por lo tanto la sucesidn f£(x,) no converge,

COROLARIOQ . (Teorema de Whitncy)

et o AT s b A

A} . v g ‘ . .
Sea M" una variedad diferenciable. Entonces existe un encaje

i+t 2a4 )

g Mty R tal que g(M) es cerrado en R .

DEMOSTRACION. Sea f:M-»Re R™ diferenciable con L(f)=fl. Sea §(x)=1,
y sea ¢ una inmersion inyectiva tal que Hf(x)"gix)ﬂ<é(x). Entonces
Lig)=f v i.g(M) es cerrado en i, g es un homeomorfismo; por lo

tanto g ¢s un encasja,

Antes de terminar con este capitulo, quisiéramos senalar que, desde
unn cierto punto de vista, el Teorema de Whitney nos dice que podemos
quedarnos con las variedades contenidas en espacios euclidianos y

trabajar con ellas. Sin cmbargo, muchas veces es necesario traba -

jar con vaviedades abstractas, Por ejemplo, los espacios proyecti--



r . o E . . .
vas se pueden cncajar en un rR", pero la imagen de P" badjo el enca-
je dista mucho de ser un 'bspacio de rectas" : oes mas facil y ayuda

. - [y y . . e (4
mucho mis a la intulclon el trabajar con esta definiclon de P .

Con el encge dado por el Teorema de Whitney podemos introducir la

estructura de " cn nuestra variedad; en articular, tenemos un re-
[

sultado importante.

COROLARIO. Toda variedad es un espacio nétrico.
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